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Resumen

La mecánica cuántica polimérica está basada en algunas técnicas usadas en gravedad
cuántica por lazos y las cuales son adaptadas a sistemas que poseen un número �nito
de grados de libertad. Ésta ha sido aplicada a los in�nitos modos mecánicos de un
campo escalar y un campo de Dirac para calcular sus propagadores. En este trabajo
empleamos la teoría de perturbaciones en la representación polimérica de un campo
escalar libre de�nido en un espacio-tiempo de Minkowski, y calculamos el propagador
a altas energías del campo. De esta forma, revisamos el modelo propuesto por Hossain,
Husain y Seahra (HHS), en el cual los grados de libertad mecánicos del campo son
considerados como osciladores armónicos poliméricos. En el espacio de momentos la
dinámica del oscilador armónico polimérico corresponde a la de un péndulo cuántico,
por lo que el hamiltoniano está formado por un término cinético, que se puede asociar
con un rotor plano, y un potencial trigonométrico, el cual contiene la escala polimérica
discreta. Si consideramos que la escala de energía del oscilador armónico simple tiene
valores mayores a cierta energía característica polimérica, el potencial trigonométrico
puede ser considerado como una perturbación, así los valores propios y estados propios
del oscilador armónico polimérico son calculados como correcciones perturbativas a
partir del problema del rotor. Con base en el formalismo hamiltoniano y los resultados
perturbativos obtenidos, recobramos el propagador del campo escalar calculado por
HHS.

Asimismo, implementamos la integral de trayectoria en la representación polimérica
para calcular el propagador a altas energías del campo escalar. Para esto, escribimos
el propagador en términos de las funciones de un punto y de dos puntos del oscilador
armónico polimérico. Las funciones de un punto y de dos puntos pueden ser calculadas
sistemáticamente a cualquier orden mediante la amplitud de transición del rotor y
empleando teoría de perturbaciones. Así, recobramos la expresión del propagador del
campo, donde el primer término no trivial se da a segundo orden. De esta forma, con la
implementación de la teoría de perturbaciones, obtenemos una interpretación diferente
del modelo de HHS, el cual está basado en el conocimiento previo de las funciones
Mathieu, mientras que nuestra propuesta puede ser extendida a otros problemas, como
el caso de campos cuánticos interaccionando. Nuestros resultados han sido reportados
en el artículo [1].
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Capítulo 1

Introducción

Uno de los problemas abiertos de la física teórica contemporánea es contar con una
descripción cuántica de la gravedad, pues se espera que los aspectos cuánticos de la
gravitación permitan resolver di�cultades conceptuales y técnicas en los dos hitos de la
física del siglo XX: la relatividad general (RG) y la teoría cuántica de campos (TCC).

La dinámica clásica de la gravedad es bien entendida mediante la RG, sin embargo,
hay situaciones extremas, llamadas singularidades de la RG, que son singularidades
del espacio-tiempo mismo, donde la teoría es incapaz de ofrecer una explicación, co-
mo sucede en el universo temprano, llamado �Big Bang�, o en los agujeros negros [2].
Simultáneamente, se encuentra el problema de las divergencias ultravioletas e infrarro-
jas de la TCC. En particular, las divergencias ultravioletas requieren un esquema de
renormalización para determinar cantidades físicas con un valor �nito. Notemos que
estas divergencias están relacionadas con el carácter continuo del espacio-tiempo [3],
el cual además es un espacio-tiempo preestablecido. Es interesante que también en las
singularidades de la RG se ha supuesto que el espacio-tiempo es continuo.

Entre las propuestas más desarrolladas de teorías cuánticas de la gravedad destacan
la teorías de cuerdas y branas [4], así como la gravedad cuántica por lazos (GCL) [5, 6].
Mientras que en las primeras las excitaciones de las cuerdas y branas, en diferentes
dimensiones, están en correspondencia con las partículas conocidas y muchas otras, la
segunda se caracteriza por formularse en un esquema que no parte de un espacio-tiempo
preestablecido, y que tiene como consecuencia un carácter discreto en el espectro de
operadores geométricos como longitud, área o volumen. Estas propiedades de la GCL
resultan de la de�nición de los estados cuánticos de la gravedad, los cuales son eti-
quetados por grá�cos abstractos y aristas interconectadas por vértices. A tales estados
cuánticos se les ha denominado redes de espín. Entre los avances más importantes de la
gravedad cuántica por lazos destacan el cálculo de la entropía de agujeros negros [7, 8],
la resolución de la singularidad o �Big Bang� de modelos cosmológicos [9, 10], así como
la de un agujero negro [11].

Por otra parte, debido a la complejidad que presenta construir la GCL, resulta
conveniente explorar modelos más sencillos que la gravedad, por ejemplo modelos con un
número �nito de grados de libertad, donde se implemente parte del marco teórico de la
GCL, con el �n de vislumbrar soluciones a problemas más complicados. Es notable que el
modelo de Friedmann-Lemaître-Robertson-Walker tenga grados de libertad de este tipo,
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aunque su dinámica está gobernada por la gravedad. De esta forma surge la cosmología
cuántica por lazos realizando la cuantización a la lazos de este modelo cósmico [12].
Asimismo, se ha empleado la cuantización polimérica en ámbitos que incluyen campos
cuánticos [13, 14, 15, 16, 17, 18] y modelos mecánicos [19, 20, 21, 22, 23, 24, 25].

En los sistemas mecánicos, de particular interés ha sido establecer las diferencias
así como la relación que guardan este tipo de cuantización y la de Schrödinger [19].
La representación polimérica, como consecuencia de su construcción, cuenta de forma
natural con un parámetro libre, el cual puede interpretarse que está relacionado con la
longitud de Planck y con una posible naturaleza discreta del espacio-tiempo. De esta
forma, al asociar este parámetro con la longitud de Planck y compararlo con algún
parámetro característico del sistema, nos permite establecer el límite de bajas ener-
gías de la representación polimérica, y por medio del cual, podemos relacionar esta
representación con la de Schrödinger [19, 25]. Por otro lado, también se ha propuesto
implementar un esquema de renormalización para relacionar estas dos representacio-
nes, siendo el parámetro libre ahora interpretado como parámetro de renormalización
[26, 23]. En esta propuesta el esquema de renormalización posibilita de�nir el límite
continuo de la representación polimérica, que resulta ser la representación de Schrödin-
ger. También se ha visto que es posible recuperar la covarianza Galileana de la teoría de
Schrödinger con un apropiado límite de bajas energías en la representación polimérica
[20]. Asimismo, inspirados por la resolución de la singularidad en los modelos cósmicos
cuánticos por lazos, algunos autores han estudiado el comportamiento de potenciales
singulares tales como 1

r
y 1

r2
[21, 22].

Además, se ha desarrollado un tratamiento semejante al introducido por Feynman
cuando de�nió la integral de trayectoria [27], con la �nalidad de estudiar la amplitud de
transición de algunos modelos cósmicos poliméricos [28, 29, 30]. En este tratamiento se
combinan dos elementos primordiales de estos modelos: la invariancia por reparametri-
zaciones temporales, consecuencia del carácter relativista, y la cuantización polimérica.
Para atender el primero se incorpora la llamada técnica de promedio en el grupo, como
un mecanismo para extraer funciones de correlación que son invariantes bajo el grupo
de reparametrizaciones temporales. El segundo elemento, el polimérico, se incorpora en
la implementación de la integral de trayectoria del propagador. Asimismo, la integral
de trayectoria polimérica ha sido aplicada a la teoría de un campo escalar [31], para
obtener la fórmula de Feynman, es decir, para expresar la amplitud de transición en
términos de una acción, la cual no es la estándar. Cabe mencionar que esa línea de tra-
bajo presenta diferencias esenciales con el nuestro: Primero, los modos mecánicos del
campo en los que se realiza la integral de trayectoria polimérica son distintos. Segundo,
En el trabajo [31] sólo se formula la amplitud de transición en términos de la acción, en
nuestro trabajo calculamos de forma explícita el propagador. Por otra parte, también
se han estudiado sistemas mecánicos en la integral de trayectoria polimérica, como lo
son el oscilador armónico polimérico (OAP) [32, 33], una partícula libre relativista [34],
así como el caso del potencial 1

r2
[35].

En el contexto de la TCC, algunos de los modelos que se han explorado ha sido a
través de un esquema hamiltoniano y parten de un espacio-tiempo clásico preestableci-
do, así el análisis se ha centrado en las consecuencias que resultan de emplear la teoría
polimérica exclusivamente en los grados de libertad de materia. Parte de la motivación
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de trabajar con estos modelos es tratar de estudiar el posible comportamiento de los
campos a altas energías con modelos sencillos. Entre los aspectos que se han analizado
con un campo escalar polimérico están la propagación de ondas sobre un espacio-tiempo
de Minkowski [13], así como la cuantización de un campo escalar en un espacio-tiempo
clásico homogéneo e isótropo, permitiendo de�nir una ecuación semiclásica de Fried-
mann con un universo que no es singular ni rebotante; lo anterior sin cuantizar la
gravedad [14]. También se ha introducido un campo escalar polimérico en modelos de
colapso gravitacional, donde se hallaron propiedades como evaporación del horizonte y
la evasión de la singularidad, nuevamente sin un espacio-tiempo cuántico [16]. Además
se estudió la generación de �uctuaciones primordiales en un universo in�acionario de de
Sitter, aquí la dinámica del campo escalar es gobernada por la cuantización polimérica
a través de los modos de Fourier del campo. Para elecciones razonables del parámetro
polimérico se encuentra que los efectos poliméricos no son detectables en el espectro
angular de potencias del Fondo de Radiación Cósmica (CMB) [17].

De particular interés ha sido el trabajo de Hossain et al [15], donde se incluye un
aspecto intuitivo para el cálculo del propagador del campo escalar. Esto consiste en
utilizar un desarrollo en modos de Fourier del campo escalar, que satisface condicio-
nes de frontera periódicas, además se introducen variables adecuadas para aplicar la
teoría polimérica a los grados de libertad mecánicos que el campo presenta en cada
punto. Por consiguiente, resulta que el campo está formado por una torre de oscila-
dores poliméricos (péndulos cuánticos), de esta forma se puede evaluar el propagador
polimérico mediante los valores propios y estados propios del hamiltoniano del OAP.
Este propagador es una serie que presenta dos formas asintóticas comúnmente llamadas
la aproximación en el régimen de rotor y la aproximación en el régimen de oscilador;
estas aproximaciones presentan comportamientos diferentes al propagador estándar del
campo escalar en los límites infrarrojo y ultravioleta, aunque el régimen de oscilador
se puede relacionar con el propagador estándar del campo escalar. Asimismo, la co-
varianza de Lorentz del propagador polimérico no se tiene aún entendida cuando el
parámetro polimérico es diferente de cero. De esta forma, inspirados en el propagador
del campo escalar polimérico [15], se inició el estudio del papel que juega la causalidad
en la teoría polimérica del campo escalar [36]. El análisis no fue conclusivo. También, se
ha mostrado que este modelo polimérico del campo escalar predice que el efecto Unruh
a altas energías desaparece [37] y que un observador inercial puede detectar radiación
[38]. Igualmente, utilizando la descomposición del campo en modos mecánicos se ha
calculado el propagador del campo de Dirac polimérico [18].

Sin embargo, un aspecto a subrayar en el análisis hecho en [15], es que está basado
en el conocimiento previo de los valores propios y estados propios del OAP, que resul-
tan ser los valores característicos de las ecuación de Mathieu y las funciones senos y
cosenos elípticos, respectivamente [19], y que además son la causa de que el propagador
polimérico presente dos formas asintóticas, como hemos mencionado anteriormente. De
esta forma, un par de características de este análisis son: que está ligado a la teoría de
una campo escalar libre y que la metodología subyacente a las dos formas asintóticas
de la expresión del propagador polimérico requiere mayor estudio. Estas propiedades
del modelo de [15], no permiten su inmediata extensión a otras teorías de campo, ni a
otros aspectos de a TCC, como la simetría de Lorentz o el esquema de renormalización.
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En el presente trabajo [1] hacemos un análisis complementario del propagador de
un campo escalar polimérico a altas energías [15]. Especí�camente, implementamos
la teoría de perturbaciones en el formalismo hamiltoniano y de integral de trayectoria
para la obtención del propagador. Nuestra propuesta es emplear el método perturbativo
en la teoría del campo escalar polimérico, el cual se podría utilizar para dilucidar la
invariancia de Lorentz de la teoría, o estudiar el esquema de renormalización en la teoría
de un campo escalar con una autointeracción de la forma λφ4. Es importante enfatizar
que la expresión analítica del propagador permite estudiar estos aspectos en la TCC
usual. Por esta razón, remarcamos que es importante investigar si hay una metodología
que podamos incorporar en la evaluación del propagador polimérico, ya que un esquema
sistemático se podría extender en el estudio de otros aspectos de la TCC.

Por otra parte, es bien conocido que en la TCC estándar, la integral de trayectoria
ofrece ventajas respecto al esquema hamiltoniano, por ejemplo, ser un esquema explí-
citamente covariante, o facilitar el cálculo de propagadores. Por este motivo, es válido
plantearse el análisis del campo escalar mediante la integral de trayectoria polimérica.
Además, si consideramos que hasta ahora, dentro de integral de trayectoria polimérica,
lo que se ha estudiado en los modelos cósmicos, en los sistemas mecánicos y en el mismo
campo escalar, es únicamente la amplitud de transición, entonces resulta interesante
plantear el cálculo de otras cantidades, como valores de expectación, donde el camino
a seguir no es del todo claro. Por tanto, estudiar el propagador del campo escalar en
este formalismo tiene su propia justi�cación, nuestro trabajo es la primera propuesta
en esta dirección [1].

La estructura de la tesis es como sigue. En el capítulo 2 discutimos el propagador del
campo escalar real en el formalismo hamiltoniano y de integral de trayectoria. El campo
escalar presenta la particularidad de estar expresado en los modos de Fourier conve-
nientes para introducir posteriormente la representación polimérica. En seguida, en el
capítulo 3, resolvemos el OAP en el régimen de rotor mediante teoría de perturbaciones,
y a partir de estas soluciones calculamos el propagador del campo escalar polimérico
en esta aproximación. En el capítulo 4 formulamos la amplitud de transición del OAP
como una serie donde los términos dependen de la amplitud de transición del rotor,
esto es resultado de implementar la integral de trayectoria y teoría de perturbaciones en
el régimen de rotor del OAP. Además, calculamos explícitamente hasta segundo orden
esta amplitud de transición. En el capítulo 5 planteamos la función de un punto y la de
dos puntos del OAP como series, que son obtenidas a través del desarrollo perturbativo
de la amplitud de transición del OAP y la integral de trayectoria. Calculamos hasta
segundo orden la función de un punto y de dos puntos del OAP y volvemos a establecer
el propagador del campo escalar polimérico en el régimen de rotor. Por último, en capí-
tulo 6 hacemos una discusión del trabajo y los resultados obtenidos, incluimos nuestras
conclusiones y las limitaciones sobre estos resultados, así como posibles perspectivas.



Capítulo 2

Teoría cuántica del campo escalar real

En este capítulo presentamos algunos aspectos de la teoría cuántica estándar de un
campo escalar real, esto con la �nalidad de introducir los elementos que nos permiten
de�nir el modelo de un campo escalar polimérico así como notar las diferencias entre la
teoría canónica y el modelo polimérico. En primer lugar discutimos la teoría cuántica
canónica del campo escalar. Después estudiamos la descripción en modos de Fourier
del campo, donde los modos son elegidos de tal forma que el hamiltoniano del campo
escalar resulta ser la suma de osciladores armónicos simples descritos en variables reales.
Por último, basados en esta descripción en modos de Fourier del campo, calculamos su
propagador en el formalismo hamiltoniano y de integral de trayectoria.

2.1. Teoría cuántica canónica

En el espíritu de este trabajo, presentamos de forma sucinta la cuantización canónica
del campo escalar real, con el propósito de notar las diferencias con la propuesta que
seguiremos en esta tesis [15, 18, 39]. En esta sección mencionaremos algunas nociones
de la teoría clásica de un campo escalar real y después formularemos la teoría cuántica
del campo. Para esto nos basaremos en [40]. Sabemos que la acción del campo escalar
está dado por

S =
1

2

∫
d4x

(
ηµν∂µφ∂νφ−M2φ2

)
, (2.1)

donde se ha hecho c = ~ = 1, y se considera que ηµν sea la métrica de Minkowski:
ηµν = diag(+1,−1,−1,−1). La densidad lagrangiana está dada por

L =
1

2

[
φ̇(x)2 − (∇φ(x))2 −M2φ(x)2

]
. (2.2)

Con lo que, si consideramos la de�nición usual del momento conjugado del campo, éste
queda como

π(x) =
∂L
∂φ̇

= φ̇(x). (2.3)

Con estos aspectos de la teoría lagrangiana del campo escalar podemos estudiar la
teoría hamiltoniana. Podemos obtener la densidad hamiltoniana mediante una trans-
formación de Legendre de la densidad lagrangiana (2.2) y considerando su momento

12
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conjugado (2.3):

H(x) = π(x)φ̇(x)− L(x) =
1

2

[
π(x)2 + (∇φ(x))2 +M2φ(x)2

]
. (2.4)

Además, los corchetes de Poisson para el campo escalar resultan ser

{φ(t,x), π(t,y)} = δ(3)(x− y), {φ(t,x), φ(t,y)} = {π(t,x), π(t,y)} = 0. (2.5)

Con esta información de la teoría clásica del campo escalar podemos referirnos a su
teoría cuántica. La idea es promover el campo escalar y su momento conjugado, φ(x) y
π(x), a operadores: φ̂(x) y π̂(x), así como los corchetes de Poisson (2.5) a conmutadores[

φ̂(t,x), π̂(t,y)
]

= iδ(3)(x− y),
[
φ̂(t,x), φ̂(t,y)

]
= [π̂(t,x), π̂(t,y)] = 0. (2.6)

Si evaluamos el conmutador del campo φ̂(x), así como del momento π̂(x), con el hamil-
toniano Ĥ, el cual es la integral de volumen en el espacio de la densidad hamiltoniana
(2.4), veremos que el campo φ̂(x) obedece la ecuación de Klein-Gordon

¨̂
φ(t,x) = (∇2 −M2)φ̂(t,x). (2.7)

De esta forma, se propone una solución que es un desarrollo de ondas planas

φ̂(t,x) =

∫
d3pNpe

ip·xâp(t). (2.8)

Sustituyendo las soluciones de ondas planas (2.8) en la ecuación de Klein-Gordon (2.7),
podemos deducir una ecuación diferencial para âp(t), que es la ecuación de un oscilador
armónico simple (OAS), cuya solución es

âp(t) = â(1)
p e−iωpt + â(2)

p eiωpt, (2.9)

con ωp =
√
p2 +M2, la frecuencia del OAS. Si tomamos en cuenta que el campo escalar

es real, deducimos que
(
â

(1)
p

)†
= â

(2)
−p, además, si hacemos Np = 1√

(2π)32ωp

, podemos

mostar que los operadores âp cumplen el álgebra de los operadores escalera[
âp, â

†
p′

]
= δ(3)(p− p′), [âp, âp′ ] =

[
â†p, â

†
p′

]
= 0. (2.10)

Por consiguiente, los operadores del campo y su momento pueden escribirse en
términos de los operadores escalera mediante las soluciones de onda planas

φ̂(t,x) =

∫
d3p√
(2π)3

1√
2ωp

(
âpe

i(p·x−ωpt) + â†pe
−i(p·x−ωpt)

)
, (2.11)

π̂(t,x) =

∫
d3p√
(2π)3

(−i)
√
ωp

2

(
âpe

i(p·x−ωpt) − â†pe−i(p·x−ωpt)
)
. (2.12)

La ecuación (2.11) es la razón por la que el campo escalar puede ser interpretado
como un conjunto de osciladores armónicos, pues, como se dijo, los operadores âp
y â†p satisfacen el álgebra de los operadores de creación y aniquilación (2.10). Esta
visualización del campo como un conjunto de osciladores armónicos la analizaremos
en una forma diferente en la siguiente sección, la idea será cuantizar cada OAS en la
representación de Schrödinger.
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2.2. Descripción mediante osciladores armónicos en la repre-
sentación de Schrödinger

En el presente trabajo hacemos énfasis en la idea de un campo escalar real confor-
mado por un conjunto de osciladores armónicos simples. En esta sección estudiamos
un esquema que pudiéramos seguir para cuantizar a cada oscilador del campo en la
representación de Schrödinger; a diferencia de lo que es más común en la literatura
[40, 41, 3], donde los osciladores del campo son cuantizados en la representación de
Fock, como vimos en la sección 2.1. La �nalidad es estudiar una propuesta que nos per-
mita implementar la cuantización polimérica en la teoría de campos. La cuantización
polimérica se lleva a cabo siguiendo más el espíritu de la cuantización a la Schrödinger,
que de la cuantización a la Fock, es decir, el álgebra básica de operadores está formada
por operadores de posición y de traslaciones1, y no a través de operadores escalera â
y â†. Por tanto, es adecuado describir el campo escalar clásico como un cúmulo de
osciladores armónico en variables canónicas.

De�nimos el campo dentro de una caja de volumen V = L3 con condiciones de
frontera periódicas, de esta forma, el campo y su momento conjugado puede escribirse
como desarrollos de Fourier:

φ(t,x) =
1√
V

∑
k∈Z3

φk(t)eix·k, π(t,x) =
1√
V

∑
k∈Z3

πk(t)eix·k, (2.13)

donde k = 2π
L

(nx, ny,nz) con nx, ny,nz ∈ Z. Se debe cumplir que el campo φ sea real,
de lo que obtenemos las condiciones de realidad:

φ∗k = φ−k, y π∗k = π−k. (2.14)

Si tomamos en cuenta el desarrollo de Fourier del campo y su momento conjugado
(2.13), en el hamiltoniano del campo escalar, que es la integral de volumen de la den-
sidad hamiltoniana (2.4), obtenemos un hamiltoniano expresado en modos de Fourier:

H =
1

2

∑
k∈Z3

[πkπ
∗
k + ω2

kφkφ
∗
k], donde ω2

k = k2 +M2, (2.15)

siendo ωk la frecuencia de cada modo. Además, podemos evaluar los corchetes de Pois-
son (2.5) en términos de los modos de Fourier φk y πk. Para esto, debemos invertir los
desarrollos de Fourier (2.13) usando∫

V

d3xeix·(k−k
′) = V δk,k′ , (2.16)

y evaluar los corchetes de Poisson, así obtenemos

{φk, πk′} = δk,−k′ , {φk, φk′} = {πk, πk′} = 0. (2.17)

Lo que seguiría sería cuantizar los modos φk y πk en la representación de Fock; pero
si en lugar de esto, quisiéramos cuantizar los modos de Fourier en la representación

1Vea el capítulo 3
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de Schrödinger, habría un par de inconvenientes: Primero, los modos φk y πk son
complejos. Si queremos proceder tal que los modos φk y πk actúen como operadores
de posición y momento, respectivamente; necesitamos variables reales. Segundo, en el
primer corchete de Poisson en la ecuación (2.17), vemos que el modo φk está acoplado
con el momento π−k, esto signi�ca que los modos no son independientes, mientras que
nosotros quisiéramos cuantizar osciladores armónicos desacoplados. Por consiguiente,
en este punto nos separamos de la cuantización usual de los modos de Fourier φk y πk,
y seguiremos una ruta alterna para introducir la representación de Schrödinger.

De esta forma, para obtener una teoría en variables reales y con osciladores des-
acoplados, haremos una transformación de los modos de Fourier [42], pero antes ne-
cesitamos señalar que el espacio de momentos, el k−espacio, al ser una red regular
tridimensional, la cual nombramos L, puede ser dividido en tres subconjuntos disjun-
tos:

L+ = {k : k3 > 0} ∪ {k : k3 = 0, k2 > 0} ∪ {k : k3 = 0, k2 = 0, k1 > 0} , (2.18)

L− =
{
k : −k, k ∈ L+

}
, (2.19)

{0} . (2.20)

Aquí es claro que L = L+ ∪ L− ∪ {0} . Así, introducimos la ya mencionada transfor-
mación en lo modos de Fourier

φk =
1√
2

(qk + iq−k), πk =
1√
2

(pk + ip−k), con k ∈ L+, φ0 = q0, π0 = p0. (2.21)

Entonces, si evaluamos la ecuación (2.21) en la ecuación (2.15) obtenemos un ha-
miltoniano compuesto de osciladores armónicos desacoplados:

H =
1

2

∑
k∈L

[p2
k + ω2

kq
2
k]. (2.22)

Asimismo, los corchetes de Poisson son

{qk, pk′} = δk,k′ , {qk, qk′} = {pk, pk′} = 0. (2.23)

Así, el hamiltoniano (2.22) y el corchete de Poisson (2.23) corresponden a un cúmulo
de osciladores desacoplados, que era lo que buscábamos.

Por último, mencionaremos de forma muy breve algunos aspectos de la teoría cuán-
tica. De�niremos la teoría cuántica a partir de los modos independientes qk y pk. De las
ecuaciones del hamiltoniano (2.22) y el corchete de Poisson (2.23) vemos que podemos
de�nir la teoría cuántica del campo escalar mediante la teoría cuántica de un oscilador
armónico simple. El espacio de Hilbert de la teoría de campo sería el producto tensorial
del espacio de Hilbert asociado a cada modo:

Hφ =
⊗
k∈L

L2(qk, dqk),

donde L2(qk, dqk) representa el espacio de funciones cuadrado integrables, −∞ < qk <
∞, en la medida de Lebesgue, dqk. A su vez, los operadores q̂k y p̂k pueden ser repre-
sentados en L2(qk, dqk), tal que uno actúa en forma diagonal y el otro como derivada:
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q̂kψk(qk) = qkψk(qk), p̂kψk(qk) = −i∂qkψk(qk). (2.24)

Estos serían algunos elementos para una descripción cinemática del campo escalar en
esta representación de Schrödinger. La dinámica, la parte donde resolvemos el ecuación
de valores propios del hamiltoniano, corresponde a la del OAS en la representación de
Schrödinger [43].

Debemos notar que al no trabajar con los modos originales φk y πk, la teoría cuántica
en los modos independientes qk y pk, en principio, es diferente a la teoría cuántica
estándar de Fock y de Schrödinger del campo escalar. Nosotros no hemos hecho un
análisis sobre la relación de estas teorías cuánticas, pero existe literatura que podría
esclarecer esta relación en el futuro [40, 44, 45]. Por otra parte, como veremos en la
próximas secciones, es posible obtener el propagador estándar del campo escalar en esta
descripción en modos independientes, tanto en el formalismo hamiltoniano como en el
de integral de trayectoria. Esto nos indica que la teoría cuántica que estamos de�niendo
en los modos qk y pk, podría ser equivalente la teoría cuántica usual del campo escalar
en la representación de Fock o de Schrödinger.

2.3. Propagador mediante la función de dos puntos del oscilador
armónico: enfoque hamiltoniano

En esta sección calcularemos el propagador del campo escalar real, el cual es la función
de Green de la ecuación de Klein-Gordon (2.7), pero lo haremos utilizando los modos
qk, nuestro análisis complementa los hechos en [15, 18]. El propagador se de�ne como
el valor de expectación en el estado de vacío del producto de dos campos evaluados en
diferentes puntos del espacio-tiempo [40, 41]:

∆F =
〈

Ω | T̂
[
φ̂(t,x)φ̂(t′,x′)

]
| Ω
〉
, (2.25)

en la expresión anterior | Ω〉 es el estado de vacío del campo y T̂ es el operador de
ordenamiento temporal.

Para evaluar la anterior expresión usando los modos de Fourier qk, recordemos que
el estado de vacío del campo lo de�nimos como el producto tensorial de los estados base
de los modos qk : | Ω〉 =

⊗
k∈L | 0k〉, donde | 0k〉 representa el estado base asociado

al modo qk. En la representación de Schrödinger el estado base | 0k〉 tiene la forma
[43, 46]

| 0k〉 =

∫
dqkΨ0k(qk) | qk〉, con Ψ0k(qk) =

(ωk

π

) 1
4
e−

ωkq
2
k

2 . (2.26)

Además, si consideramos el ordenamiento temporal t > t′, el propagador del campo
(2.25) es la función Wightman de frecuencias positivas, que de acuerdo a el Apéndice
A.1 se puede escribir como
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〈
Ω | φ̂(t,x)φ̂(t′,x′) | Ω

〉
=

1

V


∑

k,k′∈L+∪{0}

Mkk′Dk(t)Dk′(t
′) +

∑
k ∈ L

eik·(x−x
′)Dk(t, t′)

 ,

(2.27)
con

Mkk′ =


Mkk = −2 sin ((x + x′) · k) , k ∈ L+ ∪ {0},
Mk0 =

√
2 (cos (x · k)− sin(x · k)) , k ∈ L+,

M0k′ =
√

2 (cos(x′ · k′)− sin(x′ · k′)) , k′ ∈ L+,
Mkk′ = 2 (cos (k·x− k′·x′)− sin (x · k + x′ · k′)) , k,k′ ∈ L+, k 6= k′,

y

Dk(t) = 〈0k | qk(t) | 0k〉, (2.28)

Dk(t, t′) = 〈0k | q̂k(t)q̂k(t′) | 0k〉. (2.29)

La expresión (2.27) corresponde a la función Wightman de frecuencias positivas en
términos de la función de un punto y de dos puntos, Dk(t) y Dk(t, t'), respectivamente,
de los modos qk.

Para evaluar la función Wightman (2.27), recordemos que estamos considerando
el modo qk como operador de posición (2.24), por consiguiente, la representación del
campo escalar que estamos haciendo es compatible con las propiedades de paridad del
OAS [43, 46] en los modos qk. Así, el operador qk es un operador impar mientras que el
hamiltoniano correspondiente en (2.22) es par. Entonces, el operador qk(t), impar, y los
vectores propios del hamiltoniano tienen paridad de�nida. De esta forma, los valores
de expectación del operador qk(t) en los vectores propios del hamiltoniano serán nulos,
en particular, la función de un punto, ecuación (2.28), será

Dk(t) = 0.

Lo que permite reducir la función Wightman de frecuencias positivas, ecuación (2.27),
a 〈

Ω | φ̂(t,x)φ̂(t′,x′) | Ω
〉

=
1

V

∑
k ∈ L

e−ik·(x−x
′)Dk(t, t′), (2.30)

donde Dk(t, t′) representa la función de dos puntos del OAP, ecuación (2.29), con t > t′.
Este resultado nos permite calcular la función de Wightman mediante la función de dos
punto del OAS.

Entonces, para calcular la función de Wightman, ecuación (2.30), nos enfocaremos
en la función de dos puntos del OAS (2.29). Si evaluamos en dos ocasiones la relación
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de cerradura de los vectores propios del hamiltoniano del OAS hallamos para (2.29)

Dk(t, t′) =
∞∑

nk,mk=0

〈0k | eitĤk q̂ke
−i(t−t′)Ĥk q̂ke

−it′Ĥk | 0k〉

=
∞∑

nk,mk=0

eiE0k(t−t′) 〈0k | q̂k | nk〉 〈nk | e−i(t−t
′)Ĥk | mk〉 〈mk | q̂k | 0k〉

=
∞∑

mk=0

e−i(Emk−E0k)(t−t′) | 〈mk | q̂k | 0k〉 |2 .

Para el OAS se tienen las siguiente identidades [43]: q̂k | 0k〉 = 1√
2ωk
| 1k〉, además de

E1k − E0k = ωk, así la función de dos puntos del OAS llega a ser

Dk(t, t′) =
∞∑

mk=0

e−i(Emk−E0k)(t−t′) | 1√
2ωk

〈mk | 1k〉 |2

=
∞∑

mk=0

1

2ωk

e−i(Emk−E0k)(t−t′) | δmk,1k |2

=
1

2ωk

e−iωk(t−t′). (2.31)

La función de Wightman de frecuencias positivas (2.30) llega a ser〈
Ω | φ̂(t,x)φ̂(t′,x′) | Ω

〉
=

1

V

∑
k ∈ L

e−i[ωk(t−t′)−k·(x−x′)]

2ωk

. (2.32)

La función Wightman (2.32) se relaciona con el propagador de Feynman escribiendo
la exponencial e−iωk(t−t′) de la siguiente forma

e−iωk(t−t′) =
1

2π

∫
C

dχ
2iωke−iχ(t−t′)

ωk
2 − χ2 − iε

, (2.33)

donde el signo de iε corresponde al propagador de Feynman en espacio de momentos
[3]. Si realizamos la integral considerando el contorno C de�nido en la mitad inferior
del plano complejo, que encierra el polo χ = ωk − iδ (vea la �gura 2.1), recuperamos
la función e−iωk(t−t′). Existe otra contribución que se obtiene al considerar el contorno
C ′ de�nido en la mitad superior del plano complejo en (2.33), que encierra el polo
χ = −ωk + iδ (vea la �gura 2.1), esta contribución es e−iωk(t′−t′), siendo t′ > t, la cual
es parte de la función de Wightman de frecuencias negativas.

De esta forma, combinando (2.31) y (2.33) el propagador de Feynman será

Dk(t, t′) =
1

2π

∫
C

dχDpe
−iχ(t−t′)

⇒ Dp =
−i

p²−M² + iε
, (2.34)
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χ

k 

k 

Figura 2.1: Contorno de integración del propagador de Feynman

donde consideramos p = (χ,k), p2 = χ2− | k |2 y ω2
k = k2 +M2.

En la próxima sección volveremos a obtener la expresión el propagador del campo
escalar (2.34), pero esta vez emplearemos la integral de trayectoria en los modos de
Fourier qk.

2.4. Propagador mediante la integral de trayectoria del oscila-
dor armónico

En esta sección calcularemos el propagador del campo escalar mediante la integral de
trayectoria de los modos de Fourier qk. Antes de calcular el propagador del campo
escalar, mencionaremos la integral de trayectoria para sistemas mecánicos. Después,
discutiremos como implementaremos la integral de trayectoria en la descripción en
modos qk del campo. Por último, calcularemos el propagador del campo escalar, para
esto utilizaremos la propuesta de Creutz et al [47, 48], la cual tiene como ingredientes
la traza del producto de dos operadores de campo y el uso de la transformación de
Fourier �nita.

2.4.1. Integral de trayectoria en mecánica cuántica

En esta subsección obtenemos la fórmula de Feynman, la cual relaciona la amplitud de
transición con la acción del sistema, esto lo haremos para sistemas con un número �nito
de grados de libertad. La siguiente discusión está basada en [40]. El punto de partida
del método de la integral de trayectoria es la amplitud de transición

〈x, t|x′, t′〉 . (2.35)

La idea es evaluar la amplitud de transición (2.35) mediante una partición en el tiempo
y utilizando las relaciones de cerradura de los vectores propios de posición y momento.
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Entonces, el intervalo de tiempo (t, t′) es dividido en N segmentos de longitud ε

tn = t′ + nε, con n = 1, . . . , N − 1; y t− t′ = Nε. (2.36)

Esta partición temporal y la propiedad de composición del operador de evolución nos
permite partir este operador en N partes:

e−
i
~ (tb−ta)Ĥ = e−

i
~ εĤe−

i
~ εĤ . . . e−

i
~ εĤ . (2.37)

Además, insertamos una relación de cerradura de los vectores propios de posición |xn〉
entre cada operador de evolución de (2.37), y consideramos el esquema de Heisenberg
para los estados correspondientes a los puntos inicial y �nal: |x′, t′〉 = e

i
~ Ĥt

′ |x′〉 y
|x, t〉 = e

i
~ Ĥt |x〉. De esta forma, la amplitud de transición (2.35) llega a ser

〈x, t|x′, t′〉 =

(
N−1∏
n=1

∫
dxn

)(
N∏
n=1

〈
xn|e−

i
~ εĤ |xn−1

〉)
. (2.38)

En el miembro derecho de esta ecuación se consideró x = xN , x
′ = x0; t = tN , t

′ = t0.
En particular, la amplitud de transición enésima se puede calcular de la siguiente manera〈

xn|e−
i
~ εĤ |xn−1

〉
= 〈xn| e−

i
~ εĤ |xn−1〉

=
1

2π~

∫
dpn 〈xn| e−

i
~ εĤ |pn〉 〈pn|xn−1〉

≈ 1

2π~

∫
dpn 〈xn| 1−

i

~
εĤ |pn〉 〈pn|xn−1〉+ 0(ε2) (2.39)

≈ 1

2π~

∫
dpn 〈xn|pn〉 〈pn|xn−1〉

[
1− i

~
εH(xn, pn)

]
(2.40)

≈ 1

2π~

∫
dpne

i
~ ε[pn

xn−xn−1
ε

−H(xn,pn)]. (2.41)

Entre las ecuaciones (2.39), (2.40) y (2.41) hemos hecho dos suposiciones: Primero, consi-
deramos que ε � 1. Segundo, que el hamiltonano presenta ordenamiento de Weyl [40], lo
que implica que la versión discreta del hamiltoniano pueda ser una función simétrica de las
coordenadas: xn = xn+1+xn

2 .
De esta forma, la amplitud de transición (2.38) mediante (2.41) es〈

x, t|x′, t′
〉

= ĺım
ε→0

(
N−1∏
n=1

∫
dxn

)(
N∏
n=1

∫
dpn
2π~

)
e
i
~
∑N
n=1 ε[pn

xn−xn−1
ε

−H(xn,pn)]. (2.42)

El último paso (matemáticamene no trivial) en la integral de trayectoria es tomar el límite
N −→∞, o ε −→ 0. En este límite generalmente se hacen las sustituciones

N∑
n=1

ε −→
∫ t′

t
dt,

xn − xn−1

ε
−→ dx

dt
,

N−1∏
n=1

∫
dxn −→ D′x,

N∏
n=1

∫
dpn
2π~

−→ Dp, (2.43)

donde D′ denota que hay una integral menos. Así obtenemos〈
x, t|x′, t′

〉
=

∫
D′x

∫
Dp e

i
~
∫ t′
t dt(pẋ−H(x,p)). (2.44)

Esta expresión es conocida como fórmula de Feynman y nos relaciona la amplitud de transición
con la acción del sistema. En el siguiente apartado utilizaremos esta fórmula de Feynman para
obtener una ecuación para la amplitud del transición del campo escalar.
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2.4.2. Amplitud de transición

A diferencia de lo que es común en los libros de texto [40, 41], donde para calcular la amplitud
de transición del campo escalar, mediante la integral de trayectoria, se introduce una red
regular en un volumen de espacio-tiempo con el campo cumpliendo condiciones de frontera
periódicas; nosotros sólo impondremos las condiciones de frontera periódicas sobre el campo,
lo cual nos permite expresar la amplitud de transición en términos de la fórmula de Feynman
de cada modo qk. Sin embargo, con la �nalidad de esclarecer las diferencias entre el modelo
que estaremos trabajando y la forma usual de implementar la integral de trayectoria en la
teoría de campo, recordaremos algunos aspectos de la contrucción estándar.

En analogía con el caso mecánico, la amplitud de transición se de�ne como [40]〈
φ, t|φ′, t′

〉
= 〈φ| e−iĤ(t′−t) ∣∣φ′〉 , donde φ̂(~x, t) |φ, t〉 = φ(~x) |φ, t〉 . (2.45)

La ecuación (2.45) representa la amplitud de probabilidad de pasar de la con�guración del
campo φ′(~x) al tiempo t′, a la con�guración del campo φ(~x) al tiempo t. Para evaluar la
amplitud de transición a través de la integral de trayectoria en el espacio de coordenadas, ~x,
éste es restringido a un cubo de volumen V = L3, y es dividido en M3 celdas iguales, de
volumen a3, donde M = L

a . Cada celda está caracterizada por el vector de posición

~xl = a(lx, ly, lz), con lx , ly , lz = 0 . . .M − 1. (2.46)

De esta forma, en vez de tener un continuo de grados de libertad, φ(~x, t), tenemos un número
�nito: {φ(~xl, t) := φ~xl(t), con l = 1 . . .M3}. Así, se propone que el vector propio del campo
se escriba | φ, t〉 =

⊗
~xl
| φ~xl , t〉, con lo que la amplitud de transición (2.45) queda como〈

φ, t|φ′, t′
〉
∼

〈
φ′~x1 , . . . , φ

′
~xM3

, t′|φ~x1 , . . . , φ~xM3
, t
〉

∼
∏
~xl

〈
φ′~xl , t

′|φ~xl , t
〉
, (2.47)

Por lo que la integral de trayectoria que se lleva acabo es la de un sistema con un número
�nito de grados de libertad. Aquí es donde nos separamos de la implementación estándar de
la integral de trayectoria, en lugar de usar los modos mecánicos φ~xn utilizaremos los modos
qk. Para esto consideramos que el campo escalar está de�nido en un volumen V y cumple
condiciones de frontera periódicas: φ(~x + V ) = φ(~x). Así, el campo puede ser escrito en un
desarrollo de Fourier de la forma (2.13), el cual cambiamos a los modos qk (2.21).

Por consiguiente, proponemos la amplitud de transición del campo escalar en términos de
los coe�cientes de Fourier qk〈

φ, t|φ′, t′
〉

=
⊗

k,k′∈L

〈
qk , t|q′k′ , t′

〉
=
⊗

k,k′∈Z
〈qk| e−iĤ(t−t′) |q'k′〉 (2.48)

=
∏
k∈L
〈qk| e−iĤk(t′−t) ∣∣q′k〉 . (2.49)

donde Hk = 1
2p

2
k +

ω2
k
2 q

2
k. Vemos que la integral de trayectoria del campo escalar real puede

ser propuesta como la integral de trayectoria de un número in�nito de osciladores armónicos
desacoplados. Luego, nos podemos concentrar en la integral de trayectoria del modo de Fourier
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enésimo. Entonces, si realizamos el procedimiento de la sección anterior obtendremos para el
modo enésimo

〈qk| e−iĤk(t−t′) |q′k〉

= ĺım
ε→0

(
N−1∏
s=1

∫
dqks

)(
N∏
s=1

∫
dpks
2π

)
e
iε
∑N
s=1

{
pks

qks−qks−1
ε −

[
1
2p

2
ks+

ω2
k
2

(
qks+qks−1

2

)2
]}

+ 0(ε2)

= ĺım
ε→0

[
1

2πiε

]N
2

(
N−1∏
s=1

∫
dqks

)
e
iε
∑N
s=1

{
1
2

(
qks−qks−1

ε

)2
−ω

2
k
2

(
qks+qks−1

2

)2
}

+ 0(ε2). (2.50)

Las cuales tienen como límite continuo

〈qk| e−iĤk(t−t′) ∣∣q′k〉 =

∫
D′qk

∫
Dpk e

i
∫ t
t′ dt

[
pkq̇k−

(
1
2
p2k+

ω2k
2
q2k

)]
, (2.51)

=

∫
D′qk e

i
∫ t
t′ dt

[
1
2
q̇2k−

ω2k
2
q2k

]
. (2.52)

El símbolo
∫
D′qk nos recuerda que hay una integral menos en las posiciones qks, que en

los momentos pks, también debemos considerar que los modos qk y q′k son �jados mediante las
con�guraciones del campo φ(~x) y φ′(~x). Sustituyendo la amplitud de transición de un modo de
Fourier qk, ecuación (2.51) o ecuación (2.52), en la amplitud de transición del campo (2.49),
tenemos

〈
φ, t|φ′, t′

〉
=

∏
k∈L

∫
D′qk

∫
Dpk e

i
∫ t
t′ dt

[
pkq̇k−

(
1
2
p2k+

ω2k
2
q2k

)]
(2.53)

=
∏
k∈L

∫
D′qk e

i
∫ t
t′ dt

[
1
2
q̇2k−

ω2k
2
q2k

]
. (2.54)

En el siguiente apartado evaluaremos el propagador del campo escalar, para esto nos
guiaremos en la ecuación de la amplitud de transición del campo (2.54), así como la versión
discreta de la amplitud de transición del OAS (2.50).

2.4.3. Propagador

En este apartado calculamos el propagador del campo escalar utilizando la integral de trayec-
toria del OAS (2.50). Para esto nos apoyamos en los análisis propuestos en [41, 47].

El propagador del campo escalar se puede calcular a través de la siguiente expresión [48]

〈
Ω | T̂

[
φ̂(t,x)φ̂(t′,x′)

]
| Ω
〉

= ĺım
τb →∞
τa → −∞

∫
dφb

〈
φb,−iτb

∣∣∣T̂ [φ̂(−iτ,x)φ̂(−iτ ′,x′)]
∣∣∣φa,−iτa〉 |φb=φa∫

dφb 〈φb,−iτb|φa,−iτa〉 |φb=φa
,

(2.55)

donde φb y φa denotan la con�guración �nal e inicial del campo, respectivamente. También se
debe notar que ha sido requerida la traza de los elementos de matriz de φ2 y de la amplitud
de transición del campo, lo que signi�ca igualar la con�guración inicial y �nal del campo
φa = φb, e integrar sobre todas las posibles con�guraciones del campo:

∫
dφb. Por último,

la ecuación (2.55) es obtenida insertando la relación de cerradura de los vectores propios del
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hamiltoniano en el numerador de (2.55), haciendo una rotación de Wick τ = it, y tomando
los límites τb →∞ y τa → −∞ [40, 41, 48].

De acuerdo al análisis hecho en el Apéndice A.2, la función de Wightman de frecuencias
positivas se puede calcular mediante las funciones de un punto y de dos punto de los modos
qk, a través de la ecuación (2.27), pero ahora con estas funciones de�nidas como

Dk(−iτr) = ĺım
τb →∞
τa → −∞

∫
dqbk 〈qbk ,−iτb |qk(−iτr)| qak ,−iτa〉 |qbk=qak∫

dqbk 〈qbk ,−iτb|qak ,−iτa〉 |qbk=qak

, (2.56)

Dk(−iτs,−iτr) = ĺım
τb →∞
τa → −∞

∫
dqbk 〈qbk ,−iτb |qk(−iτs)qk(−iτr)| qak ,−iτa〉 |qbk=qak∫

dqbk 〈qbk ,−iτb|qak ,−iτa〉 |qbk=qak

(2.57)

Para obtener la función de Wightman2 se considera que los vectores propios del campo se
pueden escribir como | φ, t〉 =

⊗
k∈L | qk, t〉, y se toma el ordenamiento temporal τa < τr <

τs < τb. También se debe tener en cuenta que la traza de la amplitud de transición del campo
implica que igualemos qkb = qka, y que para integrar sobre todas las posibles con�guraciones
del campo, integramos sobre alguno de los puntos extremos de cada modo:

∫
dqkb.

Antes de empezar el cálculo, debemos aclarar que a diferencia de la sección 2.3, donde
primero calculamos la función de Wightman (2.31) y después hicimos una transformación de
Fourier al espacio de frecuencias para obtener el propagador (2.34), en este apartado obtendre-
mos el propagador (2.34) sin calcular (2.32), esto es porque además de la integral de trayectoria
emplearemos una transformación de Fourier �nita al espacio de frecuencias discretas.

Entonces, para evaluar (2.56) y (2.57) emplearemos el esquema de integral de trayectoria.
Empezaremos por la traza de la amplitud de transición del modo qk, el denominador de las
ecuaciones (2.56) y (2.57). Así, consideramos la traza de (2.50) con ετ = iε, por lo que tenemos

∫
dqbk 〈qbk ,−iτb|qak ,−iτa〉 |qbk=qak

= ĺım
ετ→0

[
1

2πετ

]N
2

(
N−1∏
l=0

∫
dqkl

)
e
−ετ

∑N
l=1

{
1
2

(
qkl−qkl−1

ετ

)2
+
ω2k
2

(
qkl+qkl−1

2

)2}
+O(ε2τ )(2.58)

Debido a la traza de la amplitud de transición, notemos que en (2.58) hay una integral más
que en (2.50):

∫
dqk0. Además, como hemos igualado qkN = qk0, las coordenadas qkl en (2.58)

son periódicas, por lo que se pueden expresar como una transformada de Fourier discreta [49]

qkl =
1√
N

N−1∑
j=0

Qkje
−i 2πjl

N . (2.59)

En la anterior ecuación hemos de�nido las frecuencias de la transformación de Fourier discreta
como ω0j := 2πj

Nετ
, y se ha considerado τl = lετ , como su variable conjugada de Fourier3. De

estas dos expresiones sigue que ω0jτl = 2πjl
N . Notemos que al ser ω0j conjugada de τl, ésta debe

ser euclidiana, por tanto ω0j = −iω, donde ω es variable conjugada de Fourier de t. También,

2Vea el Apéndice A.2
3La transformación de Fourier discreta tiene la característica de que ambas variables son numerables y

�nitas.
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hay que mencionar que los coe�cientes Qkj son complejos por lo que se deben satisfacer la
condición de realidad Q∗kj = Qk−j , además de ser periódicos Qkj = Qkj+N .

Si sustituimos la transformación de Fourier discreta (2.59) en el argumento de la exponen-
cial de (2.58), hallamos

N∑
l=1

(qkl−qkl−1)2 = 2

N−1∑
j=0

QkjQk−j

[
1− cos

(
2πj

N

)]
,

N∑
l=1

(qkl+qkl−1)2 = 2

N−1∑
j=0

QkjQk−j

[
1 + cos

(
2πj

N

)]
. (2.60)

De la condición de realidad Qkj+N = Qkj y la periodicidad de los coe�cientes Qkj+N = Qkj ,
tenemos las siguientes relaciones

QkN−j = Q∗kj , que a su vez implica Qk0 ∈ R, QkN2
∈ R. (2.61)

De esta forma, mediante las propiedades anteriores, el primer término de la ecuación (2.60) se
reescribe como

N−1∑
j=0

QkjQk−j [ 1− cos

(
2πj

N

)]
=

N
2
−1∑

j=0

QkjQk−j

[
1− cos

(
2πj

N

)]
+

N−1∑
j=N

2

QkjQk−j

[
1− cos

(
2πj

N

)]

= Q2
k0

[
1− cos

(
2π0

N

)]
+Q2

kN
2

[
1− cos

(
2π(N

2
)

N

)]
+

N
2
−1∑

j=1

QkjQk−j

[
1− cos

(
2πj

N

)]

+

N
2
−1∑

j=1

QkN−jQk−(N−j)

[
1− cos

(
2π(N − j)

N

)]

= Q2
k0

[
1− cos

(
2π0

N

)]
+Q2

kN
2

[
1− cos

(
2π(N

2
)

N

)]
+ 2

N
2
−1∑

j=1

QkjQk−j

[
1− cos

(
2πj

N

)]
. (2.62)

De igual manera, el segundo término de (2.60) nos queda

N−1∑
j=0

QkjQk−j [ 1 + cos

(
2πj

N

)]

= Q2
k0

[
1 + cos

(
2π0

N

)]
+Q2

kN
2

[
1 + cos

(
2π(N

2
)

N

)]
+ 2

N
2
−1∑

j=1

QkjQk−j

[
1 + cos

(
2πj

N

)]
. (2.63)

Así, la amplitud de transición del modo qk, ecuación (2.58), en función de las coordenadas
Qkj llega a ser∫

dqbk 〈qbk ,−iτb|qak ,−iτa〉 |qbk=qak

= ĺım
ετ→0

[
1

2πετ

]N
2

N
2 −1∏
j=1

∫
dQkjdQk−jdQk0dQkN2

 (2.64)

×e
−ετ

{
Q2

k0

{
1
ε2τ

[1−cos( 2π0
N )]+

ω2
k
4 [1+cos( 2π0

N )]
}
+Q2

kN
2

{
1
ε2τ

[
1−cos

(
2π(N2 )
N

)]
+
ω2
k
4

[
1+cos

(
2π(N2 )
N

)]}}

×e
−ετ

∑N
2
−1

j=1 2QkjQk−j

{
1
ε2τ

[1−cos( 2πj
N )]+

ω2
k
4 [1+cos( 2πj

N )]
}
. (2.65)

De�nimos la coordenadas Qkj de la siguiente manera

Qkj =
1

2

[
(1 + i)q′kj + (1− i)q′k−j

]
, Qk−j =

1

2

[
(1− i)q′kj + (1 + i)q′k−j

]
. (2.66)
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Con lo que la amplitud de transición (2.58) ahora es∫
dqbk 〈qbk ,−iτb|qak ,−iτa〉 |qbk=qak

= ĺım
ετ→0

[
1

2πετ

]N
2

N
2 −1∏
j=1

∫
dq′kjdq

′
k−jdq

′
k0dq

′
kN2

 (2.67)

×e
−ετ

{
q′ 2k0

{
1
ε2τ

[1−cos( 2π0
N )]+

ω2
k
4 [1+cos( 2π0

N )]
}
+q′ 2

kN
2

{
1
ε2τ

[
1−cos

(
2π(N2 )
N

)]
+
ω2
k
4

[
1+cos

(
2π(N2 )
N

)]}}

×e
−ετ

∑N
2
−1

j=1 (q′ 2kj+q
′ 2
k−j)

{
1
ε2τ

[1−cos( 2πj
N )]+

ω2
k
4 [1+cos( 2πj

N )]
}
. (2.68)

La amplitud de transición expresada en las coordenadas q′kj (2.68), está en términos de
integrales gaussianas, por lo que obtendremos

∫
dqbk 〈qbk ,−iτb|qak ,−iτa〉 |qbk=qak= ĺım

ετ→0

N
2∏

j=−(N2 −1)

 1
2ε2τ

1
ε2τ

[
1− cos

(
2πj
N

)]
+

ω2
k

4

[
1 + cos

(
2πj
N

)]
 1

2

.

(2.69)

Ahora analicemos la traza de los elementos de matriz de qk(−iτr), el numerador de
Dk(−iτr), ecuación (2.56). Para implementar la integral de trayectoria suponemos el orde-
namiento temporal tb < tr < ta, y que tr pertenece a la partición en el tiempo: Pt = {ta =
t0, t1, . . . , tr, . . . , tN = tb}. Además, consideramos que qk(tr) está de�nido en el esquema de
Heisenberg. Así, siguiendo el procedimiento estándar de la integral de trayectoria, discutido
en la subsección (2.4.1), para los elementos de matriz 〈qbk , tb |qk(tr)| qak , ta〉, encontramos

∫
dqbk 〈qbk , tb |qk(tr)| qak , ta〉 |qbk=qak

= ĺım
ε→0

[
1

2πiε

]N
2

(
N∏
l=1

∫
dqkl

)
qkre

iε
∑N
l=1

{
1
2

(
qkl−qkl−1

ε

)2
−ω

2
k
2

(
qkl+qkl−1

2

)2}
(2.70)

Recordemos que la traza implica que las coordenadas qkl son periódicas, por lo que pueden
ser expresadas como una transformada de Fourier discreta (2.59). En particular qkr tiene la
forma

qkr =
1√
N

N−1∑
j=0

Qkje
−i 2πjrN =

1√
N

Qk0 + (−1)rQkN2
+

N
2 −1∑
j=1

[
Qkje

−i 2πjrN +Qk−je
i 2πjrN

] . (2.71)

Así, la traza de los elementos de matriz de qk, ecuación (2.70), se puede expresar en función
de las coordenadas Qkj , las cuales a su vez pueden ser sustituidas por las coordenadas q′kj ,
por medio de (2.66). De esta forma, hallamos:
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∫
dqbk 〈qbk ,−iτb |qk(−iτr)| qak ,−iτa〉 |qbk=qak

= ĺım
ε→0

1√
N

[
1

2πετ

]N
2

N
2 −1∏
j=1

∫
dQkjdQk−jdQk0dQkN2


×

Qk0 + (−1)rQkN2
+

N
2 −1∑
j=1

[
Qkje

−i 2πjrN +Qk−je
i 2πjrN

]
×e
−ετ

{
Q2

k0

{
1
ε2τ

[1−cos( 2π0
N )]+

ω2
k
4 [1+cos( 2π0

N )]
}
+Q2

kN
2

{
1
ε2τ

[
1−cos

(
2π(N2 )
N

)]
+
ω2
k
4

[
1+cos

(
2π(N2 )
N

)]}}

×e
−ετ

∑N
2
−1

j=1 2QkjQk−j

{
1
ε2τ

[1−cos( 2πj
N )]+

ω2
k
4 [1+cos( 2πj

N )]
}

= ĺım
ε→0

1√
N

[
1

2πετ

]N
2

N
2 −1∏
j=1

∫
dq′kjdq

′
k−jdq

′
k0dq

′
kN2


×

q′k0 + (−1)rq′
kN2

+

N
2 −1∑
j=1

q′kj

[
cos

(
2πjr

N

)
+ sin

(
2πjr

N

)]
+

N
2 −1∑
j=1

q′k−j

[
cos

(
2πjr

N

)
− sin

(
2πjr

N

)]
×e
−ετ

{
q′ 2k0

{
1
ε2τ

[1−cos( 2π0
N )]+

ω2
k
4 [1+cos( 2π0

N )]
}
+q′ 2

kN
2

{
1
ε2τ

[
1−cos

(
2π(N2 )
N

)]
+
ω2
k
4

[
1+cos

(
2π(N2 )
N

)]}}

×e
−ετ

∑N
2
−1

j=1 (q′ 2kj+q
′ 2
k−j)

{
1
ε2τ

[1−cos( 2πj
N )]+

ω2
k
4 [1+cos( 2πj

N )]
}

= 0, (2.72)

donde se utilizó ετ = iε y en el último paso se evaluaron integrales de la forma
∫∞
−∞ dxxe

−αx2 =
0. Entonces, combinando las ecuaciones (2.56), (2.69) y (2.72), concluimos que la función de
un punto es cero

Dk(−iτr) = 0. (2.73)

Ahora calculemos la función de dos puntos Dk(−iτs,−iτr), ecuación (2.57). Semejante a
la función de un punto, para realizar la integral de trayectoria en los elementos de matriz
〈qbk , tb |qk(ts)qk(tr)| qak , ta〉, consideramos el ordenamiento temporal ta < tr < ts < tb, y que
ts y tr están en la partición en tiempo Pt = {ta = t0, . . . , tr, . . . , ts, . . . , tN = tb}. Así, tenemos
que la traza de los elementos de matriz de qk(ts)qk(tr), el numerador de (2.57), llega a ser

∫
dqbk 〈qbk , tb |qk(ts)qk(tr)| qak , ta〉 |qbk=qak

= ĺım
ε→0

[
1

2πiε

]N
2

(
N∏
l=1

∫
dqkl

)
qksqkre

iε
∑N
l=1

{
1
2

(
qkl−qkl−1

ε

)2
−ω

2
k
2

(
qkl+qkl−1

2

)2}

Una vez más, utilizamos ετ = iε y las coordenadas Qkj (2.59), después empleamos las coor-
denadas q′kj , así encontramos
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∫
dqbk 〈qbk ,−iτb |qk(−iτs)qk(−iτr)| qak ,−iτa〉 |qbk=qak

= ĺım
ε→0

1

N

[
1

2πετ

]N
2

N
2 −1∏
j=1

∫
dQkjdQk−jdQk0dQkN2


×

Qk0 + (−1)sQkN2
+

N
2 −1∑
j=1

[
Qkje

−i 2πjsN +Qk−je
i 2πjsN

]
×

Qk0 + (−1)rQkN2
+

N
2 −1∑
j=1

[
Qkje

−i 2πjrN +Qk−je
i 2πjrN

]
×e
−ετ

{
Q2

k0

{
1
ε2τ

[1−cos( 2π0
N )]+

ω2
k
4 [1+cos( 2π0

N )]
}
+Q2

kN
2

{
1
ε2τ

[
1−cos

(
2π(N2 )
N

)]
+
ω2
k
4

[
1+cos

(
2π(N2 )
N

)]}}

×e
−ετ

∑N
2
−1

j=1 2QkjQk−j

{
1
ε2τ

[1−cos( 2πj
N )]+

ω2
k
4 [1+cos( 2πj

N )]
}

= ĺım
ε→0

1

N

[
1

2πετ

]N
2

N
2 −1∏
j=1

∫
dq′kjdq

′
k−jdq

′
k0dq

′
kN2


×

q′k0 + (−1)sq′
kN2

+

N
2 −1∑
j=1

q′kj

[
cos

(
2πjs

N

)
+ sin

(
2πjs

N

)]
+

N
2 −1∑
j=1

q′k−j

[
cos

(
2πjs

N

)
− sin

(
2πjs

N

)]
×

q′k0 + (−1)rq′
kN2

+

N
2 −1∑
j=1

q′kj

[
cos

(
2πjr

N

)
+ sin

(
2πjr

N

)]
+

N
2 −1∑
j=1

q′k−j

[
cos

(
2πjr

N

)
− sin

(
2πjr

N

)]
×e
−ετ

{
q′ 2k0

{
1
ε2τ

[1−cos( 2π0
N )]+

ω2
k
4 [1+cos( 2π0

N )]
}
+q′ 2

kN
2

{
1
ε2τ

[
1−cos

(
2π(N2 )
N

)]
+
ω2
k
4

[
1+cos

(
2π(N2 )
N

)]}}

×e
−ετ

∑N
2
−1

j=1 (q′ 2kj+q
′ 2
k−j)

{
1
ε2τ

[1−cos( 2πj
N )]+

ω2
k
4 [1+cos( 2πj

N )]
}

(2.74)

Salvo por los coe�cientes trigonométricos, las diferentes términos en la ecuación (2.74)
tienen la siguiente forma

N
2
−1∏

j=1

∫
dq′kjdq

′
k−jdq

′
k0dq

′
kN

2

 q′kiq
′
kke
−ετ

∑N
2 −1

j=1 (q′ 2kj+q
′ 2
k−j)

{
1

ε2τ
[1−cos( 2πj

N )]+
ω2k
4 [1+cos( 2πj

N )]
}

×e
−ετ

{
q′ 2k0

{
1

ε2τ
[1−cos( 2π0

N )]+
ω2k
4 [1+cos( 2π0

N )]
}

+q′ 2
kN2

{
1

ε2τ

[
1−cos

(
2π(N2 )
N

)]
+
ω2k
4

[
1+cos

(
2π(N2 )
N

)]}}

=


0, si i 6= k,

1
2ετ

1

ε2τ
[1−cos( 2πi

N )]+
ω2
k
4 [1+cos( 2πi

N )]

∏N
2

j=−(N2 −1)

 π
ετ

1

ε2τ
[1−cos( 2πj

N )]+
ω2
k
4 [1+cos( 2πj

N )]

 1
2

, si i = k.

(2.75)

Los valores anteriores resultan de tener integrales de la forma
∫∞
−∞ dxxe

−αx2 = 0 y
∫∞
−∞ dxx

2e−αx
2

=
1

2α

√
π
α , cuando i 6= k, i = k, respectivamente. De esta manera, la traza de los elementos de
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matriz de qk(−iτs)qk(−iτr), ecuación (2.74), teniendo en cuenta (2.75), resulta ser∫
dqbk 〈qbk ,−iτb |qk(−iτs)qk(−iτr)| qak ,−iτa〉 |qbk=qak

= ĺım
ε→0

1

N

[
1

2πετ

]N
2

N
2
−1∏

j=1

∫
dq′kjdq

′
k−jdq

′
k0dq

′
kN

2


×

q′ 2k0 cos

(
2π0(s− r)

N

)
+ q′ 2

kN
2

cos

(
2πN2 (s− r)

N

)
+

N
2
−1∑

j=1

(q′ 2kj + q′ 2k−j) cos

(
2πj(s− r)

N

)

+

N
2
−1∑

j=1

(q′ 2kj − q′ 2k−j) sin

(
2πj(s+ r)

N

)
×e
−ετ

{
q′ 2k0

{
1

ε2τ
[1−cos( 2π0

N )]+
ω2k
4 [1+cos( 2π0

N )]
}

+q′ 2
kN2

{
1

ε2τ

[
1−cos

(
2π(N2 )
N

)]
+
ω2k
4

[
1+cos

(
2π(N2 )
N

)]}}

e
−ετ

∑N
2 −1

j=1 (q′ 2kj+q
′ 2
k−j)

{
1

ε2τ
[1−cos( 2πj

N )]+
ω2k
4 [1+cos( 2πj

N )]
}

= ĺım
ε→0

[
1

2ετN

] N
2∑

j=−(N2 −1)

cos
(

2πj(s−r)
N

)
1
ε2τ

[
1− cos

(
2πj
N

)]
+

ω2
k
4

[
1 + cos

(
2πj
N

)]


×

N
2∏

j=−(N2 −1)

 1
2ε2τ

1
ε2τ

[
1− cos

(
2πj
N

)]
+

ω2
k
4

[
1 + cos

(
2πj
N

)]
 1

2

= ĺım
ε→0

[
1

2ετN

] N
2∑

j=−(N2 −1)

e−i
2πj(s−r)

N

1
ε2τ

[
1− cos

(
2πj
N

)]
+

ω2
k
4

[
1 + cos

(
2πj
N

)]


×

N
2∏

j=−(N2 −1)

 1
2ε2τ

1
ε2τ

[
1− cos

(
2πj
N

)]
+

ω2
k
4

[
1 + cos

(
2πj
N

)]
 1

2

. (2.76)

Por consiguiente, la función de dos puntos (2.57) resulta de combinar (2.57), (2.69) y (2.76)

Dk(−iτs,−iτr)

= ĺım
τb →∞
τa → −∞

 ĺım
ετ→0

 1

ετN

N
2∑

j=−(N2 −1)

e−i
2πj(s−r)

N

2
ε2τ

[
1− cos

(
2πj
N

)]
+

ω2
k

2

[
1 + cos

(
2πj
N

)]

 , (2.77)

donde hemos empleado la propiedad del límite de una división: ĺımx→a
f(x)
g(x) = ĺımx→a f(x)

ĺımx→a g(x) .
Por último, mencionamos anteriormente que el propagador puede ser calculado a través

de (2.27), con Dk(−iτr) y Dk(−iτs,−iτr) de�nidos en (2.56) y (2.57), respectivamente. Por
tanto, si sustituimos (2.73) y (2.77) en (2.27) obtenemos
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〈
Ω
∣∣∣T̂ [φ̂(−iτs,x)φ̂(−iτr,x′)

]∣∣∣Ω〉
=

1

V

∑
k∈L

eik·(x−x
′) ĺım

τb →∞
τa → −∞

 ĺım
ετ→0

1

ετN

N
2∑

j=−(N2 −1)

e−i
2πj(s−r)

N

2
ε2τ

[
1− cos

(
2πj
N

)]
+

ω2
k

2

[
1 + cos

(
2πj
N

)]
 .

Notemos que hemos agregado el operador de ordenamiento temporal T̂ a la ecuación (2.27),
pues como ya mencionamos, esta vez obtendremos el propagador en lugar de funciónWightman
de frecuencias positivas. Esto es debido a que utilizamos la transformación de Fourier �nita,
cuyo límite continuo corresponde a la transformación de Fourier usual, como a continuación
mostraremos.

Entonces, debemos tomar dos límites, el límite al continuo que normalmente se obtiene
con ε→ 0, y el límite para obtener el valor expectación en vacío τb →∞ y τa → −∞, notemos
que éste último es equivalente a εN → ∞. Para calcular ambos límites debemos tomar en
cuenta que ω0j = 2πj

ετN
, así

∆ω0j

2π
=
ω0j+1 − ω0j

2π
=

1

ετN
, donde − π

ετ

(
1− 2

N

)
≤ ω0j ≤

π

ετ
. (2.78)

Seguimos el orden de la fórmula, así primero consideramos el límite continuo ε → 0, con
εN = τb−τa. De las fórmulas anteriores vemos que ω0j sigue siendo una variable discreta pero
ahora su dominio es Z :

ĺım
ε→0

1

ετN

N
2∑

j=−(N2 −1)

=
1

ετN

∞∑
j=−∞

, con −∞ ≤ ω0j ≤ ∞.

Además

ĺım
ετ→0

2

ε2τ
[1− cos (ω0jετ )] = ω2

0j , ĺım
ετ→0

ω2
k

2
[1 + cos (ω0jετ )] = ω2

k . (2.79)

De esta forma, en el límite ετ → 0, con τs = sετ y τr = rετ , tenemos

〈
Ω
∣∣∣φ̂(−iτs,x)φ̂(−iτr,x′)

∣∣∣Ω〉 =
1

V

∑
k∈L

eik·(x−x
′)

 1

ετN

∞∑
j=−∞

e−iω0j(τs−τr)

ω2
0j + ω2

k

 . (2.80)

Por último, tomemos εN →∞. De la primera expresión de (2.78), vemos que

ĺım
N→∞

1

ετN

∞∑
j=−∞

=

∫ ∞
−∞

dω0

2π
, con −∞ ≤ ω0 ≤ ∞. (2.81)

Así, �nalmente obtenemos el propagador (2.55)

〈
Ω
∣∣∣T̂ [φ̂(−iτs,x)φ̂(−iτr,x′)

]∣∣∣Ω〉 =
1

V

∑
k∈L

eik·(x−x
′)

[∫ ∞
−∞

dω0

2π

e−iω0(τs−τr)

ω2
0 + ω2

k

]
. (2.82)
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La última expresión corresponde al negativo de la transformada de Fourier de (2.32). Esto
lo veri�camos si consideramos que estamos trabajando en las variables euclidianas de�nidas
mediante una rotación de Wick: ω0 = −iω y τ = it, e introducimos el término iε tal que
obtengamos el propagador de Feynman, esto es∫ ∞

−∞

dω0

2π

e−iω0(τs−τr)

ω2
0 + ω2

k

= − 1

2ωk

∫ ∞
−∞

dω

2π

2iωke
−iω(ts−tr)

ω2
k − ω2 − iε

.

Si tenemos en cuenta el ordenamiento temporal ts > tr y realizamos la integral considerando
el contorno de la parte inferior del plano (vea la discusión de la ecuación (2.33) y la �gura
2.1), recuperamos el negativo la función Wightman de frecuencias positivas (2.32).

Con esto �nalizamos nuestro análisis de la teoría cuántica del campo escalar real. Nuestro
análisis estuvo basado en el desarrollo de Fourier del campo en los modos qk, cuya teoría
cuántica se llevó a cabo en la representación de Schrödinger. En el siguiente capítulo anali-
zaremos la teoría cuántica polimérica del OAS y el modelo del campo escalar polimérico. El
modelo del campo polimérico se de�nirá siguiendo el mismo procedimiento de este capítulo:
escribiremos el campo en términos de los modos qk, pero ahora estos serán representados en
la teoría cuántica polimérica.



Capítulo 3

Oscilador armónico polimérico
mediante teoría de perturbaciones

En este capítulo presentamos los conceptos más relevantes de la mecánica cuántica polimé-
rica y resolvemos el oscilador armónico polimérico (OAP) mediante teoría de perturbaciones.
La teoría del OAP en espacio de momentos es análoga a la teoría de un péndulo cuántico, por
lo que es posible considerar al OAP como un rotor plano bajo la in�uencia de un potencial
perturbativo proporcional al cos(2u). A esta aproximación le llamamos régimen de rotor o de
altas energías del OAP. Además, calculamos la función de un punto y de dos puntos del OAP
en el régimen de rotor, esto a través de los desarrollos perturbativos de las funciones propias
y los valores propios del OAP. Por último, obtenemos el propagador del campo escalar en el
régimen de rotor, el cual fue calculado en [15] mediante la función de dos puntos del OAP.

3.1. Teoría polimérica y el oscilador armónico simple

3.1.1. Teoría polimérica

En esta subsección presentamos las ideas más relevantes de la representación polimérica. La
principal diferencia entre la representación de Schrödinger y la representación polimérica es
el espacio de Hilbert. En la representación de Schrödinger, el espacio de Hilbert es el espacio
de funciones cuadrado integrables en la medida de Lebesgue L2(R, dµ). En el caso de la
representación polimérica el espacio de Hilbert es el espacio de funciones cuasiperiódicas [50].
De la teoría de estas funciones se sabe que todo elemento de este espacio vectorial admite un
desarrollo del tipo

ψ(p) =

n∑
j=1

aje
i
~xjp, con a ∈ C, (3.1)

donde el conjunto de puntos sobre los que está de�nida la suma: {xj |xj ∈ R}, es llamado
grá�co y es cualquier conjunto �nito de puntos que se puda formar con R. El conjunto de
todas las posibles combinaciones lineales �nitas del tipo (3.1) forma un espacio vectorial.
Además, es posible de�nir un producto interno tal que la base es ortonormal〈

e
i
~xjp|e

i
~xkp

〉
= ĺım

L→∞

1

2L

∫ L

−L
dpe

i
~ (xk−xj)p = δxk,xj . (3.2)

31
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De esta forma, el espacio de Hilbert de funciones cuasiperiódicas es la cerradura del espacio
vectorial formado por combinaciones lineales de la forma (3.1). Un elemento de este espacio
de Hilbert es una serie de la forma

ψ(p) =

∞∑
j=1

aje
− i

~xjp, tal que
∞∑
j=1

|aj |2 <∞, (3.3)

donde el conjunto de puntos {xj |xj ∈ R}, ahora es cualquier conjunto numerable de puntos
que se pueda formar con R.

El álgebra básica de observables es de�nida como [19, 23, 25]

[x̂, V̂λ] = −λV̂λ, λ ∈ R. (3.4)

la cual se cumple con la siguiente representación de los operadores x̂ y V̂λ1

x̂Ψxk(p) = i~
∂Ψxk(p)

∂p
, V̂λΨxk(p) = e

i
~ pλΨxk(p), (3.5)

aquí hemos considerado Ψxk(p) := e
i
~pxk . Los operadores V̂λ cumplen el álgebra

V̂λ1 V̂λ2 = V̂λ1+λ2 . (3.6)

Vemos que estos operadores forman un grupo uniparamétrico siendo la identidad V̂λ=0 = I y
el inverso es V̂ −1

λ = V̂ †λ = V̂−λ.

Consideremos los elementos de matriz de V̂ (λ) en la base polimérica empleando (3.2) y la
segunda ecuación de (3.5):

〈ψν | V̂ (λ) |ψµ〉 = ĺım
L→∞

1

2L

∫ L

−L
dpe

i
~ (ν−µ+λ)p

= δν+λ,µ. (3.7)

Si nos enfocamos en los elementos matriz de la diagonal, ν = µ, notamos que en el límite
λ→ 0, estos elementos de matriz son cero, ya que de la de�nición de límite hallamos

|δµ+λ,µ − 0| < ε, |λ− 0| < δ ∀ λ = ε = δ 6= 0,

⇒ ĺım
λ→0
〈ψµ| V̂ (λ) |ψµ〉 = 0. (3.8)

Por otro lado, si ahora tenemos en cuenta los elementos de matriz de V̂ (λ = 0) con ν = µ,
encontramos

〈ψµ| V̂ (λ = 0) |ψµ〉 = 1. (3.9)

Del análisis anterior concluimos que

ĺım
λ→0
〈ψµ| V̂ (λ) |ψµ〉 6= 〈ψµ| V̂ (λ = 0) |ψµ〉 . (3.10)

Esto nos dice que los operadores V̂ (λ) no son débilmente continuos en la representación po-
limérica. Por consiguiente, no existe el generador del grupo, de acuerdo con el teorema de
Stone-von Neumann [51]. Este generador es el operador de momento p̂.

1V̂λ multiplica a la función de onda Φ(p) por una fase.
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Ahora, sabemos que para pasar a la descripción cuántica del sistema debemos cambiar las
funciones del espacio fase f(p, q) a un conjunto de operadores de�nidos en un espacio de Hilbert
f̂(p, q), omitiendo usualmente los problemas de ordenamiento. En la cuantización polimérica
se presenta el problema de como representar la variable p. Una propuesta para solventar esto,
es guiada por la descripción cuántica estándar, así como la descripción clásica del sistema:
sabemos de la teoría de Schrödinger que el operador de traslaciones V̂ (λ) se puede asociar

con el operador e
i
~λp̂. Entonces, la propuesta es aproximar en el espacio fase el momento de

la forma

p ∼ ~
λ

sin

(
pλ

~

)
, (3.11)

⇒ p ∼ ~
2iλ

(
e
i
~λp − e−

i
~λp
)
. (3.12)

Esta aproximación es válida en el régimen que p� ~
λ . Lo que sigue es promover la ec. (3.12)

a operador

p̂λ :=
~

2iλ

(
V̂λ − V̂−λ

)
, (3.13)

Luego, podemos construir el operador p̂2
λ := p̂λp̂λ, para de�nir el operador Hamiltoniano Ĥλ,

así tenemos

Ĥλ =
~2

8mλ2

[
2− V̂2λ − V̂−2λ

]
+ V(x̂). (3.14)

Por otra parte, como vimos anteriormente, el espacio de Hilbert polimérico Hpoly depende
de los conjuntos de puntos numerables {xk} que se pueden forman con la recta real R. Existe
otra forma equivalente de de�nir Hpoly [19, 23]. Ésta es a través de redes regulares in�nitas,
γλ0,x0 , las cuales están caracterizadas por el tamaño del paso de la red λ0 y un punto de
referencia x0, que cumple la condición: x0 ∈ [0, λ0). Así, una red se de�ne como

γλ0,x0 := {xk|xk = x0 + kλ0, ∀ k ∈ Z}.

De igual forma, asociamos un espacio de Hilbert de la forma (3.3) con cada red Hγλ0,x0 . Por
consiguiente, el espacio de Hilbert polimérico se representará como

Hpoly =
⊕

x0∈[0,λ0)

Hγλ0,x0 . (3.15)

Dada la forma del espacio del Hilbert polimérico (3.15) y la forma del término cinético en
el hamiltoniano polimérico (3.14), restringimos el operador de traslaciones V̂λ a traslaciones
sobre la misma red regular: V̂nλ0 , con n ∈ Z, además, lo usual es trabajar en la red que pasa
por el origen x0 = 0 [19, 23]. De esta forma, el hamiltoniano polimérico (3.14) llega a ser

Ĥλ0 =
~2

8mλ2
0

[
2− V̂2λ0 − V̂−2λ0

]
+ V(x̂). (3.16)

Asimismo, las relaciones de cerradura de los vectores propios de los operadores de posición y
de traslación, respectivamente, son [23, 25]

∞∑
l=−∞

| λ0l〉〈λ0l |= 1̂,
λ0

2π~

∫ π~
λ0

−π~
λ0

dp | p〉〈p |= 1̂. (3.17)

Con esto hemos discutido los elementos más básicos de la cuantización polimérica. En
la siguiente subsección discutiremos las propiedades más elementales del oscilador armónico
polimérico.
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3.1.2. Oscilador armónico simple en la representación polimérica

En esta subsección mencionamos las soluciones a la ecuación de valores propios del OAP en
espacio de momentos, la cual es la ecuación de Mathieu [15, 19, 24]. La ecuación de Mathieu
puede ser asociada con un péndulo cuántico, por lo que el OAP puede ser interpretado de
forma análoga, así el espectro del OAP presenta dos regímenes [52, 53]: el de OAS (bajas
energías) y el de rotor cuántico (altas energías).

El hamiltoniano del OAP de acuerdo con (3.16) será

Ĥ =
~2

8mλ2
0

[
2− V̂2λ0 − V̂−2λ0

]
+
mω2

2
x̂2. (3.18)

En espacio de momentos (donde V̂λ0 es diagonal), si consideramos la representación de x̂ y
V̂λ0 (2), la ecuación de valores propios para el hamiltoniano (3.18) llega a ser{

~2

4mλ2
0

[
1− cos

(
2λ0p

~

)]
− mω2λ2

0~2

2

∂2

∂p2

}
ψ(p) = Eψ(p).

Esta ecuación se puede escribir como una ecuación de Mathieu si de�nimos:

u :=
λ0p

~
+
π

2
, (3.19)

g := mωλ2
0, (3.20)

α :=
~2

4g2
, (3.21)

⇒ ∂2

∂u2
ψ(u) +

[(
2E

ωg
− 2α

)
− 2α cos(2u)

]
ψ(u) = 0. (3.22)

La ecuación de Mathieu tiene soluciones periódicas [53], las cuales son compatibles con
las condiciones de frontera del espacio de Hilbert polimérico vinculado a una red regular de
paso λ0 que pasa por el origen: los puntos en esta red tienen la forma xn = nλ0, por tanto los
elementos del Hilbert (3.1) tienen la forma de series de Fourier. Las soluciones mencionadas
de la ecuación de Mathieu son los cosenos y senos elípticos cen(u) y sen(u), respectivamente
[53]. Así, las funciones propias del OAP son [15, 19]

ψ2n = π−
1
2 cen(α, u), ψ2n+1 = π−

1
2 sen+1(α, u). (3.23)

El espectro de energía se obtiene de los valores característicos de la ecuación Mathieu an
y bn [53]. Los valores an corresponden a las soluciones pares ψ2n mientras los valores bn
corresponden a las soluciones impares ψ2n+1. En nuestro caso, los valores característicos de la
ecuación Mathieu están relacionados con 2E

ωg − 2α :

2E2n

gω
− 2α = an(α),

2E2n+1

gω
− 2α = bn+1(α). (3.24)

Estas expresiones presentan dos comportamientos asintóticos [15, 24, 53]: el que se denomina
de bajas energías, α > 1, que está relacionado con el OAS, y el llamado de altas energías,
α < 1, el cual está relacionado con un rotor cuántico

E2n

ω
≈ E2n+1

ω
=

(
n+

1

2

)
~− (2n+ 1)2 + 1

16
g +O(g2), (3.25)

E2nk−1

ω
≈ E2n

ω
=

n2g

2
− ~2

4g
+O

(
1

g3

)
. (3.26)
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Como habíamos dicho, el OAP puede ser asociado con el péndulo cuántico, esto re�eja
el hecho de que la cuantización polimérica no es una teoría equivalente a la de Schrödinger
[19, 23]. Sin embargo, es posible recobrar el espectro estándar del OAS de la ecuación (3.25),
si consideramos que la escala de la red λ0 es mucho menor que la longitud característica de

OAS d =
√

~
mω , lo cual es equivalente a g � ~, así los términos proporcionales a g en (3.25)

son negables, quedando el espectro del OAS.
En la siguiente sección resolveremos el OAP en el régimen de rotor mediante teoría de

perturbaciones. El régimen de OAS puede ser consultado en [19, 52, 54, 26], aquí, sólo mencio-
naremos que este régimen ha sido estudiado mediante dos puntos de vista en la representación
polimérica: Uno donde se asocia el paso de la red, el parámetro λ0, con la longitud de Planck

[19], que si resulta muy pequeña comparada con la longitud característica del OAS d =
√

~
mω ,

nos deja recuperar el espectro del OAP, como ya dijimos anteriormente. En la otra propuesta
se considera el parámetro λ0 como un parámetro de renormalización, el cual permite esta-
blecer el límite continuo de la representación polimérica, que resulta ser la representación de
Schrödinger [26].

3.2. Oscilador armónico polimérico mediante teoría de pertur-
baciones

En esta sección calculamos el espectro de energía y los estados del OAP a altas energías
(régimen de rotor) mediante teoría de perturbaciones. El OAP fue estudiado por primera
vez en [19], y después en otros trabajos como [15, 24, 26, 55, 33]. Sin embargo, no se había
implementado anteriormente la teoría de perturbaciones para su solución. Parte de nuestro
trabajo es el análisis del OAP mediante teoría de perturbaciones. La teoría de perturbaciones
es estudiada en el Apéndice B.

La idea de aproximar el OAP por medio de teoría de perturbaciones es inspirada del pén-
dulo cuántico [52, 56], recordemos que el OAP puede ser pensado como un péndulo cuántico,
pues la dinámica de ambos está gobernada por la ecuación de Mathieu. Debemos precisar que
el análisis que presentaremos está basado sólo de manera parcial en [52], pues esta referencia
analiza las correcciones hasta segundo orden del espectro de energía para el caso del péndulo
cuántico. Nosotros hemos complementado el estudio con el cálculo de las correcciones a primer
orden de los primeros cuatro estados excitados, pero en el contexto del OAP, para esto nos
apoyamos de las referencias [46, 57], que fueron la base de la discusión del Apéndice B.

3.2.1. Rotor plano

Ahora estudiemos el hamiltoniano del OAP (3.18). Con el �n de llevar a cabo la teoría de
perturbaciones, lo podemos considerar de la siguiente forma

Ĥ = Ĥ0 + Ŵ , con Ĥ0 =
mω2

2
x̂2 y Ŵ =

~2

8mλ2
0

[2− V̂2λ0 − V̂−2λ0 ]. (3.27)

Como trabajaremos en la representación de momentos, la parte con solución exacta será el
término del potencial y el término cinético en este caso actuará como el potencial perturba-
tivo. De�namos ~2

8mλ20
= ωgα

2 , donde g y α están dadas por las ecuaciones (3.20) y (3.21),
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respectivamente. Así, el potencial perturbativo será

Ŵ =
ωgα

2
[2− V̂2λ0 − V̂−2λ0 ]. (3.28)

Notemos que el potencial perturbativo tiene un parámetro natural para el orden de la correc-
ciones: α.

El caso α = 0 de�ne lo que llamamos el régimen de rotor Ĥ0 = mω2

2 x̂2. Este régimen se
puede asociar con un régimen de altas energías, si consideramos el siguiente análisis:

Epoly

∆E
(OAS)
n

:=

~2
mλ20

ω~
=

~
mωλ2

0

=
~
g
. Si

g

~
� 1⇒

Epoly

∆E
(OAS)
n

→ 0 y α→ 0, (3.29)

donde usamos (3.21) para establecer que α → 0. Observamos que el comportamiento α → 0,
puede ser interpretado como resultado de que la frecuencia del oscilador ω, y por tanto la escala
de energía ∆E

(OAS)
n , es mucho mayor que la energía Epoly. Ésta última puede ser asociada con

la energía de Planck, si consideramos λ0 = lp y m = mp, con lp y mp la longitud de Planck y
la masa de Planck, respectivamente. Así Epoly es

Epoly =
~2

mµ2
0

=
~2√

~c
G

(~G
c3

)2 =
~2√
~3G
c5

=

√
~c5

G
= Ep,

donde Ep denota la energía de Planck. De esta forma, el régimen de rotor puede ser asociado
con energías transplanckianas, o como dijimos anteriormente, con un régimen de altas energías.

Ahora, nos enfocaremos en la parte soluble, en este caso en el régimen de rotor. La ecuación
de valores propios para Ĥ0 tomando el cambio de variable u = λ0p

~ + π
2 es

−ωg
2

∂2

∂u2
ϕ(0)(u) = Eϕ(0)(u). (3.30)

Puesto que la variable u está de�nida en el intervalo −π
2 ≤ u ≤ 3π

2 , y los estados poliméricos
cumplen condiciones de frontera periódicas en el espacio de momentos, las soluciones deben
cumplir la condiciones de frontera: ϕ(−π

2 ) = ϕ(3π
2 ). De esta forma las soluciones son

ϕ(0)
n (u) = Ane

inu, con E(0)
n =

ωgn2

2
y n ∈ Z. (3.31)

Podemos ver que los niveles de energía E(0)
n presentan una degeneración doble para n 6= 0.

La constante An es determinada por normalización, realizando el cambio variable (3.19) en el
producto interno polimérico, obtenemos〈

n(0) | n(0)
〉

=
1

2π

∫ 3π
2

−π
2

(
ϕ(0)
n (u)

)∗
ϕ(0)
n (u)du =

1

2π

∫ 2π

0

(
ϕ(0)
n (u)

)∗
ϕ(0)
n (u)du

⇒ 1 = |An|2 ⇒ ϕ(0)
n (u) = einu, (3.32)

aquí hemos asignado a la función de onda ϕ(0)
n (u) el ket | n(0)〉. Notemos que en el primer paso

hemos cambiado los límites de integración utilizando el período 2π del integrando, este paso
siempre lo podemos hacer si el integrando presenta este período, debido a esto, en adelante
ya no lo mencionaremos, sólo lo haremos.
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3.2.2. Teoría de perturbaciones (caso sin degeneración)

En esta subsección calcularemos el estado base del OAP y su energía asociada implementando
la teoría de perturbaciones desarrollada en el Apéndice B.2. Como vimos en la anterior subsec-
ción, el espectro de energía del rotor (3.31) es degenerado para casi todos los valores, excepto
en el estado base n = 0. Resulta que la teoría de perturbaciones se realiza en forma diferente
si tenemos un espectro de energía degenerado, o si tenemos un espectro sin degeneración (vea
el Apéndice B), por lo que calcularemos de manera independiente las correcciones a la energía
del estado base y al estado base.

Energía del estado base

De acuerdo a la ecuación (B.12) del Apéndice B.2, la primera corrección a la energía se
obtiene del valor de expectación del potencial perturbativo en el estado base del rotor

E(1)
0 = Ŵ00 =

ωgα

2

〈
0(0) | [2− V̂2λ0 − V̂−2λ0 ] | 0(0)

〉
, (3.33)

donde hemos introducido la notación Ŵnk :=
〈
n | Ŵ | k

〉
. Además, consideraremos α como

el parámetro perturbativo, es decir, las potencias de α nos indican el orden de la corrección.
Entonces, si tenemos en cuenta la relación de cerradura del operador de traslaciones 1

2π

∫ 2π
0 du |

u〉〈u |= 1̂ y el estado base del rotor ϕ(0)
0 = 1, ecuación (3.31), E(1)

0 será

E(1)
0 =

ωgα

2π

∫ 2π

0
du(ϕ0

0(u))∗[1 + cos(2u)]ϕ0
0(u) = ωgα. (3.34)

La segunda corrección a la energía del estado base, ecuación (B.15) del Apéndice B.2, es
proporcional al cuadrado de la norma de los elementos matriz del potencial perturbativo entre
el estado base y los demás estados propios del rotor:

E(2)
0 =

∞∑
k = −∞
k 6= 0

| Ŵ0k |2

E(0)
0 − E(0)

k

. (3.35)

De esta forma, introduciendo las funciones propias del rotor (3.31), encontramos que

Ŵ0k =
ωgα

2π

∫ 2π

0
du[1 + cos(2u)]eiku = ωgα

[
δk,0 +

δk,2
2

+
δk,−2

2

]
. (3.36)

⇒ E(2)
0 = ω2g2α2

∞∑
k = −∞
k 6= 0

[
δk,0 +

δk,2
2 +

δk,−2

2

]2

E(0)
0 − E(0)

k

= −ωg
2

α2

2
. (3.37)

Luego, la energía del estado base a segundo orden sustituyendo (3.34) y (3.37) es

E0 = E(0)
0 + E(1)

0 (α) + E(2)
0 (α2)

=
ωg

2
(2α)− ωg

2

α2

2

⇒ 2E0

ωg
− 2α = −α

2

2
, (3.38)
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Esta expresión coincide a orden α2 con a0(α) de la ecuación (20.2.25) de Abramowitz and
Stegun [53]. Si sustituimos α = ~2

4g2
, obtenemos

E0

ω
=

~2

4g
− ~4

64g3
, (3.39)

la cual coincide con Husain et-al [15]. Este resultado era de esperarse, si bien, en el contexto
polimérico no se había hecho explícito el uso de la teoría de perturbaciones para resolver el
OAP, si teníamos referencias [52, 56] de que la teoría de perturbaciones era un buen método
para resolver de forma aproximada el péndulo.

Primera y segunda corrección al estado base

La primera corrección del estado base la obtenemos con el término proporcional a α de la
ecuación (B.18):

ϕ
(1)
0 =

∞∑
k = −∞
k 6= 0

Ŵ0kϕ
(0)
k

E(0)
0 − E(0)

k

. (3.40)

Como se tiene que Ŵk0 = Ŵ ∗0k = Ŵ0k, los elementos de matriz Ŵk0 están dados por la ecuación
(3.36), así la corrección a primer orden del estado base queda

ϕ
(1)
0 = −ωgα

2

[
ϕ

(0)
2

E(0)
2

+
ϕ

(0)
−2

E(0)
−2

]
= −α

2
cos(2u). (3.41)

La corrección a segundo orden está dada por

ϕ
(2)
0 =

∞∑
k = −∞
k 6= 0

∞∑
l = −∞
l 6= 0

ŴklŴl0ϕ
(0)
k(

E(0)
0 − E(0)

k

)(
E(0)

0 − E(0)
l

) − ∞∑
k = −∞
k 6= 0

Ŵ00Ŵk0ϕ
(0)
k(

E(0)
0 − E(0)

k

)2

−1

2

∞∑
k = −∞
k 6= 0

| Ŵk0 |2 ϕ
(0)
0(

E(0)
0 − E(0)

k

)2 , (3.42)

que son los términos proporcionales a α2 en (B.18). De nuevo, los elementos de matriz Ŵk0

están dados en (3.36), con lo que el primer término de la corrección a segundo orden (3.42) es
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∞∑
k = −∞
k 6= 0

∞∑
l = −∞
l 6= 0

ŴklŴl0ϕ
(0)
k(

E(0)
0 − E(0)

k

)(
E(0)

0 − E(0)
l

)

=

∞∑
k = −∞
k 6= 0

∞∑
l = −∞
l 6= 0

(ωgα)2
[
δl,k +

δl,k−2

2 +
δl,k+2

2

] [
δl,0 +

δl,2
2 +

δl,−2

2

]
ϕ

(0)
k(

E(0)
0 − E(0)

k

)(
E(0)

0 − E(0)
l

)

=
(ωgα)2

2

∞∑
k = −∞
k 6= 0

[
δk,2 +

δk−2,2

2 +
δk+2,2

2

]
ϕ

(0)
k

E(0)
k E

(0)
2

+

[
δk,−2 +

δk−2,−2

2 +
δk+2,−2

2

]
ϕ

(0)
k

E(0)
k E

(0)
−2

=
(ωgα)2

2E(0)
2

[
ϕ

(0)
2

E(0)
2

+
ϕ

(0)
4

2E(0)
4

+
ϕ

(0)
−2

E(0)
2

+
ϕ

(0)
−4

2E(0)
4

]

=
(ωgα)2

E(0)
2

[
cos(2u)

E(0)
2

+
cos(4u)

2E(0)
4

]
. (3.43)

El segundo término de la corrección a segundo orden (3.42) ocupando (3.34) y (3.36) es

∞∑
k = −∞
k 6= 0

Ŵ00Ŵk0ϕ
(0)
k(

E(0)
0 − E(0)

k

)2 = ω2g2α2
∞∑

k = −∞
k 6= 0

[
δk,0 +

δk,2
2 +

δk,−2

2

]
ϕ

(0)
k(

E(0)
k

)2

=
ω2g2α2

2

 ϕ
(0)
2(
E(0)

2

)2 +
ϕ

(0)
−2(
E(0)

2

)2


=

ω2g2α2(
E(0)
k

)2 cos(2u). (3.44)

El tercer término de (3.42), el cual normaliza el estado base a segundo orden (vea el Apéndice
B.2), lo evaluamos con (3.36) es

1

2

∞∑
k = −∞
k 6= 0

| Ŵk0 |2 ϕ
(0)
0(

E(0)
0 − E(0)

k

)2 = ω2g2α2
∞∑

k = −∞
k 6= 0

[
δk,0 +

δk,2
2 +

δk,−2

2

]2

(
E(0)
k

)2 =
ω2g2α2

4
(
E(0)

2

)2 .(3.45)

Así, la corrección a segundo orden del estado base (3.42) sustituyendo (3.43), (3.44) y
(3.45) resulta ser

ϕ
(2)
0 =

(ωgα)2

E(0)
2

[
cos(2u)

E(0)
2

+
cos(4u)

2E(0)
4

]
− ω2g2α2(
E(0)
k

)2 cos(2u)− ω2g2α2

4
(
E(0)

2

)2

=
(ωgα)2

E(0)
2

cos(4u)

2E(0)
4

− 1

4
(
E(0)

2

)


= α2

[
cos(4u)

32
− 1

16

]
. (3.46)
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De esta forma, el estado base a segundo orden se escribe como

ψ0 = ϕ
(0)
0 + ϕ

(1)
0 + ϕ

(2)
0 = 1− α

2
cos(2u) + α2

[
cos(4u)

32
− 1

16

]
, (3.47)

aquí hemos cambiado ϕ0 → ψ0 para que el estado base esté en concordancia con la notación
de los estados excitados, en los cuales a orden cero habrá un cambio de base debido a la
degeneración que presentan. La expresión del estado base, hasta orden α2, ecuación (3.47), es
proporcional al coseno elíptico ce0(z, α), ecuación (20.2.27) de Abramowitz and Stegun [53]:
ψ0 =

√
2ce0(z, α). El factor

√
2 es consecuencia de que el producto interno que consideramos

tiene el factor 1
2 , que no presenta el producto interno con el que usualmente se normalizan las

funciones Mathieu [54].

3.2.3. Teoría de perturbaciones (caso degenerado)

En esta subsección calculamos las correcciones hasta segundo orden de los primeros cuatro
niveles de energía del OAP, así como la corrección a primer orden de los estados correspondien-
tes. Recordemos que los estados propios excitados del rotor presentan una degeneración doble,
como podemos ver en (3.31), por lo que los estados que analizaremos provienen de considerar
n = 1, 2. Por consiguiente, emplearemos la teoría de perturbaciones para el caso degenerado.
Es notable que esta degeneración vaya desapareciendo conforme calculamos las correcciones
del espectro de energía, es decir, la corrección a primer orden en la energía desdobla el primer
estado excitado del rotor, mientras que el resto de los estados excitados permanecen degene-
rados. La corrección a segunda orden en la energía desdobla el segundo estado excitado del
rotor y los demás estados excitados permanecen degenerados, y así sucesivamente.

Primera corrección a la energía de los estados excitados y orden cero de los pri-

meros dos estados excitados del OAP

Puesto que los estados excitados del rotor son degenerados (3.31), para hallar la prime-
ra corrección del enésimo nivel de energía, debemos diagonalizar la matriz formada con el
potencial perturbativo y los estados propios de enésimo nivel (B.24):

M (1) =

(
Ŵn+n+ Ŵn+n−

Ŵn−n+ Ŵn−n−

)
, (3.48)

donde hemos considerado n± = ±n ⇒ ϕ
(0)
n± = e±inu, siendo n > 0. De esta forma, tenemos

que los elementos de la matriz M (1)
AB = ŴAB, con A,B = n+, n−, son

Ŵn+n+ =
ωgα

2π

∫ 2π

0
du(ϕ(0)

n+
(u))∗[1 + cos(2u)]ϕ(0)

n+
(u) (3.49)

Ŵn+n+ = ωαg (3.50)

de igual forma se obtiene

Ŵn−n− = ωgα, (3.51)

Ŵn+n− = Ŵn−n+ =
ωgα

2
δn,1. (3.52)
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De las ecuaciones (3.50), (3.51) y (3.52), vemos que la matriz M (1) tiene la forma

M (1) = ωgα

(
1

δn,1
2

δn,1
2 1

)
, n ≥ 1. (3.53)

A partir de esta matriz (3.53) se obtienen dos ecuaciones características: una para n = 1
y la otra para n > 1. Así, diagonalizamos la matriz (3.53) para n = 1[

ωgα− E(1)
±1

ωgα
2

ωgα
2 ωgα− E(1)

±1

]
= (ωgα− E(1)

1 )2 −
(ωgα

2

)2
= 0

⇒ E(1)
±1,1 =

ωgα

2
, E(1)

±1,2 =
3ωgα

2
, (3.54)

aquí hemos agregado un índice a la corrección a primer orden de la energía para distinguir las
dos raíces diferentes de la ecuación característica. El vector propio correspondiente al primer
valor propio es

ψ
(0)
1 = v1

(
1
−1

)
,

recodemos que las componentes del vector propio son las proyecciones del vector en los estados
propios del rotor ϕ(0)

n , entonces

ψ
(0)
1 = v1

(
ϕ

(0)
1 − ϕ

(0)
−1

)
= 2iv1 sin(u),

si normalizamos ψ(0)
1 , obtenemos v1 = −i√

2
, así el primer estado excitado sin degeneración a

orden cero es
ψ

(0)
1 =

√
2 sin(u). (3.55)

De igual forma, si tomamos la normalización: v1 = 1√
2
, el segundo estado excitado sin

degeneración a orden cero es
ψ

(0)
2 =

√
2 cos(u). (3.56)

El primer y segundo nivel de energía los encontramos considerando la respectiva corrección
a primer orden (3.54)

E1 = E(0)
±1 + E(1)

±1,1 =
ωg

2
+
ωgα

2
, E2 = E(0)

±1 + E(1)
±1,2 =

ωg

2
+

3ωgα

2
. (3.57)

Ahora, si diagonalizamos la matriz (3.53) para el caso n > 1, obtenemos la primera co-
rrección en la energía de los demás estados[

ωgα− E(1)
±n 0

0 ωgα− E(1)
±n

]
= (ωgα− E(1)

±n)2 = 0

⇒ E(1)
±n = ωgα, (3.58)

de lo cual vemos que la degeneración no se remueve para n > 1.
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Segunda corrección a la energía de los primero dos estados excitados

Como vimos en el apartado pasado, los primero dos estados excitados ψ1 y ψ2 ya no son
degenerados a primer orden, entonces podemos calcular la corrección a segundo orden de la
energía de estos estados con la ecuación (B.30) del Apéndice B.3. Debemos tener en cuenta

que en la ecuación (B.30) los índices k y n se usan para los estados ψ(0)
k y ϕ(0)

n . De esta forma,

la corrección a segundo orden en la energía del primer estado excitado, E(2)
±1,1, considerando

ψ
(0)
1 (3.55) y ϕ(0)

j (3.31) resulta ser

E(2)
±1,1 =

∞∑
j = −∞
j 6= ±1

| Ŵ1j |2

E(0)
±1 − E

(0)
j

, con Ŵ1j =
ωgα√

2π

∫ 2π

0
du[1 + cos(2u)] sin(u)eiju, (3.59)

Así,

E(2)
±1,1 =

(ωgα)2

8

∞∑
j = −∞
j 6= ±1

[δj,3 − δj,−3]2

E(0)
±1 − E

(0)
j

= −ωg
2

α2

8
. (3.60)

Para el segundo estado excitado, la corrección a segundo orden de la energía, E(2)
±1,2, la

evaluamos con ψ(0)
2 (3.56) y ϕ(0)

j (3.31), así como (B.30):

E(2)
±1,2 =

∞∑
j = −∞
j 6= ±1

| Ŵ2j |2

E(0)
±1 − E

(0)
j

, con Ŵ2j =
ωgα√

2π

∫ 2π

0
du[1 + cos(2u)] cos(u)eiju. (3.61)

Con lo que obtenemos

E(2)
±1,2 =

(ωgα)2

8

∞∑
j = −∞
j 6= ±1

[δj,3 + δj,−3]2

E(0)
±1 − E

(0)
j

= −ωg
2

α2

8
.

Así, combinando la energía E1 (3.57) con la corrección a segundo orden (3.60), obtenemos

E1 = E(0)
±1 + E(1)

±1,1 + E(2)
±1,1 =

ωg

2
+
ωgα

2
− ωg

2

α2

8

⇒ 2E1

ωg
− 2α = 1− α− α2

8
.

Del mismo modo, la energía E2 (3.57) considerando (3.61) llega a ser

E2 = E(0)
±1 + E(1)

±1,2 + E(2)
±1,2 =

ωg

2
+

3ωgα

2
− ωg

2

α2

8

⇒ 2E2

ωg
− 2α = 1 + α− α2

8
.

Las expresiones para E1 y E2 coinciden, respectivamente, a orden α2 con b1(α) y a1(−α) de
la ecuación (20.2.25) de Abramowitz and Stegun [53].
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Segunda corrección a la energía para los estados excitados m > 2 y orden cero del

tercer y cuarto estado excitado

Como hemos visto, el espectro de energía, para los estados del rotor con n > 1, permanece
degenerado, por consiguiente, la corrección a segundo orden en la energía para estos estados
se obtendrá de diagonalizar la matriz dada por la ecuación (B.35) del Apéndice B.3, que toma
la siguiente forma

M (2) =


∑∞

j = −∞
j 6= ±n

Ŵn+jŴjn+

E(0)n −E
(0)
j

∑∞
j = −∞
j 6= ±n

Ŵn+jŴjn−

E(0)n −E
(0)
j∑∞

j = −∞
j 6= ±n

Ŵn−jŴjn+

E(0)n −E
(0)
j

∑∞
j = −∞
j 6= ±n

Ŵn−jŴjn−

E(0)n −E
(0)
j

 , n > 1. (3.62)

Empezamos con el elemento de matriz M (2)
n+n+ , vemos que Ŵn+j y Ŵjn+ son

Ŵn+j =
ωgα

2π

∫ 2π

0
du[1 + cos(2u)]e−inueiju = ωgα

[
δn,j +

δj,n+2

2
+
δj,n−2

2

]
,

y

Ŵjn+ =
ωgα

2π

∫ 2π

0
du[1 + cos(2u)]einue−iju = ωgα

[
δn,j +

δj,n+2

2
+
δj,n−2

2

]
.

Con lo que M (2)
n+n+ llega a ser

M (2)
n+n+

=
(ωgα)2

4

[
1

E(0)
n − E(0)

n+2

+
1

E(0)
n − E(0)

n−2

]
. (3.63)

Los denominadores dentro del paréntesis son iguales a

E(0)
n − E

(0)
n+2 =

n2ωg

2
− (n+ 2)2ωg

2
= −2ωg(n+ 1),

E(0)
n − E

(0)
n−2 =

n2ωg

2
− (n− 2)2ωg

2
= 2ωg(n− 1).

Sustituyendo ambas expresiones en M (2)
n+n+ (3.63) hallamos

M (2)
n+n+

=
ωg

2

α2

2

1

n2 − 1
, n > 1. (3.64)

De igual forma, el elemento de matriz M (2)
n−n− es

M (2)
n−n− =

ωg

2

α2

2

1

n2 − 1
, n > 1. (3.65)

Ahora los términos fuera de la diagonal de (3.62), tenemos que el elemento de matriz
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M
(2)
n+n− será

M (2)
n+n− = (ωgα)2

∞∑
j = −∞
j 6= ±n

[
δn,j +

δj,n+2

2 +
δj,n−2

2

] [
δ−n,j +

δj,−n+2

2 +
δj,−n−2

2

]
E(0)
n − E(0)

j

=
(ωgα)2

4

∞∑
j = −∞
j 6= ±n

[δj,n+2 + δj,n−2] [δj,−n+2 + δj,−n−2]

E(0)
n − E(0)

j

Para hallar los términos diferentes de cero tenemos que, el argumento de alguna de las deltas
de Kronecker en el primer paréntesis debe ser igual al argumento de alguna de las deltas de
Kronecker del segundo paréntesis. De esta manera, encontramos 4 ecuaciones

n− 2 = −n− 2⇒ n = −n = 0,

n− 2 = −n+ 2⇒ 2n = 4,⇒ n = 2,

n+ 2 = −n− 2⇒ 2n = −4,⇒ n = −2,

n+ 2 = −n+ 2⇒ n = −n = 0.

De las cuatro soluciones, la única consistente es n = 2, pues recordemos que estamos analizando
los casos con n > 1.

Entonces para n = 2, tenemos

M (2)
n+n− =

(ωgα)2

4

∞∑
j = −∞
j 6= ±2

[δj,4 + δj,0] [δj,0 + δj,−4]

E(0)
2 − E(0)

j

=
(ωgα)2

4

1

E(0)
2 − E(0)

0

=
ωg

2

α2

4

Para n > 2
M (2)
n+n− = 0.

Luego

M (2)
n+n− =

{
ωg
2

α2

4 , n = 2,
0, n > 2.

(3.66)

Para el otro elemento de matriz fuera de la diagonal M (2)
n−n+ haciendo un análisis similar

encontramos

M (2)
n−n+

=

{
ωg
2

α2

4 , n = 2,
0, n > 2.

(3.67)

De esta forma, teniendo en cuenta los elementos de matriz M (2)
AB, con A,B = n+,n−,

ecuaciones (3.64),(3.65),(3.66) y (3.67), la matriz para la corrección a segundo orden de la
energía (3.62), presentará la forma

M (2) =
ωgα2

4

(
1

n2−1
δn,2

2
δn,2

2
1

n²−1

)
, n > 1, (3.68)

la cual tiene dos casos: n = 2 y n > 2. La ecuación característica para n = 2 en (3.68) es
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[
ωg
2

α2

6 − E
(2)
±2

ωg
2

α2

4
ωg
2

α2

4
ωg
2

α2

6 − E
(2)
±2

]
= 0.

Los valores propios son

⇒
(
ωg

2

α2

6
− E(2)
±2

)2

− (
ωg

2

α2

4
)2 = 0

E(2)
±2,1 = −ωg

2

α2

12
, (3.69)

E(2)
±2,2 =

ωg

2

5α2

12
, (3.70)

se ha agregado un índice a la corrección a segundo orden de la energía para diferenciar las
dos raíces diferentes de la ecuación característica. El vector propio correspondiente al primer
valor propio es

ψ
(0)
3 = v1

(
1
−1

)
⇒ ψ

(0)
3 = v1

(
ϕ

(0)
2 − ϕ

(0)
−2

)
= 2iv1 sin(2u).

Si normalizamos ψ(0)
3 , entonces v1 = −i√

2
, así obtenemos el tercer estado excitado sin degene-

ración a orden cero
ψ

(0)
3 =

√
2 sin(2u). (3.71)

Asimismo, si normalizamos con v1 = 1√
2
, el cuarto estado excitado sin degeneración a orden

cero es
ψ

(0)
4 =

√
2 cos(2u). (3.72)

Las energías correspondientes al tercer y cuarto estado excitado, ψ3 y ψ4, evaluando las
ecuaciones (3.58), (3.69) y (3.70) adquieren la forma

2E3

ωg
− 2α = 4− α2

12
, (3.73)

2E4

ωg
− 2α = 4 +

5α2

12
, (3.74)

las cuales corresponden a b2 y a2 de la ecuación (20.2.25) en Abramowitz and Stegun [53],
respectivamente.

Para n > 2, tenemos que la matriz (3.68) es

M
(2)
n>2 =

(
ωg
2

α2

2(n2−1)
0

0 ωg
2

α2

2(n2−1)

)
.

La cual tiene la siguiente ecuación característica y valores propios[
ωg
2

α2

2(n2−1)
− E(2)

n 0

0 ωg
2

α2

2(n2−1)
− E(2)

n

]
= 0
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⇒ E(2)
n =

ωg

2

α2

2(n2 − 1)
, n > 2.

Por tanto, para n > 2, la degeneración no se rompe.

Primera corrección a los primeros dos estados excitados

Puesto que, los vectores propios a orden cero asociados con n = 1, ψ(0)
1 y ψ(0)

2 , han sido
especi�cados, la corrección a primer orden del estado ψ1 puede ser calculada a través de la
ecuación (B.32) del Apéndice B.3, la cual consiste de dos términos:

ψ
(1)
1 = Ψ

(1)
1 + Φ

(1)
1 , (3.75)

Ψ
(1)
1 =

∞∑
j = −∞
j 6= ±1

Ŵj1ϕ
(0)
j

E(0)
±1 − E

(0)
j

, (3.76)

Φ
(1)
1 =

1

E(1)
±1,2 − E

(1)
±1,1

∞∑
j = −∞
j 6= ±1

Ŵj1Ŵ2jψ
(0)
2

E(0)
±1 − E

(0)
j

. (3.77)

Entonces, para Ψ
(1)
1 , ecuación (3.76), vemos que Ŵj1 se puede obtener de (3.59), así

Ŵj1 =
−iωgα
2
√

2
[δj,3 − δj,−3] . (3.78)

De esta forma obtenemos

Ψ
(1)
1 (u) =

−iωgα
2
√

2

[
ϕ

(0)
3 − ϕ

(0)
−3

E(0)
1 − E(0)

3

]
= −α

8

√
2 sin(3u). (3.79)

Para Φ
(1)
1 además de Ŵj1 requerimos de Ŵ2j , que lo podemos hallar de (3.61), de esta

forma

Ŵ2j =
ωgα

2
√

2
[3δj,1 + 3δj,−1 + δj,3 + δj,−3] . (3.80)

Con lo que, si consideramos E(1)
±1,1 − E

(1)
±1,2 de (3.54) así como (3.78) y (3.80) en Φ

(1)
1 (3.77),

encontramos

Φ
(1)
1 (u) = − iωgα

4
√

2
cosu

[
1

E(0)
1 − E(0)

3

− 1

E(0)
1 − E(0)

−3

]
= 0. (3.81)

Luego, sustituyendo (3.79) y (3.81), ψ(1)
1 dado en (3.75) es

ψ
(1)
1 = −α

8

√
2 sin(3u).
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Para ψ2 tenemos

ψ
(1)
2 = Ψ

(1)
2 + Φ

(1)
2 , (3.82)

Ψ
(1)
2 =

∞∑
j = −∞
j 6= ±1

Ŵj2ϕ
(0)
j

E(0)
±1 − E

(0)
j

, (3.83)

Φ
(1)
2 =

1

E(1)
±1,1 − E

(1)
±1,2

∞∑
j = −∞
j 6= ±1

Ŵj2Ŵ1jψ
(0)
1

E(0)
±1 − E

(0)
j

. (3.84)

De esta forma, Ψ
(2)
2 es

Ψ
(1)
2 =

∞∑
j = −∞
j 6= ±1

Ŵj2ϕ
(0)
j

E(0)
1 − E(0)

j

, con Ŵj2 =
ωgα

2
√

2
[δj,3 + δj,−3] ,

donde se utilizó la ecuación (3.61). Luego

Ψ
(1)
2 =

ωgα

2
√

2

[
ϕ

(0)
3 + ϕ

(0)
−3

E(0)
1 − E(0)

3

]
= −α

8

√
2 cos(3u).

Además, de manera semejante a Φ
(1)
1 , hallamos que Φ

(2)
2 = 0, por lo que ψ(1)

2 será

ψ
(1)
2 = −α

8

√
2 cos(3u).

Así, los primero dos estados excitados a primer orden son:

ψ1 = ψ
(0)
1 + ψ

(1)
1 =

√
2 sin(u)− α

8

√
2 sin(3u)

y

ψ2 = ψ
(0)
2 + ψ

(1)
2 =

√
2 cos(u)− α

8

√
2 cos(3u).

Estos estados a orden α se pueden escribir como ψ1 =
√

2se1(u, α) y ψ2 =
√

2ce1(u, α),
ecuación (20.2.27) de [53].
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Corrección a primer orden en el tercer y cuarto estado excitado

Puesto que los estados ψ3 y ψ4 han sido determinados a orden cero, podemos calcular sus
correcciones a primer orden. Así, para ψ3 tenemos

ψ
(1)
3 = Ψ

(1)
3 + Φ

(1)
3 , (3.85)

Ψ
(1)
3 =

∞∑
j = −∞
j 6= ±2

Ŵj3ϕ
(0)
j

E(0)
±2 − E

(0)
j

, (3.86)

Φ
(1)
3 =

1(
E(2)
±2,1 − E

(2)
±2,2

) ∞∑
i, j = −∞
i, j 6= ±2

Ŵi3ŴjiŴ4jψ
(0)
4

(E(0)
±2 − E

(0)
i )(E(0)

±2 − E
(0)
j )

− 1

E(2)
±2,1 − E

(2)
±2,2

∞∑
j = −∞
j 6= ±2

E(1)
±2Ŵj3Ŵ4jψ

(0)
4(

E(0)
±2 − E

(0)
j

)2 . (3.87)

donde hemos usado la ecuación (B.44). Entonces, para Ψ
(1)
3 tenemos

Ψ
(1)
3 =

∞∑
j = −∞
j 6= ±2

Ŵj3ϕ
(0)
j

E(0)
±2 − E

(0)
j

, siendo Ŵj3 =
ωgα√

2π

∫ 2π

0
du[1 + cos(2u)] sin(2u)e−iju,

donde hallamos

Ŵj3 =
−iωgα√

2

[
δj,2 − δj,−2 +

δj,4
2
− δj,−4

2

]
. (3.88)

Luego, Ψ
(1)
3 resulta ser

Ψ
(1)
3 = − α

12

√
2 sin(4u). (3.89)

Para hallar Φ
(1)
3 , ecuación (3.87), necesitamos calcular Ŵ4j y Ŵji, que resultan ser

Ŵ4j =
ωgα√

2π

∫ 2π

0
du[1 + cos(2u)] cos(2u)eiju

=
ωgα√

2

[
δs,0 + δs,2 + δs,−2 +

δs,4
2

+
δs,−4

2

]
(3.90)

y

Ŵji =
ωgα√

2π

∫ 2π

0
du[1 + cos(2u)]ei(i−j)u

= ωgα

[
δi,j +

δj+2,i

2
+
δj−2,i

2

]
. (3.91)



CAPÍTULO 3. OSCILADORARMÓNICO POLIMÉRICOMEDIANTE TEORÍA DE PERTURBACIONES 49

Evaluando (3.88), (3.90) y (3.91) en (3.87), Φ
(1)
3 llega a ser

Φ
(1)
3 (u) = i

√
2ω2g2α cos(2u)

∞∑
j = −∞
j 6= ±2


[
δj,4 +

δj,6
2

] [
δj,0 +

δj,4
2 +

δj,−4

2

]
(E(0)
±2 − E

(0)
j )(E(0)

±2 − E
(0)
4 )

−

[
δj,−4 +

δj,−6

2

] [
δj,0 +

δj,4
2 +

δj,−4

2

]
(E(0)
±2 − E

(0)
j )(E(0)

±2 − E
(0)
−4 )

+ 2

[
δj,4
2 −

δj,−4

2

] [
δj,0 +

δj,4
2 +

δj,−4

2

]
(
E(0)
±2 − E

(0)
j

)2


= i

√
2ω2g2α cos(2u)

 1(
E(0)
±2 − E

(0)
4

)2 −
1(

E(0)
±2 − E

(0)
−4

)2


= 0. (3.92)

Así, combinando (3.85), (3.89) y (3.92), ψ(1)
3 es

ψ
(1)
3 = − α

12

√
2 sin(4u)

Por otro lado, para ψ4 tenemos

ψ
(1)
4 = Ψ

(1)
4 + Φ

(1)
4 , (3.93)

Ψ
(1)
4 =

∞∑
j = −∞
j 6= ±2

Ŵj4ϕ
(0)
j

E(0)
±2 − E

(0)
j

, (3.94)

Φ
(1)
4 =

1(
E(2)
±2,2 − E

(2)
±2,1

) ∞∑
i, j = −∞
i, j 6= ±2

Ŵi4ŴjiŴ3jψ
(0)
3

(E(0)
±2 − E

(0)
i )(E(0)

±2 − E
(0)
j )

− 1

E(2)
±2,2 − E

(2)
±2,1

∞∑
j = −∞
j 6= ±2

E(1)
±2Ŵj4Ŵ3jψ

(0)
3(

E(0)
±2 − E

(0)
j

)2 . (3.95)

De esta forma, hallamos que Ψ
(1)
4 está dado por

Ψ
(1)
4 =

∞∑
j = −∞
j 6= ±2

Ŵj4ϕ
(0)
j

E(0)
±2 − E

(0)
j

, con Ŵj4 =
ωgα√

2π

∫ 2π

0
du[1 + cos(2u)] cos(2u)e−iju,

donde se tiene

Ŵj4 =
ωgα√

2

[
δj,0 + δj,2 + δj,−2 +

δj,4
2

+
δj,−4

2

]
.

Por consiguiente

Ψ
(1)
4 = −α

[
1

12

√
2 cos(4u)−

√
2

4

]
.
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Cuadro 3.1: Valores y vectores propios perturbativos del hamiltoniano del oscilador armónico
polimérico. El espectro de energía es mostrado hasta segundo orden mientras que los estados
son puestos hasta primer orden. Ellos llegan a ser los valores característicos y las soluciones
de la ecuación de Mathieu [53].

m 2Em
ωg − 2α, O(α2) ψm, O(α)

0 −α2

2 + . . . = a0(α) 1− α
2 cos(2u) + · · · =

√
2 ce0(u, α)

1 1− α− α2

8 + · · · = b1(α)
√

2
[
sin(u)− α

8 sin(3u) + . . .
]

=
√

2 se1(u, α)

2 1 + α− α2

8 + . . . = a1(α)
√

2
[
cos(u)− α

8 cos(3u) + . . .
]

=
√

2 ce1(u, α)

3 4− α2

12 + . . . = b2(α)
√

2
[
sin(2u)− α

12 sin(4u) + . . .
]

=
√

2 se2(u, α)

4 4 + 5α2

12 + . . . = a2(α)
√

2
{

cos(2u)− α
[

1
12 cos(4u)− 1

4

]
+ . . .

}
=
√

2 ce2(u, α)

Asimismo, del mismo modo a Φ
(1)
3 , obtenemos Φ

(1)
4 = 0. Por consiguiente, ψ(1)

4 quedará

ψ
(1)
4 = −α

[
1

12

√
2 cos(4u)−

√
2

4

]
.

Así, a primer orden, los estados ψ3 y ψ4 son

ψ3 = ψ
(0)
3 + ψ

(1)
3 =

√
2 sin(2u)− α

12

√
2 sin(4u),

ψ4 = ψ
(0)
4 + ψ

(1)
4 =

√
2 cos(2u)− α

[
1

12

√
2 cos(4u)−

√
2

4

]
.

Estas expresiones, de acuerdo a la ecuación (20.2.27) en [53], se puede expresar: ψ3 =
√

2se2(u, α)
y ψ4 =

√
2ce2(u, α).

Con esto �nalizamos nuestro análisis de la teoría de perturbaciones para el OAP. Enfati-
zamos que guiados parcialmente en [52, 56], hemos incorporado la teoría de perturbaciones
en el contexto del OAP, así calculamos las correcciones a segundo orden de la energía y la
corrección a primer orden de los primero cuatro estados excitados. Nuestro resultados están
resumidos en el cuadro 3.1.

Por otra parte, en las siguientes secciones y siguientes capítulos veremos que introducir
la teoría de perturbaciones en la representación polimérica, nos permitirá ser sistemáticos en
el tratamiento de la función de un punto y de dos puntos del OAP, tanto en el formalismo
hamiltoniano como en el de integral de trayectoria. Notablemente, en ambos formalismos el
punto de partida para realizar la teoría de perturbaciones es la aproximación de rotor en espa-
cios de momentos. Esto nos ha llevado a pensar que implementar la teoría de perturbaciones
en el régimen de rotor puede ser un método sistemático para resolver otros problemas en la
representación polimérica, diferentes al OAP, esto es parte de nuestro trabajo futuro.

En la siguientes secciones calcularemos la función de un punto y de dos puntos del OAP
dentro del formalismo hamiltoniano, la idea será usar las series perturbativas obtenidas en
esta sección.
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3.3. Simetría de paridad y correcciones a primer orden

En esta sección discutimos un argumento que generaliza los resultados que obtuvimos en la
sección anterior de las correcciones a primer orden de los estados, nos referimos a las correc-
ciones que provienen de los estados de�nidos en el subespacio degenerado D: Φ

(1)
1 , Φ

(1)
2 , Φ

(1)
3

y Φ
(1)
4 , las cuales fueron nulas, ecuaciones (3.81) y (3.92). Para este �n, utilizamos la simetría

de paridad del OAP.
Los operadores básicos de la teoría polimérica x̂ y V̂λ0 , ecuación (3.5), presentan la siguiente

paridad [43, 46]:

PVλ0P† = V †λ0 = V−λ0 , (3.96)

PxP† = −x, (3.97)

donde hemos omitido el acento circun�ejo. A través de las ecuaciones (3.96) y (3.97), podemos
ver que el hamiltoniano del OAP, ecuación (3.18), es invariante bajo la acción de operador P

PHP† = H. (3.98)

Además de la propiedad de paridad (3.98), el hamiltoniano del OAP no es degenerado [53],
por lo que sus estados propios tienen paridad de�nida [46, 53]

P|ψ〉 = ±|ψ〉. (3.99)

Por otra parte, de acuerdo al análisis hecho del OAP mediante teoría de perturbaciones,
observamos que el hamiltoniano del rotor Ĥ0, ecuación (3.27), es degenerado y sus estados

propios, ϕ(0)
n , no tienen paridad de�nida, esto último sigue de la de�nición P̂ y de ecuación

(3.31):

P̂ϕ(0)
n (u) = ϕ(0)

n (−u) = ϕ
(0)
−n(u). (3.100)

No obstante, notemos que al aplicar el método perturbativo cambiamos la base, la nueva
base está de�nida por los estados ψ(0)

m , ecuaciones (3.55), (3.56), (3.71) y (3.72). En general,

podemos escribir la relación entre las bases ψ(0)
m y ϕ(0)

n , como

ψ(0)
m (u) :=

 ψ
(0)
2n−1(u) = − i√

2

(
ϕ

(0)
n (u)− ϕ(0)

−n(u)
)
,

ψ
(0)
2n (u) = 1√

2

(
ϕ

(0)
n (u) + ϕ

(0)
−n(u)

)
.

n = 1, 2, . . . , (3.101)

Esta base presenta paridad de�nida

P̂ψ(0)
2n−1(u) = −ψ(0)

2n−1(u),

P̂ψ(0)
2n (u) = ψ

(0)
2n (u),

lo cual se deduce de la de�nición (3.101) y de la ecuación (3.100). Asimismo, el potencial
perturbativo, Ŵ , ecuación (3.27), es invariante bajo el operador de paridad, de acuerdo a

la ecuación (3.96). Por consiguiente, los elementos de matriz, Ŵkl, en la base ψ(0)
m , que son

diferentes de cero son los elementos de la diagonal y presentan paridad par. Además, del
análisis hecho en la sección 3.2, sabemos que la degeneración se va removiendo orden a orden
(vea el cuadro 3.1). De esta forma, si consideramos estos elementos, es factible pensar que los
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vectores propios del hamiltoniano del OAP obtenidos mediante teoría de perturbaciones, ψm
(vea el cuadro 3.1), son compatibles con la expresión (3.99), es decir, tienen paridad de�nida:

P̂ψ2n−1(u) = −ψ2n−1(u), (3.102)

P̂ψ2n(u) = ψ2n(u), (3.103)

donde se consideró que los estados ψm(u) son divididos en dos conjuntos: ψ2n(u) y ψ2n−1(u),
de acuerdo con (3.101).

Del análisis hecho en el Apéndice B.3, sabemos que el estado ψm(u) en términos de sus
correcciones se escribe

ψm(u) =
∞∑
r=0

αrψ(r)
m , (3.104)

donde las correcciones ψ(r)
m (u) en la base ψ(0)

m en general se expresan como [57]

ψ(r)
m =

∑
k/∈D

a
(r)
mkψ

(0)
k + a(r)

mmψ
(0)
m + a

(r)
mm̄ψ

(0)
m̄ , (3.105)

con ψ(0)
m y ψ(0)

m̄ los vectores propios de�nidos en subespacio degenerado D, es decir, uno co-
rresponde a m = 2n− 1 y el otro a m̄ = 2n en (3.101).

Ahora, nos enfocamos en la corrección a primer orden, r = 1 en (3.105). Como es discutido

en el Apéndice B.2, el coe�ciente a(1)
mm siempre puede ser considerado nulo [57], entonces la

corrección a primer orden queda

ψ(1)
m =

∑
k/∈D

a
(1)
mkψ

(0)
k +a(1)

mm̄ψ
(0)
m̄ . (3.106)

Notemos que ψ(0)
m̄ tiene paridad opuesta a ψ(0)

m , y por tanto a ψ(1)
m y ψm, ecuaciones (3.104)

y (3.106), y puesto que ψm tiene paridad de�nida, ecuaciones (3.102) y (3.103), entonces

a
(0)
mm̄ = 0. Luego, la corrección a primer orden de los estados propios del OAP llega a ser

ψ(1)
m =

∑
k/∈D

a
(1)
mkψ

(0)
k .

Es interesante notar que los vectores propios de�nidos en subespacio degenerado D, no con-
tribuyen a la corrección a primer orden, por lo que esta corrección se calcula muy similar al
caso no degenerado (vea las ecuaciones (B.18), (B.32) y (B.44) en Apéndice B).

3.4. Función de un punto y de dos puntos en el régimen de
rotor: esquema hamiltoniano

En este apartado calcularemos la función de un punto y de dos puntos en el estado base del
OAP en el régimen rotor. Estas funciones nos permitirán calcular el propagador del campo
escalar polimérico a altas energías, recordemos que el análisis hecho en el Apéndice A.1, nos
permite escribir la función de Wightman de frecuencias positivas del campo en términos de la
función de un punto y de dos puntos de los modos de Fourier qk (2.27).
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El cálculo que presentaremos a continuación es muy similar al hecho en [15], pero la
diferencia será la interpretación que haremos de los términos involucrados en el cálculo: El
trabajo hecho en [15] está basado en la evaluación directa de la funciones Mathieu cen y sen
ecuación (3.23), y de los valores característicos an y bn ecuación (3.24), es decir, el trabajo
parte del conocimiento de los estados propios y de los valores propios del OAP. En cambio
nosotros, acorde al análisis hecho en la sección 3.2, consideramos los valores propios y los
vectores propios del OAP en el régimen de altas energías como series perturbativas en α, esto
es, que surgen de implementar la teoría de perturbaciones. Esta diferencia conceptual, podría
ser relevante en sistemas que no involucren el OAP, como es el caso del hamiltoniano del
campo escalar con una potencial de autointeracción proporcional a φ4, escrito en modos qk.

3.4.1. Función de un punto

La función de un punto para el rotor se de�ne como

D(0)(t) =
〈

0(0) | x̂(t) | 0(0)
〉
, donde x̂(t) = e

i
~ tĤ0 x̂e−

i
~ tĤ0 . (3.107)

De acuerdo a la primera ecuación de (3.31), el estado base del rotor es ϕ(0)
0 (u) = 1. Si en la

primera ecuación de (3.107) utilizamos la relación de cerradura del operador de traslaciones,
1

2π

∫ 2π
0 du | u〉〈u |= 1̂, así como la segunda expresión de (3.17), y el cambio de variable

u = λ0p
~ + π

2 , la función de un punto llega a ser〈
0(0) | x̂(t) | 0(0)

〉
= e

i
~E

(0)
0 (t−t)

〈
0(0) | x̂ | 0(0)

〉
=

iλ0

2π

∫ 2π

0
du
(
ψ

(0)
0 (u)

)∗
∂uψ

(0)
0 (u)

= 0.

A partir de este cálculo, expresamos de manera algebraica la siguiente propiedad del estado
base del rotor

x̂ | 0(0)
〉

= 0. (3.108)

La función de un punto para el OAP se de�ne de forma análoga a (3.107), pero ahora con
el estado base resultante de la teoría de perturbaciones | 0〉, ecuación (3.47). Como discutimos
en la sección anterior, el hamiltoniano del OAP (3.18) presenta paridad par, por lo que sus
estados propios tienen paridad de�nida, en el caso del estado base ésta es par (3.47) [53]. Por
consiguiente, la función de un punto será cero, pues involucra el producto del estado base con
su derivada, los cuales tienen paridad opuesta, por lo que su producto tiene paridad impar,
que integrado en un período completo de 2π resulta ser cero:

〈0 | x̂(t) | 0〉 =
iλ0

2π

∫ 2π

0
du (ψ0(u))∗ ∂uψ0(u)

=
iλ0

2π

∫ π

0
du (ψ0(u))∗ ∂uψ0(u) +

iλ0

2π

∫ 0

−π
dw (ψ0(w + 2π))∗ ∂wψ0(w + 2π)

=
iλ0

2π

∫ π

0
du (ψ0(u))∗ ∂uψ0(u)− iλ0

2π

∫ π

0
dv (ψ0(v))∗ ∂vψ0(v)

= 0, (3.109)
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donde primero se ha considerado que e
i
~E0(t−t) = 1, luego separamos la integral

∫ 2π
0 =∫ π

0 +
∫ 2π
π , y realizamos el cambio de variable w = u − 2π en la integral

∫ 2π
π , por último

empleamos el carácter periódico (2π) de ψ0, realizamos el cambio de variable v = −w y se
utilizan la paridad par de ψ0.

3.4.2. Función de dos puntos

En esta sección calculamos la función de dos puntos del OAP en el régimen de rotor. La
función de dos puntos se de�nirá como

D(ts, tr) = 〈0 | x̂(ts)x̂(tr) | 0〉 , (3.110)

donde se tiene en cuenta el ordenamiento temporal ts > tr, nuevamente | 0〉 representa el
estado base del OAP en el régimen de rotor y x̂(t) será considerado en el esquema Heisenberg
con Ĥ de�nido en la ecuación (3.27).

Consideremos los estados propios de Ĥ, las funciones Mathieu cen y sen, ecuación (3.23),
los cuales denotaremos de forma algebraica como | m〉. Como estos estados propios forman
una base [54], los utilizamos para evaluar la función de dos puntos (3.110) empleando dos
veces su relación de cerradura

∑∞
m=0 | m〉〈m |= 1, por lo que (3.110) llega a ser

D(ts, tr) =
∞∑
m=0

e−
i
~∆Em(ts−tr) | cm |2, (3.111)

donde introdujimos

∆Em := Em − E0,

cm := 〈m | x̂ | 0〉 .

Podemos relacionar la función de dos puntos (3.111), la cual presenta el ordenamiento
temporal ts > tr, con el propagador de Feynman, que es simétrico en ts y tr, expresando la
exponencial e−

i
~∆Em(ts−tr) como una integral de contorno:

e−
i
~∆Em(ts−tr) =

1

2π

∫
C
dχ

2i∆Eme−iχ(ts−tr)

∆E2
m − χ2 − iε

, (3.112)

donde el signo de iε corresponde al propagador de Feynman en espacio de momentos, la
prescripción de los contornos y polos es la misma que en la integral (2.33), los polos están
representados en la �gura 2.1. Por tanto, combinando las ecuaciones (3.111) y (3.112), la
función de dos puntos en espacio de momentos es

Dk(t, t′) =
1

2π

∫
C
dχDpe

−iχ(t−t′)

⇒ Dp =
∞∑
m=0

2i∆Em | cm |2

−p2 + ∆E2
m − k2 − iε

, (3.113)

con p = (χ,k) y p2 = χ2− | k |2.
Ahora nos enfocamos en el propagador de Feynman a segundo orden en α. Para esto

primero detallaremos el factor cm. En la sección 3.2 vimos que los estados | m〉 y | 0〉 pueden
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ser obtenidos a través de la teoría de perturbaciones, por tanto se pueden escribir de la siguiente
forma

| m〉 =
∞∑
i=0

| m(i)
(
αi
)〉
, | 0〉 =

∞∑
j=0

| 0(j)
(
αj
)〉
,

donde | m(i)
(
αi
)〉

representa la corrección a i-ésimo orden del estado del rotor | m(0)
〉
. De

forma similar para | 0(j)
(
αj
)〉
. Así, de�nimos

cm =

∞∑
k=0

c(k)
m , (3.114)

siendo

c(k)
m = cijm(αi+j) =

〈
m(i)

(
αi
)
| x̂ | 0(j)

(
αj
)〉
, donde k = i+ j. (3.115)

Si cm es escrito hasta segundo orden, encontramos que | cm |2 resulta ser

| cm |2 =
[
c(0)
m + c(1)

m (α) + c(2)
m

(
α2
)] [

c(0)
m + c(1)

m (α) + c(2)
m

(
α2
)]∗

,

= c(0)
m

[(
c(0)
m

)∗
+
(
c(1)
m (α)

)∗
+
(
c(2)
m

(
α2
))∗]

+ c(1)
m (α)

[(
c(0)
m

)∗
+
(
c(1)
m (α)

)∗]
+c(2)

m

(
α2
) (
c(0)
m

)∗
+O(α3)

= | c(0)
m |2 +

[
c(0)
m

(
c(1)
m (α)

)∗
+ c(1)

m (α)
(
c(0)
m

)∗]
+
[
c(0)
m

(
c(2)
m

(
α2
))∗

+ | c(1)
m (α) |2 +c(2)

m

(
α2
) (
c(0)
m

)∗]
+O

(
α3
)
, (3.116)

con

c(0)
m = c00

m , (3.117)

c(1)
m (α) = c01

m (α) + c10
m (α), (3.118)

c(2)
m

(
α2
)

= c02
m

(
α2
)

+ c11
m

(
α2
)

+ c20
m

(
α2
)
. (3.119)

De forma similar, la diferencia de energía ∆Em en (3.113) como desarrollo perturbativo se
escribe de la siguiente forma

∆Em =

∞∑
k=0

∆E(k)
m con ∆E(k)

m = E(r)
m − E

(r)
0 . (3.120)

Además, si esta ecuación es expresada hasta segundo orden en α, hallamos que su cuadrado
es

(∆Em)2 = e(0)
m + e(1)

m (α) + e(2)
m

(
α2
)

+O
(
α3
)
, (3.121)

donde

e(0)
m =

(
∆E(0)

m

)2
,

e(1)
m (α) = 2∆E(0)

m ∆E(1)
m (α),

e(2)
m

(
α2
)

= 2∆E(0)
m ∆E(2)

m (α2) +
(

∆E(1)
m (α)

)2
.
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Ahora, el factor ∆Em | cm |2 en el numerador de (3.113) resulta de multiplicar las ecua-
ciones (3.116) y (3.120), entonces hasta segundo orden en α hallamos

∆Em | cm |2= a(0)
m + a(1)

m (α) + a(2)
m (α2), (3.122)

siendo

a(0)
m = ∆E(0)

m |c(0)
m |2, (3.123)

a(1)
m (α) = ∆E(0)

m

[
c(0)
m

(
c(1)
m (α)

)∗
+ c(1)

m (α)
(
c(0)
m

)∗]
+ ∆E(1)

m (α)|c(0)
m |2, (3.124)

a(2)
m

(
α2
)

= ∆E(0)
m

[
c(0)
m

(
c(2)
m

(
α2
))∗

+ |c(1)
m (α)|2 + c(2)

m

(
α2
) (
c(0)
m

)∗]
+∆E(1)

m (α)
[
c(0)
m

(
c(1)
m (α)

)∗
+ c(1)

m (α)
(
c(0)
m

)∗]
+ ∆E(2)

m

(
α2
)
|c(0)
m |2. (3.125)

Para el denominador de (3.113) si sustituimos (3.121) encontramos la siguiente expresión

1

−p2 + (∆Em)
2− | k |2

=
1

ep

{
1 +

e
(1)
m (α) + e

(2)
m (α2)

ep

}−1

=
1

ep

1− e
(1)
m (α)

ep
− e

(2)
m (α2)

ep
+

(
e
(1)
m (α)

)2
e2p

+O
(
α3
) , (3.126)

donde utilizamos el desarrollo (1 + x)−1 =
∑∞

r=0(−1)rxr y de�nimos

ep = −p2 + e(0)
m − | k |2 .

De esta forma, combinando hasta segundo orden en α las ecuaciones (3.122) y (3.126),
obtenemos

∆Em | cm |2

−p2 + (∆Em)2− | k |2

=
1

ep

[
a(0)
m + a(1)

m (α) + a(2)
m

(
α2
)]1− e

(1)
m (α)

ep
− e

(2)
m (α2)

ep
+

(
e

(1)
m (α)

)2

e2
p


=

1

ep

{
a(0)
m + a(1)

m (α)− a
(0)
m e

(1)
m (α)

ep
+ a(2)

m

(
α2
)
− a

(1)
m (α)e

(1)
m (α)

ep
− a

(0)
m e

(2)
m (α2)

ep

+
a

(0)
m

(
e

(1)
m (α)

)2

e2
p

 . (3.127)

Calculamos explícitamente las corrección c(0)
m , basados en la ecuaciones (3.115) y (3.117),

encontramos que
c(0)
m = 〈m(0) | x̂ | 0(0)〉 = 0,

debido a la ecuación (3.108). Dadas las ecuaciones (3.123), (3.124) y (3.125), también se
obtiene

a(0)
m = 0, a(1)

m (α) = 0, a(2)
m

(
α2
)

= ∆E(0)
m | c(1)

m (α) |2 . (3.128)
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Por consiguiente, sustituyendo (3.118) y los resultados de (3.128), en (3.127), llegamos a

∆Em | cm |2

−p2 + (∆Em)2− | k |2
=

∆E
(0)
m | c01

m (α) + c10
m (α) |2

−p2 +
(

∆E
(0)
m

)2
− | k |2

=
∆E

(0)
m | c01

m (α) |2

−p2 +
(

∆E
(0)
m

)2
− | k |2

, (3.129)

en la segunda línea evaluamos c10
m (α) = 0, que es consecuencia de usar las ecuaciones (3.115)

y (3.108).
Ahora, para calcular c01

m (α) es conveniente recordar la correspondencia entre los estados
propios del OAP y los estados propios del rotor:

ψ
(0)
m=n=0(u) = 1, (3.130)

ψ
(0)
m=2n−1(u) =

√
2 sin(nu), (3.131)

ψ
(0)
m=2n(u) =

√
2 cos(nu), (3.132)

con n > 0.
Así, vemos que para determinar c01

m (α) proseguimos en tres partes: c01
m=0, c

01
m=2n y c

01
m=2n−1.

De esta forma, si consideramos (3.115), (3.130) y (3.41), c01
m=0 es

c01
m=0 =

〈
0(0) | q | 0(1)

〉
=

1

2π

∫ 2π

0
du
(
ψ

(0)
0 (u)

)∗
iλ0

∂

∂u
ψ

(1)
0 (u)

= 0. (3.133)

Asimismo, c01
m=2n se obtiene mediante las ecuaciones (3.115), (3.132) y (3.41)

c01
m=2n =

〈
(2n)(0) | q | 0(1)

〉
=

1

2π

∫ 2π

0
du
(
ψ

(0)
2n (u)

)∗
iλ0

∂

∂u
ψ

(1)
0 (u)

= 0. (3.134)

Por último, por medio de las ecuaciones (3.115), (3.131) y (3.41), encontramos que c01
m=2n−1

resulta

c01
m=2n−1 =

〈
(2n− 1)(0) | q | 0(1)

〉
=

1

2π

∫ 2π

0
du
(
ψ

(0)
2n−1(u)

)∗
iλ0

∂

∂u
ψ

(1)
0 (u)

=
iλ0α√

2
δn,2. (3.135)

Luego, si consideramos (3.133), (3.133) y (3.135), podemos expresar c(0)
m como

c
(0)
m=2n−1 =

iλ0α√
2
δ2n−1,3, (3.136)
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lo cual nos dice que el primer término diferente de cero en la serie Dp, ecuación (3.113),
proviene del término m = 3.

Así, a través de conjuntar las ecuaciones (3.129) y (3.136), veremos que la contribución a
orden más bajo en α de la función de dos puntos del OAP en espacio de momentos (3.113)
será

Dp =
2i∆E

(0)
3

(
λ20α

2

2

)
−p2 +

(
∆E

(0)
3

)2
− k2 − iε

, (3.137)

=
− i~4

8g2m

p2 − 4ω2g2+ | k |2 +iε
, (3.138)

donde se ha sustituido ∆E
(0)
3 = E(0)

2 −E
(0)
0 = 2ωg, y se tenido en cuenta α = ~2

4g2
y g = mωλ2

0.
Como ya mencionamos anteriormente, podemos obtener la función de dos puntos D(ts, tr),

con ts > tr, en el espacio de posiciones, si realizamos la integral de contorno (3.112):

D(ts, tr) =

∫ ∞
−∞

dχ

2π
Dpe

−iχ(ts−tr)

=
λ2

0α
2

2
e−

i
~ (2ωg)(ts−tr), (3.139)

donde empleamos la ecuación (3.137) y para realizar la integral sólo consideramos el contorno
C de�nido en la mitad inferior del plano complejo.

3.5. Propagador del campo escalar polimérico a altas energías:
Esquema hamiltoniano

En esta sección calculamos el propagador del campo escalar a muy altas energías, o régimen
de rotor. Para esto nos basamos en el desarrollo de Fourier del campo φ y su momento
canónico π en los variables reales qk y pk. Dado que en estos modos el hamiltoniano del
campo escalar se expresa como una suma de osciladores armónicos desacoplados (2.22) y
(2.23), podemos cuantizar cada par de variables canónicas qk y pk de forma independiente,
por lo que, si llevamos a cabo el proceso de cuantización en la representación polimérica, a cada
par canónico qk y pk le corresponden los operadores básicos x̂k y V̂λ0k. Así, si relacionamos
qk con el operador de posición x̂k, tendremos las siguientes relaciones

〈0k | q̂k(t) | 0k〉 = 〈0 | x̂(t) | 0〉 |~=1,mOAS=1,ωOAS=ωk=
√

k2+µ2
, (3.140)

y 〈
0k | q̂k(t)q̂k(t′) | 0k

〉
=
〈
0 | x̂(t)x̂(t′) | 0

〉
|~=1,mOAS=1,ωOAS=ωk=

√
k2+µ2

, (3.141)

donde 〈0 | x̂(t) | 0〉 y 〈0 | x̂(t)x̂(t′) | 0〉 representan la función de un punto y dos puntos del
OAP, respectivamente, mOAS y ωOAS denotan la masa y frecuencia del oscilador armónico y
µ la masa del campo escalar.

De esta forma, la función de Wightman de frecuencias positivas del campo escalar en
términos de osciladores armónicos poliméricos lo hallamos a partir de las ecuaciones (2.27),
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(3.140) y (3.141), donde las ecuaciones (3.140) y (3.141) son calculadas mediante (3.109) y
(3.139), respectivamente. Así, la función de Wightman es〈

Ω | φ̂(t,x)φ̂(t′,x′) | Ω
〉

=
1

V

∑
k ∈ L

e−ik·(x−x
′)Dk(t, t′), (3.142)

con

Dk(t, t′) =
λ2

0α
2
k

2
e−

i
~ (2ωkgk)(t−t′), (3.143)

donde se consideró ts = t y tr = t′, es decir, t > t′.
Un aspecto a notar es que la expresión del propagador en el régimen de altas energías

del campo escalar polimérico se anula en límite de gk → ∞, pues αk → 0, dada la expresión
α = 1

4g2
, ecuación (3.21), o como también se puede observar de la expresión en espacio de

momento (3.138). Esto no sucede en caso estándar del campo escalar. Además, la misma
ecuación (3.138) sugiere que el propagador no es invariante de Lorentz, sin embargo, esta
aparente ruptura de la simetría de Lorentz puede ser resultado del truncamiento de la serie
que de�ne el propagador (3.113), como se ha analizado en otros modelos [58]. Esto sugiere
que para determinar la invariancia de Lorentz de la serie (3.113), sería importante contar con
propuestas que nos permitía estudiar de forma sistemática esta serie. En esta dirección está
nuestra propuesta, aquí hemos tratado de ser un poco más sistemáticos en el origen de los
términos de la serie (3.113), mediante la interpretación de los estados propios y valores propios
del OAP como desarrollos perturbativos, a diferencia de lo hecho en [15], donde sólo obtiene
el primer término diferente de cero.

Como veremos en los siguientes capítulos la integral de trayectoria nos permite plantear
en forma sistemática y directa (sin hacer referencia a los estados propios y valores propios de
la energía) el propagador del campo escalar en el régimen de rotor. Mediante la amplitud del
rotor y teoría de perturbaciones, en el espíritu de los diagramas de Feynman, plantearemos el
propagador del campo polimérico a altas energías por medio de la integral de trayectoria.

Por último, mencionaremos el propagador en el régimen de bajas energías del campo escalar
polimérico. Recordemos que en este régimen el OAP se puede poner en contacto con el OAS
mediante el límite continuo λ0 → 0. En el caso del propagador sucede lo mismo, éste tiene la
forma [15]

Dp =
−i(1− 2g)

p2 −M2 + gω2
k + iε

, (3.144)

vemos que en el límite g → 0 recuperamos la forma usual del propagador del campo escalar.
Notemos que si tomamos µ = 0 en (3.144) el polo corresponde a un taquión. Debemos mencio-
nar que si no hicimos un análisis similar en el régimen de bajas energías, o régimen de OAS,
es porque aún ignoramos que método de aproximación, nos puede permitir resolver el OAP
en este régimen. Con esto �nalizamos nuestro análisis dentro del esquema hamiltoniano, en la
siguiente capítulo analizaremos una propuesta para llevar a cabo la integral de trayectoria en
la representación polimérica, en especí�co, calcularemos la amplitud de transición del OAP.



Capítulo 4

Oscilador armónico polimérico
mediante integral de trayectoria

En este capítulo estudiamos el formalismo de integral de trayectoria para el oscilador amó-
nico polimérico (OAP). La metodología que emplearemos dentro de la integral de trayectoria
polimérica [30], será un esquema semejante al utilizado por Feynman cuando formuló la in-
tegral de trayectoria en la representación de Schrödinger [27], es decir, partiremos de una
amplitud de transición, haremos una partición en el tiempo e introduciremos las relaciones
de cerradura correspondientes a los vectores propios de los operadores canónicos de la teo-
ría, en este caso los operadores de posición y de traslaciones. De esta forma, plantearemos
la amplitud de transición del OAP en términos de la amplitud del rotor utilizando teoría de
perturbaciones, esto en el régimen de altas energías. Por último, calcularemos explícitamente
la amplitud de transición del OAP hasta segundo orden.

4.1. Amplitud de transición a través de la integral de trayecto-
ria

En esta sección implementaremos la integral de trayectoria en la cuantización polimérica del
OAP, la idea es seguir la construcción estándar de la integral de trayectoria [59], la cual está
basada en evaluar la amplitud de transición entre dos estados propios dependientes del tiempo
del operador de posición, o del operador de momento. La propuesta de seguir este esquema
en la representación polimérica fue hecha por Ashtekar et-al para el modelo de Cosmología
Cuántica por Lazos [30], después fue seguida por Parra y Vergara para el OAP [32] y por
Kajuri para el campo escalar [31].

Nuestro punto de partida será la amplitud de transición entre dos estados propios del
operador de traslaciones y el sistema al que nos referiremos será el OAP

〈pb, tb|pa, ta〉 = 〈pb| e−
i
~ (tb−ta)Ĥpoly |pa〉 , Ĥpoly =

~2

8mλ2
0

[2− V̂2λ0 − V̂−2λ0 ] +
mω2

2
x̂2. (4.1)

Dividimos el intervalo temporal tb − ta en N segmentos iguales tal como lo hicimos en las
ecuación (2.36). De esta forma, recordemos que el operador de evolución puede ser dividido
en N operadores por la propiedad de composición

e−
i
~ (tb−ta)Ĥpoly = e−

i
~ εĤpolye−

i
~ εĤpoly . . . e−

i
~ εĤpoly . (4.2)

60
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Hacemos pasos análogos a los hechos de la ecuación (2.35) a la ecuación (2.38), es decir, usamos
las relación de cerradura del operador de traslaciones, segunda relación de la ecuación (3.17),
en el producto de operadores de evolución (4.2). Así la amplitud de transición (4.1) puede ser
escrita como

〈pb, tb|pa, ta〉 =

(
N−1∏
n=1

λ0

2π~

∫ π~
λ0

−π~
λ0

dpn

)(
N∏
n=1

〈pn| e−
i
~ εĤpoly |pn−1〉

)
. (4.3)

Si sustituimos la relación de cerradura de la base de posiciones, primera relación de la ecuación
(3.17), en la enésima amplitud de (4.3), hallamos

〈pb, tb|pa, ta〉 =

(
N−1∏
n=1

λ0

2π~

∫ π~
λ0

−π~
λ0

dpn

)

×

 N∏
n=1

∑
qn∈Z
〈pn| e

− i
~ ε

[
~2

8mλ20
(2−V̂ (2λ0)−V̂ (−2λ0))+mω2

2
q̂2
]
|qn〉 〈qn|pn−1〉

 (4.4)

En la última expresión la amplitud enésima puede ser evaluada haciendo la misma aproxima-
ción hecha de la ecuación (2.39) a la ecuación (2.41). Si no consideremos una forma simétrica
para los elementos de matriz del término cinético, hallamos que la amplitud de transición es

〈pb, tb|pa, ta〉 = ĺım
ε→0

(
N−1∏
n=1

λ0
2π~

∫ π~
λ0

−π~
λ0

dpn

)

×

(
N∏
n=1

∑
ln∈Z

)
e
− i

~

[∑N

n=1 λ0ln(pn−pn−1)+ε

(
~
2

4mλ20
[1−cos( 2λ0pn

~ )]+
mω2λ20l

2
n

2

)]
+O(ε2). (4.5)

Si de�nimos ~2
4mλ20

= ωgα, con g = mωλ2
0 y α = ~2

4g2
, obtenemos

〈pb, tb|pa, ta〉 = ĺım
ε→0

(
N−1∏
n=1

λ0
2π~

∫ π~
λ0

−π~
λ0

dpn

)

×

(
N∏
n=1

∑
ln∈Z

)
e
− i

~

[∑N

n=1 λ0ln(pn−pn−1)+ε

(
ωgα[1−cos( 2λ0pn

~ )]+
ωgl2n

2

)]
+O(ε2).(4.6)

Además hacemos el siguiente cambio de variable un = λopn
~ + π

2 , este cambio no es un cambio
de representación, sólo estamos cambiando las variables de integración y los puntos extremos
por facilidad, por lo que la amplitud de transición seguirá en términos de pb y pa, así tenemos

cos

(
2λ0pn
~

)
= cos

[
2(un −

π

2
)
]

= − cos 2un

λ0pn
~
− λ0pn−1

~
= un −

π

2
− un−1 +

π

2
= un − un−1

dun =
λ0

~
dpn

un

(
π~
λ0

)
=

3π

2
, un

(
−π~
λ0

)
= −π

2
, −π

2
≤ un ≤

3π

2
.
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Con lo que encontramos

〈pb, tb|pa, ta〉 = ĺım
ε→0

(
N−1∏
n=1

1

2π

∫ 3π
2

−π2
dun

)

×

(
N∏
n=1

∑
ln∈Z

)
e
−i
[∑N

n=1 ln(un−un−1)+
ε
~

(
ωgα[1+cos 2un]+

ωgl2n
2

)]
+O(ε2). (4.7)

Puesto que el integrando presenta período 2π en la variables un, los límites de integración
pueden ser cambiados, así la amplitud de transición es

〈pb, tb|pa, ta〉 = ĺım
ε→0

(
N−1∏
n=1

1

2π

∫ 2π

0

dun

)

×

(
N∏
n=1

∑
ln∈Z

)
e
−i
[∑N

n=1 ln(un−un−1)+
ε
~

(
ωgα[1+cos 2un]+

ωgl2n
2

)]
+O(ε2). (4.8)

A diferencia de lo que es propuesto en [33, 30, 32, 31], nosotros no obtendremos la fórmula
de Feynman, escribir la amplitud de transición en términos de la acción, en este caso la del
OAP, sino que trataremos de evaluar la expresión (4.8) de una manera directa. Por este motivo
realizaremos la teoría de perturbaciones, la cual nos permite calcular la amplitud de transición
del OAP en el régimen de rotor, como veremos en las siguientes secciones.

4.2. Amplitud de transición en el régimen del rotor

Del esquema hamiltoniano sabemos que una forma de aproximar el OAP es a través del
régimen de rotor empleando la teoría de perturbaciones. Con esto como guía, en esta sección
calcularemos la amplitud de transición del OAP en el régimen de rotor sin perturbar, ya
que esta amplitud puede calcularse de forma exacta, ésta será la amplitud soluble sobre la
cual desarrollemos la teoría de perturbaciones. Como veremos esta amplitud coincide con la
calculada a través de las funciones propias del rotor rígido plano [60], no obstante nosotros la
obtendremos de aproximar e integrar directamente de (4.8).

Habíamos dicho que la forma de aproximar el OAP en el régimen de rotor es considerar
g
~ � 1, lo que implica α → 0, dado el análisis de la ecuación (3.29). De estos límites y de las
ecuaciones (3.20) y (3.21) vemos que

gα ∼ 1

g
→ 0.

Por lo que, la amplitud de transición (4.8) en el régimen de rotor sin perturbar resulta de
omitir el término ωgα [1 + cos 2un]:

〈pb, tb|pa, ta〉 = ĺım
ε→0

(
N−1∏
n=1

1

2π

∫ 2π

0

dun

)(
N∏
n=1

∑
ln∈Z

)
e
−i
[∑N

n=1 ln(un−un−1)+
εωgl2n

2~

]
+O(ε2).(4.9)

De la expresión (4.9) podemos calcular la amplitud de transición en este régimen. Tenemos
que (4.9) puede escribirse de la siguiente manera

〈pb, tb|pa, ta〉

= ĺım
ε→0

 N∏
n=1

∑
ln∈Z

 e−i
∑N

n=1
εωgl2n
2~

(
N−1∏
n=1

1

2π

∫ 2π

0
dun

)
e−i

∑N

n=1 ln(un−un−1) +O(ε2).
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Para realizar las integrales en un tenemos lo siguiente. Veamos la integral en u1

1

2π

∫ 2π

0
du1e

−i[l2(u2−u1)+l1(u1−u0)],

hacemos el cambio de variable v1 = u1 − u0, así la integral se escribe

1

2π

∫ 2π−u0

−u0
dv1e

−il2(u2−u0)ei(l2−l1)v1 =
e−il2(u2−u0)

2π

[∫ 0

−u0
dv1e

i(l2−l1)v1 +

∫ 2π−u0

0
dv1e

i(l2−l1)v1

]
.

Hacemos otro cambio de variable en la primera integral w1 = 2π + v1, ahora tenemos

e−il2(u2−u0)

2π

[∫ 2π

2π−u0
dw1e

i(l2−l1)(w1−2π) +

∫ 2π−u0

0
dv1e

i(l2−l1)v1

]
=
e−il2(u2−u0)

2π

∫ 2π

0
dw1e

i(l2−l1)w1

= e−il2(u2−u0)δl2,l1 . (4.10)

Ahora, con este resultado notamos que la integral en u2 tiene la misma forma que la de
u1, por lo que

1

2π

∫ 2π

0
du2e

−i[l3(u3−u2)+l2(u2−u0)] = e−il3(u3−u0)δl3,l2 , (4.11)

y así será para el resto de variables un.
Entonces, la amplitud de transición del OAP en el régimen de rotor sin perturbar consi-

derando (4.10) y (4.11) será

〈pb, tb|pa, ta〉 = ĺım
ε→0

 N∏
n=1

∑
ln∈Z

 e−i
∑N

n=1
εωgl2n
2~ e−ilN (uN−u0)δlN ,lN−1

. . . δl2,l1 +O(ε2)

= ĺım
ε→0

∑
lN ,l1∈Z

e−ilN (uN−u0)e−i
εωgl2N

2~ e−i
(N−1)εωgl21

2~ δlN ,l1 +O(ε2)

=
∑
lN∈Z

e−ilN (ub−ua)e−
i
~
ωgl2N (tb−ta)

2 . (4.12)

Este resultado corresponde al propagador de un rotor plano estándar calculado con las fun-
ciones propias y valores propios del rotor [59, 60]. Empero, en nuestro caso sólo evaluamos
directamente la forma discreta de la integral de trayectoria polimérica, sin hacer referencia a
las funciones propias y valores propios del rotor. Podemos reescribir el propagador del rotor
en una forma más conveniente

k(0)(ub, tb;ua, ta) =
∑
ln∈Z

ei(ub−ua)l0− i
h

ωgl20(tb−ta)
2

= 1 + 2

∞∑
l0=1

cos [l0(ub − ua)] e−
i
h

ωgl20(tb−ta)
2 . (4.13)

Esta ecuación se puede expresar como una función Teta de Jacobi [24, 53, 61], si tomamos

como argumento ub−ua
2 y como parámetro e−

i
h

ωg(tb−ta)
2 :

k(0)(ub, tb;ua, ta) = ϑ3

(
ub − ua

2
, e−i

ωg(tb−ta)
2

)
.
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Por último, debemos decir que la amplitud de transición del rotor rígido plano estándar
presenta dos formas distintas [59, 60, 61], las cuales se pueden relacionar mediante la fórmula de
suma de Poisson. El caso polimérico no es la excepción, hay otra expresión para el propagador
del OAP en el régimen de rotor, k(0), que se obtiene a partir de la ecuación (4.12) mediante
la fórmula de suma de Poisson. En este trabajo sólo trabajaremos con la forma (4.13), que
será la base en el cálculo de la amplitud del OAP mediante teoría de perturbaciones, como
veremos en la siguientes secciones.

4.3. Amplitud de transición mediante teoría de perturbaciones

En esta sección desarrollamos la teoría de perturbaciones de la integral de trayectoria del OAP
en el régimen de rotor. Para esto, consideramos como la amplitud a orden cero a la amplitud
del rotor (4.9), y como potencial perturbativo el término: ωgα [1 + cos 2un]. Así, seguimos el
desarrollo estándar [3, 59].

La amplitud de transición del OAP (4.8) puede ser reescrita de la siguiente forma

〈pb, tb|pa, ta〉

= ĺım
ε→0

(
N−1∏
n=1

1

2π

∫ 2π

0

dun

)(
N∏
n=1

∑
ln∈Z

)
e
−i
[∑N

n=1 ln(un−un−1)+
ωgl2n

2

]
e−

iεωgα
~

∑N

n=1[1+cos 2un] +O(ε2)

= ĺım
ε→0

(
N−1∏
n=1

1

2π

∫ 2π

0

dun

)(
N∏
n=1

∑
ln∈Z

)
e
−i
[∑N

n=1 ln(un−un−1)+
ωgl2n

2

]
×1− iεωgα

~

N∑
r=1

[1 + cos 2ur] +
1

2!

(
iεωgα

~

)2
 N∑
s=1

1 + cos 2us

 N∑
r=1

1 + cos 2ur

 (4.14)

=

∞∑
m=0

βmk(m)(ub, tb;ua, ta), (4.15)

donde hemos de�nido β = − iωgα
~ . La expresión (4.15) es un desarrollo perturbativo de la

amplitud del OAP, la cual a orden cero en β corresponde al propagador del rotor k(0), ecuación
(4.12). Algo para remarcar es que, en principio, podemos calcular la corrección a enésimo orden
k(n) mediante la amplitud a orden cero (4.12). Esto lo mostraremos para las correcciones a
primer y segundo orden a continuación.

4.3.1. Corrección a primer orden

Veamos la corrección a primer orden en β de la amplitud de transición del OAP, k(1). De la
ecuación (4.14) tenemos

k(1)(ub, tb;ua, ta) =

ĺım
ε→0

N∑
r=1

ε

(
N−1∏
n=1

1

2π

∫ 2π

0

dun

)(
N∏
n=1

∑
ln∈Z

)
e
−i
[∑N

n=1 ln(un−un−1)+
ωgl2n

2

]
[1 + cos 2ur] . (4.16)

La expresión anterior puede ser escrita en términos de la amplitud de transición a orden cero
(4.12). Para esto la suma de la exponencial y la medida de la integral de trayectoria en (4.16)
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son reagrupadas de la siguiente manera

N∑
n=1

ln(un − un−1) +
ωgl2n

2
=

r∑
n=1

ln(un − un−1) +
ωgl2n

2
+

N∑
n=r+1

ln(un − un−1) +
ωgl2n

2
, (4.17)

(
N−1∏
n=1

1

2π

∫ 2π

0

dun

)(
N∏
n=1

∑
ln∈Z

)

=

(
N−1∏
n=r+1

1

2π

∫ 2π

0

dun

)(
N∏

n=r+1

∑
ln∈Z

)(
1

2π

∫ 2π

0

dur

)(r−1∏
n=1

1

2π

∫ 2π

0

dun

)(
r∏

n=1

∑
ln∈Z

)
(4.18)

Luego, la corrección a primer orden de la amplitud de transición (4.16) teniendo en cuenta
(4.17) y (4.18) puede escribirse

k(1)(ub, tb;ua, ta)

= ĺım
ε→0

N∑
r=1

ε

(
1

2π

∫ 2π

0

dur

)
×(

N−1∏
n=r+1

1

2π

∫ 2π

0

dun

)(
N∏

n=r+1

∑
ln∈Z

)
e
−i
[∑N

n=r+1 ln(un−un−1)+
ωgl2n

2

]
[1 + cos 2ur]×(

r−1∏
n=1

1

2π

∫ 2π

0

dun

)(
r∏

n=1

∑
ln∈Z

)
e
−i
[∑r

n=1 ln(un−un−1)+
ωgl2n

2

]
. (4.19)

En el límite ε → 0, utilizamos la expresión del propagador del rotor (4.13) y la de�nición de
la integral de Riemann para la suma en r de la siguiente manera:

ĺım
ε→0

(
N−1∏
n=r+1

1

2π

∫ 2π

0
dun

) N∏
n=r+1

∑
ln∈Z

 e
−i
[∑N

n=r+1 ln(un−un−1)+
ωgl2n

2

]
= k(0)(ub, tb;ur, tr),

(4.20)

ĺım
ε→0

(
r−1∏
n=1

1

2π

∫ 2π

0
dun

) r∏
n=1

∑
ln∈Z

 e
−i
[∑r

n=1 ln(un−un−1)+
ωgl2n

2

]
= k(0)(ur, tr;ua, ta), (4.21)

ĺım
ε→0

N∑
r=1

ε =

∫ tb

ta

dtr. (4.22)

Así, mediante los límites (4.20), (4.21) y (4.22), la corrección a primer orden, ecuación (4.19),
queda

k(1)(ub, tb;ua, ta)

=

(∫ tb

ta

dtr

)(
1

2π

∫ 2π

0
dur

)
k(0)(ub, tb;ur, tr)(1 + cos(2ur))k

(0)(ur, tr;ua, ta). (4.23)
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4.3.2. Corrección a segundo orden

Ahora veamos la corrección a segundo orden de la amplitud de transición del OAP, k(2). De
la ecuación (4.14) tenemos

k(2)(ub, tb;ua, ta)

=
1

2!
ĺım
ε→0

(
N−1∏
n=1

1

2π

∫ 2π

0

dun

)(
N∏
n=1

∑
ln∈Z

)
e
−i
[∑N

n=1 ln(un−un−1)+
ωgl2n

2

]

×

ε N∑
s=1

1 + cos 2us

ε N∑
r=1

1 + cos 2ur

 . (4.24)

Reagrupamos la medida y la suma en el argumento de la exponencial de (4.24), similar a lo
que hicimos en (4.17) y (4.18):(
N−1∏
n=1

1

2π

∫ 2π

0
dun

) N∏
n=1

∑
ln∈Z


=

(
N−1∏
n=s+1

1

2π

∫ 2π

0
dun

) N∏
n=s+1

∑
ln∈Z

( 1

2π

∫ 2π

0
dus

)( s−1∏
n=r+1

1

2π

∫ 2π

0
dun

) s∏
n=r+1

∑
ln∈Z


×
(

1

2π

∫ 2π

0
dur

)(r−1∏
n=1

1

2π

∫ 2π

0
dun

) r∏
n=1

∑
ln∈Z

 . (4.25)

N∑
n=1

ln(un − un−1) +
ωgl2n

2

=
r∑

n=1

ln(un − un−1) +
ωgl2n

2
+

s∑
n=r+1

ln(un − un−1) +
ωgl2n

2

+

N∑
n=s+1

ln(un − un−1) +
ωgl2n

2
. (4.26)

Vemos que la corrección a segundo orden (4.24) puede reescribirse con la ayuda de (4.25) y
(4.26), como sigue

k(2)(ub, tb;ua, ta) =
1

2!
ĺım
ε→0

(
1

2π

∫ 2π

0

dus

)(
1

2π

∫ 2π

0

dur

)
×

(
N−1∏
n=s+1

1

2π

∫ 2π

0

dun

)(
N∏

n=s+1

∑
ln∈Z

)
e
−i
[∑N

n=s+1 ln(un−un−1)+
ωgl2n

2

] [
ε

N∑
s=1

1 + cos 2us

]

×

(
s−1∏

n=r+1

1

2π

∫ 2π

0

dun

)(
s∏

n=r+1

∑
ln∈Z

)
e
−i
[∑s

n=r+1 ln(un−un−1)+
ωgl2n

2

] [
ε

N∑
r=1

1 + cos 2ur

]

×

(
r−1∏
n=1

1

2π

∫ 2π

0

dun

)(
r∏

n=1

∑
ln∈Z

)
e
−i
[∑r

n=1 ln(un−un−1)+
ωgl2n

2

]
. (4.27)
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Si consideramos límites análogos a los de las ecuaciones (4.20) y (4.22) en la ecuación
(4.27), entonces, en límite ε→ 0, la corrección a segundo orden llega a ser

k(2)(ub, tb;ua, ta)

=
1

2!

(
iωgq

~

)2( 1

2π

∫ 2π

0
dus

)(
1

2π

∫ 2π

0
dur

)(∫ tb

ta

dts

)(∫ tb

ta

dtr

)
×k(0)(ub, tb;us, ts) (1 + cos 2us) k

(0)(us, ts;ur, tr) (1 + cos 2ur) k
(0)(ur, tr;ua, ta),(4.28)

donde k(0) es el propagador del rotor (4.13).
En la ecuación (4.28) observemos que la región de integración en la parte temporal es un

cuadrado de lados tb − ta, como se observa en la Figura 1 (línea negra). Podemos cambiar la
región de integración si consideramos la recta tr = ts (línea roja), esta recta divide en dos
triángulos iguales el cuadrado de integración, un triángulo es el formada por los puntos del
cuadrado que cumplen la condición ts < tr, y el otro triángulo está formado por los puntos
que satisfacen la condición ts > tr.

Ahora, supondremos que el volumen que resulta de integrar una función f(ts,tr) conside-
rando el cuadrado, de lado tb − ta, como la región de integración, es el doble del volumen que
resulta, si consideramos alguno de los triángulos, ts > tr, o ts < tr, como región de integración:∫ tb

ta

∫ tb

ta

dtsdtrf(ts,tr) = 2

∫ tb

ta

∫ ts

ta

dtsdtrf(ts,tr), ts > tr, (4.29)

∫ tb

ta

∫ tb

ta

dtsdtrf(ts,tr) = 2

∫ tb

ta

∫ tr

ta

dtrdtsf(ts,tr), ts < tr. (4.30)

tr

ts

tb

ta

ta

ts = tr

Figura 1

ts < tr

ts > tr

Entonces, podemos cambiar la región de integración temporal en (4.28), si restringimos
esta región al triángulo ts > tr. Así, la ecuación (4.28) puede ser reescrita como la ecuación
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(4.29)

k(2)(ub, tb;ua, ta)

=

(
1

2π

∫ 2π

0

dus

)(
1

2π

∫ 2π

0

dur

)(∫ tb

ta

dts

)(∫ ts

ta

dtr

)
×k(0)(ub, tb;us, ts) (1 + cos 2us) k

(0)(us, ts;ur, tr) (1 + cos 2ur) k
(0)(ur, tr;ua, ta), (4.31)

esta expresión nos da la corrección a segundo orden de la amplitud de transición del OAP.
En esta sección hemos propuesto la amplitud de transición del OAP en el régimen de rotor

como un desarrollo perturbativo, donde las correcciones pueden ser calculadas por medio de
la amplitud de transición del rotor (4.12), como sucede en los casos de la corrección a primer
orden (4.23) y de la corrección a segundo orden (4.31). En las siguientes secciones calcularemos
estas correcciones de forma explícita.

4.4. Cálculo explícito de la corrección a primer orden

En esta sección calculamos de forma explícita la corrección a primer orden a la amplitud de
transición del OAP, ecuación (4.23). Podemos calcular esta corrección en dos partes

k(1)(ub, tb;ua, ta) = k
(1)
1 + k

(1)
2 , (4.32)

k
(1)
1 =

(∫ tb

ta

dtr

)(
1

2π

∫ 2π

0
dur

)
k(0)(ub, tb;ur, tr)k

(0)(ur, tr;ua, ta), (4.33)

k
(1)
2 =

(∫ tb

ta

dtr

)(
1

2π

∫ 2π

0
dur

)
k(0)(ub, tb;ur, tr) cos(2ur)k

(0)(ur, tr;ua, ta). (4.34)

Veamos el primer término k(1)
1 , ecuación (4.33). Éste representa la integral en el tiempo

de la propiedad de composición de la amplitud de transición del rotor. Así, para mostrar esta
propiedad introducimos la siguiente notación

k(0)(ub, tb;ur, tr) = 1 + 2S(l0, ub, ur), k(0)(ur, tr;ua, ta) = 1 + 2S(lr, ur, ua), (4.35)

con lo que la propiedad de composición se escribe

1

2π

∫ 2π

0
durk

(0)(ub, tb;ur, tr)k
(0)(ur, tr;ua, ta)

=
1

2π

∫ 2π

0
dur {1 + 2[S(l0, ub, ur) + S(lr, ur, ua)] + 4S(l0, ub, ur)S(lr, ur, ua)} .(4.36)

Puesto que el segundo término de (4.36), S(l0, ub, ur), es función del cos [l0(ub − ur)] , compare
(4.13) y (4.35), vemos que la integral respecto ur es

1

2π

∫ 2π

0
dur cos [l0(ub − ur)] = cos(l0ub)δl0,0, con l0 = 1, 2, . . .

⇒ 1

2π

∫ 2π

0
durS(l0, ub, ur) = 0. (4.37)
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De igual forma sucede para el tercer término de (4.36), S(lr, ur, ua), pues es función del
cos [lr(ur − ua)]

1

2π

∫ 2π

0
durS(lr, ur, ua) = 0. (4.38)

El cuarto término de (4.36) es

1

2π

∫ 2π

0
dur4S(l0, ub, ur)S(lr, ur, ua) = 2

∞∑
l0,lr=1

e−
i
h

ωgl20(tb−tr)
2 e−

i
h

ωgl2r(tr−ta)
2 cos [l0ub − lrua] δl0,lr

= 2
∞∑
l0=1

cos [l0(ub − ua)] e−
i
h

ωgl20(tb−ta)
2 , (4.39)

donde en la última expresión se ha considerado que l0 > 0 y lr > 0.
De esta forma, si combinamos (4.37), (4.38) y (4.39) en (4.36), obtenemos la propiedad de

composición de la amplitud de transición del rotor

1

2π

∫ 2π

0
durk

(0)(ub, tb;ur, tr)k
(0)(ur, tr;ua, ta) = k(0)(ub, tb;ua, ta). (4.40)

Luego, el primer término de la corrección a primer orden k
(1)
1 , ecuación (4.33), teniendo en

cuenta la integral en el tiempo de (4.40), resulta ser

k
(1)
1 =

(∫ tb

ta

dtr

)
k(0)(ub, tb;ua, ta) = (tb − ta) k(0)(ub, tb;ua, ta). (4.41)

Ahora calculemos la integral en ur de k
(1)
2 , ecuación (4.34), utilicemos de nuevo la notación

(4.35) (
1

2π

∫ 2π

0
dur

)
k(0)(ub, tb;ur, tr) cos(2ur)k

(0)(ur, tr;ua, ta)

=
1

2π

∫ 2π

0
dur [cos(2ur) + 2 cos(2ur)(S(l0, ub, ur) + S(lr, ur, ua))

+4S(l0, ub, ur)S(lr, ur, ua) cos(2ur)] . (4.42)

La primera integral de (4.42) es

1

2π

∫ 2π

0
dur cos(2ur) = 0. (4.43)

Para el segundo término de (4.42) tenemos las siguientes integrales

1

2π

∫ 2π

0
dur cos [lr(ur − ua)] cos(2ur) =

1

2
cos(lrua)δlr,2, lr = 1, 2, . . . ,

1

2π

∫ 2π

0
dur cos [l0(ub − ur)] cos(2ur) =

1

2
cos(l0ub)δl0,2, l0 = 1, 2, . . . .
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Así, el segundo término de (4.42) es

1

2π

∫ 2π

0

dur2 cos(2ur)(S(l0, ub, ur) + S(lr, ur, ua)) = e−
i
h 2ωg(tb−tr) cos(2ub) + e−

i
h 2ωg(tr−ta) cos(2ua).

(4.44)

El tercer término de (4.42) resulta de la siguiente forma

1

2π

∫ 2π

0
dur4S(l0, ub, ur)S(lr, ur, ua) cos(2ur)

=

∞∑
l0,lr=1

e−
i
h

ωgl20(tb−tr)
2 e−

i
h

ωgl2r(tr−ta)
2 {cos [l0ub + lrua] [δlr,−l0−2 + δlr,−l0+2]

+ cos [l0ub − lrua] [δlr,l0−2 + δlr,l0+2]} . (4.45)

Para evaluar las deltas de Kronecker debemos hacer un análisis del dominio de lr y l0:

1. δlr,−l0+2 con lr > 0, l0 > 0. Los únicos valores de lr y l0 que cumple la igualdad en el
argumento de la delta de Kronecker, son lr = 1, l0 = 1⇒ δlr,−l0+2 → δl0,lrδl0,1.

2. δlr,−l0−2 con lr > 0, l0 > 0. No hay valores para los cuales se cumpla la igualdad en los
argumentos de la delta de Kronecker, por tanto δlr,−l0−2 = 0.

3. δlr,l0−2 con lr > 0, l0 > 0. Para que la igualdad se cumpla, debemos tener en el argumento
de la delta de Kronecker lr = l0 − 2 > 0⇒ l0 > 2.

4. δlr,l0+2 con lr > 0, l0 > 0⇒ lr = l0 + 2, ∀ l0 > 0.

Con lo que, la ecuación (4.45) resulta ser

1

2π

∫ 2π

0
dur4S(l0, ub, ur)S(lr, ur, ua) cos(2ur) =

∞∑
l0,lr=1

e−
i
h

ωgl20(tb−tr)
2 e−

i
h

ωgl2r(tr−ta)
2

×{cos [l0ub + lrua] [δl0,lrδl0,1] + cos [l0ub − lrua] [δlr,l0−2 |l0>2 +δlr,l0+2]}

= e−
i
h

ωg(tb−ta)
2 cos(ub + ua) +

∞∑
l0=1

e−
i
h

ωgl20(tb−tr)
2 e−

i
h
ωg(l0+2)2(tr−ta)

2 cos [l0ub − (l0 + 2)ua]

+

∞∑
l0=3

e−
i
h

ωgl20(tb−tr)
2 e−

i
h
ωg(l0−2)2(tr−ta)

2 cos [l0ub − (l0 − 2)ua] . (4.46)

En el último término de (4.46) realizamos el cambio l0 → l0 + 2, con l0 > 0:

∞∑
l0=3

e−
i
h

ωgl20(tb−tr)
2 e−

i
h
ωg(l0−2)2(tr−ta)

2 cos [l0ub − (l0 − 2)ua]→

∞∑
l0=1

e−
i
h

ωg(l0+2)2(tb−tr)
2 e−

i
h

ωgl20(tr−ta)
2 cos [(l0 + 2)ub − l0ua] ,

si además introducimos la notación ln := l0 +n, con n = 1, 2, . . ., la ecuación (4.46) llega a ser



CAPÍTULO 4. OSCILADORARMÓNICO POLIMÉRICOMEDIANTE INTEGRAL DE TRAYECTORIA 71

1

2π

∫ 2π

0

dur4S(l0, ub, ur)S(lr, ur, ua) cos(2ur) = e−
i
h

ωg(tb−ta)

2 cos(ub + ua)

+

∞∑
l0=1

e−
i
h

ωgl20(tb−ta)

2

{
e−

i
h 2ωgl1(tr−ta) cos [l0ub − l2ua] + e−

i
h 2ωgl1(tb−tr) cos [l2ub − l0ua]

}
,(4.47)

que es el tercer término de (4.42).
Así, si sustituimos (4.43), (4.44) y (4.47) en (4.42), encontramos(

1

2π

∫ 2π

0

dur

)
k(0)(ub, tb;ur, tr) cos(2ur)k

(0)(ur, tr;ua, ta)

= e−
i
h 2ωg(tb−tr) cos(2ub) + e−

i
h 2ωg(tr−ta) cos(2ua) + e−

i
h

ωg(tb−ta)

2 cos(ub + ua)

+

∞∑
l0=1

e−
i
h

ωgl20(tb−ta)

2

{
e−

i
h 2ωgl1(tr−ta) cos [l0ub − l2ua] + e−

i
h 2ωgl1(tb−tr) cos [l2ub − l0ua]

}
.(4.48)

Con lo que, de acuerdo a (4.34), el segundo término de la corrección a primer orden k(1)
2 es la

integral en el tiempo de (4.48):

k
(1)
2 = (tb − ta)e−

i
h

ωg(tb−ta)
2 cos(ub + ua)

+ cos(2ub)

∫ tb

ta

dtre
− i
h

2ωg(tb−tr) + cos(2ua)

∫ tb

ta

dtre
− i
h

2ωg(tr−ta)

+

∞∑
l0=1

e−
i
h

ωgl20(tb−ta)
2

[
cos [l0ub − l2ua]

∫ tb

ta

dtre
− i
h

2ωgl1(tr−ta)

+ cos [l2ub − l0ua]
∫ tb

ta

dtre
− i
h

2ωgl1(tb−tr)
]
. (4.49)

Para realizar las integrales temporales en (4.49) consideramos las siguientes integrales∫ tb

ta

dtre
−d(tr−ta) y

∫ tb

ta

dtre
−d(tb−tr). (4.50)

Realizando los cambios de variables u = tr− ta y u = tb− tr, respectivamente, e introduciendo
la función

F1[ctnm] := −1

c

[
ectnm − 1

]
, con tnm := tn − tm, (4.51)

obtenemos en las integrales (4.50)∫ tb

ta

dtre
−d(tr−ta) = −F1[−dtba],

∫ tb

ta

dtre
−d(tb−tr) = −F1[−dtba]. (4.52)

De esta forma, si evaluamos (4.52) en (4.49) y también de�nimos γ:= ~
2iωg , hallamos

k
(1)
2 = tbae

− tba
4γ cos(ub + ua)− (cos(2ub) + cos(2ua))F1

[
− tba
γ

]
−
∞∑
l0=1

e
− l

2
0tba
4γ F1

[
− l1tba

γ

]
(cos [l0ub − l2ua] + cos [l2ub − l0ua]) , (4.53)
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donde volvimos considerar tnm = tn − tm. Si utilizamos la de�nición de F1, ecuación (4.51),
en el factor del cos [l2ub − l0ua] de (4.53), y escribimos en dicho factor

e
− l

2
0(tb−ta)

4γ
− (l0+1)(tb−ta)

γ = e
−

(tb−ta)(l20+4(l0+1))
4γ = e

− (l0+2)2(tb−ta)
4γ ,

luego, la segunda contribución a la corrección a primer orden, ecuación (4.53), llega a ser

k
(1)
2 = tbae

− tba
4γ cos(ub + ua)− (cos(2ub) + cos(2ua))F1

[
− tba
γ

]
+

∞∑
l0=1

E1(l0, l1, l2) + E1(−l2,−l1,−l0), (4.54)

donde hemos de�nido la función E1(x, y, z) :

E1(x, y, z) :=

(
γ

y

)(
e
−x

2tba
4γ − e−

z2tba
4γ

)
cos [xub − zua] . (4.55)

Por consiguiente, la corrección a primer orden, combinando (4.32) con (4.41) y (4.54), es

k(1)(ub, tb;ua, ta)

= tbak
(0)(ub, tb;ua, ta) + tbae

− tba
4γ cos(ub + ua)− (cos(2ub) + cos(2ua))F1

[
− tba
γ

]
+

∞∑
l0=1

{E1(l0, l1, l2) + E1(−l2,−l1,−l0)} . (4.56)

4.5. Cálculo explícito de la corrección a segundo orden

En esta sección calculamos explícitamente la corrección a segundo orden en la amplitud de
transición, k(2), ecuación (4.31). Si combinamos las fórmulas para k(1) y k(2), ecuaciones (4.23)
y (4.31), después sustituimos la forma explícita de k(1), ecuación (4.56), k(2) se puede expresar
de la siguiente manera

k(2)(ub, tb;ua, ta)

=

(∫ tb

ta

dts

)(
1

2π

∫ 2π

0
dus

)
k(0)(ub, tb;us, ts)(1 + cos(2us))k

(1)(us, ts;ua, ta)

= k
(2)
1 + k

(2)
2 + k

(2)
3 + k

(2)
4 . (4.57)

con

k
(2)
1 =

(∫ tb

ta

dtstsa

)(
1

2π

∫ 2π

0

dus

)
k(0)(ub, tb;us, ts)(1 + cos(2us))k

(0)(us, ts;ua, ta), (4.58)

k
(2)
2 =

(∫ tb

ta

dts

)(
1

2π

∫ 2π

0

dus

)
k(0)(ub, tb;us, ts)(1 + cos(2us))

{
tsae

− tsa4γ cos(us + ua)

− (cos(2us) + cos(2ua))F1

[
− tsa
γ

]}
, (4.59)

k
(2)
3 =

(∫ tb

ta

dts

)(
1

2π

∫ 2π

0

dus

)
k(0)(ub, tb;us, ts)(1 + cos(2us))

{ ∞∑
l0=1

E1(l0, l1, l2)

}
, (4.60)

k
(2)
4 =

(∫ tb

ta

dts

)(
1

2π

∫ 2π

0

dus

)
k(0)(ub, tb;us, ts)(1 + cos(2us))

{ ∞∑
l0=1

E1(−l2,−l1,−l0)

}
(4.61)
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Primera contribución a la corrección a segundo orden

En este apartado trabajamos con el primer término de (4.57), k(2)
1 . Entonces, de acuerdo

a (4.58) tenemos

k
(2)
1

=

(∫ tb

ta

dtstsa

){
k(0)(ub, tb;ua, ta) + e

− tba
4γ cos(ub + ua) + e

− tbs
γ cos(2ub) + e

− tsa
γ cos(2ua)

+

∞∑
l0=1

e
− l

2
0tba
4γ

[
cos [l2ub − l0ua] e−

l1tbs
γ + cos [l0ub − l2ua] e−

l1tsa
γ

]}
, (4.62)

donde hemos utilizado las expresiones de (4.40) y (4.48) en lugar de la integral en us de (4.58).
Para las integrales temporales de cada término de (4.62), tenemos∫ tb

ta

dts(ts − ta) =
(tb − ta)2

2
, (4.63)∫ tb

ta

dts(ts − ta)e−d(ts−ta) = −1

d

[
(tb − ta)e−d(tb−ta) +

(
1

d

)(
e−d(tb−ta) − 1

)]
= F2[dtba]e−dtba ,

(4.64)∫ tb

ta

dts(ts − ta)e−d(tb−ts) =
1

d

[
(tb − ta) +

(
1

d

)(
e−d(tb−ta) − 1

)]
= F2[−dtba]. (4.65)

En las anteriores expresiones hemos de�nido

F2[ctnm] := −1

c
(tnm + F1[ctnm]) . (4.66)

Si evaluamos (4.63), (4.64) y (4.65), en los respectivos términos de (4.62), k(2)
1 resulta

k
(2)
1 =

t2ba
2

[
k(0)(ub, tb;ua, ta) + e

− tba
4γ cos(ub + ua)

]
+ F2

[
− tba
γ

]
cos(2ub)

+F2

[
tba
γ

]
e
− tba

γ cos(2ua) +
∞∑
l0=1

E2(l0, l1, l2) + E2(−l2,−l1,−l0), (4.67)

con la de�nición de la función E2(x, y, z) como

E2(x, y, z) := e
−x

2tba
4γ cos [zub − xua]F2

[
−ytba

γ

]
. (4.68)

Segunda contribución a la corrección a segundo orden

En este apartado calcularemos el segundo término de (4.57), k(2)
2 . Dada la ecuación (4.59),

este término lo podemos separar en dos partes:

k
(2)
2 = k

(2)
21 + k

(2)
22 , (4.69)

k
(2)
21 =−

∫ tb

ta

dtsF1

[
− tsa
γ

](
1

2π

∫ 2π

0

dus

)
k(0)(ub, tb;us, ts)(1 + cos(2us)) [cos(2us) + cos(2ua)](4.70)

k
(2)
22 =

(∫ tb

ta

dtstsae
− tsa4γ

)(
1

2π

∫ 2π

0

dus

)
k(0)(ub, tb;us, ts)(1 + cos(2us)) cos(us + ua). (4.71)
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Primero calcularemos k(2)
21 , ecuación (4.70). Consideremos la integral en us que involu-

cra el factor cos(2ua) de (4.70), si sustituimos la expresión del propagador del rotor (4.13),
encontramos(

1

2π

∫ 2π

0
dus

)1 + 2

∞∑
l0=1

cos [l0(ub − us)] e−
l20tbs
4γ

 (1 + cos(2us)) cos(2ua)

= cos(2ua)

[
1 + e

− tbs
γ cos(2ub)

]
, (4.72)

donde para obtener este resultado hemos utilizado∫ 2π

0
dus(1 + cos(2us)) = 2π,

∫ 2π

0
dus cos [l0(ub − us)] = 2πδl0,0,∫ 2π

0
dus cos [l0(ub − us)] cos(2us) = π cos(l0ub)δl0,2, con l0 > 0.

Asimismo, para el término proporcional a cos(2us) de (4.70), nuevamente empleando (4.13),
la integral en u2 será

1

2π

{∫ 2π

0
dus(1 + cos(2us)) cos(2us)

+2
∞∑
l0=1

e
− l

2
0(tb−ts)

4γ

∫ 2π

0
dus cos [l0(ub − us)] (1 + cos(2us)) cos(2us)


=

1

2π

π + 2π
∞∑
l0=1

e
− l

2
0(tb−ts)

4γ

[
δl0,0 + cos(l0ub)δl0,2 +

1

2
cos(l0ub)δl0,4

]
=

1

2
+

1

2
e
− 4(tb−ts)

γ cos(4ub) + e
− (tb−ts)

γ cos(2ub), (4.73)

aquí evaluamos las siguientes integrales∫ 2π

0
dus(1 + cos(2us)) cos(2us) = π,∫ 2π

0
dus cos [l0(ub − us)] (1 + cos(2us)) cos(2us) = π cos(l0ub)δl0,2 + πδl0,0 +

π

2
cos(l0ub)δl0,4.

De esta forma, combinando (4.70), (4.72) y (4.73), k(2)
21 llega a ser

k
(2)
21 = γ

{(
1

2
+ cos(2ua)

)
It1 +

1

2
cos(4ub)It2 + (1 + cos(2ua)) cos(2ub)It3

}
, (4.74)

con

It1 =

∫ tb

ta

dts

(
1− e−

ts−ta
γ

)
, (4.75)

It2 =

∫ tb

ta

dts

(
1− e−

ts−ta
γ

)
e
− 4(tb−ts)

γ , (4.76)

It3 =

∫ tb

ta

dts

(
1− e−

ts−ta
γ

)
e
− (tb−ts)

γ , (4.77)
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donde fue usada la de�nición de F1, ecuación (4.51). Así, para It1, ecuación (4.75), tenemos

It1 =

∫ tb−ta

0
du
(

1− e−
u
γ

)
, con u = ts − ta,

=
1

γ
F2

[
− tba
γ

]
. (4.78)

Para It2, ecuación (4.76), vemos que

It2 =

∫ tb

ta

dtse
− 4(tb−ts)

γ − e−
(tb−ta)

γ

∫ tb

ta

dtse
− 3(tb−ts)

γ .

= −F1

[
−4tba

γ

]
+ e
− tba

γ F1

[
−3tba

γ

]
, (4.79)

aquí fue empleada la segunda expresión en (4.52). Para It3, ecuación (4.77), de nuevo con
ayuda de la segunda expresión de (4.52), encontramos

It3 =

∫ tb

ta

dtse
− (tb−ts)

γ − e−
(tb−ta)

γ

∫ tb

ta

dts

=
1

γ
e
− tba

γ F2

[
tba
γ

]
. (4.80)

Así, si sustituimos (4.78), (4.79) y (4.80) en (4.74), k(2)
21 es

k
(2)
21 =

[
1

2
+ cos(2ua)

]
F2

[
− tba
γ

]
+
γ

2
cos(4ub)

(
−F1

[
−4tba

γ

]
+ e
− tba

γ F1

[
−3tba

γ

])
+(1 + cos(2ua)) cos(2ub)

(
e
− tba

γ F2

[
tba
γ

])
. (4.81)

Para el segundo término de (4.69), k(2)
22 , dado por (4.71), si sustituimos el propagador del

rotor (4.13), la integral en us se escribe como(
1

2π

∫ 2π

0
dus

)
k(0)(ub, tb;us, ts)(1 + cos(2us)) cos(us + ua)

=

(
1

2π

∫ 2π

0
dus

)
{(1 + cos(2us)) cos(us + ua)

+2
∞∑
l0=1

e
− l

2
0tbs
4γ cos [l0(ub − us)] (1 + cos(2us)) cos(us + ua)

 . (4.82)

Si desarrollamos el primer término de (4.82), (1 + cos(2us)) cos(us + ua), tenemos

(1 + cos(2us)) cos(us + ua)

= cos(us + ua) +
cos(ua)

2
[cos(us) + cos(3us)]−

sin(ua)

2
[sin(3us)− sin(us)] .

Con lo que, la integral en us del primer término de (4.82) es∫ 2π

0
dus(1 + cos(2us)) cos(us + ua) = 0. (4.83)
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De manera similar realizamos la integral en us del segundo término de (4.82), cos [l0(ub − us)] (1+
cos(2us)) cos(us + ua), así hallaremos∫ 2π

0
dus cos [l0(ub − us)] (1 + cos(2us)) cos(us + ua)

= πδl0,1

(
cos l0ub cosua − sin l0ub sinua +

1

2
cos l0ub cosua +

1

2
sin l0ub sinua

)
+
π

2
δl0,3 (cos l0ub cosua − sin l0ub sinua)

= πδl0,1

[
cos(l0ub + ua) +

1

2
cos(l0ub − ua)

]
+
π

2
δl0,3 cos(l0ub + ua). (4.84)

Por lo que, si sustituimos (4.83) y (4.84) en (4.82), la integral en us de k
(2)
22 resulta ser

(
1

2π

∫ 2π

0
dus

)
k(0)(ub, tb;us, ts)(1 + cos(2us)) cos(us + ua)

=

∞∑
l0=1

e
− l

2
0tbs
4γ

(
δl0,1

[
cos(l0ub + ua) +

1

2
cos(l0ub − ua)

]
+

1

2
δl0,3 cos(l0ub + ua)

)
= e

− tbs
4γ

[
cos(ub + ua) +

1

2
cos(ub − ua)

]
+

1

2
e
− 9tbs

4γ cos(3ub + ua). (4.85)

Ahora, si combinamos (4.71) y (4.85), encontramos k(2)
22

k
(2)
22 =

(∫ tb

ta

dts(ts − ta)e−
(ts−ta)

4γ

)(
e
− (tb−ts)

4γ

[
cos(ub + ua) +

1

2
cos(ub − ua)

]
+

1

2
e
− 9(tb−ts)

4γ cos(3ub + ua)

)
= e

− (tb−ta)
4γ

[
cos(ub + ua) +

1

2
cos(ub − ua)

] ∫ tb

ta

dts(ts − ta)

+
1

2
e
− (tb−ta)

4γ cos(3ub + ua)

∫ tb

ta

dts(ts − ta)e−
2(tb−ts)

γ

=
t2ba
2
e
− tba

4γ

[
cos(ub + ua) +

1

2
cos(ub − ua)

]
+

1

2
e
− tba

4γ F2

[
−2tba
γ

]
cos(3ub + ua)(4.86)

Por consiguiente, de acuerdo a (4.69), si sumamos k(2)
21 y k(2)

22 , ecuaciones (4.81) y (4.86),

obtenemos la segunda contribución a la corrección a segundo orden k(2)
2 (4.59):

k
(2)
2 =

t2ba
2
e
− tba

4γ

[
cos(ub + ua) +

1

2
cos(ub − ua)

]
+

1

2
e
− tba

4γ F2

[
−2tba
γ

]
cos(3ub + ua)

+

[
1

2
+ cos(2ua)

]
F2

[
− tba
γ

]
+
γ

2
cos(4ub)

(
−F1

[
−4tba

γ

]
+ e
− tba

γ F1

[
−3tba

γ

])
+(1 + cos(2ua)) cos(2ub)e

− tba
γ F2

[
tba
γ

]
. (4.87)
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Antes de calcular las contribuciones k(2)
3 y k

(2)
4 de la corrección a segundo orden, k(2),

ecuación (4.57), vamos a sumar las contribuciones k(2)
1 y k(2)

2 , ecuaciones (4.67) y (4.87). Así,
tenemos

k
(2)
1 + k

(2)
2 =

t2ba
2

[
k(0)(ub, tb;ua, ta) + e

− tba
4γ cos(ub + ua)

]
+F2

[
− tba
γ

]
cos(2ub) + F2

[
tba
γ

]
e
− tba

γ cos(2ua)

+
t2ba
2
e
− tba

4γ

[
cos(ub + ua) +

1

2
cos(ub − ua)

]
+

1

2
e
− tba

4γ F2

[
−2tba
γ

]
cos(3ub + ua)

+

[
1

2
+ cos(2ua)

]
F2

[
− tba
γ

]
+
γ

2
cos(4ub)

(
−F1

[
−4tba

γ

]
+ e
− tba

γ F1

[
−3tba

γ

])
+(1 + cos(2ua)) cos(2ub)e

− tba
γ F2

[
tba
γ

]
+

∞∑
l0=1

E2(l0, l1, l2) + E2(−l2,−l1,−l0)

Simpli�camos los siguientes términos semejantes:

t2ba
2
e
− tba

4γ cos(ub + ua) +
t2ba
2
e
− tba

4γ

[
cos(ub + ua) +

1

2
cos(ub − ua)

]
=

t2ba
2
e
− tba

4γ

[
2 cos(ub + ua) +

1

2
cos(ub − ua)

]
,

y

F2

[
− tba
γ

]
cos(2ub) + F2

[
tba
γ

]
e
− tba

γ cos(2ua) +

[
1

2
+ cos(2ua)

]
F2

[
− tba
γ

]
+(1 + cos(2ua)) cos(2ub)e

− tba
γ F2

[
tba
γ

]
= −tbaF1

[
− tba
γ

]
(cos 2ub + cos 2ua) +

1

2
F2

[
− tba
γ

]
+ e
− tba

γ F2

[
tba
γ

]
cos 2ub cos 2ua.

Con esto, la corrección a segundo orden, k(2), considerando sólo hasta la segunda contri-
bución, dada por la suma k(2)

1 + k
(2)
2 , ecuaciones (4.67) y (4.87), llega a ser

k
(2)
1 + k

(2)
2

=
t2ba
2
k(0)(ub, tb;ua, ta) +

t2ba
2
e
− tba

4γ

[
2 cos(ub + ua) +

1

2
cos(ub − ua)

]
−tbaF1

[
− tba
γ

]
(cos 2ub + cos 2ua) +

1

2
F2

[
− tba
γ

]
+ e
− tba

γ F2

[
tba
γ

]
cos 2ub cos 2ua

+
1

2
e
− tba

4γ F2

[
−2tba
γ

]
cos(3ub + ua) +

γ

2
cos(4ub)

(
−F1

[
−4tba

γ

]
+ e
− tba

γ F1

[
−3tba

γ

])
+

∞∑
l0=1

E2(l0, l1, l2) + E2(−l2,−l1,−l0). (4.88)
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Tercera contribución a la corrección a segundo orden

Ahora calculemos el tercer término de (4.57), k(2)
3 , sustituyendo (4.55) en (4.60), éste es

k
(2)
3 =

∞∑
ls=1

(
γ

ls + 1

)∫ tb

ta

dts

(
e
− l

2
stsa
4γ − e−

(ls+2)2tsa
4γ

)

×
(

1

2π

∫ 2π

0
dus

)
k(0)(ub, tb;us, ts)(1 + cos(2us)) cos [lsus − (ls + 2)ua] . (4.89)

Si utilizamos la expresión explícita del propagador del rotor (4.13) para la integral en us de
(4.89), tenemos(

1

2π

∫ 2π

0
dus

)
k(0)(ub, tb;us, ts)(1 + cos(2us)) cos [lsus − (l2 + 2)ua]

=
1

2π

{∫ 2π

0
dus(1 + cos(2us)) cos [lsus − (ls + 2)ua]

+ 2
∞∑
l0=1

e
− l

2
0tbs
4γ

∫ 2π

0
dus cos [l0(ub − us)] (1 + cos(2us)) cos [lsus − (ls + 2)ua]

(4.90)

Vemos que la integral en us del primer término de (4.90) es∫ 2π

0
dus(1 + cos(2us)) cos [ls(us − ua)− 2ua] = π cos((ls + 2)ua)δls,2, (4.91)

aquí sólo hemos considerado los términos que son compatibles con la condición ls > 0. De
igual forma, para la integral en us del segundo término de (4.90), hallamos∫ 2π

0
dus cos [l0(ub − us)] (1 + cos(2us)) cos [ls(us − ua)− 2ua]

= πδl0,ls cos [l0ub − (ls + 2)ua]

+
π

2
δl0,ls−2 cos [l0ub − (ls + 2)ua] +

π

2
δl0,−ls+2 cos [l0ub + (ls + 2)ua]

+
π

2
δl0,ls+2 cos [l0ub − (ls + 2)ua] . (4.92)

También sólo hemos retenido los términos que son compatibles con las condiciones l0 > 0
y ls > 0. Ahora, en la ecuación (4.92) aún podemos analizar algunas consecuencias de las
condiciones l0 > 0 y ls > 0:

1.

δl0,−ls+2, como l0 > 0, se debe tener − ls + 2 > 0,⇒ ls < 2. Pero ls > 0, ⇒ ls = 1.

Así l0 = −ls + 2 = 1 ⇒ δl0,−ls+2 = δl0,lsδls,1.

2.
δl0,ls−2, l0 > 0 ⇒ ls − 2 > 0 ⇒ ls > 2.
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3.
δl0,ls+2, se cumple ∀ ls > 0, l0 > 0.

Con esto, la ecuación (4.92) se puede anotar en la manera siguiente

∫ 2π

0
dus cos [l0(ub − us)] (1 + cos(2us)) cos [ls(us − ua)− 2ua]

= πδl0,ls cos [l0ub − (ls + 2)ua] +
π

2
δl0,ls−2 cos [l0ub − (ls + 2)ua] |ls>2

+
π

2
δl0,lsδls,1 cos [l0ub + (ls + 2)ua] +

π

2
δl0,ls+2 cos [l0ub − (ls + 2)ua] . (4.93)

Entonces, si sustituimos (4.91) y (4.93) en (4.90), hallamos la integral en us de k
(2)
3 (4.89)

1

2π

∫ 2π

0
dusk

(0)(ub, tb;us, ts)(1 + cos(2us)) cos [ls(us − ua)− 2ua]

=
1

2
cos((ls + 2)ua)δls,2 + e

− l
2
s(tb−ts)

4γ cos [lsub − (ls + 2)ua]

+
1

2
e
− (ls−2)2(tb−ts)

4γ cos [(ls − 2)ub − (ls + 2)ua] |ls>2

+
1

2
e
− l

2
s(tb−ts)

4γ cos [lsub + (ls + 2)ua] δls,1

+
1

2
e
− (ls+2)2(tb−ts)

4γ cos [(ls + 2)(ub − ua)] . (4.94)

Por consiguiente, evaluando (4.94) en (4.89), k(2)
3 puede ser escrita como

k
(2)
3 =

γ

6
cos(4ua)It4 +

γ

4
cos [ub + 3ua] It5 +

∞∑
l0=1

(
γ

l1

)
cos [l0ub − l2ua] It6

+
∞∑
l0=3

1

2

(
γ

l1

)
cos [(l0 − 2)ub − l2ua] It7 +

∞∑
l0=1

1

2

(
γ

l1

)
cos [l2(ub − ua)] It8 (4.95)

con

It4 =

∫ tb

ta

dts

(
e
− (ts−ta)

γ − e−
4(ts−ta)

γ

)
, (4.96)

It5 =

∫ tb

ta

dts

(
e
− ts−ta+tb−ts

4γ − e−
9(ts−ta)+(tb−ts)

4γ

)
, (4.97)

It6 =

∫ tb

ta

dts

(
e
− l

2
0(ts−ta+tb−ts)

4γ − e−
(l0+2)2(ts−ta)+l20(tb−ts)

4γ

)
, (4.98)

It7 =

∫ tb

ta

dts

(
e
− l

2
0(ts−ta)+(l0−2)2(tb−ts)

4γ − e−
(l0+2)2(ts−ta)+(l0−2)2(tb−ts)

4γ

)
, (4.99)

It8 =

∫ tb

ta

dts

(
e
− l

2
0(ts−ta)+(l0+2)2(tb−ts)

4γ − e−
(l0+2)2(ts−ta)+(l0+2)2(tb−ts)

4γ

)
, (4.100)

donde hicimos el cambio ls → l0 y evaluamos ln = l0 + n.
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De esta forma, mediante la primera fórmula de (4.52), la integral It4, ecuación (4.96), es

It4 = F1

[
−4tba
γ

]
− F1

[
−tba
γ

]
. (4.101)

Para la integral It5, ecuación (4.97), realizamos el cambio de variable u = ts− ta y empleamos
(4.52) con (4.66)

It5 = e
− tb−ta

4γ (tb − ta)− e−
tb−ta
4γ

∫ tb−ta

0
due

− 2u
γ

=
2

γ
e
− tba

4γ F2

[
−2tba
γ

]
. (4.102)

En la tercera integral It6, ecuación (4.98), de nuevo llevamos a cabo el cambio de variable
u = ts − ta, y empleamos (4.52) con (4.66)

It6 = e
− l

2
0tba
4γ

{
(tb − ta)−

∫ tb−ta

0
due

− (ls+1)u
γ

}
=

l1
γ
e
− l

2
0tba
4γ F2

[
−l1tba
γ

]
. (4.103)

Ahora, consideremos completo el cuarto término de (4.95), el término con la integral It7,
primero cambiamos la etiqueta de la suma: l0 → l0 + 2 con l0 > 0

∞∑
l0=3

1

2

(
γ

l1

)
cos [(l0 − 2)ub − l2ua] It7 →

∞∑
l0=1

1

2

(
γ

l3

)
cos [l0ub − l4ua]

∫ tb

ta

dts

(
e
− (l0+2)2(ts−ta)+l20(tb−ts)

4γ − e−
(l0+4)2(ts−ta)+l20(tb−ts)

4γ

)
,

(4.104)

donde se usó (4.99). Si ahora hacemos el cambio de variable u = ts − ta, las exponenciales
pueden escribirse así

e
− (l0+2)2(ts−ta)+l20(tb−ts)

4γ = e
− l

2
0(tb−ta)

4γ e
− (l0+1)u

γ , (4.105)

e
− (l0+4)2(ts−ta)+l20(tb−ts)

4γ = e
− l

2
0(tb−ta)

4γ e
− 2(l0+2)u

γ . (4.106)

Así, tomando en cuenta (4.105) y (4.106) en (4.104), luego empleando (4.52), encontramos
que el cuarto de término de (4.95) resulta ser

∞∑
l0=3

1

2

(
γ

l1

)
cos [(l0 − 2)ub − l2ua] It7

→
∞∑
l0=1

1

2

(
γ

l3

)
cos [l0ub − l4ua] e−

l20tba
4γ

∫ tb−ta

0
du

(
e
− (l0+1)u

γ − e−
2(l0+2)u

γ

)

=

∞∑
l0=1

E3(l0, l1, l2, l3, l4), (4.107)
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con

E3(x, y, z, v, w) :=
1

2

(γ
v

)
cos [xub − wua] e−

x2tba
4γ

{
F1

[
−2ztba
γ

]
− F1

[
−ytba
γ

]}
. (4.108)

Por último, la quinta integral It8, ecuación (4.100), si hacemos el cambio de variable u =
ts − ta, obtenemos

It8 = e
− l

2
2tba
4γ

(∫ tb−ta

0
due

(l0+1)u
γ − (tb − ta)

)
=

l1
γ
e
− l

2
2tba
4γ F2

[
l1tba
γ

]
, (4.109)

donde se utilizó las ecuaciones (4.52) y (4.66).
Ahora, si sustituimos las ecuaciones (4.101), (4.102), (4.103), (4.107) y (4.109) en (4.95),

obtenemos k(2)
3 , la tercera contribución a segundo orden

k
(2)
3 =

γ

6
cos(4ua)

{
F1

[
−4tba
γ

]
− F1

[
−tba
γ

]}
+

1

2
cos [ub + 3ua] e

− tba
4γ F2

[
−2tba
γ

]
+
∞∑
l0=1

cos [l0ub − l2ua] e−
l20tba
4γ F2

[
−l1tba
γ

]

+
∞∑
l0=1

E3(l0, l1, l2, l3, l4) +
1

2

∞∑
l0=1

E2(−l2,−l1,−l2), (4.110)

donde se ha utilizado (4.68) para obtener el término E2.

Si sumamos las ecuaciones (4.88) y (4.110), obtenemos k(2)
1 + k

(2)
2 + k

(2)
3 , que sería la

corrección a segundo orden de la amplitud de transición hasta la tercera contribución:

k
(2)
1 + k

(2)
2 + k

(2)
3

=
t2ba
2
k(0)(ub, tb;ua, ta) +

t2ba
2
e
− tba

4γ

[
2 cos(ub + ua) +

1

2
cos(ub − ua)

]
−tbaF1

[
− tba
γ

]
(cos 2ub + cos 2ua) +

1

2
F2

[
− tba
γ

]
+ e
− tba

γ F2

[
tba
γ

]
cos 2ub cos 2ua

+
1

2
e
− tba

4γ F2

[
−2tba
γ

]
cos(3ub + ua) +

γ

2
cos(4ub)

(
−F1

[
−4tba

γ

]
+ e
− tba

γ F1

[
−3tba

γ

])
+
∞∑
l0=1

E2(l0, l1, l2) + E2(−l2,−l1,−l0) +
1

2
E2(−l2,−l1,−l2) + E3(l0, l1, l2, l3, l4)

+
γ

6
cos(4ua)

{
F1

[
−4tba
γ

]
− F1

[
−tba
γ

]}
+

1

2
cos [ub + 3ua] e

− tba
4γ F2

[
−2tba
γ

]
+

∞∑
l0=1

cos [l0ub − l2ua] e−
l20tba
4γ F2

[
−l1tba
γ

]
. (4.111)

Vemos que tenemos los siguientes términos semejantes en (4.111)

1

2
e
− tba

4γ F2

[
−2tba
γ

]
cos(3ub + ua) +

1

2
cos (ub + 3ua) e

− tba
4γ F2

[
−2tba
γ

]
=

1

2
e
− tba

4γ F2

[
−2tba
γ

]
[cos(3ub + ua) + cos(ub + 3ua)] . (4.112)
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También

γ

2
cos(4ub)

(
−F1

[
−4tba

γ

]
+ e
− tba

γ F1

[
−3tba

γ

])
+
γ

6
cos(4ua)

{
F1

[
−4tba
γ

]
− F1

[
−tba
γ

]}
=

γ2

6
cos(4ub)

{
1

4
e
− 4tab

γ − e−
tab
γ +

3

4

}
+
γ

6
cos(4ua)

{
F1

[
−4tba
γ

]
− F1

[
−tba
γ

]}
=

γ

6
{cos(4ub) + cos(4ua)}

{
F1

[
−4tba
γ

]
− F1

[
−tba
γ

]}
. (4.113)

Asimismo
∞∑
l0=1

E2(−l2,−l1,−l0) +

∞∑
l0=1

cos [l0ub − l2ua] e−
l20tba
4γ F2

[
−l1tba
γ

]

=

∞∑
l0=1

cos [l0ub − l2ua] e−
l20tba
4γ

{
e
− l1tab

γ F2

[
l1tba
γ

]
+ F2

[
−l1tba
γ

]}

= −
∞∑
l0=1

cos [l0ub − l2ua] tbae−
l20tba
4γ F1

[
−l1tba
γ

]
. (4.114)

Si sustituimos (4.112) (4.113) (4.114) en (4.111), encontramos k(2)
1 + k

(2)
2 + k

(2)
3 :

k
(2)
1 + k

(2)
2 + k

(2)
3

=
t2ba
2
k(0)(ub, tb;ua, ta) +

t2ba
2
e
− tba

4γ

[
2 cos(ub + ua) +

1

2
cos(ub − ua)

]
−tbaF1

[
− tba
γ

]
(cos 2ub + cos 2ua) +

1

2
F2

[
− tba
γ

]
+ e
− tba

γ F2

[
tba
γ

]
cos 2ub cos 2ua

+
1

2
e
− tba

4γ F2

[
−2tba
γ

]
[cos(3ub + ua) + cos(ub + 3ua)]

+
γ

6
{cos(4ub) + cos(4ua)}

{
F1

[
−4tba
γ

]
− F1

[
−tba
γ

]}
−
∞∑
l0=1

cos [l0ub − l2ua] tbae−
l20tba
4γ F1

[
−l1tba
γ

]

+
∞∑
l0=1

E2(l0, l1, l2) +
1

2
E2(−l2,−l1,−l2) + E3(l0, l1, l2, l3, l4). (4.115)

Cuarta contribución a la corrección a segundo orden

Ahora calcularemos la última contribución k(2)
4 , ecuación (4.61). De esta forma, combinan-

do (4.55) y (4.61) tenemos

k
(2)
4 =

∞∑
ls=1

(
γ

ls + 1

)∫ tb

ta

dts

(
e
− l

2
s(ts−ta)

4γ − e−
(ls+2)2(ts−ta)

4γ

)

×
(

1

2π

∫ 2π

0
dus

)
k(0)(ub, tb;us, ts)(1 + cos(2us)) cos [ls(us − ua) + 2us] .(4.116)
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Si nos restringimos a la integral respecto a us de (4.116) y utilizamos la expresión del propa-
gador del rotor (4.13), tendremos los siguientes pasos(

1

2π

∫ 2π

0
dus

)
k(0)(ub, tb;us, ts)(1 + cos(2us)) cos [ls(us − ua) + 2us]

=
1

2π

{∫ 2π

0
dus(1 + cos(2us)) cos [(ls + 2)us − lsua)]

+ 2
∞∑
l0=1

e
− l

2
0(tb−ts)

4γ

∫ 2π

0
dus cos [l0(ub − us)] (1 + cos(2us)) cos [(ls + 2)us − lsua]


=

1

2π

2
∞∑
l0=1

e
− l

2
0(tb−ts)

4γ

[π
2

cos (l0ub − lsua) δl0,ls+4 +
π

2
cos (l0ub − lsua) δl0,ls

+π cos (l0ub − lsua) δl0,ls+2]}

=
1

2
e
− (ls+4)2(tb−ts)

4γ cos [ls(ub − ua) + 4ub]

+
1

2
e
− l

2
s(tb−ts)

4γ cos [ls(ub − ua)] + e
− (ls+2)2(tb−ts)

4γ cos [ls(ub − ua) + 2ub] . (4.117)

En la integración anterior sólo hemos considerado los términos que están en concordancia con
las condiciones l0 > 0 y ls > 0.

Si evaluamos (4.117) en (4.116) y además cambiamos ls → l0, entonces k
(2)
4 resulta ser

k
(2)
4 =

1

2

∞∑
l0=1

(
γ

l1

)
cos [l4ub − l0ua] It9 +

1

2

∞∑
l0=1

(
γ

l1

)
cos [l0(ub − ua)] It10

+
∞∑
l0=1

(
γ

l1

)
cos [l2ub − l0ua] It11, (4.118)

con

It9 =

∫ tb

ta

dts

(
e
− l

2
0(ts−ta)+(l0+4)2(tb−ts)

4γ − e−
(l0+2)2(ts−ta)+(l0+4)2(tb−ts)

4γ

)
, (4.119)

It10 =

∫ tb

ta

dts

(
e
− l

2
0(ts−ta)+l

2
0(tb−ts)

4γ − e−
(l0+2)2(ts−ta)+l20(tb−ts)

4γ

)
, (4.120)

It11 =

∫ tb

ta

dts

(
e
− l

2
0(ts−ta)+(l0+2)2(tb−ts)

4γ − e−
(l0+2)2(ts−ta)+(l0+2)2(tb−ts)

4γ

)
. (4.121)

Primero calculemos la integral It9, ecuación (4.119). Hacemos el cambio de variable u =
ts − ta en los argumentos de la exponenciales, con lo que las integrales son∫ tb

ta

dtse
− l

2
0(ts−ta)+(l0+4)2(tb−ts)

4γ = e
− l

2
4tba
4γ

∫ tb−ta

0
due

2(l0+2)u
γ = −F1

[
2l2tba
γ

]
e
− l

2
4tba
4γ , (4.122)

∫ tb

ta

dtse
− (l0+2)2(ts−ta)+(l0+4)2(tb−ts)

4γ = e
− l

2
4tba
4γ

∫ tb−ta

0
due

(l0+3)u
γ = −F1

[
l3tba
γ

]
e
− l

2
4tba
4γ . (4.123)
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De esta manera, combinando (4.122) y (4.123) en el primer término de (4.118), éste es

1

2

∞∑
l0=1

(
γ

l1

)
cos [l4ub − l0ua] It9

=
1

2

∞∑
l0=1

(
γ

l1

)
cos [l4ub − l0ua] e−

l24tba
4γ

{
F1

[
l3tba
γ

]
− F1

[
2l2tba
γ

]}

=
∞∑
l0=1

E3(−l4,−l3,−l2,−l1,−l0), (4.124)

donde se ha ocupado (4.108).
Ahora veamos la integral It10, ecuación (4.120). En el segundo término nuevamente hace-

mos el cambio u = ts − ta, así las integrales de las exponenciales son∫ tb

ta

dtse
− l

2
0(ts−ta)+l

2
0(tb−ts)

4γ = e
− l

2
0tba
4γ tba, (4.125)

∫ tb

ta

dtse
− (l0+2)2(ts−ta)+l20(tb−ts)

4γ = e
− l

2
0tba
4γ

∫ tb−ta

0
due

− (l0+1)u
γ = −F1

[
− l1tba

γ

]
e
− l

2
0tba
4γ . (4.126)

Con lo que, combinando (4.125) y (4.126) en el segundo término de (4.118), encontramos

1

2

∞∑
l0=1

(
γ

l1

)
cos [l0(ub − ua)] It10

=
1

2

∞∑
l0=1

cos [l0(ub − ua)] e−
l20tba
4γ F2

[
− l1tba

γ

]
=

1

2

∞∑
l0=1

E2(l0, l1, l0), (4.127)

donde hemos usado (4.66) y (4.68).
Por último, evaluemos la integral It11. Para el argumento de la primera exponencial, de

nuevo realizamos el cambio u = ts − ta, así las integrales de las exponenciales son∫ tb

ta

dtse
− l

2
0(ts−ta)+(l0+2)2(tb−ts)

4γ = e
− l

2
2tba
4γ

∫ tb−ta

0
due

(l0+1)u
γ = −F1

[
l1tba
γ

]
e
− l

2
2tba
4γ , (4.128)

∫ tb

ta

dtse
− l

2
2tba
4γ = e

− l
2
2tba
4γ tba. (4.129)

Luego, combinando (4.128) y (4.129) en el tercer término de (4.118), obtenemos

∞∑
l0=1

(
γ

l1

)
cos [l2ub − l0ua] It11 =

∞∑
l0=1

cos [l2ub − l0ua] e−
l22tba
4γ F2

[
l1tba
γ

]
, (4.130)

donde se usó (4.66).
Ahora, si tomamos en cuenta (4.124), (4.127) y (4.130) en (4.118), la cuarta contribución

a segundo orden del propagador, k(2)
4 , es

k
(2)
4 =

∞∑
l0=1

E3(−l4,−l3,−l2,−l1,−l0) +
1

2
E2(l0, l1, l0) + cos [l2ub − l0ua] e−

l22tba
4γ F2

[
l1tba
γ

]
.(4.131)
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Para �nalizar, sumaremos k(2)
4 a k(2)

1 + k
(2)
2 + k

(2)
3 , ecuaciones (4.131) y (4.115), respecti-

vamente, así encontraremos k(2), la corrección a segundo orden de la amplitud de transición,
ecuación (4.57). De esta forma, hallamos

k(2)(ub, tb;ua, ta)

=
t2ba
2
k(0)(ub, tb;ua, ta) +

t2ba
2
e−

tba
4γ

[
2 cos(ub + ua) +

1

2
cos(ub − ua)

]
−tbaF1

[
− tba
γ

]
(cos 2ub + cos 2ua) +

1

2
F2

[
− tba
γ

]
+ e−

tba
γ F2

[
tba
γ

]
cos 2ub cos 2ua

+
1

2
e−

tba
4γ F2

[
−2tba
γ

]
[cos(3ub + ua) + cos(ub + 3ua)]

+
γ

6
{cos(4ub) + cos(4ua)}

{
F1

[
−4tba
γ

]
− F1

[
−tba
γ

]}
−
∞∑
l0=1

cos [l0ub − l2ua] tbae
− l

2
0tba
4γ F1

[
−l1tba
γ

]

+

∞∑
l0=1

E2(l0, l1, l2) +
1

2
E2(−l2,−l1,−l2) + E3(l0, l1, l2, l3, l4)

+

∞∑
l0=1

E3(−l4,−l3,−l2,−l1,−l0) +
1

2
E2(l0, l1, l0) + cos [l2ub − l0ua] e−

l22tba
4γ F2

[
l1tba
γ

]
(4.132)

Algunos términos de la ecuación (4.132) puede ser simpli�cados. Primero veamos el último
término de (4.132), en el cual con ayuda de (4.66) y (4.51) hallamos

∞∑
l0=1

cos [l2ub − l0ua] e−
l22tba
4γ F2

[
l1tba
γ

]

= −
∞∑
l0=1

(
γ

l1

)
cos [l2ub − l0ua] e−

l20tba
4γ e

− l1tba
γ

{
tba −

γ

l1

(
e
l1tba
γ − 1

)}

= −
∞∑
l0=1

(
γ

l1

)
cos [l2ub − l0ua] e−

l20tba
4γ

{
tbae

− l1tba
γ +

γ

l1

(
e
− l1tba

γ − 1

)}
. (4.133)

Ahora, combinemos el término anterior (4.133) con el término
∑∞

l0=1E2(l0, l1, l2) de (4.132),
ocupando (4.68) y (4.66) hallamos

∞∑
l0=1

E2(l0, l1, l2)−
∞∑
l0=1

(
γ

l1

)
cos [l2ub − l0ua] e−

l20tba
4γ

{
tbae

− l1tbaγ +
γ

l1

(
e−

l1tba
γ − 1

)}

=

∞∑
l0=1

(
γ

l1

)
cos [l2ub − l0ua] e−

l20tba
4γ

{
tba +

γ

l1

(
e−

l1tba
γ − 1

)
− tbae−

l1tba
γ − γ

l1

(
e−

l1tba
γ − 1

)}

=

∞∑
l0=1

cos [l2ub − l0ua] e−
l20tba
4γ tbae

− l1tbaγ

(
γ

l1

)(
e
l1tba
γ − 1

)
= −

∞∑
l0=1

cos [l2ub − l0ua] e−
l22tba
4γ tbaF1

[
l1tba
γ

]
= tba

∞∑
l0=1

E4(−l2,−l1,−l0), (4.134)
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donde introdujimos

E4(x, y, z) := − cos [xub − zua] e−
x2tba
4γ F1

[
−ytba

γ

]
. (4.135)

Si sustituimos (4.134) en (4.132) encontramos la corrección a segundo orden de amplitud
de transición del OAP

k(2)(ub, tb;ua, ta)

=
t2ba
2
k(0)(ub, tb;ua, ta) +

t2ba
2
e−

tba
4γ

[
2 cos(ub + ua) +

1

2
cos(ub − ua)

]
−tbaF1

[
− tba
γ

]
(cos 2ub + cos 2ua) +

1

2
F2

[
− tba
γ

]
+ e−

tba
γ F2

[
tba
γ

]
cos 2ub cos 2ua

+
1

2
e−

tba
4γ F2

[
−2tba
γ

]
[cos(3ub + ua) + cos(ub + 3ua)]

+
γ

6
{cos(4ub) + cos(4ua)}

{
F1

[
−4tba
γ

]
− F1

[
−tba
γ

]}
+

∞∑
l0=1

tba (E4(l0, l1, l2) + E4(−l2,−l1,−l0)) + E3(l0, l1, l2, l3, l4) + E3(−l4,−l3,−l2,−l1,−l0)

+
1

2

∞∑
l0=1

E2(l0, l1, l0) + E2(−l2,−l1,−l2). (4.136)

Con esto �nalizamos nuestra discusión de la amplitud de transición del OAP. Como hemos visto,
podemos formular esta amplitud como una serie, ecuación (4.15), donde cada término depende del
propagador del rotor k(0), ecuación (4.13), y el potencial perturbativo 1 + cos(2ur). Debemos notar
que podemos calcular cualquier término de la serie, como lo hicimos explícitamente para k(1) y k(2),
ecuaciones (4.56) y (4.136). Además, de forma notable, esta serie nos permitirá calcular las funciones
de un punto y de dos puntos del OAP, esto en régimen de rotor y dentro del formalismo de integral
de trayectoria, como veremos en el siguiente capítulo.



Capítulo 5

Campo escalar polimérico e integral
de trayectoria

En este capítulo plantearemos la función de un punto y de dos puntos del oscilador armónico
polimérico (OAP) como desarrollos perturbativos. Esto será resultado de emplear el desarrollo pertur-
bativo de la amplitud de transición del OAP, ecuación (4.15). Calcularemos hasta segundo orden la
función de un punto y de dos puntos, con lo que podremos recuperar el propagador del campo escalar
en el régimen de rotor calculado en el formalismo hamiltoniano, ecuación (3.143).

5.1. Elementos de matriz de un operador de posición y un pro-
ducto de dos operadores de posición: planteamiento

En esta sección proponemos como realizar el cálculo de los elementos de matriz de un operador de
posición x̂(tr), y del producto de dos operadores de posición a diferentes tiempos x̂(ts)x̂(tr), en la base
del operador de traslaciones, esto para el caso del OAP. Para esto, empleamos el desarrollo perturba-
tivo de la amplitud de transición calculado en el capítulo cuatro, ecuación (4.15). Por consiguiente,
obtendremos un desarrollo perturbativo para los elementos de matriz de x̂(tr) y x̂(ts)x̂(tr), donde los
términos involucrados tendrán su origen en el propagador de rotor k(0), ecuación (4.13), lo cual nos
dice que estos desarrollos podrían ser calculado de modo sistemático a cualquier orden.

Iniciamos con el caso de los elementos de matriz del operador de posición, 〈pb , tb |x̂(tr)| pa , ta〉,
donde | p, t〉 es la base dependiente del tiempo del operador de traslaciones V̂λ0

. El operador x̂(tr) y
los vectores propios de V̂λ0

en el esquema de Heisenberg están de�nidos como [46]

x̂(tr) = e
i
~ trĤpoly x̂e−

i
~ trĤpoly , con Ĥpoly =

~2

8mλ20
[2− V̂2λ0

− V̂−2λ0
] +

mω2

2
x̂2,

| p, t〉 = e
i
~ tĤpoly | p〉.

Por lo que, el elemento de matriz de x̂(tr) es

〈pb , tb |x̂(tr)| pa , ta〉 =
〈
pb

∣∣∣e− i
~ tbrĤpoly x̂e−

i
~ traĤpoly

∣∣∣ pa〉 . (5.1)

De manera similar a como procedimos de la ecuación (2.35) a (2.37), hacemos una partición en el
tiempo tN − t0 = εN , donde reescribimos los puntos extremos del intervalo temporal ta = t0 y tb = tN .
Además, consideramos que tr está incluido en la partición temporal y cumple la condición t0 < tr < tN
[48, 61]. Debido a la propiedad de composición del operador de evolución, podemos partir este operador

87
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en N operadores de la siguiente forma

e−
i
~ tbaĤpoly = e−

i
~ tbrĤpolye−

i
~ traĤpoly =

N−r∏
j=1

e−
i
~ εĤpoly

( r∏
n=1

e−
i
~ εĤpoly

)
. (5.2)

Entonces, si en la amplitud de transición (5.1) insertamos las relaciones de cerradura λ0

2π~
∫ π~
λ0

−π~
λ0

dpr y

λ0

2π~
∫ π~
λ0

−π~
λ0

dp′r, donde pr y p
′
r están asociados con los valores propios de V̂λ0

(tr), y además consideramos

la ecuación (5.2), la amplitud puede ser escrita como

〈pb , tb |x̂(tr)| pa , ta〉

=

(
λ0

2π~

)2 ∫ π~
λ0

−π~
λ0

dprdp
′
r〈pb |

N−r∏
j=1

e−
i
~ εĤpoly

 |pr〉 〈pr| x̂ |p′r〉 〈p′r|
(

r∏
n=1

e−
i
~ εĤpoly

)
| pa〉.(5.3)

Si introducimos ahora una relación de cerradura de la base del operador de traslaciones, la segunda
expresión de la ecuación (3.17), para cada pn del conjunto {p1, . . . , pr−1, pr+1, . . . , pN−1}, el elemento
de matriz de x̂(tr) se pueden expresar de la siguiente forma

〈pb , tb |x̂(tr)| pa , ta〉

=

(
λ0

2π~

)2 ∫ π~
λ0

−π~
λ0

dprdp
′
r

N−r−1∏
j=1

λ0
2π~

∫ π~
λ0

−π~
λ0

dpj+r

N−r∏
j=1

〈pr+j | e−
i
~ εĤpoly |pr+j−1〉


×〈pr| x̂ |p′r〉

(
r−1∏
n=1

λ0
2π~

∫ π~
λ0

−π~
λ0

dpn

)(
r∏

n=1

〈pn| e−
i
~ εĤpoly |pn−1〉

)
, (5.4)

donde hemos considerado pr+1−1 = pr y pn=r = p′r. Si insertamos la relación de cerradura de
la base del operador de posición, la primera expresión de la ecuación (3.17), en las amplitudes

〈pn| e−
i
~ εĤpoly |pn−1〉, y tenemos en cuenta el cambio de variable un = λopn

~ + π
2 , hallamos

〈pb , tb |x̂(tr)| pa , ta〉

= ĺım
ε→0

(
N−1∏
n=r+1

1

2π

∫ 2π

0

dun

) N∏
n = r + 1

∞∑
ln=−∞

 e
−i
[∑N

n=r+1 ln(un−un−1)+
ε
~

(
ωgq[1+cos 2un]+

ωgl2n
2

)]

×
(

1

2π

)2 ∫ 2π

0

durdu
′
r 〈ur| x̂ |u′r〉

×

(
r−1∏
n=1

1

2π

∫ 2π

0

dun

) r∏
n = 1

∞∑
ln=−∞

 e
−i
[∑r

n=1 ln(un−un−1)+
ε
~

(
ωgq[1+cos 2un]+

ωgl2n
2

)]
+O(ε2).(5.5)

En el límite ε→ 0 el elemento de matriz de x̂(tr), ecuación (5.5), llega a ser

〈pb , tb |x̂(tr)| pa , ta〉 =

(
λ0

2π~

)2 ∫ π~
λ0

−π~
λ0

dprdp
′
r 〈pb, tb|pr, tr〉 x̂rr′

〈
p′r, tr|pa, ta

〉
, (5.6)

donde 〈pf , tf |pi, ti〉 representa la amplitud de transición del OAP y de�nimos x̂rr′ := 〈pr| x̂ |p′r〉 .
Si sustituimos el desarrollo perturbativo de la amplitud de transición del OAP, ecuación

(4.15), en ambas amplitudes de transición que aparecen en la ecuación (5.6), e introducimos



CAPÍTULO 5. CAMPO ESCALAR POLIMÉRICO E INTEGRAL DE TRAYECTORIA89

la siguiente notación k(s)(b; a) = k(s)(ub, tb;ua, ta) y k(s)(b′; a) = k(s)(u′b, tb;ua, ta), vemos que
el elemento de matriz de x̂(tr) se escribe como el siguiente desarrollo perturbativo (potencias
de beta):

〈pb , tb |x̂(tr)| pa , ta〉 =
∞∑
m=0

βm 〈pb , tb |x̂(tr)| pa , ta〉(m) , (5.7)

de forma explícita, hasta segundo orden, tenemos

〈pb , tb |x̂(tr)| pa , ta〉(0) = A0, (5.8)

〈pb , tb |x̂(tr)| pa , ta〉(1) = A1 +A2, (5.9)

〈pb , tb |x̂(tr)| pa , ta〉(2) = A3 +A4 +A5, (5.10)

con

A0 =

(
1

2π

)2 ∫ 2π

0
durdu

′
r k

(0)(b; r)x̂rr′k
(0)(r′; a), (5.11)

A1 =

(
1

2π

)2 ∫ 2π

0
durdu

′
r k

(0)(b; r)x̂rr′k
(1)(r′; a), (5.12)

A2 =

(
1

2π

)2 ∫ 2π

0
durdu

′
r k

(1)(b; r)x̂rr′k
(0)(r′; a), (5.13)

A3 =

(
1

2π

)2 ∫ 2π

0
durdu

′
r k

(0)(b; r)x̂rr′k
(2)(r′; a), (5.14)

A4 =

(
1

2π

)2 ∫ 2π

0
durdu

′
r k

(2)(b; r)x̂rr′k
(0)(r′; a), (5.15)

A5 =

(
1

2π

)2 ∫ 2π

0
durdu

′
r k

(1)(b; r)x̂rr′k
(1)(r′; a). (5.16)

Los factores k(0), k(1) y k(2) en la expresiones de (5.11) a (5.16), son las contribuciones
hasta segundo orden de la amplitud de transición del OAP (4.15), y las cuales obtuvimos
explícitamente: ecuaciones (4.13), (4.56) y (4.136). Como mostramos en el capítulo cuatro, las
contribuciones k(1) y k(2) son obtenidas sistemáticamente mediante el propagador del rotor
k(0), implementando un esquema perturbativo en la integral de trayectoria, ecuaciones (4.23) y
(4.31). En general, así podemos obtener cualquier corrección k(m) a la amplitud de transición
del OAP. Por tanto, el desarrollo perturbativo del elemento de matriz de x̂(tr), ecuación
(5.7), pude ser calculado a un orden arbitrario a través del propagador de rotor k(0) (4.13) y
empleando la teoría de perturbaciones en la integral de trayectoria polimérica.

Para evaluar el elemento de matriz x̂rr′ = 〈pr |q̂| p′r〉 usamos la relación de cerradura
polimérica de los estados propios de posición, ecuación (3.17):

x̂rr′ =
∞∑

ln=−∞
〈pr | lnλ0〉lnλ0〈lnλ0 | p′r〉

= λ0

∞∑
ln=−∞

lne
iln(u′r−ur)

=

{
−2πiλ0

∂δ(u′r−ur)
∂u′r

,

2πiλ0
∂δ(u′r−ur)

∂ur
,

(5.17)
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donde fue usado el cambio de variable u = λop
~ + π

2 y fue introducida la de�nición periódica
de la delta de Dirac [49]

δ(φ′ − φ) =
1

2π

∞∑
m=−∞

eim(φ′−φ). (5.18)

Como podemos observar en la ecuación (5.17), tenemos dos opciones para evaluar x̂rr′ ,
las cuales son equivalentes. Esto se puede mostrar realizando una integración por partes y
considerando el período 2π en ub y ua de la amplitud transición del OAP y de la delta de
Dirac, como podemos ver en la ecuaciones (4.8) y (5.18), respectivamente. Si evaluamos la
primera de�nición de (5.17) en la ecuación (5.6), podemos escribir

〈pb , tb |x̂(tr)| pa , ta〉 =

(
1

2π

)2 ∫ 2π

0
durdu

′
rk(b; r)

[
−2πiλ0

∂δ(u′r − ur)
∂u′r

]
k(r′; a),

en el segundo miembro de la anterior ecuación hemos introducido el cambio de variable un =
λopn
~ + π

2 y la notación k(f, i) := 〈pf , tf |pi, ti〉 . Si integramos por partes obtenemos

〈pb , tb |x̂(tr)| pa , ta〉 =

(
1

2π

)2 ∫ 2π

0
durk(b; r)

{
−2πiλ0

∫ 2π

0
du′r

[
∂δ(u′r − ur)

∂u′r

]
k(r′; a)

}
=

(
1

2π

)2 ∫ 2π

0
durk(b; r)

{
−2πiλ0δ(u

′
r − ur)k(r′; a) |2π0

+2πiλ0

∫ 2π

0
du′rδ(u

′
r − ur)

∂k(r′; a)

∂u′r

}
=

iλ0

2π

∫ 2π

0
du1k(b; r)

∂k(r; a)

∂ur
. (5.19)

Procedemos de forma similar para la segunda de�nición de (5.17):

〈pb , tb |x̂(tr)| pa , ta〉 =

(
1

2π

)2 ∫ 2π

0
du′rk(r′; a)

{
2πiλ0

∫ 2π

0
dur

[
∂δ(u′r − ur)

∂ur

]
k(b; r)

}
=

(
1

2π

)2 ∫ 2π

0
durk(r′; a)

{
2πiλ0δ(u

′
r − ur)k(b; r) |2π0

−2πiλ0

∫ 2π

0
du′rδ(u

′
r − ur)

∂k(b; r)

∂ur

}
= − iλ0

2π

∫ 2π

0
durk(r; a)

∂k(b; r)

∂ur
(5.20)

= − iλ0

2π

{
k(b; r)k(r; a) |2π0 −

∫ 2π

0
durk(b; r)

∂k(r; a)

∂ur

}
=

iλ0

2π

∫ 2π

0
durk(b; r)

∂k(r; a)

∂ur
. (5.21)

Puesto que (5.19) y (5.21) son iguales, se muestra que podemos usar cualquiera de las
dos fórmulas de (5.17) para evaluar (5.6). También, del análisis observamos que la derivada
de la delta de Dirac puede ser aplicada tanto a la amplitud que está a su derecha, como a
la amplitud de su izquierda, teniendo presenta la forma adecuada: vea las ecuaciones (5.19)
y (5.20). Además, notemos que en este análisis podemos sustituir la amplitud total k(f, i)
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por cualquiera de los términos del desarrollo perturbativo k(m)(f, i), ya que estos también
presentan período 2π1, por lo que podemos usar las fórmulas (5.19) y (5.20) para evaluar
explícitamente las contribuciones del elemento de matriz de x̂(tr), de la ecuación (5.11) a
(5.16).

Para el elemento de matriz del producto de dos operadores de posición a diferentes tiempos
x̂(ts)x̂(tr), en la base del operador de traslaciones, seguimos el mismo procedimiento empleado
para el caso del elemento de matriz de x̂(tr), por lo que después de remover la partición
temporal obtendremos

〈pb , tb |x̂(ts)x̂(tr)| pa , ta〉

=

(
λ0

2π~

)4 ∫ π~
λ0

−π~
λ0

dpsdp
′
sdprdp

′
r 〈pb, tb|ps, ts〉 x̂ss′

〈
p′s, ts|pr, tr

〉
x̂rr′

〈
p′r, tr|pa, ta

〉
=

(
λ0

2π~

)2 ∫ π~
λ0

−π~
λ0

dpsdp
′
s 〈pb, tb|ps, ts〉 x̂ss′

〈
p′s , ts |x̂(tr)| pa , ta

〉
, (5.22)

donde hemos identi�cado el elemento de matriz de x̂(tr), ecuación (5.6), en la primera igual-
dad, además notemos que hemos considerado un ordenamiento en el tiempo ts > tr, por
consiguiente, cuando realicemos el cálculo de forma explícita, ts representará el tiempo mayor
y tr el tiempo menor. Si utilizamos el desarrollo perturbativo de la amplitud de transición del
OAP, ecuación (4.15), obtendremos un desarrollo en potencias de beta del elemento de matriz
de x̂(ts)x̂(tr) (5.22):

〈pb , tb |x̂(ts)x̂(tr)| pa , ta〉 =
∞∑
m=0

βm 〈pb , tb |x̂(ts)x̂(tr)| pa , ta〉(m) , (5.23)

en especí�co, hasta segundo orden encontramos

〈pb , tb |x̂(ts)x̂(tr)| pa , ta〉(0) = B0, (5.24)

〈pb , tb |x̂(ts)x̂(tr)| pa , ta〉(1) = B1 +B2, (5.25)

〈pb , tb |x̂(ts)x̂(tr)| pa , ta〉(2) = B3 +B4 +B5, (5.26)

donde

B0 =

(
1

2π

)2 ∫ 2π

0
dusdu

′
sk

(0)(b; s)x̂ss′
〈
s′ |x̂(tr)| a

〉(0)
, (5.27)

B1 =

(
1

2π

)2 ∫ 2π

0
dusdu

′
sk

(0)(b; s)x̂ss′
〈
s′ |x̂(tr)| a

〉(1)
, (5.28)

B2 =

(
1

2π

)2 ∫ 2π

0
dusdu

′
sk

(1)(b; s)x̂ss′
〈
s′ |x̂(tr)| a

〉(0)
, (5.29)

B3 =

(
1

2π

)2 ∫ 2π

0
dusdu

′
sk

(0)(b; s)x̂ss′
〈
s′ |x̂(tr)| a

〉(2)
, (5.30)

B4 =

(
1

2π

)2 ∫ 2π

0
dusdu

′
sk

(1)(b; s)x̂ss′
〈
s′ |x̂(tr)| a

〉(1)
, (5.31)

B5 =

(
1

2π

)2 ∫ 2π

0
dusdu

′
sk

(2)(b; s)x̂ss′
〈
s′ |x̂(tr)| a

〉(0)
. (5.32)

1Vea k(0),k(1) y k(2), ecuaciones (4.13), (4.56) y (4.136), respectivamente.
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En las contribuciones de B0 a B5 del elemento de matriz de x̂(ts)x̂(tr), ecuaciones de (5.27)
a (5.32), introdujimos la notación 〈f |x̂(tr)| i〉(m) = 〈pf , tf |x̂(tr)| pi , ti〉(m), donde se debe
considerar el cambio de variable u = λopn

~ + π
2 .

Al igual que el caso de los elementos de matriz de x̂(tr), ecuación (5.7), podemos utilizar
cualquiera de las dos formas explícitas de los elementos de matriz x̂ss′ ecuación (5.17). Como
ya vimos ambas formas son equivalentes a través de una integración por partes (5.19) y (5.21).
Más aún, podemos usar cualquiera de las fórmulas (5.19) y (5.20) para calcular explícitamente
las contribuciones de B0 a B5 de los elementos de matriz de x̂(ts)x̂(tr).

Asimismo, podemos calcular explícitamente el desarrollo perturbativo de los elementos de
matriz del producto x̂(ts)x̂(tr), ecuación (5.23), a cualquier orden, pues los términos de la
serie pueden ser obtenidos utilizando la teoría de perturbaciones en la integral de trayectoria
polimérica y el propagador del rotor k(0), ecuación (4.13). De la misma forma podemos hacer
esto con los elementos de matriz de x̂(tr), ecuación (5.7).

Por último, enfatizamos que la implementación de la teoría de perturbaciones, basada en
el rotor, en la representación polimérica, ha sido de utilidad para estudiar el OAP, en esta
sección hemos visto como a través del desarrollo perturbativo de la amplitud de transición del
OAP, ecuación (4.15), podemos plantear de forma sistemática el cálculo de los elementos de
matriz de x̂(tr) y del producto x̂(ts)x̂(tr), empleando el propagador del rotor k(0), ecuación
(4.13).

En las siguientes secciones calcularemos explícitamente los elementos de matriz de x̂(tr) y
del producto x̂(ts)x̂(tr) hasta segundo orden, aunque como ya mencionamos estos pueden ser
calculados a cualquier orden.

5.2. Orden cero de los elementos de matriz de un operador de
posición y del producto de dos operadores de posición

Los elementos de matriz de x̂(t1) a orden cero corresponden a los del rotor, ecuaciones (5.8)
y (5.11) con r = 1. Para evaluar éstos, consideramos la primera igualdad de ecuación (5.17)
para la derivada del la delta de Dirac y k(0) de�nido en la ecuación (4.13). Procedemos como
lo hicimos en la ecuación (5.19), hacemos una integración por partes y tenemos en cuenta
que k(0) (4.13) y la delta de Dirac (5.18) presentan período 2π. Así, la combinación de las
ecuaciones (5.8) y (5.11) llega a ser

〈pb , tb |x̂(t1)| pa , ta〉(0) =
iλ0

2π

∫ 2π

0
du1k

(0)(b; 1)
∂k(0)(1; a)

∂u1

= −2iλ0

∞∑
l0=1

l0

[
1

2π

∫ 2π

0
du1k

(0)(b; 1)e
− l

2
0t1a
4γ sin l0 (u1 − ua)

]
,

para evaluar la integral en u1 utilizamos I2, ecuación (C.3) (vea el Apéndice C.1), luego, los
elementos de matriz de x̂(t1) a orden cero (5.8) resulta ser

〈pb , tb |x̂(t1)| pa , ta〉(0) = −2iλ0

∞∑
l0=1

l0e
− l

2
0tba
4γ sin l0 (ub − ua) . (5.33)

Asimismo, los elementos de matriz del producto de un par de operadores de posición a
diferentes tiempos, pueden ser evaluado para el rotor mediante las ecuaciones (5.24) y (5.27),
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siendo s = 2 y r = 1, éstos son

〈pb , tb |x̂(t2)x̂(t1)| pa , ta〉(0) =

(
1

2π

)2 ∫ 2π

0

du2du
′
2k

(0)(b; 2)x̂22′ 〈2′ |x̂(t1)| a〉(0)

=

(
1

2π

)2 ∫ 2π

0

du2du
′
2k

(0)(b; 2)

(
−2πiλ0

∂δ(u′2 − u2)

∂u′2

)
〈2′ |x̂(t1)| a〉(0)

=
iλ0
2π

∫ 2π

0

du2k
(0)(b; 2)

∂

∂u2

[
−2iλ0

∞∑
l0=1

l0e
− l

2
0t2a
4γ sin l0 (u2 − ua)

]

= 2λ20

∞∑
l0=1

l20e
− l

2
0tba
4γ cos l0 (ub − ua) , (5.34)

donde en primer lugar empleamos la primera expresión de la ecuación (5.17) además de la
ecuación (5.33), hicimos una integración por partes considerando que los factores de la segunda
línea tienen período 2π, similar al análisis de la ecuación (5.19), y por último usamos I3,
ecuación (C.4), para realizar la integral en u2. Notemos que la expresión (5.34) no depende de
t2 ni de t1, por lo que, obtendremos el mismo resultado si consideramos el caso s = 1 y r = 2
en la ecuación (5.24).

5.3. Primer y segundo orden de los elementos de matriz del
operador de posición

En esta sección calculamos de forma explícita las correcciones a primer y segundo orden de
los elementos de matriz de x̂(t1), ecuaciones (5.9) y (5.10) respectivamente.

5.3.1. Corrección a primer orden

Primera contribución de la corrección a primer orden

En este apartado calcularemos la primera aportación a la corrección a primer orden de los
elementos de matriz de x̂(t1), el término A1 dado por la ecuación (5.12). Si continuamos como
en la sección anterior esta contribución se escribe como

A1 =

(
1

2π

)2 ∫ 2π

0
du1du

′
1k

(0)(b; 1)

(
−2πiλ0

∂δ(u′1 − u1)

∂u′1

)
k(1)(1′; a)

=
iλ0

2π

∫ 2π

0
du1k

(0)(b; 1)
∂

∂u1
k(1)(1; a). (5.35)

Si evaluamos la derivada ∂
∂u1

k(1) de la ecuación (4.56), obtenemos

A1 = A11 +A12 +A13 +A14 +A15, (5.36)
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con

A11 = −2iλ0t1a

∞∑
l0=1

l0

{
1

2π

∫ 2π

0
du1k

(0)(b; 1)e
− l

2
0t1a
4γ sin l0 (u1 − ua)

}
, (5.37)

A12 = −iλ0t1a

{
1

2π

∫ 2π

0
du1k

(0)(b; 1)e
− t1a

4γ sin(u1 + ua)

}
, (5.38)

A13 =
iλ0

2π

∫ 2π

0
du1k

(0)(b; 1)

{
2F1

[
− t1a
γ

]
sin(2u1)

}
, (5.39)

A14 =
iλ0

2π

∫ 2π

0
du1k

(0)(b; 1)


∞∑
l0=1

∂E1(l0, l1, l2)

∂u1

 , (5.40)

A15 =
iλ0

2π

∫ 2π

0
du1k

(0)(b; 1)

{
∂E1(−l2,−l1,−l0)

∂u1

}
, (5.41)

donde ∂
∂u1

E1(x, y, z) es calculada de la ecuación (4.55) resultando ser

∂E1(x, y, z)

∂u1
= −γ

(
x

y

)(
e
−x

2t1a
4γ − e−

z2t1a
4γ

)
sin [xu1 − zua] . (5.42)

Para calcular el primer y segundo término de la ecuación (5.36), A11 y A12, podemos usar
I2, ecuación (C.3), para evaluar la integral en u1. Así, el primer término A11, ecuación (5.37),
es

A11 = −2iλ0t1a

∞∑
l0=1

l0e
− l

2
0tba
4γ sin l0(ub − ua). (5.43)

Mientras que el segundo término A12, ecuación (5.38), queda como

A12 = −iλ0t1ae
− tba

4γ sin(ub + ua). (5.44)

Para el tercer término A13, sustituimos la de�nición de F1 (4.51) y usamos I1 (C.2) para
realizar la integral en u1, así (5.39) es

A13 = − iλ0

2π

∫ 2π

0
du1k

(0)(b; 1)
{

2γ(e
t1a
γ − 1)e

− t1a
γ sin(2u1)

}
= 2iλ0F1

[
t1a
γ

]
e
− tba

γ sin(2ub). (5.45)

En el cuarto y quinto término A14 y A15, ecuaciones (5.40) y (5.41), respectivamente,
empleamos (5.42) y nuevamente I2 (C.3). El cuarto término A14 es

A14 = −iλ0γ

∞∑
l0=1

(
l0
l1

)(
1

2π

)∫ 2π

0
du1k

(0)(b; 1)

{(
e
− l

2
0t1a
4γ − e−

l22t1a
4γ

)
sin [l0u1 − l2ua]

}

= −iλ0γ

∞∑
l0=1

(
l0
l1

)(
1− e−

(l22−l
2
0)t1a

4γ

)(
1

2π

)∫ 2π

0
du1k

(0)(b; 1)e
− l

2
0t1a
4γ sin [l0u1 − l2ua]

= −iλ0γ

∞∑
l0=1

(
l0
l1

)(
1− e−

l1t1a
γ

)
e
− l

2
0tba
4γ sin [l0ub − l2ua]

= iλ0

∞∑
l0=1

M1(l0, l1, l2), (5.46)
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donde

M1(x, y, z) := xF1

[
−yt1a

γ

]
e
−x

2tba
4γ sin [xub − zua] . (5.47)

Para el quinto término A15 hallamos

A15 = −iλ0γ
∞∑
l0=1

(
l2
l1

)(
1

2π

)∫ 2π

0
du1k

(0)(b; 1)

{(
e
− l

2
0t1a
4γ − e−

l22t1a
4γ

)
sin [l2u1 − l0ua]

}

= −iλ0γ
∞∑
l0=1

(
l2
l1

)(
e
− (l20−l

2
2)t1a

4γ − 1

)(
1

2π

)∫ 2π

0
du1k

(0)(b; 1)e
− l

2
2t1a
4γ sin [l2u1 − l0ua]

= −iλ0γ

∞∑
l0=1

(
l2
l1

)(
e
l1t1a
γ − 1

)
e
− l

2
2tba
4γ sin [l2ub − l0ua]

= iλ0

∞∑
l0=1

M1(−l2,−l1,−l0). (5.48)

Por consiguiente, la primera contribución A1 a la corrección a primer orden de los elementos
de matriz x̂(t1), ecuación (5.9), se obtiene de la suma (5.36), dada por las ecuaciones (5.43),
(5.44), (5.45), (5.46), y (5.48)

A1 = −2iλ0t1a

∞∑
l0=1

l0e
− l

2
0tba
4γ sin l0(ub − ua)− iλ0t1ae

− tba
4γ sin(ub + ua)

+2iλ0F1

[
t1a
γ

]
e
− tba

γ sin(2ub) + iλ0

∞∑
l0=1

{M1(l0, l1, l2) +M1(−l2,−l1,−l0)} .(5.49)

Segunda contribución de la corrección a primer orden

En este apartado calcularemos la segunda contribución A2, ecuación (5.13), de la corrección
a primer orden, ecuación (5.9). Primero debemos notar que la contribución a orden cero de
la amplitud de transición, k(0), y su corrección a primer orden, k(1), cumplen las siguientes
propiedades [

k(0)(b; a)
]∗

= k(0)(a; b), (5.50)[
k(1)(b; a)

]∗
= −k(1)(a; b), (5.51)

las cuales se pueden mostrar con la forma explícita que tienen k(0) y k(1), ecuaciones (4.13) y
(4.56), respectivamente. A partir de estas ecuaciones podemos ver que se cumple la siguiente
propiedad para A2 (5.13)

A2 = −A∗1 |b↔a, (5.52)

donde b↔ a signi�ca que intercambiemos los índices b y a en la variable u y en el tiempo t.
Esta propiedad de A2, ecuación (5.52), se puede obtener de la de�nición de A1, ecuación
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(5.12), de la siguiente forma

A∗1 =

[(
1

2π

)2 ∫ 2π

0
durdu

′
r k

(0)(b; r)x̂rr′k
(1)(r′; a)

]∗

= −
(

1

2π

)2 ∫ 2π

0
durdu

′
r k

(0)(r; b)x̂r′rk
(1)(a; r′)

⇒ −A∗1 |b↔a =

(
1

2π

)2 ∫ 2π

0
du′rdur k

(1)(b; r′)x̂r′rk
(0)(r; a)

= A2,

donde utilizamos las ecuaciones (5.50) y (5.51), además se intercambiaron b y a, y se empleó
la de�nición de A2, ecuación (5.13).

Por otro lado, si recordamos la de�nición γ = ~
2iωg , vemos que γ∗ = −γ, lo cual de la

de�nición de F1, ecuación (4.43), implica

F1

[
ctnm
γ

]∗
= −F1

[
ctmn
γ

]
, (5.53)

con c una constante real.
Luego, la segunda contribución A2, empleando las ecuaciones (5.52) y (5.53), es

A2 = −2iλ0tb1

∞∑
l0=1

l0e
− l

2
0tba
4γ sin[l0(ub − ua)] + iλ0tb1e

− tba
4γ sin[ub + ua]

−2iλ0F1

[
− tb1
γ

]
e
− t1a

γ sin 2ua + iλ0

∞∑
l0=1

[M1(l0, l1, l2) +M1(−l2,−l1,−l0)]∗b↔a (5.54)

con

[M1(x, y, z)] |∗b↔a= xF1

[
−ytb1

γ

]
e
−x

2tba
4γ sin[zub − xua]. (5.55)

Remarcamos que las variables x, y y z en M1(x, y, z) son reales.
Por consiguiente, la corrección a primer orden de los elementos de matriz de x̂(tr), ecuación
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(5.9), resulta de sumar A1 y A2, ecuaciones (5.49) y (5.54):

〈pb , tb |x̂(t1)| pa , ta〉(1)

= −2iλ0tba

∞∑
l0=1

l0e
− l

2
0tba
4γ sin [l0(ub − ua)] + iλ0(tb1 − t1a)e−

tba
4γ sin (ub + ua)

+2iλ0

{
e
− tba

γ F1

[
t1a
γ

]
sin [2ub]− e−

t1a
γ F1

[
− tb1
γ

]
sin [2ua]

}
+iλ0

∞∑
l0=1

e
− l

2
0tba
4γ sin[l0ub − l2ua]

{
l0F1

[
− l1t1a

γ

]
+ l2

(
F1

[
− l1tba

γ

]
− F1

[
− l1t1a

γ

])}

+iλ0

∞∑
l0=1

e
− l

2
2tba
4γ sin[l2ub − l0ua]

{
l2F1

[
l1t1a
γ

]
+ l0

(
F1

[
l1tba
γ

]
− F1

[
l1t1a
γ

])}

= −2iλ0tba

∞∑
l0=1

l0e
− l

2
0tba
4γ sin [l0(ub − ua)] + iλ0(tb1 − t1a)e−

tba
4γ sin (ub + ua)

+2iλ0e
− tba

γ

{
F1

[
t1a
γ

]
sin [2ub]− F1

[
tb1
γ

]
sin [2ua]

}
+iλ0

∞∑
l0=1

M2(l0, l1, l2) +M2(−l2,−l1,−l0). (5.56)

En la primera igualdad se agruparon los términos M1(l0, l1, l2) y [M1(−l2,−l1,−l0)]∗b↔a, ade-
más, utilizando ln = l0 + n y la de�nición de F1 (4.43) en el término [M1(−l2,−l1,−l0)]∗b↔a,
se reescribieron los siguientes factores

F1

[
l1tb1
γ

]
e
− l

2
2tba
4γ = e

− l
2
0tba
4γ

{
F1

[
− l1tba

γ

]
− F1

[
− l1t1a

γ

]}
.

De igual forma, se agruparon los términos M1(−l2,−l1,−l0) y [M1(l0, l1, l2)]∗b↔a, y en el tér-
mino [M1(l0, l1, l2)]∗b↔a, se reescribieron los siguientes factores

F1

[
− l1tb1

γ

]
e
− l

2
0tba
4γ = e

− l
2
2tba
4γ

{
F1

[
l1tba
γ

]
− F1

[
l1t1a
γ

]}
.

Así introdujimos

M2(x, y, z) := e
−x

2tba
4γ sin[xub − zua]

{
−2F1

[
−yt1a

γ

]
+ zF1

[
−ytba

γ

]}
. (5.57)

5.3.2. Corrección a segundo orden

Primera contribución de la corrección a segundo orden

La corrección a segundo orden de los elementos de matriz del operador x̂(tr) está dada por
la ecuación (5.10), en este apartado calculamos la primera contribución A3, ecuación (5.14).
Procedemos en forma análoga a los casos anteriores, es decir, aplicaremos la derivada respecto
u1 a k(2), por lo que utilizaremos las expresiones de k(0) y k(2), ecuaciones (4.13) y (4.136),
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respectivamente. De esta forma, obtenemos

A3 =
iλ0

2π

∫ 2π

0
du1k

(0)(b; 1)
∂

∂u1
k(2)(1; a) =

iλ0

2π

∫ 2π

0
du1k

(0)(b; 1)

×

−t21a
∞∑
l0=1

l0e
− l

2
0t1a
4γ sin [l0(u1 − ua)]−

t21a
2
e
− t1a

4γ

[
2 sin (u1 + ua) +

1

2
sin(u1 − ua)

]

+2t1aF1

[
− t1a
γ

]
sin(2u1)− 2F2

[
t1a
γ

]
e
− t1a

γ sin(2u1) cos(2ua)

−1

2
e
− t1a

4γ F2

[
−2t1a

γ

]
[sin (u1 + 3ua) + 3 sin(3u1 + ua)]

−2γ

3

{
F1

[
−4t1a

γ

]
− F1

[
− t1a
γ

]}
sin(4u1)

+t1a

∞∑
l0=1

∂

∂u1
{E4(l0, l1, l2) + E4(−l2,−l1,−l0)}

+
1

2

∞∑
l0=1

∂

∂u1
{E2(l0, l1, l0) + E2(−l2,−l1,−l2)}

+

∞∑
l0=1

∂

∂u1
{E3(l0, l1, l2, l3, l4) + E3(−l4,−l3,−l2,−l1,−l0)}

 , (5.58)

donde las derivadas ∂
∂u1

E4, ∂
∂u1

E3 y ∂
∂u1

E2 son calculadas con las ecuaciones (4.135), (4.108),
y (4.68), respectivamente, luego

∂

∂u1
E4(x, y, z) = F1

[
−yt1a
γ

]
xe
−x

2t1a
4γ sin[xu1 − zua],

∂

∂u1
E3(x, y, z, v, w) =

γ

2
e
−x

2t1a
4γ

(x
v

)
sin[xu1 − wua]

(
F1

[
−yt1a
γ

]
− F1

[
−2zt1a
γ

])
,

∂

∂u1
E2(x, y, z) = −F2

[
−yt1a
γ

]
ze
−x

2t1a
4γ sin(zu1 − xua).
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Para efectuar la integral en u1 en la ecuación (5.58), nos apoyamos de I1 (C.2) y I2 (C.3), así
hallamos la primera contribución

A3

= −iλ0t
2
1a

∞∑
l0=1

l0e
− l

2
0tba
4γ sin [l0(ub − ua)]−

iλ0

2
t21ae

− tba
4γ

[
2 sin (ub + ua) +

1

2
sin(ub − ua)

]
+2iλ0e

− tba
γ

{
t1aF1

[
t1a
γ

]
sin(2ub)− F2

[
t1a
γ

]
sin(2ub) cos(2ua)

}
− iλ0

2
e
− tba

4γ F2

[
−2t1a

γ

] [
sin (ub + 3ua) + 3e

− 2tb1
γ sin(3ub + ua)

]
+
iλ0γ

2

{
e

3t1a
γ F1

[
t1a
γ

]
− F1

[
3t1a
γ

]}
e
− 4tba

γ sin(4ub)

+iλ0t1a

∞∑
l0=1

{M1(l0, l1, l2) +M1(−l2,−l1,−l0)}

+
iλ0

2

∞∑
l0=1

{M3(l0, l1, l0) +M3(−l2,−l1,−l2)}

+iλ0

∞∑
l0=1

{M4(l0, l1, l2, l3, l4) +M4(−l4,−l3,−l2,−l1,−l0)} , (5.59)

donde M1 está dada por (5.47) y también tenemos las siguientes de�niciones:

M3(x, y, z) := −F2

[
−yt1a
γ

]
xe
−x

2tba
4γ sin[xub − zua], (5.60)

M4(x, y, z, v, w) :=
γ

2
e
−x

2tba
4γ

(x
v

)
sin[xub − wua]

(
F1

[
−yt1a
γ

]
− F1

[
−2zt1a
γ

])
. (5.61)

Segunda contribución de la corrección a segundo orden

Evaluaremos la segunda contribución de la corrección a segundo orden, A4, ecuación (5.15).
Semejante a como procedimos en A2, pero ahora partiendo de la de�nición de A3, ecuación
(5.14), podemos deducir que

A4 = A∗3 |b↔a, (5.62)

para esto usamos el valor de
[
k(0)(b; a)

]∗
, ecuación (5.50), y la propiedad[

k(2)(b; a)
]∗

= k(2)(a; b). (5.63)
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Luego, combinando (5.59) y (5.62), A4 es

A4 = −iλ0t2b1
∞∑
l0=1

l0e
− l

2
0tba
4γ sin [l0(ub − ua)] +

iλ0
2
t2b1e

− tba4γ

[
2 sin (ub + ua)− 1

2
sin(ub − ua)

]
−2iλ0e

− tbaγ

{
tb1F1

[
tb1
γ

]
sin(2ua)− F2

[
tb1
γ

]
cos(2ub) sin(2ua)

}
+
iλ0
2
e−

tba
4γ F2

[
−2tb1

γ

] [
sin (3ub + ua) + 3e−

2t1a
γ sin(ub + 3ua)

]
− iλ0γ

2

{
e

3tb1
γ F1

[
tb1
γ

]
− F1

[
3tb1
γ

]}
e−

4tba
γ sin(4ua)

+iλ0tb1

∞∑
l0=1

{M1(l0, l1, l2) +M1(−l2,−l1,−l0)} |∗b↔a

− iλ0
2

∞∑
l0=1

{M3(l0, l1, l0) +M3(−l2,−l1,−l2)} |∗b↔a

−iλ0
∞∑
l0=1

{M4(l0, l1, l2, l3, l4) +M4(−l4,−l3,−l2,−l1,−l0)} |∗b↔a . (5.64)

En la anterior ecuación volvimos a usar que γ∗ = −γ así como la ecuación (5.53), y la siguiente
expresión para F2

F2

[
ctnm
γ

]∗
= F2

[
ctmn
γ

]
, (5.65)

la cual se deduce de la de�nición de F2, ecuación (4.66). Por consiguiente, introdujimos
M∗1 |b↔a de�nida en (5.55) y las siguientes funciones

[M3(x, y, z)] |∗b↔a= F2

[
−ytb1
γ

]
xe
−x

2tba
4γ sin(zub − xua), (5.66)

[M4(x, y, z, v, w)] |∗b↔a= −
γ

2
e
−x

2tba
4γ

(x
v

)
sin[wub − xua]

(
F1

[
−ytb1
γ

]
− F1

[
−2ztb1
γ

])
.

(5.67)

Tercera contribución de la corrección de segundo orden

Ahora evaluaremos la tercera contribución de la corrección a segundo orden, A5 de�nido

en la ecuación (5.16). Puesto que A5 es función de la derivada ∂k(1)(1;a)
∂u1

, se puede expresar
similar a A1, de la ecuación (5.35) a la ecuación (5.41):

A5 =
iλ0

2π

∫ 2π

0
du1k

(1)(b; 1)
∂k(1)(1; a)

∂u1

= A51 +A52 +A53 +A54 +A55, (5.68)

pero con
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A51 = −2iλ0t1a

∞∑
l0=1

l0

{
1

2π

∫ 2π

0

du1k
(1)(b; 1)e−

l20t1a
4γ sin l0 (u1 − ua)

}
, (5.69)

A52 = −iλ0t1a
{

1

2π

∫ 2π

0

du1k
(1)(b; 1)e−

t1a
4γ sin(u1 + ua)

}
, (5.70)

A53 =
iλ0
2π

∫ 2π

0

du1k
(1)(b; 1)

{
2F1

[
− t1a
γ

]
sin(2u1)

}
, (5.71)

A54 =
iλ0
2π

∫ 2π

0

du1k
(1)(b; 1)

{ ∞∑
l0=1

∂E1(l0, l1, l2)

∂u1

}
, (5.72)

A55 =
iλ0
2π

∫ 2π

0

du1k
(1)(b; 1)

{
∂E1(−l2,−l1,−l0)

∂u1

}
. (5.73)

El primer término A51, ecuación (5.69), lo calculamos por medio de I6, ecuación (C.29):

A51

= −2iλ0t1atb1

∞∑
l0=1

l0e
− l

2
0tba
4γ sin [l0(ub − ua)] + iλ0t1atb1e

− tba4γ sin(ub + ua)

−2iλ0t1aF1

[
tb1
γ

]
e−

tba
γ sin(2ua) + iλ0t1a

∞∑
l0=1

{M1(l0, l1, l2) +M1(−l2,−l1,−l0)} |∗b↔a, (5.74)

con la función M∗1 |b↔a de�nida en (5.55), además en el término [M1(−l2,−l1,−l0)] |∗b↔a se
hizo el cambio l0 → l2, debido a la condición n > 2 que aparece en el cuarto término de la
fórmula I6, ecuación (C.29).

En el segundo término A52, ecuación (5.70), llevamos a cabo la integral en u1 con I6 (C.29),
y para A53, ecuación (5.71), utilizamos I4 (C.16) con la de�nición de F1 (4.51), por tanto,
encontramos

A52 +A53

= −iλ0t1ae−
tba
4γ

{
tb1

[
sin(ub + ua)− 1

2
sin(ub − ua)

]
− 1

2
F1

[
−2tb1

γ

]
sin(3ub + ua)

}
+2iλ0tb1F1

[
t1a
γ

]
e−

tba
γ sin(2ub)− iλ0e−

4tba
γ F1

[
t1a
γ

](
F1

[
3tba
γ

]
− F1

[
3t1a
γ

])
sin(4ub).(5.75)

Asimismo, el cuarto término A54, ecuación (5.72), lo hallamos mediante ∂
∂u1

E1 (5.42) y la
integral I6 (C.29)

A54

=
iλ0
2π

∫ 2π

0

du1k
(1)(b; 1)

[
−γ

∞∑
l0=1

(
l0
l1

)[
e−

l20t1a
4γ − e−

l22t1a
4γ

]
sin (l0u1 − l2ua)

]

= iλ0tb1

∞∑
l0=1

M1(l0, l1, l2)− iλ0
2
tb1F1

[
−2t1a

γ

]
e−

tba
4γ sin(ub + 3ua)− iλ0

∞∑
l0=1

M5(l0, l1, l2, l3, l4)

+iλ0e
− 4tba

γ F1

[
tb1
γ

](
F1

[
3tba
γ

]
− F1

[
3tb1
γ

])
sin(4ua)− iλ0

∞∑
l0=1

M5(−l2,−l1,−l0, l1,−l2) (5.76)

donde M1 está de�nido en la ecuación (5.47), e introdujimos la función

M5(x, y, z, v, w) :=
z

2
e
−x

2tba
4γ F1

[
−ytb1
γ

]
F1

[
−vt1a
γ

]
e
− yt1a

γ sin[xub − wua]. (5.77)
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Aquí debemos tener en cuenta que en el término M5(l0, l1, l2, l3, l4) se llevó a cabo el cambio
l0 → l2, por la condición n > 2 que aparece en el cuarto término de la fórmula I6 (C.29).

Por último, el quinto término A55, ecuación (5.73), es calculado combinando ∂
∂u1

E1 (5.42)
y la integral I6 (C.29)

A55 =
iλ0

2π

∫ 2π

0
du1k

(1)(b; 1)

−γ ∞∑
l0=1

(
l2
l1

)[
e
− l

2
0t1a
4γ − e−

l22t1a
4γ

]
sin (l2u1 − l0ua)


= iλ0tb1

∞∑
l0=1

M1(−l2,−l1,−l0)− iλ0

∞∑
l0=1

M5(−l4,−l3,−l2,−l1,−l0)

−iλ0

∞∑
l0=1

M5(l0, l1, l2,−l1, l0), (5.78)

con M1 y M5 dados por las ecuaciones (5.47) y (5.77), respectivamente.
Por consiguiente, la tercera contribución A5, ecuación (5.68), es la suma de las ecuaciones

(5.74), (5.75), (5.76) y (5.78):

A5

= −2iλ0t1atb1

∞∑
l0=1

l0e
− l

2
0tba
4γ sin [l0(ub − ua)] +

iλ0

2
t1atb1e

− tba
4γ sin(ub − ua)

+2iλ0e
− tba

γ

{
tb1F1

[
t1a
γ

]
sin(2ub)− t1aF1

[
tb1
γ

]
sin(2ua)

}
− iλ0

2
e
− tba

4γ

{
tb1F1

[
−2t1a

γ

]
sin (ub + 3ua)− t1aF1

[
−2tb1

γ

]
sin(3ub + ua)

}
−iλ0e

− 4tba
γ

{
F1

[
t1a
γ

](
F1

[
3tba
γ

]
− F1

[
3t1a
γ

])
sin(4ub)

− F1

[
tb1
γ

](
F1

[
3tba
γ

]
− F1

[
3tb1
γ

])
sin(4ua)

}
+iλ0t1a

∞∑
l0=1

{M1(l0, l1, l2) +M1(−l2,−l1,−l0)} |∗b↔a

+iλ0tb1

∞∑
l0=1

{M1(l0, l1, l2) +M1(−l2,−l1,−l0)}

−iλ0

∞∑
l0=1

{M5(l0, l1, l2, l3, l4) +M5(−l4,−l3,−l2,−l1,−l0)}

−iλ0

∞∑
l0=1

{M5(l0, l1, l2,−l1, l0) +M5(−l2,−l1,−l0, l1,−l2)} (5.79)

Luego, la corrección a segundo orden de los elementos de matriz de x̂(tr), ecuación (5.10),
se obtiene de sumar sus tres contribuciones A3, A4 y A5, ecuaciones (5.59), (5.64) y (5.79),
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así obtenemos

〈pb , tb |x̂(t1)| pa , ta〉(2)

= −iλ0t2ba
∞∑
l0=1

l0e
− l

2
0tba
4γ sin [l0(ub − ua)] + iλ0e

− tba4γ tba(tb1 − t1a) sin (ub + ua)

− iλ0
4
e−

tba
4γ (tb1 − t1a)2 sin(ub − ua) + 2iλ0e

− tbaγ tba

{
F1

[
t1a
γ

]
sin(2ub)− F1

[
tb1
γ

]
sin(2ua)

}
+2iλ0e

− tbaγ

{
F2

[
tb1
γ

]
cos(2ub) sin(2ua)− F2

[
t1a
γ

]
sin(2ub) cos(2ua)

}
+
iλ0
2
e−

tba
4γ [T1 [tb1, t1a] sin (3ub + ua)− T1 [t1a, tb1] sin(ub + 3ua)]

+iλ0e
− 4tba

γ {T2 [t1a] sin(4ub)− T2 [tb1] sin(4ua)}

+iλ0tba

∞∑
l0=1

{M6(l0, l1, l2) +M6(−l2,−l1,−l0)} − iλ0
2

∞∑
l0=1

{M7(l0, l1, l2) +M7(−l2,−l1,−l0)}

+iλ0

∞∑
l0=1

{M4(l0, l1, l2, l3, l4) +M4(−l4,−l3,−l2,−l1,−l0)}

−iλ0
∞∑
l0=1

{M4(l0, l1, l2, l3, l4) +M4(−l4,−l3,−l2,−l1,−l0)} |∗b↔a

−iλ0
∞∑
l0=1

{M5(l0, l1, l2, l3, l4) +M5(−l4,−l3,−l2,−l1,−l0)} . (5.80)

Donde M4, M
∗
4 |b↔a y M5 están de�nidas en las ecuaciones (5.61), (5.67) y (5.77), además

simpli�camos los términos

iλ0tba

∞∑
l0=1

{M6(l0, l1, l2) +M6(−l2,−l1,−l0)}

= iλ0t1a

∞∑
l0=1

{M1(l0, l1, l2) +M1(−l2,−l1,−l0)}

+iλ0tb1

∞∑
l0=1

{M1(l0, l1, l2) +M1(−l2,−l1,−l0)} |∗b↔a

+iλ0tb1

∞∑
l0=1

{M1(l0, l1, l2) +M1(−l2,−l1,−l0)}

+iλ0t1a

∞∑
l0=1

{M1(l0, l1, l2) +M1(−l2,−l1,−l0)} |∗b↔a,
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y

− iλ0

2

∞∑
l0=1

{M7(l0, l1, l2) +M7(−l2,−l1,−l0)}

=
iλ0

2

∞∑
l0=1

{M3(l0, l1, l0) +M3(−l2,−l1,−l2)}

− iλ0

2

∞∑
l0=1

{M3(l0, l1, l0) +M3(−l2,−l1,−l2)} |∗b↔a

−iλ0

∞∑
l0=1

{M5(l0, l1, l2,−l1, l0) +M5(−l2,−l1,−l0, l1,−l2)} ,

siendo

M6(x, y, z) := e
−x

2tba
4γ sin[xub − zua]

{
−2F1

[
−yt1a
γ

]
+ zF1

[
−ytba
γ

]}
, (5.81)

y

M7(x, y, z)

:= e−
x2tba

4γ sin[x(ub − ua)]

{
x

(
F2

[
−yt1a
γ

]
+ F2

[
−ytb1
γ

])
+ zF1

[
−yt1a
γ

]
F1

[
−ytb1
γ

]}
.(5.82)

Asimismo, introdujimos las funciones

T1 [tx, ty] = F2

[
−2tx
γ

]
+ tyF1

[
−2tx
γ

]
− 3F2

[
−2ty
γ

]
e
− 2tx

γ , (5.83)

T2 [tx] =
(γ

2

)(
e

3tx
γ F1

[
tx
γ

]
− F1

[
3tx
γ

])
− F1

[
tx
γ

](
F1

[
3tba
γ

]
− F1

[
3tx
γ

])
. (5.84)

Con esto damos por �nalizado nuestro cálculo de los elementos de matriz de x̂(t1) en la
base de traslaciones �nitas hasta segundo orden. Recordemos que el orden cero está dado por
la ecuación (5.33), la primera corrección por la ecuación (5.56) y la segunda corrección por
la ecuación (5.80). En la siguiente sección calcularemos las correcciones a primer y segundo
orden de los elementos de matriz de x̂(ts)x̂(tr) en la base de traslaciones �nitas, ecuaciones
(5.25) y (5.26).

5.4. Primer y segundo orden de los elementos de matriz del
producto de dos operadores de posición

En esta sección calculamos de forma explícita las corrección a primer orden (5.25), y la co-
rrección a segundo orden (5.26), de los elementos de matriz de x̂(ts)x̂(tr). Semejante a lo que
hicimos a orden cero (5.34), consideramos el ordenamiento t2 > t1, es decir, s = 2 y r = 1.

5.4.1. Corrección a primer orden

Primera contribución de la corrección a primer orden

La corrección a primer orden del producto x̂(t2)x̂(t1) está formada por B1 y B2, ecuación
(5.25), en este apartado calculamos la primera contribución, B1, de�nida en la ecuación (5.28).
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Puesto que, la corrección a primer orden de x̂(t1) presenta período 2π en u′2 y ua, ecuación
(5.56), con ub = u′2, podemos integrar por partes con respecto du′2 empleando la primera
ecuación de (5.17):

B1

=

(
1

2π

)2 ∫ 2π

0

du2du
′
2k

(0)(b; 2)

[
−2πiλ0

∂δ(u′2 − u2)

∂u′2

]
〈2′ |x̂(t1)| a〉(1)

=

(
iλ0
2π

)∫ 2π

0

du2k
(0)(b; 2)

∂

∂u2
〈2 |x̂(t1)| a〉(1)

=

(
−λ20
2π

)∫ 2π

0

du2k
(0)(b; 2)

{
−2t2a

∞∑
l0=1

l20e
− l

2
0t2a
4γ cos [l0(u2 − ua)] + (t21 − t1a)e−

t2a
4γ cos(u2 + ua)

+4e−
t2a
γ F1

[
t1a
γ

]
cos(2u2) +

∞∑
l0=1

∂

∂u2
{M2(l0, l1, l2) +M2(−l2,−l1,−l0)}

}
, (5.85)

donde la derivada ∂
∂u2
〈2 |x̂(t1)| a〉(1) fue calculada de (5.56), y la derivada ∂

∂u2
M2 la hallamos

de (5.57):

∂M2(x, y, z)

∂u2
= xe

−x
2t2a
4γ cos[xu2 − zua]

{
−2F1

[
−yt1a
γ

]
+ zF1

[
−yt2a
γ

]}
. (5.86)

Si utilizamos las fórmulas I0 (C.1) y I3 (C.4) en la ecuación (5.85), la primera contribución
B1 es

B1 = 2λ2
0t2a

∞∑
l0=1

l20e
− l

2
0tba
4γ cos [l0(ub − ua)]− λ2

0(t21 − t1a)e−
tba
4γ cos(ub + ua)

−4λ2
0e
− tba

γ F1

[
t1a
γ

]
cos(2ub)− λ2

0

∞∑
l0=1

{N1(l0, l1, l2) +N1(−l2,−l1,−l0)} ,(5.87)

con

N1(x, y, z) := xe
−x

2tba
4γ cos[xub − zua]

{
−2F1

[
−yt1a
γ

]
+ zF1

[
−yt2a
γ

]}
. (5.88)

Segunda contribución de la corrección a primer orden

Ahora calculamos la segunda contribución de la corrección a primer orden, el término
B2, ecuación (5.29), que mediante condiciones de periodicidad de los factores involucrados se
puede escribir

B2 =

(
iλ0

2π

)∫ 2π

0
du2k

(1)(b; 2)
∂

∂u2
〈2 |x̂(t1)| a〉(0)

= 2λ2
0

∞∑
l0=1

l20

{
1

2π

∫ 2π

0
du2k

(1)(b; 2)e
− l

2
0t2a
4γ cos[l0(u2 − ua)]

}
,

donde la derivada ∂
∂u2
〈2 |x̂(t1)| a〉(0) fue calculada de (5.33).
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Luego, a través de la integral I7, ecuación (C.30), encontramos

B2 = 2λ2
0tb2

∞∑
l0=1

l20e
− l

2
0tba
4γ cos [l0(ub − ua)] + λ2

0tb2e
− tba

4γ cos(ub + ua)

−4λ2
0e
− t2a

γ F1

[
− tb2
γ

]
cos(2ua)− λ2

0

∞∑
l0=1

{N2(l0, l1, l2) +N2(−l2,−l1,−l0)} , (5.89)

donde de�nimos

N2(x, y, z) := ze
−x

2tba
4γ cos[xub − zua]

{
F1

[
−ytba
γ

]
+ F1

[
−yt2a
γ

]}
. (5.90)

Debemos notar que para obtener el término N2(l0, l1, l2) hicimos el cambio l0 → l2, esto como
consecuencia de la condición n > 2 en el cuarto término de I7 (C.30), además consideramos

e
− l

2
2tba
4γ = e

− l
2
0tba
4γ e

− l1tba
γ .

Así, la corrección a primer orden de los elementos de matriz de x̂(ts)x̂(tr), ecuación (5.25),
se obtiene de sumar B1 y B2, ecuaciones (5.87) y (5.89):

〈pb , tb |x̂(t2)x̂(t1)| pa , ta〉(1)

= 2λ2
0tba

∞∑
l0=1

l20e
− l

2
0tba
4γ cos [l0(ub − ua)] + λ2

0e
− tba

4γ (tba − 2t21) cos (ub + ua)

−4λ2
0e
− tba

γ

{
F1

[
t1a
γ

]
cos(2ub) + F1

[
tb2
γ

]
cos(2ua)

}
−λ2

0

∞∑
l0=1

{N3(l0, l1, l2) +N3(−l2,−l1,−l0)} . (5.91)

Aquí hemos reescrito el cuarto término mediante la de�nición de F1, ecuación (4.43), como
sigue

−4λ2
0e
− t2a

γ F1

[
− tb2
γ

]
cos(2ua) = −4λ2

0e
− tba

γ F1

[
tb2
γ

]
cos(2ua),

y simpli�camos

−λ2
0

∞∑
l0=1

N3(l0, l1, l2) = −λ2
0

∞∑
l0=1

{N1(l0, l1, l2) +N2(l0, l1, l2)} ,

−λ2
0

∞∑
l0=1

N3(−l2,−l1,−l0) = −λ2
0

∞∑
l0=1

{N1(−l2,−l1,−l0) +N2(−l2,−l1,−l0)} ,

siendo

N3(x, y, z)

:= e
−x

2tba
4γ cos[xub − zua]

{
−2

(
xF1

[
−yt1a
γ

]
+ zF1

[
−yt2a
γ

])
+ z2F1

[
−ytba
γ

]}
(5.92)

De esta forma, �nalizamos nuestro análisis de los elementos de matriz de x̂(t2)x̂(t1) a
primer orden, ecuación (5.91). En el cálculo se consideró el ordenamiento t2 > t1. Notemos
que para el caso t1 > t2, debemos considerar s = 1 y r = 2, en las ecuaciones (5.25) y (5.26),
lo que nos lleva a intercambiar t2 ←→ t1 en la ecuación (5.91).
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5.4.2. Corrección a segundo orden

Primera contribución de la corrección a segundo orden

En este apartado obtendremos B3, ecuación (5.30), que es la primera contribución a la correc-
ción a segundo orden, ecuación (5.26). De manera semejante a los anteriores casos, utilizamos
el hecho de que los factores involucrados presentan período 2π:

B3

=

(
iλ0
2π

)∫ 2π

0

du2k
(0)(b; 2)

∂

∂u2
〈2 |x̂(t1)| a〉(2)

=

(
−λ20
2π

)∫ 2π

0

du2k
(0)(b; 2)

{
−t22a

∞∑
l0=1

l20e
− l

2
0t2a
4γ cos [l0(u2 − ua)] + t2a(t21 − t1a)e−

t2a
4γ cos(u2 + ua)

−1

4
(t21 − t1a)2e−

t2a
4γ cos(u2 − ua) + 4t2ae

− t2aγ F1

[
t1a
γ

]
cos(2u2)

−4e−
t2a
γ

{
F2

[
t21
γ

]
sin(2u2) sin(2ua) + F2

[
t1a
γ

]
cos(2u2) cos(2ua)

}
+

1

2
e−

t2a
4γ [3T1 [t21, t1a] cos (3u2 + ua)− T1 [t1a, t21] cos(u2 + 3ua)]

+4e−
4t2a
γ T2 [t1a] cos(4u2) + t2a

∞∑
l0=1

∂

∂u2
{M6(l0, l1, l2) +M6(−l2,−l1,−l0)}

−1

2

∞∑
l0=1

∂

∂u2
{M7(l0, l1, l2) +M7(−l2,−l1,−l0)}

−
∞∑
l0=1

∂

∂u2
{M4(l0, l1, l2, l3.l4) +M4(−l4,−l3,−l2,−l1,−l0)} |∗2↔a

+

∞∑
l0=1

∂

∂u2
[M4 −M5] |(l0,l1,l2,l3,l4) +

∞∑
l0=1

∂

∂u2
[M4 −M5] |(−l4,−l3,−l2,−l1,−l0)

}
(5.93)

donde calculamos la derivada de la ecuación (5.80) para evaluar ∂
∂u2
〈2 |x̂(t1)| a〉(2), por lo que

debemos tener en cuenta la derivada de las ecuaciones (5.81), (5.82), (5.61), (5.67) y (5.77):

∂M6(x, y, z)

∂u2
= xe−

x2t2a
4γ cos[xu2 − zua]

{
−2F1

[
−yt1a
γ

]
+ zF1

[
−yt2a
γ

]}
, (5.94)

∂M7(x, y, z)

∂u2
= xe−

x2t2a
4γ cos[x(u2 − ua)]

{
x

(
F2

[
−yt1a
γ

]
+ F2

[
−yt21
γ

])
+ zF1

[
−yt1a
γ

]
F1

[
−yt21
γ

]}
,

(5.95)

∂M4(x, y, z, v, w)

∂u2
=
γ

2
e−

x2t2a
4γ

(
x2

v

)
cos[xu2 − wua]

(
F1

[
−yt1a
γ

]
− F1

[
−2zt1a
γ

])
, (5.96)

∂ [M4(x, y, z, v, w)] |∗2↔a
∂u2

= −γ
2
e−

x2t2a
4γ

(wx
v

)
cos[wu2 − xua]

(
F1

[
−yt21
γ

]
− F1

[
−2zt21
γ

])
, (5.97)

∂M5(x, y, z, v, w)

∂u2
=
zx

2
e−

x2t2a
4γ F1

[
−yt21
γ

]
F1

[
−vt1a
γ

]
e−

yt1a
γ cos[xu2 − wua]. (5.98)

Antes de evaluar la integral en u2 en (5.93), es conveniente reescribir los términos provenien-
tes de la ecuación (5.97). Primero, de la ecuación (5.97), vemos que el término ∂

∂u2
[M4(l0, l1, l2, l3, l4)] |∗2↔a
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corresponde a

∂ [M4(l0, l1, l2, l3, l4)] |∗2↔a
∂u2

= −γ
2
e
− l

2
0t2a
4γ

(
l4l0
l3

)
cos[l4u2 − l0ua]

(
F1

[
−l1t21

γ

]
− F1

[
−2l2t21

γ

])
, (5.99)

donde nos concentramos en los siguientes factores(
l4l0
l3

)
e
− l

2
0t2a
4γ

(
F1

[
−l1t21

γ

]
− F1

[
−2l2t21

γ

])
.

Si usamos el hecho de que l24
4γ = (l0+4)2

4γ =
l20
4γ + 2l2

γ , así como la de�nición de F1, ecuación
(4.43), la anterior expresión llega a ser(

l4l0
l3

)
e
− l

2
0t2a
4γ

(
F1

[
−l1t21

γ

]
− F1

[
−2l2t21

γ

])
=

(
l4l0
l3

)
e
− l

2
4t2a
4γ e

2l2t21
4γ e

2l2t1a
γ

[(
γ

l1

)(
e
−l1t21
γ − 1

)
−
(
γ

2l2

)(
e
−2l2t21

γ − 1

)]
= −

(
l4l0
l1

)
e
− l

2
4t2a
4γ e

2l2t1a
γ

(
F1

[
l3t21

γ

]
− F1

[
2l2t21

γ

])
,

aquí usamos 2l2 = l3 + l1. Así la ecuación (5.99) queda como

∂ [M4(l0, l1, l2, l3, l4)] |∗2↔a
∂u2

.

=
γ

2
e
− l

2
4t2a
4γ

(
l4l0
l1

)
cos[l4u2 − l0ua]e

2l2t1a
γ

(
F1

[
l3t21

γ

]
− F1

[
2l2t21

γ

])
. (5.100)

De igual forma para ∂
∂u2
{M4(−l4,−l3,−l2,−l1,−l0)} |∗2↔a obtenemos

∂

∂u2
{M4(−l4,−l3,−l2,−l1,−l0)} |∗2↔a

= −γ
2
e
− l

2
0t2a
4γ

(
l4l0
l3

)
cos[l0u2 − l4ua]e−

2l2t1a
γ

(
F1

[
− l1t21

γ

]
− F1

[
−2l2t21

γ

])
. (5.101)

Por lo tanto, si aplicamos I0 (C.1) y I3 (C.4) en (5.93) considerando (5.100) y (5.101),
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resulta que la primera contribución de la corrección a segundo orden es

B3

= λ2
0t

2
2a

∞∑
l0=1

l20e
− l

2
0tba
4γ cos [l0(ub − ua)]− λ2

0t2a(t21 − t1a)e−
tba
4γ cos(ub + ua)

+
λ2

0

4
(t21 − t1a)2e

− tba
4γ cos(ub − ua)− 4λ2

0t2ae
− tba

γ F1

[
t1a
γ

]
cos(2ub)

+4λ2
0e
− tba

γ

{
F2

[
t21

γ

]
sin(2ub) sin(2ua) + F2

[
t1a
γ

]
cos(2ub) cos(2ua)

}
−λ

2
0

2
e
− tba

4γ

[
3T1 [t21, t1a] e

− 2tb2
γ cos (3ub + ua)− T1 [t1a, t21] cos(ub + 3ua)

]
−4λ2

0e
− 4tba

γ T2 [t1a] cos(4ub)− λ2
0t2a

∞∑
l0=1

{N4(l0, l1, l2) +N4(−l2,−l1,−l0)}

+
λ2

0

2

∞∑
l0=1

{N5(l0, l1, l2) +N5(−l2,−l1,−l0)}

−λ
2
0

2

∞∑
l0=1

N6(l0, l1, l2, l3, l4) +N6(−l4,−l3,−l2,−l1,−l0), (5.102)

hemos de�nido en la anterior ecuación las siguientes funciones

N4(x, y, z) := xe
−x

2tba
4γ cos[xub − zua]

{
−2F1

[
−yt1a
γ

]
+ zF1

[
−yt2a
γ

]}
, (5.103)

N5(x, y, z)

:=xe−
x2tba

4γ cos[x(ub − ua)]

{
x

(
F2

[
−yt1a
γ

]
+ F2

[
−yt21
γ

])
+ zF1

[
−yt1a
γ

]
F1

[
−yt21
γ

]}
(5.104)

N6(x, y, z, v, w)

:= xe−
x2tba

4γ cos[xub − wua]

{
γ
(x
v

)(
F1

[
−yt1a
γ

]
− F1

[
−2zt1a
γ

])
+γ
(w
v

)
e−

2zt1a
γ

(
F1

[
−yt21
γ

]
− F1

[
−2zt21
γ

])
− zF1

[
−yt21
γ

]
F1

[
−vt1a
γ

]
e−

yt1a
γ

}
(5.105)

Segunda contribución de la corrección a segundo orden

Ahora calcularemos la segunda contribución de la corrección a segundo orden, B4, de�nida
en (5.31). Otra vez empleamos el carácter periódico de los factores que están en dicho término,
con lo que tenemos

B4 =

(
iλ0

2π

)∫ 2π

0
du2k

(1)(b; 2)
∂

∂u2
〈2 |x̂(t1)| a〉(1)

= B41 +B42 +B43 +B44 +B45, (5.106)

donde usamos el hecho de que la derivada ∂
∂u2
〈2 |x̂(t1)| a〉(1), de�nida en la ecuación (5.85) y

siendo el factor entre llaves, consiste de cinco términos. De esta forma, los términos de (5.106)
los hallamos reemplazando k(0) por k(1) en (5.85).
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Luego, para el primer término empleando I7, ecuación (C.30), encontramos

B41

=

(
−λ2

0

2π

)∫ 2π

0
du2k

(1)(b; 2)

−2t2a

∞∑
l0=1

l20e
− l

2
0t2a
4γ cos [l0(u2 − ua)]


= 2λ2

0tb2t2a

∞∑
l0=1

l20e
− l

2
0tba
4γ cos [l0(ub − ua)] + λ2

0tb2t2ae
− tba

4γ cos(ub + ua)

−4λ2
0t2ae

− tba
γ F1

[
tb2
γ

]
cos(2ua)− λ2

0t2a

∞∑
l0=1

{N7(l0, l1, l2) +N7(−l2,−l1,−l0)} ,(5.107)

con

N7(x, y, z) := z2

(
F1

[
−ytba

γ

]
− F1

[
−yt2a

γ

])
e
−x

2tba
4γ cos(xub − zua). (5.108)

Para el segundo término mediante I7 (C.30) hallamos

B42

=

(
−λ20
2π

)∫ 2π

0

du2k
(1)(b; 2)

{
(t21 − t1a)e−

t2a
4γ cos(u2 + ua)

}
=−λ20(t21 − t1a)e−

tba
4γ

{
tb2 cos(ub + ua) +

tb2
2

cos(ub − ua)− 1

2
F1

[
−2tb2

γ

]
cos(3ub + ua)

}
(5.109)

Asimismo, el tercer término a través de I5, ecuación (C.28), es

B43

=

(
−λ20
2π

)∫ 2π

0

du2k
(1)(b; 2)

{
4e−

t2a
γ F1

[
t1a
γ

]
cos(2u2)

}
=−4λ20F1

[
t1a
γ

]{
tb2e

− tbaγ cos(2ub)−
1

2
F1

[
− tb2
γ

]
e−

t2a
γ − 1

2
F1

[
−3tb2

γ

]
e−

tba
γ cos(4ub)

}
(5.110)

El cuarto término de (5.106) resulta de combinar la derivada deM2 (5.86) evaluada en (l0, l1, l2)
y la fórmula I7 (C.30)

B44

=

(
−λ2

0

2π

)∫ 2π

0
du2k

(1)(b; 2)

{
l0e
− l

2
0t2a
4γ cos[l0u2 − l2ua]

{
−2F1

[
−l1t1a
γ

]
+ l2F1

[
−l1t2a
γ

]}}
= −λ

2
0

2
tb2

(
−2F1

[
−2t1a
γ

]
+ 3F1

[
−2t2a
γ

])
e
− tba

4γ cos(3ub + ua)

+λ2
0

(
−2F1

[
−3t1a
γ

]
+ 4F1

[
−3t2a
γ

])
F1

[
− tb2
γ

]
e
− t2a

γ cos(4ua)

−λ2
0tb2

∞∑
l0=1

N8(l0, l1, l2) +
λ2

0

2

∞∑
l0=1

{N9(l0, l1, l2, l3, l4) +N9(l2,−l1, l0, l1, l2)} , (5.111)

donde introdujimos

N8(x, y, z) := x

(
−2F1

[
−yt1a

γ

]
+ zF1

[
−yt2a

γ

])
e
−x

2tba
4γ cos(xub − zua), (5.112)
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N9(x, y, z, v, w)

:= z

(
F1

[
−ytba

γ

]
− F1

[
−yt2a

γ

])(
−2F1

[
−vt1a

γ

]
+ wF1

[
−vt2a

γ

])
e−

x2tba
4γ cos(xub − wua)(5.113)

Por último, el quinto término proviene de combinar la derivada de M2 (5.86) evaluada en
(−l2,−l1,−l0) y la fórmula I7 (C.30)

B45

=

(
−λ2

0

2π

)∫ 2π

0
du2k

(1)(b; 2)

{
l2e
− l

2
2t2a
4γ cos[l2u2 − l0ua]

{
2F1

[
l1t1a
γ

]
+ l0F1

[
l1t2a
γ

]}}
= +

λ2
0

2

∞∑
l0=1

{N9(−l4,−l3,−l2,−l1,−l0) +N9(−l0, l1,−l2,−l1,−l0)}

−λ2
0tb2

∞∑
l0=1

N8(−l2,−l1,−l0), (5.114)

con N8 y N9 de�nidos en las ecuaciones (5.112) y (5.113).
La segunda contribución de la corrección a segundo orden B4, de acuerdo con la ecuación

(5.106), lo obtenemos de sumar (5.107), (5.109), (5.110), (5.111) y (5.114), por lo tanto,
obtenemos

B4

= 2λ20tb2t2a

∞∑
l0=1

l20e
− l

2
0tba
4γ cos [l0(ub − ua)] + 2λ20tb2t1ae

− tba4γ cos(ub + ua)

−λ
2
0

2
tb2(t21 − t1a)e−

tba
4γ cos(ub − ua) + 2λ20F1

[
t1a
γ

]
F1

[
− tb2
γ

]
e−

t2a
γ

−4λ20e
− tbaγ

{
tb2F1

[
t1a
γ

]
cos(2ub) + t2aF1

[
tb2
γ

]
cos(2ua)

}
+
λ20
2
e−

tba
4γ cos(3ub + ua)

{
(t21 − t1a)F1

[
−2tb2

γ

]
− tb2

(
−2F1

[
−2t1a
γ

]
+ 3F1

[
−2t2a
γ

])}
+2λ20e

− tbaγ

{
F1

[
t1a
γ

]
F1

[
−3tb2

γ

]
cos(4ub) +

(
−F1

[
−3t1a
γ

]
+ 2F1

[
−3t2a
γ

])
F1

[
tb2
γ

]
cos(4ua)

}
−λ20t2a

∞∑
l0=1

{N7(l0, l1, l2) +N7(−l2,−l1,−l0)} − λ20tb2
∞∑
l0=1

{N8(l0, l1, l2) +N8(−l2,−l1,−l0)}

+
λ20
2

∞∑
l0=1

{N9(l0, l1, l2, l3, l4) +N9(−l4,−l3,−l2,−l1,−l0)}

+
λ20
2

∞∑
l0=1

{N9(l2,−l1, l0, l1, l2) +N9(−l0, l1,−l2,−l1,−l0)} , (5.115)

con N7, N8 y N9 de�nidos en (5.108), (5.112) y (5.113), respectivamente.

Tercera contribución de la corrección a segundo orden

Por último, toca el turno de la tercera contribución de la corrección a segundo orden, el
término B5 dado en (5.32). Para esto reescribiremos este término combinando (5.8) y (5.11),
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y luego sustituyendo en (5.32)

B5 =

(
1

2π

)4 ∫ 2π

0
du2du

′
2du1du

′
1k

(2)(b; 2)x̂22′k
(0)(2′; 1)x̂11′k

(0)(1′; a).

Si implementamos las propiedades de conjugación compleja de k(0) y k(2), ecuaciones (5.50) y
(5.63), la anterior ecuación se puede expresar como

B5 =

{(
1

2π

)4 ∫ 2π

0
du2du

′
2du1du

′
1k

(0)(b; 2)x̂22′k
(0)(2′; 1)x̂11′k

(2)(1′; a)

}∗
b↔a;2↔1

=

{(
1

2π

)2 ∫ 2π

0
du2du

′
2k

(0)(b; 2)x̂22′A3(s′; a)

}∗
b↔a;2↔1

,

donde se sustituyo la de�nición de A3, ecuación (5.14).
Primero nos enfocamos en la integral entre llaves. Por consiguiente, utilizando el hecho de

que el integrando presenta periodo 2π, así como la forma explícita de A3 (5.59), esta integral
llega a ser

iλ0

2π

∫ 2π

0
du2k

(0)(b; 2)
∂

∂u2
A3(2; a)

=
iλ0

2π

∫ 2π

0
du2k

(0)(b; 2)

−iλ0t
2
1a

∞∑
l0=1

l20e
− l

2
0t2a
4γ cos [l0(u2 − ua)]

− iλ0

2
t21ae

− t2a
4γ

[
2 cos (u2 + ua) +

1

2
cos(u2 − ua)

]
+4iλ0e

− t2a
γ

{
t1aF1

[
t1a
γ

]
cos(2u2)− F2

[
t1a
γ

]
cos(2u2) cos(2ua)

}
− iλ0

2
e
− t2a

4γ F2

[
−2t1a

γ

] [
cos (u2 + 3ua) + 9e

− 2t21
γ cos(3u2 + ua)

]
+2iλ0γ

{
e

3t1a
γ F1

[
t1a
γ

]
− F1

[
3t1a
γ

]}
e
− 4t2a

γ cos(4u2)

+iλ0t1a

∞∑
l0=1

∂

∂u2
{M1(l0, l1, l2) +M1(−l2,−l1,−l0)}

+
iλ0

2

∞∑
l0=1

∂

∂u2
{M3(l0, l1, l0) +M3(−l2,−l1,−l2)}

+iλ0

∞∑
l0=1

∂

∂u2
{M4(l0, l1, l2, l3, l4) +M4(−l4,−l3,−l2,−l1,−l0)}

 , (5.116)

donde ∂
∂u2

M4(x, y, z, v, w) está de�nida en la ecuación (5.96), las derivadas de M1 y M3 las
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encontramos mediante (5.47) y (5.60) respectivamente:

∂

∂u2
M1(x, y, z) = x2F1

[
−yt1a

γ

]
e
−x

2t2a
4γ cos [xu2 − zua] , (5.117)

∂

∂u2
M3(x, y, z) = −x2F2

[
−yt1a

γ

]
e
−x

2t2a
4γ cos [xu2 − zua] . (5.118)

Ahora, por medio de I0 (C.1) y I3 (C.4) e introduciendo las siguientes funciones

Ñ1(x, y, z) := x2F1

[
−yt1a

γ

]
e
−x

2tba
4γ cos [xub − zua] , (5.119)

Ñ2(x, y, z) := −x2F2

[
−yt1a

γ

]
e
−x

2tba
4γ cos [xub − zua] , (5.120)

Ñ3(x, y, z, v, w) :=
γ

2
e
−x

2tba
4γ

(
x2

v

)
cos[xub − wua]

(
F1

[
−yt1a
γ

]
− F1

[
−2zt1a
γ

])
, (5.121)

la ecuación (5.116) es

iλ0

2π

∫ 2π

0
du2k

(0)(b; 2)
∂

∂u2
A3(2; a)

= −λ2
0

−t21a
∞∑
l0=1

l20e
− l

2
0tba
4γ cos [l0(ub − ua)]

− t
2
1a

2
e
− tba

4γ

[
2 cos (ub + ua) +

1

2
cos(ub − ua)

]
+4e

− tba
γ

{
t1aF1

[
t1a
γ

]
cos(2ub)− F2

[
t1a
γ

]
cos(2ub) cos(2ua)

}
−1

2
e
− tba

4γ F2

[
−2t1a

γ

] [
cos (ub + 3ua) + 9e

− 2tb1
γ cos(3ub + ua)

]
+2iλ0γ

{
e

3t1a
γ F1

[
t1a
γ

]
− F1

[
3t1a
γ

]}
e
− 4tba

γ cos(4ub)

+iλ0t1a

∞∑
l0=1

{
Ñ1(l0, l1, l2) + Ñ1(−l2,−l1,−l0)

}
+
iλ0

2

∞∑
l0=1

{
Ñ2(l0, l1, l0) + Ñ2(−l2,−l1,−l2)

}

+iλ0

∞∑
l0=1

{
Ñ3(l0, l1, l2, l3, l4) + Ñ3(−l4,−l3,−l2,−l1,−l0)

} . (5.122)

Así, si calculamos el complejo conjugado de la ecuación (5.122) y cambiamos los índices
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b↔ a y 2↔ 1 de la variable u y del tiempo t, la tercera contribución B5 será

B5

= λ2
0t

2
b2

∞∑
l0=1

l20e
− l

2
0tba
4γ cos [l0(ub − ua)] +

λ2
0

2
t2b2e

− tba
4γ

[
2 cos (ub + ua) +

1

2
cos(ub − ua)

]
−4λ2

0e
− tba

γ

{
tb2F1

[
tb2
γ

]
cos(2ua)− F2

[
tb2
γ

]
cos(2ub) cos(2ua)

}
+
λ2

0

2
e
− tba

4γ F2

[
−2tb2

γ

] [
cos (3ub + ua) + 9e

− 2t2a
γ cos(ub + 3ua)

]
−2λ2

0γ

{
e

3tb2
γ F1

[
tb2
γ

]
− F1

[
3tb2
γ

]}
e
− 4tba

γ cos(4ua)

−λ2
0tb2

∞∑
l0=1

{N10(l0, l1, l2) +N10(−l2,−l1,−l0)}

−λ
2
0

2

∞∑
l0=1

{N11(l0, l1, l0) +N11(−l2,−l1,−l2)}

−λ
2
0γ

2

∞∑
l0=1

{N12(l0, l1, l2, l3, l4) +N12(−l4,−l3,−l2,−l1,−l0)} , (5.123)

donde se ha considerado

N10(x, y, z) := F1

[
−ytb2
γ

]
x2e
−x

2tba
4γ cos[zub − xua], (5.124)

N11(x, y, z) := −F2

[
−ytb2
γ

]
x2e
−x

2tba
4γ cos(zub − xua), (5.125)

N12(x, y, z, v, w) := e
−x

2tba
4γ

(
w2

v

)
cos[xub − wua]e−

2zt2a
γ

(
F1

[
−ytb2
γ

]
− F1

[
−2ztb2
γ

])
.

(5.126)

Para de�nirN12(x, y, z, v, w) se trabajaron los términos provenientes de Ñ3(x, y, z, v, w)∗b↔a;2↔1.
En especí�co, el término

Ñ3(l0, l1, l2, l3, l4)∗b↔a;2↔1 =
γ

2
e
− l

2
0tba
4γ

(
l20
l3

)
cos[l4ub − l0ua]

(
F1

[
−l1tb2
γ

]
− F1

[
−2l2tb2
γ

])
,

(5.127)
es reescrito considerando los factores

e
− l

2
0tba
4γ

(
l20
l3

)(
F1

[
−l1tb2
γ

]
− F1

[
−2l2tb2
γ

])
.

Así, empleando la igualdad l24
4γ =

l20
4γ + 2l2

γ y la de�nición de F1, ecuación (4.43), estos factores
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resultan

e
− l

2
0tba
4γ

(
l20
l3

)(
F1

[
−l1tb2
γ

]
− F1

[
−2l2tb2
γ

])
= e

− l
2
4tba
4γ e

2l2tb2
γ e

2l2t2a
γ

(
l20
l3

)[(
γ

l1

)(
e
− l1tb2

γ − 1

)
−
(
γ

2l2

)(
e
− 2l2tb2

γ − 1

)]
= −e−

l24tba
4γ e

2l2t2a
γ

(
l20
l1

)(
F1

[
l3tb2
γ

]
− F1

[
2l2tb2
γ

])
, (5.128)

donde fue utilizado 2l2 = l3 + l1.
Luego, si combinamos las ecuaciones (5.127) y (5.128) obtenemos

Ñ3(l0, l1, l2, l3, l4)∗b↔a;2↔1 =
γ

2
N12(−l4,−l3,−l2,−l1,−l0),

con N12 dada por la ecuación (5.126). De forma similar, hallamos

Ñ3(−l4,−l3,−l2,−l1,−l0)∗b↔a;2↔1 =
γ

2
N12(l0, l1, l2, l3, l4).

De esta forma, �nalizamos nuestro análisis del segundo orden de los elementos de matriz
de x̂(ts)x̂(tr), que está dada por la suma: B3 + B4 + B5, la suma de las ecuaciones (5.102),
(5.115) y (5.123). Recordemos que hemos considerado t2 > t1. Por lo que, para obtener el caso
t1 > t2, como en el caso de la corrección a primer orden (5.91), intercambiamos t2 ←→ t1.

En la siguiente sección calcularemos la función de un punto y de dos puntos del OAP
utilizando los resultados obtenidos para los elementos de transición del operador de posición
y del producto de dos operadores de posición.

5.5. Función de un punto y función de dos puntos del oscilador
armónico polimérico en el régimen de rotor

En esta sección calcularemos a segundo orden la función de un punto y la función de dos
puntos del OAP mediante las ecuaciones (2.56) y (2.57), respectivamente. Estas fórmulas para
el caso del OAP tienen la siguiente forma

〈0| x̂(−iτ1) |0〉 = ĺım
τb →∞
τa → −∞

λ0

2π~
∫ π~
λ0

−π~
λ0

dpb 〈pb ,−iτb |x̂(−iτ1)| pa ,−iτa〉 |pb=pa

λ0

2π~
∫ π~
λ0

−π~
λ0

dpb 〈pb ,−iτb | pa ,−iτa〉 |pb=pa
, (5.129)

〈0| x̂(−iτ2)x̂(−iτ1) |0〉 = ĺım
τb →∞
τa → −∞

λ0

2π~
∫ π~
λ0

−π~
λ0

dpb 〈pb ,−iτb |x̂(−iτ2)x̂(−iτ1)| pa ,−iτa〉 |pb=pa

λ0

2π~
∫ π~
λ0

−π~
λ0

dpb 〈pb ,−iτb | pa ,−iτa〉 |pb=pa
. (5.130)

Estas ecuaciones implican la traza de los elementos de x̂(−iτ1), y de x̂(−iτ2)x̂(−iτ1), así
como la traza de la amplitud de transición. Además debemos evaluar una rotación de Wick
τ = it y los límites τb → ∞ y τa → −∞, pues así relacionamos la traza de los elementos
de matriz con el valor expectación en el estado de vacío del OAP. Una forma de mostrar las
ecuaciones (5.129) y (5.130) es introducir la relación de cerradura de los estados propios del
operador hamiltoniano en el lado derecho de las ecuaciones y evaluar la rotación Wick así
como los límites τb →∞ y τa → −∞ [48].
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Por otro lado, el desarrollo perturbativo de los elementos de matriz de x̂(tr) y del producto
x̂(ts)x̂(tr), ecuaciones (5.7) y (5.23), del mismo modo que la serie perturbativa de la amplitud
de transición (4.15), nos permiten plantear a la función de un punto y la función de dos
puntos, ecuaciones (5.129) y (5.130), como series perturbativas. Estas series, como hemos
visto, dependen del propagador del rotor (4.13) y el potencial W = ωgα(1 + cos(2u)). En las
siguientes subsecciones ahondaremos en esto.

5.5.1. Función de un punto

Calcularemos la función de un punto a segundo orden. Consideremos la traza del desarrollo
perturbativo de los elementos de matriz de x̂(tr), ecuación (5.7), para esto igualamos los
estados inicial y �nal e integramos respecto a alguno de los puntos frontera:

λ0

2π~

∫ π~
λ0

−π~
λ0

dpb 〈pb ,−iτb |x̂(−iτ1)| pa ,−iτa〉 |pb=pa=

∞∑
m=0

βmJ (m), (5.131)

donde los J (m) son evaluados en la variable u = λ0p
~ + π

2 , y tienen la forma

J (m) =
1

2π

∫ 2π

0
dub 〈b |x̂(−iτ1)| a〉(m) |ub=ua . (5.132)

De la misma manera encontramos la traza del desarrollo perturbativo de la amplitud de
transición, ecuación (4.15):

λ0

2π~

∫ π~
λ0

−π~
λ0

dpb 〈pb ,−iτb | pa ,−iτa〉 |pb=pa=
∞∑
m=0

βmK(m), (5.133)

con

K(m) =
1

2π

∫ 2π

0
dubk

(m)(ub,−iτb;ua,−iτa) |ub=ua . (5.134)

De esta forma, si sustituimos los desarrollos perturbativos (5.131) y (5.133), en la función
de un punto (5.129), hallamos

〈0| x̂(−iτ1) |0〉 = ĺım
τb →∞
τa → −∞

∑∞
m=0 β

mH(m)∑∞
m=0 β

mK(m)
. (5.135)

Ahora, de las ecuaciones (5.33), (5.56) y (5.80), observamos que sus trazas J (0), J (1) y
J (2) son cero, esto es debido a que todos los términos involucrados son proporcionales a
sin(c1ub + c2ua) con c1 y c2 constantes arbitrarias:

1

2π

∫ 2π

0
dub sin(c1ub + c2ua) |ub=ua=

1

2π

∫ 2π

0
dub sin(cub) = 0, siendo c cualquier constante.

Este resultado está de acuerdo con nuestro análisis hamiltoniano de la subsección 3.4.1.
Podemos generalizar el hecho de que la función de un punto es nula a todo orden. Para

esto tenemos que apoyarnos en el análisis hamiltoniano y de simetría de paridad realizados
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en la secciones 3.1.2 y 3.3, respectivamente. Inserte dos relaciones de cerradura de lo vectores
propios del hamiltoniano del OAP, ecuación (3.23), en la ecuación (5.131)

λ0

2π~

∫ π~
λ0

−π~
λ0

dpb 〈pb ,−iτb |x̂(−iτ1)| pa ,−iτa〉 |pb=pa

=
∞∑

n,m=0

e−i(tb−t1)Ene−i(t1−ta)Em 〈n |x̂|m〉

{
λ0

2π

∫ π
λ0

− π
λ0

ψn(pb)ψ
∗
m(pb)dpb

}

=
∞∑
m=0

e−i(tb−ta)Em 〈m |x̂|m〉

= 0.

Aquí en la segunda igualdad usamos la propiedad de ortonormalidad de los vectores propios
exactos del hamiltoniano del OAP [54]. La última igualdad resulta de que los estados propios
| m〉 tienen paridad de�nida, ecuación (3.99), y del operador x̂ tiene paridad impar, ecuación
(3.97), por consiguiente, todos valores de expectación 〈m |x̂|m〉 son nulos [43]. De esta forma,
la función de un punto llega a ser cero incluso sin tomar el límite

D(t1) = ĺım
τb →∞
τa → −∞

∫
dpb 〈pb ,−iτb |x̂(t1)| pa ,−iτa〉 |pb=pa∫

dpb 〈pb ,−iτb|pa ,−iτa〉 |pb=pa
= 0. (5.136)

Debemos enfatizar que en la representación polimérica no se había calculado la función
de un punto dentro del esquema de la integral de trayectoria, por lo que se ignoraba si el
formalismo hamiltoniano y de integral de trayectoria serían equivalentes. En particular, hemos
visto explícitamente que hasta segundo orden la función de un punto por medio de la integral
de trayectoria es nula, por lo que a ese orden coincide con el caso hamiltoniano. Sin embargo,
hemos dado un argumento de porque la función de un punto calculada mediante la integral de
trayectoria será nula a todo orden como es el resultado previsto por el esquema hamitoniano,
ecuación (3.109).

5.5.2. Función de dos puntos a segundo orden

Para la función de dos puntos emplearemos el desarrollo perturbativo de los elementos de
matriz de x̂(−iτ2)x̂(−iτ1), ecuación (5.23), teniendo en cuenta el ordenamiento temporal s = 2
y r = 1. De esta forma, la traza es

λ0

2π~

∫ π~
λ0

−π~
λ0

dpb 〈pb ,−iτb |x̂(−iτ2)x̂(−iτ1)| pa ,−iτa〉 |pb=pa=
∞∑
m=0

βmG(m), (5.137)

siendo los G(m) evaluados en la variable u = λ0p
~ + π

2 y de�nidos por

G(m) =
1

2π

∫ 2π

0
dub 〈b |x̂(−iτ2)x̂(−iτ1)| a〉(m) |ub=ua . (5.138)

Si sustituimos los desarrollo perturbativos que tienen en cuenta la traza, ecuaciones (5.137) y
(5.133), la función de dos putos, ecuación (5.130), llega a ser

〈0| x̂(−iτ2)x̂(−iτ1) |0〉 = ĺım
τb →∞
τa → −∞

∑∞
m=0 β

mG(m)∑∞
m=0 β

mK(m)
. (5.139)
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De este modo, la traza de la amplitud de transición hasta segundo orden K(0) + βK(1) +
β2K(2), será calculada mediante las ecuaciones (4.13), (4.56) y (4.136). También hasta segundo
orden, la traza de los elementos de matriz de x̂(−iτ2)x̂(−iτ1) involucra las ecuaciones (5.34),
(5.91), y la suma de (5.102), (5.115) y (5.123). Luego, los términos diferentes de cero resultan
ser

K(0) = 1 + 2

∞∑
l0=1

e
− l

2
0τba
4γ′ , K(1) = −iτbaK(0), (5.140)

K(2) = −τ
2
ba

2
K(0) − τ2ba

4
e
− τba

4γ′ − 1

2
F2

[
−τba
γ′

]
− 1

2
e
− τba

γ′ F2

[
τba
γ′

]
+

1

2

∞∑
l0=1

{C1(l0, l1) + C1(−l2,−l1)} ,

(5.141)

y

G(0) = 2λ20

∞∑
l0=1

l20e
− l

2
0τba
4γ′ , G(1) = −iτbaG(0), (5.142)

G(2) = −τ
2
ba

2
G(0) − λ20

4
[2τ21 − τba]2e

− τba
4γ′ − 2λ20e

− τba
γ′ F2

[
τba
γ′

]
−2λ20γ

′
(
F1

[
−τ21
γ′

]
− e−

τba
γ′ F1

[
τ21
γ′

])
+
λ20
2

∞∑
l0=1

{C2(l0, l1, l2) + C2(−l2,−l1,−l0)} .(5.143)

Se simpli�caron los siguientes términos en G(2)

2λ2
0e
− tba

γ

(
F2

[
tb2
γ

]
+ F2

[
t21

γ

]
+ F2

[
t1a
γ

])
+ 2λ2

0F1

[
t1a
γ

]
F1

[
− tb2
γ

]
e
− t2a

γ

= 2λ2
0e
− tba

γ

{
F2

[
tb2
γ

]
+ F2

[
t21

γ

]
+ F2

[
t1a
γ

]
+ γ

(
e
tba
γ F1

[
− t21

γ

]
− F1

[
− tba
γ

]
+F1

[
tb2
γ

]
+ F1

[
t1a
γ

])}
= 2λ2

0e
− tba
γ′ F2

[
tba
γ

]
+ 2λ2

0γ

(
F1

[
− t21

γ

]
− e−

tba
γ′ F1

[
t21

γ

])
,

donde se utilizó la de�nición de F1, ecuación (4.51), y después la de�nición de F2, ecuación
(4.66). Del mismo modo, en G(2), también se reescribió

l0e
− l

2
2tba
4γ

(
F1

[
l1tba
γ

]
− F1

[
l1t2a
γ

])(
−2F1

[
− l1t1a

γ

]
+ l2F1

[
− l1t2a

γ

])
= l0e

− l
2
0tba
4γ F1

[
− l1tb2

γ

](
−2F1

[
− l1t1a

γ

]
+ l2F1

[
− l1t2a

γ

])
,

y

l2e
− l

2
0tba
4γ

(
F1

[
− l1tba

γ

]
− F1

[
− l1t2a

γ

])(
2F1

[
l1t1a
γ

]
+ l0F1

[
l1t2a
γ

])
= l2e

− l
2
2tba
4γ F1

[
l1tb2
γ

](
2F1

[
l1t1a
γ

]
+ l0F1

[
l1t2a
γ

])
,
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se usó l22
4γ = (l0+2)2

4γ =
l20
4γ + l1

γ , y la de�nición de F1, ecuación (4.51). Estos términos forman
parte de la de�nición de C2(x, y, z), que se muestra adelante, ecuación (5.147).

Además, en las expresiones, de las ecuación (5.140) a la ecuación (5.143), se ha considerado
la rotación de Wick, por lo que se ha de�niendo γ′ := iγ, y se han introducido las siguientes
funciones

F1

[
c′τnm

]
= − 1

c′

(
ec
′τnm − 1

)
= iF1 [ctnm] , con c′ = c(γ′), (5.144)

F2

[
c′τnm

]
= − 1

c′
(
τnm + F1

[
c′τnm

])
= −F2 [ctnm] , con c′ = c(γ′). (5.145)

También se introdujo

C1(x, y) = −e−
x2τba
4γ′ F2

[
−yτba

γ′

]
, (5.146)

y

C2(x, y, z)

= −e−
x2τba
4γ′

{
x2

(
F2

[
−yτ1a

γ′

]
+ F2

[
−yτ21

γ′

]
+ F2

[
−yτb2

γ′

])
+xzF1

[
−yτ1a

γ′

]
F1

[
−yτ21

γ′

]
+ xF1

[
−yτb2

γ′

](
zF1

[
−yτ2a

γ′

]
− 2F1

[
−yτ1a

γ′

])}
(5.147)

Ahora, en el análisis hamiltoniano que hicimos en la subsección 3.4.2 de la función de dos
puntos del OAP en el régimen de rotor, observamos que la primera contribución diferente de
cero es proporcional β2. Esto nos dice que la función de dos puntos de�nida en la ecuación
(5.139), al menos, debe ser desarrollada a esa potencia de beta. Así, si desarrollamos hasta
segundo orden el numerador y el denominador de la ecuación (5.139), después factorizamos
K(0) en el denominador y utilizamos el desarrollo en potencias de (1+x)−1 hasta β2, hallamos:

D(−iτ2,−iτ1)

= ĺım
τb →∞
τa → −∞

G(0) + βG(1) + β2G(2)

K(0)

(
1 + β

K(1)

K(0)
+ β2K

(2)

K(0)

)−1

= ĺım
τb →∞
τa → −∞

G(0)

K(0)
+ β

[
G(1)

K(0)
− G(0)K(1)

(K(0))
2

]
+ β2

G(2)

K(0)
− G(1)K(1)

(K(0))
2 +

G(0)

K(0)


(
K(1)

)2
(K(0))

2 − K(2)

K(0)


(5.148)

Notemos que los términos en los denominadores están bien de�nido en los límites τb(τa)→
∞(−∞), pues ĺımτb(τa)→∞(−∞)K

(0) = 1. Por otra parte, si consideramos los siguientes límites

ĺım
τb →∞
τa → −∞

e
− l

2
0τba
4γ′ = 0, ĺım

τb →∞
τa → −∞

τbae
− l

2
0τba
4γ′ = 0, ĺım

τb →∞
τa → −∞

τ2
bae
− l

2
0τba
4γ′ = 0, (5.149)

y las expresiones de las trazas, de la ecuación (5.140) a la ecuación (5.143), obtenemos los
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límites de los siguientes términos en (5.148):

ĺım
τb →∞
τa → −∞

G(0)

K(0)
=

2λ2
0

∑∞
l0=1 l

2
0e
− l

2
0τba
4γ′

1 + 2
∑∞

l0=1 e
−
l20τba
4γ′

= 0,

ĺım
τb →∞
τa → −∞

G(1)

K(0)
=
−2iλ2

0τba
∑∞

l0=1 l
2
0e
− l

2
0τba
4γ′

1 + 2
∑∞

l0=1 e
−
l20τba
4γ′

= 0,

ĺım
τb →∞
τa → −∞

G(0)K(1)(
K(0)

)2 =

[
2λ2

0

∑∞
l0=1 l

2
0e
− l

2
0τba
4γ′

]
(−iτba)

[
1 + 2

∑∞
l0=1 e

− l
2
0τba
4γ′

]
[

1 + 2
∑∞

l0=1 e
−
l20τba
4γ′

]2 = 0,

ĺım
τb →∞
τa → −∞

G(1)K(1)(
K(0)

)2 =

−τ2
ba

[
2λ2

0

∑∞
l0=1 l

2
0e
− l

2
0τba
4γ′

][
1 + 2

∑∞
l0=1 e

− l
2
0τba
4γ′

]
[

1 + 2
∑∞

l0=1 e
−
l20τba
4γ′

]2 = 0,

ĺım
τb →∞
τa → −∞

G(0)
(
K(1)

)2
K(0)

(
K(0)

)2 =

−τ2
ba

[
2λ2

0

∑∞
l0=1 l

2
0e
− l

2
0τba
4γ′

][
1 + 2

∑∞
l0=1 e

− l
2
0τba
4γ′

]2

[
1 + 2

∑∞
l0=1 e

−
l20τba
4γ′

]3 = 0,

ĺım
τb →∞
τa → −∞

G(0)K(2)(
K(0)

)2 =

[
2λ2

0

∑∞
l0=1 l

2
0e
− l

2
0τba
4γ′

]
[

1 + 2
∑∞

l0=1 e
−
l20τba
4γ′

]2

{
−
τ2
ba

2
K(0) −

τ2
ba

4
e
− τba

4γ′

−1

2
F2

[
−τba
γ′

]
− 1

2
e
− τba

γ′ F2

[
τba
γ′

]
+

1

2

∞∑
l0=1

{C1(l0, l1) + C1(−l2,−l1)}


= 0.

Por tanto, la función de dos puntos hasta segundo orden, ecuación (5.148), nos queda

D(−iτ2,−iτ1) = ĺım
τb →∞
τa → −∞

β2G(2). (5.150)

Antes de evaluar el límite de la anterior ecuación, necesitamos reescribir la expresión de
G(2), ecuación (5.143). Podemos simpli�car los siguientes términos de (5.143), si utilizamos
las expresiones de F1 y F2, ecuaciones (5.144) y (5.145), respectivamente. Así, tenemos

−2λ2
0e
− τba

γ′ F2

[
τba
γ′

]
−2λ2

0γ
′F1

[
−τ21

γ′

]
= 2λ2

0γ
′e
− τba

γ′ (τba+γ′)+

(
λ2

0α
2

2β2

)
e−

2ωg
~ (τ2−τ1), (5.151)
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donde hemos sustituido γ′ = ~
2ωg y (γ′)2 = − α2

4β2 en el segundo término del lado derecho de
la ecuación. Además, podemos trabajar con C2(l0, l1, l2) de�nido en (5.147), si empleamos la
de�nición de F2 (5.145), hallamos

C2(l0, l1, l2)

= −e−
l20τba
4γ′

{
l20

(
F2

[
− l1τ1a

γ′

]
+ F2

[
− l1τ21

γ′

]
+ F2

[
− l1τb2

γ′

])
+l0l2F1

[
− l1τ1a

γ′

]
F1

[
− l1τ21

γ′

]
+ l0F1

[
− l1τb2

γ′

](
l2F1

[
− l1τ2a

γ′

]
− 2F1

[
− l1τ1a

γ′

])}
= −γ′ l

2
0

l1
e
− l

2
0τba
4γ′

(
τba + F1

[
− l1τ1a

γ′

]
+ F1

[
− l1τ21

γ′

]
+ F1

[
− l1τb2

γ′

])
−l0l2e

− l
2
0τba
4γ′ F1

[
− l1τ1a

γ′

]
F1

[
− l1τ21

γ′

]
−l2l0e

− l
2
0τba
4γ′ F1

[
− l1τb2

γ′

]
F1

[
− l1τ2a

γ′

]
+ 2l0e

− l
2
0τba
4γ′ F1

[
− l1τb2

γ′

]
F1

[
− l1τ1a

γ′

]
. (5.152)

De forma similar, podemos expresar C2(−l2,−l1,−l0) mediante (5.145), pero además conside-

ramos e−
l22τba
4γ′ = e

− l
2
0τba
4γ′ e

− l1τba
γ′ , y que F1 cumple la propiedad F1 [c′τnm] = ec

′τnmF1 [−c′τnm],
así

C2(−l2,−l1,−l0)

= −e−
l22τba
4γ′

{
l22

(
F2

[
l1τ1a

γ′

]
+ F2

[
l1τ21

γ′

]
+ F2

[
l1τb2
γ′

])
+l2l0F1

[
l1τ1a

γ′

]
F1

[
l1τ21

γ′

]
+ l2F1

[
l1τb2
γ′

](
l0F1

[
l1τ2a

γ′

]
+ 2F1

[
l1τ1a

γ′

])}
= γ′

l22
l1
e
− l

2
0τba
4γ′

(
τbae

− l1τba
γ′ + e

− l1τb1
γ′ F1

[
− l1τ1a

γ′

]
+ e
− l1τba

γ′ F1

[
l1τ21

γ′

]
+ e
− l1τ2a

γ′ F1

[
− l1τb2

γ′

])
−l2l0e

− l
2
0τba
4γ′ e

− l1τb1
γ′ F1

[
− l1τ1a

γ′

]
F1

[
l1τ21

γ′

]
−l0l2e

− l
2
0τba
4γ′ F1

[
− l1τb2

γ′

]
F1

[
− l1τ2a

γ′

]
− 2l2e

− l
2
0τba
4γ′ e

− l1τ21
γ′ F1

[
− l1τb2

γ′

]
F1

[
− l1τ1a

γ′

]
.(5.153)

Por consiguiente, la función de dos puntos (5.150) toma la siguiente forma

D(τ2, τ1) = ĺım
τb →∞
τa → −∞

β2

[
R+

(
λ2

0α
2

2β2

)
e−

2ωg
~ (τ2−τ1)

]
,

donde hemos tenido en cuenta (5.151) y de�nimos

R = −
τ2
ba

2
G(0) − λ2

0

4
[2τ21 − τba]2e

− τba
4γ′ + 2λ2

0γ
′e
− τba

γ′ F1

[
τ21

γ′

]
+ 2λ2

0γ
′e
− τba

γ′ (τba + γ′)

+
λ2

0

2

∞∑
l0=1

{C2(l0, l1, l2) + C2(−l2,−l1,−l0)} ,

con C2(l0, l1, l2) y C2(−l2,−l1,−l0) dados por la ecuaciones (5.152) y (5.153) respectivamente.
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Por otro lado, además de los límites (5.149), podemos obtener los siguientes límites para
la función F1 a partir de su de�nición (5.144)

ĺım
τb→∞

F1

[
−c′τbd

]
= − 1

c′
, ĺım

τa→−∞
F1

[
−c′τda

]
= − 1

c′
. (5.154)

De esta forma, mediante las ecuaciones (5.149) y (5.154) vemos que ĺımτb(τa)→∞(−∞)R = 0,
por tanto la función de dos puntos a segundo orden es

D(τ2, τ1) =

(
λ2

0α
2

2

)
e−

2ωg
~ (τ2−τ1), (5.155)

la cual es la expresión que obtuvimos a través de teoría de la perturbaciones en el enfoque
hamiltoniano ecuación (3.139).

Nuestro análisis de la función de dos puntos dentro del formalismo de la integral de trayec-
toria polimérica, notoriamente coincide con la función de dos puntos obtenida en el capítulo
tres, ecuación (3.139), mediante el esquema hamiltoniano. Debemos señalar que éste es el pri-
mer cálculo explícito hecho en ambos enfoques en el contexto de la representación polimérica,
por lo que este estudio podría ser útil para estudiar la equivalencia entre los dos formalismos.
Por otro lado, en ambos análisis el punto clave es implementar la teoría de perturbaciones
basados en la teoría del rotor, el cual se resuelve de manera natural en el espacio de Hilbert
polimérico en espacio de momentos. Esto nos hace pensar que la aproximación de rotor podría
ser de utilidad en otros problemas donde la cuantización polimérica sea empleada.

5.6. Propagador del campo escalar polimérico a altas energías:
Integral de trayectoria

En esta sección calculamos el propagador del campo escalar a muy altas energías, o régimen
de rotor, como lo hicimos en la sección 3.5. De acuerdo al análisis hecho en el Apéndice A.2,
la función de Wightman de frecuencias positivas se puede calcular mediante las funciones de
un punto y de dos punto de los modos qk, a través de la ecuación (2.27), pero ahora con estas
funciones de�nidas mediante las ecuaciones (2.56) y (2.57), respectivamente.

Así, si relacionamos qk con el operador de posición x̂k, tendremos las siguientes relaciones

Dk(t) = D(t1 = t) |~=1,mOAS=1,ωOAS=ωk=
√

k2+µ2
, (5.156)

Dk(t, t′) = D(t2 = t, t1 = t′) |~=1,mOAS=1,ωOAS=ωk=
√

k2+µ2
, (5.157)

donde D(t1) y D(t2, t1) representan la función de un punto y dos puntos del OAP, dadas por
las ecuaciones (5.135) y (5.139) respectivamente, mOAS y ωOAS denotan la masa y frecuencia
del oscilador armónico y µ la masa del campo escalar.

De esta forma, la función de Wightman de frecuencias positivas del campo escalar en
términos de osciladores armónicos poliméricos la hallamos a partir de las ecuaciones (2.27),
(5.156) y (5.157), donde las ecuaciones (5.156) y (5.157) son calculadas mediante (5.136) y
(5.155), respectivamente. Así, la función de Wightman es〈

Ω | φ̂(t,x)φ̂(t′,x′) | Ω
〉

=
1

V

∑
k ∈ L

e−ik·(x−x
′)Dk(t, t′),
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con

Dk(t, t′) =
λ2

0α
2
k

2
e−

i
~ (2ωkgk)(t−t′), (5.158)

donde se consideró ts = t y tr = t′, es decir, t > t′.
Con esto �nalizamos nuestro análisis del propagador del campo escalar polimérico mediante

la integral de trayectoria. Como hemos visto el formalismo hamiltoniano y la integral de
trayectoria proporcionan la misma expresión para el propagador del campo polimérico en el
régimen de rotor. Nos gustaría remarcar que, por primera vez, podemos contrastar el resultado
de [15], pues no se había calculado el propagador del campo mediante otro método, distinto
al hamiltoniano, en este caso se usó la integral de trayectoria polimérica. Además, ésta es la
primera vez que se calcula un valor de expectación, y no únicamente la amplitud de transición,
como es común en la integral de trayectoria polimérica.



Capítulo 6

Conclusiones y perspectivas

6.1. Discusión y conclusiones

Los dos hitos de la física del siglo XX, la relatividad general (RG) y la teoría cuántica de
campos (TCC), son aún teorías incompletas, pues ambas presentan singularidades en sus
predicciones físicas que originan interrogantes conceptuales y técnicas. Notablemente, la raíz
de esta problemática podría estar relacionada con la hipótesis de un espacio-tiempo continuo.
De esta forma, en algunas propuestas de gravedad cuántica se propone que el carácter continuo
del espacio-tiempo no sea fundamental, en su lugar se hace referencia una estructura discreta
del espacio-tiempo en el régimen cuántico, con la que se podría dar una descripción satisfactoria
de dichas singularidades.

Con la idea de estudiar el probable comportamiento de los campos cuánticos a altas energías
teniendo en cuenta una posible estructura cuántica del espacio-tiempo, Hossain et al [15], así
como Chung y Morales [18], estudiaron el propagador de un campo escalar y de un campo
de Dirac, respectivamente. Para esto utilizaron un camino intuitivo que consiste en emplear
un desarrollo en modos de Fourier del campo, el cual cumple con condiciones de frontera
periódicas. Además, se introducen las variables adecuadas para aplicar la teoría polimérica en
los grados de libertad mecánicos que el campo presenta en cada punto. En el caso del campo
escalar, resulta que el campo está formado por una torre de osciladores poliméricos (péndulos
cuánticos), así el propagador presenta dos comportamientos asintóticos: el régimen de rotor y
el régimen de oscilador. De éste último se puede recuperar el propagador estándar del campo
escalar. De esta forma, propusimos estudiar el propagador del campo escalar a altas energías
(régimen de rotor) mediante el esquema hamiltoniano y la integral de trayectoria polimérica,
en ambos tuvimos que implementar teoría de perturbaciones.

En el capítulo 2 presentamos algunos aspectos de la teoría cuántica estándar de un campo
escalar real. El motivo fue introducir los elementos que nos permiten de�nir el modelo de un
campo escalar polimérico y notar las diferencias entre la teoría canónica y el modelo polimérico.

La dinámica del OAP en el espacio de momentos fue estudiada en el capítulo 3. La dinámica
corresponde a un péndulo cuántico, por lo que aprovechamos que el hamiltoniano consiste en
un rotor y en un potencial trigonométrico. Para valores de la frecuencia del oscilador que
involucren energías mayores que la energía ~2

mλ20
la teoría de perturbaciones puede ser aplicada

sin problema. De esta forma, hicimos un análisis detallado de la teoría de perturbaciones en
la descripción hamiltoniana del OAP complementando los trabajos previos [15, 19, 52, 56].
Así, obtuvimos las energías propias y funciones propias del OAP hasta segundo y primer

124
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orden, respectivamente, vea el cuadro 3.1. Éstos son comúnmente expresados mediante los
valores característicos de la ecuación de Mathieu y las funciones Mathieu, respectivamente,
[15, 53]. Incorporar la teoría de perturbaciones al análisis del OAP, nos permitió plantear
sistemáticamente la función de dos puntos del OAP (ecuaciones (3.111), (3.113), (3.114) y
(3.120)) a cualquier orden, y por consiguiente el propagador del campo, ecuación (3.142).

Este análisis mediante teoría de perturbaciones es uno de nuestros resultados. Nuestro pro-
pósito ha sido desarrollar un tratamiento sistemático para el análisis del propagador polimérico
de un campo escalar, que sea independiente de las propiedades asociadas con la ecuación de
Mathieu. Esto es deseable al menos por dos razones. En primer lugar, la forma de proceder en
[15] no permite tener una interpretación física de las correcciones a orden arbitrario. Segun-
do, para incorporar posteriormente interacciones. Nuestro estudio muestra hasta el momento
que la teoría de perturbaciones nos ha permitido responder la primera cuestión y nos posi-
bilitará responder la segunda, ya que nos esclareció un carácter perturbativo del propagador
a altas energías y conjeturamos que su implementación nos permitirá estudiar el caso con
interacciones en ese régimen de energía.

En el capítulo 4, con base al procedimiento ideado por Feynman en la formulación de
la integral de trayectoria [27, 30, 32], hicimos una propuesta para la amplitud de transición
del OAP, como un desarrollo perturbativo en el régimen de rotor, ecuación (4.15). Los tér-
minos de esta serie sólo dependen del propagador del rotor, ecuación (4.13), y del potencial
ωgα(1 + cos(2u)), por lo que pueden ser calculados a cualquier orden. De forma explícita,
calculamos las contribuciones hasta segundo orden de la amplitud de transición del OAP:
k(0), k(1) y k(2), ecuaciones (4.13), (4.56) y (4.136). Cabe señalar que en nuestro trabajo no
cambiamos las variables de�nidas en la integral de trayectoria, ecuación (4.8), que son varia-
bles discretas y acotadas, por variables continuas y no acotadas, este cambio es comúnmente
hecho en la literatura donde también se estudia la integral de trayectoria del OAP [31, 32, 33].
Asimismo, subrayamos que en este trabajo hemos calculado explícitamente hasta segundo or-
den la amplitud del OAP en el régimen de rotor, lo cual contribuye al análisis hecho en [32],
donde la amplitud fue expresada formalmente en términos de la acción. De esta forma, todos
los resultados de este capítulo son nuevos.

En el capítulo cinco con base en la serie perturbativa de la amplitud de transición (4.15),
planteamos la función de un punto y de dos puntos del OAP como desarrollos perturbati-
vos, ecuaciones (5.135) y (5.139), respectivamente. Estos desarrollos involucran las trazas de
los elementos de matriz de x̂(−iτ1), y de x̂(−iτ2)x̂(−iτ1), así como la traza de la amplitud
de transición, ecuaciones (5.132) (5.138) y (5.134), respectivamente. Por lo que, además del
cálculo explícito de la amplitud de transición del OAP, se requirió de la forma especí�ca de los
elementos de matriz de x̂(−iτ1) y x̂(−iτ2)x̂(−iτ1), los cuales fueron calculados hasta segundo
orden: ecuaciones (5.33), (5.56), (5.80), (5.34), (5.91), (5.102), (5.115) y (5.123). Estos son
parte de nuestro resultados. Asimismo, mediante los modos qk calculamos el propagador del
campo escalar polimérico mediante la integral de trayectoria, ecuación (5.158). Así, resultados
previos obtenidos mediante el formalismo hamiltoniano [15], fueron recuperados por medio de
la integral de trayectoria, siendo la primera vez que se contrastan ambos tipos de análisis en
este contexto. De esta forma, nuestro estudio del propagador del campo escalar hecho explíci-
tamente en ambos formalismos podría ser útil para establecer la equivalencia entre ellos en la
representación polimérica.

Por otra parte, enfatizamos las diferencias de nuestro trabajo con lo hecho en [31]. Como
ya mencionamos los modos mecánicos del campo en los que se realiza la integral de trayectoria
polimérica son distintos. Además, en el trabajo [31] sólo se formula la amplitud de transición
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del campo escalar en términos de la acción de manera formal, mientras que en nuestro tra-
bajo formulamos y calculamos de forma explícita el propagador del campo, acentuamos que
esto implicó calcular un valor de expectación, es decir, elementos de matriz y amplitud de
transición, en la representación de integral de trayectoria polimérica, hasta donde tenemos
conocimiento nuestra propuesta es el primer cálculo de esta índole.

6.2. Perspectivas

Nos enfocamos en el régimen de altas energías debido a que en este sector la teoría perturbativa
es naturalmente implementada. Sin embargo, queda la pregunta si es posible aproximar siste-
máticamente el régimen de oscilador (de bajas energías) en los formalismos hamiltoniano y de
integral de trayectoria, esto es, si podemos utilizar métodos de aproximación, como la teoría
de perturbaciones, de tal forma que podamos generalizar este proceso a otros modelos. Como
ya hemos mencionado el interés de hacer esto es contar con un proceso que no dependa de las
propiedades de la ecuación de Mathieu, y así podamos estudiar el caso de un campo escalar
con una interacción del tipo λφ4, por ejemplo. La relevancia de poder estudiar esta interacción
es porque podríamos analizar aspectos relacionados con las divergencias ultravioletas, como la
renormalización, dentro del esquema de la representación polimérica. Estas cuestiones pueden
ser parte de estudios futuros.

Un punto pendiente es el análisis del régimen de rotor mediante el esquema de renorma-
lización propuesto por [26], y como este análisis sería compatible con el límite continuo de la
teoría polimérica. También, sería interesante analizar la implementación de este esquema de
renormalización [26], en el formalismo de integral trayectoria.

Asimismo, otra perspectiva interesante que se deriva de nuestro trabajo, es investigar si
con nuestra propuesta basada en la teoría de perturbaciones podemos establecer qué sucede
con la invarianza de Lorentz en el modelo de un campo escalar polimérico. Como ya indicamos,
la ruptura a la simetría de Lorentz que presenta la expresión del propagador polimérico [15],
puede ser aparente, pues como es discutido en [58], esto puede ser causado por el truncamiento
de la serie (3.113), por lo que debe ser considerada con más meticulosidad.

Por último, sería interesante estudiar el campo de Dirac desde la perspectiva de la integral
de trayectoria polimérica, esto podría ayudar a seguir desarrollando el modelo propuesto en
[18].



Apéndice A

Función de Wightman del campo
escalar en modos de Fourier

En este apéndice expresamos la función de Wightman de frecuencias positivas del campo
escalar como una serie de las funciones de un punto y de dos puntos de los modos de Fourier
qk. Esto lo realizaremos para en el formalismo hamiltoniano y en la integral de trayectoria,
ecuación (2.27). La función de un punto y de dos puntos del modo qk, en el formalismo
hamiltoniano, están de�nidas por las ecuaciones (2.28) y (2.29), respectivamente. Mientras
que en la integral de trayectoria estas funciones están dadas por las ecuaciones (2.56) y (2.57),
respectivamente.

A.1. Formalismo hamiltoniano

En esta sección deducimos la fórmula (2.27), con Dk(t) y Dk(t, t′) dadas por las ecuaciones
(2.28) y (2.29), respectivamente. En primer lugar consideremos la condición de realidad para
φk, la primera expresión de ecuación (2.14), si combinamos esta ecuación con la relación entre
φk y qk, la primera ecuación de (2.21), obtenemos

φ−k :=
qk − iq−k√

2
, con k ∈ L+,

⇒ φk :=
q−k − iqk√

2
, con k ∈ L−, (A.1)

donde se hizo el cambio
k, con k ∈ L+ → −k, con k ∈ L−,

mediante la de�nición de L−, ecuación (2.19). De esta forma, la serie de Fourier del campo,
la primera ecuación de (2.13), se puede reescribir de la siguiente forma

φ(t,x) =
1√
V

∑
k∈L+

φk(t)eix·k +
∑
k∈L−

φk(t)eix·k + φ0

 .

=
1√
2V

∑
k∈L+

(qk(t) + iq−k(t)) eix·k +
∑
k∈L−

(q−k(t)− iqk(t)) eix·k +
√

2q0

 (A.2)
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aquí hemos usado la primera y última ecuación de (2.21) y la ecuación (A.1), también hemos
omitido el acento circun�ejo de los operadores φ̂(t,x) y q̂k(t), para simpli�car las expresiones.

Por consiguiente, el producto de dos campos expresados en modos qk, teniendo en cuenta
t > t′ y la ecuación (A.2), resulta ser:

φ(t,x)φ(t′,x′) =
1

V

∑
k,k′∈L

Γkk′qk(t)qk′(t
′), (A.3)

con

Γ00 = 1, Γk0 =

{ √
2 cos(x · k), k ∈ L+,√
2 sin(x · k), k ∈ L−, Γ0k′ =

{ √
2 cos(x′ · k′), k′ ∈ L+,√
2 sin(x′ · k′), k′ ∈ L−, (A.4)

Γkk′ =

{
sin (x · k + x′ · k′)− sin (x · k− x′ · k′) , k ∈ L+, k′ ∈ L−,
sin (x · k + x′ · k′) + sin (x · k− x′ · k′) , k ∈ L−, k′ ∈ L+,

(A.5)

Γkk′ =

{
cos (x · k + x′ · k′) + cos (x · k− x′ · k′) , k, k′ ∈ L+,
− cos (x · k + x′ · k′) + cos (x · k− x′ · k′) , k, k′ ∈ L−. (A.6)

Para obtener la ecuación (A.3) se hicieron los siguientes cambios en los índices, de acuerdo
con (2.19):

−k, con k ∈ L+ → k, con k ∈ L−,
−k′, con k′ ∈ L+ → k′, con k′ ∈ L−.

De igual forma se cambiaron los índices −k, con k ∈ L− y −k', con k′ ∈ L−.
Ahora, para calcular el valor de expectación en el vacío del producto de los campos (A.3),

consideraremos la de�nición que hemos hecho del vacío del campo: | Ω〉 =
⊗

k∈L | 0k〉.
Además, es conveniente notar que la sumas en k y k′ en la ecuación (A.3) pueden separarse
en dos partes: una suma que contiene los términos con k = k′, y otra suma que contiene los
términos con k 6= k′. De esta forma, el valor de expectación en vacío de (A.3) es

〈Ω|φ(x, t)φ(x′, t′)|Ω〉 =
1

V

∑
k ∈ L
k = k′

ΓkkDk(t, t′)
∏
j ∈ L
j 6= k

〈0k | 0k〉

+
1

V

∑
k,k′ ∈ L
k 6= k′

Γkk′Dk(t)Dk′(t
′)

∏
j ∈ L

j 6= k,k′

〈0k | 0k〉,

=
1

V


∑

k,k′ ∈ L
k 6= k′

Γkk′Dk(t)Dk′(t
′) +

∑
k ∈ L
k = k′

ΓkkDk(t, t′)

 , (A.7)

donde supusimos que los estados bases | 0k〉 están normalizados, también de�nimos la función
de un punto y de dos puntos de qk:

Dk(t) := 〈0k | qk(t) | 0k〉,
Dk(t, t′) := 〈0k | qk(t)qk(t′) | 0k〉,
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y reescribimos los coe�cientes Γkk′ correspondientes a la ecuación (A.6), como sigue

Γkk =

{
cos [(x + x′) · k] cos [(x− x′) · k] , k = k′ ∈ L+,
− cos [(x + x′) · k] + cos [(x− x′) · k] , k = k′ ∈ L−, (A.8)

Γkk′ =

{
cos (x · k + x′ · k′) + cos (x · k− x′ · k′) , k 6= k′ ∈ L+,
− cos (x · k + x′ · k′) + cos (x · k− x′ · k′) , k 6= k′ ∈ L−. (A.9)

Aún podemos trabajar la ecuación (A.7). De la de�nición del hamiltoniano, ecuación (2.22),
y de la expresión ω2

k = k2 + µ2, vemos que la dependencia implícita del hamiltoniano en el
vector de onda k es cuadrática. Además, puesto que qk(t) está de�nido en el esquema de
Heisenberg, entonces se cumplen las siguientes identidades:

Dk(t) = D−k(t), Dk(t, t′) = D−k(t, t′). (A.10)

Para implementar estas propiedades en (A.7), debemos cambiar los índices de suma k y k′

de�nidos en L−:

k, con k ∈ L− → −k, con k ∈ L+, (A.11)

k′, con k′ ∈ L− → −k′, con k′ ∈ L+. (A.12)

Por tanto, si desarrollamos las sumas en (A.7) teniendo en cuenta que L = L+ ∪ L− ∪ {k =
0}, luego empleamos los cambios (A.11) y (A.12), y implementamos las propiedades (A.10),
entonces hallamos la expresión para la función de dos puntos del campo escalar en términos de
los modos qk, ecuación (2.27), con Dk(t) y Dk(t, t′) dadas por las ecuaciones (2.28) y (2.29),
respectivamente.

A.2. Formalismo de integral de trayectoria

En esta sección demostraremos como la fórmula de la traza para el campo, ecuación (2.55),
implica la ecuación (2.27), con Dk(t) y Dk(t, t′) dadas por las ecuaciones (2.56) y (2.57),
respectivamente. Partimos de los elementos de matriz del producto de dos campos entre dos
vectores propios del operador de momento: 〈πb, tb | φ(x, t)φ(x′, t′) | πa, ta〉, donde los índices b
y a denotan estado �nal e inicial, respectivamente. Consideremos el producto de los campos
expresado en los modos qk, ecuación (A.3), donde los coe�cientes Γkk están dados por las
ecuaciones (A.4), (A.5), (A.8) y (A.9). Asimismo, proponemos que los vectores propios del
momento canónico se expresan como un producto tensorial de los vectores propios de modos
pk: | π, t〉 =

⊗
k∈L | pk, t〉. Por tanto, los elementos de matriz de φ2 llegan a ser

〈πb, tb | φ(x, t)φ(x′, t′) | πa, ta〉 =
1

V

∑
k ∈ L
k = k′

Γkk

(
qk(t)qk(t′)

)
ba

∏
j ∈ L
j 6= k

kj(b; a)

+
1

V

∑
k,k′ ∈ L
k 6= k′

Γkk′ (qk(t))ba
(
qk′(t

′)
)
ba

∏
j ∈ L

j 6= k,k′

kj(b; a),

donde introdujimos la notación(
qk(t)qk(t′)

)
ba

= 〈pbk, tb
∣∣qk(t)qk(t′)

∣∣ pak, ta〉,
(qk(t))ba

(
qk′(t

′)
)
ba

= 〈pbk, tb|qk(t)|pak, ta〉〈pbk′ , tb|qk′(t′)|pak′ , ta〉,
kj(b; a) = 〈pbj, tb | paj, ta〉.
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De esta forma, proponemos que la traza de los elementos de matriz de φ2 corresponde a
tomar la traza en cada modo qk en la base | pk〉, como se muestra∫

dπb〈πb, tb|φ(x, t)φ(x′, t′)|πa, ta〉πb=πa

=
1

V

∑
k ∈ L
k = k′

Γkk

∫
dpbk

(
qk(t)qk(t′)

)
ba
|pbk=pak

∏
j ∈ L
j 6= k

Zj

+
1

V

∑
k,k′ ∈ L
k 6= k′

Γkk′

∫
dpbk dpbk′ (qk(t))ba |pbk=pak

(
qk′(t

′)
)
ba
|pbk′=pak′

∏
j ∈ L

j 6= k,k′

Zj,(A.13)

con

Zj =

∫
dpbj kj(b; a)pbj=paj . (A.14)

Análogamente, es conveniente expresar la amplitud de transición del campo de la siguiente
forma ∫

dπb〈πb, tb|πa, ta〉πb=πa =

 Zk
∏

j ∈ L
j 6= k

Zj,

ZkZk′
∏

j ∈ L
j 6= k,k′

Zj,
(A.15)

donde empleamos (A.14).
Así, si dividimos la ecuación (A.13) por (A.15), tal que el primer término de (A.13) lo

dividimos por la primera ecuación de (A.15), y el segundo término de (A.13) por la segunda
ecuación de (A.15), obtenemos∫

dπb〈πb, tb|φ(x, t)φ(x′, t′)|πa, ta〉πb=πa∫
dπb〈πb, tb|πa, ta〉πb=πa

=
1

V

∑
k ∈ L
k = k′

Γkk

∫
dpbk (qk(t)qk(t′))ba |pbk=pak

Zk

+
1

V

∑
k,k′ ∈ L
k 6= k′

Γkk′

∫
dpbkdpbk′ (qk(t))ba |pbk=pak (qk′(t

′))ba |pbk′=pak′
ZkZk′

,

donde fueron simpli�cados los factores
∏

j ∈ L
j 6= k

Zj y
∏

j ∈ L
j 6= k,k′

Zj en el primer y segundo

término, respectivamente. Si llevamos a cabo una rotación de Wick τ = it y tomamos los
límites τb(τa)→∞(−∞), la expresión anterior se puede escribir en términos de las funciones
de uno y de dos puntos del modo qk

ĺım
τb →∞
τa → −∞

∫
dπb〈πb,−iτb|φ(x,−iτ)φ(x′,−iτ ′)|πa,−iτa〉πb=πa∫

dπb〈πb,−iτb|πa,−iτa〉πb=πa

=
1

V


∑
k ∈ L
k = k′

ΓkkDk(−iτ,−iτ ′) +
∑

k,k′ ∈ L
k 6= k′

Γkk′Dk(−iτ)Dk′(−iτ ′)

 , (A.16)
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donde

Dk(−iτ) = ĺım
τb →∞
τa → −∞

∫
dpbk 〈pbk ,−iτb |qk(−iτ)| pak ,−iτa〉 |pbk=pak∫

dpbk 〈pbk ,−iτb|pak ,−iτa〉 |pbk=pak

,

Dk(−iτ,−iτ ′) = ĺım
τb →∞
τa → −∞

∫
dpbk 〈pbk ,−iτb |qk(−iτ)qk(−iτ ′)| pak ,−iτa〉 |pbk=pak∫

dpbk 〈pbk ,−iτb|pak ,−iτa〉 |pbk=pak

,

con τa < τ ′ < τ < τb.
Por otra parte, puesto que estamos trabajando en el esquema de Heisenberg podemos

volver a considerar las identidades (A.10). De esta forma, si nuevamente desarrollamos las
sumas en (A.16) teniendo en cuenta que L = L+ ∪ L− ∪ {k = 0}, empleamos los cambios
(A.11) y (A.12), y utilizamos las identidades (A.10), hallaremos (2.27), con Dk(t) y Dk(t, t′)
dadas por las ecuaciones (2.56) y (2.57), respectivamente.



Apéndice B

Teoría de perturbaciones

En este apéndice discutimos de forma general la teoría de perturbaciones, la cual fue
implementada en el capítulo 3 para el OAP. Estudiaremos tanto el caso no degenerado como
el caso degenerado. El siguiente análisis está basado en [46, 52, 57]

B.1. Teoría de perturbaciones: preliminares.

La idea es resolver la ecuación de valores propios del hamiltoniano:

Ĥϕm = Emϕm, (B.1)

donde el hamiltoniano Ĥ está de�nido como la suma de dos términos Ĥ0 + αŴ . El término
Ĥ0 representa la parte de Ĥ cuya ecuación de valores propios ha sido resuelta

Ĥ0ϕ
(0)
i = E(0)

i ϕ
(0)
i .

Mientras que αŴ es conocida como la perturbación, siendo α un parámetro real que cumple
la condición 0 ≤ α ≤ 1.

Para resolver la ecuación de valores propios (B.1), se proponen al estado ϕm y al nivel de
energía Em como desarrollos de potencias de α

ϕm = ϕ(0)
m + αϕ(1)

m + α2ϕ(2)
m +O

(
α(3)

)
, (B.2)

Em = E(0)
m + αE(1)

m + α2E(2)
m +O

(
α(3)

)
. (B.3)

Así, si sustituimos los desarrollos perturbativos hasta segundo orden en α, de ϕm (B.2) y Em
(B.3), en la ecuación de valores propios de Ĥ (B.1), encontramos(

Ĥ0 + αŴ
)(

ϕ(0)
m + αϕ(1)

m + α2ϕ(2)
m

)
=
(
E(0)
m + αE(1)

m + α2E(2)
m

)(
ϕ(0)
m + αϕ(1)

m + α2ϕ(2)
m

)
.

Si igualamos las potencias de α obtenemos las siguientes tres ecuaciones

α0 : Ĥ0ϕ
(0)
m = E(0)

m ϕ(0)
m (B.4)

α : Ĥ0ϕ
(1)
m + Ŵϕ(0)

m = E(0)
m ϕ(1)

m + E(1)
m ϕ(0)

m (B.5)

α2 : Ĥ0ϕ
(2)
m + Ŵϕ(1)

m = E(0)
m ϕ(2)

m + E(1)
m ϕ(1)

m + E(2)
m ϕ(0)

m (B.6)

132



APÉNDICE B. TEORÍA DE PERTURBACIONES 133

Ahora, expresamos la corrección a primer orden del estado, ϕ(1)
m , como un desarrollo lineal

de los estados propios ϕ(0)
i

ϕ(1)
m =

∑
n 6=m

a(1)
n ϕ(0)

n + a(1)
m ϕ(0)

m , (B.7)

por lo que, la ecuación a primer orden en α, ecuación (B.5), sustituyendo (B.7) queda como

Ŵϕ(0)
m =

∑
n6=m

a(1)
n ϕ(0)

n (E(0)
m − E(0)

n ) + E(1)
m ϕ(0)

m . (B.8)

De manera semejante, proponemos que la corrección a segundo orden del estado, ϕ(2)
m , es

expresada en la base del problema soluble ϕ(0)
i

ϕ(2)
m =

∑
n 6=m

a(2)
n ϕ(0)

n + a(2)
m ϕ(0)

m . (B.9)

Luego, si sustituimos (B.7) y (B.9) en la ecuación correspondiente a α2, ecuación (B.6), obte-
nemos ∑

n6=m
a(1)
n Ŵϕ(0)

n + a(1)
m Ŵϕ(0)

m =
∑
n6=m

a(2)
n ϕ(0)

n (E(0)
m − E(0)

n ) + E(1)
m

∑
n6=m

a(1)
n ϕ(0)

n

+E(1)
m a(1)

m ϕ(0)
m + E(2)

m ϕ(0)
m . (B.10)

Hasta aquí no hemos dicho si el estado ϕ(0)
m es degenerado o no, es decir, las ecuaciones

(B.8) y (B.10) pueden ser consideradas para ambas casos, pero debemos tener en cuenta que

en el caso degenerado, ϕ(0)
m representa una combinación lineal de estados que pertenecen al

subespacio degenerado D. Sin embargo, para encontrar especí�camente las correcciones al
estado ϕm y la energía Em, sí es necesario saber si ϕ(0)

m es degenerado o no, pues el análisis
depende de esta propiedad, por lo que discutiremos cada caso por separado en las siguientes
secciones. En particular, el análisis que haremos en el caso degenerado será el apropiado para
el OAP.

B.2. Caso no degenerado

En esta sección supondremos que el estado ϕ(0)
m no presenta degeneración. Para calcular la

corrección a primer orden en la energía y en el estado proyectamos la ecuación (B.8) en ϕ(0)
k ,

es decir, multiplicamos por
(
ϕ

(0)
k

)∗
e integramos, así hallamos∫

dτ
(
ϕ

(0)
k

)∗
Ŵϕ(0)

m := Ŵkm =
∑
n6=m

a(1)
n δk,n(E(0)

m − E(0)
n ) + E(1)

m δk,m, (B.11)

aquí hemos usado el hecho de que los estados ϕ(0)
i forman una base ortonormal y τ denota una

variable de integración. La anterior ecuación puede ser evaluada de dos maneras dependiendo
del valor de k: k = m y k 6= m. Si consideramos k = m en la ecuación (B.11), hallamos la
primera corrección a la energía

E(1)
m = Ŵmm. (B.12)
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Si ahora tomamos k 6= m, encontramos la magnitud de la proyección de ϕ(1)
m sobre los estados

propios ϕ(0)
n , ecuación (B.7):

a
(1)
k =

Ŵkm

E(0)
m − E(0)

k

, con k 6= m. (B.13)

Las correcciones a segundo orden las obtenemos de la ecuación (B.10), proyectamos esta

ecuación en ϕ(0)
k∑

n6=m
a(1)
n Ŵkn + a(1)

m Ŵkm =
∑
n 6=m

a(2)
n δk,n(E(0)

m − E(0)
n ) + E(1)

m

∑
n6=m

a(1)
n δk,n

+E(1)
m a(1)

m δk,m + E(2)
m δk,m. (B.14)

Si tomamos k = m en la ecuación (B.14), obtenemos la corrección a segundo orden de la
energía ∑

n6=m
a(1)
n Ŵmn + a(1)

m Ŵmm = E(1)
m a(1)

m + E(2)
m

⇒ E(2)
m =

∑
n6=m

| Ŵnm |2

E(0)
m − E(0)

n

, (B.15)

donde sustituimos las expresiones de E(1)
m y a

(1)
n dadas en las ecuaciones (B.12) y (B.13),

respectivamente. Si ahora consideramos k 6= m en la ecuación (B.14), esta resulta∑
n6=m

a(1)
n Ŵkn + a(1)

m Ŵkm = a
(2)
k (E(0)

m − E
(0)
k ) + E(1)

m a
(1)
k ,

empleando la ecuación (B.13) tenemos

a
(2)
k =

∑
n6=m

ŴnmŴkn(
E(0)
m − E(0)

n

)(
E(0)
m − E(0)

k

) − ŴkmE
(1)
m(

E(0)
m − E(0)

k

)2 +
Ŵkma

(1)
m(

E(0)
m − E(0)

k

) , k 6= m, (B.16)

que es la magnitud de la proyección de ϕ(2)
m en los estados propios ϕ(0)

n , ecuación (B.9).

Hasta aquí, no hemos mencionado los coe�cientes a(1)
m y a(2)

m , una forma de determinar
estos coe�cientes es por medio de la normalización del estado ϕm [57]∫

dτϕ∗mϕm = 1.

Si sustituimos el desarrollo perturbativo de ϕm, hasta segundo orden, ecuación (B.2), obtene-
mos un desarrollo en potencias de α para la norma de ϕm, que hasta segundo orden produce
tres ecuaciones: a orden cero, α0: ∫

dτ
(
ϕ(0)
m

)∗
ϕ(0)
m = 1.
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A primer orden, α:∫
dτ
[(
ϕ(0)
m

)∗
ϕ(1)
m +

(
ϕ(1)
m

)∗
ϕ(0)
m

]
= a(1)

m +
(
a(1)
m

)∗
= 0.

Y a segundo orden, α2:∫
dτ
[(
ϕ(0)
m

)∗
ϕ(2)
m +

(
ϕ(2)
m

)∗
ϕ(0)
m + | ϕ(1)

m |2
]

= a(2)
m +

(
a(2)
m

)∗
+
∑
n

| a(1)
n |2= 0.

Como podemos ver, estas ecuaciones sólo determinan la parte real de a(1)
m y a(2)

m , sin embargo,
se puede elegir que las partes imaginarias sean nulas [57]: Im{a(1)

m } = 0 y Im{a(2)
m } = 0. Por

consiguiente, a(1)
m y a(2)

m serán

a(1)
m = 0 y a(2)

m = −1

2

∑
n 6=m

| a(1)
n |2 . (B.17)

Entonces, mediante las ecuaciones (B.12), (B.13), (B.15), (B.16) y (B.17), el nivel de
energía Em (B.3) y el estado normalizado ϕm (B.2) a segundo orden son

Em = E(0)
m + αŴmm + α2

∑
n6=m

| Ŵnm |2

E(0)
m − E(0)

n

y

ϕm = ϕ(0)
m + α

∑
n 6=m

Ŵnmϕ
(0)
n

E(0)
m − E(0)

n

+ α2
∑
n6=m

∑
k 6=m

ŴkmŴnkϕ
(0)
n(

E(0)
m − E(0)

k

)(
E(0)
m − E(0)

n

)
−α2

∑
n6=m

ŴnmE(1)
m ϕ

(0)
n(

E(0)
m − E(0)

n

)2 −
α2

2

∑
n 6=m

| Ŵnm |2 ϕ(0)
m(

E(0)
m − E(0)

n

)2 . (B.18)

Con esto �nalizamos el análisis del caso no degenerado, en la siguiente sección nos enfoca-
mos en el caso degenerado.

B.3. Caso degenerado apropiado para oscilador armónico poli-
mérico

En esta sección estudiaremos el caso cuando el nivel de energía presenta doble degeneración.
Calcularemos la corrección a primer orden de la energía E(1)

m , y si la degeneración es removida
a primer orden, también determinaremos la correspondiente corrección al estado: ψ(1)

m . Sin
embargo, veremos que si la degeneración no es removida a primer orden no podemos determinar
por completo ψ(1)

m . Entonces, procederemos a calcular la corrección a segundo orden en la
energía E(2)

m , así, si la degeneración es removida a segundo orden seremos capaces de determinar
ψ

(1)
m .
Por otra parte, notemos el cambio en la notación en la primera corrección del estado:

ϕ
(1)
m → ψ

(1)
m . Esto es causado por el estándar cambio de base en el subespacio degenerado D,

el cual nos permite diagonalizar la perturbación Ŵ [46, 57], por consiguiente, en esta sección
los índices i, j, n, s y p denotarán la base original y los índices k, l, r y v la base donde Ŵ es
diagonal en el subespacio degenerado D.
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B.3.1. Degeneración removida a primer orden

Nos enfocaremos en un nivel de energía con doble degeneración y en el cual la degeneración
se remueve con la corrección a primer orden. Debido a que el sistema presenta degeneración
existe una in�nidad de estados con el mismo valor propio, por ejemplo: si Ĥ0ϕ

(0)
1 = E(0)

1 ϕ
(0)
1

y Ĥ0ϕ
(0)
2 = E(0)

1 ϕ
(0)
2 , entonces Ĥ0

(
a1ϕ

(0)
1 + a2ϕ

(0)
2

)
= E(0)

1

(
a1ϕ

(0)
1 + a2ϕ

(0)
2

)
. Por lo tanto, el

orden cero del estado ϕ1 no es único. No obstante, utilizaremos está libertad en la base del
subespacio degenerado D para diagonalizar la perturbación. Así, reescribiremos la ecuación
de valores propios a primer orden (B.5)

Ĥψ
(1)
k + Ŵψ

(0)
k = E(0)

k ψ
(1)
k + E(1)

k ψ
(0)
k , (B.19)

donde ψ(0)
k es un combinación lineal de los estados propios, ϕ(0)

j , de�nidos en el subespacio
degenerado D:

ψ
(0)
k =

∑
j∈D

a
(0)
kj ϕ

(0)
j , (B.20)

con ϕ(0)
j ∈ D.

La corrección a primer orden del estado ψ(1)
k es propuesta como un desarrollo lineal en la

base a orden cero, este desarrollo consistirá de los estados ϕ(0)
n , para n 6= k, así como ψ(0)

l , con

ψ
(0)
l ∈ D [46, 57], entonces

ψ
(1)
k =

∑
n/∈D

a
(1)
knϕ

(0)
n +

∑
l∈D

a
(1)
kl ψ

(0)
l . (B.21)

De esta forma, considerando (B.21), la ecuación de valores propios a primer orden (B.19) es∑
n/∈D

a
(1)
knϕ

(0)
n (E(0)

n − E
(0)
k ) +

∑
l∈D

a
(1)
kl ψ

(0)
l (E(0)

l − E
(0)
k ) + Ŵψ

(0)
k − E

(1)
k ψ

(0)
k = 0,

como los estados ψ(0)
k , ψ

(0)
l ∈ D, entonces E

(0)
k = E(0)

l , luego∑
n/∈D

a
(1)
knϕ

(0)
n (E(0)

n − E
(0)
k ) + Ŵψ

(0)
k − E

(1)
k ψ

(0)
k = 0. (B.22)

Proyectando esta ecuación en ϕ(0)
s y considerando la ecuación (B.20) obtenemos∑

n/∈D

a
(1)
kn (E(0)

n − E
(0)
k )δs,n +

∑
j∈D

a
(0)
kj Ŵsj − E(1)

k

∑
j∈D

a
(0)
kj δj,s = 0. (B.23)

Si ϕ(0)
s = ϕ

(0)
i ∈ D hallamos ∑

j∈D
a

(0)
kj

[
Ŵij − E(1)

k δj,i

]
= 0. (B.24)

Si resolvemos la ecuación de valores propios para Ŵji, además de obtener las correcciones a

primer orden en la energía E(1)
k , encontramos la base a orden cero que diagonaliza Ŵ en el

subespacio degenerado D, esto mediante los coe�cientes a(0)
kj .
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Ahora, si ϕ(0)
s /∈ D la ecuación (B.23) es

a
(1)
ks (E(0)

s − E
(0)
k ) + Ŵsk = 0

⇒ a
(1)
ks =

Ŵsk

E(0)
k − E

(0)
s

, ϕ(0)
s /∈ D, (B.25)

donde volvimos a tener en cuenta la relación (B.20).

Aún debemos determinar a(1)
kl en la ecuación (B.21) [46]. Para esto utilizamos la ecuación

de valores propios a segundo orden, ecuación (B.6), reescrita como

Ĥ0ψ
(2)
k + Ŵψ

(1)
k = E(0)

k ψ
(2)
k + E(1)

k ψ
(1)
k + E(2)

k ψ
(0)
k . (B.26)

Como hicimos con ψ(1)
k , proponemos un desarrollo de ψ(2)

k en la base a orden cero

ψ
(2)
k =

∑
n/∈D

a
(2)
knϕ

(0)
n +

∑
l∈D

a
(2)
kl ψ

(0)
l . (B.27)

Así, combinando (B.26), (B.27) y (B.21), hallamos∑
n/∈D

a
(2)
knϕ

(0)
n (E(0)

n − E
(0)
k ) +

∑
l∈D

a
(2)
kl ψ

(0)
l (E(0)

l − E
(0)
k )− E(2)

k ψ
(0)
k

+
∑
n/∈D

a
(1)
kn

(
Ŵ − E(1)

k

)
ϕ(0)
n +

∑
l∈D

a
(1)
kl

(
Ŵ − E(1)

k

)
ψ

(0)
l = 0.

De nuevo, como los estados ψ(0)
k , ψ

(0)
l ∈ D, entonces E

(0)
k = E(0)

l , luego∑
n/∈D

a
(2)
knϕ

(0)
n (E(0)

n − E
(0)
k ) +

∑
n/∈D

a
(1)
kn

(
Ŵ − E(1)

k

)
ϕ(0)
n +

∑
l∈D

a
(1)
kl

(
Ŵ − E(1)

k

)
ψ

(0)
l − E

(2)
k ψ

(0)
k = 0.

(B.28)

Proyectando en ψ(0)
v , con ψ(0)

v ∈ D, hallamos∑
n/∈D

a
(1)
kn Ŵvn +

∑
l∈D

a
(1)
kl

(
Ŵvl − E

(1)
k δv,l

)
− E(2)

k δk,v = 0. (B.29)

Si consideramos ψ(0)
v = ψ

(0)
k∑

n/∈D

a
(1)
kn Ŵkn +

∑
l∈D

a
(1)
kl Ŵkl − a

(1)
kk E

(1)
k − E

(2)
k = 0.

Dado que la matriz Ŵkl es diagonal en la base ψ(0)
l , y consideramos que se presenta una

degeneración doble, esto es, l toma los valores r, k, entonces tenemos: Ŵkk = E(1)
k y Ŵkr = 0,

luego ∑
n/∈D

a
(1)
kn Ŵkn + a

(1)
kk E

(1)
k − a

(1)
kk E

(1)
k − E

(2)
k = 0

⇒ E(2)
k =

∑
n/∈D

a
(1)
kn Ŵkn =

∑
n/∈D

ŴnkŴkn

E(0)
k − E

(0)
n

. (B.30)
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Si ahora consideramos ψ(0)
v = ψ

(0)
r 6= ψ

(0)
k , la ecuación (B.29) es∑

n/∈D

a
(1)
kn Ŵrn +

∑
l∈D

a
(1)
kl

(
Ŵrl − E

(1)
k δr,l

)
= 0

∑
n/∈D

a
(1)
kn Ŵrn + a

(1)
kk

(
Ŵrk − E

(1)
k δr,k

)
+ a

(1)
kr

(
Ŵrr − E(1)

k δr,r

)
= 0,

donde nuevamente tuvimos en cuenta que el nivel de energía es doble degenerado, entonces
l = k, r. Ahora, si la degeneración se removió: E(1)

k = Ŵkk 6= Ŵrr = E(1)
r , por lo tanto,

encontramos [46] ∑
n/∈D

a
(1)
kn Ŵrn + a

(1)
kr

(
E(1)
r − E

(1)
k

)
= 0,

⇒ a
(1)
kr =

1

E(1)
k − E

(1)
r

∑
n/∈D

a
(1)
kn Ŵrn

=
1

E(1)
k − E

(1)
r

∑
n/∈D

ŴnkŴrn

E(0)
k − E

(0)
n

, (B.31)

donde en la última línea se sustituyó (B.25).

De los coe�cientes a(1)
kl en (B.21), sólo basta por determinar a(1)

kk , como hicimos en el caso

no degenerado �jamos este coe�ciente como cero: a(1)
kk = 0. De esta forma, la corrección a

primer orden, ψ(1)
k de�nida en (B.21), empleando (B.25) y (B.31) será

ψ
(1)
k =

∑
n/∈D

Ŵnkϕ
(0)
n

E(0)
k − E

(0)
n

+
1

E(1)
k − E

(1)
r

∑
n/∈D

ŴnkŴrnψ
(0)
r

E(0)
k − E

(0)
n

. (B.32)

Algo que debemos remarcar, es el hecho de que está ecuación es válida cuando la degeneración
en el nivel de energía E(0)

k ha sido removida a primer orden, es decir, E(1)
k 6= E(1)

r . Por lo que,

es posible determinar la magnitud de la proyección de ψ(1)
k en el subespacio D, el coe�ciente

a
(1)
kr (B.31). En la siguiente sección mostraremos como calcular ψ(1)

k cuando la degeneración

en la energía no se remueve a primer orden, esto es, E(1)
k = E(1)

r .

B.3.2. Degeneración removida a segundo orden

En la anterior subsección estudiamos el caso en el que la degeneración se remueve a primer
orden, empero, algunas veces no es así, como vemos en el siguiente caso: Sea la ecuación
característica (B.24), si el nivel de energía tiene una degeneración doble, es decir, j = i, p, se

puede tener que Ŵii = Ŵpp y Ŵip = 0, entonces E(1)
k = E(1)

r = Ŵii, lo cual no remueve la

degeneración de los estados ϕ(0)
i , ϕ

(0)
p ∈ D. Por lo tanto, como ya mencionamos, si E(1)

k = E(1)
r ,

no podemos determinar a(1)
kr , ecuación (B.31), por lo que, debemos calcular la nueva forma de

este coe�ciente. En este apartado estudiamos el caso en que la degeneración en la energía se
rompe hasta la corrección a segundo orden.

Entonces, primero notemos que los coe�cientes a(1)
kn de la corrección a primer orden, ecua-

ción (B.21), permanecen igual, dados por la ecuación (B.25), sin embargo, debemos tener en
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cuenta que aún tenemos la libertad de escoger la combinación lineal que sea más adecuada
como orden cero: ψ(0)

k =
∑

j∈D a
(0)
kj ϕ

(0)
j , por lo que, el coe�ciente a(1)

kn (B.25), en general se
puede escribir como

a
(1)
kn =

∑
j∈D a

(0)
kj Ŵnj

(E(0)
k − E

(0)
n )

, ϕ(0)
n /∈ D. (B.33)

Ahora, consideraremos la ecuación de valores propios a segundo orden, ecuación (B.28), en

la cual ya han sido evaluadas las ecuaciones (B.21) y (B.27). Si proyectamos (B.28) en ϕ(0)
s ,

obtenemos∑
n/∈D

a
(2)
kn (E(0)

n − E
(0)
k )δs,n +

∑
n/∈D

a
(1)
kn

(
Ŵsn − E(1)

k δs,n

)
+
∑
l∈D

a
(1)
kl

(
Ŵsl − E

(1)
k δs,l

)
− E(2)

k δk,s = 0.

(B.34)

Si hacemos ϕ(0)
s = ϕ

(0)
i ∈ D, la anterior ecuación es∑
n/∈D

a
(1)
kn Ŵin +

∑
l∈D

a
(1)
kl

(
Ŵil − E

(1)
k δi,l

)
− E(2)

k δk,i = 0.

Si tenemos en cuenta que ψ(0)
k es una combinación lineal de la forma de (B.20), siendo j = i, p,

así como Ŵii = E(0)
k y Ŵip = 0, hallamos

∑
n/∈D

a
(1)
kn Ŵin +

∑
l∈D

a
(1)
kl

∑
j∈D

a
(0)
lj Ŵij − E(1)

k

∑
j∈D

a
(0)
lj δi,j

− E(2)
k

∑
j∈D

a
(0)
kj δi,j = 0

∑
n/∈D

a
(1)
kn Ŵin − E(2)

k

∑
j∈D

a
(0)
kj δi,j = 0

∑
j∈D

a
(0)
kj

∑
n/∈D

ŴnjŴin(
E(0)
k − E

(0)
n

) − E(2)
k δi,j

 = 0, (B.35)

donde en la última línea hemos sustituido la ecuación (B.33). La solución a esta ecuación de

valores propios nos da las correcciones de la energía a segundo orden E(2)
k y E(2)

r , y también

los vectores propios a orden cero: a(0)
kj [52, 57].

Si ahora tenemos ϕ(0)
s /∈ D en (B.34), encontramos

a
(2)
ks (E(0)

s − E
(0)
k ) +

∑
n/∈D

a
(1)
kn Ŵsn − E(1)

k a
(1)
ks + a

(1)
kk Ŵsk + a

(1)
kr Ŵsr = 0

⇒ a
(2)
ks =

1

(E(0)
k − E

(0)
s )

{∑
n/∈D

a
(1)
kn Ŵsn − E(1)

k a
(1)
ks + a

(1)
kk Ŵsk + a

(1)
kr Ŵsr

}
, (B.36)

en la primera línea hemos considerado que el sistema presenta una degeneración doble, por
lo que, l toma los valores k, r. Necesitamos introducir la ecuación de valores propios a tercer
orden

α3 : Ĥ0ψ
(3)
k + Ŵψ

(2)
k = E(0)

k ψ
(3)
k + E(1)

k ψ
(2)
k + E(2)

k ψ
(1)
k + E(3)

k ψ
(0)
k . (B.37)

Asimismo, proponemos que la corrección a tercer orden sea

ψ
(3)
k =

∑
k/∈D

a
(3)
knϕ

(0)
n +

∑
l∈D

a
(3)
kl ψ

(0)
l . (B.38)
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De esta forma, si empleamos (B.21), (B.27) y (B.38), la ecuación de valores propios a tercer
orden (B.37) llega a ser∑

n/∈D

a
(3)
kn (E(0)

n − E
(0)
k )ϕ(0)

n +
∑
n/∈D

a
(2)
kn

(
Ŵ − E(1)

k

)
ϕ(0)
n +

∑
l∈D

a
(2)
kl

(
Ŵ − E(1)

k

)
ψ

(0)
l

−E(2)
k

(∑
n/∈D

a
(1)
knϕ

(0)
n +

∑
l∈D

a
(1)
kl ψ

(0)
l

)
− E(3)

k ψ
(0)
k = 0.

Proyectamos esta ecuación en ϕ(0)
s∑

n/∈D

a
(3)
kn (E(0)

n − E
(0)
k )δs,n +

∑
n/∈D

a
(2)
kn

[
Ŵsn − E(1)

k δs,n

]
+
∑
l∈D

a
(2)
kl

[
Ŵsl − E

(1)
k δs,l

]
− E(2)

k

(∑
n/∈D

a
(1)
kn δs,n +

∑
l∈D

a
(1)
kl δs,l

)
− E(3)

k δs,k = 0. (B.39)

Si tomamos el caso ϕ(0)
s = ψ

(0)
k en la ecuación (B.39), entonces tenemos∑

n/∈D

a
(2)
kn Ŵkn +

∑
l∈D

a
(2)
kl

[
Ŵkl − E

(1)
k δk,l

]
− E(2)

k

∑
l∈D

a
(1)
kl δk,l − E

(3)
k = 0

∑
n/∈D

a
(2)
kn Ŵkn − E

(2)
k a

(1)
kk − E

(3)
k = 0, (B.40)

donde evaluamos l = k, r, Ŵkk = E(1)
k y Ŵkr = 0 . Si sustituimos a(2)

kn , ecuación (B.36), y luego
empleamos las ecuaciones

∑
n/∈D

ŴnrŴrn

(E(0)
k − E

(0)
n )

= E(2)
r , (B.41)

∑
n/∈D

ŴnkŴrn

(E(0)
k − E

(0)
n )

= 0, (B.42)

que son obtenidas de evaluar los estados ψ(0)
k y ψ(0)

r en (B.35), y por último empleamos (B.25)

para sustituir a(1)
kn , encontramos que (B.40) llega a ser

E(3)
k =

∑
m,n/∈D

ŴknŴnmŴmk(
E(0)
k − E

(0)
m

)(
E(0)
k − E

(0)
n

) −∑
n/∈D

E(1)
k | Ŵnk |2(
E(0)
k − E

(0)
n

)2 .

Por otra parte, consideremos ϕ(0)
s = ψ

(0)
r ∈ D con ψ(0)

r 6= ψ
(0)
k en (B.39), así esta ecuación

es ∑
n/∈D

a
(2)
kn Ŵrn + a

(2)
kk Ŵrk + a

(2)
kr

[
Ŵrr − E(1)

k

]
− E(2)

k a
(1)
kr = 0,

puesto que Ŵrr = E(1)
k y Ŵrk = 0, esta ecuación resulta∑

n/∈D

a
(2)
kn Ŵrn − E(2)

k a
(1)
kr = 0,
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sustituyendo (B.36) en la anterior ecuación hallamos

∑
n/∈D

1

(E(0)
k − E

(0)
n )

{∑
m/∈D

a
(1)
kmŴnm − E(1)

k a
(1)
kn + a

(1)
kk Ŵnk + a

(1)
kr Ŵnr

}
Ŵrn − E(2)

k a
(1)
kr = 0

∑
n,m/∈D

a
(1)
kmŴnmŴrn

(E(0)
k − E

(0)
n )

−
∑
n/∈D

E(1)
k a

(1)
kn Ŵrn

(E(0)
k − E

(0)
n )

+
∑
n/∈D

a
(1)
kk ŴnkŴrn

(E(0)
k − E

(0)
n )

+
∑
n/∈D

a
(1)
kr ŴnrŴrn

(E(0)
k − E

(0)
n )
− E(2)

k a
(1)
kr = 0.

Si evaluamos las ecuaciones (B.41) y (B.42) en la última ecuación, encontramos

∑
n,m/∈D

a
(1)
kmŴnmŴrn

(E(0)
k − E

(0)
n )

−
∑
n/∈D

E(1)
k a

(1)
kn Ŵrn

(E(0)
k − E

(0)
n )

+ a
(1)
kr

(
E(2)
r − E

(2)
k

)
= 0

a
(1)
kr =

1(
E(2)
k − E

(2)
r

) ∑
n,m/∈D

ŴmkŴnmŴrn

(E(0)
k − E

(0)
m )(E(0)

k − E
(0)
n )

− 1(
E(2)
k − E

(2)
r

) ∑
n/∈D

E(1)
k ŴnkŴrn(
E(0)
k − E

(0)
n

)2 , (B.43)

donde sustituimos (B.25).

Por consiguiente, teniendo en cuenta las ecuaciones (B.25) y (B.43), así como a(1)
kk = 0, la

corrección a primer orden del estado ψ(1)
k de acuerdo a (B.21) es

ψ
(1)
k =

∑
n/∈D

Ŵnkϕ
(0)
n

E(0)
k − E

(0)
n

+
1(

E(2)
k − E

(2)
r

) ∑
n,m/∈D

ŴmkŴnmŴrnψ
(0)
r

(E(0)
k − E

(0)
m )(E(0)

k − E
(0)
n )

− 1(
E(2)
k − E

(2)
r

) ∑
n/∈D

E(1)
k ŴnkŴrnψ

(0)
r(

E(0)
k − E

(0)
n

)2 . (B.44)

Observemos que esta expresión es válida si la degeneración ya se removió a segundo orden, ya
que supone E(2)

k 6= E(2)
r .



Apéndice C

Integrales que contienen k(0)ϕ y k(1)ϕ

En este apéndice derivaremos algunas fórmulas que nos permitirán evaluar las contribu-
ciones de los elementos de matriz 〈pb, tb |x̂(tr)| pa, ta〉: de A0 a A5, ecuaciones de (5.8) a (5.16),
así como las contribuciones de los elementos de matriz 〈pb, tb |x̂(ts)x̂(tr)| pa, ta〉: de B0 a B5,
ecuaciones de (5.24) a (5.32).

C.1. Caso k(0) y ϕ = e−
n2t10
4γ sin (nu1 −mu0)

Primero, hallaremos algunas fórmulas que involucran la amplitud de transición del rotor k(0),
ecuación (4.13), que corresponde al orden cero del OAP. Para esto, nos basamos en el hecho
de que k(0) evoluciona a las funciones propias del rotor con paridad de�nida:

I0 =
1

2π

∫ 2π

0
du0k

(0)(N ; 0)e
−n

2t0
4γ cos(nu0) = e

−n
2tN
4γ cos(nuN ), (C.1)

I1 =
1

2π

∫ 2π

0
du0k

(0)(N ; 0)e
−n

2t0
4γ sin(nu0) = e

−n
2tN
4γ sin(nuN ), (C.2)

donde n = 0, 1, . . ., además hemos retomado la notación k(0)(N ; 0) = k(0)(uN , tN ;u0, t0) y
γ := ~

2iωg .
Del par de integrales (C.1) y (C.2) podemos obtener un par de integrales más generales

que involucran k(0). La primera es

I2 =
1

2π

∫ 2π

0
du1k

(0)(N ; 1)e
−n

2t10
4γ sin (nu1 −mu0)

=
1

2π

∫ 2π

0
du1k

(0)(N ; 1)

(
e
−n

2t1
4γ sinnu1

)(
e
n2t0
4γ cosmu0

)
− 1

2π

∫ 2π

0
du1k

(0)(N ; 1)

(
e
−n

2t1
4γ cosnu1

)(
e
n2t0
4γ sinmu0

)
,

=

(
e
−n

2tN
4γ sinnuN

)(
e
n2t0
4γ cosmu0

)
−
(
e
−n

2tN
4γ cosnuN

)(
e
n2t0
4γ sinmu0

)
= e

−n
2tN0
4γ sin (nuN −mu0) , (C.3)

aquí m = 0, 1, . . ., además utilizamos la notación tsr := ts − tr. Las fórmulas (C.1) y (C.2)
fueron empleadas en la segunda igualdad.
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C.2. Caso k(0) y ϕ = e−
n2t10
4γ cos (nu1 −mu0)

De la misma forma, si aplicamos las fórmulas (C.1) y (C.2), hallamos

I3 =
1

2π

∫ 2π

0
du1k

(0)(N ; 1)e
−n

2t10
4γ cos (nu1 −mu0) = e

−n
2tN0
4γ cos (nuN −mu0) . (C.4)

C.3. Caso k(1) y ϕ = e−
n2t10
4γ sin (nu1 −mu0)

Ahora encontraremos integrales donde aparece la corrección a primer orden de la amplitud
de transición del OAP, k(1). De forma análoga a k(0), podemos obtener el efecto de k(1) sobre
las funciones propias del rotor con paridad de�nida. Empezaremos con una función propia del
tipo seno. Así, si utilizamos la forma explícita de k(1), ecuación (4.56), tenemos

I4 =
1

2π

∫ 2π

0
du0k

(1)(N ; 0)e
−n

2t0
4γ sin(nu0) = I41 + I42 + I43 + I44 + I45, (C.5)

con

I41 = tN0

(
1

2π

)∫ 2π

0
du0k

(0)(N ; 0)e
−n

2t0
4γ sin(nu0), (C.6)

I42 = tN0e
− tN0

4γ e
−n

2t0
4γ

(
1

2π

)∫ 2π

0
du0 cos(uN + u0) sin(nu0), (C.7)

I43 = −F1

[
− tN0

γ

]
e
−n

2t0
4γ

(
1

2π

)∫ 2π

0
du0 (cos(2uN ) + cos(2u0)) sin(nu0), (C.8)

I44 =

∞∑
l0=1

Al0

(
1

2π

)∫ 2π

0
du0 cos [l0uN − l2u0] sin(nu0), (C.9)

I45 =

∞∑
l0=1

Al0

(
1

2π

)∫ 2π

0
du0 cos [l2uN − l0u0] sin(nu0), (C.10)

donde en I44 y I45 se sustituyo la forma explícita de E1(l0, l1, l2) y E1(−l2,−l1,−l0), respec-

tivamente, ecuación (4.55), y se de�nió Al0 :=
(
γ
l1

)(
e
− l

2
0tN0
4γ − e−

l22tN0
4γ

)
e
−n

2t0
4γ .

La primera integral I41, ecuación (C.6), la realizamos mediante (C.2)

I41 = tN0e
−n

2tN
4γ sin(nuN ). (C.11)

La segunda y tercera integrales I42 y I43, ecuaciones (C.7) y (C.8), respectivamente, resultan

I42 = − tN0

2
e
− tN0+n

2t0
4γ sin(nuN )δn,1, (C.12)

I43 = 0. (C.13)

La cuarta integral I44, ecuación (C.9), llega a ser

I44 =

∞∑
l0=1

(
γ

l1

)(
e
− l

2
0tN0
4γ − e−

l22tN0
4γ

)
e
−n

2t0
4γ

1

2
sin[(n− 2)uN ]δl0,n−2.
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Para evaluar la delta de Kronecker, δl0,n−2, debemos tener en cuenta que l0 es positivo, l0 > 0,
por lo que la igualdad implícita del argumento de la delta de Kronecker, l0 = n − 2, implica
la condición n > 2. De esta forma

I44 = −1

2
F1

[
(n− 1)tN0

γ

]
e
−n

2tN
4γ sin[(n− 2)uN ] |n>2, (C.14)

donde utilizamos la de�nición F1, ecuación (4.51). Por último, la quinta integral I45, ecuación
(C.10), será

I45 =
∞∑
l0=1

(
γ

l1

)(
e
− l

2
0tN0
4γ − e−

l22tN0
4γ

)
e
−n

2t0
4γ

1

2
sin((n+ 2)uN )δl0,n

= −1

2
F1

[
−(n+ 1)tN0

γ

]
e
−n

2tN
4γ sin[(n+ 2)uN ] |n>0 . (C.15)

Así, sustituyendo de I41 a I45, ecuaciones de (C.11) a (C.15), en I4, ecuación (C.5), obte-
nemos el efecto de k(1) en una función propia del rotor tipo seno

I4 =
1

2π

∫ 2π

0
du0k

(1)(N ; 0)e
−n

2t0
4γ sin(nu0)

= tN0e
−n

2tN
4γ sin(nuN )− tN0

2
e
− tN0+n

2t0
4γ sin(nuN )δn,1

−1

2
F1

[
(n− 1)tN0

γ

]
e
−n

2tN
4γ sin[(n− 2)uN ] |n>2

−1

2
F1

[
−(n+ 1)tN0

γ

]
e
−n

2tN
4γ sin[(n+ 2)uN ] |n>0 . (C.16)

Ahora derivaremos el efecto de k(1) en una función propia del rotor tipo coseno. Entonces,
empleando k(1), ecuación (4.56), encontramos

I5 =
1

2π

∫ 2π

0
du0k

(1)(N ; 0)e
−n

2t0
4γ cos(nu0) = I51 + I52 + I53 + I54 + I55, (C.17)

con

I51 = tN0

(
1

2π

)∫ 2π

0
du0k

(0)(N ; 0)e
−n

2t0
4γ cos(nu0), (C.18)

I52 = tN0e
− tN0

4γ e
−n

2t0
4γ

(
1

2π

)∫ 2π

0
du0 cos(uN + u0) cos(nu0), (C.19)

I53 = −F1

[
− tN0

γ

]
e
−n

2t0
4γ

(
1

2π

)∫ 2π

0
du0 (cos(2uN ) + cos(2u0)) cos(nu0), (C.20)

I54 =

∞∑
l0=1

Al0

(
1

2π

)∫ 2π

0
du0 cos [l0uN − l2u0] cos(nu0), (C.21)

I55 =

∞∑
l0=1

Al0

(
1

2π

)∫ 2π

0
du0 cos [l2uN − l0u0] cos(nu0), (C.22)
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donde nuevamente usamos E1(l0, l1, l2) y E1(−l2,−l1,−l0), ecuación (4.55), para I54 y I55,

respectivamente, así como Al0 =
(
γ
l1

)(
e
− l

2
0tN0
4γ − e−

l22tN0
4γ

)
e
−n

2t0
4γ .

Para la primera integral I51, ecuación (C.18), usamos (C.1)

I51 = tN0e
−n

2tN
4γ cos(nuN ). (C.23)

La segunda y tercera integrales I52 y I53, ecuaciones (C.19) y (C.20), respectivamente, son

I52 =
tN0

2
e
− tN0+n

2t0
4γ cos(nuN )δn,1, (C.24)

I53 = −F1

[
− tN0

γ

]
e
−n

2t0
4γ

[
cos(2uN )δn,0 +

1

2
δn,2

]
. (C.25)

También tenemos que la cuarta integral I54 es

I54 =
∞∑
l0=1

(
γ

l1

)(
e
− l

2
0tN0
4γ − e−

l22tN0
4γ

)
e
−n

2t0
4γ

1

2
cos[(n− 2)uN ]δl0,n−2

= −1

2
F1

[
(n− 1)tN0

γ

]
e
−n

2tN
4γ cos[(n− 2)uN ] |n>2, (C.26)

aquí, como en I44, ecuación (C.14), volvimos considerar n > 2, pues se tienen que cumplir las
expresiones l0 = n− 2 y l0 > 0.

Por último para la quinta integral I55 hallamos

I55 =
∞∑
l0=1

(
γ

l1

)(
e
− l

2
0tN0
4γ − e−

l22tN0
4γ

)
e
−n

2t0
4γ

1

2
cos[(n+ 2)uN ]δl0,n

= −1

2
F1

[
−(n+ 1)tN0

γ

]
e
−n

2tN
4γ cos[(n+ 2)uN ] |n>0 . (C.27)

De esta forma, el efecto de k(1) sobre una función propia del rotor tipo coseno I5, ecuación
(C.17), resulta de sumar de I51 a I55, ecuaciones de (C.23) a (C.27):

I5 =
1

2π

∫ 2π

0
du0k

(1)(N ; 0)e
−n

2t0
4γ cos(nu0)

= tN0e
−n

2tN
4γ cos(nuN ) +

tN0

2
e
− tN0+n

2t0
4γ cos(nuN )δn,1

−F1

[
− tN0

γ

]
e
−n

2t0
4γ

[
cos(2uN )δn,0 +

1

2
δn,2

]
−1

2
F1

[
(n− 1)tN0

γ

]
e
−n

2tN
4γ cos[(n− 2)uN ] |n>2

−1

2
F1

[
−(n+ 1)tN0

γ

]
e
−n

2tN
4γ cos[(n+ 2)uN ] |n>0 . (C.28)

Podemos encontrar fórmulas más generales, similares a I2 y I3, ecuaciones (C.3) y (C.4),
respectivamente. Esto a través de los efectos de k(1) sobre las funciones propias del rotor,
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ecuaciones (C.16) y (C.28). Entonces, para una función seno con doble argumento observamos
lo siguiente

I6 =
1

2π

∫ 2π

0
du1k

(1)(N ; 1)e
−n

2t10
4γ sin[nu1 −mu0]

=

{
tN1e

−n
2tN
4γ sin(nuN )− tN1

2
e
− tN1+n

2t1
4γ sin(nuN )δn,1

−1

2
F1

[
(n− 1)tN1

γ

]
e
−n

2tN
4γ sin[(n− 2)uN ] |n>2

−1

2
F1

[
−(n+ 1)tN1

γ

]
e
−n

2tN
4γ sin[(n+ 2)uN ] |n>0

}
e
n2t0
4γ cosmu0

−
{
tN1e

−n
2tN
4γ cos(nuN ) +

tN1

2
e
− tN1+n

2t1
4γ cos(nuN )δn,1

−F1

[
− tN1

γ

]
e
−n

2t1
4γ

[
cos(2uN )δn,0 +

1

2
δn,2

]
−1

2
F1

[
(n− 1)tN1

γ

]
e
−n

2tN
4γ cos[(n− 2)uN ] |n>2

−1

2
F1

[
−(n+ 1)tN1

γ

]
e
−n

2tN
4γ cos[(n+ 2)uN ] |n>0

}
e
n2t0
4γ sinmu0,

= tN1e
−n

2tN0
4γ sin[nuN −mu0]− tN1

2
e
− tN1+n

2t1
4γ e

n2t0
4γ sin[nuN +mu0]δn,1

+F1

[
− tN1

γ

]
e
−n

2t10
4γ

[
cos(2uN )δn,0 +

1

2
δn,2

]
sinmu0

−1

2
F1

[
(n− 1)tN1

γ

]
e
−n

2tN0
4γ sin[(n− 2)uN −mu0] |n>2

−1

2
F1

[
−(n+ 1)tN1

γ

]
e
−n

2tN0
4γ sin[(n+ 2)uN −mu0] |n>0 . (C.29)

En la segunda igualdad fueron implementadas las fórmulas (C.16) y (C.28).

C.4. Caso k(1) y ϕ = e−
n2t10
4γ cos (nu1 −mu0)

De la misma forma, podemos deducir una fórmula para una función coseno con doble argu-
mento
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I7 =
1

2π

∫ 2π

0
du1k

(1)(N ; 1)e
−n

2t10
4γ cos[nu1 −mu0]

=

{
tN1e

−n
2tN
4γ cos(nuN ) +

tN1

2
e
− tN1+n

2t1
4γ cos(nuN )δn,1

−F1

[
− tN1

γ

]
e
−n

2t1
4γ

[
cos(2uN )δn,0 +

1

2
δn,2

]
−1

2
F1

[
(n− 1)tN1

γ

]
e
−n

2tN
4γ cos[(n− 2)uN ] |n>2

−1

2
F1

[
−(n+ 1)tN1

γ

]
e
−n

2tN
4γ cos[(n+ 2)uN ] |n>0

}
e
n2t0
4γ cosmu0

+

{
tN1e

−n
2tN
4γ sin(nuN )− tN1

2
e
− tN1+n

2t1
4γ sin(nuN )δn,1

−1

2
F1

[
(n− 1)tN1

γ

]
e
−n

2tN
4γ sin[(n− 2)uN ] |n>2

−1

2
F1

[
−(n+ 1)tN1

γ

]
e
−n

2tN
4γ sin[(n+ 2)uN ] |n>0

}
e
n2t0
4γ sinmu0,

= tN1e
−n

2tN0
4γ cos[nuN −mu0] +

tN1

2
e
− tN1+n

2t1
4γ e

n2t0
4γ cos[nuN +mu0]δn,1

−F1

[
− tN1

γ

]
e
−n

2t10
4γ

[
cos(2uN )δn,0 +

1

2
δn,2

]
cosmu0

−1

2
F1

[
(n− 1)tN1

γ

]
e
−n

2tN0
4γ cos[(n− 2)uN −mu0] |n>2

−1

2
F1

[
−(n+ 1)tN1

γ

]
e
−n

2tN0
4γ cos[(n+ 2)uN −mu0] |n>0 . (C.30)

Las fórmulas que hemos conseguido en este apéndice, ecuaciones (C.1), (C.2), (C.3), (C.4),
(C.16), (C.28), (C.29) y (C.30), son de utilidad en los cálculos de las contribuciones de
〈pb, tb |x̂(tr)| pa, ta〉: de A0 a A5, ecuaciones de (5.8) a (5.16), así como para las contribuciones
de 〈pb, tb |x̂(ts)x̂(tr)| pa, ta〉: de B0 a B5, ecuaciones de (5.24) a (5.32).
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