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Resumen

La mecéanica cuantica polimérica estd basada en algunas técnicas usadas en gravedad
cuantica por lazos y las cuales son adaptadas a sistemas que poseen un ntmero finito
de grados de libertad. Esta ha sido aplicada a los infinitos modos mecanicos de un
campo escalar y un campo de Dirac para calcular sus propagadores. En este trabajo
empleamos la teoria de perturbaciones en la representaciéon polimérica de un campo
escalar libre definido en un espacio-tiempo de Minkowski, y calculamos el propagador
a altas energias del campo. De esta forma, revisamos el modelo propuesto por Hossain,
Husain y Seahra (HHS), en el cual los grados de libertad mecéanicos del campo son
considerados como osciladores armonicos poliméricos. En el espacio de momentos la
dinamica del oscilador armoénico polimérico corresponde a la de un péndulo cuantico,
por lo que el hamiltoniano esta formado por un término cinético, que se puede asociar
con un rotor plano, y un potencial trigonométrico, el cual contiene la escala polimérica
discreta. Si consideramos que la escala de energia del oscilador armoénico simple tiene
valores mayores a cierta energia caracteristica polimérica, el potencial trigonométrico
puede ser considerado como una perturbacion, asi los valores propios y estados propios
del oscilador armoénico polimérico son calculados como correcciones perturbativas a
partir del problema del rotor. Con base en el formalismo hamiltoniano y los resultados
perturbativos obtenidos, recobramos el propagador del campo escalar calculado por
HHS.

Asimismo, implementamos la integral de trayectoria en la representacion polimérica
para calcular el propagador a altas energias del campo escalar. Para esto, escribimos
el propagador en términos de las funciones de un punto y de dos puntos del oscilador
armonico polimérico. Las funciones de un punto y de dos puntos pueden ser calculadas
sisteméaticamente a cualquier orden mediante la amplitud de transicion del rotor y
empleando teoria de perturbaciones. Asi, recobramos la expresion del propagador del
campo, donde el primer término no trivial se da a segundo orden. De esta forma, con la
implementacion de la teoria de perturbaciones, obtenemos una interpretacion diferente
del modelo de HHS, el cual estd basado en el conocimiento previo de las funciones
Mathieu, mientras que nuestra propuesta puede ser extendida a otros problemas, como
el caso de campos cuanticos interaccionando. Nuestros resultados han sido reportados
en el articulo [1].



Indice general

1. Introduccién 8
2. Teoria cuantica del campo escalar real 12
2.1. Teoria cudntica candnica . . . . . . .. ... 12
2.2. Descripcion mediante osciladores armonicos en la representacion de Schro-
dinger . . . .. 14
2.3. Propagador mediante la funcion de dos puntos del oscilador armoénico:
enfoque hamiltoniano . . . . . . . .. ..o 16
2.4. Propagador mediante la integral de trayectoria del oscilador armoénico . 19
2.4.1. Integral de trayectoria en mecanica cuantica . . . . . . . .. .. 19
2.4.2. Amplitud de transicién . . . . . ... ... 21
24.3. Propagador . . . . . .. ... 22
3. Oscilador armoénico polimérico mediante teoria de perturbaciones 31
3.1. Teoria polimérica y el oscilador armoénico simple . . . . . . . . ... .. 31
3.1.1. Teoria polimérica . . . . . . . . .. ... 31
3.1.2.  Oscilador arménico simple en la representaciéon polimérica . . . 34
3.2. Oscilador arménico polimérico mediante teoria de perturbaciones . . . 35
3.2.1. Rotorplano . . . . ... .. ... 35
3.2.2. Teoria de perturbaciones (caso sin degeneracion) . . . . . . . . . 37
3.2.3. Teoria de perturbaciones (caso degenerado) . . . . . ... .. .. 40
3.3. Simetria de paridad y correcciones a primer orden . . . . . . . ... .. 51
3.4. Funcién de un punto y de dos puntos en el régimen de rotor: esquema
hamiltoniano . . . . . . .. L oL 52
3.4.1. Funcibn deun punto . . . . . . .. ..o 53
3.4.2. Funcién de dos puntos . . . . . .. ..o o4
3.5. Propagador del campo escalar polimérico a altas energias: Esquema ha-
miltoniano . . . . . ... L 58
4. Oscilador armoénico polimérico mediante integral de trayectoria 60
4.1. Amplitud de transicion a través de la integral de trayectoria . . . . . . 60
4.2. Amplitud de transicion en el régimen del rotor . . . . . .. .. ... .. 62
4.3. Amplitud de transicion mediante teoria de perturbaciones. . . . . . . . 64
4.3.1. Correcciéon a primer orden . . . . . . . ... ... ... 64
4.3.2. Correcciéon a segundo orden . . . . . . ... ..o 66



INDICE GENERAL 7

4.4. Calculo explicito de la correcciéon a primer orden . . . . . . . . . .. .. 68
4.5. Calculo explicito de la correccién a segundo orden . . . . . . . . ... 72
5. Campo escalar polimérico e integral de trayectoria 87
5.1. Elementos de matriz de un operador de posicién y un producto de dos
operadores de posiciéon: planteamiento . . . . . . . . .. ... L. 87
5.2. Orden cero de los elementos de matriz de un operador de posicion y del
producto de dos operadores de posicién . . . . .. ... L. 92
5.3. Primer y segundo orden de los elementos de matriz del operador de posicion 93
5.3.1. Correccion a primer orden . . . . . . . .. ... ... 93
5.3.2. Correcciéon a segundo orden . . . . . . . .. ..o 97
5.4. Primer y segundo orden de los elementos de matriz del producto de dos
operadores de posicion . . . .. ..o L 104
5.4.1. Correccién a primer orden . . . . . . . . ... 104
5.4.2. Correccién a segundo orden . . . . . . . ... L. 107
5.5. Funcién de un punto y funcion de dos puntos del oscilador armonico
polimérico en el régimen de rotor . . . . . . .. ..o 115
5.5.1. Funciéon deun punto . . . . .. .. ... .. ... ... 116
5.5.2. Funcién de dos puntos a segundo orden . . . . . . . ... .. .. 117
5.6. Propagador del campo escalar polimérico a altas energias: Integral de
trayectoria . . . . . . . .. 122
6. Conclusiones y perspectivas 124
6.1. Discusion y conclusiones . . . . . . .. ..o oL 124
6.2. Perspectivas . . . . . . .. L 126
A. Funcién de Wightman del campo escalar en modos de Fourier 127
A.1. Formalismo hamiltoniano . . . . . . ... ... ... ... ....... 127
A.2. Formalismo de integral de trayectoria . . . . . .. .. ... ... ... 129
B. Teoria de perturbaciones 132
B.1. Teoria de perturbaciones: preliminares. . . . . . .. ... . ... .... 132
B.2. Caso no degenerado . . . . . . . . ... 133
B.3. Caso degenerado apropiado para oscilador armoénico polimérico . . . . 135
B.3.1. Degeneracién removida a primer orden . . . . . . ... ... .. 136
B.3.2. Degeneracion removida a segundo orden . . . . . . ... .. .. 138
C. Integrales que contienen k®p y k(Mo 142
n2t
C.1. Caso k@ y o =e ™ m sin(nuy —mug) . . o o oo 142
n2t
C.2. Caso kO y o= 5 cos(nuy — mug) - . o o 143
'7L2t
C.3. Caso kW y p=¢ # sin (nup —mug) . . . ..o 143
n2t
CA. Caso kW y p=e T cos(nuy —mug) . . o« o ovi 146

Bibliografia 148



Capitulo 1

Introduccion

Uno de los problemas abiertos de la fisica tedrica contemporénea es contar con una
descripcion cuantica de la gravedad, pues se espera que los aspectos cuanticos de la
gravitacion permitan resolver dificultades conceptuales y técnicas en los dos hitos de la
fisica del siglo XX: la relatividad general (RG) y la teoria cuantica de campos (TCC).

La dinamica clésica de la gravedad es bien entendida mediante la RG, sin embargo,
hay situaciones extremas, llamadas singularidades de la RG, que son singularidades
del espacio-tiempo mismo, donde la teoria es incapaz de ofrecer una explicacién, co-
mo sucede en el universo temprano, llamado “Big Bang”, o en los agujeros negros [2].
Simultaneamente, se encuentra el problema de las divergencias ultravioletas e infrarro-
jas de la TCC. En particular, las divergencias ultravioletas requieren un esquema de
renormalizacion para determinar cantidades fisicas con un valor finito. Notemos que
estas divergencias estan relacionadas con el cardcter continuo del espacio-tiempo [3],
el cual ademas es un espacio-tiempo preestablecido. Es interesante que también en las
singularidades de la RG se ha supuesto que el espacio-tiempo es continuo.

Entre las propuestas mas desarrolladas de teorias cuénticas de la gravedad destacan
la teorias de cuerdas y branas [4], asi como la gravedad cuantica por lazos (GCL) [5, 6].
Mientras que en las primeras las excitaciones de las cuerdas y branas, en diferentes
dimensiones, estdn en correspondencia con las particulas conocidas y muchas otras, la
segunda se caracteriza por formularse en un esquema que no parte de un espacio-tiempo
preestablecido, y que tiene como consecuencia un caracter discreto en el espectro de
operadores geométricos como longitud, area o volumen. Estas propiedades de la GCL
resultan de la definicion de los estados cuanticos de la gravedad, los cuales son eti-
quetados por gréaficos abstractos y aristas interconectadas por vértices. A tales estados
cuéanticos se les ha denominado redes de espin. Entre los avances mas importantes de la
gravedad cuéantica por lazos destacan el célculo de la entropia de agujeros negros |7, §],
la resolucion de la singularidad o “Big Bang” de modelos cosmolégicos [9, 10|, asi como
la de un agujero negro |11].

Por otra parte, debido a la complejidad que presenta construir la GCL, resulta
conveniente explorar modelos més sencillos que la gravedad, por ejemplo modelos con un
ntmero finito de grados de libertad, donde se implemente parte del marco teérico de la
GCL, con el fin de vislumbrar soluciones a problemas mas complicados. Es notable que el
modelo de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker tenga grados de libertad de este tipo,
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aunque su dindmica esta gobernada por la gravedad. De esta forma surge la cosmologia
cuantica por lazos realizando la cuantizacion a la lazos de este modelo cosmico [12].
Asimismo, se ha empleado la cuantizacion polimérica en ambitos que incluyen campos
cuanticos [13, 14, 15, 16, 17, 18| y modelos mecénicos [19, 20, 21, 22, 23, 24, 25].

En los sistemas mecéanicos, de particular interés ha sido establecer las diferencias
asi como la relacion que guardan este tipo de cuantizacion y la de Schrodinger [19].
La representacion polimérica, como consecuencia de su construccion, cuenta de forma
natural con un parametro libre, el cual puede interpretarse que esta relacionado con la
longitud de Planck y con una posible naturaleza discreta del espacio-tiempo. De esta
forma, al asociar este parametro con la longitud de Planck y compararlo con algin
parametro caracteristico del sistema, nos permite establecer el limite de bajas ener-
gias de la representacion polimérica, y por medio del cual, podemos relacionar esta
representacion con la de Schrodinger [19, 25]. Por otro lado, también se ha propuesto
implementar un esquema de renormalizacion para relacionar estas dos representacio-
nes, siendo el parametro libre ahora interpretado como parametro de renormalizacion
[26, 23|. En esta propuesta el esquema de renormalizacion posibilita definir el limite
continuo de la representacion polimérica, que resulta ser la representacion de Schrodin-
ger. También se ha visto que es posible recuperar la covarianza Galileana de la teoria de
Schrédinger con un apropiado limite de bajas energias en la representacion polimérica
[20]. Asimismo, inspirados por la resolucion de la singularidad en los modelos cosmicos
cuanticos por lazos, algunos autores han estudiado el comportamiento de potenciales
singulares tales como * y % [21, 22|.

Ademas, se ha desarrollado un tratamiento semejante al introducido por Feynman
cuando defini6 la integral de trayectoria [27], con la finalidad de estudiar la amplitud de
transicion de algunos modelos cosmicos poliméricos |28, 29, 30]. En este tratamiento se
combinan dos elementos primordiales de estos modelos: la invariancia por reparametri-
zaciones temporales, consecuencia del caracter relativista, y la cuantizacion polimérica.
Para atender el primero se incorpora la llamada técnica de promedio en el grupo, como
un mecanismo para extraer funciones de correlacion que son invariantes bajo el grupo
de reparametrizaciones temporales. El segundo elemento, el polimérico, se incorpora en
la implementacion de la integral de trayectoria del propagador. Asimismo, la integral
de trayectoria polimérica ha sido aplicada a la teoria de un campo escalar [31], para
obtener la formula de Feynman, es decir, para expresar la amplitud de transiciéon en
términos de una accioén, la cual no es la estandar. Cabe mencionar que esa linea de tra-
bajo presenta diferencias esenciales con el nuestro: Primero, los modos mecénicos del
campo en los que se realiza la integral de trayectoria polimérica son distintos. Segundo,
En el trabajo [31] solo se formula la amplitud de transicién en términos de la accion, en
nuestro trabajo calculamos de forma explicita el propagador. Por otra parte, también
se han estudiado sistemas mecanicos en la integral de trayectoria polimérica, como lo
son el oscilador armoénico polimérico (OAP) |32, 33], una particula libre relativista [34],
asi como el caso del potencial & [35].

En el contexto de la TCC, algunos de los modelos que se han explorado ha sido a
través de un esquema hamiltoniano y parten de un espacio-tiempo clasico preestableci-
do, asi el analisis se ha centrado en las consecuencias que resultan de emplear la teoria
polimérica exclusivamente en los grados de libertad de materia. Parte de la motivaciéon
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de trabajar con estos modelos es tratar de estudiar el posible comportamiento de los
campos a altas energias con modelos sencillos. Entre los aspectos que se han analizado
con un campo escalar polimérico estan la propagacion de ondas sobre un espacio-tiempo
de Minkowski [13], asi como la cuantizacion de un campo escalar en un espacio-tiempo
clasico homogéneo e is6tropo, permitiendo definir una ecuacion semiclasica de Fried-
mann con un universo que no es singular ni rebotante; lo anterior sin cuantizar la
gravedad [14]. También se ha introducido un campo escalar polimérico en modelos de
colapso gravitacional, donde se hallaron propiedades como evaporacion del horizonte y
la evasion de la singularidad, nuevamente sin un espacio-tiempo cuantico [16]. Ademas
se estudio la generacion de fluctuaciones primordiales en un universo inflacionario de de
Sitter, aqui la dinamica del campo escalar es gobernada por la cuantizacion polimérica
a través de los modos de Fourier del campo. Para elecciones razonables del parametro
polimérico se encuentra que los efectos poliméricos no son detectables en el espectro
angular de potencias del Fondo de Radiacion Cosmica (CMB) [17].

De particular interés ha sido el trabajo de Hossain et al [15], donde se incluye un
aspecto intuitivo para el calculo del propagador del campo escalar. Esto consiste en
utilizar un desarrollo en modos de Fourier del campo escalar, que satisface condicio-
nes de frontera periddicas, ademaés se introducen variables adecuadas para aplicar la
teoria polimérica a los grados de libertad mecénicos que el campo presenta en cada
punto. Por consiguiente, resulta que el campo estd formado por una torre de oscila-
dores poliméricos (péndulos cuanticos), de esta forma se puede evaluar el propagador
polimérico mediante los valores propios y estados propios del hamiltoniano del OAP.
Este propagador es una serie que presenta dos formas asintoticas cominmente llamadas
la aproximacion en el régimen de rotor y la aproximacion en el régimen de oscilador;
estas aproximaciones presentan comportamientos diferentes al propagador estandar del
campo escalar en los limites infrarrojo y ultravioleta, aunque el régimen de oscilador
se puede relacionar con el propagador estandar del campo escalar. Asimismo, la co-
varianza de Lorentz del propagador polimérico no se tiene atn entendida cuando el
parametro polimérico es diferente de cero. De esta forma, inspirados en el propagador
del campo escalar polimérico [15], se inici6 el estudio del papel que juega la causalidad
en la teorfa polimérica del campo escalar [36]. El andlisis no fue conclusivo. También, se
ha mostrado que este modelo polimérico del campo escalar predice que el efecto Unruh
a altas energias desaparece [37] y que un observador inercial puede detectar radiacion
[38]. Igualmente, utilizando la descomposicion del campo en modos mecanicos se ha
calculado el propagador del campo de Dirac polimérico [18|.

Sin embargo, un aspecto a subrayar en el anélisis hecho en [15], es que esta basado
en el conocimiento previo de los valores propios y estados propios del OAP, que resul-
tan ser los valores caracteristicos de las ecuacion de Mathieu y las funciones senos y
cosenos elipticos, respectivamente [19], y que ademas son la causa de que el propagador
polimérico presente dos formas asintéticas, como hemos mencionado anteriormente. De
esta forma, un par de caracteristicas de este anélisis son: que esta ligado a la teoria de
una campo escalar libre y que la metodologia subyacente a las dos formas asintoticas
de la expresion del propagador polimérico requiere mayor estudio. Estas propiedades
del modelo de [15], no permiten su inmediata extension a otras teorias de campo, ni a
otros aspectos de a TCC, como la simetria de Lorentz o el esquema de renormalizacion.
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En el presente trabajo [1| hacemos un anélisis complementario del propagador de
un campo escalar polimérico a altas energias [15]. Especificamente, implementamos
la teoria de perturbaciones en el formalismo hamiltoniano y de integral de trayectoria
para la obtencién del propagador. Nuestra propuesta es emplear el método perturbativo
en la teorfa del campo escalar polimérico, el cual se podria utilizar para dilucidar la
invariancia de Lorentz de la teoria, o estudiar el esquema de renormalizacién en la teoria
de un campo escalar con una autointeraccion de la forma \¢*. Es importante enfatizar
que la expresion analitica del propagador permite estudiar estos aspectos en la TCC
usual. Por esta razon, remarcamos que es importante investigar si hay una metodologia
que podamos incorporar en la evaluacion del propagador polimérico, ya que un esquema
sisteméatico se podria extender en el estudio de otros aspectos de la TCC.

Por otra parte, es bien conocido que en la TCC estandar, la integral de trayectoria
ofrece ventajas respecto al esquema hamiltoniano, por ejemplo, ser un esquema expli-
citamente covariante, o facilitar el cilculo de propagadores. Por este motivo, es valido
plantearse el analisis del campo escalar mediante la integral de trayectoria polimérica.
Ademas, si consideramos que hasta ahora, dentro de integral de trayectoria polimérica,
lo que se ha estudiado en los modelos césmicos, en los sistemas mecanicos y en el mismo
campo escalar, es inicamente la amplitud de transicion, entonces resulta interesante
plantear el calculo de otras cantidades, como valores de expectacion, donde el camino
a seguir no es del todo claro. Por tanto, estudiar el propagador del campo escalar en
este formalismo tiene su propia justificacion, nuestro trabajo es la primera propuesta
en esta direccion [1].

La estructura de la tesis es como sigue. En el capitulo 2 discutimos el propagador del
campo escalar real en el formalismo hamiltoniano y de integral de trayectoria. EI campo
escalar presenta la particularidad de estar expresado en los modos de Fourier conve-
nientes para introducir posteriormente la representacion polimérica. En seguida, en el
capitulo 3, resolvemos el OAP en el régimen de rotor mediante teoria de perturbaciones,
y a partir de estas soluciones calculamos el propagador del campo escalar polimérico
en esta aproximacion. En el capitulo 4 formulamos la amplitud de transiciéon del OAP
como una serie donde los términos dependen de la amplitud de transicion del rotor,
esto es resultado de implementar la integral de trayectoria y teoria de perturbaciones en
el régimen de rotor del OAP. Ademaés, calculamos explicitamente hasta segundo orden
esta amplitud de transicion. En el capitulo 5 planteamos la funciéon de un punto y la de
dos puntos del OAP como series, que son obtenidas a través del desarrollo perturbativo
de la amplitud de transicion del OAP y la integral de trayectoria. Calculamos hasta
segundo orden la funciéon de un punto y de dos puntos del OAP y volvemos a establecer
el propagador del campo escalar polimérico en el régimen de rotor. Por tltimo, en capi-
tulo 6 hacemos una discusion del trabajo y los resultados obtenidos, incluimos nuestras
conclusiones y las limitaciones sobre estos resultados, asi como posibles perspectivas.



Capitulo 2

Teoria cuantica del campo escalar real

En este capitulo presentamos algunos aspectos de la teoria cuantica estandar de un
campo escalar real, esto con la finalidad de introducir los elementos que nos permiten
definir el modelo de un campo escalar polimérico asi como notar las diferencias entre la
teoria canoénica y el modelo polimérico. En primer lugar discutimos la teoria cuantica
canoénica del campo escalar. Después estudiamos la descripcion en modos de Fourier
del campo, donde los modos son elegidos de tal forma que el hamiltoniano del campo
escalar resulta ser la suma de osciladores armonicos simples descritos en variables reales.
Por ultimo, basados en esta descripciéon en modos de Fourier del campo, calculamos su
propagador en el formalismo hamiltoniano y de integral de trayectoria.

2.1. Teoria cuantica candnica

En el espiritu de este trabajo, presentamos de forma sucinta la cuantizaciéon candnica
del campo escalar real, con el propoésito de notar las diferencias con la propuesta que
seguiremos en esta tesis [15, 18, 39]. En esta seccion mencionaremos algunas nociones
de la teorfa clasica de un campo escalar real y después formularemos la teoria cuantica
del campo. Para esto nos basaremos en [40]. Sabemos que la accion del campo escalar

esta dado por
1
=5 / d*z (0" 0,00,¢ — M*¢°) (2.1)

donde se ha hecho ¢ = h = 1, y se considera que 7, sea la métrica de Minkowski:
N = diag(+1, —1,—1,—1). La densidad lagrangiana estd dada por

1

£ =3 [0 = (Vo()? - M2o(x)?] . (2.2)

Con lo que, si consideramos la definicion usual del momento conjugado del campo, éste
queda como

S

oL .
(x) = — = ¢(x). (2.3)
o
Con estos aspectos de la teoria lagrangiana del campo escalar podemos estudiar la
teoria hamiltoniana. Podemos obtener la densidad hamiltoniana mediante una trans-

formacion de Legendre de la densidad lagrangiana (2.2) y considerando su momento

12
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conjugado (2.3):

H(r) = n(@)d(r) — L(x) = 5 [w(@) + (Vo) + MPo@?]. (24

Ademaés, los corchetes de Poisson para el campo escalar resultan ser

{o(t,x),7(t,y)} = 0P (x—y),  {o(t,x),6(t,y)} = {m(t,x),7(t,y)} = 0. (2.5)
Con esta informacion de la teoria clasica del campo escalar podemos referirnos a su

teorfa cuantica. La idea es promover el campo escalar y su momento conjugado, ¢(x) y
7(x), a operadores: ¢(x) y 7(x), asi como los corchetes de Poisson (2.5) a conmutadores

(6.2, 7(t,y)] =60 —y),  [0l6,%).0(t,¥)] = (7l %), 7(t3)] =0 (26)

Si evaluamos el conmutador del campo (B(x), asi como del momento 7(x), con el hamil-
toniano H, el cual es la integral de volumen en el espacio de la densidad hamiltoniana
(2.4), veremos que el campo ¢(x) obedece la ecuacion de Klein-Gordon

O(t,x) = (V2 = M)d(t,x) (2.7)
De esta forma, se propone una solucién que es un desarrollo de ondas planas
(t, %) = / P pNpe® iy (1). (2.8)

Sustituyendo las soluciones de ondas planas (2.8) en la ecuacion de Klein-Gordon (2.7),
podemos deducir una ecuacion diferencial para ap(t), que es la ecuacién de un oscilador
armonico simple (OAS), cuya solucion es

ap(t) = alle e + aP) e, (2.9)

con wp = /p? + M?, la frecuencia del OAS. Si tomamos en cuenta que el campo escalar

.|.
. NN NG A - 1
es real, deducimos que <ap ) = a’,, ademés, si hacemos N, = —\/M’ podemos

mostar que los operadores a, cumplen el algebra de los operadores escalera
gl | =09 (=P, lap,ap] = [ah.al,| = 0. (2.10)

Por consiguiente, los operadores del campo y su momento pueden escribirse en
términos de los operadores escalera mediante las soluciones de onda planas

. d3p 1
Wp

Pl x) = V(2m)3 \/2wp
7(t,x) = \/%(—z) > (ape®>7rt) — gl emi(Px—wpt)) (2.12)

La ecuacion (2.11) es la razon por la que el campo escalar puede ser interpretado
como un conjunto de osciladores armoénicos, pues, como se dijo, los operadores ap
y d; satisfacen el algebra de los operadores de creacién y aniquilacion (2.10). Esta
visualizaciéon del campo como un conjunto de osciladores armonicos la analizaremos
en una forma diferente en la siguiente seccién, la idea serd cuantizar cada OAS en la
representacion de Schrédinger.

(ape’ P> rt) 4 gl emiPxept)) (2.11)
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2.2. Descripcién mediante osciladores armoénicos en la repre-
sentaciéon de Schrodinger

En el presente trabajo hacemos énfasis en la idea de un campo escalar real confor-
mado por un conjunto de osciladores arménicos simples. En esta secciéon estudiamos
un esquema que pudiéramos seguir para cuantizar a cada oscilador del campo en la
representacion de Schrodinger; a diferencia de lo que es mas comin en la literatura
[40, 41, 3], donde los osciladores del campo son cuantizados en la representacion de
Fock, como vimos en la secciéon 2.1. La finalidad es estudiar una propuesta que nos per-
mita implementar la cuantizacién polimérica en la teoria de campos. La cuantizacion
polimérica se lleva a cabo siguiendo mas el espiritu de la cuantizacion a la Schrodinger,
que de la cuantizacion a la Fock, es decir, el dlgebra basica de operadores esta formada
por operadores de posicién y de traslaciones!, y no a través de operadores escalera a
y a'. Por tanto, es adecuado describir el campo escalar clasico como un ctimulo de
osciladores armoénico en variables canénicas.

Definimos el campo dentro de una caja de volumen V = L3 con condiciones de
frontera periodicas, de esta forma, el campo y su momento conjugado puede escribirse
como desarrollos de Fourier:

b(t,x) = % 3 el w(t.x) = % 3 meltjex, (2.13)

donde k = 2%(7%, Ny, M) €on ng,nyn, € Z. Se debe cumplir que el campo ¢ sea real,
de lo que obtenemos las condiciones de realidad:

P =0k, Y T=T_k (2.14)

Si tomamos en cuenta el desarrollo de Fourier del campo y su momento conjugado
(2.13), en el hamiltoniano del campo escalar, que es la integral de volumen de la den-
sidad hamiltoniana (2.4), obtenemos un hamiltoniano expresado en modos de Fourier:

1
H =5 > [momic+ wiondi, donde wi =K+ M2, (2.15)
keZ3

siendo wy la frecuencia de cada modo. Ademas, podemos evaluar los corchetes de Pois-
son (2.5) en términos de los modos de Fourier ¢y y . Para esto, debemos invertir los
desarrollos de Fourier (2.13) usando

/ Bxex k) _ Vix, (2.16)
v

y evaluar los corchetes de Poisson, asi obtenemos

{o, e } = Ok {0, b} = {me, me } = 0. (2.17)

Lo que seguiria seria cuantizar los modos ¢y y 7y en la representacion de Fock; pero
si en lugar de esto, quisiéramos cuantizar los modos de Fourier en la representacion

'Vea el capitulo 3
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de Schrodinger, habria un par de inconvenientes: Primero, los modos ¢y y 7k son
complejos. Si queremos proceder tal que los modos ¢y y m actiien como operadores
de posicién y momento, respectivamente; necesitamos variables reales. Segundo, en el
primer corchete de Poisson en la ecuacion (2.17), vemos que el modo ¢y esta acoplado
con el momento m_y, esto significa que los modos no son independientes, mientras que
nosotros quisiéramos cuantizar osciladores armonicos desacoplados. Por consiguiente,
en este punto nos separamos de la cuantizacion usual de los modos de Fourier ¢y v 7y,
y seguiremos una ruta alterna para introducir la representacion de Schrédinger.

De esta forma, para obtener una teoria en variables reales y con osciladores des-
acoplados, haremos una transformaciéon de los modos de Fourier 42|, pero antes ne-
cesitamos senalar que el espacio de momentos, el k—espacio, al ser una red regular
tridimensional, la cual nombramos £, puede ser dividido en tres subconjuntos disjun-
tos:

I{k:k3>0}U{ka3:0,k2 >O}U{kik3:0,k220,k1 >O}, (218)
“={k:-k keLl'}, (2.19)
{0}. (2.20)

Aqui es claro que £ = LT U L~ U {0} . Asi, introducimos la ya mencionada transfor-
maciéon en lo modos de Fourier

1 _ 1 .
b= —=(q +iqx), M= —=(px +ipx), conk € LY, ¢o = qo, To = po. (2:21)
V2 V2

Entonces, si evaluamos la ecuacion (2.21) en la ecuacion (2.15) obtenemos un ha-
miltoniano compuesto de osciladores armoénicos desacoplados:

H = Z[Pk‘f'Wka (2.22)

keC

Asimismo, los corchetes de Poisson son

{qx: P } = Sk e {ax, o} = {p. e } = 0. (2.23)

Asi, el hamiltoniano (2.22) y el corchete de Poisson (2.23) corresponden a un ctimulo
de osciladores desacoplados, que era lo que buscabamos.

Por tltimo, mencionaremos de forma muy breve algunos aspectos de la teoria cuan-
tica. Definiremos la teoria cuéntica a partir de los modos independientes ¢ y px. De las
ecuaciones del hamiltoniano (2.22) y el corchete de Poisson (2.23) vemos que podemos
definir la teoria cuantica del campo escalar mediante la teoria cuantica de un oscilador
armonico simple. El espacio de Hilbert de la teoria de campo seria el producto tensorial
del espacio de Hilbert asociado a cada modo:

My = () L* (g1, dapo),

kel

donde L?(qy, dgy) representa el espacio de funciones cuadrado integrables, —oo < g <
00, en la medida de Lebesgue, dgx. A su vez, los operadores gy vy px pueden ser repre-
sentados en L%(qy, dqy), tal que uno actta en forma diagonal y el otro como derivada:
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Q@) = acti(an),  Pu¥(qr) = —i0g i (qi)- (2.24)

Estos serfan algunos elementos para una descripcion cinematica del campo escalar en
esta representacion de Schrodinger. La dindmica, la parte donde resolvemos el ecuacion
de valores propios del hamiltoniano, corresponde a la del OAS en la representacion de
Schrodinger [43].

Debemos notar que al no trabajar con los modos originales ¢y y 7y, la teoria cuantica
en los modos independientes ¢ v px, en principio, es diferente a la teoria cuantica
estdndar de Fock y de Schrodinger del campo escalar. Nosotros no hemos hecho un
analisis sobre la relaciéon de estas teorias cuanticas, pero existe literatura que podria
esclarecer esta relacion en el futuro |40, 44, 45]. Por otra parte, como veremos en la
proximas secciones, es posible obtener el propagador estandar del campo escalar en esta
descripcion en modos independientes, tanto en el formalismo hamiltoniano como en el
de integral de trayectoria. Esto nos indica que la teoria cuantica que estamos definiendo
en los modos gk v pk, podria ser equivalente la teoria cuantica usual del campo escalar
en la representacion de Fock o de Schrodinger.

2.3. Propagador mediante la funcién de dos puntos del oscilador
armoénico: enfoque hamiltoniano

En esta seccion calcularemos el propagador del campo escalar real, el cual es la funcion
de Green de la ecuacion de Klein-Gordon (2.7), pero lo haremos utilizando los modos
(i, nuestro analisis complementa los hechos en [15, 18]. El propagador se define como
el valor de expectacion en el estado de vacio del producto de dos campos evaluados en
diferentes puntos del espacio-tiempo |40, 41]:

Ap = <Q T [gz%(t,x)gg(t’,x’)] | Q> (2.25)

en la expresion anterior | Q) es el estado de vacio del campo y T es el operador de
ordenamiento temporal.

Para evaluar la anterior expresiéon usando los modos de Fourier ¢y, recordemos que
el estado de vacio del campo lo definimos como el producto tensorial de los estados base
de los modos qi : | Q) = Qe | Ok), donde | Ox) representa el estado base asociado
al modo ¢. En la representacion de Schrodinger el estado base | Ok) tiene la forma
|43, 46]

1 2
Wi\ 1 “ka
| Ox) Z/qu%k(qk) | q),  con Woi(gi) = (f) e (2.26)

Ademés, si consideramos el ordenamiento temporal ¢ > t/, el propagador del campo
(2.25) es la funcion Wightman de frecuencias positivas, que de acuerdo a el Apéndice
A.1 se puede escribir como
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2 AT 1 / ik (x—x’ /
(21608, x) Q)= =4 3 MaDd®Du(t)+ Y CIDLE) b
k.k’eLtU{0} kel
(2.27)
con
My = —2sin((x+x) - k), ke LT U{0},
Vo) — Myo = V2 (cos (x - k) —sin(x - k)), k € L,
Mk ™ Mow = V2 (cos(x’ - k') —sin(x’ - K)), k' € L,
Mye =2(cos (kx—k'-x') —sin (x-k+x"-k)), kk e LT k #K,
y
Dy (t) = (Ox | qi(t) | Ox), (2.28)
Di(t,t") = (Ox | @ic(t)ax(t') | Ox). (2.29)

La expresion (2.27) corresponde a la funcion Wightman de frecuencias positivas en
términos de la funcién de un punto y de dos puntos, Dy (t) y Dx(t,t’), respectivamente,
de los modos ¢.

Para evaluar la funcion Wightman (2.27), recordemos que estamos considerando
el modo ¢, como operador de posicion (2.24), por consiguiente, la representacion del
campo escalar que estamos haciendo es compatible con las propiedades de paridad del
OAS [43, 46| en los modos gi. Asi, el operador ¢ es un operador impar mientras que el
hamiltoniano correspondiente en (2.22) es par. Entonces, el operador g (t), impar, y los
vectores propios del hamiltoniano tienen paridad definida. De esta forma, los valores
de expectacion del operador gi(t) en los vectores propios del hamiltoniano seran nulos,
en particular, la funcion de un punto, ecuacion (2.28), sera

Di(t) = 0.

Lo que permite reducir la funcion Wightman de frecuencias positivas, ecuacion (2.27),

a
1

(@126 x) Q) = 3 eI, (2.30)
kel

donde Dy(t,t') representa la funcion de dos puntos del OAP, ecuacion (2.29), con ¢t > ¢'.
Este resultado nos permite calcular la funcion de Wightman mediante la funcion de dos
punto del OAS.

Entonces, para calcular la funcion de Wightman, ecuacion (2.30), nos enfocaremos
en la funcion de dos puntos del OAS (2.29). Si evaluamos en dos ocasiones la relacion
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de cerradura de los vectores propios del hamiltoniano del OAS hallamos para (2.29)

o

Dy(t, ) = Z (Ox | ¢! g o= ey =it e | Ok)

ny,mir=0

o

= 3 D0 | G| m) (mc | €O ) (| dic | O)

nk,mk_o
_ Z e EmEad =) | (| G | Og) |2
mi=0

Para el OAS se tienen las siguiente identidades [43]: ¢k | Ox) = ﬁ | 1x), ademas de
E1x — Egx = wy, asf la funcién de dos puntos del OAS llega a ser

oo A / 1
Dk t7 t/ = e_l(Emk_EOk)(t_t) M 1k 2
&) = 2, | | 1)
oo 1 4 ,
= Z JE— 77’(Emk7EOk)(t*t) ’ 5 2
€ mi, 1k |
=0 2wk
e Le_iwk(t_t/)' (231)
ka

La funciéon de Wightman de frecuencias positivas (2.30) llega a ser

k(t—t")—k-(x—x')]

<Q]q§(t X) ot x') > - Yo L . (2.32)
kel

La funcion Wightman (2.32) se relaciona con el propagador de Feynman escribiendo
la exponencial e~“x(t—*) de la siguiente forma

—iwy (t—t") _ i 2iWke_iX(t_t,)

e (2.33)

27 Jo ka2 — X% — i€’
donde el signo de ie corresponde al propagador de Feynman en espacio de momentos
[3]. Si realizamos la integral considerando el contorno C' definido en la mitad inferior
del plano complejo, que encierra el polo x = wy — @0 (vea la figura 2.1), recuperamos
la funcion e~“x(—) Existe otra contribucién que se obtiene al considerar el contorno
C" definido en la mitad superior del plano complejo en (2.33), que encierra el polo
X = —wy + @0 (vea la figura 2.1), esta contribucion es e x<(*'~*) siendo #' > ¢, la cual
es parte de la funcion de Wightman de frecuencias negativas.
De esta forma, combinando (2.31) y (2.33) el propagador de Feynman sera

1 - /

Dy(t,t") = — | dxDye= ")

(t.0) = 5 [ dxDye
—1

> D= aE e (2:34)
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Figura 2.1: Contorno de integracion del propagador de Feynman

donde consideramos p = (x, k), p> = x*— | k | y wi = k? + M2

En la préxima seccidén volveremos a obtener la expresion el propagador del campo
escalar (2.34), pero esta vez emplearemos la integral de trayectoria en los modos de
Fourier g.

2.4. Propagador mediante la integral de trayectoria del oscila-
dor armoénico

En esta seccion calcularemos el propagador del campo escalar mediante la integral de
trayectoria de los modos de Fourier ¢.. Antes de calcular el propagador del campo
escalar, mencionaremos la integral de trayectoria para sistemas mecanicos. Después,
discutiremos como implementaremos la integral de trayectoria en la descripcion en
modos g del campo. Por tltimo, calcularemos el propagador del campo escalar, para
esto utilizaremos la propuesta de Creutz et al [47, 48], la cual tiene como ingredientes
la traza del producto de dos operadores de campo y el uso de la transformaciéon de
Fourier finita.

2.4.1. Integral de trayectoria en mecanica cuintica

En esta subseccion obtenemos la formula de Feynman, la cual relaciona la amplitud de
transicion con la acciéon del sistema, esto lo haremos para sistemas con un ntamero finito
de grados de libertad. La siguiente discusion esta basada en [40]. El punto de partida
del método de la integral de trayectoria es la amplitud de transicion

(z,t|a' 1) . (2.35)

La idea es evaluar la amplitud de transicion (2.35) mediante una particion en el tiempo
y utilizando las relaciones de cerradura de los vectores propios de posicion y momento.



CAPITULO 2. TEORIA CUANTICA DEL CAMPO ESCALAR REAL 20

Entonces, el intervalo de tiempo (¢,t') es dividido en N segmentos de longitud e
tp=t+mne, con n=1,.... N—1; y t—t = Ne. (2.36)

Esta particion temporal y la propiedad de composicion del operador de evolucién nos
permite partir este operador en N partes:

emibmta)H _ p—gel =gl =gl (2.37)
Ademas, insertamos una relacion de cerradura de los vectores propios de posicion |z,,)
entre cada operador de evolucion de (2.37), y consideramos el esquema de Heisenberg
para los estados correspondientes a los puntos inicial y final: |z/,¢') = er Y |2'y y

|z,t) = enl |2). De esta forma, la amplitud de transicion (2.35) llega a ser

(x,t|2' 1) (H /dwn> ( xn]e_;zeﬁ\xn1>>. (2.38)

En el miembro derecho de esta ecuacion se consideré x = oy, 2’ = zo;t = tn,t' = to.
En particular, la amplitud de transicién enésima se puede calcular de la siguiente manera

<a:n]e*%d?]xn_1> = (xn\e*%djl\xn_ﬁ
= o [ oGl H ) )
< g [ A el L= el o) Galear) +0E) (239)
< o [ taalind Golonn) |1 = et @) 2a0)
~ 271Th dppeilon ===~ H@npo)], (2.41)

Entre las ecuaciones (2.39), (2.40) y (2.41) hemos hecho dos suposiciones: Primero, consi-
deramos que ¢ < 1. Segundo, que el hamiltonano presenta ordenamiento de Weyl [40], lo
que implica que la versién discreta del hamiltoniano pueda ser una funcién simétrica de las
coordenadas: T,, = x"%””

De esta forma, la amplitud de transicion (2.38) mediante (2.41) es

oty =ty (I o) (IT [ 3f5) o 55mfrcem

El ultimo paso (matematicamene no trivial) en la integral de trayectoria es tomar el limite
N — 00, 0 € — 0. En este limite generalmente se hacen las sustituciones

N t
Ty — Tp—1 dx i
2&%[&,6—%ﬂ,n/ﬁrﬂD H/—%Mﬂ%&
donde D’ denota que hay una integral menos. Asi obtenemos
(z,tla’,t') = /D’x/Dp e I dt(pt—H(z.p)) (2.44)

Esta expresion es conocida como formula de Feynman y nos relaciona la amplitud de transicién
con la accion del sistema. En el siguiente apartado utilizaremos esta formula de Feynman para
obtener una ecuacién para la amplitud del transiciéon del campo escalar.
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2.4.2. Amplitud de transicién

A diferencia de lo que es comun en los libros de texto [40, 41|, donde para calcular la amplitud
de transiciéon del campo escalar, mediante la integral de trayectoria, se introduce una red
regular en un volumen de espacio-tiempo con el campo cumpliendo condiciones de frontera
periodicas; nosotros s6lo impondremos las condiciones de frontera periédicas sobre el campo,
lo cual nos permite expresar la amplitud de transicién en términos de la férmula de Feynman
de cada modo gk. Sin embargo, con la finalidad de esclarecer las diferencias entre el modelo
que estaremos trabajando y la forma usual de implementar la integral de trayectoria en la
teoria de campo, recordaremos algunos aspectos de la contruccién estandar.
En analogia con el caso mecénico, la amplitud de transicion se define como [40]

(6,10, ') = (¢ e HE= | donde  G(E,1)|6,) = (T) [, 1) . (2.45)

La ecuaciéon (2.45) representa la amplitud de probabilidad de pasar de la configuracion del
campo ¢'(Z) al tiempo t', a la configuracion del campo ¢(Z) al tiempo t. Para evaluar la
amplitud de transicién a través de la integral de trayectoria en el espacio de coordenadas, &,
éste es restringido a un cubo de volumen V = L3, y es dividido en M3 celdas iguales, de
volumen a3, donde M = % Cada celda esta caracterizada por el vector de posicién

# = a(ly, 1y, 1), con lp,ly,lo=0...M—1. (2.46)

De esta forma, en vez de tener un continuo de grados de libertad, ¢(Z, t), tenemos un niimero
finito: {¢(Z,t) := ¢g,(t), conl =1... M3}. Asi, se propone que el vector propio del campo
se escriba | ¢,1) = @z | dz,t), con lo que la amplitud de transicion (2.45) queda como

(G U8, 8) ~ (Sl 105010, 8)
~ [ los ), (2.47)

Por lo que la integral de trayectoria que se lleva acabo es la de un sistema con un ntimero
finito de grados de libertad. Aqui es donde nos separamos de la implementacion estandar de
la integral de trayectoria, en lugar de usar los modos mecéanicos ¢z, utilizaremos los modos
qx- Para esto consideramos que el campo escalar estd definido en un volumen V' y cumple
condiciones de frontera periddicas: ¢(Z + V) = ¢(&F). Asi, el campo puede ser escrito en un
desarrollo de Fourier de la forma (2.13), el cual cambiamos a los modos ¢ (2.21).

Por consiguiente, proponemos la amplitud de transiciéon del campo escalar en términos de
los coeficientes de Fourier ¢y

G,t18,1) = @ (ac tage )= @ {acle T |go) (2.48)

kkel Kk €Z
= T (ol e D ) (2.49)
kel

2
donde Hy = %pi + %“qﬁ Vemos que la integral de trayectoria del campo escalar real puede

ser propuesta como la integral de trayectoria de un nimero infinito de osciladores armoénicos
desacoplados. Luego, nos podemos concentrar en la integral de trayectoria del modo de Fourier
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enésimo. Entonces, si realizamos el procedimiento de la seccién anterior obtendremos para el
modo enésimo

(gi e <=1 g )

= lim (H /dqw> <H/ dpk"> “Zil{pkswf[%piﬁ%(%ﬁ#r]}+0(€2)
e—0
]5 (H /qua> et {p(remm) ok () ) (2:50)

Las cuales tienen como limite continuo
2
o i idt[p g —<1p2+‘“—kq2)}
<Qk‘€_2Hk(t_t) ‘q{(> — /D/Qk/Dpk e J; kdk— | 2Pk 2 9k : (2.51)

_ /D/q e’lft/ dt|:2qk N Qk:| ) (252)

= lim
e—0 | 27me

El simbolo [ D’gx nos recuerda que hay una integral menos en las posiciones ggs, que en
los momentos pgs, también debemos considerar que los modos gk y g, son fijados mediante las
configuraciones del campo ¢(Z) y ¢'(Z). Sustituyendo la amplitud de transicion de un modo de
Fourier gk, ecuaciéon (2.51) o ecuacion (2.52), en la amplitud de transicion del campo (2.49),
tenemos

i) = T1 [ 0o [ mx (ot ) (2.53)

kel

, dt
_ /D’q o {2%‘ qu] (2.54)
kel

En el siguiente apartado evaluaremos el propagador del campo escalar, para esto nos
guiaremos en la ecuacion de la amplitud de transicion del campo (2.54), asi como la version
discreta de la amplitud de transicion del OAS (2.50).

2.4.3. Propagador

En este apartado calculamos el propagador del campo escalar utilizando la integral de trayec-

toria del OAS (2.50). Para esto nos apoyamos en los andlisis propuestos en [41, 47].
El propagador del campo escalar se puede calcular a través de la siguiente expresion [48]

(21T [dc,

: J oy (00, —imo | TId(~im, )9(~i' 3| b0 =iTa ) Lo,
)6t x)| Q) = 1im : , ,
Tp — 00 fd¢b <¢b7 _”_b|¢a7 _ZTa> |¢b:¢u
Tq —» —00
(2.55)
donde ¢p v ¢ denotan la configuracion final e inicial del campo, respectivamente. También se
debe notar que ha sido requerida la traza de los elementos de matriz de ¢? y de la amplitud
de transicion del campo, lo que significa igualar la configuracion inicial y final del campo
$a = ¢p, € integrar sobre todas las posibles configuraciones del campo: [ d¢y. Por dltimo,
la ecuacion (2.55) es obtenida insertando la relacién de cerradura de los vectores propios del
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hamiltoniano en el numerador de (2.55), haciendo una rotacion de Wick 7 = it, y tomando
los limites 7, — 00 y 7, — —oo [40, 41, 48].

De acuerdo al anélisis hecho en el Apéndice A.2, la funciéon de Wightman de frecuencias
positivas se puede calcular mediante las funciones de un punto y de dos punto de los modos
qx, a través de la ecuacion (2.27), pero ahora con estas funciones definidas como

Di(—in) =  lim J dapx (g, —im \q5(—i7r)| Gak —iTa) |qpe=dax
Tb — f dqbk <Qbk ) _ILTb|qak ’ _lTa> |Qbk:qULk

Tq —> —00

Di(—ire.—in) = lim J davc (g s =170 | (—i75) i (—i7) | G s —i7a) |gpe=ga1c
s 7 - o0 J davic (@i s —i7b1dak , —i7a) |ge=gu

Tq — —00

. (2.56)

(2.57)

Para obtener la funcién de Wightman? se considera que los vectores propios del campo se

pueden escribir como | ¢,t) = Qyc, | gk, 1), y se toma el ordenamiento temporal 7, < 7, <
Ts < Tp. También se debe tener en cuenta que la traza de la amplitud de transicién del campo
implica que igualemos qx, = qrq, v que para integrar sobre todas las posibles configuraciones
del campo, integramos sobre alguno de los puntos extremos de cada modo: f dqyp-

Antes de empezar el célculo, debemos aclarar que a diferencia de la seccién 2.3, donde
primero calculamos la funciéon de Wightman (2.31) y después hicimos una transformacion de
Fourier al espacio de frecuencias para obtener el propagador (2.34), en este apartado obtendre-
mos el propagador (2.34) sin calcular (2.32), esto es porque ademés de la integral de trayectoria
emplearemos una transformacion de Fourier finita al espacio de frecuencias discretas.

Entonces, para evaluar (2.56) y (2.57) emplearemos el esquema de integral de trayectoria.
Empezaremos por la traza de la amplitud de transicién del modo gy, el denominador de las
ecuaciones (2.56) y (2.57). Asi, consideramos la traza de (2.50) con €, = i€, por lo que tenemos

/dek (@b > —1T|0ak » —1Ta) |gpe=qui

N — Akl —9k]— W2 q qk]—
= lim [ ! } ; <NH1/qul> e ZlN:l{%( c 1)2+7k< K 1)2} + O(2)(2.58)
er—0 =0

2me,

Debido a la traza de la amplitud de transicion, notemos que en (2.58) hay una integral mas
que en (2.50): [ dgxo. Ademas, como hemos igualado gy = gko, las coordenadas gy en (2.58)
son periodicas, por lo que se pueden expresar como una transformada de Fourier discreta [49]

1 - 271l
3 Quje R (2.59)

En la anterior ecuacién hemos definido las frecuencias de la transformacion de Fourier discreta

o . . . .
como woj ‘= &, ¥ se ha considerado 7, = le;, como su variable conjugada de Fourier3. De
T

estas dos expresiones sigue que wg;7; = Q”Tﬂ Notemos que al ser wp; conjugada de 7, ésta debe
ser euclidiana, por tanto wop; = —iw, donde w es variable conjugada de Fourier de ¢. También,

2Vea el Apéndice A.2
3La transformaciéon de Fourier discreta tiene la caracteristica de que ambas variables son numerables y
finitas.
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hay que mencionar que los coeficientes Q)x; son complejos por lo que se deben satisfacer la
condiciéon de realidad Ql*(j = Qx—j, ademds de ser periodicos Qx; = Qxj+nN-

Si sustituimos la transformacion de Fourier discreta (2.59) en el argumento de la exponen-
cial de (2.58), hallamos

N-1

j:ZO Qx;Qx—j {1 + cos (%)} . (2-60)

N—

. N
Z(le Qui—1) Z Qx;jQx—j { — cos (2%]” s D (Gt aa—1)? =2
j =1

De la condicién de realidad Qyj+n = Qx; ¥y la periodicidad de los coeficientes Qyjyn = Qxj,
tenemos las siguientes relaciones

Qxn—j = Qyj, que asu vez implica Qko € R, Qk% € R. (2.61)

De esta forma, mediante las propiedades anteriores, el primer término de la ecuacion (2.60) se
reescribe como

N o i 2mj =
Z Qk]Qk—][ 1_C05( N ):| Z Qk}Qk —j |: — Cos <T>:| +

N
Qio {l—cos (2;0)} +Qi% |:1 — cos <2ﬂ1(\f2)

¥

)
1S SR [ C.ER))
)

N
Q%o |:1 — cos (2]7\;—0)} + Qi% |:1 — cos (27T](V?)

De igual manera, el segundo término de (2.60) nos queda

N1
2 o
+2 J; Qi Qu—j |:1 — cos (%)} .(2.62)

N-1 o
D QujQu—j[ 1+cos (W])]
=0

N1
2 2 .
42 ; Que;Qu_j {1 + cos (%)} .(2.63)

2n(§)
1+ cos <N2>

Asi, la amplitud de transicion del modo gy, ecuacion (2.58), en funciéon de las coordenadas
Qx; llega a ser

= Q12<0 |:].+COS (2]7\;—0)} +Qi%

/dqbk (@ok » —178|qak » —1Ta) |qor=qux

N N_q
1 12 (3
B 613’% {2%67} (E /kodek_dekonkg> (264)

_e,{%{ - cog(%)]Jr%[mos(Lm]}miﬂ
Xe 2

e S E 20000 {2 [1-cos () 5k [1reos (3]}

xe (2.65)
Definimos la coordenadas Qy; de la siguiente manera
1 N/ N/ 1 N/ N/
Quj =5 [+ g + (1= D]+ Quey = 5 [(1 =D + (1 +)dicy] - (2.66)
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Con lo que la amplitud de transicion (2.58) ahora es

/dqbk <qbk ) _in|Qak ) _7;7_0«> |Qbk:qak

, 1
= [27767] 1—[1 / e ey Ao Ly (2.67)
J=

Xe—eT{ql;g{ép—cos(%)ﬁ%k[um(vo)] }-i—q;f% {A% [1—cos<27(N%) )} +§ |:1+cos<27r(N%) )} }}

—er S (i ai ) { 2 1mcos(28)] + 2 [1reos(32)] |

4

xe (2.68)

La amplitud de transicién expresada en las coordenadas q{q- (2.68), esta en términos de
integrales gaussianas, por lo que obtendremos

¥ 1 :
2¢2
dq <q 7_iT |q ,_iT > | —Guk — lim : 2e2 .
/ bk (gbk b|9ak a/ |qpx=qak Erﬁojz_g_l) é [1 — COoS (2%)] + ‘Z—i [1 + cos (2%)]
(2.69)

Ahora analicemos la traza de los elementos de matriz de gx(—i7,), el numerador de
Dy(—it,), ecuacion (2.56). Para implementar la integral de trayectoria suponemos el orde-
namiento temporal t, < ¢, < tq, y que t, pertenece a la particién en el tiempo: P, = {t, =
tost1y .o stpy ... tny = tp}t. Ademads, consideramos que gk (t,) esta definido en el esquema de
Heisenberg. Asi, siguiendo el procedimiento estandar de la integral de trayectoria, discutido
en la subseccion (2.4.1), para los elementos de matriz {(qpx , tp |qk (tr)| Qak s ta), €ncontramos

/dek <Qbk s th |Qk(t1“)‘ qak 5 ta> ‘Qbk:CIak

AN — w2 _
B Hm[ : }N (ﬂ / quz> o EEEE )y
=1

e—0 | 2mie

Recordemos que la traza implica que las coordenadas qy; son peridédicas, por lo que pueden
ser expresadas como una transformada de Fourier discreta (2.59). En particular gy, tiene la
forma

w|Z
|

N- 1
kr Z R \/% Quo + (1) Quy + [ng

1

2my 2mjr

+ Qx— Je

(2.71)
3=0 J

Asi, la traza de los elementos de matriz de gy, ecuacion (2.70), se puede expresar en funcion
de las coordenadas Qy;, las cuales a su vez pueden ser sustituidas por las coordenadas q{(j,

por medio de (2.66). De esta forma, hallamos:
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/dek <Qbk , —iTp |qk(_i7'7')‘ qak » —iTa> |(1bk:(Jak

N
2

1 1 3t
[ (T oo i

(Qko+ Qux +]2VZ Qe +Qk_je”27v”})
{Q{f[(ﬂhf“(f)]}wi{f[<<f>>}+f[+<<f>>m

e T 200 Qe ]{i[lfcos(%)pé[mos(%)]}
N

Xe

¥ (%
H /de{deijdQ{con{(%
j=1

N
N1 1

faor et B () (5] E o o (50) ()]
. {m{ gty () o (2] )

o S i) { S [mcos(C )4 2R [oreon (5]}

= 0, (2.72)

lm [
e—0 /N | 27e,

N

Wz
o
ﬂm"-‘

e . PR . 00 —ax?
donde se utilizd e, = i€ y en el ultimo paso se evaluaron integrales de la forma f_oo dx xe " =

0. Entonces, combinando las ecuaciones (2.56), (2.69) y (2.72), concluimos que la funcién de
un punto es cero

Dy(—ir) = 0. (2.73)

Ahora calculemos la funcién de dos puntos Dy (—its, —i7,), ecuacion (2.57). Semejante a
la funcién de un punto, para realizar la integral de trayectoria en los elementos de matriz
gk » b |qx (ts)qk(tr)| Qak , ta), consideramos el ordenamiento temporal t, < ¢, < ts < tp, y que
ts y t, estan en la particion en tiempo P, = {t, = to,...,tr,... ts, ..., tN = tp}. Asi, tenemos
que la traza de los elementos de matriz de gk (ts)qk(t,), el numerador de (2.57), llega a ser

/dek (@ok >ty lqx (ts)qi(tr)| ok  ta) |gpe=qu
2 2
e N {; ka—zkzq 2 wi (qtae—1 }
:| (H/kol> Gksqkr€ = 2( ) : ( : )

Una vez mas, utilizamos e; = ie y las coordenadas Qy; (2.59), después empleamos las coor-
denadas q{q, asi encontramos

= h'm{

e—0 | 2mie
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/dek (@vk » =iy |qu (—i7s) @ (—i77)| qak , —i7a) ‘QkaQak

RN EN =
= E%N[zwef] ( / dQ“JdQ“‘JdQ“’dQ“N)

X (Qko +(1)°Quy +

w2
._.

M

ij N +Qkfje N

[ije_"¥ + ijeiz’zfvﬂ})

Xe-ef{ng{ip COS(T)H%[HC%(%)]}WQ{é{l_wst"gﬁ))%;[Hcos(?"(ﬁ))}}}

N _ 4 w2
—€r Ef:l 2ijQk,j{é[1—cos(2 +Tk 1+Cos

[z <.
O
L

T~

x (Qko + (1) Quy +

<
Il
—_

T
xXe

NI
st ([ i

o (5 >+sm<2xs>} S e () -0 ()]

v

ko t (*1)511{(% + Z e

xe (2.74)

Salvo por los coeficientes trigonométricos, las diferentes términos en la ecuacion (2.74)
tienen la siguiente forma

-1 N _ W2 v
;e S a2 ) [1-cos(3)]+ 2 [1keos(282)] |
| | qujqu_jquoquw Qi Qi€ T

(N " (N
—67—{ko{ [1 cos(17{,())]+u2‘[1+cos(2]7{,0)]}+q;2]\,{:2 |:1—COS<2 (N2 )> +—k 1—|—cos<2 (N2 )>:| }}
X@ T 2 T
0, sii#k,
%

= N s = _—
9 ; x , si1=k.

2 [1cos(2) ]+ 2 [reos(28)] T I (E ) |y [1cos(257)]+ 2 [14cos( 2]

(2.75)

. . _ 2 _ 2
Los valores anteriores resultan de tener integrales de la forma ffooo drre ™ =0y ffooo dx x%e 2% =

%\/f, cuando i # k, i = k, respectivamente. De esta manera, la traza de los elementos de
« «
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matriz de qx(—i7s)qk(—i7,), ecuacion (2.74), teniendo en cuenta (2.75), resulta ser

/ e (s » —7 |aic( =7 )i (=) e —7a) lane

N_ 1

N
171 ]2 (3
= lim - daj;dai._ ;daiodd,
0 N [27@] H1 / icj 14— U0 A v
]:

er{ ot 1-con(0) ) om0 2y {
xe !

N _ .
e S ) { e (R

2

1 7 cos (Lj %w))
= o] | 3 s

(2.76)

= (3 L [1—eos ()] + % [1 4 cos ()]

Por consiguiente, la funcion de dos puntos (2.57) resulta de combinar (2.57), (2.69) y (2.76)

Dy (—its, —iT)

1 % e_iw
- lfm lim : ] S
oo |0 &N j__%_l> % [1—cos (32)] + %‘2‘ [1+ cos (22)]
Tq — —00

donde hemos empleado la propiedad del limite de una divisién: lim,_ .,

M — Hmm*)a f(I)
R . K g(x) limg—q g(x)
Por dltimo, mencionamos anteriormente que el propagador puede ser calculado a través

de (2.27), con Dy(—ir,) v Dx(—its, —i7,) definidos en (2.56) y (2.57), respectivamente. Por
tanto, si sustituimos (2.73) y (2.77) en (2.27) obtenemos
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~

<Q \f {qﬁ(—iTs, X)B(—i7y, x’)} ] Q>

N mj(amr
= l Z ek (x—x') lim lim ! i - -
. 2 .
V= N s = (5 -1) Z [1—cos (352)] + % [1 + cos (352)]
T — —00

Notemos que hemos agregado el operador de ordenamiento temporal T a la ecuacion (2.27),
pues como ya mencionamos, esta vez obtendremos el propagador en lugar de funcién Wightman
de frecuencias positivas. Esto es debido a que utilizamos la transformacién de Fourier finita,
cuyo limite continuo corresponde a la transformacion de Fourier usual, como a continuaciéon
mostraremos.

Entonces, debemos tomar dos limites, el limite al continuo que normalmente se obtiene
con € — 0, v el limite para obtener el valor expectacién en vacio 7, — 00 y 7, — —00, notemos
que éste ultimo es equivalente a eN — oo. Para calcular ambos limites debemos tomar en
cuenta que wg; = 27 N, asi

Aw()j Woj41 — Woj 1 2 s
21 27 e N’ onde €r N = W= €r (2.78)

Seguimos el orden de la férmula, asi primero consideramos el limite continuo ¢ — 0, con
eN = 7, —7,. De las formulas anteriores vemos que wp; sigue siendo una variable discreta pero
ahora su dominio es 7Z :

1 e 1
lg%eTN Z :eTN 'Z, con  — oo < wp; < oo.
= Fy T
Ademés
2 2 Wi 2
6171I_>n0 z [1 — cos (wojer)] = wpy, ElTlr_I} > [1 + cos (wojer)] = wy - (2.79)

De esta forma, en el limite e, — 0, con 73 = se; v 7, = re;, tenemos

—iwo; (Ts—Tr)

1 , PN I
Q> = Z ek x=x) | _— Z —— (2.80)
Vit N T, Wtk

(2]6(=ir,x)d(im,x)

Por ultimo, tomemos eN — co. De la primera expresion de (2.78), vemos que

lfm 3 /Oo dwo < wp < (2.81)
1m = —_— con — 0 W 0. .
N—oo €, N = 2’ =0 =

Asi, finalmente obtenemos el propagador (2.55)

([ [ i 0] ) = Zowoes [ [ e

kel

(2.82)
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La ultima expresion corresponde al negativo de la transformada de Fourier de (2.32). Esto
lo verificamos si consideramos que estamos trabajando en las variables euclidianas definidas
mediante una rotaciéon de Wick: wg = —iw y 7 = it, e introducimos el término ie tal que
obtengamos el propagador de Feynman, esto es

/OO dwq e~ wo(s=7r) B 1 /OO dw 2wy e @ (ts—tr)
oo 2 Wt wi 2w oo 2T Wi —w? —de

Si tenemos en cuenta el ordenamiento temporal ¢4 > ¢, y realizamos la integral considerando
el contorno de la parte inferior del plano (vea la discusion de la ecuacion (2.33) y la figura
2.1), recuperamos el negativo la funcion Wightman de frecuencias positivas (2.32).

Con esto finalizamos nuestro analisis de la teoria cuantica del campo escalar real. Nuestro
analisis estuvo basado en el desarrollo de Fourier del campo en los modos gk, cuya teoria
cuantica se llevo a cabo en la representacion de Schrédinger. En el siguiente capitulo anali-
zaremos la teoria cuantica polimérica del OAS y el modelo del campo escalar polimérico. El
modelo del campo polimérico se definird siguiendo el mismo procedimiento de este capitulo:
escribiremos el campo en términos de los modos gy, pero ahora estos seran representados en
la teorfa cuantica polimérica.



Capitulo 3

Oscilador armoénico polimérico
mediante teoria de perturbaciones

En este capitulo presentamos los conceptos més relevantes de la mecéanica cuantica polimé-
rica y resolvemos el oscilador armoénico polimérico (OAP) mediante teoria de perturbaciones.
La teoria del OAP en espacio de momentos es andloga a la teoria de un péndulo cuéntico, por
lo que es posible considerar al OAP como un rotor plano bajo la influencia de un potencial
perturbativo proporcional al cos(2u). A esta aproximacion le llamamos régimen de rotor o de
altas energias del OAP. Ademés, calculamos la funcién de un punto y de dos puntos del OAP
en el régimen de rotor, esto a través de los desarrollos perturbativos de las funciones propias
v los valores propios del OAP. Por iltimo, obtenemos el propagador del campo escalar en el
régimen de rotor, el cual fue calculado en |15] mediante la funcién de dos puntos del OAP.

3.1. Teoria polimérica y el oscilador armoénico simple

3.1.1. Teoria polimérica

En esta subseccién presentamos las ideas mas relevantes de la representacién polimérica. La
principal diferencia entre la representacion de Schrédinger y la representacion polimérica es
el espacio de Hilbert. En la representacién de Schrodinger, el espacio de Hilbert es el espacio
de funciones cuadrado integrables en la medida de Lebesgue L?(R,dp). En el caso de la
representacion polimérica el espacio de Hilbert es el espacio de funciones cuasiperiddicas [50].
De la teoria de estas funciones se sabe que todo elemento de este espacio vectorial admite un
desarrollo del tipo

n .
P(p) = Zaje%xjp, con a € C, (3.1)
j=1

donde el conjunto de puntos sobre los que esta definida la suma: {zj|z; € R}, es llamado
grafico y es cualquier conjunto finito de puntos que se puda formar con R. El conjunto de
todas las posibles combinaciones lineales finitas del tipo (3.1) forma un espacio vectorial.
Ademds, es posible definir un producto interno tal que la base es ortonormal

i i 1 L i
(eboeienr) = Jim o7 [ aped o =, 42

31
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De esta forma, el espacio de Hilbert de funciones cuasiperiédicas es la cerradura del espacio
vectorial formado por combinaciones lineales de la forma (3.1). Un elemento de este espacio
de Hilbert es una serie de la forma

P(p) = Zaje_%mfp, tal que Z laj|? < oo, (3.3)
7j=1 j=1

donde el conjunto de puntos {z;|z; € R}, ahora es cualquier conjunto numerable de puntos
que se pueda formar con R.
El algebra bésica de observables es definida como [19, 23, 25|

[2,Va] = —AVh, A€R. (3.4)

la cual se cumple con la siguiente representacion de los operadores & y Vy!

9¥s, (p) 12

Wy, (p) = ih o VAW, (p) = " W, (p), (3.5)

aqui hemos considerado ¥, (p) := eRPTr | Tos operadores 17,\ cumplen el 4lgebra
VaiVae = Vag+ag- (3.6)

Vemos que estos operadores forman un grupo uniparamétrico siendo la identidad ‘7)\:0 =1y
el inverso es ‘7)\71 = IA/)\T =V A

Consideremos los elementos de matriz de V() en la base polimérica empleando (3.2) v la
segunda ecuacion de (3.5):

~ 1 L ;
= lim — 7 (v—p+A)p
W V) = Jim o / dpet
= v (3.7)

Si nos enfocamos en los elementos matriz de la diagonal, v = u, notamos que en el limite
A — 0, estos elementos de matriz son cero, ya que de la definicién de limite hallamos

Ousapn—0 <€ [A=0[<éd VA=e=6d#0,
= i (1 T3 ) = 0. 39)

Por otro lado, si ahora tenemos en cuenta los elementos de matriz de 17()\ = 0) con v = pu,
encontramos

(Wul V(A =0) [1h) = 1. (3.9)
Del analisis anterior concluimos que
lm (4, V(N [4) # (bl VA= 0) [9) (3.10)

Esto nos dice que los operadores 17()\) no son débilmente continuos en la representacién po-
limérica. Por consiguiente, no existe el generador del grupo, de acuerdo con el teorema de
Stone-von Neumann [51]. Este generador es el operador de momento p.

W multiplica a la funcién de onda ®(p) por una fase.
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Ahora, sabemos que para pasar a la descripcion cuantica del sistema debemos cambiar las
funciones del espacio fase f(p, ¢) a un conjunto de operadores definidos en un espacio de Hilbert
f (p, q), omitiendo usualmente los problemas de ordenamiento. En la cuantizacién polimérica
se presenta el problema de como representar la variable p. Una propuesta para solventar esto,
es guiada por la descripcién cuédntica estandar, asi como la descripcién clasica del sistema:

sabemos de la teorfa de Schrodinger que el operador de traslaciones V' (\) se puede asociar
T \A . .
con el operador 7. Entonces, la propuesta es aproximar en el espacio fase el momento de

la forma
p o~ gsin (ﬁj) ) (3.11)

h i)\p _i)\p
=p ~ ﬁ<eh —en ) (3.12)

Esta aproximacién es valida en el régimen que p < % Lo que sigue es promover la ec. (3.12)
a operador
B o/~ o~
pri= o (A= 700) 3.13
=5y (=) (3.13)
Luego, podemos construir el operador ﬁi := D\Da, para definir el operador Hamiltoniano H,

asi tenemos )

8mA2

Por otra parte, como vimos anteriormente, el espacio de Hilbert polimérico Hy,, depende

de los conjuntos de puntos numerables {x} que se pueden forman con la recta real R. Existe

otra forma equivalente de definir H,,,, [19, 23]. Esta es a través de redes regulares infinitas,

Yao,z0s las cuales estan caracterizadas por el tamano del paso de la red Ao y un punto de
referencia g, que cumple la condicion: xg € [0, Ag). Asi, una red se define como

~

H)y

[2 Vo — XZ%} V@), (3.14)

Voo = {Tk|Tk =m0 + KXo, VK € Z}.

De igual forma, asociamos un espacio de Hilbert de la forma (3.3) con cada red Hoyngwg- FOT
consiguiente, el espacio de Hilbert polimérico se representara como
Hpoty = €D Hong.uy: (3.15)

1’06[0,)\0)

Dada la forma del espacio del Hilbert polimérico (3.15) y la forma del término cinético en
el hamiltoniano polimérico @.14), restringimos el operador de traslaciones V) a traslaciones
sobre la misma red regular: V,,),, con n € Z, ademas, lo usual es trabajar en la red que pasa
por el origen xp = 0 [19, 23|. De esta forma, el hamiltoniano polimérico (3.14) llega a ser

h2
2
8mAG
Asimismo, las relaciones de cerradura de los vectores propios de los operadores de posicion y
de traslacion, respectivamente, son |23, 25|

H, = [2 —Varo — 17_%} + V(7). (3.16)

S D= 2 (317
e 0t)\Aob |= 1, zﬂh_;ﬂppp—- :

Con esto hemos discutido los elementos més bésicos de la cuantizacién polimérica. En
la siguiente subseccién discutiremos las propiedades méas elementales del oscilador arménico
polimérico.
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3.1.2. Oscilador arménico simple en la representacién polimérica

En esta subseccién mencionamos las soluciones a la ecuacion de valores propios del OAP en
espacio de momentos, la cual es la ecuacién de Mathieu [15, 19, 24]. La ecuacién de Mathieu
puede ser asociada con un péndulo cuéntico, por lo que el OAP puede ser interpretado de
forma andloga, asi el espectro del OAP presenta dos regimenes [52, 53|: el de OAS (bajas
energias) y el de rotor cuéntico (altas energias).

El hamiltoniano del OAP de acuerdo con (3.16) sera

K2 mw?

0= [2 — Vang — V_%} + i (3.18)

En espacio de momentos (donde ‘7)\0 es diagonal), si consideramos la representacion de T y
Vo (2), la ecuacion de valores propios para el hamiltoniano (3.18) llega a ser

h? 2Xop mw?\3h? 02 B
Vg [ (537)] -5 o = 2o

Esta ecuacion se puede escribir como una ecuaciéon de Mathieu si definimos:

. dop
wi= 204+ 2, (3.19)
g = mw, (3.20)
h2
ai= g (3.21)
9? 2F
= Wﬂ)(u) + [(wg - 2a) — 2« COS(QU)] P(u) = 0. (3.22)

La ecuacion de Mathieu tiene soluciones periddicas [53], las cuales son compatibles con
las condiciones de frontera del espacio de Hilbert polimérico vinculado a una red regular de
paso Ag que pasa por el origen: los puntos en esta red tienen la forma z,, = n\g, por tanto los
elementos del Hilbert (3.1) tienen la forma de series de Fourier. Las soluciones mencionadas
de la ecuacion de Mathieu son los cosenos y senos elipticos cep,(u) v se,(u), respectivamente
[53]. Asi, las funciones propias del OAP son [15, 19]

Yoy, = Wﬁ%cen(a, w), Yopt1 = W7%S€n+1(0é,u). (3.23)

El espectro de energia se obtiene de los valores caracteristicos de la ecuacién Mathieu a,
y by [53]. Los valores a, corresponden a las soluciones pares 12, mientras los valores b,
corresponden a las soluciones impares 19,41. En nuestro caso, los valores caracteristicos de la
ecuacién Mathieu estan relacionados con % —2a:
2E2n 2E2n+1
—2a =ap(a), ———
gw gw
Estas expresiones presentan dos comportamientos asintoticos [15, 24, 53|: el que se denomina
de bajas energias, a > 1, que estd relacionado con el OAS, y el llamado de altas energias,
a < 1, el cual esté relacionado con un rotor cudntico

—2a = bpy1(a). (3.24)

Eon _ Eonti 1 (2n+1)2+1 )
Ly St LA e A" g+ 0 3.25
" " n+ g 69T Ool), (3.25)
Eop—1  Foy n’g K2 1
» » 5 g +0 . (3.26)
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Como habiamos dicho, el OAP puede ser asociado con el péndulo cuintico, esto refleja
el hecho de que la cuantizacion polimérica no es una teoria equivalente a la de Schrédinger
[19, 23]. Sin embargo, es posible recobrar el espectro estandar del OAS de la ecuacion (3.25),
si consideramos que la escala de la red Ay es mucho menor que la longitud caracteristica de

OAS d = \/%, lo cual es equivalente a g < h, asi los términos proporcionales a g en (3.25)
son negables, quedando el espectro del OAS.

En la siguiente seccion resolveremos el OAP en el régimen de rotor mediante teoria de
perturbaciones. El régimen de OAS puede ser consultado en [19, 52, 54, 26|, aqui, s6lo mencio-
naremos que este régimen ha sido estudiado mediante dos puntos de vista en la representacion
polimérica: Uno donde se asocia el paso de la red, el parametro Ag, con la longitud de Planck

[19], que si resulta muy pequena comparada con la longitud caracteristica del OAS d = %,
nos deja recuperar el espectro del OAP, como ya dijimos anteriormente. En la otra propuesta
se considera el parametro \g como un paradmetro de renormalizacién, el cual permite esta-
blecer el limite continuo de la representaciéon polimérica, que resulta ser la representacion de

Schrodinger [26].

3.2. Oscilador arménico polimérico mediante teoria de pertur-
baciones

En esta seccion calculamos el espectro de energia y los estados del OAP a altas energias
(régimen de rotor) mediante teoria de perturbaciones. El OAP fue estudiado por primera
vez en [19], y después en otros trabajos como [15, 24, 26, 55, 33]. Sin embargo, no se habia
implementado anteriormente la teoria de perturbaciones para su soluciéon. Parte de nuestro
trabajo es el analisis del OAP mediante teoria de perturbaciones. La teoria de perturbaciones
es estudiada en el Apéndice B.

La idea de aproximar el OAP por medio de teoria de perturbaciones es inspirada del pén-
dulo cuéntico [52, 56|, recordemos que el OAP puede ser pensado como un péndulo cuantico,
pues la dindmica de ambos estd gobernada por la ecuacion de Mathieu. Debemos precisar que
el analisis que presentaremos esta basado s6lo de manera parcial en [52], pues esta referencia
analiza las correcciones hasta segundo orden del espectro de energia para el caso del péndulo
cuéntico. Nosotros hemos complementado el estudio con el célculo de las correcciones a primer
orden de los primeros cuatro estados excitados, pero en el contexto del OAP, para esto nos
apoyamos de las referencias [46, 57|, que fueron la base de la discusion del Apéndice B.

3.2.1. Rotor plano

Ahora estudiemos el hamiltoniano del OAP (3.18). Con el fin de llevar a cabo la teoria de
perturbaciones, lo podemos considerar de la siguiente forma

mw? 9 K2

H=Hy+ /W, con Hy=—3 y W= —2 - ‘72>\0 — ‘A/,QAO]. (3.27)
8mAj

2
Como trabajaremos en la representacion de momentos, la parte con soluciéon exacta seréd el
término del potencial y el término cinético en este caso actuard como el potencial perturba-

tivo. Definamos 8717 = 242 donde g y « estan dadas por las ecuaciones (3.20) y (3.21),
mAG
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respectivamente. Asi, el potencial perturbativo sera

wgo ~ ~
W - 9 [ - ‘/2)\0 - V—Q}xo]' (328)
Notemos que el potencial perturbativo tiene un pardmetro natural para el orden de la correc-
ciones: «.

El caso a = 0 define lo que llamamos el régimen de rotor Hy = "5~ me? 32 Fgte régimen se

puede asociar con un régimen de altas energias, si consideramos el siguiente analisis:

h2
Epoly mAg h h . g Epoly
= = =—. S =>»1=—>=—0 —0 3.29
AE’I('LOAS) wh mw)\g g ! i > AET(LOAS) y « ) ( )

donde usamos (3.21) para establecer que v — 0. Observamos que el comportamiento oz — 0,
puede ser interpretado como resultado de que la frecuencia del oscilador w, y por tanto la escala
de energia AE,(LOAS), es mucho mayor que la energia FE,,, . Esta tltima puede ser asociada con
la energia de Planck, si consideramos Ao = [, y m = my, con [, y m, la longitud de Planck y

la masa de Planck, respectivamente. Asi F,q es

h? / hc
E = =
poly mp (2) hG \/7

donde E, denota la energia de Planck. De esta forma, el régimen de rotor puede ser asociado
con energfas transplanckianas, o como dijimos anteriormente, con un régimen de altas energias.

Ahora, nos enfocaremos en la parte soluble, en este caso en el reglmen de rotor. La ecuacién
de valores propios para Ho tomando el cambio de variable u = /\‘)p + 5 es

wg 9 _ 0
_TWSD( J(u) = Bp© (u). (3.30)
Puesto que la variable u esta definida en el intervalo —5 < u < 3” , v los estados poliméricos
cumplen condiciones de frontera periodicas en el espac1o de momentos las soluciones deben

cumplir la condiciones de frontera: p(—5) = w(%) De esta forma las soluciones son

2
O(u) = A,e™, con EY = % y ne€Z. (3.31)

(0)

Podemos ver que los niveles de energia £, presentan una degeneracion doble para n # 0.
La constante A,, es determinada por normalizacion, realizando el cambio variable (3.19) en el
producto interno polimérico, obtenemos

3
1 = 1 2w *
0,0\ —_ = (0) (0) - (0) (0)
(1) = 50 [ (A00) e = o | (d0w) e
=1 = |4 = o0 (u) =™, (3.32)

(0)

aqui hemos asignado a la funcion de onda ¢y (1) el ket | n(9)). Notemos que en el primer paso
hemos cambiado los limites de integracion utilizando el periodo 27 del integrando, este paso
siempre lo podemos hacer si el integrando presenta este periodo, debido a esto, en adelante
va no lo mencionaremos, sélo lo haremos.
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3.2.2. Teoria de perturbaciones (caso sin degeneracién)

En esta subseccion calcularemos el estado base del OAP y su energia asociada implementando
la teoria de perturbaciones desarrollada en el Apéndice B.2. Como vimos en la anterior subsec-
cion, el espectro de energia del rotor (3.31) es degenerado para casi todos los valores, excepto
en el estado base n = 0. Resulta que la teoria de perturbaciones se realiza en forma diferente
si tenemos un espectro de energia degenerado, o si tenemos un espectro sin degeneracion (vea
el Apéndice B), por lo que calcularemos de manera independiente las correcciones a la energia
del estado base y al estado base.

Energia del estado base

De acuerdo a la ecuacion (B.12) del Apéndice B.2, la primera correccion a la energia se
obtiene del valor de expectacién del potencial perturbativo en el estado base del rotor

= wgo ~ ~
£8 = Woo = “5% (00| [2 = Var, = Voan] [ 0), (3.33)
donde hemos introducido la notacién Wnk = <n ] W | k> Ademaés, consideraremos a como

el parametro perturbativo, es decir, las potencias de « nos indican el orden de la correccién.
. . . 2w
Entonces, si tenemos en cuenta la relacién de cerradura del operador de traslaciones % fo du |

u)(u |=1y el estado base del rotor cpéo) = 1, ecuacion (3.31), Sél) sera
2m
1 wgo *
& =5 | duleh)[1 + cosulgu) = wge (3.34)

La segunda correccion a la energia del estado base, ecuacion (B.15) del Apéndice B.2, es
proporcional al cuadrado de la norma de los elementos matriz del potencial perturbativo entre
el estado base y los demaés estados propios del rotor:

- Wor |2
- % | , (3.35)
R 0
E#0

De esta forma, introduciendo las funciones propias del rotor (3.31), encontramos que

— m - ) Ok, —
Wor, = i dull + cos(2u)]e™™ = wga [5k0 + 224k 2] . (3.36)
o Jo 0T T 2
5 Sp,—2]?
00 Or.0 + k2 4 Tk 2} 2
(2 _ 22 2 [ 2 2l __wie
=& =wg‘x Z 20 0 == 5 (3.37)
k= —o0 0 k
k#0
Luego, la energia del estado base a segundo orden sustituyendo (3.34) y (3.37) es
Ey = géo) + g(gl)(a) + g(()Q) (QQ)
2
wg wg a
= Z(9q) -2
2 2 =53
2F 2
=0 9 = -2 (3.38)

wg 27
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Esta expresion coincide a orden a? con ag(a) de la ecuaciéon (20.2.25) de Abramowitz and
Stegun [53]. Si sustituimos a = %, obtenemos
Ey w nt

=— - — 3.39

w 49 64¢3 (3:39)

la cual coincide con Husain et-al [15]. Este resultado era de esperarse, si bien, en el contexto

polimérico no se habia hecho explicito el uso de la teoria de perturbaciones para resolver el

OAP, si teniamos referencias [52, 56] de que la teoria de perturbaciones era un buen método
para resolver de forma aproximada el péndulo.

Primera y segunda correccion al estado base

La primera correccién del estado base la obtenemos con el término proporcional a « de la
ecuacion (B.18):

0 17 (0)
1 Wor e,
k=—occ 80 - gk;

k#0

Como se tiene que Wio = W, = Wy, los elementos de matriz Wy estan dados por la ecuacion
(3.36), asi la correccion a primer orden del estado base queda

(1) wgo 8050) ‘P(O% .
vy = — — | = —— cos(2u). (3.41)
0 2 52(0) gEOQ) 2
La correccién a segundo orden estd dada por
00 00 7 1 (0) 9] 5 1 (0)
(2) WiuWiop;, WooWkop;,
D DD D IO AU DD 2
_ _ 0) _ ¢(0)
e (&7 -a0) (87 -E0) T (8-
1 i [ Wio I @y (3.42)
22 (a0 gy
s 0 k

que son los términos proporcionales a a? en (B.18). De nuevo, los elementos de matriz Wko
estan dados en (3.36), con lo que el primer término de la correccion a segundo orden (3.42) es
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i i WuWiop
e (gé(’) B glgo)) (580) _ 51(0))
i i (wga)? [5171.3 + (SZ’I“T_Q + 6”“%} [5;70 + 517’2 + 51’2_2} 90,(60)
LT @)
B O =S e e S Lt e R
e £0gD EOED
B el 2 S W o B

283"

(wga)? | cos(2u)  cos(4u)
O 0 "0 |
& & 28,
El segundo término de la correccion a segundo orden (3.42) ocupando (3.34) y (3.36) es

(3.43)

i Woowk()%@;o) R s [5k,0 + (SkTQ + 5}“52} SOIE:O)
G-y T @y
B wlg?a? goéo) (p(_O%
> @) ey
- WQQQO‘Z cos(2u). (3.44)

(&)

El tercer término de (3.42), el cual normaliza el estado base a segundo orden (vea el Apéndice
B.2), lo evaluamos con (3.36) es

w?g?a? = 5-(3.45)

ey s @ @)

Asi, la correccion a segundo orden del estado base (3.42) sustituyendo (3.43), (3.44) y
(3.45) resulta ser

- 0,2 O, —2 2
> i | Wio |? 4,0(()0) o > [51@0 +5 3 } w?g?a?

Lt
wgo
oD = (wga)

cos(2u)  cos(4u) _w292a2 w?g?a?
g0 | &Y 20 (

(wga)? | cos(4u) 1
52(0) 25&0) 4 (5(0))

iy {cos(llu) 1 ] |

35 16 (3.46)
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De esta forma, el estado base a segundo orden se escribe como

cos(du) 1 ] |

(3.47)

_ O (1) 2 _4,_ ¢« 2 L
Yo=wy +ey +tey =1 2cos(2u)+a { 39 TG

aquf hemos cambiado ¢y — g para que el estado base esté en concordancia con la notacién
de los estados excitados, en los cuales a orden cero habra un cambio de base debido a la
degeneracion que presentan. La expresion del estado base, hasta orden o2, ecuacion (3.47), es
proporcional al coseno eliptico ceg(z, o), ecuacion (20.2.27) de Abramowitz and Stegun [53]:
Yo = V2cep(z, ). El factor v/2 es consecuencia de que el producto interno que consideramos
tiene el factor %, que no presenta el producto interno con el que usualmente se normalizan las
funciones Mathieu [54].

3.2.3. Teoria de perturbaciones (caso degenerado)

En esta subseccién calculamos las correcciones hasta segundo orden de los primeros cuatro
niveles de energia del OAP, asi como la correcciéon a primer orden de los estados correspondien-
tes. Recordemos que los estados propios excitados del rotor presentan una degeneracién doble,
como podemos ver en (3.31), por lo que los estados que analizaremos provienen de considerar
n = 1,2. Por consiguiente, emplearemos la teoria de perturbaciones para el caso degenerado.
Es notable que esta degeneracion vaya desapareciendo conforme calculamos las correcciones
del espectro de energia, es decir, la correccion a primer orden en la energia desdobla el primer
estado excitado del rotor, mientras que el resto de los estados excitados permanecen degene-
rados. La correccién a segunda orden en la energia desdobla el segundo estado excitado del
rotor y los demés estados excitados permanecen degenerados, y asf sucesivamente.

Primera correcciéon a la energia de los estados excitados y orden cero de los pri-
meros dos estados excitados del OAP

Puesto que los estados excitados del rotor son degenerados (3.31), para hallar la prime-
ra correccion del enésimo nivel de energia, debemos diagonalizar la matriz formada con el
potencial perturbativo y los estados propios de enésimo nivel (B.24):

MO = [ Wning Wain ) (3.48)
Wn,n+ Wi_n_
donde hemos considerado ny = +n = goﬁfi) = e gjendo n > 0. De esta forma, tenemos

que los elementos de la matriz M,Sl% = /VVAB, con A, B=mn4,n_, son

2
= wgo *
Wiine = S | dule) () [+ cos(u)leii) (u) (3.49)
/erm = wag (3.50)
de igual forma se obtiene
Wo_n_ = wga, 3.51)
= = wgo
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De las ecuaciones (3.50), (3.51) y (3.52), vemos que la matriz M) tiene la forma

dn1
M<1>:w9a< ey ) n>1 (3.53)
2

A partir de esta matriz (3.53) se obtienen dos ecuaciones caracteristicas: una para n = 1
y la otra para n > 1. Asi, diagonalizamos la matriz (3.53) para n =1

vga—el) e iy (wgay?
wya W | = wga—&7)" -~ (T) =0
5 wga — €4
1 wgo 1 Swga
= 511),1 =9 511),2 =5 (3.54)

aqui hemos agregado un indice a la correcciéon a primer orden de la energia para distinguir las
dos raices diferentes de la ecuacion caracteristica. El vector propio correspondiente al primer

valor propio es
(0) _ 1
1= U < -1 > ’

recodemos que las componentes del vector propio son las proyecciones del vector en los estados

(0)

propios del rotor ¢y, entonces

wg]) — (9050) — @@%) = 2wy sin(u),

si normalizamos ¢§0), obtenemos v; = \_/—%, asi el primer estado excitado sin degeneracién a
orden cero es
go) = V/2sin(u). (3.55)
De igual forma, si tomamos la normalizacién: v; = \%, el segundo estado excitado sin
degeneraciéon a orden cero es
@ZJ%O) = V2 cos(u). (3.56)

El primer y segundo nivel de energfa los encontramos considerando la respectiva correccién
a primer orden (3.54)
(1) wg | wgo (1) wg | 3wga

By =&Y T = o E2= £ T =5+

5 5 5 > (3.57)

Ahora, si diagonalizamos la matriz (3.53) para el caso n > 1, obtenemos la primera co-
rreccion en la energia de los demas estados

_ )
e L U R
0 wga — L),
= &) =wgo, (3.58)

de lo cual vemos que la degeneracién no se remueve para n > 1.
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Segunda correccién a la energia de los primero dos estados excitados

Como vimos en el apartado pasado, los primero dos estados excitados 11 y 12 ya no son
degenerados a primer orden, entonces podemos calcular la correccién a segundo orden de la

energia de estos estados con la ecuacién (B.30) del Apéndice B.3. Debemos tener en cuenta

que en la ecuacion (B.30) los indices k y n se usan para los estados w,io) y go%o). De esta forma,

2 . . . 2 .
la correccién a segundo orden en la energia del primer estado excitado, E(ﬂ) 1, considerando

w§0) (3.55) y (p;o) (3.31) resulta ser

00 W 12 _ 2m .
5121)71 = Z g P con Wi = wga/o du[l 4 cos(2u)] sin(u)e”",  (3.59)

0 )
J# £l
Asi,
o) 2 2
@ _ (wga)? [0j3 —0j—3]"  wga®
gil,l - ) Z g(o) _ 5(0) 9 8" (3.60)
Jj=—o0 +1 7
J# £l

. o . 2
Para el segundo estado excitado, la correccion a segundo orden de la energia, Ej(ﬂ) 9, la

evaluamos con wéo) (3.56) y gog-o) (3.31), asi como (B.30):

S Waj |2 =  wga [T i
e?  _ ‘7j, con W2':/ du[l + cos(2u)] cos(u)e”™.  (3.61)
+1,2 %—3;; ) — 7 Ve Jo
J

Con lo que obtenemos

0 0 92 §°
£ 0 28

o _ (wga)? i [6j3+0;-s]" _ _wg o’

j=—oo

j# =+l
Asi, combinando la energia E; (3.57) con la correccion a segundo orden (3.60), obtenemos

2
W wgo wg o

2 2 2 8
2E1 oz2

= ——-2a=1—-a— —.
w @ @ 8

Del mismo modo, la energia E» (3.57) considerando (3.61) llega a ser

0 1 2
Po= el vel), vel, =

2

_ o(0) | o(1) 2 _ wg  Bwga wg

ET—Qﬂ+gﬂg+5ﬂg—jj+‘§*—§“§
2F 2
:>—2—2a:1+a—a—.
wg 8

2

Las expresiones para Fp y Es coinciden, respectivamente, a orden a con by(«) y a1(—«) de

la ecuacion (20.2.25) de Abramowitz and Stegun [53].
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Segunda correccion a la energia para los estados excitados m > 2 y orden cero del
tercer y cuarto estado excitado

Como hemos visto, el espectro de energia, para los estados del rotor con n > 1, permanece
degenerado, por consiguiente, la correccién a segundo orden en la energia para estos estados
se obtendra de diagonalizar la matriz dada por la ecuacion (B.35) del Apéndice B.3, que toma

la siguiente forma

(SS] Wn+jW]n+ Z Wn+JW
(2) J;;OO 5(0) g(o) J = ;"O 5<0) 5(()) ( )
MY = I =7 . n > 1. 3.62
0o W an+ Z Wh_ ]an ’
JZ;OO 5(0) 5(0) 3 = ‘X’ g 0) g(0>
J n n J

. (2) —~ —_—~
Empezamos con el elemento de matriz My ', , vemos que Wy, ; y Wy, son

21

= o I 5 B
Wi, = 29a du[l + cos(2u)]e™"™e"" = wga |0p,; + ]’”2 4 Sn=2 ]
2 0 L ’ 2
y
- 2m ) B r S .
Win, = wga/ dull + cos(2u)]e™ e~ = wga |6, ; + L2 4 ZIn=2
2w Jo | 2 2
Con lo que Mﬁ)m llega a ser
2 1 1
u@ W) N ' (3.63)
ning 4 0 572(22 PO 57(12)2
Los denominadores dentro del paréntesis son iguales a
2 9 2
A R (e

2 —9 2

)

Sustituyendo ambas expresiones en M7(l n. (3.63) hallamos

1
M = 79 % . a>L (3.64)

NNt n2—1’

De igual forma, el elemento de matriz M,g}m es

9y _ wga«a 1

Ahora los términos fuera de la diagonal de (3.62), tenemos que el elemento de matriz
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2 .
Mr(u)n, sera

6',n+2 5',n—2 . 6',,_n+2 6"_n_2
s [51171“"]2 + =5 }[(Lw"‘Jz + }

(2) — 2
Mn+n_ (wya) _Z 57(10) . 5(0)
I !
_ (wge)? i [0j,n+2 + 0jn—2] [0, —n+2 + 6j —n—2]
i £ _ ¢
Jj=—o0 n J
Jj# £n

Para hallar los términos diferentes de cero tenemos que, el argumento de alguna de las deltas
de Kronecker en el primer paréntesis debe ser igual al argumento de alguna de las deltas de
Kronecker del segundo paréntesis. De esta manera, encontramos 4 ecuaciones

n—2=-n—-2=n=-n=0~0,

n—2=-n+2=2n=4,=n=2,
n+2=-n—-2=2n=—-4,=>n= -2,
n+2=-n+2=n=-n=0.

De las cuatro soluciones, la Gnica consistente es n = 2, pues recordemos que estamos analizando
los casos con n > 1.
Entonces para n = 2, tenemos

O C s i 04+ 00 [0 +05,a] _ (wga)” 1 _wgo?
nyn_ 4 . 52(0) . S](O) 4 52(0) _ g(()o) 2 4
J#+2
Paran > 2
MP =0
nyn
Luego
wg o 9
M7(12+)n :{ 204;L>2 ’ (3.66)

Para el otro elemento de matriz fuera de la diagonal MT(Lf)n , haciendo un andlisis similar
encontramos

n_ny

wg o 9
M(z) — 2 4 n =z, .
{ "3 (3.67)

De esta forma, teniendo en cuenta los elementos de matriz Mﬁ%, con A,B = nyn_,
ecuaciones (3.64),(3.65),(3.66) y (3.67), la matriz para la correccién a segundo orden de la
energia (3.62), presentara la forma

wgo? . On,2
M® = el ], n>1, (3.68)

2 n?-1

la cual tiene dos casos: n =2 y n > 2. La ecuacion caracteristica para n = 2 en (3.68) es
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| —
&

o2 2 W o
79 _8:(|:2) >y ]:0

Los valores propios son

2 2 2
WX @) (W9 X
= ( 2 6 5¢2> (5 ) =0
@ _ _wga? (3.69)
21 2 12’ '
2 wg 502
55:2),2 = 5 12 (3.70)

se ha agregado un indice a la correcciéon a segundo orden de la energia para diferenciar las
dos raices diferentes de la ecuacién caracteristica. El vector propio correspondiente al primer

valor propio es
1
1/’5,0) = U < ] )

= ’L/Jéo) = (9050) — go(_()%) = 21"1}1 sin(2u).

: . 0 i . . .
Si normalizamos 1/12(,, ), entonces v; = 7%, asi obtenemos el tercer estado excitado sin degene-

racion a orden cero

wéo) = V/2sin(2u). (3.71)
Asimismo, si normalizamos con vy = %, el cuarto estado excitado sin degeneracién a orden
cero es

wflo) = V2cos(2u). (3.72)

Las energias correspondientes al tercer y cuarto estado excitado, 13 v ¥4, evaluando las
ecuaciones (3.58), (3.69) y (3.70) adquieren la forma

2F 2
75—204:4—%7 (3.73)
2F, 50
= _2a=4+"—F 3.74
TR (3.74)

las cuales corresponden a bs y as de la ecuacién (20.2.25) en Abramowitz and Stegun [53],
respectivamente.
Para n > 2, tenemos que la matriz (3.68) es

@) Yorm 0
2 2(n?—1
Mn>2 = ( (S ) wg  o? ) .
2 2(n?-1)

La cual tiene la siguiente ecuacion caracteristica y valores propios

w a? (2)
[292(712_1)—5,1 0 ]:0
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Le w9 o

_2n>a
n Ty om2o1) "

Por tanto, para n > 2, la degeneraciéon no se rompe.

Primera correccién a los primeros dos estados excitados

Puesto que, los vectores propios a orden cero asociados con n = 1, ¢§0) y wgo)’ han sido
especificados, la correccién a primer orden del estado 1 puede ser calculada a través de la
ecuacion (B.32) del Apéndice B.3, la cual consiste de dos términos:

o = o) + o, (3.75)
Wi
1 _ Iy
Uy = E 20 g0 (3.76)
j=-oo &+l j
IEET
(1) 1 WﬂWQjT,ZJQ
=y o Z “o0) o(0) (3.77)
efy -y oL e -l

J# £l

Entonces, para \Ilgl), ecuacion (3.76), vemos que /Wﬂ se puede obtener de (3.59), asi

= —iwgo
Wij1 = BN 0,3 — 0j,—3] . (3.78)
De esta forma obtenemos
(1) —iwga <,0;(30) - 30(_(2 «o
Ui (u) = 23 |0 D = —g\/§sm(3u). (3.79)

Para q)gl) ademas de le requerimos de ng, que lo podemos hallar de (3.61), de esta
forma

/ng = Y92 [353‘71 + 3051+ (5j73 + (5',_3] . (3.80)

2v/2

Con lo que, si consideramos S&)J - 51(_31)72 de (3.54) asi como (3.78) y (3.80) en @gl) (3.77),
encontramos

wgo 1 _ 1
0 0 0 0
42 g0 g0 g0 _ g

Luego, sustituyendo (3.79) y (3.81), 1[)9) dado en (3.75) es

= 0. (3.81)

V) = —% 2 sin(3u).
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Para 1 tenemos

s = w4+ o), (3.82)
00 ... 40
W
(1 _ 72
‘112 - Z 8(0) B 5(0) ) (383)
Jj;;olo +1 J
(I)(l) - 1 i WjQlewgm (3 84)
DR e, e e |
’ R RS
De esta forma, ‘1152) es
00 ...,0)
Wiop: —
a J29¥; L wgo o _
" j_zw e Wiz = 5y i T 0isl

J#+£1

donde se utilizé la ecuacion (3.61). Luego

) _wga [¢8) +¢%] a5
U,/ = o o | =~z V2cos(3u).
23 [0 0| T8
Ademaés, de manera semejante a @gl), hallamos que (I)gz) = 0, por lo que wél) sera

Q@
1/)51) i 2 cos(3u).
Asi, los primero dos estados excitados a primer orden son:

1 = ﬂ’go) + 7119) = V2sin(u) — %\/ﬁsin(?)u)

o = ¢é0) + @ﬁél) = V2 cos(u) — %\/ﬁcos(iiu).

Estos estados a orden « se pueden escribir como ¥ = \/isel(u,a) y Py = ﬁcel(u,a),
ecuacion (20.2.27) de [53].
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Correccion a primer orden en el tercer y cuarto estado excitado

Puesto que los estados ¥3 y 14 han sido determinados a orden cero, podemos calcular sus

correcciones a primer orden. Asi, para 3 tenemos

v = vy + o, (3.85)
o A0
Wiz
1 _ 73%F;
vy = FOROL (3.86)
i=—w €13 &
J# 2
(I)(l) B 1 i Wii’)/wjiﬁ/\éljwz(im
3 0 0
(5:(‘:22)71 - :(‘:22)72) 23:7&;020 (SiOQ) - 81( ))(g(ig - SJ(O))
(W)

_ 1 i ELYWiaWayihy”
(2) (2)

5 -
5i271 - 5:i:2,2 j=—oo <€i02) — 5;0))

J#£2

(3.87)

donde hemos usado la ecuacion (B.44). Entonces, para \I/:(sl) tenemos

B S Wil = wga [T .
vy = ———— . giendo W3 = / du[l + cos(2u)] sin(2u)e™ ",
3 j_zoo g(iog B g(o) J3 Var Jo [ (2u)] (2u)
J# 2 !
donde hallamos _ 5 5
— —iwga ; P
ng = \/éq [(5%2 — (5j7_2 + ]7’4 — J’2 4] . (3.88)
Luego, \I/él) resulta ser
vl = —%\/5 sin(4u). (3.89)

Para hallar @gl), ecuacion (3.87), necesitamos calcular /VIZ;]- y Wji, que resultan ser

27
Wy = — dull 4 cos(2u)] cos(2u)e"
o= [l cos(u]costu
. wyga 55,4 55,—4
- ﬂ |:6s,0 + 53,2 + 55,—2 + 9 + 9 :| (390)

2
W, = —— dul[l + cos(2u)]e**
I \/57‘('/0 [ ( )]

Sito: 8o
:cwaFm+J§”+j;ﬂ. (3.91)
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Evaluando (3.88), (3.90) y (3.91) en (3.87), <I>§1) llega a ser

> Sja+ 8| (870 + %t + st
@gl)(u) = ivV2w?g%acos(2u) Z { Q) } ([0) O © }
(E1o —&7)(E — &)

[51'774 + 6j’276} [5j,0 + %4 + %%4} o [5]74 — 6j’274] [5]',0 + 6]74 + 63274}
0 0 0 0 2
(e - &) el - &) (69 - £9)
= iv2w?g?a cos(2u) ! — !
(5(0) _ g<o>>2 (g(m _ 5<0>)2
12 — ¢y +2 — ¢4
= 0. (3.92)
Asi, combinando (3.85), (3.89) y (3.92), {") es
n_ @ .
Py’ = 13 2sin(4u)
Por otro lado, para ¢4 tenemos
v = o + o), (3.93)
o 7700
(1 _ J4P;
\Ij4 - Z 5(0) B 8(0) ; (394:)
j=—oo “£2 j
J# 2
o) — 1 i Wig Wi W5
4 0 0 0 0
(0, ¢0) 2. €0 el -e
i, # 2
1 X ER W Wy
@) @) > (3.95)

- - .
5i2,2 - 5:t2,1 i= o (5@ — 5](-0)>

De esta forma, hallamos que \I/il) estd dado por

\11511) = i 7/Wj4¢§0) , con /Wj4 = w9e " du[l + cos(2u)] cos(2u)e~ 9,
e var Jo
donde se tiene
Wiy = % [@-70 + i+ 050+ (Sgi + 5j’2‘4] :

Por consiguiente

\IIS}) =—« [112\/§cos(4u) - \f] .
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Cuadro 3.1: Valores y vectores propios perturbativos del hamiltoniano del oscilador armoénico
polimérico. El espectro de energia es mostrado hasta segundo orden mientras que los estados
son puestos hasta primer orden. Ellos llegan a ser los valores caracteristicos y las soluciones
de la ecuacion de Mathieu [53].

m 2o — 20, O(?) Ym, O(a)

0 —2 4 =ap(w) 1— % cos(2u) + -+ = V2 ceg(u, )

1 1—04—%2—1— = b1 (@) V2 [sin(u) — $sin(3u) +...] = V2 se1(u, @)

2 l+a-2 4. =aa) V2 [cos(u) — & cos(3u) +...] = V2 ce(u, )

3 — 2 =by(a) V2 [sin(2u) — & sin(4u) +...] = V2 sea(u, @)

4 A+ 4 —ay(a) V2 {cos(2u) —a [ cos(du) — 1] + ..} = V2ces(u, )

Asimismo, del mismo modo a @él), obtenemos <I>fl1

)

= 0. Por consiguiente, 11}4(11) quedara

m_ |1 V2
41 = -« [12\/5008(410 — 4] .

Asi, a primer orden, los estados 3 y 14 son

U3 = T/J;E,O) + 1/’;@ = V/2sin(2u) — %ﬂsin@u),

Yy = wio) + wil) = V2cos(2u) — o [112\/§COS(4’U,) — \f] _

Estas expresiones, de acuerdo a la ecuacion (20.2.27) en [53], se puede expresar: 13 = v/2sea(u, a)
Y s = V2ces(u, ).

Con esto finalizamos nuestro andlisis de la teoria de perturbaciones para el OAP. Enfati-
zamos que guiados parcialmente en [52, 56|, hemos incorporado la teoria de perturbaciones
en el contexto del OAP, asi calculamos las correcciones a segundo orden de la energia y la
correccién a primer orden de los primero cuatro estados excitados. Nuestro resultados estan
resumidos en el cuadro 3.1.

Por otra parte, en las siguientes secciones y siguientes capitulos veremos que introducir
la teoria de perturbaciones en la representaciéon polimérica, nos permitird ser sisteméticos en
el tratamiento de la funcién de un punto y de dos puntos del OAP, tanto en el formalismo
hamiltoniano como en el de integral de trayectoria. Notablemente, en ambos formalismos el
punto de partida para realizar la teoria de perturbaciones es la aproximacién de rotor en espa-
cios de momentos. Esto nos ha llevado a pensar que implementar la teoria de perturbaciones
en el régimen de rotor puede ser un método sistemético para resolver otros problemas en la
representacion polimérica, diferentes al OAP, esto es parte de nuestro trabajo futuro.

En la siguientes secciones calcularemos la funciéon de un punto y de dos puntos del OAP
dentro del formalismo hamiltoniano, la idea serd usar las series perturbativas obtenidas en
esta seccion.
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3.3. Simetria de paridad y correcciones a primer orden

En esta seccién discutimos un argumento que generaliza los resultados que obtuvimos en la
seccién anterior de las correcciones a primer orden de los estados, nos referimos a las correc-
ciones que provienen de los estados definidos en el subespacio degenerado D: q)gl), @él), @gl)
v @511), las cuales fueron nulas, ecuaciones (3.81) y (3.92). Para este fin, utilizamos la simetria
de paridad del OAP.

Los operadores bésicos de la teoria polimérica & y ‘A/AO, ecuacion (3.5), presentan la siguiente

paridad [43, 46]:

PVPI =V =V, (3.96)
PPl = —x, (3.97)

donde hemos omitido el acento circunflejo. A través de las ecuaciones (3.96) y (3.97), podemos
ver que el hamiltoniano del OAP, ecuacion (3.18), es invariante bajo la accion de operador P

PHP' = H. (3.98)

Ademas de la propiedad de paridad (3.98), el hamiltoniano del OAP no es degenerado [53],
por lo que sus estados propios tienen paridad definida [46, 53]

Ply) = £[y). (3.99)

Por otra parte, de acuerdo al anélisis hecho del OAP mediante teoria de perturbaciones,
observamos que el hamiltoniano del rotor Hy, ecuacion (3.27), es degenerado y sus estados

propios, go%o), no tienen paridad definida, esto tltimo sigue de la definicién P vy de ecuacién

(3.31):
Pl () = o0 (—u) = ) (). (3.100)

No obstante, notemos que al aplicar el método perturbativo cambiamos la base, 1a nueva
base esta definida por los estados 11)52), ecuaciones (3.55), (3.56), (3.71) y (3.72). En general,

podemos escribir la relacion entre las bases 1/17(79) y 4,07(10), como

Ui = =25 (¢ () - e w) |

)
O) () =
D) WO w) = L ((p,(lo) (w) + ¢ (u)

n=12..., (3.101)

Esta base presenta paridad definida,

Py (w) = = (u),
Pos) (u) = ¢ (u),

lo cual se deduce de la definicion (3.101) y de la ecuacion (3.100). Asimismo, el potencial
perturbativo, W, ecuacion (3.27), es invariante bajo el operador de paridad, de acuerdo a
la ecuacion (3.96). Por consiguiente, los elementos de matriz, Wkl, en la base 1/1,(2), que son
diferentes de cero son los elementos de la diagonal y presentan paridad par. Ademés, del
andlisis hecho en la seccién 3.2, sabemos que la degeneracién se va removiendo orden a orden
(vea el cuadro 3.1). De esta forma, si consideramos estos elementos, es factible pensar que los
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vectores propios del hamiltoniano del OAP obtenidos mediante teoria de perturbaciones, ¥,
(vea el cuadro 3.1), son compatibles con la expresion (3.99), es decir, tienen paridad definida:

Pibon—1(u) = —tan_1(u), (3.102)

Prpon (1) = than(u), (3.103)

donde se consider6 que los estados 1, (u) son divididos en dos conjuntos: ¥, (u) v ¥o,—1(u),
de acuerdo con (3.101).

Del andlisis hecho en el Apéndice B.3, sabemos que el estado ¢, (u) en términos de sus
correcciones se escribe

Ym(u) =D a i), (3.104)
r=0
donde las correcciones M) (u) en la base wﬁ,?) en general se expresan como [57]
0= 37 a0 + a0 + oyl (3.105)
kgD

con 1/)7(n0) y @bgz) los vectores propios definidos en subespacio degenerado D, es decir, uno co-
rresponde a m = 2n — 1 y el otro a m = 2n en (3.101).

Ahora, nos enfocamos en la correccion a primer orden, r = 1 en (3.105). Como es discutido
en el Apéndice B.2, el coeficiente aﬁ,{,)n siempre puede ser considerado nulo [57], entonces la
correccion a primer orden queda

= a9 a0
k¢ D

Notemos que ¢,(§) tiene paridad opuesta a zpﬁﬁ), y por tanto a 1/17(7%) Y ¥m, ecuaciones (3.104)
y (3.106), y puesto que 1, tiene paridad definida, ecuaciones (3.102) y (3.103), entonces

aggzﬁ = 0. Luego, la correcciéon a primer orden de los estados propios del OAP llega a ser

o=

k¢ D

Es interesante notar que los vectores propios definidos en subespacio degenerado D, no con-
tribuyen a la correccién a primer orden, por lo que esta correccién se calcula muy similar al
caso no degenerado (vea las ecuaciones (B.18), (B.32) y (B.44) en Apéndice B).

3.4. Funcién de un punto y de dos puntos en el régimen de
rotor: esquema hamiltoniano

En este apartado calcularemos la funciéon de un punto y de dos puntos en el estado base del
OAP en el régimen rotor. Estas funciones nos permitirdn calcular el propagador del campo
escalar polimérico a altas energias, recordemos que el analisis hecho en el Apéndice A.1, nos
permite escribir la funcién de Wightman de frecuencias positivas del campo en términos de la
funcion de un punto y de dos puntos de los modos de Fourier ¢ (2.27).
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El célculo que presentaremos a continuaciéon es muy similar al hecho en [15], pero la
diferencia serd la interpretacién que haremos de los términos involucrados en el céalculo: El
trabajo hecho en [15] esta basado en la evaluacion directa de la funciones Mathieu ce,, y sep,
ecuacion (3.23), y de los valores caracteristicos a, y b, ecuacion (3.24), es decir, el trabajo
parte del conocimiento de los estados propios y de los valores propios del OAP. En cambio
nosotros, acorde al anéalisis hecho en la seccién 3.2, consideramos los valores propios y los
vectores propios del OAP en el régimen de altas energias como series perturbativas en o, esto
es, que surgen de implementar la teoria de perturbaciones. Esta diferencia conceptual, podria
ser relevante en sistemas que no involucren el OAP, como es el caso del hamiltoniano del
campo escalar con una potencial de autointeraccion proporcional a ¢*, escrito en modos gx.

3.4.1. Funcién de un punto

La funcién de un punto para el rotor se define como

DO(¢) = <o<0> | &(t) | 0<0>>, donde 3(t) = ertAoge—itHo, (3.107)

De acuerdo a la primera ecuacion de (3.31), el estado base del rotor es gpéo) (u) =1.Sienla
primera ecuacion de (3.107) utilizamos la relacion de cerradura del operador de traslaciones,
= 0% du | u){u |= 1, asi como la segunda expresion de (3.17), y el cambio de variable
U= )%p + 7, la funcién de un punto llega a ser

<0(0) | &(t) | 0(0)> — eiB ) <0(0) | | 0(0)>

- 5 / du () () 00 ()

= 0.

A partir de este cdlculo, expresamos de manera algebraica la siguiente propiedad del estado
base del rotor
7| 0<0>> —0. (3.108)

La funcién de un punto para el OAP se define de forma anéloga a (3.107), pero ahora con
el estado base resultante de la teoria de perturbaciones | 0), ecuacion (3.47). Como discutimos
en la seccion anterior, el hamiltoniano del OAP (3.18) presenta paridad par, por lo que sus
estados propios tienen paridad definida, en el caso del estado base ésta es par (3.47) |53|. Por
consiguiente, la funcién de un punto sera cero, pues involucra el producto del estado base con
su derivada, los cuales tienen paridad opuesta, por lo que su producto tiene paridad impar,
que integrado en un perfodo completo de 27 resulta ser cero:

i 2w
01310 = 52 [ dubow) duun(w)
iXo [T ixo [°
= 52 [ dutvolw) o) + 52 [ dw it +2m)" (e +27)
= 22 [ o) duo(w) - 52 [ do ()" 2utn(v)
™ Jo ™ Jo

= 0, (3.109)
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donde primero se ha considerado que ernfo(t=t) — 1, luego separamos la integral fOQﬂ =
foﬂ—I—f:ﬂ, y realizamos el cambio de variable w = u — 27 en la integral fjﬂ, por dltimo
empleamos el caracter peridodico (27) de 1), realizamos el cambio de variable v = —w y se
utilizan la paridad par de vyg.

3.4.2. Funcién de dos puntos

En esta seccién calculamos la funciéon de dos puntos del OAP en el régimen de rotor. La
funcién de dos puntos se definird como

D<tsatr) = <0 ‘ i‘(ts)i‘(tr) | 0)7 (3'110)

donde se tiene en cuenta el ordenamiento temporal t; > t,, nuevamente | 0) representa el
estado base del OAP en el régimen de rotor y #(t) seré considerado en el esquema Heisenberg
con H definido en la ecuacién (3.27).

Consideremos los estados propios de H , las funciones Mathieu ce,, y se,, ecuacion (3.23),
los cuales denotaremos de forma algebraica como | m). Como estos estados propios forman
una base [54], los utilizamos para evaluar la funciéon de dos puntos (3.110) empleando dos
veces su relacion de cerradura Y~ | m)(m |= 1, por lo que (3.110) llega a ser

oo
D(ts,t,) = Y e ntFmemt) o2 (3.111)
m=0
donde introdujimos
AE,, = E,, — FEy,
cm = (m|z]0).

Podemos relacionar la funcién de dos puntos (3.111), la cual presenta el ordenamiento

temporal ts > t,, con el propagador de Feynman, que es simétrico en 5 y ., expresando la

+AEm,

exponencial e” » (ts=tr) como una integral de contorno:

i AR 1 2iAE, e ix(ts—tr)
e m(ts—tr) _ :l 2
' | ) 2m /C X AE%@ X2 i€ (311 )

donde el signo de ie corresponde al propagador de Feynman en espacio de momentos, la
prescripcion de los contornos y polos es la misma que en la integral (2.33), los polos estan
representados en la figura 2.1. Por tanto, combinando las ecuaciones (3.111) y (3.112), la
funcién de dos puntos en espacio de momentos es

1 iy
Dy (t,t') = o /C dyDye~X(t=t)

(0.9} .
2iAE, | em |2
=P + AEZ — k% —ie
con p = (x, k) y p* = x*~ | k |*.

Ahora nos enfocamos en el propagador de Feynman a segundo orden en «a. Para esto
primero detallaremos el factor ¢,,. En la seccion 3.2 vimos que los estados | m) y | 0) pueden
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ser obtenidos a través de la teoria de perturbaciones, por tanto se pueden escribir de la siguiente

fm) =3 Im® (o). 10) =3[0 (o)),
i=0 Jj=0

donde | m® (o/)> representa la correcciéon a i-ésimo orden del estado del rotor | m(0)>. De

forma

forma similar para | 00) (aj )> Asi, definimos

e =3B, (3.114)
k=0
siendo
k) = ¢ (o) = <m(i) (ai) | & |0 (aj)> , donde k=1i+j. (3.115)

Si ¢, es escrito hasta segundo orden, encontramos que | ¢, |? resulta ser

lem 2 = [c) +cD(@)

+ 19 (@ QZ))*+ | D (a) 2 +c2) (a?) (42))*} 10 (0¥, (3.116)
con
oy =y, (3.117)
M) = A a)+c(a), (3.118)
@ (0®) = & (a?) + o (@) + e (o). (3.119)

De forma similar, la diferencia de energia AE,, en (3.113) como desarrollo perturbativo se
escribe de la siguiente forma

AE, =Y AEP con Ae® =gl) gl (3.120)
k=0

Ademaés, si esta ecuacion es expresada hasta segundo orden en «, hallamos que su cuadrado

es
(AER)? = e +eM(a) +e? (a?) + 0 (¥), (3.121)
donde
W = (aEQ),

e(a) = 20EQAED(a),
2
e? (a?) = 2AE}3>AE,,3>(OP)+(AE<1>(@)) .
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Ahora, el factor AE,, | ¢, |? en el numerador de (3.113) resulta de multiplicar las ecua-
ciones (3.116) y (3.120), entonces hasta segundo orden en « hallamos

AEy | e [*= a4+ a () + aP (a?), (3.122)

siendo
a9 = AEW|L0)2 (3.123)
af(@) = ABQ [ (D(@) +cDie) (d9) ] + AED @)D, (3124)

0 (0%) = AED [d9 (2 (a%)) + e (@) + ) (o) ()]
FAED (@) [0 (@) + e (a) (<) ] + ABD (02) [cD . (3.125)

Para el denominador de (3.113) si sustituimos (3.121) encontramos la siguiente expresion

-1
1 _ 1 1+ ey (o) + D) (a?)
BB kP e 2
2
(1)
(1) ()2 em’ ()
1 m m

_ L)y (@) e (a)+( S ) +0 (), (3.126)

ep ep €p e

donde utilizamos el desarrollo (14 z)~! =% (—1)"z" y definimos
ep=—p el — k|

De esta forma, combinando hasta segundo orden en « las ecuaciones (3.122) y (3.126),
obtenemos
AE,, | em |?
—p? + (AEy)" - | k |2

2
(1) (2.2 em’ (@)
[agg)Jra%)(a)Jra%) (0‘2)} p_em(@) em(a?) < i )
ep ep ep ep

€p €p €p €p
2
aﬁfi) (e%) (a))
+ 5 (3.127)
€p

Calculamos explicitamente las correccién (:573), basados en la ecuaciones (3.115) y (3.117),
encontramos que

O = (m® | 100y =,

m

debido a la ecuacion (3.108). Dadas las ecuaciones (3.123), (3.124) y (3.125), también se
obtiene
al® =0, aV(a) =0, a? (a®) = AEY | D(a) . (3.128)

m
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Por consiguiente, sustituyendo (3.118) y los resultados de (3.128), en (3.127), llegamos a

AEp | ¢y |? ~AER | O a) + c(a) |2
2 - 2
_p2+(AEm) _‘k|2 —p —l—(AE(O)) —|k|2
AED | (o) P

: (3.129)
—p? + (AE}S)) — k|2

en la segunda linea evaluamos c.0(a) = 0, que es consecuencia de usar las ecuaciones (3.115)
y (3.108).
Ahora, para calcular ¢,, () es conveniente recordar la correspondencia entre los estados
propios del OAP y los estados propios del rotor:

01(

YL o(w) = 1, (3.130)
Y o 1 (w) = V2sin(nu), (3.131)
1/’1(73):271(”) = V2cos(nu), (3.132)

conn > 0.
Asi, vemos que para determinar 2l («) proseguimos en tres partes: ¢oL_ %, v cOL .
De esta forma, si consideramos (3.115), (3.130) y (3.41), %L es

Sy (00 10)
_ Lo ©, N\ 9
= 5 ; du <¢0 (u)) 2)\0%1% (u)
= 0. (3.133)

01_,  se obtiene mediante las ecuaciones (3.115), (3.132) y (3.41)

Asimismo, ¢,,_o,
S = <<2n><0> ql o<1>>

2m (1)
= / du (45 (u (u)
_ (3.134)
Por tltimo, por medio de las ecuaciones (3.115), (3.131) y (3.41), encontramos que ¢V,
resulta
Azt = (@0 =1 [q]0)
1 [ 0 * . 0 qa
= o du (wgn)—l(u)) 2)\0%% ()
2
- %5,%2_ (3.135)
Luego, si consideramos (3.133), (3.133) y (3.135), podemos expresar 9 como
NYe
CoLon 1 = \/05 02013, (3.136)
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lo cual nos dice que el primer término diferente de cero en la serie D,, ecuacion (3.113),
proviene del término m = 3.

Asi, a través de conjuntar las ecuaciones (3.129) y (3.136), veremos que la contribucion a
orden mas bajo en « de la funcién de dos puntos del OAP en espacio de momentos (3.113)
sera

. 0) [ A2a?
2nE]” (257
D, = . , (3.137)
—p?+ (AE() — K —ie
in

T 8¢Zm
= .1
p? — 4w?g?+ | k |2 +ie’ (3.138)

donde se ha sustituido AEéO) = 52(0) — 8(()0) = 2wg, y se tenido en cuenta a = % vg= mw)\%.
Como ya mencionamos anteriormente, podemos obtener la funcion de dos puntos D(ts, t,),
con ts > t,, en el espacio de posiciones, si realizamos la integral de contorno (3.112):

D(ts,t,) = / X ppemixttet

oo 2T

2.2 )
_ N i ug)(ta—ty)

, (3.139)

donde empleamos la ecuacion (3.137) y para realizar la integral s6lo consideramos el contorno
C definido en la mitad inferior del plano complejo.

3.5. Propagador del campo escalar polimérico a altas energias:
Esquema hamiltoniano

En esta seccidon calculamos el propagador del campo escalar a muy altas energias, o régimen
de rotor. Para esto nos basamos en el desarrollo de Fourier del campo ¢ y su momento
candnico w en los variables reales ¢ v pk. Dado que en estos modos el hamiltoniano del
campo escalar se expresa como una suma de osciladores armonicos desacoplados (2.22) y
(2.23), podemos cuantizar cada par de variables canonicas gk y px de forma independiente,
por lo que, si llevamos a cabo el proceso de cuantizacion en la representacion polimérica, a cada
par canénico gk y pk le corresponden los operadores basicos Zx v Vi k. Asi, si relacionamos
qx con el operador de posicién Ty, tendremos las siguientes relaciones

O Lact) | 0) = (01 3 [0) [,y oo (3.140)
y / /
(O | diO)d(t') | 0) = (0 | &OFE)[0) |, 00 (3.141)

donde (0| &(¢) | 0) y (0] Z(¢t)Z(¢') | 0) representan la funcion de un punto y dos puntos del
OAP, respectivamente, moas v woas denotan la masa y frecuencia del oscilador arménico y
w la masa del campo escalar.

De esta forma, la funcién de Wightman de frecuencias positivas del campo escalar en
términos de osciladores armoénicos poliméricos lo hallamos a partir de las ecuaciones (2.27),
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(3.140) y (3.141), donde las ecuaciones (3.140) y (3.141) son calculadas mediante (3.109) y
(3.139), respectivamente. Asi, la funcion de Wightman es

n 2 1 —ik-(x—x'
<Q | bt %), %) | Q> == Y R EInn), (3.142)
kel
COo1
2.2 .
Di(t, 1) = 20 e, (3.143)

donde se consider6 ts =t y t,. =t', es decir, t > t'.
Un aspecto a notar es que la expresiéon del propagador en el régimen de altas energias
del campo escalar polimérico se anula en limite de gx — oo, pues ax — 0, dada la expresiéon

a = ecuacion (3.21), o como también se puede observar de la expresion en espacio de

1
4 2
momer!ito (3.138). Esto no sucede en caso estandar del campo escalar. Ademas, la misma
ecuacion (3.138) sugiere que el propagador no es invariante de Lorentz, sin embargo, esta
aparente ruptura de la simetria de Lorentz puede ser resultado del truncamiento de la serie
que define el propagador (3.113), como se ha analizado en otros modelos [58]. Esto sugiere
que para determinar la invariancia de Lorentz de la serie (3.113), serfa importante contar con
propuestas que nos permitia estudiar de forma sistemética esta serie. En esta direccién esta
nuestra propuesta, aqui hemos tratado de ser un poco mas sisteméticos en el origen de los
términos de la serie (3.113), mediante la interpretacion de los estados propios y valores propios
del OAP como desarrollos perturbativos, a diferencia de lo hecho en [15], donde so6lo obtiene
el primer término diferente de cero.

Como veremos en los siguientes capitulos la integral de trayectoria nos permite plantear
en forma sistematica y directa (sin hacer referencia a los estados propios y valores propios de
la energia) el propagador del campo escalar en el régimen de rotor. Mediante la amplitud del
rotor y teoria de perturbaciones, en el espiritu de los diagramas de Feynman, plantearemos el
propagador del campo polimérico a altas energias por medio de la integral de trayectoria.

Por tltimo, mencionaremos el propagador en el régimen de bajas energias del campo escalar
polimérico. Recordemos que en este régimen el OAP se puede poner en contacto con el OAS
mediante el limite continuo A\g — 0. En el caso del propagador sucede lo mismo, éste tiene la
forma [15]

—i(1 —2g)
p? — M? + gwi + i€’

D, = (3.144)
vemos que en el limite g — 0 recuperamos la forma usual del propagador del campo escalar.
Notemos que si tomamos = 0 en (3.144) el polo corresponde a un taquion. Debemos mencio-
nar que si no hicimos un andlisis similar en el régimen de bajas energias, o régimen de OAS,
es porque aun ignoramos que método de aproximaciéon, nos puede permitir resolver el OAP
en este régimen. Con esto finalizamos nuestro anélisis dentro del esquema hamiltoniano, en la
siguiente capitulo analizaremos una propuesta para llevar a cabo la integral de trayectoria en
la representacion polimérica, en especifico, calcularemos la amplitud de transicion del OAP.



Capitulo 4

Oscilador armoénico polimérico
mediante integral de trayectoria

En este capitulo estudiamos el formalismo de integral de trayectoria para el oscilador amo-
nico polimérico (OAP). La metodologia que emplearemos dentro de la integral de trayectoria
polimérica [30], serd un esquema semejante al utilizado por Feynman cuando formulé la in-
tegral de trayectoria en la representacion de Schrédinger [27], es decir, partiremos de una
amplitud de transicién, haremos una particién en el tiempo e introduciremos las relaciones
de cerradura correspondientes a los vectores propios de los operadores candnicos de la teo-
ria, en este caso los operadores de posicién y de traslaciones. De esta forma, plantearemos
la amplitud de transicion del OAP en términos de la amplitud del rotor utilizando teoria de
perturbaciones, esto en el régimen de altas energfas. Por dltimo, calcularemos explicitamente
la amplitud de transiciéon del OAP hasta segundo orden.

4.1. Amplitud de transicién a través de la integral de trayecto-
ria

En esta seccién implementaremos la integral de trayectoria en la cuantizacién polimérica del
OAP, la idea es seguir la construccion estandar de la integral de trayectoria [59], la cual esta
basada en evaluar la amplitud de transicién entre dos estados propios dependientes del tiempo
del operador de posicién, o del operador de momento. La propuesta de seguir este esquema
en la representacion polimérica fue hecha por Ashtekar et-al para el modelo de Cosmologia
Cuéntica por Lazos [30], después fue seguida por Parra y Vergara para el OAP [32] y por
Kajuri para el campo escalar [31].

Nuestro punto de partida serd la amplitud de transicién entre dos estados propios del
operador de traslaciones y el sistema al que nos referiremos sera el OAP

7i(tb7ta)H' ol 7 h2 W U mW2 ~2
<pb;tb‘pa7ta> = <Pb‘ e n poty ‘Pa>7 Hpoly = W[z — Vaxg — V—QAO] + Tl’ . (40)
0

Dividimos el intervalo temporal t, — t, en N segmentos iguales tal como lo hicimos en las
ecuacion (2.36). De esta forma, recordemos que el operador de evolucion puede ser dividido
en N operadores por la propiedad de composicién

e_%(tb_ta)Hpoly = e_%EHpolye_%EHpoly . 6_%€Hpoly' (4_2)

60
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Hacemos pasos analogos a los hechos de la ecuacion (2.35) a la ecuacion (2.38), es decir, usamos
las relacion de cerradura del operador de traslaciones, segunda relacion de la ecuacion (3.17),
en el producto de operadores de evolucion (4.2). Asi la amplitud de transicion (4.1) puede ser
escrita como

et ( m/ )( T (ol e il |pn_1>>' (4.3
n=1

Si sustituimos la relacion de cerradura de la base de posiciones, primera relaciéon de la ecuaciéon
(3.17), en la enésima amplitud de (4.3), hallamos

<pb7tb’paata — (H onh Trh dpn)
w2 2

IS et [SM% LYV R ey | (4

n=1gn,€Z

En la dltima expresiéon la amplitud enésima puede ser evaluada haciendo la misma aproxima-
cion hecha de la ecuacion (2.39) a la ecuacion (2.41). Si no consideremos una forma simétrica
para los elementos de matriz del término cinético, hallamos que la amplitud de transicién es

N mh
<pb7tb|paa Cl - hm <1:[ le'h/Kh L)
= 0
i € SN s 220pn mw? i3
y ( ) |: ” 1)\0177,(1771 —Pn— 1)+ <47,M% [1 CO( h )]J'_ 2 >:| +O(€2) (45)
n=110,€%Z

2
AmNZ

n=

<H Z) ﬁ[ >t Aoln (P —pPn— 1)+e(wga[1 ‘505(%%)}+wg21 )} +O(62).(4-6)

n=110,€7Z

= wga, con g = mw)\o Vo= 4r— obtenemos

Si definimos

y‘:l

Ademés hacemos el siguiente cambio de variable u,, = ’\‘}f * + 5, este cambio no es un cambio
de representacién, s6lo estamos cambiando las variables de integracién y los puntos extremos
por facilidad, por lo que la amplitud de transicién seguird en términos de pp ¥ pg, asi tenemos

2
cos ( opn) = cos [2(un - E)} = —cos2uy,

h 2
)\Opn_)\opn—lzu _E_u +z:u —u
A A n 2 n—1 2 n n—1
A
du,, = ﬁodpn



CAPITULO 4. OSCILADOR ARMONICO POLIMERICO MEDIANTE INTEGRAL DE TRAYECTORIA 62

Con lo que encontramos

N-1 1 37”
<pbatb|pa7tn,> = lg% (H % dun)

n=1 -5
N . . wgly
« (H Z)el{ﬂl“("”"”-”*h(wga““"“""” )o@, wn
n=11,€%Z

Puesto que el integrando presenta periodo 27 en la variables u,, los limites de integraciéon
pueden ser cambiados, asi la amplitud de transicién es

N-1 1 2m
<pbatb|paata> = 21,_13(1) <nl:[1 %A dun)

n=110,€Z

A diferencia de lo que es propuesto en [33, 30, 32, 31], nosotros no obtendremos la férmula
de Feynman, escribir la amplitud de transicién en términos de la accién, en este caso la del
OAP, sino que trataremos de evaluar la expresion (4.8) de una manera directa. Por este motivo
realizaremos la teoria de perturbaciones, la cual nos permite calcular la amplitud de transicién
del OAP en el régimen de rotor, como veremos en las siguientes secciones.

4.2. Amplitud de transiciéon en el régimen del rotor

Del esquema hamiltoniano sabemos que una forma de aproximar el OAP es a través del
régimen de rotor empleando la teoria de perturbaciones. Con esto como guia, en esta seccién
calcularemos la amplitud de transicion del OAP en el régimen de rotor sin perturbar, ya
que esta amplitud puede calcularse de forma exacta, ésta serd la amplitud soluble sobre la
cual desarrollemos la teoria de perturbaciones. Como veremos esta amplitud coincide con la
calculada a través de las funciones propias del rotor rigido plano [60], no obstante nosotros la
obtendremos de aproximar e integrar directamente de (4.8).

Habiamos dicho que la forma de aproximar el OAP en el régimen de rotor es considerar
%> 1, lo que implica o — 0, dado el anélisis de la ecuacion (3.29). De estos limites y de las
ecuaciones (3.20) y (3.21) vemos que

1
goa ~ — — 0.
g

Por lo que, la amplitud de transicion (4.8) en el régimen de rotor sin perturbar resulta de
omitir el término wga [1 + cos 2uy,]:

N-1 1 27 N i [ZN Ly (0 — H_swgli]
7 ‘ n=1'n\Un n—1 2h
(po: t[pasta) = lim ( [] ﬂ/o dun> <| [ D )e + O(€?).(4.9)
n=1

n=11,€Z

De la expresion (4.9) podemos calcular la amplitud de transiciéon en este régimen. Tenemos
que (4.9) puede escribirse de la siguiente manera

(Db to|Das ta)

N . N ewgl% N1 1 27 . N
_ H_I)I(l) | | 2 : et 2 n=1 2% | | 271-/ duy, e~ 1 X n=1 In(un—un—1) _1_0(62)'
€ 0

n=11,€%Z n=1
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Para realizar las integrales en u, tenemos lo siguiente. Veamos la integral en u;
1 2m

dule—i[ZQ(uz—u1)+l1(UI_UO)]7

2 Jo

hacemos el cambio de variable v; = u; — ug, asi la integral se escribe

2m— —ila(us— 0 2m—
i T—ug dme_ilg(uz—uo)ei(lz—ll)ul _ M {/ d’ulei(b_ll)”l +/ T—up dv1€i(lz_l1)vl} )
27 27 —up 0

—ug

Hacemos otro cambio de variable en la primera integral w; = 27 + v1, ahora tenemos

il (o —u o 2T —u,
e el [ / oy (a1 w1 =2m) / Odme“”‘““}
9 0

o -

—il2(u2—uo) 27
_ e / dwlei(lgfh)wl
27 0

g e_ZZQ (71‘2 —’LLO)

Ol 1y - (4.10)

Ahora, con este resultado notamos que la integral en us tiene la misma forma que la de

u1, por lo que
1 2 ) )
% i du2e—z[l3(u3—uz)+lz(u2—uo)] — e—zlg(u:>,—u())5l37l27 (4_11)
y asi serd para el resto de variables u,,.
Entonces, la amplitud de transicién del OAP en el régimen de rotor sin perturbar consi-

derando (4.10) y (4.11) sera

N N 9
., i cwgly _
(Do tolparta) = Mm [ J[ D | e7"Zmmr maneinlonuolg, 06,0, 4+ O()

e—0
n=11,€Z

3 _il ( _ ) 7,ewgl?\, 7,(N71)ewgl% 9

= 1% E e UNWUN=UO) o=t 557 o2 T 5ZN,11+O(6)
In,L1EZ
. ; wgld (ty—ta)

_ 2 :e—le(ub—Ua)e—%iNQ . (4.12)

INEZ

Este resultado corresponde al propagador de un rotor plano estandar calculado con las fun-
ciones propias y valores propios del rotor [59, 60]. Empero, en nuestro caso soélo evaluamos
directamente la forma discreta de la integral de trayectoria polimérica, sin hacer referencia a
las funciones propias y valores propios del rotor. Podemos reescribir el propagador del rotor
en una forma mas conveniente

gl (tr—ta
k(o)(ub,tb;umta) _ Z ei(ub*utz)lofi glo(gb ta)
In€Z
> i wal(ty—ta)
= 142 Z cos [lo(up — ug) e B (4.13)
lo=1

Esta ecuacion se puede expresar como una funciéon Teta de Jacobi [24, 53, 61], si tomamos

up—u ) i wyg(ty—ta)
como argumento —5—* y como parametro e & 2 :

Up — Ug _;29p—ta)
5 e 2 .

k(o) (ub7 tp; Ug, ta) = 193 <
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Por ultimo, debemos decir que la amplitud de transicién del rotor rigido plano estandar
presenta dos formas distintas [59, 60, 61], las cuales se pueden relacionar mediante la formula de
suma de Poisson. El caso polimérico no es la excepcién, hay otra expresion para el propagador
del OAP en el régimen de rotor, k. que se obtiene a partir de la ecuacion (4.12) mediante
la formula de suma de Poisson. En este trabajo solo trabajaremos con la forma (4.13), que
serd la base en el calculo de la amplitud del OAP mediante teoria de perturbaciones, como
veremos en la siguientes secciones.

4.3. Amplitud de transicién mediante teoria de perturbaciones

En esta secciéon desarrollamos la teoria de perturbaciones de la integral de trayectoria del OAP
en el régimen de rotor. Para esto, consideramos como la amplitud a orden cero a la amplitud
del rotor (4.9), y como potencial perturbativo el término: wga [1 4 cos 2uy,]. Asi, seguimos el
desarrollo estandar |3, 59].

La amplitud de transicion del OAP (4.8) puede ser reescrita de la siguiente forma

(Db to|Pas ta)

N-—1 T N . N wgl? )
= lg% (nl;[ 2171'/02 dun> (H Z) eil {2":1l”(uniunil)+%] €7$ 271:7:1[1+0032un] + 0(62)

1 n=11,€Z
N-1 o N TN wgl2
, 1 —1 Z"=1 ln(un_unfl)“r 2”
- !%(Hzﬁ/o dUn><HZ>e | P
n=1 n=11[,€Z
. N 1 /i 2 | N N
{— zea;iga ; [1+ cos2u,| + = (Zeo;igoé) ; 1 + cos 2ug ; 1+ cos 2u, (4.14)
= Z /Bmk(m)(ubatb; ’U,(“ta), (415)
m=0
donde hemos definido = —WT?. La expresion (4.15) es un desarrollo perturbativo de la

amplitud del OAP, la cual a orden cero en 3 corresponde al propagador del rotor k(9), ecuacion
(4.12). Algo para remarcar es que, en principio, podemos calcular la correccion a enésimo orden
k(™) mediante la amplitud a orden cero (4.12). Esto lo mostraremos para las correcciones a
primer y segundo orden a continuacién.

4.3.1. Correccién a primer orden

Veamos la correccion a primer orden en 3 de la amplitud de transicion del OAP, k). De la
ecuacion (4.14) tenemos

k(l)(ub; tb; uaata) =
N

N—1 x N N wgl3
iy (U 217r/ d“”) (H Z)Eﬂ{zm e ] o) g

r=1 n=11,€Z

La expresiéon anterior puede ser escrita en términos de la amplitud de transicién a orden cero
(4.12). Para esto la suma de la exponencial y la medida de la integral de trayectoria en (4.16)
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son reagrupadas de la siguiente manera

2 2 2
Zln(un—un 1) wg Zl — Up—1) wg — Up—1) + w92n’ (4.17)
n=1 n=r+1
N-1 1
(I [ (1)
n=1 n=11,€Z
N 1 2 r—1 1
duy, (/ dur> ( / dun> ( ) (4.18)
<77 1:[4—1 2 / ) (n,:_l:[-‘rl l%) 2m 0 71;[1 2 7:7[_[1 lze:Z

Luego, la correccién a primer orden de la amplitud de transicion (4.16) teniendo en cuenta
(4.17) y (4.18) puede escribirse

kj(l) (ub7 tb; Uq,, ta

N
= Iim ( dur> X
e—0
r—=
N-—-1 2 N wgl
- n=nr ln n n— +
( H 271—/ d’u,n> ( H > z[ 11 ln(un—un—_1) ][1+COS2UT] y
n=r+1 n=r+11,€Z
T

(Lo [T (f1 ) 2 N
n=1 0 =linez

En el limite € — 0, utilizamos la expresion del propagador del rotor (4.13) y la definicion de
la integral de Riemann para la suma en r de la siguiente manera:

wgl2

2m U — Uy n
y—{% (nr—i—l 27T/ dun) H Z { ot v } = k(O)(ubvtb;uﬁt?‘)a

n=r+11,€Z

(4.20)

r—l ™ r —i| Up—Up— woly
li%(gzlw/o d“") I3 ) Bt 8] o i, o

n=11,€Z
N tp
If — [ at,. 4.99
lig e e (4:22)

Asi, mediante los limites (4.20), (4.21) y (4.22), la correccién a primer orden, ecuacion (4.19),
queda

k(l) (uba tb7 () ta)

tp 2
= (/ dtr> (21/ dur> k(o)(ub,tb;uhtr)(l + COS(QuT))k(O)(ur,tr;ua,ta). (4.23)
ta ™ Jo
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4.3.2. Correccién a segundo orden

Ahora veamos la correcciéon a segundo orden de la amplitud de transicion del OAP, k2. De
la ecuacion (4.14) tenemos

k(Z) ('U/b,tb; 'U/C“ta)

1 , N 2m N —1 et b (Up = U )+wgl
< (I [ (I )
X |:€Zl + cos 2uS] [eZl + cos 2u,,} . (4.24)
s=1 r=1

Reagrupamos la medida y la suma en el argumento de la exponencial de (4.24), similar a lo
que hicimos en (4.17) y (4.18):

20+ i

n=1 n=11,€Z
21 N 1 2w 2T s
n= s—l—l n=s+11,€Z n*r—i—l n=r+11,€Z
1 27 r—1 1 21 r
X [ — du, / duy, . 4.25
<27T /0 ) rg 2 Jo g anEZ (429
N
l?
Z ln(un un—l) + Y9'n
2
n=1
- wgl? wgl?
== Zln(un_unl gn+ Z l — Up— 1) gn
n=1 n=r+1
E Y - ) + 200 (4.26)
n=s+1 " 2 ‘ .

Vemos que la correccion a segundo orden (4.24) puede reescribirse con la ayuda de (4.25) y
(4.26), como sigue

(2) 1 1 27 1 27
k (ubvtb§uaata) = Eeh—rf(l) % dug % du,

x(hl % " ( I1 Z) ([Zns 25 [eil—l—cos?usl

n=s+1 0 n=s+11, EZ s=1
wgl? N
ln(un_un l)+ J i|
H g ) [ ner € E 1 4 cos 2u,
n=r+11,€Z r=1

X
N
aﬁ .
s

i

[N
¥-
e (]
)

/\v\_/

I N

H Z) Bt quz] (4.27)
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Si consideramos limites anédlogos a los de las ecuaciones (4.20) y (4.22) en la ecuacion
(4.27), entonces, en limite € — 0, la correccion a segundo orden llega a ser

k(2) (ub7 tp; Uq, ta)

L (L) G ) () ([ )

x k(0 (up, ty; us, ts) (1 4 cos 2us) () (us, ts; ur, ty) (1 + cos2uy) £© (U, tr; Ug, o (4.28)

donde k() es el propagador del rotor (4.13).

En la ecuacion (4.28) observemos que la region de integracion en la parte temporal es un
cuadrado de lados t;, — t,, como se observa en la Figura 1 (linea negra). Podemos cambiar la
region de integracion si consideramos la recta ¢, = tg (linea roja), esta recta divide en dos
tridngulos iguales el cuadrado de integraciéon, un tridngulo es el formada por los puntos del
cuadrado que cumplen la condicién t5 < t,., y el otro tridngulo estd formado por los puntos
que satisfacen la condicion tg > t,.

Ahora, supondremos que el volumen que resulta de integrar una funcion f(¢t,) conside-
rando el cuadrado, de lado ¢, — t,, como la regién de integracién, es el doble del volumen que
resulta, si consideramos alguno de los tridngulos, t5 > t,, o ts < t,, como region de integracién:

ty  rtp ty,  pts
/ / dtsdt,,«f(t&tT) = 2/ / dtsdtrf(tsvtr), ts > 1y, (4.29)
ta ta ta ta

ty tp ty tr
/ / dtsdt, f(tsty) = 2/ / dtydtsf(tstr), ts<t,. (4.30)
ta ta tq ta

Figura 1

Entonces, podemos cambiar la region de integracion temporal en (4.28), si restringimos
esta region al tridngulo t5; > ¢,. Asi, la ecuacion (4.28) puede ser reescrita como la ecuacion
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(4.29)

k(2) (uba tb; ’U,(“ ta)

= Gl o) G o) () ()

xk(o)(ub,tb;us, ts) (1 +cos2u3)k: (us,ts,uT, T)(1+cos?u,)k(o)(ur,tr;ua,ta), (4.31)

esta expresion nos da la correccién a segundo orden de la amplitud de transicion del OAP.

En esta seccion hemos propuesto la amplitud de transicion del OAP en el régimen de rotor
como un desarrollo perturbativo, donde las correcciones pueden ser calculadas por medio de
la amplitud de transiciéon del rotor (4.12), como sucede en los casos de la correcciéon a primer
orden (4.23) y de la correccion a segundo orden (4.31). En las siguientes secciones calcularemos
estas correcciones de forma explicita.

4.4. Calculo explicito de la correccién a primer orden

En esta seccion calculamos de forma explicita la correccién a primer orden a la amplitud de
transicion del OAP, ecuacion (4.23). Podemos calcular esta correccion en dos partes

kD) (up, ty: g, ta) = kY + kY, (4.32)

kgl) - (/ ><21/ > ubvtb;uratr)k(O)(uTvtT;ua7ta)7 (433)
™
(1)

Veamos el primer término k", ecuacion (4.33). Este representa la integral en el tiempo
de la propiedad de composicion de la amplitud de transicion del rotor. Asi, para mostrar esta
propiedad introducimos la siguiente notacion

l\.’J‘}_l

k(o)(ubatb;urvtr) =1 +28(10,Ub,ur), k(o)(urvtr;ua)ta) =1 —f—QS(lr,UT,UQ), (435)

con lo que la propiedad de composicién se escribe

1 2
o durk(o)(ubytb;urytr)k(o)(urvtr;uaata)
27
1 2
= 3 duy {1+ 2[S(lo, up, ur) + S(lr, ur, ug)] + 45 (lo, up, ur) S, ur, ug)} - (4.36)
0

Puesto que el segundo término de (4.36), S(lo, us, ur), es funcion del cos [lop(up — ur)], compare
(4.13) y (4.35), vemos que la integral respecto u, es
1 2

o duy cos [lo(up — uy)] = cos(loup)dy, 0, con lop=1,2,...
T

1 2
= / du,S(lo, up, ur) = 0. (4.37)
27
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De igual forma sucede para el tercer término de (4.36), S(ly,ur,uq), pues es funcion del
cos [l (uy — ug)]

21
— durS(ly, up,ug) = 0. (4.38)
27T 0
El cuarto término de (4.36) es
2 o0 i wgld(ty—tr) i wgl2(tr—tq)
o du,4S (Lo, up, wr) S (L, up, ug) = 2 e h 2 ek 2 cos [loup — lyug) 0y, 1,
T Jo lo,lr=1
i i wal?(ty—ta)
=2 Z cos [lo(up — ug) e e , (4.39)
lo=1

donde en la tltima expresiéon se ha considerado que lp > 0 y I, > 0.
De esta forma, si combinamos (4.37), (4.38) y (4.39) en (4.36), obtenemos la propiedad de
composiciéon de la amplitud de transicién del rotor

1 2w

27 durk(o)(ubvtb;uTvtT)k(O)(uﬁtT';ua,ta) = k(O)(ubatb;uaata)' (440)
T Jo

(1)

Luego, el primer término de la correccién a primer orden k:ll
cuenta la integral en el tiempo de (4.40), resulta ser

, ecuacion (4.33), teniendo en

1 t
et = (/ dtr> O (wy, th: g, ta) = (t — ta) K (up, th; Ua, ta)- (4.41)
ta

Ahora calculemos la integral en u, de kél), ecuacion (4.34), utilicemos de nuevo la notacion

(4.35)

1 27
(2 / dur> k(@) (up, tp; up, tr) cos(QuT)k(O) (Up,y tr; U,y tg)
™ Jo

1 2

=5 du, [cos(2uy) 4 2 cos(2u, ) (S(lo, up, ur) + Sl ur, ug))
T Jo

+45(lo, up, ur)S(ly, ur, ug) cos(2uy)] . (4.42)

La primera integral de (4.42) es

1 2

— du, cos(2u,) = 0. (4.43)
2 0

Para el segundo término de (4.42) tenemos las siguientes integrales

1 [ 1
— duy cos [l (up — ug)] cos(2uy) = —cos(lyug)d,. 2, lr =1,2,...,
27T 0 2 ’

12 1
o duy cos [lo(uy — ur)| cos(2u,) = = cos(loup)dyy 2, lo =1,2,... .
™ Jo 2
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Asi, el segundo término de (4.42) es

27
o [ dur2cos(2ur) (S o,y ur) + S,y a)) = e F29O cos(2uy) 4 ¢ 2900 10) cos(2u,).
i
(4.44)
El tercer término de (4.42) resulta de la siguiente forma
2
5 du,4S (1o, up, ur)S Ly, ur, ug) cos(2u,)
T
e i WQZg(tb*tr) i wgl%(trfta)
= Y en oz ez {cosloup + btta] [0, —tg—2 + 01, —1g+2]
lo,lr=1
+ cos [loup — lyug) [511”10_2 + 51T710+2]} . (4.45)

Para evaluar las deltas de Kronecker debemos hacer un anélisis del dominio de I, v lp:

1. 61, —19+2 con I, > 0, lp > 0. Los tnicos valores de [, y lop que cumple la igualdad en el
argumento de la delta de Kronecker, son I, =1, lp =1 = ;. _jo42 — 010,1,.010,1-

2. 9,,—1p—2 con I, > 0, lp > 0. No hay valores para los cuales se cumpla la igualdad en los
argumentos de la delta de Kronecker, por tanto d;, _;,—2 = 0.

3. 9y, 19—2 conl, >0, lg > 0. Para que la igualdad se cumpla, debemos tener en el argumento
de la delta de Kronecker I, =1y —2 > 0= 1y > 2.

4. 5l7‘710+2 con . >0,lg>0=1.=1lg+2,VIy>0.

Con lo que, la ecuacion (4.45) resulta ser

27 © iwglo(fb tr) _Z wa (t,—ta)
2— du,4S (Lo, wp, ur)S (L, wr, ug) cos(2u,) = E e h 2 h
T
lo,lr=1

X {COS [loub + l,«ua] [5107”(51071] + cos [lgub — lrua] [(Slth,Q ’10>2 +5lr710+2]}

i w(ty—ta) i walg(ty—tr) i wo(lg+2)%(tr—ta)
e cos(up + ug) + Z D R e cos [loup — (lp + 2)ug]
lo=1
i wgld(ty—tr) i wg(lg—2)2(tr—ta)
+ Z eTh ek s cos [loup — (lp — 2)ug) - (4.46)
lo=3

En el ultimo término de (4.46) realizamos el cambio Iy — Iy + 2, con Iy > 0:

o 2 2
i wglg(tp—tr) wg(lg—2)(tr—ta)

Z ek 2 ek 2 cos [loup — (lp — 2)ug) —

lo=3
o0 2 2
i wg(lp+2)*(tp—tr) 4 wgly(tr—ta)
Z ek 2 ek 2 cos [(lo + 2)up — loua) ,
lo=1

si ademas introducimos la notacion I, :=lop+n, con n = 1,2, ..., la ecuacion (4.46) llega a ser
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i wg(tp—ta)

2m
—/ du,4S (1o, up, ) Sl tpy ug) cos(2u,) = e~ v~ 2 cos(up + ug)
™ Jo

> i wgld(ty—ta) i
+ Z P {e*ﬁmgll(”*t“) cos [loup — laug] + e — 7 2wgl (to—tr) ¢ g [louy — loua]} (4.47)
lo=1

que es el tercer término de (4.42).
Asi, si sustituimos (4.43), (4.44) y (4.47) en (4.42), encontramos

1 27
<2 / dur) k(o) (Uba ty; U, tr) COS(QUT)k(O) (UT‘7 tr; Uq, ta)
™

i wglty—ta)
= e n2wglt—tr) cos(2up) + e~ x 209 (tr—ta) cos(2ug) +e =5 cos(up + ug)

e i w 12 (t a) i
z R {e*ﬁ%gll(“*t“) cos [louy — latig] + €7 % 209l (1) o [loup — loua]} .(4.48)

Con lo que, de acuerdo a (4.34), el segundo término de la correccién a primer orden k:( ) es la
integral en el tiempo de (4.48):

i wg(tp—ta)
k:él) = (tp—ty)e ® T cos(up + ug)

b i tp i
oos(2up) | e #2901 4 cos(2u,) / dt, e~ k2ealti—to)
ta ta

i‘*’glo<tb ta) b _i _
+ E [COS [loub—lgua]/ dtre 7, 209l (tr—ta)
t
lo=1 a

ty i
+ cos [lauy, — loug) / dtpew2wshil=tr) | (4 49)
ta

Para realizar las integrales temporales en (4.49) consideramos las siguientes integrales

ty ty
/t dt,e~dr—ta) /t dt,e~dttr), (4.50)

Realizando los cambios de variables v = ¢, —t, v u = t, —t,-, respectivamente, e introduciendo
la funciéon

1
Filctpm] == —— [eCt”m — 1] , con tpm = tn — tm, (4.51)
c
obtenemos en las integrales (4.50)
ty
/ dtye”tr=ta) — _ [y [—dty,)], / dt,e~ =) — _ By [—dty,]. (4.52)
ta ta

De esta forma, si evaluamos (4.52) en (4.49) y también definimos v:=

tha

s t
kél) = tpee 17 cos(up + ug) — (cos(2up) + cos(2u,)) Fi [—bal
v

[e.e]

_ Bt litha
- g e R |- (cos [loup — loaug] + cos [laup — loua)) , (4.53)
g
lo=1
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donde volvimos considerar t,,,, = t, — ty,. Si utilizamos la definicién de F}, ecuacion (4.51),
en el factor del cos [laup — lpu,] de (4.53), y escribimos en dicho factor

_L%(trta)_(zoﬂ)(tb—za) _(tb—ta)(l%+4(lo+1)) _(ZO+2)2(tb—ta)
e 4y ~y =€ 4y =€ 4y

i

luego, la segunda contribucion a la correccién a primer orden, ecuacion (4.53), llega a ser

_tba tha
k:él) = tpee i cos(up + ug) — (cos(2up) + cos(2u,)) Fi [—i]
+ Z E1(lo,11,12) + Ey(—l2, =11, —lo), (4.54)
lo=1

donde hemos definido la funcion Fy(z,y, 2) :

fy 7w2tba 752iba
Ei(z,y,2):=(—=) e ™ —e o |coslzuy — zug. (4.55)
Yy
Por consiguiente, la correccion a primer orden, combinando (4.32) con (4.41) y (4.54), es

k(l) (uba tp; Uq, ta)

_tha t
= tbak(o) (up, ty; Ua, ta) + trae 1 cos(up + uq) — (cos(2up) + cos(2u,)) Fi [—f;a}

+ Z {El(lo,ll,lg) +E1(—l2,—l1,—l0)}. (456)
lo=1

4.5. Calculo explicito de la correccién a segundo orden

En esta seccién calculamos explicitamente la correccién a segundo orden en la amplitud de
transicion, k() ecuacion (4.31). Si combinamos las formulas para k(1) y k)| ecuaciones (4.23)
y (4.31), después sustituimos la forma explicita de k(1) ecuacion (4.56), k) se puede expresar
de la siguiente manera

k(z) (uln h; Uq, ta)

tb 21
= </ dts> (1/ dus) k(o)(ub,tb;us,ts)(l —I—Cos(2us))k(1)(us,ts;ua,ta)
ta 0

27
b 4 k2 4 12 + 42, (457
con
ty 27
kf) = </t dtstsa> (217r/0 dus) EO) (uy, ty; s, t5) (1 4 cos(2us)) kO (ug, te; ta, ta), (4.58)
atb 1 27 ten
kéQ) = (/ dts) (%/ dus> k(©) (up, tp; us, ts)(1 + cos(2usg)) {tsae_H cos(us + uq)
ta 0
— (cos(2ug) + cos(2ug)) Fy {_t;a] } ) (4.59)
ty 2 00
KO </t dts) (2177/0 dus> KO (uy, ty; s, £5) (1 + cos(2us)) {Z El(zo,zl,zg)} . (4.60)
a lo=1
ty 1 27 e e}
kf) = (/t dts> (271_/0 dus> EO) (uy, ty; s, t5) (1 4 cos(2uy)) {Z Eq(=l2, =14, —lo)}(4.61)
o lo=1
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Primera contribucién a la correccién a segundo orden

En este apartado trabajamos con el primer término de (4.57), k?). Entonces, de acuerdo
a (4.58) tenemos

K

tbs

tp tha _lps _ tsa
= (/ dtstsa> {k‘(o)(ub,tb; U,y ta) + e cos(up + ug) + e 7 cos(2up) + e 7 cos(2ug)
ta
o0

_9ta _ ity _Utsa
+ E e & [cos [loup — loug) e 7 + cos [loup — laug) e } } , (4.62)
lo=1

donde hemos utilizado las expresiones de (4.40) y (4.48) en lugar de la integral en ug de (4.58).
Para las integrales temporales de cada término de (4.62), tenemos

ty _ 2
[t~ = Lt (463)
ta
o —d(te—ta) 1 —d(ty—ta) 1 —d(ty—ta) —dt
dt (b — ta)e™ 071 = ==ty — ta)e 100 4 (2 (e b—ta) _ 1) = Fyldtye]e e,
ta
(4.64)
o 1 1
_ 7d(tb7t5) [ _ — 7d(tb7ta) _ — _
/ta dts(ts —tq)e 7 [(tb ta) + <d> (e 1)} Fy—dtyp,). (4.65)
En las anteriores expresiones hemos definido
1
Fy [Ctnm] = _E (tnm + [Ctnm]) . (4.66)

Si evaluamos (4.63), (4.64) y (4.65), en los respectivos términos de (4.62), k&z) resulta

t2 _tha t a
ng) — % |:k.(0) (Ub, tba Uq, ta) +e éfw COS(Ub —+ ua):| —+ F2 |:—’l;:| COS(2Ub)
tha] _tha -
+F, [’l;} e 5 cos(2ug) + E Es(lo, 1, 12) + Ea(—l2, —11, o), (4.67)

lo=1

con la definicion de la funcion Es(z,y, z) como

z%pq t
Esy(x,y,z) =€ =" cos [zup — xug) Fo [—y ba} . (4.68)
Y

Segunda contribucién a la correccién a segundo orden

En este apartado calcularemos el segundo término de (4.57), kéz). Dada la ecuacion (4.59),
este término lo podemos separar en dos partes:
kY= kg k) (4.69)
ty

sa 1 27
kézl) == dtsFy {— t‘y } <2 / dus> E© (up, ty; us, ts) (1 4 cos(2us)) [cos(2us) + cos(2uq)](4.70)
ta T Jo

tb tsa 1 27
kfz) = </75 dtstsae_‘w> (%/0 dus) k(©) (up, th; s, ts)(1 + cos(2us)) cos(us + ug)- (4.71)

a
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Primero calcularemos kg), ecuacion (4.70). Consideremos la integral en us que involu-
cra el factor cos(2u,) de (4.70), si sustituimos la expresion del propagador del rotor (4.13),
encontramos

12 > _lBtns
/ dus | 142 Z cos [lo(up — us)] e e (1 4+ cos(2us)) cos(2uy,)
27'(' 0 lo=1
= cos(2u,) [1 te cos(2ub)] , (4.72)

donde para obtener este resultado hemos utilizado
27 2
/ dus(1 4 cos(2us)) = 2m, / dus cos [lo(up — us)] = 20y, 0,
0 0

27
/ dus cos [lo(up — us)] cos(2u,) = mcos(loup)dy, 2, con ly > 0.
0

Asimismo, para el término proporcional a cos(2us) de (4.70), nuevamente empleando (4.13),
la integral en uy sera
1 2
— {/ dus(1 4 cos(2us)) cos(2us)
0

_1B(tp—ts)

27
+2 Z e M /0 dug cos [lo(up — us)] (1 + cos(2us)) cos(2us)

B (tp—ts)

1 > 1
= 3 T+ 27 ZZ:I e 4y {5;0,0 + cos(loup)dyy,2 + 3 cos(loup)dy, 4
o=

1 1 _ 4(tp—ts) _ (tp—ts)
= 5 T 3¢ v cos(dup) +e 7 cos(2up), (4.73)

aqui evaluamos las siguientes integrales

2m
/ dug(1 + cos(2us)) cos(2us) = m,
0
2m
/ dusg cos [lo(up — us)] (1 + cos(2us)) cos(2u,) = mcos(loup)dy, 2 + miy0 + gcos(loub)&oA.
0

De esta forma, combinando (4.70), (4.72) y (4.73), kg) llega a ser

1 1
kg) = 7 { <2 + cos(2ua)> I + B cos(4up) 12 + (1 4 cos(2uy)) cos(2ub)It3} , (4.74)

con

"t (1 - e—%) , (4.75)

~

[

1
h

tp _ts—ta _A(tp—ts)

Ly = / dt (l—e e )e 5 (4.76)
ta
(23 _ts—ta _ (tp—ts)

Iy = / dt (l—e e )e e (4.77)
ta
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donde fue usada la definicién de Fy, ecuacion (4.51). Asi, para Iy, ecuacion (4.75), tenemos
tp—ta w
Iy = / du(l—e_?), con u = tg — tg,
0

= 5}?2 [—] . (4.78)

Para I;9, ecuacion (4.76), vemos que

123 Aty —ts) (tp—ta) [lb  3(tp—ts)
Iis = / dtse v —e v /dtse v
ta ta

Aty]  _tha 3tha
= —Fl[_ b:|+€ ZFl[— b], (4.79)
2! B!

aqui fue empleada la segunda expresion en (4.52). Para I;3, ecuacion (4.77), de nuevo con
ayuda de la segunda expresion de (4.52), encontramos

(tp—ts) (tp—ta)

ty t
I3 = / dtse 7+ —e 7 dts
ta

ta

1 5 [the
= leNR [t”] (4.80)
v v

Asi, si sustituimos (4.78), (4.79) y (4.80) en (4.74), k 1 es

1 tha U] e [ Bte
kg) = [2 —|—cos(2ua)] F [—;] —cos (4up) | —F1 [ b } te R [_ ’;’ ])

(-
(1 + cos(2ug)) cos(2up) < -2 R {%D (4.81)

Para el segundo término de (4.69), k:g), dado por (4.71), si sustituimos el propagador del

rotor (4.13), la integral en us se escribe como

1 27
(2 / dus) E©) (up, ty; us, t6) (1 + cos(2us)) cos(us 4 tg)
T Jo

_ <217r / " dus> {(1 + cos(2us)) cos(us + 1)

l t
+2 Z 5 cos [lo(up — us)] (1 + cos(2us)) cos(us + ua) b - (4.82)

lo=1
Si desarrollamos el primer término de (4.82), (1 4 cos(2us)) cos(us + ug), tenemos

(14 cos(2us)) cos(us + uq)

cos(uq) sin(ug)

= cos(us + uq) + [cos(us) + cos(3us)] — [sin(3us) — sin(us)] .

Con lo que, la integral en ug del primer término de (4.82) es

/27r dug(1 4 cos(2us)) cos(us + ug) = 0. (4.83)
0
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De manera similar realizamos la integral en us del segundo término de (4.82), cos [lo(up — us)] (1+
cos(2us)) cos(us + ug), asi hallaremos

2
/0 dus cos [lo(up — us)] (1 + cos(2us)) cos(us + uq)

. . 1 1. .
= Ty (cos loup cos ug — sin louy sin ug + 3 cos lgup cos ug + 3 sin loup sin ug
T . .
+§510,3 (cos lpup cos u, — sin lpup sin ug,)

1
1 [cos(loub + ug) + 3 cos(loup — uq) | + gélo,g cos(loup + uq)- (4.84)

Por lo que, si sustituimos (4.83) y (4.84) en (4.82), la integral en ug de kg) resulta ser

27
(21 / du5> k(@) (up, tp; us, ts)(1 + cos(2ug)) cos(us + ug)
™ Jo

.t 1 1
= Z e 4y <5lo,1 [cos(loub + ug) + B cos(loup — ua)] + 551073 cos(loup + ua)>
lo=1
ths 9ty

tpg 1 1 _ 9%
= e H [cos(ub + uq) + 5 cos(uy — Ua)] T v cos(3up + tq)- (4.85)

Ahora, si combinamos (4.71) y (4.85), encontramos kg)

@) tp _ (ts—ta) _ (tp—ts) 1
kyy = (/ dts(ts —tg)e ) <e ay [cos(ub + ug) + 3 cos(up — ug)
la

1 _ 9(tp—ts)

—i—ie 7 cos(3up + ua)>

_ (tp—ta)

1 b
= ¢ 1 [cos(ub + ug) + 3 cos(up — ua)} / dts(ts —tq)
tq

1 _ (p—ta) _2(tp—ts)

ty
—i—§e Iy Cos(3ub+ua)/ dts(ts —tq)e g
ta

2 _tha 1 1 _tha —2t
:%e 4 [COS(Ub + uq) + 5 cos(up — Ua)] + 5¢ i Fy [ ba] cos(3up + ua) (4.86)

Por consiguiente, de acuerdo a (4.69), si sumamos k:g) y k:g), ecuaciones (4.81) y (4.86),

obtenemos la segunda contribucién a la correccién a segundo orden kéZ) (4.59):

t2, _ta 1 1 _ta  [—2t
k:éQ) = %e ] [cos(ub + uq) + B cos(up — ua)] + 3¢ o [ P}/ba] cos(3up + ug)
1 t 4t _tba 3t
+ [ +cos(2ua)} Fy [—ba] + zcos(4ub) <—F1 [— ba] te o Fy [— ba])
2 Y 2 g v

+(1 + cos(2ug)) cos(2ub)efthaFg [t;a] : (4.87)
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Antes de calcular las contribuciones k:(f) y kf) de la correccion a segundo orden, k(?),

ecuacion (4.57), vamos a sumar las contribuciones k§2) y kéQ), ecuaciones (4.67) y (4.87). Asi,
tenemos

@ @ _ b e
Ey” + ks = % [k(o)(ub,tb;ua,ta) +e v cos(uy + ua)}

tha tba

P [_” cos(2uy) + F {A e~ 5 cos(2ug)

t2 _tha 1 1 _tha
—1—7“6 4y [cos(ub + uq) + 5 cos(up — ua)} + 3¢ 1 {

1 t 41 _tba 3t
+ [ + COS(?UG)] Fy [ ba} + zCos(4ub) <—F1 [— ba] te o Fy [— ba})
2 712 gl gl

_2tba

} cos(3up + ug)

t
+(1 + cos(2ug)) cos(2up)e 5 By [ ba]
~y
oo
+ Z Eg(lo, ll, lz) + EQ(—ZQ, —ll, —lo)
lo=1
Simplificamos los siguientes términos semejantes:

t2 tha t tbha

_tba tha 1
g“e v cos(up + uq) + %e iy [cos(ub +ug) + 5 cos(up — ua)]

2, _ta 1
= 7“6 17 |2 cos(up + uq) + 3 cos(up — uq) |

t 1 t
F2 |:_b:| COS(zub + F2 |: :| ’Y COS 2ua) + |:2 +COS(2UQ):| Fz |: ba:|
v
tha
v

Y
t
n[%]
Y
tba

ty
= —tp [—a] (cos 2up + cos2ug) + F2 [—] +e 5 By [ } cos 2uy, cos 2u,,.
Y Y Y

+(1 + cos(2uyg)) cos(2up)e

Con esto, la correccion a segundo orden, k), considerando solo hasta la segunda contri-
bucién, dada por la suma k:f) + k£2), ecuaciones (4.67) y (4.87), llega a ser

K+ kD

2 o 2, _ta 1
= 7“14:( ) (wp, ty; Uq, ta) + ?‘Le 4 12cos(up + uq) + 3 cos(up — ug)

ty, 1 t
—ta F1 [—a} (cos 2up + cos2u,) + 2F2 [—ba] +e 5 Iy [ ] cos 2uyp oS 2u,
Y Y Y

1 _ta —2t 4t _tha 3t
e T R { ba} cos(3up + uq) + J cos(4up) (—F1 [— ba} R [— ba])
2 gl 2 gl gl

=+ Z Eg(lo, l1, l2) + EQ(—ZQ, —ll, —lo). (488)
lo=1
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Tercera contribucién a la correccién a segundo orden

Ahora calculemos el tercer término de (4.57), k:(f), sustituyendo (4.55) en (4.60), éste es

o

ty l2t5a (ls+2)2fsa
@ _ i TR e e
= () [ ()

2m
X <2/ dus> EO) (up, ty; s, t5) (1 + cos(2us)) cos [lsus — (Is + 2)uq] . (4.89)
T Jo

Si utilizamos la expresion explicita del propagador del rotor (4.13) para la integral en us de
(4.89), tenemos

2w
(2/ dus) O (up, ty; s, t6) (1 4 cos(2us)) cos [Lsuws — (la + 2)ug]
T Jo
1 2w
= — {/ dus(1 4 cos(2us)) cos [lsus — (Is + 2)ug)
2T 0

o0 Btps 27
+2 Z e / dus cos [lo(up — us)] (1 4 cos(2us)) cos [lsus — (Is + 2)uqg] p(4.90)
lo=1 0

Vemos que la integral en us del primer término de (4.90) es

2
/ dus(1 4 cos(2uy)) cos [ls(us — uq) — 2uq] = mcos((ls + 2)uq)dy, 2, (4.91)
0

aqui s6lo hemos considerado los términos que son compatibles con la condicién Iy > 0. De
igual forma, para la integral en us del segundo término de (4.90), hallamos

21
/ dus cos [lo(up — us)] (1 4 cos(2us)) cos [ls(us — uq) — 2ug)
0
= 7T5l0,ls COS [loub - (ls + 2)ua]
—i—gélmls,g cos [loup — (Is + 2)ug) + gélm,lﬁg cos [loup + (Is + 2)ug]

+g510715+2 cos [loup — (Is + 2)ug) . (4.92)

También s6lo hemos retenido los términos que son compatibles con las condiciones lg > 0
y ls > 0. Ahora, en la ecuacion (4.92) atn podemos analizar algunas consecuencias de las
condiciones lg > 0y ls > O:

1.

019, 1542, como lp > 0, se debe tener — Iy +2 > 0,= [, <2. Pero [y >0, = [ = 1.
Asilp=—ls+2=1= (5[07_534_2 = 550113(55571.

0ig,0s—2, lo >0 =1 —2>0 =15 > 2.
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01y,15+2, se cumple Vs > 0, Iy > 0.

Con esto, la ecuacion (4.92) se puede anotar en la manera siguiente

2w
/ dus cos [lo(up — us)] (1 + cos(2us)) cos [ls(us — ug) — 2uq]
0
7r
= W(slo’ls COS [loub - (ls + 2)ua] + 5510715_2 COS [loub - (ls + 2)ua] |ls>2

+gélo,ls5ls,1 cos [loup + (Is + 2)uq] + gélo’lsﬂ cos [loup — (Is +2)ug] . (4.93)

Entonces, si sustituimos (4.91) y (4.93) en (4.90), hallamos la integral en us de k:(f) (4.89)

1 27
o duskz(o) (up, ty; us, ts) (1 + cos(2ug)) cos [ls(us — uq) — 2uq)
0
l%(tb*ts)

1 _
= 5 cos((ls +2)uq)di, 2+ + cos[lsup — (Is + 2)ug)

1 (s=2)2(tp—ts)
+§e Ty cos [(Is — 2)up — (Is + 2)ug) |12
1 _Bp—ts)
+§e 5 cos [lsup + (Is + 2)ug 01, 1
1 Us+2)2(tp—ts)
+§e e cos [(Is + 2)(up — uq)] - (4.94)

Por consiguiente, evaluando (4.94) en (4.89), kéQ) puede ser escrita como

k:z(f) = gCOS(4U(z)It4 + %cos [up + 3ug] Its + Z < ) cos [loup — laua] 116
lo=1

+Z ( )cos (=2~ T+ Y & (h)cos[lz(ub—ua)]fts (4.95)

0_1
con

tp  (ts— ta) _ 4A(ts—ta)

Ly = dts | e gl , (4.96)
tq
tp ts— ta+tb ts _ 9(ts—ta)+(tp—ts)

Iis = dts [ e —e Iy , (4.97)
tq
tp _B(ts—tatty—ts) ta+tb ts) _ (lg+2) (ts—ta)HIB(tp—ts)

Lis = / dts —e 1y , (4.98)
tq
t _2(ts— fa>+<10 2)2 (tp—ts) (g +2)%(ts—ta) +(lg—2)2 (ty—ts)

Ii;; = dts —e 4y , (4.99)
ta
ty CBls—ta)+Uo+2)%(tp—ts) (o +2)2(ts—ta)+Uo+2)2(tp—ts)

Lig = dts | e Iy —e Iy , (4.100)
ta

donde hicimos el cambio Iy — [y v evaluamos [, = [y + n.
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De esta forma, mediante la primera formula de (4.52), la integral I;4, ecuacion (4.96), es
—4t —t

Ly = F [ ”“] - F [ ba} . (4.101)
Y Y

Para la integral I;5, ecuacion (4.97), realizamos el cambio de variable u = t5 —t, y empleamos
(4.52) con (4.66)

_ty—ta T 2w
Iis, = e b (ty—ty) —e & / due
0
2 _na  [-2t
= Zeh FQ{ b“]. (4.102)
Y Y

En la tercera integral I, ecuacion (4.98), de nuevo llevamos a cabo el cambio de variable
u =ts — tq, y empleamos (4.52) con (4.66)

_lgtba tp—ta _<15+1)u
ILig = e & <(thy—ta) — due” 7
0

Iy, _Bta | [—Iyt
= L% FQ[ L ”“]. (4.103)
v v

Ahora, consideremos completo el cuarto término de (4.95), el término con la integral Iz,
primero cambiamos la etiqueta de la suma: lg — lo + 2 con Iy > 0

=1
Z — l COS [(lo — 2)ub — lgua] It7 —
2 \ [y

lo=3

0 1/~ ty B (10+2)2 (b5 —ta) HIZ (ty,—ts) B (lg+4)2 (ts—ta) FIZ (ty,—ts)
g — | = | cos [loup — lyug] dts | e 4y —e 4y ,
2 \Us t
lo=1 a
(4.104)

donde se us6 (4.99). Si ahora hacemos el cambio de variable u = t5 — t,, las exponenciales

pueden escribirse asi

(gt (ts—ta)+1B (tp—ts) _Bty—ta)  (g+Du
e o = e “© e 7, (4.105)
- (ZO+4)2(tS*ttz>+lg(tb*ts) o l%(tb*ta) _ 2(lp+2)u
e Iy = e 4 e v . (4.106)

Asi, tomando en cuenta (4.105) y (4.106) en (4.104), luego empleando (4.52), encontramos
que el cuarto de término de (4.95) resulta ser

Z — | = ) cos[(lp — 2)up — laug) Iy7
2\ 1
lo=3
> 1 ~y Bty [tota _ (g+Du _ 2(ig+2)u
Z 5 () cos [loup — lyugl e o / du (e T —e R )
0

l
lo—1 3

= Y Bs(lo,l1,12,13, 1), (4.107)
lo=1
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con
1 _ 2Pty —22t —yt

Es(x,y, z,v,w) := 3 (1) cos [zup — wug) e re {F1 [ i ba] - F [ y ba} } (4.108)
v o] ol

Por ultimo, la quinta integral I;g, ecuacion (4.100), si hacemos el cambio de variable u =

ts — tq, obtenemos
_Btig th—ta (g+1)u
Lig = e # (/ due 7 (tbta)>
0

i Bt [yt
- Lm0 R [ L ”“} , (4.109)
gl v
donde se utiliz6 las ecuaciones (4.52) y (4.66).

Ahora, si sustituimos las ecuaciones (4.101), (4.102), (4.103), (4.107) y (4.109) en (4.95),

2 o
obtenemos k:é ), la tercera contribucién a segundo orden

— Aty ~tba 1 Cte [ =2t
k:(f) = Vcos(4ua){F1[ b]—Fl[ b]}—l—cos[ub+3ua}e f'YF2|: b]
6 gl gl 2 gl
> Btha [ Iyt
+ Z cos [loup — laug) ef%Fg [1&1]
lo=1 v
0
(o0} 1 (e}
+ZZI By (lo, 11, Iz, 3, 1a) + 5 ZZIEQ(—ZQ, —ly, —ly), (4.110)
0= 0=

donde se ha utilizado (4.68) para obtener el término Fs.

Si sumamos las ecuaciones (4.88) y (4.110), obtenemos k?) + kéQ) + kéQ), que seria la
correccion a segundo orden de la amplitud de transicién hasta la tercera contribucion:

AR
tha 1.(0) 2 _tha 1
= ?ak‘ (up, tp; Ug, ta) + ?“e |2 cos(up + ug) + 5 cos(up — ugq)

t 1 t _tba t
—tpa F1 [—ba} (cos2up + cos2ug) + = Fy [—ba] +e Z Fy [ba] €os 2y, coS 2,
Y 8 Y
1 _tea —2t 4t _tha 3t
+§e R, [ ba} cos(3up + uq) + %cos(4ub) (—F1 [— ba} te TR [— ba
Y Y

2 S

> 1
+ Z EQ(l07 lla l2) + E2(7l27 7l1a 7l0) + §E2(7l2) 7l17 7l2) + E3(l07 lla l27 l3a l4)

lo=1
—4t —t 1 _ tha —2t
—f—l cos(4ug) { Fy ba | _ F bat b 4~ cos [up + 3ug) € o I ba
6 0% 0% 2
= 7%%“ _lltba
+) " cos[louy — laugle” T Fy [ } : (4.111)
v

lo=1

Vemos que tenemos los siguientes términos semejantes en (4.111)

—tha:|

1 _tba -2t 1 _tba
S R, [ ba} cos(3up + uq) + = cos (up + 3ug) € 5 [
2 ol 2 vy
tha

_tba —2t
= 3e 1y Fy [ b“] [cos(Bup + uq) + cos(upy + 3u,)] - (4.112)
Y
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También

4t _tba 3t —4t —t
zCos(4ub) <—F1 [— ba] +e v [ [— ba}) + 1005(4%) {F1 [ ba} - F [ ba]}
2 g g 6 g g

2 1 4ty _tab —Atpa —tpa
= ’écos(4ub){4e e s —i—i}—i—gcos(élua){ﬂ[ ,yb ] —Fl[ ,yb }}

= %{cos(élub) + cos(4u,)} {F1 {_fb“} - [_i”“] } (4.113)

Asimismo

S > 13t a —l t
Z Ey(—la, =11, 1) + Z cos [louy — loug] €~ o j28 { 1 ba:|

lo=1 lo=1 v
> _Bta ( _lta . [Lit —it
= Z cos [loup — laug] € £ {e ¥ ng [ ! ba] + F> [Nm]}
iz Y v
- Btoa [ —lyt
= = cos[louy — lotta] tpae” SR [ ! b“] . (4.114)
Y
lo=1

Si sustituimos (4.112) (4.113) (4.114) en (4.111), encontramos k> + k) + k2

AR S

2 0 2 tha 1
= ?“k( )(ub,tb;ua,ta) + ?“e 12 cos(up + uq) + 5 cos(up — ug)

ty 1 t _ t
—tvaF1 [—a] (cos 2up + cos 2u,) + §F2 [—ba} +e vy [ba] cos 2uy, cos 2,
Y Y Y

1 _tea _tha
e m F [cos(3up 4 uq) + cos(up + 3ug)]
Y

ot s 1 [45] - 2]

o) lotba —lltba
— Z cos [loup — laug) tpee ¥ Fy | ——
lo=1 7

> 1
+ Z Es(lo, I, 1o) + 5E2(—zz, —11, —ly) + Es(lo, Iy, 12,13, 14). (4.115)
lo=1

Cuarta contribucién a la correccién a segundo orden
(2)

Ahora calcularemos la altima contribucién k,;™, ecuacion (4.61). De esta forma, combinan-
do (4.55) y (4.61) tenemos

2 l%(tS*ta) _ (1s+2)%(ts—ta)
T R

< / ) (u, T3 s, £) (1 + c08(2us)) cos [Is(us — ta) + 2us] . (4.116)
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Si nos restringimos a la integral respecto a ug de (4.116) y utilizamos la expresion del propa-
gador del rotor (4.13), tendremos los siguientes pasos

27
(21 / dus> k(o)(ub,tb;us,ts)(l + cos(2us)) cos [Is(us — ug) + 2us)
™ Jo

1 2m
= — {/ dug(1 4 cos(2us)) cos [(Is + 2)us — lsug)]
2T 0
© l%(tb*ts) 2m
+2 Z e 4 / dus cos [lo(up — us)] (1 + cos(2us)) cos [(Is + 2)us — lsug)
lo=1 0
L) oS e T T o (o — L) o T cos (loup — latia) 8
— _— 2 —_ — —_— —
o lzjl € [2 COS( oUb sua) lo,ls+4 + 9 COS( oUb sua) lo,ls
0=

+m cos (loup — lsua) 01y 1,+2)

1 Us+2)3(tp—ts)

= 3¢ iy cos [ls(up — ug) + 4up)
1 _B—ts) _ (st+2)%(t—ts)
+§e 5 cos [ls(up — ug)] + € ] cos [ls(up — uq) + 2up) . (4.117)

En la integracién anterior sélo hemos considerado los términos que estan en concordancia con

las condiciones lg > 0y I > 0.

Si evaluamos (4.117) en (4.116) y ademas cambiamos [; — [y, entonces kf) resulta ser

1 & 1 &
kf) = 3 Z (Z) cos [laup — loug) Iy + 5 Z (Z) cos [lo(up — ug)] Itio

lo=1 lo=1

+ lzl <Z> COSs [lgub — loua] Iﬂl, (4.118)
0=

con

22 13(ts—ta)+ o+ (tp—ts) (0422 (ts—ta)+ o+ 2 (ty—ts)

Ly = / dts | e 4y —e oy ,  (4.119)
ta
to _1B(ts—ta)+1E(ty—ts) (o2 (ts—ta)+1B (tp—ts)

Iyg = / dts | e 4y —e 4y , (4120)
ta

tp _1B(ts—ta)+ g+ (tp—ts) _ (10+2)2 (ts —ta) + (g +2)% (1 —ts)
Iiih = dts e 4y —e 4y . (4.121)
ta

Primero calculemos la integral I;g, ecuacion (4.119). Hacemos el cambio de variable u =
ts — tq en los argumentos de la exponenciales, con lo que las integrales son

t B(ts—ta)+o+0)2(tp—ts) Bty [to—ta 2(g+2)u 2ot ki
_ _4°ba 2lgTe)u 2 _ ‘4%a
/ dtse Iy =e M / due” 7+ =-F [ ba} e B, (4.122)
ta 0 v

t _ (0+2)2(ts—ta)+(lg+0) 2 (tp—ts) g [Tota (Lo +3)u Istpe ] _ tba
dtse 47 =e N due 7+ =-F e . (4.123)
ta 0 Y
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De esta manera, combinando (4.122) y (4.123) en el primer término de (4.118), éste es

- Z < )cos [laup — loug) Ttg
Iy
lo 1

1 & Ut lsthe 2ot
T2 <7>C"S[l4ub lota) ¢ 0 {Fl[gb]_Fl{ “H
2 11 v y

lo=

= Z E3<_l47 _l37 _l2a _lla _10)7 (4124)
lo=1

donde se ha ocupado (4.108).
Ahora veamos la integral I;¢, ecuacion (4.120). En el segundo término nuevamente hace-
mos el cambio u = t5 — t,, asi las integrales de las exponenciales son

tp 71(2)(t57t,1)+l(2)(tb—t5) 713%(1
/ dtse iy =e T tp, (4.125)
ta

22 (o2 (ts—ta) +13(tp—ts) _Btye o la (gt Du Litpa] _ '3tea
/ dtse 1 =e N / due” 7 =—-F |— e . (4.126)
ta 0 Y

Con lo que, combinando (4.125) y (4.126) en el segundo término de (4.118), encontramos

é z:: <l1> cos [lo(up — ua)] Tt10

B Lt
B ZCOS lo(up — ug)] e ™ Fy [ = ] = Z Es(lo, 1 o), (4.127)

lQZl lO 1

donde hemos usado (4.66) y (4.68).
Por altimo, evaluemos la integral ;7. Para el argumento de la primera exponencial, de
nuevo realizamos el cambio u = t5 — t,, asf las integrales de las exponenciales son

to 7la(tS*ta)+(l0+2)2(tb7tS> 7l§tba to—ta (lg+1)u lltba 7L%tba
dtse 1 =e b due 7+ =-F e o, (4.128)
ta 0 Y

ty _ l%tba _ l%tba
/ dtse 1 =e T 1. (4.129)
t(l

Luego, combinando (4.128) y (4.129) en el tercer término de (4.118), obtenemos

— (7 - Bt l1tpq
Z <11> cos [lauy — lota] I111 = Z cos [laup — lpug) e 4 Fy [ S ] , (4.130)
lo=1 lo=1

donde se us6 (4.66).
Ahora, si tomamos en cuenta (4.124), (4.127) y (4.130) en (4.118), la cuarta contribuciéon

a segundo orden del propagador, 1@(12), es

00 1 Bthq l1t a
= > Bs(—ly, 13, —la, —l1, —lo) + §E2(10, l,lo) + cos [laup — loua) €™ R [ 1717 }(-4-131)

lo=1
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Para finalizar, sumaremos /@(12) a k§2) + kf) + k:(f), ecuaciones (4.131) y (4.115), respecti-

vamente, asi encontraremos k), la correccion a segundo orden de la amplitud de transicién,
ecuacion (4.57). De esta forma, hallamos

k(z)(ub;t%uaata)
t? 1
= %k(o)(ub,tb; Ug,ta) + ;a [2 cos(up + uq) + 3 cos(up — ua)]

tha 1 tha _tba tha
—tpo F1 {] (cos 2uyp + cos 2u,) + 5F2 {b} +e & 5, {b] cos 2uy, cos 21y
0 0 Y

—2tpq
b ] [cos(Bup + ug) + cos(up + 3ug)]

_ tha

N
+% {cos(4up) + cos(4ug)} {Fl {_47%} -h {_tba} }

5
> B —Iit

- Z cos [loup — lotg] tpae™ £ F [ ! ba}
lo=1 ’Y

S 1
+ Y Ba(lo,l,lo) + g P2(=la, =l =lo) + Es(lo, b, 2, 15, L)

lp=1

> 1 By litpe
+ Z E3(—ly, =13, =12, =11, —lo) + §E2(lo, l1,1o) 4 cos [laup — lpug] €™ o Fy [ 17b ] (4.132)

lo=1

Algunos términos de la ecuacion (4.132) puede ser simplificados. Primero veamos el altimo
término de (4.132), en el cual con ayuda de (4.66) y (4.51) hallamos

o0

Btoa [l
Z cos [laup — loug] 6_%F2 [ ! ba}
~

lo=1

CBtha Uty % Litpg
= — Z cos [loup — lpugle” e 7 Stpg—— (e 7 —1
l1 ll

lo=1
2y, 'Y b
= —Z o cos [laup — lpugl e ¥ < tpee R l— —1)¢p. (4.133)
1
lo=1

Ahora, combinemos el término anterior (4.133) con el término 1, Ea(lo, l1,l2) de (4.132),
ocupando (4.68) y (4.66) hallamos

12t tha tha
Z E2 lo, ll, l2 Z <ll> COS [lgub loua] 6_& {tba llwb —+ % (e—ll% _ 1)}

lo=1 lp=1

= 2 Lithg 11 the Ity
= 3 (1) cosliom — toualem B Lt T (7 1) e - T (7 1)
o \h l I
0=
= _ @Btba Uthe [ 7y 11ty
Z cos [Z2ub o loua] o tpee 7 A (6 v = ]_>
1

lol

= - Z cos [loup — loug) €™

lp=1

12¢
22 Py [llt*’“} ZE4 —ly, —l1, ~lp), (4.134)
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donde introdujimos

o —zztb“ Ytba
Ey(z,y,2) := —cos [zup — zug) e Fy |— . (4.135)
Y

Si sustituimos (4.134) en (4.132) encontramos la correcciéon a segundo orden de amplitud
de transiciéon del OAP

k(Q)(ubatb;uavta)
t%a (0) t127a —tba 1
= 7k (up, tp; Ug, ta) + ik 3 | 2cos(up + ug) + 3 cos(up — Ug)
tha 1 tha _tha tha
—tpa Y [_b] (cos 2uy, + cos2u,) + §F2 {_b] Te & F [b} 08 2up, oS 2,
Y Y Y

1 _tye —2%pq
—|—§e_4b7F2 { ,Yb ] [cos(Bup + ug) + cos(up + 3ug)]

J% {cos(4up) + cos(4ug)} {Fl [fba} —h {’tyba] }

+ 3 toa (Ea(lo, 11, 12) + Ea(—la, =ly, —10)) + Es(lo, 11, la, s, la) + Ea(—ls, —l3, —la, —l1, —lo)

lo=1

1 (o)
+5 > Ea(lo, 11, lo) + Ea(—la, =l la). (4.136)

lo=1

Con esto finalizamos nuestra discusion de la, amplitud de transicion del OAP. Como hemos visto,
podemos formular esta amplitud como una serie, ecuacion (4.15), donde cada término depende del
propagador del rotor k), ecuacion (4.13), y el potencial perturbativo 1 + cos(2u,.). Debemos notar
que podemos calcular cualquier término de la serie, como lo hicimos explicitamente para k(1) y k(2
ecuaciones (4.56) y (4.136). Ademas, de forma notable, esta serie nos permitira calcular las funciones
de un punto y de dos puntos del OAP, esto en régimen de rotor y dentro del formalismo de integral
de trayectoria, como veremos en el siguiente capitulo.



Capitulo 5

Campo escalar polimérico e integral
de trayectoria

En este capitulo plantearemos la funcién de un punto y de dos puntos del oscilador arménico
polimérico (OAP) como desarrollos perturbativos. Esto sera resultado de emplear el desarrollo pertur-
bativo de la amplitud de transicion del OAP, ecuacion (4.15). Calcularemos hasta segundo orden la
funcién de un punto y de dos puntos, con lo que podremos recuperar el propagador del campo escalar
en el régimen de rotor calculado en el formalismo hamiltoniano, ecuacién (3.143).

5.1. Elementos de matriz de un operador de posicién y un pro-
ducto de dos operadores de posiciéon: planteamiento

En esta seccién proponemos como realizar el calculo de los elementos de matriz de un operador de
posicion Z(t,), y del producto de dos operadores de posicion a diferentes tiempos &(ts)Z (¢, ), en la base
del operador de traslaciones, esto para el caso del OAP. Para esto, empleamos el desarrollo perturba-
tivo de la amplitud de transicién calculado en el capitulo cuatro, ecuacion (4.15). Por consiguiente,
obtendremos un desarrollo perturbativo para los elementos de matriz de &(t,.) y &(ts)Z(t,), donde los
términos involucrados tendran su origen en el propagador de rotor k(9 ecuacion (4.13), lo cual nos
dice que estos desarrollos podrian ser calculado de modo sistemético a cualquier orden.

Iniciamos con el caso de los elementos de matriz del operador de posicion, (py,ty |2(t:)| Pa ,ta),
donde | p,t) es la base dependiente del tiempo del operador de traslaciones VAO. El operador &(t,) y
los vectores propios de VAO en el esquema de Heisenberg estan definidos como [46]

2 2

i‘(tr) _ e%trﬁpolyi-e_%trﬁpoly7 con ﬁpoly — 72[2 _ ‘//\'2)\0 _ ‘//\'72)\0] + miwi\?’
8mA§
|p7 t> = e%tﬁpoly |p>

2

Por lo que, el elemento de matriz de Z(¢,) es

(Bt 2(t0)] Pa s ta) = (py e 10 oot e tea s

Pa)- (5.1)

De manera similar a como procedimos de la ecuacion (2.35) a (2.37), hacemos una particién en el
tiempo tny —tg = €N, donde reescribimos los puntos extremos del intervalo temporal t, = tgy t, = tn.
Ademés, consideramos que t,. estd incluido en la particiéon temporal y cumple la condicién tg < t, < ty
[48, 61]. Debido a la propiedad de composicion del operador de evolucién, podemos partir este operador

87
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en N operadores de la siguiente forma

N—r r
e*%tba,Hpaly — ef%therolye*%thpozy _ H ef%erozy <H e her(,,,,) ) (52)
Jj=1

n=1

h
Entonces, si en la amplitud de transicion (5.1) insertamos las relaciones de cerradura 2’;—(}1 M dp,y
~ %o

TrT
% -’ m dp.., donde p, y pl. estan asociados con los valores propios de V,\U( 1), y ademas consideramos

0
la ecuacion (5.2), la amplitud puede ser escrita como

(po sty |Z(t )|Pa,t>

mh N—r
_ LerO v Ler,, v
- () / vty | | T e 5% | 1) (ool 1) 0 (Her l>|pa> (5.9

Jj=1 n=1

Si introducimos ahora una relacién de cerradura de la base del operador de traslaciones, la segunda
expresion de la ecuacion (3.17), para cada p,, del conjunto {p1,... ,Pr—1,Pr41,.-. ,PN—1}, €l elemento
de matriz de Z(t,) se pueden expresar de la siguiente forma

<pb7tb‘§7(tr)‘pa7ta>
A \2 B Norotoy
20 dp,d 20
(2m> a | 11 27rh/_§
0

x<pr|ae|pr< [ )(H pne—%ffprn_n), (54)

donde hemos considerado pr11-1 = pr ¥ Pn—r = p.. Si insertamos la relacion de cerradura de
la base del operador de posicion, la primera expresion de la ecuacion (3.17), en las amplitudes

y‘a
St

N-—r
dp]+T H <pr+j‘e_h oty ‘pT+J 1>
j=1

(pn| e~ wHroww |p, 1), v tenemos en cuenta el cambio de variable u,, = ’\% + Z, hallamos

<pb 3 To |3A3(tr)|pa sta)

N-1 2 N oo i N s " cos2, wgi2
= l%( H %/0 dun> H Z e [Zn:r+1l( 1)+h< gq[l+cos 2uy]+—5% >}

(Hzlﬂ / Zﬂd%> I > i C o
ne 0

n=1 ="

En el limite € — 0 el elemento de matriz de &(¢,), ecuacion (5.5), llega a ser

wh

(Do 15 [3(6) P s ta) = ( ) / Aprdp. (s tolprs ) Brns (Pl trlpasta) s (5.6)

donde (py, t¢|ps, t;) representa la amplitud de transicion del OAP y definimos Z,,» := (p,| Z |p}.) .
Si sustituimos el desarrollo perturbativo de la amplitud de transicién del OAP, ecuacién
(4.15), en ambas amplitudes de transicion que aparecen en la ecuacion (5.6), e introducimos
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la siguiente notacion k() (b; a) = k() (up, ty; ua, ta) y k) (V5 a) = k) (u), ty; ug, o), vemos que
el elemento de matriz de Z(¢,) se escribe como el siguiente desarrollo perturbativo (potencias
de beta):

(Do, o |E(t) | pa s ta) = D B™ (P to (k)] pa s ta) ™ (5.7)

m=0

de forma explicita, hasta segundo orden, tenemos

Py 1y |E(t) | pa» 1) = Ag,
(Do 1y |2(t) | pa s ta) V) = Ap + Ao,
(Do 1y |E(t)| pa s ta)P = Az + Ay + As, (5.10)

con

dupdu’. kO (b; 1) 2, k@ (15 a), (5.11)

dupdu’. kO (b; 1)z kW (1 a), (5.12)

) ]
) |
)2 /027r dupdul, KN (b; 1) 2 kO (7' a), (5.13)
) |
) |
L

dupdul, kO (b; )20 kP (7' a), (5.14)
dupdul, k) (b; 1) 20 kO (7' a), (5.15)
dupdul, kN (b; 1) 200 kD (7 ). (5.16)

Los factores k£, k() y k() en la expresiones de (5.11) a (5.16), son las contribuciones
hasta segundo orden de la amplitud de transicion del OAP (4.15), y las cuales obtuvimos
explicitamente: ecuaciones (4.13), (4.56) y (4.136). Como mostramos en el capitulo cuatro, las
contribuciones k() y k() son obtenidas sistematicamente mediante el propagador del rotor
k) implementando un esquema perturbativo en la integral de trayectoria, ecuaciones (4.23) y
(4.31). En general, asi podemos obtener cualquier correccion k(™) a la amplitud de transicion
del OAP. Por tanto, el desarrollo perturbativo del elemento de matriz de &(t,), ecuaciéon
(5.7), pude ser calculado a un orden arbitrario a través del propagador de rotor k(9 (4.13) y
empleando la teorfa de perturbaciones en la integral de trayectoria polimérica.

Para evaluar el elemento de matriz 2.+ = (p,|G|p)) usamos la relacién de cerradura
polimérica de los estados propios de posicion, ecuacion (3.17):

B = > (e [ InAo)lnAo(Tndo | P))
lp=—00
= X Z lneiln(u’r—ur)
lpn=—00

o (5.17)

B —2miAg 786@ —ur) ,
2Ti g 0B
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donde fue usado el cambio de variable u = )‘gp + 5 y fue introducida la definicion periodica
de la delta de Dirac [49]
PR R < v
0(¢' —¢) = %mz_:ooe : (5.18)

Como podemos observar en la ecuacion (5.17), tenemos dos opciones para evaluar T,
las cuales son equivalentes. Esto se puede mostrar realizando una integracién por partes y
considerando el periodo 27 en up y u, de la amplitud transicion del OAP y de la delta de
Dirac, como podemos ver en la ecuaciones (4.8) y (5.18), respectivamente. Si evaluamos la
primera definicion de (5.17) en la ecuacion (5.6), podemos escribir

1\? [ , A6 (ul. — uy)
L) pa ta) = | — . : — N ——m T/ " a),
(o, ty |Z(tr)| Pa s ta) <27r) /0 du,du, k(b; ) [ TiAo ul ] k(r';a)

en el segundo miembro de la anterior ecuacién hemos introducido el cambio de variable u, =

)“}f)” + 5 y la notacion k(f,4) := (py,ty|pi,t;) . Si integramos por partes obtenemos

2 2m 2 I
(o, ty |Z(tr)| Pa s ta) = <1) / du, k(b;r) {—27Ti)\0/ dul, |:8(S(U,,,Ur):| k(r’;a)}
27'[' 0 0 8 !

Uy

2 2w
— <1) / duk(b; 1) {—2midod(ul, — u)k(r';a) [§7
27 0

27 816(7“"@)
2miA dul.d(u, — up) ——>
—i—mo/o w0 (u, — uy) o }

i [T ~\Ok(r;a)
= ﬁ ) du1k(b,7') aur .

(5.19)

Procedemos de forma similar para la segunda definicion de (5.17):

. 1N\ (> ., , 2m A6 (ul. — uy)
ot ottt = (5 ) [ ki) {znive [ au, | 2= i |

2 2
— <1> / durk(r/; a) {27Ti)\05(u;, —up)k(b;r) %W
2 0

2m .
—2miNg / dul.§(ul. — ur)ak(b’ ) }
0

Bu,
_ _%f 02wdurk(r;a)a%(f:nr) (5.20)
- _% {k(b; Mk(ria) |27 — /O " durk(h: r)aka(:;“)}

_ % O%durk(b;r)akg;;a). (5.21)

Puesto que (5.19) y (5.21) son iguales, se muestra que podemos usar cualquiera de las
dos formulas de (5.17) para evaluar (5.6). También, del analisis observamos que la derivada
de la delta de Dirac puede ser aplicada tanto a la amplitud que estd a su derecha, como a
la amplitud de su izquierda, teniendo presenta la forma adecuada: vea las ecuaciones (5.19)
y (5.20). Ademas, notemos que en este andlisis podemos sustituir la amplitud total k(f,17)
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por cualquiera de los términos del desarrollo perturbativo k:(m)( fyi), ya que estos también
presentan periodo 27!, por lo que podemos usar las formulas (5.19) y (5.20) para evaluar
explicitamente las contr1buc1ones del elemento de matriz de Z(¢,), de la ecuacion (5.11) a
(5.16).

Para el elemento de matriz del producto de dos operadores de posicién a diferentes tiempos
Z(ts)x(t,), en la base del operador de traslaciones, seguimos el mismo procedimiento empleado
para el caso del elemento de matriz de &(t,), por lo que después de remover la particion
temporal obtendremos

<pb7tb‘j; )A ’pav a>

mh

— < ) / dpsdpdp,dpy. (Do, to|ps, ts) Tast (D ts|pr tr) T (P tr|Pas ta)

0 S / ) , .
- (27rh> / dpsdpis (py, to[ps, ts) Tsst (Pl ts|2(tr)| Pa s ta) (5.22)
Y

donde hemos identificado el elemento de matriz de Z(¢,), ecuacion (5.6), en la primera igual-
dad, ademéas notemos que hemos considerado un ordenamiento en el tiempo t; > t., por
consiguiente, cuando realicemos el calculo de forma explicita, ts representara el tiempo mayor
y t, el tiempo menor. Si utilizamos el desarrollo perturbativo de la amplitud de transicién del
OAP, ecuacion (4.15), obtendremos un desarrollo en potencias de beta del elemento de matriz
de &(ts)z(t,) (5.22):

(Dbt |(t) 3 (t) | pa » ta) = §y3pMMx>%mmmmW% (5.23)

en especifico, hasta segundo orden encontramos

(Do, 1y |2(t) (1) pa  ta)© = Bo, (5.24)

(py 1y [ (ts)2(tr) | pa, ta) ") = By + By, (5.25)

(D >ty |2(ts)#(t)| pa» ta)® = B3 + By + Bs, (5.26)

donde

LY [ 0

By = <27r> /0 dusdul kO (b; s)ige (s |2(t,)] a)" (5.27)
1\? /2" 1)

B, = <2W) /0 dusdul kO (b; 8) 259 (s |2(t,)] a)" (5.28)
1 2 o ©)

By, = <27r)/0 dusdu;k(l)(b;s)fcss/<s’\§7(tr)]a> , (5.29)
1\? [ 2)

B; = <27r) /0 dusdul kO (b; s)ige (s |2(t,)] a)" (5.30)
1\? /2 1)

B, = <27r>/0 dusdul kW (b; s)i gy (s |2(t,)] a)" (5.31)
LY [P )

Bs = <27r> /0 dusdul kP (b; s)ise (s 2(t)| a)" . (5.32)

Wea k@ kM y k@ ecuaciones (4.13), (4.56) y (4.136), respectivamente.
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En las contribuciones de By a By del elemento de matriz de Z(¢5)%(¢,), ecuaciones de (5.27)
a (5.32), introdujimos la notacion (f |&(t,)])™ = (pf,ts 2(t,)| ps , t:)™, donde se debe
considerar el cambio de variable u = % + 3.

Al igual que el caso de los elementos de matriz de &(t,), ecuacion (5.7), podemos utilizar
cualquiera de las dos formas explicitas de los elementos de matriz sy ecuacion (5.17). Como
ya vimos ambas formas son equivalentes a través de una integracion por partes (5.19) y (5.21).
Més ain, podemos usar cualquiera de las formulas (5.19) y (5.20) para calcular explicitamente
las contribuciones de By a Bs de los elementos de matriz de Z(ts)Z(t,).

Asimismo, podemos calcular explicitamente el desarrollo perturbativo de los elementos de
matriz del producto &(ts)z(t,), ecuacion (5.23), a cualquier orden, pues los términos de la
serie pueden ser obtenidos utilizando la teorfa de perturbaciones en la integral de trayectoria
polimérica y el propagador del rotor k(¥ ecuacion (4.13). De la misma forma podemos hacer
esto con los elementos de matriz de z(t,), ecuacion (5.7).

Por ultimo, enfatizamos que la implementacion de la teoria de perturbaciones, basada en
el rotor, en la representacion polimérica, ha sido de utilidad para estudiar el OAP, en esta
secci6n hemos visto como a través del desarrollo perturbativo de la amplitud de transicién del
OAP, ecuacion (4.15), podemos plantear de forma sistemaética el célculo de los elementos de
matriz de #(t,) y del producto &(ts)Z(t,), empleando el propagador del rotor k(9 ecuacion
(4.13).

En las siguientes secciones calcularemos explicitamente los elementos de matriz de Z(t,) y
del producto &(ts)Z(t,) hasta segundo orden, aunque como ya mencionamos estos pueden ser
calculados a cualquier orden.

5.2. Orden cero de los elementos de matriz de un operador de
posicion y del producto de dos operadores de posicién

Los elementos de matriz de Z(¢1) a orden cero corresponden a los del rotor, ecuaciones (5.8)
y (5.11) con r = 1. Para evaluar éstos, consideramos la primera igualdad de ecuacion (5.17)
para la derivada del la delta de Dirac y k(°) definido en la ecuacion (4.13). Procedemos como
lo hicimos en la ecuacion (5.19), hacemos una integracién por partes y tenemos en cuenta
que k(© (4.13) y la delta de Dirac (5.18) presentan periodo 27. Asi, la combinacion de las
ecuaciones (5.8) y (5.11) llega a ser

i)\O 2

k) (1;a)
(D, ty |2(t1)| pa s ta)” = durk® (b; 1) =~
271' 0 u1

> 1 [ _l§tia
= —2i)g Z ly |:27T/ dulk(o) (b, 1)6 04W1 sin lg (ul — Ua) s
lo=1 0

para evaluar la integral en uy utilizamos I, ecuacion (C.3) (vea el Apéndice C.1), luego, los
elementos de matriz de £(¢1) a orden cero (5.8) resulta ser

> 2tpa
(Dt (1) pa s ta)© = 2000 3 loe™ 7 sinlo (wp — ua). (5.33)
lo=1

Asimismo, los elementos de matriz del producto de un par de operadores de posicién a
diferentes tiempos, pueden ser evaluado para el rotor mediante las ecuaciones (5.24) y (5.27),
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siendo s =2 y r = 1, éstos son

2 27
1
ottt = (5] [ duadugk 210 (2 a0)] )
0

1\? [ o 08(uh —u R

= <27r) /0 dusduyk© (b; 2) (on( ang 2>> (2 & (ty)| a)”
i)\o 2 0 X > _@ .

= =2 dugk©® (b;2) —— | —2iX loe™ ™ sinly (ug — uq

- /0 U2 (b; )8u2 [ A0 lozz:l o€ sinlp (ug — u )]

o] ’2ta

= 22 e cosly (up — ua) (5.34)

lo=1

donde en primer lugar empleamos la primera expresion de la ecuacion (5.17) ademas de la
ecuacion (5.33), hicimos una integracion por partes considerando que los factores de la segunda
linea tienen periodo 2, similar al analisis de la ecuacion (5.19), y por dltimo usamos I,
ecuacion (C.4), para realizar la integral en uy. Notemos que la expresion (5.34) no depende de
to ni de t1, por lo que, obtendremos el mismo resultado si consideramos el caso s=1y r =2
en la ecuacion (5.24).

5.3. Primer y segundo orden de los elementos de matriz del
operador de posicién

En esta seccion calculamos de forma explicita las correcciones a primer y segundo orden de
los elementos de matriz de Z(¢1), ecuaciones (5.9) y (5.10) respectivamente.

5.3.1. Correccién a primer orden

Primera contribucién de la correcciéon a primer orden

En este apartado calcularemos la primera aportacién a la correccién a primer orden de los
elementos de matriz de Z(t1), el término A; dado por la ecuacion (5.12). Si continuamos como
en la seccién anterior esta contribucién se escribe como

2 rom o
A = <1>/ du du KO (b; 1) <—2mA085<“1“1)) kD (1; q)
0

2 ou}
= A0 1) —&M(1;a). .
o7 ), duy K\ (b; )8u1k (1;a) (5.35)

Si evaluamos la derivada 8%1145(1) de la ecuacion (4.56), obtenemos

A = An+ A+ Az + Ay + Ass, (5.36)
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con
1Bt1,
All = —21)\0t1a Z lo{ / dulk‘( )(b 1) 04W1 Slnlo (u1 - ua)}, (537)
lo=1
1 [ i
A12 = _i)\Otla{Q/ dulk(o)(b; 1)6 4y Sin(“l"‘ua)}, (5'38)
T Jo
Az = — durk\" (b;1) § 2Fy | ——=| sin(2uq) (5.39)
2w 0 Y
ig [T = 0B (lg, 11, 15)
A - 79 ©)(p:1 2 4 4
o= o | dnkOB1 ) =g : (5.40)
lo=1
iAo 2 8E1(—l2 -1 —l())
Ais = = duk©@ ;1 A 5.41
15 om J, M (b; 1) o : (5.41)
donde 8%1]5’1 (x,y, z) es calculada de la ecuacion (4.55) resultando ser
E ,”CQA ,z2t a
W = —y (5) (e R ) sin [zu — zug)] . (5.42)
1

Para calcular el primer y segundo término de la ecuacion (5.36), A1 y Aj2, podemos usar
I5, ecuacion (C.3), para evaluar la integral en uy. Asi, el primer término A1, ecuacion (5.37),
es

12 tba,

A = —21)\0t1a210€ o sin lo(up — uq)- (5.43)
lo=1

Mientras que el segundo término Ajg, ecuacion (5.38), queda como

t a
Ao = —Z‘/\()ZL,laei‘lbi‘Y sin(ub + ua). (5.44)
Para el tercer término A;s, sustituimos la definicion de Fy (4.51) y usamos I; (C.2) para

realizar la integral en uq, asi (5.39) es

)\ 27 t1q _t7a
Az = —22—7: ; dulk(o)(b;l){Z'y(elW —1)e 1Wsim(2u1)}

tha

lia | — .
= 2iNF [1]6 7 sin(2uy). (5.45)
g

En el cuarto y quinto término Ajy y Ajs, ecuaciones (5.40) y (5.41), respectivamente,
empleamos (5.42) y nuevamente Io (C.3). El cuarto término Aj4 es

> lO 1 2m _lgtla _l§t1a
Ay = —igy Z <l1> <27r> /0 dulk(o)(b; 1) {( I —e 4 > sin [lpu; — lgua]}
lo=1

o= (1o _he\ (1 2 ©) _lita
= —z)\ofyz A 1—e 4y o /0 dui k" (b; 1)e™ 47 sin [loug — laug)
lo=1
>0 ZO _m l(2)tl7a
= —z’)\oyz <l1> <1e 2l >e T sin [loup — loug]
lo=1

= i Y Mi(lo, 11, 1), (5.46)
lo=1
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donde
Ytia _ 22ty .
Mi(z,y,2) = zFy |— e B sinfzup — zug) - (5.47)
Y

Para el quinto término Ajs hallamos

> ls 1 2m Btia Btiq
Ais = —idgy Z (h) <271> /o du1 kO (b; 1) { <e no—e o > sin [lou; — loua]}
0=

lo=1
, = /(1 _0§-13ta 1 2 _Bha
N _sz <li> <6 T 1> <27T>/0 dur k) (b; 1)e” "0 sin [lour — lou,]
lo=1
> /1 ltie Bty
= _iAO’YZ <l2> <6 1“/1 - 1) e 243 sin [lgub — lgua]
lo=1 1
= i\ Y Mi(=ly, 11, ~lo). (5.48)
lo=1

Por consiguiente, la primera contribucion A; a la correccion a primer orden de los elementos
de matriz Z(t1), ecuacion (5.9), se obtiene de la suma (5.36), dada por las ecuaciones (5.43),
(5.44), (5.45), (5.46), y (5.48)

° l2t a t a
Al = —2i)ot1g Z lpe™ g sinlg(up — uq) — i)\otlaef%v sin(up + uq)
lo=1
. 751(1 _tba . =
+22)\0F1 7 e v sm(2ub) + Z)\() Z {Ml (lo, l1, lg) + Ml(—lg, —ll, —lo)} .(5.49)
lo=1

Segunda contribucién de la correcciéon a primer orden

En este apartado calcularemos la segunda contribucién Asg, ecuacion (5.13), de la correcciéon
a primer orden, ecuacion (5.9). Primero debemos notar que la contribucion a orden cero de
la amplitud de transicion, k), y su correccion a primer orden, k"), cumplen las siguientes
propiedades

RICH) T = KO, (5.50)

[k<1>(b; a)} ~£W(a;), (5.51)
las cuales se pueden mostrar con la forma explicita que tienen k(© y k(1) ecuaciones (4.13) y
(4.56), respectivamente. A partir de estas ecuaciones podemos ver que se cumple la siguiente
propiedad para As (5.13)

donde b <> a significa que intercambiemos los indices b y a en la variable u y en el tiempo t.
Esta propiedad de Aj, ecuacion (5.52), se puede obtener de la definicion de A;, ecuacion
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(5.12), de la siguiente forma

*

2 prorm
Al = [(1) dupdul. kO (b; )2, kM (17 a)
2 0

1 2 27
N _<> / duydu], KO (r;0) 2, kM (a;17)
271' 0

1 2 r2m
= _AT ’bHa - (27-‘-> A du;‘du’f” k(l) (b7 r/)«'i‘r’rk(o) (T, a)

donde utilizamos las ecuaciones (5.50) y (5.51), ademads se intercambiaron by a, y se empled
la definicion de Ag, ecuacion (5.13).

Por otro lado, si recordamos la definicién v = %, vemos que v* = —v, lo cual de la
definicion de F, ecuacion (4.43), implica
tom | t
2 [C "m] - _F [C m”] : (5.53)
Y Y

COIL ¢ una constante real.
Luego, la segunda contribucion Ay, empleando las ecuaciones (5.52) y (5.53), es

s _Z(Q]tba _tbia
AQ = *2i)\0tb1 Z loe 4 Sin[lo(Ub — ’LLa)] + i)\otble 4y SiH[Ub + ua]
lp=1

t] _ta =
—2iMoF1 |:—E;1:| e }Y sin 2u, + iAo Z [Ml (lo, I, lg) + Ml(—lz, —lq, —lo)];;_m (554)
lo=1

con

tp1] —=ta
[Mi(z,y, 2)] I55a= F1 [—yvbl] e = sinfzup — Tug). (5.55)

Remarcamos que las variables 2,y y z en Mj(x,y, z) son reales.
Por consiguiente, la correccién a primer orden de los elementos de matriz de (¢, ), ecuacion
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(5.9), resulta de sumar A; y As, ecuaciones (5.49) y (5.54):
(po 10 |(t1)] pa  1a)

7lgtba _tha
= —2iAotpa Z lpe % sin [lo(ub — ua)] + i)\O(tbl — tla)e 47 gin (ub + ua)
lo=1

_tba t _Ya t
+2iXg {e 8 F [m} sin [2up] — e g F [—bl] sin [2ua]}
Y g

‘H)\o Z e

lta lta lta
£ sin[louy — l2ua]{loF1 [— i ]—i—lg <F1 [— Lo } - R [— 1l ])}
lg 1 v & Y

£ l1it1q l1tpq l1t1a
—H)\()Ze “n* sin[loup — lo%]{bﬂ[l;}—i—lo <F1{17b } _F1|:11 ])}

lo=1 Y

l tba tha
= —2iMotpa Z loe™ 5% sin [lo(up — ug)] +iXo(tpr — tia)e £ sin (up + uq)
lo=1

tha
+2idoe” 7 {Fl [ }sm [2up] — F} [tbl] sin [2ua]}
Y Y
+iAo Z Mg(lo, I, 12) + Mg(—lg, —ly, —l(]). (5.56)
lo=1

En la primera igualdad se agruparon los términos M (lo, l1,12) y [Mi(=la, =11, —lo)]}. .. ade-
més, utilizando I, = Iy + n y la definicién de Fy (4.43) en el término [Mi(—la, —l1, —10)]} 0
se reescribieron los siguientes factores

P [htm} e—% _ e—% {F1 |:_l1tba:| R [_htm] }
v v v

De igual forma, se agruparon los términos Mi(—la, —l1, —lo) y [Mi1(lo, l1,12)];. s ¥ €n €l tér-
mino [Mi(ly,11,12)];.,,, se reescribieron los siguientes factores

2ty 2ty
P [_lltbl] g lpe e {F1 [lltba} R l:lltla:| }
Y v Y

Asi introdujimos

th a
My(z,y,2) =€ = sin[zup — zug] {—2F1 [— ytla} + zFY [— ytba] } . (5.57)
Y Y

5.3.2. Correccién a segundo orden
Primera contribuciéon de la correcciéon a segundo orden

La correccion a segundo orden de los elementos de matriz del operador &(t,) esta dada por
la ecuacion (5.10), en este apartado calculamos la primera contribucion As, ecuacion (5.14).
Procedemos en forma analoga a los casos anteriores, es decir, aplicaremos la derivada respecto
u1 a k@, por lo que utilizaremos las expresiones de k(9 y k() ecuaciones (4.13) y (4.136),
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respectivamente. De esta forma, obtenemos

7:)\0 (9 Z)\O 2
Ay = o [T, kO 1) =—kP (1 :/ dur kO (b; 1
3 2m ( )8u1 (1;a) 21 Jo k(b 1)
) oo 12t ] t%a _t1a ) 1.
X —t7, g loe” & sin[lo(ug — ug)] — e 2sin (ug + ug) + 5 sin(ug — ug)

lo=1

ta

t tia] -
+2t1,F) {—] sin(2u;) — 2F; { 1“] e sin(2uy) cos(2ug)
g g

1 _ta 2t14 | - . .
—5e o8 [—’;} [sin (u1 + 3ug) + 3sin(3ur + u,)]
S o[ 4])
—— ¢ F1 |- — F1 |——| psin(4u
s U N = (4u)
+t1a i o {Es(lo, 11, l2) + Eg(=la, =11, —lo) }
= Juy
*ZT{E2(50711JO)+E2( la, —l,—l2)}
lo=1
Es(lg, l1,12,13,1 Es(—ly, =13, =1, =11, -1 5.58
+z§:18 {E3(lo, ln, 12, 13, la) + E3(—la, =3, —l2, —l1, —lo)} ¢, (5.58)
0

donde las derivadas 8 Ey, au B3y 3 Eg son calculadas con las ecuaciones (4.135), (4.108),
y (4.68), respectlvamente luego

8 —yt _x7tq
67E4(x’ y,2) = F { %la] e ™ sin[xu; — 2ug),
d _2Ptg —yt —22t
— FEs(x,y, z,v,w) = e (£> sin[zxu; — wug) | Fi Plla | _ I “la ,
ouy 2 v ~ ~

—Ylia _2ta
ze 1 sin(zug — xug).

0
87’11,1E2(m,y72> - _F2 |:
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Para efectuar la integral en u; en la ecuacion (5.58), nos apoyamos de I; (C.2) y I (C.3), asi
hallamos la primera contribucién

As
3 10tba )\ _tba 1
= —idotl, Z loe™ o sin [lo(up — ug)] — 120 t2 e 1 [2 sin (up + uq) + 3 sin(up — uq)
lo=1

2N {tlaFl [ S ] sin(2up) — F [ S ] Slﬂ(2ub)005(2ua)}

g _tha 2t1, _ 2ty
—2706 & I {—1] [Sin (up + 3uq) + 3e v sin(3up + ua)}
v
) 3t14 4ty
—l—Z)\Ofy {e g [tla] - R [3“@} } T sin(4uy)
2 g 8l
+idotia Y {Mi(lo, 11, 12) + Mi(=la, =11, —lo)}
lo*l
z)\
-0 Z {M3(lo, 11, lo) + M3(—l2, =11, —12)}
lo=1
+iXo Z {My(lo,l1,12,13,14) + My(—ls, =13, =12, =11, —lo)}, (5.59)
lo—1

donde M; esta dada por (5.47) y también tenemos las siguientes definiciones:

—Ytiq _ e
Ms(z,y,2z) = —F» xe T sin[zup — 2ug), (5.60)
Y

_ 2ty —ytig —22t1,
My(z,y,z,v,w) := %e 7 (E> sin[zup — wug) <F1 [ A ] - F [ - ]) . (b.61)
v Y v

Segunda contribucién de la correccién a segundo orden

Evaluaremos la segunda contribucién de la correccion a segundo orden, A4, ecuacion (5.15).
Semejante a como procedimos en Ao, pero ahora partiendo de la definicién de As, ecuaciéon
(5.14), podemos deducir que

As = A3 e (5.62)

para esto usamos el valor de [k(o)(b; a)] *, ecuacion (5.50), y la propiedad

ERICH) T @ (a;h). (5.63)
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Luego, combinando (5.59) y (5.62), A4 es

1

Btya I\ t
gt ( 0151,16 g {2 sin (up + uq) — 3 sin(up — ug)

Ay = —z)\otbllzlloe T gin [lo(up — ug)] + 5
0]

—2i\pe” 5 {tblFl[ ]sm(?ua) F [tbl} cos(2up) sin(2ua)}
Y Y

iINQ _ tba 2t t1g
+%e E F [bl] [Sin (Bup + uq) + 36_271 sin(up + 3ua)}
Y

i\ ty, t 3t tha
iAoy {63711F1 [ bl] Fi [bl} } 6_4“? sin(4u,)
2 Y ol

+iXoty1 Z {Mi(lo, 11, 12) + Mi(=l2, =11, —10)} lisa

lo 1
z)\
== Z {Ms(lo, 1, lo) + Ms(—la, —l1, —l2)} 550

lp=1
—iXo > AMy(lo, 11,12, 13, 1) + Ma(—ls, —l3, —l2, =11, —10)} [5esa - (5.64)

lo=1
En la anterior ecuaciéon volvimos a usar que v* = —v asi como la ecuacion (5.53), y la siguiente

expresion para Fo
ct * ct
F [ ”m] =F [ m”} : (5.65)
v 8l

la cual se deduce de la definicion de Fy, ecuacion (4.66). Por consiguiente, introdujimos
M7 |pesa definida en (5.55) y las siguientes funciones

* _ytbl 712”’“ .
[Ms(x,y, 2)] |hoa= Fo xe I sin(zup — xu,), (5.66)
Y
_22thg —yt —22t
Mo 00)] o=~ e (5 sy = o] (7| 722 - 1 [ 22 ).
(5.67)

Tercera contribucién de la correccién de segundo orden

Ahora evaluaremos la tercera contribucién de la correcciéon a segundo orden, As definido
kM (1;0)

en la ecuacion (5.16). Puesto que As es funcion de la derivada ~Ja.» Se puede expresar
similar a A;, de la ecuacion (5.35) a la ecuacion (5.41):
o kM (1;a)
Ay = Do 7 ) i)
> 2 “ ( ’ ) 6u1
= A5 + Aso + Agz + Asy + Ass, (5.68)

pero con
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o0 1 2m 12t1,
As; = —ZiAotlaZlo{ / durk® (b; 1)e™ "% sinly (uy —ua)}, (5.69)
2T 0
lp=1
. 1 27 (1) —Ha
Ass = —idotia Py dui k'™ (b; 1)e™ % sin(ug + ug) ¢, (5.70)
T Jo
iXo [T (1) ta| .
A53 = — dulk (b, 1) 2F1 —_ s1n(2u1) , (571)
27 Jo Y
iXo [T > OE: (lo, 1, 12)
Asy = =2 dukM (b1 —2 = 5.72
54 o 0 (1 ( 3 ) lz_:l aul ) ( )
o
iXo [*7 OB (~lz, 11,1
Ass = 20 [ qu k(b 1) { 1=l =h, =) } (5.73)
2r Jo Ouy
El primer término As;, ecuacion (5.69), lo calculamos por medio de Ig, ecuacion (C.29):
A5
> 1Ztya tha
= —2i\otiats1 Z loef% sin [lo(up — uq)] + i)\otlatb167% sin(up + Ug)
lo=1
t tha : = .
—Qi)\otlaFl |:’l;1:| e Z’)Y SIH(Q’LLG) + Z)\()tla Z {Ml(lo,ll, 12) + Ml(—lg, —ll, —Zo)} |b<—>a7 (574)

lo=1

con la funcién M7 |y definida en (5.55), ademds en el término [Mi(—l2, =11, —l)] |}, se
hizo el cambio lg — lo, debido a la condicién n > 2 que aparece en el cuarto término de la
formula Ig, ecuacion (C.29).

En el segundo término Ase, ecuacion (5.70), llevamos a cabo la integral en uy con I (C.29),
y para Ass, ecuacion (5.71), utilizamos Iy (C.16) con la definicion de Fy (4.51), por tanto,
encontramos

As2 + Ass

tha 1 1 2t
= —i)\otlaeffiv {tbl [Sin(ub + ug) — 3 sin(up — ua)] — §F1 [_bl} sin(3uy + Ua)}
0

tia _tba . _4tpa t1a 3t a 3t a .
+2iXotp1 I {1] e sin(2up) — iAge = Iy {1} (Fl { b } — [ ! }) sin(4up).(5.75)
Y Y Y Y

Asimismo, el cuarto término Ass, ecuacion (5.72), lo hallamos mediante a%lEl (5.42) y la
integral I (C.29)

ixo [T lo
= — durk™M(b;1) =y > (7
27T 0 b (’ )[ v <l1

0

= it »_, Mi(lo, 11, 1s) — — terF

lo=1
tha t tha

Fidge R {“} <F1 [3 b } o)
v v

donde M; est& definido en la ecuacion (5.47), e introdujimos la funcién

2 2
1B, 13, .
e —e o |sin(lpug — laug)

672}7‘3 sin(ub =+ 3ua) — 1o Z M5(l0, ll,lg, l3, l4)

lo=1

t oo
f]) sin(4dug) — iAo Z Ms5(—la, =11, —lo, 11, —12) (5.76)
lo=1

”2’50, —yt —ut _ Yl
Ms(z,y,2,0,w) := %67 o F1[ g{ybl} Fy [ :1‘1} e 3 sinfzuy — wug)- (5.77)
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Aqui debemos tener en cuenta que en el término Ms(lo, 11, l2,13,14) se llevo a cabo el cambio
lo — lo, por la condicion n > 2 que aparece en el cuarto término de la formula I (C.29).

Por ultimo, el quinto término Ass, ecuacion (5.73), es calculado combinando %El (5.42)
y la integral I (C.29)

/L.>\O 27 > l2 l%ﬁm 2t1,
Ass = o, du kM (b; 1) —’yz <> [e‘w —e B } sin (laug — loug)

= ilotp1 Z My (—la, =11, —lp) — iXo Z Ms (=14, =13, =12, =11, —lp)
lo=1 lo=1

—iXo Y Ms(lo, 11,12, —11, lo), (5.78)
lo=1

con My y Ms dados por las ecuaciones (5.47) y (5.77), respectivamente.
Por consiguiente, la tercera contribucion As, ecuacion (5.68), es la suma de las ecuaciones
(5.74), (5.75), (5.76) y (5.78):

As
o0 Btpa i\ the
= —2i)\ot1ats1 Z lope™ 0‘” sin [lo(ub — Ua)] + %tlatble—%’ Sin(ub - ua)
lo=1
_tba t t
+2iAge EY {tblFl |:1a:| sin(2ub) — t1.F1 |:bl:| Sin(2ua)}
Y Y

iAg _tha 2t 2t
—2706 £ {tblFl [_m] sin (up + 3ug) — t1aF1 [—bl} sin(3up + ua)}
Y Y

o {n [2] (] - [22] i
2] (0 2] - [ )

+iXot1q Z {Ml (lo, Iy, 12) + Ml(_l27 —l, _ZO)} ‘Z<—>a
lo=1

+idots > AMi(lo, 1y, 1) + My(—la, —I1, —lo)}
lo=1
—iXo Y {Ms(lo, 11, 1, 13, 1a) + Ms(~la, ~Is, —l2, —11, o) }
lo=1
—iXo > {Ms(lo, v, la, 1y, lo) + Ms(—la, I, —lo, Iy, —l2) } (5.79)
lo=1

Luego, la correccion a segundo orden de los elementos de matriz de &(¢,), ecuacion (5.10),
se obtiene de sumar sus tres contribuciones As, Ay y As, ecuaciones (5.59), (5.64) y (5.79),
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asi obtenemos

(Dot | (1) Pa s ta)?

o0
12 O0tba

= —iXoty, Z loe” ™" sin [lo(up — ua)] +iXoe™ E tha(tpr — t1a) sin (up + ug)
lo=1

i\ a tha
7%6_% (tyr — t1a)2 sin(up — uq) + ZiAoe_thba {Fl { } sin(2up) — Fy [ ] Sln(2ua)}
Y Y

2N 2 {Fg [7] cos(2uyp) sin(2u,) — Fo { o ] bln(2ub)C05(2ua)}

i a
—|—Z20 6_4{7 [T} [tv1, t1a] sin (Bup + ua) — T4 [t1a, ty1] sin(uy + 3ug))

—|—i)\oe—% {T> [t1a] sin(dup) — To [tp1] sin(4du,) }

. > A
+idotpa Z {Me(lo, l1,12) + Me(—l2, =11, —lo)} — ZJ Z {M7(lo, 11, 12) + M7 (=12, =11, —1o)}

lo=1 lo=1

+ido Y {AMa(lo, Iy, 12, I3, la) + Ma(—ls, —l3, —la, =11, —lo)}
l[]:l

—ido D {Malo, 1,2, I, la) + Ma(=la, —ls, ~l2, =11, ~10)} 5

lp=1

—1iAg Z {Ms5(lo, 11, 12,13, 1a) + Ms(—la, —l3, —la, =11, =1o) } . (5.80)
lo=1

Donde My, M} |psa y M5 estan definidas en las ecuaciones (5.61), (5.67) y (5.77), ademas
simplificamos los términos

iAotpq Z {Ms(lo,11,12) + Me(—l2, =11, —lo)}
lo=1

= iAotiq Z {M;(lop,11,12) + Mi(—l2, =11, —lo)}
lo=1

+i)\0tbl Z {Ml(l(]v ll7 l2) + Ml(_ZQa _lla _ZO)} ‘Z(—)a
lo=1

+idotor Y {Mi(lo,l, 12) + My (=la, =1, —lo)}
lo=1

+idotia D {Mi(lo, 11, 12) + Mi(=lz, —11, ~10)} [fsa;
lo=1
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y
_IA
== Z {Mz7(lo, 1y, 12) + M7 (=2, =11, —lo)}
lo=1
A
= =2 Z {Ms(lo, 11, lo) + M3(—l2, —li, —l2)}
lo=1
A .
= Z {Ms(lo, 11, lo) + M3(—l2, —l1, =12)} [554
lo=1
—ido > {Ms(lo, 11, 1o, 1, lo) + Ms(—la, I, —lo, 11, ~12)} ,
lo=1
siendo
_ 2Pty . —Ylia —Ylba
Mg(z,y,2) :==e  © sinfzup — zug) § —2F) 5 + zF 5 , (5.81)
)7
.M7(:L‘,y,z)
= e~ T sin[z(up — g)] {;z: (F2 {yjl“} + F {%’;“D + 2Py [yjl“} F {yj“} } (5.82)
Asimismo, introdujimos las funciones
2t, 2t, 2t 2ty
Ty [to, t,] = Fy [7] +t,Fy [7} 3P, [ﬂ e (5.83)

= @) (*n[2] - [2])-n 2] ([t n ). o

Con esto damos por finalizado nuestro calculo de los elementos de matriz de #(¢;) en la
base de traslaciones finitas hasta segundo orden. Recordemos que el orden cero esta dado por
la ecuacion (5.33), la primera correccion por la ecuacion (5.56) y la segunda correccion por
la ecuacién (5.80). En la siguiente seccion calcularemos las correcciones a primer y segundo

orden de los elementos de matriz de &(ts)z(t,) en la base de traslaciones finitas, ecuaciones
(5.25) v (5.26).

5.4. Primer y segundo orden de los elementos de matriz del
producto de dos operadores de posiciéon

En esta seccion calculamos de forma explicita las correccion a primer orden (5.25), y la co-
rreccion a segundo orden (5.26), de los elementos de matriz de Z(ts)Z (). Semejante a lo que
hicimos a orden cero (5.34), consideramos el ordenamiento ty > t1, es decir, s =2y r = 1.
5.4.1. Correccién a primer orden

Primera contribucién de la correcciéon a primer orden

La correccién a primer orden del producto Z(t2)Z(t1) estd formada por By y Ba, ecuacion
(5.25), en este apartado calculamos la primera contribucion, By, definida en la ecuacion (5.28).
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Puesto que, la correccion a primer orden de &(t1) presenta periodo 27 en ub y u,, ecuacion
5.56), con u, = ub, podemos integrar por partes con respecto du), empleando la primera
) 2, P grar por p p 9 emp p

ecuacion de (5.17):

B

1 . 00(ub — uz) . 1
27r) dugdu'zk(o)(b; 2) [—27m)\062u,2 (2 |2 (t1)] a) ™

(
= (%) /0% dusk(© (b; 2)% (218(t1)] o)™
(5

2 0 12ta, tog
AO) / duk© (b; 2) {—27?2,1 Z IZe™ 1 cos[lo(ug — ug)] + (ta1 — tia)e” 0 cos(ug + ug)

lp=1

0
+4e ’Y F1 |: 5 :| COS(Q’UQ + Z 67 {MQ(Zo,ll,ZQ) =+ MQ( lQ, Z —lo)}}, (585)

donde la derivada 8 (2]2(t1)| )V fue calculada de (5.56), v la derivada %Mg la hallamos
de (5.57):

OM. 2%y, —yt -yt
M = xe ™ cos[zug — 2uq) {—2F1 [ Y m] + 2k [ Y QG] } . (5.86)
Oug Y Y

Si utilizamos las formulas Iy (C.1) y I3 (C.4) en la ecuacion (5.85), la primera contribucién
By es

e 124, tha
Bi = 2\jta Z I2e” T cos [lo(up — ua)] — N3(ta1 — tla)e_‘lbi"f cos(up + ug)
lo=1
Cta [t >
A2 F [H cos(2up) — A5 > {N1(lo, 11, I2) + Ni(—la, —l1, ~lo)} ,(5.87)
lo=1
con
_ g —Ytia —Yt2a
Ni(z,y,z) :=xe % cos[zup — zug) { —2F) + zFy . (5.88)
v g

Segunda contribucién de la correccién a primer orden

Ahora calculamos la segunda contribuciéon de la correcciéon a primer orden, el término
Bs, ecuacion (5.29), que mediante condiciones de periodicidad de los factores involucrados se
puede escribir

5, — (P /2“du KD (b2) 2 2 ()| )
2 o 2 ’ 8ug !

12¢

27
= 2X\2 Z 12 { / dugk™ (b, 2)6_% cosllp(ug — ua)]} ,

lp=1

donde la derivada 8%2 (212(t1)| a)® fue calculada de (5.33).
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Luego, a través de la integral I7, ecuacion (C.30), encontramos

l t
By = 2\t Z e 5 cos [lo(up — ua)] + Natpoe™ t cos(up + ug)
lo=1
_to t >
A2 R [—ﬂ cos(2uq) — A§ Y {Na(lo, 11, I2) + Na(—la, —11, o)}, (5.89)

lo=1

donde definimos

_ 2Pty —yt —ytaa
No(z,y, z) := ze T cos|xup — 2ug] {Fl [ Y ba} + Fy [ Y2 } } i (5.90)
7 Y

Debemos notar que para obtener el término Na(lg, [1,l2) hicimos el cambio [y — l2, esto como
consecuencia de la condiciéon n > 2 en el cuarto término de I (C.30), ademés consideramos

2 2
_5tha _l5tba  _ litpg
e v =e 47 e vy

Asi, la correccién a primer orden de los elementos de matriz de & (¢5)Z(t, ), ecuacion (5.25),
se obtiene de sumar By y Ba, ecuaciones (5.87) y (5.89):

(2. [#(22)2(11) e tq) )
Btpy 1‘
= Otba Z loe ‘D cos [lo(up — ug)] + /\Oe (tba — 2t91) cos (up + ug)
lo=1

—4)2e” - {F1 [ N } cos(2up) + Fy { S } COS(2ua)}

—X0 > ANs(lo, 11, 1a) + Na(—la, =11, o)} - (5.91)
lo=1

Aqui hemos reescrito el cuarto término mediante la definicion de Fj, ecuacion (4.43), como
sigue

—4)\(2)6 R [—t;} cos(2u,) = —4M2e” o R [ S } cos(2uy,),

y simplificamos

=X D Ns(lo,11,12) = =25 > {Ni(lo, 11, I2) + Na(lo, 1, 12)}
lo=1 lo=1
=X Na(—lg, —l1,—lo) = =AF D> {Ni(~la, —l1, —lo) + Na(—la, ~11,~lo)},
lo=1 lo=1
siendo
Ng(l’,y, )

71'2t a —yt a -yt a —yt a
= W cos|xup — 2Uq] {—2 <xF1 { A ] +zFy [“}) + 2P [yb} } (5.92)
v Y Y

De esta forma, finalizamos nuestro analisis de los elementos de matriz de Z(t2)Z(t1) a
primer orden, ecuacion (5.91). En el célculo se consider6 el ordenamiento to > t1. Notemos
que para el caso t; > to, debemos considerar s = 1y r = 2, en las ecuaciones (5.25) y (5.26),
lo que nos lleva a intercambiar ¢ +— ¢; en la ecuacion (5.91).
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5.4.2. Correccién a segundo orden

Primera contribuciéon de la correcciéon a segundo orden

En este apartado obtendremos Bs, ecuacion (5.30), que es la primera contribucién a la correc-
cion a segundo orden, ecuacion (5.26). De manera semejante a los anteriores casos, utilizamos
el hecho de que los factores involucrados presentan periodo 2m:

Bs
_ (i) [T ©) (7. 00 0 N 2)
— (27T> /0 dug k'™ (b; 2)6 (2|2(t1)] a)

U

—\2 27 o 12ta, tog
( 0) / dugk© (b; 2) {—t%a Z l%ef% cos [lo(ug — )] + taa(t2r — t1a)e” 0 cos(us + ug)
0

2T
lo=1

1 a 24 t
—Z(tgl — tla)Qef% cos(ug — ug) + 4ﬁ2a€7%F1 [1’1} cos(2usz)
Y

_t2qg

g2 {F2 {tﬂ sin(2us) sin(2ug) + F B] cos(2u2)cos(2ua)}

t2q

1
+§€7H [3T7 [ta1,t1a] cos (Bug + ug) — T [t1a, t21] cos(uz + 3ug)]

dtgg > 8
v Th [t14) cos(dug) + taq Z N {Mg(lo,l1,12) + Me(—l2, =11, —lo)}
2

lp=1

+4e
I 0
—3 > {My(lo, 11, 1) + Mr(—lo, —1, —lo)}

o0 a .
- Z 90 {Ma(lo, 1,12, l3.1a) + Ma(—la, —l3, —l2, =11, o) } [5654

lo=1
= 9 = 9
+ 3 o My = Ms) |t tatsin) T D 73— [Ma = Ms) |1y —1—10—11—10) (5.93)
lo—1 6’&2 lo—1 aUQ

donde calculamos la derivada de la ecuacion (5.80) para evaluar 8%2 (2|%(t1)| a>(2), por lo que
debemos tener en cuenta la derivada de las ecuaciones (5.81), (5.82), (5.61), (5.67) y (5.77):

M, 22to, —Ytia —ytag
OMs(@.y,2) _ we” I cos[rug — 2u,) {2F1 { o } + 2F [ v } } ; (5.94)
(’9u2 Y v
OM 22t9, —yt —yt -yt —yt
w:xe* = cos[z(uz — ug)] {Jj (F2|: yla]—&—Fg[ y21]>—|—zF1[ yla} Fl{ yﬂ}},
(5] 0 v v 7
(5.95)
M. z2to, 2 —ytiq —22114
0 4(x,ay,z,v,w) = Te=a (I) cos[Tuy — Wi <F1 [ 71 } - F { - ]) ) (5.96)
U 2 v v Y
8 M * m2t,a —_ t —2 t
[ 4(377?/’271}7“})] |2<—>a — —167 4w2 (E) COS[U)UQ — :Z,‘ua] (Fl |: y 21:| - Fl |: z 21:|> 5 (597)
Ous 2 v y Y
OM. 22tg, —yt —Vl1q | _¥tia
5(2,y, 2, v,w) = ﬁef%szl |: : 21:| £ l: - :| ‘ ? cos[zuy — wig]. (5.98)
8’[1,2 2 Y

Antes de evaluar la integral en us en (5.93), es conveniente reescribir los términos provenien-
tes de la ecuacion (5.97). Primero, de la ecuacion (5.97), vemos que el término 6%2 [(My(lo, 11, 12,13, 14)] |54
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corresponde a

8 [M4(l07 l17 l27 l3) l4)] B(—)a
Ous

_l§t2a (4] —Iyt —2lat
= —16 043 <40> COS[l4U2 — loua] <F1 [ ! 21:| — F1 l: 2 21:|> s (5.99)
2 ! g Y

3

donde nos concentramos en los siguientes factores

_ 1§t —Iqt —92lot
(5) 5[] - 2]
I3 Y Y

: 1§ _ (lot+4)?
Si usamos el hecho de que = o

(4.43), la anterior expresion llega a ser

2
(1) 2] - 2]
l3 g Y
@ 67%62112216212’:161 v e—l{ytm A v 672?@1 .
I3 l1 2l
20, .
() o ] n )
I v g

aqui usamos 2ly = I3 + ;. Asi la ecuacion (5.99) queda como

8 [M4(l0, lla l2a l37 l4)] |;<—>a
' Ous

_fta (14l 2atig I3t 21yt
= Jew <40> cos[laug — lpugle 5 (F1 {321} - R [ 2 21]) . (5.100)
2 h gl Y

2y

~2, asi como la, definicién de F}, ecuacién

_ &
=2+

De igual forma para O My (=ly, —l3, =1, =11, —lo)} |%... obtenemos
Ous 24ra

9

8U2 {M4(—l47 _l3, _l27 _llﬂ —l[))} |§<—>a

1Bt2a _2gty, t 2yt
_ s (l‘;lo) cosflous — laugle™ 7 <F1 [—l”l} - [— 2 21D (5.101)
v

2 3

Por lo tanto, si aplicamos Iy (C.1) y I3 (C.4) en (5.93) considerando (5.100) y (5.101),
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resulta que la primera contribucién de la correccién a segundo orden es

B3

Bty _tba
= N\, Z 12¢7 70" cos [lo(up — ua)] — Ntoq(ta1 — tia)e” B cos(up + ua)
lo=1

tha

A2 _tha
+Zo(t21 - tla)Qe 4 cos(up — ug) — 4)\(2)t2ae e e [ } cos(2up)
Y

2 { £, [ : ] sin(2us) sin(2ua) + F [try ] cos(2up) Cos(2ua)}

AQ _tbia 2ty

_ 2ty
—?e 4y [3T1 [to1,t1a) € 7 cos (Bup + ug) — 11 [t1a, to1] cos(uy + 3ua)]

Aty e
—4)\36 v T2 [tla] cos(4ub) Agtga Z {N4(l0, ll, lg) + N4<—l2, —ll, —lo)}
lo=1

A
+2121 {N5(lo, 11, 12) 4+ N5(—l2, =11, —lo)}
-

A o
—?0 > Ne(lo, 11, 1o, 13, 1a) + No(—La, —l3, —l2, —11, o), (5.102)
lo=1

hemos definido en la anterior ecuacion las siguientes funciones

7I2t a —yt a —yt a
Ny(z,y,z) := e T cos|zup — zug] {—2F1 [ Yo } + zFy [ 52 ]}, (5.103)
Y Y

N5(‘ra Y, Z)
_ 2%ty —Ytiq —yto1 —Yliq —Yyto1
i=xe” D cos[z(up —ug)] x| Fa 5 + Iy 5 + 2 T g S 5.104)

Nﬁ(xayv Z, v,w)

w2ty —Ytiq —2z2t a
= ge W cos[zup — wug] {7 (E) (F1 {yl] - K { =1 })
v ol Y
Zt1q —yt —2zt —yt —ut yt1
() (22 [ o ][]
v v v v v

Segunda contribuciéon de la correccién a segundo orden

- } (5.105)

Ahora calcularemos la segunda contribucién de la correccion a segundo orden, By, definida
n (5.31). Otra vez empleamos el carécter periddico de los factores que estan en dicho término,
con lo que tenemos

B, = iAo /27T dugk™ (b; Q)i (2)2(t1)| )V
4 o ) ), 2 250 1
= Bu + Bag + Baz + Bas + Bus, (5.106)

donde usamos el hecho de que la derivada 8 (2|2(t1)] >(1), definida en la ecuacion (5.85) y
siendo el factor entre llaves, consiste de cinco termlnos. De esta forma, los términos de (5.106)
los hallamos reemplazando k() por k(1) en (5.85).
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Luego, para el primer término empleando I7, ecuacion (C.30), encontramos

By

a2\ [2m iy Bt
= (27r0>/0 dugkM (b;2) § —2t50 Y 13”7 cos [lo(u — u,)]

lo=1
e lgtba tha
= 2\ tyoton Z I2e” "™ cos [lo(uy — uq)] + Ntyatase” 7 cos(up + ug)
lo=1
9, —tha | tp 2, N
—4/\0t2a€ v I 5 COS(QU,@) — )\0t2a Z {N7(l(), l1, lg) + N7(—l2, —lq, —lo)}(5.107)
lo=1
con ,
t t _T7lpg
Ny(z,y,2) = 2 <F1 [_y ba] - R {_y 2a]> e cos(zup — 2ug). (5.108)
Y Y
Para el segundo término mediante I7 (C.30) hallamos
By

—/\2 2 t2q
= (2;) /0 dugk(l)(b; 2) {(tgl —t1g)e” * cos(ug + ua)}

tha t 1 2t
:—A%(tgl — tla)e*ffw {tb2 cos(up + ug) + % cos(up — Uqg) — 5F1 [_”2} cos(3uy + ua)}(5_109)
Y

Asimismo, el tercer término a través de I5, ecuacion (C.28), es

Bus
_)\2 2 o t "
(27T0> /0 dugk™ (b; 2) {4612}7‘1 { ’ly } cos(2uz)}

t1a _tba 1 t _t2q 1 t _tha
:—4)\8}71 [ ! } {ter 5 cos(2uyp) — §F1 [_172] e — - [—?)172] e cos(4ub)}(5.110)
Y Y Y

El cuarto término de (5.106) resulta de combinar la derivada de M; (5.86) evaluada en (lo, l1,l2)
y la formula I7 (C.30)

_)\(2)

2 (1) _l%ti —lltla —lltga
= | — dugk'™ (b;2) S loe™ v cos[loug — laug| § —2F) + 1
2m ) Jo v gl

oY —2t —2t e
= —?Otbg <—2F1 I: 1a:| + 3F}; [ 2a]> e f"’ COS(3Ub +ua)
Y Y

-3t -3t t _t2a
Y Y Y

2 OO

> A
—A%tbzlzlzvs(zo,h,zg) - 20[21 {No(lo, 11, l2, 13, 14) + No(lo, 11, 1o, 11, 1)}, (5.111)
0= 0=

donde introdujimos

t ¢ 2Pty
NS(-Tyy,Z) =z <—2F1 |:—y 1a:| + zF |:—y 2a:|> e 4'5) COS(LUUb — Zua), (5112)
Y y
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Ng(:r,y72,’l},'lU)

t t t t 22 thq
=z <F1 {—y ba} ot [—y 2a:|> (—2F1 |:—v m] +wky |:—U 2a]> e cos(zup — wug)(5.113)
Y Y Y v

Por ultimo, el quinto término proviene de combinar la derivada de My (5.86) evaluada en
(=l2,—l1,—lp) y la formula I7 (C.30)

Bys

—)\2 2 _13taq litia l1tog
= <0>/ dqu(l)(b; 2) {lge Ee coslaug — loug) {2F1 [ 1 } + 1o Fy [ 172 ]}}
27 0 Y Y

2N &
+? zzjl {Ng(—ly, —l3, —l2, =11, —lo) + No(—lo, 11, —la, —l1,—1p)}
o=

—Abtoe Z Ng(=l2, —l1, —lo), (5.114)
lo=1

con Ng y Ny definidos en las ecuaciones (5.112) y (5.113).
La segunda contribucién de la correccién a segundo orden By, de acuerdo con la ecuacién
(5.106), lo obtenemos de sumar (5.107), (5.109), (5.110), (5.111) y (5.114), por lo tanto,

obtenemos

By
2 > 2 tba 9 tha
= 2X\jtr2t2a E lge™ = cos [lo(up — ug)] + 2A5tet1ae™ * cos(up + uq)
lo=1
22 thy t t t2q
—?Otbg(fal — tla)e_‘lbj COS(Ub — ua) + 2)\(2)F1 |:1a:| F1 |:_b2:| 6_%
Y Y

74)\%6 e {tbgFl { ] cos(2up) + tog F1 {} Cos(2ua)}
Y 0
A2t 2t —2t14 —2ta,
+*O€ 4’Y COS(3U1, + Ua) {(tgl — tla)Fl |:b2:| — tb2 (QFl |: ! :| + 3F1 |: 2 :|> }
2 g g g

FoNZem {Fl Fﬂ F [—?’:’} cos(4uy) + (—F1 {?’th“] +2F, [?Q“D 3 [ . ] cos(4ua)}

~Ntaa > AN7(lo,11,12) + N7(—la, =11, —lo)} — Ajtez > {Ns(lo,11,12) + Ns(—la, —11, o)}
l[]:l l():l
A =
— No(lg,l1,1o,13,14) + No(—ly, =13, —lo, =11, —1
+212:1{ 9(lo, U1, 12,13, 14) + No(—la, =13, —lo, =11, —lo)}
0
A
2 Z{Ng I, =11, 1o, 11, 12) + No(—lo, lr, —l2, =11, —lo) }, (5.115)
lo=1

con N7, Ng y Ny definidos en (5.108), (5.112) y (5.113), respectivamente.

Tercera contribucién de la correccion a segundo orden

Por dltimo, toca el turno de la tercera contribucién de la correccién a segundo orden, el
término By dado en (5.32). Para esto reescribiremos este término combinando (5.8) y (5.11),
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y luego sustituyendo en (5.32)
1 4 por
Bs = <2> / dugdulyduy duy kP (b; 2) 299 kO (2 1) 211k (1'; a).
™ 0
Si implementamos las propiedades de conjugacion compleja de kO vy k@) ecuaciones (5.50) y
(5.63), la anterior ecuacién se puede expresar como

*

1 27
Bs = {<2> / dugdu’gduldu’lk(o)(b;2);2'22/k(0)(2’;1)@11/k(2)(1’;a)}
Q 0

1 2 pom -
= {(2> duadulk© (b; 2)33‘22'143(5,3@)} ;
™ 0

bra;2+>1

b+a;2¢>1

donde se sustituyo la definicion de Ag, ecuacion (5.14).

Primero nos enfocamos en la integral entre llaves. Por consiguiente, utilizando el hecho de
que el integrando presenta periodo 2, asi como la forma explicita de Az (5.59), esta integral
llega a ser

7,)\0 ( ) . 8 .
% dUQ]{? (b, 2)87’[1,2143(27 a)
Z)\() 0 > 2 _l(Q)tQa
= / dusk©® (b;2) { —igt?, Z lge” 4 cos [lo(ua — ug)]
lo=1
_toq 1
_1)\70752 £ [2 cos (ug + uq) + B cos(ug — ua)]

t
+4idge = {tlaFl [ ] cos(2ug) — Fy [ ] cos(2uz) cos(2ua)}
Y Y

) _t2a 2t _ 2ty
120~ 2 [—1@] [cos (u2 + 3ug) + 9e = cos(3ug + ua)]

BERd
3tia t1a 3tia _Atgq
+2i)\07{e > n [1] - K [ L }}e 2 cos(4uz)
Y v
= 9
Notia S = (M (lo, I, Io) + My (=g, =1y, —I
+idot1 lzzlaw{ 1(lo, 11, 1) + My (=12, =11, =)}
+ i O My, 1y, 10) + My(—las —1r, —12)}
2 : a M ) ) )
—|—’L)\()Za {M4(lo,l1,lz,l3,l4)+M4( l4, l, lQ,—ll,—lo)} R (5.116)
lo=1

donde %M4($,y, z,v,w) esta definida en la ecuacion (5.96), las derivadas de M7 y M3 las
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encontramos mediante (5.47) y (5.60) respectivamente:

8 t 7m2t a

— M (z,y,2) = 2°F [—yla] e cos [zug — zug], (5.117)
811,2 Y

8 t 712t a
—Ms(x,y,2) = —2*F, [_y 1“] e cos [Tug — zug] . (5.118)
Oug v

Ahora, por medio de Iy (C.1) y I3 (C.4) e introduciendo las siguientes funciones

- t _ oty
Ni(z,y,2) == 2*F [—yla} e” " cos [Tup — zuq)] , (5.119)
Y
Y 2 Ytiq _ 22ty
No(z,y,z) == —aFy |——| e ® cos[zup — zuq), (5.120)
v

2, 2

~ _ Tt —yt —2zt
N3(z,y,z,v,w) := ge T <f}> cos[rup — wig) <F1 [ z{yla} - R [ ’j 1“}) , (5.121)

la ecuacion (5.116) es

ixo [T 0
22 dugk© (b;2) =—— As(2;
27T 0 UQ ( Y )8u2 3( 7a)
> lgtba
= -\ -2 Z 2e” " cos [lo(uy — ug))
lo=1

2, _tha 1
—7(16 1 |2cos (up + ug) + 5 cos(up — Ug)
_tba t1a lia
+de v {tlaFl [’y} cos(2up) — Fy [7] cos(2uy) cos(2ua)}
1 _tba 2t _2tp1
—5e P {—1“] [cos (up + 3ug) + e Wbl cos(3up + ua)]
v

3t1q t 3t _ Atyg
+2i)\07{e g b2 {1“] - F { 1”} } e cos(4uy)
Y Y

Fidotta 3 { Millo i, l2) + Ny(=la, i, ~lo) |

lo=1
iAo o= [~ ~
+70 1221 {N2(l0, I1,lo) + No(—lo, —1y, _12)}
0=
o Z {NB(ZO’ b b, I3, 1) + 1\73(—14’ —l3, =12, =11, —lo)} . (5.122)
lo=1

Asi, si calculamos el complejo conjugado de la ecuacion (5.122) y cambiamos los indices
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b<>ay 2+« 1delavariable u y del tiempo ¢, la tercera contribuciéon By serd

Bs
l%tba )\3 2 _tbia 1
= M\t Z Be” "7 cos[lo(uy — uq)] + ?tbze 4 |2cos (up + ug) + B cos(up — ug)
lo=1

N2 {tb2F1 {7 ] cos(2ug) — F [7 ] cos(2ub)cos(2ua)}

2 the 2 2t9,
+%€_‘%FZ [—tbﬂ |:COS (Bup + ug) + 9e ™ cos(up + 3ua)}
7
3tpo t t _Atpg
—2)\37{6 o F { b2] - R Pw]}e > cos(4ug)
v v
—Nato Z {Nio(lo, 11, 12) + Nio(—l2, =11, =lo)}
lo=1
)\% 3 Ny1(lo, 14,1 N- l l l
Y Z {N11(lo, 11, lo) + Nui(—l2, —l1, —1l2)}
10—1
)\
07 Z {Ni2(lo, 11, 12,13, la) + Nio(—la, =13, =12, =11, =lo) } , (5.123)
lo=1

donde se ha considerado

—uyt 7w2t a
Nio(z,y,2) = Fy [M} 2 cos[zup — Tug), (5.124)
7

—Ytp2

Ni(z,y,2) = —F [

_:L‘Qt a 2 _217570, . t _2 t
NlQ(iU,Z/,Z,U,UJ) =e€ 47b <w> COS[ZE’U[) — wua]e 72 <F1 |: Yy b2:| —F |: z b2:|) .
(% o ~y
(5.126)

oty
] 2l W cos(zup — TUg), (5.125)

Para definir Ni2(x, y, 2, v, w) se trabajaron los términos provenientes de N3(x, y, 2, v, W)}, 49051 -
En especifico, el término

)

~ % lOtba l2 _l t
N3 (lo, 1,12, 13, 1) pesainest = Tew < >COSU4U6 lota) (Fl [ ;bﬂ -

—2lotps
F 7=
2 I3 ! [

5
(5.127)

es reescrito considerando los factores

. 12:3(1 (l0> <F1 |:—l1tb2:| R |:—2l2tb2:|> '
I3 v gl

2
Asi, empleando la igualdad i—‘}y = l“ + 212 y la definicion de Fy, ecuacion (4.43), estos factores
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resultan
e_% <l(2)> <F1 |:—l1tb2:| R [—212%2]>
I3 v v
= 6_%6%6% ﬁ x 6_l1¥—1 _ (L e_%%—l
l3 l1 219
2ty 2ote, [ ]2 2
= et 5 <l0> <F1 {Z?’tbﬂ R [ thbQD : (5.128)
I 0 v

donde fue utilizado 2ly = I3 + [;.
Luego, si combinamos las ecuaciones (5.127) y (5.128) obtenemos

Ns(lo, 11, 12,13, 1a)h s s = %N12(—l4, —l3, —l2, =11, =lo),

con Njg dada por la ecuacion (5.126). De forma similar, hallamos

Ny (=la, ~ls, ~la, =11, =10z = 5 Nialo, Iy, Lo, s, ).

De esta forma, finalizamos nuestro anélisis del segundo orden de los elementos de matriz
de &(ts)Z(t,), que esta dada por la suma: Bs + By + Bs, la suma de las ecuaciones (5.102),
(5.115) y (5.123). Recordemos que hemos considerado ¢t > t;. Por lo que, para obtener el caso
t1 > t9, como en el caso de la correcciéon a primer orden (5.91), intercambiamos to +— t7.

En la siguiente seccion calcularemos la funcién de un punto y de dos puntos del OAP
utilizando los resultados obtenidos para los elementos de transicién del operador de posicién
y del producto de dos operadores de posicion.

5.5. Funcién de un punto y funcién de dos puntos del oscilador
armonico polimérico en el régimen de rotor
En esta seccién calcularemos a segundo orden la funcién de un punto y la funcién de dos

puntos del OAP mediante las ecuaciones (2.56) y (2.57), respectivamente. Estas formulas para
el caso del OAP tienen la siguiente forma

mh
2/;70}1 _A& dpp <pb , —iTp |*%(_Z.7-1)| Pa _iTa> ‘szpa
(0| #(—im)|0) =  lim s , (5.129)
T:b:_ozo 2>7\'r70h _A% dpb <pb ) _Z.Tb | Pa _iTa> ‘Pb:Pa
wh
2 2% dpy (po , =i |2(—i72)&(—iT1) | Pa s —iTa) |py=p.
0| #(—imp)a(—iTy) [0) =  lim R . (5.130)
TZ":_OZO 2>7\770h j%j dpy <pb , —iTp ‘ Pa > —iTa) |pb:pa
0

Estas ecuaciones implican la traza de los elementos de &(—ity), y de &(—ite)&(—iTy), asi
como la traza de la amplitud de transicion. Ademas debemos evaluar una rotacion de Wick
7 = it y los limites 7, — o0 y 7, — —o00, pues asf relacionamos la traza de los elementos
de matriz con el valor expectacion en el estado de vacio del OAP. Una forma de mostrar las
ecuaciones (5.129) y (5.130) es introducir la relacion de cerradura de los estados propios del
operador hamiltoniano en el lado derecho de las ecuaciones y evaluar la rotacién Wick asi
como los limites 7, — oo y 7, — —oo [48].
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Por otro lado, el desarrollo perturbativo de los elementos de matriz de Z(¢,) y del producto
Z(ts)Z(t,), ecuaciones (5.7) y (5.23), del mismo modo que la serie perturbativa de la amplitud
de transicién (4.15), nos permiten plantear a la funcién de un punto y la funcion de dos
puntos, ecuaciones (5.129) y (5.130), como series perturbativas. Estas series, como hemos
visto, dependen del propagador del rotor (4.13) y el potencial W = wga(1 + cos(2u)). En las
siguientes subsecciones ahondaremos en esto.

5.5.1. Funcién de un punto

Calcularemos la funcién de un punto a segundo orden. Consideremos la traza del desarrollo
perturbativo de los elementos de matriz de #(¢,), ecuacion (5.7), para esto igualamos los
estados inicial y final e integramos respecto a alguno de los puntos frontera:

wh oo
A % ) T ] ; m 7(m
ﬁoh Woﬁ dpy (py , =17 |Z(—iT1)| Pa s —1Ta) |py=p.= Z gm gm) (5.131)
%o m=0

donde los J(™) son evaluados en la variable u = ’\‘—;lp + 5,y tienen la forma

1
o

27
Jm) / dup (b |2(—im1)| )™ |y, - (5.132)
0

De la misma manera encontramos la traza del desarrollo perturbativo de la amplitud de
transicion, ecuacion (4.15):

wh 0o
aoor | oy (s, =iy | pas =i7a) lypu= D A" K™, (5.133)
mh J_=xn
Ao m=0
con
1 21
K = — / dupk™ (wy, —iT; g, —iTa) Juy=uq - (5.134)
27T 0

De esta forma, si sustituimos los desarrollos perturbativos (5.131) y (5.133), en la funcién
de un punto (5.129), hallamos

Old(=im)|0) = lm  Zm=oPTHT H( 3
Tp — OO Em:() 5mK mn

To — —00

(5.135)

Ahora, de las ecuaciones (5.33), (5.56) y (5.80), observamos que sus trazas J©), J1) y
J@ son cero, esto es debido a que todos los términos involucrados son proporcionales a
sin(ciup + coug) con ¢1 y ¢ constantes arbitrarias:

1 [ 1

2
dup sin(crup + 2Uq) uy=u,= 271/ duy sin(cup) = 0, siendo ¢ cualquier constante.
0

2m Jo

Este resultado estd de acuerdo con nuestro analisis hamiltoniano de la subseccién 3.4.1.
Podemos generalizar el hecho de que la funcién de un punto es nula a todo orden. Para

esto tenemos que apoyarnos en el anélisis hamiltoniano y de simetria de paridad realizados
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en la secciones 3.1.2 y 3.3, respectivamente. Inserte dos relaciones de cerradura de lo vectores
propios del hamiltoniano del OAP, ecuacion (3.23), en la ecuacion (5.131)

mh

Ao Ao o, .
ot | L @0 Py =i |2(—im1) [ Pa s —iTa) [py=p,
o
00 A\ =
i _ s _ N O 0 *
= D T En (n]d| m) {% wn<pb>wm<pb>dpb}
n,m=0 _ALO
o0
_ Z efi(tbfta)Em <m ‘j| m>
m=0
= 0.

Aqui en la segunda igualdad usamos la propiedad de ortonormalidad de los vectores propios
exactos del hamiltoniano del OAP [54]. La ultima igualdad resulta de que los estados propios
| m) tienen paridad definida, ecuacion (3.99), y del operador & tiene paridad impar, ecuacion
(3.97), por consiguiente, todos valores de expectacion (m |z|m) son nulos [43]. De esta forma,
la funcién de un punto llega a ser cero incluso sin tomar el limite

D(t) = lim S dpy (py , —iTy \‘:%(tl)\pa : —i74) |py=pa
Ty — 00 S dpy (Pb s —iTb|Pa s —iTa) |py=pa

Taq — —00

= 0. (5.136)

Debemos enfatizar que en la representacién polimérica no se habia calculado la funcién
de un punto dentro del esquema de la integral de trayectoria, por lo que se ignoraba si el
formalismo hamiltoniano y de integral de trayectoria serfan equivalentes. En particular, hemos
visto explicitamente que hasta segundo orden la funcién de un punto por medio de la integral
de trayectoria es nula, por lo que a ese orden coincide con el caso hamiltoniano. Sin embargo,
hemos dado un argumento de porque la funcién de un punto calculada mediante la integral de
trayectoria seréd nula a todo orden como es el resultado previsto por el esquema hamitoniano,
ecuacion (3.109).

5.5.2. Funcién de dos puntos a segundo orden

Para la funcién de dos puntos emplearemos el desarrollo perturbativo de los elementos de
matriz de &(—imp)T(—iT1), ecuacion (5.23), teniendo en cuenta el ordenamiento temporal s = 2
y r = 1. De esta forma, la traza es

wh oo
A\ Th

- 1‘; dpy, (P, —i7y |2 (—i72)2(—i71)| Pa s —iTa) |pympe= ZO gmGm), (5.137)

0 m=

siendo los G evaluados en la variable u = % + 5 vy definidos por

m _ L [T (im Vi (—im )| @)
G = o duy (b|Z(—ite)E(—iT1)| )™ |up=u, - (5.138)
T Jo

Si sustituimos los desarrollo perturbativos que tienen en cuenta la traza, ecuaciones (5.137) y
(5.133), la funcion de dos putos, ecuacion (5.130), llega a ser

(O &(=im)a(~im)[0) = lim_ % '

Taq — —00

(5.139)
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De este modo, la traza de la amplitud de transicion hasta segundo orden K@ 4 gK (1)
B2K®? sera calculada mediante las ecuaciones (4.13), (4.56) y (4.136). También hasta segundo
orden, la traza de los elementos de matriz de i“(—iTg)i"(—iﬁ) involucra las ecuaciones (5.34),
(5.91), y la suma de (5.102), (5.115) y (5.123). Luego, los términos diferentes de cero resultan
ser

KO =142 Z B k0~ i KO (5.140)
lo=1
2) _ Tb2a (0) sza — by 1 Tha 1 _ma Tha
K ——7[( —Te —§F2 - —56 v FQ e Z{Cl lo,ll)—f—cl( lg,—ll)}
gl 10 1
(5.141)
y
i Z2T)(],
GO =223 2w, W = —in, GO, (5.142)
lo=1
2 2
2)  _ Tha ~(0) O 2 —Tbe 2 —Dp Tha
G( ) = —7G( ) — I[Q’Tgl _Tba] e 4 — 2)\06 Y F2 |:’y/:|
T _Tba T >
—2224 (Fl {_vﬂ —e R HID Z {Cy(lo, 11, 12) + Co(—la, —11, —lo)} -(5.143)
lo=1

Se simplificaron los siguientes términos en G2
_tba t t t t _t2a
s (] ] e [2]) i 2]
g v v Y v
t t t tha t t
- s n[5] (2] 2] o (] ]
g v 2 Y
t
[]en[3]))
v v
_ t _tba t
- s 3] o (5] -]
v v Y

donde se utilizé la definicion de Fy, ecuacion (4.51), y después la definicion de F», ecuacion
(4.66). Del mismo modo, en G?)| también se reescribio

_Btea lithe litog lit1a litog
o (1] - 2] (o 2] oo 2]
v v gl v
_Btba Iit lit1a litog
. -, [_11;2} (_2F1 {_11 :|+Z2F1 [_MD’
v v v

el
5
Bua [t lit1a litog
) [1 ”2] <2F1{“]+ZOF1[”D,
v v v
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.13 lo+2)? 3 Yy iy S
se usd £ = (04#) =&+ %1, y la definicion de Fj, ecuacion (4.51). Estos términos forman

parte de la definicion de Cy(z,y, 2), que se muestra adelante, ecuacion (5.147).

Ademas, en las expresiones, de las ecuacion (5.140) a la ecuacion (5.143), se ha considerado
la rotacion de Wick, por lo que se ha definiendo +' := 47, y se han introducido las siguientes
funciones

1 /
Fy [dTom] = — (ec T 1) =i [ctpm], con  =c(v), (5.144)
¢
1
25 [C/Tnm] == (Tnm + R [C/Tnm]) = —Fy[ctym], con  =c(v). (5.145)
También se introdujo
Ci(z,y) = —e o Fy [— yTl,m] ) (5.146)

C2<‘r7y7 Z)

CEQT a
_ {Iz <F2 [_Wﬂ LR [_y?l] LR [_ynl,zb
’Y g Y
+azFy [—yT}“} il [_y?l] + ol {_yT’?] (zF1 [— yTﬂ — 2R, {—W}“D}(E).M?)
Y Y v g g
Ahora, en el anélisis hamiltoniano que hicimos en la subseccion 3.4.2 de la funcién de dos

puntos del OAP en el régimen de rotor, observamos que la primera contribuciéon diferente de

cero es proporcional 32. Esto nos dice que la funcién de dos puntos definida en la ecuacion
(5.139), al menos, debe ser desarrollada a esa potencia de beta. Asi, si desarrollamos hasta
segundo orden el numerador y el denominador de la ecuacion (5.139), después factorizamos

KO en el denominador y utilizamos el desarrollo en potencias de (142)~! hasta 42, hallamos:

D(—iTQ, —iT1)
_ . GO 4 sGWM 4+ g2G™@ ) ﬁK(l) g K@\ !
=y KO Thro TP ko

Taq — —OQ

el
= lim

e KO
Tq — —00

2
a® G<0>K(1>] ,le® qougm g (K“)) K@

- - - 14
KO ~ (K07 KO~ (ko KO | (K0)F KO (5.148)

Notemos que los términos en los denominadores estan bien definido en los limites 73,(7,) —
00(—00), pues im, () 00(—o0) K©) = 1. Por otra parte, si consideramos los siguientes limites

, _ Z(Q)Tba , _ lg"ba , 9 — L(Q)Tba
lim e 4 =0, lm m7mee % =0, lim 7e % =0, (5.149)
Tp — OO Tp — OO Tp —> OO
Taq — —OO Tgq —> —O0 Tq — —O0

y las expresiones de las trazas, de la ecuacion (5.140) a la ecuacion (5.143), obtenemos los
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limites de los siguientes términos en (5.148):

_lgTba
i G B 2)\3 Zf:zl l%e 4 _0
T 1—1;1100 K 0) o lgTba o
[e.e] - 7
Ta = =0 1 + 2 Zlozl e 4y
. _lgTbu,
. G —2iNTha Dy g6 0
T — 00 0) B Z2Tba, -
S Loy o
2. 2.
2)2 5% l%‘leﬁ (—iTpa) |1 4+257° e‘l(if'“
GO ) 0 Zulg=1"0 ba lo=1
lim - = =0,
T (K(O)) - _lg‘rb/a
1+23 e @
9 2x00 12 J‘ii/" oo fl%f’,“
W ) T |220 2pp=1loe 1+2)% e
lim = =0,

> — 00 (K(O))2

Tq —> —00

2 2
L&y,
[ee] -0 /a
]. + 2 E l():1 e 4y

127,

07ba
2 2 o0 2. 7
“Tha [2)‘0 Yt loe

2 2
_%97ba
1 +2zfoozle 4 ]
0

_Ba
1+2 2100021 e 4

_Z%Tba
[%%ZZTJ%B 4”’]

12

_‘0"ba
L+237% e & ]

1 Toa] 1~ [7e] 1
*§F2 {;),] —5¢ 7 Fy [Wb,} +3 Z {C1(lo, ln) + C1(—l2,—11)}
lo=1

Por tanto, la funcion de dos puntos hasta segundo orden, ecuacion (5.148), nos queda

D(—iry,—im) = lim B2G®, (5.150)
T — 00
Antes de evaluar el limite de la anterior ecuacién, necesitamos reescribir la expresiéon de
G, ecuacion (5.143). Podemos simplificar los siguientes términos de (5.143), si utilizamos
las expresiones de Fy y Fy, ecuaciones (5.144) y (5.145), respectivamente. Asi, tenemos

_The _Thy Ao
_onZe Ry [Tﬂ ) [—Ti}] = 2Ny (Tba+’yl)+( 205;

> e (=) (5.151)
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donde hemos sustituido 7/ = % (v)? = —% en el segundo término del lado derecho de

la ecuacion. Ademas, podemos trabajar con Cy(ly, 11, l2) definido en (5.147), si empleamos la
definicion de Fy (5.145), hallamos

Co(lo, 11, 12)
e (o, l1T1q l1721 I Ty
= —e % ZO Fy | — / + Fy [ — ; + Fy [ — ;
Y Y Y
11T14 l l 11794 l171q
+l0l2F1 [— 1T/1 :| F1 [—17—,21:| +ZOF1 |:_ 17—532:| <Z2F1 |:_ 17—,2 :| —2F1 [_ 17—,1 :|>}
y y Y Y Y
12 _57ba 1171q l l
= —fy/—oe %Wb' <Tba+F1 |:— 17-,1 :| + F |:—1T,21:| + k1 |:_ 17-,b2]>
I Y v v

_B7ba l1T1a l1791
—lolse " F |— Fy | —

/

87 l l 7 l l
Clylpe” W Fy [_m’?] R {— 172“] +olpe” W {_”ﬂ R [— 17}“} . (5.152)
Y Y Y

/

De forma similar, podemos expresar Co(—l2, —l1, —lp) mediante (5.145), pero ademas conside-

2 2
_157pg _%Oa _l7Tpa
ramose 4 —=e e

asi

CQ(_Z27 _l17 —l())
L Y liT1a L1721 l17p2
= — Y L\ R|—|+FR|— |+ ;
Y Y Y
11T1a l l 11724 l1T14
+lolo Y [ 17—/1 } I3 [ 17,21] + 2 Fy [ ITIbﬂ <loF1 [ lT,2 ] + 2F; [ 17-,1 ])}
Y Y Y Y Y

2
l2 _lOTba _UTpe _hm llTl _UTpg 117—21 _lhima llTbQ
= 2 W (e 7 4e V Fy|— ,Y/a +e VI +e ¥ F |-

, vy que Fy cumple la propiedad Fy [/ Tpm]| = €' Tnm By [— Tl

ll ,)// ,-Yl
e _lim ! l
“hloe e R [‘ 17}“} Fy [ 17/21]
v g
i Lo li2q e Lo liTiq
—lgloe " I - Fy | — ; —2lbe e I |— ; Fy | — ; .(5.153)
v v v g
Por consiguiente, la funcion de dos puntos (5.150) toma la siguiente forma
)\2 2 w
D(ry, 1) = Tbh'inoo B? [R—i— ( 205; > 62’59(7271)} ;
donde hemos tenido en cuenta (5.151) y definimos
7—1)2 (0) )‘(2) 2 —34 9.1 —a 21 9.~ /
R = -GV = 7L2m1—ne]’e ¥ +2M7e By o +2X7€e 7 (Toa +7)

Py
TS 121 {Ca(lo, U1, l2) + Co(—la, —1l1,—lo)} ,
o=

con Cy(lp, l1,12) y Ca(—l2, —l1,—lp) dados por la ecuaciones (5.152) y (5.153) respectivamente.
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Por otro lado, ademés de los limites (5.149), podemos obtener los siguientes limites para
la funciéon F; a partir de su definicion (5.144)
lim F1 [—C/de] = —l lim F1 [—C/Td } = —l. (5154)
Tp—>00 c’ ra——oo @ c
De esta forma, mediante las ecuaciones (5.149) y (5.154) vemos que lim_, (7.} o0(—oc) £ = 0,
por tanto la funciéon de dos puntos a segundo orden es

2.2
D(ro,71) = (AOZO‘ >e_2ﬁg(72_“), (5.155)

la cual es la expresién que obtuvimos a través de teoria de la perturbaciones en el enfoque
hamiltoniano ecuacion (3.139).

Nuestro andlisis de la funcién de dos puntos dentro del formalismo de la integral de trayec-
toria polimérica, notoriamente coincide con la funcién de dos puntos obtenida en el capitulo
tres, ecuacion (3.139), mediante el esquema hamiltoniano. Debemos senalar que éste es el pri-
mer calculo explicito hecho en ambos enfoques en el contexto de la representaciéon polimérica,
por lo que este estudio podria ser atil para estudiar la equivalencia entre los dos formalismos.
Por otro lado, en ambos analisis el punto clave es implementar la teorfa de perturbaciones
basados en la teoria del rotor, el cual se resuelve de manera natural en el espacio de Hilbert
polimérico en espacio de momentos. Esto nos hace pensar que la aproximacién de rotor podria
ser de utilidad en otros problemas donde la cuantizacién polimérica sea empleada.

5.6. Propagador del campo escalar polimérico a altas energias:
Integral de trayectoria

En esta seccién calculamos el propagador del campo escalar a muy altas energias, o régimen
de rotor, como lo hicimos en la seccién 3.5. De acuerdo al analisis hecho en el Apéndice A.2,
la funcién de Wightman de frecuencias positivas se puede calcular mediante las funciones de
un punto y de dos punto de los modos g, a través de la ecuacion (2.27), pero ahora con estas
funciones definidas mediante las ecuaciones (2.56) y (2.57), respectivamente.

Asi, si relacionamos gx con el operador de posicion Zy, tendremos las siguientes relaciones

Dy(t) = D(t;=1) |h:1,m0As:1,w0As:wk:\/W’ (5.156)
/ _ _ g/
Di(t,t) = Dlta=ttr=1t) ],y e T (5.157)
donde D(t1) y D(to,t1) representan la funcién de un punto y dos puntos del OAP, dadas por
las ecuaciones (5.135) y (5.139) respectivamente, moas v woas denotan la masa y frecuencia
del oscilador arménico y u la masa del campo escalar.

De esta forma, la funcién de Wightman de frecuencias positivas del campo escalar en
términos de osciladores armonicos poliméricos la hallamos a partir de las ecuaciones (2.27),
(5.156) y (5.157), donde las ecuaciones (5.156) y (5.157) son calculadas mediante (5.136) y
(5.155), respectivamente. Asi, la funcion de Wightman es

(216620 %) Q) = 3 kXD (h,1),
kel
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con 9 9
A5

Di(t,t) = e~ 1 (2w (t=1'), (5.158)

donde se consider6 ty =t y t, = t/, es decir, t > t'.

Con esto finalizamos nuestro analisis del propagador del campo escalar polimérico mediante
la integral de trayectoria. Como hemos visto el formalismo hamiltoniano y la integral de
trayectoria proporcionan la misma expresién para el propagador del campo polimérico en el
régimen de rotor. Nos gustaria remarcar que, por primera vez, podemos contrastar el resultado
de [15], pues no se habia calculado el propagador del campo mediante otro método, distinto
al hamiltoniano, en este caso se usé la integral de trayectoria polimérica. Ademas, ésta es la
primera vez que se calcula un valor de expectacién, y no Gnicamente la amplitud de transicion,
como es comun en la integral de trayectoria polimérica.



Capitulo 6

Conclusiones y perspectivas

6.1. Discusién y conclusiones

Los dos hitos de la fisica del siglo XX, la relatividad general (RG) y la teoria cuéntica de
campos (TCC), son atun teorias incompletas, pues ambas presentan singularidades en sus
predicciones fisicas que originan interrogantes conceptuales y técnicas. Notablemente, la raiz
de esta problemética podria estar relacionada con la hipdtesis de un espacio-tiempo continuo.
De esta forma, en algunas propuestas de gravedad cuantica se propone que el caricter continuo
del espacio-tiempo no sea fundamental, en su lugar se hace referencia una estructura discreta
del espacio-tiempo en el régimen cuéntico, con la que se podria dar una descripcion satisfactoria
de dichas singularidades.

Con la idea de estudiar el probable comportamiento de los campos cuanticos a altas energias
teniendo en cuenta una posible estructura cuantica del espacio-tiempo, Hossain et al [15], asi
como Chung y Morales [18], estudiaron el propagador de un campo escalar y de un campo
de Dirac, respectivamente. Para esto utilizaron un camino intuitivo que consiste en emplear
un desarrollo en modos de Fourier del campo, el cual cumple con condiciones de frontera
periddicas. Ademas, se introducen las variables adecuadas para aplicar la teoria polimérica en
los grados de libertad mecanicos que el campo presenta en cada punto. En el caso del campo
escalar, resulta que el campo estd formado por una torre de osciladores poliméricos (péndulos
cuanticos), asi el propagador presenta dos comportamientos asintoticos: el régimen de rotor y
el régimen de oscilador. De éste tltimo se puede recuperar el propagador estandar del campo
escalar. De esta forma, propusimos estudiar el propagador del campo escalar a altas energias
(régimen de rotor) mediante el esquema hamiltoniano y la integral de trayectoria polimeérica,
en ambos tuvimos que implementar teoria de perturbaciones.

En el capitulo 2 presentamos algunos aspectos de la teoria cudntica estdndar de un campo
escalar real. El motivo fue introducir los elementos que nos permiten definir el modelo de un
campo escalar polimérico y notar las diferencias entre la teoria canénica y el modelo polimeérico.

La dindamica del OAP en el espacio de momentos fue estudiada en el capitulo 3. La dindmica
corresponde a un péndulo cuintico, por lo que aprovechamos que el hamiltoniano consiste en
un rotor y en un potencial trigonométrico. Para valores de la frecuencia del oscilador que
involucren energias mayores que la energfa mh—f\g la teoria de perturbaciones puede ser aplicada

sin problema. De esta forma, hicimos un anélisis detallado de la teoria de perturbaciones en
la descripcion hamiltoniana del OAP complementando los trabajos previos [15, 19, 52, 56].
Asi, obtuvimos las energias propias y funciones propias del OAP hasta segundo y primer
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orden, respectivamente, vea el cuadro 3.1. Estos son comtinmente expresados mediante los
valores caracteristicos de la ecuacion de Mathieu y las funciones Mathieu, respectivamente,
[15, 53]. Incorporar la teoria de perturbaciones al analisis del OAP, nos permitié plantear
sisteméticamente la funcién de dos puntos del OAP (ecuaciones (3.111), (3.113), (3.114) y
(3.120)) a cualquier orden, y por consiguiente el propagador del campo, ecuacion (3.142).

Este analisis mediante teoria de perturbaciones es uno de nuestros resultados. Nuestro pro-
pésito ha sido desarrollar un tratamiento sistematico para el analisis del propagador polimérico
de un campo escalar, que sea independiente de las propiedades asociadas con la ecuacién de
Mathieu. Esto es deseable al menos por dos razones. En primer lugar, la forma de proceder en
[15] no permite tener una interpretacion fisica de las correcciones a orden arbitrario. Segun-
do, para incorporar posteriormente interacciones. Nuestro estudio muestra hasta el momento
que la teoria de perturbaciones nos ha permitido responder la primera cuestiéon y nos posi-
bilitara responder la segunda, ya que nos esclarecié un caréicter perturbativo del propagador
a altas energias y conjeturamos que su implementaciéon nos permitird estudiar el caso con
interacciones en ese régimen de energia.

En el capitulo 4, con base al procedimiento ideado por Feynman en la formulacién de
la integral de trayectoria |27, 30, 32|, hicimos una propuesta para la amplitud de transicién
del OAP, como un desarrollo perturbativo en el régimen de rotor, ecuacion (4.15). Los tér-
minos de esta serie sélo dependen del propagador del rotor, ecuacion (4.13), y del potencial
wga(l + cos(2u)), por lo que pueden ser calculados a cualquier orden. De forma explicita,
calculamos las contribuciones hasta segundo orden de la amplitud de transicion del OAP:
O, kD y k@) ecuaciones (4.13), (4.56) y (4.136). Cabe sefialar que en nuestro trabajo no
cambiamos las variables definidas en la integral de trayectoria, ecuacion (4.8), que son varia-
bles discretas y acotadas, por variables continuas y no acotadas, este cambio es comtnmente
hecho en la literatura donde también se estudia la integral de trayectoria del OAP [31, 32, 33].
Asimismo, subrayamos que en este trabajo hemos calculado explicitamente hasta segundo or-
den la amplitud del OAP en el régimen de rotor, lo cual contribuye al anélisis hecho en [32],
donde la amplitud fue expresada formalmente en términos de la accién. De esta forma, todos
los resultados de este capitulo son nuevos.

En el capitulo cinco con base en la serie perturbativa de la amplitud de transiciéon (4.15),
planteamos la funcién de un punto y de dos puntos del OAP como desarrollos perturbati-
vos, ecuaciones (5.135) y (5.139), respectivamente. Estos desarrollos involucran las trazas de
los elementos de matriz de &(—iry), y de &(—ima)&(—it1), asi como la traza de la amplitud
de transicion, ecuaciones (5.132) (5.138) y (5.134), respectivamente. Por lo que, ademéas del
calculo explicito de la amplitud de transicion del OAP, se requirié de la forma especifica de los
elementos de matriz de &(—im) y Z(—im)&(—it1), los cuales fueron calculados hasta segundo
orden: ecuaciones (5.33), (5.56), (5.80), (5.34), (5.91), (5.102), (5.115) y (5.123). Estos son
parte de nuestro resultados. Asimismo, mediante los modos g calculamos el propagador del
campo escalar polimérico mediante la integral de trayectoria, ecuacion (5.158). Asi, resultados
previos obtenidos mediante el formalismo hamiltoniano [15], fueron recuperados por medio de
la integral de trayectoria, siendo la primera vez que se contrastan ambos tipos de analisis en
este contexto. De esta forma, nuestro estudio del propagador del campo escalar hecho explici-
tamente en ambos formalismos podria ser util para establecer la equivalencia entre ellos en la
representacion polimérica.

Por otra parte, enfatizamos las diferencias de nuestro trabajo con lo hecho en [31]. Como
ya mencionamos los modos mecanicos del campo en los que se realiza la integral de trayectoria
polimérica son distintos. Ademads, en el trabajo [31] solo se formula la amplitud de transicion
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del campo escalar en términos de la acciéon de manera formal, mientras que en nuestro tra-
bajo formulamos y calculamos de forma explicita el propagador del campo, acentuamos que
esto implicé calcular un valor de expectacion, es decir, elementos de matriz y amplitud de
transicion, en la representaciéon de integral de trayectoria polimérica, hasta donde tenemos
conocimiento nuestra propuesta es el primer calculo de esta indole.

6.2. Perspectivas

Nos enfocamos en el régimen de altas energias debido a que en este sector la teoria perturbativa
es naturalmente implementada. Sin embargo, queda la pregunta si es posible aproximar siste-
maticamente el régimen de oscilador (de bajas energias) en los formalismos hamiltoniano y de
integral de trayectoria, esto es, si podemos utilizar métodos de aproximacién, como la teoria
de perturbaciones, de tal forma que podamos generalizar este proceso a otros modelos. Como
yva hemos mencionado el interés de hacer esto es contar con un proceso que no dependa de las
propiedades de la ecuacién de Mathieu, y asi podamos estudiar el caso de un campo escalar
con una interaccién del tipo A¢?, por ejemplo. La relevancia de poder estudiar esta interaccion
es porque podriamos analizar aspectos relacionados con las divergencias ultravioletas, como la
renormalizaciéon, dentro del esquema de la representacién polimérica. Estas cuestiones pueden
ser parte de estudios futuros.

Un punto pendiente es el anélisis del régimen de rotor mediante el esquema de renorma-
lizacion propuesto por [26], y como este anélisis seria compatible con el limite continuo de la
teoria polimérica. También, serfa interesante analizar la implementacién de este esquema de
renormalizacion [26], en el formalismo de integral trayectoria.

Asimismo, otra perspectiva interesante que se deriva de nuestro trabajo, es investigar si
con nuestra propuesta basada en la teoria de perturbaciones podemos establecer qué sucede
con la invarianza de Lorentz en el modelo de un campo escalar polimérico. Como ya indicamos,
la ruptura a la simetria de Lorentz que presenta la expresion del propagador polimérico [15],
puede ser aparente, pues como es discutido en [58], esto puede ser causado por el truncamiento
de la serie (3.113), por lo que debe ser considerada con mas meticulosidad.

Por dltimo, seria interesante estudiar el campo de Dirac desde la perspectiva de la integral
de trayectoria polimérica, esto podria ayudar a seguir desarrollando el modelo propuesto en
[18].



Apéndice A

Funciéon de Wightman del campo
escalar en modos de Fourier

En este apéndice expresamos la funcion de Wightman de frecuencias positivas del campo
escalar como una serie de las funciones de un punto y de dos puntos de los modos de Fourier
qx- Esto lo realizaremos para en el formalismo hamiltoniano y en la integral de trayectoria,
ecuacion (2.27). La funcién de un punto y de dos puntos del modo ¢y, en el formalismo
hamiltoniano, estdn definidas por las ecuaciones (2.28) y (2.29), respectivamente. Mientras
que en la integral de trayectoria estas funciones estan dadas por las ecuaciones (2.56) y (2.57),
respectivamente.

A.1. Formalismo hamiltoniano

En esta seccion deducimos la formula (2.27), con Dy(t) y Dk (t,t') dadas por las ecuaciones
(2.28) y (2.29), respectivamente. En primer lugar consideremos la condicion de realidad para
¢x, la primera expresion de ecuacion (2.14), si combinamos esta ecuacion con la relacion entre
¢k Y Qx, la primera ecuacion de (2.21), obtenemos
qx — iQ—k +
oy = ——, con kel
V2 ’
g—x — Gk -
= ¢ = ——, con kel Al
’ = , (A1)
donde se hizo el cambio
k,conke LT — —k,conke L,

mediante la definicién de £7, ecuacion (2.19). De esta forma, la serie de Fourier del campo,
la primera ecuacion de (2.13), se puede reescribir de la siguiente forma

_ L ix-k ix-k
p(t,x) = 7 k§+¢k(t)€ +k§¢k(t)€ + do

_\/;T/ k§+ (aic(t) + igic(t)) €™ + k; (qk(t) — iqi(t)) €™* + V2q0 ¢ (A.2)
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aqui hemos usado la primera y altima ecuacion de (2.21) y la ecuacion (A.1), también hemos
omitido el acento circunflejo de los operadores qg(t, x) v Gk(t), para simplificar las expresiones.

Por consiguiente, el producto de dos campos expresados en modos gy, teniendo en cuenta
t >t y la ecuacion (A.2), resulta ser:

1
ot x)o(t',x') = > Taea()aw (), (A.3)
kk'el
con
B [ V2cos(x-k), ke LT, [ V2cos(x' - X), K € LT,

To=1, To= { V2sin(x - k), ke L™, Lo = V2sin(x’' - K'), K € L™, (A.4)
r B sin(x-k+x"-kK)—sin(x-k—x"-k'), ke LT K € L, (A5)

ki = sin(x-k+x"-kK)+sin(x-k—x" k'), ke L7,k € LT, '
r B cos(x-k+x"-K)+cos(x-k—x" k), k k' e LT, (A.6)

ki —cos(x-k+x"-K)4cos(x-k—x"-K), k, ke L. ’

Para obtener la ecuacion (A.3) se hicieron los siguientes cambios en los indices, de acuerdo
con (2.19):

—k,conke Lt -k conke L™,
~K, conk' e LT 5K, conk € L.

De igual forma se cambiaron los indices —k, con k€ L~ y —k’, con k' € L.

Ahora, para calcular el valor de expectacion en el vacio del producto de los campos (A.3),
consideraremos la definicion que hemos hecho del vacio del campo: | Q) = Quep | Ok)-
Ademés, es conveniente notar que la sumas en k y k’ en la ecuacion (A.3) pueden separarse
en dos partes: una suma que contiene los términos con k = k/, y otra suma que contiene los
términos con k # k’. De esta forma, el valor de expectacion en vacio de (A.3) es

Qo6 0610 = 3 Tabi(t) T] (00

kel jecL
k =k j#k
1
+7 2. TaeDe®Die(®) [ (0 0w,
k, k' € L jec
k # Kk’ j#A kK

1
= v E Ty Dx (£) Dy () + E T D (¢, 1) ¢, (A7)
k, k' € L kel
k #k’ k =k

donde supusimos que los estados bases | 0x) estan normalizados, también definimos la funcion
de un punto y de dos puntos de qy:

Dy (t) == (Ok | g (t) | Ox),
Dy (') := (O | qe(t)que(t') | Oxc),
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y reescribimos los coeficientes 'y correspondientes a la ecuacion (A.6), como sigue

Lo — cos[(x+x')-K]cos[(x—x') k], k=K € LT, (AS)
ke ™ —cos[(x+x) K +cos[(x—x)-kl, k=K €L, '
r B cos(x-k+x-K)+cos(x-k—x"-K), k#k' € LT, (A.9)
k™ —cos(x-k+x"-K)4cos(x-k—x"-kK'), k#k € L. '

Adn podemos trabajar la ecuacion (A.7). De la definicion del hamiltoniano, ecuacion (2.22),
y de la expresién wi = k? + 2, vemos que la dependencia implicita del hamiltoniano en el
vector de onda k es cuadratica. Ademés, puesto que qx(t) esta definido en el esquema de
Heisenberg, entonces se cumplen las siguientes identidades:

Dy(t) = D_x(t), Dx(t,t') = D_x(t,t). (A.10)

Para implementar estas propiedades en (A.7), debemos cambiar los indices de suma k y k’
definidos en £7:

k,conke L — —k,conke LT, (A.11)
kK conk' € L7 — —k,conk' € LT. (A.12)

Por tanto, si desarrollamos las sumas en (A.7) teniendo en cuenta que £ = LT U L™ U {k =
0}, luego empleamos los cambios (A.11) y (A.12), y implementamos las propiedades (A.10),
entonces hallamos la expresién para la funcién de dos puntos del campo escalar en términos de
los modos gy, ecuacion (2.27), con Dy(t) y Dx(t,t') dadas por las ecuaciones (2.28) y (2.29),
respectivamente.

A.2. Formalismo de integral de trayectoria

En esta seccion demostraremos como la formula de la traza para el campo, ecuacion (2.55),
implica la ecuacion (2.27), con Dy(t) y Dx(t,t') dadas por las ecuaciones (2.56) y (2.57),
respectivamente. Partimos de los elementos de matriz del producto de dos campos entre dos
vectores propios del operador de momento: (7, tp | ¢(x,t)d(X',t') | 74, ta), donde los indices b
y a denotan estado final e inicial, respectivamente. Consideremos el producto de los campos
expresado en los modos gk, ecuacion (A.3), donde los coeficientes 'y estan dados por las
ecuaciones (A.4), (A.5), (A.8) y (A.9). Asimismo, proponemos que los vectores propios del
momento canoénico se expresan como un producto tensorial de los vectores propios de modos
Pk | T, t) = Quer | Pk, t). Por tanto, los elementos de matriz de ¢? llegan a ser

1

(T ty | p(x, )P(x, ) | Tayta) = v > T (a®ac®)),, [T *i(bia)
kel jec
k =k’ i#k
1
v > Twe (@) (a0 ), I Filbia),
k, k' €L jecL
k # k' j#A kK
donde introdujimos la notacién
(ac®ax(t)),, = Do to|ac®)ax(t)] paxs ta),
(@c(t))pq (@), = Dok tol (B Pakcs ta) (Poxc tol qie () |Parer s ta),

k;(b; a)

(Poj> o | Paj» ta)-
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De esta forma, proponemos que la traza de los elementos de matriz de ¢? corresponde a
tomar la traza en cada modo gk en la base | px), como se muestra

/ dwbm,tbw(x,tw(x’,t’)\wmtamzm

Z Ik / dpex (q1c(t)ax ('), Ipoe=pa H Z;

kel jec
k=K i#k
+V Z 1—\kk’/‘dpbk dppx (qu(t ))ba |pbk =Pak (qk’( ))ba |pbk/fpak/ H ZJ’ (A.13)
k k' €L jecL
k # k' i# kK
con
Z.i - /dpbj kj (b; a)ij:Paj' (A-14)
Analogamente, es conveniente expresar la amplitud de transicién del campo de la siguiente
forma
Zk H J iﬁ ZJ?
— J#k
/dﬂ'b<ﬂ'b7 tb|7Ta, ta)ﬂb:ﬂ'a = Zka/ H iec Zj, (A15)
i# kK

donde empleamos (A.14).

Asi, si dividimos la ecuacion (A.13) por (A.15), tal que el primer término de (A.13) lo
dividimos por la primera ecuacion de (A.15), y el segundo término de (A.13) por la segunda
ecuacion de (A.15), obtenemos

f dmy(mp, ty|d(x, 1) d(x', ') |4, ta)my=rma
deb<7Tb7tb’7Tavta>Trb:ﬂa

1 f dppk (Qk(t)Qk(t/))b |Poic=Pa
- — § r = “
\V kk Zx

kel
k =k’

Ly re J dpvxdpric (9 (1)pa Ipe=pare (@ (1)pa Iy =pare
kK, k' €L Zkal
k # k'

donde fueron simplificados los factores [] jec Z;yy Il sec Zj en el primer y segundo
ik i kK
término, respectivamente. Si llevamos a cabo una rotacién de Wick 7 = ¢t y tomamos los

limites Tb(Ta) — 00(—00), la expresion anterior se puede escribir en términos de las funciones
de uno y de dos puntos del modo gx

m f dﬂ-b<77ba _Z.Tb‘gb(xa —iT)¢(X/, _iT/)|7Taa _iTa>ﬂb=Wa

Ty — 00 f dT['b<7Tb, _in|7Ta7 _i7_11>7rb:7"a

Tq — —00

> TwDk(—ir,—ir)+ > TweDi(—it)Dw(—it') 5, (A.16)

kel k, k' € L
k =k’ k # Kk’

1
=
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donde
Du(—ir) — lim [ dpex (pric , —im IQIf(—iT)!PaF,—iTJ ’pbk:pak’
oo J dpoic (poxc s —i7b[Pakc  —i7a) |ppe=pa
J iy iy L » -
Du(—ir, —ir!) = lm | dpyk (Pok , —i76 | (—i7) g (—i7") | Pakc » —i7a) ’pbk—pak’

ol f dpok (Pok s —iTb|Pak s —1Ta) |ppe=paic
con 7, < 7' < T < T
Por otra parte, puesto que estamos trabajando en el esquema de Heisenberg podemos
volver a considerar las identidades (A.10). De esta forma, si nuevamente desarrollamos las
sumas en (A.16) teniendo en cuenta que £ = LT U L~ U {k = 0}, empleamos los cambios
(A.11) y (A.12), y utilizamos las identidades (A.10), hallaremos (2.27), con Dy(t) v Dx(t,t')
dadas por las ecuaciones (2.56) y (2.57), respectivamente.



Apéndice B
Teoria de perturbaciones

En este apéndice discutimos de forma general la teoria de perturbaciones, la cual fue
implementada en el capitulo 3 para el OAP. Estudiaremos tanto el caso no degenerado como
el caso degenerado. El siguiente andlisis esta basado en [46, 52, 57|

B.1. Teoria de perturbaciones: preliminares.

La idea es resolver la ecuacién de valores propios del hamiltoniano:
H@m = Em@m, (Bl)

donde el hamiltoniano H esta definido como la suma de dos términos ro + oW . El término
Hj representa la parte de H cuya ecuacién de valores propios ha sido resuelta
() 0) (0
Hopl” = €%
Mientras que aW es conocida como la perturbacién, siendo « un parametro real que cumple
la condicién 0 < o < 1.
Para resolver la ecuacion de valores propios (B.1), se proponen al estado ¢,, y al nivel de
energia E,, como desarrollos de potencias de

om = o +apl) + el + 0 (a(?’)) , (B.2)
En = €9 408 426 40 (a<3>) . (B.3)

Asi, si sustituimos los desarrollos perturbativos hasta segundo orden en «a, de ¢, (B.2) y E,,
(B.3), en la ecuacion de valores propios de H (B.1), encontramos

(.FAIO + aW) (gogg) + apll) 4 a2cp$2)> = (5,(,8) +a& + a257gf)> (gogg) + apll) + a2g07(,,2l)) .

Si igualamos las potencias de o obtenemos las siguientes tres ecuaciones

a: f[ocpgg)zgég)gog) (B-4)
ar Hopt) + e = Do) + Q) 33)
@i Hopld + Well) = D) + el + 0 )
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. . 1
Ahora, expresamos la correcciéon a primer orden del estado, 4,057@)

(0)

)

, como un desarrollo lineal
de los estados propios ¢
A = 3 a0 + a0, (B0

n#Em

por lo que, la ecuacion a primer orden en «, ecuacion (B.5), sustituyendo (B.7) queda como

Weld = 3 a0 (e — £0) + D0, ©9
n#m
De manera semejante, proponemos que la correccién a segundo orden del estado, gog), es
(0)

)

o2 — Z a@ 0 4 ¢ 0, (B.9)
n#Em

expresada en la base del problema soluble ¢

2

Luego, si sustituimos (B.7) y (B.9) en la ecuacion correspondiente a «*, ecuacion (B.6), obte-

nemos
S D Weld + el Tl = 32 @D (ED —£0) + £ D afPpl?
+EW a0 4 £2 0, (B.10)

, : . 0 . .
Hasta aqui no hemos dicho si el estado cpgn) es degenerado o no, es decir, las ecuaciones

(B.8) v (B.10) pueden ser consideradas para ambas casos, pero debemos tener en cuenta que
en el caso degenerado, <p52) representa una combinacién lineal de estados que pertenecen al
subespacio degenerado D. Sin embargo, para encontrar especificamente las correcciones al
estado ¢y, v la energia E,,, si es necesario saber si g0£2) es degenerado o no, pues el anélisis
depende de esta propiedad, por lo que discutiremos cada caso por separado en las siguientes
secciones. En particular, el anélisis que haremos en el caso degenerado seré el apropiado para

el OAP.

B.2. Caso no degenerado

-, 0 s
En esta seccién supondremos que el estado gpgn) no presenta degeneracién. Para calcular la

. . ) . 0
correccion a primer orden en la energia y en el estado proyectamos la ecuacion (B.8) en gp,(f ),

*
es decir, multiplicamos por (@,(CO)) e integramos, asf hallamos

/dT (¢,(€0))* /vﬁpﬁ,?) = ka = Z agll)dk,n(f,(,g) — 5,(L0)) + 67(7%)5k’,m7 (B.11)
n#m
aqui hemos usado el hecho de que los estados gol(o) forman una base ortonormal y 7 denota una
variable de integraciéon. La anterior ecuacién puede ser evaluada de dos maneras dependiendo
del valor de k: kK = m y k # m. Si consideramos k = m en la ecuaciéon (B.11), hallamos la
primera correcciéon a la energia

ED = W, (B.12)



APENDICE B. TEORIA DE PERTURBACIONES 134
Si ahora tomamos k # m, encontramos la magnitud de la proyeccién de 4,0,(%) sobre los estados
propios go%o), ecuacion (B.7):

1) /ka

a — N (0
el gl

con k # m. (B.13)

Las correcciones a segundo orden las obtenemos de la ecuacion (B.10), proyectamos esta

ecuacion en (0)
P

S A Wi+ DT = 3 @69 — E0) + €D 3 0D

n#m n#m n#m

+EM a0, + ED . (B.14)

Si tomamos & = m en la ecuacion (B.14), obtenemos la correcciéon a segundo orden de la
energia

Za mn—i—a )Wmm = S,Sll)a%)—i-ﬁg)

n#m
o~ 9
@ _ Z | Wam |
n#m “m T &n

donde sustituimos las expresiones de & y 'l dadas en las ecuaciones (B.12) y (B.13),

respectivamente. Si ahora consideramos k # m en la ecuacion (B.14), esta resulta

Z $L )Wkn + CL( )ka = alg;z)(gr(r?) - g]EO)) + 57§r:Ll)a’](§;1)7

n#m

empleando la ecuaciéon (B.13) tenemos

(2) Z anWkn kagﬁi) kaa%)

a " = = (57%)) _57(10)> <57§g> —S,S))) - (8579) _g]go))g + (Sr(r?) —5150)

(2)

, k#%m, (B.16)
)

en los estados propios 507(10), ecuacion (B.9).
(1) (2)

Hasta aqui, no hemos mencionado los coeficientes a;,’ v arm’, una forma de determinar
estos coeficientes es por medio de la normalizacion del estado ¢, [57]

que es la magnitud de la proyeccion de ¢y,

/dﬂp,";@gpm =1.

Si sustituimos el desarrollo perturbativo de ¢,,, hasta segundo orden, ecuaciéon (B.2), obtene-
mos un desarrollo en potencias de « para la norma de ¢,,, que hasta segundo orden produce

0.
/dT (wﬁfﬁ)) Pl = 1.

tres ecuaciones: a orden cero, a”:
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A primer orden, a:

/dT [(9053))*90%) + (w%))*sog)} = al) + (an?)* =0.

Y a segundo orden, o?:

[0+ G i1 ] =+ 42 1 P
Como podemos ver, estas ecuaciones sélo determinan la parte real de a( ) y aﬁn), sin embargo,
se puede elegir que las partes imaginarias sean nulas [57]: Im{a(l)} =0y Im{arg)} = 0. Por

(1) . (2)

consiguiente, ay;,’ v ay,’ seran

1
1) _ 2) _ 1) |2

n#m
Entonces, mediante las ecuaciones (B.12), (B.13), (B.15), (B.16) y (B.17), el nivel de
energia E,, (B.3) y el estado normalizado ¢,, (B.2) a segundo orden son

By = O 4 oW, m+aQZ|Lm‘(O)

n#m g —on
y

(0)
R D ST )

0)
n;ém ST(Z n#m k#m

(1), (0) 2 2 (0)
2 Whom Em ®n (e} ’ nm | Pm
Z Y Wom [* o’ (B.18)
n#m ( 511 )2 2 n#m <57(r?) — 57(L0)>2

Con esto finalizamos el andlisis del caso no degenerado, en la siguiente seccién nos enfoca-
mos en el caso degenerado.

B.3. Caso degenerado apropiado para oscilador arménico poli-
mérico

En esta seccién estudiaremos el caso cuando el nivel de energia presenta doble degeneracién.
Calcularemos la correccién a primer orden de la energia 57(,% ), y si la degeneraciéon es removida
a primer orden, también determinaremos la correspondiente correccién al estado: wﬁ). Sin
embargo, veremos que si la degeneracién no es removida a primer orden no podemos determinar
por completo 1!1%). Entonces, procederemos a calcular la correcciéon a segundo orden en la
energia 5733 ), asi, si la degeneracion es removida a segundo orden seremos capaces de determinar
.

Por otra parte, notemos el cambio en la notacién en la primera correcciéon del estado:
gp,gl) — 1/)5,1). Esto es causado por el estandar cambio de base en el subespacio degenerado D,
el cual nos permite diagonalizar la perturbacion W [46, 57|, por consiguiente, en esta secciéon
los indices %, j,n,s y p denotaran la base original y los indices k,l,r y v la base donde W es
diagonal en el subespacio degenerado D.
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B.3.1. Degeneraciéon removida a primer orden

Nos enfocaremos en un nivel de energia con doble degeneracién y en el cual la degeneraciéon
se remueve con la correccién a primer orden. Debido a que el sistema presenta degeneracién

existe una infinidad de estados con el mismo valor propio, por ejemplo: si f[ogogo) = 5£0)4p§0)

y H cp(o) S( )gogo), entonces ﬁo (alcpg ) +a <p(0)> = 81(0) (algogo) + a2g0§0)>. Por lo tanto, el
orden cero del estado ¢; no es tnico. No obstante, utilizaremos esta libertad en la base del

subespacio degenerado D para diagonalizar la perturbacion. Asi, reescribiremos la ecuacion
de valores propios a primer orden (B.5)

Ay + Wy® = g0y 4 WO (B.19)

0
J

Z a,w % : (B.20)

j€D

donde w,(co) es un combinacion lineal de los estados propios, ¢, definidos en el subespacio

degenerado D:

con gpgo) eD.
La correccion a primer orden del estado @D,(:) es propuesta como un desarrollo lineal en la

(0)

base a orden cero, este desarrollo consistira de los estados ¢y, ', para n # k, asi como 1/1l(0), con
wl(o) € D [46, 57|, entonces

1 1 1) ,(0
D=5 alo® 4 ST al e (B.21)
n¢D leD
De esta forma, considerando (B.21), la ecuacion de valores propios a primer orden (B.19) es

> e OED - &)+ 3 ol u V(" - ) + Wl - gl o,
n¢D leD

como los estados w,go),wl(o) € D, entonces 5,50) = Sl(o), luego

S agleV(EQ — £ + Wy — My =0, (B.22)
n¢D

Proyectando esta ecuacién en gogo) y considerando la ecuaciéon (B.20) obtenemos

S (€0 — €600+ al Wy — MY a0 = 0. (B.23)

ng¢gD jeb jeD

Si gogo) = (pgo) € D hallamos

> af) (Wi - M8 =o. (B.24)

Jj€D

Si resolvemos la ecuacion de valores propios para Wj;, ademas de obtener las correcciones a

1 ) o~
), encontramos la base a orden cero que diagonaliza W en el

(0)

subespacio degenerado D, esto mediante los coeficientes a;, .

primer orden en la energia & (
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Ahora, si gos gé D la ecuacion (B.23) es

s

i) (O — &) + Wy, =0

—

W _ W 0)
= aks - glgo) _ 88(0)7 Ps ¢ Da (B25)

donde volvimos a tener en cuenta la relacion (B.20).

(1)

Atn debemos determinar a;;” en la ecuacion (B.21) |46]. Para esto utilizamos la ecuacion
de valores propios a segundo orden, ecuaciéon (B.6), reescrita como

Bopf® + ) = 6040 1 0y + 62y, (B.20)

Como hicimos con @Z)Igl), proponemos un desarrollo de 1/;,(62) en la base a orden cero

D=3 a0+ S alP e, (B.27)

n¢D leD
Asi, combinando (B.26), (B.27) y (B.21), hallamos

5 a0 e &) + Sl 00— £0) 2P

n¢D leD

F Y0l (- ) o+ Yol (W - £0) 4l <.

n¢D leD

(0)

De nuevo, como los estados w,&o), @Z)l(o) € D, entonces &,

5 oA )+ 3 ol (7 - 1) 0+ 3 ) (7 - £2) o~ 0.

= EZ(O), luego

n¢D n¢D leD
(B.28)
Proyectando en z/h(,o), con 1/11()0) € D, hallamos
S al W + >l (W, ( = ”5,,,l) — W5, =0. (B.29)

n¢D leD

Si consideramos m(jo) = %(CO)

n¢D leD

Dado que la matriz ﬁ/\kl es diagonal en la base wl(o)’ y consideramos que se presenta una

degeneraciéon doble, esto es, [ toma los valores r, k, entonces tenemos: Wkk = 5,21) y Wkr =0,
luego

Z a, W;m + ak:k 5(1) - a,gl,jg,g” — 515,2) =0
n¢D

—~

(2) _ Wy, — Wi Win
né¢D ngD “k
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Si ahora consideramos wéo) = 7(«0) + w,io), la ecuacion (B.29) es
Z Wfr‘n + Z akl ( = ;gl)(sﬁl) =0
n¢D leD
S @l Won +all) (Wi — €06.4) + o) (W — €05, =0,
n¢D

donde nuevamente tuvimos en cuenta que el nivel de energia es doble degenerado, entonces
Il = k,r. Ahora, si la degeneracion se removio: 5,9) = Wix # Wppr = &gl), por lo tanto,

encontramos [46]
5 e ol (69— 1) =0,

n¢D
=V = Z ay
kr (‘:(1
T ngZD
1 Wn Wrn
— Sk (B.31)

o) el el - e

donde en la tltima linea se sustituyo (B.25).

De los coeficientes a,(cll) en (B.21), solo basta por determinar a&), como hicimos en el caso

(1)

no degenerado fijamos este coeficiente como cero: a;, = 0. De esta forma, la correccién a
primer orden, w,(;) definida en (B.21), empleando (B.25) y (B.31) sera

(1) Wnk@n 1 WnkWrn
v = 0 0 T o 1 0 0) - (B.32)
DU U Cp e P )

Algo que debemos remarcar, es el hecho de que esta ecuacion es valida cuando la degeneracién

(0

en el nivel de energfa &, ) ha sido removida a primer orden es decir, 5 ;é Er M Por 1o que,

es posible determinar la magnitud de la proyeccion de @ij en el subespacio D, el coeficiente

a,glr) (B.31). En la siguiente seccién mostraremos como calcular w,(:) cuando la degeneracion
1) _ )
=&,

en la energia no se remueve a primer orden, esto es, &,

B.3.2. Degeneracién removida a segundo orden

En la anterior subseccién estudiamos el caso en el que la degeneracién se remueve a primer
orden, empero, algunas veces no es asi, como vemos en el siguiente caso: Sea la ecuacion
caracteristica (B.24) si el nivel de energia tiene una degeneracién doble, es decir, j = i,p, se

1 _

puede tener que WM =Wy sz = 0, entonces &, = & M _ Wm, lo cual no remueve la
degeneracién de los estados gpg ), gpj(g ) e D. Porlo tanto, como ya mencionamos, si 5,9) = &El),

(1)

no podemos determinar a,,’, ecuacion (B.31), por lo que, debemos calcular la nueva forma de
este coeficiente. En este apartado estudiamos el caso en que la degeneraciéon en la energia se
rompe hasta la correccién a segundo orden.

Entonces, primero notemos que los coeficientes agn) de la correccién a primer orden, ecua-
cion (B.21), permanecen igual, dados por la ecuacion (B.25), sin embargo, debemos tener en
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cuenta que aun tenemos la libertad de escoger la combinacién lineal que sea méas adecuada

(1)

como orden cero: @Z),E:O) = ZjeD a,(w)gpg ), por lo que, el coeficiente a;,; (B.25), en general se
puede escribir como

0)-=

(0)
1 2 jeD Wi Wy (0)
(lk —_— TS s n

Ahora, consideraremos la ecuaciéon de valores propios a segundo orden, ecuacion (B.28), en
la cual ya han sido evaluadas las ecuaciones (B.21) y (B.27). Si proyectamos (B.28) en gogo),

obtenemos

> af (€0 = EM)bon + 3 ay) (Won = E70,0) + - al) (W = £7501) = £P 51, = 0.

¢ D. (B.33)

n¢D n¢D leD
(B.34)
Si hacemos cp( ) = gol(o) € D, la anterior ecuacion es
> al Win + 3 aly) (Wa — €76,1) — €785 = 0.
n¢D leD

Si tenemos en cuenta que wl(CO) es una combinacion lineal de la forma de (B.20), siendo j = i, p,

asi como Wu = SIEO) y Wip = 0, hallamos

ISk 1 0)777 1 0 2 0
Z a,(m)Wm -+ Za,(d) Z al(j)Wij — glg ) Z al(j)ém — Slg ) Z a,(cj)éi,j =0

n¢D leD jeED jeD jeD

Z a,&QWm - 5}&2) Z CLS;)(SZ‘J =0
n¢D jeD

o~ o~

(0) Wi Win @5 | _
Z akj Z W - Sk 52,] = 0, (B35)
je€D n¢D <5k - gn )

donde en la tdltima linea hemos sustituido la ecuacion (B.33). La soluciéon a esta ecuacion de

(2)

. : ) 2 .
valores propios nos da las correcciones de la energia a segundo orden S,g ) y &7, y también

los vectores propios a orden cero: aé ) [52, 57].

Si ahora tenemos 905 §é D en (B. 34) encontramos

D~ £0) 3 T~ 00 4 )+ T, 0
n¢D
= al(fs) B (5(0) {Z akn sn gk )a/(gls) + al(clk)WSk + a,gn)ﬁ/\sr} ’ (B.36)
ng¢&D

en la primera linea hemos considerado que el sistema presenta una degeneracién doble, por
lo que, [ toma los valores k,r. Necesitamos introducir la ecuacién de valores propios a tercer
orden

o Hypl® + Wl = 09 4 gMyp 4 gyl 4 B0, (B.37)
Asimismo, proponemos que la correccion a tercer orden sea
D=3 a0+ 3y (B.38)

k¢D leD
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De esta forma, si empleamos (B.21), (B.27) y (B.38), la ecuaciéon de valores propios a tercer
orden (B.37) llega a ser

Z a(z (E© _ 0) 4 Z ( )) 0O 4 Zag) (W B glgl)) 7/)1(0)

n¢D n¢D leD
(z A2+ S e <o
n¢D leD

(0)

Proyectamos esta ecuacion en g

> €D o+ Y ) [Won = E765]

ng¢D n¢D
+3 af [ o= } <Z ) Gsn + Y a,‘jds,l> — W5, =0. (B.39)
leD n¢D leD

Si tomamos el caso <p§°)

Z a,gl)W;m + Z a,(fl) [/Wkl (Sk l} — Z akl 5 kl—

= w}(ﬂo) en la ecuacion (B.39), entonces tenemos

n¢D leD leD
S a2 Wi - £7a) — &7 =0, (B.40)
n¢D

1)

donde evaluamos | = k, r, /Wkk = Slg y Wkr = 0. Si sustituimos algzn), ecuacion (B.36), y luego

empleamos las ecuaciones

3 W o2 (B.A1)

0 0 r oo
5 (60 - )

> % =0, (B.42)
neD (& —&n)

que son obtenidas de evaluar los estados LZJ,(;]) y ¢§0) en (B.35), y por altimo empleamos (B.25)
(1)

para sustituir a;,’, encontramos que (B.40) llega a ser

WV W @O 72
8(3) — WinWnm Wink _ M
k m,%p (&7 - &) (7 - &) ngz,)(g,gm_&go))?

Por otra parte, consideremos gpgo) = ¢7(~0) € D con d}ﬁo) #* w]E:O) en (B.39), asi esta ecuacion

es
S Oyt a2t 2 [ 1] — ) =0,
n¢D

(1)

puesto que WTT =&y er = 0, esta ecuacién resulta

> o - 70 0.
n¢D
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sustituyendo (B.36) en la anterior ecuacion hallamos

1 O 0 O O e 0.
% W { %:Dak;mwnm - gk; Ap + A Wnk + ap.,. Wn’r‘ W?"n — gk’ a;,) = 0
3 G Vo Wien 3 ) ajo We

wiin € —€0) 5 ED &)

Z a](ig)wnkﬁ/\rn Z a](;)wnr/w\rn (2)@(1) -0
k kr — ¢
gD (& - &%) ngD (& - &)

Si evaluamos las ecuaciones (B.41) y (B.42) en la ultima ecuacion, encontramos
W7

W5
akaanrn kn Vrn (1) (2) (2)
D T T 2 e e e (8P &) =0

a(l) _ 1 Z ka/wnmwrn
kr = 0 0 0 0
(67 - &) wigp (&7 - EE” — &)
| e T

_ (519) _ 552)) e (g’go) _ ST(LO)>27 (B.43)

donde sustituimos (B.25).
Por consiguiente, teniendo en cuenta las ecuaciones (B.25) y (B.43), asi como a,(;) =0, la
correccion a primer orden del estado 1/),(:) de acuerdo a (B.21) es

b B - (67 -6 o (€0 —a)ED - &)

1 EOTF T, ©
_ (515;2) _ 552)) %l:) ]Egéo) iaSO))z .

Observemos que esta expresiéon es valida si la degeneraciéon ya se removi6 a segundo orden, ya
2 2
que supone Eé ) #* &g ),

(B.44)



Apéndice C
Integrales que contienen k(())gp y k’(l)gp

En este apéndice derivaremos algunas formulas que nos permitiran evaluar las contribu-
ciones de los elementos de matriz (pp, o |Z(tr)| Pas ta): de Ag a As, ecuaciones de (5.8) a (5.16),
asi como las contribuciones de los elementos de matriz (py, tp |Z(ts)Z(tr)| pa, ta): de By a Bs,
ecuaciones de (5.24) a (5.32).

n2t10 .
- sin (nup — muy)

C.1. Caso kVy p=e¢"

Primero, hallaremos algunas férmulas que involucran la amplitud de transicion del rotor k(©),
ecuacion (4.13), que corresponde al orden cero del OAP. Para esto, nos basamos en el hecho
de que k(@ evoluciona a las funciones propias del rotor con paridad definida:

1 2 _n2t0 _n2tN
Iy = o dugk® (N;0)e” 0 cos(nug) = e~ cos(nuy), (C.1)
T Jo
1 27 _n2t _n2t
I = o dugk® (N;0)e o sin(nug) = e & sin(nuy), (C.2)
T Jo
donde n = 0,1,..., ademas hemos retomado la notacion k(9 (N;0) = kO (uy,ty;uo, to) v
h
V= 2iwg *

Del par de integrales (C.1) y (C.2) podemos obtener un par de integrales mas generales
que involucran k(©. La primera es

1 2 7n2t10

I, = — durk©@(N;1)e” o sin (nu; — mug)
2 0
1 2 n2t1 n2t0

= — du kO (N; 1) <e47 sinnul) (e‘w cos mu0>
2 0

1 [ _nly n’ty
—2/ dur kO (N; 1) <e = cos nu1> (e 1y sinmu0> ,
T Jo

7n2tN n2t0 7n2tN n2t0
= e Y sinnuy e 4 cosmug | — (e 4 cosnun e 47 s mug

2

_n7tNo |
= e % sin(nuy — muyg), (C.3)
aqui m = 0,1,..., ademas utilizamos la notacion tg. := ts — t,. Las formulas (C.1) y (C.2)

fueron empleadas en la segunda igualdad.

142
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n2
C.2. Caso k" y p=¢" 7" cos (nup — muyg)

De la misma forma, si aplicamos las formulas (C.1) y (C.2), hallamos

1 2 n?tio _ntng

Is = o dutk@(N;1)e” = cos(nu; —mug) =e T cos (nuy — mug) - (C.4)
T Jo

C.3. Caso kWM y o= e~ T sin (nuy — muy)

Ahora encontraremos integrales donde aparece la correccién a primer orden de la amplitud
de transicion del OAP, k™). De forma anéloga a k(©) podemos obtener el efecto de k(1) sobre
las funciones propias del rotor con paridad definida. Empezaremos con una funcién propia del
tipo seno. Asi, si utilizamos la forma explicita de k(1) ecuacion (4.56), tenemos

1 27 _n2t
Iy = o dugk(l)(N;O)e & sin(nug) = Ia1 + Lao + Lug + Laa + Iys, (C.5)
0
con
1 2 _n’ty
Iy = tno <2>/ dugk® (N;0)e” ™ sin(nug), (C.6)
™/ Jo
_tno _nPtg (] 2
Iip = tnoe e B <2>/ dug cos(un + ug) sin(nug), (C.7)
™/ Jo
tNo _"Qto 1 2m i
IL;s = —F - e Py dug (cos(2un) + cos(2ug)) sin(nug),  (C.8)
T/ Jo
o0 1 21
Iy = lz:lAlO (277)/0 dug cos [loun — laug] sin(nuyg), (C.9)
o=
o0 1 21
Iis = ZZ:IAlO (277)/0 dug cos [laun — loug] sin(nuyg), (C.10)
o—

donde en Iy y I45 se sustituyo la forma explicita de E1(lg,l1,l2) y E1(—l2, =11, —ly), respec-
Btno 3tno ntg
tivamente, ecuacion (4.55), y se defini6é A4;, := (%) P R > e
La primera integral Iy, ecuacion (C.6), la realizamos mediante (C.2)

n2t
Iy = tNoefTvN sin(nuy). (C.11)

La segunda y tercera integrales I4o y I3, ecuaciones (C.7) y (C.8), respectivamente, resultan

tno _tnotn®to
Iy =—""¢ 7 sin(nun)on,1, (C.12)

2
Iys = 0. (C.13)

La cuarta integral Iy, ecuacion (C.9), llega a ser

> y _2tno _Bing _n?g 1
Iy = Z i e T —e B e T 581n[(n—2)uN}5107n_2.
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Para evaluar la delta de Kronecker, d;, ,,—2, debemos tener en cuenta que Iy es positivo, Iy > 0,
por lo que la igualdad implicita del argumento de la delta de Kronecker, lj = n — 2, implica
la condicién n > 2. De esta forma

(n — 1)tN0

1
Iy =——-F
44 5 1[ 5

n2t
] e~ o sin[(n — 2)un] |nso, (C.14)

donde utilizamos la definicién Fj, ecuacion (4.51). Por ultimo, la quinta integral 15, ecuacion
(C.10), sera

o ~y _l%tNO _L%tNO _n?t 1
Lis = Z() <e v — e av )e Iy 5sin((n—1—2)1“\[)(510771

lo=1 h
1 1)t _nliy
= —5h [—(HV)NO} e # sin|(n + 2)un] [nso - (C.15)

Asi, sustituyendo de I4; a Iy5, ecuaciones de (C.11) a (C.15), en Iy, ecuacion (C.5), obte-
nemos el efecto de k(1) en una funcién propia del rotor tipo seno

1 [ n?tg
I, = 2 dugk™M(N;0)e” ™ sin(nug)
= tNoe_ni# sin(nuy) — tgoe_wo‘;n% sin(nun)dn,1
[ S il — 2] s
—%Fl [—W] " ginf(n + 2)un] o - (C.16)

Ahora derivaremos el efecto de k1) en una funcion propia del rotor tipo coseno. Entonces,
empleando k(1| ecuacién (4.56), encontramos

[ _n’ng
Is = Dy duok(l)(N; 0)e = cos(nug) = Is1 + Iso + Is3 + I54 + I5s, (C.17)
0
con
1 2m n2t0
Is1 = tno <2ﬂ_> / dugk® (N;0)e” = cos(nug), (C.18)
0
_tyg _nPtg (1 2
Iso = tnyoe Te ® o / dug cos(un + ugp) cos(nuyg), (C.19)
™/ Jo
tno] _n’ta [ 1 2
Iy = —F|———|e ® o dug (cos(2un) + cos(2ug)) cos(nug), (C.20)
Y T/ Jo
oo 1 27
Iy = Z Ay, <27T> / dug cos [loun — laug] cos(nuyg), (C.21)
lo=1 0

27
Iss = ZAIO <27r>/0 dug cos [laun — loug] cos(nuyg), (C.22)
0
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donde nuevamente usamos Fi(lo,l1,1l2) v E1(—l2, =11, —ly), ecuacion (4.55), para Is4 v Iss,
_ Btwno _Btno _n?ty
respectivamente, asi como A;, = (%) (e o —e 1 ) e 4.
Para la primera integral I5;, ecuacion (C.18), usamos (C.1)

n2t
I51 = tNoeiTYN cos(nuN). (023)

La segunda y tercera integrales Iso v I53, ecuaciones (C.19) y (C.20), respectivamente, son

tno _twvotn’to

Iso = =€ " cos(nun)on 1, (C.24)
tno] _r’to 1
Iy =—F |[——| e & |cos(2un)dno + §6n,2 . (C.25)
Y

También tenemos que la cuarta integral I54 es

e y _Btno _Btno n? 1
Isy = Z <l1> <e o—e M >e 4y §cos[(n—2)uN]5loyn_2

lp=1
_ n2t
_ _% P [Wl)tfvo} e cos|(n — 2)un] lns2, (C.26)
Y

aqui, como en Iy, ecuacion (C.14), volvimos considerar n > 2, pues se tienen que cumplir las
expresiones lp =n — 2y lp > 0.
Por altimo para la quinta integral I55 hallamos

> v _1Btno _Bino\  _n?tg 1
Iss = Z <l1> (e o —e T hy )e = §COS[(H+2)UN]5z0,n

lo=1

1

-

_(n_|_1)tN0] _n2t
—_— | €
2

5 o cos[(n + 2)un] |n>o0 - (C.27)

De esta forma, el efecto de k(1) sobre una funcién propia del rotor tipo coseno I, ecuacion
(C.17), resulta de sumar de I5; a I55, ecuaciones de (C.23) a (C.27):

1 2 n?tg
Is = — dugk™ (N;0)e” % cos(nug)
27'(' 0
a2ty tNo _ tngtnitg
= tnyoe cos(nuN)—i-Te 5 cos(nun)dn,1

t _n?tg 1
—F [—NO} e {COS(QUN)%,O + 50n2
Y

L, [(n - 1)tN0] o

——FN T cos[(n — 2)un] [n>2

2 gl
1 —(n+ Dityo] _r’iv
—§F1 - e ¥ cos[(n+2)un] |n>0 - (C.28)

Podemos encontrar formulas mas generales, similares a I y I3, ecuaciones (C.3) y (C.4),
respectivamente. Esto a través de los efectos de k(1) sobre las funciones propias del rotor,
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ecuaciones (C.16) y (C.28). Entonces, para una funcion seno con doble argumento observamos
lo siguiente

1 2 n2t10

Iy = — durk™M(N;1)e” o sin[nu; — mug)
2T 0

_nfty tNp _tnitn’t
= Jtyie @ sm(nuN)—Te B sin(nun)on1

1 — 1)t _ntt
5P [T T i - 2] o
Y

1 1t _nlty ntg
_§F1 |:_(n_‘_)mj| e 47N Sin[(n + Z)UN] |7’L>0} e 4'\/0 cos Mg
Y

2
_nfiy tn1 _initn®h
— {tNle T cos(nuy) + e 5 cos(nun)dn,1

tn1] —mh 1
—F [_} e M [COS(ZUN)(Sn,o + 2511,2]

1 o 1 t _n2t
[W)Nl ] e T cos|(n — 2)un] |2
Y

1 n—+ 1)t _n%t 2ty
=y ) [_(-l—)m] o~ T cos[(n + 2)uy] |n>0} e 4 sinmug,
Y
n“t o tNl _tN1+n2t1 n2t0

= tyi1e  H  sin[nuy — mug] — e e sinjnuy 4+ mug|dn 1

t _'n2t 1
+F |:_Nl:| e 4710 |:COS(2uN)(5n,0 + 26n,2:| sin mug
Y

1 — 1)t _n?t
—§F1 {(n ) Nl] e o sin[(n — 2)un — mug] [n>2
v
1 1 t _7L2t
—§F1 {—W—)M] e sin[(n + 2)uny — muo] |n>0 - (C.29)
~y

En la segunda igualdad fueron implementadas las formulas (C.16) y (C.28).

C.4. Caso kM y o= e " cos (nuy — muo)

De la misma forma, podemos deducir una férmula para una funcién coseno con doble argu-
mento
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1 2 1 T
I, = — durk™M (N;1)e™ o cos[nuy — mug)
2 0
_nPty t _tnytn®e
= {tNle T cos(nuy) + %e # cos(nun)on,1

n2t1

¢ _n2y 1
—F [_Nl} e M [COS(QUN)(Sn,o + 2571,2]
Y

1 — 1)t _n%ty
—m{“’)Nﬂe 2 cosl(n — 2)un] lnsa

2 g
1 1)t _niy n’tg
—§F1 [—W—)Nl] e cos[(n + 2)un] |n>0} e  cos mug
Y
% t oty
+ {tNle o sin(nuy) — %e M sin(nun)dn,1
1 — 1)t _nfiy
5P [T e il - 2] e
2 g
1 1)t _niy n?tg
3RPM”MFM%WHMWM%Mmmm
2ty tN1 _tyitnlt n2ig
= tnie B cos[nuy — mug) + e e ™ cos[nuy + mup)dn 1

_ 7L2t10

1
—F [—} e M [cos(QuN)(Sn,o + 2%,2] COS mug

—lFl [(n — l)tNl] e_"QtNo

T cos(n = 2)un — muo] |n>2

2 Y
1 (Tl+ 1)tN1 _M
—§F1 ——————e © cos[(n+2)un —mug| |n>0 - (C.30)
Y

Las formulas que hemos conseguido en este apéndice, ecuaciones (C.1), (C.2), (C.3), (C.4),
(C.16), (C.28), (C.29) y (C.30), son de utilidad en los calculos de las contribuciones de
(Db, ty |Z(tr)| Pa, ta): de Ag a As, ecuaciones de (5.8) a (5.16), asi como para las contribuciones
de (pp, ty |Z(ts)Z(tr)| Pa,ta): de By a Bs, ecuaciones de (5.24) a (5.32).
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