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Resumen

En este trabajo desarrollamos algunas herramientas tutiles para estudiar la distribucion
asintotica de los valores propios de sucesiones de matrices y los aplicamos a sucesiones de
matrices de Toeplitz. Introducimos las nociones de operador completamente positivo de
Toeplitz y circulante, asimismo estudiamos algunas relaciones entre sus espectros.






Introduccion

En este trabajo nos enfocamos en las clases de matrices de Toeplitz y circulantes. Una
matriz es de Toeplitz (en honor a Otto Toeplitz), si los elementos de sus diagonales son cons-
tantes. Por otro lado, una matriz circulante es aquella en donde cada renglén es permutacion
ciclica hacia la derecha relativa al renglén precedente. Las matrices circulantes forman una
subclase de las matrices de Toeplitz. La teoria de matrices (operadores) de Toeplitz y los
simbolos que los generan es un tema vigente en matemadticas [2]. Las matrices de Toeplitz
y circulantes cuentan con una variedad de aplicaciones que van desde la mecanica cudnti-
ca [1,12], procesos estocasticos [10], procesamiento de imagenes [11] hasta la modelacién
fisica [8].

Las matrices circulantes son “sencillas” pues forman un algebra conmutativa. Se diagona-
lizan respecto a la misma base, ademas los valores propios son conocidos explicitamente. Por
otra parte cada sucesion de matrices de Toeplitz tiene asociada una sucesién de matrices
circulantes, de manera que ambas sucesiones son asintéticamente equivalentes. En virtud de
ello, las matrices circulantes se pueden usar para estudiar propiedades asintoticas de suce-
siones de matrices de Toeplitz.

En el primer capitulo de este trabajo recordamos las definiciones de la norma de opera-
dores y de la norma Hilbert-Schmidt de una matriz. Se define el concepto de equivalencia
asintotica de sucesiones de matrices y se demuestran los teoremas de la distribucién asintética
de los valores propios de matrices, ver [9].

En el segundo capitulo se introducen las matrices circulantes, algunas de sus propiedades
y se da una caracterizacién de ellas como el algebra de von Neumann de ciertas proyecciones.

En el tercer capitulo, dada una funcién en el algebra de Wiener se construyen dos su-
cesiones de matrices de Toeplitz y circulantes respectivamente, se prueba la equivalencia
asintotica entre ellas para obtener el primer teorema limite de Szego.

En el ultimo capitulo recordamos la definicién de operador completamente positivo y
damos una definicion de operadores completamente positivos de Toeplitz y circulantes, re-
visando algunas de sus propiedades. Los operadores completamente positivos circulantes
aparecen dentro de la teorfa de semigrupos cuénticos de Markov circulantes [3]. En [4] se
demuestra que el espectro de un operador completamente positivo circulante coincide con
el de su matriz circulante asociada. Damos ejemplos que sugieren que aunque esto no es
valido para operadores completamente positivos generales podria ser cierto para la clase de
operadores completamente positivos de Toeplitz.

El contenido del segundo y cuarto capitulo es contribucién original de esta tesis.






Capitulo 1

Matrices asintéticamente equivalentes

Comenzamos con las definiciones pertinentes y un teorema de pre-requisito, procedemos
a una discusion de los valores propios y comportamiento de sucesiones de matrices. El uso
principal de los teoremas de este capitulo es relacionar el comportamiento asintético de una
sucesiéon de matrices complicada con el de una sucesion asintoticamente equivalente mas
simple.

1.1. Preliminares

Los valores propios a4, y los vectores propios x de una matriz A de tamano n X n son
soluciones de la ecuacién Ax = ax. Los valores propios son raices de la ecuacion caracteristica
de A: det(A — al) = 0. Si los valores propios son reales, entonces usualmente asumimos que
estan ordenados de manera no-creciente, es decir ay > s > a3 .. ..

Dada cualquier matriz compleja A se puede escribir como A = URU* donde el % denota
conjugar y transponer, U es una matriz unitaria, es decir U~! = U* y R es una matriz
triangular superior, equivalentemente:

Lema 1 Para cada operador lineal T' en un espacio n-dimensional complejo V' con producto
interno hay una base ortonormal B de V' tal que [Tz (la matriz asociada a T respecto a 3)
es triangular superior.

Demostracion. Vamos a probar el resultado anterior para operadores lineales por induc-
cion sobre n. Para n = 1 sea x un vector arbitrario distinto del cero en V' entonces tomamos
B = {x/||z||}, B es una base ortonormal de V, y la matriz de 1 x 1 [Tz es triangular su-
perior. Ahora fijemos n > 1 y supongamos que el resultado es valido para todo espacio con
producto interno de dimensién menor que n. Dado que estamos trabajando sobre un campo
algebraico cerrado C, sabemos que 7' tiene un valor propio ¢; € C con vector propio asociado
z1(tomamos ¢; cualquier raiz del polinomio caracteristico de T'). Dividiendo x; por algin
escalar podemos asegurar que ||z1|| = 1.

Afirmamos que V = Cx; & W donde W = 2z = {w € V : (w,z,) = 0}. Para ver
esto, consideremos el operador S : V — C definido como S (v) = (v,z;) parav € V.
S es un operador lineal con kernel W e imagen C. Entonces por el teorema del rango-
nulidad tenemos que n = dim (V') = dim (W) + dim (C). Como dim (C) = 1, tenemos que

11



dim(W) = n—1. Si v € V, entonces S (v—axy) = (v — ary,z1) = (v,z1) —a = 0,
si y solamente si a = (v, x1). Es decir v — (v,z1)x; € Ker S = W. En otras palabras,
siw=v— (v,r1)r; € Ker W, entonces v = (v, x1)xr; + w. Se sigue que cualquier vec-
tor en V' puede ser escrito de manera unica como ax; + w, donde a € Cy w € W. Sea
P :V — W el operador proyeccién definido por P (ax; +w) = w y definamos el operador
lineal 7" : W — W como T (w) = P (T (w)) para w € W. Por hipétesis de induccién,

podemos encontrar una base ortonormal 8 = {xy, x3,...,2,} de W tal que [T/]B' es trian-
gular superior. Sea § = {1, %2, ..., %, }, es claro que es base ortonormal de V', afirmamos que
C1 ‘ * *
= |
B — . / y
: [T ]5/
0

es una matriz triangular superior.

Para verificar esto, recordemos que la j-ésima columna de [T']5 consiste en las coordenadas
de T (x;) relativas a la base 5. Como T (z1) = c;z1 entonces la primera columna de [Tz
es (¢1,0,...,0)T. Para j > 1, escribimos 7' (z;) = ¢ j&1 + ¢2jx9 + -+ + Cp Xy con ¢;; € C,
entonces 7' (z;) = P (T (x;)) = cojTo + -+ + CnjTy. Por lo tanto la j-ésima columna de [T]4
estd conformada por los escalares ¢, ; seguidos por la (j — 1)-ésima columna de [T g+ Esto
completa la prueba de la afimacion.

U

Los valores propios de A son los elementos de la diagonal principal de R. Si A es normal,
es decir, A*A = AA*, entonces R es una matriz diagonal, que denotamos por R = diag(ay).
Si A es una matriz Hermitiana, es decir, A* = A, sus valores propios son reales.

Una matriz A es definida positiva si (z, Az) > 0 para cualquier vector x. La matriz
es estrictamente definida positiva si (x, Ax) > 0 para todo vector x # 0. Si una matriz
Hermitiana es definida positiva entonces todos sus valores propios son mayores o iguales a
cero, si una matriz es estrictamente definida positiva entonces todos sus valores propios son
estrictamente positivos.

Los valores extremos de los valores propios de un matriz Hermitiana H pueden ser ca-

racterizados en términos del cociente de Rayleigh de H y el vector z, definido de la siguiente

r,Hx
manera: Ry (x) = W

Lema 2 Dada H una matriz Hermitiana, sean 1, y na el minimo y mdzimo de los valores
propios de H respectivamente, entonces:

m = min Ry (x) = min (x, Hz
T = T (%) le|:1< )

=max Ry (r) = méx(r, Hx).
hr =105 (%) II:cH=1< )

g,
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Demostracion. Sean e, y e vectores propios asociados a los valores propios minimo y
maximo 7, y ny respectivamente. Entonces,

<em: H6m> <6ma nm6m> <€m7 €m>

R em p— = — frlm—

#lem) = B T enlP len?

= Nm,;
es decir Ry (em) = Nim-
También

(em, Henr)  {ear, mvenr) (e, en)
R e — = — o o

alew) = T edlP ™ el

asi RH(eM) =M.

Por otro lado, notemos que min Ry (:L‘) < Ry (5) para cualquier vector &, en particular

para el vector e,,, es decir
min Ry (a:) < Ry (em) = M. (1.1)

Anélogamente

max Ry (a:) > Ry (5) para cualquier vector &,

en particular para el vector ey, es decir

Dado que H es Hermitiana, podemos escribir H = UAU*, donde U es una matriz unitaria
y A una matriz diagonal, con valores propios 7. Notemos que 7, < n, < ny. Estimemos

(x,Hzx) (x,UAU*z) (U*z, AU*x)

= e = TP [
_ (y, Ay)
[lyl[?
donde y = U*z, como ||Uz||? = (Uz,Uz) = (z,U*Ux) = (z,z) = ||z||?, por lo que
||Uz|| = ||z|| esto es, es una isometria, también ||z||* = ||y||*. Por lo que, las identida-

des anteriores coinciden con

(ONC
S,

§ %
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n

i
3|~

<

[y |? > Il

k=1 k=1

[ | Z AR
k=1

Entonces, para cada x, Ry (a:) < mur, en particular para el maximo:
max Ry (x) < nu.
! #éK H( ) >
De manera similar, puesto que 7, < n; tenemos

(x,Hx) (x,UAU*z) (U*zx, AU*x)
R i = = —
1@ =T T e EL

A Z|yk\277k Z|yk|277m
_ WAy o S k=L .

[lylf? I eI
Z|yk| Z’yk’
k=1 k=1

es decir, para toda x, Ry (:c) > Nm, €n particular para el minimo

min Ry (z) 2 1

De la ecuacion (1.1) y (1.4) se sigue que m;gl Ry (z) =1y, y de la ecuacion (1.2) y

X R = Nu-
gy fl () =
Por otra lado tenemos que

i Fr (@) < mi R ()

Iagg)l Ry (ZL’) < lg‘l‘llll Ry (m) )

Ahora para toda =,

max RH(x) > RH(

[Jo]|=1 ||]| [—— |2 ||]]2

(1.4)

(1.3) que

T :<H§_H’Hﬁ>: T ot :M:R T
| ( ) )

14



es decir para toda x ﬁnﬁix Ry (x) > Ry (x), en particular se tiene
z||=1

mix Ry (v) = mix Ru (). (1.7)

Por lo tanto de (1.5) y (1.7) tenemos ﬁfmx Ry(z) = m;%( Ry (z).
z||=1 T

También, para cada z,

min Ry (2) < Rar(~) = <ﬁHﬁ> :< rogt >: w o) o (a),

=1 ]| [ [lz][?

es decir para toda x thl'n Ry (a:) < Ry (x), en particular se tiene
z||=1

thllll Ry (z) < ragi(r]lRH(x) (1.8)

Por lo que de (1.6) y (1.8) se sigue que HIr|1|1'1r1 Ry(z) = m;gl Ry (z).
z||=1 T

Por lo tanto 7, = min Ry (z) = min (z, Hx) y ny = max Ry (z) = méx (z, Hz) como
oy llz||=1 20 [|z||=1
se requeria.

O

Si A es una matriz compleja arbitraria, entonces la matriz A* A es hermitiana, en efecto,
(A*A)* = A*A*™ = A*A y es definida positiva, esto es (z, A*Ax) > 0, lo cual se sigue del
cdlculo siguiente (x, A*Az) = (Az, Az) = ||Az||> > 0.

La traza de un matriz A es la suma de los elementos en su diagonal principal. Es
bien conocido que la traza es invariante bajo conjugacién por matrices unitarias, esto es,
Tr (UAU*) = Tr (A), si U es unitaria. El siguiente lema es 1til cuando se estudian matrices
y productos de matrices Hermitianas y no Hermitianas.

Lema 3 Sea A una matriz con valores propios ay, sean A\, > 0 los valores propios de la
matriz Hermitiana definida positiva A*A, entonces

(1.9)

con iqualdad si y solamente si A es normal.

Demostracion. Sea A una matriz entonces por el lema 1 podemos escribir A = URU* y
A* =UR*U*, donde U es matriz unitaria y R es una matriz triangular superior, por lo que
A*A = (UR*U*)(URU*) = UR*(U*U)RU* = UR*U'URU* = UR*RU*. Como la traza de

(ONC
S,

§ %
{ANG 15



una matriz es la suma de sus valores propios tenemos que

n—1
> A=Tr(A"A) = Tr (UR'RU") = Tr (R'R).
k=0
n—1
Por otra parte (R*R),,; = Z Ty |+ entonces
i (5,5')
n—1 n—1 n—1 n—1
(R*R) kgrk] ’rkj|2
J=0 k<j J=0 k<j
Por lo tanto,
n—1 n—1
ZN« =22 Il Z ool + 3 2 Z o]
Jj=0 k<j j=0 k<j

Por otro lado si A es una matriz normal, A = U*RU, entonces R es una matriz diagonal,
por lo tanto:

n—1 n—1 n—1 n—1 n—1 n—1
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

. s . 1/2 , :
Observacion 1 Los numeros )\k,/ se llaman valores singulares de la matriz A.

1.2. Norma de matrices

Para estudiar la equivalencia asintética de las matrices se requiere de una métrica o una
norma sobre el espacio de matrices. Una métrica conveniente para nuestros propdsitos es la
norma de la diferencia de dos matrices.

Definicién 1 Sea A una matriz con valores propios ay, sean N\, > 0 los valores propios
de la matriz hermitiana definida positiva A*A. La norma de operadores de A, denotada por
|All, estd dada por

[ All = méx [Raea ()] = méix

[(z, A*Ax)] 1/2 , {w, A*Ax)'/?
x#0

= max
]2 A0 ]

Notemos que por el lema 2, m%( RA*A(x) = ﬁnuémx RA*A(x), de donde obtenemos que
T z||=1

* 1/2
I|A|| = max [M] = méx (z, A* Az)V/2.

2#0 ||| [lz]=1

g,
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Lema 4 La norma de operadores es en efecto una norma.

Demostracion. Verifiquemos los axiomas de norma.

(v, A*Az)  (Ax,Az) ||Azx|?

Como = = > 0, extrayendo raiz cuadrada y tomando méxi-
]2 ]2 ]2 Y Y
x x x
A* Az) ]2
mo se sigue que ||A]| = m%c [%] > 0.
(x, A*Ax)

Supongamos que || A||* = méx ~———"" = 0, esto es (v, A*Az) = 0, por lo que (Az, Az) =

w0 ||xf?
0, v de esto obtenemos A = 0. Por otra parte, supongamos que A = 0, esto es ||A| =

1/2
max {@’ qu = 0.

w20 | ||=|?
Ahora notemos que

(z,(cA)" (cA)z)  (x,(cA*)(cA)x) (w,ccA*Ax) — (z, A*Ax)

A P A ™ R CAC T

(x, A* Ax)
[

entonces extrayendo raiz cuadrada, como |c| > 0, usando propiedades de méximo tenemos

= cf?

. 1/2 . 1/2
(x, A qu — (1ol 12 [(:c,A Ax)} .y

] A0 | |lff?

{(L A*Ax)} 1/

|cA|| = max [‘6‘2
|2

z#0
= [c[[| Al

c| max
x#0

Por otro lado, tenemos que ||Az| < |1‘rnl|ax |Az|| v || Bx|| < Hrn|abx | Bx|| para toda z, por lo

que ||Az||+||Bz|| < H?}i | Az || + max HB;EH de donde se sigue que Hmax | Azl —I—Hmlax | Bx||

es cota superior de || Ax|| + ||Ba:H

Ahora como para toda x, ||[Az + Bz|| < [|Az| + ||Bz| < |I|n‘?x{||AxH} + ﬁ?xﬂBxH}
z||=1 z||=1

entonces

|A+ B = max ||Am + Bz|| < TH‘?X{”AIH + ||Bz||} < max ||Am|| + ﬁ‘ax ||Bx||, esto es

A+ Bl < [[A]l + [|B].

Lema 5 La norma de operadores es submultiplicativa, ||AB]| < || A]|||B||-

Demostracién. Consideremos ||ABz|* = méx (z, (AB)" (AB)z) = HmI?X |AB|[*, como

|ABz|| < ||A]l||Bz|| < [A[[| B]l|lz]], se sigue que [|[ABz||> < ||A||*||B||* para cada = tal que
l|z|| = 1, es decir ||A|[?*||B||* es cota superior de ||[ABz|? si ||z]| = 1.

Ast mix [|ABa|* < ||| B, es decir | AB| < [ A B]. 0

»“Mnm e,

§ *
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Por otra parte, sea ey el vector propio asociado al valor propio A,;, entonces por el

<6M7A*A€M> ‘ <§7 H§> ’ <€>H€> .
lema 2, ———— = )\ = max\; y como < max para toda &, asi
e . "R = e
tenemos que max A\, = M < max (x,—Qx)’ esto es
k [lea]| w20 |||
max Ay = Ay < | AJ]%. (1.10)
(x, A*Ax)

Ahora puesto que A, < Rasa(x) < Apr, entonces 0 < < Ap para toda z, por lo

|2
A Az)'?
% < /Ay para toda z, asi /Ay es cota
x

superior de esos productos internos, por lo tanto el maximo de ellos también esta acotado,
es decir

que extrayendo raiz cuadrada se tiene

IA[* < An (1.11)
De (1.10) y (1.11) se sigue que
|A|I? = max A = A (1.12)

La norma de operadores se puede acotar inferiormente. Si e, es el valor propio de A, aso-

e
ciado al valor propio a7, como |I|I1HéX (&, AE) > (£, AE) para toda &, en particular para ﬁ
&ll=1 (Y3
tenemos

|A|]? = méx (z, A* Az) >< M prp M >:<A M p M >

E! lemll” el learl|” [lear]
em em ___/ eMm emM 2||€M||2
=(apy , Qg =opMOM A\ T = |a| B)
||€M|| ||€M|| ||€M|| ||€M|| ||€M||
:|on|2.

Si A es una matriz Hermitiana sus valores propios son reales y los valores singulares Ay de
A*A son A, = «ai. En efecto si e es un vector propio de A con valor propio aj entonces
(A*A)e, = ap(A%er) = ap(arer) = aZey, esto es Ay = ai. En particular si A es Hermitiana,
entonces de (1.12) se sigue que

| A]l = mix o] = Jo| (1.13)

Definicién 2 Sea A una matriz de tamano n X n, la norma Hilbert-Schmidt de A esta dada

por
1 n—1 n—1 1/2 1 1/2 1 n—1
_ 2 _ * _
Al = (ﬁ ‘ || ) = <g Tr (A A)) = <ﬁ§/\k>

1/2

g,
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Veamos la equivalencia de las distintas representaciones de |A| en la definicién anterior,

usando la notacién del Apéndice A, sea
n—1 n—1

A= Z a;;le;)(e;|, con matriz adjunta A* = Z ayiler) (ex|, entonces:

i,j=0 k,1=0
n—1 n—1 n—1

ATA = Taple) (e Y alen(e;] = > @uagle)el,
k,1=0 i,j=0 i41=0

por lo tanto
n—1 n—1
Tr (A*A) = Tr ( Z Tiaijler) e]|> Z ayai; Tr (le)(ej]) = Z |a;|?.
i,4,1=0 i,4,1=0 i,j=0
Finalmente multiplicando por % y extrayendo raiz cuadrada tenemos
1 1/2 = 1/2
" 2
(ﬁ Tr(A A)) = (ﬁ Z |ag;)| ) — |A]. (1.14)
4,7=0
Por otra parte, como la traza de una matriz es la suma de sus valores propios, tenemos

n—1

Tr(A*A) = Z Ak, multiplicando por % y extrayendo raiz cuadrada tenemos

k=0
1 1/2 =
A= (=mrara)) = (=3
A (n b >) (nz )

Esto demuestra la igualdad de las dos representaciones.

1/2

La norma Hilbert-Schmidt proviene de la funcion en el espacio de matrices definida como
(A, B) = 1 Tr(A*B), esta funcién es un producto interno. En efecto, verifiquemos que (-, -)
es lineal respecto al segundo argumento

(ALB+C) = LTt (A"(B+C)) = LTt (A*B+ A*C) = 1 Tv (A"B) + L Tv (4°C) =
(A, B) + (A, C).

Sea A € C entonces (A, AB) = 1 Tr (A*(AB)) = 1 Tr (AA*B) = 2 Tr (A*B) = M4, B).
Por otra parte (4, B) = + Tr (A*B) = - Tr ((A*B)") = L1 Tr (B*A) = (B, A).
Finalmente mostraremos que (-, -) es definida positiva. Supongamos que A # 0 entonces:

<A,A>—1Tr A" A Z lagP > 0

,7=0

por lo tanto tenemos que (A, A) >0

»“Mnm e,
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Lema 6 La norma Hilbert-Schmidt es, en efecto, una norma.

Demostracion. Se sigue de manera inmediata, pues proviene de un producto interno. [

n—1 n—1
Por otra parte como A\, < mdax )\, entonces Z)\k < Zméx A = nmax A\, de (1.12)
F k=0 = " b
tenemos
n—1
|AP? = Z)\k < mdx \y, = | A]|2. (1.15)
[y

Esto es, la norma Hilbert-Schmidt es mas débil que la norma de operadores.

Lema 7 La norma de Hilbert-Schmidt es invariante al tomar adjunto.

Demostracién.

N|=

1 1
2 2

A = [%Tr(A*A)} - {%Tr(AA*)} - {%Tr((A*)*A*)} = |4,

O

Lema 8 La norma Hilbert-Schmidt es invariante bajo la multiplicacion por matrices unita-
T1as.

Demostracién. Sean A y U matrices con U unitaria, entonces:
1 1
2 - * —— *TT* —— x| _ *12 2
UAP = Tr ((UA) (UA)) Ty (A U UA) ~Tr (AA) |A*2 = |AP,

y

JAUP? = —Tr ((AU)*(AU)) - %Tr (U*A*AU> - %Tr (UU*A*A) - %Tr (A*A) = |A]%.

Donde hemos utilizado la propiedad ciclica de la traza para un producto de matrices.

]
La norma Hilbert-Schmidt suele ser mas ttil y facil de manejar, sin embargo, la norma de
operadores proporciona una cota para el producto de dos matrices, como se muestra en el
siguiente lema.

Lema 9 Dadas dos matrices G y Hn x n entonces |GH| < |G|||H|.

n—1 n—1

Demostracién. Sean G = Z gijlei)(e;|, H = Z hiilex){e;] dos matrices de n x n con
i,j=0 k,l=0
n—1

matrices adjuntas G* = le; ey, H = h, v |es) (e, | respectivamente.
i K1 1€ )€k
i 5= K l'=0

g,
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Calculemos los siguientes productos, GH, H*G*, (H *G*)GH

n—1 n—1 n—1 n—1
GH =Y gijle(e;] Y hwlex)lel = D gyhuledejllex) (el = Y gihiles) el

4,j=0 k,1=0 i,5,k,1=0 1,5,1=0

n—1
H*G* - Z hkl |€l €k | Z gZ |€ ./ <€/| = Z hk/llgi/j/|€l/><€k/||6j/><6i/|

K 1'=0 z]— K5 =0

Z hy/l'gz ’el < |

'L]l—O

De estos dos dltimos célculos obtenemos

n—1 n—1
(H'G)GH = > ThyyGryler)les| Y gihalen) (el
i3 1'=0 i,7,1=0
n—1
= > hprGeygshaler)(eqlles) el

i3 0 1,5,1=0

n—1

= Z Ej’l'gij'gijhﬂ|€l/><el|'

30 i,3,0=0
Ahora
n—1
5 1 . 1 .k 1 - _
GH = —Tr (GH) (GH)) = ~Tx (H'G'GH) = —Tr (> KTy gishaler)(@l)
G0 i,5,0=0
=
= E Z jl Jlgz]'glj
l:
n—1
Por otra parte, sea h; = Z hrer la I-ésima columna de la matriz H, entonces:
k=0
n—1 n—1
(hi, G*Ghy) Z Z hyer, G* GZ hriek)
1=0 1=0
n—1
= Z hklgi’j’gijhk’l<€k7 lej)(ex lei){esle)

igk,0i 5k =0
n—1
> hwihiGagis-

i,k 1=0

ey
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Por lo que tenemos:

n—1
GHP? = %Z (hi, G*Ghy). (1.16)
=0
(hi, G*Ghy) . (£, G*GE)
N T~ Ak Y4
Iz =& [P

(b, G*Ghu) < (|G|,

Puesto que para todo & es = ||G||* entonces

y al tomar en esta ultima expresion la suma sobre [ se tiene

,_.

n—1

(h,G*Ghy) < |G| Z [l

n—

l

n—1 n—1
Notemos que Z ||hl||2 = Z hl, hl Z hk: lhkl|ek €k| Z hklhkl = Z |hkl|
=0

1=0 Lk =0 k,1=0 e, 1=0
Por lo tanto en (1.16)

n—1 —1n-1
(GHI* = —Z hi, G*Ghy) < —|IG|| Z 1]l = —HG||2 > lhul® = G2 ZZ |hia]*

I
o

k,l=0 k: 1=0
= IIGH !H %,
Esto es
|GH| < ||G[|H].
]
Notemos que en el lema 9 no se requiere que las matrices G o H sean Hermitianas.
Observacion 2 Usando el lema 7 y el hecho de que ||A|| = ||A*|| obtenemos del lema 9

la siguiente estimacion
|GH| = [(GH)*| = |[H*G*| < [|[H[[|G*] = |[H]|G].

Vamos a considerar matrices de n X n que se aproximan entre si cuando n es grande,
utilizaremos la norma Hilbert-Schmidt de la diferencia de dos sucesiones de matrices como
una medida de la distancia entre ambas.

Definicién 3 Se dice que dos sucesiones de matrices {Ap}n>1 ¥y {Bn}n>1 de n X n son
asintoticamente equivalentes si:

(1) {An}n v {Bn}n son uniformemente acotadas en la norma de operadores:
Eziste M > 0 tal que ||A,]|, ||Bnll < M < o0, para cada n > 1.

(2) A, — B, converge a 0 en la norma Hilbert-Schmidt cuando n — oo:

g,
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lim |A, — B,| =0.

n—oo

La equivalencia asintética entre sucesiones de matrices {A,}n y {Bn}n serd abreviada como

A, ~ B,.
El siguiente teorema proporciona varias propiedades de la equivalencia asintética.

Teorema 1 (1) Si A, ~ B, entonces lim ||A,| — |B,|| =0.
n—oo
(2) Si A, ~ B, y B, ~ C, entonces A, ~ C,,.
(3) Si A, ~ B, yC,, ~ D, entonces A,C,, ~ B,D,,.

(4) Si A, ~ B, y [|AMLIB Y € K < oo para cadan > 1, esto es A' y B! existen y
son uniformemente acotadas por alguna constante independiente de n, entonces Al ~
B 1

(5) Si A,B, ~C, y ||A'|| < K < oo para cada n > 1 entonces B, ~ A;*C,,.

(6) Sean ang y Bk, k=0,1,2,...n—1, los valores propios de A, y B, respectivamente.
Si A, ~ B, entonces ezisten constantes, m y M tales que m < o, Bor < M,
n=123,....

Demostracion.
(1) Por hipétesis tenemos
0< nh_{{.lo |[An] = [Ba|| < nh_g)lo |Ay — B, =0
de donde se sigue que nlg& || An| — | Bal] = 0.

(2) Dado que A, ~ B,, tenemos ||A,||, ||Bx|| < K paracadan > 1,y lim |A, — B,| =0,
n—oo

también B,, ~ C,, por lo que || B, ||, |Cv|| < K3 para cadan > 1,y lim |B, — C,| =0,
n—oo

entonces

1A, — Cy| = |Ap — By + By — Co| < |An — By| + | By — Ca| —0.
n—oo

Por otra parte sea K = max{K;, Ky} entonces | A, ||, |C,|| < K para cada n > 1.

(3) Como A, ~ B, tenemos ||A,||, |B.|| < K; para cadan > 1y lim |A, — B,| = 0.
n—oo
También C,, ~ D,, por lo que |Cy||, || Dnll < K3 paracadan > 1y lim |C, — D,| = 0.
n—oo
Sea K = max{K;, K»}, entonces

+ |AnDn - BnDn| < ”An|||0n - Dn| + ||Dn|||An - Bn|
n— 00

(ONC
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Por otro lado usando que la norma de operadores es submultiplicativa tenemos:

|AnColl < JALICull € K1 K> < K?
ARGl < [JA||Cull < KK, < K?

(4) Por hipétesis A,, ~ B, en particular tenemos que lim |A, — B,| = 0 y también por
n—oo

hipétesis ||A Y |B, ]| < K para cada n > 1, por lo tanto

At = B = |B,'B,A = B AAL = B (B, — An) ALY
< || AN BB — Anl < K?|B,, — A,| —0.
n—oo

(5) Notemos que A, ~ A, pues lim |4, — A,| =0y ||A,|| < K < oo para cada n > 1, si
n—oo

A1 existe tenemos A1 ~ Al y por hipétesis A, B, ~ C, por lo tanto por el inciso
(3) se tiene B, ~ A 1C,,.

(6) Como A,, ~ B, tenemos en particular que ||A,||, ||B.|| < K para cada n > 1, por el

1 n—1
lema 3 sabemos que |A]* > —Z |o.|? para cada n > 1, por lo que K2 > ||A,|]* >

n

k=0

| |* para cada n > 1, donde a5 es el méximo de los valores propios de A,.
Entonces K > |ay | > |am k| para cada n > 1, por lo tanto |a, x| < K. Tomamos
m=—Ky M=K, asi paracadan = 1,2,3,... y paracada k =0,1,2,...n — 1 se
sigue m < a,, < M. De manera analoga tenemos m < 3, < M.

g
Los resultados anteriores seran ttiles en varias de las demostraciones posteriores. El siguiente
lema proporciona un preludio del tipo de resultados que se pueden obtener acerca de los
valores propios y sirve por si mismo como la parte esencial de los resultados mas generales
a seguir. Se muestra que la norma Hilbert-Schmidt de la diferencia de dos matrices acota
superiormente al promedio de la diferencia de sus valores propios.

Lema 10 Dadas dos matrices A y B con valores propios oy y Br, 0 < k < n —1 respectiva-
mente entonces:

1n—1 1n—1 1 1
{Ezak_ﬁz:@c{ = ‘EZ(%—@@)‘ <[A-B|
k=0 k=0

k=0

Demostracién. Sea D = A — B = {d;;};;. Usando propiedades de la traza obtenemos que
n—1 n—1

Tr(D)=Tr(A-B)=Tr(A)—Tr(B) = Z ay — Z Bk, ahora calculamos el cuadrado del
k=0 k=0

valor absoluto de la traza de D y aplicamos la desigualdad de Cauchy-Schwarz

n—1 n—1 n—1 n—1 n—1 n—
[ Te (D) [P =D dl> <D AP dwl> =n ) |dl* <n |di;|* = n?|DJ*.
k=0 k=0 k=0 k=0

1
k=0 j=0

g,
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Entonces | Tr (D) | < n|D| y multiplicando por + obtenemos |+ Tr(D)| < |D| de donde se
sigue que

n—1 n—1 n—1
|%;ak_%;ﬁk| %Z ak—ﬁkl—{—<zak—25k>|—{—Tr )| < |A- B

Una consecuencia inmediata de este lema es el siguiente corolario.

Corolario 1 Si {A,}, y {Bn}n son dos sucesiones de matrices asintéticamente equivalentes
donde {an itk Y {Bnktr, 0 <k <n—1, son los valores propios de A,, y B,, respectivamente,
entonces

n—1

1
nh%rgo E Z (an,k - /Bn,k) - 07
k=0
y st uno de los limites existe,
Jgrgonz:oznk— 1L%n25nk (1.17)

Demostracién Sea D, = A,— B, porloque Tr (D,) = Tr (A, — B,) = Tr (A,)—Tr (B,) =
n—1

Z&nk - Zﬁnk = Z Qnk — Bnk) ¥ |Dn| = |An — By|, de manera andloga como en la
k=0

prueba del 1ema anterior tenemos | Tr (D,) |* < n?|D,|?, y de la hipétesis se sigue que

1
0<|=Tr(Dy)| < Dyl = Ay — Ba| —0.
n n—oo

n—1
1
Por lo tanto lim ‘— Tr (D | =0, esto es lim ‘— Z (g — Bnk){ = 0. Usando la conti-
k=0

n—oo ' N n—oo ' N

1
nuidad del valor absoluto se tiene lim — (an,k — Bnx) = 0. Por otra parte si uno de los
n—oo 1
1 n—1 1 n—1
limites existe, de la ultima igualdad se sigue que lim — Z app = lim — Z B k- O
n—oo 1, n—oo 1,
Corolario 2 Dadas dos sucesiones de matrices Hermitianas asintoticamente equivalentes
{An}n y {Butn, sean {onite ¥y {Buktr, 0 < k < n—1, los valores propios de A, y B,

respectivamente, entonces

n—1
1 2 2
nlggo ﬁ Z (an,k - n,k) - 07
k=0
y st uno de los limites existe,
1 n—1
L _ 2
Jin Do = Jim Zﬁnk- (1.18)
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n—1 n—1

Demostracién. Sea A = Zak\uk><uk| con matriz adjunta A* = Zak/]uk/><uk/|, por lo

k=0 k=0
que
n—1 n—1 n—1 n—1
ATA = a1 onlui) (k] = D0 @) (g i) (ug] = ZakOfHUk ) (wkl,
k=0 k=0 K —0 k=0
n—1 n—1
y como A es Hermitiana se sigue que A*A = Z az|ug) (ug|, por lo que Tr (A*A) = ;.
=0 k=0

De manera analoga se obtiene Tr (B*B) Z 32,

Por otra parte sea D, = A, — B,, entonces HAn| — |By|| £ A, — Byn| = |Dy| esto es,

0<‘\/ Tr (Ax A —\/ Tc (B:B,)| < |D.|
1, 1=,
0< |y|5 D 0k =y~ D A7 <Dl
k=0 k=0
cuando n — oo tenemos |D,,| — 0 de donde se obtiene el resultado. O

Antes de enunciar uno de los teoremas centrales de esta seccién, damos la demostracion
de un par de lemas que permiten, de cierto modo, dar una factorizacion de la diferencia de
potencias de dos matrices.

Lema 11 Sean A y B matrices finito dimensionales y sea s € Z, entonces
s—1 s—1
A*—B* = A (Z A’“Bs‘l‘k> — (Z AkBs—l—’f) B. (1.19)
k=0 k=0

Demostracién. Por induccién sobre s. Base, s = 2

A —B>= A’ - B+ AB—AB = AB+ A*>— (AB+B?) = A(B+ A)+ (B+ A)B
— A(A°B'+ A'B°) — (A°B' + A'B°) B

2-1 2-1
— A <Z AkB2—1—k> + (Z AkBQ—l—k> B
k=0

Paso inductivo, supongamos valido hasta s

g,
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As+1 . Bs+1 — As—i—l o Bs+1 _"_ABS — AB® = AB® — Bs+1 +As+1 — ABS®
— AB® — B**' + A(A° — BY)

s—1 s—1

A (Z AkBs—l—k> . ( AkBs—l—k) B
k=0 k=0
s—1 -1

— AB® — B5t! + A (Z Ak—i—lBs—l—k) A (Z AkBs—l—k> B
k=0 k=0

s—1 s—1
_ k+1 ns—1—k s k+1 ns—1—k s+1
=A(> A'B )+AB—<ZA B )B—B
k=0 k=0
s—1

ZAk—i-lBs—l—k + B
k=0

= AB°* - B*T' 4+ A

[s—1

— A ZAk+1Bs—1—k+Bs B
k=0

= A Zs:AkBs—k> — (Z AkBS-’f> B.
k=0 k=0

O
Lema 12 Sean A y B matrices finito dimensionales y sea s € Z, entonces
s—1
A =B =Y AHA- BB (1.20)
k=0
Demostracion. Usando el lema 11
s—1 s—1
A5 — B — A( Aklek> . (Z Aklek> B
k=0 k=0
s—1
— (Ak+1Bsflfk o AkBsfk)
k=0
s—1
_ Z (Ak+1 _ AkB) pBs—1-k
k=0
s—1
=Y A*(A-B)B~'"
k=0
O

Las ecuaciones (1.17) y (1.18) son un caso especial del siguiente teorema sobre el com-
portamiento asintotico de los valores propios de sucesiones de matrices asintoticamente equi-
valentes.

Teorema 2 Sean {A,}, y {Bn}n dos sucesiones de matrices asintdticamente equivalentes.
Sean {an itk v {Buitr 0 < k < n —1 los valores propios de A, y B, respectivamente,
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entonces para cualquier entero positivo s, las sucesiones de matrices {AS}, y {B:}, son
asintoticamente equivalentes,

n—1
1 s s
k=0
y st uno de los limites existe,
1 n—1
lim — =1
nﬂmwakn%nZﬁ

Demostracién. Sea D,, = A,, — B,, y sea A, := A} — B’ para cada n > 1. Calculemos

n—1 n—1
1 1 1 1 1 1 1
To( A, ) =Te( A, — By ) =Te (A ) ~Te (=B ) == aj,—— > B
r(ﬂ n) r(n "n ”) r(nAn) Tr(nB") A B
k=0 k=0
IS (e, -
n i
k=0

Por otro lado consideramos A? — B;, entonces, tomando la norma Hilbert-Schmidt y apli-
cando el lema 9 y lema 12 obtenemos

CIJ
,_.

M@Bw$ZM BB < 34K, - BB
0

il

s—1
<> IARNIBF A, — Bl

Estoes |A,|=|A7 — B:| < K|D,|, donde 0 < K < oo no depende de n. Por lo tanto

1
0<|=Tr(An)]| < Ay —0.
n n— 00

_ 1
Se sigue que nh_}m - Z — B k =0, y si uno de los limites existe

Jﬂnzawﬁﬂniﬁ

O

Corolario 3 Sean {A,}n y {Bn}n dos sucesiones de matrices asintdticamente equivalentes
y{anite ¥ {Bnrtr, 0 <k <n—1, los valores propios de A,, y B,, respectivamente, sea p (x)
cualquier polinomio, entonces

lim — (p (an,k) - P (ﬁn,k)) =0

g,

28 AN



y si uno de los limites existe,

n—1 n—1
.1 .1
Jim — ;p (Qne) = lm ;p (Brj)- (1.22)
Demostracién. Supongamos que p (z) = Zasxs, entonces sumando sobre s en (1.21),
s=0
obtenemos que
1 n—1
lim ~ ; (P (k) = (Ba)) =0,

y si uno de los limites existe

n—1 n—1
.1 c 1
lim ~ kZ:Op(an,k) = lim ~ kZ:Op(ﬂn,k)-

0

El corolario 3 puede utilizarse para demostrar que (1.22) se satisface para cualquier
funcién analitica f (x), pues tales funciones tienen un desarrollo en series complejas de Taylor,
que pueden ser vistas como polinomios con un nimero posiblemente infinito de términos. Sin
embargo, se necesita algin esfuerzo para justificar el intercambio de limites, lo que puede
lograrse si la serie de Taylor converge uniformemente. Si A, y B, son Hermitianas, sin
embargo, entonces existe un resultado mucho mas fuerte. En este caso, los valores propios
de ambas matrices son reales y podemos invocar el teorema de la aproximacion de Stone-
Weierstrass para generalizar inmediatamente el corolario 3.

Teorema 3 [Stone — Weierstrass|

Si f es una funcion compleja continua en |a,b], existe una sucesion de polinomios p,,

tal que lm p, (x) = f(xz) uniformemente en [a,b].
n—o0
Si f es real, se deben tomar los pl,s reales.

Demostracién. Sin pérdida de generalidad supongamos que [a, b] = [0, 1], pues el intervalo
[a, b] se puede mapear biyectivamente sobre el intervalo [0, 1], y que f(0) = f(1) = 0, puesto
que si se demuestra el teorema para este caso, consideramos g(x) = f(z) — f(0) — z[f(1) —
f(0)], para 0 < z < 1. Notemos que g es continua en [0, 1] con g(0) = g(1) = 0 y si puede
obtenerse g como limite de una sucesion uniformemente convergente de polinomios, entonces
lo mismo es cierto para f, pues f — g es un polinomio. Supongamos ademas que f es cero
para x fuera del intervalo [0, 1], entonces f es uniformemente continua en toda la recta.
Necesitamos una sucesion de polinomios que aproxime a f uniformemente, estudiemos la
siguiente familia de polinomios

@ (7)) =c, (1—2%)", n=0,1,2,3,...,
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donde se ha elegido ¢,,, de modo que

1
/ ¢ (z)dz =1,n=0,1,2,3,...

1

Busquemos una estimacion para c,,
(1 —x2)ndx > 2/

)5k

—, de donde ¢, < v/n. (1.23)

1

e
s

1

_:/1 (1—2*)"de =2

Cn 1

n

(1—x2)ndx22/ (1—nx2) dz

0

N S—

SE

La desigualdad (1 —2%)" > 1 — nz?, que se usé antes, se comprueba considerando la
funcién h(z) = (1 — 22)" — 1 + na?, cuya derivada h'(z) = —2nz((1 — 22)"~' — 1) se anula
en x =0y es positiva en (0,1).

Para todo 6 > 0, (1.23), implica que
o <V (a—0%)",6 <l|a| <1,

vy ¢ (z) = —2znc, (1 — 22)" ", esto es ¢, (z) es decreciente, notemos que lim v/n (1-6%)" =
n—o0
vn ) ip=1/2 ) \/Lg(l — 02"

lim ——— = 1lim = lim Y~———— = 0. Afirmamos que g,
nSoo (1—62)"  noeo (1—02) "In(1—0%)  neo 2In(1 — 62) aue d

converge uniformemente a 0 en § < |z| < 1, en efecto dado ¢ > 0, como lim /n (1 — 52)n =0
n—oo

para el mismo € > 0, existe N. > 1 tal que /n (1 —§?)" < ¢ para cada n > N,, entonces
tomando n = v/N. + 1 (1 — 62" > 0 obtenemos que |g,(z)| < n (1 —02)" < e, para
cada n > N, y para cada z tal que § < |z| < 1.

Ahora sea

() = /_11 flz + g, (H)dt, 0<x <1,

puesto que f se anula fuera del intervalo [0, 1] el integrando es nulo fuera del intervalo
[—z,1 — 2] tenemos

11—z

pn(z) = [z +1)ga(t)dt,

—x

y haciendo un cambio de variable

Pu(7) = /0 f(t)gn(t — x)dt.

Después de integrar, tenemos un polinomio en la variable z, asi {p,}, es una sucesién de
polinomios, que son reales si f es real.
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Por otra parte como f es continua sobre un compacto, entonces f es uniformemente
continua en el compacto, dado e > 0, elegimos ¢ > 0, tal que |y—z| < ¢ implica | f(y)—f(x)| <

5-Sea M = sup |f(x)]. Como g,(x) >0, vemos que para 0 <z <1
z€e[—1,1]

@)= 1@ =| [ (a0 = f@)a0d| < [ 156+0- 1@ b

-5 5 1
< 2]\/[/ g (£)dlt + %/ g (£)dlt + 2]\/[/ gu(t)dt < AM+/n (1 — 62)" + %
1 -5 é
<e,
para cada n > N., lo que demuestra el teorema. O

Teorema 4 Sean {A,}n y {Bn}n dos sucesiones de matrices Hermitianas asintdticamente
equivalentes y {on it v {Bnktr, 0 < k < n —1 los valores propios de A, y B, respec-
tivamente. Por el teorema 1 existen constantes, m y M tales que m < oy, Bugp < M,

n=1,23,...;k=0,1,2,...n— 1. Sea f(z) una funcién continua en [m, M| entonces
1 n—1
lim = (f (anr) = f (Bur)) =0,
k=0

y st uno de los limites existe
1 n—1 1 n—1
lim — Q) = lim — k)
mn;ﬂ x) mn;m #)

Demostracién. Puesto que f es continua en [m, M], entonces por el teorema 3 [Stone-
Weierstrass], existe L. > 1 tal que |f () —pi(z)| < 5 siempre que £ > L. y para toda
x € [m, M]. Estimemos

257 i) = F G| = 32 @) = £ i)+ 2 3 o1 i) = 1 (Bus)) -
=0 "= Ly
2 2 1000 =1 )
=[5 3 0 (@) 21 i)~ 3 (F (Bui) — 1 (B
"= "=
1 n—1
2 2 (1 (0ns) = 0 (5]}



n—1 n—1
1

1

< |23 (F (@) = pr(@n)| + |5 3 (F (Bus) = (Bua)) |+

=0 k=0

1 n—1
=3 () = 21 (Bus)|
"=
1 n—1 1 n—1

< D 1f (k) = pr(omp) | + - D 1F Bur) = 21 (Bu) |+

k=0 k=0

1 n—1
= " Ipi (ang) = pr (Bu) |
"=
1 n—1 c 1 n—1 c 1 n—1 c '

<= §+— §+— 525,51n>1
"= =0 =0

n—1
1
Esto es lim — Z (f (ang) — f(Bng)) =0,y si uno de los limites existe
n—00 N “—
n—1 n—1
nh_{go " ;0 flang) = 7}1_{20 n kZ:O f (Bnk)

O

Definicién 4 Dos sucesiones {n i bnen Y {Bnk tnen, con au i, Bk € [m, M} L k=0,1,...n—
n—1

1
1 tales que lim — E (fleng) = F(Bux)) = 0 para cualguier funcion f continua en [m, M|
n—oo N
k=0

se dice que son asintoticamente igualmente distribuidas.

Definicién 5 Dos sucesiones { i bnen Y {Bnk fnen, con au i, Bk € [m, M} k=0,1,...n—
1 n—1

1 tales que lim — Z | flemg) — [(Bax)| = 0 para cualquier funcion f continua en [m, M]

se dice que son asintoticamente absolutamente 1qualmente distribuidas.

Como ejemplo del uso del teorema 4, damos la demostracién del siguiente corolario
sobre los determinantes de sucesiones de matrices asintéticamente equivalentes.

Corolario 4 Sean {A,}, y {Bn}n sucesiones de matrices Hermitianas asintoticamente equi-
valentes y {aupti, {Buktr, 0 <k <n—1, los valores propios de A,, y B, respectivamente
tales que oy, i, Bk > m > 0, para algin m. Entonces st uno de los limites existe

lfm (detAn>l/n — lim (det Bn>1/n

n—oo n—oo
1 n—1 1 n—1
ion. =1 1 4, lim — 1 = lim — 1
Demostracidn. Sea f(x) = Inz, por el teorema  Mim kZ; n (k) Jim ; 0 (Bnk),
aplicando la funcién exponencial a ambos lados tenemos
wa@%
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n—1

n—1
1 1
exp( lim — E In (anx)) = exp(lim — g In (Bnx)),
n
k=0

n—oo 1, n—o0

ahora por continuidad de exp x se sigue que

n—1 n—1
i exp (" () ) =l exp (-3 (B ).
k=0 k=0

usando la propiedad de los logaritmos In(ab) = In(a) + In(b), tenemos:

i exp (1 In (H i) ) =Jim exp (1 In (H Bur)).

y como el producto de los valores propios de una matriz es igual al determinante de la matriz,
se sigue que

Tim exp (% In (det An>): Tim exp (% In (det Bn)>.

Finalmente usando propiedades del logaritmo para potencias obtenemos

1/n 1/n
lim exp (ln (det An> ): lim exp (ln (det Bn> ),

n—oo n—o0

esto es
1/n 1/n
lfm (det An> — Ifm (det Bn> .
n—oo n—oo

(Il
Es posible mejorar el teorema 4, la idea clave es el siguiente resultado de la teoria de
matrices:

Teorema 5 [Teorema de Wielandt-HOﬁman}
Dadas dos matrices Hermitianas A y B con valores propios {ax}tr v {Brx}r en orden no-
creciente respectivamente entonces

n—1

1

- E |l — B? < |A— BJ%.
k=0

Demostracién. Dado que A y B son matrices Hermitianas podemos escribir A = U diag(ay)U*
y B = W diag(Bx)W*, donde U y W son matrices unitarias. Sabemos por el lema 8 que la
norma Hilbert-Schmidt es invariante bajo la multiplicacion por matrices unitarias, entonces:

|A — B| = |U diag(ay) U™ — W diag(fx ) W*| = ]U(diag(ak)U* - U'w diag(ﬁ@W*)]
= |djag(ak)U* - U'W dlag(ﬂk)W*| = |(diag(ak)U*W - U'W diag(ﬁk)> W*|
= | diag(ax)U*W — U*W diag(3:)| = | diag(ax)Q — Q diag(B)|,

»“Mnm e,
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donde @ = U*W = {¢; ;}. Notemos que () es unitaria, en efecto

Q*Q = (UW)(U'W) = (WU UW) =W UUW =WW* =1

QQ* = (UW)U*W)* = (U*W)(W*U™) = U*WW*U~U*U = I.

Por otra parte la entrada (i) de la matriz diag(a)@Q — Qdiag(ﬁk) es (o — B;)aij, para ver
n—1

n—1
esto sean D, = diag(ay) Zozz|eZ (ei], Dg = diag(Bk) = ZBJ|6] (ej|, Q = Z gijlei) (el
=0 1,7=0
entonces
n—1 n—1
DoQ = aigijlen)(eille)(ej] = > cugijles) (e,
i,j=0 ,7=0
analogamente
DpQ = Z Bigijle)(ejlle;)(e;] = Z Bidislei)(ejl,
1,7=0 ,7=0
por lo que:

DaQ — DpQ = Z a;gijleq) (ej] — Z Bidijle:){ej| = Z (cigij — Biaij)lei) (]

,j=0 1,7=0 ,7=0
= Z — Bj)aijle){e;l.
1,7=0
Entonces
n—1 n—1 n—1 n—1
[A— B = ZZI% Bil’lasl® =D Y e = Bi[*pas. (1.24)
i=0 7=0 =0 j=0
donde Pij = %|Qij|2
n—1
Por otro lado tenemos @ = Z gijlei) (e;], Q@ = Z Gijler) (ex|, y como es @ unitaria
i,j=0 e 1=0
n—1 n—1
QR'Q = Z Tukiler) (e;| = Z lem) (em| y de esto dltimo se sigue :
5,k 1=0 m=0

nfl_ 0 ]#l
Zleqkj: 1 j:l: il

g,
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n—1

n—1
cuando j = [, Z Tk = Z law|* =

k,1=0 k,1=0

n— n—1
Andlogamente QQ* = Z qaqulei) (ex] = Z |em) (ém| de donde obtenemos:

i,k,[=0 m=0
"Z‘l o Joi#k
o qilqy = 1 i=Fk — Uik,
n—1

n—1
cuando i = k, Z Tk = Z |gra|* = 1. Por lo tanto Z \gi]° = Z |gij|> = 1y asf
=0

k,1=0 k=0
n—1 n—1 1
sz‘j = Zpij = (1.25)
=0 7=0

Afirmamos que para todas las matrices P que satisfacen (1.25), el lado derecho de (1.24) es

minimizado por P = —I, donde [ es la matriz identidad, esto es
n

,_.
I
—

n—.ln

|az /8]| pm > Z |az Bz|2

i
o
.
I
=)

lo que prueba el resultado.

Para ver esto, sea ¢ el menor entero en {0,1,2,...,n—1} tal que P tiene un elemento dis-
tinto de cero fuera de la diagonal ya sea en el renglén £ o en la columna ¢. Si hay un elemento
distinto de cero en el renglén ¢, digamos py,, entonces por (1.25) también hay un elemento
distinto de cero en la columna ¢ fuera de la diagonal, digamos pg, con la condicién (1.25)
satisfecha. Dado que es ¢ el menor entero, entonces ¢ < a 'y £ < b. Sea x = min {py,, ppe}-

. /
Formemos una nueva matriz P sumando x a py v Ppe, v restando x de pyr v pra

Do+ Poa— T

Pot —T Do + T

P’ satisface (1.25) y tiene un cero en la posicién (b,¢) 6 (£,a) pues x = min {ps,, pye} v la
diferencia py, —x =06 ppe — x = 0.
Ahora usando (1.24) para P,

n—1 n—1

o — Bi*pi; = law — Bel*pee + e — Bal*pea + | — Bel*poe + | — Bal*Poa
=0 j—0

+ Z i = B |*pij-

i?j
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Mientras que para P,

3
L
3
L

N(P) = |0 — Bi*pi; = | — Bel*(pee + @) + | — Bal*(pea — ) + |y — Bel*(ppe — )

i
=)
<.
Il
o

+ b = Bal*(Pra + 7) + D _ i — B *py5

0]

Entonces

N(P') = N(P) = |y = Bel*x — |oe = Bal’z — |y — Bel*z + |oy, — Ba*

= —27 (ae - ocb) (ﬁe - 5a> <0

donde la desigualdad se obtiene del hecho de que z es positivo, pues x = min {pg,, ppe} con
pij = %‘qUP. Por hipétesis los @' y 8 estdn en orden no-creciente y cémo £ < a, £ < b
entonces ay —ap > 0y By — By > 0.

Asi obtenemos
N(P) < N(P).

Hemos construido una matriz P’ que satisface (1.25), tal que N(P') < N(P). Por construc-
cién tiene menos elementos no nulos fuera de la diagonal que P.
Continuando de esta manera, los elementos fuera de la diagonal, todos ellos distintos de

cero, pueden ser llevados a cero sin aumentar la norma. Por lo tanto P = —1, y se sigue que
n

n—1 n—

1
’A_B|2 o — 5J’pw— Z‘Oéz 51’2
=0 7=0
[l

Lema 13 Dadas dos matrices A y B respectivamente con valores propios oy, y B, en orden
no-creciente, respectivamente, entonces

1n—1
EZ’O%—@J <|A-B|
k=0

Demostracién. Aplicamos la desigualdad de Cauchy-Swartz al vector (ay — Sx)

n—1 n—1 n—1 n—1 n—1
| — Bl < (=B [ D12 = [n ) (=) = < )Z ar = i)’
5=0 k=0 k=0 k=0 k=0

g,
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Por lo tanto

n—1 —

1

ﬁzmlg—ﬂkfﬁ Zak—ﬁk <|A-B|.
k=0 "=

[l
Usando el lema anterior presentamos la prueba de una versiéon mas fuerte del teorema 4.

Teorema 6 Sean {A,}n y {Bn}n sucesiones de matrices Hermitianas asintdticamente equi-
valentes con valores propios {on i} y {Bni} respectivamente. Por el teorema 1 existen
constantes, m y M tales que m < o, By < M, n=1,23,...;k=0,1,2,...n — 1. Sea
f(z) una funcidn arbitraria continua en [m, M| entonces

lim — Zy (ang) — f (Bur)) | = 0. (1.26)

n—oo M,

Demostracion. Del lema 13

1
- Z |an,k - 6n,k| S ‘An - Bn|7
n k=0

de donde se obtiene (1.26) para el caso f(x) = x. Por otra parte, para cualquier entero
no-negativo j tenemos

|Oézl,k - 7Jl7k| S Jméx(‘m|» ’M|>j_1|an,k - 6n,k|7

para ver esto, sea a,b € [m, M|, usando el desarrollo del binomio,

—y I
=1

lo que

@b NS S .
1= 1D < Y 0 < mds (MY

=1 =1

Lo que prueba (1.26) para funciones de la forma f(x) = 27 para cualquier entero positivo 7,
de donde se sigue que es valido para cualquier polinomio. Ahora sea f una funcién arbitraria
continua en [m, M|, por el teorema 3 [Stone-Weierstrass], dado ¢ > 0 existe un polinomio
p tal que

p(z) =f(2)|<e zelm, M].

»“Mnm e,
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Por lo tanto:

n—1
1Z\f<an,k>— F(Bae)] Z\f k) = P(nk) + P(nk) = P(Bak) + P(Buk) — f(Bui)l
=0

n

< ﬁZ‘f(an,k> plogr)| + — Z\p k) — P(Bni) |+
k=0

1 n—1
- D 1p(Bog) = F(Ba)l
k=0

n—1

n—1
1
< 2e+4 — Z‘p nk) = P(Bnk)| §25+EZM‘0¢n,k—5n,k\
k=0

< 25+M|An—Bn|—>O.

n—oo

Lo que termina la prueba, pues € puede hacerse arbitrariamente pequeno. O

OO
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Capitulo 2

El algebra de von Neumann de las
matrices circulantes

Las matrices circulantes son frecuentes en muchas partes de la matemética (ver por ejem-
plo [15], [19], [6]). En este capitulo estudiamos las propiedades fundamentales de las matrices
circulantes, algunas conocidas y otras no muy conocidas. Describiremos el algebra de von
Neumann con el conjunto de matrices circulantes.

Definicién 6 Una matrizC = (¢;;), ¢;j € C de tamano pxp se llama circulante si c;; = ¢;_;,
parai,j =0,1,2...(p— 1), donde la operacion en el subindice es modulo p (c(j,i) méd p),

Co cT - Cp—l
Cp—1 Co - Cp_2
P P
C= :
1 Cy - Co

Notemos que una matriz circulante de tamano p x p esta completamente determinada por
una p—tupla (co, c1,...,¢p—1). A veces denotamos C' = circ(cp, C1y ..., Cp1).

271

Definamos w = exp =) es decir, w es una raiz p—ésima primitiva de la unidad.

Definicién 7 La transformada de Fourier discreta (DFT, por sus siglas en inglés) sobre CP
es el operador definido por medio de

1 ,
Fy=— Y wller)el,
VP 0<jk<p—1

donde w, es una raiz p-ésima primitiva de la unidad y {e;}o<j<p—1 €s la base candnica de

Cr.
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Proposiciéon 1 Para k € Z fijo

p—1 . . i
lzw(k+€)j: {1 stk+¢=0 mbd p

p s 0 otro caso

Demostracion. Si f es tal que k+¢=0 mdd p entonces k+{¢ = pm para algin m € Z,
entonces

152 152 1 IR
- E :w(kJrf) - - E : 27rz § 1M — “p= 1
p p p p

Jj=0 j=0 Jj=0 j=0

Si k+/¢#0 mod p entonces k+{¢=pm+rparaalginmeZyl<r<p-1,
entonces

1 p—1 1 p—1 1 p—1 p—1
'
Z E Wk — — Pt — E WP T — — § e2mimj (WJ)
151 151
mj T ; T
=5 (™)™ ()" = p 21 (@) =0
Jj=0 Jj=0
[l
Como caso particular de la proposicién anterior tenemos el siguiente corolario.
Corolario 5 Sean i,k € {0,1,...,p— 1} entonces
p—1
1 )
Kl —il
- E wy w, " = Oiks.-
P
Proposicién 2 F), es un operador unitario.
Demostracion.
kl ) kl—:
= — E wy |ex) ez\— E @) lej) (eil = E wy @) lex)(erlle;) (el
lcl 0 Z] =0 P k=0
il il
=- g Wil er,) ez|— g witw eg) (e;| = E g witw [eg) (e
z k,[=0 z k,1=0 i,k= 0 =0
= E ‘ek><6k’ :Id.
k=0
f‘«mw%’%
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1
F;Fp:7 ]e] ei|l— Zwkllek el|— Z w”w Yles)eillex) (el

Piizo kl 0 P jri=o
1 =

= — wlwite;)(e| = Z wilw M le;) (e = Z Zw e (el
pjvkleO ]k:l 0 jl= O
p—1

=D lep)esl = I,
=0

esto es, Fp by = Ig = I F).

]
1
Por otra parte consideremos la base canénica {e]}] oy Iy = — 5 wi'|er)(ex], obte-
VP S
nemos:
p—1 -1
_ _ —kl _ —kl _ 1
Uy = = — W, ler){exleq = (ek, eq)er = 7 de,.
kl 0 kl 0 1=0

puesto que un operador unitario lleva bases ortonormales en bases ortonormales se sigue que
{u; Y- . es una base ortonormal.

Proposicién 3 El conjunto de matrices circulantes de tamano pXp coincide con span{ |u;) (u;| :
i=0,1,...,p—1}.

Demostracién. Sea C' una matriz circulante, consideremos la siguiente matriz J y notemos
que

7= 3 leernl = I <Z 1o ) e (e;] = ; 3 (Zw’lwiwij> e e

1=0 1,j=0 \i=0 l,j=0 \i=0
1 p—1 p—1
= 0@ e) (eillex) (e;] = Zw” @'|er) (el Zw Tex) (el
pi,l:()j,k::O zl 0 7,k=0
1 p—1 p—1
== @@ ler) (eiller) (e Z wHley,) (e;]
pz’,l:(] r=0 7,k=0
1 2
= — ) e eZZw|e e|—Zw]\e e|—F*qu|e (64| F
q/\%q k/\Ej q/\%q
\/]_)z,l:O ],k: 0
p—1
= qu’F*eq><F*€q|
q=0
p—1
= D wug)(ugl,
q=0
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esto es J € span{|u;){u;| : i =0,1,...,p— 1}, por lo tanto al ser un subespacio cerrado bajo
p—1

las operaciones de suma y multiplicacién por escalar tenemos, C' = Z c;J7 € span{|u;) (u;| :
=0

i=0,1,...,p—1}.

Por otra parte sea C' € span{|u;){(u;| : i =0,1,...,p— 1},

p—1

p—1 p—1
C= Zﬁkluk><uk| = Zﬁle*ekMF*ekl = F" Zﬁkl%)(ele

:—szqez el|ZBk|ek ek|—2w”|er ) (€]

1l 0 ]T 0
p—1 p—1
= - ZZ@J Brlei) (e]|ex) (e Z w7 e, ) {e;]
zl 0 k=0 7,r=0
= - Zw 'Byles) (e Z wle,)ej| = Z ' B’ |e;) (e
zl 0 7,r=0 gl 0
LS e
,7,0=0
p—1
=) cijleie]
i,j=0
—1
12 y 1 o
donde ¢;; = — Zwlo_l)ﬁl. Sea ¢ := co y notemos que ¢;_; = Coj_; = — Zwl(J—Z—O)/@l =
P p
cij, por lo tanto ¢;; = ¢;—;, es decir C' es una matriz circulante. O

Como consecuencia de esta proposicion, tenemos una descripcién explicita de los valores
propios de una matriz circulante.

Corolario 6 SiC = circ(cy,... c,—1) es una matriz circulante, entonces sus valores propios
son
p—1
= E ciw”, j=0,...n—1. (2.1)
i=0
Sus vectores propios son {u]} . Por lo tanto

CYZZl?*diag(¢b7¢h7"'7¢b—1)l7

Aun mds F*DF es circulante para cualquier matriz diagonal D.

g,
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p—1
Demostracion. De la proposicién anterior tenemos que FJF* = Zwk|ek><ekl, por lo que

k=0
n—1 n—1 p—1 p—1 p—1 /p—1
FCF* == FZCZJZF* == ZCZFJZF* == ZCi wﬂ|€j><6]" == Z (Z C; wﬂ> |€j><ej‘
i=0 i=0 i=0  j=0 j=0 \i=0
p—1
= Wiles)el.
§=0
De donde obtenemos que
p—1 p—1 p—1
C=F) lee|F =Y sl Fre)(Fresl = aylug){uyl,
j=0 j=0 j=0
p—1
esto es, C' es una matriz diagonal en la base {uq}g;(l], asi tenemos que 9; = Z c;@w" son los
i=0
valores propios de la matriz C' con vectores propios u,;. O

2.1. El algebra circulante

En esta seccién usaremos un resultado cldsico probado por von Neumann (1930), «el teo-
rema del doble conmutante (o biconmutante)» que caracteriza a ciertas subalgebras, daremos
una descripcién de las matrices circulantes como una sub-algebra de ese tipo.

Sea N C {0,1,...,p— 1}, con N # (), consideremos las siguientes proyecciones
Py =Y |u;)(u.
ieN

Notemos que |N| < p, esto es, no necesariamente incluye todos los indices.

Proposicién 4 Py = Z |u;) (u;| es proyeccion.
1EN
Demostracion.
PyPy = fug)(uil Y Jua) (g =3 Y fua) ual[ua) (s = Jug) (wi] = Py
iEN iEN iEN ieN iEN
O
Sea P = { Py|Pyes proyecciéon, N C {0,1,...,p—1}} el conjunto de las 2¥ — 1 proyecciones.
Sea A (P) el algebra generada por P, es decir A (P) es un algebra finitamente generada. Si

q € A(P), entonces ¢ = P [Py,, Pxy, ..., Py, ,] esto es ¢ es un polinomio en las 2F — 1
proyecciones:
0 b lop_
q = Z a€17€27"'7‘€2p71pj\/}1P]\[22 to P]\7221;7117

(€1,02,...1bp _1 ) EN2P1

donde P]%j = Pjo,1,..p—1) para cualquier j.

(ONOMg
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Observacién 3 Sean Py, Py, proyecciones Nj, N, € {0,1,...p —1}.

(i) Py Pry =Y Jui)(uil ) Ju) (= D 0 > fus) (sl lw) (w = Y i) (il = Pujems
1€EN; leEN}, 1€EN; IENy 1€N;NN,
podemos proceder de manera inductiva para obtener Py, Py,,. .., Py,

m

= Pn;_rtlej, de
donde se sigue para k € N, (PN].)k = Pn;,.

(i1) Sity,ly # 0, tenemos que Pf\}ka,Qj = Py, Py, = Py, y 8141 # 0,0 = 0 tenemos que

P]fflkpll% = PNkP{O,l,...,pfl} = PNkﬁ{O,l,...,p—l} = PNk-
Proposicién 5 FEl dlgebra A (P) coincide con spand|u;)(u;| : 1 =0,1,...,p—1}.

Demostracién. Sea ¢ € A (P), entonces usando la observacion anterior

_ 51 52 ezp—l
q= : : 0%17[27”' 1e2p—1PN1PN2 e PN2p_1
<€17£27~~~7£2P71)€N2p_1
= E 0@1,@2,“',ézpflpﬂ{jzgj#o} N;

(Zl,ZZ,A..,£2p,1)€N2p71
= Z Uy g lop Z lug) (ug| € span{|u;)(u;| :i=0,1,...,p—1}.

(61,62, o0y ) NP1 REM it 20y N

Por otro lado sea f € span{|u;){u;| : i =0,1,...,p— 1}, estoes f = Z Bilu;) {u;|, el cual
iENf
es un polinomio en las Py, y por lo tanto f € A (P).

Combinando la proposicién 3 y la proposion 5 tenemos el siguiente:

Teorema 7 FEl conjunto de matrices circulantes de tamano p X p es el dlgebra finitamente
generada A (P).

Por la proposicién 5 podemos tomar los elementos de A (P) como polinomios o bien
como combinaciones lineales de proyectores |u;){(u;|.

Proposicién 6 A(P) es un dlgebra autoadjunta.

Demostracién. Sea f = Za,|uz><ul| € A(P), por lo que f* = Zmﬂuz)(uzb* =

Z‘GNf iGNf

Z o |ui) (u;], esto es f* € A(P). O

1€ENy

Proposiciéon 7 A(P) es un dlgebra conmutativa.

g,

44 AN



Demostracién. Sean f,g € A(P)

Fo =" ailui)(uil > Bilui)(usl = > > cilus) (willus) (]

1€ENy JENg 1€Ny JEN,
= Z o Bilug) (ui| = Z Biovilug) (uil
i€N NN, i€NgNNy
= > Biculu(ugllua) (sl =7 Bjlu)(us] > ailus) (us]
JENg i€Ny JEN, i€Ny
=9f
]
Notemos que el elemento identidad de A (P) puede ser escrito como I = Z ;) ().

i€{0,1,..p—1}

Por otra parte sea H un espacio de Hilbert, y sea M un subconjunto de 5 (#) definimos
M ={y € B(H) : yr = zy para todo = € M}, el espacio M’ es llamado el conmutante
de M, recursivamente podemos definir M” = (M'Y,..., M® = (M®*=VY_ El espacio M"
es llamado el doble conmutante o biconmutante de M. Enunciaremos dos teoremas, cuya
demostracién puede ser consultada en [23] y en [14].

Teorema 8 Sea M una subdlgebra autoadjunta de B (H) que contiene elemento identidad,
con dim (H) =n < co. Entonces M = M".

Teorema 9 Si M es una subdlgebra autoadjunta de B (H) con elemento identidad, entonces
las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) M = M".
(b) M es fuertemente cerrada.

(¢) M es débilmente cerrada.

Definicién 8 Una subdlgebra autoadjunta de B (H) que satisface las condiciones del teorema
anterior se denomina dlgebra de Von Neumann.

Teorema 10 FEl dlgebra conmutativa A (P) es de Von Neumann y coincide con el conjunto
de matrices circulantes de tamano p X p.

Demostracién. Notemos que A (P) es una subélgebra de B (C?) = M,,4,(C) y dim(C?) <
00, por la proposicién 6 es autoadjunta y por el teorema 8 A (P) = (A (P))”. Finalmente
por el teorema 9 A (P) es de Von Neumann y por el teorema 7 es el conjunto de matrices
circulantes de tamano p X p. O
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Capitulo 3

Distribucion asintotica de los valores
propios de una sucesiéon de matrices
de Toeplitz

Dada la simplicidad de las sumas, los productos y los valores propios de las matrices
circulantes, una aproximacion natural al estudio de las propiedades asintéticas de sucesio-
nes de matrices de Toeplitz es aproximarlas por sucesiones asintéticamente equivalentes de
matrices circulantes y luego aplicar los resultados desarrollados hasta ahora. Tales resulta-
dos se derivan mas facilmente cuando se colocan suposiciones fuertes sobre la sucesion de
matrices de Toeplitz que mantienen la estructura de las matrices y permiten que sean bien
aproximadas por una sucesién natural y simple de matrices circulantes.

3.1. Matrices de Toeplitz

Definicién 9 Una matriz de Toeplitz de nxn es una matrizT,, = [ty ; : k,j =0,1,...,n— 1]
donde ty; = ty—; es decir es de la forma

to t_1 t_o zf7(7171)
t to t_1
T, = o t1 it
tnfl tO

Observacion 4 Toda matriz circulante es de Toeplitz pero el reciproco no se cumple.

Observacion 5 Notemos que

Oy = — [ ), (3.1)
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pues si k # j

2w g
i ei(kfj))\dA — iei(k*j)/\ # ? =0
2 0 27 Z(k - ]) 0 7
ysik=7
1 2Tl' . .
> e FIAGN = 1
T

Sea f una funcién continua y acotada en |a, b] {tk : k € Z} una sucesién tal que es ab-
n

. ik .
solutamente sumable, Z |tx] < oo. Sea f (A Z te™A nh_)rgo Z tLe'™" la serie de
k=—oc0 k=—oc0 k=—n
Fourier de f, notemos que

—(n+1) —(n+1)

Z ty 6zk)\+ Z ty elk/\ < Z |tk|+ i |tk|7H—0>007 (32)

k=—o00 k=n+1 k=—o00 k=n+1

‘f(/\) - Z tre™

k=—n

donde el lado derecho de (3.2) no depende de A, por lo que la convergencia es uniforme para
toda A\ (para un estudio mas profundo de la convergencia de la serie de Fourier ver [22]. Mas
aun, podemos recuperar la sucesién {t}rez a través de f mediante:

/ F () e ™,

donde f (\) es una funcién continua en [a,b] casi donde quiera (c.d), respecto a la medida
de Lebesgue. Para una demostracion de ello ver el Apéndice B.

Definicién 10 Sea f Riemann integrable y acotada, definimos la sucesion de matrices n X n
de Toeplitz, {T,, (f)}n>1, donde

1 [ o
T.(f) = [—/ FO) e DNk j=0,....n— 1} :
2m J,
Lema 14 La matriz de Toeplitz T, (f) es Hermitiana para cada n si y solamente si f es
real.

Demostracién. Supongamos que T), (f) es Hermitiana para cada n, esto es t, = t_; para
toda k. Notemos que ty = tg, esto es ty es real.

= i tet™ Z tre™ 4 Zt e’ it_ke_ik)‘ + itkeim
k=0

k=—0oc0 k=—0o0
=ty + iﬁe“‘* + Z tre'®™ =t + Z TR et
k=1 k=1

= to + Z [tke*ik’\ + tke"k’\} = to + 2Re (tkeik)‘) .
k=1

g,
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Por lo tanto f es real.

o o
Por otra parte, supongamos que f (\) = Z tpe™ es real, entonces f (\) = Z tret =
k=—o00 k=—o00
[o.¢]
Z t_e™ por lo que
k=—oc0

o0

> (th—T) e =0, (3.3)

k=—o00

Basta mostrar que {e**};>; es linealmente independiente. Para ver esto, demostraremos
que el conjunto {e*1A e2A e} con k; € Z, es linealmente independiente. El conjunto
{c1e®1*} es linealmente independiente, en efecto, c;e?*1* = 0, se sigue que ¢; = 0. El conjunto
{etk1A k221 eg linealmente independiente, pues para cualesquiera constantes c;, ¢y tales que

cre®FA 4 cpett = 0, (3.4)
derivando respecto a A,
ikycre™ 4 ikocoe™™ = 0. (3.5)
Multiplicando (3.4) por iky,
ikycre™ ik cpe™ = 0, (3.6)

De (3.5) y (3.6) obtenemos
Co (Zk’z - Z]{Z1> €ik2)\ == 0,

si ky # ko entonces ¢y = 0. Andlogamente, multiplicando (3.4) por iks obtenemos ¢; = 0.

Procediendo de esta manera, sean cualesquiera constantes cq, ..., ¢, tales que
n
ki
E cje™ " =0,
Jj=1

derivando respecto a A

n

; ikjA
g ikjc;e™” =0,

=1
se sigue que para cada A

n n

n
0= E ikjcie™N — ik, g cjeitr = 5 c; (ik; — iky) €™,
i=1

j=1 j=1

de donde obtenemos que para k # ¢, ik; — iky # 0, por lo que ¢; = 0 para cada j # (. Fi-
nalmente para j = £, c,e’** = 0 de donde obtenemos ¢, = 0. Consecuentemente el conjunto
{etk1A eik2A eihnAY o5 linealmente independiente.

(ONC
S,

§ %
0\ ¥ 49



Por lo tanto en (3.3) t, —t_p = 0, esto es tx = t_;, y la matriz T, (f) es Hermitiana.

En el caso de que f sea real sean

My=swpf() vy my=inff()

el AeT

el supremo y el infimo de f (\) respectivamente, tenemos la siguiente estimacion.

Lema 15
max (| M|, fmy]) < M.

Demostracién. Para cada z € [

—[f (@) [ < f(z) <|f ()]

tomando supremo sobre los x € [

sup {—[f (z) |} < Sup {f (@)} <sup{|f(2)[}

xzel zel

usando propiedades del supremo obtenemos
—inf {[f (2) |} < sup{f (2)} <sup{[f ()|}
zel zel zel
Por lo que
—myp < My < Myg).

Por otra parte sabemos que m; < My, asi —M; < —mjy v de (3.10) obtenemos

—Myp < —myp < My < My
es decir
| My| < Myg).
De manera andaloga, en (3.9) tomando infimo sobre los x € [
c g < < '
inf {~|f (2)[} < mf{f ()} < mE{[f () |}
Usando propiedades del infimo obtenemos

—sup{|/ (@) |} < fnf {f ()} < if {1/ (2)]}

zel

(3.8)

(3.9)

(3.10)

(3.11)

20
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—Mp < my < myp < My,
es decir
Img| < Mg, (3.12)

Finalmente de (3.11) y (3.12) obtenemos max (| M|, [ms|) < M,y

[l
Utilizando el lema 15 y el lema 2, obtenemos una cota para los valores propios de matrices
de Toeplitz Hermitianas y una cota superior para la norma de operadores de matrices de
Toeplitz.

Lema 16 Sean 7, los valores propios de una matriz de Toeplitz T, (f). Si T, (f) es Her-
matiana entonces

my S T,k S Mf. (313)
Si T, (f) es o no Hermitiana
170 () | < 2Myp, (3.14)

por lo que la sucesion de matrices {T,, (f)} es uniformemente acotada si sup {|f|} < oc.

Demostracién. Por el lema 2

T,
m}?x Tk = m;ix W (3.15)
1,
min 7, , = min (. (‘é) ?) (3.16)
LR E
n—1n-1 n—1n-1 1 o
(z, T, (f)x) = Z lk—jTrTj = Z Z {2— f(\)e Z'(’“J)’\d)\l TT;
k=0 j=0 k=0 j=o LT Jo
1 n—1n—1 2 1 n—1n—1 2
= — / N ePe ™My zdh = — / f (N e Tiem gy d
s j=0 "0 T %=0j=0 /0
1 2m n—1 2
= [ TO) D™ dX (3.17)
0 k=0

Usando (3.1), tenemos
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-1

|22 = Z|xk|2 ZWJ Jk_zxkx_ / Iy — Z
0 k=

J,k=0 7,k=0
(3.18)

De (3.17) y (3.18) obtenemos
> W A )

‘Zk:O xkelk)‘| fo27r dA fo27r dA
(3.19)

(z,T, (f) x) _ |Zk 0 Tk em/\‘ dA
]| = 0 |Zk:0mkel’“‘ dA

Por otra parte
my < f(A) < My,

integrando respecto a A

2
2mmy < / f(N)dXN < 2wy,
0

27Tmf < 0 f ()\)d)\ < 27TMf
2 — 27 — 2 :
ran T [ 2T A

Por lo tanto de (3.19)

@) _

mf <
[Edl

y de (3.15) y (3.16) se sigue (3.13).
Por otra parte, si T}, (f) es Hermitiana de (1.13) obtenemos

1T () [ = mdx |7 | = |70, pa]
Como |7, p| < méax (|Myl, [my|) < My entonces
170 ()1 < Myg-

Si T, (f) no es Hermitiana, equivalentemente f no es real, por lo que f = Ref + i Imf

donde Ref e Imf son funciones reales, y en particular

Refz% e Imf = 2_zf

WO

Hf—rer
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Por lo tanto

70 ()N = 0 (Ref + i Imf) || = [|Tn (Ref) + i To (Imf) [| < [T (Ref) || + [[Tn (Imf) ||

es decir

175 ()< Miges) + Migmg.

Por otra parte

If £ f] < |f1+ |/] < Migi + Miy

=M

y puesto que |Rez|,|Imz| < |z|, entonces en (3.20) obtenemos

10 () 1] < 2My.

3.2. Matrices de Toeplitz de banda

(3.20)

(3.21)

En esta secciéon consideramos un caso mas simple de matrices de Toeplitz y estudiamos
su comportamiento asintotico mediante una matriz circulante asintéticamente equivalente.

Consideremos una sucesién {ty }rez absolutamente sumable y definamos la correspondien-

te sucesion de matrices de Toeplitz n x n, {1, }n>1, donde T, = [ty—; : k, 7 =0,1,.

cn—1].

Supongamos que existe un m < oo para el cual ¢, = 0, |k| > m, en este caso se dice que
T, es una matriz de Toeplitz de bandas. Una matriz de Toeplitz de bandas tiene la apariencia

to t_q -+ t_,
t to
0
b
T, =
t toty ty t
0 to
tim t1

(3.22)
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Sea {T,,},>1 una sucesién de matrices de Toeplitz de bandas de orden m + 1, es decir,
t; = 0, para |i| > m + 1, con m fijo independiente de n. Ya que estamos interesados en

el comportamiento de T,, cuando n es grande, definimos la siguiente matriz circulante de
tamano n X n:

to t_1 t—m tm to t1

t1 to cee t—(m—l) t—m to
to t1 cee t,<m,2) t,(mfl) t_m
. . tm
tm 0
tm cee t1 to t—1 e tom
Cyp = . (3.23)
0
tm t—m
t—m
. t72
t_o t_1
t_1 t_o - t—m 0 tm cee to t1 to

Esta matriz puede ser escrita como

n) (n)
0

n—1
CgLn—)l C((Jn)
C, = . ‘ . : (3.24)
WD
con vector circulante (cén), o ,cff_)l) donde

t_k k’:(),l,m
toox k=n—m,....n—1. (3.25)

en otro caso

c,(cn) =

Si una matriz de Toeplitz estd determinada por una funcién f y por lo tanto se denota
por T, (f), la matriz circulante definida por (3.24) y (3.25), se denotard de manera similar
C, (f). La funcién f se mostrard explicitamente cuando sea util hacerlo, por ejemplo cuando
los resultados que se estan desarrollando involucren a f.

La matriz C), es intuitivamente un candidato para una matriz simple asintéticamente
equivalente a T,.

Lema 17 Sea {t;}7-_,, una sucesion, f una funcién Riemann integrable y acotada. Las
matrices T,, y C,, definidas en (3.22) y (3.24) son asintéticamente equivalentes.

g,
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Demostracion.

Sea T, = Z Z _elej)(ejre] + Z Z tolejie)(e;| | como en (3.22) y la matriz
/=1 5=0
n—1 n—1-¢ n—1 n—1-/¢
circulante C,, = |T,, + Z Z t_(t—n)ler)(erre| + Z Z t(t—n)|€r+e){ex|| como en
f=n—m k=0 f=n—m k=0
(3.24).
Dado que
n—1 n—1-/¢ n—1 n—1-/4
Do D tmmledennd = Do D temlencilex
{=n—m k=0 l=n—m k=0
n—1—¢ n—1—¢
=— Z t—(t—n) Z ) (ersel = toemny > temmlerse) el
{=n—m k=0

Por lo tanto, usando la norma Hilbert- Schmidt (1.14) tenemos

n—1
1
To =Gl == > ltetem* (0 = 0) + [t * (0 = 0)

f=n—m
m

_ 1 . 2 2
= 52‘7 (It + 1t -51%)
7=0

<2 (6P + 1) 20

n <
Jj=0

m

Por otra parte, ya que {tx}rez es absolutamente sumable, entonces Z |tk < ooy del
k=—m

lema 16 obtenemos |7}, (f) || < 2My.

Como C,, es circulante, sus valores propios son de la forma

n) _ 2mijk
)‘"vk:E cé)e no

entonces los valores propios de C son A, y los de C#C,, son |\, x|?.

Tenemos que f (A Z tre™ por lo que

k=—o00

»“Mnm e,
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2 2

n—1 m ik n—1 .
2 (n) _ 2mijk _ 2mi(=J _ 2mi(n—j
|Ankl” = E cje E t_je” n o + g tin—j)e "
=0 j=0 Jj=n—m
- (=3) _ (=3)
_ 2mi(—g)k _ 2mi(—g)k
= E t,je n + E t,je n
j=0 j=—m
Zm (=4)k ’
_ 2mi(—j
= ti‘]e n
j=—m

)

Ast los valores propios de C;C, son [N il? = | f (22—’“)|2 < My, y de (1.12) obtenemos
|Cal[? < My, por lo tanto T, «~ C,.

2

2 2

m

2wijk
S gt

j=—m

(e 9]

2mijk
E tje n

j=—o00

2

0

Lema 18 Sean T, (f) y C, (f) definidas como en (3.22) y (3.24), con valores propios T,
Y ¥y Tespectivamente, entonces para cualquier entero positivo s

1
’ s s o
dim =2 (T = Vne) =0
k=0
Mas aun, para n < oo
n—1
L (Ti kT Zk) < 2 g
n ’ ’ n
k=0 v

donde K no depende de n.

Demostracién. Por el lema 17, T,, «~ C, y por el teorema 2 obtenemos que {7}, ~

) 1 n—1 . . B
{Citny nll_{glo o g (ka — wn’k) = (. Por otra parte
1 n—1 s—1 .1
o2 (e = i) | = 1T = Col = 3T (Ta = ) O < [T (T = Go) G
"= o prd
s—1 s—1
< S ITHI(T = Oy €57 < ST ITHINT - Gl e
k=0 o

S |Tn - Cn|SM1M2 S SM1M2

=3

> (el + 14 f2).
k=0

OO
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n—1 m
.1 s s K
ML )| S o K = s () e o
k=0 h=0
depende de n. O

El siguiente lema muestra que el segundo limite converge y proporciona una manera de
evaluar el limite.

Lema 19 Sea C,, (f) construida de T,, (f) como en (3.24) y sean 1, los valores propios de
Cy (f), entonces para cualquier entero positivo s

1
lim — - s
ngr;on Uk 27T/ fo(

Si T, (f) y C,(f) son Hermitianas, entonces para cualquier funcion F (z) continua en
[my, My] tenemos

n—1 2T
ti SSTF (W) =5 [ PN
k=0 0

Demostracion. Notemos que

m
_ 2mijk 27mjk _ 2mijk 2mijk 27r .
E Ck 6 n = E t_ E tn ke n = E tk@ n = 7] ,

k=0 k=n—m k=—m
(3.26)
esto es los valores propios de C, ( f) son los valores f(A) con A uniformemente espaciado
entre 0 y 27. Sean )\, = 2% Tk, A\ = = entonces
n—1 o 1 n—1 o 1 n—1
fu D/’ = Jim 2| (500)] = i g 0 = i g DO

lim — ank_% (f (A\)* d. (3.28)

Por otro lado, si T,, (f) y C, (f) son Hermitianas, entonces ¢, v f (\) son reales, entonces
de (3.28) y del teorema Stone-Weierstrass dado ¢ > 0 existe N > 1 tal que para cada
n>N

»“Mnm e,
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Z i) =5 [ FUO) A =

2

. ZF na) = 23 = 5 [ PO+ - [N

Z( (tn.k) Pn(wn,k)) +

;Z\Fwn,k)—pn(wn,k)ui/oﬂyF(f( )) = pu (FO))]dA < = Z + 5 —d)\_e

<

1
2T

[ (o0 -mson)a <

Finalmente del lema 16 obtenemos my < ¥, i, 7o 1 < My, lo que termina la prueba.

g

Teorema 11 SiT, (f) es una matriz de Toeplitz de bandas con valores propios T, , entonces
para cualquier entero positivo s

1 - .
ngrgonZTnk Qﬁ/ £ (

Si f es real, entonces para cualquier funcion F (x) continua en [myg, My| tenemos

lim — ZF Tok) /%F(f(/\))d/\.

n—oo M,

Demostracién. Por el lema 17 T, (f) «~ C,, (f), por lo que del teorema 2 T (f) «~ C% (f)
y

n—1

1

lfm = > (5 — 7ag) =0,

n—oo N
k=0

por (3.28) uno de los limites existe y nuevamente por teorema 2 obtenemos

1
lim — = s
o i S [
La segunda parte del teorema se prueba de manera analoga a la del lema 19. O

3.3. Matrices de Toeplitz de la clase de Wiener

En esta seccion estudiamos el caso cuando f pertenece al dlgebra de Wiener, es decir, el
caso donde la sucesion {ty}rez es absolutamente sumable. Como en el caso de las sucesiones

g,
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de matrices de Toeplitz de bandas, la aproximacion basica es encontrar una sucesién de
matrices circulantes {C), (f)}n>1 que sea asintéticamente equivalente a la sucesién de ma-
trices de Toeplitz {7}, (f)}n>1. En este caso, la construccion de C, (f) es més complicada.
La eleccién de una sucesion apropiada de matrices circulantes para aproximar una sucesion
de matrices Toeplitz no es tnica, por lo que somos libres de elegir una construccién con las
propiedades mas deseables.

Del Apéndice C, si f € VW diremos indistintamente que f pertenece al algebra de Wie-
ner o bien que f es de la clase de Wiener, con esto en mente pasamos al tema central de esta

seccidn.

Sea f en la clase de Wiener. La serie de Fourier de f es

F) =) e (3.29)
k=—00
1 27 )
b= o~ F)e ™ ax (3.30)
0
Definimos la matriz circulante C,,(f) con vector circulante ) = (c(()n), c§”), e ,c;”_)l)
1n—l i S
donde c,(f”) =— Zf (—]) e . (3.31)
n n
§=0

21y 2
Dado que f es Riemann integrable, sean \; = i], AN = —7T, tenemos para un k fijo
n n

n—1 . n—1 .

n , 1 2 Tig , 1 2 2 ¥}

lim cgg ) = lfm —Zf (ﬂ) e = lfim — f (Lj> eI
n—o0 n—o00 M = n n—oo 2T M = n

§=0
1 2m

S / FON) e dn =1y,
2 Jo

esto es, c,(gn) son simplemente las aproximaciones a la integral de Riemann o del coeficiente

de la transformada de Fourier de f, t_y.

Por otro lado, usando el corolario 5 y corolario 6
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n

~~

S|

n—1 -1 n—1 .
(n) —2mimk 27‘(‘] 2mijk —2mimk
¢n’m = E Ck’ e n = B — e n [ n
- n
k=0 k=0 7=0

n—1 . n—1

219 1 2mi(i—m)k 2mm
S (B R (B
, n n n
]:0 k=0

Esto es los valores propios de C,(f) son

Vnm = f (—) , (3.32)

asi C,,(f) tiene la propiedad (3.26) de la aproximacion circulante (3.25) utilizada en el caso
de bandas. La ecuacién (3.32) a su vez define C,(f) ya que si se nos dice que C,(f) es una

matriz circulante con valores propios f (%Tm) :m=20,1,...,n— 1, entonces

(n) 1 ! 2mimk 1 ! 2mm 2mimk
Cy, :Ezwn,me n :Ez.f T e n
m=0

como en (3.31).

Las conclusiones del lema 19 se mantienen para el caso més general con C,,(f) construida
como en (3.31).

Lema 20 Sea C,, (f) construida como en (3.31) a partir de f, sean i, los valores propios
de C,, (f), entonces para cualquier entero positivo s

1 n—1 1 2
lfm — Y ¢, = — *(A)dA.
nggonkz;wn,k 27r/o ey

Si C,, (f) es Hermitiana, entonces para cualquier funcion F' (x) continua en [my, M| tenemos

n—1 1 2
Jim 32 (o) = 5 | P

Demostracion.

La demostracion es andloga a la del lema 19, usando (3.32).
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Lema 21 Sea f una funcion que satisface (3.29) y (3.50), definimos la matriz circulante
Ch (f) como en (3.31) entonces

D) = 3"t s k=01, n— 1.

ii) Si f()\): s real y my >0 entonces (Co(f))™" = C, (;)

ii7) Dadas dos funciones f(\) y g(\), entonces Co(f)Cn(g) = Ca(fg).

iv) Dadas dos funciones f(\) y g(\),entonces Cu(f) + Cn(g) = Cal(f + g).

Demostracién.

i) Notemos que Z t_+mn €s convergente ya que f es de la clase de Wiener. De (3.29)

m=—o00
027
con A = 2 obtenemos f (221) Z tee 7 entonces en (3.31)
f=—00
1n_1 217 2mijk ln_l > 2 2mijk > lnl 02nj  2mijk
(n) _ 2mijk ( i m) ma il2rj  2mijk
c. = — — e n = — tee n ty— e n e n
P (B e iy (S -y Y
7=0 j=0 f=—00 f=—00 7=0
1 nt z27r(k+l
-3 e
{=—00 7=0
Por lo tanto, de la proposiciéon 1 para £+ ¢ =0 méd n esto es, para { = —k + mn,
k=0,1,...,n — 1 obtenemos
00 1 n—1 y (k+1’)
127 J
Cl(cn) = Z t% ) ¢ Z t—k+mn-
{=—00 7=0 m=—00

it) Por hipdtesis y de el lema 16 0 < my < ¢, < My, esto es ¢ = f (%) > 0,

n—1

entonces det [Cy,(f)] = H Yn i # 0, por lo tanto  C,(f) es no singular y (C’n(f))_1 existe.
k=0

Sea D, (f) = diag (f ( 7T) f (222)) v f <2”(" 1)>> entonces por el corolario 6

(Ca (M) = Fy (Du(F))™ Fu = FyDu(1/f)F = Cu (1)
i1i) Por el corolario 6, C,, (f) = FD, (f) F.. y C.(9) = F;D, (g9) F,,, donde D,, (f) =

o (50 1 (2] 1 (00) 0 i (o (). (22 (0

por lo tanto

Cn (f) Cu(9) = (F, D (f) F)(E;Dn (9) F) = Fy Do (f) D (9) F = F Dy (f9) F = Co (f9),

»“Mnm e,

4 *
(AN 61



con valores propios f (2“’“) g (2”’“) ya que fg pertenece al dlgebra de Wiener pues f y g
pertenecen al algebra.

iv) Por el corolario 6, obtenemos que, C,, (f) = FiD, (f) Fn. vy Cn(9) = F D, (g) F,,
entonces

Co (f) + Cu(g) = Fy Do (f) Fu + Fy Dy (9) Fro = F (Do () + D (9)) Fr = Fi Do (f + 9) F

con valores propios f (2“’“) +g (2”’“) Como f y g pertenecen al dlgebra de Wiener también

f+g
O

Ya que estamos interesados en hallar una sucesion de matrices circulantes asintéticamente

equivalente a la sucesion de matrices de Toeplitz, consideremos la serie de Fourier de f
n—1

truncada, fAn (A) = Z tme™ que depende unicamente de {t,, : m = 0,£1,£2,... £
m=—(n—1)
(n — 1)}. Definamos la matriz circulante C,(f,) con vector circulante <c(()n), é§"), . ,énn_1>;

de manera andloga que en la prueba del inciso 7) del lema 21:

n—1 n—1
A(n) 1 -~ 2’/T] 27Tijk 2mijl 27ijk
¢ = — n = — g E tye n e n
n

5=0 20 =S
n—1 1 n—1 Y n—1
T J
= 177 2 e n = Z Lo O(k+e) méd n
{=—(n—1) j=0 {=—(n—1)
= to (3.33)
Lely,
donde
ILi={-(n—-1)</{<(n—1):k+/4=0 mbd n}, (3.34)
con k+¢=0 mdd n siy solamente si ¢ = —k + mn, m € Z.

Para k = 0 obtenemos en (3.34),
L={-n—-1)<mn<(n—-1):meZ}={-(n—-1)<mn<(n-1):m=0} ={0}.
Para k #20. 51 —(n—1) < —k+mn < (n—1), entoncesmg%—i—lg "T’Z—i—l, en

efecto si —k + mn < n — 1, entonces m < %le < %—i—l = "T’2+1, por lo tanto
m < 1 pues m es entero y n es fijo.

g,
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De manera anéloga si —(n —1) < —k + mn entonces (% — 1) < % —1 < m por lo tanto

0 < m pues m es entero y n es fijo.
Asim >0y m <1, con m entero, por lo tanto obtenemos que m =0 o0 m = 1.

Sim = 0entonces —(n—1) < —k<n—1ysim=1entonces —(n—1) <n—k<n-—1.
Por lo que en (3.34) obtenemos

Li={-n—-1)<—-k+mn<(n—-1):m=00m=1} ={—k,n—k},

de manera equivalente podemos escribir

{{o} si k=
I, = .
{-k,n—k} si k#N0.

Entonces en (3.33)

|t k=0
o= (3.35)
t—k+tn—k k:1,2,...,(n—1).

Dado que C,,( fn) también es una matriz de Toeplitz, reescribimos a C,,( fn) como una matriz
de este tipo, T, = {t}_,} usando (3.35)

tk‘l’tn—}—k k:—(n—l),...,—l
th =1t k=0 (3.36)
t—(n—k)+tk k:1,2,...,(n—1),

por lo tanto

to tog oy toottno - t_(ne1) Tt
tl + t—(n—l) to tfl + tn,1
. to+t_(meay L1+ t_(m1 to
Colfa) =T, = — o (3.37)
tn—l + tl e tO

La norma Hilbert-Schmidt de una matriz de Toeplitz toma una forma particularmente
simple. Sea T),(f) = tx—;, y notemos que hay n términos t, en la diagonal principal, (n — 1)
términos t_; y t1, (n — 2) términos t_5 y to, agrupandolos obtenemos

n—1 n—1 n—1

TP = S S = S kI (338)

k=0 j=0 k=—(n—1)

(ONC
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Lema 22 Sea T,,(f) = {ty—;} donde Z lte] <00y

k=—o00
oo . n—1
FO) =D e )= ) he®h
k=—o00 k=—(n-1)

Definamos las matrices circulantes Cy(f) y Co(fn) como en (3.31) y (3.85)-(3.37). En-
tonces

Cn(f) e Cn(fn) e Tn(f)

Demostracién. Dado que C,(f) y Co(f,) son matrices circulantes, por el corolario 6
tienen los mismos valores propios. Por lo tanto de (3.32) y de la definicién de norma de

Hilbert -Schmidt tenemos
27k 27k
Sl (E) A ()

como fAn(/\) converge uniformemente a f(A), entonces dado € > 0 existe N > 1 tal que para
cada n > N y para cada k

2
‘f <2ﬂk> fn (ﬁ> ‘ <e para cadan > N.

n

Cu(f) — (3.39)

Por lo tanto en (3.39)

On(f) -

-1 n—1
21 2k ~ (27k\ 12 1
= — _— < — e
nzk:’ ( ) ”(n)‘_nz5 =

como € es arbitrario, entonces

2
Cul) = Culd)] —0. (3.40)
También
lf(N)] = ) Z tkeik)“ < Z |tx| < o0, esto es f es acotada y por lo tanto
k=—0o0 k=—0oc0
IC(F)Il = méx A = | f(2km/n)]* < S, (3.41)
andlogamente
ICa(f)l < 5. (3.42)
asi de (3.40)-(3.42) obtenemos

g,
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Por otra parte usando (1.14), (3.36) y (3.38)

n—1 n—1 n—1
21 2 1 2
T =Calf)| == 2 )tk_j —thyl == Y (- |k|))tk —t
k=0 j=0 k=—(n—1)
~1
n — n — 2
= Z —‘tk — (tx + tn+k )tk — (t—(n—r) + &)
k=—(n—1) k=
-1 TL-|—]€ 9 n—ln_k 9 n—lk 9 n—lk 9
- n o +Z n ‘t_(n_k) - Zﬁ‘tk +Zﬁ’t7k
=—(n— k=1 k=1 k=1
n—1 k
=D~ (el + [ti?) (3.44)
k=1

k=—o00 k=—o00
cuadrado sumable, entonces dado € > 0 podemos elegir un N tal que

2
oo o0
recordemos que || - |2 < || - |l; por lo tanto Z te|? < < Z |tk|> , esto es {tp}r>1 es

oo

> ([t + [t-il?) (3.45)

k=N
Entonces para n > N

-1

3

2

A k
To(f) = Cu(fn) Z o (Jte]* + [t—k*)

k=0
N-1 n—1

_ k; 2 k 2 2

=2 (tel? + [t-&f*) + Zﬁ [t4]* + [t & [?)
k=0 k=N
1 N-1 00

< - (Z (I ) + Z (Itel” + [t -&[*)
n k=0 k=

1 N-1
<e4 - E(|te|® + |t-
<or L (Sunr ).

Tomando limite cuando n — oo obtenemos

lfm |T,(f) — Co(£)]?

n—o0

Dado que ¢ es arbitrario,

lim [T, (f) — Cu(fn)| = 0. (3.46)

n—oo
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Por lo tanto de (3.14), (3.42) y (3.46), obtenemos

To(f) « Cul(fa)- (3.47)

Finalmente aplicando el teorema 1 a (3.43) y (3.47) obtenemos

Cn(f) o Cn(f ) e Tn(f)

O
Ahora tenemos una sucesiéon de matrices circulantes {C,,(f)},, asintéticamente equivalente a
la sucesion {T,,(f)}, v los valores propios y productos de las matrices circulantes se conocen
exactamente. Los lemas 19, 22 y el teorema 2 se pueden aplicar para generalizar el
teorema 11:

Teorema 12 Sea {T,,(f)}n>1 una sucesion de matrices de Toeplitz tal que f(\) es un ele-
mento del dalgebra de Wiener. Sean T, los valores propios de T,,(f) y sea s un entero positivo.
Entonces

1 n—1 1 2

lim — S = — *(A) dA.
LD DL TS I ACY

Si f es real, entonces para cualquier funcion F (z) continua en [mg, My] tenemos

n—1 2
1 1
lim — E F (i) =— F(f(\)dA.
n1—>oo n— (7 ’k) 2m /0 (F V)

Demostracién. Por el lema 22 T, (f) «~ C, (f), por lo que del teorema 2 {73 (f)}, «
{C(iny

n—1

. 1 s s
nh—>nc}o ﬁ ; (wn,k - Tn,k:) - 07

por (3.28) uno de los limites existe y nuevamente por teorema 2 obtenemos

1 n—1 1 2
lim — s = — (N dA.
nl_{lolonng,k 27T/O ey

La segunda parte del teorema se prueba de manera analoga a la del lema 19.
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Capitulo 4

Operadores completamente positivos
de Toeplitz

En este capitulo estudiamos una clase particular de operadores en espacios de Hilbert,
que generalizan a los operadores positivos. En las secciones precendentes consideramos
h = (C",(-,-)) donde (-,-) es antilineal en la primera componente y lineal en la segun-
da componente. Denotaremos por B(h) = M, x,(C) el conjunto de matrices con entradas
complejas n x n.

4.1. Preliminares

Definicién 11 Una matriz x € B(h) es positiva si satisface la condicion (u,x u) > 0 para
cada u € h.

Lema 23 Sea x € B(h), v =0 si y solamente si (u,xv) =0 para toda u,v € h.

Demostracion. Supongamos que x = 0 por lo tanto para cada v, z v = 0, asi para cada
u,v € h (u,zv) = (u,0) =0.

Por otra parte supongamos que (u,x v) = 0 para cada u,v € h, sea u = x v, por lo tanto
para cada v € h, (x v,xv) = 0 esto es x v = 0 para cada v € h, por lo tanto = = 0. O
Lema 24 Sea x € B(h), si para cada u € h (u,xu) =0 entonces x = 0.

Demostraciéon. Sean a,b € C y consideremos au + bv € h, por hipdtesis

0 = (au + bv, x (au + bv)) = (au + bv, azu + bxv) = (au + bv, axu) + (au + bv, bxv)

= (azu, au + bv) + (bxv, au + bv) = (axu, au) + (azu, bv) + (bxv, au) + (bxv, bv)
= {au, azu) + (bv, azxu) + {au, brv) + (bv, brv) = @a(u, zu) + balv, vu) + ab(u, zv) + bb(v, Tv)

ba(v, vu) + ablu, xv).

Sia=1=>b tenemos

(v, zu) + (u, xv) = 0. (4.1)
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Sia=1i,b=1 tenemos
i(v, zu) — i{u, zv) = 0,
equivalentemente
(u,xzv) — (v,zu) =0 (4.2)

resolviendo (4.1) y (4.2) obtenemos (u,zv) = 0, por el lema 23 z = 0.

O
Lema 25 Toda matriz positiva es hermitiana.
Demostracién. Para cada v € h tenemos
(u, zu) = (u, zu) = (zTu,u) = (u, r*u),
esto es para cada u € h
0 = (u,zu) — (u,z*u) = (u, (r — x*)u),
por el lema 24 z — x* =0, es decir x = z*.
g

Definicién 12 Un operador completamente positivo es un operador lineal ¢ : B(h) — B(h)
con la representacion

o(z) = KzK, (4.3)
i=0
donde r <n?, K; € B(h), x € B(h).

Observacion 6 A la representacion dada en (4.3) se le conoce como representacion de
Kraus. La representacion de Kraus no es unica.

Lema 26 Si K; es unitaria, 0 <i< r <n?y ZKiKi* = I entonces ¢ preserva la traza.
i=0
Demostracién. Sea z € B(h) y r < n?

T

Tr (¢(z)) = Tr (i K:xKi> = iTr(foKi) = ZTr (K;K[z)="Tr <i KZ-K;‘:E> =Tr(z)

1=0

= Tr(z).
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Lema 27 Six € B(h) es positiva entonces ¢(x) es positivo.

Demostracién. Sea x € B(h) positiva, para cada u € h y r < n? tenemos

T

(u, p(x ZK*;EK Z (u, KleKu) = Z (Kyu, v Ku)

=0 =0
.
= (vs, zv;) > 0, para cada v; = K;u € h.
i=0
Il
Definicién 13 Un operador completamente positivo de Toeplitz es de la forma
n—1 n—1
v) =Y a;SPaeSi+> BiSiw Sy (4.4)
j=0 Jj=1

n—2

donde S, = Z lei)(eit1]-
i=0
Definicién 14 Un operador completamente positivo circulante es de la forma

Za]J*j x J! (4.5)

n—1

donde J,, = Z lei) (eit1]-

1=0

4.2. Operadores completamente positivos de Toeplitz
asociados a una funcidon de la clase de Wiener

Sea f(A) = e ™, {tx}rez dondet_y = 1y t; = 0sij # —1. Notemos que Z ltr]| = 1 < o0,
k=—o00

es decir f pertenece al algebra de Wiener y por lo tanto podemos definir T, (f).

0100 0

0010 0

0001 0
.(f)=1 . [ =5 (4.6)

1

0000 0

»\““"‘"‘ ey,

§ &
iy 69



Construimos la matriz circulante C,, (f) a partir de (4.6)

0100 --- 0
0010 --- 0
0001 --0

Culf) = | . = (4.7)
1
1 000 --- 0

Observemos que T, (f) vy C, (f) son del tipo de matrices Toeplitz y circulante usadas en
la definicién 13 y definicién 14, de modo que para cada n definimos como en (4.4) el
siguiente operador

On(z) =T (f)" 2T (f) - (4.8)

Para ilustrar la accién de un operador de este tipo revisemos el caso paran = 4. Siz € My(C)
entonces

0 00O Too To1 To2 o3 01 00
. * . 1 0 00 19 T11 L12 213 0 010
¢4($)—T4(f) (L’T4(f)_ 01 00 Tog X921 X22 T23 0 0 01
0 010 3o T31 T32 I33 00 0O

0O 0 0 0 0100

_ Too o1 To2 To3 0010

| o T T2 T3 0001

Too T21 T2 T23 0000

0 0 0 0
0 @ Tor o2
0 w0 11 12
0 @ T91 w2

Por lo tanto la accién de ¢,, consiste en un recorrimiento uniforme en cada subdiagonal de

x.
n—2

La matriz (4.6) puede ser escrita como T, (f) = Z le5)(ei41| donde {e;}1=) es la base
=0

canénica, la accién de T), (f) sobre la base canénica es

0 =0
e J=12,...,n-1
con e,—1 ¢ Im (T, (f)).
De manera andloga para T, (f)* obtenemos
¥ 0 j=n—1
To(f) e = . (4.10)
€1 J=0,1,...,n—2
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con eqg & Im (T,, (f)").

Lema 28 Para { =0,...,n— 1 definimos los siguientes subespacios By C Myxn (C) por
B_, =span{|e;){e;1e] :i=0,1,...,n—1—{},
B, = span{|e; o) {e;] :i=0,1,...,n—1—(}.

Cada subespacio es invariante bajo la accion de ¢,,.

Demostracion. Para ¢ = 0, sea x € B

b () =T (1) 2T { ZO‘J’eJ (&5 T (f)
_Zay ) lei) (e T (f Z%|T T, (f) e
n—2
=" ajlesi) el € Bo.
7=0

Para ¢ # 0, sea x € B,

n—1—¢
on (2) =T, (f)* T, (f) =T, (f)* Z ajlejre) (e | T (f)

n—1—¢ n—1—¢

- Z a; T (f)" leje){e;| T (f ;T ()" €j+e)(Tn (f)" €

Jj=0 Jj=0
-1

= ajlejive)(eja] € Be
=0

Por otra parte sea z € B_,

n—1—¢
on (2) =T, (f)* oL, (f) =T, (f)* Z aj|6j><€j+€|Tn (f)

n—1—¢ n—1—/¢

= Y T () e esael T (f 0| T (1) )T ()" 5]

j=0 7=0
-1

= ajlejyi){ejrie] € By

»“Mnm e,
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Lema 29 Los subespacios B, son mutuamente ortogonales respecto al producto interno de
-1

Hilbert-Schmidt y M,,«,(C) = @ B,.
{=—(n—1)

Demostracién. Sea j,m > 0 j # m, consideremos B; = span{|e;;;)(e;| : ¢ =0,1,...,n —
1—j}, By, =span{|e;im)(e;| :4=0,1,...,n — 1 —m}, evidentemente B; N B, = {0}.

Notemos que paracada 0 <i<n—1—jyparacada 0 <k<n—1-—m

(leiri) (€l lexem)(erl)n s = Tr (Jeirs) (el lexrm) (ex]) = Tr (|er){€irsller+m) (ex])
= Oitjh+m 1T (lei){er]) = it j ktmOik

— 6j,m'

Sean z € Bj, y € B,,, entonces

(,y)y_s =Tr(ay) =Tr < > @lenlesl Y 5k|€k+m><6k|)
k=0

De manera similar se prueba que B_; L B_,, para j,m >0, j # m.

Por otra parte supongamos que —(n — 1) < m < 0 < j < n—1y sean B; =
span{|e; ;) (el 11 =0,1,...,n—1—j}, B_,, = span{|eg){€k+m| : K =0,1,...,n —1 —k}.
Es claro que B; N B_,, = {0}. Sean |e;1;)(ei| € Bj, |ex){€kt+m| € B_n, entonces:

(leirs) el lex)(entml) s = Tr (leips) (el lex) (ertm]) = Oirjkdikim. (4.11)

Supongamos que ;4 x0; p+m = 1, entonces i +j =k y k+m =i, esto es (i + j) +m = i por
lo que 7 = —m que no puede suceder pues m < 0 < j. Asi 0;1;x0i k+m 7 1.

Por lo tanto en (4.11)
(leirs)eils ler)(ersml) y_s = Oivjkdim = 0.

n—1
Por otra parte es claro que B; N B, = {0}, para j # m, por lo tanto M,,,(C) = @ B,.
=0

O
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Notemos que By es el conjunto de matrices diagonales n x n, por lo que dim (By) = n,
B_1 es el conjunto de matrices en las que sus elementos son distintos de cero inicamente
en la diagonal superior a la principal, por lo que dim (B_;) = n — 1, continuando con este
razonamiento obtenemos que

dim(B)=n—1¢|, L=—(n—-1),...,0,....,n—1. (4.12)
n—1
Observacién 7 Como era de esperarse Z dim (B,) = n?, en efecto
{=—(n—1)
n—1 n—1 n—1 n—1
S dmB)= Y -lh= X a- X I
{=—(n—1) =—(n-1) =—(n—1) =—(n-1)
-1 n—1 n—1 (n/——l)n
Z n+ >y n Z n(n—1)+nn ( 5 )
t=—(n—1) =0 =0
=(n—1n+n*—(n—1)n
= n2
Por otra parte, consideremos B_, = span{|e;){e;4¢| : i = 0,1,...,n — 1 — £}, para { =
0,1,2,...,n— 1, definamos el isomorfismo
j_o: B_y — CImB-0) (4.13)

J—e: |ei)(eive| = €.

Lema 30 Cada j_, preserva el producto interno
(@,9) s = -o(@), Je(y))-
Demostracién. Sean |e;)(e; ¢, |€j)(€j+e] € B¢

(lea)(eirel,lej)(ejael) s = Tr (lea){eirel"lej) (ejrel) = Tr (leire) (eilles) (ejel)
= 0 Tr (|eire)(ejel) = iy = (ei, €5)
= (J_e(lei){eirel) , 7 (lej)(ejiel))-

[l
Lema 31 Bajo el isomorfismo j_; : B_y — CHB-0) se tiene que
Onllew)(ensel) = 12 (T2 pi—e(le) (ersel)) (4.14)
donde
n—1—/¢
Too= Y ledemal,  €=0,1,...,n—1
i=0
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Demostracién.

n—1—¢
370 (T je(lex) (ensel)) = 57, ( Z i) (eir1]™ J—e(|er) (erre]) 0<k<n-—-1-/
nl—:10—z n—1—t
:j:gl ( Z |6z‘+1><€i|ek> :jj < Z <6i7€k>€z‘+1>
=7 (€k+1) lext) (ersrrel = |Tn (f) er)(T0 (f)" exrel
=T ()" ler) (T (f) erpel = Tn (f)" ler){ersel Tn (f)

O (ler) (ervel)

O
Para By = span{|e; ¢){e;] : 1 =0,1,...,n—1—{}, con £ =0,1,2,...,n — 1, definamos
el isomorfismo

jg : Bg — Cdim(BZ) (415)

Je i leire)(eil = e

Lema 32 Cada j, preserva el producto interno

(@,9) s = (Je(x), Je(y)).
Demostracién. Sean |e; ) (e;l, |ej1e) (ej]| € By
(leire)(eil, lejre)(es])u_s = Tr (leire){eil"eje) (€;]) = Tr (lei) (eirellejre) (€;1)
= iregre Tr (les)(e5]) = diy = (i €5)
= (e (leare)(eal) , Je (leje)(es])-

O

Lema 33 Bajo el isomorfismo j; : By — CI™B0) se tiene que

Onllensedexl) = 57" (T2 dellerse) (exl)) (4.16)
donde

n—1—¢
T_g: Z |ei><€i+1|7 620,1,...,’0—1.
=0

Demostracién.

n—1—¢
( |€z+1 €z| Je |€k+e><ek|)> 0<k<n—-1-4

2
nz 14 n—1-—4
=Jy ( Z leit1) €z’€k> :j[l ( Z <ei>€k>ei+1>

i =0

= j[ (ers1) = leryreo)(ensa] = |Tn (f) exre) (T (f) exl
=T, ()" lex+e)(Tn (f)" exl = T (f)" lewse) (el T (f)
= & (lexte)(exl) -

3o (T Gellense)(erl)) = i
V4
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n—1
Consideremos la base canénica y la matriz J,, = Z lei)(esr1| definida en (4.7), para cada
=0
n definimos como en (4.5) el siguiente operador
On () = T} T T, (4.17)

Too To1 Lo2 Lo3
L0 11 T12 T13
Too T21 T2 T23
T3o T31 T32 T33

Como ejemplo de la accién del operador (4.17) tomemosn =4y x =

por lo que

0 0 01 Too To1 To2 T3 0100
5 . * . 1 00 0 10 T11 X112 T13 0010
¢4(ZL’)—J4(f) {L‘J4(f)— 01 00 Tog T21 X922 o3 0001
0 010 T30 31 T32 TI33 1 000

T30 T31 T32 T33 0100

_ Too o1 To2 Lo3 0010

N T10 T11 T12 T13 0 001

Tog Tl Tz T3 1000

T3z T30 31 T32
Loz Too Lol Lo2
T13 Ti0 Ti1 Ti2
To3 T20 T21 T22

Por lo tanto la accién de ¢,, consiste en un recorrimiento ciclico en cada subdiagonal de .
La acciéon de J,, sobre la base candnica es

€j—1 j:1,2,...,n—1

Jnej = { . = €j-1 (418)
€n-1 J] = 0

donde la operacién en los indices es médulo n: (j —1) méd n.

De manera andloga para J;; obtenemos

N €e; 1 =0,1,...,n—2
Ju (f) ea:{ o — e (4.19)

€o j=n—1

donde la operacién en los indices es médulo n: (j + 1) méd n.

Lema 34 Para { =0,1,...,n — 1 definimos los siguientes subespacios By C M«p, (C) por
B, = span{le;){eir¢| :i=0,1,...,n—1}.

Cada subespacio es invariante bajo la accion de ¢, .

(ONC
S,

§ %
0\ ¥ 75



Demostracion. Sea x € By, para { =0,1,...,n — 1 tenemos

n—1
¢n ([E) - ‘];I Jn = Jn (f)* Z aj|6j><€j+€|<]n (f)
=0

n—1 n—1
= aidilep) e = ol e e ol Jn
=0 =0

n—1

= alTren) (Trejid
=0

n—1

= ajlej) (el € By

J=0

Notemos que dim(By) = n para toda ¢ =0,1,...,n — 1.
Lema 35 Los subespacios By son mutuamente ortogonales respecto al producto interno de

n—1
Hilbert-Schmidt y My.,(C) = @D By.
=0

Demostracién. Sean |e;){e;+;| € B, |ex){(extm| € By para j # m y notemos que

(es) esssls o) errmlbas = Tr (e esssl lee) (exsml) = Tr (lesss)eddlex) exml)
= ik Tr (|€ir ) (€hsml|) = Oitjitm
= 0jm para j # m.

Sean z € B;, y € B,,, con j #m

(,9) s = Tr(z%y) =Tr <25i|ez‘+j><€i| Zﬁk|ek><€k+m|)
1=0 k=0

n—1 n—1
=3 > @B Tr(lesss){eiller) (eximl)
i=0 k=0
n—1 n—1
=2_ D Tbidim
i=0 k=0
n—1
Por otra parte es claro que B; NB,, = {0}, para j # m, por lo tanto M,,»,(C) = @ B,.
(=0
[l
Para ¢ =0,1,...,n — 1 definimos un isomorfismo
j@ : Bg — C" (420)

Je i |ei)(€ive| — €.

g,
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Lema 36 Cada j, preserva el producto interno
(@,9) s = (e(@), Je(y))-
Demostracién. Sean |e;)(e; 1|, |€;)(€j+s] € By

(lea)(eirel,les)(ejael) s = Tr (lea){eirel"lej) (ejrel) = Tr (leire) (eilles) (ejel)
= 05 Tr (leire)(ejel) = 0ij = (e, €5)
= (Je (le)eivel) s Je (leg){ejrel))-

]
Lema 37 Bajo el isomorfismo j, : B, — C" se tiene que
On (le)(eirel) = bn (777 () = 50" (Tres) (4.21)
donde
n—1
=) lej)ejrl, e €C
§=0
Demostracion.
n—1 n—1
ot (e =g ! ( \€j><€j+1!*€i> =Ji' (Z ‘€j+1><€j|€i>
§=0 5=0
n—1
= JZI (Z (e}, €i>63+1> =J; (eiy1) = leir1){€ir14]
7=0
= |Jnea)(Jneirel = Jnlei)(Jneivel = Jolei)(€ivel Jn
= ¢n () (eitel) -
O

Observacion 8 La matriz J, del lema 37 no depende del B, en cuestion.

Teorema 13 FEl espectro de <z~5n coincide con el espectro de J.

Demostracién. Por ser J* matriz circulante, sus valores propios son w® con vectores propios

up y Jpup = wruy,. Sea k fijo, usando el isomorfismo j, : B, — C" obtenemos

On (" (k) = én (jzl (% Zw’”’q)) = % Zw% (et (ey)

n—1 n—1
1 kj i—1 1 1 kj
== Je;) = Ti—= > whie
Jn 2 wj, " (Jhej) = J, n o W

= jt (Tru) = ;7 (wFwy)

= W, (ug) -
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Por lo tanto todos los j, ! (uy) son vectores propios asociados al valor propio w”, los vec-
tores propios son linealmente independientes pues B, es ortogonal a By para ¢ # ¢ para
¢=0,1,...,n—1 por lema 35.

Sean k < m, k,m =0,1,...,n—1,cada j, ' (us) es linealmente independiente de j, " (u,,)
para ¢ = 0,1,...,n—1, pues si £ # ¢’ By es ortogonal a By por lema 35, entonces j, ' (uy)
es ortogonal a j, ' (u,,) y si £ = ¢’ por el lema 36 tenemos

<jf ! (Um) >j£_1 (uk)>H—s - <umvuk> = 0.

Hemos probado que cada valor propio wk de J* es también un valor propio de én y su multipli-
cidad como valor propio de ¢, es n, de esta manera hemos exhibido un sistema de n? vectores
propios linealmente independientes de ¢,,, por lo tanto el espectro de ¢,, y el de J;: coinciden.

g

Por otra parte u = 0 es el inico valor propio de la matriz T,,(f) dada en (4.6) pues T,,(f)
es una matriz estrictamente triangular superior y con diagonal cero.

Lema 38

i) 0 es valor propio del operador ¢, dado en (4.8).

it) Para cada ¢ = 0,1,...,n — 1 los vectores |ep,—1-¢)(€n—1| € B_s y |en-1){en-1-¢| € By
son vectores propios asociados al 0.

Es decir, 0 tiene por lo menos 2n — 1 wvectores propios asociados.

Demostracién. Para i), sean 0 < ¢ <n — 1y |e;){ejie| € B_y, entonces

Pn (les)(ejrel) = [Ta(f) e} (T (f) el (4.22)

haciendo j = n — 1 — £ obtenemos en (4.22)

O (|en—1-0)(en-1-e1¢]) = Pn (|en—1-0){en-1]) = 0

esto es, 0 es valor propio de ¢,, con vector propio |e,—1-¢)(€n—1]|.

Por otra parte sea |e;j1¢)(e;| € By entonces
On (lej+)(ejl) = |Tu(f) ej4e) (Tul(f) €51 (4.23)
haciendo j = n — 1 — ¢ obtenemos en (4.23)
Gn (Jen—1){en—1-¢]) =0
esto es, 0 es valor propio de ¢,, con vector propio |e,_1){(€n—1_¢|.
Para ii), de la parte i) obtenemos que para cada 0 < ¢ < n — 1 hay un vector propio

asociado a 0 en B_, y By. La ortogonalidad de {Bj};:i(n_l) implica que los vectores propios
son linealmente independientes. O

g,

78 AN



Lema 39 Para cada 0 < ¢ < n—1, el conjunto {|e;1e)(ei|, |€i){€ire|: 1 =0,1,...,n—€—2}
es un conjunto de vectores propios generalizados de ¢,, asociados al valor propio 0. El orden
de los vectores propios |e;1o)(e;l, |ei){€ire| esn—(i+£),i=0,1,....,n—¥{—2.

Demostracion. Notemos que

¢n (6= (|€z><€z+z!) |€i+n—(i+z)71><€i+e+n7(i+é’)fl\ = len—e-1){en-1| # 0, t<n-—1,

mientras que

810 (e (eral) = bn (87797 (Jen) (eine])) = b (len—r-1){en1l)
= |T0(f) en—e—1){(Tn(f) en—1| = 0.

De manera analoga obtenemos que ¢ 07! (leive)(es]) #0y pn i+ (leire)(es]) =0. O

Observacion 9 Del lema 38 y lema 39 se sigue que el operador ¢, tiene 2n—1—2(m—1)
valores propios generalizados de orden m, donde 1 < m < n.

Teorema 14 El espectro de ¢,, coincide con el espectro de T, (f).

Demostracién. Claramente sp (T}, (f)) C sp (¢n).

Por otro lado sea pu € sp(¢,), dado que p es valor propio tenemos un vector propio

n—1
asociado a p digamos v = Z a;jlei)(ej| # 0 y notemos que ¢, (v Z a;jon (le:)(e;]),
7] =0 ,] =0

entonces

- i aij¢y, (lei)(e;]) =0

i.j=0

Por lo tanto 0 = ¢ (v) = p™v, esto es u = 0. Lo que demuestra que sp (¢,) C sp (15, (f))-
Il
El teorema 14 es un resultado conocido para operadores completamente positivos cir-
culantes [4]. El siguiente ejemplo muestra que no es valido en general para un operador com-
pletamente positivo aun en el caso en que los operadores de Kraus sean matrices de Toeplitz.

4 t_ I k=-1
Sea hi(A) = t_1e7 t_1 # 0, {ts}trez = {t-1}rez = { Lo . Notemos que
0 en otro caso

(e 9]

Z |tx] < oo por lo que hy pertenece a la clase de Wiener. Entonces

k=—o00
0t, 0 0 0
0 0 tq, O 0
0 0 0 tq -+ 0 n—2
To(h)=1| . . : = > toalej) (el (4.24)
: . =
i1
0 0 0 0 0
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. t i k=1
Consideremos ho(X) = t1e™, t1 # 0, {ti}trez = {t1}rez = { too . Notemos que
0 en otro caso
Z |ti| < oo por lo que hsy pertenece a la clase de Wiener, asi
k=—0o0
00 0 O 0
t, 0O 0 0 - 0
0t 0 0 - 0 3
To(ho) = | . : .| =D tle) (el (4.25)
: s
0
0 0 O t1 0

t_l si k=-1
Sea h()\) = t_je™™ +tie™, t1,t_ # 0, {titwez = {ti,t1}vez = {1 si k=1

0 en otro caso

o
notemos que Z |tr] < oo por lo que h pertenece a la clase de Wiener y

k=—o0
0 t.; O 0O 0 0
tt 0t 0 0
0 ¢t O .0 0 o0
To(h)y=1 : '+ & o .. (4.26)
0 0 0 0 t.; O
0 0 0 t7 0 t_g
0O 0 0 0 ¢t 0
n—2 n—2
De (4.24) y (4.25) es claro que T, (h) = Zt,l\ejﬂejﬂl + Ztl\eﬁl}(ej], y realizando
j=0 j=0
calculos sencillos tenemos
n—2 n—2
T (h) = tilej) (el + Y toalej) el (4.27)
j=0 Jj=0

Observacién 10 Sea f una funcion en la clase de Wiener tal que

to 1 0 --- 0 0 O
1 &% 1 -~ 0 0 O
0 1 ¢&% -~ 0 0 0
Tn(f): . . . . . .
0 0 0 to 1 0
0 0 O 1 ¢t 1

g,
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Denotemos py, (t) el polinomio caracteristico de la matriz T,,(f). Calculando el det(T,(f) —
tl,) expandiendo el ultimo renglén obtenemos,

pn(t) = (to — t)pr_1(t) — pn_a(t) paran > 2 (4.28)

con po(t) = 1, p1(t) = to — t. Definiendo el polinomio U, (x) = p,(to — 2z) obtenemos en
(4.28):

Up(x) = 22U, _1(x) — U, _2(x) paran > 2

con Uy(z) = 1, Uy(z) = 2. Entonces Uy(x) es un polinomio de Chebyshev de sequndo tipo
de grado n. Es bien conocido que

sin ((n + 1) cos™!(z))

<1
sin (cos™! x) parafz| < 1,

Un(z) =

y que las raices de Uy,(x) son de la forma z, = cos (%) para k=0,...,n—1.

Como zy, es raiz de Uy(x) entonces 0 = Uy (zx) = pal(to — 22x), es decir to + 2z es raiz

de pn, por lo tanto ty — 2z es valor propio de T, (f). El siguiente teorema trata el caso de
una matriz de Toeplitz tridiagonal general.

Teorema 15 Los valores propios de una matriz de Toeplitz tridiagonal

to t, 0 -~ 0 0 0
toty ta -+ 00
0 t to - 0 0
T — . . . .
0 0 0 " to tq O
0 0 0 - & to t,
00 0 -~ 0 t ¢t
son
1
Aj —t0+2\/t1t1cos( ‘7:1)>, j=0,1....n—1 (4.29)
y un vector propio para \; es v; = (v](-o), U;l), e ,vj(.n_l)) con
(k+1) .
/ k1 1
o® = (L s (EHXDTGHEDY oy (4.30)
J t_l n+1

Demostraciéon. Supongamos que t_q1,t; # 0. Sea o = w/t[—117 por lo que t;a = /t1t_4.

»“Mnm e,
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a? si k=—

Consideremos g(A\) = a?e ™ + e y {txbrez =<1 si k=1 , g pertenece a la clase
0  en otro caso
de Wiener pues Z |tr| < oo, construimos la matriz de Toeplitz asociada
k=—o0
02 0 --- 0 0 0
1 0 a2 -~ 0 0 0
o1 0 - 0 0 O
To(g)=1|:+ + + o = . (4.31)
00 0 . 0 a* 0
00 0 --- 1 0 o
oo o0 --- 0 1 0
Por lo tanto 1), (h) = tol, + 171, (g) y asi es suficiente mostrar que los valores propios de
T, (g) son
(7 +1) .
=2 —_ =0,1...,n—1 4.32
11 acw( o1 ) J=0l..n-1 (4.32)
con vector propio asociado v; = <vj( ), ](1), . ,v§"71)>, donde
E+Drm(j+1
@“:a(“U$n<(+ )i+ », k=0,1...,n—1. (4.33)
n+1
Esto es equivalente a probar las igualdades:
ozzv(l) ujv](-o)
vj(-k) + ozzvj(-kﬂ) = pjv](-kﬂ) k=0,...,n—3 (4.34)
o = oY, (4.35)

Estas igualdades son verificadas facilmente, por ejemplo para (4.34), usando la identidad
trigonométrica sin(1)) + sin(¢) = 2 cos (452 ¢) sin (“£2) obtenemos

SO agv§k+2) o=+ iy ((k: + D7r(j + 1)) 4 oo gin ((k +3)7(j + 1))

j n+1 | ‘n+1
(HDFm(%+gig+n)+$an+?Ti+Uﬂ

= 2q~ (kD) COS(

1)) (20 + 1)
i)

m(J

~ 2007+ cos (T4
T +1)

k42 + 1
— 2acos [ & J —(k+2) gip (k+2)m(5 +1)
n-+1 n+1
(k+1)
_— N] j .

OO
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Por el teorema 15, el espectro de la matriz T, (h)* dada en (4.27) es

sp (T, (h)") = {\; = 24/t _1%, cos (W?(j—_jll)> :j=0,...,n—1}, (4.36)

con vector propio asociado

v; = <v§°>,u§.”, o ,v]("_l)) , (4.37)
donde
(k+1)
t_ k+1 41
U(k): _—1 sin ( * )ﬂ-(j—i_ ) , kzO,...,n—l.
J ty n+1

_ Consideremos el operador ¢,(x) = T, (h)"xT, (h) y consideremos los valores propios
{\;}= de T,, (h)" dados por (4.36), entonces

n ([03)(vel) = To ()" [0) (k| T () = [T (h)" 03) (T (R)" vi|
Aj A ;) (g

)\_)\_ es valor propio de ¢,.

Es decir para cada j, k, v

Afirmamos que sp (T}, (h)") # sp (¢,,). Para ver esto, sea § = /f1t_1, entonces

™

tn] = o A :Xn,2=‘42 2( T ‘:4 2 cos? 4.38
Vn—1n-1] = [An—1An—1| = [Ani] p” cos 1 |8 cos =] (4.38)

y
— (+1)
|Ae| = ‘26008( m(f+ ) ‘ <2]ﬁ|‘cos( 7:7_11) ‘ para toda ¢ <n — 1. (4.39)
n+
En particular (4.39) es cierta para el méximo
méix [X,] < 2|5|) cos (%) ‘ (4.40)

De (4.38) y (4.40) obtenemos la siguiente estimacién

cos <n7r_n1> ‘ > 4|3]? cos? (nﬂf1> - 2|6|‘ cos (nﬁfl) ‘
= 2 cos (7 )| (29 cos (55 ) [ = 1) 2ol el - ).

Por lo tanto [t _1n-1| — | Ae| > [Vn_1n_1] —mlfix |\¢| > 0 para |3] > 1/2 y n suficientemente

[Vn—1n-1] — HleéX Xel > [Vn—1n1] — 2|4

grande. De esto se concluye que sp (T}, (h)*) # sp (¢n)-
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Conclusiones y perspectivas

A lo largo de este trabajo presentamos algunas herramientas ttiles para estudiar la distri-
bucién asintdtica de los valores propios de sucesiones de matrices. Observamos que algunas
propiedades asintoticas de matrices de Toeplitz pueden ser estudiadas a través de matrices
mas simples, circulantes. Posteriormente analizamos el concepto de operador completamen-
te positivo de Toeplitz, operador completamente positivo circulante y estudiamos algunas
relaciones espectrales entre ellos. Concluimos que los operadores completamente positivos
circulantes pueden ser 1tiles para estudiar los operadores completamente positivos de Toe-
plitz.

Algunas perspectivas son:

. Investigar si todo operador completamente positivo circulante es un operador comple-
tamente positivo de Toeplitz.

. Demostrar la conjetura de la igualdad entre espectros de operadores completamente
positivos de Toeplitz y su matriz asociada.

. Estudiar la distribucion asintética de los valores propios de los operadores completa-
mente positivos de Toeplitz usando los operadores completamente positivos circulantes.

. Utilizar las matrices circulantes como herramienta para estudiar otro tipo de propie-
dades de las matrices de Toeplitz.

. Aplicar la teoria desarrollada a modelos que utilicen matrices de Toeplitz.
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Apéndice A
Notacion de Dirac

La notacién de Dirac, también conocida como notaciéon bra-ket, es la notacion estandar
para describir los estados cuanticos en la teoria de la mecénica cudntica. En matematicas se
utiliza para denotar vectores abstractos, funcionales lineales, matrices, entre otros objetos.
Damos algunas propiedades de esta notacion.

Sea (h, (-,-)) un espacio de Hilbert, donde el producto interno (-, -) es lineal en la segun-
da variable y antilineal (lineal conjugado) en la primera variable. Usaremos el simbolo B(h)
para denotar el conjunto de operadores lineales acotados de h en h.

Para u,v € h definimos el operador lineal |u)(v| de h en h mediante la correspondencia

|u)(v|w = (v,w)u  para cadaw € h.

Proposicién 8 El operador lineal |u)(v| satisface
1. |u)(v| es lineal.
2. |z +u)(v] = [2)(v] + [u)(v] y [u){v + 2| = [u)(v] + [u)(2].
3. (Jo){ul)” = |u)(v].

- u){ollv) (el = (v, ¥)u){el.

Ml (wlll = Nlulfl[o]l-

W

ot

6. Para cada A € B (h), Alu)(v| = |Au)(v| y |u)(v|A = |u)(A*v|.
Demostracién.
1. Para w,x € h y A € C tenemos,

[u) (v] (w4 Ax) = (v, w + Ax)u = ((v,w) + (v, A\z)) u = (v, w)u + A\(v, x)u
= |u) (v|w + A|u) (v|z.
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2. Sean w, z € h entonces,

|2 4+ u)(vlw = (v, w) (z + 1) = (v, W)z + (v, wyu = [2){v]w + |u){v]w.

Por otra parte

[u)(v+ z|w = (v+ z,w)u = (w,v+ 2)u = ((w, v) + (w, z)) u

— ((w, v) + (w, z)) u= (v,w)u+ (z,w)u

= [u) (vlw + |u) {z|w.

3. Para =,y € h, tenemos

(@, [v)(uly) = (z, (u, y)v) = (u, y){z, v) = (2, 0)(w, y) = (v, 2)(w, y) = (v, 2)u,y)

= ([u){vlz,y).
Esto es (|v){u])" = |u){(v].

4. Sea w € h, entonces

88

(lu) wll¥){e]) w = [u){v] ([9){plw) = |u)(v] ({p, w)) = (e, w)|u){v|Y = (¢, w) (v, P)u
= (v, )@, w)u = (v, ) [u)(plw
5. Consideremos el vector unitario H;Z—H, entonces
w 1 1
lu) (W7l = (v, wlllull < = l[vllllw|[[lull = lu]llv]-
[w| ™ [Jw] [[w]]

De donde obtenemos

[[u) (w]] < [lull]lv]]. (A1)
Por otro lado, consideremos el vector unitario ” i entonces

v 1 l[ol?
lu) (vl = 7 ll{v, v)ull = [[ull = [lullf|o]]-
ol ™ vl ol
Dado que
v
I} {wlr— Il < e (ol
o]

entonces

[ul[[lo]] < [[|w)(wl]- (A.2)
Por lo tanto, de (A.1) y de (A.2)

[} ol = fullllv]-

N
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6. Seaw € hy Ae B(h).
Alu)(vjw = Alv, wyu = (v, w) Au = |Au) (v|w.

Por otra parte, usando la parte tres de esta proposicion y las propiedades del operador
adjunto tenemos

|u)(v]A = Jv)(ul"A™ = (A"o)(ul)" = |A"v)(u]" = |u)(A"0].

]
Consideremos B(h) = M, (C), si U = {u;}'~, es una base ortormal, entonces |u;){u;| es la
matriz que tiene un 1 en la posicién (i, j) respecto a esa base y ceros en el resto,

0000 0
0010 - 0

[\W@z@ Sloo0o00 - 0
U 10000 --- 0

Sea A = (aw)” _o € M, (C) una matriz representada por a;; respecto a la base ortonor-

mal {u;}¥—,. Escribimos

A= aslus) (). (A.3)

,7=0

p—1
Notemos que cualquier vector & € h = CP se respresenta como x = E Truy para algunos

k=0
x; € C, y esta notacion nos permite aplicar el operador A al vector x:

p—1
Ax = E a;j|ui) (] E TRy = g ;g (s, wp)u g T
1,5=0 1,5,k=0 1,j=0
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Apéndice B
Teorema de Riemann-Lebesgue

Recordemos algunas definiciones relativas a la integral de Riemann. Sea f una funcion
acotada en un intervalo cerrado [a,b]. Sea P = {a = zg,x1,...,2,} una particién de [a, b],
esto es

a=x9g<x1<--<xp =0

Definimos la suma inferior y suma superior de Darboux de f con respecto de P, respectiva-
mente, por

n

L(fap)zzmi@i—xiq)

i=1

U(f>P>:ZMi(xi_$i71)>

donde, para cada 1 <17 < n,
m; = inf{f(z)|r;.1 <z < x;} y M; = sup{f(2)|zi-1 <z < x;}.

Acontinuacion, definimos las integrales inferior y superior de f sobre [a, b], respectivamente,
por

(R) / = sup{L (. P)| P es particién de [a, 1]}

b
(R) / f=mf{U (f, P)|P es particién de |[a, b]}.
Dado que f es acotada y el intervalo [a,b] tiene longitud finita las integrales inferior y

superior son finitas, y si las dos son iguales decimos que f es Riemann integrable sobre [a, b].
Llamamos a este valor comin la integral de Riemann de f sobre [a,b] y lo denotamos por

(R) /f
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Una funcién ¢ definida en [a, b] es llamada funcién escalonada si hay una particion P =
{zo,x1,...,2,} de [a,b] tal que ¢ es constante en cada uno de los subintervalos (z;_1,z;),
para ¢ = 1,...,n. De la definicién de funcién escalonada y de la definiciéon de integrales
inferior y superior obtenemos que cualquier funcion escalonada es Riemann integrable y

(R) /ab¢ = gci (@ — @i-1).

Por lo tanto podemos reformular la definicién de integral inferior y superior como sigue

b b
(R) / f=sup { (R) / gp‘gp es una funcién escalonaday ¢ < fen [a, ] }

b b
(R) / f =inf { (R) / @D’w es una funcién escalonaday v > fen [a,b] }

En la literatura se puede encontrar caracterizaciones de Riemann integrabilidad, menciona-
remos dos de ellas que son equivalentes entre si (ver [21], [20]).

Teorema 16 Una funcion f, definida en [a,b] es Riemann integral en |a,b] si y solamente
si, para cada € > 0 existen sucesiones de funciones escalonadas {tn}n>1, {©n}n>1 con @, <

f <, tales que
1=sup { (R) /abwn}zfgf{(R) /abwn}.

b
En este caso (R) / f=1.

Teorema 17 Una funcion f acotada en [a,b] es Riemann integrable si y solamente si, existe
una sucesion de particiones { P, }n>1 tal que lim [U (f, P,) — L(f, P,)] =0.
- n—-:o0

En lo siguente, vamos a considerar el espacio de medida E = [a, b] con la medida de Lebesgue.
Lema 40 Sean {@,}n>1 y {Un}n>1 sucesiones de funciones cada una de las cuales es inte-

grable sobre E, tal que {pn}n>1 es creciente, mientras que {1, }n>1 es decreciente en E. Sea
f una funcion en E que tiene la propiedad

on < f <, en E para toda n.

St
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entonces

{¢n}n>1 converge a f puntualmente casi donde quiera en E, {{y}n>1 converge a f pun-
tualmente casi donde quiera en E, f es integrable sobre E,

lim sonz/fy lim %:/f-

Demostraciéon. Para x € E definamos

P () = lm o, (2) y " () = lim 4, (z).

Las funciones ¢* y ¢* estan bien definidas ya que las sucesiones monénotas de nimeros
reales extendidos convergen a un nimero real extendido y son medibles, pues cada una, ¢*
y ¥* es el limite puntual de una sucesién de funciones medibles.
Por otro lado tenemos que ¢* (z) = lim ¢, () < fy ¢* (x) = lim ¢, (x) > f de donde
n—o0 n— o0
obtenemos
or < f <Yt en E, (B.1)

por lo que ¥ — ¢* es una funcién no negativa y medible ya que ¢* y 1* son medibles. Como
la sucesién {p, }n>1 es creciente para cada n tenemos ¢, < ¢* y como la sucesién {1, },>1
es decreciente n para cada tenemos ¥* < 1, por lo tanto

0 S w* - 90* S % — Pn- (B2)

Por monotonia de la integral para funciones no negativas, de (B.2) obtenemos para cada n

0 < /E [ — 7] < /E [ — 90, (B.3)

entonces en (B.3) tomando limite y usando la hipétesis

0< [ =< lim [ ool =0 (B.4)

n—oo E

[ =¢1=0

entonces * = ¢* c.d, asi de (B.1) obtenemos ¢* = f = ¢* cd y {gn}n>1 — [,
{n}n>1 — f puntualmente c.d.

Por lo tanto

Por otra parte, por hipétesis g, < f < ¢, entonces [f] < max{|al, [¢n]} < [gal + [ ],
entonces |f| es integrable sobre E y por lo tanto f es integrable sobre E. También de la
hipétesis ¢, < f < U, v — V¥, < f —1 <0 entonces
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Por monotonia de la integral para funciones no negativas, de (B.5) obtenemos para cada n

0< /E (6o — f) < /E (6 — 0). (B.6)

Notemos que 1, es decreciente, por lo tanto / 1, también lo es para cada n y es acotada

E
inferiormente, entonces, es convergente, asi en (B.6) al tomar limite y por hipdtesis

0 < lim wn —/ f < lim (Y — ¢n) = 0. (B.7)
Por lo tanto
lim wn / f. (B.8)
n—oo

Por otra parte por hipétesis ¢, < f <, por lo que
OSf—¢n§¢n—90n- (Bg)

Por monotonia de la integral para funciones no negativas, de (B.9) obtenemos para cada n

0 < /E (f = ¢n) < / (6o — 00). (B.10)

Notemos que —,, es decreciente, por lo tanto — / , también lo es para cada n y es acotada

E
inferiormente, entonces, es convergente, asi en (B.10) al tomar limite y por hipétesis

0< / f— lim gpn < lim [ (¢ —pn) =0. (B.11)

n—oo n—oo E

JLIQO/E@,L:/Ef. (B.12)

Por lo tanto

Finalmente de (B.8) y (B.12)

lim/gpn:/f—hm Up.

Teorema 18 [Lebesgue] Una funcion acotada en un intervalo cerrado [a,b] es Riemann
integrable sobre [a,b] si y solamente si f es continua casi dondequiera.

g
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Demostracién. Recordemos que f es integrable en [a,b] si y solamente si existe una su-
b
cesién de particiones {P,},, de [a,b] tal que lim [U (f,P,) —L(f,P,)] = 0y / f =
n—oo a
lim [U (£, P)] = lim [L(f, P)].
n—oo

n—oo
Supongamos que f es Riemann-Integrable en [a, b], entonces existe una sucesién de par-
ticiones {P, }, tal que

lim [U(f,Pn)—L(f,Pn)]:O,

n—oo

donde U (f,P,) vy L(f,P,) son las sumas superior e inferior de Darboux, P, particién de
[a, b] y supongamos que cada P, es un refinamiento de P,, para cada indice n, definamos:

N
Pn = Z My X[zi—1,24)
=1

N
¢n = Z MiX[xi_l,xi)
i=1

donde

m; = inf{f (z) : x € [x;_1, 7]}
M; =sup{f (z) : x € [z;_1, 4]}

Por construccién tenemos que ¢, < f < 1, para cada n, mas aun {¢,},>1 es monéto-
na creciente y {1, },>1 es mondtona decreciente, en efecto, sea x € [a,b], entonces z €
[z;(n), z;11(n)] donde z;(n),z;y1(n) € P,, con P,;; un refinamiento de P,, entonces x €
[zi(n), z;i1(n)] o x € [y;(n+ 1), y;1(n + 1)]. Por ser un refinamiento tenemos que
[yi(n+1),yit1(n+ 1)] C [zi(n), z;41(n)] y por propiedades del infimo

if{f (z) : = € [x;(n),zi1(n)]} < Wnf{f(x) : z € [yi(n+1),yi11(n+1)]} de donde se
sigue que ¢, (r) < @npi1(x) es decir {p,},>1 es mondétona creciente. De manera anéloga,
del refinamiento [y;(n + 1), yir1(n +1)] C [x;(n), z;41(n)] y usando propiedades del supre-
mo sup{f(z) : € [y;(n+1),y,1(n+1)]} < sup{f(z) : = € [x;(n),x;11(n)]} entonces
Uni1(x) < p(x) es decir {¢,}n>1 es mondtona decreciente.

b b
Por otra parte por definicién de suma de Darboux L (f, P,,) = / onyU(f, P,) = / U

para cada n > 1, por lo tanto

b

n—oo a

por el lema 40 {¢,},>1 — f puntualmente casi dondequiera en [a,b] y {{n}n>1 — f
puntualmente casi dondequiera en [a, b]. Sea F' el conjunto de puntos x en los cuales {p, },>1
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0 {¥n}n>1 no convergen a f(x), entonces m (F) = 0. Sea Fy = F'U (U,>1P,), notemos que
P, es un conjunto numerable entonces m (P,) = 0 y como la unién de conjuntos numerables
es un conjunto numerable tenemos m (U,>1P,) = 0, asi

es decir m(Fp) = 0.

Demostraremos que f es continua en zq € [a,b] \ Fy. Sea € > 0, dado que {¢, (o) }n>1 ¥
{tn(x0) }n>1 convergen puntualmente a f(zo), sea ng tal que

f(x0) — n(mo) < ¢
Yn(z0) — f(20) < €.

Entonces existe un subintervalo [z;_1,x;] de la particién P, tal que x¢ € (xg — d, 20+ d) C
[z;—1,2;], y § > 0. Por lo tanto si x € (zg — 9,29 + 9), entonces

—& < @n(wo) = f(20) = @u() = flw0) < f(@) = f(20) < Pu(2) = fl20) = Ynlw0) — flw0) <

esto es f es continua en xg € [a,b] \ Fp.

Por otra parte, supongamos que f es continua casi donde quiera en [a,b]. Sea {P,},>1
una sucesién de particiones de [a, b] para las cuales

lim gap P, =0,

n—oo
donde gap P, es la maxima distancia entre puntos consecutivos de la particién P,.
Para cada n, sean ¢, la funciéon escalonada inferior y 1), la funcién escalonada superior

asociadas con f sobre la particién P,. Por hipétesis f es acotada en [a, b], esto es | f(x)] < K
con K > 0, las sucesiones {¢y, }n>1 ¥ {¥n }rn>1 son uniformemente acotadas en [a, b], en efecto

N
lon () | = ‘ ZmiX[$i—17$i)
i=1

N N
< Z |miX[Ii—17$i)| - Z |ml| < NK
i=1 i=1

N
=Y " |M;| < NK.
=1

N N
|thn () | = ‘ Z MiXfw;_120)| < Z |MiX[l‘i717Ii)
=1 =1

Sea xy € (a,b) tal que f es continua en z, entonces dado € > 0 sea § > 0 tales que

f (o) — Z < f(x) < f(zo) + (B.13)

w0

si |z — o] < 6.

Sea Ny tal que gap P, < 0 si n > Ny. Si n > Ny, para algin subintervalo determinado
por P,, zo € I, C (zg — 6,20 + 6). Notemos que ¢, (rg) = m; = inf{f(x) : © € [r;_1, 2]},
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por propiedad del infimo existe f (IE /4) tal que

5
f (xa/4) < pn (o) + 1 con Tejs € [T, T4 (B.14)

de (B.13) y (B.14)

g

Fwo) = 5 < flaea) < pulao) + = < Flxo) + 5

de donde obtenemos para cada n > Ny

0 < f(zo) = ¢nlz0) <

TR

es decir {¢y, }n>1 — f puntualmente.

De manera anéloga, 1, (o) = M; = sup{f(z) : « € [z;,_1,x;]}, por propiedad del supre-
mo existe f (x6/4) tal que

£
¢n (l‘g) — Z S f (375/4) con Te/4 c [C(]Z‘_hl'i] <B15)
de (B.13) obtenemos

Fl@epa) < flwo) + Z (B.16)

y por ser el supremo cota superior, de (B.15) y (B.16) obtenemos

flwo) = 5 < tnlmo) = 5 < flao) +

por lo tanto para cada n > N

0 < ¥n(z0) — f(20) <

DO ™

es decir {1y, }n>1 — f puntualmente.

Como {¢n}n>1 ,{tn}n>1 son funciones escalonadas entonces son medibles y son unifor-
memente acotadas, por lo tanto por el teorema de convergencia acotada

b b
lim gpn = / f
n—oo
lim wn / f
n—oo
y de la definicién de suma de Darboux L (f, P,) = / ony U(f, P, / 1, para cada
n > 1, obtenemos ¢

b
lim [ [ty — a] = lim [U(f,P,) = L(f. P)] = 0.

n—oo a n—oo
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Finalmente

b b
OS/ f—/ f<U(f,P)—L(f,P,)] para cada n.

Por lo tanto

asi f es Riemann integrable en [a, b].
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Apéndice C

El algebra de Wiener

Damos una breve introduccion a las algebras de Wiener.

Sea T = {t € C: |t| = 1} la circunferencia unitaria compleja. Sea W el conjunto de todas
las funciones f : T — C con serie de Fourier absolutamente convergente, es decir

W={f(z)= Y txd": D |t <oo}.
k=—o00 k=—0c0
Definimos || f|w = Z |tx] < oo, con esta norma en virtud del siguiente lema, W es un

k=—o0

algebra de Banach.

Lema 41 W es un dlgebra de Banach conmutativa con la suma y producto puntual de fun-
ciones y la norma || f|lw-

Demostraciéon. Las propiedades de algebra se verifican facilmente y la completez de W
se sigue de la completez de ¢; (Z). Verifiquemos que W es cerrada bajo la multiplicacién
puntual y la submultiplicatividad de || f{|y-

Sean f, g € W, por el criterio de Cauchy para series dobles, para cada z € T tenemos

f(2)g(z) = i to2! i rzt = i i by rp2ttE

l=—00 k=—00 {=—00 k=—00
) 00 9] 00
= E E tjfk T’ij = E E tjfk T’kZ]
k=—o00 j=—00 j=—00 k=—00
9]
= E (t % r)j 2,
j=—o00

donde t = {t,}n>1, 7 = {rn}u>1 vy (t*7); es la convolucién de ¢ y r. Por lo tanto
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fglw= > 1xr) =D 1>t < D > [tllrl = Y [tel D Il

j=—00 j=—00 k=—00 j=—00 k=—o00 l=—00 k=—o00

£ wllglhw < oc.

El algebra de Banach W del lema anterior es llamada el algebra de Wiener.

Consideremos la funcién e € T. Entonces
o
f (619) — § : tkezke’
k=—o0
tiene coeficientes de Fourier dados por
1 27

ty = —
F 2m Jo

f (€i9> efi k@de
Con cada f € W asociamos la siguiente matriz infinita

to t_y t_o

ti1 to t_q
T(f): ty 4 to

La matriz T (f) es llamada una matriz de Toeplitz.

Lema 42 Si f € W entonces T (f) induce un operador acotado en £, (1 <p < o0) y
1T Nl < 1l fllw-

Demostracién. Paran € Z, sea x,, € W dada por x,, (t) = t", t € T. La matriz T (x,,) tiene
unicamente unos en la diagonal paralela a la principal y ceros en el resto de las entradas.
Notemos que para n > 0

T (xn)x =1(0,0,...,0, 20,27 .. .)T v T (X-n)® = (Tn, Tpi1, Tnio,- - .)T.

n

Por lo tanto ||T" (x») z|l, = ||z||,, de donde se sigue que |7 (xn) |, = 1y [|T (x=0n) z|l, =
) 1/p

<Z |$n+k\p> < [[z[l, por lo que [[T"(x-n) [, < 1.
k=0

Por otra parte, para f € W tenemos que T (f) = Z T (xk) Y

k=—o00

TN =11 Y 6T 0wzl < D 1lT Ozl < Y 1tl = [1fIw-

k=—00 k=—o00 k=—o00
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. . . o0
Recordemos que para cada matriz infinita A = (ajk)j,kzo

(o] o0
JAlL =sup» ag] v [1Allo =sup Y fagil. (C.1)
k>0 320
En efecto, si A =[ag a1 ...] donde a; es la j—ésima columna de A entonces para cualquier

xefl

o0 o0 oo o0

Azl = 1D 2 aill <D g aille =Y laglllasl <Y el sup farlly < ||/l sup [lag]ls-
3=0 7=0 3=0 =0 k=1 k>1

Por lo tanto

o0
4]l < sup flagl = sup Y lasul. (C.2)
k>0 k20 525

Por otra partesea e, = [ 0,0,..., 1 ,0,.. ) , por lo que Aej, = ay, donde ay, es la k—ésima

k
columna de A. Para cada k

1Aex]l = llaxlls =) lael-
=0
Dado que || Aeg|];s < ||A|l1 entonces
sup | dex]| = sup > lazul < 4] ©3
k>0 k20 45
De (C.2) y (C.3) obtenemos la primera igualdad en (C.1).

Para la segunda igualdad, notemos que Az = (Z ajkzvk)
k=0 j

(o] o0 o0
|Az]loo = sup | > " ajpri| <sup > Jael |z < supd_ |agl [,
20 = 20 £ 20 £
de donde

1Alloe < sup > Jagl. (C4)
720 4o

Por otro lado si A = 0, no hay nada que probar. Supongamos que A # 0. Entonces existe
un renglén distinto de cero, digamos el j—ésimo. Definamos el vector z = [z;] por

A .
2 = —2 sia;; # 0

Z; = 1 siaji = 0.
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Notemos que ||z||cc = 1y que a;;2; = |aj;| para cada i > 0, entonces

o (o]
(A2); = > apz =) lag
k=0 k=0

o0

|4zl = sup | (A2),] 2 | (Az); | = 3 lasl

k=0

Por lo tanto

oo
1Al = sup Y ajul.
720 37,

De (C.4) y (C.5) obtenemos la segunda igualdad en (C.1).

Lema 43 Si f € W entonces [T (f) 1 = T (f) lloo = || fllw-

Demostracién. Sea T'(f) = (tj—); 4z ¥ Dotemos que

o0 o0
sup t:_ 1| = sup tr_il-
ROSUNESTD S
Usando (C.1) obtenemos

[ llw =T (F) lloo = [T (£) 1

De forma analoga se satisface
T = = ] .
IT ()l = 1l = méix | (1)

La demostracién puede encontrarse en [5].

(C.5)
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