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grandes enseñanzas. Al Dr. Luis Verde y al Dr. Egor Maximenko por su revisión y sugeren-
cias a este trabajo.

Gracias Almita por tu paciencia y apoyo en los momentos dif́ıciles de este proyecto, por
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3. Distribución asintótica de los valores propios de una sucesión de matrices
de Toeplitz 47
3.1. Matrices de Toeplitz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
3.2. Matrices de Toeplitz de banda . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
3.3. Matrices de Toeplitz de la clase de Wiener . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

4. Operadores completamente positivos de Toeplitz 67
4.1. Preliminares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
4.2. Operadores completamente positivos de Toeplitz asociados a una función de

la clase de Wiener . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

Conclusiones y perspectivas 85

A. Notación de Dirac 87

B. Teorema de Riemann-Lebesgue 91
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Resumen

En este trabajo desarrollamos algunas herramientas útiles para estudiar la distribución
asintótica de los valores propios de sucesiones de matrices y los aplicamos a sucesiones de
matrices de Toeplitz. Introducimos las nociones de operador completamente positivo de
Toeplitz y circulante, asimismo estudiamos algunas relaciones entre sus espectros.
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Introducción

En este trabajo nos enfocamos en las clases de matrices de Toeplitz y circulantes. Una
matriz es de Toeplitz (en honor a Otto Toeplitz), si los elementos de sus diagonales son cons-
tantes. Por otro lado, una matriz circulante es aquella en donde cada renglón es permutación
ćıclica hacia la derecha relativa al renglón precedente. Las matrices circulantes forman una
subclase de las matrices de Toeplitz. La teoŕıa de matrices (operadores) de Toeplitz y los
śımbolos que los generan es un tema vigente en matemáticas [2]. Las matrices de Toeplitz
y circulantes cuentan con una variedad de aplicaciones que van desde la mecánica cuánti-
ca [1, 12], procesos estocásticos [10], procesamiento de imágenes [11] hasta la modelación
f́ısica [8].

Las matrices circulantes son“sencillas”pues forman un álgebra conmutativa. Se diagona-
lizan respecto a la misma base, además los valores propios son conocidos expĺıcitamente. Por
otra parte cada sucesión de matrices de Toeplitz tiene asociada una sucesión de matrices
circulantes, de manera que ambas sucesiones son asintóticamente equivalentes. En virtud de
ello, las matrices circulantes se pueden usar para estudiar propiedades asintóticas de suce-
siones de matrices de Toeplitz.

En el primer caṕıtulo de este trabajo recordamos las definiciones de la norma de opera-
dores y de la norma Hilbert-Schmidt de una matriz. Se define el concepto de equivalencia
asintótica de sucesiones de matrices y se demuestran los teoremas de la distribución asintótica
de los valores propios de matrices, ver [9].

En el segundo caṕıtulo se introducen las matrices circulantes, algunas de sus propiedades
y se da una caracterización de ellas como el álgebra de von Neumann de ciertas proyecciones.

En el tercer caṕıtulo, dada una función en el álgebra de Wiener se construyen dos su-
cesiones de matrices de Toeplitz y circulantes respectivamente, se prueba la equivalencia
asintótica entre ellas para obtener el primer teorema ĺımite de Szegö.

En el último caṕıtulo recordamos la definición de operador completamente positivo y
damos una definición de operadores completamente positivos de Toeplitz y circulantes, re-
visando algunas de sus propiedades. Los operadores completamente positivos circulantes
aparecen dentro de la teoŕıa de semigrupos cuánticos de Markov circulantes [3]. En [4] se
demuestra que el espectro de un operador completamente positivo circulante coincide con
el de su matriz circulante asociada. Damos ejemplos que sugieren que aunque esto no es
válido para operadores completamente positivos generales podŕıa ser cierto para la clase de
operadores completamente positivos de Toeplitz.

El contenido del segundo y cuarto caṕıtulo es contribución original de esta tesis.
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Caṕıtulo 1

Matrices asintóticamente equivalentes

Comenzamos con las definiciones pertinentes y un teorema de pre-requisito, procedemos
a una discusión de los valores propios y comportamiento de sucesiones de matrices. El uso
principal de los teoremas de este caṕıtulo es relacionar el comportamiento asintótico de una
sucesión de matrices complicada con el de una sucesión asintóticamente equivalente más
simple.

1.1. Preliminares

Los valores propios αk y los vectores propios xk de una matriz A de tamaño n× n son
soluciones de la ecuación Ax = αx. Los valores propios son ráıces de la ecuación caracteŕıstica
de A: det(A−αI) = 0. Si los valores propios son reales, entonces usualmente asumimos que
están ordenados de manera no-creciente, es decir α1 ≥ α2 ≥ α3 . . . .

Dada cualquier matriz compleja A se puede escribir como A = URU∗ donde el ∗ denota
conjugar y transponer, U es una matriz unitaria, es decir U−1 = U∗ y R es una matriz
triangular superior, equivalentemente:

Lema 1 Para cada operador lineal T en un espacio n-dimensional complejo V con producto
interno hay una base ortonormal β de V tal que [T ]β (la matriz asociada a T respecto a β)
es triangular superior.

Demostración. Vamos a probar el resultado anterior para operadores lineales por induc-
ción sobre n. Para n = 1 sea x un vector arbitrario distinto del cero en V entonces tomamos
β = {x/||x||}, β es una base ortonormal de V , y la matriz de 1 × 1 [T ]β es triangular su-
perior. Ahora fijemos n > 1 y supongamos que el resultado es válido para todo espacio con
producto interno de dimensión menor que n. Dado que estamos trabajando sobre un campo
algebraico cerrado C, sabemos que T tiene un valor propio c1 ∈ C con vector propio asociado
x1(tomamos c1 cualquier ráız del polinomio caracteŕıstico de T ). Dividiendo x1 por algún
escalar podemos asegurar que ||x1|| = 1.

Afirmamos que V = Cx1 ⊕ W donde W = x⊥1 = {w ∈ V : 〈w, x1〉 = 0}. Para ver
esto, consideremos el operador S : V → C definido como S

(
v
)

= 〈v, x1〉 para v ∈ V .
S es un operador lineal con kernel W e imagen C. Entonces por el teorema del rango-
nulidad tenemos que n = dim (V ) = dim (W ) + dim (C). Como dim (C) = 1, tenemos que
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dim (W ) = n − 1. Si v ∈ V , entonces S (v − ax1) = 〈v − ax1, x1〉 = 〈v, x1〉 − a = 0,
si y solamente si a = 〈v, x1〉. Es decir v − 〈v, x1〉x1 ∈ Ker S = W . En otras palabras,
si w = v − 〈v, x1〉x1 ∈ Ker W , entonces v = 〈v, x1〉x1 + w. Se sigue que cualquier vec-
tor en V puede ser escrito de manera única como ax1 + w, donde a ∈ C y w ∈ W . Sea
P : V → W el operador proyección definido por P (ax1 + w) = w y definamos el operador
lineal T

′
: W → W como T

′
(w) = P (T (w)) para w ∈ W . Por hipótesis de inducción,

podemos encontrar una base ortonormal β
′

= {x2, x3, . . . , xn} de W tal que [T
′
]β′ es trian-

gular superior. Sea β = {x1, x2, . . . , xn}, es claro que es base ortonormal de V , afirmamos que

[T ]β =


c1 ∗ · · · ∗
0
... [T

′
]β′

0

 ,
es una matriz triangular superior.

Para verificar esto, recordemos que la j-ésima columna de [T ]β consiste en las coordenadas
de T (xj) relativas a la base β. Como T (x1) = c1x1 entonces la primera columna de [T ]β
es (c1, 0, . . . , 0)ᵀ. Para j > 1, escribimos T (xj) = c1,jx1 + c2,jx2 + · · · + cn,jxn con ci,j ∈ C,
entonces T

′
(xj) = P (T (xj)) = c2,jx2 + · · ·+ cn,jxn. Por lo tanto la j-ésima columna de [T ]β

está conformada por los escalares c1,j seguidos por la (j − 1)-ésima columna de [T
′
]β′ . Esto

completa la prueba de la afimación.

�

Los valores propios de A son los elementos de la diagonal principal de R. Si A es normal,
es decir, A∗A = AA∗, entonces R es una matriz diagonal, que denotamos por R = diag(αk).
Si A es una matriz Hermitiana, es decir, A∗ = A, sus valores propios son reales.

Una matriz A es definida positiva si 〈x,Ax〉 ≥ 0 para cualquier vector x. La matriz
es estrictamente definida positiva si 〈x,Ax〉 > 0 para todo vector x 6= 0. Si una matriz
Hermitiana es definida positiva entonces todos sus valores propios son mayores o iguales a
cero, si una matriz es estrictamente definida positiva entonces todos sus valores propios son
estrictamente positivos.

Los valores extremos de los valores propios de un matriz Hermitiana H pueden ser ca-
racterizados en términos del cociente de Rayleigh de H y el vector x, definido de la siguiente

manera: RH

(
x
)

=
〈x,Hx〉
‖x‖2

.

Lema 2 Dada H una matriz Hermitiana, sean ηm y ηM el mı́nimo y máximo de los valores
propios de H respectivamente, entonces:

ηm = mı́n
x 6=0

RH

(
x
)

= mı́n
||x||=1

〈x,Hx〉

ηM = máx
x 6=0

RH

(
x
)

= máx
||x||=1

〈x,Hx〉.
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Demostración. Sean em y eM vectores propios asociados a los valores propios mı́nimo y
máximo ηm y ηM respectivamente. Entonces,

RH

(
em
)

=
〈em, Hem〉
||em||2

=
〈em, ηmem〉
||em||2

= ηm
〈em, em〉
||em||2

= ηm,

es decir RH

(
em
)

= ηm.

También

RH

(
eM
)

=
〈eM , HeM〉
||eM ||2

=
〈eM , ηMeM〉
||eM ||2

= ηM
〈eM , eM〉
||eM ||2

= ηM

aśı RH

(
eM
)

= ηM .

Por otro lado, notemos que mı́n
x
RH

(
x
)
≤ RH

(
ξ
)

para cualquier vector ξ, en particular

para el vector em, es decir

mı́n
x
RH

(
x
)
≤ RH

(
em
)

= ηm. (1.1)

Análogamente

máx
x

RH

(
x
)
≥ RH

(
ξ
)

para cualquier vector ξ,

en particular para el vector eM , es decir

máx
x

RH

(
x
)
≥ RH

(
eM
)

= ηM . (1.2)

Dado que H es Hermitiana, podemos escribir H = UAU∗, donde U es una matriz unitaria
y A una matriz diagonal, con valores propios ηk. Notemos que ηm ≤ ηk ≤ ηM . Estimemos

RH

(
x
)

=
〈x,Hx〉
||x||2

=
〈x, UAU∗x〉
||x||2

=
〈U∗x,AU∗x〉
||x||2

=
〈y, Ay〉
||y||2

donde y = U∗x, como ||Ux||2 = 〈Ux, Ux〉 = 〈x, U∗Ux〉 = 〈x, x〉 = ||x||2, por lo que
||Ux|| = ||x|| esto es, es una isometŕıa, también ||x||2 = ||y||2. Por lo que, las identida-
des anteriores coinciden con

13



n∑
k=1

|yk|2ηk

n∑
k=1

|yk|2
≤

n∑
k=1

|yk|2ηM

n∑
k=1

|yk|2

= ηM .

Entonces, para cada x, RH

(
x
)
≤ ηM , en particular para el máximo:

máx
x6=0

RH

(
x
)
≤ ηM . (1.3)

De manera similar, puesto que ηm ≤ ηk tenemos

RH

(
x
)

=
〈x,Hx〉
||x||2

=
〈x, UAU∗x〉
||x||2

=
〈U∗x,AU∗x〉
||x||2

=
〈y, Ay〉
||y||2

=

n∑
k=1

|yk|2ηk

n∑
k=1

|yk|2
≥

n∑
k=1

|yk|2ηm

n∑
k=1

|yk|2
= ηm

es decir, para toda x, RH

(
x
)
≥ ηm, en particular para el mı́nimo

mı́n
x 6=0

RH

(
x
)
≥ ηm. (1.4)

De la ecuación (1.1) y (1.4) se sigue que mı́n
x 6=0

RH

(
x
)

= ηm y de la ecuación (1.2) y (1.3) que

máx
x 6=0

RH

(
x
)

= ηM .

Por otra lado tenemos que

máx
||x||=1

RH

(
x
)
≤ máx

x6=0
RH

(
x
)

(1.5)

mı́n
x 6=0

RH

(
x
)
≤ mı́n
||x||=1

RH

(
x
)
. (1.6)

Ahora para toda x,

máx
||x||=1

RH

(
x
)
≥ RH

( x

||x||
)

=

〈
x

||x||
, H

x

||x||

〉
‖ x

||x||
‖2

=

〈
x

||x||
, H

x

||x||

〉
=
〈x,Hx〉
||x||2

= RH

(
x
)
,

14



es decir para toda x máx
||x||=1

RH

(
x
)
≥ RH

(
x
)
, en particular se tiene

máx
||x||=1

RH

(
x
)
≥ máx

x 6=0
RH

(
x
)
. (1.7)

Por lo tanto de (1.5) y (1.7) tenemos máx
||x||=1

RH

(
x
)

= máx
x 6=0

RH

(
x
)
.

También, para cada x,

mı́n
||x||=1

RH

(
x
)
≤ RH

( x

||x||
)

=

〈
x

||x||
, H x

||x||

〉
|| x
||x||
||2

=

〈
x

||x||
, H

x

||x||

〉
=
〈x,Hx〉
||x||2

= RH

(
x
)
,

es decir para toda x mı́n
||x||=1

RH

(
x
)
≤ RH

(
x
)
, en particular se tiene

mı́n
||x||=1

RH

(
x
)
≤ mı́n

x 6=0
RH

(
x
)
. (1.8)

Por lo que de (1.6) y (1.8) se sigue que mı́n
||x||=1

RH

(
x
)

= mı́n
x 6=0

RH

(
x
)
.

Por lo tanto ηm = mı́n
x 6=0

RH

(
x
)

= mı́n
||x||=1

〈x,Hx〉 y ηM = máx
x 6=0

RH

(
x
)

= máx
||x||=1

〈x,Hx〉 como

se requeŕıa.

�

Si A es una matriz compleja arbitraria, entonces la matriz A∗A es hermitiana, en efecto,(
A∗A

)∗
= A∗A∗∗ = A∗A y es definida positiva, esto es 〈x,A∗Ax〉 ≥ 0, lo cual se sigue del

cálculo siguiente 〈x,A∗Ax〉 = 〈Ax,Ax〉 = ||Ax||2 ≥ 0.

La traza de un matriz A es la suma de los elementos en su diagonal principal. Es
bien conocido que la traza es invariante bajo conjugación por matrices unitarias, esto es,
Tr (UAU∗) = Tr (A), si U es unitaria. El siguiente lema es útil cuando se estudian matrices
y productos de matrices Hermitianas y no Hermitianas.

Lema 3 Sea A una matriz con valores propios αk, sean λk ≥ 0 los valores propios de la
matriz Hermitiana definida positiva A∗A, entonces

n−1∑
k=0

λk ≥
n−1∑
k=0

∣∣αk∣∣2 (1.9)

con igualdad si y solamente si A es normal.

Demostración. Sea A una matriz entonces por el lema 1 podemos escribir A = URU∗ y
A∗ = UR∗U∗, donde U es matriz unitaria y R es una matriz triangular superior, por lo que
A∗A = (UR∗U∗)(URU∗) = UR∗(U∗U)RU∗ = UR∗U−1URU∗ = UR∗RU∗. Como la traza de
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una matriz es la suma de sus valores propios tenemos que

n−1∑
k=0

λk = Tr (A∗A) = Tr (UR∗RU∗) = Tr (R∗R) .

Por otra parte (R∗R)j′j =

 n−1∑
k≤mı́n (j,j′)

r
kj′
r
kj

, entonces

Tr (R∗R) =
n−1∑
j=0

n−1∑
k≤j

r
kj
r
kj

=
n−1∑
j=0

n−1∑
k≤j

|rkj|2.

Por lo tanto,

n−1∑
k=0

λk =
n−1∑
j=0

n−1∑
k≤j

∣∣rkj∣∣2 =
n−1∑
k=0

∣∣αk∣∣2 +
n−1∑
j=0

∑
k<j

∣∣rkj∣∣2 ≥ n−1∑
k=0

∣∣αk∣∣2.
Por otro lado si A es una matriz normal, A = U∗RU , entonces R es una matriz diagonal,
por lo tanto:

n−1∑
k=0

λk =
n−1∑
k=0

Tr (A∗A) =
n−1∑
k=0

Tr (R∗R) =
n−1∑
k=0

n−1∑
k=0

∣∣rkk∣∣2 =
n−1∑
k=0

∣∣αk∣∣2.
�

Observación 1 Los números λ
1/2
k se llaman valores singulares de la matriz A.

1.2. Norma de matrices

Para estudiar la equivalencia asintótica de las matrices se requiere de una métrica o una
norma sobre el espacio de matrices. Una métrica conveniente para nuestros propósitos es la
norma de la diferencia de dos matrices.

Definición 1 Sea A una matriz con valores propios αk, sean λk ≥ 0 los valores propios
de la matriz hermitiana definida positiva A∗A. La norma de operadores de A, denotada por
‖A‖, está dada por

‖A‖ = máx
x 6=0

[
RA∗A

(
x
)]1/2

= máx
x6=0

[
〈x,A∗Ax〉
‖x‖2

]1/2

= máx
x 6=0

〈x,A∗Ax〉1/2

‖x‖
.

Notemos que por el lema 2, máx
x 6=0

RA∗A

(
x
)

= máx
||x||=1

RA∗A

(
x
)
, de donde obtenemos que

‖A‖ = máx
x 6=0

[
〈x,A∗Ax〉
‖x‖2

]1/2

= máx
‖x‖=1

〈x,A∗Ax〉1/2.
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Lema 4 La norma de operadores es en efecto una norma.

Demostración. Verifiquemos los axiomas de norma.

Como
〈x,A∗Ax〉
‖x‖2

=
〈Ax,Ax〉
‖x‖2

=
‖Ax‖2

‖x‖2
≥ 0, extrayendo ráız cuadrada y tomando máxi-

mo se sigue que ‖A‖ = máx
x 6=0

[
〈x,A∗Ax〉
‖x‖2

]1/2

≥ 0.

Supongamos que ‖A‖2 = máx
x 6=0

〈x,A∗Ax〉
‖x‖2

= 0, esto es 〈x,A∗Ax〉 = 0, por lo que 〈Ax,Ax〉 =

0, y de esto obtenemos A = 0. Por otra parte, supongamos que A = 0, esto es ‖A‖ =

máx
x 6=0

[
〈x, 0x〉
‖x‖2

]1/2

= 0.

Ahora notemos que

〈x, (cA)∗ (cA)x〉
‖x‖2

=
〈x, (cA∗) (cA)x〉

‖x‖2
=
〈x, ccA∗Ax〉
‖x‖2

= (c)(c)
〈x,A∗Ax〉
‖x‖2

= |c|2 〈x,A
∗Ax〉
‖x‖2

,

entonces extrayendo ráız cuadrada, como |c| ≥ 0, usando propiedades de máximo tenemos

‖cA‖ = máx
x 6=0

[
|c|2 〈x,A

∗Ax〉
‖x‖2

]1/2

=
[
|c|2
]1/2

máx
x 6=0

[
〈x,A∗Ax〉
‖x‖2

]1/2

= |c|máx
x 6=0

[
〈x,A∗Ax〉
‖x‖2

]1/2

= |c|‖A‖.

Por otro lado, tenemos que ‖Ax‖ ≤ máx
||x||=1

‖Ax‖ y ‖Bx‖ ≤ máx
||x||=1

‖Bx‖ para toda x, por lo

que ‖Ax‖+‖Bx‖ ≤ máx
||x||=1

‖Ax‖+ máx
||x||=1

‖Bx‖, de donde se sigue que máx
||x||=1

‖Ax‖+ máx
||x||=1

‖Bx‖

es cota superior de ‖Ax‖+ ‖Bx‖.

Ahora como para toda x, ‖Ax + Bx‖ ≤ ‖Ax‖ + ‖Bx‖ ≤ máx
||x||=1

{‖Ax‖} + máx
||x||=1

{‖Bx‖}
entonces
‖A+B‖ = máx

||x||=1
‖Ax+Bx‖ ≤ máx

||x||=1
{‖Ax‖+ ‖Bx‖} ≤ máx

||x||=1
‖Ax‖+ máx

||x||=1
‖Bx‖, esto es

‖A+B‖ ≤ ‖A‖+ ‖B‖.

�

Lema 5 La norma de operadores es submultiplicativa, ‖AB‖ ≤ ‖A‖‖B‖.

Demostración. Consideremos ‖ABx‖2 = máx
x

〈
x, (AB)∗ (AB)x

〉
= máx
||x||=1

‖AB‖2, como

‖ABx‖ ≤ ‖A‖‖Bx‖ ≤ ‖A‖‖B‖‖x‖, se sigue que ‖ABx‖2 ≤ ‖A‖2‖B‖2 para cada x tal que
||x|| = 1, es decir ‖A‖2‖B‖2 es cota superior de ‖ABx‖2 si ‖x‖ = 1.

Aśı máx
||x||=1

‖ABx‖2 ≤ ‖A‖2‖B‖2, es decir ‖AB‖ ≤ ‖A‖‖B‖. �
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Por otra parte, sea eM el vector propio asociado al valor propio λM , entonces por el

lema 2,
〈eM , A∗AeM〉
||eM ||2

= λM = máx
k
λk y como

〈ξ,Hξ〉
||ξ||2

≤ máx
ξ 6=0

〈ξ,Hξ〉
||ξ||2

para toda ξ, asi

tenemos que máx
k
λk =

〈eM , A∗AeM〉
||eM ||2

≤ máx
x 6=0

〈x,A∗Ax〉
||x||2

, esto es

máx
k
λk = λM ≤ ‖A‖2. (1.10)

Ahora puesto que λm ≤ RA∗A (x) ≤ λM , entonces 0 ≤ 〈x,A
∗Ax〉

||x||2
≤ λM para toda x, por lo

que extrayendo ráız cuadrada se tiene
〈x,A∗Ax〉1/2

||x||
≤
√
λM para toda x, asi

√
λM es cota

superior de esos productos internos, por lo tanto el máximo de ellos también esta acotado,
es decir

‖A‖2 ≤ λM (1.11)

De (1.10) y (1.11) se sigue que

‖A‖2 = máx
k
λk = λM . (1.12)

La norma de operadores se puede acotar inferiormente. Si eM es el valor propio de A, aso-

ciado al valor propio αM , como máx
||ξ||=1

〈ξ, Aξ〉 ≥ 〈ξ, Aξ〉 para toda ξ, en particular para
eM
||eM ||

tenemos

‖A‖2 = máx
||x||=1

〈x,A∗Ax〉 ≥
〈

eM
||eM ||

, A∗A
eM
||eM ||

〉
=

〈
A

eM
||eM ||

, A
eM
||eM ||

〉
=

〈
αM

eM
||eM ||

, αM
eM
||eM ||

〉
= αMαM

〈
eM
||eM ||

,
eM
||eM ||

〉
= |αM |2

||eM ||2

||eM ||2

=|αM |2.

Si A es una matriz Hermitiana sus valores propios son reales y los valores singulares λk de
A∗A son λk = α2

k. En efecto si ek es un vector propio de A con valor propio αk entonces
(A∗A)ek = αk(A

∗ek) = αk(αkek) = α2
kek, esto es λk = α2

k. En particular si A es Hermitiana,
entonces de (1.12) se sigue que

‖A‖ = máx
k
|αk| = |αM |. (1.13)

Definición 2 Sea A una matriz de tamaño n×n, la norma Hilbert-Schmidt de A está dada
por

|A| =

(
1

n

n−1∑
k=0

n−1∑
j=0

|akj|2
)1/2

=

(
1

n
Tr
(
A∗A

))1/2

=

(
1

n

n−1∑
k=0

λk

)1/2

.
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Veamos la equivalencia de las distintas representaciones de |A| en la definición anterior,
usando la notación del Apéndice A, sea

A =
n−1∑
i,j=0

aij|ei〉〈ej|, con matriz adjunta A∗ =
n−1∑
k,l=0

akl|el〉〈ek|, entonces:

A∗A =
n−1∑
k,l=0

akl|el〉〈ek|
n−1∑
i,j=0

aij|ei〉〈ej| =
n−1∑
i,j,l=0

ailaij|el〉〈ej|,

por lo tanto

Tr (A∗A) = Tr

(
n−1∑
i,j,l=0

ailaij|el〉〈ej|

)
=

n−1∑
i,j,l=0

ailaij Tr (|el〉〈ej|) =
n−1∑
i,j=0

|aij|2.

Finalmente multiplicando por 1
n

y extrayendo ráız cuadrada tenemos(
1

n
Tr(A∗A)

)1/2

=

(
1

n

n−1∑
i,j=0

|aij|2
)1/2

= |A|. (1.14)

Por otra parte, como la traza de una matriz es la suma de sus valores propios, tenemos

Tr(A∗A) =
n−1∑
k=0

λk, multiplicando por 1
n

y extrayendo ráız cuadrada tenemos

|A| =
(

1

n
Tr(A∗A)

)1/2

=

(
1

n

n−1∑
k=0

λk

)1/2

.

Esto demuestra la igualdad de las dos representaciones.

La norma Hilbert-Schmidt proviene de la función en el espacio de matrices definida como
〈A,B〉 = 1

n
Tr(A∗B), esta función es un producto interno. En efecto, verifiquemos que 〈·, ·〉

es lineal respecto al segundo argumento

〈A,B + C〉 = 1
n

Tr (A∗ (B + C)) = 1
n

Tr (A∗B + A∗C) = 1
n

Tr (A∗B) + 1
n

Tr (A∗C) =
〈A,B〉+ 〈A,C〉.

Sea λ ∈ C entonces 〈A, λB〉 = 1
n

Tr (A∗(λB)) = 1
n

Tr (λA∗B) = λ
n

Tr (A∗B) = λ〈A,B〉.

Por otra parte 〈A,B〉 = 1
n

Tr (A∗B) = 1
n

Tr ((A∗B)∗) = 1
n

Tr (B∗A) = 〈B,A〉.

Finalmente mostraremos que 〈·, ·〉 es definida positiva. Supongamos que A 6= 0 entonces:

〈A,A〉 =
1

n
Tr (A∗A) =

n−1∑
i,j=0

|aij|2 ≥ 0

por lo tanto tenemos que 〈A,A〉 ≥ 0.
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Lema 6 La norma Hilbert-Schmidt es, en efecto, una norma.

Demostración. Se sigue de manera inmediata, pues proviene de un producto interno. �

Por otra parte como λk ≤ máx
k
λk entonces

n−1∑
k=0

λk ≤
n−1∑
k=0

máx
k
λk = nmáx

k
λk, de (1.12)

tenemos

|A|2 =
1

n

n−1∑
k=0

λk ≤ máx
k
λk = ‖A‖2. (1.15)

Esto es, la norma Hilbert-Schmidt es más débil que la norma de operadores.

Lema 7 La norma de Hilbert-Schmidt es invariante al tomar adjunto.

Demostración.

|A| =
[

1

n
Tr(A∗A)

] 1
2

=

[
1

n
Tr(AA∗)

] 1
2

=

[
1

n
Tr((A∗)∗A∗)

] 1
2

= |A∗|.

�

Lema 8 La norma Hilbert-Schmidt es invariante bajo la multiplicación por matrices unita-
rias.

Demostración. Sean A y U matrices con U unitaria, entonces:

|UA|2 =
1

n
Tr
(

(UA)∗(UA)
)

=
1

n
Tr
(
A∗U∗UA

)
=

1

n
Tr
(
AA∗

)
= |A∗|2 = |A|2,

y

|AU |2 =
1

n
Tr
(

(AU)∗(AU)
)

=
1

n
Tr
(
U∗A∗AU

)
=

1

n
Tr
(
UU∗A∗A

)
=

1

n
Tr
(
A∗A

)
= |A|2.

Donde hemos utilizado la propiedad ćıclica de la traza para un producto de matrices.
�

La norma Hilbert-Schmidt suele ser más útil y fácil de manejar, sin embargo, la norma de
operadores proporciona una cota para el producto de dos matrices, como se muestra en el
siguiente lema.

Lema 9 Dadas dos matrices G y H n× n entonces |GH| ≤ ‖G‖|H|.

Demostración. Sean G =
n−1∑
i,j=0

gij|ei〉〈ej|, H =
n−1∑
k,l=0

hkl|ek〉〈el| dos matrices de n × n con

matrices adjuntas G∗ =
n−1∑
i′ ,j′=0

gi′j′ |ej′ 〉〈ei′ |, H∗ =
n−1∑
k′ ,l′=0

hk′ l′ |el′ 〉〈ek′ | respectivamente.
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Calculemos los siguientes productos, GH,H∗G∗,
(
H∗G∗

)
GH.

GH =
n−1∑
i,j=0

gij|ei〉〈ej|
n−1∑
k,l=0

hkl|ek〉〈el| =
n−1∑

i,j,k,l=0

gijhkl|ei〉〈ej||ek〉〈el| =
n−1∑
i,j,l=0

gijhjl|ei〉〈el|.

H∗G∗ =
n−1∑
k′ ,l′=0

hk′ l′ |el′ 〉〈ek′ |
n−1∑
i′ ,j′=0

gi′j′ |ej′ 〉〈ei′ | =
n−1∑

k′ ,l′ ,i′ ,j′=0

hk′ l′gi′j′ |el′ 〉〈ek′ ||ej′ 〉〈ei′ |

=
n−1∑

i′j′ ,l′=0

hj′ l′gi′j′ |el′ 〉〈ei′ |.

De estos dos últimos cálculos obtenemos

(
H∗G∗

)
GH =

n−1∑
i′j′ ,l′=0

hj′ l′gi′j′ |el′ 〉〈ei′ |
n−1∑
i,j,l=0

gijhjl|ei〉〈el|

=
n−1∑

i′j′ ,l′ ,i,j,l=0

hj′ l′gi′j′gijhjl|el′ 〉〈ei′ ||ei〉〈el|

=
n−1∑

j′ ,l′ ,i,j,l=0

hj′ l′gij′gijhjl|el′ 〉〈el|.

Ahora

|GH|2 =
1

n
Tr
(
(GH)∗(GH)

)
=

1

n
Tr
(
H∗G∗GH

)
=

1

n
Tr
( n−1∑
j′ ,l′ ,i,j,l=0

hj′ l′gij′gijhjl|el′ 〉〈el|
)

=
1

n

n−1∑
i,j,j′ ,l=0

hj′ lhjlgij′gij.

Por otra parte, sea hl =
n−1∑
k=0

hklek la l-ésima columna de la matriz H, entonces:

n−1∑
l=0

〈hl, G∗Ghl〉 =
n−1∑
l=0

〈 n−1∑
k=0

hklek, G
∗G

n−1∑
k=0

hklek
〉

=
n−1∑

i,j,k,l,i′ ,j′ ,k′=0

hklgi′j′gijhk′ l
〈
ek, |ej′ 〉〈ei′ ||ei〉〈ej|ek′

〉
=

n−1∑
i,j,k,l=0

hklhjlgikgij.

21



Por lo que tenemos:

|GH|2 =
1

n

n−1∑
l=0

〈hl, G∗Ghl〉. (1.16)

Puesto que para todo ξ es
〈hl, G∗Ghl〉
‖hl‖2

≤ máx
ξ 6=0

〈ξ,G∗Gξ〉
‖ξ‖2

= ‖G‖2 entonces

〈hl, G∗Ghl〉 ≤ ‖G‖2‖hl‖2,

y al tomar en esta última expresión la suma sobre l se tiene

n−1∑
l=0

〈hl, G∗Ghl〉 ≤ ‖G‖2

n−1∑
l=0

‖hl‖2.

Notemos que
n−1∑
l=0

‖hl‖2 =
n−1∑
l=0

〈hl, hl〉 =
n−1∑

l,k,k′=0

hk′ lhkl|ek′ 〉〈ek| =
n−1∑
k,l=0

hklhkl =
n−1∑
k,l=0

|hkl|2.

Por lo tanto en (1.16)

|GH|2 =
1

n

n−1∑
l=0

〈hl, G∗Ghl〉 ≤
1

n
‖G‖2

n−1∑
l=0

‖hl‖2 =
1

n
‖G‖2

n−1∑
k,l=0

|hkl|2 = ‖G‖2 1

n

n−1∑
k=0

n−1∑
l=0

|hkl|2

= ‖G‖2|H|2.

Esto es

|GH| ≤ ‖G‖|H|.

�
Notemos que en el lema 9 no se requiere que las matrices G o H sean Hermitianas.

Observación 2 Usando el lema 7 y el hecho de que ‖A‖ = ‖A∗‖ obtenemos del lema 9
la siguiente estimación

|GH| = |(GH)∗| = |H∗G∗| ≤ ‖H∗‖|G∗| = ‖H‖|G|.

Vamos a considerar matrices de n × n que se aproximan entre śı cuando n es grande,
utilizaremos la norma Hilbert-Schmidt de la diferencia de dos sucesiones de matrices como
una medida de la distancia entre ambas.

Definición 3 Se dice que dos sucesiones de matrices {An}n≥1 y {Bn}n≥1 de n × n son
asintóticamente equivalentes si:

(1) {An}n y {Bn}n son uniformemente acotadas en la norma de operadores:

Existe M > 0 tal que ‖An‖, ‖Bn‖ ≤M <∞, para cada n ≥ 1.

(2) An −Bn converge a 0 en la norma Hilbert-Schmidt cuando n→∞:
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ĺım
n→∞

|An −Bn| = 0.

La equivalencia asintótica entre sucesiones de matrices {An}n y {Bn}n será abreviada como
An ∼ Bn.

El siguiente teorema proporciona varias propiedades de la equivalencia asintótica.

Teorema 1 (1) Si An ∼ Bn entonces ĺım
n→∞

||An| − |Bn|| = 0.

(2) Si An ∼ Bn y Bn ∼ Cn entonces An ∼ Cn.

(3) Si An ∼ Bn y Cn ∼ Dn entonces AnCn ∼ BnDn.

(4) Si An ∼ Bn y ‖A−1
n ‖,‖B−1

n ‖ ≤ K < ∞ para cada n ≥ 1, esto es A−1
n y B−1

n existen y
son uniformemente acotadas por alguna constante independiente de n, entonces A−1

n ∼
B−1
n .

(5) Si AnBn ∼ Cn y ‖A−1
n ‖ ≤ K <∞ para cada n ≥ 1 entonces Bn ∼ A−1

n Cn.

(6) Sean αn,k y βn,k, k = 0, 1, 2, . . . n− 1, los valores propios de An y Bn respectivamente.
Si An ∼ Bn entonces existen constantes, m y M tales que m ≤ αn,k, βn,k ≤ M ,
n = 1, 2, 3, . . ..

Demostración.

(1) Por hipótesis tenemos

0 ≤ ĺım
n→∞

||An| − |Bn|| ≤ ĺım
n→∞

|An −Bn| = 0

de donde se sigue que ĺım
n→∞

||An| − |Bn|| = 0.

(2) Dado que An ∼ Bn tenemos ‖An‖, ‖Bn‖ ≤ K1 para cada n ≥ 1, y ĺım
n→∞

|An −Bn| = 0,

también Bn ∼ Cn por lo que ‖Bn‖, ‖Cn‖ ≤ K2 para cada n ≥ 1, y ĺım
n→∞

|Bn − Cn| = 0,

entonces

|An − Cn| = |An −Bn +Bn − Cn| ≤ |An −Bn|+ |Bn − Cn|−→
n→∞

0.

Por otra parte sea K = máx{K1, K2} entonces ‖An‖, ‖Cn‖ ≤ K para cada n ≥ 1.

(3) Como An ∼ Bn tenemos ‖An‖, ‖Bn‖ ≤ K1 para cada n ≥ 1 y ĺım
n→∞

|An −Bn| = 0.

También Cn ∼ Dn por lo que ‖Cn‖, ‖Dn‖ ≤ K2 para cada n ≥ 1 y ĺım
n→∞

|Cn −Dn| = 0.

Sea K = máx{K1, K2}, entonces

|AnCn −BnDn| = |AnCn − AnDn + AnDn −BnDn| ≤ |AnCn − AnDn|
+ |AnDn −BnDn| ≤ ‖An‖|Cn −Dn|+ ‖Dn‖|An −Bn|
≤ K

(
|Cn −Dn|+ |An −Bn|

)
|−→
n→∞

0.
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Por otro lado usando que la norma de operadores es submultiplicativa tenemos:

‖AnCn‖ ≤ ‖An‖‖Cn‖ ≤ K1K2 ≤ K2

‖AnCn‖ ≤ ‖An‖‖Cn‖ ≤ K1K2 ≤ K2

(4) Por hipótesis An ∼ Bn en particular tenemos que ĺım
n→∞

|An −Bn| = 0 y también por

hipótesis ‖A−1
n ‖ ‖B−1

n ‖ ≤ K para cada n ≥ 1, por lo tanto

|A−1
n −B−1

n | = |B−1
n BnA

−1
n −B−1

n AnA
−1
n | = |B−1

n

(
Bn − An

)
A−1
n |

≤ ‖A−1
n ‖‖B−1

n ‖|Bn − An| ≤ K2|Bn − An|−→
n→∞

0.

(5) Notemos que An ∼ An pues ĺım
n→∞

|An − An| = 0 y ‖An‖ ≤ K <∞ para cada n ≥ 1, si

A−1
n existe tenemos A−1

n ∼ A−1
n y por hipótesis AnBn ∼ Cn por lo tanto por el inciso

(3) se tiene Bn ∼ A−1
n Cn.

(6) Como An ∼ Bn tenemos en particular que ‖An‖, ‖Bn‖ ≤ K para cada n ≥ 1, por el

lema 3 sabemos que |A|2 ≥ 1

n

n−1∑
k=0

|αk|2 para cada n ≥ 1, por lo que K2 ≥ ‖An‖2 ≥

|αn,M |2 para cada n ≥ 1, donde αn,M es el máximo de los valores propios de An.
Entonces K ≥ |αn,M | ≥ |αn,k| para cada n ≥ 1, por lo tanto |αn,k| ≤ K. Tomamos
m = −K y M = K, asi para cada n = 1, 2, 3, . . . y para cada k = 0, 1, 2, . . . n − 1 se
sigue m ≤ αn,k ≤M . De manera análoga tenemos m ≤ βn,k ≤M .

�
Los resultados anteriores serán útiles en varias de las demostraciones posteriores. El siguiente
lema proporciona un preludio del tipo de resultados que se pueden obtener acerca de los
valores propios y sirve por śı mismo como la parte esencial de los resultados más generales
a seguir. Se muestra que la norma Hilbert-Schmidt de la diferencia de dos matrices acota
superiormente al promedio de la diferencia de sus valores propios.

Lema 10 Dadas dos matrices A y B con valores propios αk y βk, 0 ≤ k ≤ n− 1 respectiva-
mente entonces:

∣∣ 1
n

n−1∑
k=0

αk −
1

n

n−1∑
k=0

βk
∣∣ =

∣∣ 1
n

n−1∑
k=0

(αk − βk)
∣∣ ≤ |A−B|.

Demostración. Sea D = A− B = {dij}ij. Usando propiedades de la traza obtenemos que

Tr (D) = Tr (A−B) = Tr (A)−Tr (B) =
n−1∑
k=0

αk −
n−1∑
k=0

βk, ahora calculamos el cuadrado del

valor absoluto de la traza de D y aplicamos la desigualdad de Cauchy-Schwarz

|Tr (D) |2 = |
n−1∑
k=0

dkk|2 ≤
n−1∑
k=0

|1|2
n−1∑
k=0

|dkk|2 = n
n−1∑
k=0

|dkk|2 ≤ n
n−1∑
k=0

n−1∑
j=0

|dkj|2 = n2|D|2.
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Entonces |Tr (D) | ≤ n|D| y multiplicando por 1
n

obtenemos | 1
n

Tr (D) | ≤ |D| de donde se
sigue que

∣∣ 1
n

n−1∑
k=0

αk −
1

n

n−1∑
k=0

βk| = |
1

n

n−1∑
k=0

(αk − βk)
∣∣ =

∣∣ 1
n

(
n−1∑
k=0

αk −
n−1∑
k=0

βk

)∣∣ =
∣∣ 1
n

Tr (D) | ≤ |A−B|.

�
Una consecuencia inmediata de este lema es el siguiente corolario.

Corolario 1 Si {An}n y {Bn}n son dos sucesiones de matrices asintóticamente equivalentes
donde {αn,k}k y {βn,k}k, 0 ≤ k ≤ n− 1, son los valores propios de An y Bn respectivamente,
entonces

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

(αn,k − βn,k) = 0,

y si uno de los ĺımites existe,

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

αn,k = ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

βn,k. (1.17)

Demostración. Sea Dn = An−Bn por lo que Tr (Dn) = Tr (An −Bn) = Tr (An)−Tr (Bn) =
n−1∑
k=0

αn,k −
n−1∑
k=0

βn,k =
n−1∑
k=0

(αn,k − βn,k) y |Dn| = |An − Bn|, de manera análoga como en la

prueba del lema anterior tenemos |Tr (Dn) |2 ≤ n2|Dn|2, y de la hipótesis se sigue que

0 ≤
∣∣ 1
n

Tr (Dn)
∣∣ ≤ |Dn| = |An −Bn|−→

n→∞
0.

Por lo tanto ĺım
n→∞

∣∣ 1
n

Tr (Dn)
∣∣ = 0 , esto es ĺım

n→∞

∣∣ 1
n

n−1∑
k=0

(αn,k − βn,k)
∣∣ = 0. Usando la conti-

nuidad del valor absoluto se tiene ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

(αn,k − βn,k) = 0. Por otra parte si uno de los

ĺımites existe, de la última igualdad se sigue que ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

αn,k = ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

βn,k. �

Corolario 2 Dadas dos sucesiones de matrices Hermitianas asintóticamente equivalentes
{An}n y {Bn}n, sean {αn,k}k y {βn,k}k, 0 ≤ k ≤ n − 1, los valores propios de An y Bn

respectivamente, entonces

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

(
α2
n,k − β2

n,k

)
= 0,

y si uno de los ĺımites existe,

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

α2
n,k = ĺım

n→∞

1

n

n−1∑
k=0

β2
n,k. (1.18)
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Demostración. Sea A =
n−1∑
k=0

αk|uk〉〈uk| con matriz adjunta A∗ =
n−1∑
k=0

αk′ |uk′ 〉〈uk′ |, por lo

que

A∗A =
n−1∑
k=0

αk′ |uk′ 〉〈uk′ |
n−1∑
k=0

αk|uk〉〈uk| =
n−1∑
k
′
=0

n−1∑
k=0

αk′αk|uk′ 〉〈uk′ ||uk〉〈uk| =
n−1∑
k=0

αkαk|uk〉〈uk|,

y como A es Hermitiana se sigue que A∗A =
n−1∑
k=0

α2
k|uk〉〈uk|, por lo que Tr (A∗A) =

n−1∑
k=0

α2
k.

De manera análoga se obtiene Tr (B∗B) =
n−1∑
k=0

β2
k .

Por otra parte sea Dn = An −Bn, entonces ||An| − |Bn|| ≤ |An −Bn| = |Dn| esto es,

0 ≤
∣∣∣∣
√

1

n
Tr (A∗nAn)−

√
1

n
Tr (B∗nBn)

∣∣∣∣ ≤ |Dn|

0 ≤
∣∣∣∣
√√√√ 1

n

n−1∑
k=0

α2
k −

√√√√ 1

n

n−1∑
k=0

β2
k

∣∣∣∣ ≤ |Dn|

cuando n→∞ tenemos |Dn| → 0 de donde se obtiene el resultado. �

Antes de enunciar uno de los teoremas centrales de esta sección, damos la demostración
de un par de lemas que permiten, de cierto modo, dar una factorización de la diferencia de
potencias de dos matrices.

Lema 11 Sean A y B matrices finito dimensionales y sea s ∈ Z+, entonces

As −Bs = A

(
s−1∑
k=0

AkBs−1−k

)
−

(
s−1∑
k=0

AkBs−1−k

)
B. (1.19)

Demostración. Por inducción sobre s. Base, s = 2

A2 −B2 = A2 −B2 + AB − AB = AB + A2 −
(
AB +B2

)
= A (B + A) + (B + A)B

= A
(
A0B1 + A1B0

)
−
(
A0B1 + A1B0

)
B

= A

(
2−1∑
k=0

AkB2−1−k

)
+

(
2−1∑
k=0

AkB2−1−k

)
B.

Paso inductivo, supongamos válido hasta s
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As+1 −Bs+1 = As+1 −Bs+1 + ABs − ABs = ABs −Bs+1 + As+1 − ABs

= ABs −Bs+1 + A (As −Bs)

= ABs −Bs+1 + A

[
A

(
s−1∑
k=0

AkBs−1−k

)
−

(
s−1∑
k=0

AkBs−1−k

)
B

]

= ABs −Bs+1 + A

(
s−1∑
k=0

Ak+1Bs−1−k

)
− A

(
s−1∑
k=0

AkBs−1−k

)
B

= A

(
s−1∑
k=0

Ak+1Bs−1−k

)
+ ABs −

(
s−1∑
k=0

Ak+1Bs−1−k

)
B −Bs+1

= A

[
s−1∑
k=0

Ak+1Bs−1−k +Bs

]
−

[
s−1∑
k=0

Ak+1Bs−1−k +Bs

]
B

= A

(
s∑

k=0

AkBs−k

)
−

(
s∑

k=0

AkBs−k

)
B.

�

Lema 12 Sean A y B matrices finito dimensionales y sea s ∈ Z+, entonces

As −Bs =
s−1∑
k=0

Ak(A−B)Bs−1−k. (1.20)

Demostración. Usando el lema 11

As −Bs = A

(
s−1∑
k=0

AkBs−1−k

)
−

(
s−1∑
k=0

AkBs−1−k

)
B

=
s−1∑
k=0

(
Ak+1Bs−1−k − AkBs−k)

=
s−1∑
k=0

(
Ak+1 − AkB

)
Bs−1−k

=
s−1∑
k=0

Ak (A−B)Bs−1−k.

�
Las ecuaciones (1.17) y (1.18) son un caso especial del siguiente teorema sobre el com-

portamiento asintótico de los valores propios de sucesiones de matrices asintóticamente equi-
valentes.

Teorema 2 Sean {An}n y {Bn}n dos sucesiones de matrices asintóticamente equivalentes.
Sean {αn,k}k y {βn,k}k 0 ≤ k ≤ n − 1 los valores propios de An y Bn respectivamente,
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entonces para cualquier entero positivo s, las sucesiones de matrices {Asn}n y {Bs
n}n son

asintóticamente equivalentes,

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

(
αsn,k − βsn,k

)
= 0, (1.21)

y si uno de los ĺımites existe,

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

αsn,k = ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

βsn,k.

Demostración. Sea Dn = An −Bn y sea ∆n := Asn −Bs
n para cada n ≥ 1. Calculemos

Tr

(
1

n
∆n

)
= Tr

(
1

n
Asn −

1

n
Bs
n

)
= Tr

(
1

n
Asn

)
− Tr

(
1

n
Bs
n

)
=

1

n

n−1∑
k=0

αsn,k −
1

n

n−1∑
k=0

βsn,k

=
1

n

n−1∑
k=0

(
αsn,k − βsn,k

)
.

Por otro lado consideramos Asn − Bs
n, entonces, tomando la norma Hilbert-Schmidt y apli-

cando el lema 9 y lema 12 obtenemos

|Asn −Bs
n| =

∣∣∣ s−1∑
k=0

Akn(An −Bn)Bs−1−k
n

∣∣∣ ≤ s−1∑
k=0

‖Akn‖|(An −Bn)Bs−1−k
n |

≤
s−1∑
k=0

‖Akn‖‖Bs−1−k
n ‖|An −Bn|.

Esto es |∆n| = |Asn −Bs
n| ≤ K|Dn|, donde 0 < K <∞ no depende de n. Por lo tanto

0 ≤ | 1
n

Tr (∆n) | ≤ |∆n|−→
n→∞

0.

Se sigue que ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

(
αsn,k − βsn,k

)
= 0, y si uno de los ĺımites existe

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

αsn,k = ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

βsn,k.

�

Corolario 3 Sean {An}n y {Bn}n dos sucesiones de matrices asintóticamente equivalentes
y {αn,k}k y {βn,k}k, 0 ≤ k ≤ n−1, los valores propios de An y Bn respectivamente, sea p (x)
cualquier polinomio, entonces

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

(p (αn,k)− p (βn,k)) = 0,
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y si uno de los ĺımites existe,

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

p (αn,k) = ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

p (βn,k). (1.22)

Demostración. Supongamos que p (x) =
m∑
s=0

asx
s, entonces sumando sobre s en (1.21),

obtenemos que

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

(p (αn,k)− p (βn,k)) = 0,

y si uno de los ĺımites existe

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

p (αn,k) = ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

p (βn,k).

�

El corolario 3 puede utilizarse para demostrar que (1.22) se satisface para cualquier
función anaĺıtica f (x), pues tales funciones tienen un desarrollo en series complejas de Taylor,
que pueden ser vistas como polinomios con un número posiblemente infinito de términos. Sin
embargo, se necesita algún esfuerzo para justificar el intercambio de ĺımites, lo que puede
lograrse si la serie de Taylor converge uniformemente. Si An y Bn son Hermitianas, sin
embargo, entonces existe un resultado mucho más fuerte. En este caso, los valores propios
de ambas matrices son reales y podemos invocar el teorema de la aproximación de Stone-
Weierstrass para generalizar inmediatamente el corolario 3.

Teorema 3 [Stone−Weierstrass]

Si f es una función compleja continua en [a, b], existe una sucesión de polinomios pn,

tal que ĺım
n→∞

pn (x) = f (x) uniformemente en [a, b].

Si f es real, se deben tomar los p′ns reales.

Demostración. Sin pérdida de generalidad supongamos que [a, b] = [0, 1], pues el intervalo
[a, b] se puede mapear biyectivamente sobre el intervalo [0, 1], y que f(0) = f(1) = 0, puesto
que si se demuestra el teorema para este caso, consideramos g(x) = f(x)− f(0)− x[f(1)−
f(0)], para 0 ≤ x ≤ 1. Notemos que g es continua en [0, 1] con g(0) = g(1) = 0 y si puede
obtenerse g como ĺımite de una sucesión uniformemente convergente de polinomios, entonces
lo mismo es cierto para f , pues f − g es un polinomio. Supongamos además que f es cero
para x fuera del intervalo [0, 1], entonces f es uniformemente continua en toda la recta.
Necesitamos una sucesión de polinomios que aproxime a f uniformemente, estudiemos la
siguiente familia de polinomios

qn (x) = cn
(
1− x2

)n
, n = 0, 1, 2, 3, . . .,
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donde se ha elegido cn, de modo que∫ 1

−1

qn (x) dx = 1, n = 0, 1, 2, 3, . . .

Busquemos una estimación para cn,

1

cn
=

∫ 1

−1

(
1− x2

)n
dx = 2

∫ 1

0

(
1− x2

)n
dx ≥ 2

∫ 1√
n

0

(
1− x2

)n
dx ≥ 2

∫ 1√
n

0

(
1− nx2

)
dx

=
2√
n

(
1− 1

3

)
=

4

3
√
n

>
1√
n
, de donde cn <

√
n. (1.23)

La desigualdad (1− x2)
n ≥ 1 − nx2, que se usó antes, se comprueba considerando la

función h(x) = (1− x2)
n − 1 + nx2, cuya derivada h

′
(x) = −2nx((1 − x2)n−1 − 1) se anula

en x = 0 y es positiva en (0, 1).

Para todo δ > 0, (1.23), implica que

qn ≤
√
n
(
a− δ2

)n
, δ ≤ |x| ≤ 1,

y q
′
n(x) = −2xncn (1− x2)

n−1
, esto es qn(x) es decreciente, notemos que ĺım

n→∞

√
n
(
1− δ2

)n
=

ĺım
n→∞

√
n

(1− δ2)−n
= ĺım

n→∞

1
2
n−1/2

(1− δ2)−n ln (1− δ2)
= ĺım

n→∞

1√
n
(1− δ2)n

2 ln (1− δ2)
= 0. Afirmamos que qn

converge uniformemente a 0 en δ ≤ |x| ≤ 1, en efecto dado ε > 0, como ĺım
n→∞

√
n
(
1− δ2

)n
= 0

para el mismo ε > 0, existe Nε ≥ 1 tal que
√
n (1− δ2)

n
< ε para cada n ≥ Nε, entonces

tomando η =
√
Nε + 1 (1− δ2)

Nε+1
> 0 obtenemos que |qn(x)| <

√
n (1− δ2)

n
< ε, para

cada n ≥ Nε y para cada x tal que δ ≤ |x| ≤ 1.
Ahora sea

pn(x) =

∫ 1

−1

f(x+ t)qn(t)dt, 0 ≤ x ≤ 1,

puesto que f se anula fuera del intervalo [0, 1] el integrando es nulo fuera del intervalo
[−x, 1− x] tenemos

pn(x) =

∫ 1−x

−x
f(x+ t)qn(t)dt,

y haciendo un cambio de variable

pn(x) =

∫ 1

0

f(t)qn(t− x)dt.

Después de integrar, tenemos un polinomio en la variable x, asi {pn}n es una sucesión de
polinomios, que son reales si f es real.
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Por otra parte como f es continua sobre un compacto, entonces f es uniformemente
continua en el compacto, dado ε > 0, elegimos δ > 0, tal que |y−x| < δ implica |f(y)−f(x)| <
ε
2
. Sea M = sup

x∈[−1,1]

|f (x) |. Como qn(x) ≥ 0, vemos que para 0 ≤ x ≤ 1

|pn(x)− f(x) | =
∣∣∣ ∫ 1

−1

(
f(x+ t)− f(x)

)
qn(t)dt

∣∣∣ ≤ ∫ 1

−1

| f(x+ t)− f(x) | qn(t)dt

≤ 2M

∫ −δ
−1

qn(t)dt+
ε

2

∫ δ

−δ
qn(t)dt+ 2M

∫ 1

δ

qn(t)dt ≤ 4M
√
n
(
1− δ2

)n
+
ε

2

< ε,

para cada n ≥ Nε, lo que demuestra el teorema. �

Teorema 4 Sean {An}n y {Bn}n dos sucesiones de matrices Hermitianas asintóticamente
equivalentes y {αn,k}k y {βn,k}k, 0 ≤ k ≤ n − 1 los valores propios de An y Bn respec-
tivamente. Por el teorema 1 existen constantes, m y M tales que m ≤ αn,k, βn,k ≤ M ,
n = 1, 2, 3, . . . ; k = 0, 1, 2, . . . n− 1. Sea f(x) una función continua en [m,M ] entonces

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

(f (αn,k)− f (βn,k)) = 0,

y si uno de los ĺımites existe

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

f (αn,k) = ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

f (βn,k).

Demostración. Puesto que f es continua en [m,M ], entonces por el teorema 3 [Stone-
Weierstrass], existe Lε ≥ 1 tal que |f (x) − pl (x) | < ε

3
siempre que ` ≥ Lε y para toda

x ∈ [m,M ]. Estimemos

∣∣∣ 1
n

n−1∑
k=0

(f (αn,k)− f (βn,k))
∣∣∣ =

∣∣∣ 1
n

n−1∑
k=0

(f (αn,k)− f (βn,k)) +
1

n

n−1∑
k=0

(pl (αn,k)− pl (βn,k))−

1

n

n−1∑
k=0

(pl (αn,k)− pl (βn,k))
∣∣∣

=
∣∣∣ 1
n

n−1∑
k=0

(f (αn,k)− pl (αn,k))−
1

n

n−1∑
k=0

(f (βn,k)− pl (βn,k))+

1

n

n−1∑
k=0

(pl (αn,k)− pl (βn,k))
∣∣∣
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≤
∣∣∣ 1
n

n−1∑
k=0

(f (αn,k)− pl (αn,k))
∣∣∣+
∣∣∣ 1
n

n−1∑
k=0

(f (βn,k)− pl (βn,k))
∣∣∣+

∣∣∣ 1
n

n−1∑
k=0

(pl (αn,k)− pl (βn,k))
∣∣∣

≤ 1

n

n−1∑
k=0

|f (αn,k)− pl (αn,k) |+
1

n

n−1∑
k=0

|f (βn,k)− pl (βn,k) |+

1

n

n−1∑
k=0

|pl (αn,k)− pl (βn,k) |

<
1

n

n−1∑
k=0

ε

3
+

1

n

n−1∑
k=0

ε

3
+

1

n

n−1∑
k=0

ε

3
= ε, si n > 1.

Esto es ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

(f (αn,k)− f (βn,k)) = 0, y si uno de los ĺımites existe

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

f (αn,k) = ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

f (βn,k).

�

Definición 4 Dos sucesiones {αn,k}n∈N y {βn,k}n∈N, con αn,k, βn,k ∈
[
m,M

]
, k = 0, 1, . . . n−

1 tales que ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

(f(αn,k)− f(βn,k)) = 0 para cualquier función f continua en
[
m,M

]
se dice que son asintóticamente igualmente distribuidas.

Definición 5 Dos sucesiones {αn,k}n∈N y {βn,k}n∈N, con αn,k, βn,k ∈
[
m,M

]
, k = 0, 1, . . . n−

1 tales que ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

|f(αn,k)− f(βn,k)| = 0 para cualquier función f continua en
[
m,M

]
se dice que son asintóticamente absolutamente igualmente distribuidas.

Como ejemplo del uso del teorema 4, damos la demostración del siguiente corolario
sobre los determinantes de sucesiones de matrices asintóticamente equivalentes.

Corolario 4 Sean {An}n y {Bn}n sucesiones de matrices Hermitianas asintóticamente equi-
valentes y {αn,k}k, {βn,k}k, 0 ≤ k ≤ n − 1, los valores propios de An y Bn respectivamente
tales que αn,k, βn,k ≥ m > 0, para algún m. Entonces si uno de los ĺımites existe

ĺım
n→∞

(
detAn

)1/n

= ĺım
n→∞

(
detBn

)1/n

Demostración. Sea f(x) = ln x, por el teorema 4, ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

ln (αn,k) = ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

ln (βn,k),

aplicando la función exponencial a ambos lados tenemos
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exp( ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

ln (αn,k)) = exp( ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

ln (βn,k)),

ahora por continuidad de expx se sigue que

ĺım
n→∞

exp
( 1

n

n−1∑
k=0

ln (αn,k)
)

= ĺım
n→∞

exp
( 1

n

n−1∑
k=0

ln (βn,k)
)

,

usando la propiedad de los logaritmos ln(ab) = ln(a) + ln(b), tenemos:

ĺım
n→∞

exp
( 1

n
ln
( n−1∏
k=0

αn,k

))
= ĺım
n→∞

exp
( 1

n
ln
( n−1∏
k=0

βn,k

))
,

y como el producto de los valores propios de una matriz es igual al determinante de la matriz,
se sigue que

ĺım
n→∞

exp
( 1

n
ln
(

detAn

))
= ĺım
n→∞

exp
( 1

n
ln
(

detBn

))
.

Finalmente usando propiedades del logaritmo para potencias obtenemos

ĺım
n→∞

exp
(

ln
(

detAn

)1/n)
= ĺım
n→∞

exp
(

ln
(

detBn

)1/n)
,

esto es

ĺım
n→∞

(
detAn

)1/n

= ĺım
n→∞

(
detBn

)1/n

.

�
Es posible mejorar el teorema 4, la idea clave es el siguiente resultado de la teoŕıa de
matrices:

Teorema 5
[
Teorema de Wielandt-Hoffman

]
Dadas dos matrices Hermitianas A y B con valores propios {αk}k y {βk}k en orden no-
creciente respectivamente entonces

1

n

n−1∑
k=0

|αk − βk|2 ≤ |A−B|2.

Demostración. Dado queA yB son matrices Hermitianas podemos escribirA = U diag(αk)U
∗

y B = W diag(βk)W
∗, donde U y W son matrices unitarias. Sabemos por el lema 8 que la

norma Hilbert-Schmidt es invariante bajo la multiplicación por matrices unitarias, entonces:

|A−B| = |U diag(αk)U
∗ −W diag(βk)W

∗| = |U
(

diag(αk)U
∗ − U∗W diag(βk)W

∗
)
|

= | diag(αk)U
∗ − U∗W diag(βk)W

∗| = |
(

diag(αk)U
∗W − U∗W diag(βk)

)
W ∗|

= | diag(αk)U
∗W − U∗W diag(βk)| = | diag(αk)Q−Q diag(βk)|,
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donde Q = U∗W = {qi,j}. Notemos que Q es unitaria, en efecto

Q∗Q = (U∗W )∗(U∗W ) = (W ∗U∗∗)(U∗W ) = W ∗UU∗W = WW ∗ = I

y

QQ∗ = (U∗W )(U∗W )∗ = (U∗W )(W ∗U∗∗) = U∗WW ∗U=U∗U = I.

Por otra parte la entrada (ij) de la matriz diag(αk)Q−Q diag(βk) es (αi − βj)qij, para ver

esto sean Dα = diag(αk) =
n−1∑
i=0

αi|ei〉〈ei|, Dβ = diag(βk) =
n−1∑
j=0

βj|ej〉〈ej|, Q =
n−1∑
i,j=0

qij|ei〉〈ej|

entonces

DαQ =
n−1∑
i,j=0

αiqij|ei〉〈ei||ei〉〈ej| =
n−1∑
i,j=0

αiqij|ei〉〈ej|,

análogamente

DβQ =
n−1∑
i,j=0

βiqij|ei〉〈ej||ej〉〈ej| =
n−1∑
i,j=0

βjqij|ei〉〈ej|,

por lo que:

DαQ−DβQ =
n−1∑
i,j=0

αiqij|ei〉〈ej| −
n−1∑
i,j=0

βjqij|ei〉〈ej| =
n−1∑
i,j=0

(αiqij − βjqij)|ei〉〈ej|

=
n−1∑
i,j=0

(αi − βj)qij|ei〉〈ej|.

Entonces

|A−B|2 =
1

n

n−1∑
i=0

n−1∑
j=0

|αi − βj|2|qij|2 =
n−1∑
i=0

n−1∑
j=0

|αi − βj|2pij, (1.24)

donde pij = 1
n
|qij|2.

Por otro lado tenemos Q =
n−1∑
i,j=0

qij|ei〉〈ej|, Q∗ =
n−1∑
k,l=0

qij|el〉〈ek|, y como es Q unitaria

Q∗Q =
n−1∑
j,k,l=0

qklqkj|el〉〈ej| =
n−1∑
m=0

|em〉〈em| y de esto último se sigue :

n−1∑
k=0

qklqkj =

{
0 j 6= l

1 j = l
= δjl,
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cuando j = l,
n−1∑
k,l=0

qklqkl =
n−1∑
k,l=0

|qkl|2 = 1.

Análogamente QQ∗ =
n−1∑
i,k,l=0

qilqkl|ei〉〈ek| =
n−1∑
m=0

|em〉〈em| de donde obtenemos:

n−1∑
l=0

qilqkl =

{
0 i 6= k

1 i = k
= δik,

cuando i = k,
n−1∑
k,l=0

qklqkl =
n−1∑
k,l=0

|qkl|2 = 1. Por lo tanto
n−1∑
i=0

|qij|2 =
n−1∑
j=0

|qij|2 = 1 y aśı

n−1∑
i=0

pij =
n−1∑
j=0

pij =
1

n
. (1.25)

Afirmamos que para todas las matrices P que satisfacen (1.25), el lado derecho de (1.24) es

minimizado por P =
1

n
I, donde I es la matriz identidad, esto es

n−1∑
i=0

n−1∑
j=0

|αi − βj|2pij ≥
n−1∑
i=0

|αi − βi|2,

lo que prueba el resultado.

Para ver esto, sea ` el menor entero en {0, 1, 2, . . . , n−1} tal que P tiene un elemento dis-
tinto de cero fuera de la diagonal ya sea en el renglón ` o en la columna `. Si hay un elemento
distinto de cero en el renglón `, digamos p`a, entonces por (1.25) también hay un elemento
distinto de cero en la columna ` fuera de la diagonal, digamos p`b, con la condición (1.25)
satisfecha. Dado que es ` el menor entero, entonces ` < a y ` < b. Sea x = mı́n {p`a, pb`}.

Formemos una nueva matriz P
′

sumando x a p`` y pba, y restando x de pb` y p`a

P
′
=



. . .
.p`` + x .p`a − x

...
...

.pb` − x .pba + x
. . .

 ,

P
′

satisface (1.25) y tiene un cero en la posición (b, `) ó (`, a) pues x = mı́n {p`a, pb`} y la
diferencia p`a − x = 0 ó pb` − x = 0.
Ahora usando (1.24) para P ,

N (P ) =
n−1∑
i=0

n−1∑
j=0

|αi − βj|2pij = |α` − β`|2p`` + |α` − βa|2p`a + |αb − β`|2pb` + |αb − βa|2pba

+
∑
i,j

|αi − βj|2pij.
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Mientras que para P
′
,

N(P
′
) =

n−1∑
i=0

n−1∑
j=0

|αi − βj|2p
′

ij = |α` − β`|2(p`` + x) + |α` − βa|2(p`a − x) + |αb − β`|2(pb` − x)

+ |αb − βa|2(pba + x) +
∑
i,j

|αi − βj|2pij

Entonces

N(P
′
)−N(P ) = |α` − β`|2x− |α` − βa|2x− |αb − β`|2x+ |αb − βa|2x

= −2x
(
α` − αb

)(
β` − βa

)
≤ 0,

donde la desigualdad se obtiene del hecho de que x es positivo, pues x = mı́n {p`a, pb`} con
pij = 1

n
|qij|2. Por hipótesis los α

′s y β
′s están en orden no-creciente y cómo ` < a, ` < b

entonces α` − αb ≥ 0 y β` − βa ≥ 0.

Asi obtenemos

N(P
′
) ≤ N(P ).

Hemos construido una matriz P
′

que satisface (1.25), tal que N(P
′
) ≤ N(P ). Por construc-

ción tiene menos elementos no nulos fuera de la diagonal que P .
Continuando de esta manera, los elementos fuera de la diagonal, todos ellos distintos de

cero, pueden ser llevados a cero sin aumentar la norma. Por lo tanto P =
1

n
I, y se sigue que

|A−B|2 =
n−1∑
i=0

n−1∑
j=0

|αi − βj|2pij ≥
1

n

n−1∑
i=0

|αi − βi|2.

�

Lema 13 Dadas dos matrices A y B respectivamente con valores propios αn y βn en orden
no-creciente, respectivamente, entonces

1

n

n−1∑
k=0

|αk − βk| ≤ |A−B|

Demostración. Aplicamos la desigualdad de Cauchy-Swartz al vector (αk − βk)

n−1∑
k=0

|αk − βk| ≤

√√√√n−1∑
k=0

(αk − βk)2

√√√√n−1∑
k=0

12 =

√√√√n
n−1∑
k=0

(αk − βk)2 =

√√√√n2

(
1

n

) n−1∑
k=0

(αk − βk)2.
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Por lo tanto

1

n

n−1∑
k=0

|αk − βk| ≤

√√√√ 1

n

n−1∑
k=0

(αk − βk)2 ≤ |A−B|.

�
Usando el lema anterior presentamos la prueba de una versión más fuerte del teorema 4.

Teorema 6 Sean {An}n y {Bn}n sucesiones de matrices Hermitianas asintóticamente equi-
valentes con valores propios {αn,k} y {βn,k} respectivamente. Por el teorema 1 existen
constantes, m y M tales que m ≤ αn,k, βn,k ≤ M , n = 1, 2, 3, . . . ; k = 0, 1, 2, . . . n − 1. Sea
f(x) una función arbitraria continua en [m,M ] entonces

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

| (f (αn,k)− f (βn,k)) | = 0. (1.26)

Demostración. Del lema 13

1

n

∑
k=0

|αn,k − βn,k| ≤ |An −Bn|,

de donde se obtiene (1.26) para el caso f(x) = x. Por otra parte, para cualquier entero
no-negativo j tenemos

|αjn,k − β
j
n,k| ≤ jmáx (|m|, |M |)j−1|αn,k − βn,k|,

para ver esto, sea a, b ∈ [m,M ], usando el desarrollo del binomio,
aj − bj

a− b
=

j∑
l=1

aj−lbl−1, por

lo que

|a
j − bj

a− b
| = |

j∑
l=1

aj−lbl−1| ≤
j∑
l=1

|aj−lbl−1| ≤ jmáx (|m|, |M |)j−1.

Lo que prueba (1.26) para funciones de la forma f(x) = xj para cualquier entero positivo j,
de donde se sigue que es válido para cualquier polinomio. Ahora sea f una función arbitraria
continua en [m,M ], por el teorema 3 [Stone-Weierstrass], dado ε > 0 existe un polinomio
p tal que

|p (z)− f (z) | < ε, z ∈ [m,M ] .
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Por lo tanto:

1

n

n−1∑
k=0

|f(αn,k)− f(βn,k)| =
1

n

n−1∑
k=0

|f(αn,k)− p(αn,k) + p(αn,k)− p(βn,k) + p(βn,k)− f(βn,k)|

≤ 1

n

n−1∑
k=0

|f(αn,k)− p(αn,k)|+
1

n

n−1∑
k=0

|p(αn,k)− p(βn,k)|+

1

n

n−1∑
k=0

|p(βn,k)− f(βn,k)|

≤ 2ε+
1

n

n−1∑
k=0

|p(αn,k)− p(βn,k)| ≤ 2ε+
1

n

n−1∑
k=0

M |αn,k − βn,k|

≤ 2ε+M |An −Bn|−→
n→∞

0.

Lo que termina la prueba, pues ε puede hacerse arbitrariamente pequeño. �

38



Caṕıtulo 2

El álgebra de von Neumann de las
matrices circulantes

Las matrices circulantes son frecuentes en muchas partes de la matemática (ver por ejem-
plo [15], [19], [6]). En este caṕıtulo estudiamos las propiedades fundamentales de las matrices
circulantes, algunas conocidas y otras no muy conocidas. Describiremos el álgebra de von
Neumann con el conjunto de matrices circulantes.

Definición 6 Una matriz C = (cij), cij ∈ C de tamaño p×p se llama circulante si cij = cj−i,
para i, j = 0, 1, 2 . . . (p− 1), donde la operación en el sub́ındice es módulo p

(
c(j−i) mód p

)
,

C =


c0 c1 · · · cp−1

cp−1 c0 · · · cp−2
...

...
. . .

...
c1 c2 · · · c0

 .

Notemos que una matriz circulante de tamaño p × p está completamente determinada por
una p−tupla (c0, c1, . . . , cp−1). A veces denotamos C = circ (c0, c1, . . . , cp−1).

Definamos ω = exp
(

2πi
p

)
, es decir, ω es una ráız p−ésima primitiva de la unidad.

Definición 7 La transformada de Fourier discreta (DFT, por sus siglas en inglés) sobre Cp

es el operador definido por medio de

Fp =
1
√
p

∑
0≤j,k≤p−1

ωkjp |ek〉〈ej|,

donde ωp es una ráız p-ésima primitiva de la unidad y {ej}0≤j≤p−1 es la base canónica de
Cp.
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Proposición 1 Para k ∈ Z fijo

1

p

p−1∑
j=0

ω(k+`)j =

{
1 si k + ` ≡ 0 mód p

0 otro caso

Demostración. Si ` es tal que k+` ≡ 0 mód p entonces k+` = pm para algún m ∈ Z,
entonces

1

p

p−1∑
j=0

ω(k+`)j =
1

p

p−1∑
j=0

ω(pm)j =
1

p

p−1∑
j=0

(
e2πi
)mj

=
1

p

p−1∑
j=0

1mj =
1

p
p = 1.

Si k + ` 6≡ 0 mód p entonces k + ` = pm + r para algún m ∈ Z y 1 ≤ r ≤ p − 1,
entonces

1

p

p−1∑
j=0

ω(k+`)j =
1

p

p−1∑
j=0

ω(pm+r)j =
1

p

p−1∑
j=0

ωpmjωrj =
1

p

p−1∑
j=0

e2πimj
(
ωj
)r

=
1

p

p−1∑
j=0

(
e2πi
)mj (

ωj
)r

=
1

p

p−1∑
j=0

1mj
(
ωj
)r

= 0.

�
Como caso particular de la proposición anterior tenemos el siguiente corolario.

Corolario 5 Sean i, k ∈ {0, 1, . . . , p− 1} entonces

1

p

p−1∑
l=0

ωklp ω
−il
p = δik.

Proposición 2 Fp es un operador unitario.

Demostración.

FpF
∗
p =

1
√
p

p−1∑
k,l=0

ωklp |ek〉〈el|
1
√
p

p−1∑
i,j=0

ωijp |ej〉〈ei| =
1

p

p−1∑
i,j,k,l=0

ωklp ω
ij
p |ek〉〈el||ej〉〈ei|

=
1

p

p−1∑
i,k,l=0

ωklp ω
il
p |ek〉〈ei| =

1

p

p−1∑
i,k,l=0

ωklp ω
−il
p |ek〉〈ei| =

p−1∑
i,k=0

1

p

p−1∑
l=0

ωklp ω
−il
p |ek〉〈ei|

=

p−1∑
k=0

|ek〉〈ek| = Id.
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También

F ∗pFp =
1
√
p

p−1∑
i,j=0

ωijp |ej〉〈ei|
1
√
p

p−1∑
k,l=0

ωklp |ek〉〈el| =
1

p

p−1∑
i,j,k,l=0

ωijp ω
kl
p |ej〉〈ei||ek〉〈el|

=
1

p

p−1∑
j,k,l=0

ωkjp ω
kl
p |ej〉〈el| =

1

p

p−1∑
j,k,l=0

ωklp ω
−kj
p |ej〉〈el| =

p−1∑
j,l=0

1

p

p−1∑
k=0

ωklp ω
−kj
p |ej〉〈el|

=

p−1∑
j=0

|ej〉〈ej| = Id,

esto es, FpF
∗
p = Id = F ∗pFp.

�

Por otra parte consideremos la base canónica {ej}p−1
j=0 y F ∗p =

1
√
p

p−1∑
k,l=0

ωklp |el〉〈ek|, obte-

nemos:

uq = F ∗p eq =
1
√
p

p−1∑
k,l=0

ωklp |el〉〈ek|eq =
1
√
p

p−1∑
k,l=0

ωklp 〈ek, eq〉el =
1
√
p

p−1∑
l=0

ωqlp el =

p−1∑
l=0

ω−qlp el,

puesto que un operador unitario lleva bases ortonormales en bases ortonormales se sigue que
{uj}p−1

j=0 es una base ortonormal.

Proposición 3 El conjunto de matrices circulantes de tamaño p×p coincide con span{|ui〉〈ui| :
i = 0, 1, . . . , p− 1}.

Demostración. Sea C una matriz circulante, consideremos la siguiente matriz J y notemos
que

J =

p−1∑
l=0

|el〉〈el+1| =
1

p

p−1∑
l,j=0

(
p−1∑
i=0

ωi(l+1−j)

)
|el〉〈ej| =

1

p

p−1∑
l,j=0

(
p−1∑
i=0

ωilωiωij

)
|el〉〈ej|

=
1

p

p−1∑
i,l=0

p−1∑
j,k=0

ωilωiωkj|el〉〈ei||ek〉〈ej| =
1

p

p−1∑
i,l=0

ωilωi|el〉〈ei|
p−1∑
j,k=0

ωkj|ek〉〈ej|

=
1

p

p−1∑
i,l=0

p−1∑
r=0

ωilωr|el〉〈ei||er〉〈er|
p−1∑
j,k=0

ωkj|ek〉〈ej|

=
1
√
p

p−1∑
i,l=0

ωil|el〉〈ei|
p−1∑
q=0

ωq|eq〉〈eq|
1
√
p

p−1∑
j,k=0

ωkj|ek〉〈ej| = F ∗
p−1∑
q=0

ωq|eq〉〈eq|F

=

p−1∑
q=0

ωq|F ∗eq〉〈F ∗eq|

=

p−1∑
q=0

ωq|uq〉〈uq|,
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esto es J ∈ span{|ui〉〈ui| : i = 0, 1, . . . , p− 1}, por lo tanto al ser un subespacio cerrado bajo

las operaciones de suma y multiplicación por escalar tenemos, C =

p−1∑
j=0

cjJ
j ∈ span{|ui〉〈ui| :

i = 0, 1, . . . , p− 1}.

Por otra parte sea C ∈ span{|ui〉〈ui| : i = 0, 1, . . . , p− 1},

C =

p−1∑
k=0

βk|uk〉〈uk| =
p−1∑
k=0

βk|F ∗ek〉〈F ∗ek| = F ∗
p−1∑
k=0

βk|ek〉〈ek|F

=
1
√
p

p−1∑
i,l=0

ωil|ei〉〈el|
p−1∑
k=0

βk|ek〉〈ek|
1
√
p

p−1∑
j,r=0

ωjr|er〉〈ej|

=
1

p

p−1∑
i,l=0

p−1∑
k=0

ωilβk|ei〉〈el||ek〉〈ek|
p−1∑
j,r=0

ωrj|er〉〈ej|

=
1

p

p−1∑
i,l=0

ωilβl|ei〉〈el|
p−1∑
j,r=0

ωrj|er〉〈ej| =
1

p

p−1∑
i,j,l=0

ωilβlω
jl|ei〉〈ej|

=
1

p

p−1∑
i,j,l=0

ω−ilωjlβl|ei〉〈ej|

=

p−1∑
i,j=0

cij|ei〉〈ej|

donde cij =
1

p

p−1∑
l=0

ωl(j−i)βl. Sea ck := c0,k y notemos que cj−i = c0,j−i =
1

p

p−1∑
l=0

ωl(j−i−0)βl =

cij, por lo tanto cij = cj−i, es decir C es una matriz circulante. �

Como consecuencia de esta proposición, tenemos una descripción expĺıcita de los valores
propios de una matriz circulante.

Corolario 6 Si C = circ (c0, . . . cp−1) es una matriz circulante, entonces sus valores propios
son

ψj =

p−1∑
i=0

ciω
ij, j = 0, . . . n− 1. (2.1)

Sus vectores propios son {uj}p−1
j=0. Por lo tanto

C = F ∗ diag (ψ0, ψ1, . . . , ψp−1)F.

Aun más F ∗DF es circulante para cualquier matriz diagonal D.

42



Demostración. De la proposición anterior tenemos que FJF ∗ =

p−1∑
k=0

ωk|ek〉〈ek|, por lo que

FCF ∗ = F
n−1∑
i=0

ciJ
iF ∗ =

n−1∑
i=0

ciFJ
iF ∗ =

p−1∑
i=0

ci

p−1∑
j=0

ωji|ej〉〈ej| =
p−1∑
j=0

(
p−1∑
i=0

ci ω
ji

)
|ej〉〈ej|

=

p−1∑
j=0

ψj|ej〉〈ej|.

De donde obtenemos que

C = F ∗
p−1∑
j=0

ψj|ej〉〈ej|F =

p−1∑
j=0

ψj|F ∗ej〉〈F ∗ej| =
p−1∑
j=0

ψj|uj〉〈uj|,

esto es, C es una matriz diagonal en la base {uq}p−1
q=0, aśı tenemos que ψj =

p−1∑
i=0

ciω
ij son los

valores propios de la matriz C con vectores propios uj. �

2.1. El álgebra circulante

En esta sección usaremos un resultado clásico probado por von Neumann (1930), ((el teo-
rema del doble conmutante (o biconmutante))) que caracteriza a ciertas subálgebras, daremos
una descripción de las matrices circulantes como una sub-álgebra de ese tipo.

Sea N ⊆ {0, 1, . . . , p− 1}, con N 6= ∅, consideremos las siguientes proyecciones

PN =
∑
i∈N

|ui〉〈ui|.

Notemos que |N | ≤ p, esto es, no necesariamente incluye todos los ı́ndices.

Proposición 4 PN =
∑
i∈N

|ui〉〈ui| es proyección.

Demostración.

PNPN =
∑
i∈N

|ui〉〈ui|
∑
i∈N

|ui〉〈ui| =
∑
i∈N

∑
i∈N

|ui〉〈ui||ui〉〈ui| =
∑
i∈N

|ui〉〈ui| = PN .

�
Sea P = {PN |PNes proyección, N ⊆ {0, 1, . . . , p−1}} el conjunto de las 2p−1 proyecciones.
Sea A (P) el álgebra generada por P , es decir A (P) es un álgebra finitamente generada. Si
q ∈ A (P), entonces q = P

[
PN1 , PN2 , . . . , PN2p−1

]
esto es q es un polinomio en las 2p − 1

proyecciones:

q =
∑

(`1,`2,...,`2p−1)∈N2p−1

α`1,`2,··· ,`2p−1
P `1
N1
P `2
N2
· · ·P `2p−1

N2p−1
,

donde P 0
Nj

= P{0,1,...,p−1} para cualquier j.
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Observación 3 Sean PNk , PNj proyecciones Nj, Nk ⊆ {0, 1, . . . p− 1}.

(i) PNk PNj=
∑
i∈Nj

|ui〉〈ui|
∑
l∈Nk

|ul〉〈ul| =
∑
i∈Nj

∑
l∈Nk

|ui〉〈ui||ul〉〈ul| =
∑

i∈Nj∩Nk

|ui〉〈ui| = PNj∩Nk ,

podemos proceder de manera inductiva para obtener PN1PN2 , . . . , PNm = P⋂m
j=1Nj

, de

donde se sigue para k ∈ N,
(
PNj
)k

= PNj .

(ii) Si `1, `2 6= 0, tenemos que P `1
Nk
P `2
Nj

= PNkPNj = PNk∩Nj , y si `1 6= 0,`2 = 0 tenemos que

P `1
Nk
P `2
Nj

= PNkP{0,1,...,p−1} = PNk∩{0,1,...,p−1} = PNk .

Proposición 5 El álgebra A (P) coincide con span{|ui〉〈ui| : i = 0, 1, . . . , p− 1}.

Demostración. Sea q ∈ A (P), entonces usando la observación anterior

q =
∑

(`1,`2,...,`2p−1)∈N2p−1

α`1,`2,··· ,`2p−1
P `1
N1
P `2
N2
· · ·P `2p−1

N2p−1

=
∑

(`1,`2,...,`2p−1)∈N2p−1

α`1,`2,··· ,`2p−1
P⋂
{j:`j 6=0}Nj

=
∑

(`1,`2,...,`2p−1)∈N2p−1

α`1,`2,··· ,`2p−1

∑
k∈

⋂
{j:`j 6=0}Nj

|uk〉〈uk| ∈ span{|ui〉〈ui| : i = 0, 1, . . . , p− 1}.

Por otro lado sea f ∈ span{|ui〉〈ui| : i = 0, 1, . . . , p − 1}, esto es f =
∑
i∈Nf

βi|ui〉〈ui|, el cual

es un polinomio en las PNj y por lo tanto f ∈ A (P).

�
Combinando la proposición 3 y la proposión 5 tenemos el siguiente:

Teorema 7 El conjunto de matrices circulantes de tamaño p × p es el álgebra finitamente
generada A (P).

Por la proposición 5 podemos tomar los elementos de A (P) como polinomios o bien
como combinaciones lineales de proyectores |ui〉〈ui|.

Proposición 6 A (P) es un álgebra autoadjunta.

Demostración. Sea f =
∑
i∈Nf

αi|ui〉〈ui| ∈ A (P), por lo que f ∗ =
∑
i∈Nf

αi (|ui〉〈ui|)∗ =∑
i∈Nf

αi|ui〉〈ui|, esto es f ∗ ∈ A (P). �

Proposición 7 A (P) es un álgebra conmutativa.
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Demostración. Sean f, g ∈ A (P)

fg =
∑
i∈Nf

αi|ui〉〈ui|
∑
j∈Ng

βj|uj〉〈uj| =
∑
i∈Nf

∑
j∈Ng

αiβj|ui〉〈ui||uj〉〈uj|

=
∑

i∈Nf∩Ng

αiβi|ui〉〈ui| =
∑

i∈Ng∩Nf

βiαi|ui〉〈ui|

=
∑
j∈Ng

∑
i∈Nf

βjαi|uj〉〈uj||ui〉〈ui| =
∑
j∈Ng

βj|uj〉〈uj|
∑
i∈Nf

αi|ui〉〈ui|

= gf.

�

Notemos que el elemento identidad deA (P) puede ser escrito como I =
∑

i∈{0,1,...p−1}

|ui〉〈ui|.

Por otra parte sea H un espacio de Hilbert, y sea M un subconjunto de B (H) definimos
M ′ = {y ∈ B (H) : yx = xy para todo x ∈ M}, el espacio M ′ es llamado el conmutante
de M , recursivamente podemos definir M ′′ = (M ′)′, . . . ,M (k) = (M (k−1))′. El espacio M ′′

es llamado el doble conmutante o biconmutante de M . Enunciaremos dos teoremas, cuya
demostración puede ser consultada en [23] y en [14].

Teorema 8 Sea M una subálgebra autoadjunta de B (H) que contiene elemento identidad,
con dim (H) = n <∞. Entonces M = M ′′.

Teorema 9 Si M es una subálgebra autoadjunta de B (H) con elemento identidad, entonces
las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) M = M ′′.

(b) M es fuertemente cerrada.

(c) M es débilmente cerrada.

Definición 8 Una subálgebra autoadjunta de B (H) que satisface las condiciones del teorema
anterior se denomina álgebra de Von Neumann.

Teorema 10 El álgebra conmutativa A (P) es de Von Neumann y coincide con el conjunto
de matrices circulantes de tamaño p× p.

Demostración. Notemos que A (P) es una subálgebra de B (Cp) =Mp×p(C) y dim(Cp) <
∞, por la proposición 6 es autoadjunta y por el teorema 8 A (P) = (A (P))′′. Finalmente
por el teorema 9 A (P) es de Von Neumann y por el teorema 7 es el conjunto de matrices
circulantes de tamaño p× p. �
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Caṕıtulo 3

Distribución asintótica de los valores
propios de una sucesión de matrices
de Toeplitz

Dada la simplicidad de las sumas, los productos y los valores propios de las matrices
circulantes, una aproximación natural al estudio de las propiedades asintóticas de sucesio-
nes de matrices de Toeplitz es aproximarlas por sucesiones asintóticamente equivalentes de
matrices circulantes y luego aplicar los resultados desarrollados hasta ahora. Tales resulta-
dos se derivan más fácilmente cuando se colocan suposiciones fuertes sobre la sucesión de
matrices de Toeplitz que mantienen la estructura de las matrices y permiten que sean bien
aproximadas por una sucesión natural y simple de matrices circulantes.

3.1. Matrices de Toeplitz

Definición 9 Una matriz de Toeplitz de n×n es una matriz Tn = [tk,j : k, j = 0, 1, . . . , n− 1]
donde tkj = tk−j es decir es de la forma

Tn =


t0 t−1 t−2 · · · t−(n−1)

t1 t0 t−1 · · ·
t2 t1 t0

...
...

. . .

tn−1 · · · t0

 .

Observación 4 Toda matriz circulante es de Toeplitz pero el rećıproco no se cumple.

Observación 5 Notemos que

δkj =
1

2π

∫ 2π

0

ei(k−j)λdλ, (3.1)
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pues si k 6= j

1

2π

∫ 2π

0

ei(k−j)λdλ =
1

2π
ei(k−j)λ

(
1

i(k − j)

) ∣∣∣2π
0

= 0,

y si k = j

1

2π

∫ 2π

0

ei(k−j)λdλ = 1.

Sea f una función continua y acotada en [a, b] y {tk : k ∈ Z} una sucesión tal que es ab-

solutamente sumable,
∞∑

k=−∞

|tk| < ∞. Sea f (λ) =
∞∑

k=−∞

tke
ikλ = ĺım

n→∞

n∑
k=−n

tke
ikλ la serie de

Fourier de f , notemos que

∣∣∣∣∣f (λ)−
n∑

k=−n

tke
ikλ

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
−(n+1)∑
k=−∞

tke
ikλ +

∞∑
k=n+1

tke
ikλ

∣∣∣∣∣∣ ≤
−(n+1)∑
k=−∞

|tk|+
∞∑

k=n+1

|tk|−→
n→∞

0, (3.2)

donde el lado derecho de (3.2) no depende de λ, por lo que la convergencia es uniforme para
toda λ (para un estudio mas profundo de la convergencia de la serie de Fourier ver [22]. Más
aun, podemos recuperar la sucesión {tk}k∈Z a través de f mediante:

tk =
1

2π

∫ 2π

0

f (λ) e−ikλdλ,

donde f (λ) es una función continua en [a, b] casi donde quiera (c.d), respecto a la medida
de Lebesgue. Para una demostración de ello ver el Apéndice B.

Definición 10 Sea f Riemann integrable y acotada, definimos la sucesión de matrices n×n
de Toeplitz, {Tn (f)}n≥1, donde

Tn (f) =

[
1

2π

∫ 2π

0

f (λ) e−i(k−j)λdλ; k, j = 0, . . . , n− 1

]
.

Lema 14 La matriz de Toeplitz Tn (f) es Hermitiana para cada n si y solamente si f es
real.

Demostración. Supongamos que Tn (f) es Hermitiana para cada n, esto es tk = t−k para
toda k. Notemos que t0 = t0, esto es t0 es real.

f (λ) =
∞∑

k=−∞

tke
ikλ =

0∑
k=−∞

tke
ikλ +

∞∑
k=1

tke
ikλ =

∞∑
k=0

t−ke
−ikλ +

∞∑
k=0

tke
ikλ

= t0 +
∞∑
k=1

tke
−ikλ +

∞∑
k=1

tke
ikλ = t0 +

∞∑
k=1

[
tke
−ikλ + tke

ikλ
]

= t0 +
∞∑
k=1

[
tke−ikλ + tke

ikλ
]

= t0 + 2Re
(
tke

ikλ
)
.
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Por lo tanto f es real.

Por otra parte, supongamos que f (λ) =
∞∑

k=−∞

tke
ikλ es real, entonces f (λ) =

∞∑
k=−∞

tke
ikλ =

∞∑
k=−∞

t−ke
ikλ, por lo que

∞∑
k=−∞

(
tk − t−k

)
eikλ = 0. (3.3)

Basta mostrar que {eikλ}k≥1 es linealmente independiente. Para ver esto, demostraremos
que el conjunto {eik1λ, eik2λ, . . . , eiknλ} con kj ∈ Z, es linealmente independiente. El conjunto
{c1e

ik1λ} es linealmente independiente, en efecto, c1e
ik1λ = 0, se sigue que c1 = 0. El conjunto

{eik1λ, eik2λ} es linealmente independiente, pues para cualesquiera constantes c1, c2 tales que

c1e
ik1λ + c2e

ik2λ = 0, (3.4)

derivando respecto a λ,

ik1c1e
ik1λ + ik2c2e

ik2λ = 0. (3.5)

Multiplicando (3.4) por ik1,

ik1c1e
ik1λ + ik1c2e

ik2λ = 0. (3.6)

De (3.5) y (3.6) obtenemos

c2 (ik2 − ik1) eik2λ = 0,

si k1 6= k2 entonces c2 = 0. Análogamente, multiplicando (3.4) por ik2 obtenemos c1 = 0.
Procediendo de esta manera, sean cualesquiera constantes c1, . . . , cn tales que

n∑
j=1

cje
ikjλ = 0,

derivando respecto a λ

n∑
j=1

ikjcje
ikjλ = 0,

se sigue que para cada λ

0 =
n∑
j=1

ikjcje
ikjλ − ik`

n∑
j=1

cje
ikjλ =

n∑
j=1

cj (ikj − ik`) eikjλ,

de donde obtenemos que para k 6= `, ikj − ik` 6= 0, por lo que cj = 0 para cada j 6= `. Fi-
nalmente para j = `, c`e

ik`λ = 0 de donde obtenemos c` = 0. Consecuentemente el conjunto
{eik1λ, eik2λ, . . . , eiknλ} es linealmente independiente.
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Por lo tanto en (3.3) tk − t−k = 0, esto es tk = t−k y la matriz Tn (f) es Hermitiana.
�

En el caso de que f sea real sean

Mf = sup
λ∈I

f (λ) y mf = ı́nf
λ∈I

f (λ) (3.7)

el supremo y el ı́nfimo de f (λ) respectivamente, tenemos la siguiente estimación.

Lema 15

máx (|Mf |, |mf |) ≤M|f |. (3.8)

Demostración. Para cada x ∈ I

−|f (x) | ≤ f (x) ≤ |f (x) | (3.9)

tomando supremo sobre los x ∈ I

sup
x∈I
{−|f (x) |} ≤ sup

x∈I
{f (x)} ≤ sup

x∈I
{|f (x) |}

usando propiedades del supremo obtenemos

− ı́nf
x∈I
{|f (x) |} ≤ sup

x∈I
{f (x)} ≤ sup

x∈I
{|f (x) |}.

Por lo que

−m|f | ≤Mf ≤M|f |. (3.10)

Por otra parte sabemos que m|f | ≤M|f |, aśı −M|f | ≤ −m|f | y de (3.10) obtenemos

−M|f | ≤ −m|f | ≤Mf ≤M|f |

es decir

|Mf | ≤M|f |. (3.11)

De manera análoga, en (3.9) tomando ı́nfimo sobre los x ∈ I

ı́nf
x∈I
{−|f (x) |} ≤ ı́nf

x∈I
{f (x)} ≤ ı́nf

x∈I
{|f (x) |}.

Usando propiedades del infimo obtenemos

− sup
x∈I
{|f (x) |} ≤ ı́nf

x∈I
{f (x)} ≤ ı́nf

x∈I
{|f (x) |}
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y

−M|f | ≤ mf ≤ m|f | ≤M|f |,

es decir

|mf | ≤M|f |. (3.12)

Finalmente de (3.11) y (3.12) obtenemos máx (|Mf |, |mf |) ≤M|f |.

�
Utilizando el lema 15 y el lema 2, obtenemos una cota para los valores propios de matrices
de Toeplitz Hermitianas y una cota superior para la norma de operadores de matrices de
Toeplitz.

Lema 16 Sean τn,k los valores propios de una matriz de Toeplitz Tn (f). Si Tn (f) es Her-
mitiana entonces

mf ≤ τn,k ≤Mf . (3.13)

Si Tn (f) es o no Hermitiana

‖Tn (f) ‖ ≤ 2M|f |, (3.14)

por lo que la sucesión de matrices {Tn (f)} es uniformemente acotada si sup {|f |} <∞.

Demostración. Por el lema 2

máx
k
τn,k = máx

x

〈x, Tn (f)x〉
‖x‖2

(3.15)

mı́n
k
τn,k = mı́n

x

〈x, Tn (f)x〉
‖x‖2

. (3.16)

〈x, Tn (f)x〉 =
n−1∑
k=0

n−1∑
j=0

tk−jxkxj =
n−1∑
k=0

n−1∑
j=0

[
1

2π

∫ 2π

0

f (λ) e−i(k−j)λdλ

]
xkxj

=
1

2π

n−1∑
k=0

n−1∑
j=0

∫ 2π

0

f (λ) eijλe−ikλxkxjdλ =
1

2π

n−1∑
k=0

n−1∑
j=0

∫ 2π

0

f (λ) eijλ xje
−ikλxkdλ

=
1

2π

∫ 2π

0

f (λ)

∣∣∣∣∣
n−1∑
k=0

xke
ikλ

∣∣∣∣∣
2

dλ. (3.17)

Usando (3.1), tenemos
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‖x‖2 =
n−1∑
k=0

|xk|2 =
n−1∑
j,k=0

xkxjδjk =
n−1∑
j,k=0

xkxj
1

2π

∫ 2π

0

ei(k−j)λdλ =
1

2π

∫ 2π

0

∣∣∣∣∣
n−1∑
k=0

xke
ikλ

∣∣∣∣∣
2

dλ.

(3.18)

De (3.17) y (3.18) obtenemos

〈x, Tn (f)x〉
‖x‖2

=
1

2π

∫ 2π

0
f (λ)

∣∣∑n−1
k=0 xke

ikλ
∣∣2dλ

1
2π

∫ 2π

0

∣∣∑n−1
k=0 xke

ikλ
∣∣2dλ =

∣∣∑n−1
k=0 xke

ikλ
∣∣2 ∫ 2π

0
f (λ)dλ∣∣∑n−1

k=0 xke
ikλ
∣∣2 ∫ 2π

0
dλ

=

∫ 2π

0
f (λ)∫ 2π

0
dλ

.

(3.19)

Por otra parte

mf ≤ f (λ) ≤Mf ,

integrando respecto a λ

2πmf ≤
∫ 2π

0

f (λ)dλ ≤ 2πMf ,

2πmf∫ 2π

0
dλ
≤
∫ 2π

0
f (λ)dλ∫ 2π

0
dλ

≤ 2πMf∫ 2π

0
dλ
.

Por lo tanto de (3.19)

mf ≤
〈x, Tn (f)x〉
‖x‖2

≤Mf ,

y de (3.15) y (3.16) se sigue (3.13).

Por otra parte, si Tn (f) es Hermitiana de (1.13) obtenemos

‖Tn (f) ‖ = máx
k
|τn,k| = |τn,M |.

Como |τn,M | ≤ máx (|Mf |, |mf |) ≤M|f | entonces

‖Tn (f) ‖ ≤M|f |.

Si Tn (f) no es Hermitiana, equivalentemente f no es real, por lo que f = Ref + i Imf ,
donde Ref e Imf son funciones reales, y en particular

Ref =
f + f

2
e Imf =

f − f
2i

.
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Por lo tanto

‖Tn (f) ‖ = ‖Tn (Ref + i Imf) ‖ = ‖Tn (Ref) + i Tn (Imf) ‖ ≤ ‖Tn (Ref) ‖+ ‖Tn (Imf) ‖

es decir

‖Tn (f) ‖ ≤M|Ref | +M|Imf |. (3.20)

Por otra parte

|f ± f |
2

≤ |f |+ |f |
2

≤
M|f | +M|f |

2
= M|f | (3.21)

y puesto que |Rez|, |Imz| ≤ |z|, entonces en (3.20) obtenemos

‖Tn (f) ‖ ≤ 2M|f |.

�

3.2. Matrices de Toeplitz de banda

En esta sección consideramos un caso más simple de matrices de Toeplitz y estudiamos
su comportamiento asintótico mediante una matriz circulante asintóticamente equivalente.

Consideremos una sucesión {tk}k∈Z absolutamente sumable y definamos la correspondien-
te sucesión de matrices de Toeplitz n×n, {Tn}n≥1, donde Tn = [tk−j : k, j = 0, 1, . . . , n− 1].
Supongamos que existe un m < ∞ para el cual tk = 0, |k| > m, en este caso se dice que
Tn es una matriz de Toeplitz de bandas. Una matriz de Toeplitz de bandas tiene la apariencia

Tn =



t0 t−1 · · · t−m
t1 t0
... 0

. . . . . .

tm
. . .

tm · · · t1 t0 t−1
. . . t−m

. . .
. . . . . . t−m

...
0 t0 t−1

tm · · · t1 t0



. (3.22)
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Sea {Tn}n≥1 una sucesión de matrices de Toeplitz de bandas de orden m + 1, es decir,
ti = 0, para |i| > m + 1, con m fijo independiente de n. Ya que estamos interesados en
el comportamiento de Tn cuando n es grande, definimos la siguiente matriz circulante de
tamaño n× n:

Cn =



t0 t−1 · · · t−m tm · · · t2 t1
t1 t0 · · · t−(m−1) t−m t2

t2 t1 · · · t−(m−2) t−(m−1) t−m
. . .

...

...
. . . tm

tm 0

. . .

tm · · · t1 t0 t−1 · · · t−m
. . .

. . .

0
tm t−m

t−m
...

...
. . . t−2

t−2

. . . t−1

t−1 t−2 · · · t−m 0 tm · · · t2 t1 t0



. (3.23)

Esta matriz puede ser escrita como

Cn =



c
(n)
0 · · · c

(n)
n−1

c
(n)
n−1 c

(n)
0 · · ·

...
. . .

...

c
(n)
1 · · · c

(n)
n−1 c

(n)
0


, (3.24)

con vector circulante
(
c

(n)
0 , . . . , c

(n)
n−1

)
donde

c
(n)
k =


t−k k = 0, 1, . . .m

tn−k k = n−m, . . . , n− 1

0 en otro caso

. (3.25)

Si una matriz de Toeplitz está determinada por una función f y por lo tanto se denota
por Tn (f), la matriz circulante definida por (3.24) y (3.25), se denotará de manera similar
Cn (f). La función f se mostrará expĺıcitamente cuando sea útil hacerlo, por ejemplo cuando
los resultados que se están desarrollando involucren a f .

La matriz Cn es intuitivamente un candidato para una matriz simple asintóticamente
equivalente a Tn.

Lema 17 Sea {tk}mk=−m una sucesión, f una función Riemann integrable y acotada. Las
matrices Tn y Cn definidas en (3.22) y (3.24) son asintóticamente equivalentes.
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Demostración.

Sea Tn =

 m∑
`=0

n−(`+1)∑
j=0

t−`|ej〉〈ej+`|+
m∑
`=1

n−(`+1)∑
j=0

t`|ej+`〉〈ej|

 como en (3.22) y la matriz

circulante Cn =

[
Tn +

n−1∑
`=n−m

n−1−`∑
k=0

t−(`−n)|ek〉〈ek+`|+
n−1∑

`=n−m

n−1−`∑
k=0

t(`−n)|ek+`〉〈ek|

]
como en

(3.24).

Dado que

Tn − Cn = −
n−1∑

`=n−m

n−1−`∑
k=0

t−(`−n)|ek〉〈ek+`| −
n−1∑

`=n−m

n−1−`∑
k=0

t(`−n)|ek+`〉〈ek|

= −
n−1∑

`=n−m

t−(`−n)

n−1−`∑
k=0

|ek〉〈ek+`| − t−(`−n)

n−1−`∑
k=0

t(`−n)|ek+`〉〈ek|

Por lo tanto, usando la norma Hilbert- Schmidt (1.14) tenemos

|Tn − Cn|2 =
1

n

n−1∑
`=n−m

|t−(`−n)|2 (n− `) + |t−(`−n)|2 (n− `)

=
1

n

m∑
j=0

j
(
|tj|2 + |t−j|2

)
≤ m

n

m∑
j=0

(
|tj|2 + |t−j|2

)
−→
n→∞

0.

Por otra parte, ya que {tk}k∈Z es absolutamente sumable, entonces
m∑

k=−m

|tk| < ∞ y del

lema 16 obtenemos ‖Tn (f) ‖ ≤ 2M|f |.

Como Cn es circulante, sus valores propios son de la forma

λn,k =
n−1∑
j=0

c
(n)
j e−

2πijk
n ,

entonces los valores propios de C∗n son λn,k y los de C∗nCn son |λn,k|2.

Tenemos que f (λ) =
∞∑

k=−∞

tke
ikλ, por lo que
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|λn,k|2 =

∣∣∣∣∣
n−1∑
j=0

c
(n)
j e−

2πijk
n

∣∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣∣
m∑
j=0

t−je
− 2πi(−j)k

n +
n−1∑

j=n−m

t(n−j)e
− 2πi(n−j)k

n

∣∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣∣
m∑
j=0

t−je
− 2πi(−j)k

n +
−1∑

j=−m

t−je
− 2πi(−j)k

n

∣∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣∣
m∑

j=−m

t−je
− 2πi(−j)k

n

∣∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣∣
m∑

j=−m

tje
2πijk
n

∣∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣∣
∞∑

j=−∞

tje
2πijk
n

∣∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣f (2πk

n

)∣∣∣∣2

Aśı los valores propios de C∗nCn son |λn,k|2 =
∣∣f (2πk

n

)∣∣2 ≤ M2
|f | y de (1.12) obtenemos

‖Cn‖2 ≤M2
|f |, por lo tanto Tn v Cn.

�

Lema 18 Sean Tn (f) y Cn (f) definidas como en (3.22) y (3.24), con valores propios τn,k
y ψn,k respectivamente, entonces para cualquier entero positivo s

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

(
τ sn,k − ψsn,k

)
= 0.

Más aún, para n <∞

∣∣∣∣∣ 1n
n−1∑
k=0

(
τ sn,k − ψsn,k

)∣∣∣∣∣ ≤ K√
n
,

donde K no depende de n.

Demostración. Por el lema 17, Tn v Cn y por el teorema 2 obtenemos que {T sn}n v

{Cs
n}n y ĺım

n→∞

1

n

n−1∑
k=0

(
τ sn,k − ψsn,k

)
= 0. Por otra parte

∣∣∣∣∣ 1n
n−1∑
k=0

(
τ sn,k − ψsn,k

)∣∣∣∣∣ = |T sn − Cs
n| =

∣∣∣∣∣
s−1∑
k=0

T kn (Tn − Cn)Cs−1−k
n

∣∣∣∣∣ ≤
s−1∑
k=0

∣∣T kn (Tn − Cn)Cs−1−k
n

∣∣
≤

s−1∑
k=0

‖T kn‖
∣∣(Tn − Cn)Cs−1−k

n

∣∣ ≤ s−1∑
k=0

‖T kn‖ |(Tn − Cn)| ‖Cs−1−k
n ‖

≤ |Tn − Cn|sM1M2 ≤ sM1M2

√√√√m

n

m∑
k=0

(|tk|2 + |t−k|2).
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Aśı

∣∣∣∣∣ 1n
n−1∑
k=0

(
τ sn,k − ψsn,k

)∣∣∣∣∣ ≤ K√
n

, con K = sM1M2

√√√√m
m∑
k=0

(|tk|2 + |t−k|2) que no

depende de n. �

El siguiente lema muestra que el segundo ĺımite converge y proporciona una manera de
evaluar el ĺımite.

Lema 19 Sea Cn (f) construida de Tn (f) como en (3.24) y sean ψn,k los valores propios de
Cn (f), entonces para cualquier entero positivo s

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

ψsn,k =
1

2π

∫ 2π

0

f s (λ) dλ.

Si Tn (f) y Cn (f) son Hermitianas, entonces para cualquier función F (x) continua en
[mf ,Mf ] tenemos

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

F (ψn,k) =
1

2π

∫ 2π

0

F (f (λ)) dλ.

Demostración. Notemos que

ψn,j =
n−1∑
k=0

c
(n)
k e−

2πijk
n =

m∑
k=0

t−ke
− 2πijk

n +
n−1∑

k=n−m

tn−ke
− 2πijk

n =
m∑

k=−m

tke
− 2πijk

n = f

(
2π

n
j

)
,

(3.26)

esto es los valores propios de Cn (f) son los valores f (λ) con λ uniformemente espaciado
entre 0 y 2π. Sean λk = 2π

n
k, ∆λ = 2π

n
, entonces

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

ψsn,k = ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

[
f

(
2π

n
k

)]s
= ĺım

n→∞

1

2π

n−1∑
k=0

[f (λk)]
s2π

n
= ĺım

n→∞

1

2π

n−1∑
k=0

[f (λk)]
s∆λ.

(3.27)

Puesto que f es continua, la existencia del ĺımite (3.27) queda asegurada, por lo tanto

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

ψsn,k =
1

2π

∫ 2π

0

(f (λ))s dλ. (3.28)

Por otro lado, si Tn (f) y Cn (f) son Hermitianas, entonces ψn,k y f (λ) son reales, entonces
de (3.28) y del teorema Stone-Weierstrass dado ε > 0 existe N ≥ 1 tal que para cada
n ≥ N
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∣∣∣∣∣ 1n
n−1∑
k=0

F (ψn,k)−
1

2π

∫ 2π

0

F (f (λ)) dλ

∣∣∣∣∣ =∣∣∣∣∣ 1n
n−1∑
k=0

F (ψn,k)−
1

n

n−1∑
k=0

pn (ψn,k)−
1

2π

∫ 2π

0

F (f (λ)) dλ+
1

2π

∫ 2π

0

pn (f (λ)) dλ

∣∣∣∣∣ ≤∣∣∣∣∣ 1n
n−1∑
k=0

(
F (ψn,k)− pn (ψn,k)

)∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣ 1

2π

∫ 2π

0

(
F (f(λ))− pn (f(λ))

)
dλ

∣∣∣∣ ≤
1

n

n−1∑
k=0

|F (ψn,k)− pn (ψn,k)|+
1

2π

∫ 2π

0

|F (f(λ))− pn (f(λ))| dλ < 1

n

n−1∑
k=0

ε

2
+

1

2π

∫ 2π

0

ε

2
dλ = ε.

Finalmente del lema 16 obtenemos mf ≤ ψn,k, τn,k ≤Mf , lo que termina la prueba.

�

Teorema 11 Si Tn (f) es una matriz de Toeplitz de bandas con valores propios τn,k, entonces
para cualquier entero positivo s

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

τ sn,k =
1

2π

∫ 2π

0

f s (λ) dλ.

Si f es real, entonces para cualquier función F (x) continua en [mf ,Mf ] tenemos

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

F (τn,k) =
1

2π

∫ 2π

0

F (f (λ)) dλ.

Demostración. Por el lema 17 Tn (f) v Cn (f), por lo que del teorema 2 T sn (f) v Cs
n (f)

y

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

(
ψsn,k − τ sn,k

)
= 0,

por (3.28) uno de los ĺımites existe y nuevamente por teorema 2 obtenemos

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

τ sn,k =
1

2π

∫ 2π

0

f s (λ) dλ.

La segunda parte del teorema se prueba de manera análoga a la del lema 19. �

3.3. Matrices de Toeplitz de la clase de Wiener

En esta sección estudiamos el caso cuando f pertenece al álgebra de Wiener, es decir, el
caso donde la sucesión {tk}k∈Z es absolutamente sumable. Como en el caso de las sucesiones

58



de matrices de Toeplitz de bandas, la aproximación básica es encontrar una sucesión de
matrices circulantes {Cn (f)}n≥1 que sea asintóticamente equivalente a la sucesión de ma-
trices de Toeplitz {Tn (f)}n≥1. En este caso, la construcción de Cn (f) es más complicada.
La elección de una sucesión apropiada de matrices circulantes para aproximar una sucesión
de matrices Toeplitz no es única, por lo que somos libres de elegir una construcción con las
propiedades más deseables.

Del Apéndice C, si f ∈ W diremos indistintamente que f pertenece al álgebra de Wie-
ner o bien que f es de la clase de Wiener, con esto en mente pasamos al tema central de esta
sección.

Sea f en la clase de Wiener. La serie de Fourier de f es

f(λ) =
∞∑

k=−∞

tke
ikλ (3.29)

tk =
1

2π

∫ 2π

0

f(λ)e−ikλdλ. (3.30)

Definimos la matriz circulante Cn(f) con vector circulante c(n) =
(
c

(n)
0 , c

(n)
1 , . . . , c

(n)
n−1

)

donde c
(n)
k =

1

n

n−1∑
j=0

f

(
2πj

n

)
e

2πijk
n . (3.31)

Dado que f es Riemann integrable, sean λj =
2πj

n
,∆λ =

2π

n
, tenemos para un k fijo

ĺım
n→∞

c
(n)
k = ĺım

n→∞

1

n

n−1∑
j=0

f

(
2πj

n

)
e

2πijk
n = ĺım

n→∞

1

2π

2π

n

n−1∑
j=0

f

(
2πj

n

)
e

2πijk
n

= ĺım
n→∞

1

2π

n−1∑
j=0

f

(
2πj

n

)
e

2πijk
n

2π

n
= ĺım

n→∞

1

2π

n−1∑
j=0

f (λj) e
iλjk∆λ

=
1

2π

∫ 2π

0

f (λ) eikλdλ = t−k,

esto es, c
(n)
k son simplemente las aproximaciones a la integral de Riemann o del coeficiente

de la transformada de Fourier de f , t−k.

Por otro lado, usando el corolario 5 y corolario 6
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ψn,m =
n−1∑
k=0

c
(n)
k e

−2πimk
n =

n−1∑
k=0

( 1

n

n−1∑
j=0

f

(
2πj

n

)
e

2πijk
n

)
e
−2πimk

n

=
n−1∑
j=0

f

(
2πj

n

)(
1

n

n−1∑
k=0

e
2πi(j−m)k

n

)
= f

(
2πm

n

)
.

Esto es los valores propios de Cn(f) son

ψn,m = f

(
2πm

n

)
, (3.32)

aśı Cn(f) tiene la propiedad (3.26) de la aproximación circulante (3.25) utilizada en el caso
de bandas. La ecuación (3.32) a su vez define Cn(f) ya que si se nos dice que Cn(f) es una
matriz circulante con valores propios f

(
2πm
n

)
;m = 0, 1, . . . , n− 1, entonces

c
(n)
k =

1

n

n−1∑
m=0

ψn,me
2πimk
n =

1

n

n−1∑
m=0

f

(
2πm

n

)
e

2πimk
n

como en (3.31).

Las conclusiones del lema 19 se mantienen para el caso más general con Cn(f) construida
como en (3.31).

Lema 20 Sea Cn (f) construida como en (3.31) a partir de f , sean ψn,k los valores propios
de Cn (f), entonces para cualquier entero positivo s

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

ψsn,k =
1

2π

∫ 2π

0

f s (λ) dλ.

Si Cn (f) es Hermitiana, entonces para cualquier función F (x) continua en [mf ,Mf ] tenemos

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

F (ψn,k) =
1

2π

∫ 2π

0

F (f (λ)) dλ.

Demostración.

La demostración es análoga a la del lema 19, usando (3.32).

�
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Lema 21 Sea f una función que satisface (3.29) y (3.30), definimos la matriz circulante
Cn (f) como en (3.31) entonces

i) c
(n)
k =

∞∑
m=−∞

t−k+mn ; k = 0, 1, . . . , n− 1.

ii) Si f(λ) es real y mf > 0 entonces (Cn(f))−1 = Cn

(
1
f

)
.

iii) Dadas dos funciones f(λ) y g(λ), entonces Cn(f)Cn(g) = Cn(fg).

iv) Dadas dos funciones f(λ) y g(λ), entonces Cn(f) + Cn(g) = Cn(f + g).

Demostración.

i) Notemos que
∞∑

m=−∞

t−k+mn es convergente ya que f es de la clase de Wiener. De (3.29)

con λ = 2πj
n

obtenemos f
(

2πj
n

)
=

∞∑
`=−∞

t`e
i`2πj
n entonces en (3.31)

c
(n)
k =

1

n

n−1∑
j=0

f

(
2πj

n

)
e

2πijk
n =

1

n

n−1∑
j=0

( ∞∑
`=−∞

t`e
i`2πj
n

)
e

2πijk
n =

∞∑
`=−∞

t`
1

n

n−1∑
j=0

e
i`2πj
n e

2πijk
n

=
∞∑

`=−∞

t`
1

n

n−1∑
j=0

e
i2π(k+`)j

n .

Por lo tanto, de la proposición 1 para k + ` ≡ 0 mód n esto es, para ` = −k + mn,
k = 0, 1, . . . , n− 1 obtenemos

c
(n)
k =

∞∑
`=−∞

t`
1

n

n−1∑
j=0

e
i2π(k+`)j

n =
∞∑

m=−∞

t−k+mn.

ii) Por hipótesis y de el lema 16 0 < mf ≤ ψn,k ≤ Mf , esto es ψn,k = f
(

2πk
n

)
> 0,

entonces det [Cn(f)] =
n−1∏
k=0

ψn,k 6= 0, por lo tanto Cn(f) es no singular y (Cn(f))−1 existe.

Sea Dn (f) = diag
(
f
(

2π
n

)
, f
(

2π(2)
n

)
, . . . , f

(
2π(n−1)

n

))
entonces por el corolario 6

(Cn (f))−1 = F ∗n (Dn (f))−1 Fn = F ∗nDn(1/f)Fn = Cn (1/f) .

iii) Por el corolario 6, Cn (f) = F ∗nDn (f)Fn y Cn (g) = F ∗nDn (g)Fn, donde Dn (f) =

diag
(
f
(

2π
n

)
, f
(

2π(2)
n

)
, . . . , f

(
2π(n−1)

n

))
yDn (g) = diag

(
g
(

2π
n

)
, g
(

2π(2)
n

)
, . . . , g

(
2π(n−1)

n

))
,

por lo tanto

Cn (f)Cn (g) = (F ∗nDn (f)F )(F ∗nDn (g)F ) = F ∗nDn (f)Dn (g)F = F ∗nDn (fg)F = Cn (fg) ,
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con valores propios f
(

2πk
n

)
g
(

2πk
n

)
, ya que fg pertenece al álgebra de Wiener pues f y g

pertenecen al álgebra.

iv) Por el corolario 6, obtenemos que, Cn (f) = F ∗nDn (f)Fn y Cn (g) = F ∗nDn (g)Fn,
entonces

Cn (f) + Cn (g) = F ∗nDn (f)Fn + F ∗nDn (g)Fn = F ∗n(Dn (f) +Dn (g))Fn = F ∗nDn (f + g)Fn

= Cn (f + g) ,

con valores propios f
(

2πk
n

)
+ g

(
2πk
n

)
. Como f y g pertenecen al álgebra de Wiener también

f + g.
�

Ya que estamos interesados en hallar una sucesión de matrices circulantes asintóticamente
equivalente a la sucesión de matrices de Toeplitz, consideremos la serie de Fourier de f

truncada, f̂n (λ) =
n−1∑

m=−(n−1)

tme
imλ que depende unicamente de {tm : m = 0,±1,±2, . . . ±

(n − 1)}. Definamos la matriz circulante Cn(f̂n) con vector circulante
(
ĉ

(n)
0 , ĉ

(n)
1 , . . . , ĉ

(n)
n−1

)
;

de manera análoga que en la prueba del inciso i) del lema 21:

ĉ
(n)
k =

1

n

n−1∑
j=0

f̂n

(
2πj

n

)
e

2πijk
n =

1

n

n−1∑
j=0

 n−1∑
`=−(n−1)

t`e
2πij`
n

 e
2πijk
n

=
n−1∑

`=−(n−1)

t`
1

n

n−1∑
j=0

e
2πi(k+`)j

n =
n−1∑

`=−(n−1)

t` δ(k+`) mód n

=
∑
`∈Ik

t` (3.33)

donde

Ik = {−(n− 1) ≤ ` ≤ (n− 1) : k + ` ≡ 0 mód n}, (3.34)

con k + ` ≡ 0 mód n si y solamente si ` = −k +mn, m ∈ Z.

Para k = 0 obtenemos en (3.34),

I0 = {−(n− 1) ≤ mn ≤ (n− 1) : m ∈ Z} = {−(n− 1) ≤ mn ≤ (n− 1) : m = 0} = {0}.

Para k 6= 0. Si −(n − 1) ≤ −k + mn ≤ (n − 1), entonces m ≤ k−1
n

+ 1 ≤ n−2
n

+ 1, en

efecto si −k + mn ≤ n − 1, entonces m ≤ k−1
n

+ 1 ≤ (n−1)−1
n

+ 1 = n−2
n

+ 1, por lo tanto
m ≤ 1 pues m es entero y n es fijo.
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De manera análoga si −(n− 1) ≤ −k+mn entonces
(

1
n
− 1
)
≤ k+1

n
− 1 ≤ m por lo tanto

0 ≤ m pues m es entero y n es fijo.

Aśı m ≥ 0 y m ≤ 1, con m entero, por lo tanto obtenemos que m = 0 o m = 1.

Si m = 0 entonces −(n−1) ≤ −k ≤ n−1 y si m = 1 entonces −(n−1) ≤ n−k ≤ n−1.
Por lo que en (3.34) obtenemos

Ik = {−(n− 1) ≤ −k +mn ≤ (n− 1) : m = 0 om = 1} = {−k, n− k},

de manera equivalente podemos escribir

Ik =

{
{0} si k = 0

{−k, n− k} si k 6= 0.

Entonces en (3.33)

ĉ
(n)
k =

{
t0 k = 0

t−k + tn−k k = 1, 2, . . . , (n− 1).
(3.35)

Dado que Cn(f̂n) también es una matriz de Toeplitz, reescribimos a Cn(f̂n) como una matriz
de este tipo, T ′n = {t′k−j} usando (3.35)

t′k =


tk + tn+k k = −(n− 1), . . . ,−1

t0 k = 0

t−(n−k) + tk k = 1, 2, . . . , (n− 1),

(3.36)

por lo tanto

Cn(f̂n) = T ′n =



t0 t−1 + tn−1 t−2 + tn−2 · · · t−(n−1) + t1
t1 + t−(n−1) t0 t−1 + tn−1

t2 + t−(n−2) t1 + t−(n−1) t0
...

. . .
...

tn−1 + t1 · · · t0


. (3.37)

La norma Hilbert-Schmidt de una matriz de Toeplitz toma una forma particularmente
simple. Sea Tn(f) = tk−j, y notemos que hay n términos t0 en la diagonal principal, (n− 1)
términos t−1 y t1, (n− 2) términos t−2 y t2, agrupandolos obtenemos

|Tn(f)|2 =
1

n

n−1∑
k=0

n−1∑
j=0

|tk−j|2 =
1

n

n−1∑
k=−(n−1)

(n− |k|)|tk|2. (3.38)
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Lema 22 Sea Tn(f) = {tk−j} donde
∞∑

k=−∞

|tk| <∞ y

f (λ) =
∞∑

k=−∞

tke
ikλ, f̂n (λ) =

n−1∑
k=−(n−1)

tke
ikλ.

Definamos las matrices circulantes Cn(f) y Cn(f̂n) como en (3.31) y (3.35)-(3.37). En-
tonces

Cn(f) v Cn(f̂n) v Tn(f).

Demostración. Dado que Cn(f) y Cn(f̂n) son matrices circulantes, por el corolario 6
tienen los mismos valores propios. Por lo tanto de (3.32) y de la definición de norma de
Hilbert -Schmidt tenemos∣∣∣Cn(f)− Cn(f̂n)

∣∣∣2 =
1

n

n−1∑
k=0

∣∣∣f (2πk

n

)
− f̂n

(
2πk

n

) ∣∣∣2 (3.39)

como f̂n(λ) converge uniformemente a f(λ), entonces dado ε > 0 existe N ≥ 1 tal que para
cada n ≥ N y para cada k∣∣∣f (2πk

n

)
− f̂n

(
2πk

n

) ∣∣∣2 ≤ ε para cada n ≥ N.

Por lo tanto en (3.39)∣∣∣Cn(f)− Cn(f̂n)
∣∣∣2 =

1

n

n−1∑
k=0

∣∣∣f (2πk

n

)
− f̂n

(
2πk

n

) ∣∣∣2 ≤ 1

n

n−1∑
k=0

ε = ε,

como ε es arbitrario, entonces ∣∣∣Cn(f)− Cn(f̂n)
∣∣∣2−→
n→∞

0. (3.40)

También

|f(λ)| =
∣∣∣ ∞∑
k=−∞

tke
ikλ
∣∣∣ ≤ ∞∑

k=−∞

|tk| <∞, esto es f es acotada y por lo tanto

‖Cn(f)‖ = máxλk = |f(2kπ/n)|2 ≤ S , (3.41)

análogamente

‖Cn(f̂n)‖ ≤ S, (3.42)

aśı de (3.40)-(3.42) obtenemos

Cn(f) v Cn(f̂n). (3.43)
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Por otra parte usando (1.14), (3.36) y (3.38)

∣∣∣Tn(f)− Cn(f̂n)
∣∣∣2 =

1

n

n−1∑
k=0

n−1∑
j=0

∣∣∣tk−j − t′k−j∣∣∣2 =
1

n

n−1∑
k=−(n−1)

(n− |k|)
∣∣∣tk − t′k∣∣∣2

=
−1∑

k=−(n−1)

n− (−k)

n

∣∣∣tk − (tk + tn+k)
∣∣∣2 +

n−1∑
k=1

n− k
n

∣∣∣tk − (t−(n−k) + tk)
∣∣∣2

=
−1∑

k=−(n−1)

n+ k

n

∣∣∣tn+k

∣∣∣2 +
n−1∑
k=1

n− k
n

∣∣∣t−(n−k)

∣∣∣2 =
n−1∑
k=1

k

n

∣∣∣tk∣∣∣2 +
n−1∑
k=1

k

n

∣∣∣t−k∣∣∣2

=
n−1∑
k=1

k

n

(
|tk|2 + |t−k|2

)
(3.44)

recordemos que ‖ · ‖2 ≤ ‖ · ‖1 por lo tanto
∞∑

k=−∞

|tk|2 ≤

(
∞∑

k=−∞

|tk|

)2

, esto es {tk}k≥1 es

cuadrado sumable, entonces dado ε > 0 podemos elegir un N tal que

∞∑
k=N

(
|tk|2 + |t−k|2

)
≤ ε. (3.45)

Entonces para n > N

∣∣∣Tn(f)− Cn(f̂n)
∣∣∣2 =

n−1∑
k=0

k

n

(
|tk|2 + |t−k|2

)
=

N−1∑
k=0

k

n

(
|tk|2 + |t−k|2

)
+

n−1∑
k=N

k

n

(
|tk|2 + |t−k|2

)
≤ 1

n

(
N−1∑
k=0

k(|tk|2 + |t−k|2)

)
+
∞∑
k=N

(|tk|2 + |t−k|2)

≤ ε+
1

n

(
N−1∑
k=0

k(|tk|2 + |t−k|2)

)
.

Tomando ĺımite cuando n→∞ obtenemos

ĺım
n→∞

|Tn(f)− Cn(f̂n)|2 < ε.

Dado que ε es arbitrario,

ĺım
n→∞

∣∣∣Tn(f)− Cn(f̂n)
∣∣∣ = 0. (3.46)
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Por lo tanto de (3.14), (3.42) y (3.46), obtenemos

Tn(f) v Cn(f̂n). (3.47)

Finalmente aplicando el teorema 1 a (3.43) y (3.47) obtenemos

Cn(f) v Cn(f̂ ) v Tn(f).

�
Ahora tenemos una sucesión de matrices circulantes {Cn(f)}n asintóticamente equivalente a
la sucesión {Tn(f)}n y los valores propios y productos de las matrices circulantes se conocen
exactamente. Los lemas 19, 22 y el teorema 2 se pueden aplicar para generalizar el
teorema 11:

Teorema 12 Sea {Tn(f)}n≥1 una sucesión de matrices de Toeplitz tal que f(λ) es un ele-
mento del álgebra de Wiener. Sean τn,k los valores propios de Tn(f) y sea s un entero positivo.
Entonces

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

τ sn,k =
1

2π

∫ 2π

0

f s (λ) dλ.

Si f es real, entonces para cualquier función F (x) continua en [mf ,Mf ] tenemos

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

F (τn,k) =
1

2π

∫ 2π

0

F (f (λ)) dλ.

Demostración. Por el lema 22 Tn (f) v Cn (f), por lo que del teorema 2 {T sn (f)}n v
{Cs

n (f)}n y

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

(
ψsn,k − τ sn,k

)
= 0,

por (3.28) uno de los ĺımites existe y nuevamente por teorema 2 obtenemos

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

τ sn,k =
1

2π

∫ 2π

0

f s (λ) dλ.

La segunda parte del teorema se prueba de manera análoga a la del lema 19.

�
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Caṕıtulo 4

Operadores completamente positivos
de Toeplitz

En este caṕıtulo estudiamos una clase particular de operadores en espacios de Hilbert,
que generalizan a los operadores positivos. En las secciones precendentes consideramos
h = (Cn, 〈·, ·〉) donde 〈·, ·〉 es antilineal en la primera componente y lineal en la segun-
da componente. Denotaremos por B(h) = Mn×n(C) el conjunto de matrices con entradas
complejas n× n.

4.1. Preliminares

Definición 11 Una matriz x ∈ B(h) es positiva si satisface la condición 〈u, x u〉 ≥ 0 para
cada u ∈ h.

Lema 23 Sea x ∈ B(h), x = 0 si y solamente si 〈u, x v〉 = 0 para toda u, v ∈ h.

Demostración. Supongamos que x = 0 por lo tanto para cada v, x v = 0, aśı para cada
u, v ∈ h 〈u, x v〉 = 〈u, 0〉 = 0.
Por otra parte supongamos que 〈u, x v〉 = 0 para cada u, v ∈ h, sea u = x v, por lo tanto
para cada v ∈ h, 〈x v, x v〉 = 0 esto es x v = 0 para cada v ∈ h, por lo tanto x = 0. �

Lema 24 Sea x ∈ B(h), si para cada u ∈ h 〈u, x u〉 = 0 entonces x = 0.

Demostración. Sean a, b ∈ C y consideremos au+ bv ∈ h, por hipótesis

0 = 〈au+ bv, x (au+ bv)〉 = 〈au+ bv, axu+ bxv〉 = 〈au+ bv, axu〉+ 〈au+ bv, bxv〉
= 〈axu, au+ bv〉+ 〈bxv, au+ bv〉 = 〈axu, au〉+ 〈axu, bv〉+ 〈bxv, au〉+ 〈bxv, bv〉
= 〈au, axu〉+ 〈bv, axu〉+ 〈au, bxv〉+ 〈bv, bxv〉 = aa〈u, xu〉+ ba〈v, xu〉+ ab〈u, xv〉+ bb〈v, xv〉
= ba〈v, xu〉+ ab〈u, xv〉.

Si a = 1 = b tenemos

〈v, xu〉+ 〈u, xv〉 = 0. (4.1)
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Si a = i, b = 1 tenemos

i〈v, xu〉 − i〈u, xv〉 = 0,

equivalentemente

〈u, xv〉 − 〈v, xu〉 = 0 (4.2)

resolviendo (4.1) y (4.2) obtenemos 〈u, xv〉 = 0, por el lema 23 x = 0.

�

Lema 25 Toda matriz positiva es hermitiana.

Demostración. Para cada u ∈ h tenemos

〈u, xu〉 = 〈u, xu〉 = 〈xu, u〉 = 〈u, x∗u〉,

esto es para cada u ∈ h

0 = 〈u, xu〉 − 〈u, x∗u〉 = 〈u, (x− x∗)u〉,

por el lema 24 x− x∗ = 0, es decir x = x∗.

�

Definición 12 Un operador completamente positivo es un operador lineal φ : B(h)→ B(h)
con la representación

φ(x) =
r∑
i=0

K∗i xKi (4.3)

donde r ≤ n2, Ki ∈ B(h), x ∈ B(h).

Observación 6 A la representación dada en (4.3) se le conoce como representación de
Kraus. La representación de Kraus no es única.

Lema 26 Si Ki es unitaria, 0 ≤ i ≤ r ≤ n2 y
r∑
i=0

KiK
∗
i = I entonces φ preserva la traza.

Demostración. Sea x ∈ B(h) y r ≤ n2

Tr (φ(x)) = Tr

(
r∑
i=0

K∗i xKi

)
=

r∑
i=0

Tr (K∗i xKi) =
r∑
i=0

Tr (KiK
∗
i x) = Tr

(
r∑
i=0

KiK
∗
i x

)
= Tr (Ix)

= Tr(x).

�
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Lema 27 Si x ∈ B(h) es positiva entonces φ(x) es positivo.

Demostración. Sea x ∈ B(h) positiva, para cada u ∈ h y r ≤ n2 tenemos

〈u, φ(x)u〉 = 〈u,
r∑
i=0

K∗i xKi〉 =
r∑
i=0

〈u,K∗i xKiu〉 =
r∑
i=0

〈Kiu, xKiu〉

=
r∑
i=0

〈vi, xvi〉 ≥ 0, para cada vi = Kiu ∈ h.

�

Definición 13 Un operador completamente positivo de Toeplitz es de la forma

φ (x) =
n−1∑
j=0

αjS
∗j
n x Sjn +

n−1∑
j=1

βjS
j
n x S

∗j
n (4.4)

donde Sn =
n−2∑
i=0

|ei〉〈ei+1|.

Definición 14 Un operador completamente positivo circulante es de la forma

φ̃ (x) =
n−1∑
j=0

αjJ
∗j
n x J jn (4.5)

donde Jn =
n−1∑
i=0

|ei〉〈ei+1|.

4.2. Operadores completamente positivos de Toeplitz

asociados a una función de la clase de Wiener

Sea f(λ) = e−iλ, {tk}k∈Z donde t−1 = 1 y tj = 0 si j 6= −1. Notemos que
∞∑

k=−∞

|tk| = 1 <∞,

es decir f pertenece al álgebra de Wiener y por lo tanto podemos definir Tn (f).

Tn (f) =



0 1 0 0 · · · 0
0 0 1 0 · · · 0
0 0 0 1 · · · 0
...

. . .
...
1

0 0 0 0 · · · 0


= Sn. (4.6)
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Construimos la matriz circulante Cn (f) a partir de (4.6)

Cn (f) =



0 1 0 0 · · · 0
0 0 1 0 · · · 0
0 0 0 1 · · · 0
...

. . .
...
1

1 0 0 0 · · · 0


= Jn. (4.7)

Observemos que Tn (f) y Cn (f) son del tipo de matrices Toeplitz y circulante usadas en
la definición 13 y definición 14, de modo que para cada n definimos como en (4.4) el
siguiente operador

φn(x) = Tn (f)∗ xTn (f) . (4.8)

Para ilustrar la acción de un operador de este tipo revisemos el caso para n = 4. Si x ∈M4(C)
entonces

φ4(x) = T4 (f)∗ x T4 (f) =


0 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0




x00 x01 x02 x03

x10 x11 x12 x13

x20 x21 x22 x23

x30 x31 x32 x33




0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0



=


0 0 0 0
x00 x01 x02 x03

x10 x11 x12 x13

x20 x21 x22 x23




0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0



=


0 0 0 0
0 x00 x01 x02

0 x10 x11 x12

0 x20 x21 x22

 .

Por lo tanto la acción de φn consiste en un recorrimiento uniforme en cada subdiagonal de
x.

La matriz (4.6) puede ser escrita como Tn (f) =
n−2∑
i=0

|ei〉〈ei+1| donde {ej}n−1
j=0 es la base

canónica, la acción de Tn (f) sobre la base canónica es

Tn (f) ej =

{
0 j = 0

ej−1 j = 1, 2, . . . , n− 1
(4.9)

con en−1 /∈ Im (Tn (f)).

De manera análoga para Tn (f)∗ obtenemos

Tn (f)∗ ej =

{
0 j = n− 1

ej+1 j = 0, 1, . . . , n− 2
(4.10)
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con e0 /∈ Im (Tn (f)∗).

Lema 28 Para ` = 0, . . . , n− 1 definimos los siguientes subespacios B` ⊂Mn×n (C) por

B−` = span{|ei〉〈ei+`| : i = 0, 1, . . . , n− 1− `},

B` = span{|ei+`〉〈ei| : i = 0, 1, . . . , n− 1− `}.

Cada subespacio es invariante bajo la acción de φn.

Demostración. Para ` = 0, sea x ∈ B0

φn (x) = Tn (f)∗ xTn (f) = Tn (f)∗
n−1∑
j=0

αj|ej〉〈ej|Tn (f)

=
n−1∑
j=0

αjTn (f)∗ |ej〉〈ej|Tn (f) =
n−1∑
j=0

αj|Tn (f)∗ ej〉〈Tn (f)∗ ej|

=
n−2∑
j=0

αj|ej+1〉〈ej+1| ∈ B0.

Para ` 6= 0, sea x ∈ B`

φn (x) = Tn (f)∗ xTn (f) = Tn (f)∗
n−1−`∑
j=0

αj|ej+`〉〈ej|Tn (f)

=
n−1−`∑
j=0

αjTn (f)∗ |ej+`〉〈ej|Tn (f) =
n−1−`∑
j=0

αj|Tn (f)∗ ej+`〉〈Tn (f)∗ ej|

=
n−1−`∑
j=0

αj|ej+1+`〉〈ej+1| ∈ B`.

Por otra parte sea x ∈ B−`

φn (x) = Tn (f)∗ xTn (f) = Tn (f)∗
n−1−`∑
j=0

αj|ej〉〈ej+`|Tn (f)

=
n−1−`∑
j=0

αjTn (f)∗ |ej〉〈ej+`|Tn (f) =
n−1−`∑
j=0

αj|Tn (f)∗ ej〉〈Tn (f)∗ ej+`|

=
n−1−`∑
j=0

αj|ej+1〉〈ej+1+`| ∈ B−`.

�
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Lema 29 Los subespacios B` son mutuamente ortogonales respecto al producto interno de

Hilbert-Schmidt y Mn×n(C) =
n−1⊕

`=−(n−1)

B`.

Demostración. Sea j,m ≥ 0 j 6= m, consideremos Bj = span{|ei+j〉〈ei| : i = 0, 1, . . . , n −
1− j}, Bm = span{|ei+m〉〈ei| : i = 0, 1, . . . , n− 1−m}, evidentemente Bj ∩ Bm = {0}.

Notemos que para cada 0 ≤ i ≤ n− 1− j y para cada 0 ≤ k ≤ n− 1−m

〈|ei+j〉〈ei|, |ek+m〉〈ek|〉H−S = Tr (|ei+j〉〈ei|∗|ek+m〉〈ek|) = Tr (|ei〉〈ei+j||ek+m〉〈ek|)
= δi+j,k+m Tr (|ei〉〈ek|) = δi+j,k+mδi,k

= δj,m.

Sean x ∈ Bj, y ∈ Bm, entonces

〈x, y〉
H−S = Tr (x∗y) = Tr

(
n−1−j∑
i=0

αi|ei〉〈ei+j|
n−1−m∑
k=0

βk|ek+m〉〈ek|

)

=

n−1−j∑
i=0

n−1−m∑
k=0

αiβk Tr (|ei〉〈ei+j||ek+m〉〈ek|)

=

n−1−j∑
i=0

n−1−m∑
k=0

αiβkδj,m

= 0 para j 6= m.

De manera similar se prueba que B−j ⊥ B−m para j,m ≥ 0, j 6= m.

Por otra parte supongamos que −(n − 1) < m < 0 < j < n − 1 y sean Bj =
span{|ei+j〉〈ei| : i = 0, 1, . . . , n − 1 − j}, B−m = span{|ek〉〈ek+m| : k = 0, 1, . . . , n − 1 − k}.
Es claro que Bj ∩ B−m = {0}. Sean |ei+j〉〈ei| ∈ Bj, |ek〉〈ek+m| ∈ B−m, entonces:

〈|ei+j〉〈ei|, |ek〉〈ek+m|〉H−S = Tr (|ei+j〉〈ei|∗|ek〉〈ek+m|) = δi+j,kδi,k+m. (4.11)

Supongamos que δi+j,kδi,k+m = 1, entonces i+ j = k y k+m = i, esto es (i+ j) +m = i por
lo que j = −m que no puede suceder pues m < 0 < j. Asi δi+j,kδi,k+m 6= 1.

Por lo tanto en (4.11)

〈|ei+j〉〈ei|, |ek〉〈ek+m|〉H−S = δi+j,kδi,k+m = 0.

Por otra parte es claro que Bj ∩ Bm = {0}, para j 6= m, por lo tanto Mn×n(C) =
n−1⊕
`=0

B`.

�
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Notemos que B0 es el conjunto de matrices diagonales n × n, por lo que dim (B0) = n,
B−1 es el conjunto de matrices en las que sus elementos son distintos de cero únicamente
en la diagonal superior a la principal, por lo que dim (B−1) = n − 1, continuando con este
razonamiento obtenemos que

dim (B`) = n− |`|, ` = −(n− 1), . . . , 0, . . . , n− 1. (4.12)

Observación 7 Como era de esperarse
n−1∑

`=−(n−1)

dim (B`) = n2, en efecto

n−1∑
`=−(n−1)

dim (B`) =
n−1∑

`=−(n−1)

(n− |`|) =
n−1∑

`=−(n−1)

n−
n−1∑

`=−(n−1)

|`|

=
−1∑

`=−(n−1)

n+
n−1∑
`=0

n− 2
n−1∑
`=0

` = n(n− 1) + nn− 2

(
(n− 1)n

2

)
= (n− 1)n+ n2 − (n− 1)n

= n2.

Por otra parte, consideremos B−` = span{|ei〉〈ei+`| : i = 0, 1, . . . , n − 1 − `}, para ` =
0, 1, 2, . . . , n− 1, definamos el isomorfismo

j−` : B−` −→ Cdim(B−`) (4.13)

j−` : |ei〉〈ei+`| 7→ ei.

Lema 30 Cada j−` preserva el producto interno

〈x, y〉
H−S = 〈j−`(x), j−`(y)〉.

Demostración. Sean |ei〉〈ei+`|, |ej〉〈ej+`| ∈ B−`

〈|ei〉〈ei+`|, |ej〉〈ej+`|〉H−S = Tr (|ei〉〈ei+`|∗|ej〉〈ej+`|) = Tr (|ei+`〉〈ei||ej〉〈ej+`|)
= δi,j Tr (|ei+`〉〈ej+`|) = δi,j = 〈ei, ej〉
= 〈j−` (|ei〉〈ei+`|) , j−` (|ej〉〈ej+`|)〉.

�

Lema 31 Bajo el isomorfismo j−` : B−` −→ Cdim(B−`) se tiene que

φn(|ek〉〈ek+`|) = j−1
−`
(
T ∗−`j−`(|ek〉〈ek+`|)

)
(4.14)

donde

T−` =
n−1−`∑
i=0

|ei〉〈ei+1|, ` = 0, 1, . . . , n− 1.
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Demostración.

j−1
−`
(
T ∗−` j−`(|ek〉〈ek+`|)

)
= j−1

−`

(
n−1−`∑
i=0

|ei〉〈ei+1|∗ j−`(|ek〉〈ek+`|)

)
0 ≤ k ≤ n− 1− `

= j−1
−`

(
n−1−`∑
i=0

|ei+1〉〈ei|ek

)
= j−1

−`

(
n−1−`∑
i=0

〈ei, ek〉ei+1

)
= j−1

−` (ek+1) = |ek+1〉〈ek+1+`| = |Tn (f)∗ ek〉〈Tn (f)∗ ek+`|
= Tn (f)∗ |ek〉〈Tn (f)∗ ek+`| = Tn (f)∗ |ek〉〈ek+`|Tn (f)

= φn (|ek〉〈ek+`|) .

�
Para B` = span{|ei+`〉〈ei| : i = 0, 1, . . . , n − 1 − `}, con ` = 0, 1, 2, . . . , n − 1, definamos

el isomorfismo

j` : B` −→ Cdim(B`) (4.15)

j` : |ei+`〉〈ei| 7→ ei.

Lema 32 Cada j` preserva el producto interno

〈x, y〉
H−S = 〈j`(x), j`(y)〉.

Demostración. Sean |ei+`〉〈ei|, |ej+`〉〈ej| ∈ B`
〈|ei+`〉〈ei|, |ej+`〉〈ej|〉H−S = Tr (|ei+`〉〈ei|∗|ej+`〉〈ej|) = Tr (|ei〉〈ei+`||ej+`〉〈ej|)

= δi+`,j+` Tr (|ei〉〈ej|) = δi,j = 〈ei, ej〉
= 〈j` (|ei+`〉〈ei|) , j` (|ej+`〉〈ej|)〉.

�

Lema 33 Bajo el isomorfismo j` : B` −→ Cdim(B`) se tiene que

φn(|ek+`〉〈ek|) = j−1
`

(
T ∗−` j`(|ek+`〉〈ek|)

)
(4.16)

donde

T−` =
n−1−`∑
i=0

|ei〉〈ei+1|, ` = 0, 1, . . . , n− 1.

Demostración.

j−1
`

(
T ∗−` j`(|ek+`〉〈ek|)

)
= j−1

`

(
n−1−`∑
i=0

|ei+1〉〈ei|∗ j`(|ek+`〉〈ek|)

)
0 ≤ k ≤ n− 1− `

= j−1
`

(
n−1−`∑
i=0

|ei+1〉〈ei|ek

)
= j−1

`

(
n−1−`∑
i=0

〈ei, ek〉ei+1

)
= j−1

` (ek+1) = |ek+1+`〉〈ek+1| = |Tn (f)∗ ek+`〉〈Tn (f)∗ ek|
= Tn (f)∗ |ek+`〉〈Tn (f)∗ ek| = Tn (f)∗ |ek+`〉〈ek|Tn (f)

= φn (|ek+`〉〈ek|) .
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�

Consideremos la base canónica y la matriz Jn =
n−1∑
i=0

|ei〉〈ei+1| definida en (4.7), para cada

n definimos como en (4.5) el siguiente operador

φ̃n (x) = J∗n x Jn. (4.17)

Como ejemplo de la acción del operador (4.17) tomemos n = 4 y x =


x00 x01 x02 x03

x10 x11 x12 x13

x20 x21 x22 x23

x30 x31 x32 x33


por lo que

φ̃4(x) = J4 (f)∗ x J4 (f) =


0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0




x00 x01 x02 x03

x10 x11 x12 x13

x20 x21 x22 x23

x30 x31 x32 x33




0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0



=


x30 x31 x32 x33

x00 x01 x02 x03

x10 x11 x12 x13

x20 x21 x22 x23




0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0



=


x33 x30 x31 x32

x03 x00 x01 x02

x13 x10 x11 x12

x23 x20 x21 x22

 .

Por lo tanto la acción de φ̃n consiste en un recorrimiento ćıclico en cada subdiagonal de x.
La acción de Jn sobre la base canónica es

Jnej =

{
ej−1 j = 1, 2, . . . , n− 1

en−1 j = 0
= ej−1 (4.18)

donde la operación en los ı́ndices es módulo n: (j − 1) mód n.

De manera análoga para J∗n obtenemos

Jn (f)∗ ej =

{
ej+1 j = 0, 1, . . . , n− 2

e0 j = n− 1
= ej+1 (4.19)

donde la operación en los ı́ndices es módulo n: (j + 1) mód n.

Lema 34 Para ` = 0, 1, . . . , n− 1 definimos los siguientes subespacios B` ⊂Mn×n (C) por

B` = span{|ei〉〈ei+`| : i = 0, 1, . . . , n− 1}.

Cada subespacio es invariante bajo la acción de φ̃n.
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Demostración. Sea x ∈ B`, para ` = 0, 1, . . . , n− 1 tenemos

φ̃n (x) = J∗nx Jn = Jn (f)∗
n−1∑
j=0

αj|ej〉〈ej+`|Jn (f)

=
n−1∑
j=0

αjJ
∗
n|ej〉〈ej+`|Jn =

n−1∑
j=0

αj|J∗nej〉〈ej+`|Jn

=
n−1∑
j=0

αj|J∗nej〉〈J∗nej+`|

=
n−1∑
j=0

αj|ej+1〉〈ej+1+`| ∈ B`.

�

Notemos que dim(B`) = n para toda ` = 0, 1, . . . , n− 1.

Lema 35 Los subespacios B` son mutuamente ortogonales respecto al producto interno de

Hilbert-Schmidt y Mn×n(C) =
n−1⊕
`=0

B`.

Demostración. Sean |ei〉〈ei+j| ∈ Bj, |ek〉〈ek+m| ∈ Bm para j 6= m y notemos que

〈|ei〉〈ei+j|, |ek〉〈ek+m|〉H−S = Tr (|ei〉〈ei+j|∗|ek〉〈ek+m|) = Tr (|ei+j〉〈ei||ek〉〈ek+m|)
= δi,k Tr (|ei+j〉〈ek+m|) = δi+j,i+m

= δj,m para j 6= m.

Sean x ∈ Bj, y ∈ Bm, con j 6= m

〈x, y〉
H−S = Tr (x∗y) = Tr

(
n−1∑
i=0

αi|ei+j〉〈ei|
n−1∑
k=0

βk|ek〉〈ek+m|

)

=
n−1∑
i=0

n−1∑
k=0

αiβk Tr (|ei+j〉〈ei||ek〉〈ek+m|)

=
n−1∑
i=0

n−1∑
k=0

αiβkδj,m

= 0.

Por otra parte es claro que Bj ∩Bm = {0}, para j 6= m, por lo tanto Mn×n(C) =
n−1⊕
`=0

B`.

�

Para ` = 0, 1, . . . , n− 1 definimos un isomorfismo

j` : B` −→ Cn (4.20)

j` : |ei〉〈ei+`| 7→ ei.
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Lema 36 Cada j` preserva el producto interno

〈x, y〉
H−S = 〈j`(x), j`(y)〉.

Demostración. Sean |ei〉〈ei+`|, |ej〉〈ej+`| ∈ B`

〈|ei〉〈ei+`|, |ej〉〈ej+`|〉H−S = Tr (|ei〉〈ei+`|∗|ej〉〈ej+`|) = Tr (|ei+`〉〈ei||ej〉〈ej+`|)
= δi,j Tr (|ei+`〉〈ej+`|) = δi,j = 〈ei, ej〉
= 〈j` (|ei〉〈ei+`|) , j` (|ej〉〈ej+`|)〉.

�

Lema 37 Bajo el isomorfismo j` : B` −→ Cn se tiene que

φ̃n (|ei〉〈ei+`|) = φ̃n
(
j−1
` (ei)

)
= j−1

` (J∗nei) (4.21)

donde

Jn =
n−1∑
j=0

|ej〉〈ej+1|, ej ∈ Cn.

Demostración.

j−1
` (J∗nei) = j−1

`

(
n−1∑
j=0

|ej〉〈ej+1|∗ei

)
= j−1

`

(
n−1∑
j=0

|ej+1〉〈ej|ei

)

= j−1
`

(
n−1∑
j=0

〈ej, ei〉ej+1

)
= j−1

` (ei+1) = |ei+1〉〈ei+1+`|

= |J∗nei〉〈J∗nei+`| = J∗n|ei〉〈J∗nei+`| = J∗n|ei〉〈ei+`|Jn
= φ̃n (|ei〉〈ei+`|) .

�

Observación 8 La matriz Jn del lema 37 no depende del B` en cuestión.

Teorema 13 El espectro de φ̃n coincide con el espectro de J∗n.

Demostración. Por ser J∗n matriz circulante, sus valores propios son ωk con vectores propios
uk y J∗nuk = ωkuk. Sea k fijo, usando el isomorfismo j` : B` −→ Cn obtenemos

φ̃n
(
j−1
` (uk)

)
= φ̃n

(
j−1
`

(
1√
n

n−1∑
j=0

ωkjej

))
=

1√
n

n−1∑
j=0

ωkjφ̃n
(
j−1
` (ej)

)
=

1√
n

n−1∑
j=0

ωkjj−1
` (J∗nej) = j−1

`

(
J∗n

1√
n

n−1∑
j=0

ωkjej

)
= j−1

` (J∗nuk) = j−1
`

(
ωkuk

)
= ωkj−1

` (uk) .
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Por lo tanto todos los j−1
` (uk) son vectores propios asociados al valor propio ωk, los vec-

tores propios son linealmente independientes pues B` es ortogonal a B`′ para ` 6= `′ para
` = 0, 1, . . . , n− 1 por lema 35.

Sean k ≤ m, k,m = 0, 1, . . . , n−1, cada j−1
` (uk) es linealmente independiente de j−1

`′ (um)
para `′ = 0, 1, . . . , n− 1, pues si ` 6= `′ B` es ortogonal a B`′ por lema 35, entonces j−1

` (uk)
es ortogonal a j−1

`′ (um) y si ` = `′ por el lema 36 tenemos

〈j−1
` (um) , j−1

` (uk)〉H−S = 〈um, uk〉 = 0.

Hemos probado que cada valor propio ωk de J∗n es también un valor propio de φ̃n y su multipli-
cidad como valor propio de φ̃n es n, de esta manera hemos exhibido un sistema de n2 vectores
propios linealmente independientes de φ̃n, por lo tanto el espectro de φ̃n y el de J∗n coinciden.

�

Por otra parte µ = 0 es el único valor propio de la matriz Tn(f) dada en (4.6) pues Tn(f)
es una matriz estrictamente triangular superior y con diagonal cero.

Lema 38

i) 0 es valor propio del operador φn dado en (4.8).

ii) Para cada ` = 0, 1, . . . , n − 1 los vectores |en−1−`〉〈en−1| ∈ B−` y |en−1〉〈en−1−`| ∈ B`
son vectores propios asociados al 0.

Es decir, 0 tiene por lo menos 2n− 1 vectores propios asociados.

Demostración. Para i), sean 0 ≤ ` ≤ n− 1 y |ej〉〈ej+`| ∈ B−`, entonces

φn (|ej〉〈ej+`|) = |Tn(f)∗ej〉〈Tn(f)∗ej+`| (4.22)

haciendo j = n− 1− ` obtenemos en (4.22)

φn (|en−1−`〉〈en−1−`+`|) = φn (|en−1−`〉〈en−1|) = 0

esto es, 0 es valor propio de φn con vector propio |en−1−`〉〈en−1|.

Por otra parte sea |ej+`〉〈ej| ∈ B` entonces

φn (|ej+`〉〈ej|) = |Tn(f)∗ej+`〉〈Tn(f)∗ej| (4.23)

haciendo j = n− 1− ` obtenemos en (4.23)

φn (|en−1〉〈en−1−`|) = 0

esto es, 0 es valor propio de φn con vector propio |en−1〉〈en−1−`|.

Para ii), de la parte i) obtenemos que para cada 0 ≤ ` ≤ n − 1 hay un vector propio
asociado a 0 en B−` y B`. La ortogonalidad de {Bj}n−1

j=−(n−1) implica que los vectores propios
son linealmente independientes. �
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Lema 39 Para cada 0 ≤ ` < n− 1, el conjunto {|ei+`〉〈ei|, |ei〉〈ei+`|: i = 0, 1, . . . , n− `− 2}
es un conjunto de vectores propios generalizados de φn asociados al valor propio 0. El orden
de los vectores propios |ei+`〉〈ei|, |ei〉〈ei+`| es n− (i+ `), i = 0, 1, . . . , n− `− 2.

Demostración. Notemos que

φn−(i+`)−1
n (|ei〉〈ei+`|) = |ei+n−(i+`)−1〉〈ei+`+n−(i+`)−1| = |en−`−1〉〈en−1| 6= 0, ` < n− 1,

mientras que

φn−(i+`)
n (|ei〉〈ei+`|) = φn

(
φn−(i+`)−1
n (|ei〉〈ei+`|)

)
= φn (|en−`−1〉〈en−1|)

= |Tn(f)∗en−`−1〉〈Tn(f)∗en−1| = 0.

De manera análoga obtenemos que φ
n−(i+`)−1
n (|ei+`〉〈ei|) 6= 0 y φ

n−(i+`)
n (|ei+`〉〈ei|) = 0. �

Observación 9 Del lema 38 y lema 39 se sigue que el operador φn tiene 2n−1−2(m−1)
valores propios generalizados de orden m, donde 1 ≤ m ≤ n.

Teorema 14 El espectro de φn coincide con el espectro de Tn (f).

Demostración. Claramente sp (Tn (f)) ⊂ sp (φn).

Por otro lado sea µ ∈ sp (φn), dado que µ es valor propio tenemos un vector propio

asociado a µ digamos v =
n−1∑
i,j=0

αij|ei〉〈ej| 6= 0 y notemos que φn(v) =
n−1∑
i,j=0

αijφn (|ei〉〈ej|),

entonces

φnn(v) =
n−1∑
i,j=0

αijφ
n
n (|ei〉〈ej|) = 0.

Por lo tanto 0 = φnn(v) = µnv, esto es µ = 0. Lo que demuestra que sp (φn) ⊂ sp (Tn (f)).
�

El teorema 14 es un resultado conocido para operadores completamente positivos cir-
culantes [4]. El siguiente ejemplo muestra que no es válido en general para un operador com-
pletamente positivo aun en el caso en que los operadores de Kraus sean matrices de Toeplitz.

Sea h1(λ) = t−1e
−iλ, t−1 6= 0, {tk}k∈Z = {t−1}k∈Z =

{
t−1 si k = −1

0 en otro caso
. Notemos que

∞∑
k=−∞

|tk| <∞ por lo que h1 pertenece a la clase de Wiener. Entonces

Tn (h1) =



0 t−1 0 0 · · · 0
0 0 t−1 0 · · · 0
0 0 0 t−1 · · · 0
...

. . .
...
t−1

0 0 0 0 · · · 0


=

n−2∑
j=0

t−1|ej〉〈ej+1|. (4.24)
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Consideremos h2(λ) = t1e
iλ, t1 6= 0, {tk}k∈Z = {t1}k∈Z =

{
t1 si k = 1

0 en otro caso
. Notemos que

∞∑
k=−∞

|tk| <∞ por lo que h2 pertenece a la clase de Wiener, aśı

Tn (h2) =



0 0 0 0 · · · 0
t1 0 0 0 · · · 0
0 t1 0 0 · · · 0
...

. . .
...
0

0 0 0 · · · t1 0


=

n−2∑
j=0

t1|ej+1〉〈ej|. (4.25)

Sea h(λ) = t−1e
−iλ + t1e

iλ, t1, t−1 6= 0, {tk}k∈Z = {t1, t−1}k∈Z =


t−1 si k = −1

t1 si k = 1

0 en otro caso

,

notemos que
∞∑

k=−∞

|tk| <∞ por lo que h pertenece a la clase de Wiener y

Tn (h) =



0 t−1 0 · · · 0 0 0
t1 0 t−1 · · · 0 0 0

0 t1 0
. . . 0 0 0

...
...

...
. . . . . .

...
...

0 0 0
. . . 0 t−1 0

0 0 0 · · · t1 0 t−1

0 0 0 · · · 0 t1 0


. (4.26)

De (4.24) y (4.25) es claro que Tn (h) =
n−2∑
j=0

t−1|ej〉〈ej+1| +
n−2∑
j=0

t1|ej+1〉〈ej|, y realizando

cálculos sencillos tenemos

Tn (h)∗ =
n−2∑
j=0

t1|ej〉〈ej+1|+
n−2∑
j=0

t−1|ej+1〉〈ej|. (4.27)

Observación 10 Sea f una función en la clase de Wiener tal que

Tn (f) =



t0 1 0 · · · 0 0 0
1 t0 1 · · · 0 0 0

0 1 t0
. . . 0 0 0

...
...

...
. . . . . .

...
...

0 0 0
. . . t0 1 0

0 0 0 · · · 1 t0 1
0 0 0 · · · 0 1 t0


.
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Denotemos ρn (t) el polinomio caracteŕıstico de la matriz Tn(f). Calculando el det(Tn(f)−
tIn) expandiendo el último renglón obtenemos,

ρn(t) = (t0 − t)ρn−1(t)− ρn−2(t) para n ≥ 2 (4.28)

con ρ0(t) = 1, ρ1(t) = t0 − t. Definiendo el polinomio Un(x) = ρn(t0 − 2x) obtenemos en
(4.28):

Un(x) = 2xUn−1(x)− Un−2(x) para n ≥ 2

con U0(x) = 1, U1(x) = 2x. Entonces Un(x) es un polinomio de Chebyshev de segundo tipo
de grado n. Es bien conocido que

Un(x) =
sin ((n+ 1) cos−1(x))

sin (cos−1 x)
para |x| ≤ 1,

y que las ráıces de Un(x) son de la forma zk = cos
(

(k+1)π
n+1

)
para k = 0, . . . , n− 1.

Como zk es ráız de Un(x) entonces 0 = Un(zk) = ρn(t0 − 2zk), es decir t0 + 2zk es ráız
de ρn, por lo tanto t0 − 2zk es valor propio de Tn(f). El siguiente teorema trata el caso de
una matriz de Toeplitz tridiagonal general.

Teorema 15 Los valores propios de una matriz de Toeplitz tridiagonal

T =



t0 t−1 0 · · · 0 0 0
t1 t0 t−1 · · · 0 0 0

0 t1 t0
. . . 0 0 0

...
...

. . . . . . . . .
...

...

0 0 0
. . . t0 t−1 0

0 0 0 · · · t1 t0 t−1

0 0 0 · · · 0 t1 t0


.

son

λj = t0 + 2
√
t1 t−1 cos

(
π (j + 1)

n+ 1

)
, j = 0, 1 . . . , n− 1 (4.29)

y un vector propio para λj es vj =
(
v

(0)
j , v

(1)
j , . . . , v

(n−1)
j

)
con

v
(k)
j =

(√
t1
t−1

)(k+1)

sin

(
(k + 1)π(j + 1)

n+ 1

)
, k = 0, 1 . . . , n− 1. (4.30)

Demostración. Supongamos que t−1, t1 6= 0. Sea α =
√

t−1

t1
, por lo que t1α =

√
t1t−1.
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Consideremos g(λ) = α2e−iλ + eiλ y {tk}k∈Z =


α2 si k = −1

1 si k = 1

0 en otro caso

, g pertenece a la clase

de Wiener pues
∞∑

k=−∞

|tk| <∞, construimos la matriz de Toeplitz asociada

Tn (g) =



0 α2 0 · · · 0 0 0
1 0 α2 · · · 0 0 0

0 1 0
. . . 0 0 0

...
...

...
. . . . . .

...
...

0 0 0
. . . 0 α2 0

0 0 0 · · · 1 0 α2

0 0 0 · · · 0 1 0


. (4.31)

Por lo tanto Tn (h) = t0In + t1Tn (g) y aśı es suficiente mostrar que los valores propios de
Tn (g) son

µj = 2α cos

(
π(j + 1)

n+ 1

)
, j = 0, 1 . . . , n− 1, (4.32)

con vector propio asociado vj =
(
v

(0)
j , v

(1)
j , . . . , v

(n−1)
j

)
, donde

v
(k)
j = α−(k+1) sin

(
(k + 1)π(j + 1)

n+ 1

)
, k = 0, 1 . . . , n− 1. (4.33)

Esto es equivalente a probar las igualdades:

α2v
(1)
j = µjv

(0)
j

v
(k)
j + α2v

(k+2)
j = µjv

(k+1)
j k = 0, . . . , n− 3 (4.34)

v
(n−2)
j = µjv

(n−1)
j . (4.35)

Estas igualdades son verificadas fácilmente, por ejemplo para (4.34), usando la identidad
trigonométrica sin(ψ) + sin(φ) = 2 cos

(
ψ−φ

2

)
sin
(
ψ+φ

2

)
obtenemos

v
(k)
j + α2v

(k+2)
j =α−(k+1) sin

(
(k + 1)π(j + 1)

n+ 1

)
+ α2α−(k+3) sin

(
(k + 3)π(j + 1)

n+ 1

)
= α−(k+1)

[
sin

(
(k + 1)π(j + 1)

n+ 1

)
+ sin

(
(k + 3)π(j + 1)

n+ 1

)]
= 2α−(k+1) cos

(
π(j + 1)

n+ 1

)
sin

(
(k + 2)π(j + 1)

n+ 1

)
= 2αα−k−2 cos

(
π(j + 1)

n+ 1

)
sin

(
(k + 2)π(j + 1)

n+ 1

)
= 2α cos

(
π(j + 1)

n+ 1

)
α−(k+2) sin

(
(k + 2)π(j + 1)

n+ 1

)
= µjv

(k+1)
j .
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�
Por el teorema 15, el espectro de la matriz Tn (h)∗ dada en (4.27) es

sp (Tn (h)∗) = {λj = 2

√
t−1t1 cos

(
π(j + 1)

n+ 1

)
: j = 0, . . . , n− 1}, (4.36)

con vector propio asociado

vj =
(
v

(0)
j , v

(1)
j , . . . , v

(n−1)
j

)
, (4.37)

donde

v
(k)
j =

√t−1

t1

(k+1)

sin

(
(k + 1)π(j + 1)

n+ 1

)
, k = 0, . . . , n− 1.

Consideremos el operador φn(x) = Tn (h)∗ xTn (h) y consideremos los valores propios
{λj}n−1

j=0 de Tn (h)∗ dados por (4.36), entonces

φn (|vj〉〈vk|) = Tn (h)∗ |vj〉〈vk|Tn (h) = |Tn (h)∗ vj〉〈Tn (h)∗ vk|
= λjλk|vj〉〈vk|.

Es decir para cada j, k, νjk = λj λk es valor propio de φn.

Afirmamos que sp (Tn (h)∗) 6= sp (φn). Para ver esto, sea β =
√
t1t−1, entonces

|νn−1n−1| = |λn−1λn−1| = |λn−1|2 =
∣∣∣4β2 cos2

(
πn

n+ 1

) ∣∣∣ = 4|β|2 cos2

(
πn

n+ 1

)
(4.38)

y

|λ`| =
∣∣∣2β cos

(
π(`+ 1)

n+ 1

) ∣∣∣ ≤ 2|β|
∣∣∣ cos

(
πn

n+ 1

) ∣∣∣ para toda ` ≤ n− 1. (4.39)

En particular (4.39) es cierta para el máximo

máx
`
|λ`| ≤ 2|β|

∣∣∣ cos

(
πn

n+ 1

) ∣∣∣. (4.40)

De (4.38) y (4.40) obtenemos la siguiente estimación

|νn−1n−1| −máx
`
|λ`| ≥ |νn−1n−1| − 2|β|

∣∣∣ cos

(
πn

n+ 1

) ∣∣∣ ≥ 4|β|2 cos2

(
πn

n+ 1

)
− 2|β|

∣∣∣ cos

(
πn

n+ 1

) ∣∣∣
= 2|β|

∣∣∣ cos

(
πn

n+ 1

) ∣∣∣(2|β|
∣∣∣ cos

(
πn

n+ 1

) ∣∣∣− 1

)
−→
n→∞

2|β| (2|β| − 1) .

Por lo tanto |νn−1n−1|−|λ`| ≥ |νn−1n−1|−máx
`
|λ`| > 0 para |β| > 1/2 y n suficientemente

grande. De esto se concluye que sp (Tn (h)∗) 6= sp (φn).
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Conclusiones y perspectivas

A lo largo de este trabajo presentamos algunas herramientas útiles para estudiar la distri-
bución asintótica de los valores propios de sucesiones de matrices. Observamos que algunas
propiedades asintóticas de matrices de Toeplitz pueden ser estudiadas a través de matrices
más simples, circulantes. Posteriormente analizamos el concepto de operador completamen-
te positivo de Toeplitz, operador completamente positivo circulante y estudiamos algunas
relaciones espectrales entre ellos. Concluimos que los operadores completamente positivos
circulantes pueden ser útiles para estudiar los operadores completamente positivos de Toe-
plitz.

Algunas perspectivas son:

� Investigar si todo operador completamente positivo circulante es un operador comple-
tamente positivo de Toeplitz.

� Demostrar la conjetura de la igualdad entre espectros de operadores completamente
positivos de Toeplitz y su matriz asociada.

� Estudiar la distribución asintótica de los valores propios de los operadores completa-
mente positivos de Toeplitz usando los operadores completamente positivos circulantes.

� Utilizar las matrices circulantes como herramienta para estudiar otro tipo de propie-
dades de las matrices de Toeplitz.

� Aplicar la teoŕıa desarrollada a modelos que utilicen matrices de Toeplitz.
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Apéndice A

Notación de Dirac

La notación de Dirac, también conocida como notación bra-ket, es la notación estándar
para describir los estados cuánticos en la teoŕıa de la mecánica cuántica. En matemáticas se
utiliza para denotar vectores abstractos, funcionales lineales, matrices, entre otros objetos.
Damos algunas propiedades de esta notación.

Sea (h, 〈·, ·〉) un espacio de Hilbert, donde el producto interno 〈·, ·〉 es lineal en la segun-
da variable y antilineal (lineal conjugado) en la primera variable. Usaremos el śımbolo B(h)
para denotar el conjunto de operadores lineales acotados de h en h.

Para u, v ∈ h definimos el operador lineal |u〉〈v| de h en h mediante la correspondencia

|u〉〈v|w = 〈v, w〉u para cada w ∈ h.

Proposición 8 El operador lineal |u〉〈v| satisface

1. |u〉〈v| es lineal.

2. |z + u〉〈v| = |z〉〈v|+ |u〉〈v| y |u〉〈v + z| = |u〉〈v|+ |u〉〈z|.

3. (|v〉〈u|)∗ = |u〉〈v|.

4. |u〉〈v||ψ〉〈ϕ| = 〈v, ψ〉|u〉〈ϕ|.

5. ‖|u〉〈v|‖ = ‖u‖‖v‖.

6. Para cada A ∈ B (h), A|u〉〈v| = |Au〉〈v| y |u〉〈v|A = |u〉〈A∗v|.

Demostración.

1. Para w, x ∈ h y λ ∈ C tenemos,

|u〉〈v| (w + λx) = 〈v, w + λx〉u = (〈v, w〉+ 〈v, λx〉)u = 〈v, w〉u+ λ〈v, x〉u
= |u〉〈v|w + λ|u〉〈v|x.
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2. Sean w, z ∈ h entonces,

|z + u〉〈v|w = 〈v, w〉 (z + u) = 〈v, w〉z + 〈v, w〉u = |z〉〈v|w + |u〉〈v|w.

Por otra parte

|u〉〈v + z|w = 〈v + z, w〉u = 〈w, v + z〉u =
(
〈w, v〉+ 〈w, z〉

)
u

=
(
〈w, v〉+ 〈w, z〉

)
u = 〈v, w〉u+ 〈z, w〉u

= |u〉〈v|w + |u〉〈z|w.

3. Para x, y ∈ h, tenemos

〈x, |v〉〈u|y〉 = 〈x, 〈u, y〉v〉 = 〈u, y〉〈x, v〉 = 〈x, v〉〈u, y〉 = 〈v, x〉〈u, y〉 = 〈〈v, x〉u, y〉
= 〈|u〉〈v|x, y〉.

Esto es (|v〉〈u|)∗ = |u〉〈v|.

4. Sea w ∈ h, entonces

(|u〉〈v||ψ〉〈ϕ|)w = |u〉〈v| (|ψ〉〈ϕ|w) = |u〉〈v| (〈ϕ,w〉ψ) = 〈ϕ,w〉|u〉〈v|ψ = 〈ϕ,w〉〈v, ψ〉u
= 〈v, ψ〉〈ϕ,w〉u = 〈v, ψ〉|u〉〈ϕ|w

5. Consideremos el vector unitario w
‖w‖ , entonces

‖|u〉〈v| w
‖w‖
‖ =

1

‖w‖
|〈v, w〉|‖u‖ ≤ 1

‖w‖
‖v‖‖w‖‖u‖ = ‖u‖‖v‖.

De donde obtenemos

‖u〉〈v‖ ≤ ‖u‖‖v‖. (A.1)

Por otro lado, consideremos el vector unitario v
‖v‖ , entonces

‖|u〉〈v| v
‖v‖
‖ =

1

‖v‖
‖〈v, v〉u‖ =

‖v‖2

‖v‖
‖u‖ = ‖u‖‖v‖.

Dado que

‖|u〉〈v| v
‖v‖
‖ ≤ ‖|u〉〈v|‖,

entonces

‖u‖‖v‖ ≤ ‖|u〉〈v|‖. (A.2)

Por lo tanto, de (A.1) y de (A.2)

‖|u〉〈v|‖ = ‖u‖‖v‖.
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6. Sea w ∈ h y A ∈ B (h).

A|u〉〈v|w = A〈v, w〉u = 〈v, w〉Au = |Au〉〈v|w.

Por otra parte, usando la parte tres de esta proposición y las propiedades del operador
adjunto tenemos

|u〉〈v|A = |v〉〈u|∗A∗∗ = (A∗|v〉〈u|)∗ = |A∗v〉〈u|∗ = |u〉〈A∗v|.

�
Consideremos B(h) =Mp (C), si U = {ui}p−1

i=0 es una base ortormal, entonces |ui〉〈uj| es la
matriz que tiene un 1 en la posición (i, j) respecto a esa base y ceros en el resto,

[
|u1〉〈u2|

]
U
→


0 0 0 0 · · · 0
0 0 1 0 · · · 0
0 0 0 0 · · · 0
0 0 0 0 · · · 0
...

...
...

... · · · ...

 .

Sea A = (aij)
p−1
i,j=0 ∈ Mp (C) una matriz representada por aij respecto a la base ortonor-

mal {ui}p−1
i=0 . Escribimos

A =

p−1∑
i,j=0

aij|ui〉〈uj|. (A.3)

Notemos que cualquier vector x ∈ h = Cp se respresenta como x =

p−1∑
k=0

xkuk para algunos

xi ∈ C, y esta notación nos permite aplicar el operador A al vector x:

Ax =

p−1∑
i,j=0

aij|ui〉〈uj|
p−1∑
k=0

xkuk =

p−1∑
i,j,k=0

aijxk〈uj, uk〉ui =

p−1∑
i,j=0

xjaijui.
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Apéndice B

Teorema de Riemann-Lebesgue

Recordemos algunas definiciones relativas a la integral de Riemann. Sea f una función
acotada en un intervalo cerrado [a, b]. Sea P = {a = x0, x1, . . . , xn} una partición de [a, b],
esto es

a = x0 < x1 < · · · < xn = b.

Definimos la suma inferior y suma superior de Darboux de f con respecto de P , respectiva-
mente, por

L (f, P ) =
n∑
i=1

mi (xi − xi−1)

U (f, P ) =
n∑
i=1

Mi (xi − xi−1) ,

donde, para cada 1 ≤ i ≤ n,

mi = ı́nf{f(x)|xi−1 < x < xi} y Mi = sup{f(x)|xi−1 < x < xi}.

Acontinuación, definimos las integrales inferior y superior de f sobre [a, b], respectivamente,
por

(R)

∫ b

a

f = sup{L (f, P ) |P es partición de [a, b]}

y

(R)

∫ b

a

f = ı́nf{U (f, P ) |P es partición de [a, b]}.

Dado que f es acotada y el intervalo [a, b] tiene longitud finita las integrales inferior y
superior son finitas, y si las dos son iguales decimos que f es Riemann integrable sobre [a, b].
Llamamos a este valor común la integral de Riemann de f sobre [a, b] y lo denotamos por

(R)

∫ b

a

f .
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Una función ψ definida en [a, b] es llamada función escalonada si hay una partición P =
{x0, x1, . . . , xn} de [a, b] tal que ψ es constante en cada uno de los subintervalos (xi−1, xi),
para i = 1, . . . , n. De la definición de función escalonada y de la definición de integrales
inferior y superior obtenemos que cualquier función escalonada es Riemann integrable y

(R)

∫ b

a

ψ =
n∑
i=1

ci (xi − xi−1).

Por lo tanto podemos reformular la definición de integral inferior y superior como sigue

(R)

∫ b

a

f = sup
{

(R)

∫ b

a

ϕ
∣∣∣ϕ es una función escalonada y ϕ ≤ f en [a, b]

}

(R)

∫ b

a

f = ı́nf
{

(R)

∫ b

a

ψ
∣∣∣ψ es una función escalonada y ψ ≥ f en [a, b]

}
.

En la literatura se puede encontrar caracterizaciones de Riemann integrabilidad, menciona-
remos dos de ellas que son equivalentes entre si (ver [21], [20]).

Teorema 16 Una función f , definida en [a, b] es Riemann integral en [a, b] si y solamente
si, para cada ε > 0 existen sucesiones de funciones escalonadas {ψn}n≥1, {ϕn}n≥1 con ϕn ≤
f ≤ ψm tales que

I = sup
n

{
(R)

∫ b

a

ϕn

}
= ı́nf

n

{
(R)

∫ b

a

ψn

}
.

En este caso (R)

∫ b

a

f = I.

Teorema 17 Una función f acotada en [a, b] es Riemann integrable si y solamente si, existe
una sucesión de particiones {Pn}n≥1 tal que ĺım

n−→∞
[U (f, Pn)−  L (f, Pn)] = 0.

En lo siguente, vamos a considerar el espacio de medida E = [a, b] con la medida de Lebesgue.

Lema 40 Sean {ϕn}n≥1 y {ψn}n≥1 sucesiones de funciones cada una de las cuales es inte-
grable sobre E, tal que {ϕn}n≥1 es creciente, mientras que {ψn}n≥1 es decreciente en E. Sea
f una función en E que tiene la propiedad

ϕn ≤ f ≤ ψn, en E para toda n.

Si

ĺım
n→∞

∫
E

[ϕn − ψn] = 0,
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entonces

{ϕn}n≥1 converge a f puntualmente casi donde quiera en E, {ψn}n≥1 converge a f pun-
tualmente casi donde quiera en E, f es integrable sobre E,

ĺım
n→∞

∫
E

ϕn =

∫
E

f y ĺım
n→∞

∫
E

ψn =

∫
E

f .

Demostración. Para x ∈ E definamos

ϕ∗ (x) = ĺım
n→∞

ϕn (x) y ψ∗ (x) = ĺım
n→∞

ψn (x).

Las funciones ϕ∗ y ψ∗ están bien definidas ya que las sucesiones monónotas de números
reales extendidos convergen a un número real extendido y son medibles, pues cada una, ϕ∗

y ψ∗ es el ĺımite puntual de una sucesión de funciones medibles.
Por otro lado tenemos que ϕ∗ (x) = ĺım

n→∞
ϕn (x) ≤ f y ψ∗ (x) = ĺım

n→∞
ψn (x) ≥ f de donde

obtenemos

ϕ∗ ≤ f ≤ ψ∗ en E, (B.1)

por lo que ψ∗−ϕ∗ es una función no negativa y medible ya que ϕ∗ y ψ∗ son medibles. Como
la sucesión {ϕn}n≥1 es creciente para cada n tenemos ϕn ≤ ϕ∗ y como la sucesión {ψn}n≥1

es decreciente n para cada tenemos ψ∗ ≤ ψn, por lo tanto

0 ≤ ψ∗ − ϕ∗ ≤ ψn − ϕn. (B.2)

Por monotońıa de la integral para funciones no negativas, de (B.2) obtenemos para cada n

0 ≤
∫
E

[ψ∗ − ϕ∗] ≤
∫
E

[ψn − ϕn], (B.3)

entonces en (B.3) tomando ĺımite y usando la hipótesis

0 ≤
∫
E

[ψ∗ − ϕ∗] ≤ ĺım
n→∞

∫
E

[ψn − ϕn] = 0. (B.4)

Por lo tanto ∫
E

[ψ∗ − ϕ∗] = 0

entonces ψ∗ = ϕ∗ c.d, aśı de (B.1) obtenemos ψ∗ = f = ϕ∗ c.d y {ϕn}n≥1 −→ f ,
{ψn}n≥1 −→ f puntualmente c.d.

Por otra parte, por hipótesis ϕn ≤ f ≤ ψn entonces |f | ≤ máx{|ϕn|, |ψn|} ≤ |ϕn|+ |ψn|,
entonces |f | es integrable sobre E y por lo tanto f es integrable sobre E. También de la
hipótesis ϕn ≤ f ≤ ψn, ϕn − ψn ≤ f − ψ ≤ 0 entonces

0 ≤ ψn − f ≤ ψn − ϕn. (B.5)
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Por monotońıa de la integral para funciones no negativas, de (B.5) obtenemos para cada n

0 ≤
∫
E

(ψn − f) ≤
∫
E

(ψn − ϕn). (B.6)

Notemos que ψn es decreciente, por lo tanto

∫
E

ψn también lo es para cada n y es acotada

inferiormente, entonces, es convergente, asi en (B.6) al tomar ĺımite y por hipótesis

0 ≤ ĺım
n→∞

∫
E

ψn −
∫
E

f ≤ ĺım
n→∞

∫
E

(ψn − ϕn) = 0. (B.7)

Por lo tanto

ĺım
n→∞

∫
E

ψn =

∫
E

f. (B.8)

Por otra parte por hipótesis ϕn ≤ f ≤ ψn, por lo que

0 ≤ f − ϕn ≤ ψn − ϕn. (B.9)

Por monotońıa de la integral para funciones no negativas, de (B.9) obtenemos para cada n

0 ≤
∫
E

(f − ϕn) ≤
∫
E

(ψn − ϕn). (B.10)

Notemos que −ϕn es decreciente, por lo tanto −
∫
E

ϕn también lo es para cada n y es acotada

inferiormente, entonces, es convergente, asi en (B.10) al tomar ĺımite y por hipótesis

0 ≤
∫
E

f − ĺım
n→∞

∫
E

ϕn ≤ ĺım
n→∞

∫
E

(ψn − ϕn) = 0. (B.11)

Por lo tanto

ĺım
n→∞

∫
E

ϕn =

∫
E

f. (B.12)

Finalmente de (B.8) y (B.12)

ĺım
n→∞

∫
E

ϕn =

∫
E

f = ĺım
n→∞

∫
E

ψn.

�

Teorema 18 [Lebesgue] Una función acotada en un intervalo cerrado [a, b] es Riemann
integrable sobre [a, b] si y solamente si f es continua casi dondequiera.
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Demostración. Recordemos que f es integrable en [a, b] si y solamente si existe una su-

cesión de particiones {Pn}n, de [a, b] tal que ĺım
n→∞

[U (f, Pn)− L (f, Pn)] = 0 y

∫ b

a

f =

ĺım
n→∞

[U (f, Pn)] = ĺım
n→∞

[L (f, Pn)].

Supongamos que f es Riemann-Integrable en [a, b], entonces existe una sucesión de par-
ticiones {Pn}n tal que

ĺım
n→∞

[U (f, Pn)− L (f, Pn)] = 0,

donde U (f, Pn) y L (f, Pn) son las sumas superior e inferior de Darboux, Pn partición de
[a, b] y supongamos que cada Pn+1 es un refinamiento de Pn, para cada ind́ıce n, definamos:

ϕn =
N∑
i=1

miχ[xi−1,xi)

ψn =
N∑
i=1

Miχ[xi−1,xi)

donde

mi = ı́nf{f (x) : x ∈ [xi−1, xi]}
Mi = sup{f (x) : x ∈ [xi−1, xi]}.

Por construcción tenemos que ϕn ≤ f ≤ ψn para cada n, más aun {ϕn}n≥1 es monóto-
na creciente y {ψn}n≥1 es monótona decreciente, en efecto, sea x ∈ [a, b], entonces x ∈
[xi(n), xi+1(n)] donde xi(n), xi+1(n) ∈ Pn, con Pn+1 un refinamiento de Pn, entonces x ∈
[xi(n), xi+1(n)] o x ∈ [yi(n+ 1), yi+1(n+ 1)]. Por ser un refinamiento tenemos que
[yi(n+ 1), yi+1(n+ 1)] ⊂ [xi(n), xi+1(n)] y por propiedades del ı́nfimo
ı́nf{f (x) : x ∈ [xi(n), xi+1(n)]} ≤ ı́nf{f (x) : x ∈ [yi(n+ 1), yi+1(n+ 1)]} de donde se
sigue que ϕn(x) ≤ ϕn+1(x) es decir {ϕn}n≥1 es monótona creciente. De manera análoga,
del refinamiento [yi(n+ 1), yi+1(n+ 1)] ⊂ [xi(n), xi+1(n)] y usando propiedades del supre-
mo sup{f (x) : x ∈ [yi(n+ 1), yi+1(n+ 1)]} ≤ sup{f (x) : x ∈ [xi(n), xi+1(n)]} entonces
ψn+1(x) ≤ ψn(x) es decir {ψn}n≥1 es monótona decreciente.

Por otra parte por definición de suma de Darboux L (f, Pn) =

∫ b

a

ϕn y U (f, Pn) =

∫ b

a

ψn

para cada n ≥ 1, por lo tanto

ĺım
n→∞

∫ b

a

[ψn − ϕn] = ĺım
n→∞

[U (f, Pn)− L (f, Pn)] = 0

por el lema 40 {ϕn}n≥1 −→ f puntualmente casi dondequiera en [a, b] y {ψn}n≥1 −→ f
puntualmente casi dondequiera en [a, b]. Sea F el conjunto de puntos x en los cuales {ϕn}n≥1
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o {ψn}n≥1 no convergen a f(x), entonces m (F ) = 0. Sea F0 = F ∪ (∪n≥1Pn), notemos que
Pn es un conjunto numerable entonces m (Pn) = 0 y como la unión de conjuntos numerables
es un conjunto numerable tenemos m (∪n≥1Pn) = 0 , asi

0 ≤ m(F0) = m(F0 = F ∪ (∪n≥1Pn)) ≤ m(F ) +m(∪n≥1Pn) = 0

es decir m(F0) = 0.

Demostraremos que f es continua en x0 ∈ [a, b] \F0. Sea ε > 0, dado que {ϕn(x0)}n≥1 y
{ψn(x0)}n≥1 convergen puntualmente a f(x0), sea n0 tal que

f(x0)− ϕn(x0) < ε

ψn(x0)− f(x0) < ε.

Entonces existe un subintervalo [xi−1, xi] de la partición Pn tal que x0 ∈ (x0 − δ, x0 + δ) ⊂
[xi−1, xi], y δ > 0. Por lo tanto si x ∈ (x0 − δ, x0 + δ), entonces

−ε < ϕn(x0)− f(x0) = ϕn(x)− f(x0) ≤ f(x)− f(x0) ≤ ψn(x)− f(x0) = ψn(x0)− f(x0) < ε

esto es f es continua en x0 ∈ [a, b] \F0.

Por otra parte, supongamos que f es continua casi donde quiera en [a, b]. Sea {Pn}n≥1

una sucesión de particiones de [a, b] para las cuales

ĺım
n→∞

gap Pn = 0,

donde gap Pn es la máxima distancia entre puntos consecutivos de la partición Pn.

Para cada n, sean ϕn la función escalonada inferior y ψn la función escalonada superior
asociadas con f sobre la partición Pn. Por hipótesis f es acotada en [a, b], esto es |f(x)| ≤ K
con K > 0, las sucesiones {ϕn}n≥1 y {ψn}n≥1 son uniformemente acotadas en [a, b], en efecto

|ϕn (x) | =
∣∣∣ N∑
i=1

miχ[xi−1,xi)

∣∣∣ ≤ N∑
i=1

|miχ[xi−1,xi)| =
N∑
i=1

|mi| ≤ NK

|ψn (x) | =
∣∣∣ N∑
i=1

Miχ[xi−1,xi)

∣∣∣ ≤ N∑
i=1

|Miχ[xi−1,xi)| =
N∑
i=1

|Mi| ≤ NK.

Sea x0 ∈ (a, b) tal que f es continua en x0, entonces dado ε > 0 sea δ > 0 tales que

f (x0)− ε

4
< f (x) < f (x0) +

ε

4
(B.13)

si |x− x0| < δ.

Sea N0 tal que gap Pn < δ si n ≥ N0. Si n ≥ N0, para algún subintervalo determinado
por Pn, x0 ∈ In ⊂ (x0 − δ, x0 + δ). Notemos que ϕn (x0) = mi = ı́nf{f(x) : x ∈ [xi−1, xi]},
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por propiedad del ı́nfimo existe f
(
xε/4

)
tal que

f
(
xε/4

)
≤ ϕn (x0) +

ε

4
con xε/4 ∈ [xi−1, xi] (B.14)

de (B.13) y (B.14)

f(x0)− ε

4
< f(xε/4) ≤ ϕn(x0) +

ε

4
≤ f(x0) +

ε

4

de donde obtenemos para cada n ≥ N0

0 ≤ f(x0)− ϕn(x0) <
ε

2

es decir {ϕn}n≥1 −→ f puntualmente.

De manera análoga, ψn (x0) = Mi = sup{f(x) : x ∈ [xi−1, xi]}, por propiedad del supre-
mo existe f

(
xε/4

)
tal que

ψn (x0)− ε

4
≤ f

(
xε/4

)
con xε/4 ∈ [xi−1, xi] (B.15)

de (B.13) obtenemos

f(xε/4) < f(x0) +
ε

4
(B.16)

y por ser el supremo cota superior, de (B.15) y (B.16) obtenemos

f(x0)− ε

4
≤ ψn(x0)− ε

4
< f(x0) +

ε

4

por lo tanto para cada n ≥ N0

0 ≤ ψn(x0)− f(x0) <
ε

2

es decir {ψn}n≥1 −→ f puntualmente.

Como {ϕn}n≥1 ,{ψn}n≥1 son funciones escalonadas entonces son medibles y son unifor-
memente acotadas, por lo tanto por el teorema de convergencia acotada

ĺım
n→∞

∫ b

a

ϕn =

∫ b

a

f

ĺım
n→∞

∫ b

a

ψn =

∫ b

a

f

y de la definición de suma de Darboux L (f, Pn) =

∫ b

a

ϕn y U (f, Pn) =

∫ b

a

ψn para cada

n ≥ 1, obtenemos

ĺım
n→∞

∫ b

a

[ψn − ϕn] = ĺım
n→∞

[U (f, Pn)− L (f, Pn)] = 0.
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Finalmente

0 ≤
∫ b

a

f −
∫ b

a

f ≤ [U (f, Pn)− L (f, Pn)] para cada n.

Por lo tanto ∫ b

a

f =

∫ b

a

f

asi f es Riemann integrable en [a, b].

�
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Apéndice C

El álgebra de Wiener

Damos una breve introducción a las álgebras de Wiener.

Sea T = {t ∈ C : |t| = 1} la circunferencia unitaria compleja. SeaW el conjunto de todas
las funciones f : T −→ C con serie de Fourier absolutamente convergente, es decir

W = {f (z) =
∞∑

k=−∞

tkz
k :

∞∑
k=−∞

|tk| <∞}.

Definimos ‖f‖W =
∞∑

k=−∞

|tk| < ∞, con esta norma en virtud del siguiente lema, W es un

álgebra de Banach.

Lema 41 W es un álgebra de Banach conmutativa con la suma y producto puntual de fun-
ciones y la norma ‖f‖W .

Demostración. Las propiedades de álgebra se verifican fácilmente y la completez de W
se sigue de la completez de `1 (Z). Verifiquemos que W es cerrada bajo la multiplicación
puntual y la submultiplicatividad de ‖f‖W .
Sean f, g ∈ W , por el criterio de Cauchy para series dobles, para cada z ∈ T tenemos

f (z) g (z) =
∞∑

`=−∞

t`z
`

∞∑
k=−∞

rkz
k =

∞∑
`=−∞

∞∑
k=−∞

t` rkz
`+k

=
∞∑

k=−∞

∞∑
j=−∞

tj−k rkz
j =

∞∑
j=−∞

∞∑
k=−∞

tj−k rkz
j

=
∞∑

j=−∞

(t ∗ r)j z
j,

donde t = {tn}n≥1, r = {rn}n≥1 y (t ∗ r)j es la convolución de t y r. Por lo tanto

99



‖fg‖W =
∞∑

j=−∞

| (t ∗ r)j | =
∞∑

j=−∞

|
∞∑

k=−∞

tj−krk| ≤
∞∑

j=−∞

∞∑
k=−∞

|tj−k||rk| =
∞∑

`=−∞

|t`|
∞∑

k=−∞

|rk|

= ‖f‖W‖g‖W <∞.

�
El álgebra de Banach W del lema anterior es llamada el álgebra de Wiener.

Consideremos la función eiθ ∈ T. Entonces

f
(
eiθ
)

=
∞∑

k=−∞

tke
i kθ,

tiene coeficientes de Fourier dados por

tk =
1

2π

∫ 2π

0

f
(
eiθ
)
e−i kθdθ.

Con cada f ∈ W asociamos la siguiente matriz infinita

T (f) =


t0 t−1 t−2 · · ·
t1 t0 t−1 · · ·
t2 t1 t0 · · ·
...

...
...

. . .

 .

La matriz T (f) es llamada una matriz de Toeplitz.

Lema 42 Si f ∈ W entonces T (f) induce un operador acotado en `p (1 ≤ p ≤ ∞) y

‖T (f) ‖p ≤ ‖ f‖W .

Demostración. Para n ∈ Z, sea χn ∈ W dada por χn (t) = tn, t ∈ T. La matriz T (χn) tiene
únicamente unos en la diagonal paralela a la principal y ceros en el resto de las entradas.
Notemos que para n ≥ 0

T (χn)x = (0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n

, x0, x1 . . .)
> y T (χ−n)x = (xn, xn+1, xn+2, . . .)

>.

Por lo tanto ‖T (χn)x‖p = ‖x‖p, de donde se sigue que ‖T (χn) ‖p = 1 y ‖T (χ−n)x‖p =(
∞∑
k=0

|xn+k|p
)1/p

≤ ‖x‖p por lo que ‖T (χ−n) ‖p ≤ 1.

Por otra parte, para f ∈ W tenemos que T (f) =
∞∑

k=−∞

tkT (χk) y

‖T (f) ‖p = ‖
∞∑

k=−∞

tkT (χk)x‖p ≤
∞∑

k=−∞

|tk|‖T (χk)x‖p ≤
∞∑

k=−∞

|tk| = ‖f‖W .
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�
Recordemos que para cada matriz infinita A = (ajk)

∞
j,k=0

‖A‖1 = sup
k≥0

∞∑
j=0

|ajk| y ‖A‖∞ = sup
j≥0

∞∑
k=0

|ajk|. (C.1)

En efecto, si A = [a0 a1 . . .] donde aj es la j−ésima columna de A entonces para cualquier
x ∈ `1

‖Ax‖1 = ‖
∞∑
j=0

xj aj‖1 ≤
∞∑
j=0

‖xj aj‖1 =
∞∑
j=0

|xj|‖aj‖1 ≤
∞∑
j=0

|xj| sup
k≥1
‖ak‖1 ≤ ‖x‖1 sup

k≥1
‖ak‖1.

Por lo tanto

‖A‖1 ≤ sup
k≥0
‖ak‖1 = sup

k≥0

∞∑
j=0

|ajk|. (C.2)

Por otra parte sea ek =

(
0, 0, . . . , 1︸︷︷︸

k

, 0, . . .

)
, por lo que Aek = ak, donde ak es la k−ésima

columna de A. Para cada k

‖Aek‖ = ‖ak‖1 =
∞∑
j=0

|ajk|.

Dado que ‖Aek‖1 ≤ ‖A‖1 entonces

sup
k≥0
‖Aek‖ = sup

k≥0

∞∑
j=0

|ajk| ≤ ‖A‖1. (C.3)

De (C.2) y (C.3) obtenemos la primera igualdad en (C.1).

Para la segunda igualdad, notemos que Ax =

(
∞∑
k=0

ajkxk

)
j

‖Ax‖∞ = sup
j≥0
|
∞∑
k=0

ajkxk| ≤ sup
j≥0

∞∑
k=0

|ajk| |xk| ≤ sup
j≥0

∞∑
k=0

|ajk|‖x‖∞,

de donde

‖A‖∞ ≤ sup
j≥0

∞∑
k=0

|ajk|. (C.4)

Por otro lado si A = 0, no hay nada que probar. Supongamos que A 6= 0. Entonces existe
un renglón distinto de cero, digamos el j−ésimo. Definamos el vector z = [zi] por

zi =
aji
|aji|

si aji 6= 0

zi = 1 siaji = 0.
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Notemos que ‖z‖∞ = 1 y que ajizi = |aji| para cada i ≥ 0, entonces

(Az)j =
∞∑
k=0

ajkzk =
∞∑
k=0

|ajk|

y

‖Az‖∞ = sup
`≥0
| (Az)`| ≥ | (Az)j | =

∞∑
k=0

|ajk|.

Por lo tanto

‖A‖∞ ≥ sup
j≥0

∞∑
k=0

|ajk|. (C.5)

De (C.4) y (C.5) obtenemos la segunda igualdad en (C.1).

Lema 43 Si f ∈ W entonces ‖T (f) ‖1 = ‖T (f) ‖∞ = ‖f‖W .

Demostración. Sea T (f) = (tj−k)j,k∈Z y notemos que

sup
j≥0

∞∑
k=0

|tj−k| = sup
k≥0

∞∑
j=0

|tk−j|.

Usando (C.1) obtenemos

‖f‖W = ‖T (f) ‖∞ = ‖T (f) ‖1.

�
De forma análoga se satisface

‖T (f) ‖2 = ‖f‖∞ = máx
t∈T
|f (t) |.

La demostración puede encontrarse en [5].
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