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Resumen

En este trabajo estudiamos una cadena lineal de dispersores, de forma arbitraria,
cuyo numero es finito y estan dispuestos en forma ordenada; es decir, es un sistema
localmente periddico. Por simplicidad, sin perder generalidad, nos enfocamos en el caso
en que la cadena esta abierta sélo por un lado, el otro esta bloqueado por un potencial
escalon. Por medio de las matrices de transferencia M y de dispersion S, estudiamos
como cambian las propiedades del sistema cuando el niimero de dispersores va aumen-
tando. En particular estudiamos la evolucion de la funcién de onda con el tamano del
sistema, la formacién de las bandas en el limite cristalino ideal y logramos entender
las longitudes tipicas en el sistema. Para la matriz S encontramos una relacion de re-
currencia en el nimero de disporsores, para la cual tomamos ventaja de la teoria de
mapas. Demostramos que el comportamiento de la funcién de onda con el tamano del
sistema esta dado por la sensibilidad a la condiciones iniciales. Para un nimero sufi-
cientemente grande de dispersores encontramos como se forman las bandas del sistema.
En su evolucion hacia el sistema infinito encontramos que la funciéon de onda decae ex-
ponencialmente en la banda prohibida, oscila en la banda permitida y decae como una
exponencial ¢ cerca de la transicién entre las bandas, por el lado de la banda permitida.
También, estudiamos las propiedades espaciales del sistema cuando el nimero de dis-
persores se mantiene fijo. Encontramos que la longitud de decaimiento en la transicién
es el camino libre medio dividido por dos, donde éste es mayor que la constante de la
red, en completo acuerdo con resultados conocidos en la literatura para una superred.
Finalmente, damos las bases tedricas para una realizacién experimental en un sistema
elastico, el cual consiste en excitar y detectar la amplitud de vibraciones torsionales
en una barra elastica de seccion transversal cuadrada, con una serie de muescas cuyo

numero va aumentando.






Abstract

We study a linear chain of scatterers, of arbitrary shape, whose number is finite and
are disposed in an ordered array; i.e., it is a locally periodic system. For simplicity,
without loss of generality, we focus in the case where the chain is open only by one side,
the other one is blocked by a potential step. By means of the transfer M and scattering
S matrices, we study how the properties of the system change when the number of
scatterers increases. In particular we study the evolution of the wave function with the
system size, the formation of the bands in the ideal crystalline limit, and we understand
the typical lengths of the system. For the S matrix we find a recursive relation with the
number of scatterers, for which we take advantage of the map theory. We show that
the behaviour of the wave function with the system size is given by the sensitivity to
initial conditions. For a large enough number of scatterers we find how the bands of the
system are formed. In its evolution towards the infinite system we find that the wave
function decays exponentially in the bandgap, oscillates in the allowed band and decays
as an g-exponential near the transition between bands from the the allowed band side.
Also, we study the spatial properties of the system when the number of scatterers is
fixed. We find that the decay length at the transition is just the mean free path divided
by two, which is larger than the lattice constant, in complete agreement with known
results in the literature for a superlattice. Finally, we give the theoretical bases for an
experimental realization of an elastic system, which consists of exciting and detecting
the amplitude of torsional vibrations in an elastic rod of square cross section with a

series of notches whose number increases.
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Introduccion

El abismo no nos detiene, el agua
es mas bella despenandose.

Ricardo Flores Magon

En teoria, los cristales ideales se definen como la repeticion periddica e infinita de
un solo elemento constituyente, el cudl se compone de una celda unitaria primitiva
m4s una base' [1-3] (ver figura 1). Estos han sido estudiados en forma exhaustiva por
muchos autores desde el modelo original de Bloch [4]. La teoria de bandas describe per-
fectamente cémo los niveles de energia del cristal ideal se agrupan en algunas regiones
mientras que en otras no lo hacen; estas son las bandas permitidas y prohibidas.? Aun-
que esta idea surgié inicialmente en sistemas cuanticos [5], la teoria de bandas se puede
aplicar en forma natural a cualquier sistema que acepte una descripcion ondulatoria,
como en la teorfa electromagnética [6,7], en la actstica [8] o en la eldstica [9,10]. Si bien
los cristales ideales nos ayudan a comprender muchas de las propiedades de los solidos
finitos, ninguna estructura en la naturaleza es estrictamente un cristal. Mas aun, en la
actualidad se construyen sistemas ordenados con fines especificos, llamados localmente
periddicos [11], los cuales se componen de N elementos base (N € Z > 0, donde Z repre-
senta el conjunto de los niimeros enteros). Ejemplos de sistemas localmente periédicos
son las estructuras de capas periddicas [12-14], redes 6pticas construidas para mode-
lar sistemas de materia condensada [15-19], materiales quiralmente estructurados [20],
sistemas de microondas [6], cristales fotdénicos [7, 21, 22], cristales fonénicos [23, 24],
cristales actsticos [25] o sistemas eldsticos [9, 10].

Usualmente se considera que los sistemas localmente periddicos reproducen las pro-

piedades de los cristales idelaes cuando N es suficientemente grande, es decir, cuando

Me voy a referir a la suma de ambos elementos simplemente como celda unitaria.
2Cuando hacemos propagar electrones con energias en las regiones de las bandas permitidas es

posible la transmisién de ellos. En caso contrario, los electrones no se propagaran a través del cristal
ideal.
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Figura 1: Segmentos de cristales foténicos ideales en una (izquierda), dos (centro) y tres dimensiones

(derecha).

éstas no cambian significativamente. Por lo tanto, muchos de los trabajos existentes
sobre sistemas localmente periédicos consideran varios casos de N fija, cuando intentan
reproducir las propiedades de los cristales [11,26-30]. Por ejemplo, en la figura 2 se
observa una estructura para cada N que se asemeja mas a la de bandas en los casos
de N grande. En la region prohibida la transmisién tiende a cero, mientras que en la
region permitida no lo hace. En la figura 3 la transmitancia muestra una estructura de
bandas en la frecuencia para una guia circular de microondas de 16 celdas de teflén [6].

Un pregunta interesante que surge inmediatamente es como o cudndo se alcanzan
las propiedades de los sistemas de tamano infinito; es decir, cudndo y como un sistema
localmente periédico se transforma en un cristal estrictamente hablando. Para tratar
de responder a esta pregunta es necesario estudiar la evolucién de las propiedades
del sistema conforme N va aumentando. Como puede apreciarse de la figura 2, las
propiedades del sistema evolucionan de manera diferente para energias en las distintas
bandas del sistema infinito.

En un primer intento por responder la pregunta anterior, se estudié la conductancia
en un arbol de Cayley doble como funcién del nimero de veces que se ha ramificado (co-
nocido como generacién) que juega el papel de N [31]. Se ha mostrado una equivalencia
directa entre el transporte electrénico y la dindmica de un mapa no lineal, que presenta
regiones de caos débil y de periodo 1. En estas regiones los exponentes de Lyapunov
correspondientes son nulos y negativos, indicando fases conductoras y aislantes [32] (el
exponente de Lyapunov en la ventanas de periodo 1 toma valores negativos y positivos,
los primeros nos dan la solucion estable, mientras que los valores positivos se relacionan
con soluciones inestables, como se explicard més adelante). La conductancia oscila con
la generacion en los atractores débilmente cadticos del mapa, indicando estados con-

ductores. En los atractores de periodo 1, la conductancia decae exponencialmente con
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Figura 2: Coeficiente de transmisién 7' para una cadena de N potenciales delta (N = 1, 2, 5 y 26),
como funcién del nimero de onda ¢ = /2M E/h?, donde M es la masa del electrén y E su energfa [11].

N, como es tipico de estados aislantes, pero en la transicién la intermitencia del mapa
hace que la conductancia alcance la fase aislante en una forma exponencial ¢g. Entonces,
existen escalas de longitud tipica en las diferentes regiones de la energia que requieren
de ser entendidas.

Una forma de obtener informacién acerca del comportamiento metélico o aislante de
la conductancia es a través de un andlisis de escalamiento [33]. Sin embargo, ya que la
conductancia es una cantidad global, poco o nada se puede decir del caracter local del
sistema. Por lo tanto, es importante estudiar la funciéon de onda directamente, ya que
su comportamiento espacial, y su evolucién con el tamano del sistema, nos permitiran
entender cuando el sistema se comporta como conductor o como aislante.

El proposito de esta tesis es realizar un estudio que nos permita comprender el
proceso de formacién de las bandas, determinar la naturaleza de los estados y entender
las longitudes tipicas en el sistema. Para lograr este fin, nos centraremos en la evolucién
de las propiedades del sistema, en particular de la funcién de onda como funcién del

tamano del sistema.? Acto seguido estudiaremos las propiedades espaciales de la funcién

3Nos referimos al tamafio del sistema como el niimero de celdas unitarias del cudl se compone.

7
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Figura 3: Estructura de bandas de una cadena lineal simulada por una gufa circular en un experimento

con microondas [6].

de onda cuando el tamano del sistema se mantiene fijo (N fija). Para ello, analizaremos
el sistema mas sencillo posible que nos permita obtener esta informacion. Este sistema se
compone de una cadena lineal ordenada localmente peridédica de dispersores arbitrarios,
en una dimensién. Por simplicidad, y sin pérdida de generalidad, nos enfocaremos en
el caso en que nuestro sistema esta abierto sélo por un lado. La informacion fisica es
la misma que para el caso abierto de ambos lados ya que, en el caso particular de la
matriz S, el sistema se puede diagonalizar y ambas entradas de la mariz resultante son
equivalentes.

La tesis esta organizada como sigue. En el proximo capitulo presentamos el sistema
que se forma al anadir dispersores uno a uno para contruir la cadena lineal; trabajaremos
en el formalismo dispersivo, con el enfoque de la matriz de transferencia M, la cual nos
permitira conocer la dependencia de la funcién de onda con la condicién inicial del
sistema a través de la sensibilidad a las condiciones iniciales en el proceso iterativo. En
el capitulo que le sigue presentamos el formalismo de la matriz de dispersion S para la
cadena, la que nos permitira reducir el problema a uno de dinamica de mapas no lineales.
Tanto el comportamiento de la funcién de onda con el tamano del sistema y como el
espacial a tamano fijo lo presentamos en el pentltimo capitulo. En el ultimo capitulo
realizamos una propuesta experimental con sistemas elasticos en el rango actstico. Al

final presentamos las conclusiones y las perspectivas de este trabajo.



Una cadena localmente periodica

Las victorias nacen de la lucha,
para morir para trascender.
Nuestro fin serd renacer,
extender las alas del aguila,

para tener un nuevo y claro amanecer.

Anaid Gabriela Flores Huerta (Me dueles)

Resumen

Como consecuencia de que el sistema es de tamano finito, no podemos hacer uso de la
teoria de bandas estandar. En vez de esto, usaremos el formalismo de dispersiéon de ondas por
medio de las matrices de transferencia M o de dispersién S. Por un lado, el método de la matriz
M es una herramienta poderosa que permite estudiar sistemas que crecen linealmente, gracias
a la simplicidad de la regla de combinar las matrices asociadas a dos elementos dispersores [7,
11, 28, 34-36]. Por otro lado, cuando el arreglo geométrico ya no es unidimensional es més
conveniente usar la matriz de dispersién S. En el caso particular del presente problema, la
matriz S revela la conexién con la dindmica de mapas no lineales. Aqui combinamos ambos

métodos.
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V(X)
% celda
unitaria
b/2
A A A A
0 (N 1)a Na

Figura 1.1: Cadena de dispersores idénticos, cada uno representado por el potencial Vj(x). La cadena

esta limitada por la izquierda por un potencial escaléon, mientras que esta abierta por el lado derecho.

Formalismo dispersivo para la cadena finita

El sistema que estudiaremos esta compuesto por un arreglo lineal localmente periodi-
co cuyos elementos constituyentes son celdas unitarias de ancho a, a la que llamaremos
constante de la red.' Esta cadena consiste de N dispersores idénticos, cada uno descrito
por el potencial real V,(x) de alcance finito b y forma arbitraria, como se muestra en
la figura 1.1. Cada una de las celdas se compone de dos regiones, una de potencial
constante (que tomamos igual a cero) de tamano a — b, més la del potencial de ancho
b, con excepcion de la primera cuya regién libre mide a — b/2.

La cadena esta dispuesta en el semiespacio a la derecha del origen, limitada por la
izquierda (en z = 0) por un potencial escalén de altura Vj > F, donde E es la energia
de la particula cudntica incidente, mientras que el lado derecho permanece abierto.?
La funcién de onda en el espacio libre entre los dispersores n y n + 1, que llamaremos

regién n, se puede escribir como
(N) —ikx ikx b b
v () =a, e+ b, e para na+§ <z< (n+1)a—§, (1.1)

donde a,, (b,) es la amplitud de la onda que se propaga hacia la izquierda (derecha) y
k es el nimero de onda dado por k = \/W, con M la masa de la particula.

La funcién de onda en la region libre proxima al potencial escalon es @D((]N) (x) =
ap e % 4 by e**. Las particulas que inciden en el potencial escalén sélo tienen la

posibilidad de reflejarse, de manera que by = el%= g, donde . es el cambio en la

!Estrictamente hablando, en un sistema localmente periédico no se tiene una constante de red pero

seguiremos usando los términos como en la fisica del estado sélido.
2Fl sistema sin dispersores es andlogo a un sistema en el que inciden ondas electromagnéticas por

un dieléctrico en un metal semi infinito, solo que sin las pérdidas [37].
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Una cadena localmente periodica

(%)
celda
b L &(na—b/Z) unitaria b eik(na+b/2)
n— . Nn
a_, gik(na-b/2) a gik(na+b/2)
na X

Figura 1.2: Elemento dispersor arbitrario representado por la funcién potencial V.

fase de la funcién de onda (ver apéndice A). En el punto z = b/2, las amplitudes se

relacionan como

b eFb/2 = ¢l o=ikb/2 g (1.2)

donde 6y = 0. + kb. Entonces, la funcién de onda en la regién justo después del

potencial escalén se reduce a
O (z) = 2ag €9/ e /2 cos [k(z — b/2) + 00/2] . (1.3)
De manera similar, la funcion de onda en la region n se puede escribir como
YN (z) = 2a,, /2 e IRAHRY/D) o5 k(2 — nka — b/2) + 6, /2], (1.4)
donde hemos usado que

b, eF(natb/2) _ gifn o o=ik(natd/2). (1.5)

es decir, 0, es el cambio en la fase de la funciéon onda debido a la reflexién en las n
celdas unitarias y el potencial escalon; a,, v b, son las amplitudes de las ondas incidente

y reflejada en esa region, respectivamente.

Esto indica que si deseamos conocer la funcién de onda del sistema completo, y su
evolucién con el nimero de dispersores, es necesario determinar todas las amplitudes
a, en términos de una de ellas, para la cual elegimos un valor particular tal que la
amplitud de la onda incidente en la cadena es igual a 1. Para esto nos serviremos de la

matriz de transferencia.

11



CariTULO 1

Matriz de transferencia

Supongamos que cada dispersor estd descrito por una matriz de transferencia, que

denotaremos por M, y que tiene la forma general siguiente:

Mb:<o‘b 5*’). (1.6)
Y Op

Por definicién, M, relaciona las amplitudes de las ondas planas del lado derecho de la

barrera de potencial con las del lado izquierdo de la siguiente manera (ver la figura 1.2):

bn eik(na+b/2) bn—l eik(na—b/2)
~ M, . (1.7)

a, e—ik(na+b/2) a1 e—ik(na—b/2)

Entonces, la matriz de transferencia asociada a una celda unitaria, que denotaremos
simplemente por M, se compone de la matriz de transferencia asociada al espacio libre

entre dispersores y M, (ver el apéndice B); esto es,

_ a 6 eik(a—b) 0
| »

La matriz de transferencia satisface una regla de combinacién bastante simple de
multiplicatividad serial [38]. Asi, por ejemplo, si M, 1 es la matriz de transferencia
asociada a un sistema de n — 1 celdas, la matriz correspondiente al sistema de n celdas

estara dada por
M, = M M, _,. (1.9)

Dado que todas las celdas son idénticas, entonces para n celdas tenemos que

Mn:M"z<O‘" 5"), (1.10)
Yo On

donde, por supuesto, para n = 1 se tiene que ay = «, f1 =5, 71 =7y 01 = 0.

La funcion de onda del sistema

La matriz M, nos permite relacionar las amplitudes de las ondas en la regién a la

izquierda de la primera celda y las amplitudes del lado derecho de la celda n,

bn eik(na+b/2) bO eikb/2
| ~ M, . (1.11)
a, e—lk(na+b/2) ao e—lkb/2

12



Una cadena localmente periodica

Esto es, la amplitud a,, se puede escribir en términos de la amplitud ag a través de la
ecuaciéon (1.2) y de los elementos de la mariz M,,. Es decir, la funcién de onda en cada
region dependera sélo de ag. Elegimos ag de manera tal que la amplitud de la funcion
de onda en la regién a la derecha de la cadena de N celdas unitarias sea 1; es decir,

1 e—if0/2 g—ifn/24ikb/2

~ 9 A €00/2 5 e—ib0/2”

aop (1.12)
De esta forma, el médulo al cuadrado de la funcién de onda en la region entre los

dispersores n vy n + 1 se puede escribir como?

9 ‘%eig“/z + §,e"100/2 ‘2

[yneifo/2 4 §ye=ifo/2|?

W,(@N)(x)} cos’[k(x — na — b/2) + 0,,/2], (1.13)

La fase 6,, también se puede determinar de las ecuaciones (1.5) y (1.11), el resultado es

0, _ On el%/2 4 g3,e7i00/2
= Y 6160/2 + 5n e—iGO/Q .

o (1.14)

Asi, para n = N tenemos que

) 0o /2 —i6p/2
gty _ N Bye v (1.15)
YN 6190/2 + 5N e—190/2

Las ecuaciones (1.13) y (1.14) muestran el comportamiento espacial de la funcién de
onda y su dependencia con la fase 0y de la regién justo después del potencial escalon; esas
ecuaciones también muestran la dependencia explicita con la matriz de transferencia
asociada a las N celdas. Es decir, para determinar la funciéon de onda en algiin punto
del espacio es necesario iterar la matriz de transferencia para un nimero dado de celdas.

En lo que sigue nos concentraremos en la funciéon de onda en un punto z fijo.

Relacion de recurrencia de la funcion de onda

Para una regién dada n, la expresién (1.13) para la funcién de onda depende del
nimero total de celdas del sistema sélo a través del factor de amplitud que multiplica
la funcién coseno. Esto quiere decir que podemos encontrar una relacion de recurrencia
con el numero de celdas. La funciéon de onda para una cadena con N — 1 celdas, en
la regién n tendra la misma forma que en la ecuacién (1.13) con N reemplazada por
N — 1, de manera que al dividir ¢§LN) () por w,gN_l)(x) encontramos una relacién de
recurrencia para la funcién de onda dada por

}2 _ }7N—1 /2 4§y e_190/2}2

(N) (N=1) (1|2

(1.16)

3Tomamos el médulo de la funcién de onda para evitar un factor de fase global.
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CariTULO 1

Esta expresion nos permite estudiar la evolucion del sistema con el niimero de celdas
fijandonos en un punto fijo = del espacio. Notemos también que la relacion de recurrencia
(1.16) depende de la energia y de la fase €. En la evolucién con el nimero de celdas,
0y puede verse como la fase inicial o de punto de partida para obtener 6y y también

) (x). El comportamiento de la funcién de onda con la fase 6 puede estudiarse a

través de la sensibilidad a las condiciones iniciales que definimos a continuacién.

Sensibilidad a las condiciones iniciales

La sensibilidad a las condiciones iniciales para N finita, se define como [31]
- ‘dGN

= = | _ N (1.17)

—N —

donde A;(N) es el exponente de Lyapunov para N finita.?

De la ecuacién (1.15) obtenemos una expresion para la sensibilidad que es

VA N) — ! (1.18)
Iy €i0/2 4 5y e—i€0/2‘2

y que nos permite escribir la relacién de recurrencia del modulo al cuadrado de la

funcién de onda como
‘¢7(LN)($)‘2 — oVAI(N) o= (N=D)As (N-1) ‘¢7(LN—1)(x>‘2_ (1.19)

Los factores exponenciales del lado derecho de esta relacién de recurrencia no de-
penden de la n-esima region y por lo tanto vale para cualquier punto z en el espacio
unidimensional. Sin embargo, esta relaciéon de recurrencia si depende del nimero de
celdas total N y relaciona la funcién de onda con el sistema de N — 1 celdas. Asi,
iterando N — 1 veces llegamos a que la funcién de onda en el punto z para N celdas
depende de la funcién de onda en el mismo punto pero sin celda alguna. Es decir,

‘2

oM (@)]” = NN |90 ()| (1.20)

Esto quiere decir que la evolucién con N de la funcién de onda queda determinada
por la sensibilidad a las condiciones iniciales, o por el exponente de Lyapunov Aq,
siendo ambas cantidades reales. Por supuesto, se espera que el comportamiento con N
sea diferente para valores de la energia en las regiones permitidas y prohibidas de la

cadena cristalina.

4El subindice en A; quedard claro en el siguiente capitulo.
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Una cadena localmente periodica

Las bandas en el limite cristalino

Dado que nuestra cadena de dispersores es finita y ademas esta restringida al subes-
pacio x > 0, no puede estudiarse desde el punto de vista de la teoria de bandas debido
a la ruptura de la simetria traslacional. Sin embargo, en el limite cuando el niimero de
celdas tiende a infinito sus propiedades cudnticas deben depender de la estructura de
bandas del cristal formado por el nimero infinito de celdas.

La estructura de bandas de una cadena abierta por ambos lados se puede obtener
al iterar un nimero infinito de veces la matriz M de cada celda [39]. La determinacién
de las bandas se facilita al diagonalizar la matriz M cuya ecuacion caracterisitica nos

conduce a los valores propios®

1 1 ?
py = §trM + \/<§tr M) —1. (1.21)

El tipo de soluciones depende del argumento de la raiz cuadrada que aparece del

lado derecho de la ecuacién anterior. Por un lado, si
1
3 |tr M (k)| > 1, (1.22)

donde hemos puesto explicitamente la dependencia en la energia a través de k, las dos
soluciones son reales y una de ellas es el reciproco de la otra. Estas soluciones se pueden

escribir como (ver el apéndice B)
e = sgn (tr M) /2, (1.23)

donde sgn(x) denota el signo de x y A; es un numero real que puede ser positivo o

negativo y satisface que

%trM = sgn (tr M) cosh (A\;/2), (1.24)

o bien, despejando de la ecuacion (1.23) con py dado por la ecuacién (1.21), se tiene

que
2

1 1 2

5El tratamiento de una particula en un potencial periédico se puede encontrar en las referencias

[39,40], pero para hacer este trabajo autocontenido hemos incluido el apéndice B.
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CariTULO 1

Entonces, en la base donde M es diagonal 5 = 0y v = 0; si 6 = pu, entonces
a = p, de manera que « es el reciproco de §. En ese caso, yv =0y oy =6V = pf y

por tanto, la ecuacién (1.18) nos conduce a

VM) — N (1.26)
lo que nos dice que
N—o0

por lo que podemos interpretar a A\; como el exponente de Lyapunov tradicional [41],
el cual esta dado por

2
1. . . . .
M =n |z [ape @) 4 gkl & \/ 7 low eiba=b) 4§, e=ik(@=0)]> — 1| | (1.28)

donde hemos usado la ecuacién (1.25), asi como las ecuaciones (1.6) y (1.8). De la
misma manera,

v = lim Sy =" (1.29)

es la sensibilidad a las condiciones iniciales [41].

En el caso en que A; > 0 la funcién exponencial de la ecuacién (1.26) diverge en el
limite N — oo lo que implica que la funcién de onda diverge también en ese limite. Esta
solucion no es fisicamente aceptable. En el proximo capitulo veremos que esta solucion
es inestable y depende de la condicion inicial 6y en la iteracion. Si en cambio \; es
negativo entonces la exponencial tiende a cero cuando N — oo, lo que indica que la
funcién de onda decae exponencialmente con N. Esto es,

‘Q/JSLN)(z)‘2 = ¢ NNl }wflo)(x)}z para N — oo. (1.30)
Por estas dos razones se dice que la condicién (1.22) da la regién para la cual se tienen
bandas prohibidas de energia.

Por otro lado, las bandas permitidas se obtienen cuando
1
3 [tr M (k)| <1, (1.31)

en cuyo caso los valores propios p+ se pueden escribir como numeros complejos de
modulo 1 (ver el apéndice B):
py = 51, (1.32)

donde 0 < ¢ < 7. Bajo estas condiciones dy = eV y por tanto

VAN — (1.33)
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Figura 1.3: El exponente de Lyapunov A; para la cadena de potenciales delta muestra claramente
las bandas permitidas (A\; = 0) y prohibidas (A; # 0). La linea continua (discontinua) corresponde a
la solucién Ay = p— (A; = p4) con ua = 10. Los asteriscos son los resultados de A1 (N) obtenidos de

la iteracién para N = 100 y 6y = .

de donde concluimos que

N—oo
En este caso, de acuerdo con la ecuacién (1.20), la funcién de onda nunca decae conforme
N aumenta, como es de esperarse en las bandas permitidas donde el trasporte se da en
un sistema periédico.
Cabe senalar que las diferentes regiones nos ayudan a saber qué tipo de comporta-
miento esperar para la funciéon de onda en un sistema finito. A manera de ejemplo, en

lo que resta de este capitulo aplicaremos los resultados a la cadena de potenciales delta.

Cadena de potenciales delta

Un potencial delta esta caracterizado por una funciéon de ancho b = 0 e intensidad
v en un punto x del espacio (ver el apéndice A). Los elementos de su matriz de transfe-
rencia asociada estan dados en la ecuaciones (A.23), de donde vemos que d5 = o, por

lo que el exponente de Lyapunov en las bandas prohibidas se escribe como

2

Re (ase™®) £ \/[Re (ageika)]® — 1| | (1.35)

)\1:1I1

con as = 1 + ua/2ika. Las bandas de energia se puede observar si graficamos A; como

funcién de ka.
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CariTULO 1

En la figura 1.3 mostramos el exponente de Lyapunov A\; para ka entre 0 y 10,
para ua = 10. Las bandas correspondientes se aprecian claramente, donde en las ban-
das prohibidas se observan las dos soluciones posibles, que corresponden con A; > 0
(divergente) y A; < 0 (convergente). En la misma gréfica se muestran algunos puntos
obtenidos para A;(N) a partir de la ecuacién (1.18) para N = 100 y 0y = w. Podemos
notar que estos puntos caen en la parte negativa de la grafica. La pregunta que surge
aqui es jpor qué el sistema evoluciona hacia la solucién estable? La respuesta debe estar
en la condicién inicial 6, elegida.

En el proximo capitulo estudiaremos la estructura finita desde el punto de vista de

la dindmica de mapas no lineales.
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Dispersion y dinamica de mapas no

lineales

He fled the town
He went down south and crossed the border
Left the chaos and disorder

Back there over his shoulder...

The Doors (The Celebration Of The Lizard)

Resumen

Ahora analizaremos las propiedades del sistema descrito en el capitulo anterior con el
formalismo de la matriz de dispersién, S. La matriz de dispersion relaciona las ondas que
salen del sistema con las que entran en un potencial dado. La ventaja de usar la matriz de

dispersion es que se reduce al andlisis de un mapa no lineal.
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CAPITULO 2

V(X)
V%

\ \ \ \
0 a 2a (N-1)a Na X

Figura 2.1: Representacién esquemadtica de la construccién de la matriz de diespersién Sy para un

sistema de NN celdas, por medio de un proceso iterativo.

La matriz de dispersion

Al igual que la matriz de transferencia, la matriz de dispersién es una cantidad que
describe la dispersién de ondas debido a un potencial dado. Para el potencial V; de la
figura 1.2, denotaremos su correspondiente matriz de dispersién por Sy, y por definicion

relaciona las amplitudes de la siguiente manera:

Uy e—ik(na—b/2) bn— eik(na—b/2)
[ ! =S, ! . (2.1)

bn eik(na+b/2) a, e—ik(na+b/2)

La estructura de la matriz S, para un potencial de forma arbitraria pero de alcance

t/
sb:<”’ ) (2.2)

donde 7y, (r) v tp (£;,) son las amplitudes de reflexién y de transmisién cuando la

finito, esta dada por

incidencia de las ondas sobre la barrera de potencial viene desde la izquierda (derecha).

Debido a la conservacién del flujo de probabilidad, la matriz S, debe ser unitaria,
SISy = I, (2.3)

donde 5 denota la matriz unidad de 2 x 2.

La matriz de dispersion para la cadena finita

En la figura 2.1 podemos ver el sistema compuesto por N barreras de potencial,

descrito por la matriz de dispersion Sy a través de las amplitudes de las ondas que
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Dispersion y dinamica de mapas no lineales

entran y salen del sistema, ay y by, respectivamente [ver la ecuacién (1.1)]. Estas

amplitudes se relacionan mediante Sy por medio de la ecuacion
bN eik(Na+b/2) — SN ay e—ik(Na+b/2). (24)

Si el sistema sélo estuviese compuesto por N — 1 barreras y las amplitudes que entran
y salen del sistema correspondientes fueran ay_1 y by_1, éstas se relacionarian a través

de la expresion
by g @F(N-Datb/2 — g SN Tatb/2] (2.5)

Las amplitudes que aparecen en estas dos tultimas ecuaciones también se relacionan
entre si por medio de la matriz S, a través de la definicién (2.1) con n reemplazada
por N. Realizando un poco de algebra y juntando estas amplitudes con las ecuaciones
(2.2), (2.4) y (2.5) vemos que la matriz que relaciona ambos sistemas, uno con N — 1
dispersores y otro con N, esta dada por

1
—2ik(a—b) _ SN—lrb

Sy = 7”;) -+ tbe SN_lt;). (26)

Dado que la cadena esta abierta por un sélo lado, la matriz Sy es de 1 x 1 y por lo

tanto, al ser unitaria se puede parametrizar por una fase, 0y:
SN = eieN. (27)

Entonces, la ecuacién (2.6) es una relaciéon de recurrencia para matrices de dispesién
de 1 x 1. El proceso iterativo comienza con una matriz de dispersién Sy que describe
la dispersion a la derecha del potencial escalén, definida de manera equivalente a Sy.

Esto es, Sy esta definida a través de la ecuacién (1.2) donde
Sy = ', (2.8)
En términos de las fases, la ecuacion (2.6) se puede escribir como

lfn-1gr (2.9)

191\7 /
eN =r +1 . -
b be—21k(a—b) _ eleN,lrb

Aunque las ecuaciones (1.15) y (2.9) describen la dispersién del mismo sistema,
podemos ver que presentan algunas diferencias entre si, entre las cuales podemos resaltar

las siguientes:

1. La ecuacién (1.15) es una una expresion cerrada en el ntiimero de dispersores N,

mientras que la ecuacién (2.9) es una relaciéon de recurrencia.
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CAPITULO 2

2. En la ecuacién (1.15) esta explicita la dependencia en la condicién inicial 6y,

mientras que en la ecuacién (2.9) no lo esta.

3. La expresion (1.15) obtenida via la matriz M depende de los elementos de matriz
del sistema compuesto de N celdas. La expresién (2.9) que se obtuvo por medio

de la matriz S depende de los elementos de matriz de un solo dispersor.

La ecuacion (2.9) puede tratarse como un mapa no lineal y por tanto analizaremos

sus propiedades en lo que sigue.

Forma alternativa para la relacion de recurrencia

Una forma alternativa de escribir la ecuacién (2.6) se obtiene proponiendo la si-
guiente transformacién’ -
1
Sy =k —tl - = 2.10

donde k es un parametro que no depende de N. Al sustituir en la ecuacién (2.6) se llega

a una ecuacién lineal de segundo orden en Fl cuya solucion se puede escribir como

2
2Re z, Tz — 2

FN+1 = — FN—17 (211)

N
/% 2,7 2
KTy 2 AR
donde si Fyy1 = Fy = Fy_1 para N > 1, entonces k satisface que

2y Rea iEd—a (2.12)

T 2 A

Reduccion a un mapa no lineal

Tomando en cuenta que la matriz de dispersién Sy, es unitaria, la ecuacién (2.3) nos

permite escribir la relacion de recurrencia para la fase de la siguiente manera

! % 19N71
oy b % + zpe

—ifN_1
= . e 2.13
Ty 2+ 2 eTi0n— ’ (2.13)

(S

donde z, = t,e'%/2e*(@=b) con e¢ = ¢} /t,. Esta ecuacién puede verse como un mapa no
lineal Oy = f(Oy_1), donde

Im (r}z; + ze®-1)
Re (r}2; + zpeifn-1)

f(On_1) = —On_1 + 2arctan mod T, (2.14)

!Esta transformacién fue sugerida por uno de los sinodales, el Dr. Emerson Leao Sadurni, durante

la revision.
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Dispersion y dinamica de mapas no lineales

donde Re(¥) y Im(¥)) representan las partes real e imaginaria de 1, respectivamente.
La dependencia del mapa con la energia (a través de k) es explicita e implicita a
través de los coeficientes de reflexion y de transmision r,, 75, y ¢, los cuales también
dependen de la energia y del potencial con el que interactian, como puede verse en
los dos ejemplos del apéndice A. Entonces, resulta interesante obtener la matriz de

dispersion en las bandas del limite cristalino.

El limite cristalino

Cuando hacemos que el nimero de dispersores sea muy grande, N > 1, esperamos
que la ecuacién (2.9) alcance una solucién S, de punto fijo para Sy de la forma de la
ecuacion (2.7). Es decir, esperamos que Sy — S, para N — 0o, que de acuerdo con la

ecuacion (2.13) debe satisfacer

! % S@o
S = 125 T B0 gr (2.15)
Ty 2 + 25 SE

La soluciéon matematica a esta ecuacion se puede escribir como

S (k) = { ef () para [Rezy(k)| > [to(k)|? (216)
w(k) para |Rez(k)| < |ty(k)|?
donde .
elei(k)zm{i—\/l%ezb W2 — [t (k )|4—|—iImzb(k)} (2.17)
y
well) = (k) {j:\/|tb = Rezb(k)]2+1mzb(k)}. (2.18)
Es decir, wy (k) = |ws (k)™ con
 Tmlir}(k) 25 (k)]
tan 0(k) = Re[irZ(k) sz(k)] (2.19)

Al tomar en cuenta las relaciones entre los elementos de las matrices de dispersion
Sy v de transferencia M, escritas en la ecuacion (A.22) del apéndice A, nos damos

cuenta de que

1 |Re 2 (k)|
e M(k)| = L 2.20
5 It M) = (2.20)
donde M (k) esta dada por la ecuacién (1.8). Por tanto, la condicién
IRe z,(k)| > [ty(k)|? (2.21)
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CAPITULO 2

corresponde a las bandas prohibidas de energia, mientras que
IRe z,(k)| < |t(k)|? (2.22)

a las bandas permitidas. Estas dos regiones de energia estdn separadas por valores

criticos k. de k definidos por la igualdad
Re 2y (ke)| = [to(ke)|?, (2.23)

en donde # toma el valor §(k.) = 0., con

Im[ir, (k.)
Relir} (k)

tand, = (2.24)

2 (ke)]
2 (ke)]

La ecuacién (2.16) indica que para cada valor de la energia (o de k), en cualquiera
de las bandas de energia, existen dos soluciones. Si k£ esta en una banda prohibida, Sy
tiende a dos valores limite dados por e?+(*) cuando N — oco. En cambio, las soluciones
w4 (k) en la banda permitida no pueden aceptarse como solucién de punto fijo debido
a que conducen a una matriz de dispersion cuyo modulo no es 1, es decir, no es de la
forma de la ecuacién (2.7). Para entender mejor esta situacién es necesario analizar la

dindmica del mapa expresado en la ecuacién (2.14).

Diagrama de bifurcacion: potenciales delta

Aunque el mapa no lineal de la ecuacién (2.14) es valido para potenciales indivi-
duales de forma arbitraria, es necesario considerar un caso particular que nos ayude a
intuir algunas caracteristicas generales del mismo. Supongamos por un momento que
el potencial individual es un potencial delta de intensidad v y alcance nulo, b = 0. En
este caso, 1, = 1, = —u/(u — 2ik) y t, = t, = —2ik/(u — 2ik), donde u = 2Mwv/h? con
M la masa de la particula. El calculo explicito de estos coeficientes puede verse en el
apéndice A.

Dado que en general se tienen muchas bandas, etiquetaremos una banda permitida
por medio de un niimero m (m = 1, 2,...). Los bordes del lado izquierdo de la m-ésima
banda permitida los denotaremos por k. mientras que los bordes del lado derecho por
ke . Para los potenciales delta se pueden determinar las bandas analiticamente. La

ecuacion (2.17) se puede escribir como

. 2 ;
0+ _ig e—lka [j::)s(k:a) + iy(k:a)] , (2.25)

(¢
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Dispersion y dinamica de mapas no lineales

donde
ua 2
z(ka) = \/(COS ka + kg SR ka) -1
ua
_ _ 2.9
y(ka) sen ka 5%q €0 ka (2.26)

para |cos ka + (ua/2ka)sen ka| > 1, mientras que la ecuacién (2.18) da

2ka

wg = —— e " [+ 2/ (ka) + y(ka)], (2.27)
donde
, B ua 2
' (ka) = \/1 - (cos ka + g S0 ka) (2.28)
para
) ka + ~— nk’<1 (2.29)
coska + o senka| < 1, :

que es la condicién para las bandas permitidas en el modelo de Kronig-Penney [5],
inspirado en el trabajo de Bloch [4]. De la ecuacion (2.27) es facil ver que la fase de w4

viene dada por [ver ecuacion (2.19)]
0=—ka+(m+1)m, m=1,2 ... (2.30)

Los bordes de la banda se obtienen de la igualdad en la ecuacién (2.29), a saber

, (2.31)

ke, a { ua/2k., a para m impar
tanT:

—2k., a/ua para m par

mientras que k., a = mm, para m par e impar. En los bordes de la banda, 0(k.,a) = 0,,,,
con b, =—k. a+ (m+1)r.

En el caso particular de ua = 10, la primera ventana cadtica (m = 1) se encuentra
entre los valores criticos k.,a = 2.28445 ...y kg a = m, para los cuales 0., = 3.99873. ..
y 0 = 7. El diagrama de bifurcacién se muestra en la figura 2.2, donde hemos graficado
la fase 6 para las tltimas treinta iteraciones de N = 1000 cuando la condicién inicial es
0y = m. En esta grafica observamos regiones de k donde la fase se estaciona alcanzando
un punto fijo; estas son ventanas de periodo 1.2 Existen otras regiones en las que la
fase nunca se estaciona y de hecho fluctia, estas regiones se conocen como ventanas

cadticas.® En la misma gréfica se observan las dos soluciones de punto fijo (en negro y

2En realidad existen dos soluciones de punto fijo aunque el resultado numérico muestra solo uno.
Las llamamos ventanas de periodo 1 ya que sélo tenemos una solucion estable, mientras que la otra es

inestable.
3Ma4s adelante mostraremos que estas ventanas son en realidad marginalmente o débilmente cadticas.
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Figura 2.2: Diagrama de bifurcacién para una cadena de potenciales delta con ua = 10. Los puntos
representan las ultimas treinta iteraciones de un total de N = 1000 para la fase como una funcién de
ka, empezando con la condicién inicial 6y = 7. Las lineas en color negro (indistiguible) y en color rojo

corresponden a las dos soluciones de punto fijo.

en rojo) en cada regién, expresadas en las ecuaciones (2.25) y (2.30), de las cuales sélo
una coincide, y de hecho es indistinguible, con los resultados numéricos de la iteracion.

En la figura 2.3 se puede apreciar la dependencia de los bordes con la intensidad del
potencial delta, donde se muestran las ultimas treinta iteraciones de N = 1000 para dos
valores de la intensidad del potencial delta: (a) ua = 1y (b) ua = 10. Por ejemplo, el
borde izquierdo de una banda cadtica se mueve hacia la derecha conforme aumentamos
la intensidad del potencial mientras que el borde derecho permanece inmovil, reduciendo
el ancho de la banda cadtica. El ancho de las ventanas cadticas también depende de
la energia a intensidad fija, ya que ésta se hace mas ancha cuando aumenta ka, si la

energia aumenta, el efecto del potencial disminuye.

Dinamica del mapa

Las trayectorias del mapa se ilustran bastante bien con el ejemplo de la cadena de
potenciales delta. En la figura 2.4 se muestran dos trayectorias con condiciones iniciales
diferentes, 0y = 2, 5, para algunos valores de ka. En el panel (a) el valor de ka = 2
estd dentro de la ventana de periodo 1 (ver figura 2.2), la recta identidad cruza la funcién
del mapa en dos puntos, llamados puntos fijos: 0, y 6_; se observa que las trayectorias
obtenidas de la iteracién convergen a uno de los puntos fijos, que llamaremos atractor,
y divergen del otro punto fijo llamado repulsor. Para la primera banda el atractor

corresponde a 6, = 3.61 y el repulsor a #_ ~ 4.95; para la segunda banda 6, corresponde
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Figura 2.3: (a) Diagrama de bifurcacién para una cadena de potenciales delta con ua = 1. Graficamos
solo las ultimas treinta iteraciones de N = 1000 para la fase como una funcién de ka, empezando con la
condicién inicial 6y = 7. (b) Mismo diagrama de bifurcacién que en (a) pero para ua = 10. Se observan
ventanas cadticas y de periodo 1. Veremos que las ventanas cadticas son en realidad débilmente cadticas.
También se puede observar la dependencia del ancho de las bandas de energia con la intensidad del

potencial.

al repulsor y #_ al atractor, y asi sucesivamente. Entonces, encontramos que una de
las dos soluciones el’* es estable (atractor) y la otra inestable (repulsor). Es por esta
razoén que cuando se elige una condicion inicial 6y que no coincide exactamente con el

repulsor la iteracién siempre convergera en el atractor (ver las figuras 1.3 y 2.3).

Los paneles (b) y (d) de la figura 2.4 muestran las trayectorias intermitentes en las
bifurcaciones tangentes cuando ka = 2.2846 y 3.14145, muy cerca de las transiciones
desde el lado cadtico. En el panel (c), ka estd muy en medio de la ventana cadtica
y las trayectorias nunca convergen, la ecuacién (2.9) no tiene solucién de la forma de
la ecuacién (2.7), pero si de la forma wy = |wi|e?, siendo # el valor alrededor del
cual Oy fluctia con una densidad invariante, lo que indica que estas soluciones son
marginalmente estables [43]. Por lo tanto, se observa que el comportamiento de las
trayectorias para dos condiciones iniciales depende fuertemente de la region especifica
a la que ka pertenece.

Como ya vimos en el capitulo 1, la dindmica del mapa se puede analizar por medio de
la sensibilidad a las condiciones iniciales, o equivalentemente, por medio del exponente
de Lyapunov. En lo que sigue analizaremos este exponente con el método de la matriz

de dispersion.
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Figura 2.4: Dinamica del mapa (2.14) para el potencial delta con ua = 10 para diferentes valores de
ka: (a) 2, (b) 2.2846, (c) 2.8 y (d) 3.14145. Cada panel muestra las trayectorias para dos condiciones
iniciales 6y = 2 y 5 [42].

La evolucion con el niumero de celdas

La evolucién del la funcién de onda con el numero de celdas se puede apreciar
mas claramente con el método de la matriz de dispersién. De acuerdo con la ecuacion
(1.20), el comportamiento de la funcién de onda con el nimero de celdas esta dado por
la sensibilidad a las condiciones iniciales. La relacién de recurrencia (2.13), o el mapa
(2.14), nos permite obtener una relacién de recurrencia para el exponente de Lyapunov
Ai(N),

4
oNALN) 2] (N=DAL(N=1) (2.32)
|TI,9’ZZ + ZbSN_1‘2

Mediante un proceso iterativo con la condiciéon inicial 6, podemos obtener el ex-
ponente de Lyapunov en funcién de k. En la figura 2.5(b) graficamos el resultado de
la iteracion para N = 1000 con 0y = 7, en el caso de potenciales delta con ua = 10.
Por un lado, el resultado de la iteracién con esta condicién inicial nos dice que A; (V)
es negativo en la ventana de periodo 1, lo cual indica que =y decae exponencialmente
cuando N crece demasiado. Esto significa que cualquier trayectoria en el mapa converge
rapidamente a un punto fijo, como es el caso de la figura 2.4(a). En las ventanas cadticas
A1 (N) — 0 para N — oo, por lo que nada podemos decir sobre la convergencia de las
trayectorias. Esta situacién corresponde a la figura 2.4(c). Para un ntmero finito de

iteraciones A;(/V) es ain negativo en las ventanas de periodo 1, pero oscila alrededor
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Dispersion y dinamica de mapas no lineales

Figura 2.5: Comparacién de la distintas regiones energéticas en la fase y en el exponente de Lyapunov

para N finita (N = 1000) [42].

de cero en las ventanas cadticas, como puede observarse en el inserto de la figura 2.5(b).
La amplitud de las oscilaciones tiende a cero conforme N aumenta, lo cual es indicativo
de caos débil [32,44].

De acuerdo con la ecuacién (1.27), A;(N) — A\ para N — 0o, de manera que de la
ecuacion (2.32) tenemos que

Els

M=In——M —
! 7125 + 2pSeo|?

(2.33)

donde S, estd dado por la ecuacién (2.16). Para una de las dos raices expresadas en
(2.16) para k en una ventana de periodo 1, A\ > 0 como se muestra en la figura 1.3,
que corresponde con la solucién de punto fijo inestable. La segunda solucién es estable
pues A\; < 0, es la tnica solucién que aparece en la iteracién cuando se elige 6y = 7 (ver

figura 2.6). En ese caso
Ey = e IV, (2.34)

En las ventanas marginalmente cadticas también existen dos valores de \; debido a
las dos soluciones wy y w_, uno es positivo y el otro negativo, ambos a la misma
distancia del cero, como puede verse en la figura 2.6. Ambas soluciones son vélidas y
es el promedio de ambas la que concuerda con el resultado de la iteracion: Ay = 0.
Aqui surge la pregunta: ;como es la sensibilidad en el atractor?

Para ver el comportamiento de la sensibilidad a las condiciones iniciales en los
atractores hacemos una expansién de la fase 0 cerca de . obteniendo el siguiente

resultado:
QN — 90 = (QN—l — 90) + |’l“;)(k‘c)|2 (QN—l — 90)2 + - (235)
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Exponente de Lyapunov A,
) =)

A

ka

Figura 2.6: Exponente de Lyapunov: la linea continua representa el resultado de la iteracién con
N = 1000, ua = 10 y 8y = m; la linea punteada es el resultado analitico. En la regiéon marginalmente

cadtica es el promedio de las soluciones las que representan el valor correcto del exponente de Lyapunov.

Esta expansion es de la forma

ON = N1+ ud”+-- -, (2.36)

para ¢y alrededor de un atractor critico, y para la cual se sabe que la sensibilidad
obedece una ley exponencial ¢ cuando el tiempo de iteracién es muy grande [45];* es
decir, para N > 1,
év=lim Sy =M =[1—- (¢~ 1NN (2.37)
— 00

q

donde A, es el exponente de Lyapunov ¢ generalizado, dado por \, = zu, con ¢ = 2—1/z.
Entonces, si comparamos las ecuaciones (2.35) y (2.36) tenemos que u = F|r;(k.)|* v
z=2 porloqueqg=3/2y
2
Agjp = F 2 [kl (2.38)
El signo menos y méas corresponden a trayectorias a la izquierda y derecha del punto de

tangencia 0, (a la izquierda de la ventana cadtica), respectivamente.® Esto es, cuando

On_1 — 0. <0, &y decae con N de acuerdo con la ley de potencias

—[A3/2|N 1
v =e = (2.39)
i [1+ [ry(ke) PNT"
“La exponencial ¢ se define como e,(r) = [L + (1 — ¢)2]*/(¢=Y para x, ¢ € R. La exponencial

ordinaria se recupera cuando ¢ = 1. Por esa razon, era necesario llamar \; al exponente de Lyapunov

tradicional.
SEl orden de los signos se invierte para el punto de tangencia . a la derecha de la ventana cadtica
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Figura 2.7: Sensibilidad a las condiciones iniciales para N finita, =y. La linea continua representa el
resultado de la iteracién para los potenciales delta con ua = 10: en (a) ka = 2, en (b) ka = 2.28445 . . .,
en (c) ka = 2.8, y en (d) ka = 3.14145. En los recuadros (a) y (c) la linea punteada representa el
resultado de las ecuaciones (1.29) y (2.33), mientras que en (b) corresponde a la ecuacién (2.39); en

(d) €&x = 1 permanece constante con N [42].

mientras que para #y_; — 0. > 0 crece més rapido que la exponencial de acuerdo con

la ley

g 2| N 1
. _ , 2.40
=G S ) PNT (240)

Estos dos comportamientos explican el fenémeno de intermitencia que puede apreciarse

en las graficas (b) y (d) de la figura 2.4. Una vez que las trayectorias convergentes pasan
el cuello de botella, divergen y posteriormente el mapa las reintroduce nuevamente al
cuello de botella.

En la figura 2.7 mostramos el comportamiento de la sensibilidad a las condiciones
iniciales con el niimero de iteraciones para diferentes valores de k, en el caso de la cadena
de potenciales delta. En el panel (a) se compara la iteraciéon obtenida con ua = 10 y
ka = 2, dentro de la ventana de periodo 1, con la exponencial decreciente dada por la
ecuacion (2.34) con \; dada por la ecuacién (2.33). En el panel (b) se observa que la
iteracion con ka = 2.28445 . .. concuerda con el decaimiento en ley de potencias dado en
la ecuacion (2.39). En el panel (¢) ka = 2.8 y no existe decaimiento de la sensibilidad,
como es de esperarse. El caso ka = 3.14145 en el panel (d) es patolégico y propio
del potencial delta, ya que en ka = 7 la funcién de onda tiene sus nodos justo en las
posiciones de los potenciales delta, los cuales coinciden con los del caso sin potencial,

haciendo al sistema transparente. Esto quedara claro en el siguiente capitulo.
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Comportamiento de la funcion de

onda

En el mundo ha de haber cierta cantidad de decoro,
como ha de haber cierta cantidad de luz. Cuando
hay muchos hombres sin decoro, hay siempre otros
que tienen en si el decoro de muchos hombres.

José Marti (Tres héroes)

Resumen

Ahora analizaremos las propiedades de la funcién de onda como funcién tanto del tamano
como de la posicién. Mostraremos que el comportamiento de ésta como funcién de la posicion
estd dado por la sensibilidad a las condiciones iniciales; como funcién de la posicién la funcion
de onda es un factor que depende de la distancia desde la orilla al punto en donde se desea
determinar la funcién de onda veces una funcién que oscila con la posiciéon. Ademas, encon-
tramos expresiones para distintas longitudes caracteristicas del sistema. Estas son la longitud
de localizacion en la ventana de periodo 1, y la otra justo en la transicién entre las bandas
desde el lado débilmente cadtico. Esta ultima se relaciona directamente con el camino libre

medio.
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La evolucion con el tamano del sistema

La funcién de onda en un punto x dentro de una regién libre de potencial, digamos
aquella entre los potenciales n y n 4 1, se puede escribir como una superposicion de
ondas planas que viajan a la derecha y a la izquierda. En el capitulo 1 se eligié una
normalizacion de la funcién de onda de manera que la amplitud del lado derecho de la
cadena de dispersores es la unidad. Siguiendo las ecuaciones (1.13) y (1.18) la densidad

de probabilidad en x la podemos entonces escribir en forma mas precisa como

V()

o™ ()] = ey Cos[k(x — na = b/2) +60,/2), (3.1)

donde ¢ = 1 para k en las ventanas de periodo 1 y de caos débil, mientras que ¢ = 3/2
en la transicién entre las dos anteriores. Nuevamente, como en el capitulo 1, la relacion
de la densidad de probabilidad de una cadena con N dispersores con aquella de N — 1,

se puede escribir como

TR ST SRV
[V ()| = W [N ()] (3.2)
Un proceso iterativo nos conduce a
2 2
[ (@) = e MW 9D (2)]", (3.3)

donde M@(m) es la funcién de onda en x en la ausencia de dispersores, es decir donde
solo existe el potencial escalon en x = 0.

El factor que se encuentra multiplicando a la densidad de probabilidad en el lado
derecho de la ecuacién (3.3) es precisamente la sensibilidad a las condiciones iniciales
para N finita, definida en la ecuacién (1.17), pero generalizada con la exponencial ¢ en
lugar de la exponencial tradicional. Entonces, la evolucién de ng) (2)|? con el tamafio
del sistema esta dado por el comportamiento de =y con N, mostrado en la figura 2.7.
Este comportamiento es parecido al de la conductancia en un arbol doble de Cayley [31].

Para energias en las ventanas de periodo 1, cuando N es muy grande comparado

con 1, |¢,(LN) (2)|? decae exponencialmente con N de la forma siguiente:

{7 ()

donde (7 es una longitud tipica de decaimiento, que identificamos con una longitud de

2

k , (3.4)

— Nl g0 (z)

localizacién debido a la similitud con la forma como se escala la conductancia N [31].

Esta longitud de localizacion esta dada por

G=r (3.5)



Comportamiento de la funcién de onda

Es importante notar que cuando || > 1, la longitud de localizacién es menor que la
constante de la red a, lo cual ocurre lejos de la transicion a las ventanas de caos débil;
cerca de la transiciéon (; > a. Para energias en las ventanas de caos débil, |1/)£LN)(1')|2
nunca decae sino que oscila conforme N crece, ahi A\; = 0 de manera que no existe una
longitud de localizacion. Sin embargo, en la transicion entre las ventanas desde el lado
caodtico, la densidad de probabilidad tiene un decaimiento con N en ley de potencias de

la forma!
o Nalt
[ @) = ey [ (@) (3.6)
donde en este caso también podemos identificar una longitud de localizacién dada por

a a
S W BT PRIER

(3.7)

Una cuestién interesante aqui es que el término del lado derecho de la segunda igualdad

es un medio del camino libre medio ¢ definido por [46,47]:
_a
i (ke)l’

Esta ecuacion indica que el camino libre medio es mas grande que la constante de la

(3.8)

red, lo cual esta de acuerdo con lo que encontraron Esaki y T'su en una superred, donde
¢ ~ 3a [48]. Para nuestro caso particular de un potencial delta con ua = 10, ¢ ~ 1.21a

para ke,a = 2.28445. ..,y { = 1.4a para ksa = .

Comportamiento espacial de la funcién de onda

Para cadenas con un nimero muy grande de dispersores A (V) se aproxima a A,,
independiente de N, y la densidad de probabilidad dada en la ecuacién (3.1) puede

escribirse como

i) (z)‘z = ZZA: cos? [k(z —na —b/2) +6,,/2]. (3.9)

q
Para k en las ventanas periddicas, lejos de los atractores criticos, ¢ = 1 y por tanto
la exponencial ordinaria se recupera. En este caso el comportamiento espacial de la

funcién de onda estd dado por

ng)(x)} e~ (N=ma/G o082 [z — na — b/2) + 6,/2] . (3.10)

1De aqui en adelante nos concentraremos sélo en la solucién estable, pero las conclusiones obtenidas

de la solucién inestable pueden obtenerse haciendo un anélisis equivalente.
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Figura 3.1: Densidad de probabilidad como funcién de x para la cadena de potenciales deta con
ua = 10. (a) Comparacién de (3.10), en linea continua, con la funcifon exponencial decreciente con
longitud de localizacién dada por (3.5), en linea discontinua, for ka = 2. (b) Comparacién de (3.11)
(linea continua) con una exponencial ¢ decreciente con longitud de localizacién dada por (3.7), para
ka = 2.28445.... (c) Para ka = 2.8 la funcién de onda estd completamanete extendida en todo el

espacio. (d) El sistema es invisible para ka = 7 que coincide con una resonancia [42].

Esta ecuacién nos dice que cuando la energia estd en una ventana de periodo 1, la
amplitud de la funcién de onda decrece exponencialmente desde la frontera en = =
Na+b/2, donde vale 1, hacia el interior del sistema (n < V). En este caso la particula
cuantica se extiende a lo largo de unas cuantas longitudes (;. Es en este sentido que
interpretamos (; como una longitud de localizacion, la cual es menor que el periodo
de la estructura localmente periodica a, excepto muy cerca de la regién energética de
transicion. La situacién se muestra en la figura 3.1 (a) para la cadena de potenciales
delta. En cambio, para energias en las ventanas ergddicas, (; — oo y la funcién de onda
se extiende a lo largo de todo el sistema, como se observa en la figura 3.1 (c).

En la transicion, en los atractores débilmente cadticos, la densidad de probabilidad

en (3.9) se puede escribir como

‘2 B < 1 £ na/2¢)

(N)
M () T Va3,

)2 cos? [k(z —na —b/2) +0,,/2], (3.11)

donde hemos usado que A3/2 = Fa/(3/. Esta ecuacién muestra claramente el decaimien-
to en ley de potencias desde la frontera. Esto es, la funcién de onda esta ain localizada
pero la localizacién no es en forma de exponencial sino de exponencial ¢ = 3/2. Es

interesante notar que la longitud de localizacién es (3, = ¢/2. El factor 1/2 se debe
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al hecho de que la longitud de localizacién se mide desde el maximo de amplitud en la
funcién de onda, el cual esta en la frontera del sistema, mientras que el camino libre
medio implicitamente da el ancho de un paquete de ondas; de acuerdo con Esaki y Tsu,
el camino libre medio en una superred es la incertidumbre en la posicién [48]. En la
figura 3.1 (b) se puede observar el decaimiento en ley de potencias de la densidad de
probabilidad para la cadena de potenciales delta. En la figura 3.1 (d) se muestra el
comportamiento de la densidad de probabilidad en el atractor del lado derecho de la
ventana cadtica. En este caso el sistema es invisible puesto que k. a = 7 corresponde a

una resonancia y la funcién de onda tiene nodos en los potenciales delta.
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Propuesta teorico-experimental en

una barra elastica

Tengo secretos si revelar

y como un anticuario, los guardo en el corazon.

A veces quisiera retroceder, buscarme en el parque
donde me perdi

Real de Catorce (El Anticuario)

Resumen

En este capitulo utilizaremos el conocimiento desarrollado en los capitulos anteriores y lo
aplicaremos a un sistema eldstico para su posible creacion y medicién experimental. El siste-
ma se compone de una varilla de seccion transversal cuadrada a la que se le maquinaran una
serie de muescas de igual forma y equidistantes una de otra. Con esto formaremos un sistema
unidimensional similar al descrito en los capitulos precedentes. Calcularemos la matriz S para
una celda unitaria que se compone de la muesca mas una regién libre. Después aplicaremos
la relacion de recurrencia para la fase que hemos desarrollado, analizaremos el mapa y encon-
traremos el exponente de Lyapunov para obtener informacion sobre la funcién de onda del

sistema. Con esto podremos aplicar nuestra teoria en el caso particular de la elasticidad.
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P \
\‘
Figura 4.1: Diagrama de la celda unitaria del sistema eldstico. Esta se compone de dos cuerpos, uno

de longitud D — d, alto y ancho L, y momento polar de inercia I7; el otro tiene longitud d, alto h y

ancho L, con momento polar de inercia Is.

Condiciones a la frontera de la celda unitaria

En las varillas unidimensionales elasticas hay tres tipos de ondas: las flexionales,
las compresionales y las torsionales. Las flexionales obedecen a una ecuacién de cuarto
orden en la posicién, lo cual se aleja del estudio que hemos relizado en este trabajo.
Por otro lado, las ecuaciones de onda que describen a las ondas compresionales y a las
torsionales son de segundo orden en la posicién [49]. Trabajaremos con las torsionales
ya que son las que ofrecen un acoplamiento menor con el aire y porque son con las que
se tiene un mejor control experimental. El drea de la varilla es de seccion transversal
cuadrada de lado L. La profundidad de la muesca es L — h y esta maquinada desde el
borde superior de la varilla y tiene longitud d. La longitud de la celda unitaria es D y
se compone de una regién libre de longitud D —d, mas la longitud de la muesca d, como
se muestra en la figura 4.1. Como estos dos cuerpos elasticos tienen masas distintas,
tendran momentos de inercia distintos. Esto implica que los nimeros de onda k£ de
ambos cuerpos sean distintos, pero experimentalmente se trabaja a una sola frecuencia
para ambos, lo cual impone una restricciéon sobre de ellos a través de la velocidad de
fase en cada cuerpo. El estudio que realizamos es de forma general para una varilla de

seccion transversal rectangular y tomamos el caso particular en que el drea es cuadrada.

La ecuaciéon de onda que describe a las ondas torsionales en una varilla de longitud

infinita y seccion transversal rectangular, de ancho w y alto h, a la cual se le aplicé una
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Propuesta tedrico-experimental en una barra elastica

torsién alrededor de su eje axial, y que se torcié un éngulo ¢, es [49-51]

¢ 1%

2 2 or (4.1)

con t el tiempo y ¢ la velocidad de fase dada por

Ga
c= 1/;7, (4.2)

donde p es la densidad de la varilla, G su médulo de corte, I su momento polar de

inercia y «v estd dada por [52]

256 hw
B ZZ (2m + 1)2 2p+1) (2milyz(22EL )2 (43)

m=0 p=0

Las soluciones estacionarias de la ecuacién (4.1) son de la forma ¢(z,t) = (x)e !,

donde la parte espacial es de la forma
Y(z) = ae*® + bhe k. (4.4)

Si la varilla se compone de dos cuerpos de extension infinita con secciones transver-
sales de la misma forma, pero de tamano distinto, se deben de cumplir con condiciones
a la frontera especificas. Para estos dos cuerpos elasticos de seccién transversal rectan-
gular con igual ancho w y alturas h; distintas entre si, la funciéon de onda y el momento
de torsién deben ser continuos; es decir, si en x = 2’ se encuentra la frontera entre los

dos, se debe cumplir que
(4.5)

MT1 (l’) = MT2 (l’)

r=x'

) (4.6)

/

T=Z

donde 1;(x) es la funcién de onda' y My, (z) es el momento de torsién del cuerpo j

dado por
M, () = Ga, 250, (47)
x
Por tanto, la condicién (4.6) se puede escribir como
O () Oty ()
= 4.
ax - 77 ax - Y ( 8)

'En elasticidad la funcién de onda es la amplitud de las vibraciones torsionales, pero seguiremos

usando el término de funcion de onda.

41



CAPITULO 4

con 1 = ap/aq, el cociente entre los pardmetros « del cuerpo menor entre el del cuerpo
mayor. La relacién entre las frecuencias de oscilacién de ambos cuerpos implica que
experimentalmente la barra debe de oscilar de igual forma. Ya que la frecuencia a la
que oscila el cuerpo j estd dada por f = kjc;/2m, los nimeros de onda k; y ko se
relacionan entre si como

L — Co, 042/[2
1= —R2 =
@] 041/]1

ko, (4.9)

donde hemos usado la ecuacién (4.2) y supuesto que las densidades de los dos cuerpos
es la misma.

Por otro lado, el momento polar de inercia por unidad de longitud I; para un
rectangulo de ancho w; y altura h;, que rota respecto a un eje que pasa por su centro
axial, perpendicular a su seccién transversal, estd dado por

hjw? + h3w;
R R B Rt 4.10
Entonces, para el cuerpo 1, hy = wy; = L, por lo que su momento polar de inercia es

1
I = 6L4, (4.11)

mientras que para el cuerpo 2, wes = L y hy = h, con lo cual

RLE 4+ RPL

I
2 12

(4.12)

Al transladar el cuerpo 2 hacia la parte més baja del cuerpo 1 una distancia dy =

L/2 — h/2, el teorema de ejes paralelos nos dice que

1 h h3 h?
Ly = ~L* (22 42 3t 41
2T = ¢ ( 71253 3L2)’ (4.13)

donde I>7 es el momento polar de inercia del cuerpo 2 transladado hasta la parte mas

baja del cuerpo 1.

La matriz de dispersion de una muesca S,

Ya que contamos con las condiciones a la frontera entre dos cuerpos elasticos rec-
tangulares de longitud infinita, y seccién tranversal distinta, calculemos la matriz de
dispersién de una barra elastica de seccién transversal uniforme a la que le hacemos

una muesca de longitud d, como se muestra en la figura 4.1.
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La matriz de dispersion que estamos buscando tiene la estructura

a e hd ru ty beikrd
b/ eile tM TEW a/ e—ile

beikld/
_ 5, ( e ) , (4.14)
a 1

e

siendo a (a') y b (V') las amplitudes de las ondas que entran y salen de la muesca desde
la izquierda (derecha). El borde derecho de la muesca estd medido desde el origen a una
distancia D, mientras que el izquierdo estd a una distancia d’ = D — d; k; es el ntimero

de onda de la barra, que es inversamente proporcional a la velocidad fase ¢;.

Para obtener esta matriz es necesario obtener las matrices de dispersién en cada
uno de los bordes de la muesca, a saber
a e_ikld/ b eik‘ld/
= S
H U H U
bM elkzd CLM e—lkgd

—iko D iko D

ay e bare

( b ik1D ) =5z ( o o—ikD ) , (4.15)
donde S;; (ij = 12 y 21) tiene la estructura

_—
S, = <Tﬂ i ) (4.16)
/

Estas matrices se calculan a partir de las amplitudes de onda elasticas

¢]($ < d/) — ae_iklx _I_ beiklx’
bold <2< D) = et b o

Y (x> D) = a e 1T 4 oifre

Las condiciones de frontera (4.5) y (4.8) nos conducen al siguiente sistema de ecuaciones:

we=d) = =a), 2E=D_ 0 =) (4.17)
Ynle=D) =t(w=D), T =DL_QnEZD) g

Al resolver estas ecuaciones encontramos que las matrices de dispersion Sio y Sa; son

k1—nko 2nko nka—k1 2k1
k1+nk2 k1+nk2 k1+nk2 k1+nk2
Sy = y So= ) (4-19)
2k1 nka—k1 2nko k1—nk2
k1+nke k1+nke k1+nke k1+nke
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Figura 4.2: Vista bidimensional de una cadena de N celdas unitarias elasticas de longitud D. Se
escriben de forma explicita las amplitudes de las ondas que se desplazan hacia la izquierda y hacia la

derecha en cada una de las celdas.

de las cuales, siguiendo la regla de combinaciéon para matrices S obtenemos que la

matriz Sy, de la muesca es

. !
— #io721t1 thpe” *2(D= DIt
12 072ik2(D7d’)_7J127.21 072ik2(D7d’)_7J127121
Sy = , (4.20)
N /!
tQ?C*IkQ(DI*d )t12 /r/ —I— ' t217”/12lt,21
e 2k (D=d) Zyr_poy 21 e 2k (D=d) _yr poy

cuyos elementos, después de hacer un poco de algebra, se reducen a que

2isen (kod)
JR— / JR—
v = T]V[ - ay eikgd _ 0[1741 e—ikzd (421)
Y -1
R " —" (4.22)

o eikgd _ a]T/Il e—ik‘zd
donde ay; = (k1 — nko)/(k1 + nko) para el caso de varillas de seccién transversal rec-
tangular.? Es muy fdcil verificar que |ry|* + [¢a]* = 1, lo cual implica conservacién de

flujo.

Varilla elastica rectangular con N muescas

El dispositivo experimental del sistema elastico que proponemos estudiar se compone

de una barra de seccién transversal cuadrada a la que se le maquinaran muescas de igual

2En el caso de una varilla circular de radio R, a la cual que se le hace una muesca de radio r,
ay = (n* —1)/(nt +1), donde 7. = r/R. Cabe hacer notar que la diferencia en la 7 entre las varillas
cuadrada y circular es de origen mas profundo, ya que una depende de la razén entre los radios mayor

y menor y la otra en una expresién infinita cuyos elementos son proporcionales a su ancho y alto.
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Figura 4.3: Diagrama de bifurcacién para una cadena de muescas en una barra eldstica de seccién
transversal cuadrada hecha de aluminio. Graficamos sélo las tdltimas quince iteraciones de N = 100

para la fase como una funcién de la frecuencia f en Hertz, empezando con la condicién inicial 0y = 27.

Simbolo Nombre de la constante Valor numérico (aluminio)
D Longitud de la celda unitaria 1in
d Longitud de la muesca 5/8 in
Wy = wy =L Ancho de la barra 1in
h, =L Alto de la barra 1in
ho =h Altura de la muesca 3/8 in
G/p G el médulo de corte y 9 639 162.09 m?/s?

p su densidad

N Numero de celdas unitarias 100

Tabla 4.1: Tabla de constantes utilizadas para la barra de aluminio.

grosor y profundidad en forma peridédica. Cada una de las celdas unitarias que forman
al sistema se compone de dos regiones, la de la muesca de longitud d més una region
libre de longitud D — d. La barra esta limitada en uno de sus extremos por la frontera
fisica dado que su tamano es finito; mientras que del otro lado el sistema permanece
abierto como se muestra en la figura 4.2.

Siguiendo las ideas mostradas en los capitulos 1 y 2, la relacion de recurrencia de
la matriz de dispersién para un sistema que se compone de N muescas, en términos de

uno de N — 1 esta dada por

1
) — SN—17“M

SN =Ty + tM SN—ltMa (423)

o—2ik1(D—d
misma que lleva a la siguiente relacién de recurrencia, o mapa, para la fase 6y, aunque
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Figura 4.4: Dindmica del mapa (4.24) para una barra eldstica de aluminio. Los pardmetros de la
barra se muestran en la tabla 4.1; se muestran los casos para las frecuencias f, en Hz, de (a) 15000.0,
(b) 20272.824461676, (c) 25180.0, y (d) 39735.6491631850. Cada panel muestra las trayectorias para

las condiciones iniciales 6y =2 y 5.

muy extensa, dada por [ver la ecuacién (2.14)]

Oy = —On- (4.24)
A+ (a—a By, coskod — (a+ a ') B! sen kod
24! + (o —a~1)B! coskad + (o + o~ 1) By, sen kod’

+ 2arctan

donde
A = coslka(D — d)]sen kod,
Al = senlky(D — d)] sin kod, (4.25)
B, = cos[ks(D —d)]|senfy_; + senlka(D — d)] cosOn_1,
B! = cos[ky(D — d)] cosOn_1 — sen[ky(D — d)] sen Oy _.

Para el caso particular de una varilla hecha de aluminio (en la tabla 4.1 se encuentran
las cantidades utilizadas [53]), podemos graficar la fase 6 contra la frecuencia, que es el
parametro que se puede variar experimentalmente. Encontramos de igual manera al caso
cuantico una serie de ventanas débilmente cadticas entre ventanas de periodo 1 como
puede verse en la figura 4.3 (en esta figura sélo se muestra la solucién estable). De modo
contrario al cudntico, en el caso elastico la primer ventana es débilmente cadtica en vez
de ser de periodo 1. En la figura 4.3 podemos observar el mapa de bifuraciéon para una
barra elastica hecha de aluminio (1/G/p = 3104.7 m/s), de seccién transversal cuadrada
(hy = wy = 2.54 cm). La cadena consistird de cien muescas (N = 100), de manera que
la celda unitaria medird una pulgada (D = 1 in), la longitud de cada muesca serd d =

1.58 c¢m, la altura de las muescas es de hy = 0.95 cm, mientras que su ancho permanece
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Figura 4.5: Comparacién entre (a) la fase 6 y (b) el exponente de Lyapunov A; como funcién de
la frecuencia f. Podemos observar que los dos casos son completamente equivalentes al variar f. La
primera banda conductora corresponde a que el exponente de Lyapunov oscile alrededor de 0 ya que el
nimero de celdas unitarias es muy pequeno. Al igual que en el caso cuantico, estas oscilaciones tienden

a cero conforme el nimero de celdas tienda a infinito.

constante (wy = wy = 2.54 cm). Cuando variamos los pardmetros de la barra, o los de las
muescas, las ventanas de periodo 1 o las débilmente cadticas cambian su ancho. Esto es
andlogo al caso cuantico mostrado en la figura 2.2. Al variar estos parametros en forma
adecuada podemos predecir en dénde podremos encontrar las bandas, o los bordes de las
bandas que nos interese estudiar, de acuerdo a las limitaciones técnicas o del equipo de
laboratorio que tengamos a nuestra disposicién. En el caso cuantico mientras mayor es
el niimero de onda, menor era el efecto de los potenciales. Por lo tanto, para k muy altas,
el ancho de la ventana débilmente cadtica se vuelve muy grande. En el caso eldstico,
mientras va aumentando la frecuencia, las ventanas débilmente cadticas se vuelven mas
angostas, es decir, encontraremos resonancias aisladas.

La dindmica del mapa (4.24) se observa en la figura 4.4. Como se esperaba, ober-
vamos una correspondencia directa con la fase mostrada en la figura 4.3. Para una
frecuencia dentro de una ventana débilmente cadtica, la fase nunca se estaciona [fi-
gura 4.4 (a)], mientras que para otra frecuencia dentro de la ventana de periodo 1
[figura 4.4 (b)] la fase alcanza una solucién de punto fijo para casi cualquier condicién
inicial que se elija. En los paneles (b) y (d) se observan trayectorias intermitentes para
las bifurcaciones tangentes.

Como se vio en el capitulo 2, podemos obtener informacién de la funcién de onda,
como funcién del nimero de celdas, al analizar el exponente de Lyapunov. Si aplica-
mos el resultado mostrado en la ecuacién (2.32) para el caso eldstico, observamos una
concordancia perfecta en la figura 4.5. En el panel (b) de la figura 4.5 se muestra el

resultado de la iteracion para N = 100 muescas y los parametros de la tabla 4.1, para
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Figura 4.6: Sensibilidad a las condiciones iniciales de una barra eléstica de aluminio. Los pardmetros
de la barra son los mostrados en la tabla 4.1. Se muestran los casos para las frecuencias f, en hertz,
de (a) 15000.0, (b) 20272.824461676, (c) 25180.0, y (d) 39735.6491631850.

una condicién inicial §y = 7. Para las ventanas de periodo 1, A;(N) es negativo; mien-
tras que en las ventanas débilmente cadticas A; (V) oscila alrededor del 0. Al igual que
en el caso cudntico, estas oscilaciones tienen a 0 para N — oo.

Para conocer el comportamiento de la funciéon de onda como funciéon de N debemos
elegir algunas frecuencias de interés. Estas son: dentro de la ventana débilmente cadtica,
en la ventana de periodo 1 y en los bordes de las dos primeras bandas permitidas. En
todos los paneles de la figura 4.6 graficamos la solucién de la iteracion en linea conti-
nua que corresponde a la ecuacién (1.17), mientras que la linea punteada muestra el
resultado del modelo tedrico que proponemos. Los paneles (a) y (¢) corresponden a las
frecuencias f = 15000 y f = 25180.0 Hz, respectivamente. Nuestro modelo expresado
en la ecuacién (2.33) corresponde a estos paneles, mostrando un decaimiento exponen-
cial en la regién prohibida, y que se mantiene constante en la regiéon permitida. Los
paneles (b) y (d) coresponden a los bordes derecho de la primera ventana y al borde
izquierdo de la segunda ventana, cuyas frecuencias son fs = 20272.824461676 Hz y
fe, = 39735.6491631850 Hz, respectivamente. Estos dos resultados muestran un decai-
miento en ley de potencias igual al propuesto en las ecuaciones (2.40) y (2.39), respecti-
vamente. Es para este par de frecuencias que nos interesa demostrar experimentalmente
dicha ley de potencias.

Dadas las limitaciones técnicas de los aparatos de medicion, es importante hacer
notar que dichas fecuencias no se pueden elegir dada la resolucion del aparato de me-

dicion. Si contasemos con un aparato para elegir la frecuencia cuya resolucion maxima
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Figura 4.7: Sensibilidad a las condiciones iniciales como funcién de N. Se muestra una familia de
curvas que podrian medirse experimentalmente con una resolucién de 0.1 Hz. La linea negra corres-
ponde al valor del decaimiento en ley de potencias. Las lineas roja y verde corresponden a valores que
estan dentro de la ventana débilmente cadtica y que empiezan a oscilar conforme N aumenta. Las
lineas azul y violeta corresponden a frecuencias dentro de la ventana de periodo 1 y que decaen en

forma exponencial.

fuese de 0.1 Hz deberfamos poder al menos, reproducir las curvas mostradas en la figura
4.7. La linea negra corresponde a la frecuencia de la ley de potencias, mientras que las
demés curvas corresponden a frecuencias dentro de las ventanas de periodo 1 (azul y
violeta) o dentro de la ventana débilmente caética. Algo andlogo sucede para el borde
izquierdo de la segunda ventana permitida. Las limitaciones fisicas s6lo nos permiten
trabajar con 100 muescas, es decir, con una barra de 2.54 m, mientras que la barra que
podemos conseguir es de 3.60 m. Para simular un sistema de longitud infinita debemos
utilizar técnicas que nos permitan realizar esto [54]. La idea en este punto es realizar
siempre las mediciones en la region N = 0 para cumplir con lo expresado en la ecuacion
(1.20).

El comportamiento de la funcion de onda como funcion del espacio es andlogo al
que presenta como funcién del tamano del sistema. Es decir, para frecuencias dentro de
la ventana de periodo 1, la funcién de onda decae exponencialmente con el niimero de
muescas y con la distancia desde la orilla, mientras que para frecuencias dentro de la
ventana débilmente cadtica, estd oscila; para frecuencias en el borde de la banda debe
de decaer en forma de ley de potencias. Esto se muestra en la figura 4.8.

Uno de los resultados que vale la pena estudiar experimentalmente es el del camino
libre medio. Para los parametros que hemos utilizado, y para las frecuencias que uti-
lizamos para mostrar el decaimiento en ley de potencias, encontramos que el camino
libre medio, dado por la ecuacién (3.8), es £ ~ 1.2D para fo = 20272.824461... Hz
y { ~ 6.6D para f., = 39735.64916 ... Hz. El primer valor concuerda con los resulta-
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Figura 4.8: Comportamiento de la funcién de onda con el espacio . Se muestran los casos para las
frecuencias f, en hertz, de (a) 15000.0, (b) 20272.824461676, (c) 25180.0, y (d) 39735.6491631850.

dos que reportamos en el capitulo anterior y a los reportados en [48], mientras que el
segundo se aleja un poco de los resultados reportados.

Para la excitacion y deteccion de las ondas torsionales proponemos utlizar trans-
ductores electromagético-acusticos (EMAT’s por sus siglas en inglés) [55, 56]. Estos
presentan algunas ventajas como son: no es necesario el contacto fisico para excitar o
detectar las ondas, distintas configuraciones permiten la excitacién y la deteccién de
ondas torsionales, compresionales o flexionales, son selectivos en cuanto a las frecuencias
en que trabajan, son de facil adquisicién y bajo costo, etc. Una de las pocas desven-
tajas es que el detector puede medir la senal excitadora si se encuentra muy cerca del
excitador. En este sentido, el mejor candidato para medir el camino libre medio es para

la frecuencia f.,, ya que la distancia entre el detector y el emisor es de al menos seis

celdas unitarias.

20



Conclusiones

And if the cloud bursts, thunder in your ear

You shout and no one seems to hear.

And if the band you're in starts playing different tunes
T’ll see you on the dark side of the moon.

Pink Floyd (Brain Damage)

Consideramos una estructura localmente periédica en una dimensién, que consiste
en una cadena de potenciales de forma arbitraria; estudiamos la evolucién de la funcion
de onda de la cadena cuando el tamano del sistema se incrementa, con el fin de investigar
la naturaleza de los diferentes estados del sistema. Este procedimiento de escalamiento
nos ayudé a observar el comportamiento de la funcién de onda en el espacio cuando el
tamano del sistema permanece fijo.

Puesto que el sistema no es totalmente periédico, no hicimos uso de la teoria tra-
dicional de bandas sino que tomamos ventaja del formalismo dispersivo. Por un lado,
con la matriz de transferencia es facil encontrar las bandas prohibidas y permitidas de
una manera sencilla a través de su diagonalizacién, como se hace en tradicionalmente
en la literatura. En la banda permitida los valores propios son simplemente niimeros
complejos de modulo 1, mientras que en la banda prohibida son ntimeros reales que dan
lugar a una funcién de onda con dos componentes, una creciente y otra decreciente con
el tamano del sistema, que en el limite cristalino da lugar a las bandas. En este trabajo
mostramos que estos valores propios estan relacionados con el exponente de Lyapunov
y la funcién de onda correspondiente con la sensibilidad a las condiciones iniciales en
la fase de la onda saliente. Por ser un enfoque nuevo, esperamos su pronta publicacién
en alguna revista de prestigio en el ambito de la docencia.

Por otro lado, el formalismo de la matriz de dispersiéon nos permitié reducir el pro-
blema a uno de dindmica de mapas no lineales al escribir la matriz de dispersién del

sistema en una relacién de recursion en términos del nimero de dispersores. A través
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de este método toda la informacién sobre el comportamiento del sistema se obtuvo a
partir de la dinamica de este mapa. De esta manera, encontramos una equivalencia
entre las regiones periddicas y las débilmente cadticas del mapa con las bandas prohi-
bidas y permitidas, respectivamente, de la cadena totalmente periddica. Al analizar la
sensibilidad a las condiciones iniciales de la fase de la matriz de dispersion, en la ban-
da prohibida encontramos dos soluciones de punto fijo, una estable (atractor) y una
inestable (repulsor). En la region débilmente cadtica el exponente de Lyapunov es igual
a cero en el limite cristalino haciendo notoria la banda permitida, donde la funcién
de onda oscila con el tamano del sistema. En las bandas prohibidas el exponente de
Lyapunov toma dos posibles valores: uno negativo (solucién estable) y uno positivo (so-
lucién inestable). La solucién inestable, es observable sélo cuando la condicién inicial
toma un valor especifico (repulsor), mientras que para cualquier otro valor, después de
algunas iteraciones, la fase converge al atractor. En estas regiones la sensibilidad decae
exponecialmente con el nimero de dispersores, mientras que en la transicion entre las
regiones periddicas y débilmente cadticas, pero desde el lado cadtico, la sensibilidad se

escala como una ley de potencias.

El comportamiento de la funcién de onda es equivalente al observado en la conduc-
tancia de un arbol de Cayley doble, donde ésta oscila en regiones de caos débil y es
nula en las demas. En una ventana de periodo 1, lejos de la transicién a la ventana
cadtica la funcion de onda decae exponencialmente con una escala de longitud tipica,
que es menor que la constante de la red; muy cerca de la transicion desde la ventana
de periodo uno, es mayor que la constante de la red. El comportamiento de este esca-
lamiento nos lleva a interpretar esta escala tipica como una longitud de localizacion.
Hemos corroborado esta interpretacién para la localizacién exponencial de la funcion
de onda cerca de la frontera del sistema finito, que puede verse como un defecto. En la
region cadtica la funcion de onda no decae y una longitud de localizacién no puede ser
definida. En la transicién, desde el lado cadtico, la funciéon de onda también se localiza
pero con una forma g-exponencial, con una longitud de localizacion que es la mitad del

camino libre medio.

Aplicamos los resultados generados en la cadena de dispersores cuanticos en una
varilla elastica con muescas. Encontramos que este sistema es ideal para comprobar
nuestros resultados de forma experimental, en especial los resultados concernientes al
decaimiento en ley de potencias y del camino libre medio. Con una resolucion de 0.1 Hz

es sensato pensar que es posible demostrar este decaimiento experimentalmente. Como
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trabajo a futuro se realizara el desarrollo experimental y las mediciones necesarias para
demostrar los resultados de nuestro modelo tedrico.

Como perspectiva general sobre este modelo que hemos desarrollado, podemos decir
que es posible extenderlo a sistemas que presentan impurezas (desorden). El desorden
puede ser en la posicién de las barreras, en el potencial que las conforma, o ambos.
Adicionalmente podemos extender este estudio hacia sistemas ondulatorios cldsicos que
presentan pérdidas o ganancias. Adicionalmente, es imperativo estudiar la densidad de
estados en el sistema cuantico mientras vamos aumentando dispersores a la cadena de
potenciales. No queda queda claro si los resultados aqui obtenidos valen aun el caso de

la dispersién en dos dimensiones como, por ejemplo, en estructuras tipo grafeno.
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Apéndice A

Un par de potenciales

analiticamente solubles

Resumen

En este Apéndice resolvemos dos potenciales cudnticos unidimensionales cuya soluciones
son analiticas. Esto es con en fin de que esta Tesis sea autocontenida y que sirva como
referencia para estudios posteriores, asi como a algunos estudiantes. Iniciamos brevemente
con la ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo para despues resolver el Potencial
escalén y el potencial Delta de Dirac. En ambos casos el valor de la energia esta por debajo

de la altura del potencial en cuestion.
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En una dimension la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo es

L @)+ V() = Bo) (A1)

2m da?

donde m es la masa de la particula, A la constante de Planck reducida (o constante de
Dirac); V' (z) es el potencial en la posicién z, E la energia de las particulas y ¢ (z) es la
funcién de onda, solucién de la ecuacién (A.1) en el punto x.

En las siguientes secciones presentamos la solucién de la ecuacion (A.1) para dos
tipos de potenciales: el potencial escaléon y un potencial dador por la funciéon delta.
Para el primer caso nos concentraremos en energias menores que la altura del potencial
escalén. Aunque la solucién para ambos potenciales se puede encontrar en muchos libros
de mecénica cuantica, aqui presentamos la derivacion de las matrices de dispersién para
ambos casos y la matriz de tranferencia en el tltimo, con el propésito de hacer la Tesis

autocontenida.

Potencial escalon

El sistema se muestra en la figura A.1 y se conforma por un escalén de potencial
con altura V (regién 1) y cuyo rango va desde cero y se extiende hasta menos infinito.
Supondremos que la particula incide con energia E desde la derecha donde el potencial

es nulo (regién 2). La funcién potencial es entonces

Ve <0
Vie)=q 0T (A.2)
0 para >0

Para la regién 1 del espacio la ecuacién (A.1) toma la siguiente forma

& (@) — () =0 (A3)

donde

2m
q= ﬁ(vo - E). (A.4)
cuya solucién es una combinacién lineal de exponenciales reales crecientes y decrecientes

con x; es decir, la solucién es de la forma
lpl(ﬁl}) = aq e I + bl e”, (A5)

Al evaluar esta soluciéon en menos infinito encontramos que una de las exponenciales

diverge, por lo que no es una solucién fisicamente aceptable; por tanto, debemos hacer
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V()

X

Figura A.1: Potencial con un escalén en el origen. Vj es la altura del escalén en unidades de energia

y E representa la energia de la particula cuando llega al escalén desde la derecha.

cero la amplitud que le precede, es decir, a; = 0. Tomando esto en cuenta, la soluciéon
queda
1 (z) = by e®. (A.6)
En la regién 2 el potencial es nulo de manera que la solucion a la ecuacion de
Schrodinger es una superposicién de ondas planas que viajan hacia la derecha y hacia
la izquierda. La solucién es equivalente a la de la ecuacién (A.5) con ¢ reemplazado por
1k; esto es

() = ag e 4 by e, (A7)

donde a (b) es la amplitud de la onda que se propaga hacia la izquierda (derecha) y k

k= \/? . (A.8)

Justo en la frontera entre las regiones 1 y 2 (x = 0) las funciones de onda () y

es el nimero de onda dado por

o(x), v sus derivadas, deben de ser iguales. Con esto obtenemos el par de ecuaciones

siguientes

a2+b2 = bl,
—1ka2+1kb2 = le,

que al multiplicar la primera de ellas por —¢ y sumarla con la segunda obtenemos
—(q +ik)as — (¢ — ik)by = 0,
de la que obtenemos directamente

bg = Sesc as, (Ag)
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0 X
Figura A.2: El potencial delta divide el espacio en dos regiones.

donde S, es la matriz de dispersion asociada a la dispersién debido al potencial escalén;

esta dada por

q+ik
Sesc = — —. A.10
ik (A.10)
Como podemos ver STS = 1, por lo que podemos escribir
- q+ik
Sesc = elfese = — . A1l
e = (A.11)

Potencial delta

El potencial delta es otro de los pocos sistemas que podemos trabajar analiticamen-
te. Este potencial es bastante peculiar dada su conformacién ya que tiene ancho cero
y altura infinita. Esto ha traido muchas discuciones sobre su interpretacién desde los
inicios de la mecanica cuantica, aunque ha sido de mucha ayuda para entender, y mode-
lar, sistemas mas complejos. Nosotros lo entenderemos como una membrana que separa
dos semiespacios cuya intensidad, sintonizable, permitira, o no, el flujo de particulas a
través de ella. Con esto en mente, mateméaticamente el potencial delta en el origen de

coordenadas se escribe como una funcion delta de Dirac,
V(z) =vo(z), (A.12)

siendo v la intensidad del potencial que tiene unidades de energia por longitud. Una
ilustracion del potencial se muestra en la figura (A.2).
Para este potencial la ecuacién (A.1) la podemos escribir como
a2
da?

(z) + k*(x) = ud(z) (), (A.13)
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donde k es la misma que en la ecuacién (A.8) mientras que

2
u= h—ﬂ;v. (A.14)

Si integramos la ecuacién (A.13) en una vecidad del origen, entre —e y €, con 0 <

€ < 1, tenemos que

[ si [ v@ar=u [ swv@ i,

€

de donde al realizar las integrales tenemos que

dip(z)
dz

€

+2¢ k*p(0) = u(0),

—€

donde para obtener el segundo término del lado izquierdo usamos la forma integral
del teorema del valor medio y del lado derecho usamos una de las propiedades de la
funcién delta de Dirac. Si denotamos por ¥y (z) y 12(z) la solucién para ambos lados

del potencial, en el limite ¢ — 0 la ecuacion anterior se reduce a

din(n)]  dia(o)
dx dz

= u1(0) = ut(0), (A.15)

=0

=0

donde usamos el hecho de que la funciéon debe ser finita y continua en el origen. Es
decir, mientras la funcién de onda es continua en la posicion de la delta, su derivada
presenta una discontinuidad dada por la intensidad del potencial delta veces la funcion

de onda evaluada en el punto de discontinuidad.

Matriz del dispersion del potencial delta

Al resolver la ecuacion de Schrodinger lejos de la influencia del potencial, encontra-
mos que la funcién de onda, tanto a la izquierda como a la derecha del potencial delta,
se compone de una superposicion de ondas planas que se propagan hacia la izquierda

y hacia la derecha de ella; esto es

¢1 ([L’) = eik:c + bl e—ik:c’

¢2(x) — b2 eikx _l_a2 e—ikm’

donde los subfijos 1 y 2 son los mismos que hemos usado para denotar las soluciones a

la izquierda y derecha del origen.
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Ahora que tenemos las condiciones impuestas para la continuidad de la funcién de

onda y la discontinuidad en su derivada, obtenemos el siguiente conjunto de ecuaciones

al—l—bl = bg—l-ag,
ikbg—ikag—ika1+ikbl = u(b2+a2).

La solucién de estas ecuaciones para by y by en términos de a; y as se pueden escribir

bl - aq
()5 (") "

S5 = ( o ) (A.17)
t5 7’5

es la matriz de dispersion asociada al potencial delta, con

w2k g1
P T ik Y T T T w2k

en forma matricial como

donde

(A.18)

que son las amplitudes de reflexion y de transmision, respectivamente.
Es facil darse cuenta de que S5 satisface la condicion de unitaridad como resultado

de la conservacién del flujo de probabilidad,
SISs = I, (A.19)

donde I, representa la matriz unidad de 2 x 2.

Matriz de transferencia para el potencial delta

La matriz de transferencia nos permite obtener las amplitudes de las ondas del

lado derecho del potencial con respecto a las del lado izquierdo. Es decir, su definicion

bg o aq
(), "

donde Mj tiene la estructura de la ecuacion (1.6),

M; = ( as fs ) (A.21)

Vs Os

establece que

Partiendo de la definicién (A.16) para la matriz Ss con la estructura (A.17), as v s

se obtienen de elegir b; = 0 para obtener by v as en términos de a;. En forma similar,
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eligiendo a; = 0 tenemos by y as en términos de b; dando como resultado g y ¢. El

resultado para los elementos de Mjs es

1 ’l“:; rs 1
_ _ s -9 55 = —. A.22
as 7 Bs 7 Vs o y 0s 7 (A.22)
Explicitamente, para el potencial delta tenemos
u u u u
as=ltogp G=gp W= V0 oik (A.23)

La conservacion del flujo de probabilidad impone la restriccién de que el determi-
nante de toda matriz de transferencia debe valer la unidad. Por calculo directo podemos
verificar que

det M5 =1. (A24)
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Apéndice B

La estructura cristalina en una

dimension

Resumen

El objetivo de este Apéndice es presentar la estructura de bandas a través de un proceso
iterativo por medio de la matriz de transferencia. Es decir, considerar primero una cadena
con un numero finito de potenciales y después tomar el limite cuando este niimero tiende al

infinito. Seguiremos muy de cerca el tratamiento prensentado en las referencias [39,40].
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Proceso iterativo por medio de la matriz de trans-

ferencia

Si las amplitudes de la funciéon de onda en cada region de potencial nulo se definen
de acuerdo a la ecuacién (1.1), la matriz de tranferencia M, asociada al potencial V},

relaciona las amplitudes de las ondas en la region 1 con las de la region 0, de la siguiente

bl eik(a+b/2) bO eik(a—b/2)
, = M, . ; (B.1)
a e—lk(a+b/2) ao e—lk(a—b/2)

manera:

que también se puede escribir como

by eik(a+b/2) bO eikb/2
| - M |, (B.2)
a e—lk(a+b/2) ao e~ ikb
donde
eik(a—b) 0
M = M, [ 0 ke | (B.3)

Esta matriz M puede interpretarse como la matriz de transferencia de una celda unitaria
y constituida del producto de dos matrices de transferecia. Basandonos en la figura B.1
la primera de ellas es la matriz diagonal que aparece en (B.3) y que nos relaciona las
amplitudes de las ondas en el punto x = b/2 con las amplitudes en =z = a — b/2; la
segunda matriz, M,, relaciona las amplitudes en x = a — b/2 con aquellas en x =
a + b/2. Esta forma de combinar matrices de transferencia se conoce como propiedad
de multiplicatividad serial [38] y sigue el orden de derecha a izquierda mientras que los
potenciales aparece de izquierda a derecha.

Para una cadena de N potenciales, como se muestra en la figura B.1, la regla de
multiplicidad serial de M nos permite obtener las amplitudes de las ondas en la regién

justo después de las N celdas unitarias. De acuerdo con la ecuacién (1.11)

b ik(Na+b/2) b ikb/2
Ne — My | Y, (B.4)
ay e—lk(Na+b/2) ao e ikb
donde
My = MY, (B.5)
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V(X)
o My
iz — B M
AL A A
0 a 2a (N-1)a Na X

Figura B.1: Cadena de dispersores idénticos, cada uno representado por el potencial Vi (x). M es la
matriz de transferencia de una celda unitaria mientras que My representa la matriz de transferencia

de N celdas.
Valores propios de la matriz de transferencia

Dado que My conecta las regiones a la izquierda y derecha de la cadena de N
celdas unitarias, en el limite cuando N — oo las dos regiones quedaran conectadas
dependiendo de las propiedades de M. Por tanto, resulta conveniente diagonalizar esta

ultima. La ecuacion caracteristica es

det(M — uly) =0, (B.6)
donde p es el valor propio de M. Esta ecuacion se puede escribir como

p?—ptr M +1=0, (B.7)

donde hemos tomado en cuenta la propiedad (A.24), cuya solucién es

1 1 ?
py = EtrM + \/<§tr M) —1. (B.8)

El tipo de soluciones depende del argumento de la raiz cuadrada que aparece del

lado derecho de la ecuacién anterior. Por un lado, si
1
3 [tr M (k)| > 1, (B.9)

donde hemos puesto explicitamente la dependencia en la energia a través de k, las dos
soluciones son reales y una de ellas es el reciproco de la otra. Estas soluciones se pueden

escribir como
e = sgn (tr M) /2, (B.10)
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donde sgn(x) denota el signo de x y A; es un nimero real definido por la relacién
1
§trM = sgn (tr M) cosh (A\/2), (B.11)

que puede ser positivo o negativo.

En la base en que M es diagonal, también lo sera My con valores propios dados por
pY. Entonces, la funcién de onda en la regién de la derecha consiste de una superposicién
de ondas que viajan hacia la izquierda y derecha, cuyas amplitudes crecen si A\; > 0, o
decrecen si \; < 0, conforme N aumenta. En el limite N — oo la solucién con A\; < 0 no
contribuye pero la de A; > 0 diverge, lo cual no es fisicamente aceptable. Esta solucion
es la que da lugar a las bandas prohibidas de energia a través de la condicién (B.9).

Por otro lado, las bandas permitidas se obtienen cuando

1

5 [tr M (k)| <1, (B.12)
en cuyo caso los valores propios p+ se pueden escribir como numeros complejos de
modulo 1:

pe = e7?, (B.13)

donde 0 < ¢ < 7 y satisface que

1

itrM = oS ¢. (B.14)

En este caso, la funcion de onda nunca diverge ni evanesce, su amplitud es constante

en el limite N — oo.
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