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Resumen

En este trabajo estudiamos el problema de N vortices puntuales, estable-
ciendo las ecuaciones de movimiento y su estructura Hamiltoniana. Nos con-
centramos luego en el problema de tres vértices puntuales y discutimos su
reduccion simpléctica. Hay una estructura geométrica y estructura de Pois-
son asociadas con esta reduccion. El principal objetivo de este trabajo es
clarificar dichas estructuras.
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Capitulo 1

Introduccion

En nuestra vida diaria percibimos, consciente 6 inconscientemente, mu-
chos fenémenos descritos por la Fisica. Uno de ellos es el movimiento, el
cual es algo natural para nosotros: se manifiesta simplemente en nuestro des-
plazamiento de un punto a otro en un tiempo determinado. El movimiento,
definido por la Fisica, considera por ejemplo la evolucion de una particula o
de un sistema de particulas en el tiempo. En este sentido, la Mecénica Clésica
se enmarca en una teoria mas general denominada Sistemas Dinamicos.

Movimiento, fluidos y vortices

Una forma en que experimentamos movimiento en la vida cotidiana es
cuando observamos ¢ interactuamos con fluidos (gases y liquidos): vemos co-
rrer el agua de un rio, vertimos una cucharada de miel sobre nuestro pan en
el desayuno, sentimos nuestra respiracion y el pulso de la sangre en nuestras
venas, transpiramos gotas de sudor después de una actividad extenuante, y
saciamos nuestra sed con agua 6 cerveza. Los fluidos manifiestan una varie-
dad de fenémenos interesantes, como la tensién superficial que permite a los
mosquitos caminar sobre el agua, la transmision del sonido y ondas de cho-
que, 6 la formacion de remolinos, como en los tornados y huracanes. Quiza el
ejemplo méas dramatico de éstos ultimos es la gran mancha roja de Jupiter,
un huracan que ha permanecido activo por mas de cuatrocientos anos.

Podemos nosotros mismo generar remolinos, un fenémeno muy llamativo
a la vista, cuando por ejemplo agitamos nuestra taza de café para mezclar el
liquido, 6 al drenar una tina llena de agua. Estos remolinos se conocen como



Figura 1.1: Secuencia mostrando un delfin jugando con un anillo de vortici-
dad. Tomado de [25].

vértices. Algunos fumadores se entretienen haciendo aros de humo circulares;
éstos son anillos de vorticidad. Un ejemplo mas atractivo atn son los anillos
de vorticidad con los que juegan los delfines, como el que se muestra en la
figura [I.1]

Matematicamente, la vorticidad es el rotacional del campo de velocidad
de un fluido. Para darnos una idea intuitiva de su significado, imaginemos
una curva cerrada acotando una pequena region donde la vorticidad es casi
constante. Como la circulacion de la velocidad a lo largo de la curva es pro-
porcional a la magnitud de la vorticidad (teorema de Stokes), podemos intuir
a la vorticidad como una medida del giro que experimentaria un pequeno ob-



jeto arrojado sobre dicha regioncita. Cuando la vorticidad estd concentrada
en una region tubular delgada, se tiene un filamento de vorticidad. Si el fi-
lamento forma una curva cerrada simple, tenemos un anillo de vorticidad,
como los que la figura [1.1] ilustra.

Podemos simplificar la descripcién matematica de un fluido ignorando
su viscosidad. Esto nos lleva al concepto de fluidos ideales, los cuales estan
gobernados por las ecuaciones de Euler. En , ecuacion , damos las
ecuaciones de Euler para fluidos incompresibles. Al restringir nuestro estudio
a fluidos ideales perdemos, desde luego, la capacidad de describir algunos
fenémenos interesantes, pero aun asi somos capaces de entender otros mas
como la dindamica de vorticidad. De hecho, las ecuaciones de Euler ({3.14))
se pueden escribir en términos del campo de vorticidad, como lo muestra la
ecuacion .

Se sabe que un anillo de vorticidad se autoinduce una velocidad que es
proporcional a su curvatura (cf. [30] §8.1]). En contraste, los filamentos rectos
no se autoinducen velocidad. De esta manera, mientras que un anillo aislado
tiene movimiento, un solo filamento rectilineo permaneceria en reposo. Esta
es la principal diferencia entre los anillos y los filamentos rectos de vorticidad.

En este trabajo, consideraremos vortices puntuales, los cuales se inter-
pretan como sigue. En un sistema de filamentos de vorticidad rectilineos y
paralelos, imaginamos que hacemos un corte con un plano ortogonal a los
filamentos. Cada filamento de vorticidad queda caracterizado por la proyec-
cién de su eje central sobre este plano y la intensidad de su vorticidad. Un
vortice puntual queda asi representado por un par de datos: su posicién en
el plano bajo esta proyeccion y la medida de su vorticidad. De esta mane-
ra, el sistema de filamentos de vorticidad queda descrito por un conjunto de
vortices puntuales sobre el plano. El modelo de interacciéon de estos vortices
es descrito por las ecuaciones (3.24]).

Estas ecuaciones son Hamiltonianas; a grandes rasgos, esto quiere decir
que las ecuaciones tienen la estructura de las ecuaciones de movimiento de
la mecanica clasica cuando se sigue el formalismo introducido por Hamilton
en 1833. (Una diferencia importante es que, en contraste con los sistemas de
particulas de mecanica clésica, en el problema de N vortices el espacio fase
coincide con el espacio de configuracion.)



Figura 1.2: “El Hombre de Vitruvio”, una obra de Leonardo Da Vinci,
ilustra el concepto de simetria de reflexién y un primer ejemplo de la nocion
de grupo. Tomado de [{1].

Simetria

Al observar a nuestro alrededor, apreciamos cémo la simetria aparece en
muchas instancias de nuestra experiencia cotidiana. Recordando la obra de
Leonardo da Vinci El Hombre de Vitruvio, figura [1.2] 6 bien al observarnos
en el espejo, tomamos consciencia de que la simetria se manifiesta en nuestro
propio cuerpo, toda vez que los rasgos y proporciones se mantienen después
de una reflexion con respecto al eje vertical. En lenguaje matematico, decimos
que la imagen de nuestro cuerpo es invariante con respecto a reflexiones con
respecto a dicho eje. Las artes plasticas y la arquitectura estan llenas de
ejemplos de simetria.

En matematicas el lenguaje apropiado para describir la simetria, se basa
en la nocién de grupo. Podemos decir que la simetria es la invariancia de
alguna caracteristica después de alguna transformacion. Uno de los teore-
mas mas celebrados en Mecénica Clasica es el Teorema de Noether, el cual
establece una relacién entre cantidades conservadas y las simetrias de las
ecuaciones de movimiento. Asi por ejemplo, si las ecuaciones de movimiento



de un sistema mecanico son invariantes bajo la accién del grupo de rotaciones
SO(3) entonces el Momento Angular es una cantidad conservada. SO(3) es
un ejemplo de grupo de Lie. En general, la cantidad conservada asociada a un
grupo de simetria G se llama funcidn de momento (generalmente denotado
J).

La nociéon de grupo de Lie juega un papel muy importante en fisica y
mecanica. A grandes rasgos, un grupo de Lie es un grupo que también es
una variedad, y tal que sus operaciones algebraicas son compatibles con su
estructura diferenciable. Cuando las ecuaciones de movimiento de un sistema
mecanico son invariantes bajo la accion de un grupo de Lie es posible sim-
plificar la descripcion de la dinamica usando la nocién de sistema reducido.

A grandes rasgos, el proceso de reduccion consiste en a) restringirse a un
conjunto de nivel J~'(x) de la funcién de momento y b) tomar el cociente
con respecto al subgrupo G, — del grupo de simetria — que deja fijo el
valor p de la funcién de momento. Dicho cociente generalmente se denota
P, := J}(pn)/G,. En los casos mds simples, la codimensién de J~*(u) es
igual a dim G,. Adicionalmente, tomar el cociente reduce la dimensién de
J () otra vez por dim G,,. Asi, pasar del espacio fase original P al espacio
reducido P, reduce la dimensién del problema en 2dim G,.

Para entenderlo mejor, consideremos a continuacién dos ejemplos que
ilustran el concepto de reduccion.

Ejemplo: el problema de Kepler

El problema de Kepler, que consiste en dos masas puntuales cuya interac-
ci6én es gobernada por el potencial Newtoniano, se puede simplificar (reducir)
usando la Ley de Conservaciéon del Momento Angular (el momento angular
respecto del centro de atraccién se conserva). Utilizando coordenadas polares
escribimos la energia total en términos de la distancia r entre el centro de
atraccion (sol) y el segundo cuerpo (planeta), y un dngulo medido a partir
de una linea de referencia elegida adecuadamente. Asi,

B = om(+ ) +U(r) (1.1)

donde, en unidades apropiadas, U(r) = —m/r. Aprovechamos ahora la con-
servaciéon del momento angular L = mr20 para poder ignorar la velocidad

angular. Asi, sustituyendo
. L
rf = —.
mr



en la ecuacién (|1.1)) obtenemos

1 L?
E =mi?
er + 2mr?

+U(r).

Con esto logramos escribir la energia total en términos de r y 7. Derivando
con respecto al tiempo y usando que la energia total es constante, obtenemos

_ dVeg
dr ’

mir =
donde el potencial efectivo queda definido como

L? 1
Vig 1=~ —
ff 2m r?

Ulr).

De esta manera se logra reducir la descripcion de la dinamica del problema de
Kepler a la ecuacion de movimiento que corresponde a un sistema mecanico
con un grado de libertad.

Esta dindmica reducida del problema de Kepler nos da informacién tutil
sobre como se mueve el planeta, describiendo su movimiento en un marco
de referencia rotatorio. (Adicionalmente, sustituyendo 7(¢) en las ecuaciones
de movimiento originales, podemos reconstruir también la dinamica angular
que ha sido ignorada en la dinamica reducida, obteniendo asi una descripcién
completa del sistema.)

Ejemplo: el cuerpo rigido libre

Otro ejemplo de reduccién, incluso mas relevante para el tema de esta
tesis, es el del cuerpo rigido libre. Este consiste en un sistema mecénico con
espacio de configuracién Q = SO(3) (rotaciones en el espacio) y energia
invariante con respecto a rotaciones. Intuitivamente, esto corresponde a un
cuerpo rigido moviéndose en ausencia de fuerzas externas. Notemos que el
grupo de simetria coincide en este caso con el espacio de configuracién:

G=S003)=Q.

El espacio fase es T*Q) = T*SO(3), el cual identificamos con el producto del
grupo y el dual de su algebra de Lie,

T*S0O(3) = SO(3) x s0(3)".



Notemos también que podemos identificar s0(3)* con R?.

Un estado del sistema queda parametrizado por (R, II) € SO(3) x s0(3)*.
Como suponemos que la energia es invariante bajo rotaciones, el hamiltoniano
solo depende de II. De hecho, éste viene dado por:

1 /112 112 112
HIN=-t4+=24+23 1.2
(IT) 2([1+12+13> (1.2)

donde I, Iy, I3 son los momentos principales de inercia. El vector IT € R3 =
50(3)* representa el momento angular visto desde un marco de referencia
anclado al cuerpo.

El dual de toda algebra de Lie posee una estructura de Poisson. En el
caso concreto de s0(3)* = R3, dicha estructura estd dada por el braquet de
Lie-Poisson

{F,H}II) = —II- (VF(II) x VH(II)) .

Con este braquet, el hamiltoniano induce ecuaciones de movimiento
dadas por la ecuacién de Hamilton, que para un espacio de Poisson general
esta dada por la ecuacion , y que para el cuerpo rigido se traducen en
la ecuacién

I1=1I x ['II (1.3)

donde I es la matriz de momentos de inercia del cuerpo rigido. (En el ejemplo
de la seccién exploramos las ecuaciones del cuerpo rigido con méas
detalle.)

De esta manera, la descripcién de la dinamica del sistema se ha reducido
de un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden en seis variables
(correspondientes al espacio fase 7*S0O(3)) a un sistema de ecuaciones de
primer orden en tres variables. El nuevo espacio fase en donde ahora mira-
mos la dindmica es s0(3)* = R3. Fisicamente esto corresponde a describir la
dindmica dando la posicién del vector de momento angular desde el marco
de referencia del cuerpo rigido.

Mas aun, de se observa que IT es perpendicular a II. En consecuen-
cia, la dindmica reducida tiene lugar sobre esferas centradas en el origen;
véase la figura Estas son las hojas simplécticas que folian a R3. Esto
ilustra un hecho general: toda variedad de Poisson esta foliada por subva-
riedades simplécticas que son invariantes de la dindmica inducida por un
hamiltoniano. (Las nociones de estructura y variedades de Poisson se discu-

ten en la seccién )
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Figura 1.3: Flujo de la dindmica reducida del cuerpo rigido sobre una esfera
de momento angular constante (orbita coadjunta), para el caso I} < Iy < I3.
Este se obtiene intersecando la esfera de momento angular constante con los
elipsoides de energia constante. (Tomado de [24, cap. 15].)

Reduccién de Lie-Poisson y el problema de tres
vortices

La reduccion que se observa en el cuerpo rigido libre es un ejemplo de un
tipo de reduccién méas general conocida como reduccion de Lie-Poisson. Sea
G un grupo de Lie. La reduccién de Lie-Poisson consiste en comenzar con
un sistema hamiltoniano definido sobre T*G, tal que el grupo de simetria
coincide con @, y terminando con un sistema hamiltoniano reducido con
espacio fase g*. Siempre que el espacio fase es el haz cotangente de un grupo
de Lie, y el grupo de simetria del hamiltoniano coincide con dicho grupo de
Lie, la reduccion de Lie-Poisson se puede implementar.

Consideremos ahora el problema de N vortices puntuales. En la sec-
cién damos las ecuaciones de movimiento, Hamiltoniano y estructura
simpléctica para este sistema. Su grupo de simetria es G = SE(2), el grupo
FEuclidiano. Una posible estrategia para reducir el problema de N-vortices es
intentar adaptar el método de reduccién simpléctica descrito arriba (6 mas
precisamente, el método de reduccion simpléctica de Marsden y Weinstein
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[22]). Sin embargo, este camino plantea dificultades técnicas con las cuales
no queremos lidiar.

La estrategia que seguimos en este trabajo es usar precisamente la re-
duccién de Lie-Poisson. Asi, después de plantear y discutir el problema de
N-vértices puntuales en el capitulo [ nos concentramos en el problema de
tres vortices en el capitulo[5] donde planteamos las ecuaciones de movimiento
en términos de los cuadrados de las distancias mutuas. Luego, siguiendo esta
linea de ideas, en el capitulo [0 afiadimos el drea del tridngulo formado por los
vértices como una variable independiente para definir un espacio vectorial de
Poisson cuatro-dimensional. Identificando este espacio con el dlgebra de Lie
apropiada, implementamos una reduccién que esencialmente consiste en la
reduccién de Lie-Poisson.

Elaboremos un poco més sobre las ideas contenidas en el parrafo anterior.
Consideramos el espacio V definido por los cuadrados de la longitud de sus
lados y su area. Como consecuencia de que éstas cantidades son invariantes de
la accién de G = SE(2), el paréntesis de Poisson en C* asociado al problema
de tres vortices también es invariante cuando se evalia en ellas. Esto nos
permite inducir un paréntesis de Poisson en V, que podemos pensar como un
primer espacio reducido. La proyeccién m : C3 — V es una transformacién de
Poisson. Con ayuda de la matriz identidad de 2 x 2 y las matrices de Pauli,
se observa que hay un isomorfismo entre V* y u(2). Entonces la aplicacién
adjunta ¥ : u(2) — V* induce un isomorfismo entre algebras de Lie. La
dindmica en u(2)* se puede pensar como una dindmica de Lie-Poisson. Al
igual que en el ejemplo del cuerpo rigido, las hojas simplécticas de u(2)*
son invariantes de la dinamica. Un aspecto interesante es que, en contraste
con lo que ocurre con en el ejemplo del cuerpo rigido, no todas las orbitas
dindmicas en u(2)* tienen interpretacién fisica. Las que si lo tienen viven
en ciertas hojas simplécticas determinadas por una condiciéon intimamente
relacionada con la férmula de Herén de la geometria clasica. En todo caso,
al igual que en el ejemplo del cuerpo rigido, la dindmica se reduce a una
érbita coadjunta de la accién de U(2) sobre el dual de su dlgebra de Lie. Las
trayectorias dinamicas se obtienen finalmente intersecando esferas de radio
constante con las superficies de nivel de la energia, en un hiperplano de un
espacio de dimensién cuatro.

Al final del capitulo[f]interpretamos estas trayectorias dindmicas en térmi-
nos de la forma simpléctica definida sobre la érbita coadjunta, dando cuatro
soluciones particulares del sistema junto con el retrato fase correspondiente
a un valor del momento angular.
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Es importante hacer notar que el concepto de reducciéon explorado en esta
tesis estd intimamente relacionado con la nocién integrabilidad del proble-
ma de tres vortices. En la seccién B.6l discutimos este tema en su contexto
histoérico.

Organizacién de la tesis

La organizacién del presente trabajo es como sigue.

En el capitulo 2] comenzamos recordando algunas nociones de geometria
diferencial. Se definen las variedades simplécticas y de Poisson. Lo anterior
con la finalidad de entender las estructuras hamiltonianas definidas sobre
este tipo de variedades. Se dan las definiciones de grupos y algebras de Lie.
Se describe como asociar un algebra de Lie a un grupo de Lie, dando como
ejemplos el grupo U(2) y su algebra u(2). Definimos el dual de un algebra de
Lie y las orbitas coadjuntas. Se describe la dindmica Hamiltoniana, tanto la
formulacién canodnica y no candnica. Finalizamos el capitulo con la definicion
de Funcion Delta de Dirac.

En el capitulo |3 se dan las bases de la dinamica de vorticidad, pasando
a la descripcion de dicha dindmica en dos dimensiones. Tal dinamica bidi-
mensional se ejemplifica con el flujo de punto fuente, flujo de vértice puntual
y flujo de punto esquina. A continuacion se obtiene el campo de velocidad
asociado a un vortice puntual y damos las ecuaciones que describen la in-
teraccion de N vértices puntuales. El flujo asociado a un vértice puntual
se contrasta con otros dos ejemplos cuyos campos de velocidad hasta cierto
punto se le asemejan: la rotacion de cuerpo solido y el vortice de Rankine.
Concluimos la seccion discutiendo, en un contexto histérico, la integrabilidad
del problema de tres vortices.

En el capitulo [4|se describe la estructura hamiltoniana del problema de N
vortices puntuales y se estudian dos casos especiales: el problema restringido
de N vortices y las soluciones autosimilares.

En el capitulo |b| nos enfocamos en el problema de tres vértices, dando
las ecuaciones de movimiento en términos de las variables definidas por los
cuadrados de las distancias entre los vortices. Describimos el cono de las
formas, que en estas variables es el espacio en el que, de acuerdo con la
formula de Herén de geometria elemental, el problema esta definido. Se dan
las ecuaciones de movimiento definidas en este espacio y se observa que éstas
no son hamiltonianas.
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En el capitulo [6] abordamos el dlgebra y la reduccién del problema de
tres vortices. Considerando el area como una variable independiente de la
longitud de los lados del triangulo, lo cual nos permite definir una estructura
de Poisson en R*, encajamos en este espacio el cono de las formas definido en
el capitulo[5] Asi, logramos obtener la dindmica reducida como una dindmica
sobre érbitas coadjuntas (esferas).



Capitulo 2

Preliminares

Este capitulo tiene por objeto repasar los conceptos basicos de geometia
y dindamica hamiltoniana necesarios para estudiar la dindmica de vorticidad
y el problema de N vortices.

2.1. Variedades

Esta seccion tiene por objeto recordar algunas nociones de geometria
diferencial, geometria simpléctica y estructuras de Poisson que se usaran
mds adelante. La referencia principal para esta seccién es [9] y [24].

Comenzamos definiendo el concepto de variedad.

Definiciéon 2.1.1. Una variedad diferenciable de dimension n es un conjunto
M y una familia de aplicaciones inyectivas fo : U, —> M, donde U, C R"
son abiertos de R™ tales que:

1.\ JfalUa) =M

2. Para cualquier par o, con fo(Us) N f5(Ug) = W # 0, los conjuntos
fAW) y fﬁ_l(W) son conjuntos abiertos en R™ y las aplicaciones

e
f5" o fo son diferenciables.

3. La familia {(Ua, fa)} es mazimal relativo a las condiciones 1y 2.

Asi por ejemplo, si U C R"™ es un abierto, entonces la aplicacién Id :
U — U, es una variedad.
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Definicién 2.1.2. Sea F' : U — R™ una aplicacion diferenciable de un
conjunto abierto U C R™. Un punto p € U es un punto critico de F' si la
diferencial dF), : R® — R™ no es suprayectiva. La imagen F(p) de un punto
critico es llamado valor critico de F'. Un punto a € R™ que no es critico se
dice que es valor reqular de F'.

Teorema 2.1.3. Sean M™, N™ variedades y f € C°(M,N). Sea g € N tal
que el rango de f es una constante igual a k en una vecindad de f~'(q) # 0.
Entonces f~1(q) es una subvariedad de M, de dimension n — k.

Cuando k£ = m, diremos que g es un wvalor reqular de f. El resultado
anterior se suele enunciar diciendo que la imagen inversa de un valor regular
es una subvariedad. En este caso, tenemos el siguiente hecho.

Teorema 2.1.4. Sea f : N — M, sea ¢ € N un valor reqular de f €
C>®(N", M™). Para cada p € f~'(q) se tiene que T,f~*(q) = ker df,,.

Notacion pull-back para funciones. Si ¢ : M — M es diferenciable
denotamos

' f = fop

para toda f € F(M) (el conjunto de funciones suaves sobre M).

2.1.1. Campos vectoriales.

Un campo vectorial X sobre una variedad M es una funcion X : M —
TM que asigna un vector X (m) al punto m € M. El espacio vectorial real
consistente de todos los campos vectoriales sobre M se denota X(M). Una
curva integral de X con condicién inicial mg en ¢ = 0 es una curva dife-
renciable ¢ : [a,b] — M tal que (a,b) es un intervalo abierto conteniendo a
0, ¢(0) = my, y tal que ¢(t) = X (c(t)) para todo t € (a,b).

El flujo de X es la colecciéon de funciones ¢; : M — M tales que t —
¢(m) es la tnica curva integral de X con condicién inicial m. (Los teoremas
de existencia y unicidad para ecuaciones diferenciales ordinarias garantizan
que si X es suave entonces ¢ es diferenciable en m y t.) De la unicidad se
tiene la propiedad de flujo

Pt+s — Pt O Ps
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junto con la condicién inicial ¢y = identidad.
Si X es un campo vectorial sobre M y f € F(M) definimos la derivada
direccional

=0
donde p(t) es la curva integral de X con condicién inicial ¢(0) = p, con
¢'(0) = X(p). (Una notacién alternativa para X[f] es £xf, denotada la
derivada de Lie de f en la direccién de X. En este sentido decimos que un
campo vectorial X es una derivacién que opera sobre F(M). Notemos que,
en variedades de dimensién finita, el conjunto de derivaciones sobre F (M)
coincide con X(M).)

Notacion pull-back para campos vectoriales. Si o : M — M es un
difeomorfismo y Y € X(M) entonces ¢*Y denota el campo vectorial definido
por

(@*Y)(p) = (dp oY op)(p).

Braquet de Lie. Dados dos campos vectoriales X,Y € X(M) definimos

el braquet de Lie (o también llamado braquet de Jacobi-Lie) mediante
d
(X,)Y]|=£xY = —| Y (2.1)
dt|,_,

donde ¢, es el flujo de X. El simbolo £xY se refiere como derivada de Lie
de Y con respecto a X.
Se tienen las siguientes propiedades (cf. 24, cap. 4]):

Proposicién 2.1.5. Sean XY, Z € X(M), f € F(M) y ¢ un difeomorfis-

mo. Entonces
1. [X,)Y] e X(M)

2. [X,Y]f] = X[Y[f]] = Y[XI[f]]. (En otras palabras, [X,Y] es el conmu-
tador de X y'Y.) En particular,

X,Y] = [V, X].

3. Se cumple la identidad de Jacobi:
(X Y], Z1+[[Y, 2], X] + [[Z, X],Y] = 0

4. ¢*[X,)Y] = [¢p* X, 0*Y].
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2.2. Variedades simplécticas y de Poisson

Una variedad de Poisson es un par (M, {, }) que consiste de una variedad
diferenciable con un corchete de Poisson {, } : C*(M)xC>®(M) — C>*(M),
una operacién R-bilineal, antisimétrica que satisface la regla de Leibniz para
el producto puntual de funciones suaves y para cualesquiera f, g, h € C*(M),
se cumple la identidad de Jacobi:

{{f,g},h} + {{gah}af} + {{h’> f}?g} = 0.

Comenzaremos discutiendo las nociones de estructura de Poisson y forma
simpléctica en el contexto de espacios vectoriales.

2.2.1. Espacios vectoriales simplécticos y de Poisson

Definiciéon 2.2.1. Una forma simpléctica 2 sobre un espacio vectorial V' es
una forma bilineal no-degenerada y antisimétrica sobre V. A la pareja (V, Q)
se le llama espacio vectorial stmpléctico.

Dada H € F(V), el campo vectorial Hamiltoniano X queda definido
por
QA Xy,v)=dH -v (2.2)

A la ecuacién ([2.2)) se le conoce como ecuacion de Hamilton. Dado que Q es
no degenerada, no hay ambigiiedad en la definicion de Xpg.

Definicién 2.2.2. Dado un espacio vectorial simpléctico (V,) y dos fun-
ciones F,G : V — R, el braquet de Poisson {F,G}:V — R de F y G
esta definido por

{F,G}(z) = QUXp(2), Xa(2)) (2.3)

Proposicién 2.2.3. Sea (V,Q) un espacio vectorial simpléctico. Entonces el
braquet de Poisson {,} : F(V) x F(V) — F(V) hace a F(V') un dlgebra
de Lie. Esto es, el braquet R-bilineal, antisimétrica y satisface la identidad
de Jacobz, esto es,

{F Gy H}, {{G HYF} {{H, F}G} =0

En este contexto, otro resultado importante es el siguiente
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Proposicién 2.2.4. Sea ¢ : V. — V un difeomorfismo. Entonces ¢ es
simpléctica si y solo si se preserva el braquet de Poisson, es decir

{SO*Fa SD*G} = w*{Fa G} (2'4>
para todo F,G :V — R diferenciable.

Definiciéon 2.2.5. Una estructura de Poisson sobre una variedad M es
una operacion bilineal {,} sobre F(M) = C*(M) tal que:

1. (F(M),{,}) es una dlgebra de Lie

2. {,} es una deriwacion en cada factor, es decir
(FG,H)} = {F,H}G + F{G, H}
para todo F,G, H € F(M)

Una variedad M dotada con un braquet de Poisson sobre F(M) es llamada
una variedad de Poisson. Si M y N son variedades de Poisson, decimos
que p : M — N es una transformacion de Poisson si se satisface ([2.4)).

Dada €2 una forma simpléctica, la matriz simpléctica J determinada por
) es la matriz definida por:

Qv,w) = v' Jw.
En términos de la matriz simpléctica, el campo vectorial hamiltoniano Xy
asociado a un hamiltoniano f viene dado por:
Q(Xf,w) = df s w
J'X; = Vf
X; = (IS (2.5)
por tanto tenemos que X; = (J~1)! - V.
Recordemos de la definicién que, dado un espacio vectorial simplécti-
co (V, ) y dos funciones f,g: V — R, el braquet de Poisson {f,g}: V — R

de f y g esta definido por {f, g} := Q(X¢, X,). Para la matriz simpléctica J,
podemos calcular

{fag} - Q(Xf7Xg>

= X{JX,

= ((JH-VHITH - Vg)
df J71I(J 1)y
df(J~)'Vg
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entonces para el braquet definido como {f,g} = df - B - Vg, tenemos que
nuestra matriz B = (J~')!. En particular, si J = J (la matriz simpléctica
usual) entonces B coincide con J.

Una variedad simpléctica es una variedad equipada con una dos forma 2
no degenerada y tal que df2 = 0. El teorema de Darboux (ver [24, secc. 5.1])
garantiza que localmente siempre existe un sistema coordenado en donde la
matriz simpléctica es constante y por lo tanto las expresiones para el campo
vectorial hamiltoniano dadas arriba son validas.

2.2.2. Grupos y algebras de Lie

Definicién 2.2.6. Un grupo de Lie es una superficie (de Banach) G tal que
tiene estructura de grupo consistente con su estructura de superficie en el
sentido de multiplicacion de grupo

nw: GxG@ — G
(g.h) = gh

es una aplicacion C*.

Definicién 2.2.7. Sea X un espacio vectorial normado y sea d la métrica
asoctada. S1 X es un espacio métrico completo con respecto a d se dice que
X es un espacio de Banach.

Una superficie de Banach, es una variedad modelada sobre espacios de
Banach, es decir, es un espacio topoldgico en el que cada punto tiene un
entorno homeomorfo a un abierto de un espacio de Banach.

Las aplicaciones L, : G — G, h — ghy R, : G — G, g — gh son
llamadas las aplicaciones izquierda y derecha. Notemos que

Lg oLy = Lg(Lg,)
= Lgl (g2h>
= G192h
= L

9192
y Bp, o Rpy, = Rpyn,
Si e € G denota al elemento identidad, entonces L, = I = R, y también
(Rw)™" = (gh)™"
— h*lgfl
— Rhfl
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y (Lg)il = Ly

g
Asi, L, y Ry, son difeomorfismos para cada g y h. Notemos que

L,oR, = L,(Ry)
- Lg(gh)
= ggh
= Ru(gh)
= Rh(Lg)
= RpolL,

esto es, las aplicaciones izquierda y derecha conmutan. Por la regla de la
cadena

Tgth—l O Tth = Th(Lg—l e} Lg)
= Id

Asi, Ty L, es invertible. Igualmente, T, R, es un isomorfismo.
Consideremos la solucién de

(g, h) =e

para h como funcién de ¢. La derivada parcial con respecto a h es sélo T}, L,
que es un isomorfismo. Asi la solucién g~! es una funcién suave de g por el
teorema de la funcién implicita, lo cudl nos dice que la aplicacién I : G — G
g g 1esC>.

En la subseccién hablaremos sobre el grupo de Lie U(2) y su
algebra de Lie u(2). Terminemos esta seccién, entonces, definiendo lo que es
un algebra de Lie.

Definicién 2.2.8. Un Algebm de Lie sobre R es un espacio vectorial real g

con un operador bilineal [ , | : g x g — g llamado braquet tal que para todo
x? y7 z E g
1. [z, y] = —|y, z]

2. Mlwyl 2+ ly, 2], 2] + [z, 2], 9] = 0

La propiedad se la conoce como la identidad de Jacobi.
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2.2.3. El algebra de Lie asociada a un grupo de Lie

En esta parte trataremos de explicar el como asociar un algebra de Lie
dado un grupo de Lie.

Un grupo de Lie es un grupo abstracto G' que tiene estructura de variedad
diferenciable, respecto a la cual las aplicaciones G x G — G (a,b) — aby
G — G:a — a~ ! son diferenciables.

Consideremos la traslacion izquierda, es decir, si G es un grupo de Lie y
a € G, la aplicacién L, : G — G,a +— ag, g € G es diferenciable; a L, se le
denomina traslacion izquierda.

Si a,b € G se verifica que L, 0 Ly = Ly, Lo = id, L7' = L.

Si G es un grupo de Lie, un campo X € X(G) se llama invariante por
traslaciones izquierdas si L%(X) = X para todo a € G, es decir X(ag) =
dL.(X(g)) para todo a, g € G. Denotaremos por L(G) al conjunto de dichos
campos. Asi, X € L(G) precisamente cuando L*X = X para todo a € G.

Es facil ver que L(G) tiene estructura de dlgebra de Lie, con braquet de
Lie dado por el conmutador 6 derivada de Lie heredado de X(G):

X,Y] = £xY, X,Y € L(G).

(Recordemos que el conmutador 6 derivada de Lie de un campo vectorial con

respecto a otro se defini6 en ([2.1).)
En efecto, de la proposicion se tiene que, si X,Y € L(G),

LiXY] = [L;X,L}Y]
= [XvY]

para todo a € G. Por lo tanto [X,Y] € L(G). La identidad de Jacobi se
cumple automédticamente (nuevamente por la proposicién [2.1.5])
El Algebra de Lie g* de un grupo G se define como sigue. Como conjunto,

g:TeG7

el espacio tangente a la identidad. Su braquet de Lie queda definido como
sigue. Dados &,n € g*, sean X¢, X, € L(G) tales que

Xf(e) =¢, Xn =1

Es decir, X¢(a) = dL, - £ para toda a € G, y una expresion similar para X,,.
Definimos el braquet de Lie en g* mediante

€] = [Xe, Xyl(e).
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Es Claro que la identidad de Jacobi se satisface automaticamente. Notemos
que g* y L(G) son isomorfos como espacios vectoriales y que, por construc-
cién,

[Xe, Xo] = Xigw-

Igual que se han definido las traslaciones izquierdas L,, se pueden definir
traslaciones derechas R, : G — G, a — ga, g € G y campos invariantes por
traslaciones derechas, y los resultados son validos para R,.

De esta manera podemos dotar a g con dos braquets distintos: el braquet

[, ] construido arriba y [, ]¥, el braquet construido usando translaciones de-
rechas. Se verifica que ambas estan relacionadas por la ecuacién

[57 U]R = _[57 7]]

Es claro que, con cualquiera de los dos braquets, g satisface las propieda-
des de un élgebra de Lie dadas en la definicién 2.2.§

2.2.4. El grupo U(2) y su algebra u(2)

Recordemos que en C? tenemos el producto Hermitiano, dado por
2
(x,y) =)z, (2.6)
i=0

donde x = (z1,72) € C%y = (y1,42) € C?, y ¥, denota el complejo conjuga-
do. Sea

U(2) ={A € GL(2,C)|(Ax, Ay) = (x,¥)}.
La condicién de ortogonalidad (Ax, Ay) = (x,y) es equivalente a AAT =
ATA =1, donde At = A", esto es (Ax,y) = (x, Aly). De |detA| = 1 podemos

ver que el det aplica U(n) en el circulo unitario S' = {z € C| |z| = 1}.
Sean A, B € U(2), entonces

(ABx,ABy) = (Bx,By)
= xy)
entonces AB € U(2). Tomando x' = A" 'x y y' = Ay, tenemos
(x,y) = (A, 4AY')
x,y')
= (4Ax, Ay)
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entonces A~ € U(2). De lo anterior tenemos que U(2) es un subgrupo de
Lie de GL(2,C) con el élgebra de Lie dada por

u(2) = {AeL(C,C)(Ax,y) = —(x, Ay)}
= {Acgl(2,C)|AT = —A}

. Tty T2 + W2 o
Si A= . : € u(2 or la condicién A = Af, se
( To1 + Y21 T2 + Y22 ) @) yp

tiene lo siguiente

Tyl — Wi To1 — Y21 o —T1 — Y11 —T12 — W2

T12 — Y12 T2 — 1Y22 —T21 — W1 —T22 — Y22
de donde x1; = w99 = 0, x10 = —x91 Y Y12 = Yo1, €s decir, tenemos 4
parametros libres, lo cual nos indica que la dimensién de u(2) es igual a 4,

entonces la dimensién de U(2) es 4.
Sean 01, 09, 03 las matrices de Pauli, definidas por

(0N . (0 -1 . (=i 0
A= 0 )02T 1r o0 ) YBT o g

0 /
6 ; > las cuales pertenecen a u(2). Ademds cada una
de las matrices satisface el que 62 = —3g;, y son linealmente independientes.
Por lo tanto son una base de u(2). Para ¢ = 1,2,3, también satisfacen la

propiedad de conmutacion, es decir

junto con gy = (

[64,0;] = 2i6y, (siendo (1, 7, k) permutacién ciclica de (1,2,3)).
Por la definicién de centro de un algebra de Lie, para u(2) tenemos que
Zw2) = {Xeu®@):[X,)Y]=0VY €u(2)}

entonces, como oy € u(2) consideramos

[607&1] = 0
[5’0,5'2] — O
[6’0,5’3] — 0

de donde observamos que el centro esta generado por .
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2.2.5. El dual de una algebra de Lie

Dado un espacio vectorial V', su dual V* es el conjunto de funcionales
lineales i1 : V' — R. El dual de un algebra de Lie g se denota, desde luego,
mediante g*.

Dado un producto interno en g, que denotaremos mediante ( , ), sea

T:9—¢" (2.7)

el isomorfismo inducido dado por (T'(£),n) = (£,n).
En lo que sigue fijaremos un producto interno en g, el algebra de Lie de
un grupo matricial, mediante

(&,m) =tr(§-n). (2.8)

2.2.6. Orbitas coadjuntas y foliaciéon simpléctica
La representacion adjunta de un grupo de Lie G esta definida por
Ady,=d(1y). 99— 9

donde I, : G — G es el automorfismo interno I,(h) = ghg™'. Se define (ver
[24, Capitulo 14]) la accién coadjunta de G sobre g* mediante

Adyr i g" — g
donde Aal;,1 es el dual de la aplicacién Ad,-1, es decir, esta definida mediante

(Ady—1(p), &) = {1, Adg1(£))

donde p € g*,£ € gy (, ) denota el pareamientd!] entre g* y g.
Para un grupo de Lie matricial

(@) & = Tleolyfe+ 10

d _
= Zli=olg(e +1&)g y

d B B
= —liolog Y tgég]
= gég!

!'Notar que usamos paréntesis angulares para denotar tanto el pareamiento entre el
algebra y su dual como el producto interno en el algebra.
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Sea T el isomorfismo entre g y g* definido por un producto interno en g.
Dado u = T(§) € g*, observamos que

(Ady 1 (p),m) = (T(£),Adyg-1(n)) = (€. 9 "ng) (2.9)
= tr(&- g 'ng) = tr(g€y™" - n) (2.10)
= (g¢g™ " m) = (T(Ady(£)), n) (2.11)

por lo que el siguiente diagrama es conmutativo:

I

*

Ad

_—

g
g
lT
(Ady
g —9
En otras palabras, el isomorfismo T identifica la accion coadjunta en g* con
la accion adjunta en g.

La 6rbita coadjunta Orb(u), a lo largo de p € g* es el subconjunto de g*
definido por
Orb(p) := {Ad; -1 (n)|lg € G} =G -

Parecido a la orbita de cualquier accién de grupo, Orb(u) es una subva-
riedad inmersa de g*, y si G es compacto, Orb(u) es una subvariedad.

Dado que las orbitas coadjuntas son simplécticas, tenemos de [24, Cap.
14] lo siguiente:

Teorema 2.2.9 (Orbita Coadjunta). Sea G un grupo de Lie y sea O C g*
una orbita coadjunta. Entonces

w* (1) (Ege (1), mge (1)) = £{u, [€, 7))

para todo p € O y &,n € g define formas simplécticas sobre O. Referimos a

wt como la estructura de érbita coadjunta simpléctica, denotada por

WE.
Proposicion 2.2.10. Las orbitas coadjuntas de grupos de Lie finito-dimensional
son de dimension par.

Proposicién 2.2.11. Sea G un grupo de Lie matricial. Entonces el deter-
mainante y la traza, como funciones en g*, son invariantes de la accion coad-
junta.
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Demostracion. Dado p € g*, sea O, = {g'ug | g € G} orbita coadjunta.
Calculamos

det(g~'png) = det(g™")det() det(g)
= det(p) Vge G

tr(g 'ng) = tr(ugg™')
= tr(u) Vge@G.

Por lo tanto tenemos que el determinante y la traza son invariantes en la
orbita coadjunta. O

2.2.7. Orbitas coadjuntas en u(2)*
Definamos la funcién F : R* — R? mediante

u2)*t£—-c

A [

R* — = R?
F

donde F'(u) = (det(p), tr(p)), g(x,y) = x + iy, y f es la parametrizacién de
u(2)* dada por

iy Ta+ix3
f<$1,$2,$3,x4) = —xo+ix3 \/5 . (212>
T 1T 4

Calculando que det(f(z1, 22, x3,24)) = 1 (23 + 23 — 2x124) y la traza
tr(f(x1, x2, 3, 24)) = i(z1 + 4), obtenemos

- —T4 T2 T3 —T1
DF—( 1 0 0 1 )

Ahora, para poder determinar la dimension del rango de DF, tomemos la
siguiente combinacion lineal

—Q T4 + Qa2 + Q3T3 — T =

ar+ag = 0
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y observamos que las condiciones para que DF no tenga rango maximo estan
dadas por el conjunto

PC = {(21, 22,73, 74) € Ry = 0,23 = 0,21 — x4 = 0} . (2.13)

El conjunto anterior es el conjunto de valores criticos de F', considerando
F(t,0,0,t) = (—t2,2t), lo que nos indica que el conjunto de valores criticos
de F es una pardbola.

Por tanto la érbita coadjunta que pasa por cualquier punto regular tiene
dim > 0. En efecto, la dimensién de la 6rbita coadjunta no es cero, ya que la
matriz Jacobiana de la aplicacién F es distinta de la matriz cero. Entonces
tenemos que dim = 0.

Sea (dy, o) un valor regular de F. Si x = (21, %3, T3, 74) € F~(do, o) en-
tonces, por la proposicién [2.2.11], la érbita coadjunta que pasa por x esté con-
tenida en F~'(dy, o). Por el teorema ([2.1.4) tenemos que la dim F~*(do, to) =
2. Por tanto:

Proposicién 2.2.12. Sea p € u(2)* un punto regular de F. Sea O, la érbita
coadjunta que contiene a pv. Entonces dim O, = 2.

Demostracion. La dimension de la orbita coadjunta, que es par, no es cero
y, por estar contenida en F~'(dy,t), es menor 6 igual a dos. Hemos visto
que O, C Fﬁl(do, to). Se verifica que, de hecho, se da la igualdad. Para ello
nos apoyamos en el siguiente hecho: si f : M — N es una inmersion, M es
compacta y N es convexa, entonces f es suprayectiva (cf. el ejercicio 13 del
capitulo 1 de [37]). Como i : O, — F~'(dy,t) es una inmersién, entonces i
es suprayectiva. Por lo tanto O, = F “(dy, tg), es decir tenemos la igualdad
deseada. O

2.3. Dinamica hamiltoniana

En esta seccion revisaremos las formulaciones canénica y no-canénica de
la dindmica hamiltoniana. En la primera, tipicamente el hamiltoniano se de-
fine como la suma de las energias cinética y potencial. Las ecuaciones de
Hamilton quedan en ese caso determinadas por el braquet canonico de Pois-
son en una variedad de dimension par. Veremos también cémo la dinamica
Hamiltoniana se puede definir usando estructuras de Poisson mas generales
donde ya no se requiere que la dimension de la variedad sea par.
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2.3.1. Formulacion Canodnica

La ecuacién canénica Hamiltoniana, dada la funcién

H(a,p) = H(z)

donde z = (q1,- -, Gn, P1, - - -, Pn) € R*™, toma la forma

z=1J-VH(z) (2.14)
donde V = (921,...,0z,) es el operador gradiente en R? y J es la matriz
simpléctica de tamano 2n x 2n

01 - o
J= < 1 0 ) donde 1 es la matriz identidad de 2n x 2n.

Definicién 2.3.1. Una matriz T es simpléctica si T'JT = J.

Notemos que J es simpléctica, dada J=' = J* (J = (J*)") tenemos
Id = J1J.
Al lado derecho de se le llama el gradiente simpléctico de H.
Veamos como se define el Hamiltoniano mediante la suma de la Energia
Potencial més Cinética.

1. Comenzamos por escribir adecuadamente el lagrangiano L(q,q;t) =
T — V en términos de la energia cinética 7" y la energia potencial V.
De esto podemos definir la integral

t2
W= / L(a, & 1)
t

1

de donde obtenemos a partir del principio variacional 6W = 0 las ecua-
ciones de movimiento

doL oL _

Es facil mostrar que si L no depende explicitamente del tiempo, la
energia de el sistema

EFE = T+V
oL
— i— — L
2955

es constante.
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2. Tomando un cambio de variables (llamada transformacién de Legen-
dre), introducimos p; = g—;, entonces la energia del sistema puede ser
3

escrita como
n
E = E Pidi —
i=1
Para escribir explicitamente los ¢; en términos de los p; requerimos que
92L 7£ 0

0q;0q;
El espacio definido por las variables (q, p) es llamado el espacio fase 2n-
dimensional del sistema. El Hamiltoniano es definido como la energia

oL
iqi 7';t7d d P = S
H(a,p. 1) qu L(q,¢;t), donde p; = -

i
que es la suma de la energia potencial mas la cinética.

3. De la definicién de H, obtenemos
oL

dH = (Gidp; — pidg;) — n

para obtener las ecuaciones de Hamilton en forma canodnica

OH OH
6= 7 20, (2.15)

4. El teorema de Liouville establece que el volumen en el espacio fase se
conserva

V-(3) = V(I VH)

B Z": 0 (0H\, 0 ( oA
a i1 9q; \ Op; Ipi 9q;

= 0.

2.3.2. Braquet de Poisson

Consideremos la derivada con respecto al tiempo de una funcion de clase
C', f(q,p;t) definida sobre el espacio fase 2n-dimensional. Por la regla de

la cadena tenemos que
Z of qu Of Op; 8fdt
dq; Ot 8pi ot 8t
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y sabemos que

dq; .
8t - Q’L
_9H
B Op;
y también
opi e
8t - pl
L OH
B dq;

entonces tenemos

dt

of of oM Of oM\  of
o ;(aqiapi op; 8qi)+8t

_ af
= {f,H}+ Edt' (2.16)

De donde el dltimo paso define el braquet canénico de Poisson de 2 fun-
ciones, es decir
of 99 0f g
= E — . 2.17
.98 (8% Op;  Op; Oq; ( )

Con este braquet, R?" es una variedad de Poisson en el sentido de la
seccion . La férmula muestra que si la funcion f es independiente
del tiempo y si el braquet de Poisson con el Hamiltoniano se anula, entonces
es una constante de la integral de movimiento.

Usando esta definicién, se tienen las siguientes identidades del braquet de
Poisson:

2. {f+g,h}y={fh}+{g.h}
3. Identidad de Jacobi

{f 49,03} +Hg.4h, f1} +{h.{[, 93} =0 (2.18)
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4. Identidad de Leibniz
{fg.h} = fg,h} + g{f, h} (2.19)

Las identidades (1), (2) y (3) definen una Algebra de Lie

Ejemplo 2.3.2. {#,H} =0, de aqui el Hamiltoniano es una cantidad con-
servada, H = FE para sistemas independientes del tiempo.

Teorema 2.3.3. Si dos funciones f y g son cantidades conservadas, entonces
{f, g} es también una cantidad conservada.

Demostracion. Solo basta usar la identidad de Jacobi con f,g y H para
mostrar que {#H,{f,g}} =0. O

Definicién 2.3.4. Dos funciones que se cancelan en el braquet de Poisson,
se dice que estdn en involucion (6 que son involutivas). Equivalentemente se
dice que Poisson-conmutan.

Dada una funcién F' de clase C* definida sobre el espacio fase (q,p) de
un sistema Hamiltoniano, las ecuaciones de Hamilton son

Fo= Z {3(]@- ot op, 815}
S OF OH  OF OM
N p dq; Op;  Op; Og;

— [FH).

Tomando a F' = ¢; y F' = p; obtenemos las ecuaciones Hamiltonianas
clasicas (2.15).

Las propiedades 1., 2., 3., 4. mencionadas arriba para el braquet de Pois-
son canénico definen de hecho el concepto de braquet de Poisson en un espacio
vectorial. En general, dado un braquet de Poisson y un hamiltoniano (que no
dependa explicitamente del tiempo), las ecuaciones de Hamilton que definen
la dindmica son, por definicion

F={FH}. (2.20)
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2.3.3. Formulacion no candnica

El significado de la idea del desarrollo de la mecénica no canénica comien-
za con la generalizacién de la definicién de braquet de Poisson. Consideremos
el ejemplo de la dindmica del cuerpo rigido.

Ejemplo 2.3.5. Las ecuaciones de movimiento del cuerpo rigido dindamico
son

L = (I — I5) Q0

LY = (Is— 1))

IgQ3 = (Il - 12)9192
donde Q = (24, Q9, Q3) es la velocidad angular de el cuerpo rigido de un cuer-
po fijo de marco de referencia, e I = (I, I, I3) son los momentos principales
de inercia del cuerpo. Dado que el sistema esta compuesto por 3 ecuaciones,

es claro que no es una forma canédnica.
Definimos el momento angular

IT = (I1y, [Ty, I3) = (11821, 1829, 15823).

Entonces las ecuaciones del cuerpo rigido se pueden poner en forma compacta

COIMo .
IT =TI x €. (2.21)

Podemos definir el braquet de Poisson del cuerpo rigido, que actia sobre
las funciones del momento angular como

{F,G} = —-1I1- (VF x VG).
Se puede verificar que el sistema (2.21)) es equivalente a
F={FH}

H2

i + r11_2§ + I—;) . Tomando F' como IIy, I, y II3

con el Hamiltoniano H = % (f

en turno, tenemos que
(I, HY =11, i=1,23.

Notemos que si tomamos el momento angular total

C(I) = % (ITF + 113 + I13)
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y lo ocupamos en

C = {C,H}
= —II-(VC xVH)
= —II-(ITI x VH)
0

obtenemos una aseveracién de conservacién de momento angular. De hecho
para cualquier funcién G se puede probar

{C,G} =0
es decir C Poisson-conmuta con todas las funciones.
Esto motiva la definicion que se llama funciones Casimir:

Definicién 2.3.6. Una funcion Casimir C es una funcion diferenciable tal
que Poisson-conmuta con cualquier funcion G, es decir

{€.G} =0

El ejemplo del cuerpo rigido es un caso particular de una estructura de
Poisson definida sobre el dual de un algebra de Lie g*. De acuerdo con [24]
Capitulo 10] ésta se define como:

6w = (|5 5] (222)

para u € g*.

2.4. Funcién ¢ de Dirac

En esta seccion discutiremos la funciéon ¢ de Dirac, la cual definiremos
mediante el limite de una sucesién de funciones. La funcién ¢ de Dirac no
es una funcion en el sentido usual del Calculo, pues se sabe que una funciéon
idénticamente nula excepto un punto tiene siempre integral cero, en lugar de
uno, es decir

flz) = O,Vx#a:/oof(:c)d:c = /a f(:c)d:c—i—/oof(:c)d:c =0,aeR
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Lo anterior significa que no es posible aplicar los resultados del Calculo a la
0 de Dirac.
Comencemos considerando las sucesiones siguientes:

1 t>1/2n
sp(t) = ¢ nt+1/2 —1/2n<t<1/2n

0 t<—1/2n

0 t>1/2n
d,(t) = < n —1/2n<t<1/2n
0 t<—1/2n
observamos que
d
1. Esn(t) |t0 = dn<t0),t0 7é :E1/2n

2. Por como se definié s, d, y por el Teorema Fundamental del Céalculo

to
/ d,(t) dt = s,(to) para todo t,

—00

3. /_OO F(1) dat) dt = F(€), —1/2n <€ < 1/2n

Si hacemos tender n a infinito para las sucesiones s, y d,,, tenemos

, _ |0 t<0
M sa(t) = u(t) = { 1 t>0

, -~ - 00 t=20
dm dn(t) = d(t) = {0 t#0

entonces, tenemos
| s e i = o

ahora, si consideramos

[e.e]

lim f@t) do(t) dt = lim f(§)

: — £(0)

esto nos dice cémo debemos definir la § de Dirac:
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Definicién 2.4.1. La funcién Delta de Dirac 6(x,zy) se define como

d(x,x9) = lim d,(z — xo)
n—oo

y tiene las siguientes propiedades:
/ Oz, x0)dr =1, (2.23)

/_ () 8(,m0) d = f(a0) (2.24)

Es facil generalizar la definicién anterior a dos (6 més) dimensiones. Para
definir la Delta de Dirac en dos dimensiones, substituimos las propiedades

(2.23) v (2.24)), respectivamente, por:
[ sexdray=1 v [[ r6d6xx) dedy = ).
R2 R2



Capitulo 3

Dinamica de vorticidad

En este capitulo estableceremos las bases de la dinamica de un fluido
ideal en términos del campo de vorticidad y las ecuaciones de movimiento
que gobiernan la dinamica de N vortices puntuales.

3.1. Nociones basicas

Dado un campo de flujo con velocidad de distribucién u = (u, v, w) € R3,
el campo de vorticidad asociado es

w=Vxu. (3.1)

La ecuacién es conocida como el rotacional en R3. Nos ocuparemos
exclusivamente de fluidos no viscosos, de flujos incompresibles con constante
(normalizada) de densidad p = 1. La condicién de incompresibilidad esta
dada por

V-u=0. (3.2)

Tomando la divergencia y el rotacional de (3.1]) tenemos las relaciones

V-w = 0, (3.3)
Viu = -V xw.

La primera relaciéon es clara. Para la segunda nos basta recordar que

Vx(Vxu) = V(V-u)- Vi
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y bajo la condicién de incompresibilidad V - u = 0 de donde obtenemos lo
deseado, es decir

Vx(Vxu) = -V

La ecuacién (|3.3) muestra que las componentes de vorticidad estéan rela-
cionadas unas con otras de la misma forma que las componentes de velocidad,
mientras que muestra que cada componente de velocidad satisface una
ecuacion de Poisson. Si la divergencia de la vorticidad es integrada sobre un
volumen finito V' € R3? el teorema de la divergencia nos dice

/V-de:/w-ndS:O (3.5)
v s

donde S es la superficie que limita el volumen V' con unidad normal n externa.
Por tanto, el flujo de vorticidad a través de una superficie cerrada es cero.
La misma afirmacién es valida para el flujo de la velocidad.

El flujo se dice que es irrotacional si V x u = 0, es decir si la vorticidad
es cero. En este caso existe una funcién escalar ¢, llamada el potencial de
velocidad, tal que u = V¢ siempre y cuando el flujo es en todo R? o en
una regién simplemente conexa. Esto se sigue de (3.2) ya que ¢ satisface la
ecuacién de Laplace V2¢ = 0 y escribimos u = u, para el potencial de flujo.
En general, el campo de velocidad puede ser descompuesto en términos del
potencial de velocidad, més un vector potencial solenoidal ¢ (algunas veces
referida como descomposicion de Helmholtz-Hodge), donde V - 1) = 0

y
u=u,;+u, =Ve+ (V x). (3.6)

El segundo término es generado por la distribuciéon de vorticidad.
De la ecuacion (3.1) y de u, = V X ¢ tenemos que

w = Vx(Vxu)

= V(V-¢) =V
= —V%
y obtenemos
V) = —w. (3.7)

Es decir, el vector potencial satisface la ecuacién de Poisson con vorticidad
sobre el lado derecho. Por técnicas estandar uno puede escribir la solucién de
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la ecuacién de Poisson en término de la funciéon de Green para el Laplaciano
(en el espacio libre)

_ / G(x — 2)w(z) d= (3.8)
donde 1
G(x) = { T R

V2G(x) + 6(x) = 0. (3.10)

Entonces, dado que u,(x) = V X 1), tenemos

con

w,(x) = / G(x — 2)w(z)dz

:/K—z z)dz

donde K es el kernel singular Biot-Savart definido como

217r Y, T en R?
K 3.11
=1 £ s (3.11)
A menudo la férmula de Biot-Savart en R? se escribe:
1 — d
w(x) = — L [ x=2) xw(z)dz) (3.12)

47 l|x —z|[?

Una cantidad escalar fundamental asociada con la vorticidad es la circu-
lacion I' = f u - ds de un fluido alrededor de una curva simple cerrada. El
teorema de Stokes nos dice

F—j{u-ds—/w'nds (3.13)
c A

donde A es cualquier superficie abierta acotada por la curva cerrada C. Esta
formula muestra que la circulacion es el flujo de vorticidad a través de una
superficie abierta A acotada por la curva. El resultado principal concerniente
a circulacién es el teorema de circulacion de Kelvin, el cual dice que
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en un fluido ideal incompresible, actuando por fuerzas conservativas, la cir-
ar _

culacién I'(¢) moviéndose con el fluido es constante i.e. G- = 0 (ver [§] o [36]
para las demostraciones). La vorticidad no puede ser creada a menos que
una de las condiciones del teorema sea violada, por ejemplo, la introduccion
de capas viscosas o la presencia de estratificacion. Ambas son efectos fisicos
discutidos extensamente en la literatura. Si la circulacién es cero para todas
las curvas cerradas, entonces el flujo es irrotacional. Lo contrario es cierto si
el fluido esta contenido en una regién simplemente conexa.

Las curvas trazadas paralelas al vector local de vorticidad en cada punto
son llamadas lineas de vorticidad, mientras que el conjunto de lineas de
vortices que pasan por los puntos de un curva cerrada en el flujo se llaman
tubo de wvortice. Por construccién, un tubo de vértice tiene la propiedad
de que la vorticidad es siempre paralela a la superficie del mismo, es decir,
w - n = 0 sobre la superficie de un tubo de vértice, por lo tanto el flujo de
vorticidad a través de cualquier seccion transversal del tubo es una constante.
El flujo de vorticidad a lo largo del tubo es igual a la circulacién alrededor
de cualquier curva cerrada sobre la pared del tubo rodeando el tubo una
vez, que se llama la fuerza tubo. Un tubo de vértice que esta rodeado por
el fluido irrotacional se llama un filamento de vortice. Tipicamente, un
filamento de vortice tiene una seccién transversal pequena en comparacion
con su curvatura. El hecho de que la circulaciéon no cambia a lo largo de un
tubo significa que los tubos de vortice son cerrados, se van hasta el infinito,
o terminan en las fronteras del sélido o interfaces liquido-liquido. (ver [40] y
[27], [28] para una discusién de la geometria de tubo de vértice.)

El flujo ideal incompresible en tres dimensiones actuado por fuerzas con-
servativas, tiene que sus ecuaciones de movimiento basicas basadas en las

leyes de Newton F = ma estan dadas por las ecuaciones incompresibles de

Euler D
u
—=w+u-Vu=Vp+f (3.14)
Dt
donde u € R? y % = (% +u- V) es el operador derivada material, p es el
campo de presién y f representa las fuerzas externas del cuerpo por unidad
de masa.
Para flujos no viscosos las condiciones de frontera estan dadas por u-n = 0
sobre la frontera.

Tomemos el rotacional de (3.14)), es decir
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D
VxFI;:VX(ut—i—u-Vu):—(Vpr)—l—(fo).

Como sabemos, el rotacional de un gradiente de cualquier campo escalar es
cero, es decir

—(VxVp)=0
y también sabemos que f es conservativo, por lo tanto
Vxf=0
entonces tenemos lo siguiente
Vx(w+u-Vu)=0.
Ahora veamos quien es el lado izquierdo de la ecuacién.
Vx(w+u-Vu) = (Vxuw)+(Vx(u-Vu))
0 1
= —(Vxu)+ (Vx (§V(u-u) — (u xw)))

ot
9, 1
= SV xw (VX Viuew) = (V% (ux w)
= %(Vxu)—u(V~w)+w(V-u)—(w-V)u+(U-V)w

por tanto tenemos

O (9 xu)— (- V)ut (- Vw = 0

ot
%(qu)+(u-V)w = (w-V)u
Dw
Flf = w-Vu

y llegamos a la ecuacion de evolucién de la vorticidad

Dw
— =w-Vu. 3.15
Dt (3.15)

La ventaja de esta formulacién es la ausencia del término de presion en
las ecuaciones (la evolucién de vorticidad depende sélo de los valores locales

y vorticidad del fluido). El término de la derecha en (3.15) es comtinmente
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conocido como el vortice de estiramiento, que es muy importante para muchos
aspectos tres-dimensionales de flujos turbulentos. Notemos también que si
w(x,0) = 0, entonces w(x,t) = 0 para t > 0, que significa que si la vorticidad
es cero inicialmente, ésta se mantiene cero para todo tiempo.

Si una particula pasiva se coloca en el campo de flujo en la posicién x(t),
se ve afectada por el campo de velocidades de acuerdo a la ecuacién

x = u(x,t)

Ahora, si diferenciamos esta ecuacién, uno puede ver que en un elemento
de linea infinitesimal §l satisface la ecuacion de evolucién (ver [4] para la
demostracion), es decir tenemos

Dél

D 0l -Vu
Dado que esta ecuacion es idéntica a la ecuacién de vorticidad con
0l y w intercambiados, podemos concluir que las lineas de vértice se mue-
ven precisamente como lo hacen las lineas de materiales. En particular, el
lado derecho de la ecuacion muestra cémo en tres dimensiones, las lineas de
material se estiran o se comprimen por el flujo.

Ahora bien, para fluidos viscosos existe un término adicional en el la-
do derecho de la ecuacion causando difusion de vorticidad dada por
R~1V?%w, donde R es el niimero de Reynolds R = l%. En este caso, el teorema
de circulacién de Kelvin se transforma en

dr 1

= R j{(wa)dS
mostrando que la circulaciéon ya no es constante. Para los campos de flujo
donde la vorticidad esta confinada a una superficie dos dimensional, el vec-
tor de vorticidad tiene una sola componente en la direccién perpendicular a
la superficie, de ahi el vortice de estiramiento esta ausente. Principalmente
por esta razon, los flujos dos-dimensionales son diferentes de los flujos tres-
dimensionales. De hecho, la teoria basica de la existencia de las ecuaciones
de Euler en R? (para tiempo largo) ain no ha sido resuelta (ver [5] [11], [18],
[33], [38], [39]). Se cree por algunos que el término de vértice de estiramien-
to produce una singularidad de tiempo finito (ver, por ejemplo, [13], [19],
[31], [34], [35]) y sabemos que la clave para esto es la cantidad fOT l|lw||Le dt,
donde || - ||z~ es la norma L, que debe estallar si no es una singularidad
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de tiempo-finito, como muestra [5] y se discute més a detalle en los libros
de [10], [21] y [23]. En R? cuando el término de vértice de estiramiento estd
ausente, la existencia a largo tiempo estd establecida; ver [3], [17], [42] y [43].

3.2. Invariantes de las ecuaciones de Euler

Las ecuaciones sin viscosidad tienen varias invariantes que desempenaran
un papel importante. Asumiendo que el campo de velocidades decae suficien-
temente rapido en el infinito y que no hay fuerzas externas del cuerpo, el total
de la energia cinética E en el flujo y la vorticidad total WW; son constantes

B(t) = %/RB’\IuII? dx = E(0)

Wi(t) = /st(x) dx = W1(0)

Para flujos viscosos, la energia cinética ya no es constante ya que la vis-
cosidad hace que se transforme en energia interna. En general, tenemos

@:—R_1 l[w|]? dx < 0.
dt R3
Sin embargo, dado que las ecuaciones macroscépicas no incluyen efectos mi-
croscopicos, no hay conteo de aumento en la energia interior para equilibrar
la disminucién de energia cinética.

Las ecuaciones de Euler son invariantes con respecto a traslaciones espa-
ciales y rotaciones. Por lo tanto “momento lineal” L y el “momento angular”

I, de el fluido son constantes,

L) = %/ﬂ@(xxw) dx = L(0), (3.16)
I(t) = %/Wxx(xxw)dx
1 9 B

= —§/RS ||x||*w dx = I(0). (3.17)

Estas cantidades también son constantes para flujos viscosos. Un interesante
invariante topolégico para los flujos sin viscosidad se muestra en [27], es la
llamada helicidad, J donde

J:/ u-wdx = J(0)
R3
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Esta conservacion se sigue esencialmente del teorema de circulacion de Kel-
vin. La helicidad mide el grado de enlace de grupos de filamentos de vortices
cerrados. Por ejemplo si nosotros tenemos una coleccién de n enlaces de fila-
mentos de voértices C, donde k£ = 1,--- ,n, cada uno de fuerza I'y entonces

0,

donde o; es el nimero de vueltas de C; y C; (i.e. el nimero entero de veces
donde los filamentos se enredan alrededor del otro). Esto se ve asumiendo
que la distribucién de vorticidad w es cero, excepto en 2 (6 més) filamentos
cerrados C, Cs. Entonces la integral de volumen definiendo J, degenera a

J:FI% 'Ll'dX—l-FQ% u-dx.
C1 C2

Por el teorema de Stokes, la primera integral es igual al flujo de vorticidad
a través de la superficie que abarca C, que estd dada por £nl's, es decir se
ve como sigue

Fl% u-dX:Fl/(qu)-ds
C1 s
= Fl/w-ds
s
= :i:?’LFlFQ

donde n es el nimero de enlace, (nimero de veces que Cy perfora la superficie
de expansién de () y £ es escogido si el enlace es derecho (6 izquierdo). Se
argumenta de manera similar para la segunda integral, obteniendo

J = j:nFlfg + nF2F1 = imFng

Este resultado se puede generalizar de forma obvia para muchos filamentos.

Sin embargo, el campo de vorticidad no puede ser explicitamente escrito
como una colecciéon de enlaces de tubos de vortice. Pero uno puede siempre
descomponer w en la suma de tres campos

W= Wi + Wy + ws

_ (o9 _Ou
w1 = "0z Oy

donde
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Ouy ~ Oug
Wy = (_E’ 0, %)
Ouz  Ouz
Wy = (a—y, —%,O) .
Dado que las lineas de vortice para el campo w; son curvas cerradas dadas

por u; = const., x = const. la misma helicidad es cero. Esto es cierto para
wy v w3 y la invarianza de la helicidad puede ser escrita

T=" Jom, Jnm:/un-wde

n#m

donde J,,, es el grado de enlace de los campos wy,, wy,. Ver [29] para una
mayor discusion.
Aunque en tres dimensiones no se conserva, una importante cantidad es

la enstrofia Wy
1
o= [ JllPax
R3

Como hemos visto, la energia y la enstrofia estan relacionadas por
dFE
dt

Otra cantidad comun es la palinstropia P

le/(wafdx
2 Jas

= —2R71W2.

que pueden ser relacionadas por el radio de cambio de la enstrofia via

W _ —2R_1P—|—/ w-(w-V)u dx.
dt R3

La helicidad, la energia y la enstrofia de el flujo estan relacionadas via la
desigualdad de Schwarz para dar una cota inferior en la enstrofia

/Rg(u,w>dx
/Rg(u, u)dx /Rs<w,w>dx

|E| [Ws
|| < |E] W

Il =

IN
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de donde tenemos que

W2ZF

ver [I] [27] y [29] para una mayor discusién de esto.

3.3. Vorticidad en dos dimensiones

Ahora nos enfocaremos en dos dimensiones, tenemos que el lado derecho
de (3.15) es cero, es decir, consideramos u = (u, v,0) de donde tenemos

D
= (Vxu)-Vu
= 0

por lo cual la ecuacion de la evolucién de la vorticidad se convierte en una
ley de conservacion para la vorticidad escalar

Dw

— =0 3.18

Di (3.18)
donde w = g—; — % Para el flujo 2-dimensional, existe una jerarquia infi-

nita de cantidades invariantes Wy (k = 1,2,3,...), llamada momento de

vorticidad, donde
1
Wy, = —/ wh(x) dx
k Jge

Asi, en dos dimensiones tanto la energia como la enstrofia son cantidades
conservadas (un hecho que usualmente se dice que prohibe una cascada de
energia a pequena escala), mientras que en 3 dimensiones la enstrofia puede
incrementar, debido a que el tubo de vortice se extiende, como es discutido
en [20]. De hecho se puede verificar que para cualquier funcién suave de la
vorticidad f(w) es constante bajo el flujo. Para ver esto consideremos un
camino cerrado C', encerrado en el area A que se mueve con el campo de
flujo. Entonces

%/Cf(w(x)) dx = /Cf’(w(X)) B—j +u-Vw} dx = 0

Una caracteristica adicional de flujos 2-dimensionales no disponible pa-
ra flujos 3-dimensionales (a menos que estos posean cierta simetria; ver los
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articulos [I5] y [26] para mayor informacién) es que vector potencial v se
convierte en la funcién escalar, llamada la funcién de corriente. Asi

u = Vxvo
V4

(W )(8):
= (Yy, —z).

La ecuacién para una particula de fluido se convierte en
X = u
= (wya —%)
que toman la forma de las ecuaciones canénicas de Hamilton

. OH
r = a_y($7yat)

) OH
Yy = —%(l’,y7t>

El Hamiltoniano (dependiente del tiempo) juega el papel de la funcién de
corriente H = 1), con las coordenadas de posicién (x,y) haciendo el papel de
variables candnicas conjugadas. Cuando el flujo es independiente del tiempo,
las curvas de nivel de las lineas de corriente Hamiltoniana que las particulas
de fluido (también llamadas "marcador pasivas”) siguen, tienen la propiedad
de que su velocidad es tangente a las lineas de corriente. Esto puede ser
entendido, observando que el vector normal n a la curva de nivel ¢ =const.
esta dado por

n=Vy=VH (3.19)

Dado que u-n =u-Vy = 0, la velocidad local del fluido es tangente a cada
curva de nivel. También, dado que u-n = 0 cada linea de corriente puede
ser vista como un solido acotado, que ningun fluido puede penetrar.

Ahora mencionaremos que en dos dimensiones, y asumiendo que la fun-
cién de corriente ¢ es arménica (por lo que w = —V?%) = 0) uno puede
definir una cantidad compleja llamada el potencial complejo.

Definicién 3.3.1. La funcion analitica compleja

w(z) = ¢+ i
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es llamada el potencial complejo para el flujo, donde z = x +1y. La parte
real, ¢, es el potencial de velocidad, mientras la parte imaginaria, 1, es
la funcion de corriente. Dado que la funcion w(z) es analitica, ¢ y
estdn relacionadas mediante las ecuaciones de Cauchy-Riemann

o _
or Oy
9 _ W
oy ox
La velocidad compleja esta definida por
d_w =u—1w
dz

Ocasionalmente, es util para escribir la velocidad y vorticidad en términos
de coordenadas polares. Tenemos lo siguiente

U _ 1 [ rcosf —rsenf Uy
v ~ r \rsenf rcosf U
- cosfd —send Uy
- senf cosf Ug

y podemos escribir entonces u + iv = € (u, + iuy), de donde tenemos que

g—qj = u-+w
= e O (u, — iug).
Por otra parte tenemos
06 90 9w
dr 0Oy or Oz
% — zg—f = e (u, — iuy)

(cos @ —isen)(u, — iuy)
u, cos ) — ugsend + i(—u, send — ug cos )

y también que

dw 10y oY oY _ sen@ oY
5—0050;%+sen95+2<00505 T
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entonces,

oY senf Oy

—u, sen ) — 0 = 0— — —
u, sen f — uy cos cos - -
0 10
cos 6 (a—f + ue) + sen (_;G_Z + ur> = 0.
Por tanto, las componentes de la velocidad radial y azimutal (u,,ug) estan

dadas por
1oy oY

Up = —— Ug = ——— .
"orog’ or
Ahora, considerando el rotacional en coordenadas cilindricas, tenemos que

B 10u, Oug) - ou, Ou,\ ~ 1 [(0(rug) Ou,\ ~
Vxu = <Fae_5)r+(az_ar)9+2( ar _a(a)Z

1 (a(m@) - aur) "

r or 00

y entonces obtenemos que la vorticidad estd dada por

1a(a_¢> 1 0%

“ror \or

r Or

r2 002"

Para ilustrar la elegancia del uso del potencial complejo listaremos algunos
ejemplos:
1. Flujo de punto fuente

Tenemos que el potencial complejo, la velocidad potencial, la funcién
de corriente y la vorticidad estan dadas por las siguientes ecuaciones

m
w(z) = %log(z—zo)
m
6:) = Mloglz 2
m
V) = (e z)
W o m -y
dz  2m |z— 22

w = 0
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Figura 3.1: Campo de velocidad del flujo de un punto fuente.

=
o

3.0

Poniendo z; en el origen y haciendo m = 27, la velocidad compleja es

) Y T+ 1y

d_w
dz

x2_}_y2'

El correspondiente flujo de punto fuente se ilustra en la figura . (Solo
mostramos el primer cuadrante; el flujo sobre los otros tres cuadrantes
se obtiene por simetria reflejando con respecto a los ejes cartesianos.)

2. Flujo de un vortice puntual

T
% IOg<Z — Zo)

r
py arg(z — zp)

- log |z — 2
——log|z — =
o g 0
L' (z—2z)"
2mi |z — zo)?

0
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Figura 3.2: Campo de velocidad del flujo inducido por un vortice puntual.
Se muestra una regién en el primer cuadrante que excluye el origen (donde
la velocidad se hace infinita).

El flujo debido a un vértice puntual se ilustra en la figura [3.2]

3. Flujo de un punto esquina, con dngulo 7/m

w(z) = Az™
o(z) = Ar™cos(mb)
W(z) = Ar™sen(mb)
(Cil—/lj = mAz"!
w = 0

El flujo de un punto esquina se ilustra en la figura [3.3| para tres valores
distintos del angulo.

Procedimiento para obtener las graficas de flujo. En los tres ejemplos
anteriores, el procedimiento para obtener las graficas de flujo y las expresiones
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Figura 3.3: Campo de velocidad para el flujo de una esquina con angulo 90°,
60° y 45°.

correspondientes es el siguiente: a) Dar la funcién ¢ cuyas curvas de nivel
corresponden a las lineas de flujo que se desea estudiar; esta funcién debe
ser arménica. b) Dar la funcién arménica conjugada 1, formando la funcién
compleja w = ¢ + ith. ¢) El campo de velocidad del fluido estd dado, en
notacién compleja, por (dw/dz)*. (El asterisco denota tomar el conjugado.)

3.4. Descomposicién en vortices puntuales

Pasemos al caso de delgados filamentos de vorticidad paralelos y formule-
mos las ecuaciones para la dinamica de un punto de vortice en una superficie
de dos dimensiones. Cuando la vorticidad estd concentrada perfectamente y
a lo largo de un filamento recto de vorticidad, un corte de este filamento por
una superficie dos-dimensional nos da una distribuciéon de vorticidad en el
plano que esta altamente localizada alrededor de la linea central del filamen-
to, es decir, la funcién de vorticidad tiene un pequeno soporte. En general,
para un representante discreto de vortice en dos dimensiones, se supone una
distribucién de vorticidad en la forma

F—(b (x — x;)

€
x
I
M
N

6x) = %cb(

X
€
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con € << 1y ¢ cualquier funcién adecuadamente normalizada, radialmente
simétrica de manera que [ ¢ dx = 2m. El caso limite (¢ — 0) de dicha
representacion, llamado un vortice puntual, estd dado por la eleccion

Pe(x) = 0(x)
donde ¢ es la delta de Dirac; en la seccién 2.4/ hemos recordado cémo se define

la Delta de Dirac. El campo de velocidad y vorticidad asociado con un punto
aislado del vortice esta dado por

T
ug(r,0,2) = G-
u = 0
u, = 0
w, = o(r)

Este flujo es algunas veces referido como vdrtice irrotacional dado que w = 0,
excepto en la localizacién del vortice puntual, el cual tiene medida cero. Fisi-
camente, la aproximacion discreta del vortice es andloga a la aproximacién
“masa-punto” usada en problemas gravitacionales de N-cuerpos, donde la
estructura interna y deformacién de la vorticidad local es ignorada y uno
sélo esta interesado en la busqueda de la vorticidad maxima o punto central
de la regién de vorticidad.

Para obtener las ecuaciones para la dindmica de una coleccion de N vorti-
ces localizados en x, = (74(t),ya(t)) donde o = 1,..., N, comenzamos con
las ecuaciones de velocidad y notemos que la velocidad inducida por un punto
aislado del vortice es

X‘04 = u(Xomt)
= V5 a(Xa, ).
De (3.8)) vemos que
1
Va(x,1) = —2—/I’alog Ix — 2| §(xq — 2) dz
T
r

= ——“log|x — Xa|.
-2 log x — xa|

El campo de velocidad debida a una coleccién de N vértices es obtenida por
una superposiciéon lineal (dado que la relacién velocidad-vorticidad es lineal)

k= Via(x,1).

a=1
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Entonces, dado que cada vortice puntual se mueve con la velocidad local de
el fluido y la vorticidad es una cantidad conservada, tenemos las ecuaciones
para la colecciéon de N-vortices

N
Xg = Y _ V5 a(xs,1) (3.20)
aFp
donde 5 =1,..., N.

Interaccién de N vértices puntuales. Desarrollando (3.20) podemos
ahora escribir las ecuaciones de movimiento para N vortices en el plano:

N
1 Cs(Ya — yp)

ba = Y eI (3.21)
2m o G
N
1 Ig(xa —
jo = 5oy (xlz z5) (3.22)
" ra pa
donde lg, = ||x3 —X4|| es la distancia entre los vértices. El sistema puede ser

expresado més compactamente en la notacién compleja z, () = x4 (t)+1ya (1),
como sigue

. N
_ 1 2o — 28
Za = — I'g —— 3.23
“ 27TZ g |20 — 25/ (3:23)
B#a
o equivalentemente
N
1 r
o= o= & (3.24)
i e Za 28
asumiendo que todos los vortices I'y, son realesy o =1,..., N.

En el capitulo [4] elaboraremos sobre estas ecuaciones.

3.5. Otras dinamicas de vorticidad en el plano

Existen flujos que, hasta cierto punto, comparten propiedades cualitativas
con el flujo debido a un vértice puntual. Veamos un par de ejemplos.
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Figura 3.4: Campo de velocidad para el flujo de cuerpo sélido.
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1. Rotacién de un cuerpo sélido

ug(r,0,2) = Qr

u = 0
u, = 0
Y 1 (8(7’1@) B 8u7«>
= or 00
= 20

En la figura [3.4] se ilustra el flujo de cuerpo sélido.

2. Vértice de Rankine

Este flujo corresponde a la rotacion de un cuerpo sélido dentro de un
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Figura 3.5: (a) Magnitud de la velocidad como funcién del radio para el flujo
de Rankine (linea continua) y el flujo de un vértice puntual (linea disconti-
nua). (b) Campo de velocidad para el flujo de Rankine.

circulo de radio R y un vértice puntual fuera del circulo.

v — { ﬂ—EQ, r<R
z o(r), r>R
u, = 0

u, = 0

Podemos imaginar a una hélice de motor en un liquido, al girar la hélice
obliga al fluido a moverse, lo cual esta originando el comportamiento
de la rotacion del cuerpo sélido, mientras que el fluido fuera de la hélice
es mas lento el movimiento y se comporta como un vortice puntual.

En la figura |3.5]se ilustra el modelo del flujo de Rankine.

3.6. Integracion del problema de tres vortices

En esta secciéon discutimos, en su contexto historico, la integrabilidad del
problema de tres vértices y comentamos brevemente sobre la aportacion de
esta tesis al tema de integrabilidad.
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Consideremos z;(t),--- , zx(t) las posiciones de N vortices y I'y,--- Iy
sus respectivas vorticidades, hemos visto que la dinamica de vorticidad del
sistema es expresado como

Zo = r
271'2 ﬂ]za—zﬁP

Asociado a la ecuacion anterior, tenemos 2 cantidades, una la denotamos co-
mo [ momento de inercia y H la energia. Ambas cantidades son conservadas,
lo cual nos ayuda a reducir nuestro problema, es decir, reducimos la dimen-
sién de nuestro sistema. Ahora, si nuestro centro de vorticidad esta ubicado
(o anclado) en el origen z = 0, reducimos nuestro sistema en dos dimensiones
mas. Como nuestras ecuaciones del sistema son invariantes bajo traslaciones
y rotaciones, podemos en principio olvidar informacién de manera inteligen-
te, ya que podremos escribir nuestro sistema en términos de las distancias de
los tres lados del triangulo que forma la configuracién. Entonces tendremos
un paso mas que logra reducir finalmente el problema de R® a R. Podemos
decir entonces que el sistema es integrable.

Los hechos anteriores, sus ideas y cdlculos, se deben a los trabajos de
Poincaré, Grobli, Synge y Aref. Para mayor referencia se puede consultar [7].

Poincaré fue uno de los primeros en darse cuenta de la integrabilidad del
sistema, la cual se pudo explicar mediante consideraciones sobre las simetrias
e integrales primeras.

El primero en introducir el modelo de las ecuaciones que rigen el mo-
vimiento de tres vértices fue Helmholtz (1858), quien dedujo esencialmente
las ecuaciones , aunque sin ocupar la notaciéon compleja que nosotros
ocupamos.

Kirchhoff, para el sistema descrito por Helmholtz, hace la observacién de
que el sistema se puede escribir en forma hamiltoniana. Mediante algunos
célculos obtiene que el centroide (centro de vorticidad), el hamiltoniano H y
el momento de Inercia I son constantes. El problema de 2 vortices lo tenia
completamente entendido.

Tanto Kirchhoff como Poincaré se habian percatado que utilizando re-
sultados generales de sistemas hamiltonianos el problema de tres vortices
tenia que ser integrable. Poincaré consideré el problema de tres vortices en
su articulo [32] Théorie des Tourbillons en 1893.

El primero en describir en detalle la integrabilidad del problema de tres
vértices es Grobli. Describe el sistema con la ecuaciones de movimiento, pero
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en términos de los cuadrados de las distancias entre los vortices y ocupando
el hecho de que H = const. e I = const., con esto logra describir la forma
del triangulo, independientemente de su orientaciéon en el plano, a lo cual
nosotros llamamos reduccion del sistema. En esencia, Grobli llega a nuestras
ecuaciones para tres voértices.

Un aspecto que se aborda en la presente tesis, que quiza no conocia Grobli,
es el proceso de reduccion hamiltoniana. Esto es, notamos que las ecuaciones
(5.1) no son hamiltonianas, pero sin embargo es posible encontrar un siste-
ma de coordenadas, con el cual las ecuaciones de movimiento si tienen una
estructura hamiltoniana. Podemos decir que uno de los objetivos principales
de esta tesis es discutir la estructura geométrica y de Poisson que dan lugar
a dicha reduccién hamiltoniana.



Capitulo 4

El problema de N vértices en el
plano

En este capitulo estableceremos la estructura hamiltoniana de las ecua-
ciones de movimiento del problema de N vortices en el plano, estableciendo
algunas propiedades basicas y cantidades conservadas. Adicionalmente, con-
templaremos algunos casos particulares con el objeto de ganar intuicién sobre
la dindmica de vortices puntuales.

4.1. Formulacion general
Las ecuaciones para una coleccién de voértices, cada una con vorticidad
I', € R, localizado en z, = z, + 1y, esta dada por
= Zo — %
2o > rp—— (4.1)

27 = |20 — 23/

El sistema tiene la forma Hamiltoniana siguiente

OH OH
Toi=——, Tlaj=——n" 4.2
= o = (4.2)
a=1,...,N, con
1 N
H=—1 > Tulslog(las) (4.3)

pa
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donde /o3 = |24 — 2|. Por conveniencia usaremos la notacién I' = Zg Iy que
denota la vorticidad total en el plano. El sistema tiene las siguientes
cuatro cantidades conservadas (H, @, P, I), donde H, la energia de inter-
accion, queda definida por la ecuacién . Ahora si tomamos

d_H a_H_|_8_H
i or dy
=0

observamos que H es una cantidad conservada.
La siguiente cantidad conservada es el momento de vorticidad, deno-
tado por

N
Q+iP =) Taz, .

a=1
Tomando
d(Q+iP) iir .
dt oAt =
N
= > Tafa
a=1
N
= 2_ Do
a7ﬁ
=0
donde D,p = %Fafﬁﬁ v Do = —D,s. Entonces, () + iP es una

cantidad conservada.
SiI'= )", I'y # 0 definimos el centro de vorticidad como
Q+1P

ZOZ F .

La dltima cantidad conservada es el momento angular (también llama-
da impulso angular 6 sequndo momento de circulacion) del sistema, denotado

por
N
I=> Talzl”.
a=1
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En efecto, observamos que
N
dl d
-V 3 Fa ()c2
at ~ dt ; zal
N
d
- T, (2%
; dt(z Z)

N
= ) Ta(32+22)
a,B=1
= 0.

por tanto, es una cantidad conservada. (Notemos que este resultado se puede
ver como un caso particular de la conservacion de la integral definida en en
(3.17).)

Es facil demostrar que si colocamos el centro de vorticidad en el origen
entonces una expresion equivalente para el momento angular es

1
I = f ZFij |Zj — Zk|2 y (44)

i<k

donde I' es la vorticidad total. Esta expresion serd importante para nosotros
mas adelante.

Debido a que el braquet candénico de Poisson entre dos funciones f(z), g(z)
para la variable de configuracién z = (21,...,zy) €s

N1 /0f g Of 9g
tho} = ; T, (3% Yo Yo 8%) ' 49

entonces, tenemos las siguientes tres cantidades que estan en involucién:

1. {#,I} =0
2. {H, P2 +Q*} =0
3. {P*+Q*I}=0
en adicién a estas, tenemos

1. {Q,P} =T
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2. {Q,I} = 2P
3. {P,I} = —20Q

dando lugar al siguiente resultado fundamental

Teorema 4.1.1. El problema de N -vortices para N < 3 es integrable para
todos los valores de T'y,. Si ' =0, el problema de 4-vdrtices es integrable.

Demostracién. Para N = 3, sabemos que las tres cantidades H, I, P?4+Q? son
constantes, estan en involucién y son funcionalmente independientes, como
un sistema Hamiltoniano de dimension 2N es integrable si tiene N funciones
en involucién, obtenemos la integracién del sistema. Si I' = 0 entonces las
cuatro cantidades H, I, P, () son constantes y estan en involucién, de igual
forma obtenemos lo deseado. [

Terminemos esta subseccién apuntando que la forma simpléctica asociada

al braquet de Poisson (4.5 estd dado por
N
Az, w) = —Im Z '\ zqW, -
a=1

4.1.1. Teorema de Synge

Teorema 4.1.2 (Synge). 1. Dado una configuracion de vortices, si las
vorticidades de todos los vortices son revertidas, el sistema se podrd
reconstruir mediante la sucesion de configuraciones a través de la cual
VINo.

2. Si una configuracion es colineal al tiempo t = ty, entonces la configu-
racion en los tiempos t =ty + 7 son reflexiones uno del otro para todos
los wvalores de T.

3. Un sistema no puede pasar a través de mds de dos distintas configura-
ciones colineales. Los tiempos requeridos para pasar de una configura-
cion colineal a otra son todos los mismos.

4. Supongamos que ezisten dos sistemas S1 y So de vortices, tal que cada
uno consiste de el mismo numero de vortices, con la vorticidad de ca-
da vortice en Sy siendo N\* veces la fuerza de cada en Si. Supongamos
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ademds que las configuraciones inicialmente son similares, sin refile-
xion, con las longitudes en Sy siendo L veces estas en Sy, donde L es
una constante. Entonces la subsucesion de configuracion de Sy después
del tiempo ty es similar, sin reflexion, a la configuracion de S, después
del tiempo t1, donde ty = t4 (i—;)

5. Si las vorticidades de todos los vortices tienen el mismo signo, sus
distancias estan acotadas por arriba y por abajo, para todos los tiempos.

4.2. Casos especiales

Consideremos a continuacion algunos casos especiales en el problema de
N-vortices.

4.2.1. El problema restringido de N-vortices

Definicién 4.2.1. Cuando una de las vorticidades del sistema de N -vortices
es tomada como cero, i.e. I'y, = 0 para algun o, 1 < a < N, uno se refiere a
esto como un problema de N-vortices restringido.

Esta terminologia es prestada de la literatura de mecanica celeste, donde
uno se refiere a un problema de N-cuerpos restringido cuando una de las
masas es tomada como cero.

Sin pérdida de la generalidad tomamos I'y = 0. Las ecuaciones de movi-
miento para una particula localizada en la posicién z = zy se desacoplan de
las ecuaciones que gobiernan los N — 1 vértices restantes,

Sy

Il

|
)~
g

paraa=1,...,N —1.
En la seccién continuaremos la discusiéon de estas ecuaciones para el
caso N = 3.
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4.2.2. Soluciones autosimilares

En esta parte definiremos una clase especial de movimiento de vortices,
llamados evolucién-autosimilar.

Consideremos la solucién (,(t), « = 1,..., N, a un sistema de N vértices
puntuales. Tenemos la siguiente

Definiciéon 4.2.2. Un sistema de vortices evoluciona auto-similarmente si
Calt) = U+ 24(t) con zo = Ao f(t) para cada o« = 1,..., N, donde ¥ y las
Ao € C son factores escalares complejo-valuadas y f(t) = r(t) exp(i6(t)) es
una funcion complejo-valuada del tiempo.

A la constante ¥ la llamaremos origen de la solucion autosimilar.
Comenzamos el estudio de las soluciones autosimilares planteandonos las
siguientes preguntas:

1. Determinar cémo se define 9 en términos de las vorticidades.
2. jEsta definido ¢ para cualquier combinacion de vorticidades?

3. ;Cémo se interpreta geométricamente la definicién de soluciones auto-
similares?

4. ;Qué propiedades debe tener una configuracion autosimilar?

Sabemos que

Q+iP =) Tolalt) =0 Ta+> Tazalt) (4.6)

es una cantidad conservada. Por lo tanto
d _ d .
0=—(Q+iP)= = [0Zra +f(t)21“a>\a] = fY Tuh
Consideremos los siguientes casos:

Caso 1: f no es idénticamente cero. Entonces » ', A\, = 0 y por lo tanto

Q+iP =9 To+ f(t)> Tuda

:792Fa.
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Sustituyendo en la ecuacién (4.6)) obtenemos que

D Toza(t) =0.

Geométricamente podemos interpretar esta ecuacion diciendo que, en cual-
quier instante t, los vectores v, := I'yzo forman los lados de un N-gono.
Adicionalmente, si Y I',, # 0 entonces

P
_ Qg_; =:Zy, el centro de vorticidad.

Por otro lado, si > T', = 0 entonces ¥ puede tomar cualquier valor constante
arbitrario y ) +1¢ P = 0.

U

Caso 2: f = 0. En este caso la soluciéon autosimilar es de hecho un equili-
brio. Si Y T', # 0 entonces definiendo 9 como el centro de vorticidad tenemos
nuevamente que » I'yz, = 0 y se sigue la misma interpretacion geométri-
ca que obtuvimos en el caso 1. Si la vorticidad total > I', es cero entonces
> T'yz, es independiente de la eleccién de ¥ y ya no necesariamente tenemos
la interpretacién geométrica que obtuvimos en el caso 1. (No es claro que
existan soluciones de equilibrio para el caso Y T',, = 0; por ejemplo, es facil
checar, usando la ecuacion , que no existen equilibrios para tres vortices
conl'y =2Ty=—-1yIl3=-1)

Obtengamos a continuacién como debe ser f(t) para que la solucién sea
autosimilar. Sin perdida de generalidad podemos considerar r(0) = 1, dado
que los A\, pueden tener moédulos arbitrarios. Consideremos el sistema de
vorticidad del plano escrito como

para o = 1..., N. Asumiendo que el sistema evoluciona auto-similarmente,

entonces tenemos
. N
— ] FB
Aaff - - pp————
2 B ()‘Oé - Aﬁ)

que da la ecuacién dindmica para f(t), de donde tenemos el siguiente sistema

ff=C=A+iB (4.7)
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junto con el sistema algebraico de N ecuaciones complejas

i I
2m 5; (Aa = As)

La ecuacion da las condiciones para que una configuracion inicial de
vortices evolucione autosimilarmente. Notemos entonces que la condicion ne-
cesaria »_ I',A\, = 0 (que hemos interpretado geométricamente en términos
de los lados de un N-gono) no es suficiente, pues se requiere la condicion
que es mas fuerte.

Para resolver el sistema sea f(t) = r(t)exp(if(t)), que da el sistema
acoplado amplitud-fase

1d(r?)

-~ = A =1
@ _ B
dat — r?

cuya solucién es

r(t) = V2At+1

Blog(24t +1)  (A#0)
o) = { B4 0(0) (A=0)

Los vortices chocan autosimilarmente (en su centro de vorticidad) si

r(t*) = 0 para algin t* > 0. De aqui, si A < 0, entonces t* = —2%4 > 0.
Resolviendo algebraicamente el sistema (4.8]) para las constantes A\, para N
general es complicado, pero un tratamiento sistematico puede ser dado. Mas

atin, no es dificil construir casos especiales, como el ejemplo

Observacion 4.2.3. Etimoldogicamente, una similaridad es una transforma-
cton que re-escala las distancias entre cualesquiera dos puntos usando siem-
pre el mismo factor de escala. Asi, una solucion autosimilar en el sentido de
la definicion[{.2.9 es una similaridad; pero no viceversa. Por ejemplo, consi-
deremos el sistema de dos vortices con 'y = 1, I'y = —1 y posiciones iniciales
en 21(0) =i y 22(0) = —i. De las ecuaciones de movimiento se obtiene
fdcilmente que, denotando ( = z — 21, C(t) = 0 de donde ((t) = —2i y se

Sique que
t t
1) =1+ — ) =—1+ —.
Zl() Z+4777 ZQ() Z+4ﬂ_
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Vemos entonces que esta solucion no es autosimilar en el sentido de la defi-
nicion pero st es una similaridad, pues es una translacion horizontal.
(Expandiendo nuestra definicion permitiendo que 9 sea variable abarcariamos
este ejemplo, en este caso con ¥ = t/4w. Sin embargo, siguiendo a [30], pre-
ferimos mantener la definicion restringida.)

Ejemplo 4.2.4 (Kimura(1988)). Tomando como caso especial (I'y, ', ') =
(2,2, —1) con condiciones iniciales, tomando z;(0) = 2:1(0) + iy(0) con
1 =1,2,3, tenemos

0 0
4(0) = <3+\/§COS +Z,\/§sen >lzg

6 6
-3 3cosd 3send
22(0) _ + \/_COS n i\/_sen Ly
6 6
2v/3cosf 23 0
5(0) = V3 cos L V3 sen Ly
3 3
donde | = ||z; — z2|| y los 6 son arbitrarios. El centro de vorticidad de esta

configuracion esta en el origen donde chocan los vértices. Resolviendo para
Ay B tenemos

6 sen 20
A = —
(5 —3cos20)i7,
18 — 6cos 26

B =

(5 —3cos20)i7,
con un tiempo de colision t* dado por

b 5—3cos20 ,
T 12sen?20 *°

Los voértices se mueven en espiral, colisionando en un tiempo finito si 6 #

/4 (mod 7/2).



Capitulo 5

El problema de tres vortices en
el plano

En este capitulo describiremos el movimiento de tres vortices en el plano,
partiendo de las ecuaciones que gobiernan el movimiento de dos vértices, de
ahi pasaremos a ver el movimiento de tres, caracterizaremos todos sus estados
fijos y de equilibrio relativos y finalmente podremos escribir las ecuaciones
de movimiento en términos de sus distancias al cuadrado y a lo que nos lleva
tal descripcion.

5.1. El problema restringido de tres vortices

En esta seccion comenzaremos con un ejemplo, para contrastar con la
solucion del problema restringido de 3-cuerpos de mecanica celeste.

Ejemplo 5.1.1 (Koiller, Carvalho (1985)). Las ecuaciones que gobiernan el

movimiento de dos vértices son
. ZFQ Z1 — 29
z — - . - =

! 2 ’Zl - 22‘2

. ZFl Z9 — 21

z — - = -

2 2 ’Zl - 22‘2

Consideraremos el caso I'1 + I's # 0, entonces los 2 movimientos primarios

estan en érbitas circulares alrededor de el centro de vorticidad

F121 + FQZQ

C pu—
’ Iy +Ty)
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con frecuencia
' +T1%
2w D?
y D es la distancia entre 2 vértices. Consideramos el movimiento de un

tercer vértice, de vorticidad I'3 &~ 0. Su ecuacién que gobierna el movimiento,
asumiendo que no afecta el movimiento de I'y y 'y, es

w =

. ZFl (23 — Zl) ZFQ 23 — 29

23 —_— — —_— e —

2w |23—21‘2 27 |23—ZQ|2

donde se han fijado las coordenadas de manera que el centro de vorticidad
este en el origen. Ahora transformamos a un marco de referencia rotante en

el cual los vértices (I',T's) estédn en reposo,
Sj = = exp(—iwt)z;, j=1,2,3

dando una ecuacion con coeficientes periddicos

L ZF_1 & — &1 @F_z §3— &
S e N Y ER e Ty

con I'1& 4+ I'yés = 0. Como en el problema restringido de tres cuerpos, es
conveniente normalizar el problema escogiendo unidades de longitud y tiempo
tales que

Fl + FQ = 27'('

& — & = 1

y escogemos las coordenadas &1,&; tales que coincidan con el eje real. El
sistema puede ser convenientemente expresado por

& = —A
S = 1=\
FQ = 27w

para A € (—o0,00). La ecuacién para {3 = u+iv es un sistema Hamiltoniano,
con el Hamiltoniano dado por

H(u,v) = —%(u2 +0?2) 4+ (1 — N log(v/ (u 4+ )2 + 02
+ Aog(v/(u+ A —1)2+02).
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15F"

10+

05+

0.0+

-051

-10+

715 L L L L L L \7
-15 -10 ~05 00 05 10 15

Figura 5.1: Retrato fase para el problema restringido de tres vértices.

Las curvas de nivel se muestran en la figura [5.1], para el caso simétrico
de valores primarios iguales, es decir A = % Tenemos dos equilibrios corres-
pondientes a dos configuraciones de tridngulo equilatero en los puntos fijos
& = j:i\/g, y tres estados colineales en & = O,i‘/?g. Para el caso general
0 < A < 1 las mismas cinco posibilidades de equilibrio estan presentes. Es-
tas coordenadas, por supuesto, dependen de un valor especifico de \. Estos
son los analogos a los puntos de Lagrange para el problema restringido de
tres-cuerpos. La estabilidad del equilibrio puede ser determinada mediante
la evaluacién de la matriz Hessiana en el punto critico, dando

H"(0,0) = (_05 g) (punto silla)

H"(i\/?g,O) =

7 N
o |

ro ot

= O

) punto silla

_1
H"(Oi?) = ( 02 _O§ ) (equilibrio estable)
2

dando que las configuraciones de el tridngulo equildtero son no- linealmente
estables, mientras que los estados colineales son inestables.
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5.2. Ecuaciones de movimiento usando el cua-
drado de las distancias

Para el problema general de tres vortices, las ecuaciones de movimiento se
pueden escribir en términos de las distancias al cuadrado de los mismos. Ese
es el punto de vista que adoptamos en esta seccion, tomando como motivacion
las ideas planteadas en [16].

Comenzamos probando el siguiente resultado:

Teorema 5.2.1. Para un sistema de vdrtices puntuales {I'1,...,I'n} las
ecuaciones de movimiento estds dadas por
. 2 1 1
by, = — FAip | ——— |, 1<J 5.1
J T Z k<4Lijk (b@k bk]) J ( )
k#i,j

donde b;; = |z; — zj|2, z; € C denota la posicion del i-ésimo vortice y A es
el drea orientada del tridngulo A\(z;, 2y, 2;).

El area A;j; queda determinada en términos de b;j, b; y by, usando la
férmula de Herén; ver la ecuacién (5.5) més adelante. La ambigiiedad del
signo de la raiz cuadrada en la férmula de Herén implica que, de hecho, las
ecuaciones definen dos campos vectoriales en coordenadas dadas por
los cuadrados de las distancias.

Para probar el teorema, primero observamos lo siguiente

21 ) _ 1 1
I — 4+ = I _ 5.2
m(*) m<zlz2)<|zl|2 w) (5:2)

para todo z1, zo € C\ {0}; esta identidad se demuestra facilmente.

Demostracion del teorema[5.2.1. Sea w;; = z; — z; para i # j. Entonces

. d, —_ R -
wij = — (wiWij) = wijWij + wiWi;

dt

escribiendo nuevamente las ecuaciones tenemos lo siguiente

. ) I'y I, I'y T,
wijZQ_ Z_ —i—_j—z_——_Z
T Legig Wk Wa gy Wik Wi
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por lo tanto tenemos, por una parte

. Wi, Wi
Wi W5 = [Z L < ’ ”) + 1+ 1
Wik Wi

ki

Wi W5 = [Z Iy (w” > +Ii+ T
Wik W4

Sumando ambas ecuaciones y tomando en cuenta que w;; = w;p+wy,; tenemos
Yi 4 w” =24 BH 4 Wik entonces
Wik Wij

Wik
Wi lU'k
E Fklm( J . )
Wik Wi

k#w

de la identidad 1} y notando que A;;; = Im(™5%2) se obtiene lo deseado.
O

5.3. El cono de las formas

Vamos a llamar espacio de las formas al subconjunto de R? que describe
un triangulo, usando como coordenadas las distancias cuadradas entre los
vértices (es decir, ocupando la funcién de Herén), obteniendo ecuaciones
donde no importa la orientacion 6 posicién del tridngulo en el plano. Un
analisis geométrico basado en la condiciéon de Herén nos daré como resultado
que el espacio de las formas es un cono.

Como sabemos, dado un tridngulo AABC' con longitudes a, b, ¢ respecti-
vamente podemos calcular su drea A mediante la férmula de Herdn, la cudl
viene dada por A = /s(s — a)(s — b)(s — ¢), donde s es el semiperimetro del
tridngulo, i.e. s = (a+ b+ ¢)/2.

La férmula de Herén también puede ser escrita como:

A = %\/(a—l—lﬂ—c)(—a—l—b—l—c)(a—b—l—c)(cH—b—c) (5.3)

1
A = Z\/Z(G%Q +a’c® + b2c?) — (a* + bt 4 ct) (5.4)

A = %\/(a2+b2+02)2 —2(a* + b* + ) (5.5)
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La forma que a nosotros nos interesa es la ya que es la que ocupa-
remos para definir el drea del tridngulo determinada por los cuadrados de
las distancias. El conjunto F de triadas (b, by, b3) que corresponden a los
cuadrados de los lados de un tridangulo queda definido por

f:{(bthub?)) ER3|A/20yszO;Z:17273}

donde A" = (by + by + b3)? — 2(b? + b3 + b2) viene dada por la condicién de
Herén para el area.
Consideremos la interseccién del plano

Pk = {(b17b27b3> € R3|b1 —+ b2 —+ b3 = k}

con el conjunto F. Cualquier punto (bl,_bQ, 123) € R? se puede escribir como
(bl, bg, bg) = )\(bl, bg, bg), NS R+7 donde b1 +b2+b3 =1. EIltOIlCGS7 denotando

R = b? + b2 + b2, tenemos que

A" = (b + by + b3)* — 2(b + b3 + b3)

= M(by + by + b3)* — 2X\*(bT + b3 + b3)
A2 — 2)\2R?
M(1-2R*) >0

s6losi A =006 R* <1 esdecir R< \/Li Definamos

D:{(El,l_)g,[_)g) ER3|61+[;2+63:1}/6%+6§+E§§

.

N | —

Asi, D es el disco de radio 1/v/6 en el plano P; cuyo centro yace en la linea £
que pasa por el origen y es paralela al vector (1,1,1). De hecho, es evidente
que para toda k € R, F N P, es un disco en el plano P, con centro sobre &
y el conjunto F es un cono sélido circular recto generado por el disco
D y el eje £.

Podemos pensar a F (o bien, a D) como el conjunto de todas las clases
de equivalencia de configuraciones de tres vortices en el plano, donde dos
configuraciones son equivalentes si forman tridngulos congruentes (o bien,
tridngulos semejantes) con lados homdélogos formados por los mismos vérti-
ces. Es por esta razon que nos referimos a F como el cono de las formas.

El eje £ del cono corresponde a la familia de tridngulos equilateros, es de-
cir, aquellos para los cuales by = by = b3. La frontera OF del cono corresponde
a A’ =0, es decir, configuraciones colineales.
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El cono de las formas es tangente a los tres planos cartesianos. Cada una
de las tres lineas rectas de tangencia corresponde a colisiones binarias. En
efecto, consideremos la recta de tangencia sobre el plano y = 0y sea P(x, 0, 2)
un punto sobre dicha linea. Entonces z + 2z = 1 y 22 4 2% = %, ya que son las
condiciones ya conocidas de un punto sobre la frontera del cono con y = 0.
Entonces tenemos

1? = (v+2)°
= 22422422

1
= - 2
2—|— xrz

por lo que 2zz = % Por otra parte, consideremos

(r—2)* = 2 +22 212
11
22

r—2z = 0.

Por lo tanto x = z, es decir, se trata de una colisién binaria. De manera
analoga razonamos para los planos cartesianos z =0y z = 0.

Concluyamos esta seccién con un par de observaciones sobre las ecuacio-
nes de movimiento definidas en el cono de las formas F:

1. Las ecuaciones son singulares en OF, en el sentido de que ahi el
término A;j; no tiene derivada continua, debido a la raiz cuadrada en
. Por lo tanto, el Teorema de Unicidad de Ecuaciones Diferenciales
Ordinarias no se aplica en puntos sobre la frontera del cono de las for-
mas. (De hecho, se deduce del andlisis que elaboraremos en el capitulo
[6] que la solucién con una condicién inicial genérica sobre OF consiste
en una trayectoria que oscila recorriendo, de ida y vuelta, un segmento
de curva en el interior de F cuyos extremos son la condicion inicial
dada y otro punto sobre 0F.)

2. Las ecuaciones ([5.1]) no son hamiltonianas.

Estos dos puntos hacen que la descripcion de la dindmica reducida del
problema de tres vortices no sea enteramente satisfactoria usando tinicamen-
te los cuadrados de las distancias. En el siguiente capitulo mejoramos esta
situacién encajando el cono de las formas en un espacio de dimensién cuatro.



Capitulo 6

Algebra y reduccion del
problema de tres vortices

En el presente capitulo consideraremos al area del triangulo formado por
los tres vortices como una variable independiente de las distancias entre ellos.
Esto nos permitird definir una estructura de Poisson {, } en R* y encajar en
este espacio el cono de las formas que se introdujo en el capitulo anterior.

En este capitulo consideraremos solo el caso en que las tres vorticidades
son iguales. Sin pérdida de la generalidad asumiremos que I'y =T’y =T'3 = 1.

6.1. Inmersién del cono de las formas en R*

Sea V = R* = el espacio de los tridngulos caracterizados por los cuadra-
dos de la longitud de sus lados y su area. El espacio V incluye tanto a los
triangulos geométricamente posibles como a los imposibles; un ejemplo de
estos tltimos siendo cuando se viola la férmula de Herén. Un punto en V (es
decir, un tridngulo 6 pseudo-tridngulo) se denota (by, be, b3, A). El drea A pue-
de ser positiva 6 negativa, permitiendo distinguir la orientacion del triangulo.
Sea 3 = {ey, €2, €3, €4} la base canénica en V y sea 3* = {by, by, by, A} su base
dual.

Siguiendo las ideas introducidas en [6], notamos que el paréntesis de Pois-
son canoénico definido sobre C? induce una estructura de Poisson en V me-
diante

{bi,A} = bj— b (6.2)
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con (i, j, k) permutacién ciclica de (1,2, 3).

Como cualquier funcional lineal sobre V se escribe como combinacion
lineal de {Bl,gg,gg,Z}, las ecuaciones y definen un paréntesis de
Poisson para funcionales lineales sobre V. Utilizando el teorema siguiente, las
ecuaciones y de hecho determinan un paréntesis de Poisson en V.

Teorema 6.1.1. Un paréntesis de Poisson {,} sobre un espacio vectorial
queda completamente determinado cuando se especifica como actia en fun-
cionales lineales.

Demostracion. Véase la seccion 10.4 de [24]. O

Las ecuaciones (6.1)) y (6.2) le dan a V* una estructura de algebra de Lie
(debido a que tenemos definido un braquet de Lie).

6.1.1. Reduccidon de Poisson

Sea 7 : C* — V la aplicacién que manda la configuracién de vértices
(21,22, 23) = (b1, b2, b3, A) donde los b; = |z; — zx| v A es el drea orientada
del triangulo con vértices en zi, 2o, 23. Pensemos a 7 como la proyeccién del
espacio total a un espacio reducido (que olvida la orientacién del tridngulo
formado por los vértices y la localizacion de su centro de vorticidad).

Es evidente que la aplicacién 7 es invariante bajo rotaciones y traslacio-
nes. Ademas,

Teorema 6.1.2. La proyeccion w es una trasformacion de Poisson.

Demostracion. Por el teorema sélo basta probar que {form, gonm}(z) =
{f, 9} om(z) para una base de V*. Consideremos el caso en que f : R* — R
yg:R* — R, con f = b, y g = by, entonces por una parte tenemos

{f.9}(n(2)) = {b1,b2}(n(2))
= —8A (b1, ba, b3, A)
—8A(z) .
Ahora, por otra parte tenemos
{fomgoni(z) = {biombon}(z)
= {51 (bl, b2, bg, A), 52 (bl, bg, b37 A)}(Z)

= {b1,b2}(2)
= —8A(z)
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donde en la penultima igualdad el braquet se considera como el braquet

cané6nico dado por (2.17)).

Realizando el mismo procedimiento para {f, g}(7(z)) con f = by, b3, Ay
g = b3, by, A, obtenemos que

{fomgomi(z) ={f g} on(2)

Sea V), la imagen de 7. Asi, por construccién,
7. CP—V,CV
es suprayectiva. Por geometria elemental,
Vo = {(b1, by, b3, A) C R* | H(by, by, b3, A) =0, b; > 0},

donde H (by, by, b3, A) es la funcién de Herén determinada a partir de la ecua-
cion (5.5)):

H (b1, by, bg, A) = 16A% 4+ b2 + b3 + b2 — 2(byby + bsby + bobs) .
Notemos que H (by, bg, b3, A) es homogénea de grado dos, por lo que Vy es un

cono en R*, 4 bien un hipercono.
Es interesante notar que la condicion H (by, by, b3, A) = 0 es equivalente a

6% =—-2X*+Y? (6.3)
donde
5 =4A, (6.4)
X = \/g(zﬁ + 02 4 b2 — byby — bybs — bsby) | (6.5)
Y = (by + by + b3)/V/3. (6.6)

Las variables X y Y tienen la siguiente interpretaciéon geométrica. Dado
P = (b17b27b3) € R37

1. La variable X representa la distancia de P al eje £ del cono de las
formas discutido en la seccién [5.3} es decir, la distancia de P a la linea
que pasa por el origen en la direccién de (1,1,1).
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Figura 6.1: Parte superior del cono §> = —2X? + Y2, Representa la imagen,
bajo 7 : C* — V), de los tridngulos positivamente orientados.

2. La variable Y representa la distancia de P al plano by 4+ by + b3 = 0.
Por lo anterior, V, también se puede caracterizar como
Vo = {(b1,by,b3,A) C V| 6> = —2X*+ Y2 Y > 0}
donde 9, X y Y estan definidas por f.

Sea f3 € R? el vector unitario en la direccién de (1,1,1) y sea (fy, fa2, f3)
una base ortonormal de R3. Asi, el hipercono definido por la ecuacién ([6.3)
también queda caracterizado por la ecuacion

6= —-2(X7+ X3) +Y?

donde (X3, X3,Y) son las coordenadas, con respecto a la base (fi, fa, f3), del
punto que en la base estandar tiene coordenadas (by, b, b3).

Sea A(by, by, bs) definido implicitamente mediante la condicién H (by, b, bg, A) =
0. Entonces la aplicacién

(51752, 53) — (b17b27173, A(blyb% 53))

define una inmersion del cono de las formas descrito en el capitulo 5| en
Y =~ R%. La imagen de esta inmersién es la parte superior 6 inferior del cono
dependiendo del signo que escojamos para A: positivo 6 negativo segun la
orientacién que elijamos para el triangulo formado por los tres vortices.

La figura6.1|representa la imagen, en el espacio reducido, de los triangulos
positivamente orientados. Junto con la parte inferior del cono, la figura [6.1
representa la doble inmersién del cono de las formas en R*.
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6.2. Isomorfismo entre V y u(2)*

En esta seccion establecemos que el espacio V es isomorfo, como variedad
de Poisson, al dual del dlgebra de Lie del grupo unitario U(2).

Veamos primero que existe un isomorfismo entre V* y u(2). Para ello
consideremos o = {0y, 01, 02,03} la base de u(2), definida como oy = i<,
01 =16, 0Oy =16 V 03 = 163, donde

0 1

(01 (0 —i (10
T lro) 2T o) T 0 -1

son las matrices de Pauli. Asi,

() () () (2 e

Definicién 6.2.1. Sea " : R* — V}' definido como (,y, 2)" = xby + yby +
zbs, donde Vi C V, Vi = span{by, by, b3}

G = (1 0) (la matriz identidad)

Primero veamos que para las matrices descritas anteriormente se verifican
las propiedades del conmutador [A, B] = AB — BA, obteniendo

[0'1,0'2] = —20'3
[02,03] = —20
[0-370-1] = _202

mientras que

cvei=(49)
vri=(49)
cvei=(49)
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Por otro lado, en V* calculamos:

{by +bs+b3,01} = {b, b1} + {b1, b3}
8A — 8A
=0

{51 —|—I_72 —|— Bg,Z} = {El,Z} —|— {I_)Q,Z} —|— {Bl,Z}
= (1_72 - 53) + (53 - 5_71) + (51 - 1_72)
=0
Lo mismo si lo calculamos para {b; + by + bs, bo} = 0y {by + by + b3, b3} = 0,
de donde (1,1, )" € Z(V*) (el centro de V*).
Demostramos a continuacién que de hecho Z(V*) es el subespacio gene-
rado por (1,1,1)". ~ ~ B
Sea u = b1_+ b —tbg, supongamos que aou + a1by + agsby + azA € Z(V*),
i.e. {apu+ arby + aghy + a3A, Y} =0V Y € V*, de donde tenemos que

{all_)l + CLQI_)Q, Z} =0
{algl + &3Z, 52} =0
{CLQBQ + azA, 51} =

entonces
al(l_)g — 53) + (Ig(l_)g — 51) = 0
—8(11Z - ag(l_)g - l_)l) =
_SCLQZ — ag(l_)g — 53) = 0.
Rescribiendo la primera ecuacion
—7)1@2 + l_)gal + [_93((12 — al) =0

ya que los b; # 0, entonces a; = ay = 0. Tomando la tercera ecuacién y
conociendo que as = 0, tenemos directamente

—ag(bg—bg;) = 0.

Por tanto tenemos que a1 = as = ag = 0, lo mismo alternado con bs, by, A
que son los faltantes.
Lo anterior prueba el siguiente resultado:
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Proposicién 6.2.2. El centro Z(V*) es el subespacio generado por (1,1,1)".

Ahora, nuestra labor serd encontrar una base 6 = {69, 61, 2, 03} de V* tal
que {6;, 7, } satisfagan las mismas relaciones de conmutacién que las matrices
de Pauli que generan u(2). Para ello necesitaremos las siguientes proposicio-
nes.

Proposicién 6.2.3. [z, A] = (Az)" para todo v € R® donde

0 -1 1
A=2 1 0 -1

-1 1 0
Demostracion. Por una parte tenemos

[ZL’A, Z] = [[Elgl + 1’252 + 53, Z]

[ZEIZ_)l,Z] + [I'QBQ,Z] + [JZgT)g,Z]
2&31(1)2 — bg) -+ 21’2(1?3 — bl) —+ 21’3(()1 — bg)
= 2b1(ZL‘3 — $2) + 2b2($1 — 1'3) + ng(ZEQ — 371)

by
= 2(xg — 23,73 — T1,T1 — T2) §2
bs
0o -1 1 b
= 2(!E1,J]2,£L’3) 1 0 —1 l_)g
-1 1 0 bs
= (Ax)"
0o -1 1
considerando A = 2 1 0 -1 se tiene lo deseado. O
-1 1 0

Proposicién 6.2.4. Sea x € R? con x1 + x5 + 23 = 0, entonces
HZEA,Z],Z] = (AQx)A
= —32"

Demostracion. Tomemos por una parte
[[.CEA,Z],Z] = [251(.173 — .TQ) +l_72(l’1 — 333) + 253(1’2 — .Qfl),Z]

= 2(ZL‘3 — ZL’Q)[bl, A] + 2([E1 — C(]g)[bg, bg, A] + 2(1’2 - ZL‘l)[b37 A]

= 2(&33 — .I‘Q)(bg — bg) + 2(.131 — Ig)(bg — bl) + 2(.772 — $1)<b1 — bg)

= 251(1’2 + x3 — 21E1) + 252(273 +x — 2[E2) + 253(1‘1 + 19 — 2113’3)
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Por otra parte

-2 1 1

A? = 1 -2 1
1 1 =2

entonces, tenemos que
-2 1 1 1_91
(Ax)" = (x1,29,73) 1 -2 1 b
11 =2 by
= 251([)’}2 + T3 — 21’1) + 2732(1’3 +x — 21‘2) + 253([)’}1 + x9 — 2173)

]

Proposicién 6.2.5. Sea v € R® con x1 + x5+ 13 =0 y ||z||* = 1, entonces

[2", [2", A]] = —24A (6.10)
Demostracion.
(2", [z, A]] = [2", =2(z2 — x3)bi] + 27, —2(w5 — 21)bo] 4 [z, —2(1 — 32)b3]
_ 1 3
= —16A[—§($f + 23 + 23 + 2(2129 + Tox3 + 1371)) + 5(3&% + 23+ 23)]
_ 1 3
= 1685 (e + oy + )’ + (o 4 ad + a3)’)
3__
= —16(=A
(58)
= —24A
O
Consideremos
5'1 = /BI/\
o = 2l
Oy = 5 03,01
5'3 = OZZ

de donde podemos ver lo siguiente
. I —
[01,02] = [5$A,—§[QA,5$A]]
—20A = —12a8A (6.11)



6.2 Isomorfismo entre V y u(2)* 82

62,53 = [~3[05,51],08]

—2Bz" = ?[[wA,A],A]
3023

—2Bz" = — 5 " (6.12)

De las ecuaciones (6.11)) y (6.12)) obtenemos que 5 = \/ig y a = 2. Cono-

ciendo esos valores obtenemos que

S

1. —
Gy = —§[OZA75$A]
| —
= —[2z" A
. \/5[ ]
Con los célculos anteriores hemos obtenido valores a y (3, tales que, hacen
que las relaciones de conmutacion de &; coincidan con las o0;, obteniendo el
siguiente resultado:

Proposicién 6.2.6. Dado x = (v1,79,23) € R3 con 1 + 20 + 23 = 0 y
l|z|]| = 1, sean

oo = bi+by+by
~ blilil + bQLCQ + bgLEg

o1 = \/6
~ 53(.7)1 — IQ) El(fﬁ'z — Ig) BQ(.I:; — $1>
Oy = + +
’ 3v/2 312 3v/2
- 2A
g = —
° 3

entonces la aplicacion ¢ : u(2) — V* inducida por o; — &;, i =0,1,2,3, es
un 1somorfismo entre dlgebras de Lie.

Demostracion. Por construccion, las mismas relaciones de conmutacion se
satisfacen para las bases d; y o;, por lo que tenemos dicho isomorfismo. [J

Observacion 6.2.7. Enfatizamos que la aplicacion 1 : u(2) — V* definida
en la proposicion depende del pardmetro unidimensional

x € {(z1,x2,23) € R? | 2y + 29+ 23 =0,||(z1 + 22 + 23)|| =1}. (6.13)
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Observaciéon 6.2.8. Notemos que, dada una configuracion de tres vortices
z = (21,22, 23), tenemos que Go(7(2)) = 21 — 22 + |22 — 23> + |23 — 21|*.
(Aqui T es la proyeccion definida al inicio de la seccion|0.1.1.) Por lo tanto,
de la expresion (4.4) para el momento angular, obtenemos que

oo =31.

En otras palabras, identificando V con u(2)* y suponiendo que (ag, ay, as, as)
son las coordenadas en u(2)* con respecto a la base dual a {09, 01,09,03}
(definidas en (6.7) ), tenemos que el momento angular es la funcion

](CLO, ai, ag, a3) - a0/3 .

La proposicion [6.2.6| nos permite ahora ver que hay un isomorfismo de
Poisson ¢ : V — u(2)*. Para ello usamos la idea de operador adjunto.

Definicién 6.2.9. ST : V — W es un operador lineal, entonces T, el
operador adjunto de T, se define como T : W* — V* dado por

V—Low

!
N

R
es decir, T*(g) = go T. En otras palabras, siv € V, (T*(g),v) = (g,T(v))

Lema 6.2.10. Sea (V,{, }) un espacio vectorial de Poisson y sea ) : V* — g
un 1somorfismo entre dlgebras de Lie, es decir,

[(e), (B)] = Y({e, B}). (6.14)

Sea ¢ = (Yv™1*, de acuerdo a la definicién . En otras palabras, sea
@ :V — g" donde
(o(v),&) = (718, v) - (6.15)

Entonces ¢ es una transformacion de Poisson, es decir,

{fop,hop}ty, ={f, h}g* (6.16)
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Demostracion. Es suficiente considerar el caso f = (-, &), h = (-, 7). Entonces

(fop)(v) = {(p(v),&) = (W &), v), de donde f o =1~1(§). Similarmente
tenemos h o o = 1 ~1(n), entonces [£,1] = Y ({f o @, ho p}), pues

{fop,hopt(v) = (&N, v)
= ((v),[n,€])
df oh
- [ s)
con p = (V). O

Sea ¢ : u(2) — V* definida por ¢)(0}) = G4. Consideremos las respectivas
bases de u(2) y V*, 0 = {09, 01,02,03} v B* = {b1, by, b3, A}. La matriz de v
estd dada por

1 £ =m )
6 3V2
X2 1 —T3
1 5 —f 0
Wi =1, % 22
o 1 23 2221 )
V6 3V2 )
0 0 0 7

Ahora, si a la matriz anterior le aplicamos la transpuesta, obtendremos la
siguiente aplicacion ¢* : V — u(2)* (ver teorema 2.25 pdgina 121 de
[12]), cuya matriz respecto a las bases duales o* = {0°,0',0% 0%} y 8 =
{e1,ea,€3,€e4}, esta dada por

1 1 1 0

[w*]a - I3—?U2 I1—6:v3 902—6361 0
3v2 3v2 3v2

0 0 0 2

Por lo tanto, ¢ o (¢¥*)7! s u(2)* — V y su matriz con respecto a las bases

0 +1 2 3
{0 ,0,0°,0 } y {61a627€3764} €s
z3+ai—z1(z2tT3) \/2(2:517932713) V2(x3—1x2) 0
9D 3D 3D
s a:%—:cga:l—f—xg—a:gacg . \/%(331—2%24-%3) V2(x1—x3) 0
(o]0, = 9D 3D 3D (6.17)
g 2 2 —9
ri—z3r1tT2(T2—23) \/;(Il-‘rxz r3)  \/2(z2—mz1) 0
9D 3D 3D
0 0 0o 2

2

donde D = det(1)).
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6.3. Cantidades conservadas y Casimires

Sea H : YV — R la funcién de Herén, determinada a partir de la ecuacién

(5.5), a saber:
H(by,ba, b3, A) = (4A)% — (by + by + b3)* + 2(b] + b5 + b3)
= 16A% 4+ b2 4 b3 + b2 — 2(byby + bsby + babs) .

Tenemos el isomorfismo lineal ¢ : u*(2) — V. Entonces el pullback de la
funcién de Herén a u*(2) estd dado por H o ¢ : u*(2) — R. Un cdlculo nos
muestra que si ||x|| =1y 21 + 22 + x3 = 0 entonces

1
(H o ¢)(ag, ay, as, az) = 5(—ag +36(a3 + a3 +a3)) , (6.18)

donde (ag, a1, as, as) son las coordenadas en u*(2) con respecto a la base o*.

Observacién 6.3.1. Notar que H o ¢ es independiente de la eleccion del
pardmetro unidimensional x definido en (6.13)).

Sea B la matriz de la estructura de Poisson definida por (6.1]) y (6.2)), es
decir

0 —8A 8A by — by
B_ 8A 0 —8A b3 —b
- —8A 8A 0 by — by

by —by by —bs by—b 0
de tal forma que {f,g} = (Vf)' - B - Vh. Consideremos el vector u =
(1,1,1,0). Calculando B - u = 0 tenemos que u € ker B. Por otro lado,

tomando la funcién de Herén definida como H = 16A? + b3 + b3 + b2 —
2(b1b2 + bgbl + bgbg), y el vector

VH = (2(by — by — b3),2(by — by — b3),2(bs — by — by), 32A)

observamos que

B-VH =
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Por lo que concluimos que también VH € ker B.

Por otro lado, si A = 0 es claro que dim(ker B) = 2; y si A # 0 entonces
los dos primeros renglones de B son linealmente independientes, por lo que
dim(ker B) < 2. Pero como ya establecimos que u, VH € ker B entonces
concluimos que dim(ker B) = 2. Por lo tanto

Proposiciéon 6.3.2. La funcion de Heron H y el momento angular I =
(b1 4 by + b3)/3 son Casimires de la estructura de Poisson de V (ecuacio-
nes (6.1) y (6.2)). Mds ain, todo Casimir de esta estructura de Poisson es

funcionalmente dependiente de H e I.

Como variedad de Poisson, V estd foliada por hojas simplécticas (cf. [24]
§10.4]). Ademas, toda funcién Casimir es constante sobre hojas simplécticas
(cf. ibid.). Recordemos que O, denota la érbita coadjunta en el dual g* de un
algebra de Lie conteniendo a p. Las érbitas coadjuntas (6 sus componentes
conexas) son las hojas simplécticas en g* (cf. op. cit., §14.3).

Si (Ho, 1p) es un valor regular de la funcién p € u(2)* — (H, I) entonces el
conjunto de nivel determinado por H = Hy, [ = I es una superficie suave de
dimension dos; llamémosle Sy. Las observaciones del parrafo anterior implican
que si p € Sy entonces O,, C Sy. De hecho se verifica que O, = Sj.

Notemos finalmente que dim O,, = 2 para todo p € u(2)* que corresponda
a un estado del sistema de tres vortices distinto a colision total. En efecto,
un calculo muestra que en las coordenadas (x1, z2, 3, T4) que usamos para
parametrizar las matrices de u(2)* segin (2.12), la funcién de Herén toma la
forma

H = 3523 + 14423 + 14423 — Tdx 24 + 3527 .

Por lo tanto H~(0) N PC = (0,0,0,0), donde PC es el conjunto de puntos
criticos considerado en . Es claro que = (0,0,0,0) corresponde a
by = by = b3 = 0, es decir, colisién total. En este caso dimO, = 0. Para
cualquier otra p, la proposicion implica que dim O, = 2.

6.4. Reduccion del problema de tres vortices
como una orbita coadjunta

De la ecuacién (4.3)), tenemos que I'y, = I'y = 1 (para nuestro caso N = 3),
de donde obtenemos la siguiente formulacién para la energia,

1
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Deseamos estudiar la dindmica de este hamiltoniano en el espacio u*(2), por
lo que realizamos la composicion H o ¢, donde ¢ : u(2)* — V ha sido
definido en la péagina [84] para obtener

1
216 (22 + w31, + 22)°
: <3\/§a2 (21 — 23) — 3V6ay (z1 + x3) + 2aq (23 + z3m1 + x%))

H(a07 ay, as, &3) =

) <3\/6a1x3 — 3v2a, (2x1 + x3) + 209 (x% + x37q + x%))

. <3\/6a1x1 + 3v2a, (1 4 223) + 2a9 (I% + x3x; + xg))

donde los a; son los coeficientes asociados a la base o* de u*(2).
Ahora, recordemos que tenemos libertad de elegir cualquier (z1, xq, x3) €
R3 siempre y cuando satisfaga las condiciones

ri+aa+r3=0 y |[x|]|=1.

Buscando la terna (z1,xs,23) que nos de la expresién mds sencilla para
H(ao, a1, az, az) llegamos a la eleccién z3 = 0, con la cual el hamiltoniano
queda expresadoﬂ por

1
H(ag, a1,az,a3) = ﬁ(ao + 6as) (aj — 6agas + 9(—3af + a3)) (6.20)
Asi pues, para definir el isomorfismo entre u(2)* y V, de ahora en adelante
tomamos la eleccién (z1,29,23) = (—1/v/2,1/v/2,0). Asi, la matriz [p]°.
dada en (6.17) que define la transformacién ¢ : u(2)* — V se reduce a

I —V3 -1 0
L V3 -1 0

Plo-= 1 5 o (6.21)
0 0 0 ¥

2

'El mismo resultado se obtiene si elegimos z; = 0.
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Mas ain, de la proposicion obtenemos,

6’0:51 +l_?2+53

52 - b1
L=
2V/3
09 — — — —/ — —
3 6 6
2
o3 = —=A

Dado que ag es un casimir, entonces de (2.16]) tenemos que

d() = {a(bH}
=0

por tanto ag = 0, es decir ag es constante. Esto es de esperarse, ya que ag es
proporcional al momento angular, segin vimos en la observacion [6.2.8|.
Dadas la bases 0 = {09, 01,092,03} y 0* = {0°,0', 0%, 0%}, sean a; € R
1=0,1,2,3, asi que escribimos
0 1 2 _
ago + a0 + a0’ +azo” =

5 (—i(a0+a3) —l(alz‘+a2)> .

Calculando la traza y determinante de la expresién anterior, tenemos

tr(ago® + ajot + as0® + aszo?) = —iag
1
det(ago® + a0t + ayo® + azc®) = —Z(—ag +a + a3 +a3)

Teniendo en cuenta los casimires I = ag/3 y H = 3(—aj + 36(a? 4 a3 + a3)),
tenemos que [ = —3 T y H = 12(27? + 4D), donde T = tr(ago’ + ayo* +
as0? + azod) y D = det(ago® + a0 + as0? + azo?). Como el determinante
y la traza son invariantes sobre dérbitas coadjuntas (segun establecimos en la
seccion , se sigue que los Casimires H e I son constantes sobre orbitas
coadjuntas. Esto era de esperarse, de acuerdo a la discusién al final de la

seccion [6.3]
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6.4.1. Superficies de nivel de las primeras integrales

Resumamos algunos de los resultados obtenidos hasta ahora contestando
las siguientes preguntas:

1. ;Como se representan las superficies de nivel de las integrales prime-
ras (la energia H y el momento angular /) de nuestro problema de
tres vortices, y su interseccion, en el espacio de configuraciones médulo
rotaciones y translaciones?

2. ;Cémo se representan en el espacio de configuraciones médulo rotacio-
nes?

Hemos definido (ver la seccién [6.1.1)) la proyeccion

7:C*— V=R
(217 22723) — (b17b2ab3a A)

con b; = |z; — z|* vy A = Im[(z; — z1.) (21, — 25)]/2. (Es decir, A es el drea del
tridngulo con vértices en 2, 29, z3.) También hemos definido el isomorfismo
lineal

p:u(2) — VY

cuya matriz [ga}f* con respecto a las bases 0* y f esta dada en . Aqui g
es la base canénica en R* y o* es la base dual a o = {09, 01, 09,03}, la base de
u(2) construida en términos de las matrices de Pauli y dada explicitamente
en . Tanto m como ¢ son transformaciones de Poisson.

De tenemos que (¢! o 7)(C?), la imagen en u(2)* del espacio de
configuraciones de nuestro sistema de tres vortices, es el cono de dimensién
tres

2, .2, 3 ap\ 2
Co: aj+ay+a;= (E> , ap >0,

donde las ay son coordenadas en u(2)* con respecto a la base o*.

El espacio de configuraciones maodulo rotaciones y translaciones queda
identificado con el cono Cy, en el sentido de que si z; y z; son dos configura-
ciones en C? entonces z, se obtiene de z; mediante una rotacién y translacién
rigidas precisamente cuando (¢! o7)(z;) = (p~! o 7)(z2).

Ya que la translacién de una configuracion de tres vortices queda deter-
minada por la posicién de su centro de vorticidad Zj, entonces el espacio de
configuraciones modulo rotaciones queda identificado con Cy x C.
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Ahora bien, de la observacién recordamos que el momento angular
viene dado por I = ag/3. Por lo tanto la superficie de nivel M en el espacio
de configuraciones médulo rotaciones y translaciones, correspondiente a un
valor dado I del momento angular, queda identificada con la esfera

]2

M a%—i—a%—i—agzz

de radio I/2 y centro en (37,0,0,0), que yace en el hiperplano ag = 31.
De (6.20) tenemos que la superficie de nivel en u(2)* correspondiente a
un valor dado H de la energia es el cilindro de dimensién tres

En: (ag+ 6ay)(a2 — 27a? — 6agay + 9a2) = 27H .

(Lo llamamos “cilindro” debido a que la expresién no depende de la coordena-
da ag.) Por lo tanto, la superficie de nivel & en el espacio de configuraciones
modulo rotaciones y translaciones, correspondiente a un valor dado H de la
energia, queda identificado con la interseccién

Ey=E,NC.

Notamos también que la interseccién de &y con el hiperplano de momento
angular constante ag = 31 es el cilindro de dimensién dos

S —(2ay+1)(3a% +2Iay —a — 1) =H.

La figura muestra secciones transversales de los cilindros SNH, ; para [ =
1/3 y varios valores de H.

Por lo tanto, la curva de nivel £My, 1 en el espacio de configuraciones
modulo rotaciones y translaciones, correspondiente a valores dados (H, ) de
la energia y el momento angular, se obtiene intersecando el cilindro S~H 7 con
la esfera M;: .

EMyr=Eu N M.

La figura [6.3| muestraP|1a esfera M; correspondiente a la superficie de nivel de
momento angular I = 1/3. Las curvas mostradas corresponden a las curvas
de nivel EMy, 1 para varios valores de la energia H.

Finalmente, en el espacio de configuraciones modulo rotaciones, las su-
perficies de nivel de I, H y (H,I) quedan identificadas, respectivamente,
con

M]X(C, EHXC, SMH’]X(C.

2El lector puede comparar esta figura con el flujo sobre la érbita coadjunta en el pro-
blema del cuerpo rigido libre mencionado en la introduccion; ver figura @
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Figura 6.3: Curvas del flujo sobre la dérbita coadjunta, correspondiente a
I = 1/3. Estas se obtienen intersecando la esfera de radio 1/6 con los cilindros
de energia constante, cuyas secciones transversales se muestran en la figura
6.2
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6.4.2. Estructura simpléctica e interpretacion

Calcularemos a continuacion la forma simpléctica definida sobre la 6rbita
coadjunta.
. : 2
Dada la orbita coadjunta O, = {(ao,ay,az,a3)|ai + a3 + a} = (%)},
parametrizamos en coordenadas cilindricas, obteniendo

a; = (%)2 — 22 cos
ay = (%)2 — 22 senf (6.23)
as = 2

Por otra parte, los a;, i = 0, 1,2, 3 los podemos poner en términos de 6, z, es
decir

zZ = Qs

a
§ = arctan (—2>
ai

Ahora, usando la férmula (2.22]), podemos calcular el braquet {f, g}(u) =

<u, [%, g—ﬂ >, donde identificamos a % = V f(u). Para nuestro caso tendre-

mos {0, z}(u) = <u, [& 5—2} > Primero calculamos

op? o

(05} aq
Vo = 0, ,— ,0
(W) ( P A )

Vz(pn) = (0,0,0,1)

entonces
00 as az
— = o] — o
S a2+a2 ' a2+ad
0z
JE— f— 0'
O s
Recordando las propiedades del conmutador [0y, 0,] = —20y, 4, j, k ciclicos,
podemos calcular
00 oz a9 a2
- — g1 — 09,0
S’ S a+al ' a+ad V7
a9 aq

5 [01,03] — (02, 03]

2 2 2
aj + a; ajy + aj
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Entonces, tomando a p = ago® + a,0! + ay0? + azo? calculamos

50 6z 0wt t an? 4 g 2( + ay0)
—, = (ayo +a10 +ay0” +azo”, ——5(a101 + axo
Ky 51 o 0 1 2 3 "2+ al 101 202
= 2

Por lo tanto

B:(i @. (6.24)

Recordemos de la seccion [2.2.1, que si B y J son, respectivamente, las
matrices representando la estructura de Poissonﬂ y la forma simpléctica sobre
una variedad entonces se relacionan mediante

B=(JY".

De la ecuacién (6.24)), concluimos que la matriz que representa la forma
simpléctica sobre la orbita coadjunta, estd dada por

/= ( —-?/2 162 )

Por lo tanto de la ecuacién ([2.5)), obtenemos que

o= (S 0) [ oatfor

_ OH/0z
_1ﬂ{mﬁ%]
es decir
. 1 OH
b= 5%
. _ _1OH
© T T2 00

Es decir, llegamos a las ecuaciones de Hamilton clasicas (salvo por el factor

1/2).
Usando las ecuaciones de Hamilton podemos calcular la dinamica en las
coordenadas cilindricas (0, z). La figura muestra cuatro soluciones para
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Figura 6.4: Cuatro soluciones particulares para las ecuaciones de hamil-
ton con I = 2 y condiciones iniciales (6, z9) dadas por: (a) (7/6,0.54); (b)
(—7/2,0.17); (c) (—0.5199,—0.1556); y (d) (—2.642,0.8396). Las curvas en
azul representan 0(t) y las rojas representan z(t).
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Figura 6.5: Retrato fase junto con trayectorias dindmicas asociadas a las
cuatro soluciones particulares mostradas en la figura [6.4]
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I = 2 (por lo que la correspondiente 6rbita coadjunta tiene radio 1), pa-
ra cuatro condiciones iniciales distintas. Las correspondientes trayectorias
dinamicas se muestran en la figura junto con el resto del retrato fase.

La figura nos muestra el retrato fase del sistema en coordenadas
cilindricas. (Hemos resaltado las trayectorias (0(t), z(t)) correspondientes a
las cuatro soluciones que obtuvimos en la figura ) Las curvas del retrato
fase consisten en las curvas de nivel del hamiltoniano. Observamos cuatro
tipos de trayectorias:

1. La separatriz, excluyendo los equilibrios inestables. Las trayectorias
de este tipo (seis en total) son las tnicas trayectorias no cerradas del
sistema, y unen dos equilibrios. Mantienen la misma orientacién del
triangulo formado por los vértices.

2. Los tres equilibrios inestables. Son la interseccién de la separatriz con
el eje z = 0. Ya que z es proporcional al area del triangulo, estos tres
equilibrios corresponden a equilibrios relativos colineales.

3. Las trayectorias que estan fuera de la region encerrada por la separatriz,
son trayectorias cerradas que mantienen la orientacion del triangulo, es
decir, en la parte superior corresponde a orientacién positiva, mientras
que la parte de abajo corresponde a orientacion negativa.

4. Los 6valos encerrados por la separatriz. Estas trayectorias, son cerra-
das, corresponden a cambios de orientacion al cruzar el eje z = 0, de
positiva a negativa. Los tres centros de este tipo de 6valos corresponden
a colisiones binarias.

6.4.3. Colisiones binarias.

Concluyamos el capitulo verificando que, como se afirmé en el inciso 4
del listado de trayectorias que acabamos de discutir, los centros de los 6valos
encerrados por la separatriz corresponden a las tres colisiones binarias. (No-
temos que, como se observa en nuestros diagramas de flujo y como se prueba
en [16], no hay soluciones dindmicas que terminen en colisién binaria.) A
partir de la figura podemos estimar que las colisiones binarias ocurren en
0= —W/2+n%?”, n=20,1,2,y 2 = 0.

3Recordemos que la estructura de Poisson B se define mediante {f,g} =df - B-Vgy
la matriz simpléctica mediante Q(v, w) = vt - J - w.
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Dado que la coordenada z corresponde al area del triangulo, es facil en-
tender que las colisiones binarias yacen sobre la linea z = 0. Verifiquemos a
continuacién que las valores de € que acabamos de apuntar en efecto corres-
ponden a colisién binaria.

Aplicando ambos lados de las ecuaciones al tridngulo T' = (by, by, b3, A) =

Zizo a,o* obtenemos las relaciones entre coeficientes:
agp = bl + bg + bg
by — by
a; —
2v/3

-1
a9 = ?(bl + b2 — 2bg>
2
az = —=A
ERVE
1. Caso 6§ = —m/2. Aplicando la transformacién a coordenadas cilindricas
(6.23]) (tomando en cuenta que z = 0) obtenemos a; = 0,as = —ag/6,
por lo que
by — by

=0
2v/3
1 1
_g(bl + by — 2b3) = —é(bl + by + b3)
de donde deducimos que by = 0 (colision binaria entre los vortices I'y
y ).
2. Caso 8 = 7/6. De (6.23]) obtenemos

L_®V3 o agl
T 2 762
por lo que
by — by 1

= by + by + b
2\/3 4\/5(1 2 3)

1
(b1 + by — 2b3) = E(bl + by + b3)

-1
6

de donde deducimos que b; = 0 (colision binaria entre los vortices 'y
) F3)-
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3. Caso 0 = 57/6. De ([6.23) obtenemos

Clo\/g ao]_
ay = ———(—,

6 2 6 2
por lo que

by—b 1
23 44/3
—1 1

?(bl + by — 2b3) = ﬁ(bl + by + b3)

(b + by + b3)

de donde deducimos que by = 0 (colision binaria entre los vortices I's
y ).



Capitulo 7

Conclusiones

El problema de N-vortices es un problema en Hidrodinamica para el caso
que consideramos fluidos ideales, es decir no consideramos viscosidad, por
lo cual ocupamos las ecuaciones de Euler. Adicionalmente, consideramos el
limite en el que la circulacién del fluido esta concentrada en puntos discretos.
Estudiamos la dindmica en un fluido bidimensional, lo cual tiene la interpre-
tacion de considerar filamentos de vorticidad rectilineos y paralelos. Desde el
punto de vista matematico, el problema tiene una estructura Hamiltoniana
y una simetria intrinseca debida a la invariancia bajo rotaciones y transla-
ciones.

Después de dar las definiciones de variedades simplécticas y de Poisson,
y discutir la dindmica hamiltoniana y de vorticidad, nos dimos a la tarea, en
el capitulo [, de estudiar el problema de N-vértices puntuales en el plano,
sus ecuaciones de movimiento y su formulacién hamiltoniana. Con miras a
hacer uso de la simetria del sistema para reducir el nimero de grados de
libertad, en el capitulo [5| se describieron las ecuaciones de movimiento, para
el problema de tres vértices, en términos de los cuadrados de las distancias.
Una desventaja de las ecuaciones asi obtenidas fue que perdimos la estructura
hamiltoniana. Para recuperar dicha estructura (asumiendo vorticidades igua-
les), en el capitulo @ se introdujo el area como un grado de libertad adicional,
lo cual permitié convertir a nuestro sistema en un subproblema inmerso en
una variedad de Poisson cuatro-dimensional. En este sentido el capitulo [6] es
un desarrollo de las ideas introducidas en [0].

De esta manera obtuvimos un problema reducido con una estructura ha-
miltoniana y adicionalmente una estructura geométrica interesante, a sa-
ber, una dindmica en esferas dos-dimensionales que constituyen las hojas
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simplécticas (6rbitas coadjuntas) en un espacio de Poisson cuatro-dimensional.

Una posible continuacién de este trabajo es la implementacién de la re-
duccién de Poisson discutida en el capitulo [f] al problema de tres vortices
con vorticidades distintas. En cuyo caso las orbitas coadjuntas no serdn ne-
cesariamente compactas. Una generalizacion mas podria ser el estudio de la
reduccion de mas de tres vortices.
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