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Resumen

Esta tesis esta motivada por la necesidad de investigar el limite clasico
de la gravitacién cudntica por lazos que se basa en una representacion dis-
creta de un algebra no candnica de observables gravitacionales. Los estados
gravitacionales involucran graficos que asemejan polimeros y dan lugar a una
geometria discreta. Aqui damos un paso en la direccién de entender el limite
clasico usando un modelo mecanico con un grado de libertad. Especificamen-
te, calculamos la funciéon de Wigner de una particula libre no relativista en
una dimensién espacial en cuantizacion polimérica. Para tal fin partimos de
un desarrollo previo de H. A. Kastrup basado en el grupo euclidiano E(2),
que da una forma integral de la funcién de Wigner de un rotor plano en
cuantizacion de Schrodinger, junto con su forma explicita para eigenestados
de energia, y una ecuacion para la energia que satisface la forma integral de
la funcién de Wigner. Esta es importante porque la funcion de Wigner ob-
tenida a través del producto * para espacio fase plano no resulta consistente
con los eigenvalores de energia. Nosotros probamos que la funciéon de Wigner
explicita satisface la ecuacion para la energia de manera consistente con el
espectro. Para la particula polimérica usamos su correspondencia cinematica
con el rotor plano, ambos sistemas tienen el mismo espacio de Hilbert pero
diferentes Hamiltonianos. A través de la forma integral calculamos la fun-
cion de Wigner para eigenestados de energia de la particula explicitamente.
Hemos determinado también su correspondiente ecuacién para la energia y
mostramos que su solucién coincide con la forma obtenida por integracion. Fi-
nalmente discutimos algunas perspectivas sobre trabajo futuro incluyendo el
limite clasico, estados semiclésicos, cuantizacion por deformacion y simetria

de Galileo.
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Capitulo 1

Introduccion

Al dia de hoy los fenémenos fisicos conocidos pueden explicarse como
asociados fundamentalmente a cuatro interacciones: electromagnética, débil,
fuerte y gravitacional. Mientras la primera y la ultima son evidentes en la
cotidianeidad, las otras dos mas bien se manifiestan a nivel microscopico.
La tecnologia de las comunicaciones hace uso de ondas electromagnéticas,
mientras que la dinamica del sistema solar, las galaxias y el Universo es esen-
cialmente gravitacional. Por otro lado la radioactividad puede ser descrita
por medio de la fuerza débil en tanto que las reacciones nucleares atémicas
lo son por medio de la fuerza fuerte. Notablemente la teoria gravitacional
mas sencilla compatible con las observaciones es la Teoria de la Relatividad
General de A. Einstein, sin embargo, a diferencia de las otras tres inter-
acciones fundamentales, carece de una formulacion cuantica completa. Esto
constituye un problema abierto en la Fisica Tedrica debido a las limitaciones
de la teoria clasica, a saber, la imposibilidad de extender la descripcion de
sistemas como el Cosmos o los agujeros negros a través de ciertas regiones
del espacio-tiempo conocidas como singularidades. Asi mismo la descripcion
del espacio-tiempo continuo como elemento de la teoria de la Relatividad
General implica un comportamiento peculiar de los campos de materia dan-
do lugar a cantidades fisicas divergentes. Existe la expectativa de que una
teoria cuantica de la gravitacién podria aliviar estos problemas en un sentido
similar a como un atomo clasico es inestable mientras que su versién cuantica
es aceptable.

Una de las propuestas recientes de cuantizacién de la Relatividad Ge-
neral es la denominada Gravedad Cudntica por Lazos [1]. En ésta se hace
uso de variables relacionadas con las candnicas del espacio fase de la teoria
con conmutadores que admiten representaciones discretas caracterizadas por
graficas que asemejan un material polimérico por lo que también a esta pro-
puesta se le llama cuantizacién polimérica de la gravedad. Las dificultades
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conceptuales y técnicas han llevado a considerar este formalismo aplicado a
modelos gravitacionales mas sencillos o inclusive modelos mecanicos. En este
ultimo caso el marco tedrico se refiere como mecanica cuantica polimérica
2].
Entre los problemas abiertos en la teoria de gravitacién cuantica por lazos
se encuentra una descripcion adecuada del limite clasico. Es deseable que en
este limite recuperemos la relatividad general clasica. Sin embargo, esto se ha
explorado de manera limitada con base en modelos gravitacionales simétricos
como son modelos cosmolégicos ¢ interiores de agujeros negros. Esencialmen-
te se ha considerado estados coherentes y modelos efectivos que surgen de
un esquema de integral de trayectoria. Una alternativa poco explorada en
este contexto es el uso de la funcién de distribucién de Wigner [3, 4], cuyas
propiedades permiten un planteamiento natural del limite clasico. A la fecha
existen algunos estudios en esta direccion.
Entre los esfuerzos por utilizar la funcién de Wigner en la cuantizacién po-
limérica encontramos las siguientes. Un estudio del limite semicléasico de la
cosmologia cudtica de lazos, en el que un parametro conocido como Barbero-
Immirzi controla la discretitud del espacio-tiempo de forma que el modelo
cosmoldgico clasico se recupera cuando dicho parametro se vuelve pequeno y
el volumen se vuelve grande es estudiado en [5]. El papel de los estados con-
gruentes con los sistemas cuanticos unidimensionales definidos en un espacio
de coordenadas ciclicas fue considerado en [6] para obtener una variante de
la distribucion de Wigner conocida como distribuciéon de Husimi y un pro-
pogador de estado coherente semicldsico en el espacio fase. Una propuesta
de la funcién de Wigner para la cosmologia cuantica de lazos se presento en
[7] basada en la compactificaciéon de Bohr de la recta real y la transformada
de Weyl se utilizé6 para obtener un operador correspondiente a una triada
inversa que aparece en el modelo. Sobre la base de un limite de distribucién
de la representacion de Schrodinger para el algebra de Weyl en una medida
ponderada Gaussiana se obtiene una funciéon de Wigner y un producto x que
coincide con la de [7]. Se obtiene un principio de correspondencia de Bohr y
un principio de incertidumbre generalizado. Una familia de distribuciones de
cuasi-probabilidad parametrizadas en el espacio de fase y sus correspondien-
tes mapas de cuantizacion de Weyl fue desarrollada para cosmologia cudntica
de lazos en [8] de modo que son invariantes bajo prescripciones de orden. Una
representacion integral del producto estrella en cosmologia cuantica de lazos
fue estudiada en [9]. También se consideré una representacién polimérica
de un campo escalar dentro de la cuantizacién por deformacién en [10] pa-
ra obtener un funcional polimérico de Wigner como limite de las medidas
Gaussianas en la representacién de Schrodinger.

La estructura de la tesis es la siguiente. En el capitulo 1 presentamos una
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descripcion general de la mecanica cuantica polimérica para sistemas mecani-
cos en una dimension y las ideas bésicas de la funciéon de Wigner. El capitulo
2 presenta la descripcion en cuantizacion de Schrodinger, para la particula
libre. Se describe las representaciones de posicion y de momento. Usando la
forma integral se obtiene la funcién de Wigner en representacion de Schrodin-
ger. El capitulo 3 contiene una sintesis de la cuantizaciéon basada en grupos
de un rotor plano [11, 12, 13] que resulta de interés por su correspondencia
con la cuantizacién polimérica de una particula libre no relativista. Usando
la correspondencia entre el rotor plano y la particula libre polimérica se ob-
tiene la funcion de Wigner de la particula libre en representacién de posicion
y de momento. Finalmente, en el capitulo 5 damos nuestras conclusiones y
planteamos perspectivas.

En este capitulo presentamos los conceptos basicos de la cuantizacion po-
limérica de sistemas mecanicos en una dimension, incluyendo sus respectivas
representaciones de posicion y de momento. El caso de la particula libre no
relativista se discute en el capitulo cuatro. Incluimos una breve descripcién
y algunos elementos de la formulacién de la funcion de Wigner, basada en
teoria de grupos y finalmente una descripcion de cuantizacién por deforma-
cion, en representacién de Schrodinger, para el caso de sistemas con espacio
fase clasico dado por un plano euclidiano.

1.1. Cuantizacion polimérica de sistemas mecani-
cos unidimensionales

La mecanica cuantica polimérica se basa en una propuesta para cuantizar

la gravedad [2]. Corresponde a una representacion singular, en el sentido de
que la cinematica y la dindamica del sistema se ven representados de forma
inequivalente a la usual, la de Schrodinger; esto en lugar de ser una desventa-
ja, representa la posibilidad de resolver limitaciones y dificultades que surgen
en modelos gravitacionales como son las singularidades de agujeros negros y
modelos césmicos.
La discusién se divide en cuatro partes: Cinemética, Representacion de po-
sicion, Representacion de momento y Dinamica. En la primera se plantea
el formalismo que permite definir los operadores basicos en términos de los
cuales los demés pueden expresarse, junto con el espacio de estados corres-
pondiente. En las segunda y tercera partes se incluyen la representacién de
posicion y la de momento en cuantizacién polimérica. En la ultima seccion,
el Hamiltoniano de una particula se estudia en la representacién desarrollada
en la pimera parte.
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1.1.1. Cinematica

Algebra de Heisenberg

Una forma de construir una teoria cuantica a partir de su formulaciéon
clasica es asociando observables basicos que aparecen en las funciones suaves
del corchete de Poisson

{z,p} 1
{z,1} = 0
{p.1} =0 (1.1)

con el conmutador entre los correspondientes operadores del sistema cuantico
definidos sobre un espacio vectorial adecuado [14],

@,p] = bl [0 =0, [p,1]=0. (1.2)

Esta dlgebra se conoce como algebra de Heisenberg.
En lugar de los anteriores es ventajoso introducir los operadores de Weyl

A oo 1 R
Uy = ) —(xs) =™ (1.3)
n!
n=1
~ oo 1 .
V., = —'(i,uﬁ)” —: etP/h (1.4)
n!
n=1

satisfaciendo las relaciones de Weyl
U)\V# = 6i>\u/h‘7HU)\, (15)

que son consistentes con el dlgebra de Heisenberg (1.2).
En la representacién de posicion, por ejemplo,

@) = o) (1.6)
pola) = o) (1.7

implementan las relaciones de conmutacién canénicas (1.2).
En esta representacion las relaciones de Weyl (1.5) hacen uso de

Onile) = ™ip(a), (1)
Vable) = bl +p). (19)
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El espacio de Hilbert Hg., = L2(R, dz), formado por las funciones complejas
de cuadrado integrable, permite implementar a los operadores de Weyl como
acotados [14].

De acuerdo con el teorema de Stone-von Neumann [14], toda representacion
irreducible débilmente continua de los operadores de Weyl es unitariamente
equivalente a la representacién de Schrédinger (1.6) - (1.7). De esta manera la
descripcion fisica del sistema es esencialmente tinica. Sin embargo, como ve-
remos enseguida, pueden existir representaciones interesantes inequivalentes
a la de Schrodinger.

Representacion polimérica

Para establecer la cuantizacién polimerica conviene definir el espacio de
Hibert polimérico

Hpori = {1 : R = C Z z))? < o0}, (1.11)

formado por las funciones de cuadrado sumable. Esta suma debe interpretarse
sobre conjuntos numerables de R aqui indicado por una prima.

El operador V no puede ser débilmente continuo aunque U, si lo es, es
decir, existe un operador auto-adjunto z con Uy, = e pero no existe p
tal que Vu = ¢'i?. Es asi que elegimos como base de esta representacién de
operadores a la posicién  y el operador de traslacion V/u los cuales obedecen

la relacién de conmutacion

&.V,] = —u¥. (1.12)

1.1.2. Representacion de posiciéon

En representacion de posicion, una base de 7p,; se conforma por los kets
|z) tal que (x|z') = d,,. En este caso

Ai|x> = zlx), (1.13)
Ule) = lo—p (1.14)

Para un estado general 1, (x) = (z|a) los operadores de Weyl actian como
sigue

Dtula) = ) (115)
Via(z) = dalz +p). (1.16)
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Figura 1.1: Grafica v, usada en la definicién del espacio de Hilbert separable

S,

Estos cumplen la relacién de Weyl
U\Vita(x) = MMV, Uno (). (1.17)

Para un valor fijo de u el operador Vu traslada un estado |zg+ nu) al estado
V,|zo + np) = |xo + (n + 1)), todos asociados a una red regular con punto
base z¢ dado y paso de la red u. La recta real puede considerarse formada
por un continuo de redes con punto base xy € [0, 1), dando lugar a sectores
superselectos H#poi; = Dagelo,u)Hay, donde

Ay = {7y = C, Y Jih(@)]* < o0} (1.18)

Z‘G’Yzo

Aqui ., = {zo + nu,n € Z} (ver figura 1).

A partir de los observables (1.14) y su representacion de posiciéon (1.15)
y (1.16) podemos construir los observables cuanticos requeridos que estaran
definidos en el espacio de Hilbert polimérico .#p.; 0 en un sector superselecto
Ay, Mientras que #p,; es no separable al tener una base no numerable
etiquetada por el parametro continuo xy, H,, si lo es: su base numerable es
{lz; = xo + juy, j € Z}.
Por la completez de la base |x,) se puede expresar cualquier estado ¢ de la
forma

) = > anlwa), (1.19)

ne”l

an = (Ta|t), (1.20)
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de donde surge la relacion de completez

D faa) (@] =1 (1.21)

nel

1.1.3. Representacion de momento

Para la representacién de momento, la representacién del algebra (1.12)
en #py; es no débilmente continua y por lo tanto el teorema de Stone von
Neumann no se satisface para asegurar la existencia de un generador que de
lugar a traslaciones infinitesimales. Por lo tanto no hay operador de momento.
Aun asi, se puede introducir una representacién de “momento” aludiendo a
la existencia de una base |p) de p,; en la que los operadores basicos actian
de la forma

T|p) = ihdy|p), (1.22)
Vilp) = e™/Mp), (1.23)

que, de nuevo, es consistente con el dlgebra (1.12). Para obtener las propie-
dades de la base |p) es conveniente considerar el problema de eigenvalores
para el operador de traslacién, a saber (1.23), en la base de coordenadas.
Esto nos lleva a la ecuacién

Gp(Tn + 1) = PG (2,), (1.24)
Gp(n) = (zalp), (1.25)

con solucion
dp(2,) = AePon/h, (1.26)

Aqui A es una constante de normalizacién. ¢,(z,) es periddica en p con
periodo 27wh/ i1, lo que permite restringir los valores de p a, digamos, —7wh/pu >
p > wh/p. La completez de la base |p) permite expresar cualquier estado

|¢) € 4 como

mh/p

V) = /dpa(p)lp% (1.27)
—mh/p

a(p) = (pl¥), (1.28)

que a su vez conduce a la relacién de completez en base de momento
mh/p

/ dplp)(p] = 1. (1.20)

—nh/p
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Dado que el problema de eigenvalores del operador de traslacién (1.23) im-
plica que la variable continua p en la base |p) estd sujeta a la normalizacién
de la delta de Dirac que es periddica en su argumento

{(plp') = dp(p —p). (1.30)

Insertando (1.21) en (1.29) y el uso de las funciones propias de traslacio-

nes (1.26) como la relacién > e = 276,(6), donde 4,(0) es periédica con
nez

perfodo 27, se fija la constante de normalizacion a A = /55=.

Cambio de representacién

El cambio de una base a la otra, esto es, las representaciones de posi-
cién y momento, para un estado |¢)) de 4 se pueden realizar usando una
combinacién de las relaciones de completez anteriores, (1.21) y (1.29). Se
obtiene

mh/p

v = \omm [ e, (1.31)
—mh/p

o) = ,/ﬁi;e-%/%m), (1.32)

con Y(x,) = (xp|) v U(p) = (p|lY). Por ejemplo, las eigenfunciones de el
operador de traslacion en representacién de momento se convierten bajo la
siguiente transformacion

~ 1% —iPTn
Sop’(p) Y onhi E e’ /hSDp’(xn)
nez

_ —~i(p—p'en/h,, |
2mh 2#%%6 oy ()
W

= %513(%(19 -7))
= op(p—17), (1.33)

donde en la tercera igualdad se ha usado la propiedad de la funcion delta
para agumentos exponenciales.
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1.1.4. Dinamica

El operador central en la dinamica cuantica es el Hamiltoniano. La falta de
un generador de traslaciones espaciales nos lleva a la necesidad de modificar
el término cinético del Hamiltoniano en representacion de Schodinger

2
5 = 2p_m +T(#) (1.34)

en la siguiente expresion, 7'(z) siendo un potencial que representa la interac-
cion de la particula con un agente externo, por una con la forma

H, = K,, +T(). (1.35)

La necesidad de sustituir el operador de momento por uno polimérico nos
lleva a considerar una escala fi. Para proponer una forma de K, podemos
considerar la forma clasica e"0/" con la siguiente aproximacién

2,2

PHoY Do
cos <?> ~ 1-— 572 (1.36)
h? ) )
=p ~ —(2— P/t gmirro/ly, (1.37)
Ho
Esto sugiere considerar
N h2 N N
W0 = G 2= Voo = Vio)- (1.38)
Asi se propone el Hamiltoniano
X 12 . . .
HO 2- V#o - V—#o} + T(Z‘) (1'39)

B 2mu02

A partir de este Hamiltoniano polimérico podemos calcular el espectro de
energia al resolver el problema de eigenvalores

H, u(x) = Eyp(w). (1.40)
Asi mismo se puede definir el operador de evolucién polimérico como
Upoi(t; to) = e Hio(t=to)/h, (1.41)

Podemos vislumbrar de la forma de los operadores basicos (1.12)-(1.14) que
la solucién del problema de eigenvalores de energia (1.24) y del propagador
basado en (1.25) involucrara resolver ecuaciones en diferencias. El primero
se revisard en el ultimo capitulo. El segundo se estudi6 en [15, 16, 17].
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1.2. Funcion de distribucion de Wigner

Comenzando con las ideas de cuantizacion dadas por Weyl, Wigner y Mo-

yal [18], entre otros, se introdujo la nocién de cuantizacién por deformacion
por Bayen, Flato, Frondsal, Lichnerowicz y Sterhneimer [19], quienes sugieren
una deformacién no tanto en la naturaleza de los observables, sino més bien
una deformacion en el algebra de observables. En cuantizacién por deforma-
cién los observables se describen como las funciones suaves de la mecanica
clasica pero su algebra se deforma por un producto denominado producto *,
con el parametro de deformacién la constante de Planck .
En esta seccién primeramente se da la discusién de la funciéon de Wigner como
aquella asociada al operador de densidad cuyo interés radica en la posibili-
dad de explorar propiedades cuanticas en el marco del espacio fase clasico.
En seguida recordamos la relacién que existe entre un sistema con estructura
de grupo de Lie y su funcién de Wigner. Finalmente recordaremos superfi-
cialmente la asociacion de observables clasicos con operadores definidos en
un espacio de Hilbert mediante la aplicacion de Weyl y el cuantizador de
Stratonovich-Weyl.

1.2.1. Funciéon de Wigner

En 1932, Wigner estudiando en inicio correciones cuanticas en la mecanica
estadistica, se da a la tarea de dar una formulacion de un estado cuantico en el
espacio fase, por medio de la funcién de Wigner y la trasformada de Weyl [4].
Las principales razones de tomar en cuenta la formulacion de Wigner-Weyl
en lugar de la de Schrodinger (las cuales resultan equivalentes), son debidas
a la naturaleza de incluir de forma natural estados mixtos en la primera, a
diferencia de la segunda formulacién; otra razén puede ser proveer un limite
clasico de la mecanica cuantica, bien controlado y esto es posible debido a
que ambas descripciones se encuentran en el espacio fase. A su vez la funcién
de Wigner obtiene el valor esperado de algin observable fisico, definido no
siempre positivo, por lo que la funcién de Wigner representa una peculiar
distribucion de probabilidad, llamada de cuasiprobabilidad.

Construccion de la funcion de Wigner

A nivel cudntico un operador muy importante es el operador de densidad
p. Para estados puros p = [¢) (1| corresponde a la funcién de Wigner, como
veremos en seguida.
Es sugestivo interpretar la funcion de Wigner como una extension de la dis-



1.2. FUNCION DE DISTRIBUCION DE WIGNER 11

tribucion de probabilidad en el espacio fase, que sin embargo resulta no ser
positiva definida.

Una densidad de probabilidad clasica P puede expresarse usando un produc-
to de deltas de Dirac 6(X — z) y 6(P — p) como sigue

Pla,p) = /R /R dXdP P(X, P)3(X — 2)5(P — p). (142)

Usando la forma integral de las deltas

1 1 ,
(X —z) = 2—/Rdue uX=2) §(P —p) = %/Rdvew(la_p) (1.43)

™

se tiene

P(z,p) = #/R/Rdudvei”e”p {/R/RdXdPei”P”“XP(p, I):| (1.44)

siendo la expresion dentro del corchete el promedio estadistico de la funcién
e~ WwPFiuX o9 decir,

P(z,p) = @/}R/Rdudvewxe’w(e“’P““X>. (1.45)

Esto sugiere que en el caso cuantico podemos considerar

1 - .
W(z,p) = H/R/Rdudve_1“$61”p(e_z”p+’“w>, (1.46)

con W (z, p) la funcién de distribucién cudntica, mejor conocida como funcién
de Wigner. Para encontrar la forma usual analicemos este promedio cuantico

<€—ivﬁ+iu§7> — Tr(ﬁe—ivﬁ—l-iuf) —

/ dx<x|ﬁe—ivﬁ+iui|l,>
R

_ zuv/Z/dxezux x]pe wp|x>

R

= ;)/dx x|plr — v)
R
— /d:ic' el —w/20pla’ —v/2),  (1.47)
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asi, en términos del valor esperado y haciendo uso de los operadores de po-
sicién y momento, tenemos

1 o o
Wi(z,p) = 4—7T2/R/Rdudve_’“’”ew” {/R dz'e™™ (x' +v/2|plz" — v/2)
1 1 . N
= 5 [ ety [ due O o2l o
1 .
= — / / da'dvd(x — 2")e"P(x’ + v/2|plx’ — v/2). (1.48)
2m Jr Jr

Finalmente podemos escribir para la funcién de Wigner
1 )
W(z,p) = 2—/dve’”’<x+v/2|ﬁ|x—v/2). (1.49)
T Jr

Usando p = |¢)(¢|, (z|¢) = t¥(z) para un estado genérico lleva a una
forma general de f(z,p) = Tr(Q(z,p)F) y ésta tltima se obtiene para
V) = |Yg) — H|Yg) = El|Yg), un eigenestado de energia. w(z,p) cuan-
tizador de Stratonovich-Weyl que se define mas adelante, en la seccion de
cuantiazacién por deformacion. El valor esperado de un observable se en-
cuentra calculando

| f(p, 2)Wy(p, x)dpda
o
W) = T )
R2

(1.50)

Por otro lado la ecuacion de evolucion para la funcion de Wigner dependiente
del tiempo estd dada por
aw

— = {H. W}y (1.51)

con H el hamiltoniano clasico y M indicando el paréntesis de Moyal. Es
de observar que mientras que en la formulacién de Schrédinger lo que nos
proporciona la dindmica del sistema es la ecuacion de onda, lo que nos pro-
porcionara aqui la dinamica del sistema sera la ecuaciéon de Liouville.

Propiedades de la funcion de Wigner

Las propiedades de la distribucién de Wigner W, (z,p) que se consideran
de mayor interés para un estado puro [3] son la siguientes:
(i) Wy(z,p) deberia ser una forma hermitica del estado ¢ (z), es decir

Wo(x,p) = (|M(z,p)[v), (1.52)
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donde M (x,p) es un operador autoadjunto que depende de x y p. Segun
vimos en la ecuacion (1.45)

N 1 U, v
M(e.p) = 5 [ dvlo = e o+ 5. (1.53)

que es en efecto autoadjunto.
(77) Densidades de probabilidad marginales. Se obtienen como sigue

A@mm@:=wmﬁzmm» (1.54)
Adm‘WMx,p) =
/de/RdeQp(x,p) = Tr(p) =1 (1.56)

(13i) Wy (x,p) deberia ser covariante Galileana
w Y(z) = Y(x+a) = Wy(x,p) = Wy(z +a,p)
s () = e ph(x) = Wy(x,p) — Wylz,p—p).
(1v) En el caso sin interaccién la ecuacién de movimiento es la clésica
8W¢ . P GWw
ot m Ox
(v) Si Wy, (x,p) y Wy, (z,p) son las funciones de Wigner correspondientes a

los estados 11 y 109, respectivamente, entonces
2

=
=
o
||
i
>
=

(1.55)

(1.57)

[ deviaiata)
En particular tenemos
- para ¢y = 6y = ¥(2) : fy dp fy de Wy, p)J = 2.

» (Y1|t)2) = 0, estados ortogonales, [, dx [ dpWy, (z, p)Wy,(z,p) = 0,
de modo que Wy(z, p) no puede ser positiva definida.

—2eh [ do [ AoV (e pWerop)  (158)
R R

En los siguientes capitulos derdan empleadas algunas de estas propiedades.

1.2.2. Teoria de grupos y la funcion de Wigner

Es posible construir la funcién de Wigner via teoria de grupos, ver [20].
Para nuestro caso, el grupo euclideano F(2) de traslaciones y rotaciones en
el plano R? [11, 13], nos serd til para construir tanto la funcién de Wigner
para el rotor y, por dualidad, la funcién de Wigner para la particula libre no
relativista en representacién polimérica.
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Operador de Wigner

El operador de Wigner puede interpretarse intuitivamente, como la trans-
formada de Fourier de la representacion en un espacio de Hilbert de los ele-
mentos de un grupo.

Sea GG un grupo de Lie con N generadores Y,,, n = 1,..., N. Denotando la
identidad del grupo como ¢[0], v un conjunto de N pardmetros en una regién
Rg € RY | los elementos del grupo se expresan como

ghl =en = (1.59)

y se dicen parametrizados en coordenadas polares. Para x € R¥ el operador
de Wigner se define como

Glg) = ey _ einé::an(Yn—yn) .
W) = | dgh)e g | s (1.60)

Rg
con || R -+ la integral de Haar del grupo G.
Sean ¢, v funciones en % C L?(G) espacio de Hilbert, con producto interno
(p, 1) . La accién del grupo G sobre .7 es gi(h) = 1 (hg).

La funcién de Wigner sobre G se define por medio de un funcional sesquilineal
de ¢,1) € S, que a su vez es una funcién sobre y € RY

W (g, ¥lz) = (0, W (@)t (1.61)

Muchos modelos usan espacios que son espacios cocientes de los grupos de
modo que ¥ (hg) = 1(g) es una funcién de menos variables que la dimension
N del grupo. Estudiaremos ahora el caso del grupo de Heisenberg y E(2) en
el capitulo 3 para el rotor plano.

1.2.3. Cuantizacion por deformacién

Aqui seguimos [19] para estudiar la cuantizacién por deformacién en un
espacio fase R?.
Consideremos un sistema 1D con variables candnicas x,p y un paréntesis de
Poisson no trivial

{z.p} =1, (z,p) €R”. (1.62)

Sea f = f(x,p) una funcién con transformada de Fourier f=f (A, p) bien
definida

f=fOwp = /f(x,p)ei(’\p”x)dxdp. (1.63)
R2
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Segun la regla de Weyl, el operador cuantico correspondiente a f se define
como

~ 1 ~ N
Foe g [ T (164)
U, N) = e O0td) (X 1) e R2. (1.65)

Los operadores unitarios U(u, A) permiten escribir

. A dpdx
f=1 fla,p)p, ) (1.66)
R2 27Th
con 5
Q=— [ e P, \)d\dp, (1.67)
2 R2

el cuantizador de Stratonovich-Weyl. De este modo podemos establecer

f(z,p) = Tr(Qp,2)f). (1.68)

Ahora bien, considerando que fi(x,p) y fa(z,p) son las funciones que co-
rresponden a los operadores f; y fo, respectivamente, se encuentra que el
producto de operadores ésta en correspondencia con el producto estrella

(fr % f2)(p,7) = Tr(Qp, 2) fufo) = fre2 7 fo (1.69)
con s N
Y = 0,0, - 0,0, (1.70)

el operador de Poisson. La doble flecha ” <+” indica una combinacién de ope-
radores que actian a la izquierda ” <" y a la derecha ” —”. Es importante
observar que (1.33) es una serie en general, para f; y fo arbitrarias, en po-
tencias de h.

El corchete de Moyal se define como

{f.gti=Ff*g—g~*/, (1.71)

y satisface lim ={f, g}, = {f, g}.

h—0"
Una ecuacién central a nivel cudntico en este esquema es la ecuacion de
*-genvalores

HxWg(p,x) = EWg(p,x) (1.72)

donde H representa el Hamiltoniano cldsico y Wg(p, x) la funcién de Wig-
ner que contiene la informacion cuantica del sistema y se puede obtener
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resolviendo la ecuacion anterior. La relacion entre la funcién de Wigner y el
eigenestado de energia ¢ g es

Welp.a) = 5z [ dye ™ u(o + Bup(e - B), (173

2rh
cuya forma especifica se derivo en la segunda seccién. A su vez, la funcion
de Wigner dependiente del tiempo tiene la forma

Wg(p,z,t) = /dye ”’y/hz/JE(:c—i— Z OYp(x %,t). (1.74)

2rh



Capitulo 2

Particula libre en cuantizacion
de Schrodinger

En este capitulo recordamos el modelo de particula libre no relativista 1.D
en cuantizacién de Schrodinger, en el esquema Hamiltoniano. Se presentan las
representaciones de posicion y momento. Las eigenfunciones de energia y el
espectro correspondiente se discuten de manera concisa. El caso de Schrodin-
ger se usa para analizar la funciéon de Wigner de estos eigenestados haciendo
uso de la forma integral asi como cuantizacion por deformacion.

2.1. Cuantizacién de Schrodinger

La cuantizacion estandar de una particula libre en la recta real se basa
en el algbra candnica de los operadores de posicién y momento

(&, p] = inl, (2.1)

definido en el espacio de Hilbert %, = ¢ : R = C [ dz|)|* < co. Aunque
en estricto sentido estos operadores sélo estdn densamente definidos [14] en
un tratamiento formal, es suficiente para nuestra discusién aqui.

2.1.1. Representacion de posicion

En la representacién de posicion el dlgebra (2.1) puede basarse en la forma
explicita

W) = ), 2.2
WO = 0.9 2.3

17
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Dado el rango continuo de posicién y momento, se puede introducir una base
de eigenestados de posicién |z')s con normalizacién a la delta de Dirac

zlz')s = 2'|2)s, v € Rg(z"|2")s = §(a" — 2). (2.4)
Un estado se escribe en esta base como

s = / dap S (2)[2')s, PO(@') = s(a'[d)s, (2.5)

y de la relacion de completitud se sigue

/ da'|2') s5('] =
R

2.1.2. Representacion de momento

=

(2.6)

En este caso los operadores que cumplen con el algebra (2.1) pueden
asociarse con

WS (p) = ih0 0 (p), (2.7)

) = p'F(p). (2:8)

Una base de estados de momento |p) puede establecerse con las propiedades
plp)s = plp)s, PER (2.9)

plp)s = o). (2.10)

La completitud de la base nos lleva a la siguiente expresién para cualquier
estado [1)) g

)s = / TS D)lp)s, 7 ) = slpl)s. (2.11)

junto con la relacién de completez en la base de momento

/ dplp)ss(p] = L. (2.12)

Las eigenfunciones de momento en la representacion de coordenadas satisfa-
cen

el (x) = peld(a), (2.13)
1 .
I g (214)

\V2mh

donde la constante de normalizacién es fijada por la relacién de dispersién
2
E=2

2m
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Cambio de representacion de posicion a momento

El uso de las relaciones de completitud nos permite establecer la rela-
cion entre un estado en representacion de posicion y su representacion de
momento, por medio de

$S(z) = m / dpei 5 (p) (2.15)

() = 2'e S) ). )
W90 = o= [ e @) 210

Esto muestra una completa simetria (salvo un signo) entre ambas represen-
taciones.

Problema de eigenvalores para la energia

El problema de eigenvalores para el Hamiltoniano de particula libre se lee

Hsot (x) = B (2) (2.17)
A2
Hgenr = 2p_m (218)

Ya que Hg,p» conmuta con p estos operadores deben tener eigenfunciones co-
munes; esto se utilizara a continuacion para seleccionar los estados de energia
fisicamente permitidos. En la representacion de posicion la ecuacién para ei-
genvalores de energia se convierte en una ecuacion diferencial de segundo
orden

h2
—5—Olyy) (1) = B (2) = 0, (2.19)

que puede resolverse con la propuesta
W9 () = De™ (2.20)
dando lugar a la ecuacion caracteristica

2mE

P HE=0, = —5

(2.21)

Tenemos dos posibilidades, segin el signo de la energia,

[ £/ E<0,
U—{ik:iuﬁw E>0. (2.22)
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Estos pueden estar asociados a los siguientes eigenestados para los posibles

valores de F/ p
), ) Det  E <0,

Como para particula libre Hgopr y p deben tener eigenfunciones comunes,
sélo las soluciones con E > 0 estan permitidas: las soluciones de energia
negativa conducen a un momento imaginario de acuerdo con (2.3), (2.14) y
(2.15). El continuo de la energia nos lleva a una normalizacién a la delta de
Dirac produciendo la constante de normalizacion, a saber

S(E|E')s = §(E — E). (2.24)

Usando (2.23) para el caso de energia positiva se obtiene el valor D =
(fr’;lfg )1/4, una constante de normalizacién que depende del eigenvalor de
energia. Para concluir, observemos que las funciones propias de la energia
estan doblemente degeneradas en el momento, como puede ser el escenario,

sustituyendo (2.14) en (2.19) para dar

=L (2.25)

- om’

la relacién de dispersién no relativista es la misma para ambos p = =+|p|
eigenvalores que se asocian con la misma energia E. Recordemos |p)s y |—p)s
son estados linealmente independientes.

2.2. Funciéon de Wigner de la particula libre

En la recta real, la particula libre obedece la ecuacién de Schrodinger
dependiente del tiempo

ihd)® (z,t) = H o (x,t) (2.26)
. h2
S — —_—
HY = Qmam, (2.27)

con soluciones de energia definida que pueden expresarse en términos de
eigenestados de momento 5 (x) = pef(z), ecs. (2.14) y (2.15), que son
también eigenestados de energia, con la forma

Yz, t) = @ (x)e (2.28)
1 .

Py () = \/ﬁew%s’w/h, P = +v2mE, E>0,  (2.29)
T
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. Ny S S
y normalizacién S(p%)\pb(s)ﬁ = (5(pfg) — pi)), (,05(11,’) = s(z|p)s.
Un estado general es solucién de (2.26), 6 paquete de onda, que puede ex-
presarse usando una base de eigenestados de momento y un estado inicial

V¥ (,0),

S _ S i(px—Et) /h _ ﬁ
o) = = /R dp 15 (2, 0)e /", (231)

donde se observa que la dependencia en la 1 en t desaparece al tomar el
estado inicial. El paquete de onda se reduce a un eigenestado de energia
definida para el caso ¥5(p) = 6(p — pE ) El promedio en la energia y el
momento para paquetes de onda son

sl = [ dp L0 (2.32)
stwlil)s = [ ool (2.39)

donde podemos ver que aparece la densidad de probabilidad 1) (p)]?.

Funcion de Wigner para eigenestados de energia

Una sustitucién directa de los eigenestados de energia (2.28) en (1.74)
nos lleva a

1 1 s s
%% 1) = dyePy/heie/M(Pg—y/2) ,—iz/M(Pg+y/2)
E(xvpv ) 271_\/?\/?/ ye
1 . .
_ dyey/h —iply/h
(27h)? / verm e
1
= —§ ) 2.34

Notemos que mientras que el momento del estado pg) aparece en el resultado

final debido al cambio opuesto en ¥ en (1.74), la dependencia en la posicién
y el tiempo se cancelan, respectivamente.

Podemos notar inmediatamente que, dada la independencia en la posicién
x de la funcién de Wigner, su integral lleva a una distribucién uniforme,
como corresponde al caracter de onda plana de la eigenfuncién de energia. Al
integrar en el momento obtenemos esta constante. Por otro lado, al integrar
en posicién, si bien la integral espacial no existe, la dependencia restante
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en el momento nos indica que la densidad de probabilidad en momento esté
centrada en p = p(big) = v2mFE, es decir, consistente con el valor de energia.
Las peculiaridades resultantes de las ondas planas pueden resolverse con el

uso de paquetes de onda.

Funcién de Wigner de paquetes de onda
Insertando (2.30) en (1.74) da lugar a W, = Wy (z,p,t)

Wy 27Tﬁ

B B !
_ /dp// dp/le—i(p’—p”)J:/ﬁe—i(E’—E”)t/th*(p/),[?Z)S(p//)(S <p_ prp ) ‘
2
R R

Evidentemente que la dependencia en posicion y tiempo puede aparecer en
la funcién de Wigner para paquetes de ondas generales como resultado de
la contribucion de diferentes eigenestados de energia definidos. Es sencillo
ver que para eigenestados de energia definida (2.35) se reduce a (2.34). Es
ilustrativo considerar la funcién de Wigner estacionaria para paquetes de
onda. Eligiendo t = 0 en (2.30) y realizando el cambio de variables u =
pu;p" LU= Z% asi como la integracién de la funcién delta, el lado izquierdo
de (2.36) se convierte en la expresion bien conocida que proporciona su forma

integral s6lo en representacion de momento de las funciones de onda, es decir

Wy(x,p) = zih/due”“/hws* (p—i— )zZJS( — g) (2.36)

El estudio de la funciéon de Wigner para diferentes paquetes de ondas es
interesante y 1til, sin embargo, no lo discutiremos en esta tesis.

2.3. Cuantizacién por deformacién y funcién
de Wigner

Para corroborar la forma de la funciéon de Wigner de la particula libre
que hemos obtenido podemos hacer uso del formalismo de cuantizacién por
deformacién. En esta seccién nos basamos en [21]. Usando el producto estrella
(1.69) del capitulo 1

f(@.p) % g(z,p) = f(z,p)et @00 (5 p) (2.37)

/dy/dp /dp// 'pr/h —i(p'—p’ ):p/hefi(p’+p”)y/2h€7i(E’7E”)t/h,l;5*(p/)QZJS(p//)

(2.35)
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apropiada para el espacio fase R? de particula libre en 1D, tenemos que la

ecuacion de x-genvalores, toma la forma

Hx Wy = EWg: H=2 (2.38)
2m
2 2 — —
p P B(5.5,-5,0,)
= H*WE = % *WE(xap) = (%)GEZ‘ (xvp)
2 2
_ (= N ET 5y
= (o We+ () () (D28, — 0,00 Wi+
p? 1 ik = =,
+ (D)5, - b + .
2 2
_ (P PPNy
— (W + (- 2)aws +
1 ih,, p. == =
v S (2810.5, - 5,00 + (2:39)
2 . .
D th P th o1 9
= HxWg = 2mVVE—I—(2)( m)axWE+(2) 2'[ 02, Wkl (2.40)
2 - 2
P th p e,
_ Py _thp _ —E 2.41
por lo tanto
2 2
p- th _h_ 2
<2m 5 -0 4m8 ) Wg = EWg. (2.42)
Separando parte real e imagnaria de la ecuacién anterior
ph
= 2.4
(2)mw, = o "
2
P hoo
£ 9, = EWp. 2.44
(Zm 8m ) We We (2.44)
La ecuacién (2.42) sugiere la propuesta
We(z,p) = f(p) +(p)g(x) (2.45)

donde para p # 0, el primer término surge del caracter de la derivada espacial
n (2.42), mientras que para p = 0 se admite el segundo término, es decir,

pd(p)0.g(x) = 0.

De la propuesta (2.44) que se sustituye en el lado izquierdo de (2.43) produce

. _—h
2m

o) We = Lgip)+ Zstalato) — 500

P fo) — alp) -2y )

hQ
8m

2 (p) - 0(p) 12 )

(2.46)
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De esta forma (2.43) se convierte en la siguiente ecuacién

P o)~ a(0) 1 020() = B1(9) + Eor)g(e). (247

Considerando primero el caso p # 0 en (2.46), donde se eliminan los términos
d(p) y se tiene

<ﬁ - E) f)=0,p#0 (2.48)

2m

cuya solucién puede escribirse como
f(p)=ad(p—V2mE)+a_0(p+ V2mE). (2.49)

Para el segundo caso, es decir, p = 0 en (2.46), los términos que prevalecen
aqui son los que contienen d(p), si se satisface lo siguiente
2

(%—E) f(p)zO@Ezg—mZO- (2.50)

De donde resulta la siguiente ecuacion

—6(p) {%aﬁg(x) + Eg(x)] =0, E=0. (2.51)

Considerando intencionalmente el limite de energia cero de la solucién para
el caso E # 0, las soluciones correspondientes son

g(x) = beFVEmEa/h L —p, (2.52)

Finalente llegamos a la expresion de la funcion de Wigner que se ve de la
forma

Wg(x,p) = Ad(p — pE), pg) =+V2mE, E > 0. (2.53)

Este resultado puede contrastarse con el obtenido en [21], donde no se con-
sidera adecuadamente el caso de energia cero. Por otra parte, mientas ellos
consideran un estado con energia definida y momento indefinido, nosotros
consiramos estados de particula libre con energia y momentos definidos.



Capitulo 3

El rotor cuantico en el plano

La descripcién de un rotor cuantico en el plano en cuantizacion de Schrodin-

ger resulta estar relacionada con la cuantizaciéon polimérica de una particula
en una dimension espacial. A nivel cinematico, es decir de los espacios de
Hilbert, estos sistemas son equivalentes. No asi a nivel dinamico, pues los
hamiltonianos son distintos.
En este capitulo describimos la cuantizacion del rotor plano en la representa-
cion de Schrodinger usando el enfoque de grupos, en este caso el Euclidiano
en dos dimensiones E(2) de acuerdo a la referencia [11]. Usando el promedio
sobre el grupo F(2) se calcula el operador de Wigner correspondiente. Este se
reduce por integracion cuando actiia sobre eigenestados de energia llevando a
la funcién de Wigner de los mismos. Analizamos la propuesta dada en [13, 22]
de uso del producto * de caso plano y mostramos que no es compatible. Para
discernir entre estas dos opciones, se deriva la ecuacién para la energia que
debe satisfacer esta funcién siguiendo [13] y se verifica explicitamente que
este es el caso.

3.1. Cuantizacién usando el grupo FE(2)

A nivel clasico una versiéon concreta del rotor plano es una cuenta que
puede deslizarse sin friccion a lo largo de un alambre con forma de circun-
ferencia de radio 7o (ver fig. 3.1). El espacio fase correspondiente tiene la
estructura topoldgica del cilindro S' x R. La posicién de la cuenta sobre el
alambre estd dada por el angulo ¢ € R mod 27 y su momento angular L
puede tener cualquier valor real L € R, positivo o negativo, dependiendo de
si la cuenta se mueve en sentido horario o antihorario. El Hamiltoniano y las

25
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=2

Figura 3.1: Rotor plano clésico.

variables candnicas en este caso son

He X -t (3.1)

2 )
2mrg
De este modo las ecuaciones de movimiento resultan ser

L = {L,H} =0 (3.2)
L
o= H} = — =w. 3.3
v = {o H} 2 (3-3)
Las soluciones de estas ecuaciones indican que mientras que el momento an-
gular es una constante de movimiento cuyo valor depende de las condiciones
iniciales, el angulo ¢ tiene la forma explicita

p(t) = wt + py. (3.4)

La forma del angulo ¢(t) juega un papel esencial en la discusién de la cuanti-
zacion de este modelo. La posicién espacial de la cuenta puede describirse por
un valor dado ¢ € [0, 27), sin embargo, la cuenta puede dar multiples vueltas
y puede pasar un numero de veces n = E (%), donde E(z) representa la
parte entera de x, por un punto especifico dado después de un tiempo t. Si
uno considera la historia del movimiento, la circunferencia se desenrolla sobre
la recta R que representa el tiempo t (ver fig. 3.2). En lenguaje matemético
la recta R es la cubierta universal' de la circunferencia S*.

1'Un grupo cubriente universal de un grupo topolégico conexo G es un grupo topoldgico
simplemente conexo junto con un isomorfismo continuo p en el dual G de G que sea uno
a uno localmente; 3! para cualquier grupo, en particular un grupo de Lie.
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Figura 3.2: R como cubierta universal de S?.

Para proceder con la cuantizacion del rotor haremos uso de la estructura
algebrdica del grupo E(2) que contiene las rotaciones y traslaciones en el
plano R2.

Considerando R? como el plano complejo C las transformaciones de E(2)
pueden implementarse como sigue

(r,y) €ER? o +iy = z¢€C, (3.5)
R(a):z — ze" ac€0,27), (3.6
To(t):z — z+t, t=a+1ib, a,beR. (3.7)

Aqui (3.6) corresponde a rotaciones mientras que (3.7) lo es a traslaciones.
Implementaremos las transformaciones generales de E(2) usando la repre-
sentaciéon matricial

eZOé

gla,t) = ( 0 i ), a€[0,2nm), t € C, (3.8)

que actian sobre los vectores

v:<’i)eC®{1eR}, (3.9)

en la forma

gla, ) = ( emzlﬂ ) . (3.10)
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Para establecer el dlgebra de E(2) analizamos ahora los conmutadores de
transformaciones infinitesimales. Con este fin truncaremos a segundo orden
en los parametros de las transformaciones. Asi obtenemos

[9(c,0),9(0,8)] = g(a,t) =1, t =iat, (3.11)
[9(a1,0),g(a2,0)] = 0, (3.12)
[9(0,1),9(0,%2)] = 0. (3.13)

A nivel cudntico los generadores de las transformaciones de E(2) se introdu-
cen a través de

Ula,0) = e/ U(0,1) = e XXM 4 — ¢ 4 ib N\ = /h/muw.
(3.14)
La versién infinitesimal de las transformaciones cudnticas correspondientes a
(3.11) dan lugar a las relaciones de conmutacion siguientes

[ﬁ,f(l] = ihX, (3.15)
[i,)&g] — X, (3.16)

La versién cuantica de (3.12) es trivial y sélo indica que L conmuta consigo
mismo. Finalmente (3.13) se traduce a nivel cuantico como

[5(1,5(2] ~ 0. (3.17)

Para interpretar (3.15)-(3.16) conviene considerar ciertos observables, del es-
pacio fase clasico. Tomemos las siguientes funciones h;(p, L) = 1,2, 3,

hi = cosg, hy = seng, hy = L, (3.18)
en el espacio fase
I'={(y,L);p € Rmod2r, L € R}, (3.19)

que generan el dlgebra de Lie ¢(2) del grupo Euclideano en el plano E(2), es
decir,

{537 Hl}w,L - 527; {};37 ﬁ?}gp,L - _};17; {]{la iLQ}Q@,L - 0 (32())

Esta dlgebra corresponde con la forma cuédntica (3.14)-(3.17), de este modo
podemos proceder con la cuantizacion siguiendo esta ruta.
Es convenienete reconsiderar las transformaciones de FE(2) sobre el plano
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por medio de una representaciéon de matrices 3 x 3 que nos facilitaran su
implementacién a nivel cuantico.

Clasicamente el dlgebra de Lie del grupo E(2) en el plano consta de tres
pardmetros que quedan determinados por los elementos ¢(¥, @) donde &
R(W)-x+a

o - cos?d —send 1 aq
g(0,a) -7 = ( sentd  cost ) ( T > * < ay ) ’ (3.21)
- o cost¥ —sentd T
Ty = R(W)¥= : (3.22)

sent  cost To

junto con los generadores del algebra de Lie. En la forma de matrices 3 x 3
tenemos

T cos?d —send a;
g(0,a) - | = send  cos?  as (3.23)
1 0 0 1

que dan lugar a los siguientes generadores

7 dg(ﬂa 5) > dg(ﬁa 6) > dg<197 d)
L= Wb:a,a:?)v Ky = day |19:0,a'=67 Ky = das |ﬂ=0,a=57 (3.24)
3 0 -1 0 ~ 0 0 1 ~ 0 00
L= 1 0 0], K= 000 |, K= 0 01 (3.25)
0 0 O 0 00 0 00
y conmutadores
[‘Z7-f<1] = KQu [‘er{Q] = _-f(lv [Klu KQ] = 0. (326)

Considerando el desarrollo en serie de potencias para las exponenciales de
matrices 3 x 3, hemos probado que

cost? —sentd 0

g(0,@=0)=g(0) ="t = | send cos® 0 |, (3.27)
0 0 1
_ 10 ay
g =0,a1,a0=0) =g(a;) =e™ = 0 1 0 |, (3.28)
0 0 1
) 10 0
g(¥=0,a; =0,a5) = glaz) =e™*2=| 0 1 ay |, (3.29)
0 0 1



30 CAPITULO 3. EL ROTOR CUANTICO EN EL PLANO

asi se puede escribir

g(9,d) = g(az) - g(ar) - g(V) (3.30)

para este caso un elemento especial del grupo de Weyl-Heisenberg se escribe

como ) o
go(9, b) = ehrFatheRatil (3.31)

Ahora las traslaciones son parametrizadas por @ = sinc(9/2) R(9/2)b, donde

sen(a)

sinc(a) denota . Los elementos seran representados por [12]

90(075) _ 6(19/2)i ) esmcwﬂ)z}-f( ) 6(19/2)£ (3'32)
= go(¥,a) = cW/DL | R_ynaK  (0/2)L (3.33)

este ultimo elemento del grupo se promueve al operador que actia en el
espacio de Hilbert adecuado donde E(2) es representado unitariamente por

Us(9, @) = eP/DL/h . ity K-e?/DE/n(3.34)

de este modo el factor sinc(/2) se elimina.
Notemos que

. . cos/2 —seni/2 a
Gy = R(=0/2)a = ( Sem9§2 cosz?/é ) < a; ) ' (3.35)
3.2. Funcién de Wigner del rotor plano
Para construir la funcion de Wigner en el espacio fase I' con topologia

St x R se propone un operador de Wigner combinando U con las variables
clasicas Y(0) = x(cosf, senf) y L dado por

" 1 T o ~
Wix(0), L] = —— dd daydas U 3.36
[X( )a ] (27T)3 /pi /oo a1aa2to, ( )
en donde .
Uy = G L=L)(9/2) | Ji(K—=X(0))d(—9/2) . ez’(ﬁ—L)(ﬂﬁ), (3.37)

y con la medida de Haar dg(9, @) = ddda,das. La ecuacién (3.37) representa
un tipo de promedio en el grupo. Estas representaciones unitarias irreducibles
de E(2) son implementadas en el espacio de Hilbert L*(S', ¢/2m;¢) con el
producto escalar '

(61, 42) = / "2 e () (3.38)

. 21
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y la base e, 5 = "¢ § € [0,1) ¥ (€ms, €ns) = Omn, delta de Kronecker,
donde m,n € Zy

() = 3 Crens(p), (3.39)
nez
Co = (ens ), (3.40)
YO(p+2m) = e?PyO(y), (3.41)
con la accién de los operadores auto-adjuntos

Kilg) = Mcoss, send)i(e), (3.42)

A 1
Lise) = 0.0(9) (3.43)
o Fy(p) = o ROy(y), (3.44)
eP(p) = vlp+1). (3.45)

Diferentes representaciones irreducibles estan asociadas con diferentes valores
de k. La medida de Plancherel para transformadas de Fourier en E(2) es kdk.
Los elementos de matriz estan dados por

WO R0), L] = (s, WK(0), Lto)

1 1 7 -
NCOE / dg(9, @)dpe "M aor)
X 3o —10/2)h1(p + 9/2) (3.46)

con

w = X(0)-d_gp+ LI
= ayx(cosbcos(a — 1¥/2) + senbfsen(a — 1¥/2))
B aycosv /2 + assend /2
= X(cost), senf) < —aysend /2 + ascos) /2
= aycos(0 —a+19/2) +axsen(d — o +9/2). (3.47)

De manera exph’cita tenemos entonces

(2m)* / dﬁ/ﬂdo‘/ daa/ dpipy (0 —0/2)11 (0 +9/2)

z[ax(cosacos&JrsenasenG +pd|+iak(cosacosp+senaseny)]

1 —i
= W/dﬁdaadadgoe p?

—iaxcos(—a+19/2) eiakcos(@—a+19/2)

(k)
leiﬁz

(&

P30 = 0/2)Y (0 +9/2) (3.48)
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que incluyen dos integrales una para « y otra para ¢. Usando las relaciones

cos|—a+ (0 +1/2)] = sen(a+¢/2—0—17/2), (3.49)
cos|—a+ (p+19/2] = sen(p/2— ¢ —a+1/2), (3.50)

tenemos los siguientes resultados en cada caso

a / dae—iGXCOS(G—(X+19/2)ei(N—m)Oé _ / dae—i[axsen(a+¢/2—9—19/2)—(n—m)oc]

_ /'71' dael‘[aXsen(—oe—cp/2+9+19/2)+(n—m)oz}’ y = — — 71_/2 40+ 19/2

—Tr

—(m)+m/240+9/2
. / dzeiaxseanr(nfm)zei(nfm)(7r/2+9+19/2)
—(

) 240402
= —Jm_n(ax)ei(”_m)(”/HgM/Q), (3.51)

© /ﬂ— d¢eiakcos(¢—a+v9/2)ei(n—m)cp

—T

_ / d(pei[aksen(—<p+¢/2+a—19/2)+(n—m)4p]7 y=—p+ ¢/2 +o— 19/2

—(m)+7/2+a—9/2
— _/ dyeiakseny—(n—m)yei(n—m)(7r/2+a_19/2)

(- )+7r/2+o< 9/2
= (ak) im0/ -

donde se ha utilizado la siguiente representacién de las funciones Bessel y su
relacion de completitud

Jla) = - / dpeiens—d) g ¢ 7, (3.53)
T J—x
/ da a Jy,(za)J,(ya) = 1(5(:6 —9). (3.54)
0 i

Los elementos de matriz del operador de Wigner (3.36) toman la forma

W'r(r52<97L) = 2 / dﬁ/ da q '=m)9/2o=iLY
7T
X Jo CLX m nJm n(ak) i(n—m)(7r—0)

1 T : . 0k —
_ (277-)2/ d,&ez(n—m)ﬂﬂez(n—m)(w—ﬁ)€—ZL19 ( - X),<355)
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donde la dependencia en y se elimina al ser una variable redundante realizan-
do la integral en la medida de Plancherel kdk. La funcién de Wigner-Moyal
resultante es

Won(0,) = [ dkkvi86. 1)
0

_ 1 piln—m)o /7r dﬁei[(n—m)/2—%w
(2m)? -
= —mmiginc 7r[£ — (m+n)/2). (3.56)
2m h
En el caso n = m,
1 . L
W, (0, L) = —sinc w|— — n. (3.57)
2m h

Esta es la funciéon de Wigner de eigenestados de energia del rotor plano
basada en el operador de Wigner y el grupo E(2). Las propiedades de la
funcién de Wigner-Moyal, que involucran dos estados, y construida con base
en el operador de Wigner y el grupo E(2) del rotor se pueden resumir como
sigue

vile) = Y Denly),

nez
j=12; cg) = (en, ¥)) (3.58)
Wilmbl (67 L) = Z Cg)*Wmn(ea L)C1(11)
mne”
T
[ amWan0.0) = S-u0)60) (3.60)
/d@Wwwl 0,L) = Z cﬁ*sincw(% —m)cV) (3.61)
n neL
[ar [aoweo.n) = @) (3.62)

L
/M/wmmmmmmmy:=%wmmwwy (3.63)
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Ahora, las propiedades de la funcién de Wigner se siguen de las de Wigner-
Moyal anteriores. Sea ¢, = 1y = 1 en (3.57), entonces

™

Wo(6,1) — # / e (0 — 9/2)0(0 + 9/2)
> Va0, L)ew = (¥, V(0, L)) (3.64)
[arwue.n) = o (3.65)

™

/ doW,(0,L) = Z|cn|23inc7r(%—n)zww(ll) (3.66)

n neL

Joetimnn - o
dL ww(L)smcw(g —m) = |cp (3.67)
/dL/dHWw(Q,L) = > el (3.68)

—0o0 —Tr nez

o0 ™ 1 2

[ [aoweo.nwaen) = Sl (3.69)
o Wa6,1) < 1/ (3.70)

3.3. Ecuacion de x-genvalores

Nuestro estudio puede enriquecerse con el andlisis de la ecuaciéon de
*-genvalores que debe satisfacer la funcion de Wigner de eigenestados de
energia, es decir,

Hypx Wy = EWp, (3.71)

Es importante subrayar que (3.66) nos da la densidad de probabilidad cuénti-
ca angular mientras que (3.67)-(3.68) proporcionan la densidad de probabi-
lidad cuantica en momento angular, esto es las densidades de probabilidad
marginales. Finalmente, para un estado normalizado (3.69) es 1 en tanto que
(3.70) nos da la probabilidad de transicién entre estados y (3.71) muestra que
la funcién de Wigner estd acotada para estados normalizables. El producto
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*, de acuerdo con [13, 23] es el mismo que el del caso plano que discutimos
en el capitulo 1. Usando el producto de Moyal

L2 i one
Hop % Wi = (57— )e2(%%=%)yy,(0 I)
' 2mrd
L? hiL h?
= Wg — OoWp — ——0g,W,
2mr3 g 2mrd o 8mrg 00T
= EWg (3.72)

Separamos parte real de parte imaginaria

L? h? hil
—— 02 | Wy — 0gWg = EW 3.73
(2m7‘8 8mrd 9) E 2mrd 0T E E ( )
con L € R; 0 € [—m,7].
Nos resultan dos ecuaciones
h2 L2
————O2W —E)Wg = 0 3.74
8mrd o E+(2mr§ W ( )
AL
ooWr = 0 3.75
2mrg orE ( )

La misma estrategia usada en el capitulo 2 para la particula libre y su ecua-
cién de *-genvalores con los debidos cambios (z,p) — (6, L) nos llevan a la
solucion

evidentemente inconsistente con el resultado (3.57). A este punto requerimos
un criterio para discernir entre (3.55) y (3.76). En la siguiente seccién se
muestra que existe una ecuacién para la energia del rotor plano que debe
satisfacer la funcién de Wigner. Con este criterio se mantiene (3.57) y (3.55)
no.

3.4. Ecuacién para la energia

Es posible establecer una ecuacién para la funcion de Wigner de los eige-
nestados de energia [13]. Partimos de

1

Byt B Wi, = 5 | e WM Huw Yo+ (o) (77
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d2

con H = —eg57, €= 2 S ¥ las relaciones
dyy  diy ds diy
r dz9 0 - (3.78)
_ Td o—iL0/h d* " d*y
= Bt Bp)Wossy = =5 g€ e ) G

e, _ d2¢2 dip™\ (dihy d*1)
W(% Y1) = (dﬁZ )¢1+2( ) ) (dﬁ)ﬂL% (dﬁ ?)79)

se sustituye en la ecuacion original

(El + EZ)WdJQ’l/q _ _ﬁ dﬁ —iLY/h |id27vb2 ¢1 _9 (d¢2*> (dl/h):kg 80)

27 27T d9? dd di
_ o 4e 1 L oL/ —zw/hdwz (I
N 27T 2’/T ﬁ wﬂ/) | 7T( d19 ) -7
dﬁ

. —zLﬂ/hw2¢

de(=2) [T dY _ino/mAP3 A
h2 e

2 J_,2m dd di

para el iltimo término vemos que
Ty d% L 2" diy d*yy
o W —iLY/h
6 W = 27r/ o =2 T

(3.81)
despejando el término en cuestion y sustituyendo en la ecuacion original

d? el _, . x
—6@‘%2%— S M T - (3.82)

€ el Td9 _.
- —zLﬁ/h w 1/} | . _/ _e_ZLﬂ/ﬁw2*w1

(Br+ Eo)Wypy, =

27T2 2ph2 s

Finalmente considerando v = ¢y =, F; = F5 = E tenemos

L? h? L
omr2h?  8mr? 705 W 0, h)
(3.83)
h L . . = L
g | 050 0.0+ i60) | = EV6. )
H:0) = 00/ +9/2 (3.84)
j(6;0) = 2{@/) (0 —0/2)0pp(0 +0/2) —

2imrg

— (099" (0 = 0/2)(0 — 0/2))}- (3.85)
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Es ilustrativo verificar que la funcién de Wigner de eigenestados de energia
es solucion de la ecuacién de energia (3.57) con el espectro correcto.
Usando las expresiones (3.85) y (3.86) para p(6,9) y j(0;1) respectivamente

y con las eigenfunciones del rotor ,,(6) = %em@ se obtiene

EW,(0.L) = L |-t l;(em+<9m a
= —|e€
P ) 2Z mTO ] o
= LE e—iLﬂ[ L e~ in(0—1/2) jin(6+9/2)
(27m)% 2i mré
J=m
+ 5 2(ine—m(Q—ﬂ/Q)ein(G—f—ﬁﬂ)+ine—in(G—ﬁ/Z)ein(G—&—ﬂ/Q))]
mnry g
(3.87)

sustituyendo los valores para 9 = £

EWy(0,L) = #mzr (p +nh) [e-/P/mmmei®/hmmr]
_ (21)2 sz Sy 0+ nh)[=2isenl(p/h — nm)]
= e/ | RE
= Gt~ )sinelip/h = n)r]
- _27;% (p? — n2R2)W,(6, L) (3.88)

por lo que se obtiene el espectro del rotor cuantico libre

252

E, = ;m—fo? n=0,%+1,.. (3.89)

Este resultado se obtiene gracias a los términos de frontera en la eq. (3.84) que

cancelan el primer término de esa misma ecuaciéon. Mientras que el término

de segunda derivada en 6 de esa ecuacién da un valor cero para la funcion

de Wigner de eigenestados de energia (3.83). El criterio de la ecuacién de la

energia para la funcién de Wigner basada en el grupo E(2) nos indica que

(3,57) es la forma correcta y no (3.77) que estd basada en el producto x del

espacio fase plano. Conclusion que indica que el producto x apropiado para
el espacio fase S' x R requiere consideracion.
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Capitulo 4

Funcién de Wigner de la
particula libre en cuantizacién
polimérica

Este capitulo se dedica al cdlculo de la funcion de Wigner del modelo
polimérico de la particula libre. Iniciamos con la descripcion de la particula
libre en cuantizacion polimérica y su respectivo problema de eigenvalores
para la energia. Se establece la relacién entre la cuantizacion de Schrodinger
para el rotor plano y la particula libre en cuantizacién polimérica. Usando la
forma integral de la funcién de Wigner del rotor plano se construye la funcion
de Wigner para la particula libre en cuantizacién polimérica. Esto tanto en
representacién de posicion como en representaciéon de momento.

4.1. Particula libre en cuantizaciéon poliméri-
ca

La falta de un generador de traslaciones espaciales infinitesimales en la
cuantizacion polimérica nos lleva a la consideracion del Hamiltoniano de una
particula en términos de operadores uno de posicion y otro de traslaciones
infinitesimales. Motivado por las correspondientes expresiones clasicas para
estos operadores la propuesta para el problema de eigenvalores de la energia
para la particula libre es

ﬁ;oli|wE> - E|¢E>7 (41)
N k2 A A N
Hpy; = 2myi? 21 = Vi = Vo], (4.2)

39
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Observemos que el operador de traslacién conmuta con el Hamiltoniano de
particula libre y por lo tanto tiene autoestados comunes, es decir, deben ser
de la forma (2.14). En representacién de posicién usamos (1.13)-(1.14) y nos
limitamos al espacio de Hilbert superselecto 4 (1.18), que actia sobre la
base |z,) para obtener

h2
2mp

2 2¢5(xn) — Yp(Tn — 1) — Yp(z, + p)] = EYp(,). (4.3)

Esta es una ecuacién en diferencias de segundo orden cuyas soluciones se han
discutido en detalle en [15], aqui solo parafraseamos esos resultados. Usemos
la propuesta de solucion

Vg () = Ce™™n/k, (4.4)

Sustituyendo (4.4) en (4.3) produce, factorizando ¥ g(z,),

2
o o mpl
e® —2(1 —~)e H1=0,7=—5— (4.5)
Esto se puede expresar usando un coseno hiperbdlico como
cosha = (1 — ), (4.6)

y v puede ser real o imaginario dependiendo del intervalo en el que se en-
cuentre v: (—o00,0], [0, 1], [1, 00). Especificamente

COSh_1<1 - V)? S ( 70]7
a= —cosh™ (v — 1), 7 € [1,00), (4.7)
if = ﬂ:iCOSil(l - 7)a [ ) ]

Por lo tanto la propuesta (4.4) se convierte en, al traducir la condiciones en
v para la energia (ver Figura 4.1),

Cevmnlt [ € (—o0,0],
Up(z,) =4 Cefmln,  Ee [0, me ] (4.8)
Celelm/n F e [-L 7-00).

Para seleccionar las soluciones admisibles usamos la propiedad de unita-
riedad de V,,: sus eigenvalores deben ser fase pura (ver (1.23)) y sus eigenfun-
cines deben serlo también de H 5.1~ Por lo tanto, las soluciones exponenciales
reales de (4.8) no son admisibles. Para fijar una constante de normalizacion
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Funcién de onda
Para miiltiples valores de energia
Energia:
-0.1
A
e 29
e 02
e 1
e 19
2.1
33
49

Re(we(x))

Figura 4.1: Grafica de las eigenfunciones de energia ¢ g(z,), correspondientes
a (4.8). Las curvas segmentadas corresponden a las eigenfunciones de onda
si x,, fuese continuo, que no es el caso, y solo se incluyen para comparacion.
Las eigenfuciones que corresponden a exponenciales crecientes o decrecientes,
no son admisibles, ya que como eigenfunciones de Vu no tienen eigenvalores
dados por una fase pura.
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consideramos el caracter continuo del espectro de energia que nos lleva a una
normalizacion de los eigenestados a la delta de Dirac

(BIE') = ) (Blea){(za|E")

neZ

neL
— Z |C‘267i(ﬁfﬁ’)n

neZ
= |C’|2h—227n/1 — (1 —v)26p(E — E').

mpu?
h? ,

= |C|2m,u2 2nsenfBép(E — E') (4.9)

. ., 2
Esto conduce a la constante de normalizacién C' = |/ 5—t—

2nhZsenf3 "
Los eigenestados de energia en representacion de momento pueden obtenerse

usando (1.32). Se tiene

7 - 12 —ipxn/h
VE(p) = \/%Ze Penitbp ()
nez
e —i(pu/h—pB)n
\/ 27Th0 ;Z €

=/ %C@ﬂ'ép(])ﬂ/h —B)

= \/ﬁCQngSP(p—PE)

_ mpy _

= ﬁsen(pEu/N) 5p(p pE). (410)

Notemos que los eigenestados de momento ¢,(z,,), ecuacién (1.26), son dege-
nerados en energia, como se puede ver facilmente comparando con (4.8), ob-
teniendo la siguiente relacién de dispersién, con la identificaciéon 5/ = p/h,

h? h h
E = 5 (1—003 <]ﬂ)>, _rm <p< 7T— (4.11)
m h p I

En el régimen de escala de longitud pequeia |%|<1, la relacién de dispersién
: 2 . .
se convierte en E ~ £-4O(p?), que es su forma cldsica usual en el continuo.
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Es ilustrativo traducir la normalizacion de los eigenestados de momento a
una delta de Dirac en la energia. Esto es

/ K
= 1—(1- (E—-FE)
O
h /
= hop(E — E' 4.12
Wi/ R)op( ); (4.12)
donde en la primera igualdad se ha usado py = —cos '[1 —~"] para transfor-

mar la delta de Dirac de momento a una de energla y en la segunda igualdad
se ha utilizado (4.11). Observemos que hay un factor que depende del valor
propio de la energia de los estados involucrados, sin embargo, son ortonor-
males en términos de la delta de Dirac de energia.

De aqui en adelante haremos uso de las eigenfunciones de momento (bf ()
como eigenfunciones de energia por simplicidad, a menos que digamos lo con-
trario. En la siguiente seccién abordamos una correspondencia entre el rotor
plano del capitulo 3 y la particula libre polimérica del presente capitulo.

4.2. Correspondencia rotor-particula poliméri-
ca

Con el fin de obtener la funciéon de Wigner de la particula libre polimérica
en su forma integral haremos uso de la correspondencia de este sistema con
el rotor plano. En la siguiente seccion, la obtendremos explicitamente. Aqui
planteamos tal correspondencia.

Rotor plano

Como vimos en el capitulo 3, el Hamiltoniano del rotor en el plano tiene
la forma
L2
H = T2 I =mrg. (4.13)

Cuanticamente el operador Hamiltoniano se expresa como
H = (4.14)

donde el operador de momento angular L satisface la siguiente algebra de
conmutadores

(L, ei) = —heio. (4.15)
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Estos operadores pueden representarse de manera consistente con esta alge-
bra en el espacio de Hlbert %, = L*(d¢,S'), de funciones de cuadrado
integrable sobre la circunferencia, de la siguiente manera

Bi(6) = F0,0(0), (1.16)
(9) = (o). (4.17)

En este espacio de Hilbert usamos la base e, (¢) = \j;iﬁ y el producto interno

(emem) = Omn; (418)
() = oo [ 00, (0)000) (1.19)

Destacamos ahora que el espectro de momento angular es discreto y esta
dado por la siguiente ecuacion de eigenvalores

Len(0) = lpen(0), €, =nh, n € Z. (4.20)

Correspondencia

Comparando el espectro del rotor cuantico (4.21) con el de posicién de
particula libre polimérica

lwn) = npolwn), (4.21)

podemos ver que Hpy; = Hrotor-
La siguiente tabla ilustra la correspondencia entre estos dos sistemas

Rotor Cuantico | Particula libre polimérica
Variables 0 € [—mm) B e [—m,m)
conjugadas l, =nh Tp =N
Correspondencia 0« B % > %

Por otro lado tales sistemas difieren en su dinamica como puede apreciarse
en la siguiente tabla

Rotor Cuantico Particula libre polimérica

~ ~

Hamiltoniano | H,y = % Hy,, = %(1 — cos(ppo/h))

Energia Enrot = Lﬁz Eplp = %(1 - COS(pMO/h))

2mrg
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o [ Spe—_— ]
\-—-a \———-?
e p

- S—
(a) Topologia de (b) Topologia de
espacio fase de espacio fase de
rotor. particula libre

polimérica.

Figura 4.2: Correspondencia rotor plano-particula libre polimérica en térmi-
nos de los espacios fases correspondientes.
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4.3. Forma integral de la funcion de Wigner

En esta seccion calcularemos la funcion de Wigner de la particula libre
polimérica para eigenestados de momento/energia tanto en representacién de
momento como en representacién de posicion. Esto con el fin de ilustrar las
propiedades caracteristicas del sistema en estas representaciones.

Representacion de momento

En este caso partimos de la funcién de Wigner del rotor expresada en su
forma integral con estados en la representacién de dngulo, ec. (3.101). Usando
la correspondencia de la seccion anterior tenemos

Weie(pa) = 5= [ G, (P = 0/2)um P+ 9/2
_ 4%2 (’g_é) /_ 7; dde (P — Py — 9/2)5(P — Py +9/2)
- # (g) e o PRSP — Py — (P, — P))
- # (%(E) e o PSP — (P + Py)) (4.22)

con P = P& para eigenestados de energia 1g, = g, = ¢ dados por (1.26)

1 2 —2ix (.
Walon) = gz (482) 40P - o)
1 p3h
=~ Ho s,
{72 K2 Lo (p pE)
_ 1o
= 5o hé(p PE). (4.23)

Representacion de posicion

Para operar en la representacién de posicion tenemos que expresar la
funcién de Wigner del rotor en representacion de momento angular y usar la
correspondencia de la seccion anterior.
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Walpr) = 3 5 [ G0 1 02im) wlpolea) | P~ 0/2)

u,VEZL
ol iw(PHO . i P#o
= 27Th Z 271_/ i/ o iu(“5E+9/2) <J7u|,0¢|xv> w(EEC —9/2)
= ) il =210 (aipmo
= %F 25 -/ 5 ‘ (i) (l,)
Ho 1 T utv] e
- oy 9 T u v 4.24
2nh 22 27T [uo 2 ] eI ) (W) (4:24)
ahora utilizando eigenestados de momento/energia ¥ g(z,) = _2% e—ivpEHo/h
se obtiene
Ho 1 r utwv i(u—v)
Wy (p,x) = ﬁ %smcw {—— 5 16 (xu\¢E><1pE|xv>
= (2/1_[%)2 —smcw { Ut U] (i(u—v)P jivPr ,~iuPp
T
Fo )’ i(u—v)(P—Pg)
= o —smc7r e
2
= (2’11/_0) —smc7r |:_ _ T‘:| 6218 (P—Pg)
g rsEZ

21 ; is(P—Pg
= (ZILjT_OF) o (Z%sznmr [%—T}) (Ze2 (PP, ))

= (£2) )6 - Py)

(5557 ) 30 —po). (4.25)

Como era de esperarse (4.24) y (4.26) coinciden. Adicionalmente como co-
rresponde a eigenestados normalizados a la delta de Dirac la funcion de Wig-
ner correspondiente debe interpretarse cuidadosamente. Integrada en posi-
cion lleva a una integral divergente pero su dependencia con el momento
es lo esperado para la relacion de dispersion polimérica. Por otro lado, in-
tegrando en momento, lleva a una distribuciéon uniforme en posicién, como
corresponde a estados del tipo onda plana.
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4.4. Ecuacion de la energia y funcién de Wig-
ner

A este punto contamos con una funciéon de Wigner para la particula po-
limérica basada en la correspondencia con el rotor plano y el operador de
Wigner del grupo E(2). Como vimos en el caso del rotor el uso del producto
x de Moyal (espacio fase R?) en la correspondiente ecuacién de x-genvalores
no lleva a la funcién de Wigner consistente con el espectro de energia del
sistema. Sin embargo el criterio de la ecuacion para la energia que debe sa-
tisfacer la funciéon de Wigner de eigenestados de energia es consistente con
el formalismo del operador de Wigner basada en grupos. Aqui presentamos
la ecuacién para la energia del caso de particula polimérica. Iniciamos con la
funcion de Wigner

rdo
Wy, (2,p) = % / %e“’”%z(P —9/2)1 (P +9/2), (4.26)

—T

y la forma del Hamiltoniano de la particula polimérica

i = (1= @3(P) (4.27)
cos(P)Y(P) = cosPy(P) (4.28)

@s(PYY(P£9/2) = cos(P+0/2)0(P +9/2) (4.29)
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por lo que la ecuacién (4.27) toma la forma siguiente, entre dos estados 11, 19

(EQ + EI)W¢2w1 (l’,p)

o ;hj T (Byyp (P — 9/2) ¢ (P +9/2) +

%(P 19/ 2)(Elw1(P +7/2))]

(cos(Pg 19/2) — cos(P; + 19/2)]1/)221/)&
oraloe [ e R RuP — 02 (P +0/2)

mu’ 2w o

1. . . .
5[61(102719/2) L emi(P=9/2) | i(Pi49/2) 672(P1+19/2)]w};2w&

w dv I
[ 2 ] [Wwﬂbl 27‘(‘ / 725”19/#0 [6*“9/2(67@P2 4 €ZP1 )/2

MG o ©
(e + e—’m)/ﬂ@bzz%

h? " —179(33//1,0—4—1/2) Py —iPs *
[muz][szwl el = (€™ +e7"2)20, Y,
0
T dY

27T 27T

o0/ 1o 1/2)( “IP G2 120 b, (4.30)

Esta ecuacion puede reescribirse de manera mas simple como

(Ea + E1) Wy, (2, p)

h2
[ 2][W¢2w1 - Wll&wl ('CE + #O/Za P)COSP
mipy
— Wy (. — /2, P)cosP]. (4.31)

Para eigenestados de energia iguales, £y = Fy = E' y 19 = 11 = 1 tenemos

h2
m,u2

2EWy(z,p) = |

27r

= |

hQ
m,u2

27T

ol

h2
mit

di Zﬂ”‘”‘cos(P +9/2)y*yY]

T d
27T

T dy

_ e @/ut1/) (P /o
T cos(P ~ (2"

T d
¥ 27r 27T

it 1/2)( TP 4 e'P) [ 2%

W(I/MH/Z)(efip + eip)/2

2][2W¢ — Wy(x + p, P)cos(P) — Wy(x — u/2)cos(P)).

(4.32)
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Para resolver esta ecuacion usamos la propuesta de solucién separable
Wy = R(z)Z(P). (4.33)
(4.34)

La sustitucién de (4.34) en (4.33) da lugar a
2E7 h? 27 7 Ry R-

= — 4.35
cosP [m/ﬂ][cosP ( R * R )} (4.35)
donde Ry = R(z + ). La separabilidad se obtiene con la condicién
R, R_
—+—= = C. 4.36
La ecuacion resultante para Z(p) es
2h? h?
(2F — — + ——=CcosP)Z(P) = 0, (4.37)
My g
cuya solucién puede expresarse como
2mh
Z(p) = M—5(P — Pp), (4.38)
0
donde el factor de normalizacién se elije tal que
P=Pp,=0=E=0=C = 2. (4.39)
Ahora, para resolver (4.37) la reexpresamos como
Ry(x+ p1o/2) — 2R(z) + R_(v — po/2) = 0. (4.40)
La solucién general de (4.36) es de la forma
R(z) = A+ Bx (4.41)

con A y B constantes. Claramente B # 0 llevaria a una solucién ain maés
divergente que lo que producen los eigenestados de particula libre pues

/RW¢E(I,p) = 00. (4.42)

Esto nos deja con la solucién constante R(z) = A = %“—22 y por tanto la
funcion de Wigner de eigenestados de energia de particula libre polimérica

debe ser
14

Wg(z,p) = 30(P,Pg), (4.43)
h2
E = m#Z(l_COS(PE»' (4.44)

Resultado consistente en forma y con el espectro correcto de la solucion
obtenida con el operador de Wigner de E(2) para el rotor, ecs. (4.24) 6
(4.26).



Capitulo 5

Conclusiones y perspectivas

En esta tesis hemos calculado la funcién de Wigner para la particula libre
no relativista en cuantizacién polimérica.

Comenzamos en el capitulo 1 recordando la cuantizaciéon polimérica de
sistemas mecanicos unidimensionales, tanto en representacién de posicién co-
mo de momento. El espacio de Hilbert polimérico de funciones de cuadrado
sumable es no separable pero se puede expresar en términos de subespacios
de Hilbert separables cada uno basado en una red regular con una escala
caracteristica auxiliar. Esta escala de longitud nos permite implementar el
caracter discreto de los modelos poliméricos. Los observables bésicos satisfa-
cen un algebra que esta inspirada en el dlgebra de flujos y holonomias de la
gravedad cudntica por lazos. En nuestro caso estos observables son los ope-
radores de posicion y traslaciones espaciales finitas. La dindmica del sistema
mecanico se implementa usando un Hamiltoniano concordante con esta re-
presentacion discreta. También en este capitulo consideramos la funcién de
Wigner en tres contextos. Primero con una perspectiva heuristica la funcion
de distribucién a nivel cuantico en el espacio fase se establecié como una
generalizaciéon de un promedio estadistico para una funcion de distribucion
clasica. Después hicimos uso de la transformada de Fourier en grupos para
identificar el operador de Wigner cuyos valores de expectacién corresponden
a la funcién de Wigner. Por tltimo la cuantizacién por deformacién, que es
una modificacién del producto entre funciones en el espacio fase por medio
de un producto * que permite codificar la informacién cuantica del sistema.
En este caso la funcion de Wigner de eigenestados de energia satisface la
ecuacion de x-genvalores.

En el capitulo 2 discutimos la cuantizacion de Schrodinger de la particula
libre, tanto en representacion de posicién como de momento. El espacio de
Hilbert es el de funciones de cuadrado integrable en la recta real con la medi-
da usual. La dindmica dada por la ecuacién de Schrédinger se define por un

o1



52 CAPITULO 5. CONCLUSIONES Y PERSPECTIVAS

Hamiltoniano que contiene a los operadores bésicos de posicion y momento
satisfaciendo un algebra canodnica. Los estados propios de energia correspon-
den a un espectro continuo dado por los reales positivos como consecuencia
de que los operadores de energia y momento conmutan en el caso libre por
lo que deben tener eigenestados comunes respectivamente aceptables, lo que
elimina estados de energia negativa que corresponden a eigenvalores de mo-
mento imaginario. La normalizacién de los eigenestados de energia se realiza
usando la delta de Dirac por lo que no forman parte del espacio de Hilbert,
sin embargo el uso de paquetes de ondas permite resolver esta dificultad.
Hemos calculado la funcién de Wigner de los eigenestados de energia usan-
do la forma integral correspondiente a un espacio fase plano bidimensional.
Esta estd caracterizada por la relacién de energia momento no relativista a
través de una delta de Dirac. Requiere interpretacion adecuada debido a la
normalizacion de los eigenestados de energia pero es consistente. La distri-
bucién marginal de probabilidad en posicién es uniforme como corresponde
a una onda plana mientras que en momento esta centrada en un valor carac-
teristico. Evidentemente no esta acotada, pero esto se puede resolver usando
paquetes de ondas. Hemos incluido el célculo de la solucién de la ecuacién de
*-genvalores usando el producto x de espacio fase plano obteniendo el mismo
resultado del método por integracién.

En el capitulo 3 analizamos la cuantizacion de Schrodinger del rotor plano
usando el dlgebra del grupo E(2). Esta opcion surge de la necesidad de resol-
ver el problema de definir operadores asociados a las variables basicas canoni-
cas de momento angular y angulo. En lugar de ellas se adoptan funciones del
espacio fase cilindrico para este sistema que corresponden a los generadores
de rotaciones y traslaciones sobre un plano euclidiano. El espacio de Hilbert
es el de funciones de cuadrado integrable sobre la circunferencia. El espec-
tro de energias es discreto y las eigenfunciones pertenecen a este espacio de
Hilbert. Para calcular la funcién de Wigner de este modelo utilizamos el
operador de Wigner asociado al grupo E(2). Su valor de expectacién para
eigenestados de energia lleva a la funcion de Wigner en forma explicita, al
incluir una integral adicional en la medida de Plancherel de E(2) que efecti-
vamente reduce la informacién del grupo euclidiano solamente a rotaciones.
Ahora las propiedades de la funciéon de Wigner como densidades de probabi-
lidad marginales y normalizacién estan bien definidas para los eigenestados
de energia gracias a que estos forman parte del espacio de Hilbert, es decir
son normalizables. Para verificar esta funcion de Wigner usamos la ecuacion
de x-genvalores con producto * el del espacio fase plano como se sugiere en la
literatura reciente. Esta ecuacion tiene la misma forma del caso de particula
libre en cuantizacién de Schrodinger del capitulo 2 por lo que el espectro
de energia son los reales positivos en flagrante contradiccion con el espectro



93

discreto conocido del rotor. Para discernir entre estas opciones usamos la
ecuacion para la energia que debe satisfacer la forma integral de la funciéon
de Wigner correspondiente a eigenestados de energia. Hemos demostrado que
la forma integral derivada con base en el grupo F/(2) satisface esta ecuacién
con el espectro discreto correcto.

En el capitulo 4 hemos estudiado la cuantizacion polimérica de la particu-
la libre no relativista definiendo el hamiltoniano con base en operadores de
traslacién que actian sobre el espacio de Hilbert superselecto correspondien-
te a una red regular que pasa por el origen y con paso u. Este hamiltoniano
conmuta con el operador de traslaciones espaciales por lo que deben de tener
eigenfunciones comunes. Con este criterio las soluciones a la ecuacién de ei-
genvalores de la energia se seleccionan como aquellas asociadas a energias de-
finidas en un intervalo finito de reales positivos, es decir se excluyen energias
negativas y por arriba de un valor especifico. Esto es necesario para excluir ei-
genvalores del operador de traslacion que no son una fase. Debido al espectro
continuo las eigenfunciones se normalizan a la delta de Dirac. Los operadores
basicos de la particula libre polimérica resultan estar en correspondencia con
los operadores bésicos de la cuantizacion con E(2) del rotor. En este sen-
tido el espacio de Hilbert del rotor plano y de la particula polimérica es el
mismo. No obstante la dindmica es distinta pues los hamiltonianos lo son.
Usando la correspondencia aludida hemos calculado la funciéon de Wigner de
la particula polimérica para sus estados propios de energia. Tiene la forma
de una delta de Dirac con argumento dado por la relacion de energia mo-
mento polimérica. Su interpretacién nuevamente requiere cuidado pues los
eigenestados de energia son normalizables a la delta de Dirac. La distribu-
cién marginal de probabilidad en posicion es uniforme, como corresponde a
soluciones tipo onda plana, mientras que la distribucién marginal de proba-
bilidad de momento estd centrada en un valor especifico consistente con la
relacion de energia momento polimérica. La funcién de Wigner no es acotada
pero lo puede ser si usamos paquetes de ondas. El resultado incorrecto para
el rotor con el uso de la cuantizacion por deformacién con producto x en el
espacio fase plano nos indica que para la particula polimérica esta estrategia
tampoco es apropiada. La opcién de la ecuacion para la energia a satisfacer
por la funcién de Wigner en forma integral nuevamente nos sirve aqui como
criterio de aceptabilidad de nuestra funcién de Wigner.

Como conclusiones de este trabajo tenemos las siguientes:

1. La cuantizacion polimérica implementada en sistemas mecanicos como
una representacion discreta de un algebra no candnica de observables
basicos aporta modelos analogos a la gravedad cuantica por lazos que
permiten explorar algunos aspectos abiertos de esta ultima al limitar
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algunas dificultades técnicas propias de sistemas con un nimero infinito
de grados de libertad asi como de la dindmica complicada de los modelos
gravitacionales. No estd de més enfatizar que las conclusiones obtenidas
con los modelos mecanicos deben aplicarse con cautela en los modelos
gravitacionales.

. La funcién de Wigner como formulacién alternativa equivalente a la

cuantizacion de Schrodinger se puede extender a la cuantizacion po-
limérica de modelos mecanicos.

. Para sistemas con espacio fase plano (de dos dimensiones en nuestro

caso), el resultado del cédlculo de funcién de Wigner por integracién
(o via el grupo de Heisenberg) y aquel basado en cuantizaciéon por
deformacién, coinciden.

. En el problema del rotor plano en cuantizacion de Schrodinger el espacio

fase es cilindrico y la funcién de Wigner definida por integracion (via
el grupo E(2)) [12] no coincide con la obtenida via ecuacién de *-
genvalores con el producto *x del espacio fase plano. Esta iltima es
inconsistente con el espectro energético del rotor.

. En el problema del rotor plano es posible definir una ecuacién para la

energia [12] que debe satisfacer la funcion de Wigner de eigenestados
de energia en forma integral que es consistente con la version integral
basada en grupos. Ambas llevan al mismo espectro de energia.

. Existe una correspondencia entre el rotor plano y la particula poliméri-

ca que indica que tienen el mismo espacio de Hilbert. Sin embargo,
estos sistemas tienen dindmicas cuanticas diferentes.

. La funcién de Wigner de particula polimérica basada en la correspon-

dencia con el rotor plano es consistente con la relaciéon de energia mo-
mento polimérica derivada de la solucién de la ecuacion de eigenvalores
para la energia. Coincide con la obtenida a través de la ecuacion para
la energia del mismo sistema.

Entre las perspectivas para continuar el trabajo que hemos desarrollado

aqui podemos encontrar las listadas a continuacion:

1. Limite clasico y estados semiclésicos poliméricos. Como indicamos en

el objetivo de este trabajo la funcién de Wigner es uno de los esquemas
mas aceptados para entender el limite clasico de una teoria cuantica.



Cualitativamente en el limite clasico la funcién de Wigner deberia es-
tar concentrada en la trayectoria clasica en el espacio fase. Para este
fin podriamos utilizar paquetes de onda. Con esta estrategia también
podriamos analizar desviaciones del comportamiento clasico con base
en estados coherentes o el equivalente del gaussiano en la cuantizacion
usual de Schrédinger, ahora extendido a la cuantizacion polimérica.

Producto x para la cuantizacién del rotor plano y la particula poliméri-
ca. Es deseable revisar la formulacién del producto x para el caso de
espacios fase no planos con el fin de obtener uno natural para el caso
del rotor con topologia cilindrica. Alternativamente usar la formulacion
de la funciéon de Wigner en teoria de grupos para definir el producto
* del grupo F(2) que se reduzca al problema del rotor. Nuevamente
explotando la correspondencia rotor plano particula polimérica para
tratar el caso de esta ultima.

Simetria de Galileo. Una de las propiedades de la funciéon de Wigner
de particula libre en cuantizacién de Schrodinger es su invariancia gali-
leana bajo traslaciones espaciales, temporales, rotaciones y cambios en
marco de referencia. En el caso de la particula polimérica se sabe que
esta no es una de sus simetrias. Sin embargo, el trabajo reciente indica
que podria presentar una simetria deformada. Esta linea es de interés
primordial.

Modelos gravitacionales simétricos. Modelos cosmolégicos espacialmen-
te homogéneos asi como el interior del agujero negro de Schwarzschild
se describen como modelos con un numero finito de grados de liber-
tad con una dinamica dictada por la relatividad general. En el caso
de cuantizacion polimérica se han estudiado estados semiclasicos en el
enfoque Hamiltoniano y seria de interés estudiar el comportamiento de
la funcién de Wigner correspondiente.
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