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FUNCIÓN DE WIGNER DE LA
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Resumen

Esta tesis está motivada por la necesidad de investigar el ĺımite clásico
de la gravitación cuántica por lazos que se basa en una representación dis-
creta de un álgebra no canónica de observables gravitacionales. Los estados
gravitacionales involucran gráficos que asemejan poĺımeros y dan lugar a una
geometŕıa discreta. Aqúı damos un paso en la dirección de entender el ĺımite
clásico usando un modelo mecánico con un grado de libertad. Espećıficamen-
te, calculamos la función de Wigner de una part́ıcula libre no relativista en
una dimensión espacial en cuantización polimérica. Para tal fin partimos de
un desarrollo previo de H. A. Kastrup basado en el grupo euclidiano E(2),
que da una forma integral de la función de Wigner de un rotor plano en
cuantización de Schrödinger, junto con su forma expĺıcita para eigenestados
de enerǵıa, y una ecuación para la enerǵıa que satisface la forma integral de
la función de Wigner. Ésta es importante porque la función de Wigner ob-
tenida a través del producto ? para espacio fase plano no resulta consistente
con los eigenvalores de enerǵıa. Nosotros probamos que la función de Wigner
expĺıcita satisface la ecuación para la enerǵıa de manera consistente con el
espectro. Para la part́ıcula polimérica usamos su correspondencia cinemática
con el rotor plano, ambos sistemas tienen el mismo espacio de Hilbert pero
diferentes Hamiltonianos. A través de la forma integral calculamos la fun-
ción de Wigner para eigenestados de enerǵıa de la part́ıcula expĺıcitamente.
Hemos determinado también su correspondiente ecuación para la enerǵıa y
mostramos que su solución coincide con la forma obtenida por integración. Fi-
nalmente discutimos algunas perspectivas sobre trabajo futuro incluyendo el
ĺımite clásico, estados semiclásicos, cuantización por deformación y simetŕıa
de Galileo.
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Caṕıtulo 1

Introducción

Al d́ıa de hoy los fenómenos f́ısicos conocidos pueden explicarse como
asociados fundamentalmente a cuatro interacciones: electromagnética, débil,
fuerte y gravitacional. Mientras la primera y la última son evidentes en la
cotidianeidad, las otras dos más bien se manifiestan a nivel microscópico.
La tecnoloǵıa de las comunicaciones hace uso de ondas electromagnéticas,
mientras que la dinámica del sistema solar, las galaxias y el Universo es esen-
cialmente gravitacional. Por otro lado la radioactividad puede ser descrita
por medio de la fuerza débil en tanto que las reacciones nucleares atómicas
lo son por medio de la fuerza fuerte. Notablemente la teoŕıa gravitacional
más sencilla compatible con las observaciones es la Teoŕıa de la Relatividad
General de A. Einstein, sin embargo, a diferencia de las otras tres inter-
acciones fundamentales, carece de una formulación cuántica completa. Esto
constituye un problema abierto en la F́ısica Teórica debido a las limitaciones
de la teoŕıa clásica, a saber, la imposibilidad de extender la descripción de
sistemas como el Cosmos o los agujeros negros a través de ciertas regiones
del espacio-tiempo conocidas como singularidades. Aśı mismo la descripción
del espacio-tiempo continuo como elemento de la teoŕıa de la Relatividad
General implica un comportamiento peculiar de los campos de materia dan-
do lugar a cantidades f́ısicas divergentes. Existe la expectativa de que una
teoŕıa cuántica de la gravitación podŕıa aliviar estos problemas en un sentido
similar a cómo un átomo clásico es inestable mientras que su versión cuántica
es aceptable.

Una de las propuestas recientes de cuantización de la Relatividad Ge-
neral es la denominada Gravedad Cuántica por Lazos [1]. En ésta se hace
uso de variables relacionadas con las canónicas del espacio fase de la teoŕıa
con conmutadores que admiten representaciones discretas caracterizadas por
gráficas que asemejan un material polimérico por lo que también a esta pro-
puesta se le llama cuantización polimérica de la gravedad. Las dificultades
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2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

conceptuales y técnicas han llevado a considerar este formalismo aplicado a
modelos gravitacionales más sencillos o inclusive modelos mecánicos. En este
último caso el marco teórico se refiere como mecánica cuántica polimérica
[2].
Entre los problemas abiertos en la teoŕıa de gravitación cuántica por lazos
se encuentra una descripción adecuada del ĺımite clásico. Es deseable que en
este ĺımite recuperemos la relatividad general clásica. Sin embargo, esto se ha
explorado de manera limitada con base en modelos gravitacionales simétricos
como son modelos cosmológicos ó interiores de agujeros negros. Esencialmen-
te se ha considerado estados coherentes y modelos efectivos que surgen de
un esquema de integral de trayectoria. Una alternativa poco explorada en
este contexto es el uso de la función de distribución de Wigner [3, 4], cuyas
propiedades permiten un planteamiento natural del ĺımite clásico. A la fecha
existen algunos estudios en esta dirección.
Entre los esfuerzos por utilizar la función de Wigner en la cuantización po-
limérica encontramos las siguientes. Un estudio del ĺımite semiclásico de la
cosmoloǵıa cuática de lazos, en el que un parámetro conocido como Barbero-
Immirzi controla la discretitud del espacio-tiempo de forma que el modelo
cosmológico clásico se recupera cuando dicho parámetro se vuelve pequeño y
el volumen se vuelve grande es estudiado en [5]. El papel de los estados con-
gruentes con los sistemas cuánticos unidimensionales definidos en un espacio
de coordenadas ćıclicas fue considerado en [6] para obtener una variante de
la distribución de Wigner conocida como distribución de Husimi y un pro-
pogador de estado coherente semiclásico en el espacio fase. Una propuesta
de la función de Wigner para la cosmoloǵıa cuántica de lazos se presentó en
[7] basada en la compactificación de Bohr de la recta real y la transformada
de Weyl se utilizó para obtener un operador correspondiente a una tŕıada
inversa que aparece en el modelo. Sobre la base de un ĺımite de distribución
de la representación de Schrödinger para el álgebra de Weyl en una medida
ponderada Gaussiana se obtiene una función de Wigner y un producto ? que
coincide con la de [7]. Se obtiene un principio de correspondencia de Bohr y
un principio de incertidumbre generalizado. Una familia de distribuciones de
cuasi-probabilidad parametrizadas en el espacio de fase y sus correspondien-
tes mapas de cuantización de Weyl fue desarrollada para cosmoloǵıa cuántica
de lazos en [8] de modo que son invariantes bajo prescripciones de orden. Una
representación integral del producto estrella en cosmoloǵıa cuántica de lazos
fue estudiada en [9]. También se consideró una representación polimérica
de un campo escalar dentro de la cuantización por deformación en [10] pa-
ra obtener un funcional polimérico de Wigner como ĺımite de las medidas
Gaussianas en la representación de Schrödinger.

La estructura de la tesis es la siguiente. En el caṕıtulo 1 presentamos una
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descripción general de la mecánica cuántica polimérica para sistemas mecáni-
cos en una dimensión y las ideas básicas de la función de Wigner. El caṕıtulo
2 presenta la descripción en cuantización de Schrödinger, para la part́ıcula
libre. Se describe las representaciones de posición y de momento. Usando la
forma integral se obtiene la función de Wigner en representación de Schrödin-
ger. El caṕıtulo 3 contiene una śıntesis de la cuantización basada en grupos
de un rotor plano [11, 12, 13] que resulta de interés por su correspondencia
con la cuantización polimérica de una part́ıcula libre no relativista. Usando
la correspondencia entre el rotor plano y la part́ıcula libre polimérica se ob-
tiene la función de Wigner de la part́ıcula libre en representación de posición
y de momento. Finalmente, en el caṕıtulo 5 damos nuestras conclusiones y
planteamos perspectivas.
En este caṕıtulo presentamos los conceptos básicos de la cuantización po-
limérica de sistemas mecánicos en una dimensión, incluyendo sus respectivas
representaciones de posición y de momento. El caso de la part́ıcula libre no
relativista se discute en el caṕıtulo cuatro. Incluimos una breve descripción
y algunos elementos de la formulación de la función de Wigner, basada en
teoŕıa de grupos y finalmente una descripción de cuantización por deforma-
ción, en representación de Schrödinger, para el caso de sistemas con espacio
fase clásico dado por un plano euclidiano.

1.1. Cuantización polimérica de sistemas mecáni-

cos unidimensionales

La mecánica cuántica polimérica se basa en una propuesta para cuantizar
la gravedad [2]. Corresponde a una representación singular, en el sentido de
que la cinemática y la dinámica del sistema se ven representados de forma
inequivalente a la usual, la de Schrödinger; esto en lugar de ser una desventa-
ja, representa la posibilidad de resolver limitaciones y dificultades que surgen
en modelos gravitacionales como son las singularidades de agujeros negros y
modelos cósmicos.
La discusión se divide en cuatro partes: Cinemática, Representación de po-
sición, Representación de momento y Dinámica. En la primera se plantea
el formalismo que permite definir los operadores básicos en términos de los
cuales los demás pueden expresarse, junto con el espacio de estados corres-
pondiente. En las segunda y tercera partes se incluyen la representación de
posición y la de momento en cuantización polimérica. En la última sección,
el Hamiltoniano de una part́ıcula se estudia en la representación desarrollada
en la pimera parte.
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1.1.1. Cinemática

Álgebra de Heisenberg

Una forma de construir una teoŕıa cuántica a partir de su formulación
clásica es asociando observables básicos que aparecen en las funciones suaves
del corchete de Poisson

{x, p} = 1

{x, 1} = 0

{p, 1} = 0 (1.1)

con el conmutador entre los correspondientes operadores del sistema cuántico
definidos sobre un espacio vectorial adecuado [14],

[x̂, p̂] = i~Î, [x̂, Î] = 0, [p̂, Î] = 0. (1.2)

Esta álgebra se conoce como álgebra de Heisenberg.
En lugar de los anteriores es ventajoso introducir los operadores de Weyl

Ûλ =
∑
n=1

∞ 1

n!
(iλx̂)n =: eiλx̂ (1.3)

V̂µ =
∑
n=1

∞ 1

n!
(iµp̂)n =: eµp̂/~ (1.4)

satisfaciendo las relaciones de Weyl

ÛλV̂µ = eiλµ/~V̂µÛλ, (1.5)

que son consistentes con el álgebra de Heisenberg (1.2).
En la representación de posición, por ejemplo,

x̂ψ(x) = xψ(x) (1.6)

p̂ψ(x) =
~
i
∂xψ(x), (1.7)

implementan las relaciones de conmutación canónicas (1.2).
En esta representación las relaciones de Weyl (1.5) hacen uso de

Ûλψ(x) = eiλxψ(x), (1.8)

V̂µψ(x) = ψ(x+ µ). (1.9)

(1.10)
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El espacio de Hilbert HSch = L2(R, dx), formado por las funciones complejas
de cuadrado integrable, permite implementar a los operadores de Weyl como
acotados [14].
De acuerdo con el teorema de Stone-von Neumann [14], toda representación
irreducible débilmente cont́ınua de los operadores de Weyl es unitariamente
equivalente a la representación de Schrödinger (1.6) - (1.7). De esta manera la
descripción f́ısica del sistema es esencialmente única. Sin embargo, como ve-
remos enseguida, pueden existir representaciones interesantes inequivalentes
a la de Schrödinger.

Representación polimérica

Para establecer la cuantización poĺımerica conviene definir el espacio de
Hibert polimérico

HPoli = {ψ : R→ C,
∑′

x∈R
|ψ(x)|2 <∞}, (1.11)

formado por las funciones de cuadrado sumable. Esta suma debe interpretarse
sobre conjuntos numerables de R aqúı indicado por una prima.
El operador V̂µ no puede ser débilmente continuo aunque Ûλ si lo es, es

decir, existe un operador auto-adjunto x̂ con Ûλ = eiλx̂ pero no existe p̂
tal que V̂µ = ei

µ
~ p̂. Es aśı que elegimos como base de esta representación de

operadores a la posición x̂ y el operador de traslación V̂µ, los cuales obedecen
la relación de conmutación

[x̂, V̂µ] = −µV̂µ. (1.12)

1.1.2. Representación de posición

En representación de posición, una base de HPoli se conforma por los kets
|x〉 tal que 〈x|x′〉 = δxx′ . En este caso

x̂|x〉 = x|x〉, (1.13)

V̂µ|x〉 = |x− µ〉. (1.14)

Para un estado general ψα(x) = 〈x|α〉 los operadores de Weyl actúan como
sigue

Ûλψα(x) = eiλxψα(x), (1.15)

V̂µψα(x) = ψα(x+ µ). (1.16)
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Figura 1.1: Gráfica γµ0 usada en la definición del espacio de Hilbert separable
Hx0 .

Estos cumplen la relación de Weyl

ÛλV̂µψα(x) = eiλµ/~V̂µÛλψα(x). (1.17)

Para un valor fijo de µ el operador V̂µ traslada un estado |x0 + nµ〉 al estado

V̂µ|x0 + nµ〉 = |x0 + (n + 1)µ〉, todos asociados a una red regular con punto
base x0 dado y paso de la red µ. La recta real puede considerarse formada
por un continuo de redes con punto base x0 ∈ [0, µ), dando lugar a sectores
superselectos HPoli = ⊕x0∈[0,µ)Hx0 , donde

Hx0 = {ψ : γx0 → C,
∑
x∈γx0

|ψ(x)|2 <∞}. (1.18)

Aqúı γx0 = {x0 + nµ, n ∈ Z} (ver figura 1).
A partir de los observables (1.14) y su representación de posición (1.15)

y (1.16) podemos construir los observables cuánticos requeridos que estarán
definidos en el espacio de Hilbert polimérico HPoli o en un sector superselecto
Hx0 . Mientras que HPoli es no separable al tener una base no numerable
etiquetada por el parámetro continuo x0, Hx0 śı lo es: su base numerable es
{|xj = x0 + jµ〉, j ∈ Z}.
Por la completez de la base |xn〉 se puede expresar cualquier estado ψ de la
forma

|ψ〉 =
∑
n∈Z

an|xn〉, (1.19)

an = 〈xn|ψ〉, (1.20)
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de donde surge la relación de completez∑
n∈Z

|xn〉〈xn| = Î. (1.21)

1.1.3. Representación de momento

Para la representación de momento, la representación del álgebra (1.12)
en HPoli es no débilmente continua y por lo tanto el teorema de Stone von
Neumann no se satisface para asegurar la existencia de un generador que de
lugar a traslaciones infinitesimales. Por lo tanto no hay operador de momento.
Aun aśı, se puede introducir una representación de “momento” aludiendo a
la existencia de una base |p〉 de HPoli en la que los operadores básicos actúan
de la forma

x̂|p〉 = i~∂p|p〉, (1.22)

V̂µ|p〉 = eipµ/~|p〉, (1.23)

que, de nuevo, es consistente con el álgebra (1.12). Para obtener las propie-
dades de la base |p〉 es conveniente considerar el problema de eigenvalores
para el operador de traslación, a saber (1.23), en la base de coordenadas.
Esto nos lleva a la ecuación

φp(xn + µ) = eipµ/~φp(xn), (1.24)

φp(xn) = 〈xn|p〉, (1.25)

con solución

φp(xn) = Aeipxn/~. (1.26)

Aqúı A es una constante de normalización. φp(xn) es periódica en p con
peŕıodo 2π~/µ, lo que permite restringir los valores de p a, digamos,−π~/µ ≥
p ≥ π~/µ. La completez de la base |p〉 permite expresar cualquier estado
|ψ〉 ∈H0 como

|ψ〉 =

π~/µ∫
−π~/µ

dp a(p)|p〉, (1.27)

a(p) = 〈p|ψ〉, (1.28)

que a su vez conduce a la relación de completez en base de momento

π~/µ∫
−π~/µ

dp|p〉〈p| = Î . (1.29)
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Dado que el problema de eigenvalores del operador de traslación (1.23) im-
plica que la variable continua p en la base |p〉 está sujeta a la normalización
de la delta de Dirac que es periódica en su argumento

〈p|p′〉 = δP (p− p′). (1.30)

Insertando (1.21) en (1.29) y el uso de las funciones propias de traslacio-
nes (1.26) como la relación

∑
n∈Z

einθ = 2πδp(θ), donde δp(θ) es periódica con

peŕıodo 2π, se fija la constante de normalización a A =
√

µ
2π~ .

Cambio de representación

El cambio de una base a la otra, esto es, las representaciones de posi-
ción y momento, para un estado |ψ〉 de H0 se pueden realizar usando una
combinación de las relaciones de completez anteriores, (1.21) y (1.29). Se
obtiene

ψ(xn) =

√
µ

2π~

π~/µ∫
−π~/µ

dp eipxn/~ψ̃(p), (1.31)

ψ̃(p) =

√
µ

2π~
∑
n∈Z

e−ipxn/~ψ(xn), (1.32)

con ψ(xn) = 〈xn|ψ〉 y ψ̃(p) = 〈p|ψ〉. Por ejemplo, las eigenfunciones de el
operador de traslación en representación de momento se convierten bajo la
siguiente transformación

ϕ̃p′(p) =

√
µ

2π~
∑
n∈Z

e−ipxn/~ϕp′(xn)

=

√
µ

2π~

√
µ

2π~
∑
n∈Z

e−i(p−p
′)xn/~ϕp′(xn)

=
µ

2π~
δP (

µ

~
(p− p′))

= δP (p− p′), (1.33)

donde en la tercera igualdad se ha usado la propiedad de la función delta
para agumentos exponenciales.
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1.1.4. Dinámica

El operador central en la dinámica cuántica es el Hamiltoniano. La falta de
un generador de traslaciones espaciales nos lleva a la necesidad de modificar
el término cinético del Hamiltoniano en representación de Schödinger

ĤSch =
p̂2

2m
+ T̂ (x̂) (1.34)

en la siguiente expresión, T̂ (x̂) siendo un potencial que representa la interac-
ción de la part́ıcula con un agente externo, por una con la forma

Ĥµ0 = K̂µ0 + T̂ (x̂). (1.35)

La necesidad de sustituir el operador de momento por uno polimérico nos
lleva a considerar una escala µ0. Para proponer una forma de K̂µ0 podemos
considerar la forma clásica eipµ0/~ con la siguiente aproximación

cos
(pµ0

~

)
≈ 1− p2µ2

0

2~2
(1.36)

⇒ p2 ≈ ~2

µ0
2
(2− eipµ0/~ − e−ipµ0/~). (1.37)

Esto sugiere considerar

K̂µ0 :=
~2

2mµ0
2
(2− V̂−µ0 − V̂µ0). (1.38)

Aśı se propone el Hamiltoniano

Ĥµ0 =
~2

2mµ0
2
[2− V̂µ0 − V̂−µ0 ] + T̂ (x̂). (1.39)

A partir de este Hamiltoniano polimérico podemos calcular el espectro de
enerǵıa al resolver el problema de eigenvalores

Ĥµ0ψE(x) = EψE(x). (1.40)

Aśı mismo se puede definir el operador de evolución polimérico como

UPoli(t; t0) = e−iĤµ0 (t−t0)/~. (1.41)

Podemos vislumbrar de la forma de los operadores básicos (1.12)-(1.14) que
la solución del problema de eigenvalores de enerǵıa (1.24) y del propagador
basado en (1.25) involucrará resolver ecuaciones en diferencias. El primero
se revisará en el último caṕıtulo. El segundo se estudió en [15, 16, 17].
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1.2. Función de distribución de Wigner

Comenzando con las ideas de cuantización dadas por Weyl, Wigner y Mo-
yal [18], entre otros, se introdujo la noción de cuantización por deformación
por Bayen, Flato, Frondsal, Lichnerowicz y Sterhneimer [19], quienes sugieren
una deformación no tanto en la naturaleza de los observables, sino más bien
una deformación en el álgebra de observables. En cuantización por deforma-
ción los observables se describen como las funciones suaves de la mecánica
clásica pero su álgebra se deforma por un producto denominado producto ?,
con el parámetro de deformación la constante de Planck ~.
En esta sección primeramente se da la discusión de la función de Wigner como
aquella asociada al operador de densidad cuyo interés radica en la posibili-
dad de explorar propiedades cuánticas en el marco del espacio fase clásico.
En seguida recordamos la relación que existe entre un sistema con estructura
de grupo de Lie y su función de Wigner. Finalmente recordaremos superfi-
cialmente la asociación de observables clásicos con operadores definidos en
un espacio de Hilbert mediante la aplicación de Weyl y el cuantizador de
Stratonovich-Weyl.

1.2.1. Función de Wigner

En 1932, Wigner estudiando en inicio correciones cuánticas en la mecánica
estádistica, se da a la tarea de dar una formulación de un estado cuántico en el
espacio fase, por medio de la función de Wigner y la trasformada de Weyl [4].
Las principales razones de tomar en cuenta la formulación de Wigner-Weyl
en lugar de la de Schrödinger (las cuales resultan equivalentes), son debidas
a la naturaleza de incluir de forma natural estados mixtos en la primera, a
diferencia de la segunda formulación; otra razón puede ser proveer un ĺımite
clásico de la mecánica cuántica, bien controlado y esto es posible debido a
que ambas descripciones se encuentran en el espacio fase. A su vez la función
de Wigner obtiene el valor esperado de algún observable f́ısico, definido no
siempre positivo, por lo que la función de Wigner representa una peculiar
distribución de probabilidad, llamada de cuasiprobabilidad.

Construcción de la función de Wigner

A nivel cuántico un operador muy importante es el operador de densidad
ρ̂. Para estados puros ρ̂ = |ψ〉〈ψ| corresponde a la función de Wigner, como
veremos en seguida.
Es sugestivo interpretar la función de Wigner como una extensión de la dis-
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tribución de probabilidad en el espacio fase, que sin embargo resulta no ser
positiva definida.
Una densidad de probabilidad clásica P puede expresarse usando un produc-
to de deltas de Dirac δ(X − x) y δ(P − p) como sigue

P(x, p) =

∫
R

∫
R
dXdP P(X,P )δ(X − x)δ(P − p). (1.42)

Usando la forma integral de las deltas

δ(X − x) =
1

2π

∫
R
dueiu(X−x), δ(P − p) =

1

2π

∫
R
dveiv(P−p) (1.43)

se tiene

P(x, p) =
1

4π2

∫
R

∫
R
dudve−iuxeivp

[∫
R

∫
R
dXdPe−ivP+iuXP(p, x)

]
(1.44)

siendo la expresión dentro del corchete el promedio estad́ıstico de la función
e−ivP+iuX , es decir,

P(x, p) =
1

4π2

∫
R

∫
R
dudve−iuxeivp〈e−iνP+iµX〉. (1.45)

Esto sugiere que en el caso cuántico podemos considerar

W (x, p) =
1

4π2

∫
R

∫
R
dudve−iuxeivp〈e−iνp̂+iµx̂〉, (1.46)

con W (x, p) la función de distribución cuántica, mejor conocida como función
de Wigner. Para encontrar la forma usual analicemos este promedio cuántico

〈e−ivp̂+iux̂〉 = Tr(ρ̂e−ivp̂+iux̂) =∫
R
dx〈x|ρ̂e−ivp̂+iux̂|x〉

= e−iuv/2
∫
R
dxeiux〈x|ρ̂e−ivp̂|x〉

= eiu(x−
u
2
)

∫
R
dx〈x|ρ̂|x− v〉

=

∫
R
dx′eiux

′〈x′ − v/2|ρ̂|x′ − v/2〉, (1.47)
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aśı, en términos del valor esperado y haciendo uso de los operadores de po-
sición y momento, tenemos

W (x, p) =
1

4π2

∫
R

∫
R
dudve−iuxeivp

[∫
R
dx′eiux

′〈x′ + v/2|ρ̂|x′ − v/2〉
]

=
1

2π

∫
R

∫
R
dx′dv(

1

2π

∫
R
due−iu(x−x

′))eivp〈x′ + v/2|ρ̂|x′ − v/2〉

=
1

2π

∫
R

∫
R
dx′dvδ(x− x′)eivp〈x′ + v/2|ρ̂|x′ − v/2〉. (1.48)

Finalmente podemos escribir para la función de Wigner

W (x, p) =
1

2π

∫
R
dveivp〈x+ v/2|ρ̂|x− v/2〉. (1.49)

Usando ρ̂ = |ψ〉〈ψ|, 〈x|ψ〉 = ψ(x) para un estado genérico lleva a una
forma general de f(x, p) = Tr(Ω̂(x, p)F̂ ) y ésta última se obtiene para
|ψ〉 = |ψE〉 → H|ψE〉 = E|ψE〉, un eigenestado de enerǵıa. ω̂(x, p) cuan-
tizador de Stratonovich-Weyl que se define mas adelante, en la sección de
cuantiazación por deformación. El valor esperado de un observable se en-
cuentra calculando

〈ψ|f̂ |ψ〉 =

∫
R2

f(p, x)Wψ(p, x)dpdx∫
R2

Wψ(p, x)dpdx
. (1.50)

Por otro lado la ecuación de evolución para la función de Wigner dependiente
del tiempo está dada por

dW

dt
= {H,W}M (1.51)

con H el hamiltoniano clásico y M indicando el paréntesis de Moyal. Es
de observar que mientras que en la formulación de Schrödinger lo que nos
proporciona la dinámica del sistema es la ecuación de onda, lo que nos pro-
porcionara aqúı la dinámica del sistema será la ecuación de Liouville.

Propiedades de la función de Wigner

Las propiedades de la distribución de Wigner Wψ(x, p) que se consideran
de mayor interés para un estado puro [3] son la siguientes:
(i) Wψ(x, p) debeŕıa ser una forma hermı́tica del estado ψ(x), es decir

Wψ(x, p) = 〈ψ|M̂(x, p)|ψ〉, (1.52)
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donde M̂(x, p) es un operador autoadjunto que depende de x y p. Según
vimos en la ecuación (1.45)

M̂(x, p) =
1

2π~

∫
R
dv|x− v

2
〉eivp〈x+

v

2
|, (1.53)

que es en efecto autoadjunto.
(ii) Densidades de probabilidad marginales. Se obtienen como sigue∫

R
dpWψ(x, p) = |ψ(x)|2 = 〈x|ρ̂|x〉 (1.54)∫

R
dxWψ(x, p) = |ψ(p)|2 = 〈p|ρ̂|p〉 (1.55)∫

R
dp

∫
R
dxWψ(x, p) = Tr(ρ̂) = 1. (1.56)

(iii) Wψ(x, p) debeŕıa ser covariante Galileana

ψ(x)→ ψ(x+ a)⇒ Wψ(x, p)→ Wψ(x+ a, p)

ψ(x)→ eip
′x/~ψ(x)→ Wψ(x, p)→ Wψ(x, p− p′).

(iv) En el caso sin interacción la ecuación de movimiento es la clásica

∂Wψ

∂t
= − p

m

∂Wψ

∂x
. (1.57)

(v) Si Wψ1(x, p) y Wψ2(x, p) son las funciones de Wigner correspondientes a
los estados ψ1 y ψ2, respectivamente, entonces∣∣∣∣∫

R
dxψ∗1(x)ψ2(x)

∣∣∣∣2 = 2π~
∫
R
dx

∫
R
dpWψ1(x, p)Wψ2(x, p) (1.58)

En particular tenemos

para ψ1 = ψ2 = ψ(x) :
∫
R dp

∫
R dx[Wψ(x, p)]2 = 1

2π~ .

〈ψ1|ψ2〉 = 0, estados ortogonales,
∫
R dx

∫
R dpWψ1(x, p)Wψ2(x, p) = 0,

de modo que Wψ(x, p) no puede ser positiva definida.

En los siguientes caṕıtulos derán empleadas algunas de estas propiedades.

1.2.2. Teoŕıa de grupos y la función de Wigner

Es posible construir la función de Wigner v́ıa teoŕıa de grupos, ver [20].
Para nuestro caso, el grupo euclideano E(2) de traslaciones y rotaciones en
el plano R2 [11, 13], nos será útil para construir tanto la función de Wigner
para el rotor y, por dualidad, la función de Wigner para la part́ıcula libre no
relativista en representación polimérica.
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Operador de Wigner

El operador de Wigner puede interpretarse intuitivamente, como la trans-
formada de Fourier de la representación en un espacio de Hilbert de los ele-
mentos de un grupo.
Sea G un grupo de Lie con N generadores Yn, n = 1, ..., N . Denotando la
identidad del grupo como g[0], γ un conjunto de N parámetros en una región
RG ∈ RN , los elementos del grupo se expresan como

g[γ] = e
i
N∑
n=1

γnYn
(1.59)

y se dicen parametrizados en coordenadas polares. Para x ∈ RN , el operador
de Wigner se define como

WG(x) =

∫
RG

dg[γ]eiγ
T yg[γ] =

∫
RG

dg[γ]e
i
N∑
n=1

γn(Yn−yn)
(1.60)

con
∫
RG
... la integral de Haar del grupo G.

Sean ϕ, ψ funciones en H ⊂ L2(G) espacio de Hilbert, con producto interno
(ϕ, ψ)H . La acción del grupo G sobre H es gψ(h) = ψ(hg).
La función de Wigner sobre G se define por medio de un funcional sesquilineal
de ϕ, ψ ∈H , que a su vez es una función sobre y ∈ RN

WG(ϕ, ψ|x) = (ϕ,WG(x)ψ)H. (1.61)

Muchos modelos usan espacios que son espacios cocientes de los grupos de
modo que ψ(hg) = ψ(g) es una función de menos variables que la dimensión
N del grupo. Estudiaremos ahora el caso del grupo de Heisenberg y E(2) en
el caṕıtulo 3 para el rotor plano.

1.2.3. Cuantización por deformación

Aqúı seguimos [19] para estudiar la cuantización por deformación en un
espacio fase R2.
Consideremos un sistema 1D con variables canónicas x, p y un paréntesis de
Poisson no trivial

{x, p} = 1, (x, p) ∈ R2. (1.62)

Sea f = f(x, p) una función con transformada de Fourier f̃ = f̃(λ, µ) bien
definida

f̃ = f̃(λ, µ) =

∫
R2

f(x, p)e−i(λp+µx)dxdp. (1.63)
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Según la regla de Weyl, el operador cuántico correspondiente a f se define
como

f̂ =
1

(2π)2

∫
R2

f̃(λ, µ)Û(µ, λ)dλdµ (1.64)

Û(µ, λ) = e−i(λp̂+µx̂), (λ, µ) ∈ R2. (1.65)

Los operadores unitarios Û(µ, λ) permiten escribir

f̂ =

∫
R2

f(x, p)Ω̂(p, x)
dpdx

2π~
(1.66)

con

Ω̂ =
~
2π

∫
R2

e−i(λp+µx)Û(µ, λ)dλdµ, (1.67)

el cuantizador de Stratonovich-Weyl. De este modo podemos establecer

f(x, p) = Tr(Ω̂(p, x)f̂). (1.68)

Ahora bien, considerando que f1(x, p) y f2(x, p) son las funciones que co-
rresponden a los operadores f̂1 y f̂2, respectivamente, se encuentra que el
producto de operadores ésta en correspondencia con el producto estrella ?

(f1 ? f2)(p, x) = Tr(Ω̂(p, x)f̂1f̂2) = f1e
i~
2
←→
p f2 (1.69)

con
←→
p :=

←−
∂x
−→
∂p −

←−
∂p
−→
∂x (1.70)

el operador de Poisson. La doble flecha ′′ ↔′′ indica una combinación de ope-
radores que actúan a la izquierda ′′ ←′′ y a la derecha ′′ →′′. Es importante
observar que (1.33) es una serie en general, para f1 y f2 arbitrarias, en po-
tencias de ~.
El corchete de Moyal se define como

{f, g}? = f ? g − g ? f, (1.71)

y satisface ĺım
~→0

1
i~{f, g}? = {f, g}.

Una ecuación central a nivel cuántico en este esquema es la ecuación de
?-genvalores

H ?WE(p, x) = EWE(p, x) (1.72)

donde H representa el Hamiltoniano clásico y WE(p, x) la función de Wig-
ner que contiene la información cuántica del sistema y se puede obtener
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resolviendo la ecuación anterior. La relación entre la función de Wigner y el
eigenestado de enerǵıa ψE es

WE(p, x) =
1

2π~

∫
R
dye−ipy/~ψE(x+

y

2
)ψ∗E(x− y

2
), (1.73)

cuya forma espećıfica se derivó en la segunda sección. A su vez, la función
de Wigner dependiente del tiempo tiene la forma

WE(p, x, t) =
1

2π~

∫
R
dye−ipy/~ψE(x+

y

2
, t)ψ∗E(x− y

2
, t). (1.74)



Caṕıtulo 2

Part́ıcula libre en cuantización
de Schrödinger

En este caṕıtulo recordamos el modelo de part́ıcula libre no relativista 1D
en cuantización de Schrödinger, en el esquema Hamiltoniano. Se presentan las
representaciones de posición y momento. Las eigenfunciones de enerǵıa y el
espectro correspondiente se discuten de manera concisa. El caso de Schrödin-
ger se usa para analizar la función de Wigner de estos eigenestados haciendo
uso de la forma integral aśı como cuantización por deformación.

2.1. Cuantización de Schrödinger

La cuantización estándar de una part́ıcula libre en la recta real se basa
en el álgbra canónica de los operadores de posición y momento

[x̂, p̂] = i~Î, (2.1)

definido en el espacio de Hilbert HScr = ψ : R⇒ C
∫
R dx|ψ|

2 <∞. Aunque
en estricto sentido estos operadores sólo están densamente definidos [14] en
un tratamiento formal, es suficiente para nuestra discusión aqúı.

2.1.1. Representación de posición

En la representación de posición el álgebra (2.1) puede basarse en la forma
expĺıcita

x̂ψ(S)(x) = xψ(S)(x), (2.2)

p̂ψ(S)(x) =
~
i
∂xψ

(S)(x). (2.3)

17
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Dado el rango continuo de posición y momento, se puede introducir una base
de eigenestados de posición |x′〉S con normalización a la delta de Dirac

x̂|x′〉S = x′|x′〉S, x ∈ RS〈x′′|x′〉S = δ(x′′ − x′). (2.4)

Un estado se escribe en esta base como

|ψ〉S =

∫
R
dx′ψ(S)(x′)|x′〉S, ψ(S)(x′) = S〈x′|ψ〉S, (2.5)

y de la relación de completitud se sigue∫
R
dx′|x′〉SS〈x′| = Î. (2.6)

2.1.2. Representación de momento

En este caso los operadores que cumplen con el álgebra (2.1) pueden
asociarse con

x̂ψ(S)(p) = i~∂pψ̃(S)(p), (2.7)

p̂ψ(S)(p) = pψ(S)(p). (2.8)

Una base de estados de momento |p〉 puede establecerse con las propiedades

p̂|p〉S = p|p〉S, p ∈ R (2.9)

〈p|p′〉S = δ(p− p′). (2.10)

La completitud de la base nos lleva a la siguiente expresión para cualquier
estado |ψ〉S

|ψ〉S =

∫
R
dpψ̃(S)(p)|p〉S, ψ̃(S)(p) = S〈p|ψ〉S, (2.11)

junto con la relación de completez en la base de momento∫
dp|p〉SS〈p| = Î. (2.12)

Las eigenfunciones de momento en la representación de coordenadas satisfa-
cen

p̂ϕ(S)
p (x) = pϕ(S)

p (x), (2.13)

ϕ(S)
p (x) =

1√
2π~

eipx/~, (2.14)

donde la constante de normalización es fijada por la relación de dispersión
E = p2

2m
.
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Cambio de representación de posición a momento

El uso de las relaciones de completitud nos permite establecer la rela-
ción entre un estado en representación de posición y su representación de
momento, por medio de

ψS(x) =
1√
2π~

∫
R
dpei

px
~ ψ̃(S)(p) (2.15)

ψ̃(S)(p) =
1√
2π~

∫
R
dx′e−i

p′x
~ ψ(S)(x′). (2.16)

Esto muestra una completa simetŕıa (salvo un signo) entre ambas represen-
taciones.

Problema de eigenvalores para la enerǵıa

El problema de eigenvalores para el Hamiltoniano de part́ıcula libre se lee

ĤSchrψ
(S)
E (x) = Eψ

(S)
E (x) (2.17)

ĤSchr =
p̂2

2m
. (2.18)

Ya que ĤSchr conmuta con p̂ estos operadores deben tener eigenfunciones co-
munes; esto se utilizará a continuación para seleccionar los estados de enerǵıa
f́ısicamente permitidos. En la representación de posición la ecuación para ei-
genvalores de enerǵıa se convierte en una ecuación diferencial de segundo
orden

− ~2

2m
∂xxψ

(S)
E (x)− Eψ(S)

E (x) = 0, (2.19)

que puede resolverse con la propuesta

ψ
(S)
E (x) = Deσx (2.20)

dando lugar a la ecuación caracteŕıstica

σ2 + ξ = 0, ξ =
2mE

~2
. (2.21)

Tenemos dos posibilidades, según el signo de la enerǵıa,

σ =

{
±
√
−ξ, E ≤ 0,

ik = ±i
√
−ξ, E ≥ 0.

(2.22)
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Estos pueden estar asociados a los siguientes eigenestados para los posibles
valores de E

ψ
(S)
E (x) =

{
Deσx/~, E ≤ 0,
Deikx/µ, E ≥ 0.

(2.23)

Como para part́ıcula libre ĤSchr y p̂ deben tener eigenfunciones comunes,
sólo las soluciones con E ≥ 0 están permitidas: las soluciones de enerǵıa
negativa conducen a un momento imaginario de acuerdo con (2.3), (2.14) y
(2.15). El continuo de la enerǵıa nos lleva a una normalización a la delta de
Dirac produciendo la constante de normalización, a saber

S〈E|E ′〉S = δ(E − E ′). (2.24)

Usando (2.23) para el caso de enerǵıa positiva se obtiene el valor D =
(2mE
π2~2 )1/4, una constante de normalización que depende del eigenvalor de

enerǵıa. Para concluir, observemos que las funciones propias de la enerǵıa
están doblemente degeneradas en el momento, como puede ser el escenario,
sustituyendo (2.14) en (2.19) para dar

E =
p2

2m
, (2.25)

la relación de dispersión no relativista es la misma para ambos p = ±|p|
eigenvalores que se asocian con la misma enerǵıa E. Recordemos |p〉S y |−p〉S
son estados linealmente independientes.

2.2. Función de Wigner de la part́ıcula libre

En la recta real, la part́ıcula libre obedece la ecuación de Schrödinger
dependiente del tiempo

i~∂tψS(x, t) = ĤS
0 ψ

s(x, t) (2.26)

ĤS
0 = − ~2

2m
∂xx, (2.27)

con soluciones de enerǵıa definida que pueden expresarse en términos de
eigenestados de momento p̂ϕSp (x) = pϕSp (x), ecs. (2.14) y (2.15), que son
también eigenestados de enerǵıa, con la forma

ψSE(x, t) = ϕSpE(x)e−iEt/~ (2.28)

ϕSpE(x) =
1√
2π~

eip
(S)
E x/~, p

(S)
E = ±

√
2mE, E ≥ 0, (2.29)
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y normalización S〈p(S)E |p′E(S)〉S = δ(p
(S)
E − p′E(S)), ϕSp (x) = S〈x|p〉S.

Un estado general es solución de (2.26), ó paquete de onda, que puede ex-
presarse usando una base de eigenestados de momento y un estado inicial
ψS(x, 0),

ψS(x, t) =
1√
2π~

∫
R
dp ψ̃S(p)ei(px−Et)/~, E =

p2

2m
, (2.30)

ψ̃S(p) =
1√
2π~

∫
R
dp ψS(x, 0)e−ipx/~, (2.31)

donde se observa que la dependencia en la ψ en t desaparece al tomar el
estado inicial. El paquete de onda se reduce a un eigenestado de enerǵıa
definida para el caso ψ̃S(p) = δ(p − p

(S)
E ). El promedio en la enerǵıa y el

momento para paquetes de onda son

S〈ψ|ĤS
0 |ψ〉S =

∫
R
dp

p2

2m
|ψ̃S(p)|2 (2.32)

S〈ψ|p̂|ψ〉S =

∫
R
dp p |ψ̃S(p)|2, (2.33)

donde podemos ver que aparece la densidad de probabilidad |ψ(S)(p)|2.

Función de Wigner para eigenestados de enerǵıa

Una sustitución directa de los eigenestados de enerǵıa (2.28) en (1.74)
nos lleva a

WE(x, p, t) =
1

2π

1√
2π~

1√
2π~

∫
R
dyeipy/~eix/~(P

S
E−y/2)e−ix/~(P

S
E+y/2)

=
1

(2π~)2

∫
R
dyeipy/~e−ip

(S)
E y/~

=
1

2π~
δ(p− p(S)E ). (2.34)

Notemos que mientras que el momento del estado p
(S)
E aparece en el resultado

final debido al cambio opuesto en y
2

en (1.74), la dependencia en la posición
y el tiempo se cancelan, respectivamente.
Podemos notar inmediatamente que, dada la independencia en la posición
x de la función de Wigner, su integral lleva a una distribución uniforme,
como corresponde al carácter de onda plana de la eigenfunción de enerǵıa. Al
integrar en el momento obtenemos esta constante. Por otro lado, al integrar
en posición, si bien la integral espacial no existe, la dependencia restante
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en el momento nos indica que la densidad de probabilidad en momento está
centrada en p = p

(S)
E =

√
2mE, es decir, consistente con el valor de enerǵıa.

Las peculiaridades resultantes de las ondas planas pueden resolverse con el
uso de paquetes de onda.

Función de Wigner de paquetes de onda

Insertando (2.30) en (1.74) da lugar a Wψ = Wψ(x, p, t)

Wψ =
1

(2π~)2

∫
R
dy

∫
R
dp′
∫
R
dp′′eipy/~e−i(p

′−p′′)x/~e−i(p
′+p′′)y/2~e−i(E

′−E′′)t/~ψ̃S∗(p′)ψ̃S(p′′)

=

∫
R
dp′
∫
R
dp′′e−i(p

′−p′′)x/~e−i(E
′−E′′)t/~ψ̃S∗(p′)ψ̃S(p′′)δ

(
p− p′ + p′′

2

)
. (2.35)

Evidentemente que la dependencia en posición y tiempo puede aparecer en
la función de Wigner para paquetes de ondas generales como resultado de
la contribución de diferentes eigenestados de enerǵıa definidos. Es sencillo
ver que para eigenestados de enerǵıa definida (2.35) se reduce a (2.34). Es
ilustrativo considerar la función de Wigner estacionaria para paquetes de
onda. Eligiendo t = 0 en (2.30) y realizando el cambio de variables u =
p′+p′′

2
, v = p′−p′′

2
aśı como la integración de la función delta, el lado izquierdo

de (2.36) se convierte en la expresión bien conocida que proporciona su forma
integral sólo en representación de momento de las funciones de onda, es decir

Wψ(x, p) =
1

2π~

∫
R
dueixu/~ψ̃S∗

(
p+

u

2

)
ψ̃S
(
p− u

2

)
. (2.36)

El estudio de la función de Wigner para diferentes paquetes de ondas es
interesante y útil, sin embargo, no lo discutiremos en esta tesis.

2.3. Cuantización por deformación y función

de Wigner

Para corroborar la forma de la función de Wigner de la part́ıcula libre
que hemos obtenido podemos hacer uso del formalismo de cuantización por
deformación. En esta sección nos basamos en [21]. Usando el producto estrella
(1.69) del caṕıtulo 1

f(x.p) ? g(x, p) = f(x, p)e
i~
2
(
←−
∂x
−→
∂p−
←−
∂p
−→
∂x)g(x, p) (2.37)
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apropiada para el espacio fase R2 de part́ıcula libre en 1D, tenemos que la
ecuación de ?-genvalores, toma la forma

H ?WE = EWE; H =
p2

2m
(2.38)

⇒ H ?WE =
p2

2m
?WE(x, p) = (

p2

2m
)e

i~
2
(
←−
∂x
−→
∂p−
←−
∂p
−→
∂x)

E (x, p)

= (
p2

2m
)WE + (

p2

2m
)(
i~
2

)(
←−
∂x
−→
∂p −

←−
∂p
−→
∂x)WE +

+ (
p2

2m
)

1

2!
(
i~
2

)2(
←−
∂x
−→
∂p −

←−
∂p
−→
∂x)2WE + ...

= (
p2

2m
)WE + (

p2

2m
)(− p

m
)
−→
∂xWE +

+
1

2!
(
i~
2

)2(− p

m
)
−→
∂x[
←−
∂x
−→
∂p −

←−
∂p
−→
∂x] + ... (2.39)

⇒ H ?WE =
p2

2m
WE + (

i~
2

)(− p

m
)∂xWE + (

i~
2

)2
1

2!
[

1

m
∂2xxWE] (2.40)

=
p2

2m
WE −

i~
2

p

m
∂xWE −

~2

8m
∂2xxWE = EWE (2.41)

por lo tanto (
p2

2m
− i~

2

p

m
∂x −

~2

4m
∂2xx

)
WE = EWE. (2.42)

Separando parte real e imagnaria de la ecuación anterior(
p~
2m

∂x

)
WE = 0 (2.43)(

p2

2m
− ~

8m
∂x

2

)
WE = EWE. (2.44)

La ecuación (2.42) sugiere la propuesta

WE(x, p) = f(p) + δ(p)g(x) (2.45)

donde para p 6= 0, el primer término surge del carácter de la derivada espacial
en (2.42), mientras que para p = 0 se admite el segundo término, es decir,
pδ(p)∂xg(x) = 0.
De la propuesta (2.44) que se sustituye en el lado izquierdo de (2.43) produce(
p2

2m
− −~

8m
∂x

2

)
WE =

p2

2m
f(p) +

p2

2m
δ(p)g(x)− δ(p) ~

2

8m
∂2xf(p)− δ(p) ~

2

8m
∂2xg(x)

=
p2

2m
f(p)− δ(p) ~

2

8m
∂2xg(x). (2.46)
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De esta forma (2.43) se convierte en la siguiente ecuación

p2

2m
f(p)− δ(p) ~

2

8m
∂2xg(x) = Ef(p) + Eδ(p)g(x). (2.47)

Considerando primero el caso p 6= 0 en (2.46), donde se eliminan los términos
δ(p) y se tiene (

p2

2m
− E

)
f(p) = 0, p 6= 0 (2.48)

cuya solución puede escribirse como

f(p) = a+δ(p−
√

2mE) + a−δ(p+
√

2mE). (2.49)

Para el segundo caso, es decir, p = 0 en (2.46), los términos que prevalecen
aqúı son los que contienen δ(p), si se satisface lo siguiente(

p2

2m
− E

)
f(p) = 0⇔ E =

p2

2m
= 0. (2.50)

De donde resulta la siguiente ecuación

−δ(p)
[
~2

8m
∂2xg(x) + Eg(x)

]
= 0, E = 0. (2.51)

Considerando intencionalmente el ĺımite de enerǵıa cero de la solución para
el caso E 6= 0, las soluciones correspondientes son

g(x) = be±i
√
8mEx/~|E=0 = b. (2.52)

Finalente llegamos a la expresión de la función de Wigner que se ve de la
forma

WE(x, p) = Aδ(p− pE), p
(S)
E = ±

√
2mE, E ≥ 0. (2.53)

Este resultado puede contrastarse con el obtenido en [21], donde no se con-
sidera adecuadamente el caso de enerǵıa cero. Por otra parte, mientas ellos
consideran un estado con enerǵıa definida y momento indefinido, nosotros
consiramos estados de part́ıcula libre con enerǵıa y momentos definidos.



Caṕıtulo 3

El rotor cuántico en el plano

La descripción de un rotor cuántico en el plano en cuantización de Schrödin-
ger resulta estar relacionada con la cuantización polimérica de una part́ıcula
en una dimensión espacial. A nivel cinemático, es decir de los espacios de
Hilbert, estos sistemas son equivalentes. No aśı a nivel dinámico, pues los
hamiltonianos son distintos.
En este caṕıtulo describimos la cuantización del rotor plano en la representa-
ción de Schrödinger usando el enfoque de grupos, en este caso el Euclidiano
en dos dimensiones E(2) de acuerdo a la referencia [11]. Usando el promedio
sobre el grupo E(2) se calcula el operador de Wigner correspondiente. Este se
reduce por integración cuando actúa sobre eigenestados de enerǵıa llevando a
la función de Wigner de los mismos. Analizamos la propuesta dada en [13, 22]
de uso del producto ? de caso plano y mostramos que no es compatible. Para
discernir entre estas dos opciones, se deriva la ecuación para la enerǵıa que
debe satisfacer esta función siguiendo [13] y se verifica expĺıcitamente que
este es el caso.

3.1. Cuantización usando el grupo E(2)

A nivel clásico una versión concreta del rotor plano es una cuenta que
puede deslizarse sin fricción a lo largo de un alambre con forma de circun-
ferencia de radio r0 (ver fig. 3.1). El espacio fase correspondiente tiene la
estructura topológica del cilindro S1 × R. La posición de la cuenta sobre el
alambre está dada por el ángulo ϕ ∈ R mod 2π y su momento angular L
puede tener cualquier valor real L ∈ R, positivo o negativo, dependiendo de
si la cuenta se mueve en sentido horario o antihorario. El Hamiltoniano y las

25
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Figura 3.1: Rotor plano clásico.

variables canónicas en este caso son

H =
L2

2mr20
, {ϕ,L} = 1. (3.1)

De este modo las ecuaciones de movimiento resultan ser

L̇ = {L,H} = 0 (3.2)

ϕ̇ = {ϕ,H} =
L

mr20
=: ω. (3.3)

Las soluciones de estas ecuaciones indican que mientras que el momento an-
gular es una constante de movimiento cuyo valor depende de las condiciones
iniciales, el ángulo ϕ tiene la forma expĺıcita

ϕ(t) = ωt+ ϕ0. (3.4)

La forma del ángulo ϕ(t) juega un papel esencial en la discusión de la cuanti-
zación de este modelo. La posición espacial de la cuenta puede describirse por
un valor dado ϕ ∈ [0, 2π), sin embargo, la cuenta puede dar múltiples vueltas
y puede pasar un número de veces n = E

(
ωt−ϕ0

2π

)
, donde E(x) representa la

parte entera de x, por un punto espećıfico dado después de un tiempo t. Si
uno considera la historia del movimiento, la circunferencia se desenrolla sobre
la recta R que representa el tiempo t (ver fig. 3.2). En lenguaje matemático
la recta R es la cubierta universal1 de la circunferencia S1.

1Un grupo cubriente universal de un grupo topológico conexo G es un grupo topológico
simplemente conexo junto con un isomorfismo continuo ρ en el dual Ĝ de G que sea uno
a uno localmente; ∃! para cualquier grupo, en particular un grupo de Lie.
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Figura 3.2: R como cubierta universal de S1.

Para proceder con la cuantización del rotor haremos uso de la estructura
algebráica del grupo E(2) que contiene las rotaciones y traslaciones en el
plano R2.

Considerando R2 como el plano complejo C las transformaciones de E(2)
pueden implementarse como sigue

(x, y) ∈ R2, x+ iy =: z ∈ C, (3.5)

R(α) : z 7→ zeiα, α ∈ [0, 2π), (3.6)

T2(t) : z 7→ z + t, t = a+ ib, a, b ∈ R. (3.7)

Aqúı (3.6) corresponde a rotaciones mientras que (3.7) lo es a traslaciones.
Implementaremos las transformaciones generales de E(2) usando la repre-
sentación matricial

g(α, t) =

(
eiα t
0 1

)
, α ∈ [0, 2π), t ∈ C, (3.8)

que actúan sobre los vectores

v =

(
z
1

)
∈ C⊗ {1 ∈ R}, (3.9)

en la forma

g(α, t)v =

(
eiαz + t

1

)
. (3.10)
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Para establecer el álgebra de E(2) analizamos ahora los conmutadores de
transformaciones infinitesimales. Con este fin truncaremos a segundo orden
en los parámetros de las transformaciones. Aśı obtenemos

[g(α, 0), g(0, t)] = g(α, t̃)− I, t̃ = iαt, (3.11)

[g(α1, 0), g(α2, 0)] = 0, (3.12)

[g(0, t1), g(0, t2)] = 0. (3.13)

A nivel cuántico los generadores de las transformaciones de E(2) se introdu-
cen a través de

Û(α, 0) = e−iαL̂/~, Û(0, t) = e−i(aX̂1+bX̂2)/~λ0 , t = a+ ib, λ0 =
√
~/mω.

(3.14)
La versión infinitesimal de las transformaciones cuánticas correspondientes a
(3.11) dan lugar a las relaciones de conmutación siguientes[

L̂, X̂1

]
= i~X̂2, (3.15)[

L̂, X̂2

]
= −i~X̂1. (3.16)

La versión cuántica de (3.12) es trivial y sólo indica que L conmuta consigo
mismo. Finalmente (3.13) se traduce a nivel cuántico como[

X̂1, X̂2

]
= 0. (3.17)

Para interpretar (3.15)-(3.16) conviene considerar ciertos observables, del es-
pacio fase clásico. Tomemos las siguientes funciones h̃i(ϕ,L) = 1, 2, 3,

h̃1 = cosϕ, h̃2 = senϕ, h̃3 = L, (3.18)

en el espacio fase

Γ = {(ϕ,L);ϕ ∈ Rmod2π, L ∈ R}, (3.19)

que generan el álgebra de Lie e(2) del grupo Euclideano en el plano E(2), es
decir,

{h̃3, h̃1}ϕ,L = h̃2, ; {h̃3, h̃2}ϕ,L = −h̃1, ; {h̃1, h̃2}ϕ,L = 0. (3.20)

Esta álgebra corresponde con la forma cuántica (3.14)-(3.17), de este modo
podemos proceder con la cuantización siguiendo esta ruta.
Es convenienete reconsiderar las transformaciones de E(2) sobre el plano
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por medio de una representación de matrices 3 × 3 que nos facilitarán su
implementación a nivel cuántico.
Clásicamente el álgebra de Lie del grupo E(2) en el plano consta de tres
parámetros que quedan determinados por los elementos g(ϑ,~a) donde x̂ 7→
R(ϑ) · x+ ~a

g(ϑ,~a) · ~x =

(
cosϑ −senϑ
senϑ cosϑ

)(
x1
x2

)
+

(
a1
a2

)
, (3.21)

~xϑ ≡ R(ϑ)~x =

(
cosϑ −senϑ
senϑ cosϑ

)(
x1
x2

)
. (3.22)

junto con los generadores del álgebra de Lie. En la forma de matrices 3 × 3
tenemos

g(ϑ,~a) ·

 x1
x2
1

 =

 cosϑ −senϑ a1
senϑ cosϑ a2

0 0 1

 (3.23)

que dan lugar a los siguientes generadores

L̃ =
dg(ϑ,~a)

dϑ
|ϑ=0,~a=~0, K̃1 =

dg(ϑ,~a)

da1
|ϑ=0,~a=~0, K̃2 =

dg(ϑ,~a)

da2
|ϑ=0,~a=~0, (3.24)

L̃ =

 0 −1 0
1 0 0
0 0 0

 , K̃1 =

 0 0 1
0 0 0
0 0 0

 , K̃2 =

 0 0 0
0 0 1
0 0 0

 (3.25)

y conmutadores

[L̃, K̃1] = K̃2, [L̃, K̃2] = −K̃1, [K̃1, K̃2] = 0. (3.26)

Considerando el desarrollo en serie de potencias para las exponenciales de
matrices 3× 3, hemos probado que

g(ϑ,~a = ~0) = g(ϑ) = eϑL̃ =

 cosϑ −senϑ 0
senϑ cosϑ 0

0 0 1

 , (3.27)

g(ϑ = 0, a1, a2 = 0) = g(a1) = ea1K̃1 =

 1 0 a1
0 1 0
0 0 1

 , (3.28)

g(ϑ = 0, a1 = 0, a2) = g(a2) = ea2K̃2 =

 1 0 0
0 1 a2
0 0 1

 , (3.29)
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aśı se puede escribir

g(ϑ,~a) = g(a2) · g(a1) · g(ϑ) (3.30)

para este caso un elemento especial del grupo de Weyl-Heisenberg se escribe
como

g0(ϑ,~b) = eb1K̃1+b2K̃2+ϑL̃. (3.31)

Ahora las traslaciones son parametrizadas por ~a = sinc(ϑ/2)R(ϑ/2)~b, donde

sinc(α) denota sen(α)
α

. Los elementos serán representados por [12]

g0(ϑ,~b) = e(ϑ/2)L̃ · esinc(ϑ/2)b̃·K̃ · e(ϑ/2)L̃ (3.32)

⇒ g0(ϑ,~a) = e(ϑ/2)L̃ · eR(−ϑ/2)ã·K̃ · e(ϑ/2)L̃ (3.33)

este último elemento del grupo se promueve al operador que actúa en el
espacio de Hilbert adecuado donde E(2) es representado unitariamente por

U0(ϑ,~a) = ei(ϑ/2)L̂/~ · eiã(−ϑ/2)· ~̂K·e(ϑ/2)L̂/~,(3.34)

de este modo el factor sinc(ϑ/2) se elimina.
Notemos que

~a−ϑ/2 := R(−ϑ/2)~a =

(
cosϑ/2 −senϑ/2
senϑ/2 cosϑ/2

)(
a1
a2

)
. (3.35)

3.2. Función de Wigner del rotor plano

Para construir la función de Wigner en el espacio fase Γ con topoloǵıa
S1 × R se propone un operador de Wigner combinando U0 con las variables
clásicas ~χ(θ) = χ(cosθ, senθ) y L dado por

Ŵ [~χ(θ), L] =
1

(2π)3

∫ π

−pi
dϑ

∫ ∞
−∞

da1da2Û0, (3.36)

en donde

Û0 = ei(L̂−L)(ϑ/2) · ei( ~̂K−~χ(θ))·~a(−ϑ/2) · ei(L̂−L)(ϑ/2), (3.37)

y con la medida de Haar dg(ϑ,~a) = dϑda1da2. La ecuación (3.37) representa
un tipo de promedio en el grupo. Estas representaciones unitarias irreducibles
de E(2) son implementadas en el espacio de Hilbert L2(S1, φ. /2π; δ) con el
producto escalar

(ψ1, ψ2) =

∫ pi

−π

dϕ

2π
ψ∗2(ϕ)ψ1(ϕ) (3.38)
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y la base en,δ = ei(n+δ)ϕ, δ ∈ [0, 1) y (em,δ, en,δ) = δmn, delta de Kronecker,
donde m,n ∈ Z y

ψ(δ)(ϕ) =
∑
n∈Z

Cnen,δ(ϕ), (3.39)

Cn = (en,δ, ψ
(δ)), (3.40)

ψ(δ)(ϕ+ 2π) = ei2πδψ(δ)(ϕ), (3.41)

con la acción de los operadores auto-adjuntos

~̂Kψ(ϕ) = k(cosφ, senφ)ψ(ϕ), (3.42)

L̂ψ(ϕ) =
1

i
∂ϕψ(ϕ), (3.43)

ei~a(−ϑ/2)·
~̂Kψ(ϕ) = ei~a(−ϑ/2)·

~K(φ)ψ(ϕ), (3.44)

eiϑL̂ψ(ϕ) = ψ(ϕ+ ϑ). (3.45)

Diferentes representaciones irreducibles están asociadas con diferentes valores
de k. La medida de Plancherel para transformadas de Fourier en E(2) es kdk.
Los elementos de matriz están dados por

W
(k)
ψ2ψ1

[~χ(θ), L] = (ψ2, Ŵ [~χ(θ), L]ψ1)

=
1

(2π)4

∫
dg(ϑ,~a)dϕe−iω+

~k(ϕ)·~a(−ϑ/2)

× ψ∗2(ϕ− ϑ/2)ψ1(ϕ+ ϑ/2) (3.46)

con

ω = ~χ(θ) · ~a−ϑ/2 + Lϑ

= aχ(cosθcos(α− ϑ/2) + senθsen(α− ϑ/2))

= χ(cosθ, senθ)

(
a1cosϑ/2 + a2senϑ/2
−a1senϑ/2 + a2cosϑ/2

)
= aχcos(θ − α + ϑ/2) + aχsen(θ − α + ϑ/2). (3.47)

De manera expĺıcita tenemos entonces

W
(k)
ψ1ψ2

=
1

(2π)4

∫ pi

−π
dϑ

∫ π

−π
dα

∫ ∞
0

daa

∫ π

−π
dϕψ∗2(θ − ϑ/2)ψ1(θ + ϑ/2)

× e−i[ãχ(cosαcosθ+senαsenθ)+pϑ]+i[ãk(cosαcosϕ+senαsenϕ)]

=
1

(2π)4

∫
dϑdα ada dϕ e−ipϑ

× e−iaχcos(θ−α+ϑ/2)eiakcos(ϕ−α+ϑ/2)

× ψ∗2(θ − ϑ/2)ψ1(θ + ϑ/2) (3.48)
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que incluyen dos integrales una para α y otra para ϕ. Usando las relaciones

cos[−α + (θ + ϑ/2)] = sen(α + ϕ/2− θ − ϑ/2), (3.49)

cos[−α + (ϕ+ ϑ/2] = sen(ϕ/2− ϕ− α + ϑ/2), (3.50)

tenemos los siguientes resultados en cada caso

α :

∫ π

−π
dαe−iaχcos(θ−α+ϑ/2)ei(n−m)α =

∫ π

−π
dαe−i[aχsen(α+φ/2−θ−ϑ/2)−(n−m)α]

=

∫ π

−π
dαei[aχsen(−α−ϕ/2+θ+ϑ/2)+(n−m)α], z = −α− π/2 + θ + ϑ/2

= −
∫ −(π)+π/2+θ+ϑ/2
−(−π)+π/2+θ+ϑ/2

dzeiaχsenz+(n−m)zei(n−m)(π/2+θ+ϑ/2)

= −Jm−n(aχ)ei(n−m)(π/2+θ+ϑ/2), (3.51)

y

ϕ :

∫ π

−π
dφeiakcos(ϕ−α+ϑ/2)ei(n−m)ϕ

=

∫ π

−π
dϕei[aksen(−ϕ+φ/2+α−ϑ/2)+(n−m)ϕ], y = −ϕ+ φ/2 + α− ϑ/2

= −
∫ −(π)+π/2+α−ϑ/2
−(−π)+π/2+α−ϑ/2

dyeiakseny−(n−m)yei(n−m)(π/2+α−ϑ/2)

= −Jm−n(ak)ei(n−m)(π/2+α−ϑ/2), (3.52)

donde se ha utilizado la siguiente representación de las funciones Bessel y su
relación de completitud

Jn(x) =
1

2π

∫ π

−π
dβei(xsenβ−nβ), β ∈ Z, (3.53)∫ ∞

0

da a Jm(xa)Jm(ya) =
1

x
δ(x− y). (3.54)

Los elementos de matriz del operador de Wigner (3.36) toman la forma

W (k)
mn(θ, L) =

1

(2π)2

∫ π

−π
dϑ

∫ ∞
0

da a ei(n−m)ϑ/2e−iLϑ

× Jn−m(aχ)(−)m−nJm−n(ak)ei(n−m)(π−θ)

=
1

(2π)2

∫ π

−π
dϑei(n−m)ϑ/2ei(n−m)(π−θ)e−iLϑ

δ(k − χ)

k
,(3.55)
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donde la dependencia en χ se elimina al ser una variable redundante realizan-
do la integral en la medida de Plancherel kdk. La función de Wigner-Moyal
resultante es

Wmn(θ, L) =

∫ ∞
0

dkkV (k)
mn (θ, L)

=
1

(2π)2
ei(n−m)θ

∫ π

−π
dϑei[(n−m)/2−L~ ]ϑ

=
1

2π
ei(n−m)θsinc π[

L

~
− (m+ n)/2]. (3.56)

En el caso n = m,

Wn(θ, L) =
1

2π
sinc π[

L

~
− n]. (3.57)

Esta es la función de Wigner de eigenestados de enerǵıa del rotor plano
basada en el operador de Wigner y el grupo E(2). Las propiedades de la
función de Wigner-Moyal, que involucran dos estados, y construida con base
en el operador de Wigner y el grupo E(2) del rotor se pueden resumir como
sigue

ψj(ϕ) =
∑
n∈Z

c(j)n en(ϕ),

j = 1, 2; c(j)n = (en, ψj) (3.58)

Wψ2ψ1(θ, L) =
∑
m,n∈Z

c(2)∗m Wmn(θ, L)c(1)n

=
1

(2π)2

π∫
−π

dϑe−iLϑψ∗2(θ − ϑ/2)ψ1(θ + ϑ/2)

= (ψ2, V (θ, L)ψ1) (3.59)
∞∫

−∞

dLWψ2ψ1(θ, L) =
1

2π
ψ∗2(θ)ψ1(θ) (3.60)

π∫
−π

dθWψ2ψ1(θ, L) =
∑
n∈Z

c(2)∗m sincπ(
L

~
−m)c(1)m (3.61)

∞∫
−∞

dL

π∫
−π

dθWψ2ψ1(θ, L) = (ψ2, ψ1) (3.62)

∞∫
−∞

dL

π∫
−π

dθW ∗
ψ2ψ1

(θ, L)W ∗
φ2φ1

(θ,
L

~
) =

1

2π
(ψ1, φ1)(ψ2, φ2). (3.63)
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Ahora, las propiedades de la función de Wigner se siguen de las de Wigner-
Moyal anteriores. Sea ψ2 = ψ1 = ψ en (3.57), entonces

Wψ(θ, L) =
1

(2π)2

π∫
−π

dϑe−ipϑψ∗(θ − ϑ/2)ψ(θ + ϑ/2)

∑
m,n∈Z

c∗mVmn(θ, L)cn = (ψ, V (θ, L)ψ) (3.64)

∞∫
−∞

dLWψ(θ, L) =
1

2π
|ψ(θ)|2 (3.65)

π∫
−π

dθWψ(θ, L) =
∑
n∈Z

|cn|2sincπ(
L

~
− n) ≡ ωψ(L) (3.66)

∞∫
−∞

dL ωψ(L)sincπ(
L

~
−m) = |cm|2 (3.67)

∞∫
−∞

dL

π∫
−π

dθWψ(θ, L) =
∑
n∈Z

|cm|2 (3.68)

∞∫
−∞

dL

π∫
−π

dθWψ2(θ, L)Wψ1(θ, L) =
1

2π
|(ψ1, ψ2)|2 (3.69)

|Wψ(θ, L)| ≤ 1/π. (3.70)

3.3. Ecuación de ?-genvalores

Nuestro estudio puede enriquecerse con el análisis de la ecuación de
?-genvalores que debe satisfacer la función de Wigner de eigenestados de
enerǵıa, es decir,

Hrot ? WE = EWE, (3.71)

Es importante subrayar que (3.66) nos da la densidad de probabilidad cuánti-
ca angular mientras que (3.67)-(3.68) proporcionan la densidad de probabi-
lidad cuántica en momento angular, esto es las densidades de probabilidad
marginales. Finalmente, para un estado normalizado (3.69) es 1 en tanto que
(3.70) nos da la probabilidad de transición entre estados y (3.71) muestra que
la función de Wigner está acotada para estados normalizables. El producto
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?, de acuerdo con [13, 23] es el mismo que el del caso plano que discutimos
en el caṕıtulo 1. Usando el producto de Moyal

Hrot ? WE = (
L2

2mr20
)e

~
2i
(
←−
∂p
−→
∂θ−
←−
∂θ
−→
∂L)WE(θ, L)

=
L2

2mr20
WE −

~iL
2mr20

∂θWE −
~2

8mr20
∂2θθWE

= EWE (3.72)

Separamos parte real de parte imaginaria(
L2

2mr20
− ~2

8mr20
∂2θ

)
WE −

~iL
2mr20

∂θWE = EWE (3.73)

con L ∈ R; θ ∈ [−π, π].
Nos resultan dos ecuaciones

− ~2

8mr20
∂2θWE + (

L2

2mr20
− E)WE = 0 (3.74)

~L
2mr20

∂θWE = 0 (3.75)

La misma estrategia usada en el caṕıtulo 2 para la part́ıcula libre y su ecua-
ción de ?-genvalores con los debidos cambios (x, p) → (θ, L) nos llevan a la
solución

WE(θ, L) = Aδ(L− LE), LE = ±
√

2mr20E, (3.76)

evidentemente inconsistente con el resultado (3.57). A este punto requerimos
un criterio para discernir entre (3.55) y (3.76). En la siguiente sección se
muestra que existe una ecuación para la enerǵıa del rotor plano que debe
satisfacer la función de Wigner. Con este criterio se mantiene (3.57) y (3.55)
no.

3.4. Ecuación para la enerǵıa

Es posible establecer una ecuación para la función de Wigner de los eige-
nestados de enerǵıa [13]. Partimos de

(E1 + E2)Wψ2ψ1 =
1

2π

∫
−π

π dϑ

2π
e−iLϑ/~[(Hψ2

∗)ψ1 + ψ2
∗(Hψ1)] (3.77)
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con H = −ε d2
dθ2

, ε ≡ ~2
2mr20

y las relaciones

dψ1

dθ
= 2

dψ1

dϑ
,
dψ2

dθ
= −2

dψ2

dϑ
(3.78)

⇒ (E1 + E2)Wψ2ψ1 = − 4ε

2π

∫
−π

π dϑ

2π
e−iLϑ/~

[(
d2ψ2

∗

dϑ2

)
ψ1 + ψ2

∗
(
d2ψ1

dϑ2

)]
d2

dϑ2
(ψ2
∗ψ1) =

(
d2ψ2

∗

dϑ2

)
ψ1 + 2

(
dψ2

∗

dϑ

)(
dψ1

dϑ

)
+ ψ2

∗
(
d2ψ1

dϑ2

)
(3.79)

se sustituye en la ecuación original

(E1 + E2)Wψ2ψ1 = − 4ε

2π

∫ π

−π

dϑ

2π
e−iLϑ/~

[
d2ψ2

∗ψ1

dϑ2
− 2

(
dψ2

∗

dϑ

)(
dψ1

dϑ

)]
(3.80)

= − 4ε

2π

1

2π
− iL

~
e−iLϑ/~ψ∗2ψ1|π−π +

1

2π
(e−iLϑ/~

dψ2
∗ψ1

dϑ
)|π−π −

− L2

~2

∫ π

−π

dϑ

2π
e−iLϑ/~ψ∗2ψ1 −

4ε(−2)

2π

∫ π

−π

dϑ

2π
e−iLϑ/~

dψ∗2
dϑ

dψ1

dϑ

para el último término vemos que

∂θ
2Wψ2

∗ψ1 =
1

2π

∫
−π

π dϑ

2π
e−iLϑ/~

[(
d2ψ2

∗

dϑ

)
ψ1 − 2

dψ2
∗

dϑ

dψ1

dϑ
+ ψ2

∗
(
d2ψ1

dϑ

)]
(3.81)

despejando el término en cuestión y sustituyendo en la ecuación original

(E1 + E2)Wψ2ψ1 = −ε d
2

dθ2
Wψ2ψ1 −

εiL

2π2~
e−iLϑ/~ψ2

∗ψ1|−ππ − (3.82)

− ε

2π2
e−iLϑ/~

d

dϑ
ψ2
∗ψ1|−ππ +

εL2

π2~2

∫
−π

π dϑ

2π
e−iLϑ/~ψ2

∗ψ1

Finalmente considerando ψ1 = ψ2 = ψ, E1 = E2 = E tenemos

L2

2mr20~2
− ~2

8mr20
∂2θWψ(θ,

L

~
)

(3.83)

+
~
2i

[
e−ipϑ/~

L

~mr20
ρ(θ;ϑ) + j(θ, ϑ) + j(θ;ϑ)

]ϑ=π
ϑ=−π

= EVψ(θ,
L

~
)

ρ(θ;ϑ) = ψ∗(θ − ϑ/2)ψ(θ + ϑ/2) (3.84)

j(θ;ϑ) =
~

2imr20
{ψ∗(θ − ϑ/2)∂θψ(θ + ϑ/2)−

− (∂θψ
∗(θ − ϑ/2)ψ(θ − ϑ/2))}. (3.85)
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Es ilustrativo verificar que la función de Wigner de eigenestados de enerǵıa
es solución de la ecuación de enerǵıa (3.57) con el espectro correcto.
Usando las expresiones (3.85) y (3.86) para ρ(θ, ϑ) y j(θ;ϑ) respectivamente
y con las eigenfunciones del rotor ψn(θ) = 1

2π
einθ se obtiene

EWψ(θ, L) =
~
2i

[
e−iLϑ/~

(
L

mr02
ρ(θ;ϑ) + j(θ;ϑ)

)]ϑ=π
ϑ=−π

=
1

(2π)2
~
2i

[
e−iLϑ[

L

mr20
e−in(θ−ϑ/2)ein(θ+ϑ/2)

+
~

2imr20
(ine−in(θ−ϑ/2)ein(θ+ϑ/2) + ine−in(θ−ϑ/2)ein(θ+ϑ/2))]

ϑ=π

ϑ=−π

(3.87)

sustituyendo los valores para ϑ = ±π

EWψ(θ, L) =
1

(2π)2
~

2imr20
(p+ n~)

[
e−i(p/~−n)πei(p/~−n)π

]
=

1

(2π)2
~

2imr20
(p+ n~)[−2isen[(p/~− nπ)]]

= − 1

(2π)2
~

imr20
(p+ n~)[(p/~− n)π]

[
sen[(p/~− n)π]

[(p/~− n)π]

]
= − 1

(2π)2
π

mr20
(p2 − n2~2)sinc[(p/~− n)π]

= − 1

2mr20
(p2 − n2~2)Wn(θ, L) (3.88)

por lo que se obtiene el espectro del rotor cuántico libre

En =
n2~2

2mr02
, n = 0,±1, ... (3.89)

Este resultado se obtiene gracias a los términos de frontera en la eq. (3.84) que
cancelan el primer término de esa misma ecuación. Mientras que el término
de segunda derivada en θ de esa ecuación da un valor cero para la función
de Wigner de eigenestados de enerǵıa (3.83). El criterio de la ecuación de la
enerǵıa para la función de Wigner basada en el grupo E(2) nos indica que
(3,57) es la forma correcta y no (3.77) que está basada en el producto ? del
espacio fase plano. Conclusión que indica que el producto ? apropiado para
el espacio fase S1 × R requiere consideración.
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Caṕıtulo 4

Función de Wigner de la
part́ıcula libre en cuantización
polimérica

Este caṕıtulo se dedica al cálculo de la función de Wigner del modelo
polimérico de la part́ıcula libre. Iniciamos con la descripción de la part́ıcula
libre en cuantización polimérica y su respectivo problema de eigenvalores
para la enerǵıa. Se establece la relación entre la cuantización de Schrödinger
para el rotor plano y la part́ıcula libre en cuantización polimérica. Usando la
forma integral de la función de Wigner del rotor plano se construye la función
de Wigner para la part́ıcula libre en cuantización polimérica. Esto tanto en
representación de posición como en representación de momento.

4.1. Part́ıcula libre en cuantización poliméri-

ca

La falta de un generador de traslaciones espaciales infinitesimales en la
cuantización polimérica nos lleva a la consideración del Hamiltoniano de una
part́ıcula en términos de operadores uno de posición y otro de traslaciones
infinitesimales. Motivado por las correspondientes expresiones clásicas para
estos operadores la propuesta para el problema de eigenvalores de la enerǵıa
para la part́ıcula libre es

Ĥµ
Poli|ψE〉 = E|ψE〉, (4.1)

Ĥµ
Poli =

~2

2mµ2
[2Î − V̂µ − V̂−µ]. (4.2)

39
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Observemos que el operador de traslación conmuta con el Hamiltoniano de
part́ıcula libre y por lo tanto tiene autoestados comunes, es decir, deben ser
de la forma (2.14). En representación de posición usamos (1.13)-(1.14) y nos
limitamos al espacio de Hilbert superselecto H0 (1.18), que actúa sobre la
base |xn〉 para obtener

~2

2mµ2
[2ψE(xn)− ψE(xn − µ)− ψE(xn + µ)] = EψE(xn). (4.3)

Esta es una ecuación en diferencias de segundo orden cuyas soluciones se han
discutido en detalle en [15], aqúı solo parafraseamos esos resultados. Usemos
la propuesta de solución

ψE(xn) = Ceαxn/µ. (4.4)

Sustituyendo (4.4) en (4.3) produce, factorizando ψE(xn),

e2α − 2(1− γ)eα + 1 = 0, γ =
mµ2E

~2
. (4.5)

Esto se puede expresar usando un coseno hiperbólico como

coshα = (1− γ), (4.6)

y γ puede ser real o imaginario dependiendo del intervalo en el que se en-
cuentre γ: (−∞, 0], [0, 1], [1,∞). Espećıficamente

α =


cosh−1(1− γ), γ ∈ (−∞, 0],
−cosh−1(γ − 1), γ ∈ [1,∞),

iβ := ±icos−1(1− γ), γ ∈ [0, 1].
(4.7)

Por lo tanto la propuesta (4.4) se convierte en, al traducir la condiciones en
γ para la enerǵıa (ver Figura 4.1),

ψE(xn) =


Ceαxn/µ, E ∈ (−∞, 0],

Ceiβxn/µ, E ∈ [0, ~2
mµ2

],

Ce−|α|xn/µ, E ∈ [ ~2
mµ2

.∞).

(4.8)

Para seleccionar las soluciones admisibles usamos la propiedad de unita-
riedad de V̂µ: sus eigenvalores deben ser fase pura (ver (1.23)) y sus eigenfun-

cines deben serlo también de Ĥµ
Poli. Por lo tanto, las soluciones exponenciales

reales de (4.8) no son admisibles. Para fijar una constante de normalización
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Figura 4.1: Gráfica de las eigenfunciones de enerǵıa ψE(xn), correspondientes
a (4.8). Las curvas segmentadas corresponden a las eigenfunciones de onda
si xn fuese continuo, que no es el caso, y solo se incluyen para comparación.
Las eigenfuciones que corresponden a exponenciales crecientes o decrecientes,
no son admisibles, ya que como eigenfunciones de V̂µ no tienen eigenvalores
dados por una fase pura.
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consideramos el carácter continuo del espectro de enerǵıa que nos lleva a una
normalización de los eigenestados a la delta de Dirac

〈E|E ′〉 =
∑
n∈Z

〈E|xn〉〈xn|E ′〉

=
∑
n∈Z

ψ∗E(xn)ψE(xn)

=
∑
n∈Z

|C|2e−i(β−β′)n

= |C|2 ~2

mµ2
2π
√

1− (1− γ′)2δP (E − E ′).

= |C|2 ~2

mµ2
2πsenβδP (E − E ′) (4.9)

Esto conduce a la constante de normalización C =
√

mµ2

2π~2senβ .

Los eigenestados de enerǵıa en representación de momento pueden obtenerse
usando (1.32). Se tiene

ψ̃E(p) =

√
µ

2π~
∑
n∈Z

e−ipxn/~ψE(xn)

=

√
µ

2π~
C
∑
n∈Z

e−i(pµ/~−β)n

=

√
µ

2π~
C2πδP (pµ/~− β)

=

√
µ

2π~
C2π

~
µ
δP (p− pE)

=

√
mµ

~sen(pEµ/µ)
δP (p− pE). (4.10)

Notemos que los eigenestados de momento φp(xn), ecuación (1.26), son dege-
nerados en enerǵıa, como se puede ver fácilmente comparando con (4.8), ob-
teniendo la siguiente relación de dispersión, con la identificación β/µ = p/~,

E =
~2

mµ2

(
1− cos

(pµ
~

))
, −π~

µ
≤ p ≤ π~

µ
. (4.11)

En el régimen de escala de longitud pequeña |pµ~ |�1, la relación de dispersión

se convierte en E ≈ p2

2m
+O(µ2), que es su forma clásica usual en el continuo.
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Es ilustrativo traducir la normalización de los eigenestados de momento a
una delta de Dirac en la enerǵıa. Esto es

〈p|p′〉 =
µ

~
~2

mµ2

√
1− (1− γ)2δP (E − E ′)

=
~
mµ

sen(p′Eµ/~)δP (E − E ′), (4.12)

donde en la primera igualdad se ha usado p′E = ~
µ
cos−1[1−γ′2] para transfor-

mar la delta de Dirac de momento a una de enerǵıa y en la segunda igualdad
se ha utilizado (4.11). Observemos que hay un factor que depende del valor
propio de la enerǵıa de los estados involucrados, sin embargo, son ortonor-
males en términos de la delta de Dirac de enerǵıa.
De aqúı en adelante haremos uso de las eigenfunciones de momento φEp (xn)
como eigenfunciones de enerǵıa por simplicidad, a menos que digamos lo con-
trario. En la siguiente sección abordamos una correspondencia entre el rotor
plano del caṕıtulo 3 y la part́ıcula libre polimérica del presente caṕıtulo.

4.2. Correspondencia rotor-part́ıcula poliméri-

ca

Con el fin de obtener la función de Wigner de la part́ıcula libre polimérica
en su forma integral haremos uso de la correspondencia de este sistema con
el rotor plano. En la siguiente sección, la obtendremos explicitamente. Aqúı
planteamos tal correspondencia.

Rotor plano

Como vimos en el caṕıtulo 3, el Hamiltoniano del rotor en el plano tiene
la forma

H =
L2

2I
, I = mr20. (4.13)

Cuánticamente el operador Hamiltoniano se expresa como

Ĥ =
L̂2

2I
, (4.14)

donde el operador de momento angular L̂ satisface la siguiente álgebra de
conmutadores

[L̂, êiθ] = −~êiθ. (4.15)
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Estos operadores pueden representarse de manera consistente con esta álge-
bra en el espacio de Hlbert Hrot = L2(dφ, S1), de funciones de cuadrado
integrable sobre la circunferencia, de la siguiente manera

L̂ψ(φ) =
~
i
∂φψ(φ), (4.16)

êiφψ(φ) = eiφψ(φ). (4.17)

En este espacio de Hilbert usamos la base en(φ) = eiφ√
2π

y el producto interno

(en, em) = δmn, (4.18)

(ψ1, ψ2) =
1

2π

∫
−π

π

dθψ1
∗(θ)ψ2(θ). (4.19)

Destacamos ahora que el espectro de momento angular es discreto y está
dado por la siguiente ecuación de eigenvalores

L̂en(θ) = `nen(θ), `n = n~, n ∈ Z. (4.20)

Correspondencia

Comparando el espectro del rotor cuántico (4.21) con el de posición de
part́ıcula libre polimérica

x̂|xn〉 = nµ0|xn〉, (4.21)

podemos ver que HPoli ≈HRotor.
La siguiente tabla ilustra la correspondencia entre estos dos sistemas

Rotor Cuántico Part́ıcula libre polimérica
Variables θ ∈ [−π, π) pµ

~ ∈ [−π, π)
conjugadas `n = n~ xn = nµ

Correspondencia θ ↔ pµ
~

`n
~ ↔

xn
µ

Por otro lado tales sistemas difieren en su dinámica como puede apreciarse
en la siguiente tabla

Rotor Cuántico Part́ıcula libre polimérica

Hamiltoniano Ĥrot = L̂2

2mr02
Ĥplp = ~2

2mµ02
(1− ̂cos(pµ0/~))

Enerǵıa Enrot = n2~2
2mr20

Eplp = ~2
2mµ20

(1− cos(pµ0/~))
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Figura 4.2: Correspondencia rotor plano-part́ıcula libre polimérica en térmi-
nos de los espacios fases correspondientes.
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4.3. Forma integral de la función de Wigner

En esta sección calcularemos la función de Wigner de la part́ıcula libre
polimérica para eigenestados de momento/enerǵıa tanto en representación de
momento como en representación de posición. Esto con el fin de ilustrar las
propiedades caracteŕısticas del sistema en estas representaciones.

Representación de momento

En este caso partimos de la función de Wigner del rotor expresada en su
forma integral con estados en la representación de ángulo, ec. (3.101). Usando
la correspondencia de la sección anterior tenemos

WE1E2(p, x) =
1

2π

∫ π

−π

dϑ

2π
eixϑ/~ψ∗E1

(P − ϑ/2)ψE2(P + ϑ/2)

=
1

4π2

(
µ2
0

~2

)∫ π

−π
dϑe−ixϑ/µ0δ(P − P2 − ϑ/2)δ(P − P1 + ϑ/2)

=
1

4π2

(
µ2
0

~2

)
e
−2ix
µ0

(p1−p)δ(P − P2 − (P1 − P ))

=
1

4π2

(
µ2
0

~2

)
e
−2ix
µ0

(p1−p)δ(2P − (P1 + P2)) (4.22)

con P = pµ
~ , para eigenestados de enerǵıa ψE2 = ψE1 = ψ dados por (1.26)

WE(x, p) =
1

8π2

(
µ2
0

~2

)
e
−2ix
µ0

(p−pE)δ(P − PE)

=
1

8π2

µ2
0

~2
~
µ0

δ(p− pE)

=
1

8π2

µ0

~
δ(p− pE). (4.23)

Representación de posición

Para operar en la representación de posición tenemos que expresar la
función de Wigner del rotor en representación de momento angular y usar la
correspondencia de la sección anterior.
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Wψ(p, x) =
∑
u,v∈Z

1

2π

∫ π

−π

dϑ

2π
e−ixϑ/µ0〈P + ϑ/2|xu〉〈xu|ρ̂ψ|xv〉〈xv|P − ϑ/2〉

=
µ0

2π~
∑
u,v∈Z

1

2π

∫ π

−π

dϑ

2π
e−ixϑ/µ0eiu(

pµ0
~ +ϑ/2)〈xu|ρ̂ψ|xv〉e−iv(

pµ0
~ −ϑ/2)

=
µ0

2π~
∑
u,v∈Z

1

2π

∫ π

−π

dϑ

2π
e
−i[ x

µ0
− v+u

2
]ϑ
ei(u−v)pµ0/~〈xu|ψ〉〈ψ|xv〉

=
µ0

2π~
∑
u,v∈Z

1

2π
sincπ

[
x

µ0

− u+ v

2

]
ei(u−v)P 〈xu|ψ〉〈ψ|xv〉 (4.24)

ahora utilizando eigenestados de momento/enerǵıa ψE(xv) =
√

µ0
2π~e

−ivpEµ0/~

se obtiene

WψE(p, x) =
µ0

2π~
∑
u,v∈Z

1

2π
sincπ

[
x

µ0

− u+ v

2

]
ei(u−v)P 〈xu|ψE〉〈ψE|xv〉

=
( µ0

2π~

)2 ∑
u,v∈Z

1

2π
sincπ

[
x

µ0

− u+ v

2

]
ei(u−v)P eivPEe−iuPE

=
( µ0

2π~

)2 ∑
u,v∈Z

1

2π
sincπ

[
x

µ0

− u+ v

2

]
ei(u−v)(P−PE)

=
( µ0

2π~

)2 ∑
r,s∈Z

1

2π
sincπ

[
x

µ0

− r
]
e2is(P−PE)

=
( µ0

2π~

)2 1

2π

(∑
r∈Z

sincπ

[
x

µ0

− r
])(∑

s∈Z

e2is(P−PE)

)

=
( µ0

2π~

)2 2π

2π
(1)(δ(2(P − PE))

=

(
µ2
0

8π2~2

)
~
µ0

δ(p− pE)

=
( µ0

8π2~

)
δ(p− pE). (4.25)

Como era de esperarse (4.24) y (4.26) coinciden. Adicionalmente como co-
rresponde a eigenestados normalizados a la delta de Dirac la función de Wig-
ner correspondiente debe interpretarse cuidadosamente. Integrada en posi-
ción lleva a una integral divergente pero su dependencia con el momento
es lo esperado para la relación de dispersión polimérica. Por otro lado, in-
tegrando en momento, lleva a una distribución uniforme en posición, como
corresponde a estados del tipo onda plana.
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4.4. Ecuación de la enerǵıa y función de Wig-

ner

A este punto contamos con una función de Wigner para la part́ıcula po-
limérica basada en la correspondencia con el rotor plano y el operador de
Wigner del grupo E(2). Como vimos en el caso del rotor el uso del producto
? de Moyal (espacio fase R2) en la correspondiente ecuación de ?-genvalores
no lleva a la función de Wigner consistente con el espectro de enerǵıa del
sistema. Sin embargo el criterio de la ecuación para la enerǵıa que debe sa-
tisfacer la función de Wigner de eigenestados de enerǵıa es consistente con
el formalismo del operador de Wigner basada en grupos. Aqúı presentamos
la ecuación para la enerǵıa del caso de part́ıcula polimérica. Iniciamos con la
función de Wigner

Wψ2ψ1(x, p) =
1

2π

π∫
−π

dϑ

2π
eixϑψ∗2(P − ϑ/2)ψ1(P + ϑ/2), (4.26)

y la forma del Hamiltoniano de la part́ıcula polimérica

ĤPoli =
~2

mµ2
(1− ĉos(P )) (4.27)

ĉos(P )ψ(P ) = cosPψ(P ) (4.28)

ĉos(P )ψ(P ± ϑ/2) = cos(P ± ϑ/2)ψ(P ± ϑ/2) (4.29)
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por lo que la ecuación (4.27) toma la forma siguiente, entre dos estados ψ1, ψ2

(E2 + E1)Wψ2ψ1(x, p) =
1

2π

∫ π

−π

dϑ

2π
e−ixϑ/µ0 [(E2ψ

∗
2(P − ϑ/2))ψ1(P + ϑ/2) +

+ ψ∗2(P − ϑ/2)(E1ψ1(P + ϑ/2))]

= [
~2

mµ2
0

]
1

2π

∫ π

−π

dϑ

2π
e−ixϑ/µ0 [2ψ∗E2

ψE1

− (cos(P2 − ϑ/2)− cos(P1 + ϑ/2)]ψ∗E2
ψE1

= [
~2

mµ2
0

]
1

2π

∫ π

−π

dϑ

2π
e−ixϑ/µ0 [2ψ∗2(P − ϑ/2)ψ1(P + ϑ/2)

− 1

2
[ei(P2−ϑ/2) + e−i(P2−ϑ/2) + ei(P1+ϑ/2) + e−i(P1+ϑ/2)]ψ∗E2

ψE1

= [
~2

mµ2
0

][Wψ2ψ1 −
1

2π

∫ π

−π

dϑ

2π
e−ixϑ/µ0 [e−iϑ/2(e−iP2 + eiP1)/2

+ eiϑ/2(eiP2 + e−ip1)/2]ψ∗E2
ψE1

= [
~2

mµ2
0

][Wψ2ψ1 −
1

2π

∫ π

−π

dϑ

2π
e−iϑ(x/µ0+1/2)(eiP1 + e−iP2)2ψ∗E2

ψE1

− 1

2π

∫ π

−π

dϑ

2π
eiϑ(x/µ0−1/2)(e−iP1 + eiP2)/2ψ∗E2

ψE1 . (4.30)

Esta ecuación puede reescribirse de manera más simple como

(E2 + E1)Wψ2ψ1(x, p) = [
~2

mµ2
0

][Wψ2ψ1 −Wψ2ψ1(x+ µ0/2, P )cosP

− Wψ2ψ1(x− µ/2, P )cosP ]. (4.31)

Para eigenestados de enerǵıa iguales, E2 = E1 = E y ψ2 = ψ1 = ψ tenemos

2EWψ(x, p) = [
~2

mµ2
][2Wψ −

1

2π

∫ π

−π

dϑ

2π
eiϑ(x/µ+1/2)cos(P − /2)ψ∗ψ

− 1

2π

∫ π

−π

dϑ

2π
eiϑx/µcos(P + ϑ/2)ψ∗ψ]

= [
~2

mµ2
][2Wψ −

1

2π

∫ π

−π

dϑ

2π
e−iϑ(x/µ+1/2)(e−ip + eip)/2

− 1

2π

∫ π

−π

dϑ

2π
eiϑ(x/µ−1/2)(e−ip + eip)/2ψ∗ψ]

= [
~2

mµ2
][2Wψ −Wψ(x+ µ, P )cos(P )−Wψ(x− µ/2)cos(P )].

(4.32)
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Para resolver esta ecuación usamos la propuesta de solución separable

Wψ = R(x)Z(P ). (4.33)

(4.34)

La sustitución de (4.34) en (4.33) da lugar a

2EZ

cosP
= [

~2

mµ2
][

2Z

cosP
− Z(

R+

R
+
R−
R

)], (4.35)

donde R± = R(x± µ). La separabilidad se obtiene con la condición

R+

R
+
R−
R

= C. (4.36)

La ecuación resultante para Z(p) es

(2E − 2~2

mµ2
0

+
~2

mµ2
0

CcosP )Z(P ) = 0, (4.37)

cuya solución puede expresarse como

Z(p) =
2π~
µ0

δ(P − PE), (4.38)

donde el factor de normalización se elije tal que

P = PE = 0⇒ E = 0⇒ C = 2. (4.39)

Ahora, para resolver (4.37) la reexpresamos como

R+(x+ µ0/2)− 2R(x) +R−(x− µ0/2) = 0. (4.40)

La solución general de (4.36) es de la forma

R(x) = A+Bx (4.41)

con A y B constantes. Claramente B 6= 0 llevaŕıa a una solución aún más
divergente que lo que producen los eigenestados de part́ıcula libre pues∫

R
WψE(x, p) =∞. (4.42)

Esto nos deja con la solución constante R(x) = A = µ2

2π~2 y por tanto la
función de Wigner de eigenestados de enerǵıa de part́ıcula libre polimérica
debe ser

WE(x, p) =
µ

~
δ(P, PE), (4.43)

E =
~2

mµ2
(1− cos(PE)). (4.44)

Resultado consistente en forma y con el espectro correcto de la solución
obtenida con el operador de Wigner de E(2) para el rotor, ecs. (4.24) ó
(4.26).



Caṕıtulo 5

Conclusiones y perspectivas

En esta tesis hemos calculado la función de Wigner para la part́ıcula libre
no relativista en cuantización polimérica.

Comenzamos en el caṕıtulo 1 recordando la cuantización polimérica de
sistemas mecánicos unidimensionales, tanto en representación de posición co-
mo de momento. El espacio de Hilbert polimérico de funciones de cuadrado
sumable es no separable pero se puede expresar en términos de subespacios
de Hilbert separables cada uno basado en una red regular con una escala
caracteŕıstica auxiliar. Esta escala de longitud nos permite implementar el
carácter discreto de los modelos poliméricos. Los observables básicos satisfa-
cen un álgebra que está inspirada en el álgebra de flujos y holonomı́as de la
gravedad cuántica por lazos. En nuestro caso estos observables son los ope-
radores de posición y traslaciones espaciales finitas. La dinámica del sistema
mecánico se implementa usando un Hamiltoniano concordante con esta re-
presentación discreta. También en este caṕıtulo consideramos la función de
Wigner en tres contextos. Primero con una perspectiva heuŕıstica la función
de distribución a nivel cuántico en el espacio fase se estableció como una
generalización de un promedio estad́ıstico para una función de distribución
clásica. Después hicimos uso de la transformada de Fourier en grupos para
identificar el operador de Wigner cuyos valores de expectación corresponden
a la función de Wigner. Por último la cuantización por deformación, que es
una modificación del producto entre funciones en el espacio fase por medio
de un producto ? que permite codificar la información cuántica del sistema.
En este caso la función de Wigner de eigenestados de enerǵıa satisface la
ecuación de ?-genvalores.

En el caṕıtulo 2 discutimos la cuantización de Schrödinger de la part́ıcula
libre, tanto en representación de posición como de momento. El espacio de
Hilbert es el de funciones de cuadrado integrable en la recta real con la medi-
da usual. La dinámica dada por la ecuación de Schrödinger se define por un

51
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Hamiltoniano que contiene a los operadores básicos de posición y momento
satisfaciendo un álgebra canónica. Los estados propios de enerǵıa correspon-
den a un espectro continuo dado por los reales positivos como consecuencia
de que los operadores de enerǵıa y momento conmutan en el caso libre por
lo que deben tener eigenestados comunes respectivamente aceptables, lo que
elimina estados de enerǵıa negativa que corresponden a eigenvalores de mo-
mento imaginario. La normalización de los eigenestados de enerǵıa se realiza
usando la delta de Dirac por lo que no forman parte del espacio de Hilbert,
sin embargo el uso de paquetes de ondas permite resolver esta dificultad.
Hemos calculado la función de Wigner de los eigenestados de enerǵıa usan-
do la forma integral correspondiente a un espacio fase plano bidimensional.
Ésta está caracterizada por la relación de enerǵıa momento no relativista a
través de una delta de Dirac. Requiere interpretación adecuada debido a la
normalización de los eigenestados de enerǵıa pero es consistente. La distri-
bución marginal de probabilidad en posición es uniforme como corresponde
a una onda plana mientras que en momento está centrada en un valor carac-
teŕıstico. Evidentemente no está acotada, pero esto se puede resolver usando
paquetes de ondas. Hemos incluido el cálculo de la solución de la ecuación de
?-genvalores usando el producto ? de espacio fase plano obteniendo el mismo
resultado del método por integración.

En el caṕıtulo 3 analizamos la cuantización de Schrödinger del rotor plano
usando el álgebra del grupo E(2). Esta opción surge de la necesidad de resol-
ver el problema de definir operadores asociados a las variables básicas canóni-
cas de momento angular y ángulo. En lugar de ellas se adoptan funciones del
espacio fase ciĺındrico para este sistema que corresponden a los generadores
de rotaciones y traslaciones sobre un plano euclidiano. El espacio de Hilbert
es el de funciones de cuadrado integrable sobre la circunferencia. El espec-
tro de enerǵıas es discreto y las eigenfunciones pertenecen a este espacio de
Hilbert. Para calcular la función de Wigner de este modelo utilizamos el
operador de Wigner asociado al grupo E(2). Su valor de expectación para
eigenestados de enerǵıa lleva a la función de Wigner en forma expĺıcita, al
incluir una integral adicional en la medida de Plancherel de E(2) que efecti-
vamente reduce la información del grupo euclidiano solamente a rotaciones.
Ahora las propiedades de la función de Wigner como densidades de probabi-
lidad marginales y normalización están bien definidas para los eigenestados
de enerǵıa gracias a que estos forman parte del espacio de Hilbert, es decir
son normalizables. Para verificar esta función de Wigner usamos la ecuación
de ?-genvalores con producto ? el del espacio fase plano como se sugiere en la
literatura reciente. Esta ecuación tiene la misma forma del caso de part́ıcula
libre en cuantización de Schrödinger del caṕıtulo 2 por lo que el espectro
de enerǵıa son los reales positivos en flagrante contradicción con el espectro
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discreto conocido del rotor. Para discernir entre estas opciones usamos la
ecuación para la enerǵıa que debe satisfacer la forma integral de la función
de Wigner correspondiente a eigenestados de enerǵıa. Hemos demostrado que
la forma integral derivada con base en el grupo E(2) satisface esta ecuación
con el espectro discreto correcto.

En el caṕıtulo 4 hemos estudiado la cuantización polimérica de la part́ıcu-
la libre no relativista definiendo el hamiltoniano con base en operadores de
traslación que actúan sobre el espacio de Hilbert superselecto correspondien-
te a una red regular que pasa por el origen y con paso µ. Este hamiltoniano
conmuta con el operador de traslaciones espaciales por lo que deben de tener
eigenfunciones comunes. Con este criterio las soluciones a la ecuación de ei-
genvalores de la enerǵıa se seleccionan como aquellas asociadas a enerǵıas de-
finidas en un intervalo finito de reales positivos, es decir se excluyen enerǵıas
negativas y por arriba de un valor espećıfico. Esto es necesario para excluir ei-
genvalores del operador de traslación que no son una fase. Debido al espectro
continuo las eigenfunciones se normalizan a la delta de Dirac. Los operadores
básicos de la part́ıcula libre polimérica resultan estar en correspondencia con
los operadores básicos de la cuantización con E(2) del rotor. En este sen-
tido el espacio de Hilbert del rotor plano y de la part́ıcula polimérica es el
mismo. No obstante la dinámica es distinta pues los hamiltonianos lo son.
Usando la correspondencia aludida hemos calculado la función de Wigner de
la part́ıcula polimérica para sus estados propios de enerǵıa. Tiene la forma
de una delta de Dirac con argumento dado por la relación de enerǵıa mo-
mento polimérica. Su interpretación nuevamente requiere cuidado pues los
eigenestados de enerǵıa son normalizables a la delta de Dirac. La distribu-
ción marginal de probabilidad en posición es uniforme, como corresponde a
soluciones tipo onda plana, mientras que la distribución marginal de proba-
bilidad de momento está centrada en un valor espećıfico consistente con la
relación de enerǵıa momento polimérica. La función de Wigner no es acotada
pero lo puede ser si usamos paquetes de ondas. El resultado incorrecto para
el rotor con el uso de la cuantización por deformación con producto ? en el
espacio fase plano nos indica que para la part́ıcula polimérica esta estrategia
tampoco es apropiada. La opción de la ecuación para la enerǵıa a satisfacer
por la función de Wigner en forma integral nuevamente nos sirve aqúı como
criterio de aceptabilidad de nuestra función de Wigner.

Como conclusiones de este trabajo tenemos las siguientes:

1. La cuantización polimérica implementada en sistemas mecánicos como
una representación discreta de un álgebra no canónica de observables
básicos aporta modelos análogos a la gravedad cuántica por lazos que
permiten explorar algunos aspectos abiertos de esta última al limitar
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algunas dificultades técnicas propias de sistemas con un número infinito
de grados de libertad aśı como de la dinámica complicada de los modelos
gravitacionales. No está de más enfatizar que las conclusiones obtenidas
con los modelos mecánicos deben aplicarse con cautela en los modelos
gravitacionales.

2. La función de Wigner como formulación alternativa equivalente a la
cuantización de Schrödinger se puede extender a la cuantización po-
limérica de modelos mecánicos.

3. Para sistemas con espacio fase plano (de dos dimensiones en nuestro
caso), el resultado del cálculo de función de Wigner por integración
(o v́ıa el grupo de Heisenberg) y aquel basado en cuantización por
deformación, coinciden.

4. En el problema del rotor plano en cuantización de Schrödinger el espacio
fase es ciĺındrico y la función de Wigner definida por integración (v́ıa
el grupo E(2)) [12] no coincide con la obtenida v́ıa ecuación de ?-
genvalores con el producto ? del espacio fase plano. Esta última es
inconsistente con el espectro energético del rotor.

5. En el problema del rotor plano es posible definir una ecuación para la
enerǵıa [12] que debe satisfacer la función de Wigner de eigenestados
de enerǵıa en forma integral que es consistente con la versión integral
basada en grupos. Ambas llevan al mismo espectro de enerǵıa.

6. Existe una correspondencia entre el rotor plano y la part́ıcula poliméri-
ca que indica que tienen el mismo espacio de Hilbert. Sin embargo,
estos sistemas tienen dinámicas cuánticas diferentes.

7. La función de Wigner de part́ıcula polimérica basada en la correspon-
dencia con el rotor plano es consistente con la relación de enerǵıa mo-
mento polimérica derivada de la solución de la ecuación de eigenvalores
para la enerǵıa. Coincide con la obtenida a través de la ecuación para
la enerǵıa del mismo sistema.

Entre las perspectivas para continuar el trabajo que hemos desarrollado
aqúı podemos encontrar las listadas a continuación:

1. Ĺımite clásico y estados semiclásicos poliméricos. Como indicamos en
el objetivo de este trabajo la función de Wigner es uno de los esquemas
más aceptados para entender el ĺımite clásico de una teoŕıa cuántica.



Cualitativamente en el ĺımite clásico la función de Wigner debeŕıa es-
tar concentrada en la trayectoria clásica en el espacio fase. Para este
fin podŕıamos utilizar paquetes de onda. Con esta estrategia también
podŕıamos analizar desviaciones del comportamiento clásico con base
en estados coherentes o el equivalente del gaussiano en la cuantización
usual de Schrödinger, ahora extendido a la cuantización polimérica.

2. Producto ? para la cuantización del rotor plano y la part́ıcula poliméri-
ca. Es deseable revisar la formulación del producto ? para el caso de
espacios fase no planos con el fin de obtener uno natural para el caso
del rotor con topoloǵıa ciĺındrica. Alternativamente usar la formulación
de la función de Wigner en teoŕıa de grupos para definir el producto
? del grupo E(2) que se reduzca al problema del rotor. Nuevamente
explotando la correspondencia rotor plano part́ıcula polimérica para
tratar el caso de esta última.

3. Simetŕıa de Galileo. Una de las propiedades de la función de Wigner
de part́ıcula libre en cuantización de Schrödinger es su invariancia gali-
leana bajo traslaciones espaciales, temporales, rotaciones y cambios en
marco de referencia. En el caso de la part́ıcula polimérica se sabe que
esta no es una de sus simetŕıas. Sin embargo, el trabajo reciente indica
que podŕıa presentar una simetŕıa deformada. Esta ĺınea es de interés
primordial.

4. Modelos gravitacionales simétricos. Modelos cosmológicos espacialmen-
te homogéneos aśı como el interior del agujero negro de Schwarzschild
se describen como modelos con un numero finito de grados de liber-
tad con una dinámica dictada por la relatividad general. En el caso
de cuantización polimérica se han estudiado estados semiclásicos en el
enfoque Hamiltoniano y seŕıa de interés estudiar el comportamiento de
la función de Wigner correspondiente.
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