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1. Introduccidon
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1.1. Ubicacién y contenido del trabajo

Este trabajo de tesis se dedica a la dimensionalidad de espacios topoldgicos “digitales”.
En términos de la topologia general, se trata de espacios de Alexandroff, los cuales fueron
introducidos por P. S. Alexandroff en 1937 [Alex] bajo el nombre de “espacios discretos”.
Estos espacios topoldgicos tienen la propiedad que cualquier interseccién de conjuntos
ablertos es nuevamente un conjunto abierto, o equivalentemente, cada punto del espacio
esta contenido en una vecindad abierta minimal. Los resultados de esta tesis se refieren
principalmente a espacios Ty de Alexandroff. Cabe notar que un espacio de Alexandroff es
T} si y sblo si es discreto, asi que, nosotros no suponemos el axioma T3 para los espacios
de Alexandroff a estudiar aqui. Ademas, espacios de Alexandroff en general no son ni
regulares ni normales. Por eso, las teorias clasicas de dimensién de la topologia general no
pueden ser aplicadas inmediatamente a estos espacios.

En el capitulo 2 de esta tesis, definimos una dimensién topolégica para espacios de
Alexandroff, llamada dimensién de Alezandroff. aplicando la dimensién inductiva pequena
ind de la topologia general. Derivamos propiedades de esta dimensién, similares a las de
funciones clasicas de dimensién. En particular demostramos su monotonia con respecto a
subespacios, y probamos que la dimensién de un producto cartesiano (finito) de espacios
Ty de Alexandroff es igual a la suma de sus dimensiones. También demostramos algunas
propiedades interesantes de la dimensién de Alexandroff con respecto a subtopologias y
con respecto a topologias Ty minimales.

La categoria de los espacios Ty de Alexandroff es isomorfa a la de los posets (conjuntos
parcialmente ordenados), lo cual es bien conocido de la literatura (vea por ejemplo [Ern]).
En el caso de espacios finitos o localmente finitos, ellos son equivalentes a complejos celu-
lares abstractos (vea [Kov], [Her]), y estan relacionados a complejos simpliciales [Kro/2].
Eso da la idea de comparar la dimensién de ciertos espacios de Alexandroff con conceptos
de dimensién conocidos para posets, reticulos (en inglés: lattices), y complejos. En este
contexto, la tesis aporta dos resultados nuevos:

- Demostramos que, para todo espacio Ty de Alexandroff, su dimensién de Alexandroff
coincide con una dimension del poset correspondiente, la cual se define simplemente como
supremo de las longitudes de cadenas (teorema 2.5.9). Este resultado fue publicado en
[Wie,Wil/1], y contribuye a muy recientes investigaciones sobre dimensiones de posets y
graficas, vea por ejemplo [Eva,Kop,Muk].

- Ademds, se demuestra en el capitulo 4 de esta tesis, que la dimensién de Alexandroff
de un espacio Ty de Alexandroff (la cual es igual a la dimensidn del poset correspondiente!),
es igual a la dimensién de Krull del reticulo de todos los conjuntos cerrados del espacio
(teorema 4.3.4). Adicionalmente, estudiamos el caso de los espacios Ty localmente finitos,
donde demostramos que existe un subreticulo minimal, el cual es una base (topoldgica) de
los conjuntos cerrados, y el cual tiene la misma dimensiéon de Krull como todo el reticulo
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de los cerrados (teorema 4.4.3). La dimension de Krull fue aplicada por primera vez «
espacios topoldgicos por Vinokurov [Vin], pero es conocida desde antes en el algebra como
una funcion de dimension para anillos v reticulos. En espacios generales. esta dimensién es
dificil de calcular, pero es interesante que, por ejemplo, en [Vin] fue demostrado que,.para
espacios separables metrizables, su dimensién de Krull coincide tanto con la dimensién
inductiva pequena como también con la de dimension de cobertura. Nuestros resultados,
los cuales fueron publicados en [Wie,Wil/2|, generalizan algunos resultados demostrados
en [Isb] y [San,San/2] para espacios finitos.

El tercer resultado principal de esta tesis se desarrolla en la aplicacion de la dimension
de Alexandroff a un “espacio digital”, el cual se construye como espacio cociente del espacio
Euclideano IR™, seguiendo una construccién propuesta por Kronheimer [Kro/2]: Iniciando
con una familia £ de subconjuntos disjuntos por parejas y regularmente abiertos de IR",
cuya unién es densa en IR" (esta familia es llamada £-rejilla de IR™). se construye un
cociente abierto X{€) de IR™ llamado espacio digital, extendiendo £ a una descomposicion
X(€) de IR™, la cual es topologizada por la topologia natural de cociente. Bajo una
condicién de minimalidad, X (&) resulta ser solo dependiente de £ e wnico, salvo homeo-
morfismos. Fue demostrado en [Kro/2], que para toda £-rejilla localmente finita de R”,
el espacio digital X (&) es un espacio Ty localmente finito (v por lo tanto, de Alexandroff).
Mostramos en el capitulo 3 de esta tesis ejemplos de E-rejillas de IR™ (cuvos elementos
son claramente subconjuntos de JR™ de dimensidén n), que dan lugar a espacios digitales
de dimensiones de Alexandroff diferentes de n. Sin embargo, nuestro resultado principal
en este contexto es, que, si & es una &£-rejilla de IR™, cuyos elementos son subconjuntos
convexos acotados de IR™, entonces la dimension de Alexandroff del espacio digital X (&)
es igual a n (teorema 3.4.12). Para demostrar eso, el espacio X (&) es explicitamente con-
struido, y tanto la convexidad de los elementos de £ como el hecho que € sea localmente
finita, son esenciules para nuestra demostracién. Este resultado proporciona un funda-
mento topoldgico al concepto de una “imagen digital n-dimensional”. v contribuye asi a
investigaciones actuales sobre “topologia digital”.

En este trabajo se usan los siguientes simbolos: w denota el primer ordinal infinito
Z denota el conjunto de los nimeros enteros, y IR el conjunto de los niimeros reales.

1.2. Motivaciones para el estudio de espacios de Alexandroff

Los espacios de Alexandroff (o sus posets o complejos correspondientes) surgieron a me
diados de los ochentas como modelos topolégicos de “estructuras discretas”, como lo so
por ejemplo imagenes digitales. Estas son los objetos de la visidon por computadora (VPC
y de las gréificas por computadora.

La VPC tiene como objetivo capacitar computadoras de la captacion y del entend:
miento (es decir, del procesamiento y de la interpretacién) de informacién visual. Est
informacién es primeramente captada, por ejemplo, por medio de cameras, o tomdgrafo:
rayos laser, equipo infrarojo o de ultrasonido. El resultado de esta captacion técnica es un
imagen, en general analdgica, que puede ser modelada por una funcién de IK™ en IR. Est
imagen es transformada por medio de una discretizacién de su dominio de definicién y un
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cuantizacion de su dominio de valores a una imagen digital, que puede ser modelada por
una funcién f de Z™ en Z. Es natural llamar a f una imagen digital “n>dimensional”,
teniendo en mente, que Z" forma un modulo unitario sobre el anillo de los enteros. el cual
tiene dimension vectorial n. Desde el punto de vista de aplicacion. tiene sentido hablar de
imagenes de cualquier dimension, como muestran los signientes ejemplos:

para n = 1. f puede representar una senal registrada en el tiempo;

para n = 2, f puede ser la version digitalizada de una fotografia:

para n = 3, f puede ser el conjunto de datos generados a partir de proyecciones de

una escena real tridimensional;

para n = 4, f puede representar una escena real tridimensional en movimiento:

para n > 5, f puede ser el conjunto de datos que representan muchas caracteristicas

de una imagen ya analizada.
Los valores de f representan valores de gris o colores u otros atributos numeéricos de
los puntos de Z™, también llamados pixeles (o, en el caso de una imagen tridimensional.
voxeles). Para describir propiedades topoldgicas y geométricas de los objetos de la imagen.
es suficiente que la funcién f distinga solamente entre los pixeles de objetos de interés y
el resto de la imagen. Por eso, adaptamos en este trabajo un modelo simplificado de la
imagen digital, siendo un mapeo f de Z™ en {0, 1}, donde un pixel p € Z™ tiene valor 1 si
p pertenece a un objeto de interés, y p tiene valor 0 en otro caso. Una imagen de este tipo
se llama imagen binaria, y puede interpretarse como una particion de Z™ en el conjunto
de objetos, y su complemento (el “fondo”).

Para resolver un problema practico de andlisis e interpretacidon de una imagen digital,
se inicia en general con un procesamiento de la imagen que incluye su mejoramiento y la
extraccién de caracteristicas, para después poder encontrar los objetos de interés, los
cuales deben describirse apropiadamente para ser clasificados o reconocidos.
Para la realizacién de todas estas tareas, inicialmente se disenaron algoritmos de manera
empirica, adaptados a cada problema concreto préactico. Pero, entre mas se desarrollaron
los fundamentos metédicos de la VP(C, incluyendo soluciones metédicas (es decir, indepen-
dientes de los problemas concretos a resolver) para la segmentacién de iméagenes, para el
aislamiento de objetcs del fondo, para la esqueletizacién de objetos, para la determinacién
de caracteristicas de forma; mas se volvio necesario e interesante preguntar:

;, Porqué funcionan los algoritmos empiricamente disenados 7

., Porqué (o, cuando) se puede aislar un objeto del fondo por medio del seguimiento de su
contorno & de su superficie ?

i Cudles son las propiedades de un objeto, que permitan reconocerlo, independientemente
de su tamano, de su posicién y de su orientacién dentro de la imagen, de las condiciones
de iluminacién o del angulo de vista durante su captacién mediante una camara ?

La dltima pregunta lleva a la bisqueda de propiedades de objetos, las cuales son invariantes
bajo ciertas transformaciones geométricas, como afines, central - proyectivas o proyectivas,
y finalmente a propiedades topoldgicas, las cuales describen la forma del objeto, como lo
son por ejemplo el nimero de sus componentes conexas o de sus hoyos.

Pero, mas sencillo ain, para poder encontrar un objeto de interés en la imagen y
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alslarlo completamente del fondo. se necesita la validez de un teorema de tipo Jordan en
el dominio de definicidn de la imagen. es decir, en Z". Llevando el problema todavia mas
a sus inicios: un “objeto” se define como un subconjunto de Z™, el cual se considera en la
mavoria de los casos como un subconjinto conexo. Por eso. el concepto de conexidad en
Z'" es esencialmente necesario para encontrar v describir objetos. A

La primera y natural idea seria considerar a Z" como subespacio topoldgico de IR"
(con la topologia estandar), debido a que la imagen digital definida sobre Z™ es generada
desde una imagen definida sobre [R™. Sin embargo. como tal subespacio. Z" es un espa-
cio discreto, y por lo tanto es totalmente disconexo, y por eso obviamente no permite el
modelado de objetos conexos. Asi que. la primera tarea es introducir en Z'™ una “estruc-
tura”, que tenga conexidad. El concepto de conexidad es inherentemente topoldgico. por
lo cual una tal “estructura” seria una topologia sobre Z™. En otras palabras. un modelado
propiamente topolégico de una imagen digital consiste en la construccion de un espacio
topolégico (no discreto !) sobre el conjunto Z™. Verémos en la siguiente seccion, que este
tipo de modelado fue realizado sélo recientemente.

Aunque, para resolver algunos problemas practicos simpies como el conteo de objetos
o su marcamiento, es suficiente el modelado topologico de la imagen, cabe aclarar que no
lo es para la solucién de la mayoria de problemas (complejos). ('onsideremos un ejempio:

La esqueletizacdn de objetos es una técnica ampliamente aplicada en el reconocimiento
de letras o de otros objetos “delgados™ como ciertas celulas biolégicas. Esta se puede
realizar por medio de un adelgazamiento de cada objeto, que consiste esencialmente en
la eliminacién de todos los puntos del objeto, que no son necesarios para conservar la
conexidad del objeto, v cuya eliminacién tampoco aumente el mimero de sus hoyos. Es
obvio que este procedimiento (basandose puramente en caracteristicas topologicas) causaria
que todo objeto simplemente conexo se adelgazaria a un sélo punto [Ros/2|, lo cual en
general no es un esqueleto til para el reconocimiento del objeto. Por eso, los algoritmos
de adelgazamiento se basan ademas de en las propiedades topoldgicas en la geometria del
objeto.

Para terminar esta seccion, mencionamos que la VPC no es la inica fuente de mo-
tivacién para el desarrollo de una “topologia digital”. Reclentemente se ha manifestado
interés por modelos topoldgicos de un “espacio-tiempo discreto” en la literatura dedicada
a la fisica teérica , vea por ejemplo [Sor]. Cabe notar que, en caso de que un “espa-
cio digital”, por ejemplo un espacio de Alexandroff, fuera dotado de una métrica p, esta
tendria la propiedad de que exista un nimero positivo (!) ¢ tal que para todo x,y dos
puntos distintos x,y del espacio, valdria p(z,y) > €. Tales espacios métricos pueden ser
interesantes en la fisica cudntica, interpretando a ¢ como la longitud de Planck. Modelos
topoldgicos de “estructuras discretas” son aplicados también en la quimica, por ejemplo
en la cristalografia (vea el comentario en [Kon,Kop,Mey/2]).

1.3. Modelando imégenes digitales por medio de graficas y complejos

Las primeras investigaciones para introducir conexidad en Z™ se basaron esencialmente
en gréficas, relaciones de adyacencias y modelos combinatorios como complejos celulares
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desarrollando desde los finales de los sesentas varios modelos de un “plano digital™ v de un
“espacio digital tridimensional”. Annque estos modelos no son propiamente topolégicos. e
ha usado desde entonces el término de topologia digital introducido por Rosenfeld [Ros/ 1]
para referirse a la aplicacion de conceptos topoldgicos como conexidad, frontera, teorema
de Jordan, hoyos, homotopia a estructuras graficas y combinatorias.

Los primeros modelos graficos introdujeron relaciones simetricas (v, en general. ir-
reflexivas) en Z° y Z>. llamadas relaciones de adyacencia [Kon.Ros.Ros| o relaciones de
vecindad [Kle,Vos].

('abe mencionar, que estas relaciones corresponden a métricas “discretas” (con valores
en Z) sobre Z* y Z3. Por ejemplo, las relaciones de vecindad mas aplicadas sobre Z°
(vea por ejemplo [Ros,Kak]) son las definidas por

I ~4Yy <= I, y se distinguen en exactamente una coordenada por I;

T ~gYy <> ~4Y 0, I,y se distinguen en cada coordenada por 1.

a)

Figura 1.1. a) (Z?%,~4) , b) (Z2, ~5)

Figura 1.1 representa las graficas (Z?%,~4) y (Z?,~s). Los mapeos dg y dz de Z* x Z*
en Z definidos por

da(z,y) =z - |+ |22 -y |;
ds(z,y) =max{| 1 —y1 |,| z2 —v2 |}; == (x1,22),¥y = (y1,¥2)

P . 9 .
son métricas sobre Z-, y obviamente

T~y = dg(z,y) =1
T ~gy <> ds(z,y) =1

Es bien conocido que




dy(r.y) = min{k 1 & =xo. 01,22, - I = Y €5 un canuno en la grdfica (Z°. ~4))
Z')

de(r.y) = min{h : & =g, 2y, L2, - 0k = Y €8s un camnino en la grdfica (

T
.
s
.
——

Correspondencias andlogas existen para la fi-vecindad sobre Z*. v para las vecindades de
6. 1%, v 26 vecinos sobre Z* (vea por ejemplo [Mel/2]). Las métricas correspondientes
dan origen a investigaciones dentro de la “geometria discreta”. Notese que, por ejemplo.
un dy-circulo es el conjunto de todos los puntos de Z? que tienen la misma d4-distancia
desde un punto central. El nimero de estos puntos es finito, y la “forma” de este circulo
es bastante distinta a la de un circulo Enclideano, como se ve en la siguiente figura:

-~ -+ - -—+-—-9
e ~ |
- ~ 1
P N
v 4 N AN ' $ooeo '
i - > ~ | |
Ve ~ i .
’ . \>. » ' . N . .
« « [ ’
~ ™ P . e p )
N ~ e p
. "3 P ¢ *>-- - -9 [}
a) '/ > — - -—- B - - - - - -8

Figura 1.2. a) d4-circulos y b) dg-circulos centrados en p, con radios 1 y 2.

Debido a que Z2, o en su caso Z°, conjuntamente con una relacién de vecindad, es
una grafica, se puede aplicar el concepto de conexidad de la teoria de graficas. Modelando
los objetos de una imagen digital por subgraficas conexas, se desarrollaron las graficas
vecinas [Ros,Kak], las cuales fueron generalizadas a las estructuras vecinas [Kle,Vos], y a
las estructuras de incidencia [Vos]. En [Vos], el autor desarrolla un modelo combinatorio
de imdgenes digitales “multidimensionales”, aplicando relaciones de incidencia definidas
sobre Z™ (n arbitrario). Dentro de estos modelos, se han descrito propiedades topoldgicas
y geométricas de los objetos, y se han fundamentizado algoritmos de segmentacion por
la demostracién de teoremas del tipo Jordan, y, entre otros temas de investigacion, se
han iniciado amplios estudios sobre la esqueletizacién de objetos. Un buen resumen de
los resultados obtenidos hasta los finales de los ochentas, es el trabajo [Kon,Ros]. Cabe
notar, que estas investigaciones no solamente han fundamentizado tedricamente algoritmos
existentes (que fueron desarrollados antes heuristicamente), sino también han dado como
resultado el mejoramiento de algoritmos (por ejemplo, de adelgazamiento [Ber]), y el disenc
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de nuevos algoritmos (por ejemplo, de la deteccion de superficias en imdgenes digitales tri-
dimensionales, vea [Her.Web] y [Vos]).

Una generalizacion de las relaciones de adyacencia, encaminado a un modelo de carac-
ter topolégico, es el “espacio digital de imagen™” de [Kon.Ros.Ros]. el cual modela imégenes
digitales binarias dos- y tridimensionales. En este trabajo. los autores identifican una gran
clase de relaciones (ademads de las relaciones usuales de vecindad. se incluyen vecindades
de Voronoi), las cuales permiten la construccién de un “grupo fundamental digital™. Bajo
ciertas condiciones, este grupo es isomorfo al grupo fundamental (comin) de un poliedro,
que es un “andlogo continuo” del “espacio digital”, vea también [Kon,Kha]. Cabe men-
cionar que la “adyacencia” en [Kon,Ros,Ros] est4 definida como segmento de linea en IR>
o IR3. Eso tiene como consecuencia, que la geometria y topologia del espacio Euclideano
esta presente en el modelo desde el principio. Asi, se modela realmente la “discretizacién”
de IR? o IR? a un “espacio digital”, cuyas propiedades geométricas y topoldgicas después
se relacionan con las de su “anédlogo continuo poliedral”.

Aplicando los complejos de la topologia algebrdica, se obtienen otros modelos, los
cuales describen imégenes digitales n-dimensionales:

Kovalevsky [Kov] llama un complejo celular lo que estd definido en [Rin] como com-
plejo abstracto: una estructura (X, <,dim), donde (X, <) es un poset (conjunto parcial-
mente ordenado), y dim es una funcién de “dimensién” de X en los niimeros enteros no
negativos, tal que z < r’ implica dimz < dim <z’ para todos z,z' € X. El concepto de
conexidad inherente a un poset (X, <) es el siguiente: Un subconjunto M C X se llama
conexo en (X, <) si y s6lo si para toda pareja de puntos p, g € M existe una cadena finita
Zo,Ty, -, Zn de puntos de M tal que xo = p,x, = ¢, y paracada i (0 <t < n - 1) vale
z; < x;-1 0 r;o1 < x;. Una imagen binaria dada se codifica como complejo, identificando
cada uno de sus pixeles (puntos de Z™) con el cubo unitario centrado en el, y considerando
como X el conjunto de todos estos cubos y de todas sus caras (de todas las dimensiones),
y suponiendo < como la relacion natural de fronterizacién entre estos cubos, es decir,
r <z'siysélosir =2z oxrescara de 2’. Una vez segmentados los objetos conexos
de la imagen, esta se representa nuevamente como un complejo, donde X es el conjunto
de los objetos y de ciertas partes de sus fronteras. De esta manera, la segmentacion de
la imagen se modela por una transformacién de un complejo en otro. Kovalevsky realiza
cada complejo celular en la computadora como una estructura enlistada de datos, la cual
permite la aplicacién rdpida de proceduras propias del procesamiento y del analisis de la
imagen, como lo son por ejemplo filtros de mejoramiento y transformaciones geométricas.
El complejo que representa la imagen ya segmentada, se refleja en la computadora como
una estructura que ocupa poca memoria, y se ha aplicada eficientemente por ejemplo en
el reconocimiento de letras escritas a mano, como asegura el autor en [Kov].

Mencionamos que otros autores también aplican complejos para modelar imaigenes
digitales. Por ejemplo, Herman y Webster justifican un algoritmo de seguimiento de su-
perficies por medio de un complejo tridimensional [Her,Web)]. Lee y Rosenfeld desarrollan
varias ideas tedricas sobre la representacién de imégenes, basandose en un “complejo rec-
tangular de celulas de IR™”, para analizar problemas relacionados con la homologia y de la
homotopia de los objetos de una imagen [Lee,Ros]. Brisson define una estructura de celulas
que representa variedades subdivididas, la cual realmente es un CW-complejo finito regular
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(Bril. Los autores de [Pao et al] desarrollan un modelo basado en una descomposicién si
plicial de poliedros. Laos iltimos dos modelos proporcionan herramientas para las grafic
por computadora v para la geometria computacional.

1.4. Modelos topoldgicos de imagenes digitales

Modelos de iméagenes digitales, cuyo fundamento es una topologia sobre Z™, han sic
desarrollados sélo muy recientemente, iniciandose con los trabajos basados en la topolog
de Khalimsky [Kha,Kop,Mey] y en espacios topoldgicos conexos ordenados [Kop,Mey, Wi
los cuales conducen a la aplicacién de los espacios de Alexandroff {Kro/2].

La topologia de Khalimsky 7x sobre Z es la gque tiene la subbase {{2n,2n+1, 2n+2]
n € Z}. Entonces, los puntos de Z son alternadamente abiertos y cerrados. En la siguien
figura, se simbolizan los conjuntos abiertos de una base de 7

JOMORBONOX

53 2 1 0 1 2 3 4 5§

Figura 1.3. Una base de la topologia de Khalimsky 74 sobre Z.

El espacio de Khalimsky K = (Z, 7) es un caso particular de un espacio topoldgic
conexo ordenado [Kha,Kop.Mey]. El producto cartesiano de n espacios K, K" = K :
K x -+ x K es llamado n-espacio digital en [Kon,Kop,Mey/1], [Kon,Kop,Mey/2]. Figur
1.4a) muestra una porcién del 2-espacio digital K*, la cual es la vecindad minimal de u
punto cerrado. Esta contiene otras vecindades minimales, las cuales estan simbolizada
en la misma figura. Notese que todo punto del espacio topolégico K* tiene una vecinda
abierta minimal. En general, K™ es un espacio 7y de Alexandroff.

Es bien conocido que, si (X, 7) es un espacio de Alexandroff, entonces la relacién <
definida por <y <= = € c({y}), es reflexiva y transitiva, y es antisimétrica (y po
lo tanto un orden parcial) si y sélo si (X, 7) es Ty (vea [Alex] o [Ern]). Este orden parcia
definido para todo espacio Tp de Alexandroff X fue nombrado orden de especializacic
de X por varios autores, por ejemplo en [Joh]. Ademads, es ficil demostrar que entonce
z <y < Uy CcU(x) < y € U(z), donde U(a) denota para cualquier a € X s
vecindad abierta minimal, vea [Alex].



1.4.1. Ejemplo: Consideramos el 2-espacio digital K?., una porcién del cual se representa
en la figura 1.4a). Aplicando la definicién x <y <= r € c/({y}), obtenemos el orden de
especializacion < de Z2. el cual satisface por ejemplo

(2n+1.2m+1) (2n+1.2m) (2n.2m)

<
(2n+1.2m+1) < (2n,2m+1) (2n,2m +2)
(2n+1,2m) < (2n+2,2m), nmeaZ

<
<

Ahora sea Y el conjunto, cuyos elementos son todos los cuadrados unitarios abiertos (en
IR?) centrados en puntos de Z> de la forma (2n,2m) (con n,m € Z arbitrarios). y todos
los segmentos unitarios “abiertos” (es decir, sin sus esquinas) horizontales centrados en
puntos de Z? de la forma (2n.2m + 1), y todos los segmentos unitarios “abiertos” (es
decir, sin sus esquinas) verticales centrados en puntos de Z* de la forma (2n + 1,2m),
y todos los puntos de Z? de la forma (2n + 1.2m + 1). La figura 1.4.b) muestra una
porcién de Y. Noétese que Y es una descomposicién de IR?, y las cerraduras (en R?) de
los elementos de Y son poliedros (convexos) de las dimensiones 2,1, y 0. Definimos la
relacién <* sobre Y como la relacion natural de fronterizacion entre poliedros, es decir,
parax,y € Y.x <*y <= el poliedro ¢l g2(z) esta contenido en el poliedro d g2(y) <=
el poliedro ¢l g2(z) es una cara del poliedro clg2(y). Observando figura 1.4b), tenemos en
Y por ejemplo z <* y <* z.

Sea f el mapeo que identifica cada punto (2n,2m) de Z? con el cuadrado unitario
abierto (en IR?) centrado en (2n,2m), cada (2n,2m+1) con el segmento unitario “abierto”
(sin sus esquinas) horizontal centrado en este punto. cada (2n + 1,2m) con su correspon-
diente segmento unitario “abierto” vertical, y deja los puntos (2n + 1,2m + 1) idénticos.
Entonces, f(Z?) =Y, y obviamente f es una biyeccion.

e
<

4 NI

\. \7

4 N\l
z

\. 7\

a) b)
Figura 1.4. a) una porcién de K2, b) la misma porcién de f(Z?).
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Es evidente que el poset (Z?, <) es isomorfo al poset (f(Z?).<*). Como discutirémos
en seccién 2.3, eso implica que el 2-espacio digital K? es homeomorfo al espacio Ty de
Alexandroff (f(Z?).7<.). donde la topologia 7<. esta dada por la base {{y € f(Z?) :
£ < yha e JZY).

El n-espacio digital A" resulta ser un caso particular de un modelo desarrollado por
Kronheimer [Kro/2|; para la relacién entre este modelo y algunos de los mencionados
arriba. vea [Kro/1]). Este modelo describe el proceso de la “discretizacion™ de un espacio
topoldgico que represen:a el soporte de una imagen (por ejemplo IR™) por medio de la
construccién de una descomposicién de él:

Si S es un espacio topoldgico, entonces, en un primer paso, se construye una familia £
de conjuntos abiertos disjuntos cuya unién es densa en S, tal familia es llamada fenestracién

de S en [Kro/2].

Figura 1.5. a) La fenestracion estandar de IR? representa Z>. b), c) Una fenestracién
hexagonal y una trigonal de IR?, identificando conjuntos discretos (vea texto).
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La motivacién para la construccion de una fenestracion € de un espacio topoldgico S es la
identificacién (mediante una biveccién) de € con un conjunto discreto D de S. Recordamos
que. en cualquier espacio topoldgico S, un conjunto D C S se llama conjunto discreto si
la topologia relativa sobre [) como subespacio de § es la discreta. Por ejemplo, el espacio
Euclideano IR™ (con la topologia estandar) contiene al conjunto discreto Z™. el cual se
puede identificar con la fenestraciéon representada en figura 1.5a) para el caso de dos dimen-
siones, es decir, cada punto p de Z™ se identifica con el cubo unitario abierto de dimensién
n centrado en p. El conjunto de estos cubos es llamado fenestracién estdndar de IR™ en
(Kro/2]. Cabe notar que el mapeo f construido en el ejemplo 1.4.1, identifica el conjunto
discreto (en IR?) consistiendo de todos los puntos de IR? con coordenadas enteras pares
(v no todo Z?) con la fenestracién estiandar de R*. En el caso n = 2. la misma idea es
aplicable para identificar cada uno de los dos conjuntos discretos simbolizados por puntos
negros en las figuras 1.5b) y 1.5¢) con una fenestracién, cuyos elementos son los interiores
de poligonos regulares diferentes al cuadrado.

En un segundo paso, se extiende la fenestracion £ de S a una descomposiciéon X de §
de tal manera que el mapeo de proyeccién natural m : S — X sea abierto. X, topologizado
por la topologia cociente, es un espacio topoldgico (un cociente abierto de S), y es llamado
por Kronheimer &-rejilla de S. '

Resulta que, para una fenestracién fita £ de S, en general existen varias £-reticulas.
Por eso, Kronheimer impone una condicién de minimalidad a tal £-reticula, la cual repre-
senta el soporte de la imagen digital. Esta minimalidad se satisface para toda £-reticula
X que es un espacio Ty semiregular [Kro/2]. Recordamos que un espacio topoldgico se
llama semiregular si y sélo si existe una base de conjuntos abiertos regulares [Pea). Sila &-
reticula X es un espacio Ty semiregular, y £ es una fenestracién localmente finita, entonces
X resulta ser un espacio Ty de Alexandroff [Kro/2], y por lo tanto un poset, y cualquier
(otra) E-reticula Ty semiregular es homeomorfa a X (por la definicién de minimalidad en
[Kro/2], vea seccién 3.1 de esta tésis). Nosotros llamamos una €-reticula Ty semiregular
de una fenestracion localmente finita un espacio digital. Por ejemplo, para la fenestracion
estandar de IR™, el espacio digital X consiste en todos los cubos unitarios “abiertos” de
todas las dimensiones & (0 < k < n) cuyas cerraduras son precisamente las caras de los
elementos de £. Recordando el ejemplo 1.4.4 y la figura 1.4 en pagina 9, es evidente que
este espacio es homeomorfo al n-espacio digital K™. Observese que este espacio X es
precisamente el complejo celular que aplica Kovalevsky [Kov| para representar la imagen
digital inicialmente dada {es decir, antes de segmentarla).

1.5. Dimensionalidad de “espacios digitales”

Todos los modelos mencionados pretenden a describir el soporte de imagenes digitales o
otros conjuntos “discretos” de cierta “dimension”.

Los modelos basados en gréaficas introducen relaciones en Z? o Z3, y las relaciones de
incidencia de Voss [Vos| se definen sobre Z™, para representar imagenes de dos, tres y n
dimensiones, respectivamente. El término de dimensién aplicado aqui se refiere obviamente
a la estructura algebraica de Z™ como modulo unitario de “dimensién vectorial” n sobre
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Z, v no se reflere a estas relaciones.

La situacidn es un poco diferente en el caso del n-espacio digital A, pnes la topologia
sobre Z™ se define como producto cartesiano de las topologias de Khalimsky sobre Z.
Observamos en A un adicional y nuevo concepto de dimension, que es en un principio
independiente del n: la dimension del poset correspondiente {Z", <). Vimos en ejemplo
1. que se pueden formar cadenas de elementos de Z* como g < Iy < Is, es decir, de
longitud 2, v evidentemente no existen cadenas mds largas. Eso nos da la idea intuitiva que
K™ tenga una “dimensién del poset™, la cual aqui coincide con n. Volverémos a considerar
esta dimension en capitulo 2.

Para el espacio de Alexandroff X que se construye como cociente abierto del espacic
topolégico IR™, esperamos que X tenga una dimensién igual a n. Aqui llegamos a un

interesante problema:

4 Como definitnos una funcion de dimension para espacios de Alexandroff ¢

Nos interesa introducir un concepto topoldgico de dimensiéon. En la topologia general.
se conocen basicamente tres dimensiones clasicas: la dimension inductiva pequena ind
la dimensién inductiva grande Ind, y la dimensién de cobertura dim [Pea]. Todas ellas
coinciden v son iguales a n para el espacio Euclideano IR™. Para estudiar estas dimensiones
se suponen algunas propiedades de los espacios topoldgicos a considerar. Asi, ind se aplice
generalmente a espacios T regulares, Ind se estudia para espacios 1) normales, y din
para espacios T) completamente regulares [Eng/1]. Resulta que un espacio de Alexandrof
es T s1y sélo si es discreto. Nosotros definirémos en el siguiente capitulo una dimensior
topoldgica para espacios de Alexandroff (no necesariamente Tp), adaptando ind a esta clase
especial de espacios.

Estudiarémos en capitulo 3 el problema de cuando una £-rejilla X de IR™ tiene di-
mensiéon de espacio de Alexandroff n. Suponiendo que X es un espacio localmente finitc
1y semiregular, y fijando £, comentamos arriba que X es dnico salvo homeomorfismos.
entonces la dimensién de X solamente depende de £.
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2. La dimension de espacios de Alexandroff
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En este capitulo definimos una dimensién topoldgica para espacios de Alexandroff. Deriva-
mos propiedades de esta dimensidn, similares a las de funciones clasicas de dimensién; en
particular demostramos su monotonia con respecto a subespacios. La categoria de los es-
pacios Ty de Alexandroff es isomorfa a la de los posets (conjuntos parcialmente ordenados).
Demostramos, que la dimensién de Alexandroff de un espacio Ty coincide con la dimensién
de su orden parcial correspondiente. Este resultado se ha publicado en [Wie Wil/1], y se
aplica para probar que, para esta clase de espacios, la dimensién de un producto cartesiano
(finito) de espacios es igual a la suma de sus dimensiones. También demostramos algunas
propiedades de la dimensién de Alexandroff con respecto a subtopologias y con respecto a
topologias Ty minimales.

Mencionamos que la dimensidén de Alexandroff fue definida independientemente en
[Eva,Kop,Muk] (un articulo més reciente que [Wie,Wil/1]). Aqui, los autores definen
una dimensién equivalente a la dimensién del poset ODIM, para graficas transitivas; y
demuestran la coincidencia de ambas dimensiones. Ademas se prueba que ambas dimen-
siones son iguales a una tercera, la cual se define inductivamente para graficas dirigidas,
y fue estudiada antes por Ivashchenko en sus “espacios moleculares” [Iva/l], vea también
(Iva/2].

En esta tesis, si X es un espacio topoldgico, y M C X, entonces cl(M), int(M), fr(M)
denotan la cerradura, el interior. v la frontera de M, respectivamente. Si X es un espacio
de Alexandroff, entonces, para cualquier x € X, U(z) denota su vecindad abierta minimal.

2.1. Definicién de la dimension de Alexandroff

Definimos la dimensién de Alexandroff como una versién de la dimensién clasica pequerna
inductiva ind, la cual se define para un espacio topoldgico arbitrario X como sigue [Eng]:

indX = -1 = X =0

para cualquier n € w:

ind X < n sty sdlo st para cadax € X y cada conjunto abierto GG que contiene a
existe un conjunto abierto U, tal quex € U C G, ind(fr(U)) <n-1;

mdX =n < indX<n A indX £n-1;

y finalmente

ind X =00 <= no eriste ningin n € w para el cual ind X < n.

La dimensién ind es la dimensién dentro de las dimensiones clédsicas, la cual puede ser
aplicada a la clase mdas general de espacios. En el caso de un espacio de Alexandroff,

14



cada conjunto abierto (; que contiene a r, es un superconjunto de una vecindad abierta
minimal {7(r). Por esta razén, en nuestra definicion analizamos solamente estas vecindades

minimales.

2.1.1. Definicidn: La dimension de Alexandroff DIM de un espacio de Alexandroff (X. 7)
es definida inductivamente en términos de una dimensién local DIL determinada por las

vecindades minimales:

i) DIM X = ~1 <= X =9.
i) Si X # 0 entonces se define
DIM X =sup{DILz.r € X}, donde parax € X yn € w se define
DILz <n<= DIM(fr(U(z))) <n-1,
DILz=n<= DILzr<nADILzZLn-1,
DILx =20 <= DILzx < n es falso para todo n.

Nétese que esta definicién puede ser aplicada también a un espacio de Alexandroff no Ty. Le
definicién es realmente inductiva, porque DIM( fr(U(z))) es el supremo de las dimensiones
locales de los elementos de fr(l/(z)), medido en el subespacio (fr(U/(x)), T¢r((z))) con la
topologia relativa. Deberiamos escribir mas exactamente

DILxx <n <= sup{DILsrrizpy, y € friU(z))} <n -1,

pero omitimos los indices cuando estamos trabajando solamente con el espacio (X, 7). Es
facil ver que dos espacios de Alexandroff homeomorfos tienen la misma dimension.

2.2. Espacio discreto, subespacios, suma de espacios

Estudios sobre funciones topoldgicas de dimensidn se inician usualmente con investigaciones
sobre 0-dimensionalidad, monotonia con respecto a subespacios, y sobre la dimensiéon de.

producto cartesiano de espacios.
Es obvio que el espacio discreto no vacio tiene dimensién 0. En el caso de un espacic

Ty, lo contrario también es verdad:

2.2.1. Proposicidén: Si (X,7) es un espacio Ty de Alezandroff, entonces (X, ) es ur
espacio discreto st y solo si DIM X = (.

Demostracién:
La necesidad es trivial. Si DIM X = 0 entonces por la definicién 2.1.1, DILz = 0 parz

todo x € X, por lo cual fr(U(z)) = ¢ para cualquier x € X. Ahora sea x € X arbitrario
y supongase que existe y € U(z) con y # x. Puesto que X es T, se sigue z & U(y). Perc
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de y € U'(z) tenemos r € cl{y) C c({"(y)), implicando r € fr(l/(y)) lo cnal contradice
fr(U(y)) = 0. En consecuencia U(r) = {x}, y (X, 7) es discreto.
B

El lema siguiente facilitard la demostracién de la monotonia de DIM con respecto-a

subespacios.

2.2.2. Lema: Si A C X, y(A,74) es el subespacio relativo de un espacio de Alezandroff
(X, T), entonces para a € A lo siguiente es verdad:

(1) Ug(a) =U(a)NA,

(17) fra(Ua(a)) C fr(U(a))NA.
Demostracién:
(i) es obvio. Para probar (ii), sea y € fra(Ua(a)) = cla(Uafa)) N AN (X \ Ua(a)).
Utilizando (i), dey € AN(X\Up4(a)) se sigue y € AN(X\U(a)), y obtenemos cl(Us(a)) C
cl(U(a)). Es facil ver que cl4(U/4(a)) € cl(Ua(a)); por lo cual clq(Ua(a)) € cl(U(a)),

completando la demostracién de y € fr(U(a)) N A.
O

2.2.3. Proposicién: Si A C X, y (A, 74) es el subespacio relativo de un espacio de
Alexandroff (X, ), entonces DIM A < DIM X.

Demostracién: (por induccién sobre DIM X)
i) DIM X = —1 implica trivialmente DIM A = DIM X.
i) Suponemos que DIM X < n implica DIM A < DIM X, y sea ahora DIM X =n + 1.
Sea a € A arbitrario. Del lema 2.2.2 se sigue fra4(Us(a)) C fr(U(a)). fra(Ua(a)) con la
topologia relativa T, , (17, (a)) € un subespacio de (A4, T4), y por lo tanto un subespacio de
(X,7). fr(U(a)) con la topologia relativa T¢.(1/(a)) € un subespacio de (X, 7). Es claro
qQUE Tf,,(l(a)) € también la topologia relativa sobre fra(U4(a)) con respecto al espacio
(fr(U(a)), Tfr(tr(a)))- Por eso la hipétesis puede ser aplicada, y se sigue DIM fr4(Ua(a))
< DIM fr(U(a)). Porelotro lado, a € X,y DIM fr(U(a)) < n,debidoa DILa < n+1.
Por lo tanto DILsa < n+ 1, lo cual completa la demostracién de DIM A < n + 1.

O

En cuanto a la unién topoldgica de espacios de Alexandroff, la siguiente propiedad es
facilmente derivada:

2.2.4. Proposicién: Si (X,7x), (Y, 7y) son espacios de Alexandroff disjuntos no vacios,
entonces

(i) DIM(X ®Y) = maz {DIM X,DIMY}, si DIM(X) y DIM(Y') son finitas,
(i) DIM(X&®Y) =00, i DIMX =00 0 DIMY = oo.
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Demostracion:

Denotamos (Z,7z) = (X.7x) = (Y. 7y ). Es claro que” frx(Ux(zr)) = frz{Uz(x)). cuand.
re Xov fry(Uv(y)) = frz(Uz{y)). cunando y € Y. Por eso, x € X implica DILxr =
DILzx: v y € Y implica DILyy = DILzy, lo cual tiene como consecuencia las afirma
ciones de la proposicion 2.2.4. '

2.3. La topologia Ty de Alexandroff y su orden parcial

En esta seccién revisamos unas propiedades de espacios Tp de Alexandroff. Todas ella:
fueron establecidas y probadas por P. Alexandroff en su articulo “Diskrete Raume” [Alex]
A lo largo de esta seccidn, (X, 7) denota un espacio Ty de Alexandroff, y para z € X, e
conjunto U/(z) =N{A € 7: z € A} € 7 es su vecindad abierta minimal.

2.3.1. Lema: Si X es un espacio Ty de Alexandroff, y r.y € X, entonces
(2) z <y <= Ulx) 2 Uly) define un orden parcial sobre X,
(iiyr<y<=yelU(r)<=red{{y})

Mais ain, cada espacio Ty de Alexandroff es equivalente a un poset, en el siguiente
sentido:

2.3.2. Proposicién: St Alex denota la categoria de los espactos Ty de Alexandrof
con funciones continuas como morfismos, y Poset denota la categoria de los conjunto:
parcialmente ordenados con funciones mondtonas como morfismos, entonces Alex y Poset
son isomorfas. Ademds,

(i) P definido para todo (X,7) € Alex por P((X, 7)) = (X, <), dondez <y <=

x € cd({y}),z,y € X, es un functor de Alex en Poset.

(ii) A definido para todo (X, <) € Poset por A((X,<)) = (X,7), donde 7 es la

topologia determinada por la base {{y € X : z <y}, £ € X}, es un functor de Poset

en Alex.

La correspondencia entre espacios Ty de Alexandroff y posets fue establecida por primera
vez por Alexandroff ([Alex],§1). Una discusién y demostracién de ella se encuentran en
[Ale,Hop] (I11,§1,8). Nuestra proposicién 2.3.2, cuyo contenido se reporta en [Neu,Wil/2],
es una consecuencia de un teorema mas general probado por Erné, quien demuestra que
la categoria de los espacios de Alexandroff con funciones continuas como morfismos, es
isomorfa a la categoria de los conjuntos preordenados (un preorden es una relacion reflexiva
y transitiva) con funciones monétonas como morfismos, y que P y A definidos arriba son
functores entre estas dos categorias ([Ern], teorema 3.5). Eso implica proposicién 2.3.2,
debido a que un espacio de Alexandroff (X, 7) es Tp si y sélo si P((X, 7)) es un poset, lo
cual es facil de probar.
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El orden parcial definido para cada espacio Tp de Alexandroff en proposicion 2.3.2.1)
es llamado orden de especializacion de X por varios autores, por ejemplo en [Joh]. Como
corolario tenemos que, si (X.7) es un espacio Tp de Alexandroff, y < su orden de espe-
cializacion, entonces el espacio topoldgico construido desde (X, <) como en proposicién
2.3.2.11), es homeomorfo a (X, 7). '

Aplicando el orden de especializacién del espacio X, obviamente, la vecindad minimal
de un punto x € X en el espacio (X, 7) tiene la forma U/(z) = {y € X : = < y}. Por eso,
el interior de un conjunto M C X se expresa como

int(M)={meM: m<nimplican € M}.

También la cerradura y la frontera de un conjunto pueden ser caracterizados por el orden
de especializacidn:

2.3.3. Lema: Si < es el orden de especializacion de un espacio Ty de Alexandroff (X, 1),
entonces lo siguiente es verdad:

(1) d(M) = {y € X : existe mn € M tal quey < m}, para M C X.
(17) Parax € X, {z} es cerrado <= (y < z implicay = ).
(ii1) Six,y € X conx <y entonces r € fr(U(y)).

2.4. La dimensién del orden parcial

Sea (X, 7) un espacio Tp de Alexandroff, y (X, <) el poset correspondiente, es decir, donde
< es el orden de especializacion, y sea x € X. La dimensién local o “altura” de z es
definida en [Eis| como el supremo de las longitudes ! de todas las cadenas de la forma
a < a1 <+ <ag =z deelementos de X, dondea <b<=a<b A a#b Conla
base en esta dimensién local, una dimensién global de X es definida, formalmente:

2.4.1. Definicién: La dimensidn del orden parcial ODIM de un poset (X, <) es definida
en términos de una dimensién local ODIL como sigue:

ODIM X = sup {ODILzx, z € X}, donde paraxz € X se define
ODILxz = sup {l: existe una cadena a; < a;—; < --- < ag =z de elementos de X}.

Recordamos que el supremo de un conjunto acotado por arriba es definido como la cota
superior minimal; y es definido como infinito si €l conjunto no es acotado por arriba. La
dimensién ODIM definida aqui coincide con la dimensién o “longitud™ de un poset definida
en [Bir].
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Sea ahora X un espacio Ty de Alexandroff con nna dimensién del orden parcial finita

tal que ODIM X = n. Definimos

D,={recX: ODILr=1{}, i=0.1,- n

De la definicion de ODIL, es claro que D; no es vacio para todo i € {0.1,---.n}, 3
X=DyuDU---UD, es una descomposiciéon de X. También es obvio, que, para cada i
cualesquiera dos elementos distintos de D; no son comparables en (X <). Las siguientes
propledades seran iitiles para las pruebas de las proposiciones siguientes.

2.4.2. Lema: Si X es un espacio Ty de Alezandroff con ODIM X = n finita, entonces
(i) x € D, => {x} es abierto
(1) x € Dy <= {r} es cerrado
(iii) x € Dy == U@)\ {2} S DaUDpyU---UDy_4_y) parak € {0,--- ,n}.

Demostracién:

(i) Supongamos y € U{x) \ {z}, entonces £ < y. Por ODI/ z = n existen @, a,_1, -, a
tales que a, < a,.1 < --- < ag =z <y, locual implica ODILy > n + 1, contradiciendc
ODIM X =n. Por eso U(z) = {z}.

(if) es obvio de la definicién de ODIL y del lema 2.3.3.

(iii) Sea © € Dy_y, entonces ODILx =n — k. Paray € U(x) \ {z} tenemos ODILy >
n — (k — 1), por lo cual existe una cadena @, < ap-k-1 < --- < ag = r < ¥ implicandc
ODILy > n— (k—1). Pero por ODIM X = n vale que ODILy < n. Consecuentemente
ODILye {n—(k—1),n—-(k—=1)+1,---,n}, locual implicay € D,,_ (13U Dp_(xy1j=1 L

...uD,.
C

Las implicaciones (i) y (iii) del dltimo lema no son invertibles, como muestra el siguiente

ejemplo:

2.4.3. Ejemplo:
Recordamos el espacio de Alexandroff (Y, 7<.) del ejemplo 1.4.1. (vea figura 1.4 en pagin:
9 de esta tesis), el cual es homeomorfo al 2-espacio digital, y sea X el subespacio finito dr

Y representado en la siguiente figura:
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Evidentemente ODILa = ODILb = 2.0DILec = ODILd = 1.ODILe = ODILf =
ODILg =0, y por lo tanto ODIM X = 2. Sin embargo, d es un punto ablerto, el cual
no tiene dimensién maximal 2. También, U(c) \ {c} = {a.b} C D> C D, U D, pero
ODILc # 0.

2.5. La dimensién de espacios Ty de Alexandroff

En esta seccién demostramos que, para cualquier espacio Ty de Alexandroff (X, 7), su
dimensién de Alexandroff coincide con la dimensién del orden parcial correspondiente.
Primero derivamos una propiedad 1til de la 0 - dimensionalidad de (X, 7):

2.5.1. Lema: Si (X, 1) es un espacio Ty de Alezandroff, y x € X, entonces DILx =0
implica que {x} es cerrado.

Demostracion:
Denotamos por < el orden de especializacién de X. De DILx = 0 se sigue que U(x) es
cerrado, por lo cual d({z}) C U(x). Por eso, y € c({x}), que significa y < z, implica
también x < y. Pero entonces r =y, puesto que < es un orden parcial.

g

La contraposicién de la implicacion de este lema es falsa, como muestra el siguiente ejemplo.

2.5.2. Ejemplo:
Sea X = {a,b,c} y 7 = {{a,b}, {b,c}, {b}, ¢, X}. Entonces {a} es cerrado, pero DILa =
1 #0.

2.5.3. Corolario: Si (X,T) es un espacio Ty de Alezandroff, y eriste un y tal que y < r,
entonces DILxr > 1.

Ahora investigamos la correspondencia entre ODIM y DIM. Primero, consideramos
ambas dimensiones localmente.

2.5.4. Proposicién: En cualquier espacio Ty de Alezandroff (X, 7), DILx < n implica
ODILx <n para todox € X, n>0.

Demostracidn:

Sean 2 € X con DILz < n,n >0,y ap,ay, -,a, € X con ag =x y m > 0 tales que
A < Q- < -+ < ag.

Es suficiente mostrar que m < n (por induccién sobre n).

i) Sea n =0 : Obviamente m < 0, usando el lema 2.5.1.
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1) Supongamos que, en cualguier espacio Iy de Alexandroff, si n < &, entonces DILzr < n
implica ODILr < n:ysean=~k+ 1 :
De DILx < k+1sesigue DILs, (zpy < A para todo y € fr(U7(r)). Por la transitividad
de < ., tenemos que a; < x para cada ¢ = 1l.---.m. Entonces. debido al lema 2.3.3,
a, € fr(U/(x)) vale para todo i = l.---.m. Ademds. clx({a,}) = clyri\ 1z, ({a.}}) para
cada ¢, porque fr(l7{(r)) es un subespacio cerrado de (X.7). Por eso, de la hipotesis se
sigue que ODILa; < k. Por eso, qf < ;- < -+ < a3 < a; implica | < k, donde
ar < a,-1 © ar €cprizy{arc1}) & ar €dx({ar-1}). Poresom <l +1<k+1
O

Nuevamente, la contraposicién de la implicacién de esa proposicidn es falso, como el sigu-
iente ejemplo muestra.

2.5.5. Ejemplo:

Sea (X,7) el espacio (Y,7<,) (Y = f(Z?)) del ejemplo 1.4.1, donde la topologia 7<- es
generada de <* como en proposicién 2.3.2(i1) (vea figura 1.4 en péagina 9). Consideramos
un elemento r de Y que es un punto en IR un elemento y € Y que es un segmento
“abierto” unitario y en IR?, y un elemento z € Y que es el interior de un cuadrado unitario
en IR?, tales que r <* y <* z. Entonces ODILx =0, ODILy = 1, ODILz = 2, pero
DILz=DILy=DILz=2.

2.5.6. Proposicién: En cualquier espacio Ty de Alexandroff (X, ), para cualquierz € X
tenemos que, st ODILy < n para todo y € U(z) entonces DILx < n.

Demostracién: '

Supongamos que £ € X y ODILy < n para todo y € U(z). Demostramos por induccién
sobre n que DIM{fr(U(z)) <n-1.

i) Sea n = 0 : Entonces ODILx =0y por el lema 2.4.2, {z} es cerrado, lo cual implica
DIM fr(U(zx)) = —1, debido a fr(U(z)) = ¢. (Para ver eso, se supone s € fr(l/(z)).
Entonces, debido a s € cl(U/(x)), por el lema 2.3.3 existe t € U(z) tal que 3 < t. Pero {y}
es cerrado, por lo cual s =t y t € (X \ U(z)), lo cual es una contradiccién.)

i1) Supongamos que la conjetura vale para n < k, y consideramos n = k + 1.

Sean f € fr(U/(z)),y @m < @m-1 < -+ < a; < ao = f una cadena en fr(l/(r)). Entonces
esta cadena existe en X, siempre cvando m > k + 1, porque fr(U(z)) es un subespacio
cerrado de X. Pero f € cl(U(z)), y por eso existe s € U/{z) con f < s. f = s no es posible,
debido a f € (X \ U(x)). Por eso f < s, lo cual implica que a,,, < -+- < ay < [ < s.
Entonces ODILs > m+ 1 > k + 2, siendo una contradiccién. Asi obtenemos que m < k
y ODIL f < k en el espacio fr(U/(z)). De la hipdtesis se sigue ahora DIL¢r iz ] < k. y

por lo tanto DIM fr(U(x)) < k.
0

El siguiente ejemplo muestra que la contraposicién de la implicacién de la proposicién 2.5.6

es falsa.
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2.5.7. Ejemplo:
Sea (X,7) = ({r.y}. {{c}. 0. X}). Entonces DILy = 0. peror € U(y) y ODILr = 1.
pues y < I.

Podemos resumir las proposiciones 2.5.4, 2.5.6, y sus corolarios. estableciendo las
siguientes condiciones para la dimensién local.

2.5.8. Proposicién: En cualquier espacio Ty de Alexandroff (X, 7)., para cualquier r € X
vale lo siguiente:

(1) SSiODILz > n yODILy < n para todo y € U(x), entonces DILx = n.
(i1) Si DILz = n, entonces ODILx < n y, emstey € U(x) tal que ODILy > n.

Ni (i) ni (ii) son invertibles. Sin embargo, tenemos lo siguiente:

2.5.9. Teorema: Para todo espacio Ty de Alezandroff X,

DIMX =0ODIMX.

Demostracion:

i) DIM X = n significa que DILz < n para todo r € X, y existe ademas z* € X con
DILz* = n. Eso implica que ODILz < n para cualquier x € X por la proposicién 2.5.4,
y entonces existe y € [7(z*) tal que ODILy > n por la proposicién 2.5.8(ii). Claramente
y € X , por lo cual sup{ODILz; € X} =0ODIMX =n.

i) ODIM X = n significa que ODILz < n para todo x € X, y existe ¥ € X con
ODILx* = n. Eso implica que DILz* = n por la proposicién 2.5.81). Sea ahora z € X;
claro que ODI Ly < n vale para cualquier y € U/(z), por lo cual debido a proposicién 2.5.6,
DIL z < n, implicando finalmente DIM X = n.

i) De 1), i), tenemos que DIM X =n <= ODIM X = n para cadan =0,1,2,--..

Eso implica de inmediato, que DIM X = o0 <= ODIM X = o0, lo cual completa la

demostracion.
0

2.6. La dimensién de Alexandroff del producto cartesiano de espacios
Aplicando el resultado del teorema 2.1, demostramos enseguida lo siguiente:

2.6.1. Proposicién: Si X, Y son espacios no vacios Ty de Alexandroff, entonces
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(1) DIM(X xY)=DIMX +DIMY. si DIMX y DIMY son finitas.
(i) DIM(X xY) =00, si DIMX = x 0o DIMY = .

Demostracién:

Sean X.Y espacios no vacios Ty de Alexandroff. C'laro que X xY es nnevamente un espacio
Iy, y de Alexandroff, pues, siz € X,y € Y,y Ux(z),Uy(y) denotan las vecindadas abiertas
minimales de x en el espacio X, y de y en Y, respectivamente, entonces la vecindad abierta
minimal del punto (z,y) en €l espacio X x Y esta dada por

Uxxy((z,y)) = Ux(x) x Uy (y),

lo cual es facil de demostrar como una consecuencia de la definicién del producto cartesiano
de espacios topoldgicos. Eso implica para los ordenes de especializacién correspondientes
de los espacios que, si (a,b),(c,d) € X x Y, entonces

(a,b) < (c,d) == a<cAb<d,

pues (a,0) < (¢, d) < (¢, d) € Uxxy{{a,b)) < ceUx(a)xUy(b) —= a<crb<d.
Este hecho serd aplicada en la demostracién a continuacién.

(i) Suponemos DIM X = ny DIMY = m, y asumimos, sin pérdida de generalidad,
m > n. Por el teorema 2.5.9, ODIM X =ny ODIMY = m. Entonces, z; < r;_; <
«++<ro==zimplical <nparatodoz € X,y yr <yr_; <.+ <yp =1y implicar < m
para cualquier y € Y.

Ahora sea z = (r,y) € X x Y arbitrario, y supongase que existen z;,2¢_1, - -,2; €E X XY
tales que z; < ) < -+ < 23 < z9 = 2. Denotemos 2z; = (z;,¥;), 2 = 0,---,t. Tenemos
2 < zioy <= zi_) € Uxxy(z)Az # zi-1. Incluyendo que Ux xy (2) = Ux (z.) x Uy (y:).
se sigue que z; < 2;-] &= T; STic i AY SUA(Ti F oy VY #Fyin) & (z; <
T Ay Syioy) V(z; < zi-1 Ay <yi—y). Para probar que t < m + n, podemos suponer
que para cada i = 1,--+,t, que z; y 2;_, se distinguen en exactamente una coordenada,
porque, si T; < r;—1 Ay; < ¥~ para algun i, entonces la cadena puede ser prolongada,
poniendo z < (r;,¥i—1) < 2zi—1 (0 2 < (Ti-1,¥i) < 2z;—1) en lugar de z; < z;_;. Ahora sea
I, el conjunto de todos los 7 tales que 2; es distinto de 2;; en su coordenada z, y sea [
el conjunto de todos los ¢ para los cuales 2; se distingue de z;,_; en su coordenada y. Eso
significa ; < r;_1 Ay; =y;—1 paracadai € I}, y z;, = 1,1 Ay; < yi_1 para cada t € [.
Asi obtenemos las cadenas &, < T,_; <+ < rp(conr =cardl}) y ys <ys—1 <+ < yo
(con s = cardI). Entonces t = r + s, pues claramente [; U I, = {1, -,t}. De acuerdo
a la suposicién, tenemos 7 < ny s < m. En consecuencia ¢ < m + n, implicando

ODILz< m+n.

ODIM X =n, ODIMY = m implica también que existen z* € X,y* € Y tales que
ODILx* = n, ODILy* = m. Eso significa que existen tanto z;,z3,---,r, € X como
Yi,Y2,  Ym E Y talesque 2, < zp_1 <+ <] < T Yy Ym < Ym-1 < - <Yy <y .
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Definimos ahora 2* = (z*,y*). Entonces existeen X xY la cadena (rn. yn) < (Tn,ym-1) <
(Tnym-2) <+ < (Ln.Yn) < (Tn-1. Yn) < (Tno1,Yn—1) < (Tn-2.yn-1) < (Tn-2.Yn-2) <

< (ry ) < (r*yy) < {z*.y*). Esta cadena tiene la longitud ¢t = (m-n)+1+2n-1=
m+ n, v se sigue ODIL z* 2 m + n, lo cual implica ODIM(X xY) = m+ n. y por el
teorema 2.5.9, DIM (X xY)=m+ n.

(i1) En (i} fue probado que DILz* > n,DILy* > m para r* € X, y* € Y, implica para
2* = (z*,y*) que DILz* > n+ m. Si ahora suponemos, sin pérdida de generalidad, que
DIM X = oo, entonces, por la definicién de DIM, para todo n > 0, existe un z € X tal que

DILz > n. De eso se obtiene enseguida quesup{DILz: 2 € XxY} = DIM(XxY) =
a

2.7. Complejos abstractos

Debido a que espacios Ty de Alexandroff son equivalentes a posets, estos espacios estan rela-
cionados con complejos abstractos, definidos a continuacién. Como se describi6 en capitulo
1 de esta tesis, estos complejos son aplicados como modelos topolégicos de imagenes digi-
tales por Kovalevsky [Kov], y Herman [Her].

2.7.1. Definicién: ([Rin], p.317) Un complejo abstracto es una estructura (M, <, dil),
donde M es un conjunto no vacio, < es una relacion transitiva y reflexiva sobre M, y dil
(“dimension local”) es un mapeo de M al conjunto de los nimeros enteros no negativos,
tales que

i)z <y => dilx < dily para todo x,y € M,
1) Para cada x € M, el nimero de elementosy € M tales quey < z,

es a lo mds finito.

Por la definicién de ODI L, y tomando en cuenta lema 2.3.3.1), lo siguiente es evidentemente
verdad:

2.7.2. Proposicidn: Si (X <) es el poset correspondiente a un espacio Ty de Alezandroff
(X,7), con la propiedad que, para todo x € X, el conjunto cl({x}) es a lo mds finito,

entonces (X, <,0ODIL) es un complejo abstracto.
O

Es obvio que todo espacio finito es de Alexandroff, y cumple que cl({r}) es finito para
cada punto x. En consecuencia, todo espacio finito Ty es un complejo abstracto, siempre
cuando suponemos que dil es la dimensién local ODIL del poset. Cuando dil es otra
funcién de dimensidn local, en general no obtenemos un complejo. Por ejemplo, observese
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que la dimensién de Alexandroff local DIL no es monétona con respecto al orden parci:
<:

2.7.3. Ejemplo: Sea X el subespacio (finito) representado en la siguiente figura
espacio de ejemplo 1.4.1 (vea paginas 9. 10 de esta tesis):

OO

Aqui tenemos que DILx =2, DILy = 1, perox <y.

Consecuentemente, (X, <, DIL) no es un complejo abstracto. Asi que, la confirmacién ¢
Kovalevsky =n [Kov], que todo espacio finito T sea un complejo abstracto, no es correct:
Este autor no proporciona en su prueba ningiin método razonable de construir una funcié
dil. Mencionamos que Herman dedicé su trabajo [Her] a la correccién de eso; el analiz
(después de varios otros autores) la equivalencia entre espacios Ty de Alexandroff y poset
en particular cuando sean localmente finitos, y construye una dimensién, la cual garantiz
obtener un complejo abstracto de un poset. La dimensién definida por Herman coincid
precisamente con ODIL.

2.8. Topologias Ty minimales y subtopologias

Es conocido que para cada espacio Tp de Alexandroff (X, 1) existe una subtopologia min
mal Ty entre todas las subtopologias de 7 que son Ty [Kon,Wil]. Aqui estamos interesadc
en como se ve esta topologia 79. Sea (X, 7) durante esta seccién un espacio Ty de Alexar
droff con la propiedad que DIM X = n ( = ODIM X por el teorema 2.5.9) es finita.

St ODIM X es finita, entonces X tiene una descomposicion Do U Dy U --- U D,,, dond
D; ={r e X: ODILx =i}, como fue desarrollado en pdgina 18. Sea <; un buen orde
irreflexivo sobre D;. La topologia 7 tiene la siguiente forma:

2.8.1. Proposicién: Si (X,7) es un espacio Ty de Alezandroff, y ODIM X es finit
entonces una topologia minimal Ty sobre X estd dada por

o={p, X}U{{y € X: = <.y}, € X}, definiendo para z,y € X
T <;y, st T,y € [;
T<+¥ < YODILz <ODILy, siz€ D,yeDji#j
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donde < es un buen orden sobre w.

Demostracién:
Claramente <, es un buen orden irreflexivo sobre X. Si 7y es una topologia Iy contenida en

7. entonces 7y es minimal por el teorema de Larson y Pahk [Lar,Pak]. Por eso es suficiente
demostrar que Tp es una subtopologia Ty de 7.

Para mostrar que 7y es topologia, notamos que trivialmente 0. X € 7p. Sean ahora
Ay, Ay, -+, A, € 19, y consideramos la interseccién de estos conjuntos. Podemos suponer
que A; # ¢, A; # X para todo i. Para cada i entonces 4; = {y € X : r, <, y} para cierto
r; € X. Poreson{4;: i=1,---,n} ={y € X max{r;: i = 1,---,n} <. y}}. El

méaximo de un subconjunto finito de X existe en X, por lo cual N{A4; : ¢ =1,---,n} € 7.
Sean ahora Ay, As, - € 79, y consideramos la unién de estos conjuntos. Para cada 1,

podemos suponer A; = {y € X : z; <. y} para cierto z; € X. Entonces U{4,: i€ [} =
{y € X: inf{x;: i€ I} <.y}}. Puestoque <. esun buen orden, r = inf{xr;: i € I}
existe en X, lo cual implica U{A; : ¢ € I} € 7p. Por lo tanto 7 es una topologia.

Para probar que 79 C 7, sea M € 70; M # ¢, M # X. Entonces M = {y € X : z <, y}
paraun £ € X = DU Dy U---UDy,. Six € Dy, entonces M C D, porque n es la
dimensién local maximal. Todos los elementos de D,, son puntos abiertos en 7, por lo cual
M C 7. Siz € D,_y, por la definicién de <, tenemos M = {y € D, : T <np_1 y} U Dn.
Si ahora m € M N D, entonces U(m) = {m} C M, y en el caso de m € D, _; se sigue
U/(m) = {m}UN, donde N C D,. Debido a que M contiene a Dn, U(m) C My
M es abierto. Estos dos pasos pueden ser generalizados facilmente: Six € Dp_x (k =
0,1,---,n), entonces M = {y € Dp_x : T <pp Y} U Dnkr1 U+~ U Dy, Considerando
m e M; sim € D, om € D,_;, usamos los argumentos de arriba para deducir que
U(m) C M. Sim € D, _3, entonces U(m) = {m} UN; UNa, donde Ny C Dn, N2 C Dn_).
y aprovechando que D,, D, C M, obtenemos U(m) C M. De esta manera consideramos

los casos m € Dy_3,-+-,m € Dy_x. Como resultado recibimos que M € 7y asi 70 C 7.
O

El resultado de la minimalizacién de la topologia de Khalimsky es de nuevo una topologia
de Alexandroff. En general no podemos esperar que la topologia Ty minimal de un espacio
de Alexandroff tenga nuevamente la propiedad de Alexandroff.

Por nuestra construccién de 7y en proposicion 2.8.1, es claro que su dimensién de
Alexandroff es infinita, siempre y cuando el conjunto X sea infinito. Si X es un conjunto
finito de n elementos, entonces una topologia minimal Ty segin [Lar,Pah] tiene la forma

ro={{yv€X: a; <y}, i=1,---,n}U{X},

donde < es un orden arbitrario lineal sobre X, la cual se puede expresar también como

n={{yeX: a; <y}, i=1,---,n}U{o}.

Esta topologia tiene obviamente dimensién de orden parcial n — 1, y por lo tanto tiene
dimensién de Alexandroff n — 1, y no existe ninguna topologia Ty con una dimensiéon mas
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grande que (n — 1), pues no se pueden formar cadenas de la forma ry < 1y < - - < 1y con

k>nen X.
Para un conjunto X arbitrario, ahora es claro gue. entre sus Ty - topologias, una
minimal tiene dimension maximal. De eso dedicimos que la dimension no decrece. cuando

pasamos a una subtopologia, lo cual resulta verdad:

2.8.2. Proposicion: Si 7.7 son Iy topologias de Alexandroff sobre X tales que 71 C 75 .
entonces

DIM(X,7) > DIM(X, ).

Demostracién:
Denotamos por <; el orden de especializacion de (X, 7;),i = 1,2. Si 7y C 7». entonces
cualquier cadena en (X, <,) es una cadena en (X. <;). Eso implica que ODIM (X, <) >

ODIM(X,<;), y entonces DIM(X, ;) > DIM(X,75) por el teorema 2.5.9.
O

No obstante, la dimensién no necesariamente crece, cuando pasamos a una subtopologia
propia, como muestra el siguiente ejemplo:

2.8.3. Ejemplo:
Consideramos X = {a,b, ¢} con las topologias 7{, 72 determinadas por las siguientes bases,

respectivamente:

B, = {{(L,b}, {bv C}} B, = {{0,}, {b}v {b’ C}}
Claramente 7y C 72, 7y # 7o, pero DIM(X, ) = DIM(X, ) = 1.

Encontramos la siguiente condicion necesaria para el crecimiento de la dimensién. Aqui
utilizamos nuevamente las notaciones de la demostracién de proposicién 2.8.2, en particular

r<y &= yel. (z) Nr#y parat=12

2.8.4. Proposicién: Sea X un conjunto de al menos dos elementos, y 7,7 dos Ty
topologias sobre X tales que 7y C 7o, y sea (X,T,) de dimension finita n. FEntonces,
DIM(X,7) > DIM(X, ;) implica que, en cada cadena de longitud marimal T, <,
Ty <3 - <) xo =1z en X, eriste un x; € X tal que su vecindad abierta minimal con

respecto a T» no pertenece a Ty.

Demostracién:

DIM(X,7) > DIM(X, ) implica ODIM(X,T) < n — 1. Supongamos que existe una
cadena maximal r, <, rn—1 <; ' <| Tg = 2 con la propiedad de que, ninguno de los x;
esté contenido en una vecindad abierta minimal UV € 7 \ 7. Para 1 =0,1,--., n tenemos
Uy(z;) € 7o, y asi Us(x;) C Uylz;). Si Ux(z;) € 7 \ 71, entonces Us(x;) € 71, y por eso
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[T (r) =0y (ry). lo cual implica la existencia de la cadena @&, <o r,_) <) -+ <o rg = 0.
Asi se obtiene la contradiccion: MX.m n.
A bt ] trad ODIN(X >

Con el objetivo de caracterizar la A-dimensionalidad de un espacio Ty de Alexandroff
(.X.7) por medio de la existencia de una cadena de topologias contenidas en 7. probamos

la siguiente condicidn necesaria.

2.8.5. Proposicién: Sea (X.7) un espacio Ty de Alerandroff con DIM X finita. En-
tonces DIM(X.7) = n implica que existe una cadena de topologias Iy, 7 = 170 C 73 C
<o+ C Ty, donde T, es la topologia discreta.

Demostracion:
i) En el caso n = 0, tenemos que X = Dy, y por el lema 2.4.2, 7 es entonces la topologia
discreta, lo cual implica de inmediato el resultado. A continuacion supongase n > 1.

it) DIM X = n implica por el teorema 2.5.9, que ODIM X = n, por lo cual existe un
z € Xtalque ODILzx = n. Entonces hay una cadenarg < r, < --- < 1, = z de elementos
de X, la cual tiene longitud maximal, implicando que r; € D, para cada i € {0,---,n}.
Los puntos xg,Zy,+.Zp—) no son abiertos, porque la vecindad abierta minimal de cada
uno de ellos contiene a . En consecuencia, en cada D;, 1 =0, .-+, n—1, existe un elemento
no abierto.

i) Definimos

B, = {U(z): e X\D}u{{z}: =€ DS}
By = {U(z): z€ X\ (DJUD}U{{z}: z e (DZUD))}

B,={U(z): z€e X\ (D§U---UD;_}u{{z}: ze(Dgu---UD;_})}

donde U/(x) denota la vecindad abierta minimal de £ € X, y D? denota el conjunto de
todos los puntos no abiertos de D; (por it), D; # 0 para todot¢ = 0.---,n - 1) . Cada

By, k€ {0,---,n}, es una base para una topologia 7 Ty de Alexandroff. La topologia 7,
es discreta, puesto que X = Do U---U D,, y que todos los puntos de D,, son abiertos.
TCT C---C T, es una cadena de topologias distintas, terminando la demostracion.

O

De la prueba de la proposiciéon 2.8.3, es claro que, la condicidn no es suficiente. Por ejemplo,
si Dy tiene k elementos no abiertos xj,--+, ) con k > 1, se pueden construir en lugar de
B,, las siguientes k bases
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Bl ={l"(r): x
Bi = {{7(r): r

X \ {.1"1 1'} U {.1‘1}
X {on o tu{{zh {o}}

(1

M

BY = {Uia): 2 X\ {oy o} U e b (o),

dando origen a una subcadena de k topologias 7{ C .- C 7f en lugar de 7;.
Para finalizar esta seccidn, resumimos las propiedades de las topologias Ty sobre X
en el caso de que X sea un conjunto finito.

2.8.6. Proposicién: Si X es un conjunto finito de n elementos conn > 2, entonces

(i) Entre todas las topologias Ty sobre X existe una minimal Ty con mdrima dimension
(n—1), dadaporro={{yve X: r<oy}, r€ X}U{X},
donde <g es un orden arbitrario lineal sobre X .

(ii) Cada topologia Ty minimal sobre X es homeomorfa a 1o de (i) y tiene por lo tanto la
misma dimension (n — 1).

(iii) Cada topologia Ty sobre X la cual no es minimal, tiene una dimensidn menor
o igual a (n — 2).

(iv) Cada topologia sobre X la cual no es Ty, tiene una dimension DIM menor o igual a
(n—2).

Demostracion:
(i) es claro de los comentarios de arriba.

(ii) Sea T una topologia Ty minimal sobre X. Segin el teorema de Larson/Pahk existe
entonces un orden lineal irreflexivo < sobre X, lo cual coincide con el orden parcial inducido
por T, tal que 7 = {{y € X : r <y}, € X}U{p, X}. Siresun elemento maximo
del conjunto linealmente ordenado (X, <), entonces {y € X : = < y} = ¢, implicando
T={{ye X: x <y}, z € X}U{X}. Existe una permutacion f sobre X tal que f(X)
queda ordenado segin <g de (i), y los abiertos en (X, 7) coinciden exactamente con los de
(f(X).<o). Por eso 7 y 74 son homevmorfos.

(iii) Sabemos de (i) que DIM(X.7) < n —1. Supongamos DIM(X,7) = n— 1. Entonces
ODIM(X,7) =n~-1,yhayunz € X con ODILx = n — 1, implicando la existencia
de una cadena z, < T, < --- < g = r linealmente ordenada en X. Puesto que X
tiene n elementos, 7 coincide con 7g salvo una permutacion de los elementos de X, lo cual

contradice la suposicion.

(iv) Sea T una tcpologia no Tp sobre X. Entonces existen x,y € X talesquex € U(y)Ay €
U/(z), lo cual implica U(z) = U(y). Entonces DILx = DILy y DIM(X) = DIM(X \
{r}). Si el espacio X \ {z} de (n — 1) elementos es Tp, entonces DIM (X \ {r}) < n -2
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por (it).(n:). terminando la demostracion. En otro caso, existen y.z € (X 4 {r}) tales (e
Uxun ) =Uxn (2)y DIM(X) = DIMN(X Y {r}) = DIM(X\ {r.y}). Aplicando
nn argumento andlogo al Mltimo: si (XA {r.y}) es To. e signe DIM(X) = DIM(X \
{r.y}) <n—=3<n-=2 rerminando la demostracion. Ex obvio que este proceso puede ser
continnado. hasta haber eliminado (si la demostracion no terminé antes) todos los puntos
de X salvo un a € X. Pero en este caso, DIM(X) = DIM({a}) =0 < n - 2.

O
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3. Espacios digitales de dimensién n
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En este capitulo aplicamos el concepto de la dimension de Alexandroff al espacio digital
de Kronheimer. brevemente introducido en el capitulo 1. Lo consideramos aqui como un
espacio cociente X del espacio Euclideano IR™, donde X contiene un subespacio denso
discreto £. Las preimagenes de los elementos de € son llamadas ventanas de IR™. Si la
familia de las ventanas es localmente finita, entonces el espacio digital construido sobre
ella es un espacio Ty de Alexandroff [Kro/2]. La dimensién de Alexandroff de este espacio
depende del tipo de las ventanas; y no siempre es igual a n, como verémos en ejemplos en
la seccion 3.1. Demostrarémos en la seccion 3.4, que, para el caso de que las ventanas sean
conjuntos regulares abiertos acotados convexos, estos son los interiores de poliedros (con-
vexos), y entonces el espacio digital tiene dimension de Alexandroff n. Para preparar las
demostraciones de nuestros teoremas, se proporcionan algunos preliminarios en la seccién
3.2, y se demuestran algunas propiedades de conjuntos convexos, en particular propiedades
topoldgicas de conos, en la seccién 3.3.

En este capitulo, cerraduras, interiores, fronteras, y vecindades abiertas sin subindices
se refieren al espacio Euclideano IR™, mientras utilizamos subindices apropiados cuando se
trata de otros espacios.

3.1. Espacios digitales - Factorizacién de IR" sobre la base de fenestraciones

En el trabajo [Kro/2], Kronheimer desarrolla los conceptos de “fenestracién” y de “rejilla”
(grid) de un espacio topoldgico arbitrario. Para los fines de esta tesis, los definimos para
el espacio Euclideano IK™, de la siguiente manera:

3.1.1. Definicién: Una ventana de IR™ es definida como un subconjunto propio no vacio
regular abierto de IR®. Una coleccién de ventanas de IR™ se llama una fenestracidn si
sus miembros son disjuntos (por parejas) y su unién es densa en IR™. Una fenestracién
se llama localmente finita si cada punto de JR™ tiene una vecindad la cual intersecta sdlo
un nimero finito de ventanas. Si X es una descomposicién de IR™, la cual contiene una
fenestracion £, entonces X se llama una £-rejilla si el mapeo natural de proyeccién de IR™
sobre X es abierto.

En lo que sigue, aplicamos la notacién UE = U{W C IR™: W € £}. Sea X una £-rejilla,
y T el mapeo natural de proyeccién de IR™ sobre X. Por la definicién 3.1.1, £ es entonces
una subfamilia de la familia X de subconjuntos de IR™. Interpretamos a X a la vez como
conjunto cociente; asi, cada elemento W de X es un subconjunto de IR™, y n(W) es un
“punto” en el conjunto cociente X.
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Dada una fenestracion arbitraria €. se obtiene inmediatamente una &-replla trivial,
definiendo (Kro/?2]

Xppivial =€ o {{e} - r € RM\ UE}.

La estructura de una fenestracion de R? (6 de IR®) es conocida de la literatura dedi-
cada a la "geometria discreta”; con la diferencia de que, en general se consideran familias
de conjuntos cerrados. Asi, segun Quaisser podemos definir lo siguiente (vea [Quaj, de
donde aplicamos aqui las definiciénes 8.1.2 y 9.1.1 al espacio Euclideano).

3.1.2. Definicién: Una familia G de subconjuntos cerrados de IR™ se llama

- un empacado , s los interiores de cualesquiera dos elementos distintos A4, B de G no se
intersectan.

- una divisidn, si G es a la vez cobertura (es decir, U{A C IR"*: A € G} D IR") y empacado.
- un mosaico, si G es una division localmente finita de IR™, y cada elemento de G es
homeomorfo a un disco cerrado.

Una divisién, cuyo mimero de elementos es a lo més numerable, se llama un adoquinamiento
(“tiling”) de IR™ por Schulte [Schu] y por Fejes y Kuperberg [Fej,Kup]. La definicién
de un adoquinamiento de IR® (“plane tiling”), fue introducida por Griinbaum y Shep-
hard [Grii/She]. En este 1iltimo trabajo, sin embargo, se suponen de manera informal
propiedades adicionales a la divisidn numerable, y la mayoria de los estudios se realizan
sobre mosaicos.

Las fenestracidnes localmente finitas estan estrechamente relacionadas con las divi-
siones y, como verémos mas tarde, algunas también con los mosaicos. Nétese primero
que

3.1.3. Lema: (proposicién 2.2, cap. 1 de [Pea]) Si £ = {W,,i € I} es una fenestracion
localmente finita de IR", entonces la familia & = {cl(W;),1 € I} también es localmente
finita, y

cd(U{W;,2 € I}) = U({cl(W;),i € T}).

a

3.1.4. Corolario: Si &€ = {W,,i € I} es una fenestracion localmente finita de IR™,
entonces {cl(W;),1 € I} es una divisién de R™.

Observese que, puesto que cada elemento de una fenestracién de JR™ es un conjunto abierto
no vacio, el nimero de estos elementos es a lo mas numerable, debido a la separabilidad
del espacio Euclideano. Por eso, la familia de las cerraduras de los elementos de una
fenestracion localmente finita de JR™, también es un adoquinamiento segin la definicidon
de [Schul.
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Cada E-rejilla X es un espacio topologico, con la topologia coclente 7y .
x ={MCTX: 7 HM) € g}

donde T« es la topologia Euclideana de IR™. La topologia relativa 7 sobre £ con respecto
a 7x es discreta. v el subespacio (£.7¢) es denso en (X, 7x). En general. para una fenes-
tracion fija £, existen varias &£-rejillas. Por eso, Kronheimer impone la siguiente propiedad
de minimalidad a las £-rejillas que sirviran como modelos topoldgicos de imdgenes digitales.

3.1.5. Definicién: (de [Kro/2]) Una &-rejilla X de IR™ se llama minitnal si todo mapeo
continuo abierto de X sobre una £-rejilla, siendo invectivo sobre £, es un homeomorfismo.

Esta definicién es una consecuencia natural de la definicién de la £-rejilla; tomando en
cuenta que la fenestracién £ esta fija, y la proyeccién de IR™ sobre cualquier £-rejilla X es
abierta. Aplicando una definicién andloga, se estudian por ejemplo espacios minimales de
Hausdorff [Wil].

Aplicando la definicién 3.1.5, una £-rejilla X no es minimal, siempre cuando existe
un mapeo f de X sobre otra £-rejilla X', donde f es continuo y abierto, la restriccién
de f sobre £ es un homeomorfismo, pero f no es inyectivo sobre X \ £. Kronheimer
demuestra, que para toda fenestracién £, y para toda £-rejilla X, existe un mapeo frin
continuo abierto de X sobre una £-rejilla Xpm;, minimal, el cual es inyectivo sobre € y
hace conmutar el siguiente diagrama ([Kro/2], teorema 4.4):

fvntﬂ
X - Xrnin
™ T Tmin /
Bn
donde 7, 7,,,, son las proyecciones naturales de IR™ sobre los espacios cocientes X, X,,;n.
respectivamente.

3.1.6. Ejemplo: Recordamos la fenestracién estindar de JR?, dada por el conjunto
& de todos los cubos unitarios abiertos 2-dimensionales en IR? centrados en puntos con
coordenadas enteras [Kro/2] (vea también capitulo 1 de esta tesis). Sea X, la £-rejilla
trivial, es decir
X, =¢EUu{{z}: z € R*\ UE}.

La figura 3.1 representa, a parte de X, otras dos &-rejillas Xy y Xpmin. Es evidente que
Xj y X7 no son minimales. El mapeo f que identifica cada tres elementos de X, cuyas
preimagenes son los segmentos horizontales y el punto en medio de ellos, al segmento
horizontal unitario, como senala la figura 3.1, y analogamente, que identifica cada tres
elementos de X7 cuyas preimagenes son los segmentos verticales y el punto en medio de
ellos, al segmento vertical unitario, y es una biyeccién sobre el conjunto de todos los otros
elementos de X, es precisamente un mapeo continuo abierto, homeomorfismo sobre £.
Sin embargo, f(X5) es la €-rejilla X,,,ip, la cual no es homeomorfa a X,. Es fécil ver, que

Xmin €s una €-rejilla minimal.
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Figura 3.1. £-rejillas de la fenestracion estandar de R?

Cabe enfatizar, que una £-rejilla minimal, la cual existe segin [Kro/2] para cualquier
fenestracién £, es inica salvo homeomorfismos, debido a la definicién 3.1.5. Fue probado en
[Kro/2] también, que para toda fenestraciéon &€ localmente finita, la £-rejilla minimal es un
espacio Ty de Alexandroff. En consecuencia, a este espacio podemos aplicar la dimension
de Alexandroff, la cual coincide aqui con la dimension del orden de especializacién (vea
capitulo 2) de la topologia cociente.

La familia de las cerraduras de los elementos de la fenestracién estdndar de IR? es
un mosaico, cuyos elementos son poligonos (cerrados) convexos regulares. Ademas de este
mosaico cuadratico, existen solamente dos otros mosaicos de IR* de poligonos convexos
regulares, el trigonal y el hezagonal, vea por ejemplo [Qua]. Las respectivas familias de los
interiores de sus elementos son las fenestraciones representadas en figura 5 en pagina 10.
que dan origen a £-rejillas 2-dimensionales:

3.1.7. Ejemplo: Sean Epez, £ri las fenestraciones representadas en figura 1.5b) y 1.5c¢)
(vea péagina 10). Las respectivas £-rejillas minimales X}z, X¢ry son espacios Tp de Alexan-
droff de dimension 2, vea figura 3.2, cuyos ordenes parciales de especializacién coinciden
nuevamente con la relacion de fronterizar entre poligonos.
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Figura 3.2. £-rejillas minimales de fenestraciones de IR?.

Los espacios topoldgicos clave aplicados por Kronheimer para modelar imagenes digi-
tales, son £-rejillas Tp semiregulares, en particular de fenestraciones localmente finitas.

Un espacio topolégico se llama semiregular si existe una base de conjuntos abiertos
regulares [Wil]. La clase de los espacios semiregulares es una superclase propia de la de los
espacios regulares. Recordamos que un espacio X se llama regular si para cada conjunto
cerrado A C X y cada punto £ € X \ A existen conjuntos abiertos I/, V en X tales que
rell,ACV yUnNV =@ (vea [Arh,Pon] o [Pea], nétese que aqui no se requiere el T}-
axioma; otros autores si lo requieren, como por ejemplo en [Eng/1]). Un espacio regular
no necesita ser de Hausdorff, sin embargo, un espacio regular T si lo es. La regularidad
de un espacio de Alexandroff se caracteriza por el hecho que la relacién < definida por
r <y <= 1z € cl({y}) es una relacién de equivalencia {(Kon,Kop,Mey/2]: es evidente que
la propiedad interesante para eso es la simetria de la relacién <; supongase primero que <
sea simétrica, y sea A un cerradoen X, y x € X\ A. Para demostrar la regularidad de X es
suficiente probar que M = (U{U/{a): a € A})NU(z) = &, donde U(y) denota la vecindad
ablerta minimal de cualquier y € X. Sisuponemos que existe m € M, entonces existe a € A
tal que z € U{a)NU{x). Puesto que este ultimo es abierto, se sigue U(z) C U(a)NU(x). De
la simetria de < se obtienea € U{2), y £ € X \ A implica U{z) C X \ A. En consecuencia
a € U(z) CU(z) C X\ A, locual es una contradiccién. Para demostrar que la regularidad
de X implica la simetria de <, supongase que < no es simétrica. Entonces existen r,y € X
tales que x < y,y £ x, asi que tenemos U(y) C U(z),z & U{y). X \ U(y) es un cerradc
que no contiene a y; sin embargo, no es separable de y, puesto que £ € X \ U(y) implice
que todo conjunto abierto que contiene a X \ U(y), contiene tambien a [7(x) y con eso ¢
U(y). En consecuencia X no es regular.

Kror.heimer demuestra que toda £-rejilla Ty semiregular es minimal ([Kro/2}, lem:
7.1). De importancia especial son los espacios localmente finitos, pues ellos siempre son d
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Alexandroff. Recordamos gue nn espacio opologico X e Hama localmente firato st todo
punto en X tiene wna vecindad abierta finira. St la E-rejilla X ex un espacio Ty senireg-
ular. v £ es una fenestracion localmente finita (entonces el espacio X es localmente finito
también). entonces el espacio X resulta ser un espacio Ty de Alexandroff ([Kro /2] teorema
R.2), v por lo ranto un poset. v cnalguier (otra) E-rejilla Ty semiregnlar es homeomorfa
X 1o enal se signe de la definicion de minimaiidad. Nosotros llamamos una £-rejilla 1
senmiregnlar de nna fenestracion localmente finita un espacio digital

Enlos ejermnplos 3.1.6. 3.1.7. las £-rejillas que son espacios digitales construidos de fene-
straciones de IR*, tienen dimensién de Alexandroff 2. Sin embargo. existen fenestraciones
de IR?. cnvas £-rejillas minimales tienen una dimensién diferente de 2. como muestran los

siguientes ejemplos.
3.1.8. Ejemplo: Sea £ la fenestraciéon de IR* dada por

. o . s
E={w, i€} conw, =Dy w; =D\ cl(D_)); i > 2.
donde D3, D3. - son discos abiertos concéntricos con radios 1,2, .

£ es localmente finito, y la £-rejilla minimal, X = £ U {x,Z2," -} esta representada en
figura 3.3(a). Tenemos

un un u'3
< o, T2 <, I3 <, vy
uv ws Wy
y entonces ODILx; = 0, ODILw; = 1 para todo i, lo cual implica que DIM X =
ODIM X = 1. Notese que obtenemos el mismo resultado, si tomamos la fenestracién de

poligonos (no convexos) de figura 3.3(b).

Figura 3.3. Una &-rejilla uno-dimensional de IR?.
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3.1.9. Ejemplo: Sea &: el punto origen de un sistenma cartesiano de coordenas en [H-.
la parte positiva del eje ¢, 1y la parte negativa del eje y, I3 la parte negativa del eje & (para
Lo se excluve el punto origen), v oy la curva de la funcion sen(l/r)/r. mientras que
sean wy. U . Wy, wy las reglones abiertas acotadas por ol(ry). cl{xy). cl{rs). el(xy). como se

ve en la figura 3.4

Wi ” Ws

S V/\\/N‘

x W,

" Figura 3.4. Una £-rejilla tri-dimensional de R2,

£ = {w;,wq, w3, ws} es una fenestracién de IR?, y la £-rejilla minimal es X = £ U
{xy,x2,23,24,25}. Si < es el orden de especializacién del espacio X, encontramos las
siguientes cadenas:

Iy w3y Iy <w,

Is < <zy < , Ig < s
Io Wy I3 < wi

implicando ODI Lws = ODILwy =3, ODILw, = ODILwy = ODILzy =2, ODILx, =
ODILxy =0ODILz3 =1, 0DILxs =0, y entonces DIM X =O0ODIM X = 3.
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3.2. Preliminarios .

En esta seccidon recordamos algunos conceptos conocidos de la literatura, relacionados a
conjuntos convexos. Seguimos a continuacion las definiciones de Eng.Sie] (capitulos 0.4 v
1.10). También resnmimos propiedades conocidas de conjuntos convexos. particularmente
de poliedros. v dos resultados de la topologia general. que se aplican en las secciones

subsecuentes.

Una secuencia finita ag.ay,---,a, de puntos de IR™ se llama afin dependiente si exis-
, : k

ten nimeros 7o, Ty, - .Tx, no todos ignales a cero, tal que Y~ _(ra; =0v ) [ _or =

0. En otro caso, la secuencia se llama afin independiente. (Claro que ag,aj.---.ak es

afin dependiente [y. respectivamente, independiente] si y sélo si a; — ap, -+, ax — ag es

linealmente dependiente [independiente|). Para a.b € IR", a # b, el conjunto
L={(l-r)a+rb, re R},

es la recta que pasa pora yb. Sia b,a’,b’ € R*,a # b,a’ # b’ y L es una recta que
pasa por ay b, y L’ es una recta que pasa por a’ y b’, entonces L’ se llama paralela a L
si b’ —a’ = r(b — a) para algin r € IR. Un subconjunto H de IR™ se llama subespacio
afin (6 plano en [Rin]) si H es un sélo punto, o para cualesquiera dos puntos distintos de
H | la recta que pasa por ellos, estd contenida en H. Por ejemplo, cualquier recta es un
subespacio afin.

La interseccidn de cualquier familia de subespacios afines de IR" es nuevamente un
subespacio afin; y para M C IR", la interseccién de todos los subespacios afines que
contiene a M, se lama la cerradura afin de M y se denota por afin(M). Resulta que
(teorema 0.4.6 de [Eng,Sie])

k
ofin(M) = {3 ra € Myr € R, i =0, Lok, 3 = 1),
1=0 1=0

Para todo subespacio afin H existe N C H, N afin independiente, tal que H = afin(N);
y si H = afin(Ny) = afin(N;), con Ny, N2 afin independientes, entonces Ny y N tienen el
mismo numero Kk de elementos, y el nimero k — 1 se llama dimensidn afin de H.

Ahora,si H C IR" y a € H, entonces H es un subespacio afin si y sélo si H—a = {h—
a: h e H} es un subespacio vectorial. Claro que entonces la dimensién afin de H coincide
con la dimensidon “vectorial” (es decir, el nimero de vectores linealmente independientes)
del subespacio vectorial H —a. Notese que la dimensidn de cualquier subespacio afin propio
de IR™ (es decir, no igual a IR™) es menor o igual a n—1. Enfatizamos, que, ademas, debido
a que la traslacion es un mapeo topoldgico, el subespacio afin H es un espacio topoldgico
homeomorfo al subespacio Euclideano H — a (este con la topologia relativa a la topologia
Euclideana de IR™). En consecuencia. si la dimensién afin de H es igual a k, entonces H
es homeomorfo a [R*. Es claro también que todo subespacio afin de IR™ es un subespacio
topoldgico cerrado.

Un subespacio afin H de IR™ que tiene la dimensién afin igual a n — 1, se llama
hiperplano de IR™; y este H es el conjunto de soluciones de una ecuacién lineal

g + Z?:l a;x; =0,
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donde de los coeficientes ap. -+ ay, no todos ~on iguales a cero. Entonces. cada uno de los
dos conjuntos definidos por las inigaldades

o=, 2000 =5 g, <0
se llama semiespacio cerrado de IR™ determinado por H. También. cada uno de los dos
conjuntos definidos por

ag+ Yo > 0000+ Y ar, <0,
se llama semiespacio abierto de IR™ deterininado por H. St Hy, Hs son los dos semiespacios
abiertos de IR"™ determinados por H, entonces [R" = H, U H, U H es una descomposicion
de R™, es decir, H N Hy = HiNH = HyNH = §. Notese que un semiespacio cerrado
[respectivamente, abierto] definitivamente es un subconjunto cerrado [abierto] del espacio
Euclideano IR™; y si M es definido por ag + Z?:l o, >0,y N por ap + Z?:l a,x, >0
(6, analégamente, M por ag + 5. a,x; < 0,y N por ag + Z?=1 a,r; < 0). entonces
M =c(N)y N =int(M).

Ahora sean a,b € [R". El conjunto

[a,b—)={(1-r)a+rb: re R,r >0}
llamamos rayo con origen a que pasa por b; y el conjunto

a,bj={(1-r)a+rb; re RO<r <1}
se llama segmento cerrado con puntos finales a y b. Nétese que, distintos puntos a,b € IR™
determinan una recta tnica L = afin([a, b)), y obviamente L = [a,b —) U [a.c —) para
algin ¢ € L,c # a tal que a € [b,c]. Ademds vale entonces que [a, b] es cerrado en el
espacio topoldgico L, el cual es homeomorfo a [R; y int;([a,b]) = [a,b] \ {a, b}, donde
int; denota el interior con respecto a L. Denotamos (a,b) = int;([a, b]), lo cial se llama
segmento abierto entre a y b, y [a,b) = [a,b]\ {b},(a,b] = [a,b]\ {a}.

Un subconjunto M de R™ se llama convezo si [a,b] C M para todo a,b € M. La
interseccion de cualquier familia de conjuntos convexos en IR™ es nuevamente un conjunto
convexo, lo cual da origen a la siguiente definicidén: Si M C IR™, entonces la interseccion de
todos los subconjuntos convexos de IR™ que contienen a M, se lama la cerradura conveza
de M, y se denota por conu(M). Resulta que

k k
conu(M) = {Zria;; a,eMr; >0, t=0,1,--,k, Zri =1}
1=0 —0

Es facil de demostrar que la cerradura y el interior de un conjunto convexo son con-
vexos ([Gri] pag. 9, [Eng,Sie] lema 1.10.13). Es también bien conocido que

3.2.1. Lema: ([Grii]) Todo conjunto convezo abierto es regular abierto (int((cl(A)) = A),
y todo conjunto convezo cerrado con interior no vacto es reqular cerrado (cl(int(A)) = A).

3.2.2. Lema y definicién: ([Eng,Sie] lema 1.10.12, {Grii] pap.9, [Rin] 31.7) Para todo
subconjunto no vacio convero C de IR™ existe eractamente un subespacio afin H de IR"
que contiene a C y satisface que inty(C) # @. Tal H se llama plano de soporte de C':
H es el subespacio afin de dimensidn afin minimal entre todos los subespacios afines que

contienen a C, y la dimensidon del convexo C se define por dimC = dimH.
0O
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Sl T entoners an Wperplano beose Hama an loperplare fronterizo de AL siempre
v enando AN = v A esta contenido en ino de los semiespacios determinados por h.
3.2.3. Lema: ((Schl. 0.1 corolario p.6d) S04 T R es un conjunto cerrado convero con
interior no vacio, entonees cada punto de la frontera de A estd contenido en al menos un

hiperplaro fronterizo de A.
0

3.2.4. Lema: ([Eng. Sie]. teorema 1.10.9: [Sto/Zie]. proposicién 1.1.X) Si M C R™ es un
subconjunto compacto convero con interior no vacio, entonces eriste un homeomorfisio
de M sobre el disco cerrado unitario, el cual mapea la frontera de M sobre la frontera de

este disco, es decir, sobre la esfera unitaria.
O

3.2.5. Lema: ([Rin]. 31.17) Un conjunto cerrado convero n-dimensional en IR™ es una
interseccion finita de semiespacios de IR™ st y solo st su frontera estd contenida en una
union finita de subespacios afines propios de IR".

g

3.2.6. Definicién: Un subconjunto acotado de IR™ el cual es representable como inter-
seccién finita de semiespacios cerrados, se llama poliedro.

Nétese que, segin nuestra definicidén, todo poliedro es convexo. Obviamente, todo poliedro
es cerrado y por lo tanto compacto. Es bien conocido que toda interseccién de poliedros
(si no es vacia), es nuevamente un poliedro [Grii]. Si Hy,Hy, -+, Hix son semiespacios
cerrados, y

P=H NHyNn---NHy
es un poliedro de dimensién n, entonces su plano de soporte es [R™, y

int(P) =int(H,) Nint(Ha) N - Nint(Hy)
fr(P) Cfr(H) U fr(H2)U--- U fr(Hy),

siendo la tdltima una unién de hiperplanos. Enfatizamos que, si P es un poliedro en IR™,
nos referimos siempre a su dimensién afin, la cual denotamos por dim P, y recordamos que
dimP = dimH, si H es el plano de soporte de P. Sin embargo. P es también un subespacio
topolégico del espacio Euclideano IR™, y es bien conocido que la dimension afin de P
coincide con su dimensién topoldgica: tanto con su dimensién inductiva pequena ind como
con su dimensién inductiva grande Ind como también con su dimensién de cobertura dim
(vea por ejemplo [Eng/1] y [Eng,Sie]), asi que nuestra notacién dimP no causa confusion.

3.2.7. Lema: ([Rin], 31.13) St P es un poliedro, y S es un hiperplano tal que SNP # 0 y
SNint(P) =0, entonces P estd completamente contenido en uno de los dos semiespacios

cerrados determinados por S.
O
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3.2.8. Lema y definicidn: Si £ es un poliedro de dimension no v 8 ex un hiperplano
tal que S NP = 3.5 0 int(F) = & entonces P S es nn conjnnto cerrado convexo de
dimension menor o ignat a n — 1. Enel caso dun{(P 0 S) =n — 1.5 se llama plano lateral

de P.v P71 S se lama una (0 — Lj-rara de P

m
—J

3.2.9. Lema: ([Rin] 31.16) Cada conjunto convero cerrado P de dimensién n el cual es
una interseccion finita de semiespacios, tiene una representacion P =H N Hy N - 0 Hy,
donde H; son semiespacios cerrados, y fr(H;) N P son los planos laterales distintos de P,

i=1,2,--n. Esta representacion es dnica salvo el orden de los fr(H;).
0

3.2.10. Lema: ([Rin] 31.18) Cada (n — 1)-cara de P es un poliedro (n — 1)-dimensional,

y fr(P) es igual a la unién de sus (n — 1)-caras.
4

3.2.11. Definicién: ([Rin]) Toda interseccién finita y no vacia de (n — 1)-caras de P se
llama cara propia de P,y P mismo se llama cara impropia de P. Un subconjunto S de P
se llama cara de P si es una cara propia o S = P.

Obviamente, cada cara propia de un poliedro n-dimensional P es nuevamente un poliedro,
de dimensién menor o igual a n — 1.

3.2.12. Lema: ([Rin}, p. 311) Todo poliedro n-dimensional P (n > 1) tiene por lo menos

una cara de cada dimension k, 0 < k<n-1.
0

En las demostraciones de las secciones subsecuentes también se aplicaran los siguientes
resultados conocidos de la literatura:

3.2.13. Lema: Aplicando cualquiera de las dimensiones cldsicas ind. Ind, dim, para
M C IR™ vale que:

(i) M tiene dimensidn n si y sélo si int(M) # 0.

(ii) M tiene dimensidn > n — 1 si M es un separador cerrado de IR™.

(para una demostracion de (i) vea [Ark,Pon] teorema 20, o [Eng/2] 1.8.11; referente a (i)

vea [Eng/2] 1.8.14)
]

Aplicando este lema, y debido a que un subespacio afin H de IR™ es homeomorfo a IRF
para algin 0 < k < n, se obtiene lo siguiente:
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3.2.14. Corolario: St H s wn subespacro afin de /K™y P oes un policdio B otal qur
P Z H. entonees

dimP #k & dimP <k -1 <= inty{f) =1
3.2.15. Lema: (Teorema de Baire) ([Eng.Sie| teorema 6.4.2) Si X ¢s un espacio
métrico completo, y {B,.,n € w} es una famidia numerable de subconjuntos densos en

ninguna parte de X, entonces su union B = U{B,,n € w} tiene muterior vacio.

En particular, este teorema es valido en cnalquier subespacio afin H de IR", puesto que H
es homeomorfo a IR* para algin 0 < k < n.
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3.3. Sobre conjuntos convexos y conos

En esta seccion deducimos algnunas propiedades de conjuntos convexas, en particular de
conos, donde definimos un cono como la cerradura convexa de la union de un conjunto
convexo con un punto exterior. Las propiedades topoldgicas del cono demostradas aqui
seran importantes para demostrar nuestros teoremas principales de este capitulo. '

Para las siguientes demostraciones, recordamos que [R" es un espacio métrico y por lo
tanto 13 v T (entonces, para todo r € IR™ y toda vecindad abierta [7(z) de r. existe una
vecindad abierta V{z) de z tal que ¢l(V(z)) C U(z), vea proposicién 1.5.5 de [Eng/1]).

Denotamos para r,y € R"™ por d(z,y) la distancia Euclideana entre £ y y, y aplicamos
también la notacion usual d(z, M) = inf{d(z,m): m € M}, parax € R*, M C R". Si
z,y,z € IR, denotamos A(r.y, z) = conv({x,y, 2}).

3.3.1. Lema: S5i A, B son subconjuntos disjuntos convexos abiertos acotados de IR™ tales

que cl(A)Ncl(B) # 0, entonces

(i) d(A)Nel(B) = fr(A)n fr(B). Ancl(B)=d(A)N B =0,

(11) c{A)Ncl(B) es un subconjunto convezro compacto k-dimensional de un subespacio afin
de dimension k de IR™, donde 0 < k< n — 1.

Demostracion:

(i) es obvio

(ii) 0 < k < n—1 se sigue del lema 3.2.13(i), debido a que int(cl(A)Ncl(B)) = int(cl(A))N
int(cl(B)) = AN B = (puesto que A, B son abiertos regulares por ser convexos segin
el lema 3.2.1). Tambien es claro que ¢/{A) N c(B) es un subconjunto convexo compacto
de IR™. Ademds, aplicando el lema 3.2.2, existe un subespacio afin H de IR™ tal que

dim(H) = dim(cd(A) N cl(B)) (su plano de soporte), lo cual completa la demostracion.
D

Para estudiar en la seccién subsecuente fenestraciones cuyos elementos son los interi-
ores de poliedros, aplicamos el concepto de cono definido a continuacion:

3.3.2. Definicién: Si V es un subconjunto convexode IR™, V # @y p € IR™\ V, entonces
se define el cono sobre V con vertice p por C(V,p) = conv(V U {p}).

Noétese que esta definicidn de cono no coincide con las definiciones de un cono métrico y
de un cono topoldgico, los cuales son definidos como espacios cocientes, vea por ejemplo
en [Eng,Sie] los ejemplos 3.2.13 y 7.4.50. Nuestro cono es simplemente un subconjunto
convexo particular de IR", el cual se caracteriza por lo siguiente:

3.3.3. Lema: Para todoe V C IR™, V convero, V # 0, p€ R™\ 'V, se sigue que
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C(Vip)={r e R": enster Votal que & € j) IJ}

Demostracion:
Sea M = {r £ R : eriste v € V' tal que r € pory}. Hay que demostrar que M es el
conjnnto convexo mas pequeno que contiene a VU {p}.

Puesto que V # 0 v p & V7, se signe gne M tiene al menos dos elementos.

Para demostrar que M es convexo, sean a.b € M.a # b, y sea ¢ € [a.b]. Hay que
demostrar que ¢ € M. Eso es trivialmente verdad si ¢ = a o ¢ = b, asi que asumimos gue
c#a,c#b Puesto que a,b € M. existen vy.v € V tales que a € [p.v1].b € [p.va]. Si
a = p entonces ¢ € [p,b] C [p, vy]; analogamente, si b = p entonces ¢ € [a,p] C [p.vi]. y en
ambos casos se obtiene ¢ € M: asi que ahora suponemos que a # p,b # p. vea figura 3.5:

Figura 3.5.

Obviamente el rayo con origen p que pasa por c intersecta al segmento {v;,v2] en un punto
v3 (eso es verdad inclusive cuandoa =v; V b=1uv2;sia =v; A b= vs, entonces c = v3).
Puesto que V es convexo, si sigue v3 € V. y ¢ € [p,v3] implica c € M.

Es claro que cualquier conjunto convexo que contiene a V U {p}, contiene a M, y la

demostracién es completa.
O

En la seccién subsecuente aplicarémos las siguientes propiedades de un cono generado
por un disco (abierto o cerrado) y un punto exterior.

3.3.4. Lema: Si V es un disco (abierto o cerrado) de dimensién n en IR™. y p €
IR™ \ c(V). entonces vale lo siguiente:
(i) StV es cerrado y v € V tal que afin([p,v]) es una tangente al disco V,
entonces [p,v] C fr(C(V.p)).
(it) Stz € int(V), L = afin([p,z]), a,b € L tales que p € (a,b), entonces
(a,8) Nint(C(V, p)) # 8 y (a,6) O (R \ C(V,p)) # 0.
(1) int(C(V.p)) = C(int(V), p) \ {p}.
(iv) Si V es abierto, entonces
int(C(cl(V),p)) = {xr € R": existev € V tal que x € (p,v]}.

Demostraciéon:
(i) Primero demostramos que p € fr(C(V,p)). Asumimos por lo contrario que p €
int(C(V,p)). Entonces existe un disco abierto U/ (p) centrado en p, tal que U(p) C C(V,p),
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de lo cual snponemos, <in pérdida de generalidad. e (U {p)) < C{V.p). Sea S
SrilU{p)). v escogemos a. bt € 5 tales que p € (a.b). Aplicando el lema 3.3.3. a. b e ('{17 p)
inplica que existen @’ b < V tales que a € [p.a’i b € p bl Pero entonces a’ a.p bt se
encuentran sobre la misxma recta v {(a.b) C la’ . b']. v debido a que V7 es convexo. se obtiene
peV (pues [ b C V). lo cnal es nna contradiccion a la suposicion del lema.

Ahora suponemos v € Vir € {p.v), donde L = afin(p.v]) = afin{[p. x]) sea una tan-
gente a V. Entonces, denotando por ¢ el punto centro de V', r = d(c.v) es el radio de
V' v los puntos p. v, ¢ no son colineales, por lo cual, el subespacio afin P = afin({p, v.c})
tiene dimensién 2. Para demostrar £ € fr(C(V,p)), asumimos por lo contrario que r €
int{C'(V.p)) (¢ € C(V,p) se sigue de x € [p.v] por el lema 3.3.3). Eso implica que existe
un disco abierto [7(r) centrado en x con radio €, tal que cl({/(z)) € C(V.p). Sea L'
una tangente al disco c(U7{r)) tal que p € L. L’ C P: y suponemos ademas que, si y
es el punto de interseccién de fr(lU/(r)) con L' (obviamente y # p, puesto que r # p),
entonces [p.y —) v V se encuentran en diferentes semiespacios de P generados por el
hiperplano L en P, como muestra la figura 3.6. Debido a que c/({U'(x)} C C(V.p) se sigue
que y € C{V,p), por lo cual existe v/ € V tal que y € (p.v'], y puesto que (p,y] C (p,v’],
se obtiene v/ € L. Obviamente d(c.v') > d(e,L') = d(c,a), donde a € L' tal que [c,q]
es perpendicular a L'. También es claro que a ¢ [¢,v —), pues tanto [p,a] y [¢, a] como
también [p.v] y [c,v] forman angulos rectos, sin embargo, L y L’ no son paralelas por
intersectarse en p. Asi que consideramos en P los tridngulos A(p,y,z) y O&(c,v,b), los
cuales son rectangulares y similares, implicando r = d(p,y)(d(p.x))"'d(b,c). Por e > 0
obtenemos d(p,y) < d(p,z) * . Entonces d(p,y)(d(p.x))~! < 1, lo cual implica r < d(b, ¢),
y tomando en cuenta d(a,c) > d(b, ¢), se sigue d(c,v') > r, y por lo tanto v’ € V, lo cual
es una contradiccién.

Figura 3.6.

(1i) Sea v € int(V), L = afin([p,v]), y (a,b) un segmento abierto en L tal que p € (a,b).
Entonces existe un disco abierto A(v) centrado en v con radio € tal que cl/(A(v)) C V.
Claro que p # v pues p € V. Sin pérdida de generalidad suponemos que b € [p,v —).

* aplicamos los simbolos <, > para excluir la igualdad
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Primero demostramos que (a,b) Nint(C(V.p)) # 0. En caso de que v € (p,b). tenemos
¢ € (a.b) Nint(C(V,p)). pues obviamente int(V) C int(C'(V.p)). Asumimos ahora ,b €
(p. v} vea figura 3.7,y seca m € (p,b)im € [p. v] implica por el lema 3.3.3 que m € C(V.p).
Debido a que m # v, podemos suponer. sin pérdida de generalidad, que m & (Il(f/l(l.’))‘
De cl{A(v)) C V se sigue que C(c(A(v)).p) C C(V,p). Por el otro lado, ¢s obvio que;
el disco B(m) centrado en m con el radio ¢ dado por 6 = d{p.m)(d(p,v))~ " (obtenido
considerando los dos tridngulos rectangulares similares A(p,m,q') ¥ N(p,v,q) en la figura
3.7). satisface B(m) C C'(cl(A(v)),p). Consecuentemente m € (a,b) Nint(C(V,p)).

Para demostrar que (a,b) N (IR™ \ C(V.p)) # 0. consideramos n € (a.p). Notese
que L = ([p.a—)\ {p}) U ([p,6 =) \ {p}) U {p} es una descomposicion de L, y entonces,
debido a que p € V., b € [p,v], v € V, se signe VN LN ([p,a—)\ {p}) = 0. Es claro que
n € [p.a—)\ {p}. Si suponemos n € C(V,p), se sigue del lema 3.3.3 que existe w € V tal
que n € [p,w]. Pero entonces w € ([p,a—) \ {p}) NV, lo cual es una contradiccion. En
consecuencia n € (IR™\ C(V,p)) N (a,b).

a n
-.—_.

Figura 3.7.

(iii) Sea M = {x € IR™ : existe v € int(V) tal que x € [p,v]} \ {p}. El lema 3.3.3 implica
que M = C(int(V),p) \ {p} € C(V,p). Para demostrar que M = int(C(V,p)), probamos

primero que M es abierto; asi que sea m € M.

Obviamente int(V) C M, pues m € int(V) implica m € [p,m], y m # p puesto que
p & int(V). Asi que suponemos ahora m € M \ int(V). Entonces existe v € int(V)
tal que m € (p,v), y existe un disco abierto A(v) centrado en v con radio € tal que
cl(A(v)) C int(V). Definimos un disco abierto B(m) centrado en m por el radio § dado por
6 =d(p,m)-c-(d(p,v))1, vea figura 3.7 (¢, 8 son las longitudes de lados correspondientes
de dos tridngulos similares).

Afirmamos que B(m) C M. Para ver eso, ndtese primero que cl(A(v)) C int(V)
implica C(cl(A(v)),p) C C(int(V),p), y por lo tanto C(cl(A(v)),p) \ {p} C M. Por el
otro lado, por la construccién de § es claro que B(m) C C(cd(A(v)),p) \ {p} (p & B(m)
se obtiene considerando el tridangulo A(p.¢’,m) en figura 3.7, donde por el teorema de
Pitagoras d(p,m) > § > 0). En consecuencia B(m) C M, por lo cual M es abierto, y
entonces queda demostrado que M C int(C(V,p)).

Para demostrar que int(C(V,p)) C M, sea x € int(C(V,p)). Entonces existe un disco
abierto U(z) centrado en z con radio ¢ tal que [7(z) C C(V, p). Claro que [p,z —)NV # §;
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v puesto que p & Vo [por — i N e(V) o es sélo un prunto, o mds bien es un segmento.
Ion el prim(r caso. afin([p.r —)) es una tangente al disco ¢/(V): lo enal implica por (7]

que € fr(C{V.p)). (e e una contradiccion.  Consideramos el segundo caso. donde
p.w— ﬂ(/(l ) = [y 0] para vy vy € (V) 0y # 0. Lp '1'~+) N (V) = {epoe b v osin
pérdida de generalidad suponemos que [p,vo] = [p. 3] U [0y 10, Claro que a2 € [pom].

p.x—)NC(V,p) = [p.vsl. Entonces el segmento U{x) N {p. X —r) esta contenido en [p. vl
lo cnal implica que d(x,p) > ¢ v d(a,v9) > €. v por lo tanto . # p.o # va. St € (poi].
se puede escoger un v € (vy.vq) tal que @ € (p.v]. Obviamente v € int(V), lo cnal implica
£ € M. Six € (vp.v2). entonces @ € int(V) vy a € (p.r]. implicando nuevamente o € M.
lo cnal completa la demostracion.

(iv) es una consecuencia inmediata de lema 3.3.3 y (ii7), tomando en cuenta que un disco

ablerto es regular ablerto.
O

3.3.5. Corolario: Si P es un poliedro en IR™ y z < int(P), a € fr(P), enlonces
(a,z] C int(P).

Demostracion:
De z € int(P) se sigue que existe un disco abierto [7(2) centrado en z tal que U(z) C P,y
sin pérdida de generalidad podemos suponer que el(U/{z)) C P. Aplicando el lema 3.3.4,
obtenemos que (a, 2] C C(U(z),a) \ {a} = int(C(cl(U(z)),a)). Por el otro lado. « € Py
cl(U7(2)) C P implican que [a c] C P para cualquier ¢ € cl(l7(z)). puesto que £ es convexo.
De eso se obtiene por el mismo lema que U{[a,c] : ¢ € cl(U(z))} = C(cl(U(z)),a) C P.
Por lo tanto int(C(cl(U(z)),a)) C int(P), y entonces (a, z] C int(P).

O
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3.4. Fenestraciones poliedrales

3.4.1. Definicidon: Una fenestracion localmente finita de IR se llama poliedral. si cada
14

uno de s1s elementos es el interior de nn poliedro.

St € es una fenestracion poliedral, entonces cada W € £ es el interior de un poliedro
P de dimension n. puesto que W = int(P) # @ contiene un disco abierto. Ademads,
(W) = d(int(P)) = P, pues P es un conjunto convexo cerrado con interior. y por
lo tanto es regular cerrado (lema 3.2.1). Del lema 3.2.4 se obtiene inmediatamente lo

sigulente:

3.4.2. Lema: S5i £ = {W,,i € I} es una fenestracion poliedral de IR™, entonces
{cl(W;), i € I} es un mosaico de IR™.

Para preparar las demostraciones de nuestros teoremas principales de este capitulo, estu-
diamos las siguientes propiedades topoldgicas de fenestraciones poliedrales:

3.4.3. Lema: Si £ es una fenestracion poliedral, y N, es definido para cualquier x € IR™
por N, ={W €& : z €d(W)}, entonces
(i) x € int(U{cl(W): W & N.}).
(11) St U es un subconjunto abierto de IR™ tal que U C U{cd(W): W € N.}, entonces
UNcd(W) =0 para todo W € £\ N;.

Demostracion:

(i) Sea € IR™. Por la definicién de N es obvio quez € M = U{cd(W): W € N;}. M es
cerrado porque N, es finito. Para demostrar que x € int(M), suponemos por lo contrario
que z € fr(M). Entonces toda vecindad abierta de z intersecta a IR™ \ M. Debido a que
£ es una fenestracién de R™,

R =c(U{W: Wee})=d(U{W: WeN,}) UdU{W: We(E\N)}),

de lo cual se obtiene IR™* \ M C cl(U{W : W € (£\ N;)}). Consecuentemente, r €
c(cd(U{W: We (E\N)})) =cd(U{W: W e (E\N)}) =U{cd(W): W e (E\N,)}
(pues £ \ N, es localmente finito); es decir, existe un W € £ \ N, tal que r € c/(W), lo
cual contradice la definicién de N;.

(ii) Sea U abierto tal que U C U{cl(W): W € N.}, y suponemos por lo contrario que
exista V € £\ N tal que UNcl(V) # @. Eso implica UNV # 0, puesto que U es abierto.
Asi que sea 2 € UNV. Debido a que 7 C U{cl(W) : W € N,} se sigue que existe V' € N,
tal que z € cl(V'), y por lo tanto z € cl(V')NV. Eso es una contradiccién a la proposicién

3.3.3.(i1), puesto que V' # V por V € N,.
]
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3.4.4. Lema: Sea £ una fenestracion poliedral. y se define
Ny={We&: red(W)}. Pr=r{d(¥): WeN,} reR"
y se denota por Hy el plano de soporte de P,. entinces se sigue
inty (Pr) = int(U{cd(W): W e N, })NH,.

Demostracién:

Primero consideramos los casos dimFP, =0y dimP, = n:

SidimP; =0, entonces P, = Hy =inty (P) = {«}, y int(U{d(W): WeN}NH, =
{r}, debido a que r € int(U{c(W): W € N.}), por el lema 3.4.3. Si dimP, = n, entonces
N, = {W} para algin W € £ (si N; tuviera al menos dos elementos, lema 3.3.1.(ii)
implicarfa dimP, < n—1), H, = R". P, = cl{(W), de lo cual se obtiene inty (P.) =
int(U{cl(W) : W € N;})nH, = W. Asi que. en todo lo que sigue suponemos que
1 <dimP, <n-1.

1) Ahora sea z € int(U{cl(W): W € N.}) N H,, y demostramos que z € inty_(P;). La
suposicion implica que existe una vecindad abierta {/(z) de z tal que U(z) C U{c(W) :
W € N.}. Afirmamos que U(z) N H; C P,, lo cual completard la demostracién de que
z €inly, (Px).

Sea t € U(z) N H,. Para demostrar que t € P,, suponemos por lo contrario que exista
W* € N, tal que t € dd(W*). Tenemos que

t € int(U{cl(W): W € No})Nint(IR™ \ cl(W*)) = int(U{cl(W) : W € N} N (R"\
c(W*)))
= int(U{d(W): We (N \{W*HIn(R*\ d(W*))),

lo cual implica que existe un disco abierto V(t) centrado en ¢ tal que V(t) C (U{ct(W) :
W e (N, \{W*HHn(R*\d{W?*))). Sin pérdida de generalidad, V(t) puede ser supuesto
suficientemente pequeno tal que

c(V(t)) C (H{d(W): We (N \{W"H}) N (R \ cl(W™)).

Puesto que dimP, = dimH_, sigue del corolario 3.2.14 que inty_ (P;) # 0, asi que es-
cogemos p € inty_ (Pr). Debido a la definicién de V(t), y a que Py C cl(W?*), se sigue
p € cl(V(t)). Sea C el cono sobre cl(V (t)} con vertice p segin la definicién 3.3.2. Puesto
que p € inty (F:), existe en el subespacio afin H, un disco abierto Uy_(p) en H, cen-
trado en p tal que Uy, (p) C P. Debido a que [p,t] C H, y H. es convexo, se sigue del
lema 3.3.4(i1) que Uy _(p) Nint(C) # @, vea figura 3.8. Sea ahora y € Uy, (p) N int(C),
entonces y € Uy (p) C P, C cl(W*), implicando que toda vecindad abierta de y intersecta
a W*. Ademas, puesto que y € int(C), existe un disco abierto A(y) centrado en y tal que
A(y) C int(C), y consecuentemente existe un s € A(y) N W* C int(C) " W*. Pero s # p,
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pres p € int{C). v entonces existe un ¢ £ V(t) ral gnue s € p.ch

Por el otro lado. vimos arriba gne Vit) C o{cl(W) 0 W e (N {7} Eso immplica
que existe un W e N W # W tal qre e = el(W). Pruestoque p € Pr. tenemos p € /(1)
Aplicando que el{(W7) es nn conjunto convexo. se sigue que p.c] C el(W). Eso implica que
s = (W) I lo cnal completa la demostracion de la contencion por contradiccion al

lerma 3.3.1.(1).

Figura 3.8. Ejemplo en R3, P, = {W,, Wy, W3, W*}, dimP, = dimH, = 1, V(t) C
Wi u Ws.

it) Para demostrar que inty_(P:) C int(U{cl(W): W € N }) N H,, sea z € inty (Fr).
Obviamente basta demostrar que z € int(U{cl(W): W € N.}), puesto que P, C H,. Por
el lema 3.4.3(i) tenemos x € int(U{cl(}V) : W € N.}), para todo 2 € IR*. Eso implica
que en el caso z = r, la afirmacion es trivialmente cierta. Asi que, suponemos z # x. Pero
también, z € int(U{c/(W): W € N,}). por lo cual es suficiente demostrar que N, = N,.
Si z € P; es claro que N, C N,. pues z € P, & 2z € (W) para todo W € Ny, lo cual
implica que W € N, para cualquier W € N.. En consecuencia, sélo falta demostrar que
N, C N,

Debido a que x € int(U{cl(W) : W € N.}) y xr # 2, existen discos abiertos {/(z)
centrado en = y V(z) centrado en z tales que

Ulz) C U{cl(W) : W e N,},el(U(z)) N c(V(z)) = 0.

Puesto que z € inty_(P;), podemos asumir ademas que (vea figura 3.9)
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Ahora. para demostrar que N, T N, suponguse que exista W € N, \ N, Sea
Cy = Cled{U{r)). 2) el cono sobre ¢{(I{1r)) con vertice z (por la construccion de V() es

claro que 2z & l{({7{x)).

a) Consideramos primero el caso int{(';) " W™* # @, vea figura 2a). Entonces existe un
s € nt{C)nUW™, y porel lema 3.3.4(iv), existe un ¢ € U'{r) C U{cl(W): W € V. } tal que
s € (2.¢c]. Eso implica que hay nn W’ € N, tal que ¢ € d(W'), y puesto que z € cl(W'),

y debido a la convexidad de c{(}), se obtiene s € l(W'), 0 sea s € cl(W')N W?*, lo cual
es una contradiccion al lema 3.3.1.(1), puesto que W’ # W™* pues W' € N, W* & N,.

b

Figura 3.9. Ejemplo en R, ilustrando en a) el caso int(C;) NW* # 0, y en b) el caso
int(C1) N W* = @ (vea texto arriba).

b) Queda investigar el caso int(Cy)NW* = @, vea figura 3.9.b). Debido a que z € cl(W*),
V(z)NW* # @. Escogemos un t € V(z) NW?*. Puesto que este tltimo conjunto es abierto,
existe un disco abierto A(t) centrado en t tal que cl(A(t)) C V(z) N W*. Nobtese que
zed{W)Ncd(W*) = fr(W)n fr(Wr), por lo cual 2 ¢ W*, y entonces z € cl(A(t)). Sea
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s = Clel{A(1)). 2). Debido a que oI(A{)) T W C (W) z e cl{H7) v gne cf(W*) es
convexo. tenemos que (3 C (W) {aplicando el lema 3.3.3. pues por la convexidad de
cl(W*) vale que [a. 2zl C (W) para todo a € cl(A(t)) ). imphcando /nt(Cy) Z W™ (pues
17" es regmlar abierto).

Denotamos L = afin{{z.r]). Puesto que z es el vertice de (7}, se sigue del lema 3.3 4(1i)
que (V(z) 0o LYNn (R \ () # 0 (C) no esta representado en la figura 3.9.b)). Asi que
escogemos p € (V(2) N L)\ (). entonces p & cl({’(x)), y definimos ('3 = C(A(U'(x)). p).
Ahora. nétese que z € (p,r) C L, y entonces z € int((C'y), por el lema 3.3.4(iv). Ademas.
z es vertice de (5, asi que z € d(int((3)). Eso implica que int(Ca) Nnt(C3) # 0.
Aplicando que int(Cy) C W*, se sigue que int((z) intersecta a W™, lo cual permite
finalizar la demostracién argumentando como arriba: Entonces existe r € int(Cs) N ™.
lo cual implica por el lema 3.3.4(iv) que hay un ¢ € U(x) tal que r € (p.c]. Puesto
que U(r) C U{d(W) : W € N}, existe V" € N; tal que ¢ € cl{W), y debido a que
p € P, C (W), y que cl(I¥) es convexo, se obtiene que r € (W) N W= para diferentes

elementos W. W* de £. lo cual contradice el lema 3.3.1.(1).
u

3.4.5. Corolario: Si £ es una fenestracién poliedral. y N, P., H, son definidos como en
el lema 3.4.4, entonces

fru (Pg) C fr(u{cd(W): WeN.}).

Demostracién:

Sea z € fry (P;) = P, \ inty (P;). Por z € P, es claro que z € (U{cdd(W): W €
N:})NH;. Obviamente fr(U{cl(W): W e N;})=U{d(W): W e N} \ int(U{cl(W):
W € N:}). Para demostrar que 2z € fr(U{cd(W): W € N.}), suponemos por lo contrario
que z € int(U{d(W): W € N;}). Eso implica por el lema 3.4.4 que z € inty_(P.). lo

cual es una contradiccidn.
d

3.4.6. Corolario: Si £ es una fenestracion poliedral, y N;. P,, H, son definidos como en
el lema 3.4.4, entonces se sigue para z € IR™ que

z €ty (P) < N,=N,.

Demostracién:
Primero sea 2z € inty,(P;). z € P, implica N, C N,, pues z € d(W) para todo W € N;:
asi que sélo falta demostrar N, C N;. Para eso, supongase que exista W* € N, \ N,. De
los lemas 3.4.3 y 3.4.4. sigue que existe una vecindad abierta [/(z) de z en IR™ tal que
U(z) cu{cl(W): We N}, yU(z)Ncl(W) = @ para cualquier W € £ \ N,.
Consecuentemente U7(z) N cl(W*) = 0, puesto que W* ¢ N, lo cual contradice
z € cl(W*). Asi hemos demostrado que z € inty_(P,.) implica N, = N,.
Ahora suponemos que N, = N;, y demostramos que z € inty, (P;). Debido a que
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N TN, tenemos £, © Py opor o tanto z € Foo= inty (P o fry, (Pr). Para
demostrar z € inty (Pr). asnmimos por lo contrario que 2z € fry (). Eso implica por
el corolario 3.4.5 que z € fr(U{cl(W): W e N, }) C (H" int(Clcl(W) 0 W e N, ) =
cl(R™ N (Ufel(TV) o W2 N 1)), Puesto que K™ = (G{cl(W) : W 2 N} U (Clel(ii) -
Woe &1\ }) (debido a que £ es localmente finita. se puede aplicar el lema 3.1.3). se signe
R (U{ed(W) - W e Nob) Cufel(I) 0 W€ £ N} de lo cnal se obtiene enseguida
z € cl(Uf{cl(W): W e &\NN}) =0U{d(W): W e &\ N} En consecuencia existe
W e &\ Ny tal que z € (W), es decir. W™ € N, \ V., lo cnal contradice la suposicién

N, =V,
a

3.4.7. Corolario: Si £ es una fenestracion poliedral, y N,. Py, H, son definidos como en
el lema 3.4.4. entonces

U{inty (P,) : y € R" tal que N, C N;} = int(U{cl(W) : W € N.}).

Demostracién:

Primero sea z € inty, (P,) para algin y € IR™ el cual satisface N, C N,. El corolario
3.4.6 implica N, = Ny, asi que N, C N, de lo cual obtenemos z € U{d(W): W € N},
puesto que .V, # ) pues £ es una fenestracién. Debido a que N, es finito, U{cl{{(W) :
W € N.} es cerrado. Para demostrar que z € int(U{cl(W) : W € N_.}). suponemos
por lo contrario que z € fr(U{cl(W)}: W € N,}). Entonces toda vecindad abierta de
z intersecta a IR™ \ (U{d(W): W € N.}) C u{d(W): W € £\ N.}, lo cual implica
que z € cl(U{cl(W): W e E\N}) =U{c(W): W e E\N,} (para mas detalle vea la
demostracion del lema 3.4.3(1)). Consecuentemente existe W* € E\ N, tal que z € c/(W*).
Pero entonces W* € N, C N,, lo cual es una contradiccién.

Ahora sea z € int(U{cl(W) : W € N,}). Por el lema 3.4.3(ii) existe una vecindad
abierta {/(z) de z tal que U(z) C U{d(W) : W € N,} que satisface U(z) Ncl(W) = 0
para todo W € £\ N;. Eso implica N, C N;. Ademés tenemos por el lema 3.4.3(ii)
que z € nt(U{d(W) : W € N,}), vy obviamente z € P, C H,, de donde obtenemos
aplicando lema 3.4.4 que z € inty, (P,), lo cual demuestra que z € U{inty (P,) : y €

IR"™ tal que Ny C N;}.
0

3.4.8. Corolario: Sea £ una fenestracién poliedral, y sean N, P, H, definidos como en
ellema 3.4.4. St P, C Py, P, # P, para r,y € IR™, entonces

P C fry (P,) y dimP, < dimP, — 1.

Demostracion:

En lo que sigue, A C B denota A C B,A #¥ B. Suponemos P, C P,. Es claro que
P, C P, &= n{d(W): WeN}cn{cd(W): We N,} &< N, C N,. Entonces
r € P, = inty (P,) U fry (P,). = € inty (P,) implicaria por el corolario 3.4.6 que
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N,o= Noo onal ex nna contradiceiin: por eso vale = fry (£, Mhora sea 2 = P
E<o implica N, 2V, Para demostrar gue = < fryg (F,)). snponemos por Lo contrario
gqne > <oty (£, Entonces. por el corolario 3.460N, = N, lo cual inphea N, N
obteniendo con lo de arriba N, = N, v aplicando mevamente el corolario 3.0 e w1016
rZanty (P) 1o cnal ex nna contradiccion.

Ahora recordamos e H,, ex nn espacio topologico homeomorfo al expacio Enclideano
R* donde dim P, = dimH, = k para 0 < & < n. Poreso, el lema 3.2.13 implica enseqiida

gue dim P, < dim P, - 1. debido a qne P, T fry (P,) implica inty (£7) = {.

L

Nnestro resultado principal de este capitulo es que la €- reticnla minimal es nn espacio

de Alexandroff que tiene dimension de Alexandroff igual a n, siempre ciando & es una

fenestracion poliedral de ™. Sin embargo, se puede snavizar la suposicion. debido a que.

para una fenestracion localmente finita € de R™, nna condicién suficiente para ser poliedral

es, que todo elemento de £ es un conjunto acotado convexo. Eso demostramos primero en
teorema 3.4.10, para el cnal la siguiente proposicion es de ayuda.

3.4.9. Proposicién: Si € es una fenestraciin localmente finita de IR". tal que todo W € €
es un subconjunto acotado convero de IR™. entonces pura todo W € & vale lo siguiente:,
(1)) SiW' e EW # W, entonces cl(W) N (W) = fr(W)n fr(W’).
(it) Six € fr(W), entonces eriste W' € €, W' # W tal que x € cd(W').
(iii) fr(W) intersecta las fronteras de sdlo un nimero finito de elementos de &.

Demostracién:
(i) se sigue inmediatamente del lema 3.3.1.

(ii) Por el lema 3.1.3, tenemos IR" = cl(U{X C K" : X € £} = U{cl(X) : X € &}, pues

£ es localmente finito. Puesto que W es acotado en el conjunto no acotado IR™, se sigue

EN{W}#£0yredU{VCR": Ve&\{V}).

(i11) Supongamos que el conjunto M = {W’ € £ : (W) Nc(W') # @} sea infinito.
Entonces existen W; € £ tales que cl(W) N cl(W]) # 0 para todo i € w. Seleccionamos de

cada (W) N (W), un punto r,. Sea X el conjunto de todos estos puntos seleccionados.
Por d(W)Ncl(W') = fr(W) Nc(W) se sigue que X C fr(W).

El conjunto {z; : i € w} es infinito. pues {j : x; = x;} es finito para todo 7. Para
mostrar esto, sea I; € X. y supongamos que {j : r, = I,} sea infinito. Entonces r, €
cl(W3) 0 (N{cd(W;) : i € J}) para J C w, J infinito. Eso implica que cualquiera vecindad
abierta de r, intersecta a todos estos W, € £, lo cual contradice que € es localmente finito.

Asi que X es un subconjunto infinito de fr(W). fr(W) es un cerrado en el compacto
cl(W). Por eso. fr(W) es compacto en IR™, y el conjunto infinito X se acumula en
Sfr(W). Sea r un punto de acumulacién de X. Por la construccién de X es claro que
I esta contenido en un numero infinito de cerraduras de elementos de £, es decir, cada
vecindad de r intersecta a un nimero infinito de elementos de £, lo cual contradice que &

es localmente finito.
O
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3.4.10. Teorema: N/ & s una fers straciin localmente fuota de R tl que todo € € v s
une subgorgunto weatado convero de I/ entonees todo W& E s el interior de un poliedro
convero w-dime esional de IR™ es decir, £ s una fenestracidn polisdral,

Demostraciéon:

Sea W= £, v dendtese Vo= (W), Puesto que int(V) = W (W es reqular abierto). es
suficiente a probar que V' es un poliedro. Debido a que 13 es acotado. convexo y n-dimen-
sional (pnes W es ablerto). V' tiene estas mismas propiedades v ademas. V' es compacto.
Por eso. por la definicién 3.2.6 del poliedro, v aplicando lema 3.2.5, es suficiente a demostrar
que fr(V) esta contenido en la unién de un niimero finito de subespacios afines propios de
R".

Por proposicion 3.4.9(ii), para todo € fr(V; existe W' e £. W' # W tal que
r€cd(W)nd(W'). Debido a lema 3.3.1. /(W) N cl(W') esta contenido en un subespacio
afin propio de IK™. Por proposicién 3.4.9(ii1), existe sélo un niimero finito de tales W’ lo
cual implica que fr(V) estd contenido en una union finita de subespacios afines propios,

completando la demostracion.
0

El resultado del teorema 3.4.10 es conocido para mosaicos de IR™ y adoquinamientos local-
mente finitos (vea definicién 3.1.2 y los comentarios que le siguen; referimos a [Grii,She],
p. 117 y p. 472). Para el caso de una divisién numerable, el resultado es mencionado en
{Schu]. sin ninguna referencia a una demostracin.

Antes de formular el teorema principal de este capitulo, demostramos la siguiente
propiedad serncilla de ayuda:

3.4.11. Lema: Sea f un mapeo continuo abierto del espacio topoldgico (X, 7() sobre el
espacio (Xa,72), y A C Xo. Entonces

[«]

(&) (S71A)" =744
(i) F71(4) = £ (4).

donde en ambos espacios, M° denota el interior, y M la cerradura del subconjunto M.

Demostracién:

(i) Dendtese M = (f~1(A))°. Probamos que f(M) = A°. f(M) es abierto porque f es
ablerto, y M C f~1(A) implica f(M) C A. Sea ahora K un subconjunto abierto de A.
Entonces f~HK) C f7Y(A) y f~Y(K) es abierto, lo cual implica f~1(K) C (f~!(4))° =
M y enseguida K C f(M), probando f(M) = A°. C(onsecuentemente (f~'(4))° C
S1(A®). Por otro lado, f~'(A°) C (f~1(A))° porque f~1(A°) es abierto y A° C A.

(ii) £~ (_4-) _ {(f"l (m)c]c _ {f’l (ZC)]C _ [f"l ((AC)O)}C por ) {(f~l (Ac))o]c _

[((f—lA)C)or = [(f"A)c] ‘o f-1(A), donde para cnalquier subconjunto M de X, M¢

n
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denota X | M.

]

3.4.12. Teorema: Si & es una fenestraciin localmente finita de IR tal que todo elemento
Wode £ es un subconjunto acotado convero de IR™. entonces la €-rejilla muoumal tiene

dimensién de Alexandroff n.

Demostracion:

Debido a teorema 3.4.10, cada elemento W de £ es el interior de un poliedro P. v tenemos
que W = int(P) = P\ fr(P), d(W) = cl(P) = P, int(cl(W)) = W,y fr(W) = fr(P).
Es suficiente construir nna &-rejilla minimal sobre IR™ de dimensién de Alexandroff n,
porque cnalquier otra £-rejilla minimal es homeomorfa a esta, considerando las reticulas
como espacios cocientes de K™, y por lo tanto tiene la misma dimensién de Alexandroff .

Sean N, P, H, definidos como en el lema 3.4.4, es decir, para cualquier 2 € IR"
Ny ={Wee: xedW)) P=n{dW): WeN)),

y H. denota el plano de soporte de P;. Definimos la siguiente relacién de equivalencia

sobre IR™:

r~y &= N, =N, zx,y€R"

Denotamos (z] = {y € R™: y ~ z}, y sea X =l conjunto cociente
X =R~ = {[z],x € R"}.

Ademas, sea 7 la proyeccion natural de IR™ sobre X, y 7 la topologia cociente sobre X.
Notese que N C N, <= P, C P, z,y € IR", y el corolario 3.4.6 implica que

m(y) = [z] &= N =N, &= P, = P, &= y € inty (P.) <= z € inty (P,).
En consecuencia m~Y[z]) = inty, (P:).

i) Primero demostramos que X es un espacio Ty de Alexandroff. Para eso definimos para
cualquier [z] € X

Ux([z]) = {ly) € X : y € R" tal que N, C N, },

y demostramos que, para todo {z] € X, Ux([z]) es la vecindad abierta minimal de [z].
Trivialmente vale [z] € Ux ([z]), pues N; C N,. Ahora,
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T () = o T ) s oy e B tal que Ny SN
=U{inty (FP,): y€ R" tal que N, © N},

v debido a gne por el corolario 3. L7 este iltimo conjunto es ignal a int{(U{e{(W7) . W e
N:}) v por lo tanto es ablerto en K", ["x ([x]) es abierto en X. Puesto que para todo
r € [R™. N, es finito. se signe que Ux(ir]) es un conjunto finito. Entonces cada {x] € X
tiene una vecindad abierta finita. por lo cnal X es nn espacio de Alexandroff.

Para demostrar que ['x ([z]) es el abierto minimal que contiene a [r], snpongase por
lo contrario que exista un abierto V en X que contiene a [x] tal que V C Ux ([x]), v sea
1z] € Ux{([z]) \ V. Entonces N, C N,, o. equivalentemente, P, C P,, implicando r € P,.
Debido a que P, es un convexo cerrado con interior no vacio en sn plano de soporte H,, y
por lo tanto es un regular cerrado en H, (por el lema 3.2.1), y que H, es un subespacio
cerrado de IR™, se obtiene x € dy, (inty,(P,)) = cl(x~'({z])). Eso implica que el abierto
(en R™) 7~ (V) intersecta a 77! ([2]), es decir, existe t € IR™ tal que #(t) = [2] € V, lo
cual es una contradiccién. Eso completa la demostracion de que Ux ([x]) es la vecindad
abierta minimal de [z].

Para ver que X es Tp, sean [z], [y] € X tales que [z] # {y]. Sin pérdida de generalidad
suponemos [y] € Ux([x]), lo cual implica inmediatamente N, C N,. Si asumimos ademas
que [x] € Ux([y}), obtenemos N, € N, y consecuentemente N, = N, lo cual es una

contradiccidn a [x] # [y].

Queda demostrado que X es un espacio Tg de Alexandroff, y por lo tanto su dimensién
de Alexandroff coincide con la dimensidon de su orden parcial de especializacién, como
demostramos en capitulo 2 de esta tesis. Es decir,

DIM(X,7) = ODIM(X, <),

donde
[z] < ly] <= [r]edx(ly]) &= [y € Ux(z]) &= Ny C Nz [z], [yl € X

Denotando [z] < [y] <= [z] < [y] A [z} # [y], se sigue entonces del corolario 3.4.8
[f] <ly] & P.CP, AP, #P, & P.C fry, (P,) N dimP, <dimP, - 1,

donde dim denota la dimension afin de los poliedros. Puesto que esta dimension de las
cerraduras de los elementos de £ es a lo mas igual a n, obtenemos que

ODIM(X) = DIM(X) < n.

ii) Para demostrar que DIM X > n, basta de demostrar ODIM X 2> n, y para eso, es
suficlente construir una cadena de elementos de X de longitud n. Aplicamos los lemas
3.2.10 y 3.2.12, por los cuales todo poliedro de dimensién k (k > 1) tiene caras de todas
las dimensiones kK — 1,k — 2,---,0, y su frontera (en su plano de soporte) es la union de
todas sus caras (k — 1)-dimensionales.
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Sew ahora r € K" tal quer € Wopara un W e £ Entonces Pr = (W) v dimP, = n.
Sea §) una cara (n — D-dimensional de Pr. v H{ sn plano de soporte. Por proposicidn
3.4.901). S} intersecta =dlo un wimero finito de fronteras de elementos de €. Eso implica
¢que S| esta cubierta por un mimero finito de poliedros. 5y C P, U P, U--- U P, .
donde my.ms. - -my son puntos de Sp. Stoasumimos (e todos estos poliedros tienen
dimensiones menor o ignales a n — 2. entonces, por el corolario 3.2.14. ningnno de ellos
tiene interior en H;. Tomando en cuenta que H, es homeomorfo a K™™' v tanto S)
como Py, . P,.,. . Py, son cerrados en H,. el teorema de Baire (lema 3.2.15) implica
que S; no tiene interior en Hj, de lo cual se obtiene del lema 3.2.14, la contradiccion
dimS, # n — 1. Consecuentemente, si existe un my € Sy tal que dimP,, = n — L
Observese que P, C S| C fry, (P:), y por lo tanto se sigue [m;] < [z].

Ahora consideramos S5 nna cara (n—2)-dimensional de P,,,. Aplicando un argumento
analogo como arriba. se sigue que existe un my € Sa tal que dimP,,, = n—=2,y [ma] < [m,].

Es evidente que este proceso puede ser continuado, hasta seleccionar una cara 0-
dimensional S,, de P, ,,- Entonces S, = {m,}y (m,] < [mn_y], lo cual completa la
construccion de la cadena

)

Im,] <lmp_i] <+ <[m] <lz] en X,

lo cual comprueba que ODIM X > n, y implica por t) que
DIMX =0ODIMX =n.

i1i): Demostramos que X es una £-rejilla: Aplicando el corolario 3.4.6 obtenemos que,
para todo W € &, n(W) = [w] para cualquier w € int(W) = W, asi que X contiene la
fenestracion £, y sdlo falta comprobar que m es un mapeo abierto.

Para eso, sea M un subconjunto abierto de IR", y sea [z] € m(M). Para mostrar
que (M) es abierto en X, es suficiente comprobar que Ux([z]) C m(M), puesto que
las vecindades minimales Ux([z]),[z] € X. proporcionan una base de 7. Asi que sea
[y] € Ux([z]), y demostramos a continuacién que [y] € m(M).

De [z] € w(M) se sigue que existe n € M tal que n(n) = [z] <= N, =N, <
P, = P.. De [y] € Ux([z]) se obtiene N, C N, <= P, C P,. Ahora consideramos
P, C H,, donde H, denota el plano de soporte de P,. H, es homeomorfo a IR* para algin
0<k<n,yinty (P,) # 0 (por la definicién de H,. también por y € inty (P,)). En con-
secuencia, P, es un cerrado convexo con interior en H,, y entonces por el lema 3.2.1, P, es
regular cerrado. Eso implica que n € cly, (P,) puesn € P, = P, C P, =cdy (P,) C Hy.
Ademsds, debido a que n € M y que M es abierto en IR™, M N H, es una vecindad abierta
de n en Hy, la cual entonces intersecta a inty (P,). Asi que existe z € M Ninty (P,).
Pero z € inty (P,) implica por el corolario 3.4.6 que N, = Ny, por lo cual n(z) = [y], ¥
con z € M obtenemos [y] € 7(M).

iv): Demostramos que el espacio X es semiregular (y por lo tanto minimal, vea seccién
3.1).

Es suficiente demostrar que Ux ([z]) es regnlar abierto para todo [r] € X, y debido
a que Ux([z]) es abierto, basta comprobar que intx(clx(U'x([z]))) C Ux([z]). Asi que
suponemos [y] € intx(clx (Ux([z]))), y demostramos a continuacién que N, C N,.

)
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La suposicion implica que Ux ((y]) C elx (Ux (1)), de lo cual se obtiene aplicando
lema 3.4 1110 gue ‘

U () Cel(m (U ) )

N

Recordando que para todo r] € X tenemos que

r N Ux([e])) = U {inty,(Py): y € R" tal que N, C N}
= int(U{c(W): W e N.}) (por el corolario 3.4.7).

y definiendo M = U{cl/(IV): W & N_}, se obtiene
int(U{cl(W) 1 W e N,}) C d(int(M)).

Notese que M es cerrado, pues N, es finito, y entonces cl(int(M)) C M. Por el lema
3.4.3(1), y € int(U{cl(IV) : W € N,}), v entonces existe un vecindad abierta U/(y) de y

en IR™ tal que
yeUly) Cint(U{d(W): W e N,}) Ccl(int(M)) C M.

Pero entonces y € int(M), y por el lema 3.4.3(ii), U(y) N d (W) = Opara todo W € £\ N,
lo cual implica que N, C N, (pues, la existencia de W™* € N, \ N, C £\ N, implicaria
y € cl{W*), y entonces U(y) N W* # 0, que contradice el lema 3.4.3).

Eso completa la demostracién de que X es una €-rejilla minimal de IR", la cual tiene

dimensién de Alexandroff igual a n.
O



4. La dimensién de Krull de espacios Ty de Alexandroff
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En este capitulo demostrarémos que la dimension de Alexandroff. definida en el capitulo
2. de un espacio Ty Alexandroff es igual a su dimension de Krull. la cual se define en
terminos del reticulo de los conjuntos cerrados del espacio y fue estudiada por primera
vez por Vinokurov [Vin]. Debido a que la categoria de los espacios Ty de Alexandroff
es isomorfa a la de los posets [Ern], los resultados pueden ser formulados también en esta
ultima categoria. Porque ademas las dimensiones de Alexandroff y del poset correspodiente
coinciden entonces (lo cual demostramos en el capitulo 2), se sigue gue la dimensién ODIM
del poset (X, <) es igual a la dimensién de Krull del reticulo de los conjuntos cerrados del
espacio (X. 7<).

Los resultados de este capitulo fueron publicados en [Wie,Wil/2].

4.1. Introduccién

La dimensién de Krull es conocida en el algebra como una funcién de dimensién para
anillos y reticulos. En particular. la dimmension de Krull de un ideal primo P de un anillo
conmutativo con unidad, es definida como la longitud méaxima d de cadenas de ideales
primos P = Py, C P, C --- C Py (introducida por W. Krull en “Dimensionstheorie in
Stellenringen”, J. reine angew. Math. 179 (193%), 204-226.) [Eis]. Es entonces natural
definir la dimension de Krull del anillo, como supremo de las dimensiénes de Krull de sus
ideales primos, o equivalentemente, como supremo de las longitudes de cadenas de ideales
primos. Interpretando un reticulo (L,U,N) distributivo de conjuntos como estructura
algebrdica. tanto (L.U) como (L,N), son semigrupos conmutativos con unidad; asi que,
(L,U,N) “se parece” a un anillo conmutativo con unidad, dando origen a una definicién de
la dimensién de Krull de este reticulo, como supremo de las longitudes de cadenas de sus
ideales primos, introducida en {San,San/2]. Todo ideal primo en (L. U,N), es un filtro primo
en el reticulo dual (L.N,U). La dimension de Krull del reticulo distributivo (L,N.U) de
los conjuntos cerrados de un espacio topoldgico determinada por cadenas de filtros primos,
fue por primera vez aplicada para definir la dimensién de Krull de un espacio topoldgico
por Vinokurov en 1966 {Vin] (llamada por él: "lattice dimension of a topological space™).

En espacios generales, esta dimension es dificil de calcular. Pero es interestante no-
tar que en ciertas clases de espacios, la dimensién de Krull coincide con otras funciones
(clasicas) de dimensién. En particular, en [Vin] fue probado que la dimensién de Krull
es igual a la pequena dimensién inductiva y a la de la cobertura para espacios separables
metrizables.

Se deduce en [San,San/2], que la dimensién de Krull de todo espacio Tj finito (el cual
es trivialmente de Alexandroff), coincide con su dimensién del poset. Un resultado equiv-
alente para espacios finitos es probado por Isbell [Isb]. Sin embargo, en [Isb], Isbell define
la dimensién de Krull de un espacio diferentemente en terminos de cadenas de conjuntos
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cerrados irredncibles: su definicion comcide con la introducida en (Ving v San San; 2. v
usada en este trabajo. solamente en el caso de espacios finitos.

Nosotros demostrarémos en este capitulo, gne para todo espacio Tp de Alexandrol!
{incliyvendo el caso infinito). sn dimenzion de Krull coincide con su dimension del poset, v

or lo tanto es igual a su dimension de Alexandroff.
p &

4.2. La dimensién de Krull de reticulos y de espacios

Recordemos los siguientes conceptos conocidos (para mas detalle, vea [Eis] o [Bir]):

Un poset (conjunto parcialmente ordenado) (L, <) es llamado reticulo, si para todo
a.b € L existe inf{a,b} y sup{a,b}, lo cual implica que todo subconjunto finito de L
tiene infimo y supremo. Definiendo las operaciones binarias A y V sobre L por a Ab =
inf{a.b},a Vb = sup{a,b}, se obtiene una estructura algebraica (L. A, V) también llamada
reticulo, la cual tiene las propiedades que A.V ambos son conmutativos y asociativos, y
an{avbd)=aVv{anb) =a abée L Debidoa, quea<b <= aAb=adefineun
orden parcial sobre L, tal que (L, <) es un reticulo, el concepto de reticulo de la teoria de
ordenes y el algebriico., son equivalentes. Intercambiando las operaciones A, V, se obtiene
un reticulo nuevo (L, V,A), llamado el reticulo dual de (L, A, V). En el reticulo (L, A, V),
L’ se llama subreticulo, si L' C Ly a,b € L' implica a AbjaV b € L. Un subreticulo
es entonces cerrado bajo infimos y supremos finitos, y por eso, cada subconjunto M C L,
genera un subreticulo cuyos elementos son los infimos y supremos de todos los subconjuntos
finitos de M. Un elemento mdximo (resp. minimo) del poset (L, <) es llamado unidad 1
(resp. cero 0) del reticulo (L, <); ambos son Gnicamente definidos, en caso de gue existan.
El reticulo (L, A, V) se llama:
complementado, si tiene unidad y cero, y cada a € L tiene un complemento,

es decir, para todoa € L, existeu € LtalqueuAha=0,uva=1.

completo, si todo subconjunto no vacio de L tiene infimo y supremo.
- distributivo, si cada una de las operaciones A, V es distributiva sobre la otra.
algebra de Boole, si es complementado y distributivo.

El conjunto potencia de un conjunto dado, equipado por la inclusién de conjuntos, es un
ejemplo de una algebra de Boole completa, donde A es la interseccién y V es la unién de
conjuntos.

Supongamos ahora que (X, 7) sea un espacio topoldgico, y denotemos por A(X) al
conjunto de todos los conjuntos cerrados de X. Entonces (A(X),N,U) es un reticulo
distributivo con unidad X y cero @, el cual en general no es complementado ni completc.
Es claro que en el caso de un espacio discreto, este reticulo es una algebra de Boole. Nétese
que en el caso de un espacio X de Alexandroff, debido a gue cualquier union e interseccion
de conjuntos cerrados es un conjunto cerrado, el reticulo (A(X),N,U) es completo.

4.2.1. Definicién: Sea (L, A, V) un reticulo. Un subconjunto no vacio F' C L es llamado
un filtro si a,b € F,c € L implica que aAb,aVc € F. Un filtro F se llama propio si F' # L.

61



Un filtro propio £ es Hamado prono i siempre cnando a.b = L v a v b = F. entonces
a€ Fobe F. Un wirafiltro es un filtro propio maximal. es decir, el filtro propio F se
llama nltrafiltro. si para todo filtro propio £, F C F" implica £ = F'. Un witrafiltro de la
teoria de conjuntos es nn ultrafiltro (6. equivalenternente un filtro primo) en el reticulo de

todos los subconjuntos de Y.

De la definicién es obvio que si £ es un subconjunto no vacio de L. entonces £ es un filtro
en el reticulo L <= a. b€ F implica anbe F v a€ F.a<c(c€ L) implica c€ F.
En caso de que el reticulo (L, A, V) tiene unidad 1 y cero 0, lo siguiente es evidente:

- Todo filtro contiene 1: {1} es un filtro trivial. el cual en general no es primo.
- Si un filtro F contiene 0, entonces ' = L. Por eso F es un filtro propio st y sélos1 0 ¢ F.

Asi que, un filtro F en el reticulo (A(X).N,U) de los cerrados del espacio X contiene X,
y F es propio siy sélosi 0 € F.

Cabe mencionar, que el concepto de filtro propio coincide con el concepto de filtro sobre X
usado en la teoria de conjuntos, cnando L es el reticulo de todos los subconjuntos de X,
el cual claramente tiene unidad X y cero 8. Dentro de la teoria de conjuntos también son
conocidos los conceptos de filtro primo y de ultrafiltro (coincidiendo nuevamente con los
conceptos definidos aqui aplicados a este reticulo especial L), y se sabe que un filtro sobre
X es ultrafiltro si y solo si es filtro primo (F es ultrafiltro sobre X st y sélo si para todo
ACXvalede FoX\A€ FsiysolosiMUN € Fpara M|N C X implica M € Fo
N € F, lo cual significa que F es filtro primo sobre X, vea [Rin] proposicién 21.14 o [Wil]
teorema 12.11). Eso explica la ultima parte de definicion 4.2.1.

4.2.2. Definicion: La dimension de Krull de un reticulo no vacio (L, A, V) se define como

Kdim L = sup{n € w : eriste una cadena Fy C F; C--- C F,
de filtros primos distintos en L}

donde w denota el conjunto de los nimeros naturales. Esta definicién coincide (aunque
no literalmente) con la introducida por Vinokurov [Vin]. En [San,San/2], la dimensién
de Krull de un reticulo se define en términos de ideales primos en lugar de filtros primos.
Mencionamos que un ideal I en el reticulo (L, A, V) es definido como un subconjunto no
vacio de L con la propiedad que a,b € I.c € L implica aVb,aAc € I, lo cual es equivalente
aquea,be ] implicaavbel y a€l,c<a(c€ L) implica ¢ € I. Un ideal propio [ se
llama primo, st aAb &I (a,b€ L) implicaa € I vV b€ I. Asi que, un ideal (primo) en L
es un filtro (primo) en el reticulo dual, y al contrario. Los autores de [San,San/2] se basan
en el reticulo dual (L,V, A), por lo cual su definicién también coincide con la nuestra.

Es conocido que un reticulo con unidad y cero tiene dimensién de Krull cero, si y solo
si es una algebra de Boole [Vin]. En consecuencia, Kdim A(X) = 0 si X es un espacio
discreto. En lo que sigue investigamos si la funcién Kdim es mondtona con respecto a
subreticulos.
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4.2.3. Lema: S0 L oes uncoreticulo conwudad 10y LY es wn subretivals e Looentornes
(1) todo filtro F en L' genera un filtro F=oen Loy
(11) si [y 2 F) para filtros distintos en L' vntonees F7 CFSOF) # FY en L

Demostracién:
(i): Sea £ un filtro arbitrario en L'. Mostramos que F* = {4 € L : 4 contiene algin

elernento de F'} es nn filtroen L:

-Porque 1 € F v I C F* tenemos 1 € F* y por lo tanto F* # o.

- St M.N € F~. entonces existen M'.N' € F rales que M' C M. N C N. (laro que
M' N N'€ F, pues Fes filtro. Debidoa M/NN'C M NN, sesigue MNN € F*.
-Sean M € F*.N € L. Entonces existe M’ € F tal que M’ C M. Pero M' C M UN, por
locual MUN € F~.

(i1): El filtro F* C L generado de 7 C L' definido en a), satisface F' = £* N L', (Para ver
eso, FC F*N L estrivial, y si M € F*N L' entonces hay un M’ € F C L' con M' C )M:
pero entonces M’ UM = M € F puesto que F es filtro.) Eso implica obviamente, que para
cualesquiera filtros Fy. Fy en L', tales que F| # F5. Fy C Fy, tenemos, F} # F3, F7 C F;

en L.
O

(Cabe notar que en general, el filtro F* en el reticulo L generado de F), siendo filtro en el
subreticulo L', no es primo, ni en al caso de que F sea primo en L'. Por eso, en general
la funcién Kdim no es mondtona con respecto a subreticulos, como muestra el siguiente

ejemmplo.

4.2.4. Ejemplo: Sea X un espacio discreto infinito. (laramente A(X) mismo es un
subreticulo de A(X), y Kdim A(X) = 0 porque A(X) = P(X) es una algebra de Boole.
Ahora sea B el subreticulo generado por {X \ {z}, r € X} U {#}. Entonces

B={X\F, FCX, Ffinito} U {0, X}.

Los elementos de (B\ {#}) son conjuntos cofinitos, y entonces (B \ {#}) es cerrado bajo
intersecciones finitas. Eso implica que (88 \ {@}) es un filtro en B, el cual obviamente es
primo. Ademads, para todo r € X,

F,={MeB: ze€M}={X\F, FCX, F finito. ¢ F}U{X}

es un filtro primo en B, y £, C (B\ {0}), donde la inclusién es propia, pues X \ {z} €
(B\ {0})\ F.. Eso implica Kdim B > 1.

Para todo lo que sigue, si L es un subreticulo de A(X), entonces la notaciéon NL
significa N{M C A(X): M € L}.

4.2.5. Lema: Si L es un subreticulo arbitrario de A(X) que contiene X y tal que NL = §,
entonces para todo r € X,

63



Frep=3AMe L: c({r}) T A} s un fltro primo en L.

Demostracion:

-F.p #oporque X = F, /.

-SIM.N € Fopentonces MON € L (porque Lesretienlo) v el({r}) T MO N implicando

MAaNeF, .

-SiM e Fop v N € Ltales que M C N, entonces cl{({r}) € M C NV que implica

N € F. 1, lo cual completa a demostrar que F; p es un filtro.

- Suponiendo NL = ¢, F;,p = L implicaria NL D c/({x}) y por lo tanto r € NL, contradi-

ciendo la suposicién. En consecuencia, Fr p es un filtro propio en L.

- Suponemos M. N € Lcon MUN € Fy . x € MUN implicacd({c}) CM VvV cd({z})C N

porque M. N son cerrados. Por eso M € F, V N €I, . probando que F ; es primo.
O

La definicidn 4.2.2 fue aplicada por primera vez al reticulo de los conjuntos cerrados
de un espacio topoldgico por Vinokurov [Vin]. Con el fin de definir la dimensién de Krull
del espacio (X, 7), necesitarémos el concepto de base del reticulo (A(X).N,U) de todos los
subconjuntos cerrados de X.

4.2.6. Definicién: Un subconjunto B de A(X) es llamado base de reticulo de A(X), si
B es una base (topoldgica) para los subconjuntos cerrados de X, y adicionalmente, es un
subreticulo de (A(X),N,U) el cual contiene 8 y X.

Por supuesto, A(X) mismo es una base de reticulo de A(X), y debido a que una base de
reticulo de A(X) es cerrada bajo intersecciones finitas, A(X) es la tinica base de reticulo
en el caso de que X sea un conjunto finito.

4.2.7. Definicién: La dimensidn de Krull de un espacio topolégico (X, 7) se define por

KDIM (X) =min{KdimB: B es una base de reticulo de A(X)}.

Una consecuencia de las observaciones siguientes a la definicién 4.2.2 es, que si X es un
espacio discreto, entonces KDIM (X) = 0, pues podemos tomar como base de reticulo
A(X) = P(X), la cual resulta ser una algebra de Boole. En [Vin] y [San.San/2], varias
propiedades de K DIM fueron obtenidas. Especificamente, en [San.San/2] se reporta que

- KDIM (Y1) < KDIM (Y3), si Y] es un subespacio de Ys;
- KDIM (Y, &Y;) = max{KDIM (Y,). KDIM (Y})} para cualesquiera espacios Y;, Y;
- KDIM (Y1 xYs) < KDIM (Yy) + KDIM (Y,) para cualesquiera espacios Yy, Ys.

Vinokurov demuestra en [Vin] que KDIM (X) = ind X = dim X para todo espacio X
separable metrizable (donde ind, dim son la dimensién pequena inductiva y la de la cober-
tura, respectivamente). Sin embargo, para espacios generales, frecuentemente K DIM es
dificil de calcular.
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4.3. La dimecusion de Krull de un espacio Ty de Alexandroff

El objetivo de esta seccion es probar que. st (X.7) es un espacio g de Alexandroff. en-
tonces la dimension de Krnll de X coincide con la dimension de Alexandroff de X0 s
seneralizando 1in resultado de [San.San/2] v [Isb] para espacios finitos.

Para rodo lo gue sigue, < denotara el orden de especializacion del espacio [y de
Alexandroff (X.r) introducido en el capitnlo 2. Recordemos el resultado del teorema
2.5.9:

DIM (X.7) = ODIM (X.<):

donde la dimension ODIM fue definida en definiciéon 2.1 como sigue

ODIL(x) =sup{l: existena),a, -+ ,a; € X tales que a; < aj—) <--- < ag=r}
ODIM (X) =sup{ODIL{x), x € X}

En particular. cabe recordarse del capitulo 2, que ODIL(z) = 0, si y sélo si {&} es
cerrado, y T es maximo con respecto a <, si y sodlo si {x} es abierto.

El teorema principal de este capitulo serd una consecuencia de las siguientes dos
proposiciones.

4.3.1. Proposicién: Si (X, 7) es un espacio Ty de Alecandroff, y L es una base topoldgica
para sus conjuntos cerrados, la cual a la vez es un subreticulo de (A(X),N,U) que contiene

X, entonces Kdim L > DIM (X).

Demostracién:
Por el teorema 2.5.9, es suficiente mostrar ¢que Kdim L > ODIM (X).

Debido a que L es una base para los conjuntos cerrados. tenemos que NL = §. Por lo
tanto, lema 4.2.5 implica que

Fo={MeL: c({a})C M}
es un filtro primo en L para todo e € X.

Afirmamos que si a; < a2 para a;,a; € X, entonces F,, C Fy,, y F,, # F,,. Para
convencerse de eso, nétese que si M € F,,, entonces cl({az}) C M; pero claramente
cl({a1}) C cl({a2}) C M,y por eso M € F,,. Ahora bien. porque (X, 7) es un espacio To,
cl({a;}) # cd({as}) y entonces, debido a que L es una base de A(X), existe un conjunto
cerrado M € L tal quecl({a1}) C M yas &€ M. Por lotanto M € F, \ F,,, y la afirmacién
queda probada.

Eso imnplica que para todo a € X con ODIL {a) = k existe una cadena de filtros primos
F,, CF, ,C- - C Fy (con ap = a). Por lo tanto, si DIM (X) = ODIM (X) > n,
entonces hay un x € X con ODIL (z) > n, implicando Kdim L > n. El resultado se sigue
inmediatamente.
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L]

Definicion 1.2.7 v proposicion 4.3.1 implican de inmediato lo sigutente:
4.3.2. Corolario: Si (X.7) es un espacio Ty de Alerandroff. entonces

KDIM (X) > DIM (X).

4.3.3. Proposicion: Si (X.71) es un espacio Ty de Alexandroff, entonces

Kdim A(X) = DIM (X).

Demostracién:

De la proposicién 4.3.1, tenemos Kdim A(X) > DIM (X); por eso, si DIM (X) es infinito,
también lo es Kdim A(X) y la demostracién ¢ueda terminada. Asi que, en lo siguiente
supongase que DIM (X) = ODIM (X) = n es finito. Probamos que Kdim A(X) < n.

Porque ODIM (X) = n, podemos escribir X = U{X, :0<i<n}, donde X, ={re X:
ODIL (z) =i}. Entonces Xg consiste precisamente en los puntos cerrados de X. mientras
que todos los puntos de X,, son abiertos. Notamos que la topologia relativa sobra cada X,
es discreta, pues en X, cualesquiera dos puntos son incomparables.

Ahora sea F' un filtro primo en la base de reticulo A(X). Para cada m < n, denotamos
por TR, (F) la traza de F sobre X,,, es decir, TR, (F) = {AN X, : A € F}. Primero
nétese que TR, (F) puede contener el conjunto vacio, pero en caso de que 0 € TR,,,(F),
se sigue que § € TR (F) para todo k < m (porque § & TR,,,(F) significa que cada 4 € F
intersecta X,,. Si suponemos un A € F' arbitrario, existe un xr € X, N A, implicando
ODILzr = m. Pero por la definicién de ODIL, para cada k < m — 1 existe un y € X tal
que y < x, por lo cual y € cl({zr}) C A, implicando y € AN X}. obteniendo 4 N Xy # @
para todo k < m). Es también claro que TR,,(F) es un filtro propio sobre X,, siempre

cuando @ € TR, (F).

Ahora sea Fx el conjunto de filtros primos en A(X). Definimos una funcién h: Fxy — w
por

h(F) = max{m: 0 ¢ TR, (F)}.

Claramente, para cada F € Fx tenemos 0 < h(F) < n, y asi la demostracién de la
proposicion quedara satisfecha de las siguientes observaciones, las cuales muestran que h
es inyectiva, cuando la consideramos restringida a una cadena en Fyx.

Afirmacidn (i) Si h(F) =my A€ TR, (F), entonces AU(U{X,:0<i<m-—1})€F.
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Primero observese que st /(F) = m.entonces ULX, 0 <0 <Cmp € F Ahoracs1J £ [ ral
que J 0 X, = Alentonces J T {U{X, 0 < < mb) € FLPero esteiltimo conpunto es nn
siubconjunto de AU (U{.X, 1 0 <7 < — 1}). v la afirmacion esta probada.

Afirmacion (ii) S h(F) = m.entonces TR, (£) es nun ultrafiltro (de la teoria de conjuntos)
sobre X,,,.

Obviamente. TR, (F') es cerrado bajo intersecciones finitas, estable con respecto a nniones
con elementos de X,,,, v no contiene @, lo cnal implica que TR, (F) es un filtro (propio)
sobre X,,. Ahora supongase que A. B C X,,, sean tales que AU B € TR, (F). De (i) se
signe que (AUB)U (U{X;:0< i<m—1})€ F,yporlotanto (AU(U{X,:0< i <
m—1}))U(BU(U{X,:0< i<m—-1})) € F. Debido a que estos conjuntos son cerrados
y F es primo. se sigue ue uno de ellos se encuentra en £y por eso, o bien A o B estd
en TR, (F). Asi que, TR, (F) es un filtro primo, y por lo tanto un ultrafiltro sobre X,
(pues en el reticulo de todos los subconjuntos de X,,,, un filtro es primo, si y sélo si es
ultrafiltro).

Afirmacidn (i) Si F, G son filtros primos distintos en la base de reticulo A(X) y F C G,
entonces h(F) > h(G).

Es claro que h(F) > h((7); asi que, s6lo se necesita demostrar, que la igualdad no puede
occurir. Con el fin de probar eso, suponemos al contrario que hA(F) = h(G) = m. Si
TRm(F) # TR (G). Entonces por (i), tomando en cuenta que estos filtros son ultrafil-
tros sobre X,,, ellos tienen elementos disjuntos Ap and A, respectivamente (Si Fy, F; son
ultrafiltros distintos. entonces claramente M € F|\ F» implica M, € [5\ F}). De eso se ob-
tiene por (i), que Ap UU{X;: 0<i<m-1} € FC Gy AgUU{X,:0<i<m—-1} € G.
Por lo tanto, la interseccién de estos conjuntos es un elemento de (7 al cual X, no pertenece,
dando una contradiccion.

En consecuencia podemos asumir que TR,,,(F) = TR, (() = K. Afirmamos que ambos,
F y (i, son generados por la base de filtro {c/(K) : K € K}. Para demostrar eso, notamos
primero que, debido a que cada elemento A € F es cerradoy AN X, € K, cada elemento
de F contiene cl(K) para algin K € K. Es ahora suficiente mostrar que c/(K) € F para
todo K € K. Para demostrar eso, asumimos al contrario, que exista algin K € K tal
que c(K) € F. Porque K € K, hay algin A € F tal que AN X,, = K, y por lo tanto
A\c(K) Cc U{X; : 0 < i< m~1}. Ahora, si tomamos ' = cl(A\cl(K)), entonces C ¢ F,
pues C CU{X;:0<i<m-1} ¢gF. Sin embargo, CUc/(K) = A € F, lo cual contradice
el hecho de que F es primo. Asi que, {c/(K): K € K} es una base de filtro para F y G,
los cuales entonces tienen que ser iguales.

Ahora, si existiera en A(X) una cadena de filtros primos de longitud n + 1 (o mayor), es
decir Fo Cc Fy C --- C F, C F, ., entonces (iii) implicaria 0 < h{(F,—;) < MF,) <+ <
h(Fy) < n, lo cual obviamente es imposible. Asi, cualquier cadena de filtros primos en

A(X) es de una longitud menor o igual a ODIM X, y la demostraciéon queda completa.
O

Combinando estos resultos con el corolario 4.1, obtenemos lo siguiente:
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4.3.4. Teorema: Si X es un vspacio Ty de Alerandroff. entonces

KDIM(X) = DIM(X)=ODIM(X).
O

Es bien conocido que la categoria de los espacios Ty de Alexandroff es isomorfa a la de
los conjuntos parcialmente ordenados. bajo el functor que lleva al espacio (X. 7) a la poset
(X.<), donde < es el orden de especializacién de (X, 7) (vea capitulo 3 y [Ern}). Por eso,
si definimos la dimensidn de Krull de un poset, como la dimensién de Krull del espacio de
Alexandroff correspondiente, dentro de la teoria de ordenes, nuestro teorema 4.3.4 puede
ser formulado en la siguiente forma:

4.3.5. Teorema: Si (X, <) es un poset, entonces

KDIM (X,<) = ODIM (X, <).

4.4. La dimensién de Krull de un espacio T localmente finito

En la seccién anterior demostramos que la dimensién de Krull de un espacio Ty de Alexan-
droff X es igual a la dimensién de Krull del reticulo A(X) (el cual es una base de reticulo
de si mismo). Nuestro objetivo ahora es mostrar que en el caso de un espacio Ty localmente
finito (X, 7), existe un subreticulo minimal de A(X), el cual es una base (topoldgica) para
los conjuntos cerrados en X, y que tiene la misma dimensiéon de Krull como el reticulo
entero A(X). Esta base para los conjuntos cerrados no necesariamente contiene @, y por
lo tanto, en general no es una base de reticulo.

Recordemos que para todo x € X, U7(rx) denota su vecindad abierta minimal. (lara-
mente, {U(x), £ € X} es una base topoldgica de 7. Esta base es minimal dentro de todas
las bases topoldgicas de 7, en el sentido de que ella esta contenida en cualquier otra base
de 7. Consecuentemente, el subreticulo generado por los complementos de los conjuntos
U(z) es minimal en el sentido de ser un subreticulo de (A(X),N,U), y a la vez de ser una
base para los conjuntos cerrados de X. Resumamos estas observaciones en el siguiente
lema:

4.4.1. Lema: Si B,., es el subreticulo de A(X) generado por {X \U(zx) : = € X},
entonces B,,;n es el subreticulo minimal de (A(X),N,U), que es una base (topoldgica) para
los conjuntos cerrados de X.

Demostracion:

B,.in es obviamente un subreticulo de A(X), y es una base topoldégica de A(X) porque
{U(z), £ € X} es una base topoldgica de 7. Para mostrar que toda base topoldgica de
A(X) contiene B,in. suponemos que B sea una tal base arbitraria. Es suficiente probar
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que X ' T7{r) € B para todo r € X Para este fin. para todo v € X tenemos X\ U{r) =
M Bn.x £} donde B,y € B para enalquier o € J. X\ U(r) es el conjunto cerrado mas

grande en .\ que no contiene r. Entonces existe g € Jtalquer € B, v B,, C (X\7(1)).
Pero X ["{«) C B, para cada o por lo cnal XA\ Ur) = B, € B.

™
—

Llamemos B,,;, definido en lema 4.4.1, la base cundnica del reticulo de los conjuntos
cerrados 4(X) de un espacio de Alexandroff X. Este subreticulo es una base de reticulo
para A(X) siempre y cuando contenga a § y X. Debido a que todo subconjunto cerrado de
X es representable como interseccion de elementos de Byun, tenemos NB,,.n, = 8. Por eso
se puede aplicar lema 4.2.5 al subreticulo B,,.;», en el cual entonces los filtros “generados
por un punto” F, g,...a € X (mas precisamente, generados por la cerradura de a) son
filtros primos. Como establece el siguiente lema, en el subreticulo especial B,,;n, estos
filtros tienen la propiedad, que la interseccién de todos sus elementos es precisamente la

cerradura de a:

4.4.2. Lema: Si B,,;, es la base candnica de A(X), y st Fy = {M € Bpun : cd{{a}) C M}
para a € X, entonces NF, = c({a}).

Demostracidn:
El lema es trivialmente verdad si X = {a}; asi que, supongamos ahora que X tenga
al menos dos elementos. C(laramente c¢f({a}) C NF,, y si hay algin & € NF, tal que
b & cl({a}), entonces cl({a}) C (X \ U(b)). Pero X \ U(d) € Bpin, lo cual implica que
X\ U(b) € F,, lo cual es una contradiccién.

0

Nétese que para la validez del lema 4.4.2 no se necesita ni que el espacio (X, 7) sea Tp ni
que sea localmente finito.

El ejemplo 4.2.4 muestra que la dimensién de Krull, aplicada a subreticulos de A(X),
no es monotona en el sentido de que pueden existir subreticulos B,C, B C C tales que
KdimB > KdimC. De todos modos, dentro de la clase de los espacios Ty localmente
finitos (y por lo tanto de Alexandroff), la base candnica B,;, tiene la misma dimensién
de Krull como A(X); es decir, esta base especial tiene dimensién minimal dentro de todos

los subreticulos:

4.4.3. Teorema: Si (X, 7) es un espacio Ty localmente finito, y By.in €s la base candnica
del reticulo (A(X),N,U), entonces Kdim By, = DIM (X).

Demostracién:
De la proposicién 4.3.1 ya tenemos Kdim B,,in > DIM (X), y para todo a € X con

ODIL (a) = k, existe alguna cadena de filtros primos F,, C F,, , € -+~ C Fay (con
ar = a) en B,,;,, donde

Fo={M € Bnin: cl({a}) C M}.
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Se sigue que. si DIM(X) es infinito. entonces también Kdim By, lo es. v asi DIM(X) =
Kdim B,,.... Por eso es suficiente snponer que DIM (X)) = ODIM (X) = n sea finito. v

hav que probar que RA'dim By < 1.

Primero nétese que cualquier filtro propio F de Bpin satisface NF # 0. Para ver eso.
supongase NF = . Entonces para cada r € X existe un J; € F tal que r ¢ J;. Pero
Jr C (X \U(z)), por lo cual X \ U(z) € F para todo x € X. Se sigue que F' = By,n.

Ahora afirmamos que, si a es un punto cerrado de X, entonces F, es un filtro propio
maximal en B,,;,. Para demostrar eso, observese primero que, en el caso de que Byin\ Fy =
{0}, F, es claramente maximal. Por eso, suponemos ahora N € Byin \F,con N#0,y
sea F el filtro generado por F, U {N}. Por el lema 4.4.2, NF, = {a}, lo cual implica que
NEF=n{MNN: MecF,} =(NF)NN ={a}NN =0, de lo cual se obtiene que F no

es filtro propio en B;,in.

De las siguientes observaciones se seguira que los filtros F, son los tnicos filtros primos

posibles de B,
Sea F un filtro primo en B,;n-
(i) Hemos demostrado que NF # @. Asi que, si escojemos £ € NF, entonces F C F;.

(ii) Por (i) y el hecho de que todas las cadenas en (X, <) son de una longitud menor
o igual a n, podemos encontrar un b € X que es un elemento maximo en (NF, <) y
F C F,. Denotemos por S el conjunto de sucesores (estrictos) de b en (X, <) (nétese que
si b es maximo en (X, <), lo cual ocurre cuando {b} es abierto, entonces S = 0). De la
maximalidad de b en NF, se sigue que F' ¢ F, para todo s € S, y por lo tanto para cada
s € S existe un A, € F tal que s € A,.

(iii)) NF = cl({b}): Porque F C F, implica que NF, C NF, se sigue del lema 4.4.2
que cl({b}) C NF. Para mostrar lo contrario, supongase que exista un x € NF tal que
z & cl({b}). Tenemos también que b &€ cl({r}), porque, si b € cI({z}) (z # b), entonces
x € Sy (ii) implica que £ € NF. Por lo tanto, b y r son puntos incomparables en
(X, <), lo cual tiene como consecuencia que (X \ U(x)) U (X \ U(b)) D {b,z}. Ahora sea
A€ F;ze Ub)NU(xr) implica b < z, y asi z € NF. Entonces existe A, € F tal que
2z € A,. Debido a que U(b) es finito, B=nN{A,: 2€ U(b)NU(z)} N A € F. Por lo tanto
B cC ((X\U(z))u(X\U(b))), implicando que

B=(BN(X\U(x))uU(Bn(X\U®))).

Pero ninguno de estos 1ltimos conjuntos se encuentra en F (porque F C Fy, F C F,), lo
cual contradice el hecho que F es primo.

(iv) Afirmamos que F = F},: De (iii) se sigue que para cada z & cl({b}) existe A, € F tal
que z ¢ A,. Porlotanto A, C (X \U(z2)), lo cual enseguida implica que X \U(2) € F, pues
F es filtro propio. Consecuentemente {X\U/(z): z € cl({b})} C F. Sin embargo, cualquier
tal X \U(z) pertenece a Bynin y contiene b, implicando que la familia {U(2)°: z & d({b})}
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genera fy. Asi que, Fp C F v por eso los filtros £ son los inicos filtros primos en B,,,,,.

lo cual completa la demostracion.

(abe mencionar (ue en la prueba de (iit) arriba. requeremos solamente que U(b) N7 (r)
sea finito: por lo cnal seria realmente suficiente que. o {7(xr) o /() sea finito. Asi que, la
condicion de “localmente finito™ en la declaracion del teorema 4.4.3 puede ser suavizada a
*localmente finito en todas partes con excepcién eventual de un punto™. Sin embargo, si
el espacio no es localmente finito en dos puntos, entonces Kdim By,;, > DIM (X) puede
ocurir, como el siguiente ejemplo muestra:

4.4.4. Ejemplo: Denotemos ahora por X el poset ({0,1} x {0}) U (w x {1}) ordenado de
tal manera que cada punto con segunda coordenada 1 es mayor a cada punto con segunda
coordenada 0, y sin otras relaciones. Entonces

X = {bl = (0,0),bg = (1,0)
ng=(0,1),n =(1,1).n2 =(2,1),n3 = (3,1),---}

y las vecindades minimales son

U(by) = X\ {b2}, Ulbo) = X\ {b1}, U(n:) = {n;}

para todo © € w.

Asi que, este espacio no es localmente finito en los dos puntos by, bs. Para todo i € w, los
puntos n; son abiertos, d({n;} = {ni,b1,b2}, y by < n;,b5 < n;, mientras que los puntos
by, by son cerrados, como simboliza la siguiente figura:
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Obviamente ODILb, = ODILby; = 0.0DILn, = 1. por lo cnal ODIM X = L.
canonica By, de A(X) es el subreticulo generado por { X\ {n,}. 1€ w} U {b bu it} lo
cnal implica

Bon = {X N NCw. N finito} S {{bi}.{b2}.0. X}
Para los filtros primos introducidos en lema 4.2.5 v utilizados en la prueba del teorema

4.4.3, tenemos

Fb; ={M € Bmin: b; € ‘\'I}a.j =12 F, = {M € Bhun: n,bibe A[}*i € w:
y evidentemente Fy,, C Fp,. Definimos ahora

F={X\N, NCuw. N finitoyu {X},
eso es F = Boin \ {{b1},{b2},0}. Es facil ver que F es un filtro primo en B,,;,. Los
conjuntos X \ N son infinitos, y cada uno de ellos contiene b; y by, implicando NF =
{b1,b2}. De eso se sigue

F,, CF CFy, paratodoi€w,j=1,2;
y las dos inclusiones son propias, lo cual implica Kdim B,,,;, > 2.
4.4.5. Ejemplo: Adoptemos nuevamente el ejemplo 4.4.4, con el tinico cambio que ahora
b1 sea un punto abierto. El nuevo espacio X es localmente finito con excepcion del punto
ba2. Tenemos ahora cadenas de longitud 1 en (X, <) solamente de la forma by < n,,

y c({n;}) = {n;,b2}. Bin es el subreticulo generado por {X \ {n;},{b:},X \ {b1}}.

implicando

Bnin = {X\N: N Cw, N finito)U{X\(NU{b1}), N Cw, N finito o vacio}u{{b,}.9, X'}

Los filtros tienen ahora la forma

Fo, = {M € Bpyin: by € M}
Fy, ={M € Bpin: boe M} =B8B,.,\{0,{b}}
Fro, ={M€Bpin: ni,bp e M} C F,
F={X\N, N Cuw, N finito} U{X \ (NU{b1}), N Cw, N finito o vacio} U {X}

Resulta que F si es un filtro primo en B,,;,,. pero

F=F,.

en acuerdo con la demostracién del teorema 4.4.3, que muestra que los nicos filtros primos
en B,i, son los generados por las cerraduras de los elementos de X.
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