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1. Introducción 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

1.1.  Ubicación y contenido del trabajo 

Est.e trabajo  de tesis se dedica  a la dimensionalidad de espacios topológicos  "digitales". 
En términos  de  la topología general,  se trata de espacios de Alexandroff, los cuales fueron 
introducidos  por P. S. Alexandroff  en 1937 [Alex] bajo el nombre de "espacios discretos". 
Estos  espacios topológicos tienen la propiedad que cualquier intersección de  conjuntos 
abiertos  es  nuevamente un conjunto  abierto, o equivalentemente,  cada punto del espacio 
est,á  contenido en una vecindad abierta minimal. Los resultados  de esta tesis se refieren 
principalmente  a espacios To de Alexandroff. Cabe  notar  que un espacio de Alexandroff  es 
TI si y sólo si es  discreto, así que,  nosotros no suponemos el axioma TI para los espacios 
de Alexandroff a estudiar  aqui.  Además, espacios de Alexandroff  en general no  son n i  
regulares ni  normales. Por eso, las  teorías clásicas de dimensión de la topología general no 
pueden  ser  aplicadas  inmediatamente  a  estos espacios. 

En el capítulo 2 de esta  t.esis, definimos una dimensión topológica para espacios de 
Alexandroff,  llamada dimensión de Alesandrog. aplicando la dimensión inductiva  pequeña 
ind de  la  topología  general. Derivamos propiedades de est,a  dimensión,  similares a l a s  de 
funciones  clásicas de dimensión. En particular demostramos su monotonía con respecto  a 
subespacios, y probamos que la dimensión  de un producto  cartesiano  (finito) de espacios 
To de Alexandroff es igual a la suma  de  sus dimensiones. También demostramos  algunas 
propiedades  interesant.es de la dimensión de Alexandroff con respecto  a  subtopologías y 
con respecto  a  topologías To minimales. 

La categoría de los espacios To de Alexandroff  es  isomorfa a la de los posets (conjuntos 
parcialmente  ordenados), lo cual  es bien conocido de la literatura  (vea  por  ejemplo  [Ern]). 
En el  caso de espacios finitos o localmente  finitos, ellos son equivalentes  a complejos celu- 
lares abstractos (vea  [Kov], [Her]), y estan relacionados  a complejos simpliciales  [Kro/2]. 
Eso da la  idea de comparar la dimensión de ciertos espacios de Alexandroff  con conceptos 
de  dimensión conocidos para  posets,  retículos (en inglés: lattices), y complejos. En  este 
contexto,  la  tesis  aporta dos resultados nuevos: 

- Demostramos  que,  para  todo  espacio To de Alexandroff, su dimensión de Alexandroff 
coincide con una dimensión del  poset  correspondiente, la cual se  define simplemente como 
supremo  de las  longitudes de cadenas  (teorema 2.5.9). Este  resultado  fue  publicado en 
[Wie,Wil/l],  y contribuye  a muy recientes investigaciones sobre dimensiones de posets y 
gaficas, vea por ejemplo [Eva,Kop,Muk]. 

- Además,  se  demuestra en el capítulo 4 de esta tesis, que la dimensión  de  Alexandroff 
de un espacio To de Alexandroff (la cual  es igual a la dimensión  del poset  correspondiente!), 
es igual a la dimensión de  Krull del retículo  de  todos los conjuntos  cerrados del espacio 
(teorema 4.3.4). Adicionalmente,  estudiamos  el caso de los espacios TO localmente finitos, 
donde  demostramos  que  existe un subretículo minimal, el cual es una base (topolcjgica) de 
los conjuntos  cerrados, y el cual  tiene  la  misma dimensión de  Krull  como todo el retículo 
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de los cerrados (teorema 4 . 4 . 3 ) .  La dimensitin de Kndl fuc aplicada por prinlera vez a 

espacios  topokjgicos por Vinokurov jVin], pero es conocida desde antes en el  algebra como 
l lna funcitjn de dimensitin para aniilos y retículos. En espacios gmrrales. esta ciimensión PS 

dificil cie calcular, pero es interesante  que, por ejemplo, en [\.-in] fue demostrado qlue,.para 
espacios  separables  metrizables, su dimensión  de Krull coincide tanto con la diniensidn 
inductiva peclllerla  como también con la de dimensi6n  de cobertura. Nuestros resultados. 
los cuales fueron publicados en [CVie,.CVil/2]. generalizan algunos resldt ados demostrxios 
en [Isb] y [San,San/2] para espacios finitos. 

El tercer  resultado principal de esta  tesis se desarrolla en la aplicación de  la  dimensión 
de Alexandroff a un "espacio digital", el cual se construye como espacio  cociente del espacio 
Euclidean0 IRn, seguiendo una construcción propuesta por Kronheimer [Kro/2]: Iniciando 
con una  familia & de  subconjuntos  disjuntos por parejas y regularmente abiertos de I R " ,  

cuya unión es densa en IR" (esta familia  es  llamada &-rejilla de R.). se construye u n  
cociente  abiert.0 X ( € )  de R" llamado espacio digital, extendiendo I a una  descomposicicjn 
X(€) de Rn, la  cual es topologizada  por la  topología  natural de cociente. Bajo una 
condición de  minimalidad, X(&) resldta ser solo dependiente de E e <mico, salvo homrro- 
morfismos.  Fue  demostrado en [Kro/2], que para  toda €-re j i l la  localmente  finita de R", 
el espacio  digital X(&) es un espacio To localment'e finito (y por lo tanto, de Alexandroff). 
Mostramos en el  capítulo 3 de esta tesis  ejemplos  de €-rejil las de IR" (cuyos  elementos 
son claramente  subconjuntos de IR" de  dimensión n), que  dan lugar a espacios  digitales 
de dimensiones de Alexandroff diferentes de u. Sin embargo, nuestro result.ado principal 
en este  contexto  es,  que, si € es una € - r e j i l l a  de I R " ,  cuyos  elementos son subconjuntos 
convexos acotados de I R " ,  entonces la dimensión de Alexandroff  del espacio  digital X ( L )  
es igual a n (teorema 3.4.12). Para  demostrar  eso? el espacio X(€) es explícitamente con- 
struido, y tanto la convexidad  de los elementos de € como el hecho  que € sea localmente 
finita, son esenciJes  para  nuestra  demostración.  Este  resultado proporciona un funda- 
mento  t.opológico al concepto de una "imagen digital n-dimensional". y contribuye así a 
investigaciones actuales sobre "topología digital". 

En este  trabajo se usan  los siguient.es simbolos: w denota  el primer ordinal inf ini to  
27 denota  el  conjunto  de los números enteros, y 1R el conjunto de los ntímeros reales. 

1.2. h5otivaciones para el estudio de espacios de Alexandroff 

Los espacios  de  Alexandroff (o sus posets o complejos  correspondientes) surgieron a m e  

diados de los ochentas como modelos topológicos de "estructuras  discretas", como lo so1 

por ejemplo  imágenes  digitales. Estas son los objetos de la visión por computadora (VPC 
y de las  gráficas por computadora. 

La VPC tiene como objetivo  capacitar  computadoras de la captación y del entendi 
miento (es decir,  del procesamiento y de la interpretación) de  información visual. Est 
información es primeramente captada, por ejemplo, por medio de  cámeras, o tomógrafo: 
rayos laser, equipo infrarojo o de  ultrasonido. El resultado de esta captación  técnica  es un 
imagen, en general ar~alo'gica, que  puede ser modelada por una  función  de IR" en R. Est 
imagen es  transformada por medio  de una discret#ización de su dominio  de definición y un 
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cuantizacihn  de su dominio  de  valores a una irrmgeu dig i ta l ,  que puede ser modelada por 
una  función f de en Z. Es natural  llamar a f llna imager¿ digi tal  '*l¿idirr¿erlsiol¿(L1". 
teniendo en mente. que Z" forma u n  modulo unitario sobre el anillo de los enteros. el cual 
tiene dimensicin vectorial II .  Desde el purlto  de vista de aplicación. tiene sentido  hablar tlt. 
imágenes  de  cualquier dimensión, como  muestran los sigllientes ejemplos: 

para n = 1 ,  f puede representar una señal  registrada en el tiempo: 
para II = 2 ,  f puede ser la versión digitalizada de  una fotografía: 
para II = 3, f puede ser el conjllnto de datos generados a partir de  proyecciones de 
una escena  real  tridimensional; 
para T L  = 4, f puede representar una escena real tridimensional en movimiento: 
para n 2 5, f puede ser el conjunto de datos que  representan  muchas características 
de u n a  imagen ya analizada. 

Los valores  de f representan  valores  de gris o colores 11 otros atributos numéricos  de 
los puntos de 2 2 " .  también  llamados piveles (o. en el caso de una  imagen tridimensional. 
voxeles). Para describir propiedades topológicas y geométricas de  los objetos de la imagen. 
es suficiente que la función f distinga  solamente  entre los pixeles de objetos de interés y 
el  resto de la imagen.  Por  eso,  adaptamos en este  tralt<tjo un  modelo simplificado de la 
imagen digital, siendo un mapeo f de Z7' en { O ,  I } ,  ctonde un pixel p E Z" tiene valor 1 si 
p pertenece a un objeto de interés, y p tiene valor O en otro caso. I'na imagen  de este  tipo 
se  llama imagen binaria, y puede interpretase como una partición de Z" en el conjunt.0 
de objetos, y su complemento (el "fondo"). 

Para resolver un problema práctico de análisis  e interpretación de una imagen digital, 
se inicia en general con un procesamiento de la imagen clue incluye su mejoramiento y la 
extracción  de  características,  para después  poder encontrar los objetos  de  interés, los 
cuales deben  describirse  apropiadamente para ser clasificados o reconocidos. 
Para la realización de todas  estas  tareas,  inicialmente se diseñaron algoritmos  de manera 1 empírica,  adaptados  a  cada  problema  concreto  práctico.  Pero,  entre más se desarrollaron 
los fundamentos  metódicos de la VPC', incluyendo soluciones metódicas (es  decir, indepen- 
dientes de los problemas concretos  a resolver) para  la segmentacibn  de imágenes,  para el 
aislamiento de objetos del fondo, para la esqueletización de objetos, para la determinación 
de características de forma; miis se volvio necesario e  interesante preguntar: 
i Porqué funcionan los algoritmos  empíricamente diseñados *? 

i Porqué (o, cuándo) se puede aislar un objeto del  fondo  por  medio  del seguimiento de su 
contorno b de  su superficie '? 

Cuáles son las propiedades  de un objeto, que permitan reconocerlo, independientemente 
de su tamaño, de su posición y de su orienhción dentro de la imagen,  de  las condiciones 
de  iluminación o del á n p l o  de  vista  durante su caphción mediante una cámara '? 

La última  pregunta lleva a la búsqueda  de  propiedades  de objetos, las cuales son invariant.es 
bajo ciertas  transformaciones  geométricas, como afines,  central - proyectivas o proyectivas, 
y finalmente a propiedades topológicas, las cuales describen la forma del objeto, como lo 
son  por ejemplo el número  de  sus componentes  conexas o de sus hoyos. 

Pero, más sencillo aún,  para poder encontrar un objeto de interés en la imagen y 
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aislarlo t ~ c , r n ~ , l ~ ~ t ~ t ~ n t z ~ ~ t r  d e l  f o n t i t ) .  rlrcesita hi val idw de u n  teorema de tipo ,Jordan en  

el dominio de tiefirlicicin tie la imagen. es decir. en Z". Llevando  el  problema todavía r n k  
a s11s inicios: u n  "ot,jeto" se define c o m o  [ i n  s l l t x o n j u r i t o  (le Z", el cllal se considera en I n  
niayoría de los casos c ' o r n c j  ]In s~ l \xo r \ j ?~n to  conexo. Por eso. el collcepto (le conexiciati ~n 
Zrl es esencialmente necesario para encontrar y ciexril,ir objetos. 

La primera y rlatllral idea sería considerar a En CORIO subespacio topol6gico de I R r c  

(con la topología estandar), debido a que la imagen digital definida sobre 27'' es generada 
desde una imagen definida sobre 1R". Sin  embargo. como tal subespacio. Zn es u n  esya- 
cio  discreto. y por lo tanto es totalmente  disconexo, y por eso obviamente no permite el 
modelado de objetos C O I I ~ X O S .  Así q 1 1 ~ .  la primera tarea es introducir en Zn una "estruc- 
tura", clue tenga conexidad. El concepto de conexitiad es inherentemente topológico. por 
Io cual una t~al  "estructura" seria una topología sobre U". En otras palabras. un modelado 
propiamente  topológico de una imagen digital  consiste en la construcción  de un espacio 
topolcigico (no  discreto !) sobre el conjunto ZZ". l'eri-mos en la siguiente sección, que este 
tipo de modelado fue realizado &lo recientemente. 

Aunque, para resolver algunos  problemas prácticos simples  como  el conteo de objetos 
o su marcamiento, es suficiente el modelado topológico de la imagen,  cabe  aclarar ylue no 
lo es para la solución de la mayoría de probiemas (complejos). Consideremos un ejemplo: 

La escpeletizacón de objetos es una técnica ampliamente  aplicada en el reconocimiento 
de  letras o de otros objetos "delgados" cnmo ciertas celulas biológicas. Esta se puede 
realizar  por medio de un adelgazamiento de cada objeto, que consiste  esencialmente en 
la eliminación de todos los  puntos  del objeto, clue no so11 necesarios para conservar la 
conexidad  del objeto, y cuya  eliminación tampoco  aumente el número  de  sus hoyos. Es 
obvio clue este procedimiento  (basandose puramente  en caracteristicas topológicas) causaría 
que todo objeto simplemente  conexo se adelgazaría a 1ln sólo  punto [Ros/2), lo cual en 
general no es un esqueleto  útil para  el reconocimiento  del objeto. Por eso, los algoritmos 
de  adelgazamiento se basan además de  en las propiedades  topológicas en la geometría del 
objeto. 

Para terminar esta sección, mencionamos  que la VPC no es la línica fuente de mo- 
t.ivación para  el desarrollo de una "topología digital".  Recientemente se ha manifestado 
interés  por modelos topológics de un "espacio-tiempo  discreto" en la literat,ura dedicada 
a la física teórica , vea  por ejemplo [Sor].  Cabe  notar clue. en caso de  que un "espa- 
cio  digit.al",  por  ejemplo un espacio  de  Alexandroff, fuera dotado de una métrica p, esta 
tendria la  propiedad de que exista un número positivo (!) (L tal que  para todo x, y dos 
puntos distint,os x, y del espacio, valdría ,o(., y )  2 t .  Tales espacios métricos pueden ser 
interesantes en la física  cuántica,  interpretando a como la longitud  de Planck. Modelos 
topológicos de  "estructuras discretas" s(jn  aplicados también en la química,  por  ejemplo 
en la cristalopafía  (vea el comentario en [Kon,Kop,Mey/2]). 

1.3. Modelando imágenes digitales por medio de gráficas y complejos 

Las primeras  investigaciones  para  introducir conexidad en 22" se basaron esencialmentt: 
en gráficas, relaciones  de  adyacencias  y modelos combinatorios como complejos  celulares 
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x -4 y e+ x, y se  distinguen en exactclrnente una coordenada por I :  

x -8 Y x -4 y ó, x, y se distinguen  en  cada  coordenada por 1. 

a) 

Figura 1.1. a) ( Z 2 , - 4 )  , b) (x2, -8)  

Figura 1.1 representa las gráficas ( Z2, -4)  y ( Z2, -8). Los mapeos d4 y ds de Z' x Z' 
en Z definidos por 

son métricas  sobre Z', y obviamente 

Es bien conocido que 
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Figura 1.2. a) &-círculos y b) &-círculos  centrados en p, con radios 1 y 2. 

Debido a que Z'. o en  su caso Z 3 ,  conjuntamente con una relación de  vecindad.  es 
una gráfica, se puede aplicar  el  concepto de conexidad de la t.eoría de gáficas. hlodelando 
los objetos de una imagen digital por subgráficas conexas, se desarrollaron las gráficas 
vecinas [Ros,Kak], las cuales fueron  generalizadas a las estructuras vecinas fKle,Vos], y a 
las estructuras de  incidencia [Vos]. En (Vos], el autor desarrolla un modelo  combinatorio 
de  imágenes digitales "mult idimensionales" , aplicando  relaciones  de incidencia definidas 
sobre Zn ( n  arbitrario).  Dentro de estos modelos, se han descrito propiedades t,opológiicas 
y geométricas de los objetos, y se han fundamentizado algoritmos de  segmentacicin por 
la dernostracicjn de teoremas  del  tipo Jordan, y, entre  otros  temas de investigación, se 
han Iniciado amplios  estudios sobre la esqueletización de objetos. {Tn buen  resumen  de 
los resultados  obtenidos hasta los finales de los ochentas, es el t.rabajo  [Kon,Ros]. Cabe 
notar, que estas investigaciones no solamente han  fundament  izado t,eóricamente algorit mos 
exist.entes (que fueron desarrollados  antes  heuristicamente),  sino tambikn han dado como 
resultado el mejoramiento  de  algoritmos (por ejemplo, de  ade1gazamient.o [Ber]), y el diseño 
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de  nuevos algoritmos  (por  ejemplo, de la detección de superficias en imágenes digitales tri- 
dinlensionalcs. vea  [Her.LVeb] y [\’os]). 

t-na generalizacicin de  las relaciones de adyacencia, encaminado a u n  modelo de carác- 
ter  topologico, es el “espacio digital de imagen“ de [Kon.Ros.Ros]. el  cual modela imágenes 
digitales binarias dos- y tridimensionaies. En este  trabajo. los autores identifican l lna  gran 
clase de relaciones (ademis de las relaciones usuales de vecindad.  se  incluyen  vecindades 
de I‘oronoi), las  cuales permiten la construcción  de un “grupo fundamental digital“.  Bajo 
ciertas  condiciones,  este grupo es  isomorfo al gTUp0 funciamental (común) de un poliedro, 
que es un “análogo continuo!’  del “espacio digital”, vea  también [Kon,Kha].  Cabe men- 
cionar que la  “adyacencia” en [Kon,Ros,Ros]  está definida como  segmento  de linea en R2 
o E l 3 .  Eso  tiene como consecuencia, clue la  geometría y topología del espacio  Euclidean0 
está presente en el modelo  desde  el principio. Así, se modela  realmente  la “discretización” 
de I R 2  o B3 a un “espacio digital”, cuyas  propiedades geométricas  y topológicas  despuks 
se relacionan  con las de  su “análogo continuo  poliedral”. 

Aplicando  los complejos de la topología  algebráica, se obtienen otros  modelos, los 
cuales describen imágenes  digit ales n-dimensionales: 

Kovalevsky [Kov] llama un complejo  celular lo que está definido en [Rin] como com- 
plejo abstracto: una  estructura (X, 5 ,  di,rrL), donde (X ,  <) es un poset (conjunto parcial- 
mente ordenado),  y dim es una  función  de “dimensión”  de X en  los números enteros no 
negativos, tal que x 5 x’ implica dimx 5 dirnx‘ para todos x ,  x’ E X. El concepto  de 
conexidad inherente  a un  poset (X, 5 )  es el siguiente: I’n subconjunto M C X se llama 
conexo en (X, 5 )  si y sólo  si  para toda  pareja  de puntos p,  q E existe una cadena  finita 
xo ,x1 , .  ~ x ,  de puntos de M tal que x0 = p , x n  = q, y para cada i ( O  5 i 5 n - 1) vale 
xi 5 xi-1 o xir 1 5 x , .  [Tna  imagen binaria  dada se codifica como complejo,  identificando 
cada uno  de sus pixeles (puntos  de Zn) con el  cubo  unitario centrado en el, y  considerando 
como X el conjunto de todos estos  cubos y de todas sus caras  (de  todas las dimensiones), 
y suponiendo 5 como la relación natural de fronterización entre estos cubos, es decir, 
.E 5 x‘ si y  sólo  si x = x‘ o x es cara de 2‘. Una vez segmentados los objet,os conexos 
de la imagen, esta se representa  nuevamente como un complejo, donde X es el  conjunto 
de los objetos y  de  ciertas partes de sus fronteras. De esta manera, la se,mentación  de 
la imagen se modela por  una transformación  de un complejo en otro. Kovalevsky realiza 
cada  complejo  celular en la computadora como una estructura  enlistada de datos, la cual 
permite  la  aplicación rápida  de  proceduras propias del procesamiento y del análisis de la 
imagen, como lo son por  ejemplo filtros de  mejoramiento y transformaciones geométricas. 
El complejo  que  representa la imagen  ya segmentada, se refleja en la computadora como 
una estructura  que ocupa  poca memoria, y se ha aplicada eficientemente por ejemplo en 
el  reconocimiento de letras  escritas a mano,  como  asegura el autor en [Kov]. 

Mencionamos que otros  autores  también  aplican complejos  para  modelar  imágenes 
digitales. Por ejemplo, Herman y Webster justfican un algoritmo  de  seguimiento de su- 
perficies por medio de un complejo tridimensional  [Her,Web]. Lee y Rosenfeld desarrollan 
varias ideas teóricas sobre la representación  de imágenes, basandose en un “complejo rec- 
tangular  de  celulas de IR””, para analizar  problemas relacionados con  la homología y de la 
homotopía de los objet,os de  una  imagen [Lee,Ros]. Brisson define una estructura de celulas 
que representa variedades subdivididas, la cual  realmente es un CW-complejo  finito  regular 

8 



1.4. hlodelos topol6gicos de imágenes digitales 

llodelos  de imágenes digitales, cuyo fundamento es m a  topología sobre Zn, han sic 
desarrollados sólo muy recientemente,  iniciandose con  los trabajos basados en  la topolog 
de Khalimsky  [Kha,Kop,Mey] y en espacios topol6gicos conexos ordenados  [E;op,&ky,iVi 
los cuales  conducen  a la aplicación de los espacios de  Alexandroff [Kro/2]. 

La topología  de  Khalimsky rk sobre Z es  la que tiene la subbase { { 2 n ,   2 n +  1 , 2 n + 2 ]  
n E E}. Entonces, los punbos de Z son alternadamente abiertos y cerrados. En la siguien 
figura, se simbolizan los conjuntos  abiertos de una base de T K :  

3 - 2 - 1  o 1 2 3  4 5  

Figura 1.3. t'na base de la topología de Khalimsky r~ sobre Z Z .  

El espacio de Khalimsky K = ( 2 2 ,  T K )  es un  caso particular  de un espacio topológic 
conexo ordenado  [Kha,Kop,Mey]. El producto  cartesiano de n espacios K ,  K" = K ; 

K x I x K es  llamado n-espacio digital en [Kon,Kop,Mey/l],  [Kon,Kop,Mey/2]. Figur 
1.4a)  muestra  una porción del %espacio digital K', la cual es la  vecindad minimal de 11 

punto cerrado. Esta contiene otras vecindades  minimales, l a s  cuales estan simbolizada 
en la  misma  figura. Notese que  todo  punto del espacio topológico K' tiene  una vecindat 
abierta minimal. En general, K" es un espacio To de Alexandroff. 

definida por z 5 y M z E d ( { y ) ) ,  es reflexiva y transitiva, y es  antisimétrica (y po 
lo tanto un orden  parcial) si y sólo si ( X ,  T )  es To (vea [Alex] o [Ern]). Este orden parcia 
definido  para  todo  espacio To de Alexandroff X fue nombrado orden de especializac.id 
de X por varios autores, por ejemplo en [Joh]. Además, es fácil demostrar  que  entonce 
x 5 y +=+ U(y)  C ei(r) w y E U(z) ,  donde l r ( n )  denota  para  cualquier a E X SI 

vecindad abierta minimal, vea [Alex]. 

Es bien conocido  que, si ( X ,  T )  es un espacio de Alexandroff, entonces la  relación 
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1.4.1.  Ejemplo: Consideramos el 2-espacio digital K 2 ?  una porcicin  (-le1 cual se representa 
en la figlira 1.4a). Aplicando la definición L 5 y .r E d ( { g } ) ,  ohtenemos el orden de 
especializacibn 5 ({e  P .  el cual sat isface por ejemplo 

( 2 r t  + 1, 'Lm + 1) 5 ( 2 n  + L. ' L u z )  5 ( 2 u .  2 m )  
( 2 1 2  + 1. % m  + 1) 5 ( 2 n ,  2 m  + 1) 5 ( 2 r L ,  2rr l  + 2 )  

( ' L n  + 1 ,  21u)  5 ('Lrc + 2 , 2 1 r ~ ) .  n ,  r n  E Z 

Ahora sea Y el conjunto, cuyos elementos son todos los cuadrados unitarios  abiertos (en 
centrados en puntos  de Z' de la forma ( 2 n ,  2 m )  (con n ,  rn E Z arbitrarios). y todos 

los segmentos unitarios "abiertos"  (es  decir, sin  sus esquinas) horizontales centrados en 
puntos de Z' de la forma ( 2 n .  2 m  + l), y todos  los  segmentos unitarios  **abiertos" (es 
decir, sin sus esquinas) verticales  centrados en puntos de 27' de la forma ( 2 n  + 1,2r j¿ . ) ,  
y todos los puntos de Z' de la forma ( 2 n  + 1. 2 m  + 1). La figura 1.4.b) muestra  una 
porción de Y. Nótese clue Y es  una  descomposición  de R', y las cerraduras (en R') de 
los  elementos de Y son poliedros (convexos) de las dimensiones 2 . 1 ,  y O. Definimos la 
relación <* sobre Y como la relación natural de fronterización entre poliedros, es decir, 
para x, y E Y ,  x 5 * y e+ el poliedro CJRZ (x) esta contenido en el poliedro duz (y) e=+ 
el poliedro C l ~ z  (x) es una cara del poliedro c l ~ z  (y) .  Observando figura 1.4b), tenemos en 
Y por ejemplo 2 < y <* z. 

Sea f el mapeo  que identifica cada punto ( '271: 2 m )  de Z' con el cuadrado unitario 
abierto (en I R 2 )  centrado en ( 2 n .  2 m ) ,  cada ( 2 n ,  2 m f  1)  con el segmento  unitario "abierto" 
(sin sus esquinas) horizont,al centrado en este punto. cada ( 2 n  + 1 , 2 m )  con  su correspon- 
diente segmento unitario  "abierto"  vertical,  y  deja los  puntos (272 + 1 , 2 m  + 1)  idknticos. 
Entonces, f (Z2)  = Y ,  y obviamente f es una biyección. 

(2n+l,2m) 
e 

X 

h L 

Figura 1.4. a) una porción  de K 2 ,  b) la misma porción  de f (Z2) .  
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El n-espacio  digital h'" resulta ser u n  caso particular de un nlodelo desarrollado por 
Kronheirner [Kro,/'2]; para la relación entre  este modelo y algunos de los mencionados 
arriba. vea [Kro/l]). Este modelo describe el proceso de la "discretizacitjn" (fe un  espacio 
topológico que  represen:% el soporte de  una imagen (por ejemplo E") por medio de la 
construcción de  una descomposición de él: 

Si S es un  espacio  topológico,  entonces, en un primer paso, se construye  una familia E 
de  conjuntos  abiertos  disjuntos  cuya uni6n es densa en S, tal  familia es llarnadaf~llestrucldn 
de S en [Kro/2]. 

Figura 1.5. a) La fenestración estándar de R2 representa Z'. b), c) Una fenestración 
hexagonal y una  trigonal  de R2, identificando  conjuntos  discretos  (vea texto). 

11 



f 

La nlotivaci6n para la construccibn de m a  fenestraci6n & de un espacio topolbgico S es la 
identificaciOn (mediante u n a  biyecci6n) de & con 11x1 corljunto  discreto D de S .  Recordamos 
que. en cualquier  espacio topol6,gico S .  un conjllnto D c S se llama rorljurtto di.screto si 
la topología  relativa  sobre D como suhrspacio de S es la discreta. Por ejjemplo, el espacio 
Euclideano IRn (con la topología estandar)  contiene al conjunto discreto Z”, el  cual  se 
puede identificar con  la  fenestracicin  representada en figura 1.5a) para el caso de dos dimen- 
siones, es decir,  cada punto p de Z” se identifica con el cubo unitario abierto de  dimensiórl 
n centrado en p. El conjunto de estos cubos es llamado f er~es tmción  estcirldar de Rn en 
[Kro/2].  Cabe  notar que el mapeo f construido en el  ejemplo 1.4.1, identifica el conjunto 
discreto  (en P )  consistiendo de todos los  puntos de IR’ con coordenadas  enteras pares 
(y no todo 25’) con la fenestracihn estándar de ZR’. En el caso rt  = ‘L. la misma  idea es 
aplicable  para  identificar  cada uno  de  los  dos conjuntos  discretos simbolizados  por  puntos 
negros  en las figuras l.5b) y 1 . 5 ~ )  con  una fenestracihn, cuyos  elementos  son  los interiores 
de polígonos regulares diferentes al cuadrado. 

En un segundo  paso, se extiende la fenestración € de S a una  descomposición X de S 
de tal  manera  que  el mapeo  de  proyección natural K : S - X sea abierto. X, topologizado 
por la  topología  cociente, es un  espacio topológico (un cociente  abierto de S), y es llarnado 
por  Kronheimer € - r e j i l l a  de S. 

Resulta que, para u n a  fenestración f ‘a  I de S, en general existen varias E-retículas. 
Por eso,  Kronheimer impone una condición  de  minimalidad a tal €-reticula.  la cual repre- 
senta el sop0rt.e de la imagen digital. Esta minimalidad se satisface  para toda €-reticula 
X que es un espacio To semiregular [Kro/2]. Recordamos que un espacio topológico se 
llama  semiregular si y sólo si existe u n a  base de conjuntos  abiertos  regulares  [Pea]. Si la I- 
reticula X es un espacio TO semireixlar, y € es u n a  fenestración localmente finita, entonces 
X resulta  ser un espacio To de  Alexandroff [Kr0/2],  y por  lo tanto un poset, y cualquier 
(otra)  €-reticula To semiregular es homeomorfa a X (por la definición de  minimalidad en 
[Kro/2], vea sección 3.1 de esta tésis). Nosotros  llamamos  una E-reticula To semiregular 
de una fenestración  localmente finita un  espacio digital. Por ejemplo,  para la fenestración 
estandar de R?”, el espacio  digital X consiste en todos los cubos  unitarios  “abiertos” de 
todas las dimensiones k (O 5 k 5 n )  cuyas cerraduras son precisamente las caras de  los 
elementos  de €. Recordando el ejemplo 1.4.4 y la figura 1.4 en página 9, es evidente  que 
este espacio  es homeomorfo al n-espacio digital K”. Observese que este espacio X es 
precisamente  el  complejo celular que aplica Kovalevsky (Kov]  para  representar  la imagen 
digital  inicialmente  dada  (es  decir,  antes de segment,arla). 

1.5. Dimensionalidad de “espacios digitales” 

Todos los modelos mencionados  pretenden a describir el soporte de  imágenes digitales o 
otros  conjuntos  “discretos” de cierta “dimensión”. 

Los modelos basados en gráficas introducen relaciones en Z 2  o Z3, y las relaciones de 
incidencia  de Voss [Vos] se definen sobre En, para  representar imágenes de  dos,  tres y n 
dimensiones,  respectivamente. El término de  dimensión  aplicado aquí se refiere obviamente 
a la estructura  algebráica de iz” como  modulo unitario de “dimensión vectorial” n sobre 
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Nos interesa introducir un concepto topol6gico de dimensión. En la  topología  general. 
se conocen bAsicament,e tres dimensiones clásicas: la dimensión inductiva pequelia i l d  

la dimensión inductiva  grande It14 y la dimensión de  cobert~ura dim [Pea]. Todas ella: 
coinciden y son iguales a rz para el espacio  Euclidean0 E". Para  estudiar  estas dimensiones 
se  suponen  algunas  propiedades de los espacios topológicos a considerar. Así, ind se aplicz 
generalmente  a  espacios  regulares, h d  se estudia  para espacios  normales, y di?! 
para espacios Tl completamer~te regdares [Eng/l]. Resulta que  u n  espacio de Alexanctrof- 
es TI si y sólo si es discreto. Nosotros definirémos en el siguiente  capitulo una  dimensirir 
topológica para  espacios  de  Alexandroff  (no  necesariamente To), adaptando irld a esta clasf 
especial de espacios. 

Estudiarémos  en  capítulo 3 el  problema  de cuándo una €-rejilla X de IR" tiene di. 
mensión de espacio de Alexandroff n.  Suponiendo rlue X es u n  espacio localmente finitc 
To semiregular, y fijando E ,  comentamos  arriba que X es Único salvo homeomorfismos, J 
entonces la dimensión de X solamente  depende de E .  
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2. La dimensión de espacios de Alexandroff 
.. 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

En este  capítulo definimos una dimensión topológica para espacios  de Alexandroff. Deri;*a- 
mos propiedades de esta dimensión, similares a las de funciones clásicas de dimensión; en 
particular demostramos su monotonía con respecto a subespacios. La categoría  de los es- 
pacios To de Alexandroff es isomorfa a la de los posets  (conjuntos parcialmente  ordenados). 
Demostramos, que la dimensión de  Alexandroff de un espacio To coincide con  la dimensión 
de su orden parcial  correspondiente.  Este resultado se ha publicado en [Wie,Wil/l], y se 
aplica para  probar  que. para esta clase de espacios, la dimensión de un producto  cartesiano 
(finito) de espacios es igual a la suma de sus  dimensiones. También demostramos  algunas 
propiedades de  la dimensión  de Alexandroff  con respecto a subtopologías y con respecto a 
topologías To minimales. 

Mencionamos que la dimensión de Alexandroff fue definida  independientemente en 
[Eva,Kop,Muk]  (un  artículo más reciente que [Wie,Wil/l]). Aquí, los aut,ores definen 
una dimensión equivalente a la  dimensión del poset ODIM, para gráficas transitivas: y 
demuestran  la  coincidencia  de  ambas dimensiones. Además  se  prueba  que  ambas dimen- 
siones son iguales a una  tercera, la cual se define inductivamente  para gráficas dirigidas, 
y fue estudiada  antes  por Ivashchenko en sus "espacios moleculares" [Iva/l], vea también 

En esta tesis, si X es un espacio topológico, y L 2 1  c X ,  entonces C~(~\,I) ,  i n t ( i t f ) ,  fr(.\l) 
denotan la cerradura? el interior. y la frontera  de M ,  respectivamente. Si X es un  espacio 
de PLlexandroff, entonces,  para cualquier x E X ,  U(z )  denota su vecindad abierta minimal. 

[Iva/2]. 

2.1.  Definición de la dimension de Alexandroff 

Definimos la dimensión de Alexandroff como una versión de la dimensión clásica pequeña 
inductiva ind, la cual  se define para un espacio topológico arbitrario X como sigue [Eng]: 

La dimensión i nd  es la dimensión dentro  de las dimensiones clásicas, la cual puede ser 
aplicada a la clase más general de espacios. En el caso  de un espacio de Alexandroff, 
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2) DIM x = -1 * x = q. 

ii) Si X # o entonces se define 

DIM X = sup ( D I L x ,  x E X}, donde para x E X y T E  E w se define 

D I L x  5 JL S, D I . l J ( f ~ ( r ~ ( ; c ) ) )  5 II - 1, 
D I L E  = 11 DILx 5 I L  A D I L E  $ 7 1  - 1, 
DIL x = x) DIL x 5 J L  es falso para todo n. 

Nótese que  esta definición puede ser aplicada  tambikn a un espacio de Alexandroff no To. La 
definición es realmente  inductiva,  porque D1.V ( f ~ ( r r ( z ) ) )  es el supremo  de l a s  dimensiones 
locales de los elementos de fr(lJ(z)), medido en el subespacio ( f r ( r i ( z ) ) ,  T J , . ( C ~ ~ ~ ) ) )  con la 
topología  relativa. Deberíamos escribir más  exactamente 

DILXZ _< It * sup{ DILJ, (c ; (Z) )Y ,  Y E f rW(4) )  5 'I - 1, 

pero  omitimos los indices cuando  estamos  trabajando solamente con el  espacio (X, r). Es 
fácil ver que dos espacios de  Alexandroff homeomorfos tienen la misma  dimensión. 

2.2. Espacio  discreto, subespacios, suma de espacios 

Estudios  sobre funciones topológicas de dimensión se inician usualmente con investigaciones 
sobre O-dimensionalidad, monotonía con respecto a subespacios, y sobre la dimensión de: 
producto  cartesiano de espacios. 

Es obvio que el espacio discreto no vacío tiene dimensión O. En el caso de un espacic 
To, lo contrario también es verdad: 

2.2.1. Proposición: Si (X,r) es un espacio To de Alezmdrofl, entonces ( X ,  7)  es ur 
espacio  discreto si y sólo si DIM X = O.  

Demostración: 
La necesidad es trivial. Si D I M X  = O entonces por la definición 2.1.1, DILx  = O parz 
todo x E X ,  por Ilo cual f r ( U ( x ) )  = 4 para c,uaZquier x E X .  Ahora sea. 5 E X arbitrario 
y supongase que  existe y E U(5) con y # x. Puesto que  X es TO, se sigue x U(y) .  Per< 
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de y E ( - ( S )  tenemos S E cl(y) C cf(C'(y)) ,  implicando L E f r ( l ; ( y ) )  lo cua l  contradice 
fr(CT(y)) = 0. En consecuencia (;(x) = {x), y (X,T) es discreto. 

o 

El lema siguiente facilitará la demostraci6n de  la monotonía de DIlzI con respect0.a 
subespacios. 

2.2.2.  Lema: Si "1 2 X ,  y ( A ,  T , A )  es  el  subespacio relativo  de u n  espacio  de  illexandrofl 
( X ,  r ) ,  entonces  para a E A lo siguiente  es  verdad: 

(2) l T ~ ( a )  = l J (a)  n A, 
( i i )  f r , 4 ( l T A ( a ) )  E f r ( l T ( a ) )  n ,4. 

Demostración: 
(i)  es obvio. Para probar (ii), sea y E f r A ( l r A ( a ) )  = c l ~ ( l T ~ ( a ) )  n A n ( X  \ l7,4(a)). 
Vtilizando (z), de y E .4n(X\lJ,(n)) se  sigue y E A n ( X \ l J ( a ) ) ,  y obtenemos ~ ( U A ( U ) )  S 
cl(U(a)). Es fácil ver  que c l ~ ( l r , ( a ) )  C c l ( l J ~ ( a ) ) ;  por lo cual c l ~ ( l J ~ ( a ) )  5 cl(li(a)) ,  
completando la demostración de y E fr(CJ(a)) n A.  

o 

2.2.3. Proposición: Si A C X ,  y ( A :  T A )  es el subespacio  relativo  de un espacio  de 
Alexandroff ( X ,  r ) ,  entonces D I M  A 5 D I M   X .  

Demostración: (por inducción sobre D I M   X )  
z) D I M  X = -1 implica trivialmente D I M  A = D I M   X .  
ii) Suponemos que D I M  X 5 n implica D I M  A 5 D I M   X ,  y sea ahora D I M  X = n + 1. 
Sea a E A arbitrario. Del lema 2.2.2 se sigue frA(IJA(a)) E f r ( U ( a ) ) .  f r ~ ( l J ~ ( a ) )  con la 
topología relativa rfr,4 (lr, (a)) es un subespacio de (A, T A ) ,  y por lo tanto un subespacio de 
(X, 7 ) .  fr(lT(a)) con  la topología relativa 7 f , - ( r r ( a ) )  es un subespacio de ( X ,  7). Es claro 
que Tf f 'A( l rA(a))  es  también  la topología  relativa  sobre frA(llA(a)) con respecto  al espacio 
(fr(lT(a)), rfr(lr(a))). Por  eso la  hipótesis puede ser aplicada, y se sigue DIA4 f r ~ ( l l ~ ( ~ ) )  
5 D I M  fr(U(a)).  Por el otro lado, a E X ,  y D I M  f r ( l J ( n ) )  5 7 t ,  debido a DILa 5 n+l. 
Por lo tanto DILAa 5 n + 1 ,  lo cual  completa la demostración de D I M  A 5 71 + 1. 

o 

En cuanto  a la unión topológica de espacios de Alexandroff, la siguiente propiedad  es 
fácilmente derivada: 

i 2.2.4. Proposición: Si ( X ,  rx) ,  (Y, ry) son  espacios de Alexandroff disjurrtos no vacíos, 

entonces 

(2) D I M ( X  @ Y )  = max { D I M X ,   D I M Y } ,  si D I M ( X )  y D I M ( Y )  son  finitas; 
(ii) D I h f ( X  @ Y )  = 00, si D I M X  = 00 o D I M  Y = OO. 
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2.3. La topología To de Alexandroff y su orden parcial 

En esta seccicin revisamos  unas  propiedades de espacios To de Alexandroff. Todas ella: 
fueron establ4das  y probadas por P. Alexandroff en su  artículo  "Diskrete  Raume" [Alex] 
A lo lago  de  esta sección, (X ,  T )  denota un espacio To de Alexandroff, y para x E X ,  e 
conjunto II(z) = n{A E r : x E A} E r es su vecindad abierta  minimal. 

2.3.1. Lema: Si X es un espacio TO de  Alesandroff, y .c. y E X ,  entonces 
(2) x 5 y e lr(x) 2 [:(y) define u72 orden parcial sobre X, 
(ii) x 5 y - y E U ( Z )  e x E cl ( {y} ) .  

c 

,Más aún,  cada espacio To de Alexandroff  es equivalente a un poset, en el siguient'c 
sentido: 

2.3.2. Proposición: Si Alex denota  la  categoría  de los espacios TO de AlexandroJ 
con  funciones  continuas  como  morfis7nos, y Poset denota  la  categoría  de los conjunto: 
parcialmente  ordenados con f u ~ ~ c i o r ~ e s  rnonótonas  como rr~orfismos, entonces Alex y Poset 
son isomorjas. ildentás, 

(2) P definido para Lodo ( X ,  7 )  E Alex por P((X,  T ) )  = ( X ,  <), donde x 5 y e=+ 
x E c1( { y } ) ,  2 ,  y E X ,  es un functor  de Alex en Poset. 
(ii) A definido  para  todo (X,  5 )  E Poset por A( ( X ,  5 ) )  = ( X ,  T ) ,  donde T es la 
topologia dete7-rrLinada por la base { { y  E X : x 5 y } ,  x E X } ,  es u n  functor  de Poset 
e71 Alex. 

La correspondencia  entre espacios TO de Alexandroff y posets fue establecida por primera 
vez por Alexandroff ([Alex],§l). Vna discusión y demostración de ella se encuentran en 
[Ale,Hop] (111,$1,8). Nuestra proposición 2.3.2, cuyo contenido se reporta en [Neu,Wil/2], 
es una consecuencia de un teorema más general  probado por Ern&, quien demuestra que 
la categoría de l o s  espacios de Alexandroff con funciones continuas  como morfismos, es 
isomorfa a la categoría de los conjuntos  preordenados (un preorden es una relación reflexiva 
y tramitiva) con funciones monótonas como morfismos, y que P y A definidos arriba son 
functores  entre  estas dos categorías  ([Ern], teorema 3.5). Eso implica proposición 2.3.2, 
debido  a  que un espacio de Alexandroff (X, T )  es To si y sólo si P( (X, T ) )  es un  poset, lo 
cual es fácil de  probar. 
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El orden parcial definido para cada  espacio To de  Alexandroff on proposicibn 2.3.2.i) 
es llamado order2 de esyeciallzaciórt de S por varios autores, por ejemplo en [Joh]. (’om0 
corolario tenemos que, sí ( X .  T )  es u n  espacio To de Alexanctroff, y 5 su orden de espe- 
cialización,  entonces el espacio topologico construido desde (X. 5 )  como on proposición 
2.3.2.ii). es homeomorfo a (“5;‘. T). 

Aplicando  el  orden  de especializaci6n del espacio X ,  obviamente, la  vecindad mininlal 
de un punto x f x en el espacio (x, T) tiene la forma [J(.E) = { y  E x : .E 5 y } .  Por eso, 
e1 interior de un conjunto M X se expresa como 

También la cerradura y la  frontera de un conjunto pueden ser  caracterizados por el orden 
de especialización: 

2.3.3. Lema: Si 5 es el orden  de  especiulización  de un espacio To de  Alexandroff (X,  r), 
entonces lo siguiente  es  verdad: 

( i )  d(M) = { y  E X : existe r n  E M tal que y 5 m}, para .,%I E X. 
(ii) Para x E X ,  {x} es cerrado e (y  5 x implica y = x). 

(izi) Si x, y E X con x < y entortces x E fr( l J ( y ) ) .  

O 

2.4. La dimensión del orden  parcial 

Sea (X,  7 )  un espacio To de Alexandroff, y (X,  5 )  el poset  correspondiente,  es decir, donde 
5 es el orden  de especialización, y sea x E X.  La dimensión local o “altura” de 5 es 
definida en [Eis] como el supremo  de las longitudes 1 de todas l a s  cadenas  de  la  forma 
a1 < al-1 < * . .  < no = x de elementos  de X ,  donde a < b a 5 b A a # b. Con la 
base en esta dimensión local, una  dimensión global de X es definida, formalmente: 

2.4.1. Definición: La dimensión  del  orden  parcial ODIM de un poset (X,  5 )  es definida 
en términos de una dimensión local ODIL como sigue: 

ODIA4 X = sup {ODILx,  x E X } ,  donde  para x E X se define 
ODILx = sup ( 1  : existe una cadena nl < al- 1 < < a0 = x de elementos de X } .  

Recordamos que el supremo  de un conjunto  acotado por arriba es definido como la cota 
superior  minimal; y es definido como infinito si el  conjunto no  es acotado por arriba.  La 
dimensión ODIM definida aquí coincide con la dimensión o “longitud“ de un poset definida 
en [Bir]. 

18 



Sea ahora S u n  espacio To de Xlexandroif con una dimensi6n del orden parcial finita 

tal que ODI,Ll = 1 7 .  Definimos 

D, = {S E -Y : ODIL IC = i } .  i = O.  1. .  . I ( .  

De la definición de O D I L ,  es claro que D, no es vacío para todo i E {O. 1. - . , n ) ,  J 

X = Do U Dl U .  . U D, es una descornposici6n de X. También es obvio, que, para cada i 
cualesquiera dos elementos  distintos de Di no  son comparables en (X 5) .  Las siguiente: 
propiedades serán útiles para las  pruebas  de las proposiciones siguientes. 

2.4.2. Lema: Si  X es u n  espacio To de  illexartdrofl con ODIA1 X = 11 finita, entonces 
(i) z E D, + { x )  es abierto 
(zi) I E Do ~ “ 4  {x} es cerrado 
( i i i ) r E D n - k  ===+ V ( x ) \ { a ) C _  D n U D n - i U . . . U D n - i k - I )  p a r a k c  ( O , . . . , r t } .  

Demostración: 
( i )  Supongamos y E U ( J )  \ {x}, entonces x < y .  Por ODILz = n existen an, ~ ~ - 1 ,  . , a[ 
tales que a, < a,-l < . e .  < no = x < y, lo cual implica ODILy  2 rt + 1 ,  contradiciendc 
ODIMX = n. Por eso li(x) = {LC}. 
(i i)  es obvio de la definición de ODIL y del lema 2.3.3. 
(tii) Sea x E Dn-k, ent.onces O D I L x  = 71 - k. Para y E IJ (x)  \ {x} t.enemos ODILy 2 
n - (k - I) ,  por lo cual existe una cadena n,,-k < an-k-l < - < no = x < y implicandc 
ODILy 2 n - (X: - 1). Pero por OD1,I.I X = 71 vale que O D I L y  5 n. C‘onsecuentementc 
O D I L y  E (n-(k-1),n-(~-l)+l,...,n} , locualimplicay E D n - ( k - l ) ~ D n - ( k - l ) - l l .  

“UD,.  
c 

Las implicaciones (i) y (iii)  del último lema no son invertibles, como muestra el  siguientc 
ejemplo: 

2.4.3. Ejemplo: 
Recordamos el espacio de Alexandroff (Y, r < a )  del ejemplo 1.4.1. (vea figura 1.1 en págint 
9 de esta  tesis), el cual es homeomorfo al 2-espacio  digital, y sea X el  subespacio finito dl 
Y representado en la  siguiente figura: 

- 

e I 



Evidentemente ODILn = ODILb = 2.ODILc = ODILd = 1.ODILe = ODIL f = 
ODILg = O,  y por lo tanto O DI?YI X = 2. Sin embarso, d es un punto  abierto, el cual 
no  tiene dimensión maximal 2 .  Tambien, IT(c) \ { c }  = ( n . 6 )  c D' c 0 2  U Dl pero 
ODILc F O. 

2.5. La dimensión de espacios To de Alexarldroff 

En esta sección demostramos  que,  para  cualquier espacio To de Alexandroff ( X ,  T ) ,  su 
dimensión de Alexandroff coincide con la dimensión del orden parcial  correspondiente. 
Primero derivamos una propiedad útil  de  la O - dimensionalidad de (X, 7): 

2.5.1. Lema: Si (X,r) es un espacio To de  .4¿exat~dro.f, y x E X, entonces DILx = O 
implica que { x }  es  cerrado. 

Demostración: 
Denotamos por 5 el orden de especialización de X. De DILx = O se sigue que li(z) es 
cerrado, por lo cual c l ( { x } )  C Ir(x). Por eso, y E d( {x}), que significa y 5 x,  implica 
también x 5 y.  Pero entonces x = y, puesto  que 5 es un orden parcial. 

o 

La contraposición de la implicación de este lema es falsa, como muestra el siguiente ejemplo. 

2.5.2. Ejemplo: 
Sea X = { a , b , c }  y r = { { u , ~ } , { b , c } , { b } , ~ , X } .  Entonces {u} es cerrado,  pero DILu = 
1 # o. 

2.5.3. Corolario: Si (X, r) es u n  espacio To de  Alexandroff, y existe un y tul que y < x ,  
entonces DI Lx 2 l. 

Ahora investigamos la correspondencia entre O D I M  y DIM. Primero,  consideramos 
ambas dimensiones localmente. 

2.5.4.  Proposición: En cualquier  espacio TO de  Alexandroff (X, r), DILx 5 n inlplica 
ODILx  5 rt para  todo x E X ,  rz 2 O .  

Demostracibn: 
Sean z E X con D I L z  5 11, rt 2 O,  y ao, al, E X con a0 = x y m 3 O tales que 
u, < am-l < * * *  < (Lo. 
Es suficiente mostrar que 771 5 (por inducción sobre 7 1 ) .  

i) Sea n = O : Obviamente 711. 5 O, usando el lema 2.5.1. 
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Nuevamente,  la  contraposición de la implicación de esa proposición es falso,  como el sigu- 
iente ejemplo  muestra. 

2.5.5. Ejemplo: 
Sea (X ,T)  el  espacio (Y,T<,) (Y = f ( Z 2 ) )  del ejemplo 1.4.1, donde la  topología T<. es 
generada de <* como en proposición 2.3.’2( ii)  (vea figura 1.4 en página 9). Consideramos 
un elemento x de Y que es un punto en lR’, un elemento y E Y que es un segmento 
“abierto”  unitario y en l R 2 ,  y un elemento z E Y que es  el interior de un cuadrado  unihrio 
en R2, tales que x <* y <* 2. Entonces ODILx  = O,  ODILy = 1, ODILz  = 2 ,  pero 
D I L x  = D I L y  = D I L z  = 2. 

- - 

2.5.6. Proposición: En cualquier  espacio To de ,4lexa.t~droff(X, T ) ,  pura cualquier x E X 
tenemos  que, si ODILy 5 n para  todo y E Ir(,) entonces DILx  r ~ .  

Demostración: 
Supongamos  que x E X y ODIL y 5 71 para todo y E (](x). Demostramos por  inducción 
sobre n que D I . t l ( f r ( ( r ( z ) )  5 TE. - 1 . 
z) Sea n = O : Entonces ODILx = O y por  el  lema 2.4.2, ( 2 )  es cerrado, lo cual implica 
D I M f r ( U ( x ) )  = -1, debido a f r ( r J ( x ) )  = 9. (Para ver eso, se supone S E f r ( r J ( x ) ) .  
Entonces,  debido a S E d( [T(x ) ) ,  por el  lema 2.3.3 existe t E [](x) tal que S 5 t. Pero { y }  
es cerrado, por lo cual S = t y t E (X \ U(x) ) ,  lo cual es una contradicción.) 
ii) Supongamos  que la conjetura vale para rt 5 k, y consideramos 11 = k + 1. 
Sean f E fr(rT(z)), y a,  < < < 0 1  < no = f una cadena en j r ( l J ( ~ ) ) .  Entonces 
esta  cadena  existe en X ,  siempre cuando m 2 k + I ,  porque f ~ ( U ( z ) )  es un subespacio 
cerrado de X .  Pero f E cl(ci(z)),  y por eso existe S E lJ(x) con f 5 s. f = S no es posible, 
debido a f E ( X  \ lr(;c)). Por eso f < S, lo cual implica que ant < . . . < nl < f < s. 
Ent,onces O D l L  S 2 m + 1 2 k + 2,  siendo una contradicción. Así obtenemos que r n  5 IC 
y ODIL f 5 X: en el espacio fr(rT(z>). De la hipótesis se sigue ahora DILf , ( r r ( z )~ f  5 IC, y 
por  lo tant.0 DIM fr(r!(z)) L k. 

0 

El siguiente ejemplo  muestra que la contraposición de fa implicación de la proposición ‘2.5.6 
es falsa. 



2.5.7. Ejemplo: 
Sea (X,r) = ( { . z . .y } .  {{.L}.O.~U}). Entonces D I L y  = O. pero .L E l r ( y )  y ODILX = 1. 
plies y < x. 

podemos resumir las proposiciones 2 .3 .4 ,  2.5.6,  y slls corolarios. estableciendo Las 
siguientes condiciones para la dimensi6n local. 

2.5.8. Proposición: E71 cualquier  espacio To de  .4lexandro# ( X ,  T ) ,  pura  cualquier x E X 
vale lo siguiente: 

( i )  Si O D I L x  2 n y ODILy 5 TI pura todo y E r r ( x ) ,  e t l tor~es  D I L x  = 71. 

(ii) Si D l L x  = IL, en tonces  ODILz <_ 11 y, existe y E ( J ( . r )  tal  que ODILy 2 11. 

Ni (i) ni (ii) son invertibles. Sin embargo, tenemos lo siguiente: 

2.5.9. Teorema: Para todo espacio To de  Alexa?ldroff X, 

DI,zl X = ODIA1.l X. 

Demostración: 
i) DIM X = n significa que DILx  5 r1 para todo x E X ,  y existe  además x' E X con 
DILx*  = n. Eso implica que ODILx 5 r1 para  cualquier x E X por  la proposición 2.5.4, 
y entonces  existe y E lr(x') tal que ODIL y 2 TI por la proposición 2.5.8(ii).  ('larament,e 
y E X , por lo cual sup(0DILx;  x E X }  = ODIM X = 11. 

ii) O D I M X  = n significa que O D I L x  5 11 para  todo x E X ,  y existe x* E X con 
ODILz*  = n. Eso implica que DILx' = IL por la proposición 2.5.Si). Sea ahora t E X :  
claro que ODIL y 5 n vale para cualquier y E [ [ ( z ) ,  por lo cual debido  a proposición 2.3.6, 
D I L  z 5 11, implicando  finalmente DIM X = 11. 

iii) De i),  ii), tenemos clue DIM X = r1 e ODlM X = T ¿  para  cada TL = O, 1 ,2 ,  s... 
Eso implica  de  inmediato, que DIM X = m ODIA%f X = m, lo cual comp1et.a la 
demostración. 

o 

2.6. La dimensión de Alexandroff del producto cartesiano de espacios 

Aplicando  el  resultado del teorema 2.1, demostramos  enseguida lo siguiente: 

2.6.1. Proposición: Si X, Y son espacios no vacíos To de Alexandrofl, entonces 



Demostración: 
Sean X. Y espacios no vacíos To de Alexandroff. Claro que X x Y es nuevamente un espacio 
To, y de Alexandroff, pues, si x E X ,  y E Y ,  y lr,y(x), lTy(9) denotan las vecindadas  abiertas 
minimales de x en el espacio X, y de y en Y, respectivamente,  entonces  la vecindad abierta 
minimal del punto ( x ,  y )  en el espacio X X Y está  dada por 

lo cual es fácil de demostrar  como una consecuencia de  la definición del producto cartesiano 
de espacios topológicos. Eso implica para los ordenes de especialización correspondientes 
de los espacios  que, si (a, b ) ,  (c,  d)  E X X Y ,  entonces 

( q b )  5 ( c , d )  a 5 c A  6 5 d, 

pues (n ,b)  5 (c ,d)  t"i ( c , d )  E l J x x y ( ( a , b ) )  c E  l J x ( u ) x [ J y ( b )  t". a 5 cAb 5 d. 
Este hecho será  aplicada en la demostración a continuación. 
(i) Suponemos DlrZIX = n y DI,ZfY = m ,  y asumimos, sin pérdida de generalidad. 

TTZ 2 n. Por el teorema 2.5 .9 ,  ODIMX = n y O D I M Y  = m .  Entonces, x1 < xi-1 < 
. < x0 = x implica 1 5 71 para  todo x E X, y y,. < yr-l < 6 .  a < yo = y implica T 5 m 
para cualquier y E Y .  

Ahora  sea z = (x, y) E X X Y arbitrario, y supongase que existen zt ,  zt- l , .  - . , z1 E X x Y 
tales que zt < zt-1 < * < zl < zo = z. Denotenos z; = (xi ,yz),  i = O, - .  - , t .  Tenemos 
z; < z,-l e zi-1 E CTxxy(.zi)Az, # zi-1. Incluyendoque l J x x y ( z i )  = C~~(x , )xCiy(y , ) ,  
se  sigue  que Zi  < z,-l e x; 5 xi-1 A yi <_ yi-1 A (xi # xi-1 V y i  # yi-1) +=$ (z t  < 
xi-1 A yi 5 y;-1) V (x; 5 X ; -  1 A y; < yi- 1) .  Para  probar  que t 5 m + 'n, podemos suponer 
que  para  cada i = 1,. - , t ,  que zi y zi-1 se distinguen  en exactamente una coordenada, 
porque,  si xi < xi-1 A yi < 9;-1 para algún i, entonces la cadena  puede ser prolongada. 
poniendo Z, < ( ~ i ~ y i - 1 )  < zi-1 (o zi < ( X i - 1 , ~ ; )  < zi-1) en lugar de 2; < zi - l .  Ahora sea 
I1 el conjunto  de  todos l o s  i tales que zi es distinto  de zi-1 en su coordenada x ,  y sea 12 
el conjunto  de  todos los i para los cuales zi se distingue  de z ; -~  en su coordenada y. Eso 
significa x;  < xi-1 A 9; = yi-1 para  cada i E 11, y x, = xi-1 A y;  < yi-1 para cada i E 1,. 
Así obtenemos  las  cadenas 5,. < z,-1 < . - < so (con 7- = card II) y ys < ys-l < < yo 
(con S = cardI2). Ent.onces t = T + S ,  pues claramente I1 U I2 = {I ,  2 ) .  De acuerdo 
a la  suposición,  tenemos T 5 T L  y S 5 m .  En consecuencia t 5 m + n,  implicando 
O D I L z  5 T n  -k n. 
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(ii) En (i) fue probado que DILx* 2 n ,  DILy' 2 171 para x* E X,  y* E Y ,  implica para 
z* = ( x * , y * )  que DILz* 2 r~ + m .  Si ahora suponemos, sin pérdida de generalidad, que 
DIM X = 00, entonces, por  la  definición  de DIM, para  todo n 2 O,  existe un x E X tal que 
D l L z  2 n. De eso se  obtiene enseguida  que sup( DILz : z E X X Y }  = D l h f ( X  x Y )  = m. 

O 

2.7. Complejos abstractos 

Debido a que espacios TO de Alexandroff son equivalentes a  posets,  estos espacios están rela- 
cionados con complejos  abstractos, definidos a continuación.  Como se describió en capítulo 
1 de esta  tesis, estos complejos son aplicados como modelos topológicos de imágenes di$ 
tales por Kovalevsky [Kov], y Herman  [Her]. 

2.7.1. Definición: ([Rin], p.317) U n  complejo  abstracto es una estructura ( M , < , d i l ) ,  
donde es un conjunto no vacío, 5 es  una relación transitiva y reflexiva  sobre M ,  y dil 
("dimensión  local") es un mapeo  de M al  conjunto de los números enteros no negativos, 
tales que 

i) x 5 y =+ di1 x 5 di1 y para  todo x, y E M ,  

ii) Para cada x E M ,  el número de  elementos y E ,2/1 tales que y 5 x, 
es  a lo más finito. 

Por la definición de ODIL, y tomando en cuenta  lema  2.3.3.i), lo siguiente es  evidentemente 
verdad: 

2.7.2. Proposición: Si ( X  5)  es  el  poset  correspondiente  a un espacio TO de Alexandroff 
(X ,  T ) ,  con  la  propiedad  que,  para  todo x E X ,  el  conjunto cl({z)) es a lo 7nás finilo, 
entonces (X,  <, O DIL)  es u71 complejo  abstracto. 

O 

Es obvio que todo  espacio finito es de Alexandroff, y cumple que c l ({x})  es  finito  para 
cada  punto x. En consecuencia, todo espacio finito To es un complejo  abstracto, siempre 
cuando  suponemos clue di1 es la dimensión local ODIL del poset. Cuando di1 es otra 
función  de dimensión local, en general no obtenemos un complejo. Por ejemplo, observese 
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Aquí tenemos  que DILx = 2,  D I L y  = 1, pero x < y. 

Consecuentemente, ( X ,  <, O I L )  no es un  complejo  abstracto. Así que, la confirmación C 
Kovalevsky ten [Kov],  que  todo  espacio  finito To sea un complejo abstracto, no es  correct; 
Este  autor no proporciona en su prueba  nin3ín mktodo razonable de construir  una funció 
dil. Mencionamos que Herman  dedicó  su trabajo [Her] a la corrección de  eso; el analiz 
(después  de  varios  otros  autores) la equivalencia entre espacios To de Alexandroff y poset 
en particular  cuando sean localmente  finitos, y construye una dimensión, la cual  garantiz 
obtener un complejo abstracto de un poset. La dimensih definida por Herman coincid 
precisamente con O DIL. 

2.8. Topologías To minimales y subtopologías 

Es conocido que para cada  espacio To de Alexandroff ( X ,  T) existe  una  subtopología min 
mal TO entre  todas las subtopologías de r que son To [Kon,Wil]. Aquí estamos  interesadc 
en cómo se ve esta topologia TO. Sea (X, T) durante est,a sección un espacio To de Alexar 
droff con la propiedad que D I M  X = rt. ( = ODlh f  X por  el teorema 2.5.9) es  finita. 
Si 0DIh. I  X es  finita,  entonces X tiene  una descomposición Do U Dl U - 9 U D , ,  dond 
D, = {x E X : ODI Lx = i } ,  como fue desarrollado en página 18. Sea <z un buen orde 
irreflexivo sobre Di. La topología 70 tiene  la  siguiente forma: 

2.8.1. Proposición: Si (X,  r) es U I L  espacio TO de  ,4lexandroff, y O D i h l  X es finitt 
entonces una topología minirrd TO sobre X está dada por 



Detnostración: 
('laramente <, es un buen orden irreflexivo sobre X .  Si TO es una topología To contenida en 
T .  entonces TO es minimal por el teorema  de Larson y Pahk [Lar,Pak]. Por  eso  es suficiente 
demostrar clue TO es una  subtopología To de T. 

Para mostrar  que TO es topología,  notamos  que  trivialmente o. X E TO. Sean ahora 
Al, A*, a , A,, E TO, y consideramos la interseccibn de estos  conjuntos.  Podemos  suponer 
clue Ai # 4, Ai # X para  todo i. Para  cada i ent.onces -4, = {y E X : z, <* y} para  cierto 
x; E X. Por eso n{Ai : i = 1, e . .  , r ~ }  = {y E X : max{x; : i = 1, e . .  , I ¿ }  <* y}}. El 
máximo de un subconjunto  finito de X existe en X, por  lo cual n{A, : i = 1, .  , n }  E TO. 
Sean  ahora A l ,  A?, . . E TO, y consideramos la  unión de  estos  conjuntos. Para cada i ,  
podemos  suponer A; = {y E X : xi <* y} para  cierto xi E X .  Entonces u { A ,  : i E I }  = 
{ y  E X : inf{zi : i E I}  <* y}}. Puesto que <* es un buen orden, x = inf{z; : i E I }  
existe en X, lo cual implica u { A ~  : i E I }  E TO. Por lo tanto TO es una topología. 

Para probar  que TO c r, sea hl E TO; it1 # @,A1 # X. Entonces &\I = {y E X : x <, y} 
para un x E X = Do U Dl U U D,. Si x E D,, entonces M c D,, porque 11 es la 
dimensión local maximal. Todos los elementos de D, son puntos  abiertos en r, por  lo cual 
M c T .  Si x E D,,-l, por la definición de <* tenemos = {y E D,-1 : x <,-I  y }  U D,. 
Si ahora r n  E h.l n D,, entonces Ir( m )  = { T I L }  C 151, y en el caso de m E D,-1 se sigue 
I r ( m )  = { m }  U N, donde N c D,. Debido a  que .VI contiene  a D,, I r ( n )  c 11.1 y 
-Va es abierto.  Estos  dos pasos pueden ser  generalizados  fácilmente: Si x E Dn-k (X: = 
O, 1,. e ,  I¿), entonces M = {y E D,-k : x < , - k  y }  U Dn-krl U .  U D,. Considerando 
m E M; si m E D, o rn E Dn-l,  usamos los argumentos de  arriba para deducir que 
[[(m) C M. Si rn E Dn-2, entonces I J ( r n )  = (171) U N1 U N?, donde N1 c D,, N2 c D,-1. 
y  aprovechando  que D,,  D,-I C M ,  obtenemos [/(m) C M .  De esta manera consideramos 
los casos m E Dn-3,. e ,  r n  E D n - k .  Como  resultado recibimos que AI E T y así TO c T. 

O 

El resultado  de  la minimalización de la topología de Khalimsky  es de  nuevo una topología 
de Alexandroff. En general no podemos  esperar  que la topología To minimal de un espacio 
de Alexandroff tenga  nuevamente la propiedad  de Alexandroff. 

Por  nuestra  construcción de 70 en proposición 2.8.1, es  claro que su dimensión de 
Alexandroff  es infinita,  siempre y cuando  el  conjunto X sea infinito. Si X es un conjunto 
finito de 71 elementos,  entonces  una  topología  minimal To según [Lar,Pah]  tiene la forma 

To = { { y  E x :  El; < y } ,  i = l y . , I ¿ }  u { X } ,  

donde < es un orden arbitrario lineal sobre X, la  cual se puede expresar también como 

To = { { y  E x : El; 5 y } ,  i = 1, * ,  7 1 )  u {d}. 

Esta topología  tiene  obviamente  dimensión de orden  parcial n - 1, y por lo tanto tiene 
dimensión  de  Alexandroff n - 1, y no existe  ninguna topologia To con una dimensión más 
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Demostración: 
Denotamos  por <i el orden de especializacicin de (X, ri), i = 1 , 2 .  S i  71 c 7 2 .  entonc,es 
cualquier  cadena  en (X, <?) es una cadena 
ODIhf (X,  ~ z ) ,  y entonces DIM(X', 7 1 )  2 

No obstante, la dimensión no necesariamente crece: cuando  pasamos a una subtopologia 
propia,  como  muestra el siguiente  ejemplo: 

2.8.3. Ejemplo: 
Consideramos X = {a, b,  c }  con las t,opologías T ~ ,  T? determinadas por las siguientes bases, 
respectivamente: 

Dl = { { n , b ) ,  tb,cH .tp2 = {{a},  { b } ,  ( b , c } }  

Claramente 7 1  c 7 2 ,  7 1  # 72, pero DIM(X,r1)  = D I ~ . I ( X , T ~ )  = 1. 

Encontramos la siguiente  condicibn  necesaria para  el crecimiento de la dimensión. Aquí 
utilizamos  nuevamente las notaciones de la demostración  de  proposición 2.8.2, en  particular 
x <t y e y E [,yT, (x) A a: # y, para i = 1. 2. 

2.8.4. Proposición: Sea X un conjunto  de al menos dos e l e ~ n e n t o s ,  y rl, 72 dos To 
topologias sobre X tales  que 71 C 7 2 ,  y sea ( X ,  71) de d imens ión   f in i ta  n. E~rtottces, 
D I M ( X ,  T I )  > D I M ( X ,  ~ 2 )  implica que, e n  cada  cadena  de  longitud maximal x, c1 
x n - l  < I  . c1 x0 = x en X, exis te UIL x; E X tal  que  su  vecindad  abierta  minimal C O N  

respecto u 7 2  no pertenece a TI. 

Demostracibn: 
DIM(X,  71) > DIM(X,  7 2 )  implica ODIM(X,.r2) 5 71 - 1. Supongamos  que  existe  una 
cadena  maximal x, < 1 z,-1 < 1 - - <I x0 = z con la propiedad de que, ninguno  de los x, 
esté  contenido  en  una vecindad abierta minimal U E 72 \ 71. Para i = O,  1,. . . , n t.enemos 
U l ( x i )  E 72, y así lJ2(xi) C [ T ~ { L C ; ) .  Si l l J 2 ( s i )  # 7 2  \ 7 1 ,  entonces U2(s;) E 71, y por eso 
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2.8.5. Proposición: Sea (X. r) u n  espacio TO de L4kxn?~droff cor1 D1.U ,Y finita. En- 
tonces DI.ZI(X. r) = 11 irnplica que existe una cuderla de topoloyias To, r = TO c T I  c 
a . c r,. donde rn es la topología discreta. 

Demostración: 
i) En el caso n = O, tenemos  que X = Do, y por  el lema 2 .4 .2 ,  r es entonces la topología 
discreta, lo cual implica de  inmediato el resultado. A continuación  supongase 11 2 1. 

ii) DIM X = n implica por el teorema 2.5.9. que ODIAVI X = 11, por lo cual  existe un 
x E X tal que ODILx = n. Entonces hay una  cadena x0 < x1 < < x,, = x de elementos 
de X, la cual  tiene  longitud  maximal, implicando que x, E D, para  cada i E { O , .  e ,  n}. 
Los puntos ZO, 21, . x,-1 no  son abiertos, porque la vecindad abierta minimal de  cada 
uno de ellos contiene a x. En consecuencia, en cada D,, i = O,  , u- 1, existe un  elemento 
no abierto. 

izi) Definimos 

B1 = { U ( Z )  : z E x \ D,"} u {{x} : z E D i }  
a? = {U(X) : x E x \ ( D i  u DY)} u {{x} : x E (D;  u DY)} 

donde [[(x) denota la vecindad abierta minimal de x E X ,  y 09 denota el conjunto  de 
todos los puntos  no  abiertos  de Di (por iz), 04 # 0 para  todo i = O. , I !  - 1) . Cada 
B k ,  k E { O , .  - , n}, es una  base  para  una topología rk To de Alexandroff. La topología rn 
es discreta,  puesto clue X = Do U U D,, y que todos los puntos de D, son abiert,os. 
T C rl c . . . c r,, es  una  cadena de t,opolog;ias distintas, tern~inando la  demostración. 

o 

De la prueba de la  proposición 2.8.5, es claro  que, la  condición no es suficiente. Por ejemplo, 
si Do t.iene k elementos no abiertos 21,. a , x k  con k > 1, se pueden  construir en lugar de 
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2.8.6. Proposición: S i  S es u n  co7ljunto f ini to  d e  71 elementos c o n  11 2 2 , e?ttomes 
(i) Entre  todas las topoloyias TO sobre X existe una ?ninimal To COIL lr¿&ima dimensión 

( R  - I ) ,  dada por 70 = { { y  E X : L <O y},  x E X) U {X), 
donde  <O es un  orden urbitrario lineal sobre X. 

m i s ~ n a  dimensión (11 - 1). 
( i i )  Cada topología TO rrlinirrlcll sobre X es ho~r¿eov~or fa  a TO de (i) y tiene por lo tanto la 

(iii)  Cada  topología To sobre X la cual no es minitnal,  t i ene  una dimensión menor 

(iv) Cada  topología sobre X la cual no es TO, t iene  una dirrtensión DIM menor o igual a 
o igual a (n - 2 ) .  

( R  - 2).  

Demostracibn: 
(2) es  claro de los comentarios de arriba. 

(ii) Sea T una topología To minimal sobre X. Según el teorema  de  Larson/Pahk  existe 
entonces 1111 orden  lineal irreflexivo < sobre X ,  lo cual  coincide con el orden  parcial  inducido 
por r, tal que r = { { y  E X : .r < y}, x E X }  U {Q? X). Si x es un elemento  máximo 
del conjunto linealmente  ordenado (X, <), entonces {y E X : z < y}  = #, implicando 
r = {{y E ,Y : rl: < y } ,  x E X} U (X}. Existe  una  permutación f sobre X tal que ! ( X )  
queda  ordenado según <O de ( i ) ,  y los abiertos en (X, 7 )  coinciden exactamente con los de 
( f ( X ) .  < o ) .  Por eso T y TO son homeomorfos. 

(iii) Sabemos  de (2) que DI,'LI(X, T) 5 rz - 1. Supongamos DIhI(x, 7 )  = n - 1. Entonces 
ODI,n;l(X,r) = n - 1, y hay un n: E X con ODILx  = 11 - 1, implicando la existencia 
de una  cadena x ,  < x,,-l < a < 20 = x linealmente  ordenada en X .  Puesto que X 
t.iene J Z  elementos, T coincide con TO salvo u n a  perrnutaciórl de los elementos de X, 10 cual 
contradice la suposicibn. 

(2.) Sea '7- una tc,-pología  no To sobre X. Ent,onces  existen x, y E X tales  que x E Cr(y) A y E 
[i(rc), lo cual  implica l J (x )  = I J (y ) .  Entonces D I L z  = DILy y DIM(X)  = D I M ( X  \ 
{x}). Si el espacio X \ {x} de (II - 1) elementos es To, entonces D I M ( X  \ {x}) 5 n - 'L 
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En este  capitulo aplicamos el concepto de la dimensíh  de Xlexandroff al espacio digital 
de Kronheimer. brevement,e introducido en el capítulo 1. Lo consideramos aquí como un 
espacio  cociente X del espacio Euclideano Rn, donde X contiene un subespacio denso 
discreto E. Las preimagenes de los elementos de I son llamadas t fentanas de R". Si la 
familia de las ventanas es localmente  finita,  entonces el espacio  digital  construido  sobre 
ella es un  espacio To de Alexandroff jKro/'L]. La dimensicin de Alexandroff de este espacio 
depende del tipo  de las ventanas; y no sipmpre es igual a n ,  como verémos en ejemplos en 
la sección 3.1. Demostrarémos en  la sec(An 3.4. que,  para el caso de  que  las  ventanas sean 
conjuntos  regulares  abiertos  acotados convexos, estos son los interiores  de poliedros (con- 
vexos), y ent,onces el espacio digital  tiene dimensibn de Alexandroff n. Para preparar las 
demostraciones de nuestros  teoremas, se proporcionan  algunos  preliminarios en la  sección 
3.2,  y se demuestran algunas  propiedades de conjuntos convexos, en particular propiedades 
topológicas de conos, en  la  seccicin 3.3. 

En este  capítulo,  cerraduras, interiores, fronteras, y vecindades abiertas sin subíndices 
se refieren al espacio Euclideano E", mientras  utilizamos  subindices  apropiados  cuando se 
trata de otros espacios. 

3.1. Espacios digitales - Factorizaci6n  de IR" sobre la  base de fenestraciones 

En el trabajo [Kro/'2], Kronheimer  desarrolla los conceptos de "fenestración" y de "rejilla" 
(grtd) de un  espacio  topológxo  arbitrario. Para los fines de  esta tesis, l o s  definimos para 
e1 espacio Euclidean0 R2", de la  siguiente  manera: 

3.1.1. Definición: Vna ventam de IR" es definida como un subconjunto propio no  vacío 
regular abierto  de IR". Vna colección de ventmu  de R" se llama una  fe7testración si 
sus miernbros son disjuntos  (por parejas) y su unión es densa en IR". I'na fenestración 
se  llama localmente fi76ita si cada  punto de IR" tiene  una vecindad la cual intersecta sólo 
un número finito de ventanas. Si X es una descomposición de R", la cual contiene una 
fenestración E ,  entonces X se llama una &-rejilla si el m a p a  natural de proyección de Pin 
sobre X es abiert,o. 

En lo que sigue, aplicamos la notación U f  = U (N' C IR" : W E E } .  Sea X una €-rejiUa, 
y T el mapw  natr;ral  de proyección de R" sobre X. Por la definición 3.1.1, E es entonces 
una  subfanilia  de la familia X de  subconjuntos de lR". Interpretamos a X a la vez Como 
conjunto  cociente; así, cada elemento I.fr de X es un subconjunto  de I R " ,  y .(W) es un 
"punto" en el  conjunto  cociente X .  
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~a estructura de llna fenestracibn de R' (Ó de R') es conocida de la l iteratura de;ii- 
cada a la "geometría discreta" : con la diferencia de que, en general se consideran familias 
de conjuntos cerrados. Así, según  Quaisser  podemos definir lo siguiente  (vea [Qua], de 
donde  aplicamos aquí las definiciónes d. 1.2 y 9.1.1 al espacio Euclideano). 

3.1.2. Definición: LVna familia 6 de  subconjuntos  cerrados  de IR" se llama 
- un empacado , si los interiores de cualesquiera dos elementos distintos -4, B de  no se 
intersectan. 
- una diz~isidn, si G es a la vez cobertura (es decir, u{A C IR" : A E 6) _> Rn) y empacado. 
- un mosaico, si G es una división localmente finita de I R " ,  y cada elemento  de es 
homeomorfo a un disco cerrado. 

Vna división, cuyo  número de elementos es a lo miis numerable, se llama un adoquinamiento 
("tiling") de IR* por Schulte [Schu] y por Fejes  y  Kuperberg  [Fej,Kup]. La definición 
de un adoquinarniento de I R 2  ("plane tiling"), fue introducida por Grünbaum y Shep- 
hard [Grii/She]. En este  último trabajo, sin embargo, se suponen de manera  informal 
propiedades adicionales a la división numerable, y la mayoría de los estudios se realizan 
sobre mosaicos. 

Las fenestraciónes localmente finitas estan estrechamente  relacionadas con las divi- 
siones y, como  verémos más tarde, algunas  también con los mosaicos. Nótese  primero 
que 

3.1.3. Lema: (proposición 2 .2 ,  cap. 1 de [Pea]) Si E = {Wi, i E I }  es  una  fenestraciórt 
localmente  finita  de R", entonces  la  familia = { c1(Wz), i E I }  también  es  localmente 
f ini ta ,  y 

d ( U { W ' , , i  E I } )  = U({c f (Wl) ,  i E I}). 

O 

3.1.4. Corolario: Si I = {Wi,i E I }  es una fenestración  localmente  finita de I R " ,  

entonces { c l ( W ; ) ,  i E I }  es u n a  división de IR". 

Observese que, puesto  que cada elemento de  una fenestración de B" es un conjunto  abierto 
no vacío, el número  de estos elementos  es a lo más numerable, debido a la separabilidad 
del espacio Euclideano. Por eso, la familia de l a s  cerraduras de los elementos de una 

I fenestración localmente  finita  de Rn, también  es un adoquinamiento según la definición 
1 de [Schu). 



donde rRR" es la topología Euclideana de I H " .  La topología rclativa 7:- sobre I con respecto 
a TX es dis;c,reta. y el subeFpacio (E .  ~ f )  es denso en (X, 7 , ~ ) .  En general. para una fenes- 
tración fija I ,  existen varias E-reji!las. Por eso,  Kronheimer impone l a  siguiente propiedad 
de minimalidad a las &-rejillas clue sirvirán como  modelos  topológicos  de  imágenes digitales. 

3.1.5. Definición: (de [Kro/2]) I'na €-re j i l la  X de IH" se llama rrliuimnlsi todo  mapeo 
continuo abierto  de X sobre u n a  E-rejilla, siendo ixyectivo sobre &, es un homeomorfisrno. 

Esta definición es una  consecuencia natural de la definición de la &-rejilla: tomando en 
cuenta que la fenestración E está fija, y la proyección  de IR" sobre cualquier &-rejilla X es 
abierta.  Aplicando una definición análoga, se estudian por ejemplo espacios minimales  de 
Hausdorff [ W i l ] .  

Aplicando la definición 3.1.5, una €-re j i l la  X no es minimal, siempre  cuando existe 
un  mapeo f de X sobre otra €-re j i l la  X', donde f es continuo y abierto, la restricción 
de f sobre € es un homeomorfisrno, pero f no es inyectivo sobre X \ E .  Kronheimer 
demuestra, que para  toda fenestración €, y para  toda €-re j i l la  X ,  existe un mapeo fmln 

cont,inuo abierto de X sobre  una €-re j i l la  Xmin minimal, el cual  es inyectivo sobre € y 
hace conmutar  el siguiente diagrama ([Kro/2], teorema 4.4): 

donde IT, rmtn son las proyecciones naturales de R" sobre los  espacios cocientes x, x,,,. 
respectivamente. 

3.1.6. Ejemplo: Recordamos  la fenestración estándar  de B', dada por el  conjunto 
& de todos los cubos unitarios abiertos 'L-dimensionales en R2 centrados en puntos  con 
coordenadas enteras [Kr0/2] [vea también capítulo 1 de esta  tesis).  Sea X1 la &-rejilla 
trivial, es decir 

La figura 3.1 representa,  a  parte de X I ,  otras dos €-rejil las X2 y X,,,,. Es evidente  que 
X1 y X ?  no son  minimales. El mapeo f que identifica  cada t,rw elementos de X2 cuyas 
preimagenes son los segmentos horizontales y el punto en medio  de ellos, al segmento 
horizontal unitario, como seiiala la figura 3.1, y análogamente, que identifica cada  tres 
elementos  de Xp cuyas preimagenes  son  los  segmentos verticales  y el punto en medio de 
ellos, ai segmento  vertical  unitario, y es u n a  biyeccibn sobre el conjunto de todos los otros 
elementos  de X:!, es precisamente un mapeo  continuo abierto, homeomorfisrno sobre 1. 
Sin embargo, f (X2)  es la €-rejilla. Xnlin, la cual no es homeomorfa a Xz. Es fácil ver, que 
X,,,, es una €-re j i l l a  minimal. 

X , = E u ( ( z } :  zEIR2\U€}. 
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Figura 3.1. €-rejillas de la fenestracihn  estánciar de I R 2  

Cabe  enfatizar,  que una E-rejilla minimal, la cual  existe según [Kro/2]  para cualquier 
fenestración E ,  es linica salvo honleomorfismos, debido a la definición 3.1.5. Fue probado en 
[Kro/2)  también,  que  para  toda fenestración € localmente  finita, la €-rejilla minimal es un 
espacio To de Alexandroff. En consecuencia. a  este espacio podemos aplicar  la dimensión 
de Alexandroff, la cual coincide aquí con la dimensión del orden  de especialización (vea 
capítulo 2)  de la topología cociente. 

La familia de l a s  cerraduras  de los elementos  de la fenestración estándar de B2 es 
u n  mosaico, cuyos elementos son  polígonos (cerrados) convexos regulares. Además de este 
rnosaico cuadratico, existen solamente dos otros mosaicos de B~ de poligonos  convexos 
regulares, el trigorlal y el hexagonal, vea por ejemplo [Qua]. Las  respectivas familias de los 
interiores de sus elementos son l a s  fenestraciones  representadas en figura 3 en página 10. 
que  dan origen a €-rejillas 2-dimensionales: 

3.1.7. Ejemplo: Sean €hez,€tr i  l a s  fenestracibnes  representadas en figura 1.5b) y 1 . 3 ~ )  
(vea página 10). Las respectivas €-rejillas  minimales Xlrez1 Xtr l  son espacios To de Alexan- 
droff de dimensión 2, vea figura 3 .2 ,  cuyos ordenes parciales de especialización coinciden 
nuevamente con la relación de  fronterizar entre polígonos. 
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Figura 3.2. &-rejillas  minimales de fenestraciones tie I R 2 .  

Los espacios topológicos clave aplicados por Kronheimer  para  modelar irnagenes digi- 
tales, son €-rej i l las  To semiregulares, en particular de fenestraciones  localmente  finitas. 

Un espacio topológico se llama semireg.ular si existe una base de conjuntos  abiertos 
regulares [Will. La clase de los espacios semiregulares es una superclase propia de la de los 
espacios  regxlares.  Recordamos que un espacio X se llama regular si para  cada  conjunto 
cerrado A c X y cada punto x E X \ A existen  conjuntos  abiertos ( 7 ,  V en X tales que 
X E [ T ,  A c V y IT n V = 0 (vea [Arh,Pon] o /Pea], nótese que aqui no se requiere el TI- 
axioma:  otros  autores si lo requieren, como por ejemplo en [Eng/l]). T-n espacio regular 
no necesita ser de Hausdorff, sin embargo, un espacio regular To si lo es. La regularidad 
de un espacio de Alwandroff se caracteriza por el hecho clue la relación 5 definida  por 
x 5 y x E cl ( {y} )  S una relación de equivalencia [Kon,Kop,Mey/2]: es evidente que 
la propiedad interesante para eso es la simetría de la relación 5;  supongase primero que 5 
sea simétrica, y sea A un cerrado en X ,  y x E X\A.  Para  demostrar l a  regularidad de X es 
suficiente  probar clue M = (u{tr(a) : a E A}) n l r ( x )  = 8 ,  donde l J (y )  denota la  vecindad 
abierta  minimal de cualquier y E X .  Si suponemos clue existe m E M ,  entonces  existe a E A 
tal que z E lT(a)f1[7{x). Puesto que este  último es abierto. se sigue [ J (z)  c U(a)nU(z) .  De 
la simetría de 5 se obtiene a E l J ( z ) ,  y cc E X \ A implica lJ(z) c X \ A. En consecuencia 
a E Ir(,) c IT(2) c X \ A ,  lo cual es una contradiccich. Para  demostrar que la regularidad 
de X implica la simetría de 5 ,  supongase que 5 no es sim6trica.  Entonces existen x, y E X 
tales que .E 5 y , y  $ x, así que tenemos ( / ( y )  c [ r ( x ) , z  # Ir(y).  X \ l i ( y )  es un cerradc 
clue no contiene a y ;  sin embargo, no es separable de y,  puesto que x E X \ lJ(y) implicz 
que todo  conjunto  abierto que contiene a X \ l J ( y ) ,  contiene  tambien a l i(z)  y con eso t 

r i ( y ) .  En consecuencia X no es  regular. 
Kror;heimer  demuestra que toda €-re j i l la  To semiregular es minimal ([Kro/2], lemi 

7.1). De importancia  especial son  los espacias  localmente  finitos, pues ellos siempre son d( 
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3.1.8. Ejemplo: Sea & la fenestración de IR? dada por 

I es localmente finito, y la &-rejilla minimal, X = I U { X I ,  x?, a }  está representada en 
figura 3.3(a). Tenemos 

y ent.onces ODILz ,  = O,  ODILuj; = 1 para todo i ,  lo cual implica que DIMX = 
ODI.11 X = 1. Nótese que  obtenemos el  mismo resultado, si tomamos la fenestración de 
polígonos (no convexos) de figura 3.3( b). 

Figura 3.3. l'na E-rejilla uno-dimensional de I R 2 .  



w2 

. . . . . . . . . . . . . . 
Figura 3.4. Vna €-re j i l la  tri-dimensional de R2. 

E = (wl ,  w 2 , w g 7  wq) es una fenestración de R ~ ,  y la I-rejiUa minimal es X = E U 
{ X I ,  x2> 2 3 ,  x4, x5 ). Si 5 es  el orden de especializacibn del espacio X, encontramos las 
siguientes cadenas: 

sg < x1 < x4 < 743 x2 < w3 

$ 2  w4 ’ < xg < w1’ 

implicando ODILw3 = ODILw4 = 3, ODILujl = ODILu9 = ODILx4 = 2 ,  ODILxl = 
ODILx2 = ODILxs  = 1, ODILx5 = O, y entonces DIM X = ODIM X = 3. 
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3.2. Prelitrlinarios , 

Vna secuencia  finita ag. a l , .  . . . ak de  puntos  de lRn se llama afir¿ dependiente si exis- 
ten números T O .  r l , .  . . . r k ,  no todos iguales a cero,  tal clue rtai = O v rr = 
O. En otro caso, la secuencia se llama u f h  ir~depmdiente. Claro  que ao,  al. a - S ,  a k  es 
afín dependiente [y. respectivamente,  independiente] si y sólo si al - ao,  - , a k  - a0 es 
linealmente dependiente [independiente]). Para a. b E R". a # b, el conjunto 

L = { ( I  - r ) a + r b ,  r E R}, 
es la rec tu que pasa  por a y b. Si a. b. a', b' E I R " ,  a # b. a' # b', y L es u n a  recta que 
pasa por a y b, y L' es  una recta que  pasa  por a' y b', entonces L' se llama paralela a L 
si b' - a' = r(b  - a) para  algún T E R. U n  subconjunto H de R" se llama subespacio 
afín (ó plano en [Rin]) si H es un sólo punto, o para cualesquiera dos  puntos distintos de 
H ,  la recta que pasa por ellos, está contenida en H. Por ejemplo, cualquier recta  es un 
subespacio  afín. 

La intersección de cualquier familia de subespacios afines de R" es nuevamente un 
subespacio afín; y para M c R", la intersección de  todos  los subespacios  afines que 
contiene  a .%I, se  llama la cerradura  aJin de M y se  denota por afin(M). Resulta que 
(teorema 0.4.6 de [EngSie]) 

k k 

1 =o t=O 

Para todo  subespacio afín H existe N C H ,  ,V afín independiente, tal que H = afín(,V): 
y si H = ufír~(~V1) = afin(N2), con LVl, n(; afín independientes,  entonces N1 y N2 tienen el 
mismo  número k de  elementos, y el n ~ m e r o  k - 1 se llama dirrtensiótt aJLn de H. 

Ahora, si H c IR" y a E H ,  entonces H es un subespacio afín si y sólo si H - a = { h- 
a : h E H }  es un subespacio  vectorial. Claro que entonces la dimensión afín de H coincide 
con la dimensión "vectorial" (es decir, el número  de vectores linealmente independientes) 
del subespacio  vectorial H -a. Nótese  que la dimensión  de cualquier subespacio afín propio 
de IR" (es  decir, no igual a I R " )  es menor o igual a rt - l. Enfat izamos, que,  además,  debido 
a que la traslación es un mapeo topológico, el subespacio afín H es un  espacio  topológico 
homeomorfo al subespacio  Euclidean0 H - a (este con la topolog'a relativa a la topología 
Euclideana de IRn). En consecuencia. si la dimensión  afín  de H es igual a k, entonces H 
es homeomorfo a I R k .  Es claro t.ambién  que todo subespacio afín de IR" es un subespacio 
topológico cerrado. 

Un subespacio afín H de IR" que tiene  la dimensión  afín igual a n - 1, se llama 
hiperplano de I R " ;  y este H es el conjunto de soluciones de  una ecuación lineal 

e o  + O*Xl  = o,  



,Io11(Ic til. 10s (x)(>fi<,i{,r1r<,s ( t l .  ' '  . . O,! no to(ios . - I ) I ~  igll;\I+ a two. E r l t o n c , f z h .  ( . ; i < j t t  1111(1 t i c .  lo!? 
(los c ' n n j l l n t o ~  r i e > f i r l i c i a b  ])or ids i r ~ i ~ ~ ~ t t h l d m  

se  llama . s e m i e s p ~ - ~ o  c f n - d o  dr m'' t i e l ~ r 7 r u r ~ a t i n  por H. Tambic!n. c,;icla 1111c) c i r  !os dos 
conjuntos definidos por 

se llama , s t  rnir.q)czctio ctbirrto J r  dekmrlinudo por H. Si HI, H? son los dos semiespacios 
abiertos de m'' determinados por N ,  entonces I R r 1  = Hi U Hz U H es una descomposicidn 
de I R " ,  es decir, HI n H2 = HI n H = H2 n N = la. Nbtese que un semiespacio  cerrado 
[respectivamente,  abierto]  definitivamente es un subconjunto cerrado  [abierto] del espacio 
Euclidean0 I R " ;  y si .I1 es definido por 00 + x:=, (t,.~, 2 O, y N por 00 + x,"=, O ~ X ~  > O 
(Ó, analógamente. ,?I por 00 + o z x c ,  5 O, y por 00 + aL.c; < O ) .  entonces 

(10 - ) / d L = l  Y-" t l . , l ' ,  2 o. ,>I] - ( k L . 1 ' ,  5 o. 

no + -y:"=, o,.r, > o ,  '10 + x,"=, ítz.C, < o ,  

= Cl(,V) y LV = ¿nt(.LI). 
Ahora sean a, b E El conjunto 

I a , b - ) = { ( l - r ) a + r h :  r E I R , r Z O }  
llamarnos rayo con origen a q.ue pusu por b; y el conjunto 

[a,b] = ((1 - r ) a +  rb; Y E R,O 5 T 5 1) 
se llama segmento  cerrado  con puntos  filtales a y b. Nótese que,  díst,intos puntos a. b E IR" 
determinan  una  recta única L = ufín([a, b]), y obviamente L = [a, b -) U [a. c -) para 
algún c E L ,  c # a tal que a E [b, c]. Además vale entonces que [a, b] es  cerrado en el 
espacio topológico L,  el cual es homeomorfo a I R ;  y i n t ~ (  [a, b]) = [a, b] \ {a, b}, donde 
intL denota el interior con respecto a L. Denotamos (a, b) = intL([a,  b]), lo c.ial se llama 
segmento  abierto entre  a y b, y [a, b) = [a, b] \ {b}, (a, b] = [a, b] \ {a}. 

C'n subconjunto .U de B" se llama convezo si [a, b] c hi para  todo a, b E M. La 
intersección de cualquier  familia de conjuntos convexos en 1R" es nuevamente un conjunto 
convexo, lo cual da origen a la  siguiente definición: Si M c I R " ,  entonces  la intersección de 
todos los subconjuntos convexos de I R T 1  que contienen a M ,  se llama la cerradura  convexa 
de -21, y se denota por conv(,M). Resulta  que 

k. k 

Es fácil de demostrar que la cerradura y el interior de un conjunto convexo son con- 
vexos ([Grü) pag. 9, [Eng,Sie] lema 1.10.13). Es también bien conocido que 

3.2.1. Lema: ([Grii]) Todo conjuttto conueso  abierto es regular  abierto ( int((cl(A))  = A), 
y todo corljunto C O I ~ V ~ X O  cerrado con interior 7 1 0  vacío  es regular cerrado [ d ( i n t ( A ) )  = A). 

3.2.2. Lema y definición: ([Eng,Sie] lema 1.10.1'2, [Grii] pap.9, [Rin] 31.7) Para todo 
subconjunto no uacio convexo C de IR" existe  exactamente un subespacio afín H de IR" 
que  contiene a C y satisface  que i n t H ( ( 7 )  # 0 .  Tal N se llama  plano  de soporte de C: 
H es  el  subespacio afín de  di7nensih a j h  ~rzinirnal entre todos los subespacios  ufínes que 
contienen a C ,  y la  dimensión  de¿  cowexo C se  define por dirnC = dinzH. 

O 
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3.2.4. Lema: ([Eng.  Sie], teorema 1.10.9: [Sto/Zie]. proposición 1 . l . g )  Si -21 C m'' es u n  
subconjunto co~r¿pucto cou1'exo ('OIL interior no t:ucío, entonces  existe U T ¿  horrl~o7r~orfs1rlo 
de .U sobre  el disco  cerrado uniturzo, el  c u d  rnupea la  frontera  de M sobre la frontera  de 
este disco, es  decir, sobre  la  esferu ul~i tur=i(~.  

D 

3.2.5. Lema: ([Rin). 31.17) U11 conju7Lt.o cer7.ado co11z~exo 11-dimettsional e71 IR'l es una 
intersección finita  de semiespacros de l R r L  si y .sólo si s u  frontera  estú  corltenida  en una 
unión firlitu de sube.spuc:ios u f i m s  propios d e  Di". 

o 

3.2.6. Definición: 1-n subconjunto acotado tie IR" el cual es representable como inter- 
sección finita de  semiespacios cerrados, se llama poliedro. 

Nótese  clue,  según  nuestra definición, todo poliedro  es  convexo. Obviamente,  todo poliedro 
es cerrado y por lo tanto  compacto. Es bien conocido clue toda intersección de paliedros 
(si no es vacía), es nuevamente u n  poliedro [Grii]. Si H1, HZ, a , Hk son  semiespacios 
cerrados, y 

es un  poliedro  de  dimensicin r1,  entonces s u  p l a n o  de  soporte  es I R " ,  y 
P = H ~ ~ H ? ~ . . . ~ H ~  

int(P)  =irlt(H,) n i " t (H?)  n . n ir¿t(Hk) 
f r ( P )  c f r ( H I )  u f r ( H 2 )  u ' '  * u f r (Hk) r  

siendo la última una u n i h  de hiperplanos. Enfatizamos que, si P es un  poliedro en I R " ,  
nos  referimos  siempre a su dimensión afín, la c11al denotamos  por dimP, y recordamos  que 
dimP = dinLH, si H es el  plano  de soporte tie P. Sin embargo. P e s  también un subespacio 
topológico del espacio  Euclidean0 I R " ,  y es bien conocido  que la dimensión  afín  de P 
coincide con  su  dimensión topológica: tanto con su dimensión inductiva pequeña ind como 
con su dimensión  induct.iva  grande I?td conlo tambikn con su dimensión  de cobert.ura dim 
(vea por ejemplo [Eng/l] y [Eng,Sie]), así que nuestra  notación dimP no causa confusión. 

3.2.7. Lema: ([Rinj, 31.13) Si P es u11 poliedro. y S es 'un lliperplano tal que Sn P # 0 y 
S n int (P)  = 8 ,  entonces P está  co~r~pletutr~ente  c:ontmido e n  ut10 de los dos semiespacios 
cerrados  determinados por S. 

o 
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3.2.10. Lema: ([Rin] 31.18) Cada ( n  - l ) - c w a  de P es UT& poliedro ( n  - l)-dimensional, 
y f r ( P )  es  igual a la unión de sus ( I L  - l)-cc~ras. 

O 

3.2.11. Definición: ([Rin]) Toda interseccibn finita y no vacía de ( n  - 1)-caras de P se 
llama cara propia de P, y P mismo se llama rara irrlpropia de P. U n  subconjunto S de P 
se  llama cara  de P si es una cara propia o S = P. 

Obviamente,  cada  cara propia de un poliedro n-dimensional P es nuevamente un poliedro, 
de dimensión  menor o igual a II - 1. 

3.2.12. Lema: ([Rin], p. 311) Todo poliedro n-di~ne7~sional P (n 2 1) tiene  por lo menos 
una  cara  de  cada  dirnensidn k ,  O 5 k 5 T L  - 1. 

o 

En l a s  demostraciones de l a s  secciones subsecuentes también se aplicarán l o s  siguient,es 
resultados conocidos de la literatura: 

3.2.13. Lema: Aplicaudo  cualquiera de laq d i l r ~ e ~ ~ s i o t ~ e s  clásicas ittd. Ind, dim, para 
M c En uale que: 

(a) M tiene  dimensión 71 si y sdlo si i r t t ( , l f )  # 0. 
( z i )  M tiene  din~ensión 2 71 - 1 si M es u n  separador cerrado  de Rn. 

(para una demostjraci6n de ( i )  vea [Ark,Pon] teorema ‘20, o [Eng/2] 1.8.11; referente a ( i i )  
vea [Eng/2] 1.8.14) 

O 

Aplicando  este lema, y debido a clue un subespacio afín H de Rn es homeomorfo a Ek 
para algún O 5 k 5 n ,  se obtiene :o siguiente: 
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En particular. este teorema es valido en cllalcluier silbespacio afín H de B", pllesto clue H 
es honleomorfo a I R k  para alglín O 5 X: 5 r t .  



3.3. Sobre curljuntos convexos y conos 

3.3.1. Lema: Si -4, B son subconju7~tos disjuntos  co~lc'exos  abiertos  acotados  de IRn tules 
que c1(,4) n c l ( B )  # 8 ,  e n t o t ~ e s  
( i )  4 - 1 1 >  n d ( B )  = ~ T ( A )  r; f r ( ~ ) .  A nd(B)  = d ( A )  n B = 8 ;  
t i i )  d(;4) (7cl(B) es u71 subconjunlo co~tvexo compacto k-di~rrensional de un subespucio ufin 

de dimension k de Bn, donde O 5 X: 5 n - 1. 

Demostración: 
(2) es obvio 

(zi) O 5 k 5 n -  1 se sigue  del lema 3.2.13(i), debido a que i71t(~J(A)nc1(f?))  = in¿(cl(A))n 
int(cl(f3)) = A n B = 0 (puesto que A, B son abiertos regulares  por ser convexos según 
el lema 3.2.1). Tambien es claro que d ( A )  n d(B) es un subconjunto  convexo  compacto 
de IR". Además, aplicando el lema 3.2.2, existe un subespacio afín H de IR" tal que 
di77~(H) = d i m ( d ( A )  !I cl(B)) (su  plano de soporte), lo cual completa la demostración. 

D 

Para estudiar en la seccihjn subsecuente fenestraciones cuyos elementos son los interi- 
ores de poliedros,  aplicamos  el  concepto de cono definido a continuación: 

3.3.2. Definición: Si V es un subconjunto convexo  de I R " ,  V # 0 y p E IR" \ V ,  entonces 
se  define el CORO sobre V con vertice p por C(V, p) = cxmu( V U (p}). 

Nótese que esta definición  de cono no coincide con  las definiciones de un cono  métrico y 
de un cono  topológico, l o s  cuales son definidos  como  espacios cocientes, vea  por ejemplo 
en [Eng,Sie] los ejemplos 3.2.13 y 7.4.50. Nuestro cono  es simplemente un subconjmto 
convexo particular de Rn, el cual se caracteriza por lo siguiente: 

3.3.3. Lema: Pura todo V C I R n ,  V convexo, V # 8 ,  p E El" \ v, se sigue Que 
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Figura 3.5. b l  

Obviamente  el  rayo con origen p clue pasa por c intersecta  al  segmento [ V I ,  1121 en un punto 
2'3 (eso es  verdad inclusive cuando a = 2'1 V 6 = u ? ;  si (L = u1 A b = u?, entonces c = 2.3). 
Puesto que V es convexo, si sigue u3 E V. y c E b, 1931 implica c E ,\d. 

Es claro que  cualquier conjunto convexo  que  contiene a V U {p}, contiene  a . U ,  y la 
demostración es completa. 

O 
En la sección subsecuente  aplicarémos l a s  siguientes propiedades de un cono  generado 

por un disco (abierto o cerrado) y un punto exterior. 

3.3.4. Lema: S i  V es  u71 disco  (abierto o cerrudo) d e  dirnensión n en IR".  y p E 
ll?" \ cl( V), entonces vale lo siguiente: 

(i) Si V es cerrado y v E V tal que afín( b, u ] )  es una tangente al disco V ,  

(ii) Si x E int (V) ,  L = af;n( Ip, x]), a, b E L tales  que p E ( a ,  b ) ,  ent,onces 
entorlces [p. u] c f r (  C( V, p)) . 

(a, b) n irtt(G(V, p)) # 0 Y (a ,  b )  fl (Bn \ C(V,p)) # 0. 
(i i i)  int(C(V,p)) = C(in t (V) ,p)  \ {p}. 
( iv )  Si V es  abierto,  entonces 

in t (C(c l (V) ,p) )  = {x E IR" : existe v E V tal que IC E (p, u]} .  

Demostración: 
( i )  Primero demost.ramos que p E f r (C(V,p) ) .  Asumimos por lo contrario que p E 
ir¿t(C(V,p)). Entonces existe un disco abierto Uípj centrado en p, tal que ll(p) C C( V , p ) ,  
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Figura 3.6. 

(ii) Sea v E int (V) ,  L = u ~ ; ~ L ( [ P , v ] ) ,  y (a,  6) un  segmento  abierto e n  L tal que p E (a, 6). 
Entonces  existe un disco abierto A(v) centrado en v con radio tal que cl(A(v))  C V. 
Claro  que p # ‘u pues p 4 V. Sin pérdida  de generalidad  suponemos clue b E [P,v -+). 

* aplicamos los simbolos <1  > para excluir la igualdad 
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(222) Sea N = {x E Rn : existe v E i ,n t (V)  tal que x E [ p , ~ ] }  \ {p}. El lema 3.3.3 implica 
que 111 = C(int(V):p)  \ {p} c C(V,p). Para demostrar  que N = i7tt(C(V,p)), probamos 
primero que AI es abierto; así que sea 171 E M .  

Obviamente int(V) C M, pues m E in,t(V) implica m E b, m ] ,  y m # p puest'o que 
p # int(V).  Así que  suponemos  ahora m E M \ int(V). Entonces  existe 71 E int(V) 
tal que rn E ( p , v ) ,  y existe un disco abierto A(v) centrado en v con radio t tal que 
cl(A(71)) c int(V).  Definimos  un  disco abierto B(m) centrado  en m. por el  radio S dado por 
S = d(p, m )  . E .  (d(p. u))", vea figura 3.7 ( E ,  S son las longitudes de lados correspondient'es 
de dos triángulos  similares). 

Afirmamos que B(rr ! )  c AI. Para ver eso, nótese primero que cJ(A(v)) c int (V)  
implica C(c l (A(u ) ) ,p )  c C(in t (V) ,p) ,  y por lo tanto C(cl(A(v)) ,p)  \ {p} c M .  Por el 
otro lado, por la construcci6n de S es claro que B ( m )  c C(c l (A(v) ) ,p)  \ {p} (p B(7n) 
se obtiene considerando el triángulo A(p. q', m,) en figura 3.7, donde por el  t.eorema. de 
Pitagoras d(p, m )  2 S > O) .  En consecuencia B(m) c M, por lo cual M es abiert,o, y 
entonces queda  demostrado  que M c in,¿(C(V,p)). 

Para demost.rar que int(C(V,p)) C M ,  sea x E int(C(V, p)). Entonces  existe un disco 
abiert,o U(.) centrado en n: con radio c tal clue ri(x)  c C(V, p). Claro  que [p, II: +) n V # 8 ;  
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3.4. FcIlestracioncs poliecir-ales 

3.4.2.  Lema: Si & = { IV,, i E I }  es u11a fenestración poliedral  de l R " ,  entonces 
{ d( IVi)! i E I }  es un rrtosaico de L4". 

Para preparar las demostraciones de nuestros  teoremas principales de  este  capítulo,  estu- 
diamos las siguientes propiedades topológicas de fenestraciones poliedrales: 

3.4.3. Lema: Si E es una fenestración  poliedral, y N, es  definido pura cualquier x E IRn 
por N,  = { iV E E : x E d ( I Y ) } ,  entonces 

(2) x E int (u{d(u-)  : It '  E N = } ) .  
( i i )  Si [l es un subcoljurlto  abierto  de lR" tal que [ J  C u{d(CV) : W' E N=}, entonces 

Ir n d ( W )  = 8 pura todo Ct' E E \ AVz. 

Demostración: 
(2) Sea x E IR". Por la definición de N ,  es  obvio clue x E M = U{cl(CV) : W E N=}.  M es 
cerrado  porque N z  es  finito. Para  demostrar  que x E Z n t ( , U ) ,  suponemos por lo contrario 
que d: E f r ( M ) .  Entonces toda vecindad abierta  de .r intersecta a IR" \ Al. Debido a  que 
I es una  fenestración de E", 

IR" = cl(u{CV : 1.t' E E } )  = d ( U { W  : I Y  E N,})  U d(U{W : W E (E  \ .Vz)}), 

de lo cual se  obtiene IR" \ M C cl(U{I,€' : I€' E (& \ .Y,)}). Consecuentemente, x E 
cl(cl(U{CV : If/ E (E  \ Nz)})) = c¿(u{CV : Ct' E (E  \N,)}) = U { c l ( W )  : CV E (E \ N , ) }  
(pues E \ lVz es localmente  finito); es decir,  existe un  CV E E \ ,Y, tal  que x E cl(lV), lo 
cual  contradice la definición de N,. 

(ii) Sea Ir abierto  tal que IT C U { c l ( W )  : W E N , } ,  y suponemos por lo contrario  que 
exista V E E \ Nz tal  que I1 n c¿(V) # 0. Eso implica [l n V # 0, puesto  que I1 es abierto. 
Así que sea z E U n  V. Debido a que [ T  c U{cl(  W )  : W E N , }  se sigue que existe V' E N, 
tal  que z E d(V'), y por  lo tanto z E cl(V')  n V. Eso es una contradicción a la proposicih 
3.3.3.(ii), puesto  que V' # V por V N , .  
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i r ~ t ~ = ( P , )  = irzt(U{el(ltr) : El' E .Yx}) n H,. 

Demostración: 
Primero consideramos los casos di/ l~P,  = O y dirTLP, = 11: 

Si dinzP, = O ,  entonces P, = H ,  = intHz(Px) = {x}, y ir~t(u{cl(I.t-) : I.$' E A'=}) n Hz = 
{x}, debido a que x E i n t ( U { d ( I V )  : LV E .Vz}), por el  lema 3.4.3.  Si dirnP, = n ,  entonces 

implicaría dirraP, 5 n - I ) ,  H, = lRn. P, = c/(I.,V}, de lo cual se obtiene intH,(Pz) = 
in t (u{d( tV)  : I+' E 4Vz}) n N, = It'. Así que, en todo lo clue sigue suponemos que 
1 5 dirrzf', 5 n - 1. 

N z  = {N'} para algún It' E € (si iVx t1.viera al menos dos elementos, lema 3.3.1.( i i )  

i )  Ahora sea z E irrf(t l{cl(W) : I+' E :Vz}) n Hz, y demostramos que z E intHI(fZ). La 
suposicibn implica  que existe u n a  vecindad abierta Ir(z)  de z t,al que IJ(z)  c u { d ( W )  : 
W E ;V, ). Afirmamos  que U (  z) 17 Hz C P,, lo cual  completará la  demostración de  que 
z E intH, (fz). 

Sea t E U (  z)  n Hz. Para  demostrar que t E P,, suponemos por lo contrario que exista 
U/* E N, t a l  que t # el( W * ) .  Tenemos que 

lo cual implica que existe un  disco abierto V ( t )  centrado en t tal clue V ( t )  c (u{cl(M,') : 
U' E (N,  \,% { CV*})}) n ( IR"  \cl( W * ) ) ) .  Sin pkrdida  de generalidad, V ( t )  puede ser supuesto 
suficientemente pequeño tal que 

d(V( t ) )  c (U{eJ(W) : W E (Nz \ { W ' } ) } )  n (IRn \ c ~ ( w * ) ) .  

Puesto que dimP, = d i , n ~ H , ,  sime del corolario 3.2.14 que i n t H X ( ( P z )  # 0, así que es- 

cogemos p E int~,(P,). Debido a la definición de V ( t ) ,  y a que P, c cl (W*) ,  se sigue 
p # c l ( V ( t ) ) .  Sea C el cono sobre d ( V ( t ) )  con vertice p según la definición 3.3.2. Puesto 
que p E i n t ~ , ( P , ) ,  existe en el subespacio afín H, un disco abierto l i ~ , ( p )  en H ,  cen- 
trado en p tal que ~ J H ,  (p) C P,. Debido a clue Ip, t ]  C Hz y Hz es convexo, se sigue del 
lema 3.3.4(ii) que ~ J H ~  (p) n int(C) # 0, vea figura 3.8. Sea ahora y E c l H z  @) n in t (C) ,  
entonces y E ~ T H ~  (p) C P, C cl(W*), implicando clue toda vecindad abierta de y intersecta 
a W * .  Además,  puesto que y E int(C'), existe un disco abierto A(y) centrado en y tal que 
A(y)  c i7~t(C),  y consecuentemente existe un S E A(y)  n W* c int(C7) f~ W*.  Pero S # p, 
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ii) Para demostrar que i r ~ t ~ ,  (Pz) c i~tt(u{d(It ')  : It' E X = } )  n Hz, sea z E i n t ~ ~ ( P , ) .  
Obviamente basta demostrar  que z E ird(u{cf(Ctl) : I+' E " V I } ) ,  puesto  que P, c H z .  Por 
el lema 3.4.3(i) tenemos x E int(u{cl(It ') : It' E .Yz}), para todo x E IRn. Eso implica 
que en el  caso z = x, la  afirmacicin es trivialmente  cierta. Así que, suponemos z # x. Pero 
también, z E i r z t ( U { d ( W )  : W E .Yz}), por  lo ulal es sllficiente demost,rar que = N,. 
Si z E Pz es claro que N z  c *VZ. pues z E P, e z E cl( W )  para  todo W E N,, lo cual 
implica  que M/ E N, para cualquier Ct' E *'VI. En consecuencia, sGlo falta  demostrar que 
N, c N , .  

centrado en x y V( z )  ceutrado en z tales clue 
Debido a que x E , ir~t(U{cl(IV) : I.%' E .'VI}) y x # z,  existen discos abiert,os Cr(x) 

U ( X )  c u{c~(w)  : IY E N,},  d(l+)) n d ( v ( ~ ) )  = 0. 
Puesto que z E intH,(Pz), podemos  asumir además que (vea figura 3.9) 
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al 

b) Quc:da investigar el c a w  ir~t(C1) n \I/* = 0,  vea  figura 3.9.b). Debido a que z E cl(W*), 
V ( z )  n W *  # 0. Escogemos un t E V ( z )  n W’. Puesto que este último conjunto es abierto, 
existe un disco abierto A ( t )  centrado en t tal que d ( A ( t ) )  c V ( z )  n W*.  Nótese  que 
z E d(‘#) n cl(W*) = ].(N’) n f r ( W * ) ,  por lo cual z # W’, y entonces z # c l (A( t ) ) .  Sea 



3.4.5. Corolario: S i  E es  una  fenestraciÓr¿ poliedral. y iVI, P,, Hz sou definidos corrlo erl 
el  lema 3.4.4, entonces 

Dernostración: 
Sea z E f r H ,  (P,) = P, \ i n t ~ ~  ( P,). Por t E P, es claro que z E (u{d( CV) : I t '  E 
N,})  nH,. Obviamente fr(u{d(LV) : bV E N,)) = U{d(W) : W E N,) \ in t (U{c f (W)  : 
W E N,}). Para demostrar que t E f r ( u { d ( I V )  : W E AV,}), suponemos  por lo contrario 
que z E int(u{d(W') : W E N , } ) .  Eso implica por  el  lema 3.4.4 clue t E Zn!H,(Pz). lo 
cual es  una contradicción. 

o 

3.4.6. Corolario: S i  E es  uua  fenestración  poliedral, y :V., P,, H, son definidos  como ell 
el lema 3.4.4, entonces se sigue para t E Rn que 

Demostración: 
Primero sea t E ~ T L ~ H , ( P , ) .  z E P, implica *V, c "V,, pues z E d ( W )  para todo LV E 'YT: 
así que  sólo falta  demostrar N, C N,. Para eso, supongase  que exista W* E N z  \ A'=. De 
los lemas 3.4.3 y 3.4.4. sigue que existe una vecindad abierta ('(2) de z en IR" tal que 
l J ( z )  C U{cl(W) : W E N,}, y lT(z) n c l ( W )  = 0 para cualquier W E E \ N,. 

Consecuentemente Ir(,) n cl(W*) = 0,  puesto clue W' # N,, lo cual contradice 
t E cl(FV*). Así hemos demostrado que t E i n t ~ , ( P , )  implica ,Vz = N,. 

Ahora suponemos  que N, = N,, y demost.ramos que z E i r~ t~ , (P , ) .  Debido a que 
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3.4.7. Corolario: Si & es una f t : ~ ~ e s t r a c i ó ~ ~  polietiral, y *VZ. P,, H, son defir1idos como e n  
el lernn 3.4.4, entonces 

Demostración: 
Primero sea z E i n t ~ ~  (Py) para algún y E I R T L  el  cual  satisface N y  c ;V,. El corolario 
3.4.6 implica ;V2 = " V y ,  así que iVz c rV,, de lo cual  obtenemos z E ~ { c l ( W )  : kV E X , } ,  
puesto que # 0 pues C es  una fenestracicin. Debido a que AVz es finit.0, u { d ( W )  : 
L V  E -Yz} es cerrado. Para  demostrar que z E z r~ t~ (U{c f [LV)  : I+' E N , } ) .  suponemos 
por lo contrario que z E fr (U{cl(LV) : M/ E N , } ) .  Entonces  toda vecindad abierta de 
z intersecta a IR" \ ( u { ~ ( W )  : tV E iYz}> c u { d ( W )  : W E & \ .'V,}, lo cual impiica 
que z E c¿(u{c l (W)  : CV E & \ :Yr}) = ~{cl(Ct') : W E & \ N , }  (para más detalle vea  la 
demostración del lema 3.4.3(i)). C'onsecuentemente existe W* E tal que z E d ( W * ) .  
Pero  entonces I+'* E N ,  c N,, lo  cual  es  una contradicción. 

Ahora  sea z E i n ¿ ( U { d ( W )  : W E IV,}). Por el lema 3.4.3(ii) existe una vecindad 
abierta V ( z )  de z tal que l J (z)  c U{cl(W) : W E &V,} que satisface Ir(,) n d ( L t * )  = d 
para  todo IY E E \ N,.  Eso implica , V z  c N , .  Además tenemos por el lema 3.4.3(ii) 
que z E i r ~ t ( ~ { d ( l V )  : W E *Vz}), y obviamente z E P, c H z ,  de donde obtenemos 
aplicando lema 3.4.4 que z E i n t ~ ~ ( P , ) ,  lo cual demuestra que z E d{zrttHy(Py) : y E 
IR" tal que c N,) .  

O 

3.4.8. Corolario: Sea & una fenestraciót~ poliedrd y sean N,,  P,, H,  definidos C O ~ I ~ O  en 
el lema 3.4.4. Si P, c Py, P, # Py para x, y E I R " ,  e 1 ~ t o 7 ~ e s  

Demostración: 
En lo que sigue, A c R denota A C B , A  # B. Suponemos P, c Py. Es claro que 
P, C Py n{d(W)  : W E N,} C n{cl(W) : W E Ny} +=+ Nu c N,. Entoncez 
X E pal = int~,, (Py) U frH, ( Py). X E i ~ t t ~ ~ ( P ~ )  implicaría por el corolario 3.4.6 qut 
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Demostración: 
(i) se  sigue inmediatamente  del  lema 3.3.1. 

(ii) Por el  lema 3.1.3, tenemos R” = el (u{X c IK” : X E € }  = u{c/(X) : X E & } *  pues 
€ es localmente finito. Puesto  que It’ es acotado t.n el conjunto n o  acotado lRn ,  se  sigue 
E \ {I,tV} .+ ld y .E E cl(u{V c l R n  : v E € \ { V } ) .  

(iii) Supongamos clue el conjunto M = { Lt” E & : cl(lt-) n d (  I t ” )  # v)} sea infinito. 
Entonces existen b t i  E E tales  que cl(CV) n d ( I t V t ’ )  # 8 para todo i E u;. Seleccionamos de 
cada d ( l i * )  n d ( C t ’ ) :  un punto S , .  Sea X el conjllnto cie todos estos  puntos seleccionados. 
Por c l (  U’) n c1( W )  = fr( CV) n cl( CV)’ se sigle  que X c f.( W ) .  

El conjunto {x; : i E w }  es infinito. plies { j  : x, = x,} es  finito para todo i .  Para 
mostrar esto. sea x; E X, y sllpongamos  que { j  : x, = xt} sea infinito. Entonces x, E 
cl(lt;) 17 (n{d(IV,)  : i E J } )  para J C u,  J inf ini to .  Eso implica que cualquiera vecintiad 
abierta  de x, int,ersecta a todos estos WJ E &. l o  cllal contradice q11e E es localmente finito. 

Así que X es un subconjunto infinito de fr(M.’). fr(bt’) es  un  cerrado en el compacto 
c l ( L t ’ ) .  Por eso. f.(W’) es  compacto en R”, y el conjunto  infinito X se acumula en 
fr(Lt-). Sea J’ u n  punto  de  acunndación  de X .  Por la construcción de X es claro qlle 
S está contenido en un  nilmero infinito de cerradllras de elementos  de E ,  es decir, c:da 
vecindad de J: int.ersecta a un nilmero infinito de elementos de €, lo cual contradice que I 
es localmente finito. 

o 

5 4 



El resultado del teorema 3.4.10 es conocido para mosaicos de R L  y adoquinamientos local- 
mente finitos (vea definición 3.1.2 y l o s  comentarios clue le siguen; referimos a [Grü,She], 
p. 117 y p. 472). Para  el caso de  una división nllmerable, el resultado es mencionado en 
[Schu]. sin ninguna  referencia a u n a  demostracicin. 

Antes de formular el  teorema principal de este  capítulo,  demostramos la siguiente 
propiedad sencilla de  ayuda: 

(2) ( f " ( A ) ) "  = f-'(A") 
(ii) f " ( A )  = f" ( A ) .  

Demostración: 
(i) Denótese M = ( f " ( A ) ) " .  Probamos que f ( . z i )  = A". f ( M )  es abierto porque f es 
abierto, y Ad c f"(i4) implica f(.%l) C A .  Sea ahora K un subconjunt,o abierto de A.  
Entonces f " ( K )  c f"(A) y f"(K) es abierto, lo cua l  implica f " ( K )  C (f"(,4))" = 
A V  y enseguida K c f ( M ) ,  probando f ( M )  = '40. ('onsecuentemente ( f " ( A ) ) "  c 
f " ( A " ) .  Por otro lado, f"(A") c (f"(,4))" porque f"(A") es abierto  y A" C A. 

. I  

(ii) f - l  (2) = [(f-l (ii))']' = if-' (A')]' = [f-' ( (A' )") ]  c PO'") - [(f" ( A c ) ) o ] c  = 

[ ( ( f - l A ) ' ) " ] '  = [(m)']' = Fm, donde para cualquier subconjunto &I de XI ,  Adc 



1 
u 

Sean lV,. P,, H ,  definidos como en el lema 3 . 4 . 4 ,  es decir,  para  cualquier 2 E 

y H, denota el plano  de  soporte  de P,. Definimos  la siguiente relación de equivalencia 
sobre B": 

x - y  -e=+ .v, = ivy, x, y E m". 

Denotamos [S] = {y E R" : y - x}, y sea X e1 cor1junt.o cociente 

x = lRn/-  = {[x],z E ,'I}. 

Además, sea 7r la proyección natural de R" sobre X, y T la topología cociente  sobre X. 
Nótese que N, 2 Ny e Py P,, x ,y  E R", y el corolario 3.4.6 implica clue 

En consecuencia - 
7T 1 ( [z])  = i 7 1 t H Z  ( PZ). 

i) Primero  demostramos  que X es u n  espacio To de Alexandroff. Para eso definimos para 
cualquier [x] E X 

y  demostramos  que,  para  todo [x] E X ,  lTx([.r]) es la vecindad abierta minimal de [J.']. 

Trivialmente vale [S] E rrx([z]),  pues X =  C lY,. Ahora, 



Queda  demost,rado que X es un espacio TO de Alexandroff, y por lo tant'o su dimensión 
de Alexandroff  coincide con la dirnensibn de s u  orden parcial de especializaci6n, como 
demostramos en capítulo 2 de esta tesis. Es decir, 

Denotando [x] < [y] [ I ]  5 [y] A [I] # [y] ,  se sigue entonces del corolario 3.4.8 

ii) Para  demostrar clue DIM X 2 71, basta de demostrar O D I M X  2 7 1 ,  y para eso, es 
suficiente construir una cadena de elementos de X de longitud n. Aplicamos los lemas 
3.2.10 y 3.2.12, por 10s cuales todo poliedro de dimensión k ( k  1 1)  tiene caras de todas 
las dimensiones IC - 1 ,  k - 2 , .  , O, y su h-ontera (en su plano de soporte) es la union de 
todas sus caras (IC - 1)-dimensionales. 
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iii): Demostramos que X es una E-rejilla: Aplicando el corolario 3.4.6 obtenemos  que, 
para  todo I+' E &, ~ ( l t ' )  = [w] para  cualquier u: E irlt(Lt') = W ,  así  que X contiene la 
fenestración &, y sólo falta comprobar clue 7r es un mapeo  abierto. 

Para eso,  sea M un subconjunto  abierto de I R " ,  y sea [x] E 7 r ( M ) .  Para mostrar 
que x(h1) es abierto en X. es suficiente comprobar clue Irx([;c]) C ~ ( h l ) ,  puesto que 
las vecindades minimales ITx([z]), [x] E X. proporcionan una base de T. Así que sea 
[y] E [ ' ~ ( [ x ] ) ,  y demostramos a continuación que [y] E n(h1). 

De [x] E x ( M )  se sigue que existe TI E Al tal que ~ ( n )  = [x] e N,, = N,  e 
Pn = P,. De [y] E TTx([x])  se obtiene N, C N, +=+ P, C P,. -4hora consideramos 
Py C H,, donde H, denota el plano de  soporte de P,. H, es homeomorfo a I R k  para algin 
O 5 X: 5 n ,  y i n t ~ , ( P , )  # 0 (por la definición  de H,, tan1bii.n  por y E i n t ~ , ( P , ) ) .  En con- 
secuencia. P, es un cerrado convexo  con interior en H, , y entonces por el lema 3.2.1,  P, es 
regular  cerrado. Eso implica que II E C ~ H ,  ( P,) pues n E Pn = Pz C P, = d ~ ,  ( P,) c H,. 
Además,  debido a que rt E 121 y que es  abierto en R", n Hy es una vecindad abierta 
de n en H y ,  la cual entonces intersecta a i r r t ~ , (  Py). i\sí que  existe t E A4 n i 7 t t ~ , ( P , ) .  
Pero t E inf~,(P~) implica  por el corolario 3.4.6 que iVz = Ny, por lo cual ~ ( z )  = [y], y 
con t E 31 obtenemos [y] E ~(hf). 

iv): Demostramos que el espacio X es semiregular (y por lo tanto minimal, vea  sección 

Es suficiente  demostrar  que CTx([x]) es regular  abierto  para  todo [x] E X ,  y debido 
a que UX([Z]) es  abierto,  bast,a  comprobar que ir~tx(clx(IT~([z]))) C Ir, ([x]). Así que 
suponemos [y] E i ~ ~ t x ( ~ l ~ ( C l x ( [ ~ ] ) ) ) ,  y demostramos a  continuacih que Ny C N,. 

3.1). 



Nótese que ;\,I es cerrado, pues -Yz es finito, y entonces el(znt(Abl)) c All. Por el lema 
3.4.3(i): y E ir l t (U{c1(117)  : U' E 'Yy}), y entonces existe un vecindad abierta l i ( y )  de y 
en IR" tal que 

y E l r (y )  c i n t ( U { d ( b V )  : kt' E N y } )  c d ( z r t t ( M ) )  c M. 

Pero  entonces y E i r L t ( A V ) .  y por el lema 3.4.3(íi), l J ( y )  nd(Ct') = Bpara todo W E € \ N z ,  
lo cual  implica clue ;Yy C X =  (pues,  la  existencia  de W* E .VY \ N, c I \ N, implicaría 
y E d ( W * ) ,  y entonces l i ( y )  n W* # 0, que contradice el lema 3.4.3). 

ESQ complet,a la demostración de que X es u n a  &-rejilla minimal de R", la  cual  tiene 
dimensión  de  Alexandroff igual a n. 

o 



E n  este capítulo ( i~n1ostrar6rnc)~ q u e  la ciirnen..;it’)n de .illexan(!r-off. definida en  el capítrulo 
2 ,  de un espacio To Akxttndroff es igual a 511 dirrlfu.slbr1 de Krdl, la cual  se  define en 
terminos del retíclllo de  los conjuntos cerradas del  espacio y fue estudiada por primera 
vez por i-inokurov [Vin]. Debido a que la categoría de los espacios To de Xlexandroff 
es isonlorfa a la  de los posets [Ern], los resultados pueden ser formulados  también en esta 
últinla categoría. Porque  además las dimensiones de Xlexandroff y del poset correspodiente 
coinciden entonces (lo cual demostramos en  el capítulo 2 ) ,  se sigue que  la dimensión ODIM 
del poset (X, 5 )  es  igual a la dimensión de Krull  del  retículo de los conjuntos cerrados del 
espacio (X. T<). - 

Los resultados de este  capítulo fueron p11bIicacios  en [JVie,\Vil/2]. 

4.1. Introducción 

La dimensión de Krult es conocida en  el algebra como una función de dimensión para 
anillos y retículos. En particular.  la di7nenszdn de Krull de un ideal primo P de un anillo 
conmutativo con unidad, es definida como la  longitud máxima d de  cadenas de ideales 
primos P = Po c PI c C Pd (introducida por W. Krull en  “Dimensionstheorie in 
Stellenringen”, J. reine angew. >lath. 179 (19.‘38), 204-226.) [Eis]. Es entonces natural 
definir  la dimensión  de Krutl del  anillo, con10 sllpremo de las dimensiónes de Krull de sus 
ideales primos, o equivalentemente, como supremo de  las longitudes de cadenas  de ideales 
primos.  Interpretando un retículo ( L ,  U, n) distributivo  de  conjuntos  como estructura 
algebráica. tanto (L .  U )  como ( L ,  n), son semigrupos conmutativos con unidad; así que, 
( L ,  U, n)  “se parece” a un anillo conmutativo con llnidad, dando origen a una definición de 
la dimensión de Krull de  este retículo, como supremo de l a s  longitudes de cadenas de sus 
ideales primos, introducida en  (San,San/2], Todo ideal  primo  en ( L .  U, n), es un filtro primo 
en el retículo  dual ( L ,  n, U). La dimensión de Krull del retículo distributivo (L .  n, U) de 
los conjuntos cerrados de un espacio topológico determinada  por  cadenas de filtros primos, 
fue por primera vez aplicada  para definir la di7rrensiÓn de Krull de u n  espacio topológico 
por Vinokurov  en 1966 (Vin] (llamada por 41: “lattice dimension of a topological space”). 

En  espacios generales, esta dimensión es difícil de calcular. Pero  es  interestante no- 
tar que en ciertas clases de espacios, la dimensión de Krull coincide con otras funciones 
(clásicas) de dimensión. En particular, en [Vin) fue probado que la dimensión de Krull 
es igual a la pequeña dimensión inductiva y a la de la cobertura  para espacios separables 
metrizables. 

Se deduce en [San,San/2),  que la dimensión de Krull de  todo espacio To finito (el cual 
es  trivialmente  de  Alexandroff), coincide con su dimensión del poset. U n  resultado equiv- 
alente  para espacios  finitos es probado por Isbell [Isb]. Sin embargo, en [Isb], Isbell define 
la dimensión de Krull de un espacio diferentemente en terminos de  cadenas  de conjuntos 
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4.2. La dimensión de Krull de retículos y de espacios 

Recordemos los siguientes conceptos  conocidos (para más detalle, vea [Eis] o [Bir]): 
Un poset. (conjunto parcialmente ordenado) ( L ,  5 )  es  llamado retículo, si para  todo 

a, b E L existe  inf(n, b} y sup{a,b}, lo cual implica que todo subconjunto  finito de L 
tiene infimo y supremo.  Definiendo las operaciones  binarias A y V sobre L por a A b = 
inf{a. b ) ,  a V b = sup{a, b } ,  se obtiene una estructllra  algebráica ( L .  A. V)  tambikn  llamada 
retículo, la cual tiene  las propiedades que A .  V amilos son conmutativos y asociativos, y 
a A (a  L/ b )  = a V (a A b )  = a, a. b E L. Debido a,  que n 5 6 t"--i a A b = a define un 
orden parcial  sobre L,  t,al que ( L ,  5 )  es un retículo, el concepto de retículo de  la t.mría de 
ordenes y el algebráico, son equivalentes. Intercambiando l a s  operaciones A ,  V, se obtiene 
un retículo nuevo (\ L ,  V, A},  llamado el reticulo  dual de (L ,  A ,  V). En el retículo (L ,  A, V), 
L' se  llama  subretículo, si L' C L y n,b  E L' implica n A b, a V b E L. I'n subretículo 
es entonces  cerrado  bajo infimos y supremos finitos, y por eso, cada  subconjunto M C L,  
genera un subretículo cuyos  elementos son l o s  infimos y supremos  de  todos  los subconjuntos 
finitos de M .  ITn elemento máximo (resp. mínimo) del poset ( L ,  5 )  es llamado  unidad 1 
(resp.  cero O) del ret,ículo ( L ,  5 ) :  ambos son únicamente definidos, en caso de  que existan. 
El retículo ( L ,  A ,  V)  se llama: 

- complementado, si tiene unidad y cero, y cada (I E L tiene un complemento, 
es  decir,  para  todo a E L, existe u E L tal clue u A a = O,  u V a = 1. 

- completo, si todo  subconjunto no vacío de L tiene infimo y supremo. 
- distributivo, si cada una de l a s  operaciones A ,  V es distributiva  sobre la otra. 
- algebra de Boole, si es complementado y distributivo. 

El conjunto  potencia  de un conjunto dado, equipado  por la inclusión de conjuntos, es un 
ejemplo de una algebra de Boole completa, donde A es la int,ersección Y V es la unión de 
conjuntos. 

Supongamos ahora clue ( X ,  T )  sea un espacio topológico, y denotemos por A(X)  al 
conjunto de todos los conjuntos cerrados  de X. Entonces ( A ( X ) , f l , u )  es un retículo 
distributivo con unidad X y cero 0, el cual en general no es complementado ni  completo. 
Es claro que en el caso de un espacio discreto, este retículo es u n a  algebra de Boole. Nót,ese 
que en el  caso de un espacio X de Alexandroff. debido a q u e  cualquier unión e intersección 
de  conjuntos  cerrados es un conjunto cerrado, el retículo ( A ( X ) ,  m, U )  es  completo. 

4.2.1. Definición: Sea ( L ,  A ,  V) un retículo. ITn subconjunto no vacío F C L es  llamado 
un fiiltro si n, b E F, c E L implica que a A b, a V c E F. I;rn filtro F se llama propio s i  F # L. 
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- Todo filtro  contiene 1 :  (1) es un filtro trivial. el c i d  en general no es primo. 
- Si u n  filtro F contiene O ,  entonces F = L. Por eso F es 1 m  filtro propio si y scilo si O # F. 

Así que, un  filtro F en el retículo (,4(X). n, U )  de los cerrados  del espacio X contiene X ,  

y F es propio si y sólo si 0 6 F .  

Cabe  mencionar, que el concepto de filtro propio coincide con el  concepto de filtro sobre X 
usado en la teoría de corljurltos, cuando L es el retículo de todos  los subconjuntos de X ,  

el  cual  claramente tiene unidad X y cero 0. Dentro de la teoría de conjuntos también s o n  
conocidos  los conceptos de filtro primo y de ultrafiltro (coincidiendo  nuevamente con ¡os 
conceptos definidos aquí  aplicados a  este  retículo  especial L),  y se sabe que u n  filtro sobre 
X es ultrafiltro si y sólo si es filtro primo (F es ultrafiltro  sobre X si y sólo si para  todo 
A c X vale ,4 E F o X \ '4 E F si y st310 si M U .V E F para M ,  N c X implica ,121 E F o 
AV E F, lo cual  significa que F es filtro primo sobre X ,  vea [Rin] proposición 21.14 o [LVil] 
teorema 12.11). Eso explica la última  parte de definicih  4.2.1. 

4.2.2. Definición: La dimerrsió?~ de Krull de un retículo no vacío ( L ,  A ,  V) se  define  como 

Kdi7n L = sup{n E w : existe una  cadena Fo C FI C a C F,, 
de  filtros primos distintos e n  L }  

donde w denota el conjunto de  los  nlírneros naturales. Esta definición coincide (aunque 
no literalmente) con la introducida por Vinokurov [Vin]. En [San,San/2), la dimensión 
de Krull de un retículo se define en términos  de ideales primos en lugar  de filtros primos. 
xfencionamos que un ideal I en el reticulo ( L ,  A ,  V )  es definido como un subconjunto no 
vacío  de L con la propiedad clue a, b E I. c E L implica n V b, n A c E I ,  lo cual es equivalente 
a que n ,  b E I implica n v b  E I y (I E I ,  c 5 n ( c  E L)  implica c E I. C n  ideal propio I se 
llama primo, si (L A b E I (a, b E L)  implica n E I V b E I. Así que, u n  ideal (primo) en ¿ 
es un  filtro  (primo) en el retículo  dual, y al contrario. Los autores de [San,San/'L] se  basan 
en el  retículo  dual (L ,  V, A),  por lo cual su definición tambikn coincide con la nuestra. 

Es  conocido que un retículo con unidad y cero tiene dimensión  de Krull  cero, si y sdlo 
si es una algebra' de Book  [Vin]. En consecuencia, Kdirrt A(X)  = O si X es un  espacio 
discreto. En lo que  sigue  investigamos si la función Kdim es monótona con respecto a 
subretículos. 



Cabe  notar que en general, el filtro F* e n  el reticdo L generado de F, siendo filtro en el 
subretículo L’, no  es primo, ni en al caso de  que F sea primo en L‘. Por eso, en general 
la función h’dirn no es monótona con respecto a sulxetículos, como muestra  el siguiente 
ejemplo. 

4.2.4. Ejemplo: Sea X un espacio discreto infinito. Claramente A4(X) mismo es un 
subretículo de A ( X ) ,  y K d i ? n A ( X )  = O porque i l (X) = P ( X )  es  una algebra de Boole. 
Ahora sea f3 el  subretículo generado  por {X \ {x}, x E X }  U (0).  Entonces 

D = {X \ F, F c X, F finito} U ( 0 , X ) .  

Los elementos de ( I 3  \ (0)) son conjunt.os cofinitos, y entonces (U \ (0)) es cerrado  bajo 
intersecciones  finitas. Eso implica clue (U  \ (0)) es u n  filtro en 13, el cual  obviamente es 
primo. Además,  para todo x E X, 

F, = { M  E 13 : x E M }  = { X  \ F, F c X, F finito. x F} U { X }  

es un filtro primo en B. y F, c ( B  \ { 0}), donde la  inclusión  es propia, pues X \ {x} E 
( B  \ {a})  \ F,. Eso implica Kdim B 2 1. 

Para  todo lo que sigue, si L es un sulx-etículo de A ( X ) ,  entonces la not,ación nL, 
significa n{hl c A ( X )  : M E L} .  

4.2.5. Lema: S‘í L es u n  subretículo arbitrario de A ( X )  que contieue X y la¿ que nL, = 8 ,  
entonces para todo x E X, 
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La definición 4 . 2 . 2  fue aplicada  por primera vez al retículo de los conjuntos cerrados 
de un espacio  topológico por t’inokurov [Vin]. Con el fin de definir  la  dimensicin  de Krull 
del espacio ( X ,  r), necesitarémos  el concepto de base del  ret ícid0 (.4(X). n, U) de  todos los 
subconjuntos  cerrados de X .  

4.2.6. Definición: I-n subconjunto U de .4(X) es llamado buse de retículo de A ( X ) ,  si 
B es una  base  (topolcjgica) para los subconj1lntos cerrados  de X ,  y adicionalmente, es un 
subretículo de ( A ( X ) ,  n, U) el cual contiene 0 y X .  

Por supuesto, A(X)  mismo  es  una  base  de retículo de A ( X ) ,  y debido a que  una base de 
retículo  de .4(X) es cerrada bajo intersecciones finitas, .4(X) es la única  base  de retículo 
en el  caso  de que X sea un conjunto finito. 

4.2.7. Definición: La diruer~sidn de Krull de u n  eslmcio  topológico (X, T )  se define  por 

KDIhf ( X )  = min{ Kdirn U : 5 es m a  base de retículo de A ( X ) } .  

Vna consecuencia de las observaciones siguientes a la definicicin 4 .2 .2  es, que  si X es un 
espacio  discreto.  entonces K D I A f  (X) = O ,  pues  podemos tomar como  base  de retículo 
.4(X) = P ( X ) ,  la cual resulta ser u n a  algebra de Boole. En [Vin] v [San.San/2], varias 
propiedades de KDIhl fueron obtenidas. Específicamente, en [San.San/2] se reporta que 

Vinokurov  demuestra en [Vin] que KDI,?il ( X )  = indX = dimX para todo  espacio X 
separable  metrizable (donde i724 dim son la dimensión  pequeña  inductiva y la de la  cober- 
tura,  respectivamente). Sin embargo, para  espacios  generales, frecuentemente K D I M  es 
difícil de calcular. 
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En pa-ticular. cabe recordarse  del capítulo 2 ,  que ODIL(;c) = O,  si y sólo si {x} es 

El teorema  principal  de este  capítulo será una consecuencia de las siguientes dos 
cerrado, y x es máximo con respecto a 5,  si y ~ 5 1 0  si {S) es abierto. 

proposiciones. 

4.3.1. Proposición: S i  (X,  7)  es un espacio TO de .4lesar¿drof, y L es una buse topológica 
para sus c o ~ ~ j u n t o s  cerrados, la cual a la vez es u u  subretículo de (.4(X), n, U) que  contiene 
X,  entonces Kdirn L 2 DIM (X) .  

Demostración: 
Por el teorema 2.5.9, es suficiente mostrar clue Kdzw L 2 O D I n  (X) .  

Debido a que L es  una base para los conjuntas cerrados,  tenemos clue flL = 8 .  Por lo 
tanto, lema 4.2.5 implica que 

Fa = { M  E L : c ¿ ( { n } )  c ,\I} 
es un filtro  primo en L para todo a E X. 

Afirmamos que si al < a2 para a l ,  a:! E X, entonces E,, c FQ1, y Fa2 # Fal. Para 
convencerse de eso,  nótese que si M E Faz, entonces cl( { a ? } )  c M ;  pero c1arament.e 
cl((a1)) c cl({n.*})  c M ,  y por eso M E Fal. Ahora bien, porque (X,T) es un espacio To, 
c l ( {u l } )  # d((a2))  y entonces, debido a  que L es una base de A(X) ,  existe un conjunto 
cerrado E L tal que d( {a l  })  C M y a2 6 Por lo tanto ,VI E Fa, \Faz, y la afirmación 
queda  probada. 



Demostración: 
De la proposición 4.3.1, tenemos &'dim -4( X )  2 DI.11 (X) ;  por eso, si DI.11 (X) es  infinito, 
también lo es K d i m A ( X )  y la demostraci6n queda berrrlinada. Así que,  en lo sigxiente 
supongase  que DIM (X) = ODIA1 (X) = rt  es finito. Probamos  que Kdim .4(X) 5 R. 

Porque O DIM (X) = r z ,  podemos escribir X = U{ X, : O 5 i 5 71 }, donde X ,  = { S  E X : 
ODIL (x) = i}. Entonces X0 consiste precisamente  en  los puntos  cerrados  de X. mientras 
que  todos los puntos de X ,  son abiertos. Notamos que la topología  relativa  sobra cada X, 
es discreta, pues en Xi  cualesquiera dos puntos son incomparables. 

Ahora  sea F un filtro  primo en la base de retículo .4(X). Para  cada m 5 rt, denotamos 
por 7R, , (  F )  la traza de F sobre X,,, es  decir. 7 - 7 2 , , ,  ( F )  = {A n X,, : A E F } .  Primero 
nótese  que 7'R,,(F) puede  contener el conjllnto vacío, pero en caso de que 0 $ 7TR,,,(F), 
se sigue que 0 4 7Rk(F)  para  todo X: 5 r l t  (porqlle 0 4 7RVL(  F )  significa que cada ,4 E F 
intersecta X,,,. Si suponemos un '4 E F arbitrario.  existe un S E X,, n A .  implicando 
ODILa: = m. Pero  por  la definición de ODIL, para cada k 5 I I L  - 1 exist,e un y E .7ck tal 
que y < x. por lo cual y E c l ( { x } )  c .4, implicando 9 E A n X k .  obteniendo .4 n X k  # 8 
para todo k 5 m ) .  Es tambih   chro  que 772,,,( F )  es un filtro  propio  sobre X,, siempre 
cuando 0 $7R, , (  F ) .  

Ahora sea .Fx el conjunto de filt.ros primos en .4(X). Definimos una  función h : .Fx "+ w 

Por 

Claramente,  para  cada F E 3 x  tenemos O 5 h ( F )  5 rI, y así la demostración de  la 
proposición quedará  satisfecha de las signientes ol,st.rvaciones, las cuales muestran que h 
es inyectiva, cuando la consideramos restringida a una cadena en Fx. 

Afirmaciórt (i) Si h ( F )  = r n  y A E 7 R n , ( F ) ,  entonces A U ( U { X t  : O 5 i <_ rrL - 1)) E F 



.4finnitción jiii) Si F: C; son fiItros primos distintos en la base de reticulo A(X) y F c G, 
entonces h ( F )  > h ( G ) .  
Es claro que h(F)  2 h ( C ; ) ;  así clue, s d o  se necesita demostrar, clue la igualdad  no  puede 
occurir. Con el fin de  probar eso, suponemos al  contrario que h ( F )  = h ( C ; )  = m .  Si  
7R,(F) # 7RnL(G).  Ent,onces por ( i i ) ,  tomando en cuenta clue estos filtros son ultrafil- 
tros sobre X,,,, ellos tienen elementos disjuntos AF and ’4~; ,  respectivamente  (Si Fl, F? son 
ultrafiltros distintos,  entonces claramente M E F1 \ F. implica .Uc E F2 \ F1). De eso se ob- 
tiene por (z), que AFUU{X~ : O < i < m- 1) E F c G y -4~;  uU{X, : O < i < r n -  1) E G. 
Por lo tanto, la intersección de estos conjuntos es un elernento tie G al  cual X,, no pertenece, 
dando una contradicción. 

En consecuencia  podemos  asumir que 7 R , , ( F )  = TR,,,(G‘) = I C .  Afirmamos clue ambos, 
F y G ,  son generados por la base de f i h o  { c ¿ ( K )  : A’ E X}. Para demostrar eso, notamos 
primero  que,  debido a que cada elemento A E F es cerrado y ,4 n X,, E X, cada  elemento 
de F contiene d ( K )  para algiln K E X. Es ahora  suficiente  mostrar que d ( K )  E F para 
todo K E I C ,  Para demostrar  eso, asumimos al  contrario, que exista  algín K E IC: tal 
que d ( K )  $ F.  Porque K E K, hay  algún A E F tal q11e A fl X,, = E(, y por lo tanto 
.4\d(K) C U(& : 0 5 i 5 m- 1). ’\hora, si tomamos = ~¿(~4 \c¿ (E( ) ) ,  entonces c # F, 
pues C c u ( X ~  : O 5 i 5 nt - 1) # F. Sin embargo. f U d ( K )  = -4 E F, lo cual contradice 
el hecho de que F es primo. Así que, {c¿(K)  : K E I C }  es una base de filtro para F y G, 
los cuales entonces tienen que  ser  iguales. 

Ahora, si existiera en A(X)  una cadena de filtros primos de longitud 11 + 1 (o mayor), es 
decir Fo c Fl c . c F, c F,- I ,  ent,onces (Ti¿) implicaría O < IL( Fn-,) < h (  F,) < < 
h (  Fo) <_ n, lo cual obviamente es imposible. Así, cualquier  cadena de filtros primos en 
,4(X) es de u n a  longitud menor o igual a ODlM X ,  y la demostración queda completa. 

O 

Combinando  estos  resultos con el corolario 4.1, obtenemos lo siguiente: 
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Es bien conocido q ~ ~ e  la categoría de los espacios To de Xlexandroff es isomorfa a la de 
los conjuntos  parcialmente ordenados. bajo el fllnctor que  lleva al espacio (X. T )  a la  poset 
( X .  L), donde 5 es el orden de especialización de (X, T )  (vea capítulo 3 y [Ern]). Por eso. 
si  definirnos la di7nemidr~ de Krull de un poset, como la dimensión  de Krull del espacio de 
Alexandroff correspondiente, dentro de  la teoría de ordenes, nuestro teorema 4.3.4 puede 
ser  formulado en la sigxiente forma: 

4.3.5. Teorema: Si ( X ,  5 )  es 1171 poset, entor~ces  

4.4. La dimensión de Krull de un espacio To localmente finito 

En la sección anterior demostramos que la dimensión  de Krull de un espacio To de Alexan- 
droff X es igual a la dimensión de Krull del retículo A(X)  (el cual  es  una base de retículo 
de  si mismo).  Nuestro  objetivo ahora es mostrar que  en el caso de un espacio To localmente 
finito ( X ,  r), existe un subretículo minimal de A(X) ,  el cual  es  una  base (topológica)  para 
los conjuntos  cerrados en X ,  y que tiene la misma  dimensión de Krull como el retículo 
entero A ( X ) .  Esta base para los conjuntos cerrados no necesariamente contiene 0,  y por 
lo tanto, en general no  es una  base  de  ret  ículo. 

Recordemos  que  para  todo x E X ,  li(*c) denota su vecindad abierta minimal. Clara- 
mente, { I J ( x ) ,  x E X }  es una  base topológica de T .  Esta base es minimal dentro de todas 
las bases topológicas de T ,  en el  sentido de  que ella está contenida en cualquier otra base 
de r. Consecuentemente,  el sut>ret.ículo  generado por los  complement.os  de los conjuntos 
[](x) es minimal en el sent,ido de ser un subretículo de (A(X) ,  n, U),  y a la vez  de ser  una 
base para los conjuntos cerrados de X. Resumamos estas observaciones en  el siguiente 
lema: 

4.4.1. Lema: Si 13,,i,, es el subreticulo  de A(X)  ger~erado por { X  \ l J ( * c )  : z E X } ,  
entonces B,,,,, es  el  subretículo rrlinirnal de ( A ( X ) ,  fl, U), que es una base (topológica) para 
los  conjuntos  cerrados de X .  

Demostración: 
Omin es obviamente un subretículo de A(X) ,  y es u n a  base topológica de A(X)  porque 
{ l i ( x ) ,  x E X }  es una base  topológica de T .  Para  mostrar que toda base topológica de 
A(X)  contiene BnLin. suponemos que f3 sea una tal base arbitraria. Es suficiente probar 
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Llamemos &?,,,,, definirlo en lema 44.1,  la base  c u u d r ~ i m  del ret  ímlo de los conjlmtos 
cerrados .4(X) de u n  espacio de Alexanc-troff X. Este subretículo es una base de retic1110 
para A(X)  siempre y cuando cont,enga a 0 y X. Debido a que todo subconjunto cerrado de 
X es  represent,able como intersección de elementos de f?,,,,,, tenemos nDTILin = 0. Por eso 
se puede aplicar  lema 4.2.5 al subretículo BnLLTL, en el cual entonces  los filtros ‘‘generados 
por un punto“ F a , ~ , n , , 2 .  a E X (más precisamente:, generados  por la  cerradura de u) son 
filtros primos. Como establece el siglliente  lema, en el subretículo  especial &,,in, estos 
filtros tienen la propiedad, clue la interseccidn de todos sus elementos es precisamente la 
cerradura de a: 

4.4.2. Lema: Si & i n  es la base ca7rónica de A ( X ) : ,  y si Fa = { M  E &in : cl( {a})  C M }  
para a E X, ento.r~ces nF, = d ({a} ) .  

Demostración: 
El lema es trivialmente verdad si X = {a};  así que, supongamos ahora clue X tenga 
al menos  dos  elementos. Claramente c:¿({n)) c nF,, y si hay  algún b E nFa tal que 
6 d ( { a } ) ,  entonces cl({a})  c ( X  \ (/(¿I)). Pero X \ TJ(b) E .Onbin, lo cual implica que 
X \ l f ( 6 )  E Fa, lo cual es  una contradicción. 

0 

Nótese que para la validez  del lema 4.4.2 no se necesita n i  que el  espacio (X, T )  sea To n i  
que sea localmente finito. 

El ejemplo 4.2.4 muestra clue la dimensión  de Krull, aplicada a  subretículos de A ( X ) ,  
no es monótona en el sentido de que pueden existir subretículos B,C, B C C tales que 
Kdim L3 > Kdi77tC. De todos modos, dentro  de la clase de los espacios To localmente 
finitos (y por lo tanto de Alexandroff),  la  base  canónica &in tiene  la misma dimensión 
de Krull como A(X) :  es decir, esta  base  especial tiene dimensión minimal dentro de todos 
los sukret ículos: 

4.4.3. Teorema: Si ( X ,  r) es un espacio To localmente finito, y i3,,L,,, es la base ca7~óntca 
del retículo ( A ( X ) ,  n, U), ento7tces K d i m  BnLtn = DIM (X). 

Demostración: 
De la proposición 4.3.1 ya tenemos K d i m  a,,,,, 2 DIM (X), y para todo a E X con 
ODIL (a) = IC ,  existe alguna cadena de  filtros primos Fa, C Fak-, C - * C Fa* (con 
a k  = a) en donde 

Fa = (M E Bnrin : ~ ¿ ( ( a } )  C M } .  
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Se  sigllr (111e. si DIJl(,U) es irlfinito. entorlcr's tarnhih Ktlirr~ U,,,,, l o  es. y así DI,\I(X) = 
Kdirll U,,,,,,. Por esa PS sdiciente sllpol,rr qllr DI.\[ ( ,U) = ODI-\.I ( S )  = r l  sea finito. y 
hay que p r o h a  que Ktfirr, J!?,,~~,, 5 t , .  

Primero nhtese  que  cualquier filtro propio F de B,,,,, Fatisface 3F # 0. Para ver eso. 
supongase 3F = ld. Entonces para cada .r E ,Y existe un J, E F tal que .r 4 J,. Pero 
J, c (X \, r - ( L ) j ,  por l o  cual X \ I.(.c) E F para todo .c E X .  Se sigue clue F = B,,,,,. 

Ahora  afirmamos que, si n es un plmto  cerrado de X .  entonces Fa es u n  filtro propio 
maximal en .Ontin. Para demostrar  eso, observese  primero que, en el caso  de que Bmin\Fa = 
{0}, Fa es claramente  maximal. Por eso, suponemos  ahora 1V E Brrlin \ Fa con N # 8 ,  y 
sea F el filtro generado  por Fa U {:V}. Por el lema 4.4 .2 ,  nF, = {a},  lo cual implica clue 
nF = n{M n S : 121 E Fa} = (nF,) n ,'V = { a }  n AV = 0 ,  de lo cual se obtiene que F no 
es filtro propio  en a,,,,,. 

De las siguientes observaciones se seguirá que  los filtros Fa son  los  únicos filtros primos 
posibles de B,,,,,: 

Sea F un filtro primo en &in. 

(2) Hemos  demostrado  que nF # 8. Así que, si escojemos x E nF, entonces F c F,. 
(ii) Por (i) y el  hecho  de que  todas las cadenas en ( X ,  5 )  son de una longitud  menor 
o igual a 11, podemos encontrar un b E X que  es un elemento máximo en (nF, <) y 
F C Fb. Denotemos  por S el  conjunto de  sucesores (estrictos) de b en (x, <) (nótese que 
si b es mzkimo en ( X ,  <), lo cual  ocurre cuando ( 6 )  es abierto, entonces S = 0). De la 
maximalidad  de b en nF, se sigue que F F, para  todo S E S, y por lo tanto para cada 
S E S existe un  A, E F tal que S 4 A,. 
(iii) nF = c f ( { b } ) :  Porque F c Fb implica  que nFb c nF,  se sigue del  lema 4.4.2 
que c l ( { b } )  c nF. Para  mostrar lo contrario, supongase  que exista un x E nF tal que 
x 4 c l ( { b } ) .  Tenemos también que b 4 d ( { x } ) ,  porque,  si b E d ( { x } )  (x # b), entonces 
x E S y (ii) implica  que x 4 nF. Por lo tanto, b y x son puntos  incomparables en 
( X ,  5) .  lo cual tiene como consecuencia que (X '1 lT(x)) U ( X  \ l i (b))  3 { b , x } .  Ahora sea 
A E F ;  z E l i(b) n l r (x )  implica b < z ,  y así  z 4 nF. Entonces existe A, E F tal que 
z 4 A,. Debido a que lI(b) es  finito, R = n{ A, : z E lr(b) n l i (x ) }  n A E F. Por lo tanto 
B c ((X \ lT(z)) U ( X  \ l i (b))) ,  implicando que 

B = (R n ( X  \ I+))) u (B n ( X  \ U@))) 
Pero ninguno  de estos  últimos  conjuntos se encuentra en F (porque F c F b ,  F c Fz), lo 
cual  contradice el hecho  que F es primo. 

(iv) Afirmamos  que F = Fb: De (iii) se sigue que para cada z 4 cl ( {b} )  existe A, E F tal 
que z A,. Por lo t.anto ,4, c ( X \ l r ( z ) ) ,  lo cual enseguida  implica  que X\lr(z) E F, pues 
F es filtro propio. Consecuentemente {X\li (z)  : z # c ¿ ( { b } ) }  c F. Sin embargo, cualquier 
tal X \ U ( z )  pertenece a Bmin y contiene b, implicando  que la familia {lI(z)" : z 4 d( { b } ) }  
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Cabe mencicr?itr q11e en la prueba de ( i i i )  arriha. r q w r m ~ o s  solamPIlte clue l’(b) n ll(.r) 
sea finita: por lo c.l.lal sería realmente sllficiente (lue. o / 7 (s /  o I ‘ ( b )  sea finito. X s í  que. la 
condici6n de “localmente finito“ en la declaracibn del teorema 4.4..3 puede ser suavizada a 
sblocalmente finito en  toda5 partt’s con excepci6n eventllal tie un punto“.  Sin embargo, si 
el espacio no es localmente finito en dos puntos, entonces Kdim B,,,, > DIM (X) puede 
ocurir, como el siguiente ejemplo  muestra: 

4.4.4. Ejemplo: Denotemos ahora por X el poset ( { O ,  1 )  X {O}) U (w X { 1 ) )  ordenado de 
tal manera clue cada punto con segunda  coordenada 1 es mayor a cada punto con segunda 
coordenada O,  y sin otras relaciones. Entonces 

y las vecindades minimales son 

para  todo i E w .  

Así que,  este espacio no es localmente finito en l o s  dos  puntos 61, b2. Para todo i E u, los 
puntos n, son abiertos, cl({ni} = {71, ,bl ,  b?}, y 61 < u, ,  b? < ni, mientras que los puntos 
b l ,  b2 son  cerrados.  como simboliza la siguiente figura: 
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u,,,,, = { S  \ .Y. -v c d. .v f i u i l o}  ii { { b ,  }. {h: } .  d. X } .  

Para los filtros primos introdllcidos v n  lema 1 . 2 . 5  v utilizados en la prlleba riel teorema 
4.4.3, tenemos 

F = { X  \ * v >  *1' c u. * v  f i ? ¿ i t O }  u {X}; 
eso es F = B,,,,  \ { { b l } ,  {b?} ,  O } .  Es fácil ver  que F es un filtro primo en Bnlin. Los 
conjuntos X \ N son infinitos, y cada uno  de  ellos contiene bl y b?, implicando nF = 
{61,63_}. De eso se sigue 

F,,, C F C Fb, pura todo i E a. j = 1, 2 ;  

y las dos inclusiones son propias, lo cual implica Kdim B,,,,, 2 2 .  

4.4.5. Ejemplo: Adoptemos  nuevamente  el  ejemplo 4.4.4, con el Único cambio que ahora 
bl sea un punto abierto. El nuevo  espacio X es localmente finito con excepción del  punto 
6 2 .  Tenemos ahora  cadenas  de longitud 1 en (X, 5 )  solamente de la forma 6 2  < R,, 
y c1({n,}) = { n i , b * } .  &in es el subretículo generado  por {X \ { n z } , { 6 1 } , X  \ { b l } } ,  
implicando 

B,,, = {X\,V : N c w,  N f i n i t o } ~ { X \ ( , V ~ { b ~ } ) ,  ,V C w ,  N f in i to  o uucio}U{ (61). X }  

Los filtros tienen ahora la forma 

Resulta que F si es un filtro primo en B,,,,,. pero 

F = Fbz. 

en acuerdo con la demostración del teorema 4.4.3, que  muestra clue los únicos filtros primos 
en Bmin son  los generados por las cerraduras de  los elementos  de X .  
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