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Resumen

En este trabajo estudiamos la gran ret́ıcula de clases aditivas y algunas de sus pro-
piedades reticulares. Estudiamos la subret́ıcula de R-ad de clases aditivas acotadas,
R-bad, probamos que R-bad – R-pretors y que R-ad es una gran ret́ıcula atómica,
cuyos átomos están dados por clases aditivas acotadas. Describimos los intervalos de
clases aditivas asociadas a un filtro lineal.

Estudiamos y caracterizamos a los submódulos y módulos cociente de módulos sobre
anillos Artinianos cadena y anillos c-uniseriales. Introducimos los conceptos de clase ↵-
aditiva, clase u-cardinal, tamaño (simple, semisimple, cadena y uniserial) aditivo, aśı
como módulo ćıclico supervisor y supervisado.

Estudiamos y describimos la estructura reticular de R-ad cuando R es un anillo
Artiniano simple, Artiniano semisimple, Artiniano cadena y c-uniserial. Para R un
anillo Artiniano semisimple, probamos que R-ad es isomorfo como gran ret́ıcula a un
producto directo finito de copias de la clase de todos los números cardinales infinitos.
Para R un anillo c-uniserial, probamos que R-ad es isomorfo como gran ret́ıcula a una
subret́ıcula de un producto directo finito de copias de la clase de todos los números
cardinales infinitos.
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Introducción

En años recientes, el estudio de conglomerados de clases de módulos definidos a través
de sus propiedades de cerradura ha mostrado su relevancia y desarrollo en la Teoŕıa
de Módulos, aśı como en la Teoŕıa de Anillos. Por ejemplo, en [2] se muestra que es
una condición necesaria y suficiente para que un anillo sea isomorfo a un anillo Arti-
niano serial que el conglomerado de clases hereditarias, clases de módulos cerradas bajo
submódulos, coincida con el conglomerado de clases cohereditarias, clases de módulos
cerradas bajo módulos cociente (ver [2, Teorema 38]). Esto implica que todo submódulo
de un módulo M sobre un anillo Artiniano serial es módulo cociente de M y viceversa
(ver[2, Teorema 38]).

En [1] se observa que un conglomerado de clases de módulos obtiene el carácter
de ret́ıcula o gran ret́ıcula por medio de la inclusión como orden parcial. Por tanto,
se pueden utilizar definiciones de la Teoŕıa de Ret́ıculas al estudio de conglomerados
de clases de módulos que permitan desarrollar el estudio de la Teoŕıa de Anillos. Un
ejemplo de lo anterior es el Teorema 4.2 en [1], el cual establece que es una condición
necesaria y suficiente para que un anillo sea isomorfo a un producto directo finito de
anillos locales izquierdos perfectos derechos que el esqueleto del conglomerado de clases
hereditarias (el esqueleto de una ret́ıcula L es el conjunto de pseudocomplementos de
elementos en L) coincida con el esqueleto del conglomerado de clases cohereditarias.

Aunado a lo anterior, algunas clases de módulos particulares han jugado un papel
importante en ciertas caracterizaciones de módulos y anillos. Por ejemplo, el Teorema
2.7 en [1] establece que es una condición necesaria y suficiente para que un anillo sea
Artiniano izquierdo y contenga una copia de cada módulo simple, que las clases sextpRq

y sextpR-simpq sean iguales (ver Sección 1.3.1).
Aqúı realizamos el estudio de un conglomerado de clases de módulos muy particular:

la gran ret́ıcula de Clases Aditivas, R-ad. Este conglomerado es sumamente interesante
pues se ubica dentro de la familia de conglomerados entre el conglomerado de las clases
abiertas (introducido en [22]) y el conjunto de las clases de pretorsión hereditaria (es-
tudiado en [29]). Las clases aditivas, sin embargo, fueron introducidas por C. Walker y
E. Walker en [30]. Ellos usaron esta noción para describir una relación entre las clases
de Serre y las clases de pretorsión hereditaria.

En este trabajo estudiamos la gran ret́ıcula de clases aditivas y algunas de sus pro-
piedades reticulares. Estudiamos la subret́ıcula de R-ad de clases aditivas acotadas, que

III



IV Introducción

denotamos como R-bad, y su importancia en la descripción de átomos, elementos esen-
ciales e intervalos de clases aditivas asociadas a un filtro lineal. Además, profundizamos
en el estudio de la estructura reticular de R-ad cuando R es un anillo Artiniano simple,
Artiniano semisimple, Artiniano cadena y c-uniserial. Para lo anterior, estudiamos la
estructura de los submódulos y módulos cociente de módulos sobre anillos Artinianos
cadena y c-uniseriales.

En el caṕıtulo 1 se muestran algunos resultados preliminares de la Teoŕıa de Ret́ıcu-
las, de la Teoŕıa de Módulos, y del estudio de clases de módulos. La finalidad de este
caṕıtulo es introducir al lector a los conceptos que se estarán trabajando a lo largo de
este documento.

En el caṕıtulo 2 se estudia la gran ret́ıcula de clases aditivas y sus propiedades
reticulares. Se muestra una relación entre las clases aditivas acotadas y las clases de
pretorsión hereditaria. Se describen los átomos en la gran ret́ıcula de clases aditivas.
Además, se muestra expĺıcitamente una relación entre las clases aditivas y los filtros
lineales.

En el caṕıtulo 3 se estudia la estructura reticular de R-ad para anillos Artinianos
simples y Artinianos semisimples. Se introducen las clases ↵-aditivas, las cuales son
ciertas clases aditivas particulares, aśı como las clases u-cardinales, las cuales son clases
aditivas que dependen de módulos simples y números cardinales infinitos. Se introduce
el concepto de tamaño (simple) aditivo, el cual permite caracterizar a todas las clases
aditivas bajo anillos Artinianos simples y semisimples en términos de potencias de
los módulos simples que contienen. A través de esta caracterización se determina la
cardinalidad de R-bad y R-pretors, aśı como el número de átomos en R-ad y el número
de intervalos en los que está particionado R-ad. Para R un anillo Artiniano semisimple,
se prueba que R-ad es isomorfo como gran ret́ıcula a un producto directo finito de
copias de la clase de todos los números cardinales infinitos.

En el caṕıtulo 4, el cual está dedicado al estudio de los módulos sobre anillos Arti-
nianos cadena y c-uniseriales, se introducen las nociones de módulos ćıclicos supervisor

y supervisado. Se caracterizan a todos los submódulos y a todos los módulos cociente
de todos los módulos sobre anillos Artinianos cadena y c-uniseriales.

En el caṕıtulo 5 se estudia la estructura reticular de R-ad para anillos Artinianos
cadena y c-uniseriales. Se redefinen las clases u-cardinales para dichos anillos, que ahora
dependen de módulos uniseriales y números cardinales infinitos. Se introducen la no-
ciones de tamaño (uniserial) aditivo, las cuales permiten caracterizar a todas las clases
aditivas en anillos Artinianos cadena y c-uniseriales en términos de potencias de los
módulos ćıclicos uniseriales que contienen. A través de esta caracterización se determi-
na la cardinalidad de R-bad y R-pretors, aśı como el número de átomos en R-ad que
puede tener en función del número de componentes en que se descomponga el anillo, y
el número de intervalos en los que está particionado R-ad. Para R un anillo c-uniserial,
se prueba que R-ad es isomorfo como gran ret́ıcula a una subret́ıcula de un producto
directo finito de copias de la clase de todos los números cardinales infinitos.



Introducción V

A lo largo de este trabajo, trabajamos con la Teoŕıa Axiomática de Conjuntos de
Zermelo-Fraenkel-Elección para usar los conceptos de conjunto, clase y conglomerado.
Consideramos a todo anillo R como un anillo izquierdo asociativo con unidad. Consi-
deramos a todo R-módulo M como un R-módulo izquierdo unitario.
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1.3 Clases de módulos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.3.1 Ret́ıculas y grandes ret́ıculas de clases de módulos . . . . . . . . 11
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Caṕıtulo 1

Preliminares

En la teoŕıa de conjuntos, una clase es una colección de conjuntos que puede ser definida
en forma no ambigua por una o varias propiedades que satisfacen sus miembros. De
manera similar, un conglomerado es una colección de clases que puede ser definida en
forma no ambigua por una o varias propiedades que satisfacen sus miembros. Tanto las
clases como los conglomerados, satisfacen los Axiomas de Zermelo-Fraenkel-Elección en
sus versiones análogas. De aqúı en adelante, utilizaremos los conceptos y hechos de la
Teoŕıa de Conjuntos aplicados a clases y conglomerados en general.

A continuación, mostramos algunas definiciones y resultados que serán útiles para
este trabajo.

1.1. Teoŕıa de Ret́ıculas

Sea A un conjunto no vaćıo. Una relación binaria R es un subconjunto de A ˆ A.
Decimos que a, b P A están en relación con respecto a R si pa, bq P R y lo denotamos
como aRb. Decimos que A está parcialmente ordenado por R si satisface las siguientes
propiedades:

(P1) aRa para toda a P A. (reflexividad)

(P2) si aRb y bRa, entonces a “ b. (antisimetŕıa)

(P3) si aRb y bRc, entonces aRc. (transitividad)

En ese caso, denotamos a R como “§”. De aqúı en adelante, diremos que A es un
conjunto parcialmente ordenado, asumiendo que “§” es conocido. Si A es una clase,
decimos que A es una clase parcialmente ordenada si A cumple con todas las propiedades
de ser un conjunto parcialmente ordenado (recordando que A es una clase).

Sea H un subclase de A y a, b P A. Decimos que a es una cota superior de H si
h § a para toda h P H. Una cota superior a de H es la menor cota superior (supremo)
de H si es una cota superior tal que a § c para toda cota superior c de H. Si existe,

1



2 1. Preliminares

es única y, en ese caso, la denotamos como sup H o
ö

H. Decimos que b es una cota

inferior de H si b § h para toda h P H. Una cota inferior a de H es la mayor cota

inferior (́ınfimo) de H si es una cota inferior tal que c § b para toda cota superior c de
H. Si existe, es única y, en ese caso, la denotamos como inf H o

ô
H.

Definición 1.1 Sea A un conjunto (clase) parcialmente ordenado. Decimos que A es

una (gran) ret́ıcula si sup ta, bu e inf ta, bu existen para todo a, b P A.

De la definición anterior, se sigue que un conjunto (clase) parcialmente ordenado A

es una (gran) ret́ıcula si y sólo si sup H e inf H existen para cualquier H Ñ A finito no
vaćıo.

Sea A una (gran) ret́ıcula. Para cualesquiera a, b P A, denotamos como
a _ b “ sup ta, bu y a ^ b “ inf ta, bu. Aśı, podemos tratar al ı́nfimo y al supremo
como operaciones binarias sobre A:

_ : A ˆ A Ñ A

pa, bq fiÑ a _ b “ sup ta, bu
y

^ : A ˆ A Ñ A

pa, bq fiÑ a ^ b “ inf ta, bu

Sean a, b, c P A. El ı́nfimo y el supremo cumplen con las siguientes propiedades:

(L1) a _ a “ a y a ^ a “ a (idempotencia)

(L2) a _ b “ b _ a y a ^ b “ b ^ a (conmutatividad)

(L3) pa _ bq _ c “ a _ pb _ cq y pa ^ bq ^ c “ a ^ pb ^ cq (asociatividad)

(L4) a _ pa ^ bq “ a y a ^ pa _ bq “ a

ˆ
identidades
de absorción

˙

Definición 1.2 Sea A un conjunto (clase) no vaćıo. Decimos que A, junto con dos

operaciones ^,_ : AˆA Ñ A, es una (gran) ret́ıcula si ^ y _ satisfacen las propiedades

(L1), (L2), (L3) y (L4) para cualesquiera a, b, c P A.

El siguiente teorema muestra que las Definiciones 1.1 y 1.2 son equivalentes.

Teorema 1.3 Sea A un conjunto (clase) no vaćıo.

piq Sea A una (gran) ret́ıcula en el sentido de la Definición 1.1. Definimos

a ^ b “ inf ta, bu y a _ b “ sup ta, bu. Entonces A es una (gran) ret́ıcula en

el sentido de la Definición 1.2.

piiq Sea A una (gran) ret́ıcula en el sentido de la Definición 1.2. Definimos a § b si y

sólo si a^ b “ a. Entonces A es una (gran) ret́ıcula en el sentido de la Definición

1.1.

Sea A una (gran) ret́ıcula. Decimos que A es completa si
ö

H y
ô

H existen para
cualquier subconjunto no vaćıo H Ñ A.

Proposición 1.4 Sea A un conjunto (clase) parcialmente ordenado. Entonces A es

una (gran) ret́ıcula completa si existe
ô

H para todo H Ñ A no vaćıo.
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1.1.1. Distributividad y modularidad en ret́ıculas

Definición 1.5 Sea A una (gran) ret́ıcula.

piq Decimos que A es distributiva si

pa ^ bq _ pa ^ cq “ a ^ pb _ cq

para cualesquiera a, b, c P A.

piiq Decimos que A es (gran) marco si

a ^

˜
™

�P⇤
b�

¸
“

™

�P⇤
pa ^ b�q

para cualquier a P A y cualquier familia tb�u�P⇤ de elementos de A.

piiiq Decimos que A es modular si para cualesquiera a, b, c P A tales que c § a, entonces

pa ^ bq _ c “ a ^ pb _ cq

La siguiente proposición muestra algunas propiedades de operaciones con ı́nfimos y
supremos en una (gran) ret́ıcula.

Proposición 1.6 Sean A una (gran) ret́ıcula y a, b, c P A. Entonces

piq pa ^ bq _ pa ^ cq § a ^ pb _ cq

piiq a _ pb ^ cq § pa _ bq ^ pa _ cq

piiiq A es distributiva si y sólo si pa _ bq ^ pa _ cq “ a _ pb ^ cq

pivq A es modular si y sólo si pa ^ bq _ pa ^ cq “ a ^ pb _ pa ^ cqq.

1.1.2. Complementos y pseudocomplementos en ret́ıculas

Sea A un conjunto (clase) parcialmente ordenado. Un cero de A es un elemento, deno-
tado como 0, tal que 0 § a para toda a P A. Un uno de A es un elemento, denotado
como 1, tal que a § 1 para toda a P A. Estos no necesariamente existen en A; pero si
existen, son únicos. Decimos que A es acotado si existen 0 y 1 en A.

Sea A una (gran) ret́ıcula acotada y a P A. Decimos que a es un complemento de
b P A si a^b “ 0 y a_b “ 1. Notemos que si existe el complemento, no necesariamente es
único. La Figura 1.1 muestra una ret́ıcula donde el elemento a tiene como complementos
a b y a c. Si A es acotada y distributiva, entonces el complemento es único. Además,
notemos que en A acotada y distributiva, si b es un complemento de a, entonces b es
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‚
0

‚
b

‚
a

‚
c

‚
1

Figura 1.1: Ejemplo de una ret́ıcula con 5 elementos.

máximo en A tal que a ^ b “ 0. Decimos que A es complementada si cada elemento de
A tiene complemento.

Sea A una (gran) ret́ıcula con 0 y a P A. Decimos que b es un pseudocomplemento

de a en A si a ^ b “ 0 y es máximo en A con esa propiedad. Si el pseudocomplemento
es único, decimos que es un pseudocomplemento fuerte. La definición de pseudocomple-
mento fuerte coincide con la definición de pseudocomplemento de Grätzer en [14]. La
Figura 1.1 muestra una ret́ıcula donde el elemento b tiene como pseudocomplementos a
a y a c. Decimos que A es pseudocomplementada si cada elemento en A tiene un pseu-
docomplemento. Decimos que A es fuertemente pseudocomplementada si cada elemento
en A tiene un pseudocomplemento fuerte. Denotamos como SkelpAq a la clase de todos
los pseudocomplementos de A y llamamos a esta clase el esqueleto de A.

1.1.3. Átomos, coátomos, elementos esenciales y superfluos en
ret́ıculas

Sea A una (gran) ret́ıcula acotada. Consideremos a, b P A. Decimos que a cubre a b si
a ° b y no existe x P A tal que a ° x ° b. Denotaremos a esto como a ⌥ b.

Decimos que a P A es un átomo de A si a ⌥ 0. Decimos que A es atómica si para
cada elemento 0 ‰ x P A, existe un átomo a tal que a § x. La Figura 1.1 muestra
una ret́ıcula atómica. Decimos que c P A es un coátomo de A si 1 ⌥ c. Decimos que A

es coatómica si para cada elemento 1 ‰ x P A, existe un coátomo c tal que x § c. La
Figura 1.1 muestra una ret́ıcula coatómica.

Sean a, b P ⇤. Llamamos intervalo de a a b al conjunto ra, bs :“ tc P ⇤ | a § c § bu.
Decimos que ⇤ es fuertemente atómica si cada intervalo ra, bs es atómico. La Figura
1.1 muestra una ret́ıcula fuertemente atómica. Decimos que ⇤ es fuertemente coatómica

si cada intervalo ra, bs es coatómico. La Figura 1.1 muestra una ret́ıcula fuertemente
coatómica.

Decimos que e P A es esencial en A si para toda a P A tenemos que a ^ e “ 0
implica a “ 0. Decimos que s P A es superfluo en A si para toda a P A tenemos que
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a _ s “ 1 implica a “ 1.

1.2. Teoŕıa de Módulos

De aqúı en adelante, consideraremos a R como un anillo izquierdo asociativo con unidad,
denotada como 1. A continuación, mostramos definiciones y resultados de la Teoŕıa de
Módulos importantes para el desarrollo de este trabajo.

1.2.1. Módulos, submódulos y módulos cociente

Sea R un anillo y M un grupo abeliano aditivo. Decimos que M es un R-módulo

izquierdo unitario si existe una función ': R ˆ M Ñ M definida como pr,mq
'

fiÑ rm tal
que

iq rpm ` m
1
q “ rm ` rm

1

iiq pr ` r
1
qm “ rm ` r

1
m

iiiq prr
1
qm “ rpr

1
mq

ivq 1m “ m

para todo r, r
1

P R y para todo m,m
1

P M . De aqúı en adelante, entenderemos por
módulo a un R-módulo izquierdo unitario.

Ejemplo 1.7 Sea G un grupo abeliano. Definimos ': Z ˆ G Ñ G como

pz, gq
'

fiÑ z ¨ g “

$
’’’’&

’’’’%

g ` ¨ ¨ ¨ ` glooooomooooon
z-veces

si z ° 0

0 si z “ 0
´g ´ ¨ ¨ ¨ ´ gloooooomoooooon

´z-veces

si z † 0

Entonces G es un Z-módulo izquierdo.

Ejemplo 1.8 Sea R un anillo. Definimos ': R ˆ R Ñ R como pr, sq
'

fiÑ rs. Entonces

R es un R-módulo izquierdo.

Sea M un módulo y N Ñ M . Decimos que N es submódulo de M , lo cual denotamos
como N § M , si es un subgrupo de M cerrado bajo la multiplicación por escalar de
elementos en R. Si N ‰ M , decimos que N es submódulo propio de M .

Si N § M , el módulo cociente de M sobre N es el módulo

M{N “ tm ` N | m P Mu,
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donde la operación suma es la suma usual en grupos cociente (aditivos) y la multipli-
cación por escalar está definida como rpm ` M

1
q :“ rm ` M

1 para toda r P R.

Definición 1.9 Sea M un módulo.

piq Decimos que M es finitamente generado si existe un conjunto finito

tm1,m2, . . . ,mnu Ñ M tal que M “
∞n

i“1 Rmi.

piiq Decimos que M es ćıclico si M “ Rm para algún m P M .

piiiq Decimos que M es simple si M ‰ 0 y si sus únicos submódulos son 0 y M .

De la definición anterior, podemos ver todo módulo simple es ćıclico. Sin embargo,
no todo módulo ćıclico es simple: Si R “ Z, entonces Z6 :“ Z{6Z “ Zp1 ` 6Zq y
0 † t0 ` 6Z, 2 ` 6Z, 4 ` 6Zu † Z6.

Definición 1.10 Sea M un módulo y N § M .

piq Decimos que N es esencial en M si para cada L § M , NXL “ 0 implica L “ 0.

piiq Decimos que N es superfluo en M si para cada L § M , N ` L “ M implica

L “ M .

Usaremos la notación N ú M y N ! M para decir que N es esencial en M y superfluo

en M , respectivamente.

piiiq Decimos que M es uniforme si N ú M para todo N ‰ 0.

1.2.2. Homomorfismos de módulos y Teoremas de Isomorfismo

Sean M,N módulos y f : M Ñ N una función. Decimos que f es un R-homomorfismo

de módulos si

fpm ` m
1
q “ fpmq ` fpm

1
q y fprmq “ rfpmq

para toda m,m
1

P M y para toda r P R. Denotamos como HomRpM,Nq al conjunto
de todos los R-homomorfismos f : M Ñ N . De aqúı en adelante, entenderemos por
homomorfismo a un R-homomorfismo de módulos.

Sea f : M Ñ N un homomorfismo. Decimos que f es un monomorfismo (o mono) si
f es inyectivo. Decimos que f es un epimorfismo (o epi) si f es suprayectivo. Decimos
que f es un isomorfismo (o iso) si f es mono y epi. Usaremos las notaciones M ⇢ N ,
M ⇣ N , y M – N para decir que f : M Ñ N es un mono, epi, e iso, respectiva-
mente. Para cada homomorfismo f , definimos Ker f :“ tm P M | fpmq “ 0u § M e
Im f :“ tn P N | D m P M tal que fpmq “ nu § N .

Sea f : M Ñ N un homomorfismo. Notemos que f es mono si y sólo si Ker f “ 0.
De igual manera, se tiene que f es epi si y sólo si Im f “ N .

Los Teoremas de Isomorfismo de Noether y el Teorema de la Correspondencia tienen
su equivalente en la Teoŕıa de Módulos, y son los siguientes:
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Teorema 1.11 (Primer Teorema de Isomorfismo para módulos) .

Si f : M Ñ N es homomorfismo, entonces

M{pKer fq – Im f

Corolario 1.12 Sea M un módulo. Entonces M es ćıclico si y sólo si M – R{I para

algún ideal I § R. Más aún, si M “ Rm para algún m P M , entonces M – R{I con

I “ tr P R | rm “ 0u.

Teorema 1.13 (Segundo Teorema de Isomorfismo para módulos) .

Si N,K § M , entonces K § K ` N , N X K § N y

N{pN X Kq – pN ` Kq{K

Teorema 1.14 (Tercer Teorema de Isomorfismo para módulos) .

Si N,K § M tales que K Ñ N , entonces N{K § M{K y

pM{Kq{pN{Kq – M{N

Teorema 1.15 (Teorema de la Correspondencia para módulos) .

Si N § M , entonces existe una correspondencia biyectiva entre los submódulos de M{N

y los submódulos de M que contienen a N .

1.2.3. Sumas directas y productos directos de módulos. Suce-
siones exactas de módulos.

Sea tMiuiPI una familia de módulos, donde I es un conjunto. El producto directo de

tMiuiPI es el módulo
±

iPI Mi “ tpmiqiPI | mi P Miu, donde la suma y el producto
por escalar están definidos de la forma usual. La suma directa de tMiuiPI es el móduloÀ

iPI Mi “ tpmiqiPI P
±

iPI Mi | mi “ 0 para casi toda i P Iu

Llamamos proyección natural (del producto directo) al homomorfismo

pj:
π

iPI
Mi Ñ Mj dado por pmiqiPI

pj
fiÑ mj

para cada j P I, e inclusión natural (del producto directo) al homomorfismo

�j: Mj Ñ

π

iPI
Mi dado por mj

�j
fiÑ ppÑmiqiPIq

donde Ñmi “ 0 si i ‰ j y Ñmi “ mj si i “ j, para cada j P I. Notemos que pi�i “ 1Mi

para toda i P I, mientras que pi�k “ 0 si i ‰ k. Además, pi y �i están definidas paraÀ
iPI Mi y son tales que

∞
iPI �ipi “ 1pÀ

iPI Miq.
Los siguientes teoremas caracterizan a la suma directa y al producto directo a través

de propiedades universales.
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Teorema 1.16 Sea tMiuiPI una familia de módulos y t�iuiPI la familia de inclusiones

naturales de los Mi. Entonces la pareja p
À

iPI Mi, t�iuiPIq cumple con la siguiente

Propiedad Universal de la Suma Directa: Para todo módulo X junto con una

familia de homomorfismos fi: Mi Ñ X donde i P I, existe un único homomorfismo

':
À

iPIMi Ñ X tal que ' ˝ �i “ fi para toda i P I.

Además, si existe otra pareja pA, t↵i: Mi Ñ AuiPIq que cumple con la propiedad,

entonces A –
À

iPI Mi.

Teorema 1.17 Sean tMiuiPI una familia de módulos y tpiuiPI la familia de proyeccio-

nes naturales de los Mi. Entonces la pareja p
±

iPI Mi, tpiuiPIq cumple con la siguiente

Propiedad Universal del Producto Directo: Para todo módulo X junto con

una familia de homomorfismos fi: X Ñ Mi donde i P I, existe un único homomorfismo

': X Ñ
±

iPI Mi tal que pi ˝ ' “ fi para toda i P I.

Además, si existe otra pareja pA, t↵i: A Ñ MiuiPIq que cumple con la propiedad,

entonces A –
±

iPI Mi.

Para el caso de una familia finita de módulos, tenemos que el producto directo y la
suma directa coinciden.

Sean N,M1,M2 § M . Decimos que M es la suma directa (interna) de M1 y M2, lo
cual denotamos como M :“ M1 ‘ M2, si M1 X M2 “ 0 y M1 ` M2 “ M . Decimos que
N es sumando directo de M , lo cual denotamos como N hM , si existe K § M tal que
M “ N ‘ K.

Sean f, g dos homomorfismos M 1 f
›Ñ M

g
›Ñ M

2 Decimos que la sucesión es exacta en

M si Im f “ Ker g. Notemos que si M 1
“ 0, entonces f “ 0. Esto lo denotamos como

0 Ñ M . Si M2
“ 0, entonces g “ 0. Esto lo denotamos como M Ñ 0.

Observación 1.1 Sean M,M
1
,M

2
módulos y f, g homomorfismos. Entonces

iq 0 Ñ M
1 f

›Ñ M es exacta si y sólo si f es mono.

iiq M
g
›Ñ M

2
Ñ 0 es exacta si y sólo si g es epi.

iiiq 0 Ñ M
f
›Ñ M

1
Ñ 0 es exacta si y sólo si f es isomorfismo.

ivq Si M
1 f

›Ñ M
g
›Ñ M

2
es exacta, con f epi y g mono, entonces M “ 0. Se concluye

que si 0 Ñ M Ñ 0 es exacta, entonces M “ 0.

Si 0 Ñ M
1 i

›Ñ M
f
›Ñ M

2
Ñ 0 es una sucesión exacta, tenemos que Im i – M

1 y
M{pIm iq – M{pKer fq – Im f – M

2. A las sucesiones como la anterior las llamamos
sucesiones exactas cortas. De esta manera, podemos reescribir el Tercer Teorema de
Isomorfismo de la siguiente forma:
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Teorema 1.18 (Segunda versión del Tercer Teorema de Isomorfismo para
módulos)
Si N,K § M tales que K Ñ N , entonces existe una sucesión exacta corta

0 Ñ N{K Ñ M{K Ñ M{N Ñ 0

Sea 0 Ñ A
i

›Ñ B
p
›Ñ C Ñ 0 una sucesión exacta corta. Decimos que la sucesión exacta

se escinde si existe j : C Ñ B tal que p ˝ j “ 1C . El siguiente teorema caracteriza a los
sumandos directos a través de sucesiones exactas cortas que se escinden.

Teorema 1.19 Sean A,B P R-Mod tales que i: A Ñ B es mono. Entonces A h B si y

sólo si existe p: B Ñ A tal que p ˝ i “ 1A.

Corolario 1.20 Sean A,B P R-Mod. Entonces A h B si y sólo si existe C P R-Mod

tal que la sucesión 0 Ñ A Ñ B Ñ C Ñ 0 se escinde.

1.3. Clases de módulos

En esta sección mostramos algunas clases de módulos conocidas y sus propiedades de
cerradura. Además, mostramos ciertos operadores de clases de módulos y caracteriza-
ciones de anillos. Denotamos como On, Cn y ICn a las clases de todos los números
ordinales, cardinales, y cardinales infinitos, respectivamente. Denotamos como LpMq a
la ret́ıcula de submódulos de un módulo M .

Definición 1.21 Sea R un anillo. Llamamos clase abstracta de R-módulos a cualquier

colección X de R-módulos tal que 0 P X y que sea cerrada bajo isomorfismos, es decir,

(M P X y M – N) implican N P X .

De aqúı en adelante, entenderemos por clase de módulos a una clase abstracta de
módulos.

Ejemplo 1.22 Las siguientes son ejemplos de clases de módulos.

R-Mod y la clase 0 :“ tK P R-Mod | K – 0u.

Las clases R-simp :“ tS P R-Mod | S es simpleu Y t0u y

R-ssimp de todos los módulos simples y semisimples, respectivamente.

Las clases J “ tM P R-Mod | @ N § M D K h M tal que N ú Ku y

J 1
“ tM P R-Mod | @ N § M D K h M tal que K § N y N{K ! M{Ku de to-

dos los módulos extensores y elevadores, respectivamente.

Las clases A y N de todos los módulos artinianos y noetherianos, respectivamente.
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La clase S! “ tM P R-Mod | D K P R-Mod tal que M ! Ku de todos los módulos

superfluos en R-Mod.

Aśı como existen operaciones entre módulos, se pueden definir operaciones para
clases de módulos. En particular, están definidas la unión y la intersección de una
familia de clases de módulos, aśı como el ı́nfimo y el supremo de una (gran) ret́ıcula de
clases de módulos (ver Sección 1.3.1). A continuación, se muestran el producto finito y
la suma finita de clases de módulos.

Definición 1.23 Sean n P N y X ,Y ,X1,X2, . . . ,Xn clases de módulos. Definimos

el producto XY como la clase

tM P R-Mod | N P X y M{N P Y para algún N § Mu

El producto finito
±n

i“1 Xi se define de manera recursiva.

la suma finita
Àn

i“1 X1 como la clase

#
M P R-Mod

ˇ̌
ˇ̌
ˇ M –

nà

i“1

Mi, donde Mi P Xi

+

En particular, si Xi “ X para toda i “ 1, 2, . . . , n, denotamos a X1X2 ¨ ¨ ¨Xn como
X n y a X1‘ ¨ ¨ ¨ ‘Xn como X pnq. El producto de dos clases de módulos también se puede
expresar por medio de sucesiones exactas cortas, como lo muestra la siguiente

Observación 1.2 Sean X y Y clases de módulos. Entonces

XY “

"
M P R-Mod

ˇ̌
ˇ̌ existe una sucesión exacta corta 0 Ñ X Ñ M Ñ Y Ñ 0

tal que X P X y Y P Y

*

Gracias a la observación anterior, es claro que X Ñ X 2 para cualquier clase de
módulos X .

La Observación 1.2 muestra que el producto XY coincide con la clase EpX ,Yq defi-
nida en [1]. De esta manera, por [1, Proposición 2.2, p. 23] tenemos que el producto de
clases de módulos es asociativo. Además, se tiene que la clase 0 es un neutro multipli-
cativo. Para el caso de la suma finita de clases de módulos, la suma finita es asociativa,
conmutativa y la clase 0 es un neutro aditivo.

Para cualesquiera X ,Y clases de módulos, se tiene que X Y Y Ñ X‘Y Ñ XY . De
hecho, este resultado se generaliza a familias finitas de clases de módulos. Es decir, si
tXiu

n
i“1 es una familia de clases de módulos, entonces

n§

i“1

Xi Ñ

nà

i“1

Xi Ñ

nπ

i“1

Xi
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1.3.1. Ret́ıculas y grandes ret́ıculas de clases de módulos

Algunas clases de módulos se pueden clasificar de acuerdo a ciertas propiedades de
cerradura. En este trabajo consideramos las siguientes propiedades de cerradura para
cualquier clase de módulos.

Definición 1.24 Sea X una clase de módulos. Diremos que

X es cerrada bajo submódulos si para todo N § M con M P X , se tiene que

N P X .

X es cerrada bajo cocientes si para todo N § M con M P X , se tiene que

M{N P X .

X es cerrada bajo extensiones exactas si para todo módulo M tal que existe una

sucesión 0 Ñ N Ñ M Ñ L Ñ 0 con N,L P X , se tiene que M P X .

X es cerrada bajo sumas directas arbitrarias si para todo conjunto arbitrario

tMiuiPI Ñ X se tiene que ‘iPIMi P X .

X es cerrada bajo sumas directas finitas si para todo conjunto finito tMiu
n
i“1 Ñ X

se tiene que ‘
n
i“1Mi P X .

Usamos los śımbolos §,⇣, ext,‘,‘
n para denotar las cerraduras bajo submódu-

los, cocientes, extensiones exactas, sumas directas arbitrarias, y sumas directas finitas,
respectivamente. Consideramos el conjunto t§,⇣, ext,‘,‘

n
u como el conjunto de pro-

piedades de cerradura para este trabajo. De esta manera, si A es un subconjunto de
este conjunto de propiedades de cerradura, denotamos por LA a la clase (formalmente,
conglomerado) de todas las clases de módulos que son cerradas bajo cada propiedad de
cerradura en A.

Notemos que, para cualquier subconjunto A de propiedades de cerradura, LA está
parcialmente ordenada por la inclusión de clases de módulos. Además, tenemos que el
ı́nfimo arbitrario de una familia de clases de módulos en LA existe y es la intersección
arbitraria de la familia. De esta manera, y como consecuencia de la Proposición 1.4,
tenemos el siguiente resultado.

Proposición 1.25 Sea A un subconjunto de propiedades de cerradura. Entonces LA es

una (gran) ret́ıcula completa acotada, donde 0LA “ 0 y 1LA “ R-Mod.

Demostración:
La demostración es similar a [14, Lema 14, p. 24]. ⌅

Sea X una clase de módulos. Consideremos la familia F de todas las clases en LA

que contienen a X como subclase. Notemos que F tiene elemento menor y coincide con
el ı́nfimo de F . Denotamos como LApX q al menor elemento en LA que contiene a X y
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lo llamamos la clase en LA generada por X . Si X “ tN | N – Mu Y t0u, denotamos
a LApX q simplemente como LApMq. Siguiendo [14, Lema 14, p. 24], para tXiuiPI una
familia de clases de módulos en LA notemos que

™

iPI
Xi “ LA

˜
§

iPI
Xi

¸

En esta sección nos enfocamos en describir los supremos arbitrarios de LA, para algunos
subconjuntos A de propiedades de cerradura.

Por ejemplo, tomemos A “ t§u. Entonces Lt§u es el conglomerado de todas las
clases de módulos que son cerradas bajo submódulos. Denotamos a Lt§u como R-sub

y a los elementos de R-sub como clases hereditarias (de módulos). Por la Proposición
1.25, tenemos que R-sub es una gran ret́ıcula completa. La gran ret́ıcula R-sub ha sido
estudiada en [3].

Para cualquier clase de módulos X , tenemos que Lt§upX q es la clase resultante de
aplicar a X el operador sub:

subpX q :“ tM P R-Mod | D 0 Ñ M Ñ K, donde K P X u

Tenemos que la unión arbitraria de clases hereditarias es una clase hereditaria. Por
lo tanto, si tXiuiPI es una familia de clases hereditarias, tenemos que

™

iPI
Xi “ sub

˜
§

iPI
Xi

¸
“

§

iPI
Xi

Notemos que R-sub es un gran marco. Además, es fuertemente pseudocomplementado,
donde el pseudocomplemento fuerte de una clase hereditaria H es

HKt§u :“ tM P R-Mod | H X subpMq “ 0u

Decimos que una clase de módulos X es natural si es cerrada bajo submódulos, sumas
directas y cápsulas inyectivas. Además, se tiene que toda clase natural es cerrada bajo
extensiones exactas. Denotamos como R-nat a la clase de todas las clases naturales. De
esta manera, en [3, Teorema 12, p. 545] se prueba que SkelpR-subq “ R-nat.

Ahora, tomemos A “ t⇣u. Entonces Lt⇣u es el conglomerado de todas las clases
de módulos que son cerradas bajo cocientes. Denotamos a Lt⇣u como R-quot y a los
elementos de R-quot como clases cohereditarias (de módulos). Por la Proposición 1.25,
tenemos que R-quot es una gran ret́ıcula completa. La gran ret́ıcula R-quot ha sido
estudiada en [3].

Para cualquier clase de módulos X , tenemos que Lt⇣upX q es la clase resultante de
aplicar a X el operador quot:

quotpX q :“ tM P R-Mod | D K Ñ M Ñ 0, donde K P X u
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Tenemos que la unión arbitraria de clases cohereditarias es una clase cohereditaria.
Por lo tanto, si tXiuiPI es una familia de clases cohereditarias, tenemos que

™

iPI
Xi “ quot

˜
§

iPI
Xi

¸
“

§

iPI
Xi

Notemos que R-quot es un gran marco. Además, es fuertemente pseudocomplementado,
donde el pseudocomplemento fuerte de una clase cohereditaria Q es

QKt⇣u :“ tM P R-Mod | Q X quotpMq “ 0u

En [3, Definición 21, p. 546] se define R-conat, la clase de todas las clases conaturales,
como SkelpR-quotq. En [3, Teorema 24, p. 547] se prueba que toda clase conatural es
cerrada bajo cocientes, extensiones exactas y epimorfismos superfluos.

Tomemos A “ t§,⇣u. Entonces Lt§,⇣u es el conglomerado de todas las clases de
módulos que son cerradas bajo submódulos y cocientes. Denotamos a Lt§,⇣u como
R-op y a los elementos de R-op como clases abiertas (de módulos). Por la Proposición
1.25, tenemos que R-op es una gran ret́ıcula completa. La gran ret́ıcula R-op ha sido
estudiada en [22].

Para cualquier clase de módulos X , tenemos que Lt§,⇣upX q es la clase resultante de
aplicar a X el operador subquot:

subquotpX q :“ subpquotpX qq

Notemos que subquotpX q “ quotpsubpX qq para cualquier clase de módulos X . Te-
nemos que la unión arbitraria de clases abiertas es una clase abierta. Por lo tanto, si
tXiuiPI es una familia de clases abierta, tenemos que

™

iPI
Xi “ subquot

˜
§

iPI
Xi

¸
“

§

iPI
Xi

Notemos que R-op es un gran marco. Además, es fuertemente pseudocomplementado,
donde el pseudocomplemento fuerte de una clase abierta O es

OKt§,⇣u :“ tM P R-Mod | O X subquotpMq “ 0u

Debido a que todo módulo finitamente generado (f.g.) tiene un submódulo máximo
[5, Teorema 2.8, p. 32], tenemos que R-op es atómico, donde sus átomos son las clases
de módulos subquotpSq con S un módulo simple.

Tomemos A “ t§, extu. Entonces Lt§,extu es el conglomerado de todas las clases de
módulos que son cerradas bajo submódulos y extensiones exactas. Denotamos a Lt§,extu
como R-sext. Por la Proposición 1.25, tenemos que R-sext es una gran ret́ıcula completa.
La gran ret́ıcula R-sext ha sido estudiada en [1].
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Para cualquier clase de módulos X , tenemos que Lt§,extupX q es la clase resultante
de aplicar a X el operador sext:

sextpX q :“
§

nPN
psubpX qq

n

Si tXiuiPI es una familia de clases en R-sext, tenemos que

™

iPI
Xi “ sext

˜
§

iPI
Xi

¸

Tenemos que R-sext es fuertemente pseudocomplementado, donde el pseudocomple-
mento fuerte de una clase H P R-sext es

HKt§,extu :“ tM P R-Mod | H X sextpMq “ 0u

Tomemos A “ t⇣, extu. Entonces Lt⇣,extu es el conglomerado de todas las clases de
módulos que son cerradas bajo cocientes y extensiones exactas. Denotamos a Lt⇣,extu
comoR-qext. Por la Proposición 1.25, tenemos queR-qext es una gran ret́ıcula completa.
La gran ret́ıcula R-qext ha sido estudiada en [1].

Para cualquier clase de módulos X , tenemos que Lt⇣,extupX q es la clase resultante
de aplicar a X el operador qext:

qextpX q :“
§

nPN
pquotpX qq

n

Si tXiuiPI es una familia de clases en R-qext, tenemos que

™

iPI
Xi “ qext

˜
§

iPI
Xi

¸

Tenemos que R-qext es fuertemente pseudocomplementado, donde el pseudocomple-
mento fuerte de una clase Q P R-qext es

QKt§,extu :“ tM P R-Mod | Q X qextpMq “ 0u

Tomemos A “ t§,⇣, extu. Entonces Lt§,⇣,extu es el conglomerado de todas las cla-
ses de módulos que son cerradas bajo submódulos, cocientes, y extensiones exactas.
Denotamos a Lt§,⇣,extu como R-ss y a los elementos de R-ss como clases de Serre (de

módulos). Por la Proposición 1.25, tenemos que R-ss es una gran ret́ıcula completa. La
gran ret́ıcula R-ss ha sido estudiada en [24].

Para cualquier clase de módulos X , tenemos que Lt§,⇣,extupX q es la clase resultante
de aplicar a X el operador serre:

serrepX q :“
§

nPN
psubquotpX qq

n
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Si tXiuiPI es una familia de clases de Serre, tenemos que

™

iPI
Xi “ serre

˜
§

iPI
Xi

¸

Tenemos que R-ss es un gran marco. Además, es fuertemente pseudocomplementado,
donde el pseudocomplemento fuerte de una clase de Serre S es

SKt§,⇣,extu :“ tM P R-Mod | S X serrepMq “ 0u

Tomemos A “ t§,⇣,‘u. Entonces Lt§,⇣,‘u es el conglomerado de todas las clases
de módulos que son cerradas bajo submódulos, cocientes, y sumas directas arbitrarias.
Denotamos a Lt§,⇣,‘u como R-pretors y a los elementos de R-pretors como clases de

pretorsión hereditaria (de módulos). Por la Proposición 1.25, tenemos que R-pretors es
una gran ret́ıcula completa. La gran ret́ıcula R-pretors ha sido estudiada en [23].

Sea X una clase de módulos y � P Cn. Definimos la suma de � copias de X como

X p�q :“

#
M P R-Mod

ˇ̌
ˇ̌
ˇ M –

à

iPI
Ni, donde Ni P X @ i P I e |I| § �

+

Para cualquier clase de módulos X , tenemos que Lt§,⇣,‘upX q es la clase resultante de
aplicar a X el operador �:

�pX q :“ subquot

˜
§

�PCn

X p�q
¸

Sea X una clase de módulos. Definimos cycpX q como un conjunto completo de
representantes de clases de isomorfismo de submódulos ćıclicos de módulos en X . Si
X “ R-Mod, denotaremos como R-cyc a cycpR-Modq. Denotamos como MX a la suma
directa de todos los módulos en cycpX q. En [8, Lema 2.2.3, p. 12] se prueba que

Lt§,⇣,‘upX q “ �pMX q

para cualquier clase de módulos X . Notemos que �pMq coincide con �rM s, la subca-
tegoŕıa completa de R-Mod de todos los módulos subgenerados por M , introducida en
[31]. Sin embargo, en este trabajo trataremos de manera distinta a �pMq y a �rM s.

Sea F Ñ LpRq una familia de ideales de R. Diremos que F es un filtro lineal de R si
cumple las siguientes condiciones:

(F1) Si I, J P F, entonces I X J P F.

(F2) Si I P F e I Ñ J , entonces J P F.

(F3) Si I P F y r P R, entonces pI : rq :“ ts P R | sr P Iu P F.
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Denotamos como R-fil al conjunto de todos los filtros lineales de R. En [15, Proposición
1.11, p. 7] se prueba que existe una correspondencia biyectiva entre R-pretors y R-fil.
Aśı, R-pretors es un conjunto y por ende, una ret́ıcula completa.

Si tXiuiPI es una familia de clases de pretorsión hereditaria, tenemos que

™

iPI
Xi “ �

˜
§

iPI
Xi

¸
“ �

˜
à

iPI
MXi

¸

donde �pMXiq “ Xi para toda i P I. Tenemos que R-pretors es una ret́ıcula modular.
Además, es fuertemente pseudocomplementado, donde el pseudocomplemento fuerte de
una clase de pretorsión hereditaria P es

PKt§,⇣,‘u :“ tM P R-Mod | P X �pMq “ 0u

En [29, 1.2(2), p. 3616] se prueba que R-pretors es una ret́ıcula atómica, donde sus
átomos son las clases de módulos �pSq con S un módulo simple.

Tomemos A “ t§,⇣, ext,‘u. Entonces Lt§,⇣,ext,‘u es el conglomerado de todas las
clases de módulos que son cerradas bajo submódulos, cocientes, extensiones exactas,
y sumas directas arbitrarias. Denotamos a Lt§,⇣,ext,‘u como R-tors y a los elementos
de R-tors como clases de torsión hereditaria (de módulos). Por la Proposición 1.25,
tenemos que R-tors es una gran ret́ıcula completa. La gran ret́ıcula R-tors ha sido
estudiada en [16].

Sea X una clase de módulos. Definimos

lhpX q :“ tM P R-Mod | HomRpM,EpXqq “ 0 @ X P X u

rhpX q :“ tM P R-Mod | HomRpX,EpMqq “ 0 @ X P X u

donde EpXq y EpMq son las cápsulas inyectivas de X y M , respectivamente. Para
cualquier clase de módulos X , tenemos que Lt§,⇣,ext,‘upX q es la clase resultante de
aplicar a X el operador htors:

htorspX q :“ lhprhpX qq

Si tXiuiPI es una familia de clases de torsión hereditaria, tenemos que

™

iPI
Xi “ htors

˜
§

iPI
Xi

¸

Debido a que R-tors Ñ R-pretors, se tiene que R-tors es un conjunto. Tenemos que
R-tors es un marco. Además, es fuertemente pseudocomplementado, donde el pseudo-
complemento fuerte de una clase de torsión hereditaria T es

T Kt§,⇣,ext,‘u :“ tM P R-Mod | T X htorspMq “ 0u

En [1, Lema 1.7, p. 22] se prueba que SkelpR-opq Ñ R-tors. Aunado a esto, tenemos
el siguiente
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Teorema 1.26 ([1], Teorema 1.4, p. 21) Sean P,Q dos subconjuntos de propieda-

des de cerradura. Supongamos que LP y LQ son fuertemente pseudocomplementadas.

Si SkelpLP q Ñ LQ Ñ LP , entonces SkelpLQq “ SkelpLP q.

De esta manera, tenemos que

SkelpR-torsq “ SkelpR-pretorsq “ SkelpR-ssq “ SkelpR-opq

SkelpR-sextq “ SkelpR-subq

SkelpR-qextq “ SkelpR-quotq

Además, se concluye que

T Kt§,⇣,ext,‘u “ tM P R-Mod | T X subquotpMq “ 0u para toda T P R-tors.

PKt§,⇣,‘u “ tM P R-Mod | P X subquotpMq “ 0u para toda P P R-pretors.

SKt§,⇣,extu “ tM P R-Mod | S X subquotpMq “ 0u para toda S P R-ss.

HKt§,extu “ tM P R-Mod | H X subpMq “ 0u para toda H P R-sext.

QKt§,extu :“ tM P R-Mod | Q X quotpMq “ 0u para toda Q P R-qext.

1.3.2. Caracterizaciones de anillos a través de clases de módu-
los

El estudio de los conglomerados de clases de módulos que son cerradas bajo pro-
piedades de cerradura, aśı como el estudio de ciertos operadores de clases de módulos,
se ha dirigido paralelamente hacia la caracterización de anillos. A continuación, mos-
tramos algunas caracterizaciones de anillos mediante condiciones que involucran a los
operadores anteriormente descritos y a los conglomerados de clases de módulos.

Teorema 1.27 ([1], Teorema 2.7, p. 26) sextpRq “ sextpR-simpq si y sólo si R es

Artiniano y R-simp Ñ LpRq.

Teorema 1.28 ([1], Teorema 3.5, p. 28) R es Artiniano si y sólo si R es Noethe-

riano y qextpRq “ qextpR-simpq.

Teorema 1.29 ([1], Teorema 4.2, p. 31) SkelpR-subq “ SkelpR-quotq si y sólo si

R es isomorfo a un producto directo finito de anillos locales izquierdos perfectos dere-

chos.

Teorema 1.30 ([1], Teorema 5.14, p. 34) Sea R tal que la cápsula inyectiva de ca-

da módulo simple es f.g. Entonces R-sext “ R-qext si y sólo si R es isomorfo a un

producto directo finito de anillos Artinianos locales.

Teorema 1.31 ([2], Teorema 38, p. 116) R-her “ R-quot si y sólo si R es isomorfo

a un producto directo finito de anillos Artinianos de ideales principales.
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Caṕıtulo 2

Clases aditivas

Walker y Walker en [30] introdujeron el concepto de clase aditiva para estudiar una
relación entre clases de Serre y filtros lineales del anillo. Sin embargo, el estudio de
clases aditivas no fue exhaustivo, pues los autores utilizaron las clases aditivas como un
puente entre las clases de Serre y las clases de torsión hereditaria.

En este caṕıtulo estudiamos con más profundidad a las clases aditivas, mediante el
estudio de la estructura reticular del conglomerado de todas las clases aditivas usando
operadores de clases de módulos. Además, estudiamos propiedades del conglomerado de
todas las clases aditivas acotadas, un concepto cercano al introducido en [30]. Después,
mostramos la existencia de átomos en el conglomerado de todas las clases aditivas. Al
final, estudiamos una relación entre el conjunto de todos los filtros lineales de R y el
conglomerado de todas las clases aditivas.

2.1. Estructura reticular de R-ad

Definición 2.1 Sea X una clase de módulos. Decimos que X es una clase aditiva
(de módulos) si es cerrada bajo submódulos, cocientes y sumas directas finitas. De-

notamos como R-ad al conglomerado de todas las clases aditivas. De esta manera,

R-ad “ Lt§,⇣,‘nu.

La definición de clase aditiva fue formalmente introducida en [30, Definición 1.2, p.
515]. Por la Proposición 1.25, tenemos que R-ad es una gran ret́ıcula completa. Dado
que la propiedad de ser cerrado bajo sumas directas finitas es equivalente a la propiedad
de ser cerrado bajo extensiones exactas que se escinden (Corolario 1.20), tenemos que

R-ss Ñ R-ad Ñ R-op y R-pretors Ñ R-ad Ñ R-op

Existen anillos para los cuales las contenciones anteriores son estrictas.

Ejemplo 2.2 Consideremos S!, la clase de todos los módulos superfluos en R-Mod

(Ver Ejemplo 1.22). En [21, Teorema 2, p. 528], Leonard probó que S! P R-ad.

19
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Recordemos que un anillo R es max izquierdo si todo R-módulo no cero tiene un

submódulo máximo. En [4, Teorema 2.8, p. 2909], Amini y Amini probaron que R es

max izquierdo si y sólo si S! P R-pretors. Aśı, para R “ Z tenemos que S! R R-pretors.

Por otro lado, recordemos que un anillo R es hereditario izquierdo si cada ideal de

R es proyectivo. En [21, Teorema 3, p. 528], Leonard probó que si R es hereditario

izquierdo, entonces S! P R-ss.

Con este ejemplo, se observa que Z-pretors à Z-ad.

Ejemplo 2.3 Sea R “ Z. Consideremos R-fgssimp, la clase de todos los módulos se-

misimples finitamente generados. Es fácil ver que R-fgssimp P R-ad.

Por un lado, tenemos que Z2 P R-fgssimp. Sin embargo, notemos que Zp@0q
2 es un

módulo semisimple que no es finitamente generado. Por lo tanto, Zp@0q
2 R R-fgssimp y

se concluye que R-fgssimp R R-pretors.

Por otro lado, tomemos la sucesión

0 Ñ Z2 Ñ Z4 Ñ Z2 Ñ 0

Tenemos que Z2 P R-fgssimp pero Z4 R R-fgssimp. Por lo tanto, R-fgssimp R R-ss.

Con este ejemplo, se observa que Z-ss à Z-ad.
Para describir la estructura reticular de R-ad, necesitamos determinar los supremos

en R-ad. Para ello, definimos el operador

adpX q :“ subquot

˜
§

nPN
X pnq

¸

para cualquier clase de módulos X . Notemos que el operador ad es la restricción del
operador � para potencias finitas. Además, se puede observar cierta similitud con el
operados serre.

Teorema 2.4 adpX q P R-ad para cualquier clase de módulos X .

Demostración:
Por definición, tenemos que adpX q P R-op. Ahora, consideremos M1,M2 P adpX q.
Entonces existen n1, n2 P N y los diagramas

n1à

i“1

K1i
// T1

// 0

M1

OO

0

OO

y
n2à

j“1

K2j
// T2

// 0

M2

OO

0

OO
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donde K1i, K2j P X para toda i P t1, . . . , n1u y para toda j P t1, . . . , n2u. Aśı, tenemos
el diagrama ˜

n1à

i“1

K1i

¸
‘

˜
n2à

j“1

K2j

¸
// T1 ‘ T2

// 0

M1 ‘ M2

OO

0

OO

De esta manera, se tiene que M1 ‘ M2 P adpX q. Se concluye que adpX q P R-ad. ⌅

Denotamos como adpMq a la clase de módulos que resulta de aplicar el operador ad
a la clase de módulos que contiene al módulo cero, a M y a todos sus módulos isomorfos.
Denotamos como R-mod a la clase de todos los módulos finitamente generados.

Proposición 2.5 Sea R un anillo. Entonces adpRq “ subpR-modq.

Demostración:
Sea R un anillo. De la definición del operador ad, tenemos que

adpRq “

$
’’&

’’%
M P R-Mod

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌

D

R
n

// T // 0

M

OO

0

OO

,
//.

//-

“ tM P R-Mod | D T P R-mod tal que M § T u

“ subpR-modq

. ⌅

Proposición 2.6 Lt§,⇣,‘nupX q “ adpX q para cualquier clase de módulos X .

Demostración:
Por definición del operador ad, tenemos que X Ñ adpX q.

Ahora, supongamos que Y P R-ad tal que X Ñ Y . Si M P adpX q, entonces existe
n P N y el diagrama

nà

i“1

Ki
// T // 0

M

OO

0

OO

donde Ki P X para toda i P t1, . . . , nu. Dado que X Ñ Y y Y P R-ad, tenemos queÀn
i“1 Ki P Y de donde se sigue que T P Y y, por lo tanto, M P Y . Se concluye que

adpX q Ñ Y . ⌅
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Teorema 2.7 Sea I un conjunto y tXiuiPI una familia no vaćıa de clases aditivas.

Entonces

™

iPI
Xi “ ad

˜
§

iPI
Xi

¸

Demostración:
Se sigue de la Proposición 2.6 y del hecho que

ö
iPI Xi “ LA p

î
iPI Xiq para cualquier A

subconjunto de propiedades de cerradura. ⌅

Para el caso en que la familia de clases aditivas sea finita, la descripción del supremo
en R-ad es más sencilla. Para ello, necesitamos el siguiente lema.

Lema 2.8 Sea m P N y tXiu
m
i“1 una familia no vaćıa de clases de módulos cerradas

bajo sumas directas finitas. Entonces

§

nPN

˜
m§

i“1

Xi

¸pnq

“

mà

i“1

Xi

Demostración:
pÑq Sea M P

î
nPN p

îm
i“1 Xiq

pnq. Entonces existe k P N tal que M –
Àk

j“1 Mj donde
Mj P

îm
i“1 Xi para cada j P t1, . . . , ku. De esta manera, para cada j P t1, . . . , ku existe

i P t1, . . . ,mu tal que Mj P Xi. Dado que Xi P Lt‘nu para cada i P t1, . . . ,mu, se sigue
que M P

Àm
i“1 Xi.

pÖq Sea M P
Àm

i“1 Xi. Entonces M –
Àm

i“1 Mi donde Mi P Xi para toda
i P t1, . . . ,mu. Dado que Mi P

îm
i“1 Xi para toda i P t1, . . . ,mu, se concluye que

M P
î

nPN p
îm

i“1 Xiq
pnq. ⌅

Proposición 2.9 Sea X una clase de módulos. Entonces X es cerrada bajo sumas

directas finitas si y sólo si X p2q
“ X .

Demostración:
pñqpÑq Dado que X P Lt‘nu, la prueba es inmediata.
pÖq Sea M P X . Dado que X “ X Y X Ñ

î
nPNpX Y X q

pnq y por el Lema 2.8, se
sigue que M P X p2q.

pq Sean M1,M2 P X . Entonces M1 ‘ M2 P X p2q
“ X . Por lo tanto, X es cerrada

bajo sumas directas finitas. ⌅

Teorema 2.10 Sea m P N y tXiu
m
i“1 una familia no vaćıa de clases aditivas. Entonces

m™

i“1

Xi “ subquot

˜
mà

i“1

Xi

¸
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Demostración:
Por definición del operador ad y por el Lema 2.8, se tiene que

m™

i“1

Xi “ ad

˜
m§

i“1

Xi

¸
“ subquot

¨

˝
§

nPN

˜
m§

i“1

Xi

¸pnq˛

‚“ subquot

˜
mà

i“1

Xi

¸

. ⌅

Sea I un conjunto y tXiuiPI una familia de clases de módulos. Definimos la suma

arbitraria de tXiuiPI como

à

iPI
Xi :“

#
M P R-Mod

ˇ̌
ˇ̌
ˇ M –

à

iPI
Ni donde Ni P Xi @ i P I

+

Una prueba similar a la del Lema 2.8, muestra que si tXiuiPI es una familia de clases
de módulos cerradas bajo sumas directas finitas, entonces

î
nPN p

î
iPI Xiq

pnq
Ñ

À
iPI Xi.

Sin embargo, la otra contención no se cumple en general.
Por ejemplo, consideremos R “ Z y las clases Zp “ t0,Zpu para cada primo p.

Tomemos
À

p primo adpZpq. Notemos que el módulo
À

p primo Zp es un elemento deÀ
p primo adpZpq pero no de

î
nPNp

î
p primo adpZpqq

pnq.
Por otro lado, si consideramos tXiuiPI una familia de clases de módulos cerradas

bajo sumas directas arbitrarias, se tiene un resultado análogo al Lema 2.8. Y aśı, se
obtiene una descripción más sencilla del supremo de clases de pretorsión hereditarias.

Lema 2.11 Sea � P Cn, I un conjunto y tXiuiPI una familia no vaćıa de clases de

módulos cerradas bajo sumas directas arbitrarias. Entonces

§

�PCn

˜
§

iPI
Xi

¸p�q

“

à

iPI
Xi

Teorema 2.12 Sea I un conjunto y tXiuiPI una familia de clases de pretorsión here-

ditaria. Entonces

™

iPI
Xi “ subquot

˜
à

iPI
Xi

¸

Demostración:
Por definición del operador � y por el Lema 2.11, se tiene que

™

iPI
Xi “ �

˜
§

iPI
Xi

¸
“ subquot

¨

˝
§

�PCn

˜
§

iPI
Xi

¸p�q˛

‚“ subquot

˜
à

iPI
Xi

¸

. ⌅
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2.2. Clases aditivas acotadas. Operadores strong y

bad

En [30, Definición 1.3, p. 515], Walker y Walker introdujeron la definición de clase
aditiva acotada. La siguiente definición es una versión ligeramente modificada de la
versión de Walker y Walker.

Definición 2.13 Sea X P R-ad. Decimos que X es acotada si para toda Y P R-ad tal

que cycpYq “ cycpX q, tenemos que X Ñ Y. Denotamos como R-bad al conglomerado

de todas las clases aditivas acotadas en R-Mod.

Por definición, se tiene que cada clase aditiva acotada está caracterizada por los
módulos ćıclicos que contiene. Ahora, sea X una clase de módulos. Definimos el operador

badpX q :“ adpcycpX qq

Tenemos los siguientes resultados con respecto al operador bad.

Proposición 2.14 Sea X P R-ad. Entonces

piq badpX q Ñ X

piiq cycpbadpX qq “ cycpX q

piiiq badpX q P R-bad

pivq badpX q “ tM P R-Mod | D K P X X R-mod tal que M § Ku

Demostración:
piq Dado que cycpX q Ñ X , se concluye que badpX q “ adpcycpX qq Ñ adpX q “ X .
piiq Dado que cycpX q Ñ adpcycpX qq, se sigue que cycpX q Ñ cycpbadpX qq. Por piq, se

tiene que cycpbadpX qq Ñ cycpX q.
piiiq Por definición, se tiene que badpX q P R-ad. Ahora, sea Y P R-ad tal que

cycpbadpX qq “ cycpYq. Por piiq, se tiene que cycpX q “ cycpYq. Por piq, se sigue que
badpX q “ badpYq Ñ Y .

pivq Sea Y “ tM P R-Mod | D K P X X R-mod tal que M § Ku.
pÑq Sea M P badpX q. Entonces existe n P N y el diagrama

nà

i“1

Ci
// K // 0

M

OO

0

OO
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donde Ci P cycpX q para toda i P t1, . . . , nu. Dado que
Àn

i“1 Ci P X X R-mod, tenemos
que K P X X R-mod. Por lo tanto, M P Y .

pÖq Sea M P Y . Entonces existe K P X X R-Mod tal que M § K. Como K es
finitamente generado, entonces existen k1, . . . , kn tal que K “

∞n
i“1 Rki, donde Rki P X

para toda i P t1, . . . , nu. De esta manera, existe el diagrama

nà

i“1

Rki
// K // 0

M

OO

0

OO

Por lo tanto, M P badpX q. ⌅

Corolario 2.15 Sea R un anillo. Entonces badpR-Modq “ adpRq “ badpRq.

Demostración:
La primera igualdad se sigue de las Proposiciones 2.5 y 2.14 pivq. La segunda igualdad
se sigue de la definición de los operadores ad y bad. ⌅

Teorema 2.16 Sea R un anillo. Las siguientes condiciones son equivalentes:

piq R es Noetheriano

piiq adpRq “ R-mod

piiiq badpX q Ñ R-mod para toda clase aditiva X .

Demostración:
piq ñ piiq: Supongamos que R es Noetheriano. Entonces, todo submódulo de un

módulo f.g. es finitamente generado. Por la Proposición 2.5, se concluye que
adpRq “ R-mod.

piiq ñ piiiq: Supongamos que adpRq “ R-mod. Sea X P R-ad. Es fácil ver que
badpX q Ñ badpR-Modq. Por el Corolario 2.15, se concluye que badpX q Ñ R-mod.

piiiq ñ piq: Supongamos que badpX q Ñ R-mod para toda clase aditiva X . Sea M un
submódulo de un módulo finitamente generado. Por la Proposición 2.14 pivq se tiene
que M P badpR-Modq. Como R-Mod P R-ad, tenemos que M es finitamente generado.
Por lo tanto, R es Noetheriano. ⌅

Proposición 2.17 El supremo arbitrario en R-ad de clases aditivas acotadas es una

clase aditiva acotada.
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Demostración:
Sea I un conjunto y tXiuiPI una familia no vaćıa de clases aditivas acotadas. Probamos
que ad p

î
iPI Xiq P R-bad. Por definición, tenemos que ad p

î
iPI Xiq P R-ad. Ahora, sea

Y P R-ad tal que cycpYq “ cycpad p
î

iPI Xiqq. Tenemos que cycpXiq Ñ cycpYq para toda
i P I. Por la Proposición 2.14 piq, tenemos que Xi “ badpXiq Ñ badpYq Ñ Y para toda
i P I. Entonces,

î
iPI Xi Ñ Y . Por la Proposición 2.6, concluimos que ad p

î
iPI Xiq Ñ Y .⌅

En general, no se cuenta con suficiente información para determinar el ı́nfimo ar-
bitrario de clases aditivas acotadas. Sin embargo, para anillos Noetherianos śı se tiene
una descripción del ı́nfimo arbitrario.

Teorema 2.18 Sea R un anillo Noetheriano, I un conjunto y tXiuiPI una familia no

vaćıa de clases aditivas acotadas. Entonces

£

iPI
Xi P R-bad

Es decir, el ı́nfimo arbitrario en R-ad de clases aditivas acotadas es una clase aditiva

acotada.

Demostración:
Probamos que

ì
iPI Xi “ bad p

ì
iPI Xiq.

pÑq Por la Proposición 2.14 pivq, tenemos que

Xi “ badpXiq “ tM P R-Mod | D K P Xi X R-mod tal que M § Ku

para toda i P I. Sea M P
ì

iPI Xi. Entonces M P Xi para toda i P I. Aśı, existen
Ki P Xi X R-mod tales que M § Ki para toda i P I. Notemos que M §

ì
iPI Ki, dondeì

iPI Ki P p
ì

iPI Xiq X subpR-modq. Como R es Noetheriano, tenemos que
subpR-modq “ R-mod. Por lo tanto, M P bad p

ì
iPI Xiq.

pÖq Se sigue de la Proposición 2.14 piq. ⌅

Existe una relación entre R-bad y R-pretors. Sea X una clase de módulos. Definimos
el operador

strongpX q :“

"
N P R-Mod

ˇ̌
ˇ̌ D un conjunto I,Mi P cycpX q @ i P I y
un epimorfismo

À
iPI Mi Ñ N Ñ 0

*

Proposición 2.19 Sea X P R-ad. Entonces

piq X Ñ strongpX q

piiq cycpstrongpX qq “ cycpX q

piiiq strongpX q P R-pretors
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pivq strongpX q “ tM P R-Mod | Rm P X @ m P Mu

Demostración:
piq Dado que existe

À
mPM Rm Ñ M Ñ 0 para todo M P R-Mod, se concluye que

X Ñ strongpX q.
piiq Por piq, se sigue que cycpX q Ñ cycpstrongpX qq. Por otro lado, sea

C P cycpstrongpX qq. Como C es finitamente generado, entonces existen
tMiu

n
i“1 Ñ cycpX q y

Àn
i“1 Mi Ñ C Ñ 0. Como Mi P X para toda i P t1, . . . , nu, se sigue

que
Àn

i“1 Mi P X y por lo tanto, C P X . Se concluye que cycpstrongpX qq Ñ cycpX q.
piiiq Por definición, strongpX q P R-quot.

Ahora, sea J un conjunto y tNjujPJ Ñ strongpX q. Entonces existen tMijuiPIj Ñ cycpX q

y
À

iPIj Mij Ñ Nj Ñ 0 para cada j P J . Aśı, tenemos que existe el epimorfismoÀ
jPJp

À
iPIj Mijq Ñ

À
jPJ Nj Ñ 0. Por lo tanto,

À
jPJ Nj P strongpX q. Se concluye que

strongpX q P Lt‘u.
Por último, sea M P strongpX q y K § M . Por piiq, tenemos que Rk P cycpX q para
toda k P K. Entonces, existe

À
kPK Rk Ñ K Ñ 0. Por lo tanto, K P strongpX q. Se

concluye que strongpX q P R-sub.
pivq Sea Y “ tM P R-Mod | Rm P X @ m P Mu.
pÑq Sea M P strongpX q. Por piiq, tenemos que cycpMq Ñ cycpX q. Por lo tanto,

M P Y .
pÖq. Sea M P Y . Tenemos que existe

À
mPM Rm Ñ M Ñ 0 donde Rm P cycpX q

para toda m P M . Por lo tanto, M P strongpX q. ⌅

Teorema 2.20 Sea R un anillo. Entonces R-bad – R-pretors como clases de módulos.

Demostración:
Definimos la correspondencia

✓ : R-bad Ñ R-pretors
X fiÑ ✓pX q “ strongpX q

✓ está bien definida: Sean X ,Y P R-bad tales que X “ Y . Por la Proposición 2.19
piiq, tenemos que cycp✓pX qq “ cycp✓pYqq. Como las clases de pretorsión heredita-
rias están caracterizadas por los módulos ćıclicos que contienen, se concluye que
✓pX q “ ✓pYq.

✓ es mono: Sean X ,Y P R-bad tales que ✓pX q “ ✓pYq. Por la Proposición 2.19
piiq, tenemos que cycpX q “ cycpYq. Como las clases aditivas acotadas están ca-
racterizadas por los módulos ćıclicos que contienen, se concluye que X “ Y .

✓ es epi: Sea X P R-pretors. Por la Proposición 2.14 piiq y piiiq, tenemos que
badpX q P R-bad y cycpX q “ cycpbadpX qq. Por la Proposición 2.19, se sigue que
cycpX q “ cycpstrongpbadpX qqq. Por lo tanto, ✓pbadpX qq “ strongpbadpX qq “ X .
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Se concluye que R-bad – R-pretors. ⌅
Como consecuencias inmediatas del Teorema 2.20, tenemos los siguientes

Corolario 2.21 Sea R un anillo. Entonces R-bad es un conjunto.

Corolario 2.22 Sea R un anillo. Entonces R-pretors à R-ad.

2.3. Átomos en R-ad

Proposición 2.23 Sea R un anillo y B “ t0, Su, donde S P R-simp. Entonces

badpBq P R-bad y badpBq es un átomo en R-ad.

Demostración:
Notemos que badpBq “ tM P R-Mod | M – S

pnq para alguna n P Nu. De esta manera,
es claro que badpBq P R-bad. Por la descripción de badpBq, se sigue que no existe
Y P R-ad tal que 0 † Y † badpBq. Por lo tanto, badpBq es un átomo. ⌅
Teorema 2.24 Sea R un anillo. Entonces R-ad es una gran ret́ıcula atómica.

Demostración:
Sea X una clase aditiva diferente de cero. Sea 0 ‰ S P R-simp X X . Consideramos el
conjunto B “ t0, Su. Por la Proposición 2.23, tenemos que badpBq es un átomo en R-ad.
Por la descripción de badpBq, se tiene que badpBq Ñ X . ⌅
Teorema 2.25 Sea R un anillo y 0 ‰ X P R-ad. Entonces X es un átomo en R-ad si

y sólo si existe S P R-simp tal que cycpX q “ B “ t0, Su y X “ badpBq.

Demostración:
pñq Supongamos que X es un átomo en R-ad. Por el Teorema 2.24, tenemos

que badpBq Ñ X . Como X es un átomo, se concluye que X “ badpX q y cycpX q “

cycpbadpBqq “ B.
pq Supongamos que existe S P R-simp tal que cycpX q “ B y X “ badpBq. Por la

Proposición 2.23, tenemos que X es un átomo en R-ad. ⌅
Teorema 2.26 Sea 0 ‰ X P R-ad. Entonces X es esencial en R-ad si y sólo si

R-simp Ñ cycpX q.

Demostración:
pñq Supongamos que X es esencial en R-ad. Sea 0 ‰ S P R-simp. Consideramos

el conjunto B “ t0, Su. Por la Proposición 2.23, tenemos que badpBq es un átomo en
R-ad. Dado que X es esencial, tenemos que badpBq “ badpBq X X Ñ X . Por lo tanto,
S P X .

pq Supongamos que R-simp Ñ cycpX q. Supongamos que existe Y P R-ad tal que
X XY “ 0. Si Y ‰ 0, por el Teorema 2.24 existe un módulo simple 0 ‰ S y un conjunto
B “ t0, Su tal que badpBq Ñ Y . Entonces badpX q Ñ X X Y “ 0, lo cual es absurdo. Por
lo tanto, Y “ 0. Concluimos que X es esencial en R-ad. ⌅
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Denotamos como atmpR-adq al número de átomos en R-ad.

Teorema 2.27 Sea R un anillo. Las siguientes condiciones son equivalentes:

piq Toda clase aditiva diferente de cero es esencial en R-ad

piiq atmpR-adq “ 1

piiiq |R-simp| “ 1

Demostración:
piq ñ piiq: Supongamos que toda clase aditiva es esencial en R-ad. Probamos que

R-ad tiene un único átomo. En caso contrario, supongamos que existen V ,W P R-ad
tales que V y W son átomos en R-ad y son tales que V X W “ 0. Como toda clase
aditiva es esencial, concluimos que V “ 0 o W “ 0, lo cual es absurdo. Por lo tanto,
atmpR-adq “ 1.

piiq ñ piiiq: Supongamos que atmpR-adq “ 1. Sean 0 ‰ S, T P R-simp tales que
S ‰ T . Por la Proposición 2.23, tenemos que badpBq y badpDq son átomos en R-ad,
donde B “ t0, Su y D “ t0, T u. Por hipótesis se sigue que badpBq “ badpDq, lo que
implica que S – T . Por lo tanto, |R-simp| “ 1.

piiiq ñ piq: Supongamos que |R-simp| “ 1. Sea 0 ‰ X P R-ad. Probamos que X
es esencial en R-ad. En caso contrario, supongamos que existe 0 ‰ Y P R-ad tal que
X X Y “ 0. Entonces, existen badpBq y badpDq átomos en R-ad tales que badpBq Ñ X ,
badpDq Ñ Y y badpBq ‰ badpDq, con B “ t0, Su y D “ t0, T u donde S, T P R-simp.
Dado que S – T por hipótesis, tenemos que badpBq “ badpDq Ñ X X Y “ 0, lo cual es
absurdo. Por lo tanto, Y “ 0. Concluimos que X es esencial en R-ad. ⌅

Ejemplo 2.28 Sea p un número primo y n P N. Si R “ Zpn, entonces R-ad tiene un

sólo átomo, el cual es

badpt0,Zpuq “ tM P R-Mod | M – pZpq
pkq

para alguna k P Nu

2.4. Filtros lineales y clases aditivas

Como comentamos en la Sección 1.3.1, existe una correspondencia biyectiva entre
R-pretors y R-fil. Dado que R-pretors Ñ R-ad, es natural extender esta asignación a
R-ad.

Proposición 2.29 Sea X P R-ad. Entonces FX “ tI § R | R{I P X u P R-fil.

Demostración:
Primero, probamos que FX es cerrado bajo intersecciones. Sean I1, I2 P FX . Notemos
que R{pI1XI2q § pR{I1‘R{I2q. Dado que R{I1, R{I2 P X , tenemos que R{I1‘R{I2 P X
y aśı, R{pI1 X I2q P X . Por lo tanto, I1 X I2 P FX .
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Ahora, probamos que FX es cerrado bajo súper ideales. Sea I, J § R ideales tales
que I § J and I P FX . Notemos que R{J – pR{Iq{pJ{Iq. Como R{I P X , se concluye
que R{J P X . Por lo tanto, J P FX .

Por último, probamos que FX es cerrado bajo traslaciones. Sea I P FX y r P R.
Notemos que R{pI : rq “ R{p0 : pr ` Iqq – Rpr ` Iq “ pRr ` Iq{I § R{I. Como
R{I P X , tenemos que R{pI : rq P X . Por lo tanto, pI : rq P FX . ⌅

Definimos la asignación

� : R-ad Ñ R-fil
X fiÑ �pX q “ FX

Es fácil ver que � es no decreciente. Además, por el Corolario 2.22, tenemos que � es
suprayectiva pero no inyectiva. Por lo tanto, para un filtro lineal dado, existen muchas
clases aditivas en su preimagen. Esto se explica a continuación.

Sean X ,Y P R-ad. Si �pX q “ �pYq, decimos que X y Y están �-relacionados y lo
denotamos como X „� Y . Notemos que „ � es una relación de equivalencia. Denotamos
como rX s„�

la clase de equivalencia de X P R-ad con respecto a „�.

Proposición 2.30 Sea X P R-ad. Entonces badpX q P rX s„�
.

Demostración:
Probamos que �pbadpX qq “ �pX q.

pÑq Por la Proposición 2.14 piq, tenemos que �pbadpX qq Ñ �pX q.
pÖq Sea I P �pX q. Entonces R{I P X . Como R{I es ćıclico, por la Proposición 2.14

piiq se sigue que R{I P badpX q. Por lo tanto, I P �pbadpX qq. ⌅

Proposición 2.31 Sea X P R-ad. Entonces strongpX q P rX s„�
.

Demostración:
Probamos que �pstrongpX qq “ �pX q.

pÑq Sea I P �pstrongpX qq. Entonces R{I P strongpX q. Como R{I es ćıclico, por la
Proposición 2.19 piiq se sigue que R{I P X . Por lo tanto, I P �pX q.

pÖq Por la Proposición 2.19 piq, tenemos que �pX q Ñ �pstrongpX qq. ⌅

Teorema 2.32 Sea X P R-ad. Entonces

rX s„�
“ rbadpX q, strongpX qs

Demostración:
pÑq Sea Y P rX s„�

. Probamos que badpX q Ñ Y Ñ strongpX q.
Supongamos que M P badpX q. Por la Proposición 2.14 pivq, existe K P X X R-mod

tal que M § K. Entonces, existen k1, . . . , kn P K tal que K “
∞n

i“1 Rki, donde Rki P X
para toda i P t1, . . . , nu. De aqúı se sigue que p0 : kiq P �pX q “ �pYq para toda
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i P t1, . . . , nu. Entonces Rki P Y para toda i P t1, . . . , nu y aśı, K P Y . Por lo tanto,
M P Y .

Ahora, supongamos que M P Y . Por la Proposición 2.19 piq, se sigue que
M P strongpYq. Por la Proposición 2.19 pivq, tenemos que

strongpYq “ tN P R-Mod | Rn P Y @ n P Nu

“ tN P R-Mod | p0 : nq P �pYq @ n P Nu

“ tN P R-Mod | p0 : nq P �pX q @ n P Nu

“ tN P R-Mod | Rn P X @ n P Nu “ strongpX q

Por lo tanto, M P strongpX q. Concluimos que Y P rbadpX q, strongpX qs.
pÖq Sea Y P rbadpX q, strongpX qs. Dado que � es creciente, por las Proposiciones

2.30 y 2.31 se tiene que

�pX q “ �pbadpX qq Ñ �pYq Ñ �pstrongpX qq “ �pX q

Por lo tanto, Y P rX s„�
. ⌅

Corolario 2.33 La familia trbadpX q, strongpX qs | X P R-adu forma una partición de

R-ad.

En [25], Raggi y Signoret estudiaron una relación entre clases de Serre y filtros
lineales. A continuación, describimos la relación entre R-ss y R-fil en el contexto de
R-ad.

En [15, Proposición 1.11, p. 7], Golan probó que si F P R-fil, entonces

TF :“ tM P R-Mod | p0 : mq P F @ m P Mu P R-pretors

Entonces, en [25, Remark 1, p. 413], Raggi y Signoret probaron que si � P R-ss, entonces

TF� “ tM P R-Mod | psubpMq X R-modq Ñ �u

Proposición 2.34 Si � P R-ss, entonces TF� “ strongp�q.

Demostración:
Es fácil probar que TF� P R-pretors. Probamos que cycpTF�q “ cycp�q.

pÑq Sea M P cycpTF�q. Entonces M P TF� y aśı, M P psubpMq X R-modq Ñ �. Por
la Proposición 2.19 piiq, tenemos que M P cycp�q “ cycpstrongp�qq.

pÖq Sea M P cycpstrongp�qq. Por la Proposición 2.19 piiq, tenemos que M P cycp�q.
Esto implica que psubpMq X R-modq Ñ subpMq Ñ �. Por lo tanto, M P cycpTF�q. ⌅

Sea � P R-ss. En [25, Sección 2, p. 413] Raggi y Signoret definieron la clase

t�u :“ t⌧ P R-ss | �p⌧q “ �p�qu

En la Proposición 1, p. 413, ellos probaron que t�u tiene elemento menor, el cual es
denotado como �0. Más aún, se tiene que �0 “ serrepcycp�qq. Ellos llamaron a una
clase � P R-ss mı́nima si � “ �0. Al igual que los autores, llamamos R-ssm al conjunto
de todas las clases de Serre mı́nimas. Notemos que �p�q “ �p�0q. Aśı, cycp�q “ cycp�0q.
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Teorema 2.35 Sea R un anillo. Entonces R es Noetheriano si y sólo si � Ñ R-mod

para toda � P R-ssm.

Demostración:
pñq Supongamos que R es Noetheriano. Sea � P R-ssm. Entonces, existe ⌧ P R-ss

tal que � “ ⌧0. Por hipótesis, tenemos que

� “ serrepcycp⌧qq Ñ serrepR-modq “ R-mod

pq Supongamos que � Ñ R-mod para toda � P R-ssm. Por la Proposición 2.5 y el
Corolario 2.15, tenemos que

R-mod Ñ adpRq “ badpR-Modq Ñ pR-Mod0q Ñ R-mod

Por el Teorema 2.16, R es Noetheriano. ⌅
Corolario 2.36 Si R es Noetheriano, entonces �0 “ badp�q para toda � P R-ss.

Demostración:
Sea � P R-ss. Notemos que cycp�0q “ cycp�q “ cycpbadp�qq. Probamos que �0 P R-bad.
Aśı, sea X P R-ad tal que cycp�q “ cycpX q. Si M P �0, entonces M P R-mod por
el Teorema 2.35. De esta manera, existen m1, . . . ,mk P M tal que M “

∞k
i“1 Rmi.

Dado que Rmi P cycp�0q “ cycpX q, tenemos que M P X . Por lo tanto, �0 P R-bad.
Concluimos que �0 “ badp�q. ⌅

Como consecuencia de la Proposición 2.34 y el Corolario 2.36, tenemos el siguiente

Corolario 2.37 Sea � P R-ss. Si R es Noetheriano, entonces r�s„�
“ r�0,TF� s.

En general, si � P R-ss, la clase r�s„�
no tiene solamente clases de Serre, como t�u.

En general, si X P R-ad, la clase rX s„�
puede no contener clases de Serre. Decimos que

rX s„�
es libre de Serre si rX s„�

no contiene clases de Serre.

Ejemplo 2.38 Sea R “ Z4. Notemos que R es un anillo Noetheriano. Tenemos tres

filtros lineales: F1 “ t0u, F2 “ t0,Z2u y F3 “ t0,Z2,Z4u.

Para F3, tenemos que toda clase aditiva asociada a F3 está en el intervalo

rR-mod, R-Mods. Por los Corolarios 2.15 y 2.36,y el Teorema 2.16, tenemos que

R-mod P R-ssm. Ahora, tomemos

X “ tM P R-Mod | M – Zp�q
2 ‘ Zpnq

4 donde � † @1 y n P Nu

Es fácil probar que X P rR-mod, R-Mods pero X R R-ss.

Para F2, tenemos que toda clase aditiva asociada a F2 está en el intervalo

rR-fgssimp, R-ssimps. Dado que R-fgssimp P R-bad, tenemos que

R-fgssimp “ badpR-fgssimpq

“ tM P R-Mod | M – Zpnq
2 donde n P Nu R R-ssm

Es fácil probar que rR-fgssimp, R-ssimps es libre de Serre.



Caṕıtulo 3

La estructura reticular de R-ad para
anillos Artinianos semisimples

En este caṕıtulo estudiamos algunas propiedades reticulares de R-ad para R un
anillo Artiniano semisimple y describimos completamente la estructura reticular de
R-ad.

3.1. Propiedades reticulares de R–ad con R un anillo

Artiniano semisimple

Como se mencionó en la Sección 1.3.1, R-ss es un gran marco y R-pretors es una
ret́ıcula modular. No sabemos si R-ad es gran marco o una gran ret́ıcula modular para
cualquier anillo R. Sin embargo, śı lo sabemos para R un anillo Artiniano semisimple.
Para demostrar esto, necesitamos algunos resultados previos.

Lema 3.1 Sean X ,Y ,Z cualesquiera clases de módulos. Si X P Lt§,‘nu o X P Lt⇣,‘nu,
entonces

X X pY ‘ Zq “ pX X Yq ‘ pX X Zq

Demostración:
pÑq Sea M P X X pY ‘ Zq. Entonces existen M1 P Y y M2 P Z tales que M P X y

M – M1 ‘ M2. Como X es cerrada bajo submódulos, tenemos que M1,M2 P X . Por lo
tanto, M P pX X Yq ‘ pX X Zq.

pÖq Sea M P pX X Yq ‘ pX X Zq. Entonces existen M1 P X X Y y M2 P X X Z
tales que M – M1 ‘ M2. Como X es cerrada bajo sumas directas finitas, tenemos que
M P X . Por lo tanto, M P X X pY ‘ Zq. ⌅
Proposición 3.2 Sea R un anillo Artiniano semisimple y tXiu

n
i“1 una familia no vaćıa

de clases aditivas. Entonces
n™

i“1

Xi “

nà

i“1

Xi

33
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semisimples
Demostración:

pÑq Por el Teorema 2.10, tenemos que
Àn

i“1 Xi Ñ subquotp
Àn

i“1 Xiq “
ön

i“1 Xi.
pÖq Sea M P subquotp

Àn
i“1 Xiq. Entonces existe el diagrama

K // L // 0

M

OO

0

OO

donde K P
Àn

i“1 Xi. Como R es Artiniano semisimple, tenemos que K –
Àn

i“1 Ki,
donde Ki es semisimple y Ki P Xi para toda i P t1, . . . , nu. Es fácil ver que existen
Mi § Ki tales que M –

Àn
i“1 Mi. Por lo tanto, M P

Àn
i“1 Xi. ⌅

Teorema 3.3 Sea R un anillo Artiniano semisimple. Entonces R-ad es una gran ret́ıcu-

la distributiva.

Demostración:
Sean X ,Y ,Z P R-ad. Por el Lema 3.1 y la Proposición 3.2, se sigue que

X ^ pY _ Zq “ X X pY ‘ Zq “ pX X Yq ‘ pX X Zq “ pX ^ Yq _ pX ^ Zq. ⌅

Sea ⇤ una ret́ıcula y X Ñ ⇤. Decimos que X es dirigido si para cualesquiera a, b P X

existe c P X tal que a § c y b § c. Decimos que ⇤ es superiormente continua si

a ^

˜
™

iPI
bi

¸
“

™

iPI
pa ^ biq

para cualquier a P ⇤ y para cualquier conjunto dirigido tbiuiPI Ñ ⇤.

Teorema 3.4 Sea R un anillo. Entonces R-ad es una gran ret́ıcula superiormente con-

tinua.

Demostración:
Sea X P R-ad y tXiuiPI Ñ R-ad un conjunto dirigido. Probaremos que

X ^ p

™

iPI
Xiq “

™

iPI
pX ^ Xiq

pÑq Sea M P X ^ p
ö

iPI Xiq. Entonces M P X y existe el diagrama

nà

j“1

Mj
// K // 0

M

OO

0

OO
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donde Mj P
î

iPI Xi para cada j P t1, . . . , nu. Entonces Mj P Xij y Xij P tXiuiPI
para cada j P t1, . . . , nu. Como tXiuiPI es un conjunto dirigido, existe X↵ P tXiuiPI
tal que Xij § X↵ para cada j P t1, . . . , nu. De aqúı se sigue que Mj P X↵ para cada
j P t1, . . . , nu. Por lo tanto,

Àn
j“1 Mj P X↵. Esto implica que K P X↵ y aśı, M P X↵.

Se concluye que M P X ^ X↵ Ñ
ö

iPIpX ^ Xiq.
pÖq Inmediata. ⌅

Corolario 3.5 Sea R un anillo Artiniano semisimple. Entonces R-ad es un gran mar-

co.

Demostración:
Se sigue de los Teoremas 3.3 y 3.4, y de [18, Lema 1.6, p. 4]. ⌅

El Corolario 3.5 también se deduce del siguiente

Teorema 3.6 Sea R un anillo Artiniano semisimple. Entonces R-ad “ R-ss.

Demostración:
pÑq Inmediata.
pÖq Dado que R es Artiniano semisimple, tenemos que toda sucesión exacta corta

se escinde. Notemos que X P R-ad es cerrada bajo sucesiones exactas cortas que se
escinden. Entonces, toda clase aditiva es cerrada bajo sucesiones exactas cortas. Por lo
tanto, R-ad Ñ R-ss. ⌅

Proposición 3.7 Sea R un anillo Artiniano semisimple. Entonces R-fgssimp “ R-mod.

Demostración:
Como todo módulo es semisimple, entonces

R-fgssimp “ R-mod X R-ssimp “ R-mod. ⌅

3.2. Clases ↵-aditivas y u-cardinales

Si R es un anillo Artiniano semisimple, obtenemos una descripción completa de la
estructura reticular de R-ad. Para mostrar esto, necesitamos la siguiente definición y
algunas propiedades derivadas de la misma, todo esto para cualquier anillo R.

Definición 3.8 Sea R un anillo, X una clase de módulos y  P ICn.

Llamamos clase p´8q-aditiva generada por X a la clase

adp´8qpX q :“ 0
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Llamamos clase -aditiva generada por X a la clase

adpX q :“

$
&

%N

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌

D 0 Ñ N Ñ K y p
À

iPI Miq Ñ K Ñ 0
donde I es un conjunto tal que |I| † 

y Mi P X @ i P I

,
.

-

Llamamos clase 8-aditiva generada por X a la clase

ad8pX q :“

"
N

ˇ̌
ˇ̌ D 0 Ñ N Ñ K y p

À
iPI Miq Ñ K Ñ 0

donde I es un conjunto y Mi P X @ i P I

*

Notemos que para cualquier clase de módulos X , tenemos que adpX q “ ad@0pX q y
X Ñ adpX q para toda  P ICn Y t8u.

Lema 3.9 Sea R un anillo, X P R-ad y  P ICn Y t8u. Entonces

cycpX q “ cycpadpX qq “ cycpadpcycpX qqq

Demostración:
Probaremos que cycpX q “ cycpadpX qq.

pÑq Como X Ñ adpX q, se sigue que cycpX q Ñ cycpadpX qq.
pÖq Sea N P cycpadpX qq. Entonces, existe un diagrama

à

iPI
Mi

// K // 0

N

OO

0

OO

donde |I| †  y Mi P X para toda i P I. Dado que N es finitamente generado,
existe M1,M2, . . . ,Mt P tMiuiPI y un epimorfismo

Àt
↵“1 M↵ Ñ N Ñ 0. Entonces,Àt

↵“1 M↵ P X . Esto implica que N P X . Por lo tanto N P cycpX q.
De manera similar se prueba que cycpX q “ cycpadpcycpX qqq. ⌅

Denotamos por ICn a la unión ICn Y t´8,8u. Consideramos ´8 y 8 como el
elemento menor y el elemento mayor en ICn, respectivamente.

Proposición 3.10 Sea R un anillo y X una clase de módulos.

piq Si  P ICn, entonces adpX q P R-ad.

piiq ad8pX q P R-pretors.

piiiq Si X P R-ad, entonces ad@0pcycpX qq “ badpX q y ad8pcycpX qq “ strongpX q.
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Demostración:
piq Sea  P ICn. Por definición, adpX q es cerrada bajo submódulos y cocientes.

Ahora, sea tMju
n
j“1 una familia finita de elementos en adpX q. Entonces, para cada

j P t1, . . . , nu existe un diagrama

à

iPIj
Mij

// Kj
// 0

Mj

OO

0

OO

donde Ij es un conjunto tal que |Ij| †  y Mij P X para toda i P Ij. Sea T un conjunto

tal que |T | “

ˇ̌
ˇ
ón

j“1tMijuiPIj

ˇ̌
ˇ “

∞n
j“1 |Ij|. Esto implica que |T | † . Aśı, existe un

diagrama

à

tPT
Mt

//

nà

j“1

Kj
// 0

nà

j“1

Mj

OO

0

OO

donde tMtutPT “
ón

j“1tMijuiPIj . Por lo tanto,
Àn

j“1 Mj P adpX q.

piiq Por piq, solo necesitamos probar que ad8pX q es cerrada bajo sumas directas
arbitrarias. Sea tMjujPJ una familia de elementos en ad8pX q. Entonces, para cada
j P J existe un diagrama

à

iPIj
Mij

// Kj
// 0

Mj

OO

0

OO

donde Ij es un conjunto y Mij P X para toda i P Ij. Sea T un conjunto tal que

|T | “

ˇ̌
ˇ
ó

jPJtMijuiPI
ˇ̌
ˇ “

∞
jPJ |Ij|. Entonces, existe un diagrama
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à

tPT
Mt

//

à

jPJ
Kj

// 0

à

jPJ
Mj

OO

0

OO

donde tMtutPT “
ó

jPJtMijuiPI . Por lo tanto,
À

jPJ Mj P ad8pX q.
piiiq Sea X P R-ad. La primera igualdad es verdadera por definición. La segunda es

verdadera por piiq y por el Lema 3.9. ⌅

Lema 3.11 Sean X ,Y clases de módulos y , ⌘ P ICn. Si  § ⌘ y X Ñ Y, entonces

adpX q Ñ ad⌘pX q

Ñ Ñ

adpYq Ñ ad⌘pYq

Demostración:
Inmediato. ⌅

Sea R un anillo cualquiera. Como se ve en el Lema 3.11, el orden total de los números
cardinales pareciera que se hereda a las clases -aditivas. Por otro lado, si X P R-ad,
entonces por la Proposición 2.29, a cycpX q le corresponde el filtro lineal FX y esta
correspondencia es suprayectiva. Por el Lema 3.9, para cada clase aditiva X y cada
 P ICn Y t8u, tenemos que adpcycpX qq está asociado a FX .

Aśı, para cada X P R-ad, el intervalo rad@0pcycpX qq, ad8pcycpX qqs contiene a la clase
tadpX q |  P ICn Y t8uu. Sin embargo, no sabemos si X y adpcycpX qq son compa-
rables en su intervalo para cualquier anillo R. Por tanto, para cualquier anillo R, los
intervalos en R-ad no están completamente descritos.

Sin embargo, para anillos uniseriales (ver Definición 4.3) tenemos una completa
descripción de cada uno de esos intervalos. En la Sección 3.3, mostramos esta descripción
para anillos Artinianos semisimples. En la Sección 5.1, mostramos esta descripción para
anillos uniseriales.

De aqúı en adelante, consideramos a R como un anillo Artiniano semisimple. Por el
Teorema de Artin-Wedderburn consideremos R –

±n
j“1 Rj, con Rj un anillo Artiniano

simple para cada j P t1, . . . , nu. Denotemos como R-simp a un conjunto completo de
representantes de clases de isomorfismo de módulos simples en R-Mod. Aśı, considera-
remos R-simp “ tSju

n
i“1 donde

Sj :“ Rp0, . . . , 0, ejloomoon
coordenada j

, 0, . . . , 0q
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donde Rjej es un ideal mı́nimo de Rj. Como R es semisimple, todo módulo M P R-Mod
es suma directa de módulos simples. Aśı, tenemos que

M –

nà

j“1

S
p↵jq
j

donde 0 § ↵j P Cn para toda j P t1, . . . , nu.
Por el Teorema de Krull-Schmidt-Remak-Azumaya [11, Teorema 2.12], tenemos que

cualesquiera dos descomposiciones de un módulo semisimple en sumandos directos sim-
ples son equivalentes, es decir, si M es un módulo tal que M “ ‘iPINi “ ‘jPJKj donde
Ni y Kj son módulos simples no cero para cada i P I y cada j P J , entonces existe
una correspondencia biyectiva ' : I Ñ J tal que Ni – M'piq para cada i P I. Como
consecuencia de este último teorema, tenemos que todo submódulo y todo cociente de
un módulo semisimple M son semisimples y tales que sus sumandos directos simples
son un subconjunto de los sumandos directos simples de M .

Consideremos R-simp “ tSju
n
j“1. Por la Definición 3.8, tenemos que

adpSjq :“ adpt0, Sjuq “

!
M

ˇ̌
ˇ M – S

p⌘q
j donde ⌘ † 

)

para toda  P ICn,

ad´8pSjq :“ ad´8pt0, Sjuq “ tM | M – 0u

y

ad8pSjq :“ ad8pt0, Sjuq “

!
M

ˇ̌
ˇ M – S

p⌘q
j donde ⌘ P Cn

)

Ahora, sean 1, . . . ,m P ICn. Definimos la clase u-cardinal de la n-tupla pjq
n
j“1

como

Uppjq
n
j“1q :“

nà

j“1

adjpSjq

Notemos que Sj P Uppjq
n
j“1q si y sólo si j ‰ ´8. Estas clases de módulos son de

gran ayuda para describir la estructura reticular de R-ad.

Ejemplo 3.12 Sea R “ Z30 – Z2 ˆ Z3 ˆ Z5. Notemos que R tiene sólo tres ideales

máximos: R15, R10 y R6. Entonces R-simp “ tS1, S2, S3u. Estamos llamando S1, S2 y

S3 a los cocientes R{R15, R{R10 y R{R6, respectivamente. Sean 1 “ @`
0 , 2 “ ´8 y

3 “ @0. Entonces, la clase u-cardinal de la 3-tupla p@`
0 ,´8,@0q es

Upp@`
0 ,´8,@0qq “ ad@`

0
pS1q ‘ ad´8pS2q ‘ ad@0pS3q

“ ad@`
0

pS1q ‘ ad@0pS3q

“

!
M

ˇ̌
ˇ M – S

p�q
1 ‘ S

pnq
3 , donde � † @`

0 y n P N
)
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Proposición 3.13 Sea R un anillo Artiniano semisimple tal que |R-simp| “ n. En-

tonces Uppjq
n
j“1q P R-ad para cualesquiera 1, . . . ,n P ICn.

Demostración:
Sean 1, . . . ,n P ICn y R-simp “ tSju

n
j“1. Por el Teorema 3.2, tenemos que

Uppjq
n
j“1q “

nà

j“1

adjpSjq “

n™

j“1

adjpSjq P R-ad
. ⌅

3.3. Tamaño aditivo. Descripción de la ret́ıcula R-ad

para anillos Artinianos semisimples

Sea R un anillo Artiniano semisimple tal que |R-simp| “ n. Consideremos la clase
U “

 
Uppjq

n
j“1q | j P ICn para cada j P t1, . . . , nu

(
. La Proposición 3.13 muestra que

U Ñ R-ad. Para probar que R-ad Ñ U, introducimos un par de definiciones que se
derivan del siguiente lema. Dichas definiciones son necesarias para describir un orden
parcial en R-ad.

Lema 3.14 Sea R un anillo, X P R-ad,  P ICn y M P R-Mod.

piq Si M
pq

R X , entonces M
p⌘q

R X para toda ⌘ • .

piq Si M
pq

P X , entonces M
p⌘q

P X para toda ⌘ § .

Demostración:
Inmediato. ⌅

Definición 3.15 Sea R un anillo, X P R-ad,  P ICn y M P R-Mod. Definimos el

tamaño aditivo de M en X , denotado como sizeX pMq, de la siguiente manera:

sizeX pMq “ ´8 si M R X .

sizeX pMq “  si M
p⌘q

R X para todo ⌘ •  y  es el menor número cardinal con

esta propiedad.

sizeX pMq “ 8 si M
p⌘q

P X para todo ⌘ P Cn.

Definición 3.16 Sea R un anillo Artiniano semisimple con R-simp “ tSju
n
j“1. Sea

X P R-ad. Para cada j P t1, . . . , nu, sea j “ sizeX pSjq donde j P ICn. Definimos el

tamaño simple aditivo de X como la n-tupla pjq
n
j“1. Denotamos esto como SizepX q.
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Sea pICnq
n el producto Cartesiano de n copias de ICn y consideremos el orden

parcial del producto sobre él, dado por:

pjq
n
j“1 § p⌘jq

n
j“1 si y sólo si j § ⌘j para cada j P t1, . . . , nu

Notemos que el ı́nfimo es

pjq
n
j“1 ^ p⌘jq

n
j“1 “ pj ^ ⌘jq

n
j“1 “ pinftj, ⌘juq

n
j“1

y el supremo es

pjq
n
j“1 _ p⌘jq

n
j“1 “ pj _ ⌘jq

n
j“1 “ psuptj, ⌘juq

n
j“1

Gracias a lo anterior y a que la clase de todos los números cardinales está bien ordenada,
se concluye que pICnq

n es una gran ret́ıcula completa. Los siguientes teoremas muestran
que existe una relación entre el tamaño simple aditivo y las clases u-cardinales.

Teorema 3.17 Sea R un anillo Artiniano semisimple tal que |R-simp| “ n. Entonces

la correspondencia

Size : R-ad Ñ
`
ICn

˘n

X fiÑ SizepX q

es biyectiva.

Demostración:
Consideremos R-simp “ tSju

n
j“1.

Size es inyectiva: Sean X ,Y P R-ad. Supongamos que SizepX q “ pjq
n
j“1 “ SizepYq.

Sea N “
Àn

j“1 S
p⌘jq
j P X , donde ⌘j P Cn para cada j P t1, . . . , nu. Si j “ ´8, enton-

ces ⌘j “ 0. Si j P ICn Y t8u, entonces ⌘j † j. Aśı, por el Lema 3.14, tenemos que

S
p⌘jq
j P Y para cada j P t1, . . . , nu. Por lo tanto, N P Y . Se concluye que X Ñ Y . De la

misma manera se prueba que Y Ñ X .
Size es suprayectiva: Sea pjq

n
j“1 P ICn. Probaremos que SizepUppjq

n
j“1qq “ pjq

n
j“1.

Para ello, es suficiente probar que sizeadj pSjqpSjq “ j para cada j P t1, . . . , nu. Tome-
mos j0 P t1, . . . , nu.

Si j0 “ ´8, entonces Sj0 R adj0
pSj0q. Por lo tanto, sizeadj0 pSj0 qpSj0q “ ´8 “

j0 .

Si j0 P ICn, entonces S
p⌘q
j0 P adj0

pSj0q para todo ⌘ † j0 . Notemos que

S
p�q
j0 R adj0

pSj0q para todo � • j0 y j0 es el menor número cardinal con es-
ta propiedad. Por lo tanto, sizeadj0 pSj0 qpSj0q “ j0 .

Si j0 “ 8, entonces S
p⌘q
j0 P adj0

pSj0q para todo ⌘ P Cn. Por lo tanto,
sizeadj0

pSj0 qpSj0q “ 8 “ j0 .
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Por lo tanto, SizepUppjq
n
j“1qq “ pjq

n
j“1. ⌅

Corolario 3.18 Sea R un anillo Artiniano semisimple tal que |R-simp| “ n. Entonces

R-ad “ U “ tUppjq
n
j“1q | j P ICn para cada j “ 1, . . . , nu

Demostración:
pÑq Sea X P R-ad. Consideremos la clase UpSizepX qq. Por el Teorema 3.17, tenemos

que X “ UpSizepX qq P U.
pÖq Se sigue de la Proposición 3.13. ⌅

Teorema 3.19 Sea R un anillo Artiniano semisimple tal que |R-simp| “ n.

piq La correspondencia

U :
`
ICn

˘n
Ñ R-ad

pjq
n
j“1 fiÑ Uppjq

n
j“1q

es inversa de Size.

piiq Las correspondencias Size y U preservan el orden.

Demostración:
Consideremos R un anillo Artiniano semisimple tal que R-simp “ tSju

n
j“1.

piq Se sigue del Teorema 3.17 y del Corolario 3.18.
piiq Size preserva el orden: Supongamos que X Ñ Y . Por el Corolario 3.18, tene-

mos que X “ UpSizepX qq “ Uppjq
n
j“1q y Y “ UpSizepYqq “ Upp⌘jq

n
j“1q. Enton-

ces, adjpSjq Ñ ad⌘jpSjq para cada j P t1, . . . , nu. Si sucede que ⌘j † j, entonces

S
p⌘jq
j P adjpSjq Ñ ad⌘jpSjq. Esto implica que ⌘j † ⌘j, lo cual es absurdo. Por lo tanto,

j § ⌘j para cada j P t1, . . . , nu. Esto implica que SizepX q § SizepYq.
piiq U preserva el orden: Supongamos que pjq

n
j“1 “ SizepX q § SizepYq “ p⌘jq

n
j“1.

Entonces j § ⌘j para cada j P t1, . . . , nu. Por la Proposición 3.11 piq, tenemos que
adjpSjq Ñ ad⌘jpSjq para cada j P t1, . . . , nu. Entonces UpSizepX qq Ñ UpSizepYqq. Por
el Corolario 3.18, se sigue que X Ñ Y . ⌅

Finalmente, juntando todos estos hechos, concluimos que R-ad y pICnq
m son iso-

morfas como grandes ret́ıculas, como se muestra en el siguiente corolario.

Corolario 3.20 Sea R un anillo Artiniano semisimple tal que |R-simp| “ n. Entonces,

existe un isomorfismo de ret́ıculas entre R-ad e pICnq
n
.

Demostración:
Se sigue de los Teoremas 3.17 y 3.19. ⌅

Ejemplo 3.21 Sea R “ Zp donde p es un número primo. Tenemos que R es un anillo

Artiniano simple. Aśı, tenemos que R-simp “ tS1u. Entonces, para cada clase aditiva

X existe  P ICn tal que X “ Upq. El diagrama de Hasse de Zp-ad se muestra en la

Figura 3.1.
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• U(�) �= Zp-Mod

•U(�+)

• U(�)

•U(�+
0 )

• U(�0)

•U(��) = {0}

Figura 3.1: Diagrama de Hasse de Zp-ad donde p es cualquier número primo.

Ejemplo 3.22 Sea R “ Zp ˆ Zq donde p y q son cualesquiera dos números primos dife-

rentes. Notemos que R tiene sólo dos ideales máximos no isomorfos: Rp0, 1q y Rp1, 0q.

Entonces R-simp “ tS1, S2u. Estamos llamando S1 y S2 a los cocientes R{Rp0, 1q y

R{Rp1, 0q, respectivamente. Entonces, para cada clase aditiva X existen 1,2 P ICn
tales que X “ Up1,2q. El diagrama de Hasse de pZp ˆ Zqq-ad se muestra en la Figura

3.2.

Ejemplo 3.23 Sea R “ Zp ˆ Zq ˆ Zr donde p, q y r son cualesquiera tres números

primos distintos. Notemos que R tiene sólo tres ideales máximos: Rp0, 1, 1q, Rp1, 0, 1q y

Rp1, 1, 0q. Entonces R-simp “ tS1, S2, S3u. Estamos llamando S1, S2 y S3 a los cocientes

R{Rp0, 1, 1q, R{Rp1, 0, 1q y R{Rp1, 1, 0q, respectivamente. Entonces, para cada clase

aditiva X existen 1,2,3 P ICn tales que X “ Up1,2,3q. El diagrama de Hasse de

R-ad se muestra en la Figura 3.3.
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•
U(��,�)�=

Zq-Mod

• U(��,�+)

• U(��,�)

• U(��,�+
0 )

• U(��,�0)

•U(��,��) = {0}

• U(�0,�)

•
•

•
•

•U(�0,��)

• U(�+
0 ,�)

•
•

•
•

•U(�+
0 ,��)

• U(�,�)

•
•

•
•

•U(�,��)

• U(�+,�)

•
•

•
•

•U(�+,��)

•Zpq-Mod �= U(�,�)

•U(�,�+)

•U(�,�)

•U(�,�+
0 )

•U(�,�0)

•
U(�,��)�=

Zp-Mod

Figura 3.2: Diagrama de Hasse de pZp ˆ Zqq-ad donde p y q son cualesquiera
dos números primos distintos.

Los puntos gruesos en la Figura 3.3 representan a las siguientes clases:

A: Up´8,´8,´8q, la clase cero.

B: Up´8,8,´8q isomorfo a Zq-Mod.

C: Up8,´8,´8q isomorfo a Zp-Mod.

D: Up8,8,´8q isomorfo a pZp ˆ Zqq-Mod.

E: Up´8,´8,8q isomorfo a Zr-Mod.

F: Up´8,8,8q isomorfo a pZq ˆ Zrq-Mod.

G: Up8,´8,8q isomorfo a pZp ˆ Zrq-Mod.

H: Up8,8,8q isomorfo a R-Mod.
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Figura 3.3: Diagrama de Hasse de pZp ˆ Zq ˆ Zrq-ad donde p, q y r son cuales-
quiera tres números primos distintos.

3.4. Descripciones de R-bad y R-pretors para anillos

Artinianos semisimples

En esta sección, caracterizamos las clases R-bad y R-pretors cuando R es un anillo
Artiniano semisimple. Además, describimos los átomos e intervalos en la gran ret́ıcu-
la R-ad. Para cualquier clase de módulos X , denotamos por simppX q a un conjunto
completo de representantes de clases de isomorfismo de módulos simples en X .

Lema 3.24 Sea R un anillo Artiniano semisimple tal que |R-simp| “ n. Sean

X ,Y P R-ad. Entonces, cycpX q “ cycpYq si y sólo si simppX q “ simppYq.

Demostración:
pñq Supongamos que cycpX q “ cycpYq. Como simppX q Ñ cycpX q, se sigue que

simppX q Ñ cycpYq. Por lo tanto, simppX q Ñ simppYq. Similarmente, se prueba que
simppYq Ñ simppX q. Por lo tanto, simppX q “ simppYq.
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pq Supongamos que simppX q “ simppYq. Sea C P cycpX q. Como R es Artiniano
semisimple, tenemos que C es una suma directa finita de módulos simples en X . Por
hipótesis, tenemos que C es una suma directa finita de módulos simples en Y . Por lo
tanto, C P Y y aśı, C P cycpYq. Concluimos que cycpX q Ñ cycpYq. Similarmente, se
prueba que cycpYq Ñ cycpX q. Por lo tanto, cycpX q “ cycpYq. ⌅

Teorema 3.25 Sea R un anillo Artiniano semisimple tal que |R-simp| “ n. Entonces,

piq R-bad “ tUpp↵jq
n
j“1q | p↵jq

n
j“1 P pt´8,@0uq

n
u, y

piiq R-pretors “ tUpp�jq
n
j“1q | p�jq

n
j“1 P pt´8,8uq

n
u.

Demostración:
piq Sea B “ tUpp↵jq

n
j“1q | p↵jq

n
j“1 P pt´8,@0uq

n
u. Probaremos que R-bad “ B.

pÑq Sea X P R-bad tal que SizepX q “ pjq
n
j“1. Por el Corolario 3.18, tenemos

que X “ Uppjq
n
j“1q. Dado que toda clase aditiva acotada está determinada de forma

única por los módulos ćıclicos que contiene, y por la Proposición 3.10, tenemos que
pjq

n
j“1 P pt´8,@0uq

n. Por lo tanto, X P B.
pÖq Sea X P B. Por el Corolario 3.18, tenemos que X P R-ad. Sea Y P R-ad tal que

cycpX q “ cycpYq. Entonces, simppX q “ simppYq por el Lema 3.24. De esta manera,
X Ñ Y por el Teorema 3.19 piiq. Por lo tanto, X P R-bad.

piiq Sea C “ tUpp�jq
n
j“1q | p�jq

n
j“1 P pt´8,8uq

n
u. Probaremos que R-pretors “ C.

pÑq Sea X P R-pretors tal que SizepX q “ pjq
n
j“1. Por el Corolario 3.18, tenemos

que X “ Uppjq
n
j“1q. Notemos que pjq

n
j“1 P pt´8,8uq

n. Por lo tanto, X P C.
pÖq Sea X P C. Por la Proposición 3.13, tenemos que X P R-ad. Por definición

de la clase C, tenemos que X es cerrada bajo sumas directas arbitrarias. Por lo tanto,
X P R-pretors. ⌅

Corolario 3.26 Sea R un anillo Artiniano semisimple tal que |R-simp| “ n. Entonces,

|R-bad| “ |R-pretors| “ 2n.

Siguiendo al Teorema 3.25, podemos generar una clase aditiva acotada y una clase
de pretorsión hereditaria de cada clase aditiva X de la siguiente forma:

Sea X P R-ad tal que SizepX q “ pjq
n
j“1. Sean p↵jq

n
j“1, p�jq

n
j“1 P pICnq

n tales que

↵j “

"
@0 si j ‰ ´8

´8 otro caso
(3.1)

y

�j “

"
8 si j ‰ ´8

´8 otro caso
(3.2)

para cada j P t1 . . . , nu. Entonces, por el Teorema 3.25, tenemos que Upp↵jq
n
j“1q P R-bad

y Upp�jq
n
j“1q P R-pretors.
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Teorema 3.27 Sea R un anillo Artiniano semisimple tal que |R-simp| “ n. Si X P

R-ad, entonces badpX q “ Upp↵jq
n
j“1q y strongpX q “ Upp�jq

n
j“1q, donde cada ↵j satisface

la Ecuación 3.1 y cada �j satisface la Ecuación 3.2.

Demostración:
Primero, probaremos que badpX q “ Upp↵jq

n
j“1q.

Dado que cycpX q “ cycpbadpX qq, tenemos que simppX q “ simppbadpX qq por el Le-
ma 3.24. Por el Teorema 3.25 piq, concluimos que badpX q “ Upp↵jq

n
j“1q.

Similarmente, por el Lema 3.24 y el Teorema 3.25 piiq, se prueba que strongpX q “

Upp�jq
n
j“1q. ⌅

Recordemos que en la Sección 2.4 probamos que existe una asignación suprayectiva
� de las clases aditivas hacia los filtros lineales del anillo. Para una clase aditiva X ,
denotamos por rX s„�

a la clase de todas las clases aditivas que tienen asociado el mismo
filtro lineal que X . Probamos que rX s„�

“ rbadpX q, strongpX qs (Teorema 2.32) y que
la familia trbadpX q, strongpX qs | X P R-adu forma una partición de R-ad (Corolario
2.33).

Corolario 3.28 Sea R un anillo Artiniano semisimple tal que |R-simp| “ n. Si X P

R-ad, entonces el intervalo de clases aditivas asociado al filtro lineal �pX q es rUpp↵jq
n
j“1q,Upp�jq

n
j“1qs,

donde cada ↵j satisface la Ecuación 3.1 y cada �j satisface la Ecuación 3.2. Por lo tan-

to, R-ad está particionado en 2n intervalos de la forma rUpp↵jq
n
j“1q,Upp�jq

n
j“1qs.

Demostración:
Se sigue del Teorema 3.27 y del Corolario 3.26. ⌅

Notemos que si X “ t0u, entonces

Upp↵jq
n
j“1q “ Upp�jq

n
j“1q “ Up´8,´8, . . . ,´8loooooooooomoooooooooon

n veces

q “ t0u

y aśı, rUpp↵jq
n
j“1q,Upp�jq

n
j“1qs es un intervalo que consta de una sola clase aditiva, la

clase cero.

Teorema 3.29 Sea R un anillo Artiniano semisimple. Entonces

|R-simp| “ n si y sólo si atmpR-adq “ n

Demostración:
pñq Sea |R-simp| “ n. Consideremos R-simp “ tSju

n
j“0. Por la Proposición 2.23,

tenemos que ad@0pSjq es un átomo en R-ad para cada j P t1, . . . , nu. Por el Teorema
2.25, concluimos que atmpR-adq “ n.

pq Sea atmpR-adq “ n. Por el Teorema 2.25, tenemos que existen
Sp1 , . . . , Spn P R-simp, donde Spi fl Spj como R-módulos para todo i ‰ j. Sea S P

R-simp. Por la Proposición 2.23 concluimos que S – Spj para alguna j. Por lo tanto,
|R-simp| “ n. ⌅
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Ejemplo 3.30 Sea R “ Zp como en el Ejemplo 3.21. Por el Teorema 3.29, R-ad tiene

sólo un átomo, Up@0q. Por el Corolario 3.28, R-ad está particionada en dos intervalos:

A : rUp´8q,Up´8qs “ t0u

B: rUp@0q,Up8qs

De esta manera, cada clase aditiva pertenece a exactamente uno de estos dos intervalos.

Dichos intervalos se muestran en la Figura 3.4.

• U(�) �= Zp-Mod

•

• B

•

• U(�0)

•U(��) = {0} A

Figura 3.4: Diagrama de Hasse de cada intervalo en Zp-ad con p cualquier
número primo.

Ejemplo 3.31 Sea R “ Zp ˆ Zq como en el Ejemplo 3.22. Por el Teorema 3.29,

R-ad tiene dos átomos, Up@0,´8q y Up´8,@0q. Por el Corolario 3.28, R-ad está

particionado en cuatro intervalos:

A : rUp´8,´8q,Up´8,´8qs “ t0u

B: rUp@0,´8q,Up8,´8qs

C : rUp´8,@0q,Up´8,8qs

D : rUp@0,@0q,Up8,8qs
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•
U(��,�)�=

Zq-Mod

•

• C

•

• U(��,�0)

•U(��,��) = {0} A

•

•

•

•

•
U(�0,�0)

•U(�0,��)

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•B

•

•

•

•

•

•

•Zpq-Mod �= U(�,�)

•

•D

•

•

•
U(�,��)�=

Zp-Mod

Figura 3.5: Diagrama de Hasse de cada intervalo en pZp ˆ Zqq-ad con p y q

cualesquiera números primos distintos.

De esta manera, cada clase aditiva pertenece a exactamente uno de estos cuatro inter-

valos. Dichos intervalos se muestran en la Figura 3.5.

Ejemplo 3.32 Sea R “ Zp ˆ Zq ˆ Zr como en el Ejemplo 3.23. Por el Teorema 3.29,

R-ad tiene tres átomos, Up@0,´8,´8q, Up´8,@0,´8q, y Up´8,´8,@0q. Por el

Corolario 3.28, R-ad está particionada en ocho intervalos:

A : rUp´8,´8,´8q,Up´8,´8,´8qs

B: rUp´8,@0,´8q,Up´8,8,´8qs

C : rUp@0,´8,´8q,Up8,´8,´8qs

D : rUp@0,@0,´8q,Up8,8,´8qs

E : rUp´8,´8,@0q,Up´8,´8,8qs
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F : rUp´8,@0,@0q,Up´8,8,8qs

G : rUp@0,´8,@0q,Up8,´8,8qs

H : rUp@0,@0,@0q,Up8,8,8qs

De esta manera, cada clase aditiva pertenece a exactamente uno de estos ocho inter-

valos. Dichos intervalos se muestran en la Figura 3.6. Cada clase marcada con letra

mayúscula es el supremo del intervalo y es una clase de pretorsión hereditaria por el

Teorema 3.27. Cada clase marcada con letra minúscula es el ı́nfimo del intervalo y es

una clase aditiva acotada por el Teorema 3.27.

Teorema 3.33 Sea R un anillo Artiniano semisimple. Entonces, R-ad es una gran

ret́ıcula fuertemente atómica.

Demostración:
Supongamos que |R-simp| “ n. Sean X ,Y P R-ad tales que X Ñ Y ,
SizepX q “ pjq

n
j“1 y SizepYq “ p⌘jq

n
j“1. Consideremos el intervalo rX ,Ys. Por el Co-

rolario 3.18, estamos tratando con el intervalo
“
Uppjq

n
j“1q,Upp⌘jq

n
j“1q

‰
. Notemos que,

si j0 † ⌘j0 , entonces Uppjq
n
j“1q ⌃ Up1, . . . ,j0´1,

`
j0 ,j0`1, . . . ,nq y esta clase es un

átomo en rX ,Ys. Se concluye que rX ,Ys es atómico. ⌅
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Figura 3.6: Diagrama de Hasse de cada intervalo en pZp ˆ Zq ˆ Zrq-ad con p, q
y r cualesquiera tres números primos distintos.
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Caṕıtulo 4

La estructura de los módulos sobre
anillos c-uniseriales

Como observamos en las Secciones 3.2 y 3.3, el Teorema de Artin-Wedderburn y el
Teorema de Krull-Schmidt-Remak-Azumaya juegan un papel crucial en la descripción
de la estructura reticular de las clases aditivas sobre anillos Artinianos semisimples. En
concreto, si R es un anillo Artiniano semisimple, entonces

pIq R tiene un número finito de representantes de módulos simples no isomorfos.

pIIq Todo R-módulo es semisimple.

pIIIq Cualesquiera dos descomposiciones de un R-módulo semisimple en sumandos di-
rectos simples son equivalentes, es decir, si M es un módulo tal que
M “ ‘iPINi “ ‘jPJKj donde Ni y Kj son módulos simples no cero para ca-
da i P I y cada j P J , entonces existe una correspondencia biyectiva ' : I Ñ J

tal que Ni – M'piq para cada i P I.

pIV q Todo submódulo y todo cociente de un R-módulo semisimple M es semisimple tal
que sus sumandos directos simples son un subconjunto de los sumandos directos
simples de M .

En este caṕıtulo examinamos a los anillos c-uniseriales como una generalización de
los anillos Artinianos semisimples a través de los hechos pIq ´ pIV q. Posteriormente,
describimos el conglomerado de clases aditivas para estos anillos.

Para empezar, necesitamos algunas definiciones.

Definición 4.1 Sea R un anillo.

piq R es local si R{J es un campo, donde J es el radical de Jacobson (equivalente-

mente, si R tiene un único ideal máximo derecho).

piiq R es semilocal si R{J es semisimple.

53
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piiiq R es completamente primario si es local y J es nilpotente.

pivq R es primario si es un anillo de matrices completas sobre un anillo completamente

primario.

pvq R es semiprimario si es semilocal y J es nilpotente.

Lema 4.2 Si R es local y J su radical de Jacobson, entonces las siguientes afirmaciones

son equivalentes:

piq R es primario.

piiq R es completamente primario.

piiiq J es nilpotente.

Demostración:
Inmediato. ⌅

Definición 4.3 Sea R un anillo y M P R-Mod.

piq M es uniserial izquierdo (derecho) si la ret́ıcula de submódulos izquierdos (de-

rechos) de M está totalmente ordenada por la inclusión. M es uniserial si es

uniserial izquierdo y derecho.

piiq M es serial izquierdo (derecho) si es suma directa de módulos uniseriales izquier-

dos (derechos). M es serial si es serial izquierdo y derecho.

piiiq R es cadena izquierdo (derecho) si R es uniserial izquierdo (derecho) como módulo

sobre śı mismo. R es cadena si es cadena izquierdo y derecho.

pivq R es serial izquierdo (derecho) si R es serial izquierdo (derecho) como módulo

sobre śı mismo. R es serial si es serial izquierdo y derecho.

pvq R es uniserial generalizado izquierdo (derecho) si R es Artiniano izquierdo (de-

recho) y serial izquierdo (derecho). R es uniserial generalizado si es Artiniano

izquierdo y derecho y serial izquierdo y derecho.

pviq R es uniserial izquierdo (derecho) si es uniserial generalizado izquierdo (dere-

cho) y es isomorfo a un producto directo finito de anillos primarios izquierdos

(derechos). R es uniserial si es uniserial izquierdo y derecho.

pviq R es c-uniserial izquierdo (derecho) si es uniserial generalizado izquierdo (de-

recho) y es isomorfo a un producto directo finito de anillos Artinianos cadena

izquierdos (derechos). R es c-uniserial si es c-uniserial izquierdo y derecho.
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A continuación, establecemos los siguientes resultados que nos permiten obtener los
análogos de los resultados pIq ´ pIV q.

Proposición 4.4 ([12], Ejercicios 18.38.2) Sea R un anillo completamente prima-

rio y J su radical de Jacobson. Entonces R es un anillo de ideales principales izquierdos

si y sólo si R tiene una única serie de composición

R ° J ° J
2

° ¨ ¨ ¨ ° J
n´1

° 0

en R-Mod.

Teorema 4.5 ([6], Teorema 2) R es uniserial si y sólo si R es Artiniano de ideales

principales.

Teorema 4.6 ([17], Teorema 3) Todo módulo sobre un anillo uniserial es suma di-

recta de módulos ćıclicos uniseriales.

Teorema 4.7 ([27], Teorema Fundamental) R es uniserial si y sólo si todo R-módulo

es serial.

De esta manera, obtenemos la siguiente:

Observación 4.1 Sea R un anillo.

piq R es Artiniano cadena si y sólo si R es Artiniano local de ideales principales.

piiq Todo anillo R c-uniserial es uniserial

Aśı, podemos escribir los resultados análogos a pIq ´ pIIIq:

pI
1
q Todo anillo c-uniserial tiene un número finito de representantes de módulos ćıclicos
uniseriales no isomorfos. (Definición de anillo c-uniserial).

pII
1
q Todo módulo sobre un anillo c-uniserial es suma directa de módulos ćıclicos uni-
seriales. (Teorema 4.6).

pIII
1
q Cualesquiera dos descomposiciones de un módulo serial en sumandos directos uni-
seriales son equivalentes, es decir, si M es un módulo tal que
M “ ‘iPINi “ ‘jPJKj donde Ni y Kj son módulos uniseriales no cero para
cada i P I y cada j P J , entonces existe una correspondencia inyectiva ' : I Ñ J

tal que Ni – M'piq para cada i P I. (Teorema de Krull-Schmidt-Remak-
Azumaya [11, Teorema 2.12]).

Con respecto al hecho pIV q, en [2, Teorema 38] se demuestra lo siguiente: para un
anillo isomorfo a un producto directo finito de anillos Artinianos de ideales principales,
todo submódulo de un módulo es módulo cociente y viceversa. Debido a la Observación
4.1 piq y piiiq, podemos concluir que esto también se cumple para los anillos Artinianos
cadena y c-uniseriales. Usando este hecho, en este caṕıtulo describimos la estructura
de los submódulos y cocientes de cualquier módulo sobre anillos Artinianos cadena y
c-uniseriales.
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4.1. Módulos sobre anillos Artinianos cadena

En esta sección, consideramos a R como un anillo Artiniano cadena, m su longitud
y J su radical de Jacobson. Tenemos que la ret́ıcula de ideales de R es LpRq “ tJ

h
u
m
h“0

donde
R “ J

0
° J ° ¨ ¨ ¨ ° J

m´1
° J

m
“ 0

Por lo tanto, |LpRq| “ |R-cyc| “ m ` 1.
Consideremos R-cyc “ tCku

m
k“0 tal que Ck – R{J

k para cada k P t0, . . . ,mu. Deci-
mos que Ck1 † Ck2 si Ck1 fl Ck2 y Ck1 ⇢ Ck2 . Como consecuencia de [6, Teorema 2], se
sigue que Ck – J

m´k para cada k P t0, . . . ,mu y Ck1 † Ck2 si y sólo si Jm´k1 † J
m´k2 .

Esto implica que todo módulo ćıclico sobre un anillo Artiniano cadena es uniserial. De
esta forma, tenemos que

R – Cm ° Cm´1 ° ¨ ¨ ¨ ° C1 ° C0 “ 0

Recordemos que por [2, Teorema 38], tenemos que Ck ⇢ Cj si y sólo si Cj ⇣ Ck.
Sea R un anillo Artiniano cadena y sea m su longitud. En esta sección, cuando

escribamos un R-módulo M como la suma directa
Àt

j“1 C
p⌘jq
kj

, vamos a convenir en las
siguientes condiciones:

piq M ‰ 0
piiq t § m

piiiq Ckj P R-cyc para cada j P t1, . . . , tu
pivq Cki † Ckl si y sólo si i † l

pvq 0 † ⌘j P Cn para cada j P t1, . . . , tu

,
////.

////-

¨ ¨ ¨ p‹q

Llamamos conjunto de componentes de M al conjunto tCkju
t
j“1 y componente de M a

sus elementos.
Notemos que en la descripción de un módulo que cumple las condiciones p‹q, digamos

M , los ı́ndices de sus componentes son indispensables para mantener el orden total
entre ellos. El uso del radical de Jacobson J en vez de módulos ćıclicos uniseriales en la
descripción de M podŕıa llegar a ser confuso pues el orden total de LpRq en términos
de J está dado por sus potencias de forma inversa. Por lo anterior, usamos R-cyc en
vez de LpRq para describir a los módulos sobre un anillo Artiniano cadena R.

Sea M P R-Mod. Dado que cycpMq es una cadena finita, tiene un único elemen-
to máximo, digamos pC. Entonces pC es el elemento mayor en cycpMq. Los siguientes
resultados describen a pC aśı como a cycpMq.

Lema 4.8 Sea R un anillo Artiniano cadena y M P R-Mod. Entonces

cycpMq “ tC P R-cyc | C ⇢ pCu “ tC P R-cyc | pC ⇣ Cu,

donde pC es el mayor submódulo ćıclico de M .
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Demostración:
Sea pC el elemento mayor en cycpMq. Sea B “ tC P R-cyc | C ⇢ pCu. Probamos que
cycpMq “ B.

pÑq Sea C P cycpMq. Entonces C – pC o C † pC. Esto implica que C ⇢ pC, de donde
se sigue que C P B.

pÖq Sea C P B. Entonces C ⇢ pC ⇢ M , de donde se sigue que C P cycpMq.
La segunda igualdad es consecuencia de [2, Teorema 38]. ⌅

Proposición 4.9 Sea R un anillo Artiniano cadena y m su longitud. Si

M –
Àt

j“1 C
p⌘jq
kj

cumple las condiciones p‹q, entonces

cycpMq “ tC P R-cyc | C ⇢ Cktu “ tC P R-cyc | Ckt ⇣ Cu

Demostración:
Para la primera igualdad, por el Lema 4.8 sólo es necesario probar que Ckt es el mayor

elemento en cycpMq, digamos pC.
Por un lado, como pC es el elemento mayor, tenemos que Ckt ⇢ pC. Por otro lado,

dado que todo módulo ćıclico es uniforme, por [9, Lema 2.5] se tiene que pC ⇢ Ckj para

alguna j P t1, . . . , tu. Por lo tanto, pC ⇢ Ct . Se concluye que Ckt – pC.
La segunda igualdad se sigue de [2, Teorema 38]. ⌅

La siguiente proposición nos ayudará a caracterizar los submódulos y cocientes de
módulos sobre anillos Artinianos cadena.

Proposición 4.10 Sea R un anillo Artiniano cadena y m su longitud. SeanM –
Àt

j“1 C
p⌘jq
kj

y N –
Às

l“1 D
p�lq
hl

tales que cumplen las condiciones p‹q.

piq Si N ⇢ M , entonces para cada l P t1, . . . , su existe jl P t1, . . . , tu tal que

Dhl
⇢ Ckjl

.

piiq Si M ⇣ N , entonces para cada l P t1, . . . , su existe jl P t1, . . . , tu tal que

Ckjl
⇣ Dhl

.

Demostración:
piq Por la Proposición 4.9, se tiene que Dhl

⇢ Ckt para cada l P t1, . . . , su. Sea

Bl “ tC P cycpMq | existe j P t1, . . . , tu tal que C – Ckj y Dhl
⇢ Cu

Dado que Bl es una cadena finita, entonces tiene elemento menor, digamos Ckjl
. Aśı,

Dhl
⇢ Ckjl

y jl es el menor número con esta propiedad.
piiq Similar a piq. ⌅
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Sean M,N P R-Mod. Si N ⇢ M , entonces la Proposición 4.10 muestra que cada
componente D de N tiene un “supremo” en M en el sentido de que es una componente
de M que es el menor elemento en el conjunto de componentes de M que “dominan a”
D. De esta manera, definimos la noción de supervisión para un par de módulos M y
N .

Definición 4.11 Sea R un anillo Artiniano cadena ym su longitud. SeanM –
Àt

j“1 C
p⌘jq
kj

y N –
Às

l“1 D
p�lq
hl

tales que cumplen las condiciones p‹q. Consideremos C P tCkju
t
j“1 y

D P tDhl
u
s
l“1.

Decimos que C P tCkju
t
j“1 es un submódulo ćıclico supervisor de M sobre N si

existe D P tDhl
u
s
l“1 tal que C ⇣ D y C es la menor componente de M con esta

propiedad. Denotamos esta situación como C
`
M ⇣

N

˘
D.

Decimos que D P tDhl
u
s
l“1 es un submódulo ćıclico supervisado de N en M si

existe C P tCkju
t
j“1 tal que D ⇢ C y D es la mayor componente de N con esta

propiedad. Denotamos esta situación como D
`
N ⇢M

˘
C.

Notemos que si no existe un monomorfismo � : N Ñ M , entonces no está garanti-
zada la existencia de módulos ćıclicos supervisores y supervisados entre M y N .

Ejemplo 4.12 Sea R “ Z16. Los ideales de R son 0, R8, R4, R2, y R. Consideremos

R-cyc “ t0, C1, C2, C3, C4u donde identificamos con 0, C1, C2, C3, y C4 con los ideales

0, R8, R4, R2, y R, respectivamente. Tomemos

M – pC2q
p2q

‘ pC3q
p@0q

‘ C4, N – pC1q
p@0q

‘ pC2q
p10q

y K – C3 ‘ C4

piq Para N y M , tenemos que

C2

`
M ⇣

N

˘
C1, C2

`
M ⇣

N

˘
C2, C2

`
N ⇢M

˘
C2,

C2

`
N ⇢M

˘
C3 y C2

`
N ⇢M

˘
C4

También tenemos que

C2

`
N ⇣

M

˘
C2 y C2

`
M ⇢N

˘
C2

piiq Para N y K, tenemos que

C3

`
K⇣

N

˘
C1, C3

`
K⇣

N

˘
C2, C2

`
N ⇢K

˘
C3 y C2

`
N ⇢K

˘
C4.

Sin embargo, no existen submódulos ćıclicos supervisores de N sobre K ni submódu-

los ćıclicos supervisados de K en N .
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Recordemos que un módulo es local si y sólo si es ćıclico no cero con un único
submódulo propio máximo. Un módulo no cero es inescindible si sus únicos sumandos
directos son los triviales. Notemos que todo módulo local es inescindible. Por [6, Teorema
2] se concluye que todo módulo ćıclico uniserial sobre un anillo Artiniano cadena es
inescindible.

Lema 4.13 Sea R un anillo Artiniano cadena y m su longitud. Sean M –
Àt

j“1 C
p⌘jq
kj

y

N –
Às

l“1 D
p�lq
hl

tales que cumplen las condiciones p‹q. Sean tDhl�
u
y
�“1

Ñ tDhl
u
s
l“1 y tCkj�

u
x
�“1 Ñ tCkju

t
j“1 cualesquiera dos conjuntos.

piq Si

yà

�“1

D
p�l� q
hl�

⇢
xà

�“1

C
p⌘j� q
kj�

, entonces

yÿ

�“1

�l� §

xÿ

�“1

⌘j�

piiq Si

xà

�“1

C
p⌘j� q
kj�

⇣
yà

�“1

D
p�l� q
hl�

, entonces

yÿ

�“1

�l� §

xÿ

�“1

⌘j�

Demostración:
piq Supongamos que

Ày
�“1 D

p�l� q
hl�

⇢ Àx
�“1 C

p⌘j� q
kj�

. Para cada � P t1, . . . , yu conside-

remos un conjunto V� tal que |V�| “ �l� . De la misma manera, para cada � P t1, . . . , xu

consideremos un conjunto W� tal que |W�| “ ⌘j� . Sean

V “

yß

�“1

V� y W “

xß

�“1

W�

la unión disjunta de los V� y la unión disjunta de losW�, respectivamente. Consideremos
Dv – Dhl�

si y sólo si v P V�. De la misma manera, consideremos Cw – Ckj�
si y sólo si

w P W�. Entonces

à

vPV
Dv –

yà

�“1

D
p�l� q
hl�

y
à

wPW
Cw –

xà

�“1

C
p⌘j� q
kj�

Dado que
À

vPV Dv ⇢
À

wPW Cw y como todo módulo ćıclico uniserial es inescindible,
se concluye que

∞y
�“1 �l� “ |V | § |W | “

∞x
�“1 ⌘j� .

piiq Similar a piq. ⌅

Definición 4.14 Sea R un anillo Artiniano cadena y m su longitud. Sean

M –
Àt

j“1 C
p⌘jq
kj

y N –
Às

l“1 D
p�lq
hl

tales que cumplen las condiciones p‹q. Llamamos

conjunto supervisor de M sobre N al conjunto totalmente ordenado

SV
M
N “

 
C P tCkju

t
j“1

ˇ̌
D D P tDhl

u
s
l“1 tal que C

`
M ⇣

N

˘
D

(

y llamamos conjunto supervisado de N en M al conjunto totalmente ordenado

sv
M
N “

 
D P tDhl

u
s
l“1

ˇ̌
D C P tCkju

t
j“1 tal que D

`
N ⇢M

˘
C

(



60 4. La estructura de los módulos sobre anillos c-uniseriales

Ejemplo 4.15 Consideremos R, M , N , y K como en el Ejemplo 4.12. Entonces te-

nemos lo siguiente:

piq Para M y N , tenemos que

SV
M
N “ tC2u, sv

M
N “ tC2u, SV

N
M “ tC2u y sv

N
M “ tC2u.

piiq Para N y K, tenemos que

SV
K
N “ tC3u, sv

K
N “ tC2u, SV

N
K “ H y sv

N
K “ H.

Teorema 4.16 Sea R un anillo Artiniano cadena y m su longitud. Sean

M –
Àt

j“1 C
p⌘jq
kj

y N –
Às

l“1 D
p�lq
hl

tales que cumplen las condiciones p‹q. Sean

SV
M
N “ tCkt↵ u

x
↵“1 y sv

M
N “ tDhs�

u
y
�“1 los conjuntos supervisor de M sobre N y su-

pervisado de N en M , respectivamente. Si SV
M
N ‰ H y sv

M
N ‰ H, entonces

piq x “ y.

piiq Ckt↵

`
M ⇣

N

˘
Dhs↵

y Dhs↵

`
N ⇢M

˘
Ckt↵ para cada ↵ P t1, . . . , xu.

piiiq D ⇢ C y C ⇣ D, donde D P tDhl
u
s↵
l“sp↵´1q`1 y C P tCkju

tp↵`1q´1
j“t↵ para cada

↵ P t1, . . . , xu, donde s0 “ 0 y tx`1 “ t ` 1.

pivq

s↵ÿ

l“sp↵´1q`1

�l §

tp↵`1q´1ÿ

j“t↵

⌘j si y sólo si

s↵à

l“sp↵´1q`1

D
p�lq
hl

⇢
tp↵`1q´1à

j“t↵

C
p⌘jq
kj

para cada

↵ P t1, . . . , xu, donde s0 “ 0 y tx`1 “ t ` 1.

pvq

s↵ÿ

l“sp↵´1q`1

�l §

tp↵`1q´1ÿ

j“t↵

⌘j si y sólo si

tp↵`1q´1à

j“t↵

C
p⌘jq
kj

⇣
s↵à

l“sp↵´1q`1

D
p�lq
hl

para cada

↵ P t1, . . . , xu, donde s0 “ 0 y tx`1 “ t ` 1.

Demostración:
piq Para cada Ckt↵ , consideremos D↵ “ tD P tDhl

u
s
l“1 | D ⇢ Ckt↵ u. Notemos que

D↵ ‰ H pues Ckt↵ P SV
M
N y Dh1 P D↵. Por definición de submódulo ćıclico supervisado,

tenemos que xD↵ :“ max D↵ P sv
M
N . Ahora, probamos que |t xD↵u

x
↵“1| “ x. Supongamos

que max D↵1 “ max D↵2 . Entonces, D↵1 “ D↵2 . Sin pérdida de generalidad, podemos
asumir que Ckt↵1

† Ckt↵2
. De esta manera, se tiene que Ckt↵2

R SV
M
N , lo cual no es

posible. Por lo tanto, |t xD↵u
x
↵“1| “ x y t xD↵u

x
↵“1 Ñ tDhs�

u
y
�“1. Concluimos que x § y.

De la misma manera, se tiene que y § x. Aśı, concluimos que x “ y. Por definición
de conjunto supervisor y supervisado, se sigue que x § mintt, su.

piiq Notemos que Ckt↵

`
M ⇣

N

˘ xD↵ y xD↵

`
N ⇢M

˘
Ckt↵ para cada ↵ P t1, . . . , xu.

Probamos por inducción sobre ↵ que Dhs↵
“ xD↵.
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Consideremos Dhs1
y xD1. Supongamos que Dhs1

‰ xD1. Dado que xD1 P sv
M
N , se tiene

que xD1 ¢ Dhs1
. Entonces, Dhs1

† xD1. Esto implica que Dhs1
P D1, de donde se sigue

que Dhs1
R tDhs↵

u
x
↵“1, lo cual no es posible. Por lo tanto, Dhs1

“ xD1. Esto implica que
Ckt1

“ SV
M
N pDhs1

q y Dhs1
“ sv

M
N pCkt1

q.

Ahora, supongamos que Dhs�
“ xD� para cada � § ↵. Consideremos Dhs↵`1

y zD↵`1.

Supongamos que Dhs↵`1
‰ zD↵`1. Si Dhs↵`1

† zD↵`1, entonces Dhs↵`1
P D↵`1 y aśı,

Dhs↵`1
R sv

M
N , lo cual no es posible. Si zD↵`1 † Dhs↵`1

, entonces zD↵`1 “ Dhs�
“ xD� para

algún � § ↵. Esto implica que D↵`1 “ D�. De esta manera, se tiene que
Ckt↵`1

R SV
M
N , lo cual no es posible.

Por lo tanto, Dhs↵`1
“ zD↵`1. Esto implica que Ckt↵`1

`
M ⇣

N

˘
Dhs↵`1

y

Dhs↵`1

`
N ⇢M

˘
Ckt↵`1

.
piiiq Se sigue de piiq.
pivq Se sigue de piiiq y [2, Teorema 38].
pvq pñq Es claro.
pq Se sigue del Lema 4.13 piq.
pviq pñq Es claro.
pq Se sigue del Lema 4.13 piiq. ⌅

Ejemplo 4.17 Consideremos R como en el Ejemplo 4.12. Sean

M – pC2q
p@0q

‘ pC4q
p2q

y N – pC1q
p3q

‘ pC2q
p5q

‘ pC3q
p@0q

Notemos que

C2

`
M ⇣

N

˘
C2, C2

`
N ⇢M

˘
C2,

C4

`
M ⇣

N

˘
C3, y C3

`
N ⇢M

˘
C4

Por lo tanto, SV
M
N “ tC2, C4u y sv

M
N “ tC2, C3u. Es claro que C2 ⇢ C2 y

C3 ⇢ C4.

Dado que 3 ` 5 “ 8 † @0, por el Teorema 4.16 pivq se sigue que

pC1q
p3q

‘ pC2q
p5q ⇢ pC2q

p@0q

Sin embargo, dado que @0 ¢ 2, no existe un monomorfismo pC3q
p@0q

Ñ pC4q
p2q
.

Con los resultados mostrados anteriormente, podemos probar uno de los resultados
principales de este caṕıtulo.

Teorema 4.18 Sea R un anillo Artiniano cadena y m su longitud. Sean

M –
Àt

j“1 C
p⌘jq
kj

y N –
Às

l“1 D
p�lq
hl

tales que cumplen las condiciones p‹q. Sean

SV
M
N “ tCkt↵ u

x
↵“1 y sv

M
N “ tDhs↵

u
x
↵“1 los conjuntos supervisor de M sobre N y super-

visado de N en M , respectivamente.
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piq Las siguientes condiciones son equivalentes:

p1q Existe un monomorfismo � : N Ñ M .

p2q Dhs ⇢ Ckt y

sà

l“sp↵´1q`1

D
p�lq
hl

⇢
tà

j“t↵

C
p⌘jq
kj

para cada ↵ P t1, . . . , xu, donde

s0 “ 0.

p3q Dhs ⇢ Ckt y

xÿ

i“↵

⇠i §

xÿ

i“↵

⇣i para cada ↵ P t1, . . . , xu, donde ⇠↵ “

s↵ÿ

v“sp↵´1q`1

�v

y ⇣↵ “

tp↵`1q´1ÿ

v“t↵

⌘v para cada ↵ P t1, . . . , xu, donde s0 “ 0 y tx`1 “ t ` 1.

piiq Las siguientes condiciones son equivalentes:

p1q Existe un epimorfismo � : M Ñ N .

p2q Ckt ⇣ Dhs y

tà

j“t↵

C
p⌘jq
kj

⇣
sà

l“sp↵´1q`1

D
p�lq
hl

para cada ↵ P t1, . . . , xu, donde

s0 “ 0.

p3q Ckt ⇣ Dhs y

xÿ

i“↵

⇠i §

xÿ

i“↵

⇣i para cada ↵ P t1, . . . , xu, donde ⇠↵ “

s↵ÿ

v“sp↵´1q`1

�v

y ⇣↵ “

tp↵`1q´1ÿ

v“t↵

⌘v para cada ↵ P t1, . . . , xu, donde s0 “ 0 y tx`1 “ t ` 1.

Demostración:
piq p1q ñ p2q: Supongamos que N ⇢ M . Por la Proposición 4.10 piq, se tiene

que Dhs ⇢ Ckt , SV
M
N ‰ H y sv

M
N ‰ H. Por el Teorema 4.16 piiq, se sigue que

Ckt↵

`
M ⇣

N

˘
Dhs↵

y Dhs↵

`
N ⇢M

˘
Ckt↵ para cada ↵ P t1, . . . , xu.

Sea ↵ P t1, . . . , xu. Consideremos l P tsp↵´1q `1, . . . , su. Entonces no existe un mono-
morfismoDhl

Ñ Ckj para cada j P t1, . . . , t↵ ´ 1u. Por [9, Lema 2.5], no existe un mono-

morfismo D
p�lq
hl

Ñ C
p⌘jq
kj

para cada j P t1, . . . , t↵ ´ 1u y para cada l P tsp↵´1q ` 1, . . . , su.

Esto implica que no existe un monomorfismo
sà

l“sp↵´1q`1

D
p�lq
hl

Ñ

t↵´1à

j“t1

C
p⌘jq
kj

Por lo tanto, se concluye que
sà

l“sp↵´1q`1

D
p�lq
hl

⇢
tà

j“t↵

C
p⌘jq
kj

para cada ↵ P t1, . . . , xu.

piq p2q ñ p1q: Supongamos que Dhs ⇢ Ckt . Entonces, SV
M
N ‰ H y sv

M
N ‰ H.

Por el Teorema 4.16 piiq, se tiene que Ckt↵

`
M ⇣

N

˘
Dhs↵

y Dhs↵

`
N ⇢M

˘
Ckt↵ pa-

ra cada ↵ P t1, . . . , xu. Ahora, supongamos que
sà

l“sp↵´1q`1

D
p�lq
hl

⇢
tà

j“t↵

C
p⌘jq
kj

para cada

↵ P t1, . . . , xu. Para ↵ “ 1, se concluye que N ⇢ M .
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piq p2q ñ p3q: Supongamos que Dhs ⇢ Ckt . Entonces SV
M
N ‰ H y sv

M
N ‰ H. Por

el Teorema 4.16 piiq, se tiene que Ckt↵

`
M ⇣

N

˘
Dhs↵

y Dhs↵

`
N ⇢M

˘
Ckt↵ para cada

↵ P t1, . . . , xu. Dado que
sà

l“sp↵´1q`1

D
p�jq
hl

⇢
tà

j“t↵

C
p⌘jq
kj

para cada ↵ P t1, . . . , xu, por el

Lema 4.13 piq se concluye que
xÿ

i“↵

⇠i §

xÿ

i“↵

⇣i para cada ↵ P t1, . . . , xu.

piq p3q ñ p2q: Supongamos que Dhs ⇢ Ckt . Entonces SV
M
N ‰ H y sv

M
N ‰ H. Por

el Teorema 4.16 piiq, se tiene que Ckt↵

`
M ⇣

N

˘
Dhs↵

y Dhs↵

`
N ⇢M

˘
Ckt↵ para cada

↵ P t1, . . . , xu. Dado que
xÿ

i“↵

⇠i §

xÿ

i“↵

⇣i para cada ↵ P t1, . . . , xu, debemos probar que

sà

l“sp↵´1q`1

D
p�lq
hl

⇢
tà

j“t↵

C
p⌘jq
kj

para cada ↵ P t1, . . . , xu.

Sea ↵ P t1, . . . , xu. Por el Teorema 4.16 piiq, se tiene que D ⇢ C donde

D P tDhl
u
s↵
l“sp↵´1q`1 y C P tCkju

t
j“t↵ para cada ↵ P t1, . . . , xu. Dado que ⇠↵ §

xÿ

i“↵

⇣i, se

tiene que
s↵à

l“sp↵´1q`1

D
p�lq
hl

⇢
tà

j“t↵

C
p⌘jq
kj

para cada ↵ P t1, . . . , xu. Por lo tanto, concluimos

que
sà

l“sp↵´1q`1

D
p�lq
hl

⇢
tà

j“t↵

C
p⌘jq
kj

para cada ↵ P t1, . . . , xu.

piiq Por el Teorema 4.16 piiq, pivq y pviq, la Proposición 4.10 piiq, el Lema 4.13 piiq,
y por [2, Teorema 38] y [9, Lema 2.5], la prueba es similar a piq. ⌅

4.2. Módulos sobre anillos c-uniseriales

Como vimos en la sección anterior, el Teorema 4.18 describe la estructura de submódu-
los y cocientes de un módulo sobre anillos Artinianos cadena. En esta sección mostramos
la estructura de submódulos y cocientes de los módulos sobre anillos c-uniseriales. Esto
generaliza el Teorema 4.18.

Recordemos que todo módulo sobre un anillo c-uniserial es suma directa de módulos
ćıclicos uniseriales. Denotamos como R-ucyc a un conjunto completo de representantes
de clases de isomorfismo de módulos ćıclicos uniseriales en R-Mod. De la misma ma-
nera, denotamos como ucycpMq a un conjunto completo de representantes de clases de
isomorfismo de submódulos ćıclicos uniseriales de M .

En esta sección, consideramos a R como un anillo c-uniserial tal que R –
±n

k“1 Rk,
donde Rk es un anillo Artiniano cadena para cada k P t1, . . . , nu. Consideremos que
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cada Rk es de longitud finita igual a nk. Entonces

LpRq “

#
nπ

k“1

Ik,h

ˇ̌
ˇ̌
ˇ Ik,h – pJkq

h
§ Rk para cada h P t0, . . . , nku

+

donde Jk es el radical de Jacobson de Rk (ver [31, Ejemplo 2.14.2.(ii), p.12]). Notemos
que todo módulo ćıclico uniserial C es isomorfo a

R{pR1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Rk´1 ˆ pJkq
h

ˆ Rk`1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Rnq

para alguna k P t1, . . . , nu y para alguna h P t0, . . . , nku. Denotemos a C como Ck,h.
De esta manera, consideremos

R-ucyc “ tCk,h | k P t1, . . . , nu y h P t0, . . . , nkuu

Es fácil ver que los Ck,h “heredan” el orden que teńıan en Rk, es decir,

0 “ Ck,0 † Ck,1 † ¨ ¨ ¨ † Ck,nk´1 † Ck,nk
– Rp0, . . . , 0, 1Rkloomoon

coordenada k

, 0, . . . , 0q

para cada k P t1, . . . , nu. Por lo tanto, los resultados obtenidos en la Sección 4.1 se
generalizan para anillos c-uniseriales considerando dichos resultados coordenada a coor-
denada. Por esta razón, se omiten la mayoŕıa de las pruebas en esta sección.

Para mostrar los resultados de la Sección 4.1 considerando R un anillo c-uniserial,
necesitamos establecer una convención para los R-módulos. En esta sección, cuando
escribamos un R-módulo M como la suma directa

mà

j“1

˜
tjà

i“1

C
p⌘j,iq
kj ,hi

¸
,

vamos a convenir en las siguientes condiciones:

piq M ‰ 0
piiq m § n y tj § nkj para cada j P t1, . . . ,mu

piiiq Ckj ,hi P R-ucyc para cada j P t1, . . . ,mu y i P t1, . . . , tju
pivq Ckj ,h↵ † Ckj ,h�

si y sólo si ↵ † �

pvq 0 † ⌘j,i P Cn para cada j P t1, . . . ,mu y i P t1, . . . , tju

,
////.

////-

¨ ¨ ¨ p‹‹q

Sea M P R-Mod. Notemos que ucycpMq tiene m cadenas finitas. Entonces ucycpMq

tiene m elementos máximos. La siguiente proposición describen a estos elementos máxi-
mos aśı como a ucycpMq, generalizando la Proposición 4.9.

Proposición 4.19 Sea R un anillo c-uniserial. Si M –
Àm

j“1

´Àtj
i“1 C

p⌘j,iq
kj ,hi

¯
es tal que

cumple las condiciones p‹‹q, entonces

ucycpMq “ tC P R-ucyc | D j P t1, . . . ,mu tal que C ⇢ Ckj ,htj
u

“ tC P R-ucyc | D j P t1, . . . ,mu tal que Ckj ,htj
⇣ Cu
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Demostración:
Del hecho que todo C P R-ucyc es isomorfo a Ck,h para alguna k P t1, . . . , nu y para al-
guna h P t0, . . . , nku, fijando cada coordenada la prueba es similar a la de la Proposición
4.9. ⌅

La siguiente proposición generaliza a la Proposición 4.10. Esta proposición ayuda a
caracterizar los submódulos y cocientes de un módulo sobre un anillo c-uniserial.

Proposición 4.20 Sea R un anillo c-uniserial. ConsideremosM –
Àm

j“1

´Àtj
i“1 C

p⌘j,iq
kj ,hi

¯

y N –
Àw

q“1

´Àsq
p“1 D

p�q,pq
gq ,fp

¯
tales que cumplen las condiciones p‹‹q.

piq Si N ⇢ M , entonces para cada q P t1, . . . , wu y cada p P t1, . . . , squ existen

jq P t1, . . . ,mu y iq P t1, . . . , tjqu tales que Dgq ,fp ⇢ Ckjq ,hiq
.

piiq Si M ⇣ N , entonces para cada q P t1, . . . , wu y cada p P t1, . . . , squ existen

jq P t1, . . . ,mu y iq P t1, . . . , tjqu tales que Ckjq ,hiq
⇣ Dgq ,fp.

Demostración:
Del hecho que todo C P R-ucyc es isomorfo a Ck,h para alguna k P t1, . . . , nu y para al-
guna h P t0, . . . , nku, fijando cada coordenada la prueba es similar a la de la Proposición
4.10. ⌅

Para generalizar la Definición 4.11, debemos considerar los submódulos ćıclicos su-
pervisores y supervisados para cada coordenada. Aśı, definimos lo siguiente.

Definición 4.21 Sea R un anillo c-uniserial. Consideremos M –
Àm

j“1

´Àtj
i“1 C

p⌘j,iq
kj ,hi

¯

y N –
Àw

q“1

´Àsq
p“1 D

p�q,pq
gq ,fp

¯
tales que cumplen las condiciones p‹‹q. Sean R" P tRkju

m
j“1X

tRgqu
w
q“1, C P tC",hiu

t"
i“1 y D P tD",fpu

s"
p“1.

Decimos que C P tC",hiu
t"
i“1 es un submódulo ćıclico R"-supervisor de M sobre N

si existe D P tD",fpu
s"
p“1 tal que C ⇣ D y C es el menor elemento en tC",hiu

t"
i“1

con esta propiedad. Denotamos esta situación como C
`
R"

M ⇣
N

˘
D.

Decimos que D P tD",fpu
s"
p“1 es un submódulo ćıclico R"-supervisado de N en M

si existe C P tC",hiu
t"
i“1 tal que D ⇢ C y D es el mayor elemento en tD",fpu

s"
p“1

con esta propiedad. Denotamos esta situación como D
`
R"N ⇢M

˘
C.

Al igual que en la Definición 4.11, si no existe un monomorfismo N ⇢ M , no está
garantizada la existencia de módulos ćıclicos R"-supervisores y R"-supervisados entre
M y N .
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Ejemplo 4.22 Sea R – Z8 ‘ Z16 ‘ Z3 ‘ Z9. Tenemos que

R-ucyc “ t0, C1,1, C1,2, C1,3, C2,1, C2,2, C2,3, C2,4, C3,1, C4,1, C4,2u

Tomemos

M – pC1,2q
p@0q

‘ C1,3 ‘ C2,4 ‘ C3,1 ‘ pC4,1q
p2q
, y N – pC1,1q

p@0q
‘ pC2,2q

p10q
‘ C4,2

piq Consideremos R1 “ Z8. Tenemos que

C1,2

`
R1

M ⇣
N

˘
C1,1, C1,1

`
R1N ⇢M

˘
C1,2 y C1,1

`
R1N ⇢M

˘
C1,3.

piiq Consideremos R2 “ Z16. Tenemos que

C2,4

`
R2

M ⇣
N

˘
C2,2 y C2,2

`
R2N ⇢M

˘
C2,4.

piiiq Consideremos R4 “ Z9. Entonces no existen submódulos ćıclicos R4-supervisores

de M sobre N ni submódulos ćıclicos R4-supervisados de N en M .

El siguiente lema generaliza al Lema 4.13 estableciendo el resultado para anillos
c-uniseriales.

Lema 4.23 Sea R un anillo c-uniserial. Consideremos M –
Àm

j“1

´Àtj
i“1 C

p⌘j,iq
kj ,hi

¯
y

N –
Àw

q“1

´Àsq
p“1 D

p�q,pq
gq ,fp

¯
tales que cumplen las condiciones p‹‹q. Supongamos que

existe R" P tRkju
m
j“1 X tRgqu

w
q“1. Sean tC",hi�

u
x
�“1 Ñ tC",hiu

t"
i“1 y tD",fp�

u
y
�“1 Ñ tD",fpu

s"
p“1.

piq Si

yà

�“1

D
p�",p� q
",fp�

⇢
xà

�“1

C
p⌘",i� q
",hi�

, entonces

yÿ

�“1

�",p� §

xÿ

�“1

⌘",i�

piiq Si

xà

�“1

C
p⌘",i� q
",hi�

⇣
yà

�“1

D
p�",p� q
",fp�

, entonces

yÿ

�“1

�",p� §

xÿ

�“1

⌘",i�

Demostración:
Del hecho que todo C P R-ucyc es isomorfo a Ck,h para alguna k P t1, . . . , nu y para
alguna h P t0, . . . , nku, fijando la coordenada " la prueba es similar a la del Lema 4.13.⌅

Definición 4.24 Sea R un anillo c-uniserial. Consideremos M –
Àm

j“1

´Àtj
i“1 C

p⌘j,iq
kj ,hi

¯

y N –
Àw

q“1

´Àsq
p“1 D

p�q,pq
gq ,fp

¯
tales que cumplen las condiciones p‹‹q. Sea R" P tRkju

m
j“1X

tRgqu
sq
w . Llamamos conjunto R"-supervisor de M sobre N al conjunto totalmente orde-

nado

SV
M
N R" “

 
C P tC",hiu

t"
i“1

ˇ̌
D D P tD",fpu

s"
p“1 tal que C

`
R"

M ⇣
N

˘
D

(

y llamamos conjunto R"-supervisado de N en M al conjunto totalmente ordenado

sv
M
N R" “

 
D P tD",fpu

s"
p“1

ˇ̌
D C P tC",hiu

t"
i“1 tal que D

`
R"N ⇢M

˘
C

(
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Ejemplo 4.25 Consideremos R, M y N como en el Ejemplo 4.22. Se tiene lo siguiente:

SV
M
N R1 “ tC1,2u, sv

M
N R1 “ tC1,1u, SV

M
N R2 “ tC2,4u,

sv
M
N R2 “ tC2,2u, SV

M
N R4 “ H y sv

M
N R4 “ H

Teorema 4.26 Sea R un anillo c-uniserial. Consideremos M –
Àm

j“1

´Àtj
i“1 C

p⌘j,iq
kj ,hi

¯

y N –
Àw

q“1

´Àsq
p“1 D

p�q,pq
gq ,fp

¯
tales que cumplen las condiciones p‹‹q. Supongamos que

tR"�u
z
�“1 Ñ tRkju

m
j“1XtRgqu

w
q“1 es no vaćıo tal que H ‰ SV

M
N R"� “ tC"� ,hi↵

u
x�

↵“1 y H ‰

sv
M
N R"� “ tD"� ,fp�

u
y�
�“1 para cada � P t1, . . . , zu. Entonces las siguientes afirmaciones

son verdaderas para cada � P t1, . . . , zu:

piq x� “ y�.

piiq C"� ,hi↵

`
R"�

M ⇣
N

˘
D"� ,fp↵ y D"� ,fp↵

`
R"�N ⇢M

˘
C"� ,hi↵

para cada ↵ P t1, . . . , x�u.

piiiq D ⇢ C y C ⇣ D, donde D P tD"� ,fpu
p↵
p“pp↵´1q`1 y C P tC"� ,hiu

ip↵`1q´1
i“i↵ para cada

↵ P t1, . . . , x�u, donde p0 “ 0 y ipx�q`1 “ t"� ` 1.

pivq Las siguientes condiciones son equivalentes para cada ↵ P t1, . . . , x�u, donde p0 “ 0
e ipx�q`1 “ t"� ` 1:

paq

p↵ÿ

p“pp↵´1q`1

�"� ,p §

ip↵`1q´1ÿ

i“i↵

⌘"� ,i.

pbq

p↵à

p“pp↵´1q`1

D
p�"� ,pq
"� ,fp

⇢
ip↵`1q´1à

i“i↵

C
p⌘"� ,iq
"� ,hi

.

pcq

ip↵`1q´1à

i“i↵

C
p⌘"� ,iq
"� ,hi

⇣
p↵à

p“pp↵´1q`1

D
p�"� ,pq
"� ,fp

.

Demostración:
Del hecho que todo C P R-ucyc es isomorfo a Ck,h para alguna k P t1, . . . , nu y para
alguna h P t0, . . . , nku, fijando cada coordenada "� la prueba es similar a la del Teorema
4.16. ⌅

Ejemplo 4.27 Consideremos R como en el Ejemplo 4.22. Tomemos

M – pC2,2q
p4q

‘ pC2,3q
p5q

‘ pC2,4q
p2q

‘ pC4,2q
p@0q

y

N – pC2,1q
p3q

‘ pC2,2q
p5q

‘ pC2,4q
p@0q

‘ pC4,1q
p@0q

.
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Para R"1 “ R2 “ Z16 tenemos que

C2,2

`
R"1

M ⇣
N

˘
C2,2, C2,2

`
R"1N ⇢M

˘
C2,2,

C2,4

`
R"1

M ⇣
N

˘
C2,4 y C2,4

`
R"1N ⇢M

˘
C2,4.

Para R"2 “ R4 “ Z9 tenemos que

C4,2

`
R"2

M ⇣
N

˘
C4,1 y C4,1

`
R"2N ⇢M

˘
C4,2.

Entonces

SV
M
N R"1 “ tC2,2, C2,4u, sv

M
N R"1 “ tC2,2, C2,4u,

SV
M
N R"2 “ tC4,2u y sv

M
N R"2 “ tC4,1u.

Es claro que C2,2 ⇢ C2,2, C2,4 ⇢ C2,4, y C4,1 ⇢ C4,2.

Dado que 3 ` 5 † 4 ` 5, por el Teorema 4.26 pivq se tiene que

pC2,1q
p3q

‘ pC2,2q
p5q ⇢ pC2,2q

p4q
‘ pC2,3q

p5q
.

Sin embargo, dado que @0 ¢ 2, por el Teorema 4.26 pivq se tiene que no existe un

monomorfismo pC2,3q
p@0q

Ñ pC2,4q
p2q
.

Dado que @0 “ @0, por el Teorema 4.26 pivq se tiene que

pC4,1q
p@0q ⇢ pC4,2q

p@0q
.

Con los resultados mostrados anteriormente, podemos generalizar el Teorema 4.18
para anillos c-uniseriales, uno de los resultados principales de este caṕıtulo.

Teorema 4.28 Sea R un anillo c-uniserial. Consideremos M –
Àm

j“1

´Àtj
i“1 C

p⌘j,iq
kj ,hi

¯

y N –
Àw

q“1

´Àsq
p“1 D

p�q,pq
gq ,fp

¯
tales que cumplen las condiciones p‹‹q. Supongamos que

tR"�u
z
�“1 Ñ tRkju

m
j“1 X tRgqu

w
q“1 es no vaćıo tal que H ‰ SV

M
N R"� “ tC"� ,hi↵

u
x�

↵“1 y

H ‰ sv
M
N R"� “ tD"� ,fp↵ u

x�

↵“1 para cada � P t1, . . . , zu.

pIq Las siguientes condiciones son equivalentes:

piq Existe un monomorfismo � : N Ñ M .

piiq Para cada q P t1, . . . , wu existe jq P t1, . . . ,mu tal que

sqà

p“1

D
p�q,pq
gq ,fp

⇢
tjqà

i“1

C
p⌘jq,iq
kjq ,hi

.

piiiq Las siguientes afirmaciones se cumplen:

p1q z “ w y tR"�u
z
�“1 “ tRgqu

w
q“1.
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p2q Para cada � P t1, . . . , wu existe j� P t1, . . . ,mu tal que Dg� ,fs� ⇢ C"� ,htj�
.

p3q Para cada � P t1, . . . , wu existe j� P t1, . . . ,mu tal que

s�à

p“pp↵´1q`1

D
p��,pq
g� ,fp

⇢
tj�à

i“i↵

C
p⌘j� ,iq
kj� ,hi

para cada ↵ P t1, . . . , x�u, donde p0 “ 0.

pivq Las siguientes condiciones se cumplen:

p1q z “ w y tR"�u
z
�“1 “ tRgqu

w
q“1.

p2q Para cada � P t1, . . . , wu existe j� P t1, . . . ,mu tal que Dg� ,fs� ⇢ C"� ,htj�
.

p3q Para cada � P t1, . . . , wu existe j� P t1, . . . ,mu tal que

x�ÿ

�“↵

⇠�,� §

x�ÿ

�“↵

⇣j� ,�

para cada ↵ P t1, . . . , x�u, donde

‚ ⇠�,↵ “

p↵ÿ

p“pp↵´1q`1

��,p

‚ ⇣j� ,↵ “

ip↵`1q´1ÿ

i“i↵

⌘j� ,i

‚ p0 “ 0

‚ ipx�q`1 “ i� ` 1

pIIq Las siguientes condiciones son equivalentes:

piq Existe un epimorfismo � : M Ñ N .

piiq Para cada q P t1, . . . , wu existe jq P t1, . . . ,mu tal que

tjqà

i“1

C
p⌘jq,iq
kjq ,hi

⇣
sqà

p“1

D
p�q,pq
gq ,fp

.

piiiq Las siguientes afirmaciones se cumplen:

p1q z “ w y tR"�u
z
�“1 “ tRgqu

w
q“1.

p2q Para cada � P t1, . . . , wu existe j� P t1, . . . ,mu tal que C"� ,htj�
⇣ Dg� ,fs� .

p3q Para cada � P t1, . . . , wu existe j� P t1, . . . ,mu tal que

tj�à

i“i↵

C
p⌘j� ,iq
kj� ,hi

⇣
s�à

p“pp↵´1q`1

D
p��,pq
g� ,fp

pivq Las siguientes afirmaciones se cumplen:
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p1q z “ w y tR"�u
z
�“1 “ tRgqu

w
q“1.

p2q Para cada � P t1, . . . , wu existe j� P t1, . . . ,mu tal que C"� ,htj�
⇣ Dg� ,fs� .

p3q Para cada � P t1, . . . , wu existe j� P t1, . . . ,mu tal que

x�ÿ

�“↵

⇠�,� §

x�ÿ

�“↵

⇣j� ,�

para cada ↵ P t1, . . . , x�u, donde

‚ ⇠�,↵ “

p↵ÿ

p“pp↵´1q`1

��,p

‚ ⇣j� ,↵ “

ip↵`1q´1ÿ

i“i↵

⌘j� ,i

‚ p0 “ 0

‚ ipx�q`1 “ i� ` 1

Demostración:
pIq piq ô piiq y pIq piiq ñ piiiqp1q son inmediatas.
pIq piiq ñ piiiqp2q: Se sigue de la Proposición 4.20 piq.
pIq piiq ñ piiiqp3q: Por piiiqp1q, piiiqp2q, la Proposición 4.20 piq y el Teorema 4.26

piiq, la prueba es similar a la del Teorema 4.18 piq p1q ñ p2q.
pIq piiiq ñ piiq: Por piiiqp1q, piiiqp2q y el Teorema 4.26 piiq, la prueba es similar a

la del Teorema 4.18 piq p2q ñ p1q.
pIq piiiqp3q ñ pivqp3q: Se sigue del Lema 4.23 piq.
pivqp3q ñ piiiqp3q: Se sigue del Teorema 4.26.
pIIq Por el Teorema 4.26,la Proposición 4.20 piiq, el Lema 4.23 piiq, [2, Teorema 38]

y [9, Lema 2.5], la prueba es similar a piq. ⌅



Caṕıtulo 5

La estructura reticular de R-ad para
anillos c-uniseriales

En este caṕıtulo consideramos a R un anillo c-uniserial. Como vimos en la Sección
3.3, los intervalos en R-ad para anillos Artinianos semisimples están completamente
descritos. En este caṕıtulo, para describir los intervalos en R-ad, utilizamos la descrip-
ción de los submódulos y cocientes de cualquier módulo sobre anillos Artinianos cadena
y anillos c-uniseriales mostrada en el Caṕıtulo 4.

5.1. Descripción de la ret́ıcula R-ad para anillos

c-uniseriales

Consideremos R un anillo c-uniserial, digamos R –
±n

k“1 Rk donde Rk es un anillo
Artiniano cadena con longitud (finita) nk para cada k P t1, . . . , nu. Consideremos (ver
Sección 4.2)

R-ucyc “ tCk,h | k P t1, . . . , nu y h P t0, . . . , nkuu.

Entonces, por la Definición 3.8 y por el Teorema 4.28 tenemos que

ad↵pCk,hq “

#
M

ˇ̌
ˇ̌
ˇ M –

hà

j“1

C
p⌘k,jq
k,j

donde ⌘k,j † ↵ para
cada j P t1, . . . , hu

+
“

hà

j“1

ad↵pCk,jq

para cada ↵ P ICn, k P t1, . . . , nu, y h P t1, . . . , nku. De la misma manera, tenemos que

ad8pCk,hq “

#
M

ˇ̌
ˇ̌
ˇ M –

hà

j“1

C
p⌘k,jq
k,j

donde ⌘k,j P Cn para
cada j P t1, . . . , hu

+
“

hà

j“1

ad8pCk,jq.

Sean ↵1,1, . . . ,↵n1,1, . . . ,↵nn,n P ICn. Definimos la clase u-cardinal (asociada a

71
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pp↵k,hq
nk
h“1q

n
k“1) como la clase

Uppp↵k,hq
nk
h“1q

n
k“1q :“

nà

k“1

˜
nkà

h“1

ad�k,h
pCk,hq

¸

donde �k,h “ maxt↵k,j | h § j § nku para cada k P t1, . . . , nu y cada h P t1, . . . , nku.
Notemos que Ck,h P Uppp↵k,hq

nk
h“1q

n
k“1q si y sólo si �k,h ‰ ´8.

Ejemplo 5.1 Sea R “ Z12 – Z3 ˆ Z4. Notemos que R tiene tres módulos ćıclicos

uniseriales diferentes de cero no isomorfos: R{R6, R{R4, y R{R3. Entonces R-ucyc “

t0, C1,1, C2,1, C2,2u. Estamos llamando C1,1, C2,1 y C2,2 a los cocientes R{R4, R{R6, y
R{R3, respectivamente. Sean ↵1,1 “ @0, ↵2,1 “ ´8 y ↵2,2 “ @`

0 . Entonces la clase u-

cardinal (asociada a p@0, p´8,@`
0 qq) es

Upp@0, p´8,@`
0 qqq “ ad@0pC1,1q ‘ adp@`

0 qpC2,1q ‘ adp@`
0 qpC2,2q

“

"
M

ˇ̌
ˇ̌ M – pC1,1q

pnq
‘ pC2,1q

p�1q
‘ pC2,2q

p�2q

donde n P N y �1,�2 † @`
0

*

“ Upp@0, p@0,@`
0 qqq

“ Upp@0, p@`
0 ,@`

0 qqq

Como en el ejemplo anterior, es fácil ver que en general

Uppp↵k,hq
nk
h“1q

n
k“1q “ Upppp�k,hqq

nk
h“1q

n
k“1q

si y sólo si
máxt↵k,j | h § j § nku “ máxt�k,j | h § j § nku

para cada k P t1, . . . , nu y cada h P t1, . . . , nku. De este modo, sin pérdida de generalidad
podemos asumir que ↵k,1 • ↵k,2 • ¨ ¨ ¨ • ↵k,nk

para cada k P t1, . . . , nu.
La Proposición 3.13 se puede generalizar a anillos c-uniseriales. Para esto, necesita-

mos el siguiente resultado.

Proposición 5.2 Sea R un anillo c-uniserial y tXju
m
j“1 una familia no vaćıa de clases

aditivas. Entonces
m™

j“1

Xj “

mà

j“1

Xj

Demostración:
pÑq Por el Teorema 2.10, tenemos que

Àm
j“1 Xj Ñ subquotp

Àm
j“1 Xjq “

öm
j“1 Xj.

pÖq Sea M P subquotp
Àm

j“1 Xjq. Entonces existe el diagrama

K // L // 0

M

OO

0

OO
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dondeK P
Àm

j“1 Xj. Aśı,K –
Àm

j“1 Kj, dondeKj P Xj para cada j P t1, . . . ,mu. Como

R es c-uniserial, tenemos que Kj –
Ànj

l“1

´Àtl
i“1 C

p⌘j,l,iq
j,kl,hi

¯
para cada j P t1, . . . ,mu tal

que cumple las condiciones p‹‹q.
Por el Teorema 4.28 piiq, para cada j P t1, . . . ,mu existe Lj P Xj tal que

Lj –
Àxj

↵“1

´Àr↵
�“1 B

p�i,↵,�q
j,f↵,g�

¯
que cumplen las condiciones p‹‹q, Kj ⇣ Lj, y L –

Àm
j“1 Lj.
Por el Teorema 4.28 piq, para cada j P t1, . . . ,mu existe Mj P Xj tal que

Mj –
Àwj

p“1

´Àsp
q“1 D

pj,p,qq
j,�p,�q

¯
que cumplen las condiciones p‹‹q, Mj ⇢ Lj, y

M –
Àm

j“1 Mj.
Por lo tanto, M P

Àm
j“1 Xj. ⌅

Proposición 5.3 Sea R un anillo c-uniserial. Entonces cada clase u-cardinal es adi-

tiva.

Demostración:
Sea ↵k,h P ICn para cada k P t1, . . . , nu y cada h P t1, . . . , nku. Por la Proposición 5.2
tenemos que

Uppp↵k,hq
nk
h“1q

n
k“1q “

nà

k“1

˜
nkà

h“1

ad↵k,h
pCk,hq

¸
“

n™

k“1

˜
nk™

h“1

ad↵k,h
pCk,hq

¸
P R-ad.. ⌅

Consideremos la clase

U “

"
Uppp↵k,hq

nk
h“1q

n
k“1q

ˇ̌
ˇ̌ ↵k,h P ICn tal que ↵k,1 • ↵k,2 • ¨ ¨ ¨ • ↵k,nk

para cada k P t1, . . . , nu

*

La Proposición 5.3 muestra que U Ñ R-ad. Para probar que R-ad Ñ U, ajustamos la
Definición 3.16 para anillos c-uniseriales.

Definición 5.4 Sea R un anillo c-uniserial, digamos R –
±n

k“1 Rk, donde Rk es

un anillo Artiniano cadena. Consideremos R-ucyc “ tCk,h | k P t1, . . . , nu y h P

t0, . . . , nkuu. Sea X P R-ad tal que sizeX pCk,hq “ ↵k,h donde ↵k,h P ICn para cada

k P t1, . . . , nu y cada h P t1, . . . , nku. Definimos el tamaño uniserial aditivo de X como

la n-tupla de nk-tuplas pp↵k,hq
nk
h“1q

n
k“1. Denotamos esto como SizepX q.

En la Definición 5.4, dado que X P R-ad, es fácil ver que ↵k,1, • ↵k,2 • ¨ ¨ ¨ • ↵k,nk

para cada k P t1, . . . , nu.
Sea pICnq

w el producto Cartesiano de w copias de ICn (ver Sección 3.3), donde
w “

∞n
k“1 nk. Consideremos la subret́ıcula

S :“

"
pp↵k,hq

nk
h“1q

n
k“1

ˇ̌
ˇ̌ ↵k,h P ICn tal que p↵k,j • ↵k,i ô j † iq para cada

k P t1, . . . , nu y cada h P t1, . . . , nku

*

de pICnq
w. El siguiente teorema generaliza al Teorema 3.17 considerando la subret́ıcula

S de pICnq
w.
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Teorema 5.5 Sea R un anillo c-uniserial tal que R –
±n

k“1 Rk, donde cada Rk es un

anillo Artiniano cadena de longitud finita nk. Entonces la correspondencia

Size : R-ad Ñ S
X fiÑ SizepX q

es biyectiva.

Demostración:
Consideremos R-ucyc “ tCk,h | h P t0, . . . , nku y k P t1, . . . , nuu.

Size es inyectiva: Sean X ,Y P R-ad. Supongamos que SizepX q “ SizepYq “

pp↵k,hq
nk
h“1q

n
k“1. Sea M –

Àm
j“1

´Àtj
i“1 C

p⌘j,iq
kj ,hi

¯
P X tal que cumple con las condiciones

p‹‹q. Si ↵j,i “ ´8, entonces ⌘j,i “ 0 lo cual es absurdo. Por lo tanto, ↵j,i P ICn. Esto

implica que ⌘j,i † ↵j,i. Aśı, tenemos que C
p⌘j,iq
kj ,hi

P Y para cada j P t1, . . . ,mu y cada
i P t1, . . . , tju. Concluimos que N P Y . De la misma manera se prueba que Y Ñ X .

Size es suprayectiva: Sea pp↵k,hq
nk
h“1q

n
k“1 P S. Probaremos que

SizepUppp↵k,hq
nk
h“1q

n
k“1qq “ pp↵k,hq

nk
h“1q

n
k“1.

Para ello, es suficiente probar que sizead↵k,h pCk,hqpCk,hq “ ↵k,h para cada k P t1, . . . , nu

y cada h P t1, . . . , nku.

Supongamos que ↵k,h “ ´8. Entonces Ck,h R ad↵k,h
pCk,hq “ 0. Por lo tanto,

sizead↵k,h pCk,hqpCk,hq “ ↵k,h.

Supongamos que ↵k,h P ICn. Entonces C
p⌘q
k,h P ad↵k,h

pCk,hq para todo ⌘ § ↵k,h.

Notemos que Cp�q
k,h R ad↵k,h

pCk,hq para cualquier � • ↵k,h y ↵k,h es el menor número
cardinal con esta propiedad. Por lo tanto, sizead↵k,h pCk,hqpCk,hq “ ↵k,h.

Si ↵k,h “ 8, entonces C
p⌘q
k,h P ad↵k,h

pCk,hq para todo ⌘ P Cn. Por lo tanto,
sizead↵k,h pCk,hqpCk,hq “ ↵k,h. ⌅

Corolario 5.6 Sea R un anillo c-uniserial tal que R –
±n

k“1 Rk, donde cada Rk es un

anillo Artiniano cadena de longitud finita nk. Entonces

R-ad “ S “

"
pp↵k,hq

nk
h“1q

n
k“1

ˇ̌
ˇ̌ ↵k,h P ICn tal que p↵k,j • ↵k,i ô j † iq para cada

k P t1, . . . , nu y cada h P t1, . . . , nku

*

Demostración:
pÑq Sea X P R-ad. Consideremos la clase UpSizepX qq. Por el Teorema 5.5, tenemos

que X “ UpSizepX qq P S.
pÖq Se sigue de la Proposición 5.3. ⌅
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Teorema 5.7 Sea R un anillo c-uniserial tal que R –
±n

k“1 Rk, donde cada Rk es un

anillo Artiniano cadena de longitud finita nk.

piq La correspondencia

U : S Ñ R-ad

pp↵k,hq
nk
h“1q

n
k“1 fiÑ Uppp↵k,hq

nk
h“1q

n
k“1q

es inversa de Size.

piiq Las correspondencias Size y U preservan el orden.

Demostración:
Consideremos R un anillo c-uniserial tal que

R-ucyc “ tCk,h | h P t0, . . . , nku y k P t1, . . . , nuu.

piq Se sigue del Teorema 5.5 y del Corolario 5.6.
piiq Size preserva el orden: Supongamos que X Ñ Y . Por el Corolario 5.6, tenemos

que X “ UpSizepX qq “ Uppp↵k,hq
nk
h“1q

n
k“1q y Y “ UpSizepYqq “ Uppp⌘k,hq

nk
h“1q

n
k“1q.

Entonces, ad↵k,h
pCk,hq Ñ ad⌘k,hpCk,hq para cada h P t1, . . . , nku y cada k P t1, . . . , nu.

Si sucede que ⌘k,h † ↵k,h, entonces C
p⌘k,hq
k,h P ad↵k,h

pCk,hq Ñ ad⌘k,hpCk,hq. Esto implica
que ⌘k,h † ⌘k,h, lo cual es absurdo. Por lo tanto, ↵k,h § ⌘k,h para cada h P t1, . . . , nku y
cada k P t1, . . . , nu. Esto implica que SizepX q § SizepYq.

piiq U preserva el orden: Supongamos que pp↵k,hq
nk
h“1q

n
k“1 “ SizepX q § SizepYq “

pp⌘k,hq
nk
h“1q

n
k“1. Entonces ↵k,h § ⌘k,h para cada h P t1, . . . , nku y cada k P t1, . . . , nu.

Por la Proposición 3.11 piq, tenemos que ad↵k,h
pCk,hq Ñ ad⌘k,hpCk,hq para cada h P

t1, . . . , nku y cada k P t1, . . . , nu. Entonces UpSizepX qq Ñ UpSizepYqq. Por el Corolario
5.6, se sigue que X Ñ Y . ⌅

Finalmente, juntando todos estos hechos, concluimos que R-ad y S son isomorfas
como grandes ret́ıculas, como se muestra en el siguiente corolario.

Corolario 5.8 Sea R un anillo c-uniserial tal que R –
±n

k“1 Rk, donde cada Rk es

un anillo Artiniano cadena de longitud finita nk. Entonces, existe un isomorfismo de

ret́ıculas entre R-ad y

S “

"
pp↵k,hq

nk
h“1q

n
k“1

ˇ̌
ˇ̌ ↵k,h P ICn tal que p↵k,j • ↵k,i ô j † iq para cada

k P t1, . . . , nu y cada h P t1, . . . , nku

*
.

Demostración:
Se sigue de los Teoremas 5.5 y 5.7. ⌅
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•U(��,��) = {0}

•
•U(�0,��)

•
•

•U(�+
0 ,��)

•

•
•

•U(�,��)

•
•

•
•

•U(�+,��)

•Zp2-Mod �= U(�,�)

•U(�,�+)

•U(�,�)

•U(�,�+
0 )

•U(�,�0)

•
U(�,��)�=

Zp-Mod

Figura 5.1: Diagrama de Hasse de Zp2-ad donde p es cualquier número primo.

Ejemplo 5.9 Sea R “ Zp2 donde p es un número primo cualquiera. Notemos que

R tiene dos módulos ćıclicos uniseriales diferentes de cero no isomorfos: Rp y R1.
Entonces R-ucyc “ t0, C1,1, C1,2u. Estamos llamando C1,1 y C1,2 a los ideales Rp y R1,
respectivamente. Entonces para cada clase aditiva X existen ↵1,1,↵1,2 P ICn tales que

X “ Up↵1,1,↵1,2q. El diagrama de Hasse de R-ad se muestra en la Figura 5.1.

Ejemplo 5.10 Sea R “ Zp2 ˆ Zq donde p y q son cualesquiera dos números primos di-

ferentes. Notemos que R tiene tres módulos ćıclicos uniseriales diferentes de cero no iso-

morfos: Rpp, 0q, Rp1, 0q y Rp0, 1q. Entonces R-ucyc “ t0, C1,1, C1,2, C2,1u. Estamos lla-

mando C1,1, C1,2 y C2,1 a los ideales Rpp, 0q, Rp1, 0q y Rp0, 1q, respectivamente. Entonces

para cada clase aditiva X existen ↵1,1,↵1,2,↵2,1 P ICn tales que X “ Upp↵1,1,↵1,2q,↵2,1q.

El diagrama de Hasse de R-ad se muestra en la Figura 5.2. Los puntos gruesos en la

figura representan a las siguientes clases:

A: Upp´8,´8q,´8q, la clase cero.
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B: Upp8,´8q,´8q isomorfo a Zp-Mod.

C: Upp8,8q,´8q isomorfo a Zp2-Mod.

D: Upp´8,´8q,8q isomorfo a Zq-Mod.

E: Upp8,´8q,8q isomorfo a pZp ˆ Zqq-Mod.

F: Upp8,8q,8q isomorfo a R-Mod.

•
C

•

•

•

•

•

B

•

•

•

•

•

•

•

•

• •

•

• •

•

•A

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

• •

•

• •

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

• •

•

• •

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

• •

•

• •

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

• •

•

• •

•

•

• F

•

•

•

•

• E

•

•

•

•

•

•

•

•

• •

•

• •

•

•
D

Figura 5.2: Diagrama de Hasse de pZp2 ˆ Zqq-ad donde p y q son cualesquiera
dos números primos diferentes.

5.2. Caracterizaciones de R-bad y R-pretors para

anillos c-uniseriales

En esta sección, caracterizamos las clases R-bad y R-pretors cuando R es un anillo
c-uniserial. Además, describimos los átomos e intervalos en la gran ret́ıcula R-ad.
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Lema 5.11 Sea R un anillo c-uniserial. Sean X ,Y P R-ad. Entonces cycpX q “ cycpYq

si y sólo si ucycpX q “ ucycpYq.

Demostración:
pñq Inmediato.
pq Se sigue de [27, Teorema Fundamental, p. 174]. ⌅

El siguiente teorema extiende al Teorema 3.25.

Teorema 5.12 Sea R un anillo c-uniserial tal que R –
±n

k“1 Rk, donde cada Rk es

un anillo Artiniano cadena de longitud finita nk. Entonces,

piq R-bad “

"
Uppp↵k,hq

nk
h“1q

n
k“1q

ˇ̌
ˇ̌ pp↵k,hq

nk
h“1q

n
k“1 P ppt´8,@0uq

nk
h“1q

n
k“1

tal que p↵k,j • ↵k,i ô j † iq

*
.

piiq R-pretors “

"
Uppp�k,hq

nk
h“1q

n
k“1q

ˇ̌
ˇ̌ pp�k,hq

nk
h“1q

n
k“1 P ppt´8,8uq

nk
h“1q

n
k“1

tal que p�k,j • �k,i ô j † iq

*
.

Demostración:
piq Sea

B “

"
Uppp↵k,hq

nk
h“1q

n
k“1q

ˇ̌
ˇ̌ pp↵k,hq

nk
h“1q

n
k“1 P ppt´8,@0uq

nk
h“1q

n
k“1

tal que p↵k,j • ↵k,i ô j † iq

*
.

Probamos que R-bad “ B.
pÑq Sea X P R-bad tal que SizepX q “ pp↵k,hq

nk
h“1q

n
k“1. Por el Corolario 5.6 se tiene

que X “ Uppp↵k,hq
nk
h“1q

n
k“1q. Dado que toda clase aditiva acotada está determinada de

forma única por los módulos ćıclicos que contiene, y por la Proposición 3.10, tenemos que
↵k,h P t´8,@0u con la condición (↵k,j • ↵k,i si y sólo si j † i) para cada k P t1, . . . , nu

y cada h P t1, . . . , nku. Por lo tanto, X P B.
pÖq Sea X P B. Por la Proposición 5.3 se tiene que X P R-ad. Sea Y P R-ad tal

que cycpX q “ cycpYq. Entonces ucycpX q “ ucycpYq por el Lema 5.11. De esta manera,
X Ñ Y por el Teorema 5.7 piiq. Por lo tanto, X P R-bad.

piiq Sea

C “

"
Uppp�k,hq

nk
h“1q

n
k“1q

ˇ̌
ˇ̌ pp�k,hq

nk
h“1q

n
k“1 P ppt´8,8uq

nk
h“1q

n
k“1

tal que p�k,j • �k,i ô j † iq

*
.

Probamos que R-pretors “ C.
pÑq Sea X P R-pretors tal que SizepX q “ pp�k,hq

nk
h“1q

n
k“1. Por el Corolario 5.6 se tiene

que X “ Uppp�k,hq
nk
h“1q

n
k“1q. Es fácil ver que �k,h P t´8,8u con la condición (�k,j • k,i

si y sólo si j † i) para cada k P t1, . . . , nu y cada h P t1, . . . , nku Por lo tanto, X P C.
pÖq Inmediata. ⌅
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Corolario 5.13 Sea R un anillo c-uniserial tal que R –
±n

k“1 Rk, donde cada Rk es un

anillo Artiniano cadena de longitud finita nk. Entonces

|R-bad| “ |R-pretors| “
±n

k“1pnk ` 1q.

Aśı como se obtiene en el Teorema 3.27, de cada clase aditiva X podemos generar
una clase aditiva acotada y una clase de pretorsión hereditaria de la siguiente forma:

Sea X P R-ad tal que X “ Upppk,hq
nk
h“1q

n
k“1q. Sean ↵k,h, �k,h P ICn para cada

k P t1, . . . , nu y cada h P t1, . . . , nku tales que

↵k,h “

"
@0 si k,h ‰ ´8

´8 otro caso
(5.1)

y

�k,h “

"
8 si k,h ‰ ´8

´8 otro caso
(5.2)

Entonces por el Teorema 5.12 tenemos que Uppp↵k,hq
nk
h“1q

n
k“1q es una clase aditiva aco-

tada y Uppp�k,hq
nk
h“1q

n
k“1q es una clase de pretorsión hereditaria. El siguiente teorema

establece que dichas clases son precisamente badpX q y strongpX q.

Teorema 5.14 Sea R un anillo c-uniserial tal que R –
±n

k“1 Rk, donde cada Rk es

un anillo Artiniano cadena de longitud finita nk. Si X P R-ad, entonces badpX q “

Uppp↵k,hq
nk
h“1q

n
k“1q y strongpX q “ Uppp�k,hq

nk
h“1q

n
k“1q, donde cada ↵k,h satisface la Ecua-

ción 5.1 y cada �k,h satisface la Ecuación 5.2.

Demostración:
Primero, probamos que badpX q “ Uppp↵k,hq

nk
h“1q

n
k“1q.

Dado que cycpX q “ cycpbadpX qq, se tiene que ucycpX q “ ucycpbadpX qq por el Lema
5.11. Por el Teorema 5.12 piq, se concluye que badpX q “ Uppp↵k,hq

nk
h“1q

n
k“1q.

De manera similar, por el Lema 5.11 y el Teorema 5.12 piiq, se prueba que
strongpX q “ Uppp�k,hq

nk
h“1q

n
k“1q. ⌅

Recordemos que en la Sección 2.4 probamos que existe una asignación suprayectiva
� de las clases aditivas hacia los filtros lineales del anillo. Para una clase aditiva X ,
denotamos por rX s„�

a la clase de todas las clases aditivas que tienen asociado el mismo
filtro lineal que X . Probamos que rX s„�

“ rbadpX q, strongpX qs (Teorema 2.32) y que
la familia trbadpX q, strongpX qs | X P R-adu forma una partición de R-ad (Corolario
2.33).

Corolario 5.15 Sea R un anillo c-uniserial tal que R –
±n

k“1 Rk, donde cada Rk es un

anillo Artiniano cadena de longitud finita nk. Si X P R-ad, entonces el intervalo de cla-

ses aditivas asociado al filtro lineal �pX q es

rUppp↵k,hq
nk
h“1q

n
k“1q,Uppp�k,hq

nk
h“1q

n
k“1qs, donde cada ↵k,h satisface la Ecuación 5.1 y cada

�k,h satisface la Ecuación 5.2. Por lo tanto, R-ad está particionado en
±n

k“1pnk ` 1q

intervalos de la forma rUppp↵k,hq
nk
h“1q

n
k“1q,Uppp�k,hq

nk
h“1q

n
k“1qs.
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Demostración:
Se sigue del Teorema 5.14 y del Corolario 5.13. ⌅

Notemos que si X “ t0u, entonces

Uppp↵k,hq
nk
h“1q

n
k“1q “ Uppp�k,hq

nk
h“1q

n
k“1q “ Upp´8, . . . ,´8q, . . . , p´8, . . . ,´8qq “ t0u

y aśı, rUppp↵k,hq
nk
h“1q

n
k“1q,Uppp�k,hq

nk
h“1q

n
k“1qs es un intervalo que consta de una sola clase

aditiva, la clase cero.

Teorema 5.16 Sea R un anillo c-uniserial tal que R –
±n

k“1 Rk, donde cada Rk es

un anillo Artiniano cadena de longitud finita nk. Entonces

|R-simp| “ m si y sólo si atmpR-adq “ m.

Demostración:
La prueba es similar a la del Teorema 3.29. ⌅
Ejemplo 5.17 Sea R “ Zp2 como en el Ejemplo 5.9. Por el Teorema 5.16, R-ad

tiene sólo un átomo, Up@0,´8q. Por el Corolario 5.15, R-ad está particionada en tres

intervalos:

A : rUp´8,´8q,Up´8,´8qs “ t0u

B: rUp@0,´8q,Up8,´8qs

C : rUp@0,@0q,Up8,8qs

De esta manera, cada clase aditiva pertenece a exactamente uno de estos tres intervalos.

Dichos intervalos se muestran en la Figura 5.3.

Ejemplo 5.18 Sea R – Zp2 ˆ Zq como en el Ejemplo 5.10. Por el Teorema 5.16, R-ad

tiene dos átomos, Upp@0,´8q,´8q y Upp´8,´8q,@0q. Por el Corolario 5.15, R-ad

está particionada en seis intervalos:

A : rUpp´8,´8q,´8q,Upp´8,´8q,´8qs.

B: rUpp@0,´8q,´8q,Upp8,´8q,´8qs.

C : rUpp@0,@0q,´8q,Upp8,8q,´8qs.

D : rUpp´8,´8q,@0q,Upp´8,´8q,8qs.

E : rUpp@0,´8q,@0q,Upp8,´8q,8qs.

F : rUpp@0,@0q,@0q,Upp8,8q,8qs.

De esta manera, cada clase aditiva pertenece a exactamente uno de estos seis intervalos.

Dichos intervalos se muestran en la Figura 5.4. Cada clase marcada con letra mayúscula

es el supremo del intervalo y es una clase de pretorsión hereditaria por el Teorema 5.14.

Cada clase marcada con letra minúscula es el ı́nfimo del intervalo y es una clase aditiva

acotada por el Teorema 5.14.



5.2. Caracterizaciones de R-bad y R-pretors para anillos
c-uniseriales 81

•U(��,��) = {0} A

•
U(�0,�0)

•U(�0,��)

•

•

•

•

•

•

•B

•

•

•

•

•

•Zp2-Mod �= U(�,�)

•

•C

•

•

•
U(�,��)�=
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Figura 5.3:Diagrama de Hasse de cada intervalo en Zp2-ad donde p es cualquier
número primo.

El siguiente teorema extiende al Teorema 3.33.

Teorema 5.19 Sea R un anillo c-uniserial. Entonces R-ad es una gran ret́ıcula fuer-

temente atómica.

Demostración:
Supongamos que R –

±n
k“1 Rk, donde cada Rk es un anillo Artiniano cadena de

longitud finita nk. Sean X ,Y P R-ad tales que X Ñ Y , SizepX q “ ppk,hq
nk
h“1q

n
k“1, y

SizepYq “ pp⌘k,hq
nk
h“1q

n
k“1. Consideremos el intervalo rX , Y s. Por el Corolario 5.6, es-

tamos tratando con el intervalo rUpppk,hq
nk
h“1q

n
k“1q,Upppp⌘k,hq

nk
h“1q

n
k“1qs. Notemos que, si

k0,h0 † ⌘k0,h0 para algún h0 P t1, . . . , nku y para algún k0 P t1, . . . , nu, entonces

Upppk,hq
nk
h“1q

n
k“1q ⌃ U

¨

˚̊
˚̊
˚̊
˝

p1,1, . . . ,1,n1q

...
pk0,1, . . . ,k0,ph0´1q,

`
k0,h0

,k0,ph0`1q, . . . ,k0,nk0
q

...
pn,1, . . . ,n,nnq

˛

‹‹‹‹‹‹‚

y esta clase es un átomo en rX , Y s. Se concluye que rX , Y s es atómico. ⌅
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Figura 5.4: Diagrama de Hasse de cada intervalo en pZp2 ˆ Zqq-ad donde p y q

son cualesquiera dos números primos diferentes.



Apéndice A

Aritmética cardinal

En este apéndice exponemos algunos resultados sobre la aritmética en los números
cardinales.

A.1. Números cardinales

Para hablar de números cardinales, necesitamos mencionar a los números ordinales.

Definición A.1 Sea ↵ un conjunto. Diremos que ↵

piq es transitivo si todo elemento de ↵ es un subconjunto de ↵.

piiq está bien ordenado por un orden total † si ↵ está parcialmente ordenado por †

y es tal que cada subconjunto no vaćıo de ↵ tiene un elemento menor.

piiiq es un (número) ordinal si es transitivo y está bien ordenado por P.

La clase de todos los ordinales la denotamos como On. Definimos un orden total en
On de la siguiente forma:

↵ † � si y sólo si ↵ P �.

Notemos que los números naturales se pueden definir como números ordinales finitos
de la siguiente forma:

0 :“ H, 1 “ 0 Y t0u, . . . , n ` 1 “ n Y tnu, , . . .

Definición A.2 Sean X, Y dos conjuntos. Diremos que X y Y tienen la misma car-
dinalidad si existe un isomorfismo entre X y Y . A esto lo denotamos como |X| “ |Y |.

83



84 A. Aritmética cardinal

Podemos definir un orden parcial sobre la cardinalidad de dos conjuntos de la si-
guiente forma: |X| § |Y | si y sólo si existe una función inyectiva f : X Ñ Y . Notemos
que |X| † |Y | si y sólo si |X| § |Y | y |X| ‰ |Y |.

El siguiente teorema es importante para determinar que el concepto de cardinalidad
no es trivial:

Teorema A.3 (Cantor) Para cada conjunto X, |X| † |P pXq|.

Demostración:
Ver [19, Teorema 3.1, p. 27]. ⌅

Teorema A.4 (Cantor-Bernstein) Si |X| § |Y | y |Y | § |X|, entonces |X| “ |Y |.

Demostración:
Ver [19, Teorema 3.2, p. 28]. ⌅

Definición A.5 Sea  un ordinal. Diremos que  es un (número) cardinal si || ‰ |↵|

para toda ↵ † . Denotamos como Cn a la clase de todos los números cardinales.

Para un conjunto X, decimos que su cardinalidad es  P Cn si existe un isomorfismo
entre X y . A esto lo denotaremos simplemente como |X| “ . El Axioma de Elección
garantiza que todo conjunto tiene asociado un cardinal.

A.2. Aritmética cardinal

Sobre los números cardinales, se pueden definir las operaciones de suma, multipli-
cación y exponenciación de la siguiente manera:

Definición A.6 Sean X, Y conjuntos infinitos tales que |X| “  y |Y | “ �. Definimos

 ` � :“ |X \ Y | “ maxt,�u

 ¨ � :“ |X ˆ Y | “ maxt,�u


� :“ |X

Y
|

Como observamos en la definición anterior, ` y ¨ tienen el mismo resultado. De esta
manera, notemos que ` y ¨ son operaciones asociativas, conmutativas y distributivas.
Para la exponenciación, tenemos los siguientes resultados:

Lema A.7 Sean X un conjunto y ,�, µ P Cn.

piq Si |X| “ , entonces |P pXq| “ 2.

piiq p ¨ �q
µ

“ 
µ

¨ �
µ
.
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piiiq 
�`µ

“ 
�

` 
µ
.

pivq p
�
q
µ

“ 
�¨µ

.

pvq Si  § �, entonces 
µ

§ �
m
u.

pviq Si 0 † � § µ, entonces 
�

§ 
µ
.

pviiq 
0

“ 1, 1 “ 1 y 0 “ 0 si  ° 0.

pviiiq Si 2 §  § � y � es infinito, entonces 
�

“ 2�.

Demostración:
Ver [19, Lema 3.3, p. 28; Observaciones (3.4)-(3.10), p. 29; Lema 5.6, p. 51]. ⌅

Definición A.8 Sea tiuiPI un conjunto indexado de números cardinales. Definimos

ÿ

iPI
i :“

ˇ̌
ˇ̌
ˇ
ß

iPI
Xi

ˇ̌
ˇ̌
ˇ y

π

iPI
i :“

ˇ̌
ˇ̌
ˇ
π

iPI
Xi

ˇ̌
ˇ̌
ˇ

donde tXiuiPI es una familia de conjuntos tales que |Xi| “ i para toda i P I.

Notemos que esta definición no depende de la elección de tXiuiPI gracias al Axioma
de Elección.

Observación A.1 Si ,� P Cn tales que i “  para cada i P I con |I| “ �, entonces

ÿ

iPI
i “ � ¨  y

π

iPI
i “ 

�
.

Lema A.9 Si � es un cardinal infinito y i ° 0 para cada i † �, entonces

ÿ

i†�

i “ � ¨ supi†�ki.

Demostración:
Ver [19, Lema 5.8, p. 52]. ⌅

Lema A.10 Si � es un cardinal infinito y tiui§� forman una sucesión no decreciente

de cardinales diferentes de cero, entonces

π

i†�

i “ psupi†�kiq
�
.

Demostración:
Ver [19, Lema 5.9, p. 54]. ⌅
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Teorema A.11 (König) Si i † �i para cada i P I, entonces

ÿ

iPI
i †

π

iPI
�i.

Demostración:
Ver [19, Teorema 5.10, p. 54]. ⌅

Corolario A.12  † 2 para cada  P Cn.

Demostración:
Consideremos |I| “ ,

ÿ

iPI
1 y

π

iPI
2. Por el Teorema A.11 y los Lemas A.9 y A.10 tenemos

que
 “

ÿ

iPI
1 †

π

iPI
2 “ 2.



Conclusiones y perspectivas

I. Conclusiones

El objetivo de esta investigación fue ampliar la descripción reticular de la gran
ret́ıcula de clases aditivas, denotada como R-ad, para cualquier anillo. El resultado
fue la obtención de propiedades reticulares para R-ad cuando R es cualquier anillo con
unidad, además, en casos particulares, para cuando R es un anillo Artiniano semisimple
y un anillo c-uniserial.

Aunado a lo anterior, obtuvimos una caracterización para anillos Noetherianos: R es
Noetheriano si y sólo si la clase aditiva generada por R es la clase de todos los módulos
finitamente generados si y sólo si toda clase aditiva acotada está formada únicamente
por módulos finitamente generados.

Para R un anillo cualquiera, obtuvimos que R-ad es una gran ret́ıcula atómica
superiormente continua. Los átomos en R-ad son clases aditivas acotadas generadas
por un único módulo simple. Para R un anillo Artiniano semisimple, obtuvimos que
R-ad es un gran marco fuertemente atómico. Además, R-ad es isomorfa como ret́ıcula a
un producto finito de copias de ICn, la clase de todos los números cardinales infinitos.
Para R un anillo c-uniserial, obtuvimos que R-ad es una gran ret́ıcula fuertemente
atómica. Además, R-ad es isomorfa como ret́ıcula a una subret́ıcula de un producto
finito de copias de ICn.

Para obtener los isomorfismos mencionados anteriormente, estudiamos una descrip-
ción de submódulos y cocientes para módulos sobre anillos Artinianos cadena y anillos
c-uniseriales. Definimos los conceptos de módulo cćlico supervisor y supervisado, aśı
como los conceptos de conjunto supervisor y supervisado. Con estos conceptos, carac-
terizamos a todos los submódulos y a todos los cocientes de todo módulo sobre anillos
Artinianos cadena y anillos c-uniseriales.

De esta manera, las clases aditivas sobre estos anillos están determinadas por el
número de componentes en la descomposición del anillo, aśı como del número cardinal
de copias que contengan de cada submódulo isomorfo a estas componentes. Esta ca-
racterización fue posible definiendo los conceptos de clase ↵-aditiva, clase u-cardinal y
tamaño aditivo.

Definimos los operadores bad y strong y con ellos probamos que la clase de to-
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das las clases aditivas acotadas, R-bad y el conjunto de todas las clases de pretorsión
hereditaria, R-pretors, son isomorfas como ret́ıculas.

Obtuvimos una descripción de intervalos de clases aditivas, generados por la co-
rrespondencia entre la gran ret́ıcula de las clases aditivas y el conjunto de todos los
filtros lineales del anillo, que generan una partición en R-ad. Los extremos de cada in-
tervalo son una clase aditiva acotada y una clase de pretorsión hereditaria. Para anillos
c-uniseriales, caracterizamos a todas las clases aditivas acotadas y a todas las clases de
pretorsión hereditaria por medio de clases ↵-aditivas y clases u-cardinales.

Por todo lo mencionado anteriormente, podemos concluir que en los anillos con
un número finito de ideales (con un número finito de ideales máximos) se describe
completamente la gran ret́ıcula R-ad.

II. Perspectivas

El estudio de la gran ret́ıcula de clases aditivas y sus propiedades reticulares continúa
en desarrollo. A continuación se enuncian algunos temas por abordar y preguntas por
responder.

1. En [30, Definición 1.3, p. 515], Walker y Walker introdujeron la definición de cla-
se aditiva completa: Una clase aditiva X es completa si para cualquier  P ICn
y cualquier M P X se tiene que M

pq
P X . Llamamos R-cad al conglomera-

do de todas las clases aditivas completas. Es fácil ver que R-pretors Ñ R-cad
para cualquier anillo R. En su art́ıculo, Walker y Walker dan una caracteriza-
ción para toda clase aditiva completa cuando R es un anillo conmutativo. Sin
embargo, ellos no estudiaron al conglomerado R-cad ni sus propiedades reti-
culares; sólo usaron a las clases aditivas completas para dar una representa-
ción diferente a las clases de torsión hereditaria. Un trabajo a futuro seŕıa es-
tudiar el conglomerado R-cad y sus propiedades reticulares. Conjeturamos que
R-cad “ R-pretors si y sólo si R es un anillo c-uniserial.

2. En este trabajo mencionamos y caracterizamos a aquellas clases aditivas que son
esenciales en R-ad (Teorema 2.26) y dimos un par de condiciones para que toda
clase aditiva diferente de cero sea esencial en R-ad (Teorema 2.27). ¿Existen
condiciones dualmente similares a la de los Teoremas 2.26 y 2.27 para clases
aditivas supérfluas?

3. En este trabajo mencionamos y caracterizamos a los átomos en R-ad para cual-
quier anillo R aśı como para anillos Artinianos simples, Artinianos semisimples,
Artinianos cadena y c-uniseriales. Sin embargo, no sabemos nada acerca de coáto-
mos en R-ad. ¿Existen coátomos en R-ad? Si la respuesta es afirmativa, ¿para qué
anillos existen coátomos en R-ad? Si la respuesta es negativa, ¿por qué no existen
coátomos en R-ad?
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4. En este trabajo caracterizamos a los anillos Noetherianos por medio de clases
aditivas acotadas. Un trabajo a futuro seŕıa caracterizar otros anillos por medio
de clases aditivas o propiedades de R-ad.

5. Como se puede observar en los Caṕıtulos 3 y 5 de este trabajo, un papel importante
en la descripción de la estructura reticular de R-ad recae en la descripción de
los módulos sobre anillos Artinianos simples, Artinianos semisimples, Artinianos
cadena y c-uniseriales. En concreto, estos anillos son casos particulares de anillos
de Köthe: Un anillo R es Köthe si todo R-módulo izquierdo y derecho es suma
directa de submódulos ćıclicos. Un trabajo a futuro seŕıa estudiar la estructura
reticular de R-ad para anillos de Köthe.

6. Otra propiedad que comparten los anillos Artinianos simples, Artinianos semi-
simples, Artinianos cadena y c-uniseriales es que son Artinianos semilocales. Un
trabajo a futuro seŕıa estudiar la estructura reticular de R-ad para anillos Arti-
nianos semilocales.

7. En la Sección 3.2 definimos las clases ↵-aditivas generadas por una clase X cual-
quiera como aquellas clases que están formadas por subcocientes de sumas directas
con menos de ↵ sumandos (los cuales pertenecen a X ), donde ↵ P ICn. Esta de-
finición nos permite extender de manera natural el concepto de clase aditiva de
la siguiente manera.

Definición. Sea ↵ P ICn. Decimos que una clase de módulos X es cerrada bajo
↵-sumas directas si para toda M P X y para todo  • ↵ se tiene que M

pq
R X y

↵ es el menor número cardinal con esta propiedad.

Definición. Sea ↵ P ICn. Decimos que una clase de módulos X es ↵-aditiva
si X es cerrada bajo submódulos, cocientes y ↵-sumas directas. Denotamos como

R-↵-ad al conglomerado de todas las clases ↵-aditivas.

Un trabajo a futuro seŕıa estudiar el conglomerado R-↵-ad y su estructura reti-
cular para cualquier anillo. Conjeturamos que la estructura reticular de R-↵-ad
para anillos Artinianos semisimples y c-uniseriales será similar a la de R-ad para
todo ↵ P ICn.

8. Recordemos que ICn “ ICn Y t´8,8u. Como se puede observar en los Caṕıtu-
los 3 y 5, R-ad es isomorfo a pICnq

pmq para R un anillo Artiniano semisimple
e isomorfo a una subret́ıcula de pICnq

pmq para R un anillo c-uniserial, donde m

depende de la descomposición de R. ¿Existen otras subret́ıculas de pICnq
pmq iso-

morfas a R-ad para algún anillo particular R? Si la respuesta es afirmativa, ¿qué
caracteŕısticas debe tener el anillo para que suceda el isomorfismo? Si la respues-
ta es negativa, ¿porque sólo para anillos Artinianos semisimples y c-uniseriales śı
existen los isomorfismos?
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9. En caso de que la conjetura expuesta en el punto 7 sea cierta, conjeturamos que
R-↵-ad es isomorfo a una subret́ıcula de pICnq

pmq para anillos c-uniseriales. En
caso de que esta conjetura sea cierta, ¿existirán otras subret́ıculas de pICnq

pmq

isomorfas a R-↵-ad para algún anillo particular R? Si la respuesta es afirmativa,
¿qué caracteŕısticas debeŕıa tener el anillo para que suceda el isomorfismo? Si
la respuesta es negativa, ¿porque sólo para anillos c-uniseriales śı existiŕıan los
isomorfismos?

10. Recordemos que dos anillos R y S son Morita-equivalentes si R-Mod y S-Mod
son equivalentes, es decir, si existen funtores covariantes F : R-Mod Ñ S-Mod y
G : S-Mod Ñ R-Mod tales que existen isomorfismos naturales entre GF y 1R-Mod

y entre FG y 1S-Mod. En [5, Corolario 22.6, p. 265] se prueba que R es Morita-
equivalente a MnpRq, el anillo de matrices completas sobre R. Por otro lado, si
P es una propiedad de anillos, decimos que P es Morita-invariante si, siempre
que R tenga la propiedad P , S tiene la propiedad P . Notemos que una propiedad
P de un anillo R es Morita-invariante si puede ser caracterizada en términos de
módulos en R-Mod (sin hacer referencia a los elementos de los módulos o al anillo).
De esta manera, algunas propiedades de anillos que son Morita-invariantes son
“simple”, “semisimple” y “Artiniano”.

Suponiendo que R y S son Morita-equivalentes y R es c-uniserial, ¿es S un anillo
c-uniserial? La respuesta es negativa. Por ejemplo, Zp2 y M2pZp2q son Morita-
equivalentes pero Zp2 es c-uniserial pues es completamente primario, pero M2pZp2q

no es c-uniserial pues no es local.

Ahora, suponiendo que R es uniserial, ¿es S un anillo uniserial? La respuesta
es afirmativa, pues la propiedad “serial” (en módulos) es Morita-invariante y un
anillo es uniserial si y sólo si todo módulo es serial. Por lo tanto, seŕıa interesante
estudiar y describir la ret́ıcula R-ad para un anillo R uniserial.
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[13] Faith, C. (1966). On Köthe Rings. Math. Ann. 164:207–212

91



92 BIBLIOGRAFÍA

[14] Grätzer, G. (2011). Lattice Theory: Foundations. Birkhäuser Basel.
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