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Resumen

En este trabajo estudiamos la gran reticula de clases aditivas y algunas de sus pro-
piedades reticulares. Estudiamos la subreticula de R-ad de clases aditivas acotadas,
R-bad, probamos que R-bad =~ R-pretors y que R-ad es una gran reticula atémica,
cuyos atomos estan dados por clases aditivas acotadas. Describimos los intervalos de
clases aditivas asociadas a un filtro lineal.

Estudiamos y caracterizamos a los submédulos y modulos cociente de médulos sobre
anillos Artinianos cadena y anillos c-uniseriales. Introducimos los conceptos de clase a-
aditiva, clase u-cardinal, tamano (simple, semisimple, cadena y uniserial) aditivo, asi
como modulo ciclico supervisor y supervisado.

Estudiamos y describimos la estructura reticular de R-ad cuando R es un anillo
Artiniano simple, Artiniano semisimple, Artiniano cadena y c-uniserial. Para R un
anillo Artiniano semisimple, probamos que R-ad es isomorfo como gran reticula a un
producto directo finito de copias de la clase de todos los niimeros cardinales infinitos.
Para R un anillo c-uniserial, probamos que R-ad es isomorfo como gran reticula a una
subreticula de un producto directo finito de copias de la clase de todos los nimeros
cardinales infinitos.
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Introduccion

En anos recientes, el estudio de conglomerados de clases de médulos definidos a través
de sus propiedades de cerradura ha mostrado su relevancia y desarrollo en la Teoria
de Modulos, asi como en la Teorfa de Anillos. Por ejemplo, en [2] se muestra que es
una condicién necesaria y suficiente para que un anillo sea isomorfo a un anillo Arti-
niano serial que el conglomerado de clases hereditarias, clases de moédulos cerradas bajo
submoédulos, coincida con el conglomerado de clases cohereditarias, clases de modulos
cerradas bajo médulos cociente (ver [2, Teorema 38]). Esto implica que todo submddulo
de un médulo M sobre un anillo Artiniano serial es médulo cociente de M y viceversa
(ver[2, Teorema 38]).

En [1] se observa que un conglomerado de clases de médulos obtiene el cardcter
de reticula o gran reticula por medio de la inclusién como orden parcial. Por tanto,
se pueden utilizar definiciones de la Teoria de Reticulas al estudio de conglomerados
de clases de médulos que permitan desarrollar el estudio de la Teoria de Anillos. Un
ejemplo de lo anterior es el Teorema 4.2 en [1], el cual establece que es una condicién
necesaria y suficiente para que un anillo sea isomorfo a un producto directo finito de
anillos locales izquierdos perfectos derechos que el esqueleto del conglomerado de clases
hereditarias (el esqueleto de una reticula L es el conjunto de pseudocomplementos de
elementos en L) coincida con el esqueleto del conglomerado de clases cohereditarias.

Aunado a lo anterior, algunas clases de médulos particulares han jugado un papel
importante en ciertas caracterizaciones de médulos y anillos. Por ejemplo, el Teorema
2.7 en [1] establece que es una condicién necesaria y suficiente para que un anillo sea
Artiniano izquierdo y contenga una copia de cada médulo simple, que las clases sext(R)
y sext(R-simp) sean iguales (ver Seccién 1.3.1).

Aqui realizamos el estudio de un conglomerado de clases de médulos muy particular:
la gran reticula de Clases Aditivas, R-ad. Este conglomerado es sumamente interesante
pues se ubica dentro de la familia de conglomerados entre el conglomerado de las clases
abiertas (introducido en [22]) y el conjunto de las clases de pretorsion hereditaria (es-
tudiado en [29]). Las clases aditivas, sin embargo, fueron introducidas por C. Walker y
E. Walker en [30]. Ellos usaron esta nocién para describir una relacién entre las clases
de Serre y las clases de pretorsién hereditaria.

En este trabajo estudiamos la gran reticula de clases aditivas y algunas de sus pro-
piedades reticulares. Estudiamos la subreticula de R-ad de clases aditivas acotadas, que
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1A% Introduccién

denotamos como R-bad, y su importancia en la descripcion de atomos, elementos esen-
ciales e intervalos de clases aditivas asociadas a un filtro lineal. Ademas, profundizamos
en el estudio de la estructura reticular de R-ad cuando R es un anillo Artiniano simple,
Artiniano semisimple, Artiniano cadena y c-uniserial. Para lo anterior, estudiamos la
estructura de los submoédulos y médulos cociente de modulos sobre anillos Artinianos
cadena y c-uniseriales.

En el capitulo 1 se muestran algunos resultados preliminares de la Teoria de Reticu-
las, de la Teoria de Mddulos, y del estudio de clases de modulos. La finalidad de este
capitulo es introducir al lector a los conceptos que se estaréan trabajando a lo largo de
este documento.

En el capitulo 2 se estudia la gran reticula de clases aditivas y sus propiedades
reticulares. Se muestra una relacion entre las clases aditivas acotadas y las clases de
pretorsion hereditaria. Se describen los atomos en la gran reticula de clases aditivas.
Ademas, se muestra explicitamente una relacién entre las clases aditivas y los filtros
lineales.

En el capitulo 3 se estudia la estructura reticular de R-ad para anillos Artinianos
simples y Artinianos semisimples. Se introducen las clases a-aditivas, las cuales son
ciertas clases aditivas particulares, asi como las clases u-cardinales, las cuales son clases
aditivas que dependen de moédulos simples y niimeros cardinales infinitos. Se introduce
el concepto de tamarno (simple) aditivo, el cual permite caracterizar a todas las clases
aditivas bajo anillos Artinianos simples y semisimples en términos de potencias de
los médulos simples que contienen. A través de esta caracterizacion se determina la
cardinalidad de R-bad y R-pretors, asi como el nimero de dtomos en R-ad y el nimero
de intervalos en los que esta particionado R-ad. Para R un anillo Artiniano semisimple,
se prueba que R-ad es isomorfo como gran reticula a un producto directo finito de
copias de la clase de todos los nimeros cardinales infinitos.

En el capitulo 4, el cual esta dedicado al estudio de los mdédulos sobre anillos Arti-
nianos cadena y c-uniseriales, se introducen las nociones de maoddulos ciclicos supervisor
y supervisado. Se caracterizan a todos los submodulos y a todos los modulos cociente
de todos los médulos sobre anillos Artinianos cadena y c-uniseriales.

En el capitulo 5 se estudia la estructura reticular de R-ad para anillos Artinianos
cadena y c-uniseriales. Se redefinen las clases u-cardinales para dichos anillos, que ahora
dependen de médulos uniseriales y niimeros cardinales infinitos. Se introducen la no-
ciones de tamano (uniserial) aditivo, las cuales permiten caracterizar a todas las clases
aditivas en anillos Artinianos cadena y c-uniseriales en términos de potencias de los
modulos ciclicos uniseriales que contienen. A través de esta caracterizacion se determi-
na la cardinalidad de R-bad y R-pretors, asi como el nimero de atomos en R-ad que
puede tener en funcion del nimero de componentes en que se descomponga el anillo, y
el nimero de intervalos en los que esta particionado R-ad. Para R un anillo c-uniserial,
se prueba que R-ad es isomorfo como gran reticula a una subreticula de un producto
directo finito de copias de la clase de todos los niimeros cardinales infinitos.
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A lo largo de este trabajo, trabajamos con la Teoria Axiomatica de Conjuntos de
Zermelo-Fraenkel-Eleccién para usar los conceptos de conjunto, clase y conglomerado.
Consideramos a todo anillo R como un anillo izquierdo asociativo con unidad. Consi-
deramos a todo R-médulo M como un R-médulo izquierdo unitario.
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Capitulo 1

Preliminares

En la teoria de conjuntos, una clase es una coleccién de conjuntos que puede ser definida
en forma no ambigua por una o varias propiedades que satisfacen sus miembros. De
manera similar, un conglomerado es una coleccién de clases que puede ser definida en
forma no ambigua por una o varias propiedades que satisfacen sus miembros. Tanto las
clases como los conglomerados, satisfacen los Axiomas de Zermelo-Fraenkel-Eleccién en
sus versiones analogas. De aqui en adelante, utilizaremos los conceptos y hechos de la
Teoria de Conjuntos aplicados a clases y conglomerados en general.

A continuacion, mostramos algunas definiciones y resultados que seran tutiles para
este trabajo.

1.1. Teoria de Reticulas

Sea A un conjunto no vacio. Una relacion binaria R es un subconjunto de A x A.
Decimos que a,b € A estan en relacion con respecto a R si (a,b) € R y lo denotamos
como aRRb. Decimos que A esta parcialmente ordenado por R si satisface las siguientes
propiedades:

(P1) aRa para toda a € A. (reflexividad)
(P2) si aRby bRa, entonces a = b. (antisimetria)
(P3) si aRby bRe, entonces aRc. (transitividad)

En ese caso, denotamos a R como “<”. De aqui en adelante, diremos que A es un
conjunto parcialmente ordenado, asumiendo que “<” es conocido. Si A es una clase,
decimos que A es una clase parcialmente ordenada si A cumple con todas las propiedades
de ser un conjunto parcialmente ordenado (recordando que A es una clase).

Sea H un subclase de A y a,b € A. Decimos que a es una cota superior de H si
h < a para toda h € H. Una cota superior a de H es la menor cota superior (supremo)
de H si es una cota superior tal que a < ¢ para toda cota superior ¢ de H. Si existe,
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es Unica y, en ese caso, la denotamos como sup H o \/ H. Decimos que b es una cota
inferior de H si b < h para toda h € H. Una cota inferior a de H es la mayor cota
inferior (infimo) de H si es una cota inferior tal que ¢ < b para toda cota superior ¢ de
H. Si existe, es tinica y, en ese caso, la denotamos como inf H o /\ H.

Definicién 1.1 Sea A un conjunto (clase) parcialmente ordenado. Decimos que A es
una (gran) reticula si sup {a, b} e inf {a,b} existen para todo a,be A.

De la definicién anterior, se sigue que un conjunto (clase) parcialmente ordenado A
es una (gran) reticula si y sélo si sup H e inf H existen para cualquier H < A finito no
vacio.

Sea A una (gran) reticula. Para cualesquiera a,be A, denotamos como
avb=sup{a,blyanb=inf{a,b}. Asi, podemos tratar al infimo y al supremo
como operaciones binarias sobre A:

v: AxA —- A A AxA — A
(a,b) — avb=-sup {a,b} Y (a,b) +— a A b=inf {a,b}
Sean a,b,c € A. El infimo y el supremo cumplen con las siguientes propiedades:
L1 ava=a ana=a idempotencia
( y p
(L2) avb=bva y anb=bnara (conmutatividad)
(L3) (avb)ve=av(bve) yv (anb)rc=an(bnc) (asociatividad)
identidades
(L4) av(anb)=a y an(avd)=a (deabsorcién)

Definicién 1.2 Sea A un conjunto (clase) no vacio. Decimos que A, junto con dos
operaciones A, v 1 AxA — A, es una (gran) reticula si A y v satisfacen las propiedades
(L1), (L2), (L3) y (L4) para cualesquiera a,b,c € A.

El siguiente teorema muestra que las Definiciones 1.1 y 1.2 son equivalentes.
Teorema 1.3 Sea A un conjunto (clase) no vacio.

(1) Sea A wuna (gran) reticula en el sentido de la Definicion 1.1. Definimos
anb=inf{ab} yavb= sup {a,b}. Entonces A es una (gran) reticula en
el sentido de la Definicion 1.2.

(i1) Sea A una (gran) reticula en el sentido de la Definicion 1.2. Definimos a < b si y
solo sia Ab = a. Entonces A es una (gran) reticula en el sentido de la Definicion
1.1.

Sea A una (gran) reticula. Decimos que A es completa si \/ H y /\ H existen para
cualquier subconjunto no vacio H < A.

Proposicién 1.4 Sea A un conjunto (clase) parcialmente ordenado. Entonces A es
una (gran) reticula completa si existe /\ H para todo H = A no vacio.
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1.1.1. Distributividad y modularidad en reticulas

Definicién 1.5 Sea A una (gran) reticula.

(1) Decimos que A es distributiva si
(anb)v(anc)=an(bvec)
para cualesquiera a,b,c € A.

(1) Decimos que A es (gran) marco si

a A (\/ b,\> = \/(a A bg)
AeA AeA

para cualquier a € A y cualquier familia {by}xep de elementos de A.

(1ii) Decimos que A es modular si para cualesquiera a,b, c € A tales que ¢ < a, entonces

(anb)ve=an(bve)

La siguiente proposicién muestra algunas propiedades de operaciones con infimos y
supremos en una (gran) reticula.

Proposicién 1.6 Sean A una (gran) reticula y a,b,c € A. Entonces
(7

(i7) av (bac)<(avbd)A(avec)

)
)
)
)

(anb)v(anc)<an(bvec)

(113) A es distributiva si y solo si (a v b) A (ave)=av (bnc)

(1v) A es modular si y sdlo si (a Ab) v (anc)=an (bv(anc)).

1.1.2. Complementos y pseudocomplementos en reticulas

Sea A un conjunto (clase) parcialmente ordenado. Un cero de A es un elemento, deno-
tado como 0, tal que 0 < a para toda a € A. Un uno de A es un elemento, denotado
como 1, tal que a < 1 para toda a € A. Estos no necesariamente existen en A; pero si
existen, son unicos. Decimos que A es acotado si existen 0 y 1 en A.

Sea A una (gran) reticula acotada y a € A. Decimos que a es un complemento de
be Asianb = 0yavb= 1. Notemos que si existe el complemento, no necesariamente es
unico. La Figura 1.1 muestra una reticula donde el elemento a tiene como complementos
abyac SiAesacotada y distributiva, entonces el complemento es tinico. Ademas,
notemos que en A acotada y distributiva, si b es un complemento de a, entonces b es
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0

Figura 1.1: Ejemplo de una reticula con 5 elementos.

maximo en A tal que a A b = 0. Decimos que A es complementada si cada elemento de
A tiene complemento.

Sea A una (gran) reticula con 0 y a € A. Decimos que b es un pseudocomplemento
deaen Asianb=0yes maximo en A con esa propiedad. Si el pseudocomplemento
es unico, decimos que es un pseudocomplemento fuerte. La definicién de pseudocomple-
mento fuerte coincide con la definicién de pseudocomplemento de Grétzer en [14]. La
Figura 1.1 muestra una reticula donde el elemento b tiene como pseudocomplementos a
a y a c. Decimos que A es pseudocomplementada si cada elemento en A tiene un pseu-
docomplemento. Decimos que A es fuertemente pseudocomplementada si cada elemento
en A tiene un pseudocomplemento fuerte. Denotamos como Skel(A) a la clase de todos
los pseudocomplementos de A y llamamos a esta clase el esqueleto de A.

1.1.3. Atomos, coatomos, elementos esenciales y superfluos en
reticulas

Sea A una (gran) reticula acotada. Consideremos a,b € A. Decimos que a cubre a b si
a > by no existe x € A tal que a > x > b. Denotaremos a esto como a > b.

Decimos que a € A es un dtomo de A si a > 0. Decimos que A es atdmica si para
cada elemento 0 # x € A, existe un atomo a tal que a < z. La Figura 1.1 muestra
una reticula atomica. Decimos que ¢ € A es un codtomo de A si 1> ¢. Decimos que A
es coatomica si para cada elemento 1 # x € A, existe un codatomo c tal que z < ¢. La
Figura 1.1 muestra una reticula coatémica.

Sean a,b € A. Llamamos intervalo de a a b al conjunto [a,b] := {ce A | a < ¢ < b}.
Decimos que A es fuertemente atdmica si cada intervalo [a,b] es atémico. La Figura
1.1 muestra una reticula fuertemente atomica. Decimos que A es fuertemente coatomica
si cada intervalo [a,b] es coatémico. La Figura 1.1 muestra una reticula fuertemente
coatémica.

Decimos que e € A es esencial en A si para toda a € A tenemos que a A e = 0
implica a = 0. Decimos que s € A es superfluo en A si para toda a € A tenemos que
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av s=11implica a = 1.

1.2. Teoria de Moddulos

De aqui en adelante, consideraremos a R como un anillo izquierdo asociativo con unidad,
denotada como 1. A continuacién, mostramos definiciones y resultados de la Teoria de
Modulos importantes para el desarrollo de este trabajo.

1.2.1. Moébdulos, submoédulos y médulos cociente

Sea R un anillo y M un grupo abeliano aditivo. Decimos que M es un R-mddulo
izquierdo unitario si existe una funcién ¢: R x M — M definida como (r,m) P rm tal
que

para todo 7,7’ € Ry para todo m,m’ € M. De aqui en adelante, entenderemos por
modulo a un R-médulo izquierdo unitario.

Ejemplo 1.7 Sea G un grupo abeliano. Definimos @: 7. x G — G como

g+t---+g siz>0
—

(2,9) 5> 2z g= 0 siz=0
—g—-—g s1z2<0

—Z-VEecCes

Entonces G es un Z-mdodulo izquierdo.

Ejemplo 1.8 Sea R un anillo. Definimos ¢: R x R — R como (r,s) % rs. Entonces
R es un R-mddulo izquierdo.

Sea M un médulo y N € M. Decimos que N es submddulo de M, lo cual denotamos
como N < M, si es un subgrupo de M cerrado bajo la multiplicacién por escalar de
elementos en R. Si N # M, decimos que N es submaodulo propio de M.

Si N < M, el modulo cociente de M sobre N es el médulo

M/N ={m+ N | me M},
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donde la operacién suma es la suma usual en grupos cociente (aditivos) y la multipli-
cacion por escalar estd definida como r(m + M’) := rm + M’ para toda r € R.

Definicién 1.9 Sea M un modulo.

(1) Decimos que M es finitamente generado si existe un conjunto finito
{mq1,ma,...,my} < M tal que M = 3" Rm,.

(i1) Decimos que M es ciclico si M = Rm para algin m € M.
(i1i) Decimos que M es simple si M # 0 y si sus inicos submddulos son 0 y M.

De la definicién anterior, podemos ver todo moédulo simple es ciclico. Sin embargo,
no todo médulo ciclico es simple: Si R = Z, entonces Zg := Z/6Z = Z(1 + 6Z) y
0 < {0+ 6Z,2+ 6Z,4 + 672} < Zs.

Definicién 1.10 Sea M un modulo y N < M.
(1) Decimos que N es esencial en M si para cada L < M, NNL =0 implica L = 0.

(i7) Decimos que N es superfluo en M si para cada L < M, N + L = M implica
L=M.

Usaremos la notacion N < M y N « M para decir que N es esencial en M 1y superfluo
en M, respectivamente.

(i4i) Decimos que M es uniforme si N < M para todo N # 0.

1.2.2. Homomorfismos de médulos y Teoremas de Isomorfismo

Sean M, N médulos y f: M — N una funciéon. Decimos que f es un R-homomorfismo
de modulos si

fm+m!) = f(m)+ f(m') —y  frm)=rf(m)

para toda m,m’ € M y para toda r € R. Denotamos como Hompg(M,N) al conjunto
de todos los R-homomorfismos f: M — N. De aqui en adelante, entenderemos por
homomorfismo a un R-homomorfismo de médulos.

Sea f: M — N un homomorfismo. Decimos que f es un monomorfismo (o mono) si
f es inyectivo. Decimos que f es un epimorfismo (o epi) si f es suprayectivo. Decimos
que f es un isomorfismo (o iso) si f es mono y epi. Usaremos las notaciones M — N,
M — N,y M =~ N para decir que f: M — N es un mono, epi, e iso, respectiva-
mente. Para cada homomorfismo f, definimos Ker f := {m e M | f(m) =0} < M e
Im f:={neN|3me M tal que f(m) =n} < N.

Sea f: M — N un homomorfismo. Notemos que f es mono si y sélo si Ker f = 0.
De igual manera, se tiene que f es epi si y sélosi Im f = N.

Los Teoremas de Isomorfismo de Noether y el Teorema de la Correspondencia tienen
su equivalente en la Teoria de Mddulos, y son los siguientes:
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Teorema 1.11 (Primer Teorema de Isomorfismo para médulos)
St f: M — N es homomorfismo, entonces

M/(Ker f)~Im f

Corolario 1.12 Sea M un mddulo. Entonces M es ciclico si y sélo si M =~ R/I para
algin ideal I < R. Mds ain, si M = Rm para algin m € M, entonces M = R/I con
I ={reR|rm=0}.

Teorema 1.13 (Segundo Teorema de Isomorfismo para médulos)
St N,K < M, entonces K < K+ N, NnK <Ny

N/(N A K) = (N + K)/K

Teorema 1.14 (Tercer Teorema de Isomorfismo para médulos)
Si N, K < M tales que K < N, entonces N/JK < M/K y

(M/K)/(N/K) =~ M/N

Teorema 1.15 (Teorema de la Correspondencia para médulos)
Si N < M, entonces existe una correspondencia biyectiva entre los submddulos de M /N
y los submaodulos de M que contienen a N.

1.2.3. Sumas directas y productos directos de mdédulos. Suce-
siones exactas de médulos.

Sea {M,}ic; una familia de médulos, donde I es un conjunto. El producto directo de
{M;}ier es el médulo [ [..; M; = {(m;)ier | m; € M;}, donde la suma y el producto
por escalar estan definidos de la forma usual. La suma directa de {M;};c; es el médulo
@Picr Mi = {(mi)ier € [ Lic; Mi | m; = 0 para casi toda i € I}

Llamamos proyeccion natural (del producto directo) al homomorfismo

Dy HMZ — Mj dado por (mi)id '&) m;
1€l

para cada j € I, e inclusion natural (del producto directo) al homomorfismo

LY Ry
/\jl Mj — HMZ dado por m; > ((ml)ze[)
el

donde m; = 0sii # jym; =m;sii=j, para cada j € I. Notemos que p;\; = 1y,
para toda i € I, mientras que p; A\, = 0 si ¢ # k. Ademas, p; y \; estan definidas para
@ic; Mi y son tales que D, \ipi = L@, m,)-

Los siguientes teoremas caracterizan a la suma directa y al producto directo a través
de propiedades universales.
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Teorema 1.16 Sea {M;}icr una familia de mddulos y {\;}ier la familia de inclusiones
naturales de los M;. Entonces la pareja (P,;.; Mi, {\i}ier) cumple con la siguiente
Propiedad Universal de la Suma Directa: Para todo médulo X junto con una
familia de homomorfismos f;: M; — X donde i € I, existe un unico homomorfismo
©: @, M; — X tal que o \; = f; para toda i€ I.
Ademas, si existe otra pareja (A, {a;: M; — Alier) que cumple con la propiedad,
entonces A = @,.; M;.

Teorema 1.17 Sean {M,}ic; una familia de modulos y {p;}icr la familia de proyeccio-
nes naturales de los M;. Entonces la pareja (] [.c; Ms, {pi}ier) cumple con la siguiente
Propiedad Universal del Producto Directo: Para todo modulo X junto con
una familia de homomorfismos f;: X — M; donde i € I, existe un inico homomorfismo
01 X — [ L.e; M; tal que p; o o = f; para toda i€ I.
Ademds, si existe otra pareja (A, {a;: A — M;}ier) que cumple con la propiedad,
entonces A = [ [..; M;.

Para el caso de una familia finita de modulos, tenemos que el producto directo y la
suma directa coinciden.

Sean N, My, My < M. Decimos que M es la suma directa (interna) de My y Ms, lo
cual denotamos como M := My @ M,, si My n My =0y My + My = M. Decimos que
N es sumando directo de M, lo cual denotamos como N @ M, si existe K < M tal que
M=N®K.

Sean f, g dos homomorfismos M’ I, M % M" Decimos que la sucesién es exacta en
M si Im f = Ker g. Notemos que si M’ = 0, entonces f = 0. Esto lo denotamos como
0— M.Si M" =0, entonces g = 0. Esto lo denotamos como M — 0.

Observacién 1.1 Sean M, M’ M" mddulos y f,g homomorfismos. Entonces
i) 00— M’ Iy M es exacta si y solo si f es mono.
ii) M 2> M" — 0 es exacta si y sélo si g es epi.
iii) 0 > M I M’ = 0 es exacta si y solo si f es isomorfismo.

iv) Si M’ LM S M es exacta, con f epi y g mono, entonces M = 0. Se concluye
que s10 — M — 0 es exacta, entonces M = 0.

Si 0— M 5 ML M -0 es una sucesién exacta, tenemos que Imix~ My
M/(Imi)=M/(Ker f) = Im f =~ M". A las sucesiones como la anterior las llamamos
sucesiones exactas cortas. De esta manera, podemos reescribir el Tercer Teorema de
[somorfismo de la siguiente forma:
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Teorema 1.18 (Segunda versiéon del Tercer Teorema de Isomorfismo para
médulos)
St N, K < M tales que K < N, entonces existe una sucesion exacta corta

0— N/K — M/K — M/N — 0

7 P ., . .,
Sea) - A — B — (' — 0 una sucesion exacta corta. Decimos que la sucesion exacta
se escinde si existe j : C' — B tal que poj = 1¢. El siguiente teorema caracteriza a los
sumandos directos a través de sucesiones exactas cortas que se escinden.

Teorema 1.19 Sean A, B € R-Mod tales que i: A — B es mono. Entonces A@ B si y
solo si existe p: B — A tal que poi = 14.

Corolario 1.20 Sean A, B € R-Mod. Entonces A@ B si y solo si existe C' € R-Mod
tal que la sucesion 0 > A - B — C' — 0 se escinde.

1.3. Clases de modulos

En esta secciéon mostramos algunas clases de médulos conocidas y sus propiedades de
cerradura. Ademas, mostramos ciertos operadores de clases de médulos y caracteriza-
ciones de anillos. Denotamos como On, Cn y ICn a las clases de todos los ntimeros
ordinales, cardinales, y cardinales infinitos, respectivamente. Denotamos como L£(M) a
la reticula de submédulos de un médulo M.

Definicién 1.21 Sea R un anillo. Llamamos clase abstracta de R-moédulos a cualquier
coleccion X de R-maodulos tal que 0 € X y que sea cerrada bajo isomorfismos, es decir,
(M eX yM=N) implican N € X.

De aqui en adelante, entenderemos por clase de médulos a una clase abstracta de
modulos.

Ejemplo 1.22 Las siguientes son ejemplos de clases de mddulos.
» R-Mod y la clase 0 := {K € R-Mod | K = 0}.

» Las clases R-simp := {S € R-Mod | S es simple} U {0} y
R-ssimp de todos los modulos simples y semisimples, respectivamente.

» Las clases J = {MeR-Mod | Y N<M 3 KPM tal que NS K} y
J ={MeR-Mod |V N<MIKDPM tal que K <N y N/JK <« M/K} de to-
dos los modulos extensores y elevadores, respectivamente.

= Las clases A y N de todos los modulos artinianos y noetherianos, respectivamente.
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» La clase S¢ = {M € R-Mod | 3 K € R-Mod tal que M < K} de todos los mddulos
superfluos en R-Mod.

Asi como existen operaciones entre modulos, se pueden definir operaciones para
clases de modulos. En particular, estan definidas la union y la interseccién de una
familia de clases de médulos, asi como el infimo y el supremo de una (gran) reticula de
clases de médulos (ver Seccién 1.3.1). A continuacién, se muestran el producto finito y
la suma finita de clases de mddulos.

Definicién 1.23 Seanne N y X, Y, X1, Xs, ..., &, clases de modulos. Definimos
= ¢l producto XY como la clase
{M e R-Mod| NeX y M/N e para algin N < M}
El producto finito [ [, X; se define de manera recursiva.

» la suma finita @;_, Xy como la clase

{M € R-Mod | M =~ P M;, donde M; e Xl}

=1

En particular, si &; = X para toda ¢ = 1,2,...,n, denotamos a X} X, --- A&, como
X"yaXi®- - DX, como X™ . El producto de dos clases de médulos también se puede
expresar por medio de sucesiones exactas cortas, como lo muestra la siguiente

Observacion 1.2 Sean X y Y clases de modulos. Entonces

existe una sucesion exacta corta 0 - X - M —-Y — 0 }

Xy:{MeR-Mod‘ tal que X e X yY ey

Gracias a la observacién anterior, es claro que X < X2 para cualquier clase de
moédulos X

La Observacion 1.2 muestra que el producto X') coincide con la clase E(X,)) defi-
nida en [1]. De esta manera, por [1, Proposicién 2.2, p. 23] tenemos que el producto de
clases de médulos es asociativo. Ademas, se tiene que la clase 0 es un neutro multipli-
cativo. Para el caso de la suma finita de clases de mdédulos, la suma finita es asociativa,
conmutativa y la clase 0 es un neutro aditivo.

Para cualesquiera X', ) clases de mdédulos, se tiene que X v Y € XPY < X)Y. De
hecho, este resultado se generaliza a familias finitas de clases de moédulos. Es decir, si
{X;}"_, es una familia de clases de mddulos, entonces

CJ X, < X, < ﬁXi
=1 i=1

n

i=1
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1.3.1. Reticulas y grandes reticulas de clases de mdédulos

Algunas clases de médulos se pueden clasificar de acuerdo a ciertas propiedades de
cerradura. En este trabajo consideramos las siguientes propiedades de cerradura para
cualquier clase de modulos.

Definicién 1.24 Sea X una clase de modulos. Diremos que

s X es cerrada bajo submédulos si para todo N < M con M € X, se tiene que
NelX.

s X es cerrada bajo cocientes si para todo N < M con M e X, se tiene que
M/N e X.

X es cerrada bajo extensiones exactas si para todo modulo M tal que existe una
sucesion 0 > N - M — L — 0 con N,L € X, se tiene que M € X.

» X es cerrada bajo sumas directas arbitrarias si para todo conjunto arbitrario
{M;}ic1 € X se tiene que @ierM; € X

X es cerrada bajo sumas directas finitas si para todo conjunto finito {M;}I, < X
se tiene que @ M; € X.

Usamos los simbolos <, —, ext,®,®" para denotar las cerraduras bajo submodu-
los, cocientes, extensiones exactas, sumas directas arbitrarias, y sumas directas finitas,
respectivamente. Consideramos el conjunto {<, —, ext,®,®"} como el conjunto de pro-
piedades de cerradura para este trabajo. De esta manera, si A es un subconjunto de
este conjunto de propiedades de cerradura, denotamos por L, a la clase (formalmente,
conglomerado) de todas las clases de mddulos que son cerradas bajo cada propiedad de
cerradura en A.

Notemos que, para cualquier subconjunto A de propiedades de cerradura, L4 esta
parcialmente ordenada por la inclusién de clases de modulos. Ademas, tenemos que el
infimo arbitrario de una familia de clases de mdédulos en L4 existe y es la interseccion
arbitraria de la familia. De esta manera, y como consecuencia de la Proposicion 1.4,
tenemos el siguiente resultado.

Proposicion 1.25 Sea A un subconjunto de propiedades de cerradura. Entonces L4 es
una (gran) reticula completa acotada, donde 0, =0 y 1, = R-Mod.

Demostracion:
La demostracion es similar a [14, Lema 14, p. 24]. |

Sea X una clase de moédulos. Consideremos la familia F de todas las clases en L4
que contienen a X como subclase. Notemos que F tiene elemento menor y coincide con
el infimo de F. Denotamos como L4(&X') al menor elemento en L, que contiene a X'y
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lo llamamos la clase en Ly generada por X. Si X = {N | N = M} u {0}, denotamos
a L4(X) simplemente como L4(M). Siguiendo [14, Lema 14, p. 24|, para {X},c; una
familia de clases de mdédulos en L4 notemos que

\/ &= La (U?@-)

iel el

En esta seccién nos enfocamos en describir los supremos arbitrarios de L 4, para algunos
subconjuntos A de propiedades de cerradura.

Por ejemplo, tomemos A = {<}. Entonces L<; es el conglomerado de todas las
clases de modulos que son cerradas bajo submodulos. Denotamos a Li<y como R-sub
y a los elementos de R-sub como clases hereditarias (de mdédulos). Por la Proposicién
1.25, tenemos que R-sub es una gran reticula completa. La gran reticula R-sub ha sido
estudiada en [3].

Para cualquier clase de médulos X, tenemos que Li<;(X) es la clase resultante de
aplicar a X el operador sub:

sub(X) :={M e R-Mod |30 - M — K, donde K € X'}

Tenemos que la unién arbitraria de clases hereditarias es una clase hereditaria. Por
lo tanto, si {X;},; es una familia de clases hereditarias, tenemos que

\/ X = sub <UX) =«

el el el

Notemos que R-sub es un gran marco. Ademas, es fuertemente pseudocomplementado,
donde el pseudocomplemento fuerte de una clase hereditaria H es

HH< = {M € R-Mod | H n sub(M) = 0}

Decimos que una clase de modulos X es natural si es cerrada bajo submodulos, sumas
directas y capsulas inyectivas. Ademas, se tiene que toda clase natural es cerrada bajo
extensiones exactas. Denotamos como R-nat a la clase de todas las clases naturales. De
esta manera, en [3, Teorema 12, p. 545] se prueba que Skel(R-sub) = R-nat.

Ahora, tomemos A = {—}. Entonces L. es el conglomerado de todas las clases
de moédulos que son cerradas bajo cocientes. Denotamos a L} como R-quot y a los
elementos de R-quot como clases cohereditarias (de mddulos). Por la Proposicién 1.25,
tenemos que R-quot es una gran reticula completa. La gran reticula R-quot ha sido
estudiada en [3].

Para cualquier clase de médulos X', tenemos que L_,}(X) es la clase resultante de
aplicar a X el operador quot:

quot(X) := {M € R-Mod | 3 K - M — 0, donde K € X}
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Tenemos que la unién arbitraria de clases cohereditarias es una clase cohereditaria.
Por lo tanto, si {X;}ic; es una familia de clases cohereditarias, tenemos que

\/ % = quot (U?@) =Jx

el el el

Notemos que R-quot es un gran marco. Ademads, es fuertemente pseudocomplementado,
donde el pseudocomplemento fuerte de una clase cohereditaria Q es

Q=1 := {M € R-Mod | Q n quot(M) = 0}

En [3, Definicién 21, p. 546] se define R-conat, la clase de todas las clases conaturales,
como Skel(R-quot). En [3, Teorema 24, p. 547] se prueba que toda clase conatural es
cerrada bajo cocientes, extensiones exactas y epimorfismos superfluos.

Tomemos A = {<, —}. Entonces L{< . es el conglomerado de todas las clases de
modulos que son cerradas bajo submddulos y cocientes. Denotamos a Li< ., como
R-op y alos elementos de R-op como clases abiertas (de mddulos). Por la Proposicién
1.25, tenemos que R-op es una gran reticula completa. La gran reticula R-op ha sido
estudiada en [22].

Para cualquier clase de médulos X', tenemos que Li< (&) es la clase resultante de
aplicar a X el operador subquot:

subquot(X) := sub(quot(X))

Notemos que subquot(X) = quot(sub(X)) para cualquier clase de médulos X. Te-
nemos que la unién arbitraria de clases abiertas es una clase abierta. Por lo tanto, si
{X;}icr es una familia de clases abierta, tenemos que

\/ & = subquot <U Xi> -«

el iel iel

Notemos que R-op es un gran marco. Ademas, es fuertemente pseudocomplementado,
donde el pseudocomplemento fuerte de una clase abierta O es

Ott==) := {M e R-Mod | O n subquot(M) = 0}

Debido a que todo médulo finitamente generado (f.g.) tiene un submédulo maximo
[5, Teorema 2.8, p. 32|, tenemos que R-op es atémico, donde sus dtomos son las clases
de médulos subquot(S) con S un médulo simple.

Tomemos A = {<, ext}. Entonces L . es el conglomerado de todas las clases de
modulos que son cerradas bajo submoédulos y extensiones exactas. Denotamos a Ly< ca)
como R-sext. Por la Proposiciéon 1.25, tenemos que R-sext es una gran reticula completa.
La gran reticula R-sext ha sido estudiada en [1].
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Para cualquier clase de médulos X, tenemos que L{sm}(?ﬁ ) es la clase resultante
de aplicar a X el operador sext:

sext(X) := U (sub(X))"

neN

Si {X;}ier es una familia de clases en R-sext, tenemos que

\/ & = seat (U Xi>

el iel

Tenemos que R-sext es fuertemente pseudocomplementado, donde el pseudocomple-
mento fuerte de una clase H € R-sext es

Hi<eats .= {M € R-Mod | H n sext(M) = 0}

Tomemos A = {—, ext}. Entonces L. exty €s el conglomerado de todas las clases de
modulos que son cerradas bajo cocientes y extensiones exactas. Denotamos a Ly, ¢,
como R-gezt. Por la Proposicion 1.25, tenemos que R-gext es una gran reticula completa.
La gran reticula R-qext ha sido estudiada en [1].

Para cualquier clase de médulos X, tenemos que Ly, o3 (X) es la clase resultante
de aplicar a X el operador gext:

gert(X) = U(quot(?())”

neN

Si {X;}ier es una familia de clases en R-qext, tenemos que

\/ & = gext (U /Yi>
el el
Tenemos que R-qgext es fuertemente pseudocomplementado, donde el pseudocomple-
mento fuerte de una clase Q € R-qext es

Qttsertt .= {M € R-Mod | Q n gext(M) = 0}

Tomemos A = {<, —, ext}. Entonces Li< . cxty €s el conglomerado de todas las cla-
ses de mdédulos que son cerradas bajo submddulos, cocientes, y extensiones exactas.
Denotamos a Li< . ¢y como R-ssy a los elementos de R-ss como clases de Serre (de
mddulos). Por la Proposicién 1.25, tenemos que R-ss es una gran reticula completa. La
gran reticula R-ss ha sido estudiada en [24].

Para cualquier clase de médulos X', tenemos que Ly< . ..ty (X) es la clase resultante
de aplicar a X el operador serre:

serre(X) := U(subquot(X))”

neN
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Si {X;}ier es una familia de clases de Serre, tenemos que

\/ & = serre (U Xi>

el iel

Tenemos que R-ss es un gran marco. Ademds, es fuertemente pseudocomplementado,
donde el pseudocomplemento fuerte de una clase de Serre S es

StHiz—enty = {M € R-Mod | § n serre(M) = 0}

Tomemos A = {<, —,®}. Entonces Li< . g es el conglomerado de todas las clases
de médulos que son cerradas bajo submédulos, cocientes, y sumas directas arbitrarias.
Denotamos a Li< . g como R-pretors y a los elementos de R-pretors como clases de
pretorsion hereditaria (de mddulos). Por la Proposicién 1.25, tenemos que R-pretors es
una gran reticula completa. La gran reticula R-pretors ha sido estudiada en [23].

Sea X una clase de modulos y A € Cn. Definimos la suma de A copias de X como

xW .= {M e R-Mod

M;@Ni,dondeNieXVieIe|I|g)\}

el

Para cualquier clase de médulos X', tenemos que Li< _, g1(X) es la clase resultante de
aplicar a X el operador o:

o(X) := subquot ( U X(’\)>

AeCn

Sea X una clase de mddulos. Definimos cyc(X’) como un conjunto completo de
representantes de clases de isomorfismo de submodulos ciclicos de mdédulos en X'. Si
X = R-Mod, denotaremos como R-cyc a cyc(R-Mod). Denotamos como My a la suma
directa de todos los médulos en cyc(X'). En [8, Lema 2.2.3, p. 12] se prueba que

para cualquier clase de médulos X. Notemos que o(M) coincide con o[ M], la subca-
tegoria completa de R-Mod de todos los mdédulos subgenerados por M, introducida en
[31]. Sin embargo, en este trabajo trataremos de manera distinta a o(M) y a o[ M].

Sea § € L(R) una familia de ideales de R. Diremos que § es un filtro lineal de R si
cumple las siguientes condiciones:

(F1) Si I,J € §, entonces I n J € §.
(F2) SileFel < J,entonces J € F.

(F3) SileFyreR, entonces (I :7):={seR|srel}eg.
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Denotamos como R-fil al conjunto de todos los filtros lineales de R. En [15, Proposicién
1.11, p. 7] se prueba que existe una correspondencia biyectiva entre R-pretors y R-fil.
Asi, R-pretors es un conjunto y por ende, una reticula completa.

Si {X;}icr es una familia de clases de pretorsién hereditaria, tenemos que

\VX=o (UX) =0 (@M&)
i€l el 1€l
donde o(My,) = X; para toda i € I. Tenemos que R-pretors es una reticula modular.

Ademas, es fuertemente pseudocomplementado, donde el pseudocomplemento fuerte de
una clase de pretorsion hereditaria P es

Pplic—er = {M e R-Mod ] Pn U(M) = 0}

En [29, 1.2(2), p. 3616] se prueba que R-pretors es una reticula atémica, donde sus
atomos son las clases de médulos o(S) con S un médulo simple.

Tomemos A = {<, —», ext,®}. Entonces Li< . ezt @} €s el conglomerado de todas las
clases de médulos que son cerradas bajo submodulos, cocientes, extensiones exactas,
y sumas directas arbitrarias. Denotamos a L< . c.,@y como R-torsy a los elementos
de R-tors como clases de torsion hereditaria (de mddulos). Por la Proposicién 1.25,
tenemos que R-tors es una gran reticula completa. La gran reticula R-tors ha sido
estudiada en [16].

Sea X una clase de modulos. Definimos

» [W(X):={Me R-Mod | Homr(M,E(X)) =0V X € X}
» rh(X):={M e R-Mod | Homg(X,E(M)) =0VY X € X}

donde E(X) y E(M) son las capsulas inyectivas de X y M, respectivamente. Para
cualquier clase de médulos X', tenemos que Li< . e} (X) es la clase resultante de
aplicar a X’ el operador htors:

htors(X) := [h(rh(X))

Si {X;}ier es una familia de clases de torsién hereditaria, tenemos que

\/ &; = htors (U 2@)

el el
Debido a que R-tors & R-pretors, se tiene que R-tors es un conjunto. Tenemos que

R-tors es un marco. Ademads, es fuertemente pseudocomplementado, donde el pseudo-
complemento fuerte de una clase de torsién hereditaria T es

Ths—etd) .= {M e R-Mod | T n htors(M) = 0}

En [1, Lema 1.7, p. 22] se prueba que Skel(R-op) € R-tors. Aunado a esto, tenemos
el siguiente
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Teorema 1.26 ([1], Teorema 1.4, p. 21) Sean P,Q dos subconjuntos de propieda-
des de cerradura. Supongamos que Lp y Lo son fuertemente pseudocomplementadas.
Si Skel(Lp) € Lg < Lp, entonces Skel(Lg) = Skel(Lp).

De esta manera, tenemos que
» Skel(R-tors) = Skel(R-pretors) = Skel(R-ss) = Skel(R-op)
» Skel(R-sext) = Skel(R-sub)
» Skel(R-qext) = Skel(R-quot)

Ademas, se concluye que

n ThHsoeto = {M € R-Mod | T n subquot(M) = 0} para toda T € R-tors.
Plis—e = {M € R-Mod | P n subquot(M) = 0} para toda P € R-pretors.

Stis~ety = {M € R-Mod | S n subquot(M) = 0} para toda S € R-ss.

n Hitees = {M e R-Mod | H n sub(M) = 0} para toda H € R-sext.
Qticests ;= {M € R-Mod | @ n quot(M) = 0} para toda Q € R-qext.

1.3.2. Caracterizaciones de anillos a través de clases de mdodu-
los

El estudio de los conglomerados de clases de médulos que son cerradas bajo pro-
piedades de cerradura, asi como el estudio de ciertos operadores de clases de médulos,
se ha dirigido paralelamente hacia la caracterizacién de anillos. A continuacién, mos-
tramos algunas caracterizaciones de anillos mediante condiciones que involucran a los
operadores anteriormente descritos y a los conglomerados de clases de médulos.

Teorema 1.27 ([1], Teorema 2.7, p. 26) sext(R) = sext(R-simp) si y sdlo si R es
Artiniano y R-simp < L(R).

Teorema 1.28 ([1], Teorema 3.5, p. 28) R es Artiniano si y sdlo si R es Noethe-
riano y gext(R) = gext(R-simp).
Teorema 1.29 ([1], Teorema 4.2, p. 31) Skel(R-sub) = Skel(R-quot) si y sélo si

R es isomorfo a un producto directo finito de anillos locales izquierdos perfectos dere-
chos.

Teorema 1.30 ([1], Teorema 5.14, p. 34) Sea R tal que la cdpsula inyectiva de ca-
da modulo simple es f.g. Entonces R-sext = R-qext si y solo si R es isomorfo a un
producto directo finito de anillos Artinianos locales.

Teorema 1.31 ([2], Teorema 38, p. 116) R-her = R-quot si y solo si R es isomorfo
a un producto directo finito de anillos Artinianos de ideales principales.
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Capitulo 2

Clases aditivas

Walker y Walker en [30] introdujeron el concepto de clase aditiva para estudiar una
relacion entre clases de Serre y filtros lineales del anillo. Sin embargo, el estudio de
clases aditivas no fue exhaustivo, pues los autores utilizaron las clases aditivas como un
puente entre las clases de Serre y las clases de torsion hereditaria.

En este capitulo estudiamos con mas profundidad a las clases aditivas, mediante el
estudio de la estructura reticular del conglomerado de todas las clases aditivas usando
operadores de clases de médulos. Ademas, estudiamos propiedades del conglomerado de
todas las clases aditivas acotadas, un concepto cercano al introducido en [30]. Después,
mostramos la existencia de dtomos en el conglomerado de todas las clases aditivas. Al
final, estudiamos una relacién entre el conjunto de todos los filtros lineales de R y el
conglomerado de todas las clases aditivas.

2.1. Estructura reticular de R-ad

Definicién 2.1 Sea X una clase de maodulos. Decimos que X es una clase aditiva
(de médulos) si es cerrada bajo submddulos, cocientes y sumas directas finitas. De-
notamos como R-ad al conglomerado de todas las clases aditivas. De esta manera,
R-ad = L{Sﬁn@”}-

La definicién de clase aditiva fue formalmente introducida en [30, Definicién 1.2, p.
515]. Por la Proposicién 1.25, tenemos que R-ad es una gran reticula completa. Dado
que la propiedad de ser cerrado bajo sumas directas finitas es equivalente a la propiedad
de ser cerrado bajo extensiones exactas que se escinden (Corolario 1.20), tenemos que

R-ss< R-ad € R-op y R-pretors € R-ad € R-op
Existen anillos para los cuales las contenciones anteriores son estrictas.

Ejemplo 2.2 Consideremos S¢, la clase de todos los mddulos superfluos en R-Mod
(Ver Ejemplo 1.22). En [21, Teorema 2, p. 528], Leonard probd que S € R-ad.

19
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Recordemos que un anillo R es max izquierdo si todo R-modulo no cero tiene un
submddulo mdzximo. En [4, Teorema 2.8, p. 2909/, Amini y Amini probaron que R es
max izquierdo si y solo si S¢ € R-pretors. Ast, para R = Z tenemos que S« ¢ R-pretors.

Por otro lado, recordemos que un anillo R es hereditario izquierdo si cada ideal de
R es proyectivo. En [21, Teorema 3, p. 528/, Leonard probdé que si R es hereditario
izquierdo, entonces S¢ € R-ss.

Con este ejemplo, se observa que Z-pretors < Z-ad.

Ejemplo 2.3 Sea R = Z. Consideremos R-fgssimp, la clase de todos los modulos se-
misimples finitamente generados. Fs fdacil ver que R-fgssimp € R-ad.

Por un lado, tenemos que Zo € R-fgssimp. Sin embargo, notemos que ZgNO) es un
maodulo semisimple que no es finitamente generado. Por lo tanto, ZgNO) ¢ R-fgssimp y
se concluye que R-fgssimp ¢ R-pretors.

Por otro lado, tomemos la sucesion

O—>Zg—>Z4—>Z2—>O
Tenemos que Zs € R-fgssimp pero Z4 ¢ R-fgssimp. Por lo tanto, R-fgssimp ¢ R-ss.

Con este ejemplo, se observa que Z-ss & Z-ad.
Para describir la estructura reticular de R-ad, necesitamos determinar los supremos
en R-ad. Para ello, definimos el operador

ad(X) := subquot <U X(")>

neN

para cualquier clase de modulos X'. Notemos que el operador ad es la restriccion del
operador ¢ para potencias finitas. Ademds, se puede observar cierta similitud con el
operados serre.

Teorema 2.4 ad(X) € R-ad para cualquier clase de mddulos X .

Demostracion:
Por definicién, tenemos que ad(X) € R-op. Ahora, consideremos M, My € ad(X).
Entonces existen ni,ns € N y los diagramas

@KliéTléO y @ng—>T2—>0
i=1 T j=1
M, M

! !

0 0
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donde Ky;, Ky € X para todaie {1,...,n;} y para toda j € {1,...,ns}. Asi, tenemos
el diagrama

(@Ku) S (@K2j) — T @1, —0
i=1

|

M, @ M,

|

0
De esta manera, se tiene que M; @ Ms € ad(X). Se concluye que ad(X) € R-ad. B

Denotamos como ad(M) a la clase de mddulos que resulta de aplicar el operador ad
a la clase de médulos que contiene al médulo cero, a M y a todos sus médulos isomorfos.
Denotamos como R-mod a la clase de todos los mdédulos finitamente generados.

Proposicién 2.5 Sea R un anillo. Entonces ad(R) = sub(R-mod).

Demostracion:
Sea R un anillo. De la definicién del operador ad, tenemos que

R" e-7{9-0
ad(R) = {M e R-Mod |3 M
p
0
= {M e R-Mod | 3T € R-mod tal que M < T}

= sub(R-mod)

Proposicién 2.6 Li< ., g (X) = ad(X) para cualquier clase de modulos X .

Demostracion:
Por definicién del operador ad, tenemos que X < ad(X).
Ahora, supongamos que ) € R-ad tal que X <€ ). Si M € ad(X), entonces existe

n € N y el diagrama

DK, ~—T—0

i=1

M

|

0

donde K; € X para toda i € {1,...,n}. Dado que X € ) y Y € R-ad, tenemos que
@;_, K; € Y de donde se sigue que T € Yy, por lo tanto, M € Y. Se concluye que
ad(X) < Y. |



22 2. Clases aditivas

Teorema 2.7 Sea I un conjunto y {X;}icr una familia no vacia de clases aditivas.

Entonces
\V/‘}%== ad (L¢J22>
el el
Demostracion:
Se sigue de la Proposicién 2.6 y del hecho que \/,_; Xi = L4 (U,; &) para cualquier A
subconjunto de propiedades de cerradura. |

Para el caso en que la familia de clases aditivas sea finita, la descripcion del supremo
en R-ad es més sencilla. Para ello, necesitamos el siguiente lema.

Lema 2.8 Sea m € N y {X;}%, una familia no vacia de clases de mddulos cerradas
bajo sumas directas finitas. Entonces

mo N
()-8
1 =1

neN \i=

Demostracion:

(€) Sea M e |, . (U, X;)™. Entonces existe k € N tal que M = @?:1 M; donde
M; e |J", &, para cada j € {1,...,k}. De esta manera, para cada j € {1,...,k} existe
ie{l,...,m} tal que M; € &;. Dado que X; € Ligny para cada i € {1,...,m}, se sigue
que M € @, X,.

(2) Sea Me@®", X;,. Entonces M =@ M; donde M;eX; para toda
ie{l,...,m}. Dado que M;e|J;", X; para toda i € {1,...,m}, se concluye que

M € Upen (U )™, _

Proposicién 2.9 Sea X una clase de mddulos. Entonces X es cerrada bajo sumas
directas finitas si y sélo si X = X,

Demostracion:

(=)(<) Dado que X € Lygpny, la prueba es inmediata.

(2) Sea M € X. Dado que X = X UX < |J (X U X)™ y por el Lema 2.8, se
sigue que M € X,

(<) Sean Mj, My € X. Entonces M; @ M, € X@ = X. Por lo tanto, X es cerrada
bajo sumas directas finitas. |

neN

Teorema 2.10 Sea m € N y {X;}[", una familia no vacia de clases aditivas. Entonces

\/ X; = subquot (@ XZ-)
i=1 i=1
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Demostracion:
Por definicion del operador ad y por el Lema 2.8, se tiene que

m m m (n) m
\/ X, =ad (U Xi> = subquot U (U Xl) = subquot ((—B Xi)
i=1 i=1

neN \i=1 i=1
|

Sea I un conjunto y {X;},; una familia de clases de médulos. Definimos la suma
arbitraria de {X;};c; como

el el

P = {M e R-Mod

M;@NidondeNieXiVie[}

Una prueba similar a la del Lema 2.8, muestra que si {X;};; es una familia de clases
de médulos cerradas bajo sumas directas finitas, entonces |, .y (U,c; X)W < @Pcs X
Sin embargo, la otra contencién no se cumple en general.

Por ejemplo, consideremos R =7 y las clases Z, = {0,Z,} para cada primo p.
Tomemos B, yimo @d(2p). Notemos que el médulo P
D, primo d(Zp) pero 10 de e (U, primo ad(2,))™.

Por otro lado, si consideramos {X;};c; una familia de clases de médulos cerradas
bajo sumas directas arbitrarias, se tiene un resultado analogo al Lema 2.8. Y asi, se
obtiene una descripcion maés sencilla del supremo de clases de pretorsién hereditarias.

b primo Z, es un elemento de

Lema 2.11 Sea A\ € Cn, I un conjunto y {X;}ic; una familia no vacia de clases de
modulos cerradas bajo sumas directas arbitrarias. Entonces

oY)
U (Ux) -ox
AeCn \€l el

Teorema 2.12 Sea I un conjunto y {X;}ic; una familia de clases de pretorsion here-

ditaria. Entonces
\/ X; = subquot ((—B XZ-)

iel iel

Demostracion:
Por definicion del operador o y por el Lema 2.11, se tiene que

\/Xi=o (U X) — subgquot | | | (U Xi> B — subquot (@ Xi)

i€l el AeCn \ el el
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2.2. Clases aditivas acotadas. Operadores strong y
bad

En [30, Definicién 1.3, p. 515], Walker y Walker introdujeron la definicién de clase
aditiva acotada. La siguiente definiciéon es una versién ligeramente modificada de la
version de Walker y Walker.

Definicién 2.13 Sea X € R-ad. Decimos que X es acotada si para toda Y € R-ad tal
que cyc(Y) = cyc(X), tenemos que X < Y. Denotamos como R-bad al conglomerado
de todas las clases aditivas acotadas en R-Mod.

Por definicion, se tiene que cada clase aditiva acotada esta caracterizada por los
modulos ciclicos que contiene. Ahora, sea X una clase de médulos. Definimos el operador

bad(X) := ad(cyc(X))
Tenemos los siguientes resultados con respecto al operador bad.

Proposicion 2.14 Sea X € R-ad. Entonces

Demostracién:

(1) Dado que cye(X) < X, se concluye que bad(X) = ad(cyc(X)) € ad(X) = X.

(17) Dado que cyc(X) < ad(cyc(X)), se sigue que cyc(X) € cyc(bad(X)). Por (i), se
tiene que cyc(bad(X)) < cyc(X).

(7i1) Por definicién, se tiene que bad(X) € R-ad. Ahora, sea )} € R-ad tal que
cyc(bad(X)) = cyc(Y). Por (ii), se tiene que cyc(X) = cye(Y). Por (i), se sigue que
(&) = bad(Y) = V.

(iv) Sea Y = {M € R-Mod | 3 K € X n R-mod tal que M < K}.
(€) Sea M € bad(X). Entonces existe n € N y el diagrama

i=1

K
|

M
|
0
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donde C; € cyc(X) para toda i € {1,...,n}. Dado que @}, C; € X n R-mod, tenemos
que K € X n R-mod. Por lo tanto, M € ).

(2) Sea M € ). Entonces existe K € X n R-Mod tal que M < K. Como K es
finitamente generado, entonces existen ki, ..., k, tal que K = " | Rk;, donde Rk; € X
para toda i € {1,...,n}. De esta manera, existe el diagrama

n

@ Rk; —

i=1

K—0
|

M
!
0

Por lo tanto, M € bad(X). [

Corolario 2.15 Sea R un anillo. Entonces bad(R-Mod) = ad(R) = bad(R).

Demostracién:
La primera igualdad se sigue de las Proposiciones 2.5 y 2.14 (iv). La segunda igualdad
se sigue de la definicion de los operadores ad y bad. |

Teorema 2.16 Sea R un anillo. Las siguientes condiciones son equivalentes:
(1) R es Noetheriano
(i1) ad(R) = R-mod

(13i) bad(X) < R-mod para toda clase aditiva X .

Demostracion:

(1) = (i1): Supongamos que R es Noetheriano. Entonces, todo submédulo de un
médulo f.g. es finitamente generado. Por la Proposicién 2.5, se concluye que
ad(R) = R-mod.

(#7) = (14i): Supongamos que ad(R) = R-mod. Sea X € R-ad. Es fécil ver que
bad(X) < bad(R-Mod). Por el Corolario 2.15, se concluye que bad(X) < R-mod.

(7i1) = (i): Supongamos que bad(X) < R-mod para toda clase aditiva X'. Sea M un
submddulo de un mdédulo finitamente generado. Por la Proposicién 2.14 (iv) se tiene
que M € bad(R-Mod). Como R-Mod € R-ad, tenemos que M es finitamente generado.
Por lo tanto, R es Noetheriano. |

Proposicion 2.17 El supremo arbitrario en R-ad de clases aditivas acotadas es una
clase aditiva acotada.
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Demostracién:

Sea I un conjunto y {X;};c; una familia no vacia de clases aditivas acotadas. Probamos
que ad (| J,.; Xi) € R-bad. Por definicién, tenemos que ad (| J,.; X;) € R-ad. Ahora, sea
Y € R-ad tal que cyc(Y) = cyc(ad (| J,.; X;)). Tenemos que cyc(X;) < cyc(Y) para toda
i € I. Por la Proposicién 2.14 (i), tenemos que X; = bad(X;) < bad()) < Y para toda
i € I. Entonces, | J,.; Xi < V. Por la Proposicién 2.6, concluimos que ad (| J,.; &) < V.1

En general, no se cuenta con suficiente informacién para determinar el infimo ar-
bitrario de clases aditivas acotadas. Sin embargo, para anillos Noetherianos si se tiene
una descripcién del infimo arbitrario.

Teorema 2.18 Sea R un anillo Noetheriano, I un conjunto y {X;}ir una familia no
vacia de clases aditivas acotadas. Entonces

ﬂ X, € R-bad

el

Es decir, el infimo arbitrario en R-ad de clases aditivas acotadas es una clase aditiva
acotada.

Demostracioén:
Probamos que [),.; &; = bad ((,c; Xi)-

(<) Por la Proposicion 2.14 (iv), tenemos que
X; = bad(X;) = {M € R-Mod | 3 K € X; n R-mod tal que M < K}

para toda ¢ € I. Sea M € (),.; X;. Entonces M € X para toda i € I. Asi, existen
K; € X; n R-mod tales que M < K; para toda 7 € I. Notemos que M < ﬂie[ K;, donde
MNicr Ki € (Nie; &) m sub(R-mod). Como R es Noetheriano, tenemos que
sub(R-mod) = R-mod. Por lo tanto, M € bad ([,c; X;)-

(2) Se sigue de la Proposicién 2.14 (4). [

Existe una relacion entre R-bad y R-pretors. Sea X una clase de médulos. Definimos
el operador

strong(X) := {N e R-Mod

3 un conjunto I, M; € cyc(X)Viely }
un epimorfismo @, ; M; - N — 0
Proposicion 2.19 Sea X € R-ad. Entonces

(1) X < strong(X)

(17) cyc(strong(X)) = cye(X)

(1ii) strong(X) € R-pretors
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(iv) strong(X) ={M € R-Mod| Rme X ¥ me M}

Demostracién:

(¢) Dado que existe @, ,; Rm — M — 0 para todo M € R-Mod, se concluye que
X < strong(X).

(11) Por (i), se sigue que cyc(X) < cyc(strong(X)). Por otro lado, sea
C € cyc(strong(X)). Como C es finitamente generado, entonces existen
{M;}7, < cye(X)y P, M; - C — 0. Como M; € X paratodaie {1,...,n}, sesigue
que @, M; € X y por lo tanto, C' € X. Se concluye que cyc(strong(X)) < cyc(X).

(7i1) Por definicién, strong(X) € R-quot.
Ahora, sea J un conjunto y {N;},e; S strong(X). Entonces existen {M;;}ier, S cyc(X)
Y @ier. Mij — N; — 0 para cada j € J. Asi, tenemos que existe el epimorfismo
@jeJ(éBite M) — @jc; Nj — 0. Por lo tanto, P, ; N; € strong(X). Se concluye que
strong(X) € Ligy.
Por ultimo, sea M € strong(X) y K < M. Por (ii), tenemos que Rk € cyc(X) para
toda k € K. Entonces, existe @, Rk — K — 0. Por lo tanto, K € strong(X’). Se
concluye que strong(X') € R-sub.

(tv) Sea Y = {M € R-Mod | Rme X Y me M}.

(€) Sea M € strong(X). Por (ii), tenemos que cyc(M) < cyc(X). Por lo tanto,
Me).

(2). Sea M € ). Tenemos que existe @, ., Rm — M — 0 donde Rm € cyc(X)
para toda m € M. Por lo tanto, M € strong(X). [

Teorema 2.20 Sea R un anillo. Entonces R-bad =~ R-pretors como clases de mddulos.

Demostracion:
Definimos la correspondencia

0 : R-bad — R-pretors
X — 0(X) = strong(X)

= () estd bien definida: Sean X', Y € R-bad tales que X = ). Por la Proposicién 2.19
(1), tenemos que cyc(0(X)) = cyc(6())). Como las clases de pretorsién heredita-
rias estan caracterizadas por los médulos ciclicos que contienen, se concluye que

O(X)=0(Y).

» 0 es mono: Sean X,) € R-bad tales que (X)) = 6()). Por la Proposicién 2.19
(1), tenemos que cyc(X) = cyc(Y). Como las clases aditivas acotadas estan ca-
racterizadas por los moédulos ciclicos que contienen, se concluye que X = ).

= 0 esepi: Sea X € R-pretors. Por la Proposicién 2.14 (ii) y (i), tenemos que
bad(X) € R-bad y cyc(X) = cyc(bad(X)). Por la Proposicién 2.19, se sigue que
cyc(X) = cyc(strong(bad(X))). Por lo tanto, 8(bad(X)) = strong(bad(X)) = X.
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Se concluye que R-bad =~ R-pretors. |
Como consecuencias inmediatas del Teorema 2.20, tenemos los siguientes

Corolario 2.21 Sea R un anillo. Entonces R-bad es un conjunto.

Corolario 2.22 Sea R un anillo. Entonces R-pretors < R-ad.

2.3. Atomos en R-ad

Proposicién 2.23 Sea R un anillo y B ={0,S}, donde S € R-simp. Entonces
bad(B) € R-bad y bad(B) es un dtomo en R-ad.

Demostracion:

Notemos que bad(B) = {M € R-Mod | M =~ S™ para alguna n € N}. De esta manera,
es claro que bad(B) € R-bad. Por la descripcién de bad(B), se sigue que no existe
Y € R-ad tal que 0 < Y < bad(B). Por lo tanto, bad(B) es un atomo. |

Teorema 2.24 Sea R un anillo. Entonces R-ad es una gran reticula atomica.

Demostracion:

Sea X una clase aditiva diferente de cero. Sea 0 # S € R-simp n X. Consideramos el
conjunto B = {0, S}. Por la Proposicién 2.23, tenemos que bad(B) es un dtomo en R-ad.
Por la descripcién de bad(B), se tiene que bad(B) < X. [ |

Teorema 2.25 Sea R un anillo y 0 # X € R-ad. Entonces X es un dtomo en R-ad si
y sdlo si existe S € R-simp tal que cyc(X) = B ={0,S} y X = bad(B).
Demostracion:

(=) Supongamos que X es un atomo en R-ad. Por el Teorema 2.24, tenemos
que bad(B) < X. Como X es un atomo, se concluye que X = bad(X) y cyc(X) =
cyc(bad(B)) = B.

(<) Supongamos que existe S € R-simp tal que cyc(X) = By X = bad(B). Por la
Proposicién 2.23, tenemos que X es un atomo en R-ad. ]

Teorema 2.26 Sea 0 # X € R-ad. Entonces X es esencial en R-ad si y sdlo si
R-simp < cye(X).
Demostracion:

(=) Supongamos que X es esencial en R-ad. Sea 0 # S € R-simp. Consideramos
el conjunto B = {0,S}. Por la Proposicién 2.23, tenemos que bad(B3) es un dtomo en
R-ad. Dado que X es esencial, tenemos que bad(B) = bad(B) n X < X. Por lo tanto,
SeX.

(<) Supongamos que R-simp < cyc(X). Supongamos que existe ) € R-ad tal que
XY =0.51)Y # 0, por el Teorema 2.24 existe un modulo simple 0 # S y un conjunto
B = {0,S} tal que bad(B) < Y. Entonces bad(X) € X n'Y = 0, lo cual es absurdo. Por
lo tanto, ) = 0. Concluimos que X es esencial en R-ad. ]
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Denotamos como atm(R-ad) al nimero de dtomos en R-ad.
Teorema 2.27 Sea R un anillo. Las siguientes condiciones son equivalentes:
(1) Toda clase aditiva diferente de cero es esencial en R-ad
(i1) atm(R-ad) =1
(i73) |R-simp| =1

Demostracién:

(1) = (i1): Supongamos que toda clase aditiva es esencial en R-ad. Probamos que
R-ad tiene un unico atomo. En caso contrario, supongamos que existen V, W € R-ad
tales que V y W son atomos en R-ad y son tales que V n W = 0. Como toda clase
aditiva es esencial, concluimos que ¥V = 0 o W = 0, lo cual es absurdo. Por lo tanto,
atm(R-ad) = 1.

(17) = (4¢i1): Supongamos que atm(R-ad) = 1. Sean 0 # S,T € R-simp tales que
S # T. Por la Proposicién 2.23, tenemos que bad(B) y bad(D) son atomos en R-ad,
donde B = {0,S} y D = {0,T}. Por hipétesis se sigue que bad(B) = bad(D), lo que
implica que S = T'. Por lo tanto, |R-simp| = 1.

(1i1) = (i): Supongamos que |R-simp| = 1. Sea 0 # X € R-ad. Probamos que X
es esencial en R-ad. En caso contrario, supongamos que existe 0 # ) € R-ad tal que
X nY = 0. Entonces, existen bad(B) y bad(D) atomos en R-ad tales que bad(B) < X,
bad(D) < YV y bad(B) # bad(D), con B = {0,S} y D = {0,T} donde S,T € R-simp.
Dado que S = T por hipétesis, tenemos que bad(B) = bad(D) € X nY = 0, lo cual es
absurdo. Por lo tanto, ) = 0. Concluimos que X’ es esencial en R-ad. |

Ejemplo 2.28 Sea p un nimero primo y n € N. St R = Z,n, entonces R-ad tiene un
solo dtomo, el cual es

bad({0,7Z,}) = {M € R-Mod | M = (Z,)* para alguna k € N}

2.4. Filtros lineales y clases aditivas

Como comentamos en la Seccion 1.3.1, existe una correspondencia biyectiva entre
R-pretors y R-fil. Dado que R-pretors € R-ad, es natural extender esta asignacion a
R-ad.

Proposicién 2.29 Sea X € R-ad. Entonces §x ={I < R| R/I € X} € R-fil.

Demostracion:

Primero, probamos que §x es cerrado bajo intersecciones. Sean I, I, € §x. Notemos
que R/(I1n1y) < (R/I1®R/15). Dado que R/I;, R/I; € X, tenemos que R/Iy®R/I> € X
y asi, R/(I; n Iy) € X. Por lo tanto, I n I € Fx.
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Ahora, probamos que §y es cerrado bajo super ideales. Sea I,J < R ideales tales
que I < J and I € §x. Notemos que R/J =~ (R/I)/(J/I). Como R/I € X, se concluye
que R/J € X. Por lo tanto, J € Fx.

Por tultimo, probamos que Fx es cerrado bajo traslaciones. Sea [ € §y v r € R.
Notemos que R/(I:r) = R/(0:(r+1)) = R(r +1) = (Rr+ 1)/ < R/I. Como
R/I € X, tenemos que R/(I : r) € X. Por lo tanto, (I : r) € §x. |

Definimos la asignacién

6 Rad — R-fl
X — ¢(X)=3Fx

Es facil ver que ¢ es no decreciente. Ademas, por el Corolario 2.22, tenemos que ¢ es
suprayectiva pero no inyectiva. Por lo tanto, para un filtro lineal dado, existen muchas
clases aditivas en su preimagen. Esto se explica a continuacién.

Sean X,) € R-ad. Si ¢(X) = ¢()), decimos que X y Y estan ¢-relacionados y lo
denotamos como X ~4 V. Notemos que ~ ¢ es una relaciéon de equivalencia. Denotamos
como [X]., la clase de equivalencia de X € R-ad con respecto a ~g.

Proposicién 2.30 Sea X' € R-ad. Entonces bad(X) € [X].,.

Demostracién:
Probamos que ¢(bad(X)) = ¢(X).

(<) Por la Proposicién 2.14 (i), tenemos que ¢(bad(X)) < ¢(X).

(2) Sea I € ¢p(X). Entonces R/I € X. Como R/I es ciclico, por la Proposicién 2.14
(17) se sigue que R/I € bad(X). Por lo tanto, I € ¢(bad(X)). |
Proposicién 2.31 Sea X' € R-ad. Entonces strong(X) € [X]-,.
Demostracién:

Probamos que ¢(strong(X)) = ¢(X).

() Sea I € ¢(strong(X)). Entonces R/I € strong(X'). Como R/I es ciclico, por la
Proposicién 2.19 (i) se sigue que R/I € X. Por lo tanto, I € ¢(X).

(2) Por la Proposicién 2.19 (i), tenemos que ¢(X) < @(strong(X)). [

Teorema 2.32 Sea X € R-ad. Entonces
[X]~, = [bad(X), strong(X)]

Demostracioén:

(S) Sea Y € [X].,. Probamos que bad(X) < Y < strong(X).

Supongamos que M € bad(X'). Por la Proposicién 2.14 (iv), existe K € X n R-mod
tal que M < K. Entonces, existen ki, ..., k, € K tal que K = > | Rk;, donde Rk; € X
para toda i € {1,...,n}. De aqui se sigue que (0 : k;) € ¢(X) = ¢()) para toda
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i€ {l,...,n}. Entonces Rk; € ) para toda i € {1,...,n} y asi, K € Y. Por lo tanto,
Me).

Ahora, supongamos que M €Y. Por la Proposicion 2.19 (i), se sigue que
M e strong(Y). Por la Proposicién 2.19 (iv), tenemos que

strong(Y) = {NeRMod|Rne)VneN}
{NeRMod|(0:n)ep(Y)VneN}
{NeRMod|(0:n)ep(X)VneN}

{N e R-Mod | Rne XV ne N} = strong(X)

Por lo tanto, M € strong(X). Concluimos que Y € [bad(X), strong(X)].
(2) Sea Y € [bad(X), strong(X)]. Dado que ¢ es creciente, por las Proposiciones
2.30 y 2.31 se tiene que

O(X) = ¢(bad(X)) = §(Y) < ¢(strong(X)) = ¢(X)
Por lo tanto, )Y € [X] u

~g:

Corolario 2.33 La familia {[bad(X), strong(X)]| | X € R-ad} forma una particion de
R-ad.

En [25], Raggi y Signoret estudiaron una relacién entre clases de Serre y filtros
lineales. A continuaciéon, describimos la relacién entre R-ss y R-fil en el contexto de
R-ad.

En [15, Proposicién 1.11, p. 7], Golan probé que si § € R-fil, entonces

Ty :={M € R-Mod | (0: m)eF VY me M} e R-pretors
Entonces, en [25, Remark 1, p. 413], Raggi y Signoret probaron que si o € R-ss, entonces
T;, = {M € R-Mod | (sub(M) n R-mod) < o}
Proposicién 2.34 Si o € R-ss, entonces Tz, = strong(o).

Demostracién:
Es facil probar que Ty, € R-pretors. Probamos que cyc(Tz,) = cyc(o).

(S) Sea M € cyc(Tg, ). Entonces M € Ts, y asi, M € (sub(M) n R-mod) < o. Por
la Proposicién 2.19 (i7), tenemos que M € cyc(o) = cyc(strong(o)).

(2) Sea M € cyc(strong(o)). Por la Proposicién 2.19 (ii), tenemos que M € cyc(o).
Esto implica que (sub(M) n R-mod) < sub(M) < o. Por lo tanto, M € cyc(Tz,). N

Sea o € R-ss. En [25, Seccién 2, p. 413] Raggi y Signoret definieron la clase
lo] := {7 € R-ss | ¢(7) = ¢(0)}

En la Proposicién 1, p. 413, ellos probaron que |o| tiene elemento menor, el cual es
denotado como 0p. Mds atin, se tiene que gy = serre(cyc(o)). Ellos llamaron a una
clase o € R-ss minima si 0 = 0¢. Al igual que los autores, llamamos R-ssm al conjunto
de todas las clases de Serre minimas. Notemos que ¢(c) = ¢(ay). Asi, cyc(o) = cyc(oy).
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Teorema 2.35 Sea R un anillo. Entonces R es Noetheriano si y solo si 0 S R-mod
para toda o € R-ssm.

Demostracion:
(=) Supongamos que R es Noetheriano. Sea o € R-ssm. Entonces, existe 7 € R-ss
tal que o = 79. Por hipdtesis, tenemos que

o = serre(cyc(r)) < serre(R-mod) = R-mod

(<) Supongamos que o © R-mod para toda o € R-ssm. Por la Proposicién 2.5 y el
Corolario 2.15, tenemos que

R-mod € ad(R) = bad(R-Mod) < (R-Modg) < R-mod
Por el Teorema 2.16, R es Noetheriano. |

Corolario 2.36 Si R es Noetheriano, entonces oy = bad(c) para toda o € R-ss.

Demostracion:
Sea o € R-ss. Notemos que cyc(og) = cyc(o) = cyc(bad(o)). Probamos que o € R-bad.
Asi, sea X € R-ad tal que cyc(o) = cyc(X). Si M € og, entonces M € R-mod por

el Teorema 2.35. De esta manera, existen mq,...,my € M tal que M = Zle Rm,.
Dado que Rm; € cyc(og) = cyc(X), tenemos que M € X. Por lo tanto, oy € R-bad.
Concluimos que oy = bad(o). |

Como consecuencia de la Proposicion 2.34 y el Corolario 2.36, tenemos el siguiente

Corolario 2.37 Sea o € R-ss. Si R es Noetheriano, entonces [o]., = [00, T, ].

En general, si 0 € R-ss, la clase [0]., no tiene solamente clases de Serre, como |o|.
En general, si X' € R-ad, la clase [X]., puede no contener clases de Serre. Decimos que

[X]~, es libre de Serre si [X]., no contiene clases de Serre.

Ejemplo 2.38 Sea R = Z4. Notemos que R es un anillo Noetheriano. Tenemos tres
filtros lineales: F1 = {0}, §2 = {0,Za} y F3 = {0, 2o, Z4}.

Para §3, tenemos que toda clase aditiva asociada a F3 estda en el intervalo
[R-mod, R-Mod]. Por los Corolarios 2.15 y 2.36,y el Teorema 2.16, tenemos que
R-mod e R-ssm. Ahora, tomemos

X ={MeR-Moud|M=7Z"@®Z" donde A < ¥y yneN}
Es fdcil probar que X € [R-mod, R-Mod| pero X ¢ R-ss.

Para §>, tenemos que toda clase aditiva asociada a §o estda en el intervalo
[R-fgssimp, R-ssimp]|. Dado que R-fgssimp € R-bad, tenemos que
R-fgssimp = bad(R-fgssimp)
— {MeR-Mod| M =75 donde n e N} ¢ R-ssm

FEs facil probar que [ R-fgssimp, R-ssimp| es libre de Serre.



Capitulo 3

La estructura reticular de R-ad para
anillos Artinianos semisimples

En este capitulo estudiamos algunas propiedades reticulares de R-ad para R un
anillo Artiniano semisimple y describimos completamente la estructura reticular de
R-ad.

3.1. Propiedades reticulares de R—ad con R un anillo
Artiniano semisimple

Como se mencioné en la Seccion 1.3.1, R-ss es un gran marco y R-pretors es una
reticula modular. No sabemos si R-ad es gran marco o una gran reticula modular para
cualquier anillo R. Sin embargo, si lo sabemos para R un anillo Artiniano semisimple.
Para demostrar esto, necesitamos algunos resultados previos.

Lema 3.1 Sean X,), Z cualesquiera clases de mdédulos. Si X € Lic gny 0 X € Li_, gny,
entonces
Xn(YaZ)=(AXnY) (X nZ)

Demostracion:

(€) Sea M € X n (Y@ Z). Entonces existen M; € Yy M, € Z tales que M € X y
M =~ M, & M;. Como X es cerrada bajo submoddulos, tenemos que M, My € X'. Por lo
tanto, M € (X nY)® (X n 2).

(2) Sea M € (X n)Y)® (X n Z). Entonces existen M1 e X n Yy My e X n Z
tales que M ~ M; @& M,. Como X es cerrada bajo sumas directas finitas, tenemos que
M e X. Por lo tanto, M e X n (Y ® 2Z). [

Proposicién 3.2 Sea R un anillo Artiniano semisimple y {X;} | una familia no vacia

de clases aditivas. Entonces .
V- B
i=1 =1
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Demostracién:
(S) Por el Teorema 2.10, tenemos que P, X; < subquot(P]_, X;) = /i, ;.
(2) Sea M € subquot(EP;_, X;). Entonces existe el diagrama

K— ZTL —0
1
0
donde K € @;_, &;. Como R es Artiniano semisimple, tenemos que K =~ @ | K;,
donde K es semisimple y K; € X; para toda i € {1,...,n}. Es facil ver que existen
M; < K, tales que M =~ @], M;. Por lo tanto, M € @, X.. [

Teorema 3.3 Sea R un anillo Artiniano semisimple. Entonces R-ad es una gran reticu-
la distributiva.

Demostracion:
Sean X,), Z € R-ad. Por el Lema 3.1 y la Proposicion 3.2, se sigue que
XAQPvE)=Xn(VOE2)=XnY)BOXnZ)=XAY)v(Xrz) 1

Sea A una reticula y X < A. Decimos que X es dirigido si para cualesquiera a,b € X
existe c€ X tal que a < ¢y b < ¢. Decimos que A es superiormente continua si

an (\/b) = \/(anb)

el el
para cualquier a € A y para cualquier conjunto dirigido {b;};c; < A.

Teorema 3.4 Sea R un anillo. Entonces R-ad es una gran reticula superiormente con-
tinua.

Demostracion:
Sea X € R-ad y {X;}ie; © R-ad un conjunto dirigido. Probaremos que

XA\ )=\ Enrx)
1€l 1€l
() Sea M € X A (Vo X;). Entonces M € X y existe el diagrama

K—0
|

M
|

0

DM, —
j=1
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donde M; € |J,.; X para cada j € {1,...,n}. Entonces M; € &X;; vy Xi; € {Xi}ier
para cada j € {1,...,n}. Como {X;};c; es un conjunto dirigido, existe X, € {X;}ics
tal que &;; < X, para cada j € {1,...,n}. De aqui se sigue que M, € X, para cada
j € {1,...,n}. Por lo tanto, ®;_, M; € X,. Esto implica que K € X, y asi, M € A,
Se concluye que M € X A X, € \/.;(X A X)).

(2) Inmediata. |

Corolario 3.5 Sea R un anillo Artiniano semisimple. Entonces R-ad es un gran mar-
co.

Demostracion:
Se sigue de los Teoremas 3.3 y 3.4, y de [18, Lema 1.6, p. 4]. |

El Corolario 3.5 también se deduce del siguiente
Teorema 3.6 Sea R un anillo Artiniano semisimple. Entonces R-ad = R-ss.

Demostracion:

(€) Inmediata.

(2) Dado que R es Artiniano semisimple, tenemos que toda sucesién exacta corta
se escinde. Notemos que X € R-ad es cerrada bajo sucesiones exactas cortas que se
escinden. Entonces, toda clase aditiva es cerrada bajo sucesiones exactas cortas. Por lo
tanto, R-ad < R-ss. |

Proposicion 3.7 Sea R un anillo Artiniano semisimple. Entonces R-fgssimp = R-mod.

Demostracion:
Como todo moédulo es semisimple, entonces

R-fgssimp = R-mod N R-ssimp = R-mod ]

3.2. Clases a-aditivas y u-cardinales

Si R es un anillo Artiniano semisimple, obtenemos una descripcién completa de la
estructura reticular de R-ad. Para mostrar esto, necesitamos la siguiente definicién y
algunas propiedades derivadas de la misma, todo esto para cualquier anillo R.

Definicién 3.8 Sea R un anillo, X una clase de modulos y k € ICn.

s Llamamos clase (—oo)-aditiva generada por X a la clase

ad(_oo) (X) =0
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= Llamamos clase k-aditiva generada por X a la clase

105N > Ky (@, M) — K —0
ad,(X):= < N | donde I es un conjunto tal que |I| < K
yMyeXViel

= Llamamos clase co-aditiva generada por X a la clase

adoo(-)()iz{N‘ 30> N> Ky (@i M) > K0 }

donde I es un conjunto y M; e X YV iel

Notemos que para cualquier clase de médulos &X', tenemos que ad(X) = ady,(X) v
X < ad,(X) para toda k € ICn U {w0}.

Lema 3.9 Sea R un anillo, X € R-ad y k € ICn u {0}. Entonces

cye(X) = cyclady (X)) = cyclad,(cyc(X)))

Demostracién:

Probaremos que cyc(X) = cyc(ad,(X)).
(€) Como X < ad,(X), se sigue que cyc(X) < cyc(ad,(X)).
(2) Sea N € cyc(ad,(X)). Entonces, existe un diagrama

PM,—~K—0
el T

N

|

0

donde |I| < k' y M; € X para toda i € I. Dado que N es finitamente generado,
existe My, Ms,..., M; € {M;};c; y un epimorfismo @3:1 M, — N — 0. Entonces,
@221 M, € X. Esto implica que N € X'. Por lo tanto N € cyc(X).

De manera similar se prueba que cyc(X) = cyc(ad,(cyc(X))). |

Denotamos por ICn a la unién ICn u {—o0, 00}. Consideramos —o0 y o como el
elemento menor y el elemento mayor en ICn, respectivamente.

Proposiciéon 3.10 Sea R un anillo y X una clase de mddulos.
(1) Si ke ICn, entonces ad,(X) € R-ad.
(17) adw(X) € R-pretors.

(i1i) Si X € R-ad, entonces ady,(cyc(X)) = bad(X) y ady(cyc(X)) = strong(X).
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Demostracién:

(i) Sea k € ICn. Por definicién, ad,(X) es cerrada bajo submédulos y cocientes.
Ahora, sea {M;}7_, una familia finita de elementos en ad,(X). Entonces, para cada
je{l,...,n} existe un diagrama

@MZ]—>KJ€'0
iE[j T
M.

J

!
0

donde I; es un conjunto tal que |I;| < k y M;; € X para toda i € I;. Sea T' un conjunto
tal que |T| = “_'?zl{Mij}ielj
diagrama

= 2.1 |1j|. Esto implica que |T| < x. Asi, existe un

DM, —~DE;—0
j=1

teT

n

D,

7=1

!
0

donde {M;}er = |_|§L:1{Mij}z‘e1j- Por lo tanto, @?:1 M; € ad,(X).

(73) Por (7), solo necesitamos probar que ad,(X) es cerrada bajo sumas directas
arbitrarias. Sea {M;};e; una familia de elementos en ady,(X). Entonces, para cada
j € J existe un diagrama

DMy K, 0
ie]j T
M;

f
0

donde I; es un conjunto y M;; € X para toda ¢ € I;. Sea T" un conjunto tal que

|T| = |Ljcs {Mij}ier| = 2jes |1;]. Entonces, existe un diagrama
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DM —DK;—0

tel jedJ

D M;
jed
A
0
donde {M,}ier = | |;c ;{Mij}ier. Por lo tanto, B, ; M; € ade, (X).
(7i1) Sea X € R-ad. La primera igualdad es verdadera por definicién. La segunda es
verdadera por (iz) y por el Lema 3.9. [ |

Lema 3.11 Sean XY clases de modulos y k,ne ICn. Stk <n y X S ), entonces

ad.(X) < ad,(X)
In In
ad.(Y) < ad,(Y)

Demostraciéon:
Inmediato. [ |

Sea R un anillo cualquiera. Como se ve en el Lema 3.11, el orden total de los niimeros
cardinales pareciera que se hereda a las clases k-aditivas. Por otro lado, si X € R-ad,
entonces por la Proposicién 2.29, a cyc(X) le corresponde el filtro lineal Fy y esta
correspondencia es suprayectiva. Por el Lema 3.9, para cada clase aditiva X y cada
k€ ICn U {0}, tenemos que ad,(cyc(X)) esta asociado a Fx.

Asi, para cada X € R-ad, el intervalo [ady, (cyc(X)), ady (cyc(X))] contiene a la clase
{ad,(X) | kK € ICn U {oo}}. Sin embargo, no sabemos si X'y ad,(cyc(X)) son compa-
rables en su intervalo para cualquier anillo R. Por tanto, para cualquier anillo R, los
intervalos en R-ad no estan completamente descritos.

Sin embargo, para anillos uniseriales (ver Definicién 4.3) tenemos una completa
descripcion de cada uno de esos intervalos. En la Secciéon 3.3, mostramos esta descripcion
para anillos Artinianos semisimples. En la Seccion 5.1, mostramos esta descripcién para
anillos uniseriales.

De aqui en adelante, consideramos a R como un anillo Artiniano semisimple. Por el
Teorema de Artin-Wedderburn consideremos R = [["_, R;, con R; un anillo Artiniano
simple para cada j € {1,...,n}. Denotemos como R-simp a un conjunto completo de
representantes de clases de isomorfismo de moédulos simples en R-Mod. Asi, considera-
remos R-simp = {S5;}7_; donde

SjZZR(O,...,O, €; ,0,...,0)
——

coordenada j
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donde Rje; es un ideal minimo de R;. Como R es semisimple, todo médulo M € R-Mod
es suma directa de médulos simples. Asi, tenemos que

M=@ S}aj)
j=1

donde 0 < o € Cn para toda j € {1,...,n}.

Por el Teorema de Krull-Schmidt-Remak-Azumaya [11, Teorema 2.12], tenemos que
cualesquiera dos descomposiciones de un modulo semisimple en sumandos directos sim-
ples son equivalentes, es decir, si M es un modulo tal que M = @ierN; = @jes K donde
N; y K; son moédulos simples no cero para cada i € I y cada j € J, entonces existe
una correspondencia biyectiva ¢ : I — J tal que N; = M,; para cada i € I. Como
consecuencia de este tltimo teorema, tenemos que todo submodulo y todo cociente de
un moédulo semisimple M son semisimples y tales que sus sumandos directos simples
son un subconjunto de los sumandos directos simples de M.

Consideremos R-simp = {S;}_;. Por la Definicién 3.8, tenemos que

ad,(S;) = ad, ({0, S;}) = {M l M = S donde 1 < n}
para toda k € ICn,

ad_(S;) := ad_({0,5;}) = {M | M = 0}

ady(S;) := ady ({0, S;}) = {M ‘ M ~ Sj(n) donde n € Cn}

Ahora, sean k1, ..., Kk, € ICn. Definimos la clase u-cardinal de la n-tupla (r;)7_,

CcOoImo
n

U((K))j-1) == D ady; (5))
j=1
Notemos que Sj € U((k;)}—,) si y sélo si k; # —o0. Estas clases de mdédulos son de
gran ayuda para describir la estructura reticular de R-ad.

Ejemplo 3.12 Sea R = Zsy =~ 7y X Z3 X Zs. Notemos que R tiene solo tres ideales
mdximos: R15, R10 y R6. Entonces R-simp = {Si, Ss, S3}. Estamos llamando S1,S> y
Ss a los cocientes R/R15, R/R10 y R/R6, respectivamente. Sean ry = NJ, kg = —0 y
k3 = Wo. Entonces, la clase u-cardinal de la 3-tupla (N3, —o0,Ng) es

Z/{((Na_, —Q0, No)) = CLng (Sl) @ ad_oo(Sg) (—B adNO (53)
= ang (Sl) @ CLdNO (53)
— {M’M%SfA)(%Sén), donde)\<N5ryneN}
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Proposicién 3.13 Sea R un anillo Artiniano semisimple tal que |R-simp| = n. En-
tonces U((k;)}_,) € R-ad para cualesquiera ky, . .., Kk, € ICn.
Demostracién:
Sean £y, ..., k, € ICny R-simp = {S;}7_,. Por el Teorema 3.2, tenemos que
U((r))]=1) = D ady, () = \/ ady,(S;) € R-ad .
J=1 j=1

3.3. Tamano aditivo. Descripcién de la reticula R-ad
para anillos Artinianos semisimples

Sea R un anillo Artiniano semisimple tal que |R-simp| = n. Consideremos la clase
U = {U((k;)"_,) | x; € ICn para cada j € {1,...,n}}. La Proposicién 3.13 muestra que
U < R-ad. Para probar que R-ad < U, introducimos un par de definiciones que se
derivan del siguiente lema. Dichas definiciones son necesarias para describir un orden
parcial en R-ad.

Lema 3.14 Sea R un anillo, X € R-ad, k € ICn y M € R-Mod.
(1) Si M ¢ X, entonces M™ ¢ X para toda n > k.
(1) Si M*) e X, entonces M € X para toda n < k.

Demostracién:
Inmediato. u

Definicién 3.15 Sea R un anillo, X € R-ad, k € ICn y M € R-Mod. Definimos el
tamano aditivo de M en X, denotado como sizex(M), de la siguiente manera:

w sizex(M)=—0w0 si M ¢ X.

» sizex(M) =k si M ¢ X para todo n > Kk y k es el menor naiimero cardinal con
esta propiedad.

» sizex(M) = o0 si M € X para todo ne Cn.

Definicién 3.16 Sea R un anillo Artiniano semisimple con R-simp = {S;}7_,. Sea
X € R-ad. Para cada j € {1,...,n}, sea k; = sizex(S;) donde k; € ICn. Definimos el

tamafio simple aditivo de X' como la n-tupla (k;)}_,. Denotamos esto como Size(X).
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Sea (ICn)" el producto Cartesiano de n copias de ICn y consideremos el orden
parcial del producto sobre él, dado por:

ki) < 7]»7?: siysélosi K < 'paracada'e 1,...,n
7/5=1 J/3=1 7 nj J
Notemos que el infimo es

(k3)5=1 A (M3)j=1 = (5 A my)j=y = (Inf{r;, m;})7

y el supremo es

(k;)i—1 v (03)5=y = (k5 v n;)i-y = (sup{ky, ;1)

Gracias a lo anterior y a que la clase de todos los nimeros cardinales esta bien ordenada,
se concluye que (ICn)"™ es una gran reticula completa. Los siguientes teoremas muestran
que existe una relacién entre el tamano simple aditivo y las clases u-cardinales.

Teorema 3.17 Sea R un anillo Artiniano semisimple tal que |R-simp| = n. Entonces
la correspondencia
Size: R-ad — (ﬁ)n
X — Size(X)

es biyectiva.

Demostracién:
Consideremos R-simp = {S;}7_;.
Size es inyectiva: Sean X', ) € R-ad. Supongamos que Size(X) = (k;)}_; = Size()).

Sea N = Dj_, S](.T”) € X, donde n; € Cn para cada j € {1,...,n}. Si k; = —o0, enton-
ces 1; = 0. Si k; € ICn U {0}, entonces 1; < ;. Asi, por el Lema 3.14, tenemos que
S](-"j) € Y para cada j € {1,...,n}. Por lo tanto, N € Y. Se concluye que X < Y. De la
misma manera se prueba que ) < X.

Size es suprayectiva: Sea (r;)"_; € ICn. Probaremos que Size(U ((k;)"_;)) = (k;)"

j=1 Jj=1 Jj=1
Para ello, es suficiente probar que Si2€ad,,, (s,)(S;) = K; para cada j € {1,...,n}. Tome-
mos jo € {1,...,n}.
= Si kj, = —o0, entonces Sj, ¢ ady, (S),). Por lo tanto, §12€ad,, (8,4) (Sjo) = —0 =
0
Rjq -

» Si kj, € ICn, entonces S](g')eadeO(Sj) para todo 7 < kj,. Notemos que

SJ(-:‘) ¢ ad,ijO(Sjo) para todo A > Kj, ¥ Kj, es el menor nimero cardinal con es-
ta propiedad. Por lo tanto, 512€ad,,, (Sjo)(sj ) = Kjp-
0

» Si kj, =00, entonces S](-:) € ady, (Sj,) para todo neCn. Por lo tanto,
§12€ad, (5,4) (Sjo) = 0 = K.
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Por lo tanto, Size(U((k;)j-1)) = (K;)j=1- [

Corolario 3.18 Sea R un anillo Artiniano semisimple tal que |R-simp| = n. Entonces
R-ad = U = {U((k;)j-,) | k; € ICn para cada j =1,...,n}

Demostracién:

(S) Sea X € R-ad. Consideremos la clase U(Size(X)). Por el Teorema 3.17, tenemos
que X =U(Size(X)) e U.

(2) Se sigue de la Proposicién 3.13. |

Teorema 3.19 Sea R un anillo Artiniano semisimple tal que |R-simp| = n.

(1) La correspondencia
U: (ICn)n — R-ad
(Hj)?:l = u((“j)?:l)

es inversa de Size.

(i1) Las correspondencias Size y U preservan el orden.

Demostracion:
Consideremos R un anillo Artiniano semisimple tal que R-simp = {S;}7_,.

() Se sigue del Teorema 3.17 y del Corolario 3.18.

(17) Size preserva el orden: Supongamos que X < ). Por el Corolario 3.18, tene-
mos que X = U(Size(X)) = U((k;)7—,) v YV = U(Size()) = U((n;)}=;). Enton-

ces, ady,,;(S;) S ad,, (S;) para cada j € {1,...,n}. Si sucede que 7; < k;, entonces

S](-nj) € ady,(S;) < ad,,(S;). Esto implica que 7; < 7;, lo cual es absurdo. Por lo tanto,
k; < n; para cada j € {1,...,n}. Esto implica que Size(X) < Size(Y).

(43) U preserva el orden: Supongamos que (x;)j_, = Size(X) < Size(YV) = (n;)}-;-

j=1

Entonces k; < n; para cada j € {1,...,n}. Por la Proposicién 3.11 (i), tenemos que
ady,(S;) € ad,,(S;) para cada j € {1,...,n}. Entonces U(Size(X)) € U(Size(Y)). Por
el Corolario 3.18, se sigue que X < Y. [ |

Finalmente, juntando todos estos hechos, concluimos que R-ad y (ICn)™ son iso-
morfas como grandes reticulas, como se muestra en el siguiente corolario.

Corolario 3.20 Sea R un anillo Artiniano semisimple tal que |R-simp| = n. Entonces,
existe un isomorfismo de reticulas entre R-ad e (ICn)".

Demostracion:
Se sigue de los Teoremas 3.17 y 3.19. |

Ejemplo 3.21 Sea R = Z, donde p es un nimero primo. Tenemos que R es un anillo
Artiniano simple. Asi, tenemos que R-simp = {S1}. Entonces, para cada clase aditiva
X eziste k € ICn tal que X = U(k). El diagrama de Hasse de Z,-ad se muestra en la
Figura 3.1.
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® U(c0) = Z,-Mod

Ua™)
e
U
UXy)
U(—o0) = {0}

Figura 3.1: Diagrama de Hasse de Z,-ad donde p es cualquier niimero primo.

Ejemplo 3.22 Sea R = 7Z, x Z, donde p y q son cualesquiera dos nimeros primos dife-
rentes. Notemos que R tiene sélo dos ideales mdrimos no isomorfos: R(0,1) y R(1,0).
Entonces R-simp = {Si,Ss}. Estamos llamando Sy y Sy a los cocientes R/R(0,1) y

R/R(1,0), respectivamente. Entonces, para cada clase aditiva X existen ky, ks € ICn

tales que X = U(k1, ka). El diagrama de Hasse de (Z, x Z,)-ad se muestra en la Figura
3.2.

Ejemplo 3.23 Sea R = Z, x Z, x Z, donde p,q y r son cualesquiera tres nimeros
primos distintos. Notemos que R tiene sélo tres ideales mdzimos: R(0,1,1), R(1,0,1) y
R(1,1,0). Entonces R-simp = {S1, S, S3}. Estamos llamando S1, Sy y Sz a los cocientes
R/R(0,1,1), R/R(1,0,1) y R/R(1,1,0), respectivamente. Entonces, para cada clase
aditiva X existen k1, ko, k3 € ICn tales que X = U(ky, ka, k3). El diagrama de Hasse de
R-ad se muestra en la Figura 3.3.
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Zp-Mod = U(oo,00) @

Z/[(OO,N()) U<N07OO>

U(oco, —00) U(—o0, 00)
112 1
Z,-Mod ZMod

Z/[(NU, —OO)
U(—00, —o0) = {0}

Figura 3.2: Diagrama de Hasse de (Z, x Z,)-ad donde p y ¢ son cualesquiera
dos nimeros primos distintos.

Los puntos gruesos en la Figura 3.3 representan a las siguientes clases:
A: U(—o0,—0, —0), la clase cero.

U(—0, 0, —w) isomorfo a Z,-Mod.

U(co, —00, —0) isomorfo a Z,-Mod.

NG

0, 00, —0) isomorfo a (Z, x Z,)-Mod.

o0, —00, ) isomorfo a Z.-Mod.

Ny

0, 00, 00) isomorfo a (Zy x Z,)-Mod.

NG

0, —0, ) isomorfo a (Z, x Z,)-Mod.

4 e = H U Qv
<

NG

(
(
(
(
(
(
(

o0, 00, ) isomorfo a R-Mod.
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\ v -1
I

Wy

il
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g

Figura 3.3: Diagrama de Hasse de (Z, x Z, x Z,)-ad donde p,q y r son cuales-
quiera tres nimeros primos distintos.

3.4. Descripciones de R-bad y R-pretors para anillos
Artinianos semisimples

En esta seccion, caracterizamos las clases R-bad y R-pretors cuando R es un anillo
Artiniano semisimple. Ademads, describimos los atomos e intervalos en la gran reticu-
la R-ad. Para cualquier clase de médulos X, denotamos por simp(X) a un conjunto
completo de representantes de clases de isomorfismo de médulos simples en X

Lema 3.24 Sea R wun anillo Artiniano semisimple tal que |R-simp|=n. Sean
X,Y € R-ad. Entonces, cyc(X) = cyc()) si y solo si simp(X) = simp()).

Demostracién:

(=) Supongamos que cyc(X) = cye(Y). Como simp(X) < cyc(X), se sigue que
simp(X) < cyc(Y). Por lo tanto, simp(X) < simp()). Similarmente, se prueba que
simp(Y) < simp(X). Por lo tanto, simp(X) = simp(Y).
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(<) Supongamos que simp(X) = simp()). Sea C € cyc(X). Como R es Artiniano
semisimple, tenemos que C' es una suma directa finita de médulos simples en X. Por
hipétesis, tenemos que C' es una suma directa finita de médulos simples en ). Por lo
tanto, C' € Y y asi, C' € cyc(Y). Concluimos que cyc(X) < cyc(Y). Similarmente, se
prueba que cyc(Y) < cye(X). Por lo tanto, cyc(X) = cyc(Y). [

Teorema 3.25 Sea R un anillo Artiniano semisimple tal que |R-simp| = n. Entonces,
(1) R-bad = {U((;)]=1) | (a;)j=1 € ({=0,Ro})"}, o
(i) R-pretors = {U((5;)j=1) | (8;)j=1 € ({—00, 0})"}.

Demostracién:

(i) Sea B = {U((a;)j_1) | (o), € ({—20,N0})"}. Probaremos que R-bad = B.

(S) Sea & e R-bad tal que Size(X) = (k;)}_,. Por el Corolario 3.18, tenemos
que X = U((x;)}-;). Dado que toda clase aditiva acotada estd determinada de forma
unica por los médulos ciclicos que contiene, y por la Proposicion 3.10, tenemos que
(#)j=1 € ({=0,Rg})". Por lo tanto, X' € B.

(2) Sea X € B. Por el Corolario 3.18, tenemos que X’ € R-ad. Sea ) € R-ad tal que
cyc(X) = cye(Y). Entonces, simp(X) = simp()) por el Lema 3.24. De esta manera,
X < Y por el Teorema 3.19 (ii). Por lo tanto, X € R-bad.

(43) Sea C = {U((B;)}=1) | (8;)7=1 € ({—00,00})"}. Probaremos que R-pretors = C.

(S) Sea X' € R-pretors tal que Size(X) = (x;)j_;. Por el Corolario 3.18, tenemos
que X = U((k;)7;). Notemos que (x;)7_; € ({—o0,00})". Por lo tanto, X € C.

(2) Sea X € C. Por la Proposicién 3.13, tenemos que X € R-ad. Por definicién
de la clase C, tenemos que X es cerrada bajo sumas directas arbitrarias. Por lo tanto,

X € R-pretors. [ |

Corolario 3.26 Sea R un anillo Artiniano semisimple tal que | R-simp| = n. Entonces,
|R-bad| = |R-pretors| = 2".

Siguiendo al Teorema 3.25, podemos generar una clase aditiva acotada y una clase
de pretorsién hereditaria de cada clase aditiva X de la siguiente forma:
Sea X € R-ad tal que Size(X) = (k;)7_;. Sean (a;)7_;, (8;)j-; € (ICn)" tales que

NO si Rj # —0
- d
@ { —o0  otro caso (3.1)
y
0 Sl Kj # —P0
= 3.2
b { —o0  otro caso (32)
para cada j € {1...,n}. Entonces, por el Teorema 3.25, tenemos que U((a;)}_,) € R-bad

y U((B;)}-,) € R-pretors.
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Teorema 3.27 Sea R un anillo Artiniano semisimple tal que |R-simp| = n. Si X €
R-ad, entonces bad(X) = U((a;)5_,) y strong(X) = U((B;)}-1), donde cada oy satisface
la Ecuacion 3.1 y cada f3; satisface la Ecuacion 3.2.

Demostracién:
Primero, probaremos que bad(X) = U((a;)}-,)-

Dado que cyc(X) = cyc(bad(X')), tenemos que simp(X) = simp(bad(X)) por el Le-
ma 3.24. Por el Teorema 3.25 (i), concluimos que bad(X) = U((a;)7_,).

Similarmente, por el Lema 3.24 y el Teorema 3.25 (ii), se prueba que strong(X) =

U((B)j). .

Recordemos que en la Seccién 2.4 probamos que existe una asignacion suprayectiva
¢ de las clases aditivas hacia los filtros lineales del anillo. Para una clase aditiva X,
denotamos por [X]., a la clase de todas las clases aditivas que tienen asociado el mismo
filtro lineal que &'. Probamos que [X]., = [bad(X), strong(X)] (Teorema 2.32) y que
la familia {[bad(X), strong(X)] | X € R-ad} forma una particién de R-ad (Corolario
2.33).

Corolario 3.28 Sea R un anillo Artiniano semisimple tal que |R-simp| = n. St X €
R-ad, entonces el intervalo de clases aditivas asociado al filtro lineal p(X) es [U((a;)}—,),
donde cada o satisface la Ecuacion 3.1 y cada B; satisface la Ecuacion 3.2. Por lo tan-
to, R-ad estd particionado en 2" intervalos de la forma [U((cy)7—,), U((B;)7-1)].

Demostracion:
Se sigue del Teorema 3.27 y del Corolario 3.26. |

Notemos que si X = {0}, entonces

U((ay)jr) = U(By)j=1) = U(Z0, =0, ..., —x0) = {0}

Y
n veces

y ast, [U((a;)}-1),U((B;)}=1)] es un intervalo que consta de una sola clase aditiva, la
clase cero.

Teorema 3.29 Sea R un anillo Artiniano semisimple. Entonces

|R-simp| =n  siy solosi atm(R-ad) =n

Demostracién:
(=) Sea |R-simp| = n. Consideremos R-simp = {S;}}_,. Por la Proposicién 2.23,
tenemos que ady,(S5;) es un atomo en R-ad para cada j € {1,...,n}. Por el Teorema

2.25, concluimos que atm(R-ad) = n.

(<) Sea atm(R-ad) =n. Por el Teorema 2.25, tenemos que existen
Spis- -+ Op, € R-simp, donde S, # S,, como R-mé6dulos para todo i # j. Sea S €
R-simp. Por la Proposicién 2.23 concluimos que S = S, para alguna j. Por lo tanto,
| R-simp| = n. |

U(B)j-1)1;
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Ejemplo 3.30 Sea R = Z, como en el Ejemplo 3.21. Por el Teorema 3.29, R-ad tiene
sélo un dtomo, U(Ry). Por el Corolario 3.28, R-ad estd particionada en dos intervalos:

of: (o). U(~0)] = {0}

B [ UR), U(0)]

De esta manera, cada clase aditiva pertenece a exactamente uno de estos dos intervalos.
Dichos intervalos se muestran en la Figura 3.4.

® (o) = Z,-Mod

UN)

U(—oc) = {0} ® o

Figura 3.4: Diagrama de Hasse de cada intervalo en Z,-ad con p cualquier
nuimero primo.

Ejemplo 3.31 Sea R = 7Z, x Z; como en el Ejemplo 3.22. Por el Teorema 3.29,
R-ad tiene dos dtomos, U(Rg, —0) y U(—0,Ng). Por el Corolario 3.28, R-ad estd
partictonado en cuatro intervalos:
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Zypg-Mod = U(oo,00) @

U(oo, —0) AN SO L7 POEERN N 7 U(—00,0)
N N e 7 N N e 7
12 [ } AN L AN L7 [ } 12
N AN . AN . 7 Mod
Z,-Mod N N . N . , Z.,-Mo

\U(NO,NO)/
U(No, —OO) u(—OO,No)

U(—OO, _OO) = {0} ® %

Figura 3.5: Diagrama de Hasse de cada intervalo en (Z, x Z,)-ad con p y ¢
cualesquiera nimeros primos distintos.

De esta manera, cada clase aditiva pertenece a exactamente uno de estos cuatro inter-
valos. Dichos intervalos se muestran en la Figura 3.5.

Ejemplo 3.32 Sea R = Z, x Z¢ x Z, como en el Ejemplo 3.23. Por el Teorema 3.29,
R-ad tiene tres dtomos, U(Ng, —00, —0), U(—00, Ry, —0), y U(—0, —00,Ng). Por el
Corolario 3.28, R-ad estd particionada en ocho intervalos:

o |U(—o0, -0, —0),U (-0, —w0, —0)]

U

0, Ry, —00),U(—0, 00, —0)]

© K
<

U

(=
(—
(Rg, —00, —00), U (00, =00, —0)]
(Ro, Ro, —00), U(%0, 90, —0)]
(=

S

: [U(—o0, =00, Ng), U(—00, —00, 0)]
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F: [M(—oo, NO? NO)?“(_OOa 00, OO)]
4.

[U(Rg, —00, V), U (0, —00, 00)]
I [U(No, No, No),U(OO, 0, OO)]

De esta manera, cada clase aditiva pertenece a exactamente uno de estos ocho inter-
valos. Dichos intervalos se muestran en la Figura 3.6. Cada clase marcada con letra
mayuscula es el supremo del intervalo y es una clase de pretorsion hereditaria por el
Teorema 3.27. Cada clase marcada con letra minuscula es el infimo del intervalo y es
una clase aditiva acotada por el Teorema 3.27.

Teorema 3.33 Sea R un anillo Artiniano semisimple. Entonces, R-ad es una gran
reticula fuertemente atomica.

Demostracién:

Supongamos  que |R-simp| =mn. Sean X )Y€ R-ad tales que X <),
Size(X) = (k;)]_, vy Size(Y) = (n;)j-,. Consideremos el intervalo [X,Y]. Por el Co-
rolario 3.18, estamos tratando con el intervalo [U((k;)7_;),U((n;)1—;)]. Notemos que,
si Kjy < o, entonces U((r;)f=y) <U(K1, - -, Kjg—1, K5 Kjgt1s - - -, Kin) ¥ esta clase es un
atomo en [X, Y]. Se concluye que [X, )] es atémico. |
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Figura 3.6: Diagrama de Hasse de cada intervalo en (Z, x Z, x Z,)-ad con p, ¢

y r cualesquiera tres niimeros primos distintos.
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Capitulo 4

La estructura de los modulos sobre
anillos c-uniseriales

Como observamos en las Secciones 3.2 y 3.3, el Teorema de Artin-Wedderburn y el
Teorema de Krull-Schmidt-Remak-Azumaya juegan un papel crucial en la descripcién
de la estructura reticular de las clases aditivas sobre anillos Artinianos semisimples. En
concreto, si R es un anillo Artiniano semisimple, entonces

(I) R tiene un ndimero finito de representantes de médulos simples no isomorfos.
(1) Todo R-médulo es semisimple.

(I1I) Cualesquiera dos descomposiciones de un R-médulo semisimple en sumandos di-
rectos simples son equivalentes, es decir, si M es un moddulo tal que
M = ®ierN; = ®@jesK; donde N; y K; son mddulos simples no cero para ca-
da e [ ycada j € J, entonces existe una correspondencia biyectiva ¢ : [ — J
tal que N; = M;) para cada i € I.

(1V') Todo submédulo y todo cociente de un R-médulo semisimple M es semisimple tal
que sus sumandos directos simples son un subconjunto de los sumandos directos
simples de M.

En este capitulo examinamos a los anillos c-uniseriales como una generalizacién de
los anillos Artinianos semisimples a través de los hechos (I) — (IV). Posteriormente,
describimos el conglomerado de clases aditivas para estos anillos.

Para empezar, necesitamos algunas definiciones.

Definicién 4.1 Sea R un anillo.

(i) R es local si R/J es un campo, donde J es el radical de Jacobson (equivalente-
mente, si R tiene un unico ideal mdximo derecho).

(it) R es semilocal si R/J es semisimple.

23
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(iid)
(iv)

(v)

R es completamente primario si es local y J es nilpotente.

R es primario si es un anillo de matrices completas sobre un anillo completamente
Primario.

R es semiprimario si es semilocal y J es nilpotente.

Lema 4.2 Si R eslocal y J su radical de Jacobson, entonces las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

(2)
(i)
(iid)

R es primario.
R es completamente primario.

J es nilpotente.

Demostracion:
Inmediato. [ |

Definicién 4.3 Sea R un anillo y M € R-Mod.

(4)

(v)

(vi)

(vi)

M es uniserial izquierdo (derecho) si la reticula de submddulos izquierdos (de-
rechos) de M estd totalmente ordenada por la inclusion. M es uniserial si es
uniserial izquierdo y derecho.

M es serial izquierdo (derecho) si es suma directa de mddulos uniseriales izquier-
dos (derechos). M es serial si es serial izquierdo y derecho.

R es cadena izquierdo (derecho) si R es uniserial izquierdo (derecho) como mddulo
sobre si mismo. R es cadena si es cadena izquierdo y derecho.

R es serial izquierdo (derecho) si R es serial izquierdo (derecho) como mddulo
sobre si mismo. R es serial si es serial izquierdo y derecho.

R es uniserial generalizado izquierdo (derecho) si R es Artiniano izquierdo (de-
recho) y serial izquierdo (derecho). R es uniserial generalizado si es Artiniano
1zquierdo y derecho y serial izquierdo y derecho.

R es uniserial izquierdo (derecho) si es wuniserial generalizado izquierdo (dere-
cho) y es isomorfo a un producto directo finito de anillos primarios izquierdos
(derechos). R es uniserial si es uniserial izquierdo y derecho.

R es c-uniserial izquierdo (derecho) si es wuniserial generalizado izquierdo (de-
recho) y es isomorfo a un producto directo finito de anillos Artinianos cadena
izquierdos (derechos). R es c-uniserial si es c-uniserial izquierdo y derecho.
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A continuacién, establecemos los siguientes resultados que nos permiten obtener los
andlogos de los resultados (1) — (IV).

Proposicién 4.4 ([12], Ejercicios 18.38.2) Sea R un anillo completamente prima-
rio y J su radical de Jacobson. Entonces R es un anillo de ideales principales izquierdos
st y solo si R tiene una dnica serie de composicion

R>J>J>...>J"1>0
en R-Mod.

Teorema 4.5 ([6], Teorema 2) R es uniserial si y solo si R es Artiniano de ideales
principales.

Teorema 4.6 ([17], Teorema 3) Todo mddulo sobre un anillo uniserial es suma di-
recta de modulos ciclicos uniseriales.

Teorema 4.7 ([27], Teorema Fundamental) R es uniserial siy sélo si todo R-mddulo
es serial.

De esta manera, obtenemos la siguiente:
Observaciéon 4.1 Sea R un anillo.

(i) R es Artiniano cadena si y solo si R es Artiniano local de ideales principales.

(i7) Todo anillo R c-uniserial es uniserial
Asi, podemos escribir los resultados andlogos a (1) — (I11):

(I") Todo anillo c-uniserial tiene un niimero finito de representantes de médulos ciclicos
uniseriales no isomorfos. (Definicién de anillo c-uniserial).

(I1I') Todo médulo sobre un anillo c-uniserial es suma directa de médulos ciclicos uni-
seriales. (Teorema 4.6).

(I11") Cualesquiera dos descomposiciones de un médulo serial en sumandos directos uni-
seriales son equivalentes, es decir, si M es un moédulo tal que
M = @it N, = @jesK; donde N; y K; son médulos uniseriales no cero para
cada 7 € I y cada j € J, entonces existe una correspondencia inyectiva ¢ : [ — J
tal que N; = M,(;) para cada i € I. (Teorema de Krull-Schmidt-Remak-
Azumaya [11, Teorema 2.12]).

Con respecto al hecho (IV), en [2, Teorema 38] se demuestra lo siguiente: para un
anillo isomorfo a un producto directo finito de anillos Artinianos de ideales principales,
todo submoédulo de un moédulo es médulo cociente y viceversa. Debido a la Observacién
4.1 (i) y (4i1), podemos concluir que esto también se cumple para los anillos Artinianos
cadena y c-uniseriales. Usando este hecho, en este capitulo describimos la estructura
de los submoédulos y cocientes de cualquier médulo sobre anillos Artinianos cadena y
c-uniseriales.
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4.1. Modulos sobre anillos Artinianos cadena

En esta seccién, consideramos a R como un anillo Artiniano cadena, m su longitud
y J su radical de Jacobson. Tenemos que la reticula de ideales de R es L(R) = {J"}™
donde
R=J">J> - >J"">J"=0

Por lo tanto, |L(R)| = |R-cyc| = m + 1.

Consideremos R-cyc = {Cy}7, tal que C), =~ R/J* para cada k € {0,...,m}. Deci-
mos que Cy, < Cy, si Ck, % Ck, vy Ck, — Cj,. Como consecuencia de [6, Teorema 2], se
sigue que Cj, =~ J™ % para cada k € {0,...,m} y Cy, < Cy, siy sblosi J™F < Jm-ke,
Esto implica que todo médulo ciclico sobre un anillo Artiniano cadena es uniserial. De
esta forma, tenemos que

R;C’m>Cm,1>--->C’1>C’0=0

Recordemos que por [2, Teorema 38|, tenemos que Cj, — C} siy sélo si C; — C.

Sea R un anillo Artiniano cadena y sea m su longitud. En esta seccién, cuando
escribamos un R-médulo M como la suma directa (—D;.:l C,i:_” ), vamos a convenir en las
siguientes condiciones:

(2)
(ii) ¢
(171) C’ € R—cyc para cada j € {1,...,t} (%)
(1v) C’k < Cy, siysolosii <l

(v) 0<mnjeCn paracadaje{l,... t}

Llamamos conjunto de componentes de M al conjunto {Cy,}’_; y componente de M a
sus elementos.

Notemos que en la descripcién de un médulo que cumple las condiciones (*), digamos
M, los indices de sus componentes son indispensables para mantener el orden total
entre ellos. El uso del radical de Jacobson J en vez de médulos ciclicos uniseriales en la
descripcion de M podria llegar a ser confuso pues el orden total de £(R) en términos
de J esta dado por sus potencias de forma inversa. Por lo anterior, usamos R-cyc en
vez de L(R) para describir a los médulos sobre un anillo Artiniano cadena R.

Sea M € R-Mod. Dado que cyc(M) es una cadena finita, tiene un tnico elemen-
to maximo, digamos C. Entonces C' es el elemento mayor en cyc(M). Los siguientes
resultados describen a C' asf como a cyc(M).

Lema 4.8 Sea R un anillo Artiniano cadena y M € R-Mod. Entonces
cyce(M) = {C € R-cyc| C — C} = {C € R-cyc | C — C},

donde C' es el mayor submodulo ciclico de M.
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Demostracion:
Sea C' el elemento mayor en cyc(M). Sea B = {C € R-cyc | C 6’} Probamos que
cyc(M) = B.

(€) Sea C € cyc(M). Entonces C' =~ C o C < C. Esto implica que C ~ C, de donde
se sigue que C € B.

(2) Sea C € B. Entonces C' — C — M, de donde se sigue que C € cyc(M).

La segunda igualdad es consecuencia de [2, Teorema 38|. |

Proposicion 4.9 Sea R un anillo Artiniano cadena y m su longitud. Si
M ~ @;:1 C,i;“) cumple las condiciones (x), entonces

cyc(M) ={C € R-cyc | C — Cy,} = {C € R-cyc | Cy, - C}

Demostracion:
Para la primera igualdad, por el Lema 4.8 solo es necesario probar que Cy, es el mayor
elemento en cyc(M), digamos C.

Por un lado, como C es el elemento mayor, tenemos que Cf, C. Por otro lado,
dado que todo médulo ciclico es uniforme, por [9, Lema 2.5] se tiene que C Cy; para

alguna j € {1,...,t}. Por lo tanto, C— Cy,. Se concluye que Cy, =~ C.
La segunda 1gualdad se sigue de [2, Teorema 38]. ]

La siguiente proposicién nos ayudara a caracterizar los submédulos y cocientes de
modulos sobre anillos Artinianos cadena.

Proposiciéon 4.10 Sea R un anillo Artiniano cadena ym su longitud. Sean M = @;:1 C’,g?j)
yN=@D,_, D};‘l) tales que cumplen las condiciones ().

(1) St N »— M, entonces para cada le{l,... s} existe jye{l,...,t} tal que
hy C’%‘

(i) Si M — N, entonces para cada € {l,...,s} existe jie{l,...,t} tal que
ijl - Dhl-

Demostracion:
(1) Por la Proposicion 4.9, se tiene que Dy, — Cj, para cada l € {1,...,s}. Sea

By = {C € cyc(M) | existe j € {1,...,t} tal que C' = Cy, y Dy, — C}

Dado que B; es una cadena finita, entonces tiene elemento menor, digamos C’%' Asi,
Dy, — Cl;, v ji es el menor nimero con esta propiedad.

(47) Similar a (z). |
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Sean M, N € R-Mod. Si N — M, entonces la Proposicién 4.10 muestra que cada
componente D de N tiene un “supremo” en M en el sentido de que es una componente
de M que es el menor elemento en el conjunto de componentes de M que “dominan a”
D. De esta manera, definimos la nocién de supervision para un par de médulos M y

N.

Definicién 4.11 Sea R un anillo Artiniano cadena y m su longitud. Sean M = Ei—);:l C,g;“)

y N =@, D,(l)l‘l) tales que cumplen las condiciones (x). Consideremos C' € {Cy,}’_; y
D e {Dp}i_y-

= Decimos que C € {Cy,;}’_; es un submédulo ciclico supervisor de M sobre N si
existe D € {Dy,};_; tal que C' — D y C es la menor componente de M con esta
propiedad. Denotamos esta situacion como C (M N N) D.

» Decimos que D € {Dy,};_; es un submdédulo ciclico supervisado de N en M si
existe C' € {C}, }§‘=1 tal que D — C' y D es la mayor componente de N con esta
propiedad. Denotamos esta situacion como D (N e M) C.

Notemos que si no existe un monomorfismo ¢ : N — M, entonces no esta garanti-
zada la existencia de médulos ciclicos supervisores y supervisados entre M y N.

Ejemplo 4.12 Sea R = Zs. Los ideales de R son 0, RS, R4, R2, y R. Consideremos
R-cyc = {0,C4,Cy, Cs,Cy} donde identificamos con 0,Cy,Cy, C3, y Cy con los ideales
0, RS, R4, R2, y R, respectivamente. Tomemos

M= (C)P@(C)"™@ec;, N=(C)™e(C)" ¢y K=Col;
(1) Para N y M, tenemos que
Co(Mxn)Cr, Co(Mn)Co, Co(wm M) Co,

Cy (NfM)CE; Yy Cy (NfM)C4

También tenemos que
Co (N ) Oy Yy Co(m ) Oy
(i) Para N y K, tenemos que

Cs (" Nn)C Cs(Fxn)C, Co(ws™)Cs  y Ca(vo ™) G

Sin embargo, no existen submaodulos ciclicos supervisores de N sobre K ni submodu-
los ciclicos supervisados de K en N.



4.1. Mddulos sobre anillos Artinianos cadena 59

Recordemos que un médulo es local si y sélo si es ciclico no cero con un tnico
submodulo propio maximo. Un modulo no cero es inescindible si sus inicos sumandos
directos son los triviales. Notemos que todo médulo local es inescindible. Por [6, Teorema
2] se concluye que todo médulo ciclico uniserial sobre un anillo Artiniano cadena es
inescindible.

Lema 4.13 Sea R un anillo Artiniano cadena y m su longitud. Sean M = @;:1 C’,i;”) Y
N=®,_,D )‘l tales que cumplen las condiciones (x). Sean {Dp, }_,
< {Dpt}i, v {C’k].&}g:l < {Cy,}5-y cualesquiera dos conjuntos.

Yy x Yy T

(i) Si (—DD,(:?) — @C’,gj;é), entonces Z A, < Z Njs

y=1 6=1 y=1 6=1

T

Yy
(it) Si P C, m(s (—BD . entonces Z:)\l7 <

i=1 y=1

7P
s

Demostracion:

(7) Supongamos que @ — @i, C,(ij‘s). Para cada v € {1,...,y} conside-
remos un conjunto V, tal que |VW| Ar,. De la misma manera, para cada ¢ € {1,...,z}
consideremos un conjunto Ws tal que |Ws| = n;,. Sean

Y T
v=||v, v w=||W
y=1

6=1

QH

la unién disjunta de los V,, y la unién disjunta de los W, respectivamente. Consideremos
D, ~ Dhl si y sblo si v € V... De la misma manera, consideremos Cp = C’k siy sélo si
w € Ws. Entonces

A J
@D = Dol v @T=Da
ve we

Dado que @, Dy — @ e Cw ¥ como todo médulo ciclico uniserial es inescindible,
se concluye que >0 A = [V < [W| =35 1,
(74) Similar a (7). [

Definicién 4.14 Sea R un anillo Artiniano cadena y m su longitud. Sean
M ~ @;:1 C,g_“) y N=®P;,_, D}(;l\l) tales que cumplen las condiciones (x). Llamamos
conjunto supervisor de M sobre N al conjunto totalmente ordenado

SV = {C e {Cu¥ioy |3 D e Dy tal que € (5 ) D)
y llamamos conjunto supervisado de N en M al conjunto totalmente ordenado

sv% = {D € {Dn,}]_1 ‘ 1 Ce{C, ?:1 tal que D (Nf M) C’}
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Ejemplo 4.15 Consideremos R, M, N, y K como en el Ejemplo 4.12. Entonces te-
nemos lo siguiente:

(1) Para M y N, tenemos que

SV% = {Cy}, sv% = {Cy}, SVA]X = {Cy} y sv]\N4 = {Cy}.

(i1) Para N y K, tenemos que
SVE =1{Cs}, soN={Cy}, SV¥=g y sl=0¢.
Teorema 4.16 Sea R un anillo Artiniano cadena y m su longitud. Sean
M =~ @j IC'n] y N=@;_, D Al) tales que cumplen las condiciones (). Sean

SV ={Ck,. }azl y sudf = {Dhsﬂ }5:1 los conjuntos supervisor de M sobre N y su-
pervisado de N en M, respectivamente. Si SV # & y sl # &, entonces

(i) z=vy.
(i) Ch,, (M N N) Dy, y Dy, (N e M) Ch,, para cada o€ {1,... x}.

(its) D — C y C — D, donde D € {Dy,};* sayt1 Y C e {Cy, }t(a“) para cada

ae{l,...,;z}, donde so =0 yt,y1 =t + 1.
Sa tagn =l Sa ta+1—1
(iv) Z A< Z ny siy sélo si P D}L’l\l) — P C’m para cada
l=5(a-1)+1 Jj=ta l=5(a-1)+1 Jj=ta

ae{l,...,;z}, donde so =0 yt,y1 =t+ 1.

Sa tarn—1 tat1)—1 S R
(v) Z A < Z n; siy sélo si @ C’n] - P Df(”l) para cada
l=5(a_1)+1 j=ta ] =ta l=8(a_1)+1

ae{l,...,z}, donde so =0 yt,, 1 =t+1.

Demostracién:

(i) Para cada C,_, consideremos D, = {D € {Dy,}j_, | D — Cj,_}. Notemos que
D, # I pues th e SVM y Dy, € D,. Por definicién de submédulo ciclico supervisado,
tenemos que Dy, := maz Dy € svd. Ahora, probamos que |{D ¥ _1| = x. Supongamos
que max D,, = mazx D,,. Entonces, D,, = D,,. Sin pérdida de generalidad, podemos
asumir que C;%l < C;%Q. De esta manera, se tiene que C;%2 ¢ SVM 1o cual no es
posible. Por lo tanto, |{l/7\a}§:1| =xy {l/);}g:l c {Dhsﬁ }3—1- Concluimos que x < y.

De la misma manera, se tiene que y < x. Asi, concluimos que x = y. Por definicion
de conjunto supervisor y supervisado, se sigue que z < min{t, s}.

(i1) Notemos que Cy, (M N N) l/)\a y l/)\a (N/ M) Ck,, para cada a € {1,...,x}.
Probamos por induccion sobre a que Dy, = l/)\a
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Consideremos Dy, y l/?\l Supongamos que Dy, # 1/7\1 Dado que l/)\l € svil | se tiene
que Dy € Dy, . Entonces, Dy, < D;. Esto implica que Dy, € Dy, de donde se sigue

que D, ¢ {Dh,, }5_1, lo cual no es posible. Por lo tanto, Dy, = 1/)\1 Esto implica que
th1 - SV%(D;ZSI) y Dhsl = 31}%(01%1).

—~

Ahora, supongamos que Dhsﬁ = Dg para cada § < a. Consideremos Dy, |y Da1.

Supongamos que Dy, ., # Das1. Si Dy,,,, < Day1, entonces Dy, € Doy y asi,

1 1

hsy i ¢ sv%, lo cual no es posible. Si D, 1 < Dhsa+17 entonces D, 1 = Dhsﬁ = Dg para
algin 3 < «a. Esto implica que D,y = Dg. De esta manera, se tiene que

tha+1 ¢ SV 1o cual no es posible.

Por lo tanto, D, = 170:1 Esto implica que Ck, | (M N N) D
Dh5a+1 (N ‘/ M) thod—l'

(7i1) Se sigue de (i).

(iv) Se sigue de (i7i) y [2, Teorema 38].

(v) (=) Es claro.

(<) Se sigue del Lema 4.13 (7).

(

(

h5a+1 y

vi) (=) Es claro.
<) Se sigue del Lema 4.13 (i1). [

Ejemplo 4.17 Consideremos R como en el Ejemplo 4.12. Sean
M = (C)™ @ (C1)? y  N=(0)Pe ()@ (Cy)™
Notemos que
Cy (M~ ) O, Co (v ™M) Co,
Cy (M w) Cs, Y Cs (v M) Cy

Por lo tanto, SV} ={Cy, Cy} y svd ={Cy Cs}. Es claro que Cy— Cy y
03 — 04.
Dado que 3 +5 =8 < N, por el Teorema 4.16 (iv) se sigue que

(01)(3) D (02)(5) NN (02)(No)
Sin embargo, dado que Ry « 2, no existe un monomorfismo (C3)®0) — (C,)?),

Con los resultados mostrados anteriormente, podemos probar uno de los resultados
principales de este capitulo.

Teorema 4.18 Sea R un anillo Artiniano cadena y m su longitud. Sean
M;@;:lclijj) Y N;@LID,(:I) tales que cumplen las condiciones (). Sean
SV =A{Ck,. Yoy y suN = {Dy, }:_; los conjuntos supervisor de M sobre N y super-
visado de N en M, respectivamente.
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(1) Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) Existe un monomorfismo ¢ : N — M.

s t
(2) D, — Cr y P D}(l’l\l) — P C’,g?j) para cada o € {1,...,x}, donde

I=8(q-1)+1 Jj=ta
Sp = 0
(3) Dy, — Ch, yz& < ZQ para cada o € {1, ... xz}, donde &, = Z Ao
i=a = V=8(q-1)+1
ta+1)—1
y (o = Z Ny para cada € {1,...,x}, donde so =0yt 1 =1+ 1.
v=tq

(i7) Las siguientes condiciones son equivalentes:
(1) Existe un epimorfismo ¢ : M — N.

t s
(2) Cr, » Dy, y @ C,Sjj) - P D}(Li‘l) para cada o € {1,... z}, donde

j=ta l=8(a_1)+1
So = 0.
(3) Cr, = Dn, y 2 & < Z G para cada o€ {1,...,x}, donde &, = Z Ao
i=a = v=5(a_1)+1
tasr1)—1
Y Ca = Z Ny para cada o € {1,...,x}, donde so =0yt =1+ 1.
v=tq
Demostracion:

(7) (1) = (2): Supongamos que N »— M. Por la Proposicién 4.10 (i), se tiene
que Dy, — Cy, SV # &y sodl # &. Por el Teorema 4.16 (i), se sigue que
Cro. (M~ ) Dn,, v D, (v M) Ch,, paracadaac{l,... z}.

Sea o € {1,...,x}. Consideremos [ € {s,—1)+1,...,s}. Entonces no existe un mono-
morfismo Dy, — Cj, paracada j € {1,...,t, — 1}. Por [9, Lema 2.5, no existe un mono-
morfismo D,(L’l\’) — C,g’j) para cada j € {1,...,t, — 1} y paracadale {s_1)+ 1,...,s}.

s ta—1
Esto implica que no existe un monomorfismo (P D}L)l‘l) - P C’Igjj )
I=s(q_1)+1 j=t1

s t
Por lo tanto, se concluye que @ D}(l’l\l) — @ C’,E;“) para cada a € {1,...,x}.
l:S(a_l)-i-l j:ta
(i) (2) = (1): Supongamos que D, » Cy,. Entonces, SVM = & v sl # &.
Por el Teorema 4.16 (i7), se tiene que Cj,, (M N N) Dy, v Dy, (Nf M) Ck,, pa-

s t
ra cada a € {1,...,z}. Ahora, supongamos que @ D}L)l‘l) — G—) C’,g?j) para cada
Z=S(a_1)+1 J=ta
a€f{l,...,z}. Para a = 1, se concluye que N — M.
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(i) (2) = (3): Supongamos que Dy, — Cy,. Entonces SV # & vy sl # &5, Por
el Teorema 4.16 (ii), se tiene que Cy,, (M N N) Dy, v Dy, (N 7 M) Ck,, para cada

s t
ae{l,...,z}. Dado que P D,(L/l\j) — @ C,i;”) para cada « € {1,...,x}, por el
l=8(a_1)+1 Jj=ta

Lema 4.13 (i) se concluye que Z & < Z ¢ paracada ae {1,...,x}.

(i) (3) = (2): Supongamos que Dy — Cj,. Entonces SV # &y sl # &5. Por
el Teorema 4.16 (ii), se tiene que Cy, (M ~ ) Dp,, v Dn,, (v ™) Cy,, para cada

a e {l,...,z}. Dado que Z& < Z ¢; para cada a € {1,...,x}, debemos probar que

= =

s ¢
P D;fl\z) — P Clgzj) para cada a € {1,...,x}.

I=5(q_1)+1 j=ta

Sea ae{l,...,z}. Por el Teorema 4.16 (ii), se tiene que D »— C donde
De {Dhl}l"”gs(a_l)Jrl y C € {Cy,}’_,, paracada ae{l,...,z}. Dado que &, < 2 G, se

Sa t
tiene que P D}(:l) — P C’,gjj) para cada a € {1,...,x}. Por lo tanto, concluimos
le(a—1)+1 Jj=ta

s t
que P D,(l’l\l) — P C’,E;“) para cada a € {1,...,z}.

I=5(a_1)+1 j=ta
(77) Por el Teorema 4.16 (i7), (iv) y (vi), la Proposicién 4.10 (i7), el Lema 4.13 (i),
y por [2, Teorema 38] y [9, Lema 2.5], la prueba es similar a (z). |

4.2. Modulos sobre anillos c-uniseriales

Como vimos en la seccién anterior, el Teorema 4.18 describe la estructura de submédu-
los y cocientes de un médulo sobre anillos Artinianos cadena. En esta seccién mostramos
la estructura de submédulos y cocientes de los médulos sobre anillos c-uniseriales. Esto
generaliza el Teorema 4.18.

Recordemos que todo moédulo sobre un anillo c-uniserial es suma directa de médulos
ciclicos uniseriales. Denotamos como R-ucyc a un conjunto completo de representantes
de clases de isomorfismo de mdédulos ciclicos uniseriales en R-Mod. De la misma ma-
nera, denotamos como ucyc(M) a un conjunto completo de representantes de clases de
isomorfismo de submoédulos ciclicos uniseriales de M.

En esta seccién, consideramos a R como un anillo c-uniserial tal que R = [[,_, Ry,
donde Ry es un anillo Artiniano cadena para cada k € {1,...,n}. Consideremos que
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cada Ry es de longitud finita igual a n,. Entonces

L(R) = {ﬁ Iy

k=1

Iy = (Ji)" < Ry para cada h e {0, ... ,nk}}

donde Jj, es el radical de Jacobson de Ry (ver [31, Ejemplo 2.14.2.(ii), p.12]). Notemos
que todo moédulo ciclico uniserial C' es isomorfo a

R/(Ry x -+ x Ry x (Ju)" X Rpyy x -+ x Ry)

para alguna k € {1,...,n} y para alguna h € {0,...,n;}. Denotemos a C' como Cj,.
De esta manera, consideremos

R-ucyc = {Cyp | ke {l,...,n} y he{0,...,ng}}
Es facil ver que los Cj, “heredan” el orden que tenian en Ry, es decir,

OZCk70<Ck71<"'<Ck’nk_1<0k’nk%R(O,...,O, 1Rk ,0,...,0)
——
coordenada k

para cada k € {1,...,n}. Por lo tanto, los resultados obtenidos en la Seccién 4.1 se
generalizan para anillos c-uniseriales considerando dichos resultados coordenada a coor-
denada. Por esta razon, se omiten la mayoria de las pruebas en esta seccién.

Para mostrar los resultados de la Seccién 4.1 considerando R un anillo c-uniserial,
necesitamos establecer una convencién para los R-médulos. En esta seccion, cuando
escribamos un R-moédulo M como la suma directa

m t;
C«(ﬁj,i) :
& (D)

vamos a convenir en las siguientes condiciones:

(1) M+#0

(1) m <nyt; <ny, paracada je{l,...,m}
(iii)  Chjn, eR—ucyc para cada j € {1,. .,m} yie{l,... t;} co (k)
(1) Chjha < Cryny siy sélosia <

(v) O<n]ZeCnparacada]e{1 omyyie{l,... t}

Sea M € R-Mod. Notemos que ucyc(M) tiene m cadenas finitas. Entonces ucyc(M)
tiene m elementos maximos. La siguiente proposicion describen a estos elementos méaxi-
mos asi como a ucyc(M), generalizando la Proposicién 4.9.

Proposicién 4.19 Sea R un anillo c-uniserial. Si M = ], ((—BZ 1 Ckn” ) ) es tal que

cumple las condiciones (xx), entonces

ucyc(M) = {C€ R-ucyc|3 je{l,....m} tal que C— C,p, }
{C e R-ucyc|3 je{l,...,m} tal que ij,htj — C'}
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Demostracion:

Del hecho que todo C' € R-ucyc es isomorfo a Cyj, para alguna k € {1,...,n} y para al-
guna h € {0, ...,n;}, fijando cada coordenada la prueba es similar a la de la Proposicién
4.9. |

La siguiente proposicién generaliza a la Proposicion 4.10. Esta proposicién ayuda a
caracterizar los submédulos y cocientes de un moédulo sobre un anillo c-uniserial.
Proposicién 4.20 Sea R un anillo c-uniserial. Consideremos M = ), (@f”zl C’,i:”,f})
y N =D, <(—B;q:1 Déjf’}?) tales que cumplen las condiciones (*x).

(i) Si N»— M, entonces para cada qe€{l,...,w} y cada pe{l,...,s,} existen
Ja€4L,...,m} yige {l,... t; } tales que Dy 5 — Cy, hi,

Jq>

(i1) Si M — N, entonces para cada qe€{l,...,w} y cada pe{l,... s,} existen
Ja €41, ...,m} yige{l,... t;,} tales que Cljyhiy = Doorty-

Demostracion:

Del hecho que todo C' € R-ucyc es isomorfo a Cyj, para alguna k € {1,...,n} y para al-
guna h € {0, ..., ng}, fijando cada coordenada la prueba es similar a la de la Proposicién
4.10. |

Para generalizar la Definicion 4.11, debemos considerar los submédulos ciclicos su-
pervisores y supervisados para cada coordenada. Asi, definimos lo siguiente.

Definicién 4.21 Sea R un anillo c-uniserial. Consideremos M = @7, (@fil C,g?’h))

yN =D, <(—D;q:1 Déjqu)) tales que cumplen las condiciones (xx). Sean R. € { Ry},
{qu a1’ Ce {057}%}26:1 yDe {Da,fp};il'
» Decimos que C € {C. .}, es un submédulo ciclico R.-supervisor de M sobre N
si existe D € {D. s, }7= tal que C'— D y C es el menor elemento en {Centiey

con esta propiedad. Denotamos esta situacion como C' (REM N N) D.

= Decimos que D € {D.y,}>= | es un submédulo ciclico R.-supervisado de N en M
si eziste C € {C.p,}ioy tal que D — C y D es el mayor elemento en {D.,}>,
con esta propiedad. Denotamos esta situacion como D (REN e M) C.

Al igual que en la Definicién 4.11, si no existe un monomorfismo N — M, no esta
garantizada la existencia de modulos ciclicos R.-supervisores y R.-supervisados entre
My N.
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Ejemplo 4.22 Sea R =~ Zg @® 71 D Z3 ® Zgy. Tenemos que
R-ucyc = {0, 01,1, 01,2, 01,3, 02,17 C'2,2, 02,3, 02,4, C'371, 0471, 04,2}
Tomemos
M =~ (01,2)(N0) DCi3DC4DC51 D (04,1)(2), y N= (Cl,l)(NO) &) (02,2)(10) @ Cluo
(1) Consideremos Ry = Zs. Tenemos que
Crao (RM N w) Chy, Cip (Ray ~ M) Cia y Cra (Riy &™) Cus.
(i7) Consideremos Ry = Zyg. Tenemos que

Caa (R2M N N) Coo y  Cop (R2N e M) Coa.

(1ii) Consideremos Ry = Zg. Entonces no ezisten submddulos ciclicos Ry-supervisores
de M sobre N ni submaodulos ciclicos Ry-supervisados de N en M.

El siguiente lema generaliza al Lema 4.13 estableciendo el resultado para anillos
c-uniseriales.

Lema 4.23 Sea R un anillo c-uniserial. Consideremos M = ., <@f’:1 Cg’ﬁg) Y

N = @, (@;q:l D;:“}?) tales que cumplen las condiciones (xx). Supongamos que
eziste R. € {Rkj }§”=1 N {qu g1 Sean {Cs,m7 }i=1 = {Oa,hi}z; Y {De,fp5 Y1 S {Da,fp} -

S
p=1-
D ers) AR i) y N
. . £,p§ Ne iy )
(i) Si @Ds,fp5 — @C’&hiw , entonces Z Aeps < Z Ne.i,
5=1 v=1 =1 v=1

X Yy X
P (i) AN 1y Pems)
(13) Si (—BC’&%7 —» @De,fp? , entonces Z Aeps < Z Mei,
=1 0=1 6=1 v=1
Demostracion:
Del hecho que todo C' € R-ucyc es isomorfo a Cjj, para alguna k € {1,...,n} y para
alguna h € {0, ..., n.}, fijando la coordenada ¢ la prueba es similar a la del Lema 4.13.1

Definicién 4.24 Sea R un anillo c-uniserial. Consideremos M =~ @], ((—Dfil C’,S]J,;))
yN =D, (@‘;‘;1 Déj‘??) tales que cumplen las condiciones (x*). Sea R. € { Ry}, 0

{Ry,}u . Llamamos conjunto R.-supervisor de M sobre N al conjunto totalmente orde-
nado

SVN'R. ={C e{C.p}ey | 3 De{D.y ), tal que C (RN~ y) D}
y llamamos conjunto R.-supervisado de N en M al conjunto totalmente ordenado

suNR. ={D e {Deyg ooy | 3 Cef{Cp}izy tal que D (Rey Mol
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Ejemplo 4.25 Consideremos R, M y N como en el Ejemplo 4.22. Se tiene lo siguiente:
SVJGJRl = {0172}, SUn Rl = {Cl 1} S‘/X\/Rg = {0274},
sUN Ry = {Cs0}, SV Ry = y sUN Ry = &

Teorema 4.26 Sea R un anillo c-uniserial. Consideremos M =~ @], (@:]:1 C’,i"ﬂ};))

y N =@, <@Sq D( “r ) tales que cumplen las condiciones (x*). Supongamos que
{R.}i € {Rk )T m{qu}q:I es no vacio tal que & # SVY'R., = {C. p, Yolr YT #

SUN R, = {D577fpg Yoy para cada vy € {1,...,z}. Entonces las siguientes afirmaciones
son verdaderas para cada vy € {1,...,z}:
(4) Ly = Yy-

(i) Ce ., (R&M Ny N) D. s yDe g ( ey ) < h, Para cada e {1,... z,}.

(i) D»— C y C — D, donde D e {D. s, }}* panyt1 Y CE {Con } et pam cada
ae{l,...,xy}, dondepg =0 Y iy )41 = Lo, + 1.
(iv) Las siguientes condiciones son equivalentes para cada o € {1,. .., x,}, dondepy = 0
e i(x7)+1 = tav + 1:
Pa i(a‘*l)_l
(CL) Z )\sw,p < 2 nav,i-
P=P(a-1)+1 i=lq
Pa i(a+1)—1
(Aeyp) (Mevy i)
(b) C—B Dz—:«,,}/pp — C—D Cg'y:]zi .
P=P(a-1)+1 i=iq
i(a+1)—L Pa
(Me~y.i) (Xey.p)
(C) @ C€'y,}’:i - @ D&/v}zﬂp ’
1=lq p:p(a—1)+1
Demostracion:
Del hecho que todo C' € R-ucyc es isomorfo a Cjj, para alguna k € {1,...,n} y para
alguna h € {0, ..., n;}, fijando cada coordenada e, la prueba es similar a la del Teorema
4.16. |

Ejemplo 4.27 Consideremos R como en el Ejemplo 4.22. Tomemos

M = (02,2)(4) @® (02,3)(5) @ (02,4)(2) @ (04,2)(N0)

N = (02,1)(3) @ (02,2)(5) @ (Cy 4)(N°) @ (04,1)&0)-

)
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Para R., = Ry = Zy6 tenemos que
Copo (RslM Y N) Co, Co (RslN < M) Ca2,
Coa (RslM N N) Coa Yy Coa (RE1N e M) Coa.

Para R., = Ry = Zg tenemos que

Cu (R@M M N) Ca1 Y Ca1 (ReEQN e M) Cuo.

Entonces

SV]€4REI = {02,2702,4}7 SUN Ral {CQ 2702 4}
SVN' Rz, = {Cy2} Y sun Rey = {Cu1}.

Es claro que Cy g — Cag, Coy — Cay, y Cyq — 04,2.
Dado que 3 +5 <4+ 5, por el Teorema 4.26 (iv) se tiene que

(02,1)(3) ) (02,2)(5) — (02,2)(4) @® (02,3)(5)

Sin embargo, dado que Wy € 2, por el Teorema 4.20 (iv) se tiene que no existe un
monomorfismo (Co3)™0) — (Cy4)?.
Dado que Rg = R, por el Teorema 4.26 (iv) se tiene que

(04’1)(%) NN (04’2)(1%)

Con los resultados mostrados anteriormente, podemos generalizar el Teorema 4.18
para anillos c-uniseriales, uno de los resultados principales de este capitulo.

Teorema 4.28 Sea R un anillo c-uniserial. Consideremos M =~ @], ((—Dfil C’,S]“Z))

y N =~ @q L <@8q D( P ) tales que cumplen las condiciones (**). Supongamos que
{Ro, 2o € {Be)7y 0 {qu}g’=1 es no vacio tal que & # SVYR. = {Ce p, Yal1 ¥
& # suNR. ={D.y, }oly para cada y € {1,...,z}.

(I) Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) Eziste un monomorfismo ¢ : N — M.

(it) Para cada g € {1,...,w} existe j, € {1,...,m} tal que

(
@ ngafp @ j«j:}

(1ii) Las siguientes afirmaciones se cumplen:

(1) z=wy {Re,}51 = {Ry,Jgo1-
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(2) Paracaday € {l,...,w} existe j, € {1,...,m} tal que Dy 5, Cawh% .

(3) Para cada v e {1,...,w} eziste j, € {1,...,m} tal que

7 o) 2 )
D Dy~ DOy,
p:p(afl)"’_l 1=l
para cada o € {1,...,x,}, donde py = 0.
(1v) Las siguientes condiciones se cumplen:

(1) L=wWy {R57}§=1 = {qu ZJ=1-
ara caday € \1,...,w} existe j, € {1,...,mj tal que — O
2) P d 1 ste J, € 11 tal Dy, 1., C

he. -
v tjfy

(3) Para caday e {1,...,w} existe j, € {1,...,m} tal que Z & < Z iy
o=« o=«

para cada o€ {1,...,x,}, donde
Pa
* &y = Z Ay
P=P(a—1)+1
i(oz+1)_1
¢ (o= Do M
imia
®po=0

® Ug,)+1 =iy +1
(II) Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) Eziste un epimorfismo ¢ : M — N.
(it) Para cada g€ {1,...,w} existe j, € {1,...,m} tal que

tiq Sq

(njqﬂ') (Aq,p)
@ ij(phi — ngvfp :
i=1 p=1

(1ii) Las siguientes afirmaciones se cumplen:
(1) z=wy {Rav}’?:l = {qu 3”:1-
(2) Para caday e {1,...,w} eziste j, € {1,...,m} tal que C‘fwhth — D
(3) Para cada v e {1,...,w} eziste j, € {1,...,m} tal que

g’wfs-y °

) L ()

M~ i VP
@ ijwhi - @ Dg’y,fp
i=iq P=P(a-1)T1

(1v) Las siguientes afirmaciones se cumplen:
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(1) 2 =w y{Re 521 = {Ry,}glr-

(2) Para caday e {1,...,w} existe j, € {1,...,m} tal que C’gmhth — Dy s, -

Ty Ty
(3) Para caday e {1,...,w} existe j, € {1,...,m} tal que Z §ro < Z i
o=« o=«

para cada o€ {1,...,x,}, donde
Pa
* {ya = Z Avp
P=P(a—1)+1
tat+1)—1
¢ (o= D, M
—
®po=0

® U1 =iy 1

Demostracién:

(I) (i) < (it) y (1) (i1) = (4i7)(1) son inmediatas.

(I) (i3) = (7i1)(2): Se sigue de la Proposicion 4.20 (i).

(I) (i) = (i13)(3): Por (diz)(1), (¢ii)(2), la Proposicién 4.20 (i) y el Teorema 4.26
(1), la prueba es similar a la del Teorema 4.18 (i) (1) = (2).

(I) (i7i) = (ii): Por (izi)(1), (4i7)(2) y el Teorema 4.26 (ii), la prueba es similar a
la del Teorema 4.18 (i) (2) = (1).

(I) (49i)(3) = (iv)(3): Se sigue del Lema 4.23 ().

(10)(3) = (4i7)(3): Se sigue del Teorema 4.26.

(I1I) Por el Teorema 4.26,la Proposicién 4.20 (ii), el Lema 4.23 (i7), [2, Teorema 38|
y [9, Lema 2.5], la prueba es similar a (7). |



Capitulo 5

La estructura reticular de R-ad para
anillos c-uniseriales

En este capitulo consideramos a R un anillo c-uniserial. Como vimos en la Seccién
3.3, los intervalos en R-ad para anillos Artinianos semisimples estan completamente
descritos. En este capitulo, para describir los intervalos en R-ad, utilizamos la descrip-
cién de los submodulos y cocientes de cualquier médulo sobre anillos Artinianos cadena
y anillos c-uniseriales mostrada en el Capitulo 4.

5.1. Descripcién de la reticula R-ad para anillos
c-uniseriales

Consideremos R un anillo c-uniserial, digamos R = [[;_, Ry donde R} es un anillo
Artiniano cadena con longitud (finita) n, para cada k € {1,...,n}. Consideremos (ver
Seccion 4.2)

R-ucyc = {Crp | ke {l,...,n} y he{0,...,ng}}.
Entonces, por la Definicién 3.8 y por el Teorema 4.28 tenemos que
i (m..;) donde mg; < o para h
ada(Chp) = {M ‘ M = ®Ck’j ’ cada j 67?{1, ..., h} } - @ada<0k’j)

Jj=1 J=1

para cada a« € ICn, ke {1,...,n},y he {1,...,nt}. De la misma manera, tenemos que

h h
- (m.;) donde n ; € Cn para
adeo(Crn) = {M ‘ M= @Ckzw cada j ej{l, ..., h} } - @adoo(Ck,j).

J=1 Jj=1

Sean Qjyi,...,Qn 1y, 0n, € ICn. Definimos la clase wu-cardinal (asociada a

71
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((agn)p®,)r_,) como la clase

U(((kn)pir)i=1) 1= é ((n‘é adAk,h(Ck,h)>

k=1 \h=1

donde Ay, = max{ay; | h < j < ng} paracada ke {1,...,n} y cada he{l,... ,ng}.
Notemos que Cy, € U(((agp)it )r_y) sty sélo si Agp # —o0.

Ejemplo 5.1 Sea R = Zy5 = Z3 x Z4. Notemos que R tiene tres mddulos ciclicos

uniseriales diferentes de cero no isomorfos: R/R6, R/R4, y R/R3. Entonces R-ucyc =

{0,C11,Ca1,Ca9}. Estamos llamando Cy1,Ce1 y Coo a los cocientes R/R4, R/R6, y

R/Rg, respectivamente. Sean oy = Ny, Qg1 = —0 Y Qoo = Nar. Entonces la clase u-

cardinal (asociada a (Rg, (—0,N;))) es

U(Ro, (—0,R7))) = adyy(Cr1) ® adpys)(Co1) © ad iyt (Ca2)

_ | M= (C11)™ @ (Co1) M) @ (Co0) )
donde n € N y A, Ay < R}

U((Ro, (No, X))
U((Ro, (g, N7 )))

Como en el ejemplo anterior, es facil ver que en general

U(((arp)p1)i1) = U((Brp) ) pts)i=1)
si y sélo si
max{oy,; | h < j <ng} =max{fr; | h < j < ng}
paracadak € {1,...,n}ycadah e {1,...,nt}. De este modo, sin pérdida de generalidad
podemos asumir que g = ago = -+ = qp,, para cada ke {1,...,n}.
La Proposicion 3.13 se puede generalizar a anillos c-uniseriales. Para esto, necesita-
mos el siguiente resultado.

Proposicién 5.2 Sea R un anillo c-uniserial y {X;}72, una familia no vacia de clases

aditivas. Entonces .
V& =@

7j=1 Jj=1

Demostracién:
(<) Por el Teorema 2.10, tenemos que (P, X; < subquot(D;_, X;) = /2, Aj.
(2) Sea M € subquot(@D]-, &;). Entonces existe el diagrama

K—L—0

|

M
|
0
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donde K e L, X;. Asi, K = @]", K;, donde K € X paracadaj € {1,...,m}. Como
R es c-uniserial, tenemos que K; =~ @,”, ((—Btl C(%“)> para cada j € {1,...,m} tal

]7kl
que cumple las condiciones ().
Por el Teorema 4.28 (i), para cada je {l,...,m} existe L;e X; tal que

L ~ @), (@g‘;lBﬁfQQg’z)) que cumplen las condiciones (x*), K; — L;, y L =
6—) ‘L

Por el Teorema 4.28 (i), para cada je{l,...,m} existe M;e X; tal que
M; =@,” <@ ]'ijpfq ) que cumplen las condiciones (%), M;— L;, vy
M=@m", M,

Por lo tanto, M € @7, &;. |
Proposicion 5.3 Sea R un anillo c-uniserial. Entonces cada clase u-cardinal es adi-
tiva.

Demostracion:

Sea ay, € ICn para cada k € {1,...,n} y cada h € {1,...,n,}. Por la Proposicién 5.2
tenemos que

U(((mn)per)i=1) ] <@ aen (Crp) ) = \/ (\k/ adak’h(C’M)) € R-ad. g

k=1 k=1 \h=1

Counsideremos la clase

U= fuennii |

arp € ICn tal que a1 = ago = - = gy,
para cada k € {1,...,n}

La Proposicién 5.3 muestra que U < R-ad. Para probar que R-ad < U, ajustamos la
Definicién 3.16 para anillos c-uniseriales.

Definicién 5.4 Sea R un anillo c-uniserial, digamos R = HZ | Ry, donde Ry es
un anillo Artiniano cadena. Consideremos R-ucyc = {Cyyp | k € {1,...,n} yh €
{0,...,ng}}. Sea X € R-ad tal que sizex(Ckp) = g donde oy, € ICn para cada
ke{l,...,n} ycadahe{l,... ng}. Definimos el tamano uniserial aditivo de X como
la n-tupla de ny-tuplas ((oun)ntq) iy Denotamos esto como Size(X).

En la Definicién 5.4, dado que X € R-ad, es facil ver que a1, = o = -+ = Qpp,
para cada k € {1,...,n}.

Sea (ICn)" el producto Cartesiano de w copias de ICn (ver Seccién 3.3), donde
w = Y'_, ng. Consideremos la subreticula

oy € ICn tal que (ay; > ai; < j < i) para cada }

._ nE 1
S = {((Ozk,h)h_l)k—l kef{l,...,n} ycada he{l,... n}

e (ICn)". El siguiente teorema generaliza al Teorema 3.17 considerando la subreticula
S de (ICn)®.
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Teorema 5.5 Sea R un anillo c-uniserial tal que R = [ [_, Ry, donde cada Ry, es un
anillo Artiniano cadena de longitud finita ny. Entonces la correspondencia

Size: R-ad — S
X — Size(X)

es biyectiva.

Demostracion:
Consideremos R-ucyc = {Cyp | h€{0,...,np} y ke {1,...,n}}.

Size es inyectiva: Sean X,) € R-ad. Supongamos que Size(X) = Size()) =
((kp)nt)izy- Sea M = @7, ((—Bfil C,i?]};)) € X tal que cumple con las condiciones
(xx). Si a;; = —00, entonces 7;; = 0 lo cual es absurdo. Por lo tanto, a;; € ICn. Esto
implica que n;; < «a;;. Asi, tenemos que C’,E;“h’) € Y para cada j € {1,...,m} y cada
ie{l,...,t;}. Concluimos que N € ). De la misma manera se prueba que ) < X.

Size es suprayectiva: Sea ((agn)yt,)i_; € S. Probaremos que

SizeU(((kn)p1)k=1)) = ((Qkn)p% ) )izr-

Para ello, es suficiente probar que sizeqq,, h(Ck,h)(Ckﬁ) = ayp para cada ke {1,...,n}
y cada h e {1,... ng}.

= Supongamos que aj, = —o0. Entonces Cyp ¢ adq, ,(Crn) = 0. Por lo tanto,
§12€ady,, , (Cin) (Chip) = Q-

= Supongamos que oy, € ICn. Entonces C’,in})L € adak’h(C,@h) para todo 1 < agp.

A . ,
Notemos que C’,g}z ¢ ada,, (Ck.p) para cualquier A > oy, v oy, 1, €s €l menor niimero
cardinal con esta propiedad. Por lo tanto, sizead% L (Cr ) (Crp) = Qg p.

» Si agy =00, entonces C,i?,zeadakyh(Ck,h) para todo me€ Cn. Por lo tanto,
sz’zeadakvh(ck,h)(Ck,h) = O p- [ |

Corolario 5.6 Sea R un anillo c-uniserial tal que R = [[,_, Ry, donde cada Ry, es un
anillo Artiniano cadena de longitud finita ny. Entonces

apn € ICn tal que (o = oy < j < 1) para cada }

ft-ad =5 = {((ak’h)h_l)k_l ke{l,...,n} ycada he{l,... ng}

Demostracién:

(S) Sea X € R-ad. Consideremos la clase U(Size(X)). Por el Teorema 5.5, tenemos
que X =U(Size(X)) € S.

(2) Se sigue de la Proposicién 5.3. [
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Teorema 5.7 Sea R un anillo c-uniserial tal que R = [ [_, Ry, donde cada Ry, es un
anillo Artiniano cadena de longitud finita ny.

(1) La correspondencia

U:S — R-ad
((ak,h)zk:1)zz1 — U(((ak,h)ﬁ’ll)ﬁzl)

es inversa de Size.
(i7) Las correspondencias Size y U preservan el orden.

Demostracion:
Consideremos R un anillo c-uniserial tal que

R-ucyc = {Cyp | he{0,....np} y ke {l,...,n}}.

() Se sigue del Teorema 5.5 y del Corolario 5.6.

(11) Size preserva el orden: Supongamos que X < ). Por el Corolario 5.6, tenemos
que X = U(Size(X)) = Ull(arn ) )ie) ¥ Y = UlSize(V)) = Ui
Entonces, ady, , (Crn) € ady, , (Crn) para cada h € {1,...,np} y cada k € {1,...,n}.

Si sucede que 7y < g, entonces C’,g?,’f’h) € ady,, ,,(Crn) S ady, , (Crp). Esto implica
que Mg p < Mk, lo cual es absurdo. Por lo tanto, ay, < mgp para cada he {1,... ,ng}y
cada k € {1,...,n}. Esto implica que Size(X) < Size()).

(1) U preserva el orden: Supongamos que ((avn)pt )i, = Size(X) < Size(Y) =
((Men)p®)i_y- Entonces oy, < mgp para cada h € {1,...,ni} y cada k € {1,...,n}.
Por la Proposicién 3.11 (i), tenemos que ady, ,(Crn) S ady, ,(Crp) para cada h €
{1,...,nx} ycada ke {1,...,n}. Entonces U(Size(X)) < U(Size())). Por el Corolario

5.6, se sigue que X < ). [ ]

Finalmente, juntando todos estos hechos, concluimos que R-ad y S son isomorfas
como grandes reticulas, como se muestra en el siguiente corolario.

Corolario 5.8 Sea R un anillo c-uniserial tal que R = [[;_, Rg, donde cada Ry es
un anillo Artiniano cadena de longitud finita ni. Entonces, existe un isomorfismo de
reticulas entre R-ad y

agp € ICN tal que (oy; = oy < § < i) para cada }

S = {((ak,h>h=1)k=1 ke{l,...,n} ycada he{l,... ng}

Demostracion:
Se sigue de los Teoremas 5.5 y 5.7. |
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Zy-Mod = U(co, 00) @

Z/I(oo,.oﬁ/)ﬂ\
U(co, ) & N

N
s N N

s

s

U(Noa _OO)
U(—o0, —o0) = {0}

Figura 5.1: Diagrama de Hasse de Z,:-ad donde p es cualquier ntimero primo.

Ejemplo 5.9 Sea R = Z,> donde p es un nimero primo cualquiera. Notemos que
R tiene dos mddulos ciclicos uniseriales diferentes de cero no isomorfos: Rp y R1.
Entonces R-ucyc = {0,C1 1, C12}. Estamos llamando Cy1 y Cy o a los ideales Rp y RI1,
respectivamente. Entonces para cada clase aditiva X existen oy 1,049 € ICn tales que
X =U(ar1,a12). El diagrama de Hasse de R-ad se muestra en la Figura 5.1.

Ejemplo 5.10 Sea R = Z,> x Zq donde p y q son cualesquiera dos nimeros primos di-
ferentes. Notemos que R tiene tres modulos ciclicos uniseriales diferentes de cero no iso-
morfos: R(p,0), R(1,0) y R(0,1). Entonces R-ucyc = {0,Cy1,C12,Ca1}. Estamos lla-
mando Cy 1,C1 2 y Ca1 alos ideales R(p,0), R(1,0) y R(0,1), respectivamente. Entonces
para cada clase aditiva X existen o1, 19,001 € ICn tales que X = U((ag1,012),001).
El diagrama de Hasse de R-ad se muestra en la Figura 5.2. Los puntos gruesos en la

figura representan a las siguientes clases:

A: U((—o0,—0), —0), la clase cero.
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B: U((c0, —0), —0) isomorfo a Z,-Mod.

C: U((0, ), —0) isomorfo a Z,-Mod.
D: U((—o0, —0),0) isomorfo a Z,-Mod.
E: U((00, —0),0) isomorfo a (Z, x Z,)-Mod.

F: U((o0, 0),00) isomorfo a R-Mod.

Figura 5.2: Diagrama de Hasse de (Z,: x Z,)-ad donde p y ¢ son cualesquiera
dos nimeros primos diferentes.

5.2. Caracterizaciones de R-bad y R-pretors para
anillos c-uniseriales

En esta seccion, caracterizamos las clases R-bad y R-pretors cuando R es un anillo
c-uniserial. Ademds, describimos los a&tomos e intervalos en la gran reticula R-ad.
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Lema 5.11 Sea R un anillo c-uniserial. Sean X,) € R-ad. Entonces cyc(X) = cyc(Y)
si y solo st ucyc(X) = ucyc()).

Demostracion:
(=) Inmediato.
(<) Se sigue de [27, Teorema Fundamental, p. 174]. |

El siguiente teorema extiende al Teorema 3.25.

Teorema 5.12 Sea R un anillo c-uniserial tal que R = [],_, Ri, donde cada Ry, es
un anillo Artiniano cadena de longitud finita ny. Entonces,

((on)n)izr € ({=90, Ro})pk )iy
tal que (ap; = ag; < j <1) ’

(@) Retod = {U((Caniz i)

(i4) R-pretors = {u<<<@k,h>zil>z_1>

((Brn)htr)i=r € ({=00, 0355 )iy }

tal que (B = Pri < j <1)

Demostracién:

(1) Sea

B = (vt o | (ol € (om WD

tal que (o = oy < J < 1)

Probamos que R-bad = B.

(S) Sea X € R-bad tal que Size(X) = ((a,n)ptq)i_,- Por el Corolario 5.6 se tiene
que X =U(((agn)pt,)i_)- Dado que toda clase aditiva acotada esta determinada de
forma tinica por los moédulos ciclicos que contiene, y por la Proposicion 3.10, tenemos que
agp € {—0,Rp} con la condicion (ay, ; = oy, siy sélosi j < i) paracada ke {1,...,n}
y cada h € {1,...,ng}. Por lo tanto, X € B.

(2) Sea X € B. Por la Proposicién 5.3 se tiene que X € R-ad. Sea ) € R-ad tal
que cyc(X) = cyc(Y). Entonces ucyc(X) = ucyc(Y) por el Lema 5.11. De esta manera,
X < Y por el Teorema 5.7 (i7). Por lo tanto, X € R-bad.

(i7) Sea

¢~ G | Gy (it}

k=1 tal que (Bk’] = 5k,i = ] < Z)

Probamos que R-pretors = C.

(S) Sea X € R-pretors tal que Size(X) = ((Br.n)p%,)i—y- Por el Corolario 5.6 se tiene
que X =U(((Ben)rt,)r_y). Es facil ver que Sy, € {—0, 0} con la condicién (S ; = ki
siy sblosi j <i) paracada ke {1,...,n} y cada h e {1,...,n;} Por lo tanto, X € C.

(2) Inmediata. |
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Corolario 5.13 Sea R un anillo c-uniserial tal que R = | [,_, Ri, donde cada Ry, es un
anillo Artiniano cadena de longitud finita Ny Entonces
|R-bad| = |R-pretors| = [ [_,(ng + 1).

Asi como se obtiene en el Teorema 3.27, de cada clase aditiva X podemos generar
una clase aditiva acotada y una clase de pretorsién hereditaria de la siguiente forma:

Sea X € R-ad tal que X =U(((kkn)pt,)rey). Sean aup, Brn € ICn para cada
ke{l,...,n} ycada he{l,...,ng} tales que

NO si Kg.h & —0
= ’ 5.1
Ok { —o0  otro caso ( )
y
0 8l Kgp #F —00
= ’ 5.2
Bk’h { —o0  otro caso ( )

Entonces por el Teorema 5.12 tenemos que U(((axp)p)r—_;) es una clase aditiva aco-
tada y U(((Br.n)pq)r=,) es una clase de pretorsiéon hereditaria. El siguiente teorema
establece que dichas clases son precisamente bad(X) y strong(X).

Teorema 5.14 Sea R un anillo c-uniserial tal que R = [[,_, Rx, donde cada Ry, es
un anillo Artiniano cadena de longitud finita ng. Si X € R-ad, entonces bad(X) =
U(((agp)im)iey) y strong(X) = U(((Brn)nty)izy), donde cada oy, satisface la Ecua-
cion 5.1 y cada By satisface la Ecuacion 5.2.

Demostracién:
Primero, probamos que bad(X) = U(((agn)ie,)i_q)-

Dado que cye(X) = cyc(bad(X)), se tiene que ucyc(X) = ucyc(bad(X')) por el Lema
5.11. Por el Teorema 5.12 (i), se concluye que bad(X) = U(((cwn)nty)izy)-

De manera similar, por el Lema 5.11 y el Teorema 5.12 (ii), se prueba que

strong(X) = U(((Ben)i,)py)- .

Recordemos que en la Seccién 2.4 probamos que existe una asignacion suprayectiva
¢ de las clases aditivas hacia los filtros lineales del anillo. Para una clase aditiva X,
denotamos por [X]., a la clase de todas las clases aditivas que tienen asociado el mismo
filtro lineal que &X'. Probamos que [X]., = [bad(X), strong(X)] (Teorema 2.32) y que
la familia {[bad(X), strong(X)]| X € R-ad} forma una particién de R-ad (Corolario
2.33).

Corolario 5.15 Sea R un anillo c-uniserial tal que R = | [,_, Ri, donde cada Ry, es un
anillo Artiniano cadena de longitud finita ng. Si X € R-ad, entonces el intervalo de cla-
ses aditivas asociado al filtro lineal o(X) es
[U(((en) e ) i), U(((Bren)rE1)iz1)], donde cada o, satisface la Ecuacion 5.1 y cada
Brn satisface la Ecuacion 5.2. Por lo tanto, R-ad estd particionado en [_,(ng + 1)
intervalos de la forma ()i )i ) U(((Brn)i )]
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Demostracion:
Se sigue del Teorema 5.14 y del Corolario 5.13. |

Notemos que si X = {0}, entonces
U((rn)nty)i=) = U((Brp)pe)izr) = U((=o0,. s =0), ., (=00, —0)) = {0}

y ast, [U(((awpn)nti)iey), U(((Bep)nt,)r_1)] es un intervalo que consta de una sola clase
aditiva, la clase cero.

Teorema 5.16 Sea R un anillo c-uniserial tal que R = [[,_, Rx, donde cada Ry, es
un anillo Artiniano cadena de longitud finita ny. Entonces

|R-simp| = m si y solo si atm(R-ad) =
Demostracion:
La prueba es similar a la del Teorema 3.29. |

Ejemplo 5.17 Sea R = Z,2 como en el Ejemplo 5.9. Por el Teorema 5.16, R-ad

tiene solo un dtomo, U(Rg, —o0). Por el Corolario 5.15, R-ad estd particionada en tres
intervalos:

o |U(—o0,—0),U(—w0, —w0)] = {0}
P [U(Rg, —0),U (00, —w0)]
Soﬂi [Z/{(N(),No),U(O0,00)]

De esta manera, cada clase aditiva pertenece a exactamente uno de estos tres intervalos.
Dichos intervalos se muestran en la Figura 5.3.

Ejemplo 5.18 Sea R = Z,> x Z, como en el Ejemplo 5.10. Por el Teorema 5.16, R-ad
tiene dos datomos, U((Rg, —o0), —00) y U((—0, —0),Ny). Por el Corolario 5.15, R-ad
estd particionada en seis intervalos:

o [U((—o0, =), —0),U((—0, —0), —0)].
2 [U(Ro, —o0), —o0), U((0, —e0), —0)].
- [U((Ro, Ro), —0), U((0, 0), —0)].

2 [U((—o0, —o0), Ro), U((—0, —0), 0)].

2 [U(Ro, —o0), Ro), U((0, —o0), 0)].

F - [U(Ro, Ro), Vo), U((e0, 20), 0)].

De esta manera, cada clase aditiva pertenece a exactamente uno de estos seis intervalos.
Dichos intervalos se muestran en la Figura 5.4. Cada clase marcada con letra mayiscula
es el supremo del intervalo y es una clase de pretorsion hereditaria por el Teorema 5.14.
Cada clase marcada con letra minuscula es el infimo del intervalo y es una clase aditiva
acotada por el Teorema 5.14.

S SIS NN
Ny

((
((
((=
((
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Z,>-Mod = U(co,0) @
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Figura 5.3: Diagrama de Hasse de cada intervalo en Z,.-ad donde p es cualquier
nimero primo.

El siguiente teorema extiende al Teorema 3.33.

Teorema 5.19 Sea R un anillo c-uniserial. Entonces R-ad es una gran reticula fuer-
temente atomica.

Demostracion:

Supongamos que R =~ [[,_, Ry, donde cada R} es un anillo Artiniano cadena de
longitud finita ng. Sean X,Y € R-ad tales que X € Y, Size(X) = ((Kkn)nty) iy, ¥
Size(Y) = ((Men)e1)r—,- Consideremos el intervalo [X,Y]. Por el Corolario 5.6, es-
tamos tratando con el intervalo [U(((kkn)nti)ie1), U((((Mkn)nt1)i—1)]- Notemos que, si

Rkoho < Tko.ho Dara algun hg € {1,...,ng} y para algun kg € {1,...,n}, entonces
(K115 K1)
u(((/{k,h)zlll)zzl) ~U ("{ko,b <oy Bkg,(ho—1)» K/;O,hm Kko,(ho+1)s -+ K’ko,nko)
(Kln,la ety Hn,nn)

y esta clase es un dtomo en [X,Y]. Se concluye que [X, Y] es atémico. |
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Figura 5.4: Diagrama de Hasse de cada intervalo en (Z,2 x Z,)-ad donde p y ¢
son cualesquiera dos nimeros primos diferentes.



Apéndice A
Aritmética cardinal

En este apéndice exponemos algunos resultados sobre la aritmética en los nimeros
cardinales.

A.1. Numeros cardinales
Para hablar de ntimeros cardinales, necesitamos mencionar a los niimeros ordinales.
Definicién A.1 Sea o un conjunto. Diremos que «
(1) es transitivo si todo elemento de o es un subconjunto de .

(17) estd bien ordenado por un orden total < si o estd parcialmente ordenado por <
y es tal que cada subconjunto no vacio de o tiene un elemento menor.

(7ii) es un (ntmero) ordinal si es transitivo y estd bien ordenado por €.

La clase de todos los ordinales la denotamos como On. Definimos un orden total en
On de la siguiente forma:

a<f siysélosi «aep.

Notemos que los niimeros naturales se pueden definir como ntimeros ordinales finitos
de la siguiente forma:

0:=¢, 1=00{0}, ... ,n+l=nu{n}, ,...

Definicién A.2 Sean X,Y dos conjuntos. Diremos que X y Y tienen la misma car-
dinalidad si existe un isomorfismo entre X yY. A esto lo denotamos como | X| = |Y|.
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Podemos definir un orden parcial sobre la cardinalidad de dos conjuntos de la si-
guiente forma: | X| < |Y] si y solo si existe una funcién inyectiva f : X — Y. Notemos
que |[X| < [Y]siysolosi | X|<[|Y|y|X]|#]Y]

El siguiente teorema es importante para determinar que el concepto de cardinalidad
no es trivial:

Teorema A.3 (Cantor) Para cada conjunto X, |X| < |P(X)].

Demostracion:
Ver [19, Teorema 3.1, p. 27]. |

Teorema A.4 (Cantor-Bernstein) Si | X| < |Y]| y |Y| < |X]|, entonces | X| = |Y|.

Demostraciéon:
Ver [19, Teorema 3.2, p. 28]. |

Definicién A.5 Sea k un ordinal. Diremos que k es un (nimero) cardinal si |k| # |«
para toda o < k. Denotamos como Cn a la clase de todos los numeros cardinales.

Para un conjunto X, decimos que su cardinalidad es x € Cn si existe un isomorfismo
entre X y k. A esto lo denotaremos simplemente como | X| = k. El Axioma de Eleccién
garantiza que todo conjunto tiene asociado un cardinal.

A.2. Aritmética cardinal

Sobre los nimeros cardinales, se pueden definir las operaciones de suma, multipli-
cacion y exponenciacién de la siguiente manera:

Definicién A.6 Sean XY conjuntos infinitos tales que | X| = k y |Y| = . Definimos
K+ A= |X uY|=max{k, \}
K- A= |X x Y| =mazx{k, \}
kY = | XY

Como observamos en la definicién anterior, + y - tienen el mismo resultado. De esta
manera, notemos que + y - son operaciones asociativas, conmutativas y distributivas.
Para la exponenciacién, tenemos los siguientes resultados:

Lema A.7 Sean X un conjunto y k, A\, u € Cn.
(i) Si |X| =k, entonces |P(X)| = 2".

(17) (K- A)H = KHF -



A.2. Aritmética cardinal 85

M = kN 4 gH,
(KMH = gME,

m

Si k < A, entonces kM < \"u.

)
)
)
(vi) Si0 < X< pu, entonces K < KH.
)
)

(vit) K®=1,1"=1y 0" =0 si K > 0.

(viii) Si2 < Kk < Xy A es infinito, entonces Kk = 2.

Demostracion:

Ver [19, Lema 3.3, p. 28; Observaciones (3.4)-(3.10), p. 29; Lema 5.6, p. 51]. |

Definicién A.8 Sea {k;}ic; un conjunto indexado de nimeros cardinales. Definimos

Z/‘Giiz |_|Xi Y Hlﬁi = HXi

iel iel i€l el

donde {X;}ier es una familia de conjuntos tales que | X;| = k; para toda i € 1.

Notemos que esta definicién no depende de la eleccion de {X;};c; gracias al Axioma
de Eleccion.

Observacién A.1 Sik, A € Cn tales que k; = k para cada i € I con |I| = X\, entonces

Z/ﬁ)i=>\'/€ Y H/ﬁ)iZI{)‘.

el el
Lema A.9 Si A es un cardinal infinito y k; > 0 para cada i < A, entonces

Z Ki = A - sup;<ak;.

i<\

Demostraciéon:
Ver [19, Lema 5.8, p. 52]. |

Lema A.10 Si A es un cardinal infinito y {k;}i<n forman una sucesion no decreciente
de cardinales diferentes de cero, entonces

Hliz‘ = (SUPK/\k?z‘)/\-

i<

Demostracion:
Ver [19, Lema 5.9, p. 54]. |
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Teorema A.11 (Konig) Sik; < A\; para cada i € I, entonces
Z R < 1_[ )\z
iel el
Demostracién:

Ver [19, Teorema 5.10, p. 54]. |

Corolario A.12 k < 2" para cada k € Cn.

Demostracién:
Consideremos || = &, Z ly H 2. Por el Teorema A.11 y los Lemas A.9 y A.10 tenemos

el el

/$221<H2:2”.

el el

que



Conclusiones y perspectivas

I. Conclusiones

El objetivo de esta investigacion fue ampliar la descripcion reticular de la gran
reticula de clases aditivas, denotada como R-ad, para cualquier anillo. El resultado
fue la obtencién de propiedades reticulares para R-ad cuando R es cualquier anillo con
unidad, ademas, en casos particulares, para cuando R es un anillo Artiniano semisimple
y un anillo c-uniserial.

Aunado a lo anterior, obtuvimos una caracterizaciéon para anillos Noetherianos: R es
Noetheriano si y sélo si la clase aditiva generada por R es la clase de todos los modulos
finitamente generados si y sélo si toda clase aditiva acotada estd formada tinicamente
por médulos finitamente generados.

Para R un anillo cualquiera, obtuvimos que R-ad es una gran reticula atémica
superiormente continua. Los dtomos en R-ad son clases aditivas acotadas generadas
por un unico médulo simple. Para R un anillo Artiniano semisimple, obtuvimos que
R-ad es un gran marco fuertemente atémico. Ademas, R-ad es isomorfa como reticula a
un producto finito de copias de ICn, la clase de todos los niimeros cardinales infinitos.
Para R un anillo c-uniserial, obtuvimos que R-ad es una gran reticula fuertemente
atomica. Ademds, R-ad es isomorfa como reticula a una subreticula de un producto
finito de copias de ICn.

Para obtener los isomorfismos mencionados anteriormente, estudiamos una descrip-
cién de submoddulos y cocientes para médulos sobre anillos Artinianos cadena y anillos
c-uniseriales. Definimos los conceptos de médulo célico supervisor y supervisado, asi
como los conceptos de conjunto supervisor y supervisado. Con estos conceptos, carac-
terizamos a todos los submédulos y a todos los cocientes de todo médulo sobre anillos
Artinianos cadena y anillos c-uniseriales.

De esta manera, las clases aditivas sobre estos anillos estan determinadas por el
nuimero de componentes en la descomposicion del anillo, asi como del ntimero cardinal
de copias que contengan de cada submoédulo isomorfo a estas componentes. Esta ca-
racterizacién fue posible definiendo los conceptos de clase a-aditiva, clase u-cardinal y
tamano aditivo.

Definimos los operadores bad y strong y con ellos probamos que la clase de to-
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das las clases aditivas acotadas, R-bad y el conjunto de todas las clases de pretorsion
hereditaria, R-pretors, son isomorfas como reticulas.

Obtuvimos una descripcion de intervalos de clases aditivas, generados por la co-
rrespondencia entre la gran reticula de las clases aditivas y el conjunto de todos los
filtros lineales del anillo, que generan una particiéon en R-ad. Los extremos de cada in-
tervalo son una clase aditiva acotada y una clase de pretorsion hereditaria. Para anillos
c-uniseriales, caracterizamos a todas las clases aditivas acotadas y a todas las clases de
pretorsion hereditaria por medio de clases a-aditivas y clases u-cardinales.

Por todo lo mencionado anteriormente, podemos concluir que en los anillos con
un ndmero finito de ideales (con un nuimero finito de ideales maximos) se describe
completamente la gran reticula R-ad.

II. Perspectivas

El estudio de la gran reticula de clases aditivas y sus propiedades reticulares continua
en desarrollo. A continuacién se enuncian algunos temas por abordar y preguntas por
responder.

1. En [30, Definicién 1.3, p. 515], Walker y Walker introdujeron la definicién de cla-
se aditiva completa: Una clase aditiva X es completa si para cualquier x € ICn
y cualquier M € X se tiene que M) e X. Llamamos R-cad al conglomera-
do de todas las clases aditivas completas. Es facil ver que R-pretors & R-cad
para cualquier anillo R. En su articulo, Walker y Walker dan una caracteriza-
cién para toda clase aditiva completa cuando R es un anillo conmutativo. Sin
embargo, ellos no estudiaron al conglomerado R-cad ni sus propiedades reti-
culares; so6lo usaron a las clases aditivas completas para dar una representa-
cién diferente a las clases de torsion hereditaria. Un trabajo a futuro seria es-
tudiar el conglomerado R-cad y sus propiedades reticulares. Conjeturamos que
R-cad = R-pretors si y solo si R es un anillo c-uniserial.

2. En este trabajo mencionamos y caracterizamos a aquellas clases aditivas que son
esenciales en R-ad (Teorema 2.26) y dimos un par de condiciones para que toda
clase aditiva diferente de cero sea esencial en R-ad (Teorema 2.27). ;Existen
condiciones dualmente similares a la de los Teoremas 2.26 y 2.27 para clases
aditivas supérfluas?

3. En este trabajo mencionamos y caracterizamos a los dtomos en R-ad para cual-
quier anillo R asi como para anillos Artinianos simples, Artinianos semisimples,
Artinianos cadena y c-uniseriales. Sin embargo, no sabemos nada acerca de coato-
mos en R-ad. ;Existen codtomos en R-ad? Si la respuesta es afirmativa, ;para qué
anillos existen coatomos en R-ad? Si la respuesta es negativa, ;por qué no existen
coatomos en R-ad?
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4. En este trabajo caracterizamos a los anillos Noetherianos por medio de clases
aditivas acotadas. Un trabajo a futuro seria caracterizar otros anillos por medio
de clases aditivas o propiedades de R-ad.

5. Como se puede observar en los Capitulos 3 y 5 de este trabajo, un papel importante
en la descripcion de la estructura reticular de R-ad recae en la descripcion de
los médulos sobre anillos Artinianos simples, Artinianos semisimples, Artinianos
cadena y c-uniseriales. En concreto, estos anillos son casos particulares de anillos
de Kothe: Un anillo R es Kothe si todo R-mddulo izquierdo y derecho es suma
directa de submodulos ciclicos. Un trabajo a futuro seria estudiar la estructura
reticular de R-ad para anillos de Kothe.

6. Otra propiedad que comparten los anillos Artinianos simples, Artinianos semi-
simples, Artinianos cadena y c-uniseriales es que son Artinianos semilocales. Un
trabajo a futuro seria estudiar la estructura reticular de R-ad para anillos Arti-
nianos semilocales.

7. En la Seccién 3.2 definimos las clases a-aditivas generadas por una clase A cual-
quiera como aquellas clases que estan formadas por subcocientes de sumas directas
con menos de « sumandos (los cuales pertenecen a X), donde a € ICn. Esta de-
finicion nos permite extender de manera natural el concepto de clase aditiva de
la siguiente manera.

Definicién. Sea o € ICn. Decimos que una clase de modulos X es cerrada bajo
a-sumas directas si para toda M € X y para todo k = « se tiene que M*) ¢ X y
a es el menor numero cardinal con esta propiedad.

Definicién. Sea a € ICn. Decimos que una clase de méodulos X es a-aditiva
st X es cerrada bajo submaodulos, cocientes y a-sumas directas. Denotamos como
R-a-ad al conglomerado de todas las clases a-aditivas.

Un trabajo a futuro seria estudiar el conglomerado R-a-ad y su estructura reti-
cular para cualquier anillo. Conjeturamos que la estructura reticular de R-a-ad
para anillos Artinianos semisimples y c-uniseriales sera similar a la de R-ad para
todo « € ICn.

8. Recordemos que ICn = ICn U {—, o0}. Como se puede observar en los Capitu-
los 3 y 5, R-ad es isomorfo a (ICn)(™ para R un anillo Artiniano semisimple
e isomorfo a una subreticula de (ICn)"™ para R un anillo c-uniserial, donde m
depende de la descomposicién de R. ;Existen otras subreticulas de (ICn)™ iso-
morfas a R-ad para algtin anillo particular R? Si la respuesta es afirmativa, ;qué
caracteristicas debe tener el anillo para que suceda el isomorfismo? Si la respues-
ta es negativa, jporque solo para anillos Artinianos semisimples y c-uniseriales si
existen los isomorfismos?



90

CONCLUSIONES Y PERSPECTIVAS

9.

10.

En caso de que la conjetura expuesta en el punto 7 sea cierta, conjeturamos que
R-a-ad es isomorfo a una subreticula de (ICn)™) para anillos c-uniseriales. En
caso de que esta conjetura sea cierta, jexistirdn otras subreticulas de (ICn)™
isomorfas a R-a-ad para algin anillo particular R? Si la respuesta es afirmativa,
,qué caracteristicas deberia tener el anillo para que suceda el isomorfismo? Si
la respuesta es negativa, ;jporque sélo para anillos c-uniseriales si existirian los
isomorfismos?

Recordemos que dos anillos R y S son Morita-equivalentes si R-Mod y S-Mod
son equivalentes, es decir, si existen funtores covariantes F' : R-Mod — S-Mod y
G : S-Mod — R-Mod tales que existen isomorfismos naturales entre GF' v 1g.\04d
y entre F'G y lgoq- En [5, Corolario 22.6, p. 265] se prueba que R es Morita-
equivalente a M, (R), el anillo de matrices completas sobre R. Por otro lado, si
P es una propiedad de anillos, decimos que P es Morita-invariante si, siempre
que R tenga la propiedad P, S tiene la propiedad P. Notemos que una propiedad
P de un anillo R es Morita-invariante si puede ser caracterizada en términos de
moédulos en R-Mod (sin hacer referencia a los elementos de los médulos o al anillo).
De esta manera, algunas propiedades de anillos que son Morita-invariantes son
“simple”, “semisimple” y “Artiniano”.

Suponiendo que R y .S son Morita-equivalentes y R es c-uniserial, jes S un anillo
c-uniserial? La respuesta es negativa. Por ejemplo, Z,» y My(Z,2) son Morita-
equivalentes pero Z,2 es c-uniserial pues es completamente primario, pero My(Z,2)
no es c-uniserial pues no es local.

Ahora, suponiendo que R es uniserial, jes S un anillo uniserial? La respuesta
es afirmativa, pues la propiedad “serial” (en médulos) es Morita-invariante y un
anillo es uniserial si y sélo si todo médulo es serial. Por lo tanto, seria interesante
estudiar y describir la reticula R-ad para un anillo R uniserial.
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