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Introduccion

Los médulos multiplicacion fueron introducidos en 1974 por F. Mehdi en [26].
El estudio de estos mdédulos (definidos, primeramente, sobre anillos conmutativos)
surge, precisamente, de generalizar el concepto de ideal multiplicacién!. En la
literatura, existe una gran cantidad de trabajos acerca del estudio de la clase de
modulos multiplicacion (Ver [15], [16], [37], [38], [42], [43]). Muchos de estos
trabajos consiguen caracterizar los R-modulos multiplicaciéon por medio de los
ideales del anillo R, examinan bajo qué condiciones tales modulos son finitamente
generados o ciclicos, obtienen resultados interesantes acerca de las localizaciones
de un R-mddulo multiplicacién cuando R es conmutativo, etc. Algunos de estos
resultados han sido el fundamento para llevar a cabo este trabajo de investigacion,
mads aun, este trabajo estd basado e inspirado en resultados de J. Castro, J. Rios
y G. Tapia en [10], en algunos resultados y definiciones de J. Beachy en [5], asi
como en algunos de M. Medina, L. Morales, L. Sandoval y A. Zaldivar en [27].

Los objetivos principales de este trabajo son: estudiar los médulos multiplica-
cion sobre anillos no necesariamente conmutativos; estudiar algunas propiedades
y resultados que se presentan en la teoria de anillos con la finalidad de obtener
versiones andlogas en la teoria de mddulos, de tal forma que cuando considere-
mos el caso el médulo igual al anillo, recuperemos lo que sabemos de la teoria de
anillos, en un aspecto més general: por ejemplo, consideraremos el concepto de
(sub)mddulo primo en el sentido de Raggi et al ([30], Definition 13), denotando
por Spec(M) al conjunto de todos los submédulos primos de un médulo dado M;
y finalmente, para cualquier médulo multiplicacién M sobre un anillo conmutati-
vo R, Spec(M)y Max(M) = {N < M | N es un submédulo maximo de M}
estardn dotados de una topologia como la de Zariski. Entonces: i) Investigar la
relacién entre las propiedades topoldgicas de algunos subespacios de Spec(M) y
algunas propiedades algebraicas de los submdédulos de M; y ii) Demostrar que la
reticula S Pm(M) de submédulos semiprimitivos de M es un marco espacial, es
decir, SPm(M) = O(Max(M)).

Este trabajo estd organizado en 6 capitulos. A continuacién, hacemos una pre-

'Dado un anillo conmutativo R e I ideal de R. Decimos que I es un ideal multiplicacién si
para todo ideal B de R con B C I, existe un ideal C' de R tal que B = IC.



sentacién en forma sintética de cada uno de ellos:

El primer capitulo estd destinado a la presentacion de algunos conceptos y re-
sultados que se conocen de la teoria de Anillos y Mddulos, asi como de la teoria
de Reticulas y la teoria de Prerradicales que resultan ser relevantes para los capi-
tulos posteriores. Por ejemplo, el concepto de Conexién de Galois estd presente
en cada capitulo de este trabajo.

En el siguiente capitulo, mencionamos algunos conceptos y resultados que
destacan del articulo de J. Beachy ([5]), como son: el concepto de médulo M-
ideal; un producto de médulos y el resultado en ([5], Proposition 5.5). Este ulti-
mo, hemos notado que se le puede dar una versién analéga para médulos multi-
plicacién (concepto que presentaremos en el siguiente capitulo) y médulos casi-
proyectivos.

En el tercer capitulo presentamos el concepto de médulo multiplicacion (sobre
cualquier anillo conmutativo) tal como ha sido introducido por F. Mehdi en [26].
Presentamos algunos resultados dados en [10], el cudl ha sido de motivacién para
la realizacion de este trabajo de investigacion.

Ademads, en este capitulo, presentamos un producto de médulos dado por Bi-
can et al ([6]), asi como algunas propiedades que cumple este producto. Demos-
traremos que este y el producto dado por J. Beachy (definido en el tercer capitulo)
coinciden sobre la reticula de submédulos de cualquier médulo casi-proyectivo
y cualquier médulo multiplicacién sobre cualquier anillo conmutativo, mds aun,
demostraremos que el resultado en ([5], Proposition 5.5) también es vélido para
estas dos clases de médulos en cuestion.

Una vez familiarizados con el concepto de médulo multiplicacién, dado un
anillo R, es claro que el comportamiento de sus mdédulos multiplicacién depende
eventualmente del comportamiento de ese anillo, es decir, depende de las propie-
dades intrinsecas que posee R. A pesar de que estos mdédulos fueron definidos
sobre anillos conmutativos, existen, por ejemplo, los trabajos de A. Tuganbaev
([42], [43]) donde fueron introducidos sobre anillos no necesariamente conmu-
tativos: anillos invariantes derechos® (todo ideal derecho es ideal izquierdo) con
multiplicacién conmutativa de ideales. Como motivacion a esto dltimo, al final
de este capitulo, presentamos algunos resultados de médulos multiplicacién sobre
anillos invariantes izquierdos con multiplicacién conmutativa de ideales (no ne-
cesariamente conmutativos); en particular, sobre una clase muy peculiar de esta
clase anillos: anillos locales uniseriales, que recientemente han sido estudiados
por R. Ferndndez y S. Gavito en [19]. En el primer caso, recordaremos algunos
resultados de A. Tuganbaev ([42], [43]), los cuales (bajo ciertas hipétesis) estable-
cen una correspondencia entre la reticula de ideales de cualquier anillo en cuestion
y la reticula de submédulos de un médulo multiplicacidon, y que mas tarde serd de

2Un anillo invariante derecho resulta ser equivalente a un anillo invariante izquierdo.



vital importancia para mostrar la relacién que existe entre los ideales primos (resp.
ideales semiprimos) y los submddulos primos (resp. submdédulos semiprimos) de
un moédulo multiplicacion.

Para el estudio de médulos multiplicacién sobre anillos locales uniseriales,
demostraremos que, dado cualquier anillo local uniserial 2, los tinicos R-mddulos
multiplicacién distintos de cero (salvo isomorfismo) son los ideales del anillo y el
anillo mismo en cuestion.

En la literatura, existen diversas definciones de un (sub)médulo primo. En es-
te trabajo vamos a considerar los conceptos de (sub)mdédulo primo y (sub)médulo
semiprimo en el sentido de Raggi et al ([30], Definition 11) y en el sentido de
Raggi et al ([34], Definition 10), respectivamente. El capitulo 4 estd dedicado
al estudio exclusivo de (sub)médulos primos (resp. semiprimos) de un moédulo:
casi-proyectivo y un médulo multiplicacion. También demostraremos que, para
cualquier médulo multiplicacién M tal que genera a todos sus submddulos sobre
cualquier anillo R invariante izquierdo con multiplicacién conmutativa de idea-
les, bajo ciertas hipdtesis, existe una correspondencia entre los submédulos pri-
mos (resp. semiprimos) de M y los ideales primos (resp. semiprimos) de R. Esta
situacion es similar a lo que sucede para moédulos multiplicacion sobre anillos
conmutativos como lo demuestran J. Castro et al en [10].

En el penultimo capitulo, dado un médulo multiplicaciéon M, vamos a con-
siderar Spec(M) el espectro primo de M y le dotaremos de una topologia 7
la topologia de Zariski. Observamos que ciertas funciones definidas entre la re-
ticula de submédulos de M y el conjunto potencia de Spec(M) inducen una co-
nexion de Galois antitona, en la cual, bajo ciertas condiciones, existe una anti-
correspondencia biunivoca entre los submoédulos semiprimos de M y los conjun-
tos cerrados de la topologia (Spec(M),T). Esta situacion no es de sorprenderse:
existe una situacion andloga en la dlgebra conmutativa y en la geometria algebrai-
ca. Al final de este capitulo caracterizamos a los subconjuntos abiertos densos de
la forma U (V) de (Spec(M),T) en términos de los submédulos esenciales /N de
M.

En el capitulo 6, presentaremos algunos conceptos reticulares: cuantales, mar-
cos y marcos espaciales (un marco se dice que es espacial si es isomorfo a O(X)
el marco de abiertos de algin espacio topologico X). De hecho, exhibiremos al-
gunos ejemplos que estdn asociados a un médulo multiplicacién. Introduciremos
a los submdédulos primitivos de un médulo M, asi como a los submddulos semi-
primitivos (un submddulo N de M se dice que es semiprimitivo si es una inter-
seccién de submoddulos primitivos de M) de M. Para un médulo M, denotamos
SPm(M) ={N < M | N es submédulo semiprimitivo deM } U {M}.

Dado cualquier médulo multiplicacién M sobre cualquier anillo conmutati-
vo R, demostraremos que existe una conexion de Galois antitona entre la re-
ticula completa A(M) y la reticula & (Max(M)), donde Maz(M) = {N <
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M | N es un submédulo maximo de M} forma un espacio topoldgico con la to-
pologia hull-kernel 7 (Ver [43], Proposition 5.12). En esta Conexién de Galois,
demostraremos que hay una anti-correspondencia biyectiva entre la subreticula de
submddulos semiprimitivos de M y la coleccién de conjuntos cerrados del espa-
cio topoldgico (Max(M),T ), mas aln, probaremos que SPm(M) es un marco
que resulta ser espacial, es decir, SPm(M) = O(Max(M)).

Finalmente, para un médulo multiplicaciéon M sobre cualquier anillo conmu-
tativo R, establecemos condiciones para que Spec(M) (resp. espectro maximo
Max(M)) resulte ser un espacio topoldgico normal en términos de la reticula
Semp(M) (resp. SPm(M)).

En este trabajo consideraremos anillos asociativos R con identidad y médulos
izquierdos unitales. Denotamos por 12-Mod a la categoria de R-modulos izquier-
dos. Un R-moédulo M se llama médulo multiplicacién si para cada submddulo NV
existe un ideal / < R tal que N = IM. Dado N < M. Decimos que N es un
submddulo totalmente invariante de M si f(N) C N paratodo f € End(M). En
tal caso, escribimos N <;; M. Para un R-médulo M, A(M) denota a la reticula
de submédulos de un médulo M y A7#(M) denota la reticula de submédulos to-
talmente invariantes de M. Decimos que un [2-mdédulo X es subgenerado por M
si X es isomorfo a un submédulo de un médulo M -generado. Recuerde que NV es
M -generado si existe un R-epimorfismo de una suma directa de copias del médu-
lo M sobre N, es decir, X es M-generado siy s6lo si Try,(X) = X. La categoria
o[M] es una subcategoria plena de la categoria R-Mod cuyos objetos son todos
los R-médulos subgenerados por M. Si R = M, entonces o[M| coincide con la
categoria R-Mod.



Capitulo 1

Preliminares

En esta parte preliminar brindaremos las herramientas necesarias para las sec-
ciones posteriores, asi como notacion y terminologia de la cudl haremos uso:

1.1. Conexiones de Galois, operadores y sistemas

Recordemos que un conjunto parcialmente ordenado (copo) es una estructura
(P, <) donde P es un conjunto y < es una relacién de orden parcial sobre P, es
decir, la relacion < es reflexiva, transitiva y antisimétrica.

Definicion 1.1.1. ([40], Chapter III, §1) Dados los copos (P, <) y (P',=). Un
morfismo de copos [ : P — P’ es una funcion que preserva orden, es decir,
f : P — P’ es una funcion tal que para cada a,b € P con a < bimplica que

fla) 2 f(b).

Decimos que f : P — P’ es un isomorfismo de copos si existe un morfismo

Proposicion 1.1.2. ([21], pag 20) Dados los copos (P, <) y (P', <). Las siguien-
tes condiciones son equivalentes:

1. f:(P,<) — (P, X) es un isomorfismo de copos;

2. f: P — P essuprayectivay se cumple la siguiente condicion: para cada
a,b € P sucede que a < bsiy solo si f(a) < f(b).

Definiciéon 1.1.3. ([40], Chapter III, §1) Dados las reticulas (P, <, \,V) y (P’, =<
, N, V). Decimos que f : P — P’ es un morfismo de reticulas si es un morfismo
de copos. Ademds:

1. Para cada a,b € P sucede que f(a Nb) = f(a) N f(b);



2. Para cada a,b € P sucede que f(a Vv b) = f(a) V' f(b).

En general, dadas dos reticulas (P, <, A, V) y (P, <X, A", V) un morfismo de
orden f : P — P’ no necesariamente es un morfismo de reticulas. Sin embargo,
es cierto el siguiente resultado:

Proposicion 1.1.4. ([40], Chapter III, §1, Proposition 1.1) Dadas dos reticulas
(P, <,\,V) y (P, =<, N, V). Todo isomorfismo de copos es isomorfismo de reti-
culas. 0

El concepto de Conexién de Galois generaliza al de isomorfismo de copos.

Las definiciones presentadas a continuacion las hacemos para conglomerados
parcialmente ordenados (también llamados grandes copos) ya que estas definicio-
nes son congruentes con conjuntos y clases, ya que cada conjunto es una clase y
cada clase es un conglomerado. Lo anterior es un caso particular del modelo de
universos de Grothendieck (Ver [23], Capitulo II).

Definicion 1.1.5. ([17], [29], [40]) Dados dos grandes copos (P, <) y (@, =).
Una conexion de Galois isotona (antitona) es una pareja de asignaciones de gran-
descopos f : P —Q y g:Q — P tales que:

Vpe PYqeQ [f(p) 2q <= p<g(q)] (¢ =flp) = p<gq)]).

En tal caso, dicha pareja se suele denotar como (f, g). Se puede demostrar que
la siguiente definicién es equivalente a la anterior:

Definicion 1.1.6. ([17], [29], [40]) Dados dos grandes copos (P, <) y (@, =).
Una conexion de Galois isétona (antitona) es una pareja (f,g) de asignaciones
f:P—=Qy g:Q — P tales que

1. fyg preservan orden (invierten el orden).
2.¥pe P p<gf(p).

3.Vq€Q fglg) 2q  (¢=f9(q)
Lema 1.1.7. ([17], [29], [40]) Si (f, g) es una conexion de Galois, entonces

L. fgf =1
2. 9f9=9.
En consecuencia, Imgf =Img y Im fg=Im f. O

Proposicion 1.1.8. ([17], [29], [40]) Sea (f, g) es una conexién de Galois iséto-
na (antitona). Sean Cp el conglomerado de puntos fijos de P bajo gf y O el
conglomerado de puntos fijos de (). Entonces:
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1. Cp =1Imyg;
2. OQ:Imf.
O

El concepto de conexion de Galois guarda una estrecha relacion con el con-
cepto de operador cerradura (interior) que aparece, no sélo en la topologia sino en
otras dreas de las Matemadticas.

Definicion 1.1.9. ([17], [29], [40]) Dado un gran copo (P, <). Un operador ce-
rradura (interior) sobre P es una asignacion h : P — P tal que:

1. h preserva orden: si py < po, entonces h(p;) < h(pz);
2. Vp € P se tiene que p < h(p) (h(p) < p);
3. h es un operador idempotente: h o h = h.

Corolario 1.1.10. ([17], [29], [40]) Si ([, g) : (P, <) — (Q, =) es una conexion
de Galois isétona (antitona), entonces g f es un operador cerraduraen Py fg es
un operador interior (cerradura) en (). O

Una manera alternativa de definir estos conceptos es refiriéndose a los elemen-
tos cerrados o abiertos como sigue:

Definicion 1.1.11. ([17], [29], [40]) Sea (P, <) un gran copo. Un sistema de ce-
rrados (abiertos) de P es un subconglomerado () de P tal que para todo p € P el
conglomerado {q € Q| p < q} ({q € Q| ¢ < p}) tiene elemento menor (mayor)
denotado por p ( p°) .

Proposicion 1.1.12. ([17][29], [40]) Si (f,g) : (P, <) — (Q, =) es una conexion
de Galois isotona (antitona), entonces Cp es un sistema de cerrados de Py Og
es un sistema de abiertos de () (un sistema de cerrados de ()), mds atin, existe un
isomorfismo (anti-isomorfismo) de copos Cp — Og (Cp — Cp) . ]

Observacion 1.1.13. Considere un gran copo (P, <). Si Q) es un sistema de cerra-
dos del gran copo P, entonces Q) es la imagen del operador cerradura ¢ : P — P
definido como ¢(p) = p = min{b € Q | p < b} (y por tanto, Q es cerrado bajo
infimos arbitrarios). Reciprocamente, si dado un operador cerradura h : P — P
sobre un gran copo P, entonces el gran copo I'm h define un sistema de cerrados
en P.

Bajo las asignaciones anteriores se establece la siguiente correspondencia bi-
univoca:



Proposicion 1.1.14. ([17], [29], [40]) Si (P, <) es un gran copo, existe una co-
rrespondencia biunivoca entre:

1. Los sistemas cerrados de P y los operadores cerradura de P;

2. Los sistemas de abiertos de Py los operadores interior de P.
O

Proposicion 1.1.15. ([17], [29], [40]) Si L es una gran reticula completa, enton-
ces todo sistema de cerrados (abiertos) de L es cerrado bajo infimos (supremos)
arbitrarios. En tal caso, todo sistema de cerrados es una gran reticula comple-

ta. ]

1.2. Polaridades

Existe un tipo muy especial y amplio de conexiones de Galois (antitonas) que
estdn inducidas por una relacion binaria: Polaridades.

Definicion 1.2.1. Sean A y B conjuntos. Una polaridad entre los conjuntos po-
tencia P (A) y P (B), ordenados por la contencion es una conexion de Galois

(antitona) (fr, gr): P (X) = Z(Y)P.

La definicién anterior estd motivada por el Teorema Fundamental de la Teoria
de Galois.

Dados dos conjuntos X y Y. El siguiente Teorema establece una correspon-
dencia entre conexiones de Galois entre los conjuntos potencia Z(X)y Z(Y)y
las relaciones ‘R de X en Y.

Teorema 1.2.2. ([17], [29], [40]) Sean X,Y conjuntos. Entonces:
1. Dada una relacion R de X en Y, se definen las siguientes funciones:
R (X)=>2Z YY)y gre 2 (Y)=> Z(X).SiACXyBCY:
fr(A) ={y €Y | (a,y) € R paratodaa € A};
gr(B) ={z € X | (z,b) € R para toda b € B},

entonces (fr, gr): P (X) S P(Y) es una conexion de Galois antitona.

2. Dada una polaridad (f, g): 2(X) = P (Y ). Se definen las siguientes
relaciones de X en'Y :

Ri={(r,y) e X xY |y e f({z})};
Ro={(z,y) e X xY |z e g({y})}

Entonces R1 =Ros.

10



3. Existe una correspondencia biunivoca entre las relaciones de X en Y y las
conexiones de Galois antitonas entre 2(X)y P (Y ).

Conexiones de Galois que surgen de las relaciones binarias (Polaridades) son
estudiadas en el Anélisis formal de conceptos [14], donde la relacién se denomina
Relacion de incidencia de un contexto formal.

Para un andlisis mds exhaustivo acerca de las Conexiones de Galois, opera-
dores, sistemas y polaridades, consultar [17], [21], [29] y [40]. Sin embargo, las
definiciones y resultados mencionados anteriormente son suficientes para descri-
bir las conexiones de Galois importantes en este trabajo.

1.3. Prerradicales y clases de R-médulos.

En 1964, los conceptos de prerradical y radical fueron introducidos por Ma-
randa (Ver [25]). Una década mas tarde, la teoria general de los prerradicales
fue desarrollada por Bican et al [7]. Asimismo, en la década de los noventa, los
matematicos F. Raggi, R. Ferndndez-Alonso, J. Rios, H. Rincén y C. Signoret es-
tudiaron exhaustivamente la reticula de prerradicales sobre un anillo . En este
trabajo, los prerradicales juegan un rol muy importante pues estdn involucrados
en ciertas conexiones de Galois antitonas que aparecen a lo largo del mismo. Més
aun, estas inducen un anti-isomorfismo de reticulas.

En esta seccion presentamos la definicién de prerradical, asi como algunas
propiedades bdésicas que suceden en el conglomerado de todos los prerradicales
sobre un anillo R, denotado por R-pr. Ademads, presentamos dos operaciones bi-
narias (producto y coporducto) sobre este conglomerado. Se define, de manera
natural, un orden parcial sobre este mismo con lo que resulta ser una gran reticula
completa.

Se presentan algunos conglomerados de prerradicales que cumplen una cierta
propiedad de cerradura: prerradicales idempotentes, exactos izquierdos, radicales
y t-radicales.

También se presentan dos clases de R-moédulos que poseen ciertas propiedades
de cerradura. Una de ellas esta en correspondencia biunivoca con los prerradicales
idempotentes; y la otra, con los radicales. Ambas estdn inducidas por conexiones
de Galois antitionas ([40], capitulo VI, Proposicién 1.4).

Definicion 1.3.1. Un prerradical o sobre un anillo R es una asignacion o: R-
Mod — R-Mod tal que para cada M € R-Mod, se tiene (M) < M y para cada
morfismo f : M — N, f(c(M)) < o(N), es decir, los prerradicales en R-Mod
son los subfuntores del funtor identidad.

Denotemos por R-pr al conglomerado de todos los prerradicales sobre 2-Mod.
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Existe un orden parcial natural dado de la siguiente manera: dados 0,7 € R-
pr. Decimos que o < 7 siy solo si 0(M) < 7(M) para cada M € R-Mod.

Definicion 1.3.2. Si 0,7 € R-pr, consideramos las siguientes operaciones bina-
rias:

o V T es tal que para cada M € R-Mod, (o V 7)(M) = o(M) + 7(M);
o A Tes tal que para cada M € R-Mod, (o AN 7)(M) = o(M)N7(M).

Observacion 1.3.3. Dada una coleccion {r;};cx (indicada por un conglomera-
do X)) de prerradicales sobre R-Mod. Consideremos las siguientes asignaciones
para cada M €R-Mod:

(\/n) (M) =" ri(M); (L.1)

(/\ ri) (M) := ﬂ ri(M). (1.2)

i€X
Observe que para cada i € X, r;(M) € A(M). Entonces, {r;(M)|i € X'} es
un conjunto, es decir,

(/\ Ti) (M) = ﬂ ri(M),

donde X es un conjunto (que depende de M).

Las asignaciones en 1.1y 1.2 resultan ser prerradicales sobre R-Mod. Ade-
mads, 1.1y 1.2 satisfacen la propiedad del supremo y del infimo para una coleccion
arbitraria de prerradicales sobre R-Mod, respectivamente.

En particular,

1R Mod = \/ r.

reR—pr

OrR-Mod = /\ r.

reER—pr

Como consecuencia, se tiene el siguiente resultado:
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Proposicion 1.3.4. ([31], Capitulo VI, Ejercicio §1.7) (R-pr, <,\/, \) es una
gran reticula completa.

En la siguiente proposicién vemos cémo se comportan los prerradicales sobre
R-Mod con respecto al producto directo y suma directa.

Proposicion 1.3.5. Seanr € R-pry {M,}aecx una familia de R-mddulos. Enton-
ces:

1. r (H Ma> < [[ r():

acX acX

2. r (@ Ma> =P ().

aceX acX

Demostracion. Primero observe que

T<HMQ>§HMQ y [] (M) < [T M.

aceX aceX aceX acX

También

r(@Ma) <P M. y Pr) <P M.,

OéEX OéeX OCEX

pues r es prerradical.

1. Consideremos para cada § € X, Ilg : H — Mp la proyeccion natural.
aeX

Entonces 114 (7" <H Ma)> < r (Mg) para cada f3.

aeX

Por tanto, r (H Ma> < H M,,.
aceX acX

2. Para cada € X considere la inclusion y la proyeccién natural:

nﬁzMgé@Ma

aceX

s : @ Mo — Mj

aceX
Entonces
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(1) I, (7’ (@ Ma>> < r(Mj) para cada § € X.

aeX

(2) ng(r(Mg)) <r <@ ]\/[5> paracada § € X.

BeX

De (1), r (®an Ma) < H r(M,) pero ademds,

aeX

r (QB Ma> <P Mo Asir <€B Ma) <@Prm).

acX acX acX acX
De (2), se tiene que

Brn)<r (@ Ma>

pues (@ae x Ma) es submoédulo y por tanto, cerrada bajo sumas (finitas).

Concluimos que 7 @ M, | = EB r(M,).

acX aeX

En (R — pr, =<,\/, \) se pueden definir otras dos operaciones binarias:

Definicion 1.3.6. Sean o, 7 € R-pr. Entonces:

» El producto de o y T se define como (o1)(M) := o(1(M)) para cada
M € R-Mod;

» El coproducto' de o y 7 denotado por (o : T)(M) es el submédulo de M
tal que (o : 7)(M)/o(M) =71 (M/o(M)) para todo M € R-Mod.

La definicién de producto y coproducto se pueden comparar como se muestra
a continuacion:

Proposicion 1.3.7. Sean o, 7 € R-pr. Entonces se tiene que

oT R0 AT =0, T0VT=(0:7).

'Por el teorema de la correspondencia, el coproducto en R-pr esté bien definido.
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Demostracion. Sea M un R-médulo. Considerando la inclusién i : 7(M) < M,
se tiene o (7(M)) < o(M) y ademds, o(7(M)) < 7(M). Por tanto, o(7(M)) <
o N, de donde, o7 < o A 7. Por otro lado, 0 < (6 :7)y 7 = (0 : T) pues si
M € R-Mod, por definicién (M) < (o : 7) (M) y considerando la proyeccién
candnica e inclusiones naturales:

M—L Mo

] ]

T(M) ——— 7(M/a(M))
Conmuta el diagrama anterior pues 7 es un prerradical. Lo anterior quiere decir
que P(1(M)) <7 (M/o(M))=(c:71)(M)/o(M). Se sigue que
(M) < P ' ((o:7)/o(M)) = (0:7)(M).
Asique o(M) + 7(M) < (o : 7) (M). Por consiguiente, o VT < (0 : 7). O

Se sabe que la gran reticula (R — pr, <,\/, \) en general no es distributi-
va. Sin embargo, se prueba que es completa, modular, superiormente continua y
fuertemente pseudocomplementada.

Proposicion 1.3.8. (Ley Modular) Dados o,7,m € R-pr, se cumple lo siguiente:
Sio X1, implicaque T N (cVn)=0cV(TAn).

Proposicion 1.3.9. ([31], Teorema 8) Sea {0;};c; C R-pr una subclase de pre-
rradicales sobre R-Mod indicada por una clase I y T € R-pr. Entonces:

1 (/\oz) r= Ao

el
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Demostracion. Sea M € R-Mod.

(7’ : /\Ji) (M)/TM = (/\Ui) (M/7M)
= ﬂai (M/TM)
= (7 : o) (M) /M) < M/7M.

Por el teorema de la correpondencia,
= [N o] v
= [\ o)l(M)/TM

Se concluye que

4.

(7’ ; \/0,-) (M)/TM = (\/a,) (M/TM)
:ZUZ' (M/TM)
= "((r: o) (M) /M < M)/7M.

Por el teorema de la correpondencia,
= Y (o] rm
= [\/(r: 0:)](M) /7M.
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Se sigue que

]

Las operaciones binarias A, V presentadas en la Definicién 1.3.2,y : , - enla
Definicién 1.3.6 son asociativas y preservan orden. Sin embargo, las primeras dos
operaciones en la Definicion 1.3.2 son conmutativas y distributivas; mientras que
las de la Definicion 1.3.6 no son conmutativas en general y son distributivas por
un lado como se observa en la Proposicién 1.3.9 (Ver [30], [31] y [32]).

Definicion 1.3.10. Un endofuntor F' : R-Mod — R-Mod es exacto izquierdo si
para toda sucesion exacta 0 — N — M — L — 0 se tiene que la sucesion
0— F(N)— F(M) — F(L) es exacta.

Andlogamente, se define un funtor exacto derecho y funtor exacto.

A continuacidn se presentan algunas clases especiales de prerradicales.
Definicién 1.3.11. [31] Sea 0 € R-pr. Se dice que

1. o es idempotente si 0% = 0.

2. oesradicalsi (o : o) = 0.

3. o es exacto izquierdo si o como funtor es exacto izquierdo.

4. o est-radical si o(M) = o(R)M para todo M € R-Mod. Equivalentemen-
te, el funtor 1/0 : R-Mod — R-Mod dado por (1/0)(M) = M/o(M) es
exacto derecho.

Observacion 1.3.12. o € R-pr es radical si y sélo si o(M/o(M)) = 0 para
cada M € R-Mod. En efecto: dado M € R-Mod y supongamos que o es radical.
Entonces por definicion o(M/o(M)) = (0 : o) (M) = o(M)/o(M) = 0. Reci-
procamente, si se cumple (o : o) (M)/o(M) =o(M/o(M)) = 0, se sigue que o
es radical.

Sea o un t-radical. Entonces paratoda M € R-Mod sucede que o(M /o (M))=
I(M/IM) = 0,con I = o(R) un ideal izquierdo de R. Por tanto, todo t-radical
es radical.

Notacion 1.3.13. Dado un anillo R. Denotamos por:
1. R-idem al conglomerado de todos los prerradicales idempotentes sobre R;

2. R-rad al conglomerado de todos los radicales sobre R;
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3. R-radidem al conglomerado de todos los radicales idempotentes sobre R;
4. R-trad al conjunto de todos los t-radicales sobre R;
5. R-prex al conglomerado de todos los prerradicales exactos izquierdos.

Recordemos que existe una correspondencia biyectiva entre los ¢-radicales y
los ideales bilaterales del anillo ([8], Teorema 4.11). Por tanto, R-trad es cardina-
ble.

A cada prerradical en R-pr se le puede asociar dos clases especiales de R-
modulos como vemos a continuacion:
Definicion 1.3.14. Sea o € R-pr. Definimos las siguientes clases de R-modulos:
T, ={M € R-Mod | c(M) = M}.
F, ={N € R-Mod | o(N) = 0}.

Mais adelante, veremos que las clases T, y I, asociadas a ¢ € R-pr cumplen
con una cierta propiedad de cerradura.

Observacion 1.3.15. Sir : R-Mod — R-Mod es un prerradical siempre preserva
monomorfismos: Si 0 — N — M, entonces 0 — r(N) — r(M) es exacto.

Proposicion 1.3.16. Para o € R-pr son equivalentes:
1. o es exacto izquierdo (como funtor);
2. Para cada N C M € R-Mod, se tiene o(N) = N No(M);
3. o es idempotente y T, es cerrada bajo submodulos.

Demostracion.

(1) = (2) : Supongamos que o es exacto izquierdo. Sean M € R-Mod y
N C M. Tenemos la sucesion exacta: 0 - N < M — M /N — 0.
Por tanto, la siguiente sucesion es exacta:

0= o(N) 2% o) 2% 5(M/N).

Entonces

(1) = Ker o(p).
(i) = o(N).
Kero(p) =o(M)NN.

Imo

Imo



Por tanto, o(N) = o(M) N N como se queria probar.

(2) = (3) : Sea M € R-Mod. Tenemos que o(M) < M. Por hipétesis,
o(c(M)) =o(M)No(M) = o(M). Por tanto, o es idempotente. Por otro lado,
sea M € T,. Sea N C M. Por hipétesis, c(N) = NNo(M)=NNM = N.
Por consiguiente, N € T,. Se concluye que T, es cerrada bajo submédulos.

(3) = (1):Sea0 — N Iy M % L — 0 una sucesién exacta y considere-
mos la sucesion: , ,

0— o(N) L o(M) S o(L).

Ya sabemos que f’ es monomorfismo y también ¢’ f’ = 0, es decir, Im [’ <
Ker ¢g'.Sea K = Ker g = I'm f. Por tanto, K = N que induce un isomorfismo
o(K) = o(N). Tenemos que Ker ¢ = o(M)NK = o(M),Im ' = o(K).
Por otro lado, 0(K) < o(M) N K, pues K < M. Observe que o(M) € T,, pues
o es idempotente. Como T, es cerrado bajo monomorfismos, entonces o (M) N
K < o(K), pues o(K) es el mayor submddulo de K en T,. Se concluye que
o(K)=0(N)N K, esdecir, Im f' = Ker ¢

Como consecuencia de la Proposicion 1.3.16, todo prerradical exacto izquier-
do es idempotente. [

Observacion 1.3.17. Dado cualquier o € R-pr, se define para cualquier M € R-
Mod, n,(M) := M No(E(M)), donde E(M) es la cdpsula inyectiva de M. Se
verfica que es un prerradical en R-Mod, mds aiin, 1, es el menor prerradical
exacto izquierdo tal que o < 1,. En efecto: sean N C M C E(M), donde E(M)
es la cdpsula inyectiva de M.

1, es exacto izquierdo:

Ne(N)=NnNo(E(M))=NnNMno(E(M))=NnNn,(M).
Ne contiene a o :
o(M)=Mno(M)C Mno(E(M)) =n,(M).

1, es el menor prerradical exacto izquierdo que contiene a o : supongamos que
T es un prerradical exacto izquierdo tal que o < 1. Sean M C E(M) € R-Mod.
Entonces n, = M No(E(M)) C M N7(E(M)) =7(M). Portanto, n, < 7. En
consecuencia, si o es un prerradical exacto izquierdo, entonces 1, = 0.

Una consecuencia de la Proposicién 1.3.9, es que el conglomerado de los pre-
rradicales idempotentes y el de los ¢-radicales son cerradas bajo supremos arbitra-
rios y el conglomerado: de radicales y de los prerradicales exactos izquierdos son
cerradas bajo infimos arbitrarios como lo muestra la siguiente proposicion:

Proposicion 1.3.18. Sea {0, }acr € R-pr un conglomerado de prerradicales in-
dicadas por un conglomerado I. Entonces:
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1. Si{0a}acr € R-idem, entonces \/ 0o € R-idem;
acl

2. Si{0a}acr € R-rad, entonces /\ 0o € R-rad;

ael

3. Si{0a}acr C R-trad, entonces \/ 0o € R-trad;

ael

4. Si{oa}acr € R-prex, entonces /\ 0q € R-prex.
acl

Demostracion.

1. Sean {0, }aer € R-idem y considere o = \/ o.. Entonces por las propo-

acl
siciones 1.3.7 y 1.3.9 (2) sesigue que

0:\/aa:\/(0aaa)j\/(aa0): \/O’a oc=o00=<o.

acl ael acl ael
Las demostraciones de 2, 3 y 4 son similares a 1.
O

Consideremos las siguientes clases de cerradura que puede tener una clase de
R-mo6dulos.

Definicion 1.3.19. Una subclase C de R-Mod se dice que es cerrada bajo:

1. Monomorfismos si para cada monomorfismo O — M — N tal que N € C,
entonces M € C;

2. Epimorfismos si para cada epimorfismo L — M — 0 tal que L € C,
entonces M € C;

3. Sumas directas si para cada familia arbitraria {M;},cr de R-mddulos en
C, se tiene @, ; M; € C;

4. Productos directos si para cada familia arbitraria {M;},c; de R-mddulos
enC, se tiene [[,., M; € C.

Observacion 1.3.20. Las clases C que consideraremos serdn siempre cerradas
bajo isomorfismos. Por tanto, es equivalente que una clase C sea cerrada bajo
monomorfismos a que sea cerrada bajo submdédulos. Similarmente, C es cerrada
bajo epimorfismos equivale a que es cerrada bajo cocientes.
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Definicién 1.3.21. Una subclase C de R-Mod se llama:
1. Clase de pretorsion, si es cerrada bajo epimorfismos y sumas directas.

2. Clase pre-libre de torsion, si es cerrada bajo monomorfismos y productos
directos.

Vimos en la Definicién 1.3.14 que a cada 0 € R-pr se le asigna dos clases
especiales de R-mddulos, a saber, las clases T, y F,. La clase T, es cerrada
bajo epimorfismos y sumas directas, mientras que la clase [F, es cerrada bajo
monomorfismos y productos directos.

Proposicion 1.3.22. Si r € R-pr, entonces
1. T, es una clase de pretorsion.
2. [F, es una clase pre-libre de torsion.

Demostracion.

1. i Sean M,L € R-Mod, M € T,y g : M — L un epimorfismo.
Entonces, siendo o prerradical:

L < g(M)=g(o(M)) <o(N) <L.

Asi,0(L) = L,esdecir L € T,.

ii. Sea {M;};cx una familia de R-mddulos tales que M; € T, para toda
1 € X. Por la Proposicion 1.3.5 se tiene que

o (@M) =) =P M

i€X i€X i€X
Por tanto, @ M, eT,.
i€X

2. i. Sean N,M € R-Mod, M € F,y f: N — M un monomorfismo.
Entonces f(o(N)) < o(M) = 0pues M € F,. Como f es monomor-
fismo, o(N) = 0. Por tanto, N € F,,.

ii. Sea {M;},ex € R-Mod con M; € I, para toda i € X. Entonces

o HMZ < HJ(MZ') = 0. Por tanto, HMl eF,.

ieX 1€X i€ X
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Definicion 1.3.23. Sean A una clase de R-mddulosy M € R-Mod.

1. Se dice que A genera a M si existe un conjunto X y una familia { Ay }acx
contenida en Ay un epimorfismo @ Ay — M — 0.

acX

2. Sedice que A genera finitamente a M si existe un conjunto { Ay, Ay, ..., An}

contenida en A 'y un epimorfismo @ Ay — M — 0.
i=1

Definicion 1.3.24. Sean A una clase de R-mddulos'y M € R-Mod.

1. Sedice que A cogenera a M si existe un conjunto X y una familia { Ay }acx

contenida en Ay un monomorfismo 0 — M — H A,
acX

2. Se dice que A cogenera finitamente a M si existe un conjunto finito

{Ay, Ay, ..., A, } contenida en A 'y un monomorfismo 0 — M — H A;.

i=1
Notacion 1.3.25. Dada una clase A en R-Mod. Entonces:

1. Gen(A)={M € R-Mod | A genera a M},

2. Cog(A)={M € R-Mod | A cogeneraa M}.

Las siguientes clases son ejemplos muy conocidos, ilustran los conceptos de
generar y cogenerar y algunos de estos cumplen alguna de las propiedades de
cerradura que mencionamos anteriormente.

Ejemplo 1.3.26.
1. Gen(grR) = R-Mod.
2. Gen ({Z, | n > 2}),= %2, la clase de los grupos abelianos de Torsion.
3. Cog(Q) = 3°, la clase de los grupos abelianos libres de Torsion.

Proposicion 1.3.27. Gen(A) es la menor clase en R-Mod tal que:

l. A C Gen(A);

En [12] (1964), Dickson introdujé el concepto de una teoria de Torsién para una categoria
abeliana. De hecho, él da una definicién alternativa por medio de operadores.

3Las Teorias de Torsién han sido muy ttiles en el estudio de anillos y médulos, incluso, han
ayudado a generalizar los conceptos de localizacién de un anillo [20].
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2. Gen(A) es una clase de pretorsion.

Proposicion 1.3.28. Cog(.A) es la menor clase en R-Mod tal que:
1. A C Cog(A);
2. Cog(.A) es una clase pre-libre de torsion.

Definicion 1.3.29. Sean C una clase de R-modulos cualquiera'y M un R-mddulo.
Se definen los siguientes submodulos de M

1. Tre(M)*=>"{Imf | f € Hom(A, M) para algiin A € C} y se lee como
la traza de M respecto a C.

2. Rejo(M) =({kerg | g € Hom(M, A) para algin A € C} y se lee como
el rechazo de M respecto a C.

Observe que dada una clase C y un R-médulo M, la traza es el mayor submo-
dulo K de M tal que K € Gen(C) y el rechazo es el menor submédulo L de M
tal que M /K € Cog(C). Como consecuencia, se tiene el siguiente resultado:

Proposicion 1.3.30. Dada una clase C de R-modulos y M un R-mdédulo. Enton-
ces:

1. M € Gen(C) siy solo si Tre(M) = M,
2. M € Cog(C) siy sdlo si Rej.(M) = 0.
Proposicion 1.3.31. Dada una clase cualquiera C CR-Mod. Entonces:
1. Tre(_) es un prerradical;
2. Rejq (L) es un prerradical.
Demostracion. Sean C una clase cualquiera de R-médulos y h € hom(M, N).

1. Seax € Tre(M)=)_{Imf | f € Hom(A, M) para algin A € C}. Enton-
cesz = fi(ar) + fo(az) + -+ + fula,), donde f; : A; — M, A; €C,
a; € A;parai =1,2,...,n. Luego,

h(l’) = hfl(al) + hfg(ag) + -4 hfn(an) € Trc(N)

Por tanto, i (Tre(M)) < Tre(N). Concluimos que T (_) es un prerradi-
cal.

“La traza es un submédulo de M pues la coleccién {Imf|f € Hom(A, M) para algin A € C}
es un conjunto pues estd basado en submédulos de M.

SEl rechazo es un submédulo de M pues, al igual que la traza, la coleccién {kerglg €
Hom(M, A) para algiin A € C} es un conjunto pues estd basado en submédulos de M.
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2. Similarmente se prueba que Rej. (_) es un prerradical.
[

Proposicion 1.3.32. Sea C una clase de R-modulos y M un R-mddulo. Se tiene
que:

1. Tre(Tre(M))=Tre(M);
Demostracion.

1. Como Tre(M)e Gen(C), por la Proposicion 1.3.30 inciso 1. se tiene que
Trc<Trc(M))=T’l”c(M).

2. Puesto que M/Rej.(M)e Cog(C), por la Proposicién 1.3.30 inciso 2. se
sigue que Rejq(M/Rej.(M)) = 0.

O]
Corolario 1.3.33. Sea C una clase de R-modulos y M un R-mddulo. Entonces:
1. El prerradical Trc (_) es idempotente;
2. El prerradical Rej, (_) es radical.
Lema 1.3.34. Dado un anillo R :

1. (¢1,¢1) : R-pr 2 P(R-Mod) es una conexion de Galois isétona, donde:
Uy @ R-pr— P(R-Mod) estd dada por o — T;
1 1 P(R-Mod) — R-pr estd dada por C — Tre.

2. (g, pa) : R-pr = P(R-Mod) es una conexion de Galois antitona, donde:
Yy : R-pr— P(R-Mod) dada por o +— F;
vy P(R-Mod) — R-pr dada por C — Rej.

Demostracion.

1. i Laasignacion ¢; : R-pr— Z(R-Mod) dada por o — T, preserva el
orden:

Sean 0,7 € R-prtalesque 0 <7y M € T,. Entonces M = o(M) <
7(M) < M, lo cual implica que 7(M) = M. Asi, M € T,. Por
consiguiente, T, C T..
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ii. La asignacién ¢, : Z(R-Mod) — R-pr dada por C — Tr¢ preserva
el orden:

Sean CC Dy sea M € R-Mod.

Entonces {Imf|f : C — M,C € C} C{Imf|f: D — M,D € D}.
Como M es arbitrario, se sigue que Tr¢(M)< Trp(M). Por tanto,
Tre= Trp.

iii. Sio € R-pr, entonces Trr, =< o. En efecto: Sean M € R-Mod,
f:T — MconT €T, esdecir, o (T) = T. Como o es prerradical,
Imf = f(T)= f(o(T)) < o(M). Por tanto,

Tro, (M)=>_{Imf|f: T —- M, T e€T,}<o(M).Asi, Trr, < o.

iv. SiC CR-Mod, entonces C C T, pues si C' € C, entonces Tr¢(C) =
C ya que considerando 1. : C' = C'es tal que Imls = C.

Se concluye que (1)1, ¢1) forma una conexién de Galois is6tona.

2. i. La asignacién ¢y : R-pr— Z?(R-Mod) dada por o +— [, invierte el
orden:
Sean 0,7 € R-prtalesque 0 X 7y N € F, lo cual implica que
o(N) < 7(N)=0.Asi, 7(N) = N. Asi, N € F,. Por consiguiente,
F, CF,.

ii. La asignacion ¢y : Z(R-Mod) — R-pr dada por C — Rej. invierte

el orden:
Sean CC Dy M € R-Mod. Entonces{Kerg| g: M — C,C € C} C
{Kerg| g : M — D,D € D}. Pero (\{Kerg| g : M — D,D €
D} C({Kerglg: M — C,C € C}. Como M es arbitrario, se sigue
que Rejp(M)< Reje(M). Concluimos que Rejp= Reje.

iii. Si o € R-pr, entonces 0 = Rejp_. En efecto: Sea M € R-Mod. Sea
g: M — C,conC €F, esdecir, 0(C) = 0. Como o es prerradical,
g(o(M)) < o(C) = 0, esto implica que g(o(M)) = 0. Asi, o(M) <
Kerg. Como g : M — C es cualquiera con M arbitrario, se obtiene
o(M) <N {Kerg|g: M = C,C € F,} =Rejp_(M).

iv. Si C CR-Mod, entonces C C Fpg;,. En efecto: Sea C' € C. Entonces
Rej(C) = 0 pues al considerar 1 : C'— C'es tal que Kerles = 0.

Se concluye que (15, 9) forma una conexién de Galois antitona.
O

Ahora nos preguntamos: ;Cudles son los puntos fijos de cada lado, en ambas
conexiones de Galois?
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Proposicion 1.3.35. Sean o € R-pr, C CR-Mod y (Y1, 1), (12, p2) son cone-
xiones de Galois como en el Lema anterior. Entonces:

1. Y1p1(0) = o siy sdlo si o es idempotente;

2. p1U1(C) = C siy solo si C es clase de pretorsion;
3. aps(0) = o siy sdlo si o es radical;

4. ©a1hs(C)

Demostracion.

= C si y solo si C es clase pre-libre de torsion.

1. Ya sabemos que Trc es un prerradical idempotente para toda C C R-Mod
y supongamos que Yp1(0) = o, es decir, Trr, = o. Por consiguiente,
o es idempotente. Reciprocamente, supongamos que o es idempotente. Ya
sabemos que Trp, = o. Inversamente, Si M € R-Mod, entonces como o es
idempotente, o (o(M)) = o(M), es decir, 0(M) € T,. Podemos considerar
la inclusién natural: ¢p; : o(M) — M que es tal que Imiy = o(M).
Asique (M) = Imupyy < > {Imf| f:T — M,T e€T,} = Trr, (M).
Conclcuimos que 111 (0) = 0.

2. Ya sabemos que T, es una clase de pretorsién para todo o € R-pr y su-
pongase que ¢19,(C) = C, es decir, Ty, = C. Asi, C es una clase de
pretorsién. Recipocamente, supdngase que C es una clase de pretorsion.
Ya se sabe que C C Ty,.. Falta ver que Ty, CC. Dado T' € Ty,
se tiene I' = Tre(T) = > {Imf| f:C —=T,C e€C} = ImF, donde
F: @pee: C¥¢) — T, donde X, = Hom(C,T). Tal R-homomorfismo
existe por la propiedad universal de la suma directa:

Dece O ---=--- ’

Y como consecuecia, ImE = Tre(T) y como C es clase de pretorsion,
Beee CH) € Ce ImF € C. Por tanto, T = Tre(T) € C. Concluimos
que T7.. = C, es decir, p191(C) =C.

La prueba de 3 y 4 es andloga a 1 y 2, respectivamente.
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]

Con estas aplicaciones, sabemos cudles son los puntos fijos entre las clases
de pretorsion y los prerradicales idempotentes y los puntos fijos entre las clases
pre-libres de torsion y radicales, mas atn:

Corolario 1.3.36. Existen correpondencias biunivocas entre:
1. Clases de pretorsion y prerradicales idempotentes (preservan orden);
2. Clases pre-libres de torsion y radicales (invierten orden).

]

Notacion 1.3.37. Si 0 € R-pry ademds, (11, ¢1), (2, ¢2) son conexiones de
Galois y son como en el Lema 1.3.34, entonces introducimos la siguiente notacion
([40], pdg 137):

= Trr, = ¢1(¢1(0)).

= Rejg, = pa2(¢a(0)).

Como consecuencia de la notacion anterior, se tiene lo siguiente:

Q)

Ql

Proposicion 1.3.38. Dado o € R-pr. Entonces:
1. 0 <o;
2. 0 es un prerradical idempotente;
3. 0 es el mayor idempotente menor o igual que o.

Demostracion. Sea (11, 1) como en el Lema 1.3.34. Ya sabemos que & es un
prerradical idempotente y por inciso 1. iii del Lema 1.3.34, se tiene que 7 =
0. Resta ver que es el mayor en cuestion. Supongamos que existe o’ € R-pr
idempotente tal que ¢/ < o. Entonces T,» C T,. Por consiguiente, Trp =

Trr, = 0 =< o. Concluimos que & es el mayor idempotente menor o igual que
. 0

Hemos usado el hecho de que ¢ y 91 preservan orden.

Dualmente, se tiene que para cada prerradical o € R-pr, existe el menor radi-
cal por encima de o como se muestra a continuacion:

Proposicion 1.3.39. Dado o € R-pr. Entonces:

1. 0 X;
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2. T es un radical;
3. 0 es el menor radical mayor o igual que o.

Demostracion. Sea ()9, p2) como en el Lema 1.3.34. Ya sabemos que & es radical
y por el inciso 2.iii del Lema 1.3.34, se tiene que 0 < o. Basta ver que 7 es el
menor radical mayor o igual que o. En efecto: Si 0 < ¢/, entonces F,, C F, pues
o invierte orden. Asi, 0 = 7 = Rejp, < Rejy, puesto que p; invierte orden. Se
concluye que o es el menor radical por encima de o. [

Observacion 1.3.40. Dado o € R-pr. Entonces:
1. o es idempotente siy solo si 7 = o;
2. o esradical siy solo sic = o.

Proposicion 1.3.41. ([40], capitulo VI, Proposicién 1.6) Sea 0 € R-pr. Sucede
que:

1. Si o es idempotente, o también lo es;

2. Sio es radical, ¢ es radical.

1.4. Prerradicales alfa y omega

Vamos a definir dos tipos especiales de conglomerados de prerradicales: pre-
rradicales alfa y omega pues cada prerradical se puede escribir como supremo de
prerradicales alfa e infimo de prerradicales omega.

Definicion 1.4.1. ([37], Definition 4) Dados un M € R-Mod, N < M fijos y K

cualquier otro R-mddulo, se definen los prerradicales o\l ,w! como sigue:

Loay/ (K) = {f(N)| f : M = K}
2wy (K) =g " (N)lg: K — M}.

Definicion 1.4.2. Sea M € R-Mod y N < M. Decimos que N es un submodulo
totalmente invariante de M si para todo [ € End(M), se tiene que f(N) < N.

Notacion 1.4.3. Si N < M € R-Mod es un submddulo totalmente invariante de
M, entonces lo denotaremos como N <y ; M.

Notacién 1.4.4. Para cada M € R-Mod, denotamos por A*(M) al conjunto de
todos los submodulos totalmente invariantes de M.
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En caso de que N < M € R-Mod sea un submddulo totalmente invariante de
M, se cumple que aX (M) = N y w¥ (M) = N. En tal caso, los prerradicales
¥y wi se llaman prerradicales alfa y omega, respectivamente. En particular,
si N = M, entonces ait = Tryp;. Si N = 0, entonces w)! = Rej,,;. En ambos
casos, 0 y M son siempre submoddulos totalmente invariantes de M.

También observe que dado un o € R-pr, o(M) <;; M, para cada M € R-
Mod.

Proposicion 1.4.5. Son equivalentes para N < M € R-pr:

1. N <y, M;

2. oM (M) = N;

3. w¥(M)=N.
Demostracion.

(1) = (2) : Observe que considerando la identidad: idy, : M — M, se
tiene N < o (M). Inversamente, si f € End(M), por hipétesis f(N) < N,
Asi, o (M) < N.

(2) = (1) :Sea f : M — M, Entonces f(N) < o¥(M) = N. Por
consiguiente, N <;; M.

Andlogamente, (1) < (3).

0
Corolario 1.4.6. N <, M siy solo si existe o € R-prtal que N = o(M).
Demostracion.
= ) : Por la proposicion anterior.
—):Sif: M — M, f(N)= f(c(M)) <o(M)=N.
Corolario 1.4.7. A/{(M) es una subreticula completa de A(M). O

Definicion 1.4.8. Dados 7,1 € R-pr, se puede definir el intervalo:
[1,n] := {0 € Rpr|T <0 <n}.
Proposicion 1.4.9. Para o € R-prycada N <;; M € R-Mod. Son equivalentes:
1. o(M) = N;

2. ¥ <o 2wl
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Demostracion.

(1) = (2) :Sean K € R-Mody f : M — K. Entonces f(N) =
f(a(]\/[)) < o(K), pues o es prerradical. Por tanto, a¥! (K) < o(K). Se sigue
que o < 0. Andlogamente, se obtiene que o < wl.

(2) = (1) : Siendo N <;; M, se tiene que N = o/ (M) < o(M)

LI IA

wM (M) = N. Concluimos que (M) = N.
Corolario 1.4.10. Sean M € R-Mody N <;; M. Entonces:
1. ¥ es el menor prerradical o tal que o(M) = N;
2. wi es el mayor prerradical o tal que o(M) = N.
Corolario 1.4.11. Si N <;, M, entonces
[ ,wi'] = {o € R-pr|c(M) =N}
Proposicion 1.4.12. Si M € R-Mod, N < N’ < M, entonces
1 o < al;
2 wM < Wi

Demostracion.

1. Sean K € R-Mody f : M — K un homomorfismo. Entonces f(N) <
f(N') < o (K). Por lo tanto, a¥ < o, Concluimos que oy < a¥.

2. Es similara 1.

]

Los prerradicales alfa y omega son muy importantes en la teoria de prerradi-
cales pues todo prerradical se puede escribir como supremo de prerradicales alfa
e infimo de prerradicales omega como se muestra en la siguiente proposicion:

Proposicion 1.4.13. Sea o € R-pr cualquiera. Entonces:

_ M
Lo=\/  agu;
MeR—Mod
_ M
2. 0= /\ Wa(n)-
MeR—Mod
Demostracion.
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1. Sea K € R-Mod. Como o(K') <;, K, entonces

o(K) = af(K)(K) < [ \/ a%M)] (K). Por consiguiente,
R—Mod

o= \/ onM). Inversamente, sea M € R-Mod. Como o (M) = o(M),

R—Mod
por la propiedad de alfa, a% ay = 0. Por tanto, \/ aé‘/{ My = o Se con-
R—Mod
cluye que 0 = \/ a(% M)

MeR—Mod

2. Es andloga a la prueba de 1.
[

Lema 1.4.14. Sea () € R-Mod inyectivo. Sea N < (). Entonces wJ("E, es exacto
izquierdo.

Demostracion. Sea K < M € R-Mod. Por la Proposicién 1.3.16, hay que de-
mostrar que w(K) = K N w%(M). En efecto: Primero, es claro que w$(K) <
K N wl(M). Por otro lado, tenemos wl(K) = N{g ' (N) | g : K — Q}.
Sea g : K — (@ cualquiera y considere la inclusién natural ¢ : K — M.
Como () es inyectivo, entonces existe g : M — () tal que gi = g. Entonces
g (N)yNK = g'(N) puesdado x € M,z € K, g( ) € N siy solo si

g(z) € N. Porlo tanto, K Nw (M) < KNg '(N) = g *(N). Esto sucede para
cada g : K — Q. Por consiguiente, K Nw% (M) < w?(K). Se concluye que w
es un prerradical exacto izquierdo. [

El siguiente resultado caracteriza a los conglomerados de prerradicales idem-
potentes, exactos izquierdos, t-radicales y radicales.

Proposicion 1.4.15. Sea 0 € R-pr. Entonces:

1. o es idempotente siy solo si 0 = \/ oAt
MEeT,

2. o es radical si'y solo si o = /\ wy!;
MEeF,

3. o es exacto izquierdo si 'y solo si 0 = /\ Wqq: donde & es la clase de todos

QeE
los R-modulos inyectivos;

4. o es t-radical siy solo si o = o con I ideal de R.
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Demostracion.

1. Sea (1, 1) una conexion de Galois como en el Lema 1.3.34. Por el mismo
Lema, o es idempotente si y s6lo si

o=p1(o) = Trp, = \/ ot

MEeT,

2. Sea (9, 1) una conexién de Galois como en el Lema 1.3.34. Por el mismo
Lema, o es radical si y sélo si

0 = poihy(0) = Rejyp, = /\ w’.

MeF

3. Sea () € R-Mod inyectivo. Sea N < (). Por el Lema 1.4.14 el prerradical

w]% es exacto izquierdo. Ahora, por el inciso 4 de la Proposicion 1.3.18,

o= A w2

Qee

Por consiguiente, o es exacto izqierdo.

Inversamente, si o es exaxcto izquierdo, por la propiedad de omega, para

cadaQ € £,0 =X wQ Por tanto, 0 < /\ wSQ. Reciprocamente, para toda

Qe
M € R-Mod. Sea

x € [/\w?Q] (M) < M.

Qe&

= ﬂ w?Q(M

Qe&

Considerando F(M) € &£ la capsula inyectiva de M y la inclusiéni : M —

E(M). En particular, z € wd%&)(M). En particular, x € 777 (o (E(M))),

es decir, x € o(E(M)) N M = o(M), pues o es exacto izquierdo. Se ha

demostrado que
A\ ete] an < oton
Qe

de donde, /\ w?Q = 0. Se concluye que 0 = /\ w?Q.
QeE Qee
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4. Observe que si f : R — M, entonces f = d,, con x € M, definida como
d.(r) =rzycomo Hom(R, M) = {d,|x € M} = M. Asique f(I) = Iz
(observe que si g/ < R, entonces [ es ideal de R siy solo si gl <;; R).
Por tanto, si I es ideal de R, entonces o (M) = > Iz = IM. En
particular, of';(M) = o(R)M. De la igualdad anterior, si o es t-radical,
se deduce que 0 = affy,. Reciprocamente, si aff = o, para algin [ < R,
entonces de la igualdad anterior, se tiene que IM = af(M) = o(M).
Nuevamente, de la hipotesis, I = off(R) = o(R), es decir, [ = o(R). Por
consiguiente, o (M) = IM = o(R)M. Concluimos que o es t-radical.

]
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Capitulo 2

Moédulos M -ideales y M -primos

En esta seccion presentamos algunas definiciones y resultados que suceden en
[5] y que serdn relevantes para secciones posteriores. Consideramos el producto
de moddulos que define J. Beachy en ([5], Definition 1.5). Este producto posee
propiedades interesantes y veremos, mds adelante, que comparte similitudes con
otro producto definido por Bican et al en [6] que serd mencionado en la siguiente
seccion.

2.1. Modulos M-ideales

Recuerde que N es M-generado si existe un R-epimorfismo de una suma di-
recta de copias del médulo M sobre N. Equivalentemente, X es M -generado siy
s6lo si Trps(X) = X. Sea M un R-médulo. Decimos que un R-médulo X es M-
subgenerado si existen morfismos: M) — L — 0 (L es un médulo M-generado)
y0 — X — L (X se sumerge en L). La categoria o[ M| es una subcategoria plena
de la categoria [2-Mod cuyos objetos son todos los /2-mddulos subgenerados por
M. Si R = M, entonces o[M]| coincide con la categoria R-Mod. Mas general-
mente, o[M] = R-Mod si y sélo si R C MP* para algiin k¥ € N. La categoria
o[M] es cerrada bajo sumas directas (coproductos), nicleos, contcleos. Por tanto,
existen pullbacks y pushouts en o[M] (Ver [13] y [44]).

El concepto de médulo M -ideal ha sido definido y estudiado por Beachy en
[5].

Definicion 2.1.1. Sean M un R-mddulo izquierdo y C una clase de mdodulos en
R-Mod. En ([5], Definition 1.1) se define el anulador de la clase C en el modulo
M como

Anny(C)= Ngeq K, donde
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Q={K C M|existe WeCyfeHom(M,W)con K=kerf}.

Definicion 2.1.2. ([5], Definition 1.2) Dado M € R-Mody N < M. Decimos que
N es M-ideal si existe una clase C de modulos en o[ M] tal que N = Annp(C).

Ejemplo 2.1.3. Dado un I < R un ideal izquierdo, es posible definir un pre-
rradical p en R-Mod como sigue: p(X) := IX, para cada X € R-Mod. Se
verifica que es un prerradical y ademads, p resulta ser un radical. También resul-
ta que I, es cerrada bajo epimorfismos (es decir, p es un t-radical y por tanto,
p = aX). En efecto: p es un radical puesto que p(M/p(M)) = [(M/IM) = 0.
Ahora, veamos que I, es cerrada bajo epimorfismos: Sea g : M — L epimor-
fismo con M € F,, es decir, IM = p(M) = 0.Siy € L,y = g(x) para
algiim x € M. Si a € I, entonces ay = ag(xr) = g(ax) = 0. Se sigue que
p(L) = IL = 0. Por tanto, L € F,. Por el inciso 3 de la Proposicion 1.3.35 se
tiene que I1X = p(X) = Rejg (X) = Annx(F,). Entonces, por definicion, el
submédulo IM = p(M) es un ejemplo de un M-ideal. En particular, si M = R,
entonces I es un R-ideal y, reciprocamente, si pI < R es un R-ideal, entonces
existe p € R-rad tal que I = p(R), es decir, I es un ideal bilateral. Por tanto, I
es ideal bilateral de R siy solo si I es R-ideal.

Recuerde que dado un X € R-Mod fijo, el funtor contravariante Hom(_, X) :
R—Mod — Ab asigna a cada R-médulo M el conjunto Hompg (M, X) y a ca-
da f : M — N R-homomorfismo le asigna Hompg(f, X) = f*, donde f* :
Hompg(N, X)) — Hompg(M, X) estal que si h € Homg(N, X), entonces f*(h) =
hf.

Las siguientes condiciones son equivalentes para un submoédulo de M que
caracterizan a los M -ideales.

Proposicion 2.1.4. Sea M € R-Mody N < M. Seani : N — M, p: M —
M/N la inclusion y proyeccion natural, respectivamente. Son equivalentes las
siguientes condiciones:

1. N es un M-ideal;

2. Existe un radical p € R-pr tal que N = p(M);
3. g(N) =0 paratoda g € Homg(M,M/N);

4. N = Anny (M/N);

5. N =w)"™ (M)

6. o (M/N) = 0;
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7. El homomorfismo
i* = Hompg(i, M/N) : Homr(M, M/N) — Homgr(N, M/N)
es el morfismo cero;
8. El homomorfismo
p* = Hompg(p, M/N) : Homg(M/N,M/N) — Hompg(M, M/N)

es un isomorfismo;

9. af Zwy s

10. N = o (M).

Demostracion.

(1) = (2) : Supongamos que N = Ann,,(C), para alguna clase C € o[M].
Entonces N = Rej,(M) para el radical p = Rej.(M) cogenerado por la clase C.

(2) = (3) : Existe un radical p € R-pr tal que p(M) = N. Como p es
radical, entonces p(M/N) = p(M/p(M)) = 0. Sea g € Hom(M, M/N). Como
p es prerradical, g(N) = g(p(M)) C p(M/N) = 0. Se concluye que g(N) = 0
Vg € Hom(M,M/N).

(3) = (4) : Siempre es cierto Anny(M/N) C N. Por otro lado, sea
g € Hom(M,M/N) y por hipétesis, N C Kerg. Como g es arbitraria, se sigue
que N C({kerg|ge Hom(M,M/N)}. Se sigue que N = Anny (M/N).

(4) = (1) : Se sigue de la definicion de un M -ideal.

(3) <= (5) y (3) <= (6) son inmediatas.

(7) <= (8) : Considere el funtor contravariante Hom(_, M /N) y aplicarlo a
la sucesion exacta corta: 0 - N — M — M/N — 0.

(5) = (9) : Supongamos que N = wéWN(M). Por la propiedad de alfa se
tiene que oy < wéw /N Como wéw N es radical, por la Proposicién 1.3.39 se sigue

M M/N
que oy X wy .
(9) = (10) : Supongamos que @ < WV Asi que N < ay <
oM(M) < wéWN(M) < N. Concluimos que N = ¥ (M).

(10) = (2) : Es obvio. O
Corolario 2.1.5. Si {N;}; € A(M) es una coleccion de M-ideales, entonces
N;erN; es un M-ideal.

Demostracion. Sea {N;}; € A(M) una coleccién de M-ideales, entonces para
cada i € [ existe un radical p; € R-pr tal que p;(M) = N;. Sean N = N N; y
n = \;es pi, entonces por el inciso 2 de la Proposicion 1.3.18 se sigue que 7 es
radical sobre R-Mod y ademds es tal que (M) = N. O
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Proposicion 2.1.6. ([5], Proposition 1.4) Sea K un M-ideal y sea N C K un
submodulo de M.

1. El médulo cociente K /N es un (M /N )-ideal (en M/N).
2. Si N es un K-ideal (en K), entonces N es un M -ideal.

Demostracion.

1. Sean f € Homr(M/N,M/K)y m : M — M/N la proyeccién natural.
Considere el homomorfismo fr : M — M/K. Como K es un M-ideal,
entonces fm(K) = 0. Asi que f(K/N) = 0. Concluimos que K/N es un
(M/N)-ideal.

2. Si f € Homgr(M,M/N). Como N C K, entonces se induce un epimor-
fismo 7 : M/N — M/K. Considere la composicién 7f : M — M/K.
Como K es un M-ideal, entonces 7 f(K) = 0, es decir, f(K) C K/N.
Lo anterior induce el siguiente R-homomorfismo: g : K — K/N dado por
g(x) = f(x), Vo € K. Se verifica facilmente que ¢ estd bien definida y
es un morfismo de R-mddulos. Por consiguiente, g(N) = 0 pues N es un
K-ideal. Se sigue que f(N) = 0, de donde f(N) = 0. Concluimos que N
es un M-ideal.

]

Lo siguiente serd introducir un producto entre dos modulos dado por J. Beachy
en [5]. Serd vital estudiar algunas de las propiedades que posee.

Definicién 2.1.7. ([5], Proposition 1.5) Sea N un submddulo de M. Para cada
X € R-Mod definimos

N - X = Annx(C) =Ngeq K,
donde
C={W € RMod| f(N)=0 Vf e Homg(M, W)}

QO={K CX|existe WeCyfecHom(X,W)con K=Xkerf}.
Lema 2.1.8. ([5], pdg 6) Sean N C M y X € R-Mod. Entonces

N-X=0siysolosi f(N)=0 Vf e Homgr(M, X).
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Demostracion. Supongamos que existe f € Hompg(M, X) tal que f(n) # 0.
Considere el funtor contravariante Hompg( _, W) y aplicado a f resulta del mor-
fismo: f* = Homg(f,W) : Homgr(X,W) — Hompg(M,W). Para toda g €
Homgp(X, W) g(f(n)) = gf(n) = 0, es decir, 0 # f(n) € Ker g,Vg €
Hompg(X,W). Se sigue que N - X = ({kerg|g € Homgr(X, W)} # 0. Por tan-
to, N - X # 0. Inversamente, supongamos que f(N) =0 Vf € Homg(M, X).
Por lo anterior, observe que X € C. Considerando f = idx, entonces ker f = 0.
Concluimos que N - X = Annx(C) =(Njeq K = 0. O

Proposicion 2.1.9. ([5], pdg 6) La clase C como en la Definicion 2.1.7 es una
clase pre-libre de torsion.

Demostracion.

1. C es cerrada bajo monomorfismos: sea h : L. — K un monomorfismo con
K € (C.Seag: M — L un R-homomorfismo. Considerando la composi-
cién hg : M — K. Por hipétesis, hg(N) = 0. Como h es monomorfismo,
entonces g(/N) = 0. Como g es arbitraria, concluimos que L € C.

2 . C es cerrada bajo productos directos: sea { N, }oex € C. Vamos a demostrar
que H N, € C, es decir, f(N) = 0 para toda f € Hompg(M, H N,).
aeX aeX
Supongamos lo contrario: existe f* € Homp(M, H N,)tal que f*(N) #
acX
0. Pero f*(N) € H N,. Por tanto, existe 5 € X tal que f*(N)(3) # 0.
acX
Sea la proyeccién natural 75 : H N, — Njg. Entonces m3(f*(N)) # 0.

aceX

Notamos que 7mzf* € Homp(M,Ng) y cumple que 7gf*(N) # 0. Lo
cual es una contradiccion pues Nz € C. Debe suceder que f(/N) = 0 para
toda f € Hompg(M, H N,). Concluimos que C es cerrada bajo productos

acX
directos arbitrarios.

]

Proposicion 2.1.10. ([5], pdg 6) N - X es el menor submédulo Y de X tal que
N-(X/Y)=0

Demostracion. Sea () como en la Definicién 2.1.1. Primero observe que si L < X
tal que N - (X/L) = 0, entonces X/L € Cy L € €. En efecto: N - (X/L) =0
siysolosi f(N) =0 Vf e Homgr(M,X/L). Asi, X/L € Cy si consideramos
h = m : X — X/L la proyeccion natural, entonces L. = ker h. Por tanto,
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L € Q. Inversamente, si K € (), entonces, por definicion, existe W € Cy [ €
Hompg (X, W)talque K = Ker f. Por el primer teorema de isomorfismo, se sigue
que X/K = X/Ker f 2 Im f <W € C. Como C es cerrado bajo submédulos,
se sigue que X/K € C, lo cual implica que h(N) = 0Vh € Homg(M, X/K) si
y s6lo si V- (X/K) = 0. Hemos probado: {L < X | N - (X/L) =0} = Q, més
adn,

N-X =Annx(C) =({L< X |N-(X/L)=0}.

Considere la coleccién de proyecciones naturales {7, : X — X/L| X/L € C}.
Por la propiedad universal del producto directo, existe un tnico morfismo g que
hace conmutar el siguiente diagrama:

L Uy

X/L

Y como consecuencia,

kerg = ﬂ ker (mp : X — X/L) = ﬂ L=N-X.
X/LeC X/Lec

Por el primer teorema de isomorfismo, X /(N-X)=X/kerg = Img < H X/ L.
X/LeC
Como C es cerrada bajo submédulos y productos directos, se sigue que X /(N
X) € C. Esto implica que f(N) =0 Vf € Homgr(M,X/(N - X)) siy solo si
N - (X/(N-X))=0.Concluimos que N - X es el menor submddulo Y de X tal
que N - (X/Y)=0.
O

Proposicion 2.1.11. ([5], pdg 6) Sea M € R-Mod. Sean N C M y X € R-Mod
cualquiera. Entonces Y {f(N) | f € Homgr(M,X)} C N - X.

Demostracion. Basta ver que para cada f € Hompg(M, X) se tiene que f(N) C
N - X.Enefecto: sea f € Hompg(M, X) y consideremos 7 f : M — X/(N - X)
donde 7 : X — X/(N - X) es la proyeccién natural. Entonces por el Lema 2.1.
y por la Proposicién 2.1.10 se tiene que h(N) =0 Vh € Homgr(M, X/(N - X)
siysolosi N-(X/(N-X))=0.Enestecaso, 7f =h € Homg(M, X/(N - X)
es tal que 7 f (V) = h(N) = 0, lo cual implica que f(N) C Kerm = N - X.

\./\/OO
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Proposicion 2.1.12. ([5], pdg 6) Dado N < M € R-Mod. Entonces N - (_)
es un prerradical en R-Mod, mds aiin, por la Proposicion 2.1.10, N - (_) es un
radical. O

Corolario 2.1.13. ([5], Proposition 1.6) Sea M € R-Mod. Sean N C M y X un
R-médulo cualquiera. Entonces N - X = 0siy solo si N C Annp(X).

Demostracion. N - X = 0siysolosi f(N) =0 Vf & Homg(M,X) siy sélo
siN €kerf Vfe Homp(M,X)siys6losi N C Anny(X). O

Corolario 2.1.14. ([5], Corollary 1.7) Si N es un submodulo de M, entonces N
es un M-ideal siy sélo si N - (M/N) = 0.

Lema 2.1.15. ([5], Lemma 1.8) Si N C M € R-Mod. Entonces N - (_) es el
menor radical p de R-Mod tal que N C p(M).

Demostracion. Sea p € R-rad tal que N C p(M). Considere la clase F,. Sea
W € F,. Por tanto, p(/W) = 0 Como p es un prerradical, se tiene que f(N) C
flp(M)) < p(W) = 0, es decir, W € C ={W € R-Mod | f(N) = 0 Vf €
Hompg(M,W)}. Entonces F, C C. Por el Lema 1.3.34 y por el inciso 3 de la
Proposicién 1.3.35 se tiene que N - X = Annx(C) = Rejeo(X) < Rejy (X) =
p(X) para cada X € R-Mod. Concluimos que N - (_) es el menor radical p de
R-Mod tal que N C p(M). O

Algunos resultados que suceden para los ideales bilaterales de un anillo R,
estos se pueden extender a los M-ideales. En particular, el producto de dos M-
ideales es un M-ideal y estd contenido en su interseccién como se muestra a con-
tinuacion:

Proposicion 2.1.16. ([5], Proposition 1.9) Sea N, K < M. Entonces:
1. Si N C K, entonces N - X C K - X para toda X € R-Mod;
2. Si K es un M-ideal, entonces N - K es un M-ideal;
3. El submodulo N - M es el menor M-ideal que contiene a N ;
4. Si N es un M-ideal, entonces N - K C N N K;

5. 81 Xog < X € R-Mod, entonces N - Xqg C N - X.

Demostracion.
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1. Considere las clases C ={W € R-Mod | f(N) =0 Vf € Homg(M,W)}
yD ={W € R-Mod | f(K) =0 Vf € Homgr(M,W)}. Es fécil ver que
D C C. Por el inciso 2 del Lema 1.3.34, se sigue que

N - X = Annx(C) =Rejo(X) CRejp(X) = Annx(D) =K - X para
cada X € R-Mod.

2. Por definicién N - K es un K-ideal (en K). Como K es un M-ideal, por el
inciso 2 de la Proposicion 2.1.6 se sigue que NV - K es un M-ideal.

3. Si N C Ky K es un M-ideal, entonces K = p(M), para algin p € R-rad.
Por el Lema 2.1.15, se tiene que N - M C p(M) = K.

4. Esclaro que N - K C K. Por otro lado, por la parte 3, se tiene que NV - K C
N - M = N, pues N es un M-ideal.

5. Se sigue de N - (_) es un prerradical en R-Mod.
]

Definicion 2.1.17. Decimos que un R-modulo izquierdo M se llama proyectivo si
tiene la siguiente propiedad de “levantamiento”:

Para todo epimorfismo g : N — Ly todo homomorfismo f : M — L, existe
un homomorfismo h : M — N tal que hace conmutar el siguiente diagrama:

%jf
J A S

es decir, f = gh.

Proposicion 2.1.18. (Definicién alternativa de un médulo proyectivo M usando el
funtor covariante Hompg(M, _)). Un R-médulo M es proyectivo si'y sélo si para
cada epimorfismo g : N — L, el homomorfismo de grupos g. : Homg(M, N) —
Hompg(M, L) es un epimorfismo.

Definiciéon 2.1.19. Dado M € R-Mod. Decimos que M es casi-proyectivo si
para cada epimorfismo h : M — L y todo homomorfismo f : M — L, existe
h € Endr(M) tal que conmuta el siguiente diagrama:



Observacion 2.1.20. Es claro que un R-mdédulo simple es un médulo casi-proyectivo.
También se observa que todo R-mddulo proyectivo es casi-proyectivo.

Los médulos casi-proyectivos forman parte de nuestro objeto de estudio para
secciones posteriores. Por ejemplo, estos modulos caracterizan a sus submoédulos
totalmente invariantes como se ve a continuacion:

Proposicion 2.1.21. ([5], Proposition 5.1) Si M es casi-proyectivo, entonces N <
M es un M-ideal siy solo si es un submodulo totalmente invariante de M.

Demostracion. Sea h € Endg(M). Supongamos que N < M € R-Mod es

un M-ideal. Considere la siguiente sucesién: N — M v B M /N. Por
hipétesis, mhi = 0. Entonces h(n) + N = whi(n) = 0 en M /N paratodan € N.
Asi que h(n) € N paratodan € N. Por tanto, h(N) C N. Reciprocamente,
supongamos N <;; M. Si f € Homg(M,M/N), y si consideramos 7 : M —
M /N la proyeccion natural, por ser M casi-proyectivo, existe h € Endgr(M) tal
que 7h = f. Entonces h(N) C N. Por tanto, f(/N) = 7h(N) = 0 en M/N. Por
el inciso 3 de la Proposicién 2.1.4 se concluye que N es un M -ideal. [

Notemos que para la necesidad de la Proposicién 2.1.21 no es necesario que
M sea un R-mdédulo casi-proyectivo.

Definicion 2.1.22. Decimos que un R-modulo M es diio si todo submodulo es un
submaodulo totalmente invariante.

En la Proposicion 2.1.4 presentamos una caracterizacion de los M-ideales.
Ahora damos otra caracterizacion en términos de los prerradicales omegay N-(_).

Proposicion 2.1.23. Sea N <;,; M. Son equivalentes las siguientes condiciones:

1L.N-() 2w,
2. N es M-ideal;

3. N- (L) =2 Wil

Demostracion.
(1) = (2):SiN- () =w)" entonces N C N-M C w)™ (M) C N.
Por tanto, N = N - M. Asi, N es M-ideal.
(2) = (1) : Si N es M-ideal, entonces N - (M /N) = 0. Por la propiedad
. M/N
omega, se sigue que N - (L) <wy .
(2) = (3) : Supongamos que N es M-ideal. Entonces N <, M,y sucede

que N = w¥(M). Ademdas, como N - M es el menor M-ideal que contiene a N
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y N es M-ideal, entonces N = N - M. Por la propiedad omega, se obtiene que

N-() 2wy,
(3) = (2):SiN-(_) 2wl entonces N C N -M C wd¥(M)= N. Asi
que N = N - M. Concluimos que N es M-ideal. [

Corolario 2.1.24. Sea N <;; M. Entonces:

N es M-ideal siy sélo si ol < N - (_) < wi.

Proposicion 2.1.25. ([5], Proposition 1.10) Sea X € R-Mod. Entonces:
1. Annpy(X) = Annpy (Tra (X)) = Anngy (M - X);

2. Sea N < M. Consideremos T = > {f(N)|f € Homr(M,X)} y A =
Annp(X). Entonces Anng(T) = Anng((N + A)/A);

3. Anng(Try (X)) = Anng(M/Anny (X)).
Demostracion.

1. Si f € Homgr(M,X), entonces f(M) C Try(X) C M - X. Se sigue
que Homgp(M,X) C Hompr(M, Try (X)) € Homg(M,M - X). Por
otro lado, como Ty (X), M - X < X entonces Homg(M,M - X) C
Homgp(M,X)y Homgr(M, Trp (X)) € Homg(M, X). Asi se dala igual-
dad y por tanto, Anny (X) = Annp (Try (X)) = Anny (M - X).

2. Considere el conjunto C' = Homp(M, Try(X)). Por 1a Propiedad Univer-
sal del Producto Directo, se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

fe Te

TT‘M(X)

Como consecuencia, kerg = (\{Kerf|f € C = Homgr(M, Try (X))} =
Annp(Trp(X)). Por la primera parte y por el primer teorema de isomor-
fismo, M /Anny (X) = M/Anny(Try (X)) = M/Kerg = Img <
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(Tra(X))C. Asi, M/Anny(X) se sumerge en un producto directo de co-
pias de Trj;(X). Ahora, sea N < M. Consideremos 7' = > {f(N) | f €
Homp(M,X)} y A = Anny(X). Puesto que m.g = f. para cada f, €
Homp(M, Try (X)) = Homg(M, X)y g(N) C I'm g, entonces

Te((N + A)/A) = 7e(9(N)) = (meg)(N) = fe(N)

paracada f, € Homgr(M, X). Asi, m.((N + A)/A) C T. En consecuencia,
(N + Anny (X)) /Anny (X) C T, es decir, (N + A)/A se sumerge en un
producto directo de copias de 7. Se sigue que Anny(7') C Annpy (N +
A)/A).

La otra contencion se demuestra de manera similar.

3. Se sigue de la parte 2 tomando N = M.

2.2. Modulos M-primos

Las siguientes definiciones y resultados también se presentan en ([5], Chapter
2).

Definicion 2.2.1. Un R-modulo X se dice que es un médulo primo si es distinto
de ceroy Anng(Y') = Anng(X) para todos los submddulos 0 #Y C X.

La siguiente definicion generaliza la definicién anterior para un médulo dis-
tinto de cero.

Definicion 2.2.2. ([5], Definition 2.1) Un R-mddulo X se dice que es M -primo si
Homgp(M,X) # 0y Anny (Y) = Anny(X) para todos los submédulos Y C X
tales que Homp(M,Y") # 0.

En en caso M = R, se tiene que Hompg(M,X) = Homgr(R,X) # 0siy
s6lo si X # 0, asi que un médulo R-primo es médulo primo como en la definicion
anterior.

El siguiente resultado es una caracterizacion para los modulos M-primos e
involucra la definicién de producto de médulos que se ha dado previamente.

Proposicion 2.2.3. ([5], Proposition 2.2) Sean M € R-Mody X un R-mddulo tal
que Hompg(M, X') # 0. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. X es un modulo M-primo;
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2. Si N-Y =0, entonces N - X = 0 para cualquier submédulo N C M y
para cualquier submoduloY C X, con M - Y # 0;

3. Para cadam € M\ Anny (X) yparacada O # f € Homg(M, X), existe
g € Homp(M, f(M)) tal que g(m) # 0;

4. Si N-Y =0, entonces N - X = 0 para cada M-ideal N C M y para cada
submédulo M-generado 0 #Y C X.

Demostracion.

(1) = (2) : Sean N un submédulode My Y < X, con M -Y # 0.
Entonces Hompg(M,Y) # 0. Asi, Anny (Y) = Anny (X) pues X es M-primo.
Por el Corolario 2.1.13, se tiene que N - Y = 0siysolosi N C Anny(Y) C
Annp(X), es decir, N - X = 0.

(2) = (3):Seanm € M\ Anny(X)y 0 # f € Homgr(M, X). Por
hipétesis, N - f(M) # 0, para el submédulo Rm = N < M y el submédulo
f(M) < X con M- f(M) C M-X # 0. Por el Corolario 2.1.13, Rm ¢
Annp(f(M)). Por tanto, existe g € Hom (M, f(M)) tal que g(m) # 0.

(3) = (4) :Sean 0 # Y < X un submddulo M -generado de X y N un
M-ideal tal que N - Y = 0. Si N - X # 0, por el Corolario 2.1.13 sucede que
N & Anny (X)), es decir, existe m € N \ Anny(X). Como Y es M-generado,
existe un epimorfismo de una suma directa de copias del médulo M sobre Y. Asi,
existe 0 # f € Hompg(M,Y'). Aplicando la hipétesis, existe g € Homp(M,Y)
con g(m) # 0. Entonces el submédulo Rm = N ¢ Anny (YY), es decir, N-Y # 0
lo cual es una contradiccidn.

(4) = (1) :Sea0 # Y < X con Homgr(M,Y) # 0. Consideremos
N = Anny(Y'). Como Hompg(M,Y') # 0, entonces existe un morfismo distinto
de cero f : M — Y. Entonces N - f(M) = 0. Aplicando la hipétesis se tiene
que N - X = 0. Por el Corolario 2.1.13, Anny(Y) = N C Anny(X). La otra
contencion es clara. Concluimos que X es un médulo M -primo. [

Las condiciones equivalentes de la Proposicién 2.2.3 extienden las siguientes
condiciones que son equivalentes para un X € R-Mod para el caso M = R.

1. X es un moédulo R-primo.

2. S11Y = 0, entonces /X = 0 para cualquier ideal izquierdo / de Ry para
cualquier 0 # Y C X.

3. Paracadaa € R\ Anng(X) ycada 0 # = € X, existe r € R tal que
arx # 0.

4. Si1 1Y = 0, entonces [ X = 0 para cualquier ideal (bilateral) / de R y para
cualquier 0 # Y C X.
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Corolario 2.2.4. ([5], Corollary 2.3) Sea X € R-Mod un médulo M -primo. Un
submddulo Y de X es M-primo si'y sélo si Homg(M,Y') # 0.

Demostracion. Se sigue del inciso 2 de la Proposicién 2.2.3.

Corolario 2.2.5. ([5], Corollary 2.4) Dado X € R-Mod tal que Homg(M, X) #
0. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. X es un modulo M -primo;
2. M - X es un modulo M-primo;
3. Try(X) es un médulo M-primo.

Demostracion. De la Proposicion 2.1.11, tenemos que 7rp(X) C M - X C X.
Por otra parte, en la demostracion del inciso 1 de la Proposicién 2.1.25 se observé
que

Homgp(M,X) = Homg(M, Try (X)) = Homg(M, M - X).

Por el Corolario 2.2.4 se sigue que (1) implica (2) y (2) implica (3). (3) implica
(1) se sigue de la condicién 4 de la Proposicion 2.2.3 puesto que todo submddulo
M -generado de X estd contenido en T, (X). O

Observacion 2.2.6. Notemos que X € R-Mod es M-primo si no tiene submo-
dulos propios no triviales M-generados o si M no posee M -ideales propios no
triviales, entonces todo médulo X con Homg(M, X) # 0 es M -primo.

Ejemplo 2.2.7. Si R es un anillo simple, entonces todo R-modulo izquierdo dis-
tinto de cero X es un modulo R-primo.

El siguiente ejemplo muestra que los médulos M -primos no necesariamente
son R-primos y viseversa.

Ejemplo 2.2.8. En la categoria de Z-Mddulos, considere el Z-modulo M = Zi,e,
para algiin primo p.

1. M es M-primo: Sabemos que Homp(M, M) = Homg(M, M/K) para
cualquier submodulo propio K de M. Por el inciso 3 de la Proposicion
2.1.4 se sigue que ningiin submodulo propio no trivial K puede ser M-
ideal. También, como Homgr(M,K) = 0 para todo K C M, entonces
ningtin submodulo no trivial K puede ser M-generado. Asi que M es M-
primo.
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2. M no es Z-primo.: Como todo submddulo propio tiene anulador distinto de
cero en 7. En efecto: Sea N C M, es decir, N = (I% + Z), para algiin i.

Entonces Anngz(N) = {r € Z1rN = 0} # 0, pues observe que pi“(# +
Z) :piJrl

pi

+ Z, pero Anngz (M) = 0. Por tanto, M no es Z-primo.

3. Z es Z-primo: Basta ver que Annz(nZ) =Annz(Z) para cada n # 0.
4. 7 no es M-primo: Observe que Homgz(M,Z) = 0.

Proposicion 2.2.9. Sea X € R-Mod un médulo M-primo. Si Homgr(M,Y') # 0
para todos los submddulos 0 # Y C X, entonces Try(X) es un médulo R-
primo.

Demostracion. Sea 0 # Y < Try(X). Por hipétesis, Homg(M,Y) # 0. Co-
mo X es M-primo, Anny (YY) = Anny(X). Sabemos que Anng(Trp (X)) C
Anng(Y'). Resta demostrar que Anng(Y) C Anng(Try(X)). En efecto:

Anng(Y) C Anng(Try(Y)) = Anng(M/Anny (Y))
= Anng(M/Anny (X))
= Anng(Try(X)).

La primer y tercera igualdad suceden por la Proposicion 2.1.25. En consecuencia,
Anng(Y') = Anng(Try(X)). Concluimos que 77y, (X) es un médulo R-primo.
]

Proposicion 2.2.10. ([5], Proposition 2.6) Sea X € R-Mod. Las siguientes con-
diciones son equivalentes:

1. Todo submodulo de X distinto de cero cogenera a X

2. Paracada M € R-Mod tal que c[M| = o[ X]y X es M-generado, entonces
X es M-primo.

3. Para cada M € R-Mod tal que Homg(M,X) # 0, se tiene que X es
M -primo.

Demostracion.

(1) = (3) : Sea0 # Y < X. Por hipétesis Y cogenera a X. Entonces
para cualquier M € R-Mod se tiene que Anny (Y) C Anny (X). Por tanto,
Anny (Y) = Anny(X). Concluimos que X es M-primo.

(3) = (2) : Sean X y M R-médulos tales que o[M] = o[X]y X es M-
generado. Entonces existe un R-epimorfismo de una suma directa de copias de M
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sobre X. Por consiguiente, existe 0 # f € Hompg(M, X). Por la suposicion en 3,
se sigue que X es M -primo.

(2) = (1) : Dado 0 # Y < X. Considere el médulo M = X &Y.
Considerando la inclusion natural ¢ : X — M, se sigue que X es M-generado.
Ademds, o[M] = o[X]| pues X € o[M]y M € o[X] pues Y € o[X] ya que
esta categoria es cerrada bajo submddulos. Por la suposicién en 2, se sigue que
X es M-primo. Entonces Anny(Y) = Annpy(X) = 0. Asi, Anny (Y) = 0.
Concluimos que Y cogenera a X. 0

2.3. M-ideal primo

Lo siguiente es introducir la nocién de M-ideal primo dada por J. Beachy
en [5]. Esta nocién, para un médulo multiplicacién M, bajo ciertas condiciones,
es equivalente al concepto de submdédulo primo de M como se introduce en el
siguiente capitulo.

Definicion 2.3.1. ([5], Definition 3.1) Un M-ideal P se dice que es un M -ideal
primo si existe un R-médulo M-primo X tal que P = Annp (X).

Proposicion 2.3.2. ([5], Proposition 3.2) Si P es un M-ideal primo, entonces
P = Anny(X) para algiin médulo M-primo M-generado X.

Recuerde que el radical de un anillo R es definido como la interseccion de
ideales izquierdos maximos de R, mds adn, se puede mostrar que éste es la inter-
seccion de todos los ideales primitivos de R (un ideal de R es primitivo si es igual
al anulador en R de un médulo izquierdo simple). Esta situacion se puede extender
a los modulos: el radical de Jacobson J(X') de un R-médulo X se define como la
interseccion de todos los submddulos maximos de X (si X no tiene submddulos
maximos, entonces se define como X), equivalentemente, J(X) = Annx (%),
donde % es la clase de R-mddulos simples. Usando la nocién de un M-ideal,
podemos definir la nocién de un médulo M-ideal primitivo de tal forma que el
radical de Jacobson sea la interseccion de todos los M-ideales primitivos.

Definicion 2.3.3. ([5], Definition 3.5) Un M-ideal P se dice que es un M-ideal
primitivo si P = Anny(S), para algiin médulo izquierdo simple S.

La nocion de ideales maximos de R también se puede generalizar inmediata-
mente a los M-ideales. La siguiente proposicion lo verifica.

Proposicion 2.3.4. ([5], Proposition 3.6) Sea P un M -ideal propio.

1. Si P es un M-ideal mdximo, entonces P es un M-ideal primo.

2. Si P es un M-ideal primitivo, entonces P es un M-ideal primo.
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Capitulo 3

Moé6dulos multiplicacion

En 1974, F. Mehdi introduce el concepto de médulo multiplicacién sobre cual-
quier anillo conmutativo [26]. Esta nocién es una generalizacion de los ideales
multiplicaciénl. Mas tarde, en [4], A. Barnard obtiene resultados significativos
que dieron pauta a posteriores trabajos. Por ejemplo, [4], [15], [16], [36], [37],
[38]. A principios del siglo XXI, A. Tuganbaev estudia a los médulos multiplica-
cion sobre anillos mds generales (no necesariamente conmutativos): anillos inva-
riantes derechos (todo ideal derecho es bilateral) con multiplicacién conmutativa
de ideales (Ver [42] y [43]).

En esta seccidon presentamos algunos resultados de médulos multiplicacion
sobre anillos conmutativos; y algunos, sobre anillos mas generales (no necesaria-
mente conmutativos).

Usaremos el producto de médulos definido por Bican et al en [6] y mostrare-
mos que si M es un R-moédulo multiplicacion, entonces este producto de médulos
es conmutativo y asociativo (Ver [10]).

Si R es un anillo conmutativo y M un R-mdédulo multiplicacién, entonces
mostraremos que el producto definido por Beachy en [5] y el producto que se
define en esta seccidén coinciden en la reticula de los submddulos de M. Més
aun, demostraremos que el resultado en ([5], Proposition 5.5) también es valido
para: modulos casi-proyectivos y médulos multiplicacién sobre cualquier anillo
conmutativo.

Finalmente, estudiaremos a todo médulo multiplicacién (distinto de cero) so-
bre dos clases especiales de anillos (no necesariamente conmutativos): 1) anillos
invariantes izquierdos con multiplicacién conmutativa de ideales; 2) anillos loca-
les uniseriales.

'Dado un anillo conmutativo R e I ideal de R. Decimos que I es un ideal multiplicacién si
para todo ideal B de R con B C I, existe un ideal C de R tal que B = IC.
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A continuacion, presentamos la definicién de médulo multiplicacién tal y co-
mo F. Medhi los introdujo6 en 1974. Consideremos R un anillo conmutativo. Deci-
mos que M € R-Mod es un moédulo multiplicacion si dado cualquier submoédulo
N de M, existe un ideal / de R tal que N = IM. A pesar de que el concep-
to de médulo multiplicacion fue dado sobre cualquier anillo conmutativo, en la
actualidad existen algunos trabajos de médulos multiplicacién sobre anillos no
necesariamente conmutativos, por ejemplo, estin los trabajos de P. Smith [39] y
Askar Tuganbaev [42] y [43].

Muchos de los resultados conocidos sobre médulos multiplicacién sobre ani-
llos conmutativos fueron extendidos a los médulos sobre anillos no necesariamen-
te conmutativos (anillos invariantes derechos’ con multiplicacién conmutativa de
ideales) por A. Tuganbaev en [42].

En virtud de lo anterior, tiene sentido referirnos a los médulos multiplicacion
sobre cualquier anillo R dado.

Definicion 3.0.1. Dado cualquier anillo R. Un R-médulo M es un médulo multi-

plicacion si y solo si cualquier submodulo N de M es de la forma N = I M para
algiin ideal I de R.

En este trabajo estamos interesados en estudiar a los médulos multiplicacion
sobre cualquier anillo conmutativo; sobre cualquier anillo invariante izquierdo®
con multiplicacién conmutativa de ideales o sobre anillos locales uniseriales®.

Dados cualesquiera X y Y subconjuntos de un médulo M sobre un anillo R,
el conjunto {r € R | X C Y} C R se denota por (Y :x X). SiY es un
submoddulo de M y X es cualquier subconjunto de M, entonces es claro que el
conjunto (Y :zg X) es un ideal izquierdo de R. Finalmente, si X y Y son dos
submédulos de M, entonces (Y :g X) resulta un ideal bilateral de R.

Proposicion 3.0.2. ([43], Note 1.3) Sea R un anillo. Un R médulo M es multipli-
cacion si 'y solo si para N < M es tal que N = (N :gp M)M.

Proposicion 3.0.3. ([15], Proposition 1.1) Sea R un anillo conmutativo. Un R-

modulo M es un médulo multiplicacion si y solo si para cada m € M, existe un
ideal I de R tal que Rm = I M.

Ejemplo 3.0.4.

1. Todo médulo simple es modulo multiplicacion.

2Decimos que un anilloR es invariante derecho si todo ideal derecho es izquierdo

*Decimos que un anillo R es invariante izquierdo si todo ideal izquierdo es bilateral.

“Decimos que un anillo R es local uniserial si es un anillo artiniano uniserial de ideales princi-
pales, donde uniserial significa que la reticula de ideales del anillo R es una cadena.
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2. Si R es un anillo conmutativo, entonces rR es un modulo multiplicacion
([42], Lemma 2.1).

3. Sea R = 7, M = Zy, para algiin primo py algunan > 2. Es claro que M
es un Z-mddulo multiplicacion. Observe que A(M) es una cadena finita:

0 S pn_Ian S cee S prn S an.

4. Sean R un anillo conmutativo y M un R-mddulo finitamente generado, en-
tonces M es modulo multiplicacion si 'y sélo si M es casi-proyectivo, diio’
y coatémico® ([3], Lemma 2.9).

Recuerde que un R-modulo M se llama duo si cada uno de sus submddulos es
un submoédulo totalmente invariante.

Proposicion 3.0.5. ([43], Note 1.5(1)) Todo R médulo multiplicacion es modulo
diio.

Observacion 3.0.6. Sea M un R-modulo multiplicacion. Entonces para todo N €
A(M), existe afN:RM) € R-trad tal que N = aﬁVZRM)(M). En tal caso, todo
submdédulo de M es un M-ideal.

La siguiente definicién estd dada por Bican et al [6]:
Definicion 3.0.7. Sean R un anillo, M € R-Mod, K < My L € R-Mod. Se
define el producto

Kyl =3 {J(K)\f € Hom(M, L)}

Sabemos que si N es un submédulo de M, existe un submédulo N C M
tal que NV es el menor submédulo totalmente invariante de A/ que contiene a V.
De hecho, N = Y {f(K)|f € Endr(M)}. Por tanto N = N,;M. En efecto,
considerando la identidad id; : M — M. Entonces

N =idy(N) C Y {f(N)|f € End(M)} = NyM =N.

Para cualquier f € End(M), f(N) C S_{f(N)|f € End(M)} = N. Sea
g € End(M). Considere gf : M — M. Entonces gf € End(M), y por tan-
to gf(N) C Y {f(K)|f € End(M)} paratoda g € End(M). Se sigue

g(Ny= > g(f(N)= D> gf(N)S > fW).

fEEnd(M) fEEnd(M) fEEnd(M)

SDecimos que un médulo es dio si todos sus submédulos son totalmente invariantes
®Decimos que un médulo M es coatémico si todo submédulo propio estd contenido en un
submédulo méximo de M.
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Por consiguiente, g(N) C N. Supongamos que existe L un submédulo total-
mente invariante de M tal que N < L. Sea g : M — M cualquiera. En-
tonces g(L) < L con N < L. Entonces g(N) < ¢g(L) < L para cualquier
g : M — M. Entonces > g(N) < L. Por tanto, N < L. Por consiguiente, se
tiene que N es el menor submédulo totalmente invariante de M que contiene a
N. También es claro que si K, L < M, entonces Y {f(K)|f € Hom(M, L)} =
S {f(K)|f € Hom(M, L)}. Por consiguiente, K ;. = K ;L. Por lo anterior,
si i es un submédulo de M, entonces supongamos, sin pérdida de generalidad,
K es un submddulo totalmente invariante de M.

Observacion 3.0.8. Dado un R-mdédulo M. Entonces:

1. Si K,L < M, entonces KL C KN L;
2. Si K,L <M con L <;; M, entonces Ky L <s; M;

3. Si M = R, entonces K ;L coincide con el producto usual de ideales iz-
quierdos de R,

4. Si K es un submodulo totalmente invariante de M, entonces es claro que
Ku(0) = ai;

5. Si X es un R-modulo cualquiera, entonces de la Definicion 3.0.7 se tiene la
trazade X en M, Try(X), es decir, Ty (X) = My X.

Dada la Definicién 3.0.7, se sigue otra lista de propiedades:

Proposicion 3.0.9. ([9], Proposition 1.3) Sean M € R-Mody K, L submédulos
de M. Entonces:

1. Si K C L, entonces Ky X C Ly X para cualquier X € R-M od,;
2. SiX € R-ModyY C X, entonces Ky;Y C Ky X;

3. 0y X = 0 para cualquier X € R-Mod;

4. Ky X =0siysolosi f(K) =0, para cualquier f € Hom(M, X);
5. 81 X,Y <M € R-Mod, entonces Ky X + Ky Y C Ky (X +Y);
6. Si {K;}ier C M, entonces [Y K;]yN = > K;yN;

7. Si{K}ics es una familia de R-mddulos, entonces Ky [P X;] = @ Ku X.
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Observacion 3.0.10. Si M € R-Mod, entonces para un submédulo totalmente
invariante N de M, ocurre que aX (K) = Ny K para toda K € R-Mod.

Proposicion 3.0.11. ([9], Proposition 1.8) Sean M un R-mddulo casi-proyectivo
y K un submodulo totalmente invariante. Entonces

Ky(M/K) =0.
La Proposicion 3.0.11 también es cierta si M es un R-modulo multiplicacion.

Proposicion 3.0.12. Sean M un modulo multiplicacion y N < M. Entonces
Ny (M/N) = 0.

Demostracion. Sea N < M. Como M es médulo multiplicacién, por la Obser-
vaciéon 3.0.6 todo submoédulo de M es M-ideal, entonces por el inciso 3 de la
Proposicion 2.1.4 tenemos que g(N) = 0 para toda g € Hompg(M, M/N), y por
tanto, por el inciso 4 de la Proposicién 3.0.9, Ny, (M/N) = 0. O

Observacion 3.0.13. En general, lo anterior no siempre es cierto. Para ver esto,
consideremos el Z-modulo M = Zy,~ y K = Z,,. Sabemos que K es un submodulo
totalmente invariante y ademds, M /K = M. Asi que Ky (M/K) = Ky (M) =
K #0.

Recuerde que en la seccion anterior se presento otro producto de modulos
dado por J. Beachy en ([5], Definition 1.5). El siguiente ejemplo muestra que en
general ambos productos no coinciden.

Ejemplo 3.0.14. Consideremos el grupo abeliano M = Z,~ para algiin p pri-
mo, X = My N = Z, un submddulo propio de M. Recuerde que todos los
submodulos de M son totalmente invariantes. En particular, N es un submodulo
totalmente invariante de M. Entonces Ny X = Ny M = Z,. Por otro lado, tene-
mos el producto N - M = N - X = Z, - Zy~. Por el inciso 3 de la Proposicion
2.1.16, tenemos que N - M es el menor M-ideal que contiene a N, pero sabemos
que M no tiene M-ideales no triviales. Por tanto, N - X = N - M = M. En
consecuencia, N - X contiene propiamente a Ny; X.

Recuerde que si 0 € R-pr, entonces @ denota el menor radical mayor o igual
que 0. Usando este concepto, el producto de modulos definido en 3.0.7 y el pro-
ducto de R-médulos definido por Beachy 2.1.7 se tiene el siguiente resultado:

Proposicion 3.0.15. ([9], Proposition 1.6) Sea M € R-Mod y N un submodulo
totalmente invariante de M. Entonces:

1. Los prerradicales ol 'y N -(_) tienen la misma clase pre-libre de torsion;
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2. ay =N - (L)

o
=

3. o es un radical siy solo si Xl = N - ().

S

Demostracion.

1. X € Fou, siysélosiay(X) = 0siysolosi f(N) = 0Vf €
Hompr(M,X)siysélosi N-X =0siysolosi X € Fy.().

2. Por el inciso 1, sabemos que F (_) = Fu.)- Por el inciso 3 de la Propo-

sicién 1.3.35 se tiene que o (L) = N - ().

3. Si o (_) es radical en R-Mod, entonces por el inciso 2 de la Proposicién
1.4.15 se tiene que oX (L) = A{wy | a¥ (W) = 0}. Sea X € R-Mod. Por
consiguiente,

an (X) = (o' (X) [ ey (W) = 0}
= (Wwt" (X) | f(N) =0Yf € Homp(M, W)}
— ﬂ{Kerg |para algiin g € HOmR(Xa W) yWe C},

donde C es la clase de R-mddulos W tales que f(N) = 0, para toda
f € Hompg(M, W), misma que aparece en la Definicion 2.1.7. Por tanto, el
prerradical a! (_) coincide con el prerradical N - (_).

O

La Proposicion 3.0.15 ilustra bajo qué condiciones ambos productos de R-
modulos en cuestion coinciden, ya que el Ejemplo 3.0.14 muestra que no necesa-
riamente son iguales.

Envirtud de la Proposicion 3.0.15 y de los resultados de Raggi et al, en donde
se establecen condiciones (generales) sobre los anillos R, de tal forma que, todo
prerradical sobre R-Mod sea un radical ([33], Theorem 4.18, Theorem 4.19); un
t-radical ([33], Theorem 4.20) o un radical exacto izquierdo ([35], Theorem 1),
se obtiene que ambos productos de modulos de las definiciones 2.1.7 y 3.0.7 coin-
ciden en la categoria de R-modulos.

También notamos lo siguiente:

Proposicion 3.0.16. Si R es un anillo simple Artinianoy N < M es un M-ideal,
entonces

Nu(L) = N- ()
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Demostracion. Se sigue de ([31], Theorem 9) y del Corolario 2.1.24. [

Corolario 3.0.17. Si R es un anillo simple Artiniano y M es un moédulo multipli-
cacion, entonces

NM(_) =N- (_)
para todo N < M. O]

Uno de los resultados mds importantes en este trabajo acerca de modulos
multiplicacion sobre anillos conmutativos que serd de relevante importancia para
posteriores resultados, es que todo modulo multiplicacion sobre un anillo conmu-
tativo genera a sus submodulos.

Lema 3.0.18. ([10], Lemma 1.3) Sea R un anillo conmutativoy M € R-Mod. Si
M es un R-médulo multiplicacion, entonces M genera a todos sus submédulos.

Demostracion. Sea N un submoédulo de M. Como M es un R-médulo multi-
plicacidén, entonces existe un ideal I de R tal que N = IM. Sabemos que M
genera a N siy solo si Ty (N) = N. Entonces Try(N) = > {f(M)|f €
Hom(M,IM)}. Paracada o € I podemos definir el siguiente R-homomorfismo:

fo: M — IM definida como f,(m) =am

Como R es un anillo conmutativo, cada f, resulta ser un R-homomorfismo. Asi
que Y fo(M)=1IM.Pero > fo(M) C Try(N). Por consiguiente, N = I M C
Try(N). Se sigue que Try (N) = N. Concluimos que M genera a todos sus
submodulos. [

Notemos que es necesaria la conmutatividad del anillo en 3.0.18.

Por el Lema 3.0.18, se tiene que M), N = N para cualquier N < M.

Proposicion 3.0.19. ([10], Proposition 1.4) Sean R un anillo conmutativoy M un

R-modulo multiplicacion. Entonces para cada N, L submodulos de M se tiene
Ny L = LyN.

Demostracion. Como M es un R-moédulo multiplicacién, existen ideales I, .J
de R tales que N = IM y L = JM. Entonces NyL = > {f(IM)|f €
Hom(M, L)} = IS {f(M)|f € Hom(M,L)} = I Try(L) = IL = I(JM) =
(IJ)M. Como R es conmutativo, entonces se tiene que ([J)M = (JI)M =
Ly N. Concluimos que Ny, L = Ly N. ]

Corolario 3.0.20. ([10], Corollary 1.5) Sean R un anillo conmutativoy M un R-
mdodulo multiplicacion. Si K, L, N son submddulos de M, entonces Ky (LyN) =
(Kp L)y N.
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Demostracion. Como M es un R médulo multiplicacién, entonces existen idea-
les I,Jy Bde Rtalesque N = IM,L = JM,K = BM. De la demos-
tracion en la Proposicién 3.0.19 se tiene Ny L = ([J)M,LyK = (JB)M.
Ast, (NuL)uK = 3 pyox JUIM) = 1T 3y i f(M) = 1JTry (K) =
IJK = (IJ)BM.

Por otro lado, Ny (LK) = > pnr, ik f(N) = X pnspyw JUM) =
sz:M_wMK f(M)=1ITry(JBM) = I(JB)M. Como (IJ)BM = I(JB)M,
concluimos (N L)y K = Ny (Ly K). O

Observacion 3.0.21. Si R es un anillo conmutativo, M es un R-mddulo multi-
plicacion N < M y {N;}ic; € A(M), entonces por las proposiciones 3.0.9(6) y
3.0.19 se tiene

Nar Y Ni=[>_NijuN =) (N, N) =D (N V).

iel iel iel iel
Una consecuencia de la Observacion 3.0.21 es la siguiente:

Proposicion 3.0.22. Sean R un anillo conmutativo y M un R-modulo multiplica-
cion. Si {N;}ier € A(M), entonces

([ Anna(N:) = Anny (> Ny).

il el

Demostracion. Sea {N;}ier C A(M) y consideremos N = )., N;. Como
N; < N para toda i € I, sucede que Anny (N) C Anny(N;) para toda
i € I. Por tanto, Anny(N) C (;e; Anna (V). Falta ver que (., Anna(N;) C
Annp (Y ,c; Ni). En efecto: (., Anny(N;) © Annpg(D o, Ns) siy solo si
Nicr Annar(Ni)]ar (32, Ni) = 0 por el inciso 4 de la Proposicion 3.0.9 si y s6-
losi) ;. ;[(NierAnnarN;)a N;] = 0 por la Observacion 3.0.21. Pero notemos que
Annpr(N;)uN; = 0 paratoda i € I. Por consiguiente, [(N;erAnny N;)a Vi) = 0
paracada ¢ € /. Entonces se cumple que ), [(NierAnnasN;) i N;] = 0. Asi que
Nicr Annar(N;) € Annar(D ;e Ni). O

Los resultados en la Proposicién 3.0.19 y en el Corolario 3.0.20 no son ciertos
en general.

Ejemplo 3.0.23. Consideremos el 7Z-médulo M = Z,~ para algiin p primo,
X = My N = Z, un submodulo propio de M. Puesto que N es un submo-
dulo totalmente invariante de M, entonces Ny X = Z,. Por otro lado, sabemos
que no existen Z-homomorfismos distintos de cero de M a cualquier submddulo

propio K no trivial. En particular, tenemos que Homg(Zy~, Z,) = 0. Entonces
Xy N = 0. Concluimos que Ny X # Xy N.
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El ejemplo anterior muestra que no se debe omitir cualquiera de la hipdtesis
de la Proposicion 3.0.19. En este caso, M = Z, no es un médulo multiplicacién.

El siguiente ejemplo ha sido tomado de ([6], Lemma 2.1):

Ejemplo 3.0.24. Si Z es el grupo aditivo de los enteros; y Q, el de los racionales,
entonces 0 = (ZoZ)oQ# Zy(ZoQ) = Q.

Notemos que la Proposicién 3.0.19 y el Corolario 3.0.20 siguen siendo ciertos
para algunos modulos multiplicacién sobre anillos con multiplicacién conmutati-
va de ideales (anillos no necesariamente conmutativos) como veremos en seguida.

Proposicion 3.0.25. Sean R un anillo con multiplicacion conmutativa de ideales y

M un R-mdédulo multiplicacion tal que genera a todos sus submodulos. Entonces
para cada N, L submodulos de M se tiene Ny L = Ly N.

Demostracion. Basta ver lo siguiente: sean N, L. < M. Como M es un médulo
multiplicacién y genera a sus submddulos, entonces N = [M y L = JM para
algunos I, J < Ry sucede que Ny,L = (IJ)M. El resto de la demostracién es
similar a la demostracién en 3.0.19. 0

Corolario 3.0.26. Sean R un anillo con multiplicacion conmutativa de ideales y
M un R-modulo multiplicacion tal que genera a todos sus submodulos. Si K, L, N
son submddulos de M, entonces Ky (LyyN) = (Kpy L)y N. N

Observacion 3.0.27. Si R un anillo con multiplicacion conmutativa de ideales y
M un R-médulo multiplicacion tal que genera a todos sus submodulos, entonces
por las proposiciones 3.0.9(6) y 3.0.25 se tiene

Ny Z N; = [Z Ni]uN = Z(N,;MN) - Z(NMNi).

En ([5], Proposition 5.5(a)), Beachy demuestra que el producto de R-mdédulos
definido en 2.1.7 coincide con el producto definido en 3.0.7 si M es proyectivo
en o[M]. Este resultado sigue siendo vdlido si cambiamos la hipétesis por M
casi-proyectivo. Para mostrar esto, necesitamos el siguiente lema:

Lema 3.0.28. Sea M € R-Mod casi-proyectivo. Si N, L < M, entonces
Ny (L/Ny L) = 0.

k
Demostracion. Seay € Ny(L/Ny(L)). Entonces y = Zfi(ni), donde f; €

i=1
Hompg(M,L/Ny(L)), n; € N parai € {1,2,--- ,k} con k € N. Primero,
observemos que para L, N < M obtenemos el siguiente diagrama:
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0—>NyL-——>1L L/NyL—=0

lid J P1

0—=NyL—2—+>M-">M/NyL—0

p p2

M/L—“~ M/L——0

0 0

Ademads, el siguiente diagrama conmutativo es un pullback:

L—"+>L/NyL——0

-

M "> M/NyL—0

J

0

Continuando con la demostracion del lema, como f; € Hompg(M, L/NyL), con-
sideramos el siguiente diagrama:

M

P

LLL/NML p1fi

)

M "> M/Ny L

gi

Como M es casi-proyectivo y o €s un epimorfismo, entonces existe g; : M —
M tal que p, fi = mog; paracadai € {1,2,---  k}.

Dado que el segundo diagrama es un pullback y mog; = p; f;, entonces por la
propiedad universal del pullback, existe un tnico morfismo ¢; : M — L tal que
m; = fiparacadai € {1,2,---  k}.

58



Y _
X
L—">L/NyL

NV

M " M/NyL

Por tanto, tenemos que ¢; € Hompg(M, L) para cada i y como n; € N, entonces

@i(n;) € Ny L para cada i. De donde, f;(n;) = mp;(n;) = m(pi(n;)) = 0 en
k

L/Ny L. En consecuencia, y = Z fi(n;) = 0en L/Ny L. Concluimos que
i=1

Nyr(L/Ny L) = 0.
0

Observacion 3.0.29. Lo anterior nos hace notar que si N € A(M), entonces la
restriccion de Ny(_) a la reticula A(M) se comporta como un radical cuando
tomamos M casi-proyectivo.

El resultado en ([5], Proposition 5.5) sigue siendo valido para un [2-mdédulo
M casi-proyectivo.

Proposicion 3.0.30. Sea M es casi-proyectivo. Si N, X < M, entonces
1. N-X = NyX:
2. N-(X/Y)=0siysdlosi N-X CY para cualquier Y C X;
3. Si N = Anny (X/Y), entonces Anny (X/(N - X)) = N para cualquier
Y C X.

Demostracion.

1. Siempre ocurre que Ny X = Z{f(N) | fe Homr(M,X)} C N - X.
Para la otra contencion, por el Lema 3.0.28, se tiene que Ny (X/Ny X) =0
para cualesquiera submddulos NV, X de M. Por el inciso 4 de la Proposicion
3.0.9 se tiene que f(IV) = 0 para cada f € Hompg(M, X /Ny X) siy s6lo
si N - (X/NpyX) =0, por el Lema 2.1.8. Pero por la Proposicién 2.1.10 se
sigue que N- X C Ny, X. Concluimos que N-X = N, X para cualesquiera
N, X < M.
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2. Si N - (X/Y) = 0, por la Proposicién 2.1.10 se tiene que N - X C Y. Por
otro lado, si N- X C Y, entonces Z{f(]\/') | f € Homgr(M,X)} C Y. Por
tanto, f(N) C Y paracada f € Homg(M,X).Seag € Homp(M,X/Y)
y usando un argumento similar de la demostracién del Lema 3.0.28, se tiene
el siguiente pulback:

M

g

—LX/Y  ng

T

MY

Como M es casi-proyectivo y 7y es un epimorfismo, entonces existe h :
M — M tal que p1g = msh.

Por la Propiedad universal del pullback, existe un tnico R-homomorfismo
p: M — X tal que T = g.

M g
XXy

N

M

MY

Entonces g(N) = m@(N) = m(e(N)) y como f(N) C Y para toda
f € Homg(M, X), entonces m1p(N) = m1(p(N)) = 0en X/Y. Se sigue
que g(N) = 0. Como g € Hompg(M, X/Y') es arbitraria, concluimos que
N-(X/Y)=0.

3. Supongamos que N = Ann (X/Y)ysea Anny (X/(N-X)) = A. Porel
inciso 2 se tiene que N - (X/(N-X)) = 0y asi, N C A. Por otro lado, como
A-(X/(N-X))=0,porelinciso2, A- X C N-X C Y. Nuevamente, por
inciso 2 se sigue que A - (X/Y) = 0. Por tanto, A C Anny (X/Y) = N.
Concluimos que Ann (X/(N - X)) = N.
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]

En ([1], pdg 186) y [41] se mencionan las clases de proyectividad e inyecti-
vidad, asi como los dominios de proyectividad e inyectividad. En ([1], pag 186)
denota a estas clases como sigue:

1. Z(M) es la clase de todos los médulos M -proyectivos.
2. Z(M) es laclase de todos los médulos M -inyectivos.

3. Para cualquier A € R-Mod, el dominio de proyectividad de A se define
como 1 (A) = {M € R-Mod | A es M-proyectivo}.

4. Para cualquier A € R-Mod, el dominio de inyectividad de A se define como

F1HA) ={M € R-Mod | A es M-inyectivo}.

Proposicion 3.0.31. ([1], Proposition 16.7) Sean M,U € R-Mod. Entonces las
siguientes condiciones son equivalentes:

1. U es M-proyectivo,

2. Para cualquier sucesion exacta corta (con M en medio)

0= KL ML NSO,

entonces la sucesion

0 — Homp(U, K) £ Homp(U, M) %> Homp(U,N) = 0

es exacta,

3. Para cualquier K < M, todo morfismo h : U — M /K, se factoriza através
del epimorfismo candnico i : M — M/K.

Definicion 3.0.32. Sea M € R-Mod. Un par (P, ) es una cubierta proyectiva
de M si P € R-Mod es proyectivo y el morfismo m : P — M es un epimorfismo
superfluo (es decir, Kerm es superfluo en P). Una cubierta m : P — M se dice
que es tinica salvo isomorfismo si cuando 7' : P’ — M es otra cubierta proyectiva
de M, entonces existe un isomorfismo o : P' — P tal que o = 7'.

Ejemplo 3.0.33.

1. Es claro que todo modulo proyectivo tiene cubierta proyectiva, digamos, él
mismo.
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2. Si (R, m) es un anillo local, entonces R junto con el epimorfismo candnico
R — R/m es una cubierta proyectiva para el médulo R/m.

3. No todo R-modulo tiene cubierta proyectiva ([1], Example 17.16 (2)).

Observacion 3.0.34. Recuerde que si {My}oca ¥ {Na}aca son familias en R-
Mod, ambas, indicadas por un mismo conjunto Ay sea {fo : My — Nytaca
una familia de R-homomorfismos, entonces es posible definir de manera natural
un morfismo [[, My — 11, Na, denotado por [] fo como sigue: (x4)aca —
(fa(xa))aca, el cual, hace conmutar el siguiente diagrama:

I1fa

Ha Ma Ha Na
M, —T N,

donde {], Mu, 7o} y {I1, Na, 7}, con m, y ml, proyecciones naturales, son los
respectivos productos directos de las familias {My}aeca ¥ {Nao}aca-

Similarmente, se define de manera natural un R-homomorfismo &M, —
BalNo como: (To)aca — (fo(Ta))aca (donde x, € M, y para casi toda o € A
xo = 0. También, f,(x,) € N4y para casi toda o € A, fo(xs) = 0) que hace
conmutar el diagrama:

@a MOC EBfa ®Oé N()é
M, —T N

donde {D_, Mo, i} y {D, Na,il}, con iy y i, inclusiones naturales, son las
respectivas sumas directas de las familias {My}oca ¥ {Na}taca-

Proposicion 3.0.35. Sean {M,}, {No}, {fataca, [[ fay ©fa como en el pd-

rrafo anterior. Entonces:

1. Ker (I], fo) = 1, Ker fo. Mas, aiin, f, es monomorfismo para cada
a € Asiysolosi]], fo es monomorfismo;

2. Im (I], fo) = 1, Im fo. Mas, aiin, f, es epimorfismo para cada o@ € A
si'y solo si [],, fa es epimorfismo;

3. Ker (@afa) = @, Ker fo; En consecuencia, f. es monomorfismo para
cada o € A siy solo si D, f, es monomorfismo;
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4. Im (Bafa) = B,Im f,. Consecuentemente, f, es epimorfismo para
cada o € A siy solo si D, fo es epimorfismo.

Demostracion. So6lo se demostrard 1y 2: 1: (24)aca € Ker (I],, fa) siy sélo si
I1, fa(za) = 0siy sélo si (fo(2a))aca = 0siy sélosi fo(z,) = 0 para toda
a € Asiysélosiz, € Ker f, paracadaa € Asiysélosi(z,) € [[, Ker fa.
2: (yo) € Im ([],, fa) siy sOlo si existe (z,) € [], fa tal que (fa(za)) =
[1, fa(za) = (ya) siy sélo si fo(xa) = yo paracada o € Asiy sélosiy, €
Im f, paracadac € Asiysolosi (yo) € [[, Im fa-
La demostracién de 3 y 4 es similar. [

Corolario 3.0.36. ([1], Corollary 16.5) Sea (U, )aca una familia de R-mddulos
indicada por un conjunto A. Si M, N R-modulos izquierdos, entonces existen
Z-isomorfismos Ny, NN,V Y VN tales que para cualquier R-homomorfismo | :
M — N, los siguientes diagramas conmutan en Z-Mod.:

Hompg(®U,, f)

Hompg(®oUy, M) Hompg(®,Uy, N)
M ULy
[L. Homp(Us, M) L1, Hom(Ua. 1) [L. Homgp(Us, N)
y
Homg(N, L, Us,) Homp(F 1 Us) I1.U.)
VN Vm
[ Homg(N, Uy) Lo Homa(f. Uo) [ Homg(M,U,)

Proposicion 3.0.37. Si {U,}.ca es una familia de R-mddulos tales que el R-
médulo @, U, es M-proyectivo, entonces U, es M-proyectivo para cada o € A.

Demostracion. Sea g : M — N — 0 un epimorfismo.
Para cada o € A, aplicamos el funtor Hompg(U,,_) al morfismo g y obtene-
mos
Gsa : Homp(Uy, M) — Hompg(U,, N).

Como @, U, es M-proyectivo, entonces
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g : Homp(ED Ua, M) — Homp(@ Ua, N) — 0

es un epimorfismo.
Por la Observacion 3.0.35 y el Corolario 3.0.36, tenemos el siguiente diagrma
conmutativo:

Hompg(®Uy, M) L Homgp(®Uy, N) ————— 0

Ui NN
o Gra
[, Homgp(Uy, M) L I, Homp(Uy, N) ——— 0

T by

Hompg(Uy, M) Hompg(U,, N)

donde 7,7/, son proyecciones candnicas, 7,7, 7y son tales que hacen conmu-
tar el cuadrado superior anterior y [[, g.. es inducido por las dos familias de
Z-médulos { Homgr (U, M) }aca Yy {Homgr(Us, N)}aca y son tales que hacen
conmutar el diagrama inferior anterior. Por caceria de diagramas, se cumple que
Jxe €S un epimorfismo para cada o« € A. Concluimos que U, es M -proyectivo
para cada o € A.

O

El reciproco de la Proposicion 3.0.37 también es cierta y se verd mds adelante.
El siguiente resultado caracteriza a todos los R-mddulos de proyectividad re-
lativa con cubierta proyectiva.

Lema 3.0.38. Sean A, N € R-mdodulos y supongamos que A tiene cubierta pro-
yectiva (P, m), donde m : P — A es un epimorfismo superfluo. Entonces A es
N-proyectivo si 'y solo si para todo homomorfismo ¢ : P — N, existe un homo-
morfismo ¢ : A — N tal que o = ¢. Equivalentemente, p(Ker ) = 0.

Demostracion. Supongamos que 7 : P — A es un epimorfismo superfluo. Sea
¢ : P — N un homomorfismo. Sea K = Ker m. Vamos a demostrar que ¢(K) =
0. Consideremos la proyeccién natural m,xy : N — N/p(K).

Como 7y yp(Ker m) = w0y p(K) = 0, es decir, Ker m C Ker (Tyx)¢)-
Por el teorema del factor existe un tnico homomorfismo @ : A — N/¢(K) tal
que hace conmutar el siguiente diagrama:
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P—% N

lﬂ j”w(K)

A—25 N/p(K) —=0

Como 7, es un epimorfismo y por hipétesis, A es N-proyectivo, entonces
existe un homomorfismo 3 : A — N tal que ¢ = 7 k). Seay := o —fm : P —
N. Entonces To(K)Y = WW(K)(QO — 57T) = Ty(K)P — W@(K)/BW = Ty(K)P — PT =
pr —pr = 0. Se sigue que y(P) C Kerm,k) = @(K). Ahora, afirmamos que
pr=¢.Sea X ={pe€ P| Br(p) = ¢(p)}. Dado p € P. Como (p — Bm)(P) =
v(P) C ¢(K), entonces existe k € K tal que ¢(p — k) — fm(p — k) = 0, pues
pm(k) = 0. Entonces p — k € X. En consecuencia, P = Kerm + X. Como
Kerm < P, entonces P = X y por tanto, (¢ — f7)(P) = 0. En particular,
(¢ — pm)(Kerm) = 0, es decir, ¢(Kerm) = 0. Por el teorema del factor, existe
un homomorfismo ¢’ : A — N tal que ¢'m = .

Reciprocamente, sea o : A — K un homomorfismoy g : N — K un epimor-
fismo. Por la proyectividad de P, existe un homomorfismo ¢’ : P — N tal que
hace conmutar el siguiente diagrama:

P—=A
b
N—>K—=0
es decir, o = g¢'. Aplicando la hipétesis, existe p : A — N tal que o =
¢'. En consecuencia, om = g¢’ = gpm. Como 7 es un epimorfismo, entonces

¢ = gp. Concluimos que A es N-proyectivo.
O]

Proposicion 3.0.39. ([41], [1], pag 186) Sean M, A € R-Mod. Entonces

1. P (M) es cerrada bajo formacion de sumas directas y sumandos directos.
2. J(M) es cerrada bajo formacion de productos directos y factores directos.

3. P “1(A) es cerrada bajo submédulos, imdgenes homomdrficas y formacion
de sumas directas finitas. Si A tiene cubierta proyectiva, entonces 2 ~'(A)
es cerrada bajo formacion de productos directos arbitrarios (por consi-
guiente, sumas directas arbitrarias).

4. 7Y A) es cerrada bajo submédulos, imdgenes homomdrficas y sumas di-
rectas arbitrarias.
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Demostracion.

1. Z(M) es cerrado bajo formacion de sumas directas: Sea {U,} C Z(M).
Seag: M — N — 0 un epimorfismo, por el inciso 3 de la Proposicion
3.0.31, es suficiente demostrar que

g« + Homp(P,Uss M) — Hompr(P, U, N) es un epimorfismo. En
efecto:

Sea g : M — N — 0 epimorfismo. Por hipétesis, g., : Homg(U,, M) —
Hompg(U,, N) — 0 es un Z-epimorfismo para cada o € A. Por la Observa-
cion 3.0.34 y el Corolario 3.0.36 se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

Hompg(®aUy, M) _ %= Homp(®oUy,, N)

Ui N

o Jxa
I, Homgp(Uy, M) L [, Homgr(Us, N)

~

Ta by

Hompg(Uy, M) Jra

Homg(Uy, N) ——— 0

Se sigue que

HHomR(Ua,g) = Hg*a : HHomR(Ua,M) — HHomR(Ua,N)

es un epimorfismo. Puesto que los morfismos 7,; y 7n son isomorfismos,
entonces se sigue que

Homp(EP Ua, M) = Homp(EP U, N)

es un epimorfismo. Concluimos que €, U, es un M-proyectivo.

P (M) es cerrada bajo sumandos directos: Sea P = K & L, donde P es
M -proyectivo. Es fécil ver que si P = P’ entonces P es M-proyectivo
si y s6lo si P' es M-proyectivo. Asi que, si P es M-proyectivo, entonces
K & L es M-proyectivo y por la Proposicion 3.0.37 se sigue que K 'y L son
M -proyectivos.

66



2. Se demuestra de manera dual al inciso 1.

3. & ~1(A) es cerrado bajo submédulos e imdgenes homomorficas: Sean M €
P ~Y(A)y N < M. Consideremos la sucesion exacta corta:

0NL ML M/N=0

Sih: M/N — N — 0 es un epimorfismo y como A es M-proyectivo
y hg un epimorfismo, entonces h.g. = (hg). es epimorfismo. Entonces
h, es epimorfismo. Por el inciso 2 de la Proposicién 3.0.31, se sigue que
M/N € 271(A).

Ahora, sea K < N. Entonces consideremos el siguiente diagrama conmu-
tativo con renglones y ultima columna exactas:

0

|

0 N M M/N — 0

w| o]

0— NK-—M/K— M/N—0

| | |

0 0 0

Aplicando el funtor Hompg(A, _) al diagrama anterior, resulta:

0 — Hompg(A,N) —— Hompg(A, M) — Hompg(A, M/N) — 0

<7TK>*\L l

0— Homg(A,N/K) — Homgr(A, M/K) — Hompg(
!
0

Como los funtores preservan isomorfismos, el tercer renglon es exacto y por
hipétesis, A es M-proyectivo, entonces el renglon de en medio, es exacto.
Nuevamente, por caceria de diagramas, (7x ). es un epimorfismo. Por el
inciso 3 de la Proposicion 3.0.31 se sigue que N € 2271(A).
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P~1(A) es cerrado bajo sumas directas finitas: Basta demostrar que &2 !(A)
es cerrado bajo sumas directas finitas con dos sumandos. En efecto: sean
Ni, Ny € Z271(A). Sea K < N; & N,. Entonces obtenemos el siguiente
diagrama conmutativo con renglones y columnas exactas:

T
0 N —" N @A, 2 N, 0
! Tk | !
0= (N1 + K)/K = (N, @ No) /K — (N1 @ No)/(Ny + K) = 0

! ! !
0 0 0

donde 7; es una inclusion natural y 75 es una proyeccidn natural, respecti-
vamente.

Aplicando Hompg(A, _) al diagrama anterior, se tiene

0 — Hompg(A,N1) — Hompg(A, Ny & No) — Hompg(A, Ny) — 0

! (7)o !

0+ Hompg(A, X25) — Homp(A, %) — Homp(A, 21882 5
l !
0 0

K Ni1+K

Notemos que la primera y tercera columna son exactas ya que Ny, Ny €
P~1(A). Por caceria de diagramas se sigue que (7). €s un epimorfismo.
Por el inciso 3 de la Proposicién 3.0.31 se sigue que Ny & N, € 2271(A).
Concluimos que 227 (A) es cerrada bajo sumas directas finitas.

P71(A) es cerrada bajo productos directos arbitrarios si A tiene cubierta
proyectiva: Sea {N,}aca € 2 1(A). Supongamos que P — A es un
epimorfismo esencial. Sean [[ ., No — L — 0 un epimorfismo y f :
A — L un homomorfismo. Como P es proyectivo, entonces P es [ [, No-
proyectivo, entonces existe un homomorfismo & : P — [],, IV, tal que hace
conmutar el siguiente diagrama:

P

h/ oA

f
[1,No—2>L—=0



Sean g : [ [, Vo — 7p las proyecciones candnicas para cada 5 € A. Como
A es N,-proyectivo para cada § € A, por el Lema 3.0.38, se tiene que
mgh(Kerm) = 0, para cada § € A. Asi que h(Kerm) = 0 por el teorema
del factor, existe un homomorfismo ¢ : A — [, N, tal que o = h.
Por consiguiente, fm = gh = gem. Como 7 es un epimorfismo, entonces
f = gy, es decir, conmuta el siguiente diagrama:

b

[1,No—2>L—=0

Concluimos que [, N, € 2 1(A), es decir, ~1(A) es cerrada bajo pro-
ductos directos arbitrarios. Y por consiguiente, cerrada bajo sumas directas
arbitrarias.

4. Se demuestra de manera dual al inciso 3.
O]

Si M es proyectivo en o[M], de([5], Proposition 5.6) se tiene que el producto
de R-médulos definido en 2.1.7 es asociativo. En ([28], Remark 4.2 (2)), los au-
tores demuestran que para un R-médulo M proyectivo en o[M], el producto en
2.1.7 cumple que K (Y ,c; Xi) = > ,c; (K X;) para toda familia dirigida de
submédulos {X; | i € I} de M. En virtud del inciso 3 de la Proposicién 3.0.39,
si M es casi-proyectivo, y ademas, &2~ !(M) es cerrada bajo formacién de sumas
directas arbitrarias, entonces se tiene lo siguiente:

Proposicion 3.0.40. Supongamos que M es casi-proyectivoy P~ (M) es cerra-
do bajo formacion de sumas directas arbitrarias. Entonces:

1. K-(N-X)=(K-N)- X para cualesquiera K, N, X < M;
2. Kn(Doier Xi) = X/ (KMX;) para cualquier familia dirigida
{Xi|iel} € AM).
Demostracion.

1. Supongamos que M es casi-proyectivo y &1 (M) es cerrado bajo forma-
cion de sumas directas arbitrarias. Por el inciso 1 de la Proposicién 3.0.28
sabemos que el producto definido en 2.1.7 y el producto definido en 3.0.7
coinciden. Seaz € K-(N-X) C (K-N)-X, por hipétesis, z = > | fim;
con f; € Homgr(M, N - X))y m; € K. Basta ver el comportamiento sobre
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unos de los f; € Homg(M,N - X)y m; € K en cuestidn, es decir, sea
f=fiym=m;paraalgin: € {1,2,...,n}. Sea I = Hompg(M, X).
Por la propiedad universal de la suma directa, existe un R-homomorfismo
de h: M) — X que hace conmutar el siguiente diagrama:

Si g es la restriccién de h a NO) | entonces en tal caso, Im g = N - X. Como
M e P Y M)y P (M) es cerrada bajo sumas directas arbitrarias, en
particular, M) € 2~1(M). Como N < My &~ (M) es cerrada bajo
submédulos, se sigue que NU) € 221 (M), es decir, M es N!)-proyectivo.
Asf existe un morfismo f : M — N tal que gf = f. Entonces f(m) =

> j—1 Aji(f(m)), para algunas poyecciones e inclusiones naturales: ; :
M®D — M X\;: M — MY, Observe que 7;f(m) : M — M, para cada j,
con7;f(M) C N.Puesto que m € K, entonces 7; f(m) € KyyN = K - N.
Entonces, h\; : M — X,y por consiguiente, h\;7;f(m) € h\;(K - N),
lo cual implica que h\;m; f(m) € (K - N) - X. En consecuencia, f(m) =
hf(m) = 327 hAjm; f(m), es decir, f(m) € (K - N) - X. Comom € K
es algiin m; y f € Hompg(M,N - X), algin f; para algin 7. Por tanto,
r=> ., fim € (K-N)-X.Concluimos que K - (N-X) C (K-N)-X.

La contencion (K - N)- X C K - (N - X) es facil de ver.
2. Es similar a la demostracién en ([28], Remark 4.2 (2)).
[

Una consecuencia de la Proposicion 3.0.30 que notamos cuando M es un mé6-
dulo casi-proyectivo es lo siguiente:

Corolario 3.0.41. Sea M es un R-modulo casi-proyectivo. Si N - X = 0, entonces
N - f(X) = 0 para cualquier imagen homomérfica f(X) de X y cualesquiera
N, X < M.

Demostracion. Sean N, X < M, f : X — L. Supongamos N - X = 0. Sea
h : M — f(X). Como M es casi-proyectivo y su dominio de proyectividad
es cerrado bajo submddulos, entonces X es M -proyectivo y por tanto, existe un
morfismo g : M — X tal que hace conmutan el siguiente diagrama:
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M
_
X f(x)—o0

es decir, existe un morfismo g : M — X tal fg = h. Por tanto, 0 = fg(N) =
h(N). Se sigue que h(N) = 0 para toda h € Homg(M, f(X)). Concluimos que

N F(X) =
[

Por otro lado, vamos a demostrar que para médulos multiplicacion sobre ani-
llos conmutativos, el resultado en ([5], Proposition 5.5) sigue siendo vélido.

El siguiente resultado serd vital para demostrar que si M un R-médulo mul-
tiplicacion, entonces los productos (_)as(_) y (_) - (_) coinciden cuando nos res-
tringimos a la reticula A(M).

Lema 3.0.42. Sean R un anillo conmutativo’y M un R-médulo multiplicacion. Si
N, L < M, entonces Ny (L/Ny L) = 0.

Demostracion. Sean N, L < M. Como M es un médulo multiplicacién, entonces
N = 1IMy L = JM para algunos ideales I, J de R. Ahora,

w(L/NyL) =Y {f(N)| f € Homp(M, L/NyL)}
=> {fUM)|f € Homp(M,L/Ny L)}
=1 {f(M)|f € Homp(M,L/NyL)}
< I(L/NumL)
— I(JM/(1J)M).

Y ademds, I(JM/(IJ)M) = 0 pues: sea x + (IJ)M € JM/(IJ)M. Si
a € I, entonces ax + (IJ)M = (IJ)M. Concluimos que Ny;(L/NyL) = 0
como se queria. [

Proposicion 3.0.43. Sean R un anillo conmutativo y M un R-mddulo multiplica-
cion. Si N, X < M, entonces

1. N-X = Ny X
2. N-(X/Y)=0siysdlosi N -X CY para cualquier Y C X;

3. Si N = Anny(X/Y), entonces Annpy(X/N - X) = N para cualquier
Y C X.
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Demostracion.

1. Recordemos que siempre sucede Ny X C N - X. Para ver la otra con-
tencién, por el Lema 3.0.42 tenemos que Ny, (X/NyX) = 0, y por tanto,
f(N)=0paratoda f € Homp(M, X/NyX)siysolosi N-(X/NyX) =
0, y esto implicaque N - X C N, X por la Proposicién 2.1.10. Concluimos
que N - X = Ny X.

2. Supongamos que N - (X/Y) = 0. Por la Proposicién 2.1.10 se sigue que
N - X C Y. Por otro lado, si se cumple que NV - X C Y, entonces por el
inciso anterior Ny; X C Y. Como M es un médulo multiplicacion, entonces
existen ideales I, Jy K de Rtalesque N = IM, X = JMyY = KM.
Queremos ver que N - (X/Y) = 0. Observemos que, por un argumento
similar en la demostracién del Lema 3.0.42, se tiene que N - (X/Y) <
I(JM/KM)y afirmamos que I(JM /K M) = 0. En efecto: consideremos
x+KM e JM/KM.Sia € I,entonces a(x+KM) =ar+KM = KM
pues ax € I(JM) = (IJ)M C KM. Por consiguiente, N - (X/Y) =0
como se queria.

3. La demostracién es similar al inciso 3 de la Proposicién 3.0.30 pero cam-
biando la hipétesis a M un R-mddulo multiplicacion.

]

Corolario 3.0.44. Si R es un anillo conmutativoy M es un R-modulo multiplica-
cion, entonces para cualesquiera N, K, L < M sucede que:

I.N-K=K-N;
2. N-(K-L)=(N-K)- L.

Demostracion. Los incisos 1 y 2 se siguen de las proposiciones 3.0.19, 3.0.20 y
del inciso 1 de la Proposicién 3.0.43. [

3.1. Moédulos multiplicacion sobre anillos invarian-
tes izquierdos con multiplicacion conmutativa
de ideales

En esta capitulo presentamos algunos resultados de moédulos multiplicacion
sobre anillos ? invariantes izquierdos (todo ideal izquierdo de R es ideal bilate-
ral) con multiplicacién conmutativa de ideales no conmutativos. No todo anillo
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invariante izquierdo con multiplicacién conmutativo de ideales es conmutativo,
por ejemplo, si R es un anillo no conmutativo con division, entonces él mismo
es un ejemplo de un anillo con multiplicaciéon conmutativa de ideales izquierdos
(derechos), mds aun, es invariante izquierdo (derecho), pues: [ = RI = IR para
cualquier ideal izquierdo [ de R.

P. Smith, en [37] hace un andlisis exhaustivo acerca de las propiedades de cier-
tos morfismos de orden entre la reticula completa de ideales de un anillo conmu-
tativo R y la reticula completa de submdédulos de un [2-mdédulo izquierdo M. En
particular, determina cudndo estos son morfismos de reticulas y mas atn, cudndo
son isomorfas. En particular, existe un par de funciones que es relevante en [37] y
que es de suma importancia en este trabajo como veremos a continuacion.

Definicion 3.1.1. Sean R un anilloy M un R-médulo. Considere la reticula A(R)
de todos los ideales del anillo Ry la reticula A(M) de todos los submddulos del
mddulo M. Se define la funcion X\ : A(R) — A(M) tal que \(I) = IM, para
cada I < R. Por otro lado, se define p : A(M) — A(R) como sigue: para cada
N < M se tiene que 1f(N) = (N :p M) = Anng(M/N).

A(R) _— A(M)

n

Observacion 3.1.2. La pareja (\, p) forma una conexion de Galois isétona de
copos pues es claro que:

1. Para cualesquiera I, J < R tales que I < J implica que \(I) < \(J);
2. Para cualesquiera L, N € A(M) con L < N sucede que j1(L) < j(N);
3. Para cadaideal I de R, I C (IM :gp M) = pA(I);

4. Para cada submddulo N de M, se tiene que A\iy(N) = (N :g M)M C N.

Observacion 3.1.3. Sean R un anillo y M un R-mddulo. La funcion )\ definida
como en la Definicion 3.1.1 preserva supremos arbitrarios, es decir, para cua-
lesquiera ideales 1,J < R, se tiene que \(I V J) = AI) V \(J). Asi que,
A A(R) — A(M) es un morfismo de reticulas siy sélo si \(INJ) = AN(I)AA(J)
para cualesquiera I, J < R.

Cuando R es un anillo conmutativo, en virtud de la observacion 3.1.3, para la
clase constituida por R-médulos multiplicacién que son fieles, observamos que el
morfismo A de la Definicién 3.1.1 es un morfismo de reticulas.
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Teorema 3.1.4. ([37], Theorem 2.12) Sea R un anillo conmutativo. Supongamos
que )\ es como en la Definicion 3.1.1. Si M es un R-modulo multiplicacion fiel,
entonces \ es un morfismo de reticulas. O

También en [37], el autor demuestra que A es isomorfismo de reticulas si y s6lo
si M es un R-mddulo multiplicacién fiel finitamente generado ([37], Theorem
4.3). En tal caso, A\ y el morfismo de copos o : A(M) — A(R) dado por u(N) =
Anng(M/N) es isomorfismo. En tal caso, son inversas una de la otra.

Teorema 3.1.5. ([37], Theorem 4.3) Sea R un anillo conmutativo y M un R-
modulo. Supongamos que X'y . son como en la Definicion 3.1.1. Entonces las
siguientes condiciones son equivalentes:

1. La funcion X : A(R) — A(M) es un isomorfismo de reticulas;

2. La funcion p : AN(M) — A(R) es un isomorfismo de reticulas;

3. M es un R-médulo multiplicaciony B = (BM :r M) para cada B < R;
4. M es R-modulo multiplicacion fiel finitamente generado.

O

El Teorema 3.1.5 nos indica que existe una correspondencia biunivoca entre
los ideales de un anillo conmutativo R y los submddulos de un 2-médulo multi-
plicacion fiel finitamente generado.

Hemos notado que para un anillo conmutativo R, M un R-mdédulo multiplica-
cién y (A, ) la conexion de Galois como antes, es posible estudiar los elementos
de A(R) que quedan fijados por el operador pX y los elementos de A(M) que
quedan fijados por el operador Ay

Lema 3.1.6. Sean R un anillo conmutativo, M un R-mddulo multiplicacion y
(A, 1) como en la Observacion 3.1.2. Para cada X < M,

1.- Xmanda Anng(X) en Anny (X).
2.- pwmanda Anny(X) en Anng(X).
Demostracion. Sea X < M.

1.- Consideremos Anng(X) < R. Note que Anng(X) = Anng(Try(X)) =
Anng(M/Anny (X)), donde la primera igualdad se justifica por el Lema
3.0.18; y la segunda, por el inciso 3 de la Proposicién 2.1.25. Por consi-
guiente,

= Anng(M/Anny (X))M = Anny(X).
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2.- Consideremos Anny;(X) < M. Entonces
pu(Anny (X)) = Anng(M/Anny (X)) = Anng(Try(X) = Anng(X),

donde las dos ultimas igualdades suceden por el inciso 3 de la Proposicion
2.1.25 y el Lema 3.0.18, respectivamente.

O

Como consecuencia, sabemos cudles son los puntos fijos en la conexion de
Galois en cuestion.

Teorema 3.1.7. Sean R un anillo conmutativo, M un R-médulo multiplicacion y
(A, 1) como en la Observacion 3.1.2. Entonces:

w uNI) =1 < Rsiysolosil = Anng(X), donde X € AN(M);
» Mu(N) =N < M siysolosi N = Anny (X)), donde X € A(M).

Corolario 3.1.8. Sean R un anillo conmutativo, M un R-modulo multiplicacion
y (A, ) como en la Observacion 3.1.2. Entonces (\, ) induce un isomorfismo de
reticulas:

{Anng(X) | X e A(M)} =1Im ui]mx\ = {Anny(X) | X € A(M)},

I

es decir, la conexion de Galois (\, i) es un isomorfismo de reticulas si'y sélo si
Imp = A(R)y ImA = A(M).

El Corolario 3.1.8 nos dice bajo qué condiciones la pareja (A, 1) es un isomor-
fismo de reticulas en términos de sus respectivos puntos fijos.

Definicion 3.1.9. Sean R un anillo invariante izquierdo (todos los ideales izquier-
dos de R son bilaterales) con multiplicacion conmutativa de ideales, sean M un
R-médulo y (M) = Anng(M). Sean A(R/r(M)) la reticula de todos los idea-
les J/r(M) del anillo R/r(M) y A(M) la reticula de todos los submddulos de
M. Definimos ¢ : AN(R/r(M)) — A(M) tal que o(I/r(M)) = IM para cada
ideal I/r(M) de R/r(M). Por otro lado, definamos v : A(M) — A(R/r(M))
como Y(N) = Anng(M/N)/r(M) para cada N < M (Observemos que para
cada N < M, se tiene que r(M) C Anngr(M/N)).

Observacion 3.1.10. Es claro que las funciones ¢ y 1) forman una conexion de
Galois isétona, es decir, a) p y ¢ preservan orden, b) 1 < g yc) pb < 1.

Los siguientes resultados son una version andloga a los resultados en 3.1.8 y
3.1.7, respectivamente.
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Teorema 3.1.11. Sean R un anillo invariante izquierdo con multiplicacion con-
mutativa de ideales, M un R-mddulo multiplicacion fiel tal que genera a todos
sus submddulos, y (¢, 1)) la conexion de Galois como en la observacion 3.1.10.
Entonces:

» Yp(I)=1< Rsiysdlosil =Anng(X), donde X € A(M);
» oi)(N) =N < M siysdlosi N = Anny (X), donde X € A(M).
Demostracion. La demostracion es similar a la del Teorema 3.1.7. O]

Corolario 3.1.12. Sean R un anillo invariante izquierdo con multiplicacion con-
mutativa de ideales, M un R-mdédulo multiplicacion fiel tal que genera a todos
sus submodulos, y (p, ) la conexion de Galois como en la observacion 3.1.10.
Entonces (@, 1) induce un isomorfismo de reticulas:

{Anng(X) | X € A(M)} :]mwilmgp ={Anny(X) | X € A(M)},

es decir, la conexion de Galois (p, 1)) es un isomorfismo de reticulas si 'y solo si
Imyp = A(R) y Imp = A(M).

Demostracion. La demostracion es similar a la del Corolario 3.1.8. ]

Observacion 3.1.13. Dados R un anillo, M un R-modulo. Sean X\ y pn como en
la Definicion 3.1.1 'y ¢ y 1 como en la Definicion 3.1.9 y (M) = Anng(M).
Entonces el epimorfismo candnico 7 : R — R/r(M) induce el morfismo T :
A(R) — A(R/r(M)) y es tal que hace conmutar los siguientes diagramas:

A(R) —"= A(R/r(M)) A(R) —= A(R/r(M))

p < | A7

A(M) A(M)

Observacion 3.1.14. En general, las funciones @ y 1) no necesariamente son mor-
fismos de reticulas. Sin embargo, si suponemos que M es un modulo multiplica-
cion sobre un anillo R invariante izquierdo con multiplicacion conmutativa de
ideales, entonces: a) ¢ es suprayectiva; b) ¢ preserva infimos por ([43], Theorem
4.3). En consecuencia, p es un morfismo de reticulas, mds atin, p es un isomorfis-
mo de copos si 'y solo si M es un R-modulo multiplicacion finitamente generado
por ([43], Theorem 4.10). En tal caso, p y 1 son inversas una de la otra.
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En virtud de la observacion 3.1.13, si #(M) # 0, la pareja (A, 1) se factori-
za através de la pareja (o, ). En otro caso, A = ¢y u = 1. En cualquiera de
las situaciones anteriores, bajo ciertas condiciones, algunos resultados para mo-
dulos multiplicacién sobre anillos conmutativos expuestos anteriormente también
son ciertos sobre un anillo invariante izquierdo con multiplicacién conmutativa de
ideales como veremos mds adelante.

Teorema 3.1.15. Sea R un anillo invariante izquierdo con multiplicacion conmu-
tativa de ideales. Sea M un R-modulo multiplicacion distinto de cero. Entonces:

1. Todo submodulo propio de M estd contenido en un submodulo mdximo de
M.

Y

2. K es un submodulo mdximo de M siy solo si existe un ideal mdximo P de

R tal que K = PM # M.

Demostracion.

1. Por ([43], Theorem 4.15) se tiene que el radical de Jacobson J(M) de M
es un submédulo superfluo de M. Sabemos que si J(M) es superfluo en M
implica que todo submdédulo propio de M estd contenido en un submédulo
maximo de M.

2. Por ([43], Note 1.10) se tiene que si P es un ideal maximo tal que PM #
M, entonces PM es un submédulo médximo de M. Reciprocamente, sea
K < M submédulo maximo. Entonces M /K es simple. Considere () =
Anny(M/K). Entonces ) es un ideal maximo de R y es tal que K =
Anng(M/K)M = QM.

3.2. Moédulos multiplicacion sobre anillos locales uni-
seriales

En esta parte vamos a estudiar a los mdédulos multiplicacién sobre otra clase
de anillos que no necesariamente son conmutativos: anillos locales uniseriales.
En la literatura, existen diversas definiciones de un anillo uniserial. Esta nocién
ha sido estudiada por Nakayama, G. Puniski, C. Faith, G. Kéthe, K. Assano, entre
otros. En este trabajo, un anillo local uniserial R es un anillo artiniano uniserial de
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ideales principales, donde uniserial significa que la reticula de ideales de R forma
una cadena.

Recientemente, en [19], R. Ferndndez y S. Gavito han descrito detalladamente
la reticula de prerradicales sobre cualquier anillo local uniserial. Un ejemplo muy
conocido de anillo local uniserial es: Z,~» con p primo y algunan > 1.

También en [19], los autores presentan las siguientes dos consecuencias de
anillos locales uniseriales:

Proposicion 3.2.1. ([19], Corollary 3.1) Para cualquier anillo local uniserial con
longitud n, la reticula de ideales izquierdos (y de ideales derechos) es una cadena
finita de la forma

0O=J"<J"l'<...<J*<J<R, (3.1)
donde J es el radical de Jacobson del anillo R.

En ([19], Corollary 3.1), los autores observan que esta cadena es la tinica serie
de composicion (cuya longitud es n) para pr Ry Rp.

Proposicion 3.2.2. ([19], Corollary 3.2) Sea R un anillo local uniserial. Entonces

todo R-modulo izquierdo (y derecho) es isomorfo a una suma directa de ideales
de R.

Observacion 3.2.3. De hecho, en la demostracion de ([19], Corollary 3.2), los
autores notaron que es suficiente demostrar que todo modulo ciclico izquierdo
sobre un anillo local uniserial R es isomorfo a un ideal del anillo R, esto es
debido a que todo anillo local uniserial es un anillo de Kothe [22] (un anillo de
Kothe es un anillo R tal que cada R-médulo izquierdo y derecho es una suma
directa de submodulos ciclicos).

Observacion 3.2.4. Todo ideal izquierdo (derecho) de un anillo local uniserial es
ideal derecho (izquierdo). No necesariamente los anillos locales uniseriales son
conmutativos.

En ([45], pag 312), W. Xue exhibe un ejemplo de anillo local uniserial no
conmutativo con longitud de composicion n = 3 :

Sean F un campo y K = F(X) el campo de funciones racionales sobre F
con derivada formal (). Consideremos

R=Kx K x K.

como grupo abeliano. Ahora, sean (ky, ks, k3), (I1,12,13) € R, definimos un pro-
ducto en R como sigue:

(]{31, ]{?2, ]{33)([1, lg, 13) = (k‘lll, k’llg + k’Qll, kll3 + k?glg + ]{33[1 —l— k‘lllg)
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Es claro que R es un anillo no conmutativo. Por otra parte, observe que los
unicos ideales (bilaterales) no triviales del anillo R son:

I = {(0, ko, k3) | ko, ks € K} = ((0, X, X))

I = {<0707k3) ‘ ks € K} = <<0707X>>

Ademds, R/I; es conmutativo.

Finalmente, observe que la reticula de R forma una cadena:
0=L<I5L<I5 <R

Observacion 3.2.5. Es claro que en un anillo local uniserial la multiplicacion de
ideales es conmutativa. En consecuencia, todo anillo local uniserial es un anillo
invariante izquierdo con multiplicacion conmutativa de ideales.

Observacion 3.2.6. Si R es un anillo local uniserial, entonces es claro que todo
ideal izquierdo de Ry R mismo son modulos multiplicacion izquierdos.

Proposicion 3.2.7. Sea R un anillo con multiplicacion conmutativa de ideales e
I unideal de R tal que I C J, donde J es el radical de Jacobson del anillo Ry
M es un R-modulo multiplicacion. Entonces IM = M implica que M = 0.

Demostracion. Seax € M. Considere Rz < M. Como M es médulo multiplica-
cion, entonces Rxr = K M para algin ideal K de R. Ahora

Iz =I(KM)=(IK)M = (KI)M = K(IM) = KM = Rux.

Entonces (1—m)z = 0 paraalgiinm € I C J.Pero 1—m € R*. En consecuencia,
x=0.
[l

Corolario 3.2.8. Si R es un anillo local uniserial con J el radical de Jacobson de
Ry M es un R-modulo multiplicacion distinto de cero, entonces JM # M.

En ([4], Proposition 4), Barnard demuestra que todo médulo multiplicacién
sobre un anillo conmutativo semi-local R es un médulo ciclico. Sin embargo, he-
mos notado que este resultado en cuestion sigue siendo vélido para anillos locales
con multiplicacién conmutativa de ideales (un anillo no necesariamente conmu-
tativo). Por otro lado, en ([43], Proposition 3.1), Tuganbaev demuestra que en un
anillo invariante izquierdo, todo médulo ciclico es un médulo multiplicacidn.

En virtud de lo mencionado en el parrafo anterior y de la Proposicién 3.2.7 se
tiene lo siguiente:
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Proposicion 3.2.9. Sean R un anillo local invariante izquierdo con multiplicacion
conmutativa de ideales y M € R-Mod distinto de cero. Entonces M es un médulo
multiplicacion si y solo si M es ciclico.

Corolario 3.2.10. Sean R un anillo local uniserial y M € R-Mod distinto de
cero. Entonces M es un modulo multiplicacion si y solo si M es ciclico.

El siguiente resultado se sigue de la Observacion 3.2.3 y del Corolario 3.2.10.

Proposicion 3.2.11. Sean R es un anillo local uniserial con longitud de compo-
sicionn > 1y M un R-médulo multiplicacion distinto de cero. Entonces

M =
para algin s € {1,2,...,n — 1,n}, donde I; := J"°y J es el radical de
Jacobson del anillo R. Si ademds M es fiel, resulta que

M= R.

El resultado en la Proposicion 3.2.11 es muy significativo pues indica como
son los médulos multiplicacién distintos de cero sobre cualquier anillo local uni-
serial y tiene algunas consecuencias inmediatas como vemos a continuacion.

Corolario 3.2.12. Los tinicos modulos multiplicacion (salvo isomorfismo) distin-
tos de cero sobre cualquier anillo local uniserial R son los ideales del anillo R y
el mismo.

Demostracion. Se sigue de la observacion 3.2.6 y de la Proposicion 3.2.11. [
Sea R un anillo local uniserial. Dado M un R-moédulo multiplicacion, pode-
mos considerar su clase de isomorfismo de médulos multiplicacion:
[M] ={X | X es un R-médulo multiplicaciéony X = M}
En virtud de la Proposicion 3.2.11, se tiene el siguiente resultado:

Corolario 3.2.13. Las clases de isomorfismo de R-modulos multiplicacion for-
man un conjunto.

Mas atn, se puede elegir un representante de cada clase de isomorfismo y asi
obtener un conjunto finito, completo e irredundante.

Corolario 3.2.14. Si R es un anillo local uniserial con longitud de composicion
n > 1, entonces existe un conjunto de cardinalidad n, completo e irredundante.

Finalmente, de ([19], Proposition 6.3) y de la Proposicién 3.2.11, se sigue que
para cualquier médulo multiplicacion distinto de cero y fiel sobre cualquier anillo
local uniserial R, A(M) = A(R). Mas atn, A(M) estd en correspondencia con
los radicales en R-pr.
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Capitulo 4

Modulos Primos y Semiprimos

En esta seccién introducimos los conceptos de (sub)mddulos primos y semi-
primos definidos en [30] y en [34], respectivamente. Presentamos algunas propie-
dades de estos mddulos y caracterizamos los submoédulos primos (semiprimos) de
un moédulo: a) casi-proyectivo; b) multiplicacion sobre cualquier anillo invariante
izquierdo con multiplicacién conmutativa de ideales.

Motivados en la definicién de radical v/7 de un ideal I de un anillo conmuta-
tivo R, también existe una versién analoga en médulos: se define el radical v N
de un submoédulo totalmente invariante de un médulo M ([10], Definition 2.15).

Uno de los resultados mas importantes de esta seccion es demostrar que para
cualquier médulo multiplicacién M sobre cualquier anillo R invariante izquierdo
con multiplicacién conmutativa de ideales, al igual que en el caso conmutativo
estudiado por J. Castro et al en [10], se tiene, bajo ciertas condiciones, una co-
rrespondencia biunivoca entre los ideales primos (resp. semiprimos) de R y los
submddulos primos (resp. semiprimos) de M.

Definicién 4.0.1. ([30], Definition 11) Sean M € R-Mody P C M un submd-
dulo totalmente invariante. Decimos que P es un submodulo primo de M si para
cualesquiera K, L submodulos totalmente invariantes de M tales que KL < P
se tiene que K C Po L C P.

Decimos que M es un modulo primo si el submodulo O es submodulo primo
de M.

Definicion 4.0.2. Dado un R-modulo M definimos el siguiente conjunto de sub-
modulos de M

Spec(M) = {K <;; M | K es un submédulo primo de M }.

Observacion 4.0.3. Si M = R, entonces la Definicion 4.0.1 y la definicion de
ideal primo de R coinciden.
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Proposicion 4.0.4. ([9], Proposition 1.13) Sea M € R-Mod. Supongamos que
M genera a todos sus submodulos totalmente invariantes. Si N es un submodulo
mdximo totalmente invariante de M, entonces N es un submodulo primo de M.

]

Corolario 4.0.5. Sean R un anillo conmutativo y M un R-modulo multiplicacion.
Si N es un submodulo mdximo de M, entonces N es submodulo primo de M.

Demostracion. Como M es un R-mdédulo multiplicacién, entonces por el Lema
3.0.18 M genera a todos sus submédulos. Por la Proposicion 4.0.4, se sigue que
todo submédulo maximo de N es submddulo primo de M. [

Lema 4.0.6. ([10], Lemma 2.3) Sean R un anillo, M € R-Mody N C M un
submddulo totalmente invariante de M. Si N es un submédulo de K tal que K /N
es un submddulo totalmente invariante de M /N, entonces K es un submddulo
totalmente invariante de M.

Demostracion. Sea ¢ € End(M). Como ¢(N) < N, entonces ¢ induce el
endomorfismo: ¢: M /N — M/N definida por ¢(m + N) = ¢(m) + N

Vm € M. Como K /N es un submédulo totalmente invariante de M /N, entonces
@(K/N) < K/N. Se sigue que p(K) < K + N = K. Por tanto p(K) < K. Se
concluye K es submddulo totalmente invariante de M. 0
Lema 4.0.7. [30] Sean R un anillo, M € R-Mod casi-proyectivo y K un submo-
dulo totalmente invariante de M. Si N es un submodulo de M, entonces % es

un submdédulo totalmente invariante de M /N.

Lema 4.0.8. Sea M un R-mddulo casi-proyectivo. Si N, K, L, P son submédulos
totalmente invariantes de M tales que N C K, N C L,y N C P, entonces
(K/N)yn(L/N) C P/N siy solo si Ky L C P. En particular, si N = P,
entonces (K/N)yn(L/N) = 0siysdlosi Ky L C N.

Demostracion. Supongamos que (K/N)yn(L/N) € P/N.Sea f : M — L
cualquiera. Consideremos 7 f : M — L/N,donde 7 : L — L/N es la proyeccién
natural. Como N <;; M, entonces 7 f(/N) = 0. Por tanto, se induce el siguiente
morfismo: f : M/N — L/N definido como f(x + N) = f(x) + N. Es claro que
estd bien definida y es R-homomorfismo de médulos. Por hipétesis se sigue que
f(K/N) C P/N, esdecir, f(x + N) = f(r) + N € P/N paratodar € K. Asi,
f(K) C P. Por consiguiente, K, L C P.

Reciprocamente, supongamos que KL C P. Sean g : M/N — L/N un
R-homomorfismo cualquieray 7 : M — M/N y mp : L — L/N las proyec-
ciones naturales. Como L < M y M es casi-proyectivo, sabemos que el dominio
de proyectividad de un mdédulo es cerrado bajo submddulos, entonces M es L-
proyectvo, asi que existe un morfismo f : M — L tal que el siguiente diagrama
conmuta:
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M —"% M/N

b

L—"-~L/N

En consecuencia, g(K/N) = g m(K) = my f(K) = ma(f(K)). Como f : M —
L y por hipétesis, KL C P, entonces f(K) C P. por tanto, mo(f(K)) C P/N.
Concluimos que (K /N)y/n(L/N) C P/N. O

Proposicion 4.0.9. ([30], Proposition 18) Sea R un anillo, M € R-Mod casi-
proyectivoy N <, M. Entonces N es submddulo primo de M si'y solo si M /N
es un modulo primo.

Demostracion. Supongamos que /N, L/N <;; M/N tales que

(K/N)umn(L/N) = 0. Por el Lema 4.0.6, K, L son submédulos totalmente
invariantes de M y por el Lema 4.0.8 se sigue que KL C N. Como N es un
submdédulo primo de M, entonces K C N o L C N. Asi, K/N =00 L/N = 0.
Se sigue que M /N es médulo primo.

Reciprocamente, supongamos que M es casi-proyectivo. Sean K, L < M
submddulos totalmente invariantes de M tales que /K, L < N. Por el Lema 4.0.7
se tiene que £ L+N son submédulos totalmente invariantes de M /N y tales

K+N £]+N K+N
que (=3~ ) (%%~) = 0. Como M /N es un médulo primo, se tiene que =0

o % = O Entonces K+ N C No L+ N C N y por tanto, K C NOL C N.
Se concluye que NV es un submoédulo primo de M. O

Observacion 4.0.10. En la suficiencia de la Proposicion 4.0.9 notemos que no
usamos que N € A//(M). En tal caso, podemos escribir el siguiente resultado:

Proposicion 4.0.11. Sea R un anillo, M € R-Mod casi-proyectivo. Si M /N es
mddulo primo, entonces para cualesquiera K, L <;; M tales que Ky;L C N,
implica que K C N o L C N. 0

En la Proposicién 4.0.11, al elemento N € A(M) se dice que es un primo
relativo a A7 (M).

Observacion 4.0.12. Dado un R-médulo M. Los elementos primos de A(M) re-
lativos a N*(M) se les llama primos largos de M. Al conjunto de primos largos

de M se denotard por LgSpec(M). Para mds informacion, consultar los trabajos
de M. Medina et al ([27] y [28]).

Corolario 4.0.13. ([3], Remark 3.12) Sea M un R-modulo. Entonces:
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1. Si M es diio y casi-proyectivo, todo submodulo mdximo de M es submodulo
primo de M;

2. Si M es casi-proyectivo 'y K es un submodulo mdximo totalmente invariante
de M, entonces K € Spec(M).

]

Corolario 4.0.14. [30] Sean R un anillo, M € R-Mody N, P submodulos de M
tales que N C P. Si P/N es submédulo primo en M /N, entonces M /P es un
modulo primo.

Demostracion. Supongamos que P/N es submddulo primo de M /N. Por la Pro-
posicion 4.0.9, se sigue que (M/N)/(P/N) = M /P es un médulo primo.
]

Corolario 4.0.15. [30] Sean R un anillo, M un R-modulo y N submédulo de M.
Supongamos que P es un submodulo propio totalmente invariante de M tal que

N C P. Si P es submddulo primo en M, entonces P/N es un submddulo primo
en M/N.

Demostracion. Sean K /N, L/N submédulos totalmente invariantes de M /N ta-
les que (K/N)yn(L/N) < P/N. Por el Lema 4.0.6, K, L son submédulos to-
talmente invariantes de M y por Lema 4.0.8, K;L < P. Como P es submdédulo
primo de M, entonces K < P o L < P, obien, K/N < P/N o L/N < P/N.
Concluimos que P/N es un submdédulo primo en M /N. [

La parte reciproca del Corolario 4.0.15 también es cierta:

Corolario 4.0.16. Sean R un anillo, M un R-médulo casi-proyectivoy N, P sub-
mddulos totalmente invariantes de M con N C P. Si P/N es un submédulo primo
de M /N, entonces P es primo.

Demostracion. Se sigue de la Proposicion 4.0.9 y del Corolario 4.0.14. 0

Lema 4.0.17. [44] Sean R un anillo, M € R-Mody N un submodulo totalmente
invariante de M. Si M es casi-proyectivo, entonces M /N es un mddulo casi-
proyectivo.

Demostracion. Sea L < M tal que contiene a N. Considere el siguiente diagra-
ma:

M/N

|+

Y M/L 0

M/N
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Ahora, sea 7 : M — M /N la proyeccién natural y por tanto, se tiene el siguiente
diagrama:

M
dg jcf)ﬂ
M=—>M/L—0

Como M es casi-proyectivo, entonces existe g : M — M tal que mg = ¢m.
Como N es submddulo totalmente invariante de M, entonces g(N) < N. Este
induce el siguiente [2-homomorfismo:

f:M/N — M/N
definida como f(m + N) = g(m) + N. Ahora, para cada m € M se tiene
f(m+ N) =¢mg(m) = ¢m(m) = ¢(m + N).

Por tanto v f = ¢. En consecuencia el primer diagrama es conmutativo. Se con-
cluye que M /N es casi-proyectivo. 0

Corolario 4.0.18. ([10], Corollary 2.10) Sean R un anillo, M € R-Mod casi-
proyectivo, N un submodulo totalmente invariante de M y P un submédulo propio
de M tal que N C P. Si P/N es un submddulo totalmente invariante de M /N tal
que M /P es un médulo primo, entonces:

1. P/N es primo en M/N;
2. P esprimoen M.
Demostracion.

1. Supdngase que M es casi-proyectivo y N es un submddulo totalmente invarian-
te de M. Por el Lema 4.0.17 se tiene M /N es casi-proyectivo y si P/N es un
M/N

submédulo totalmente invariante de M /N tal que M/P = /5 €S un modulo

primo, entonces por la Proposicién 4.0.9 P/N es primo en M /N.

2. Se sigue del Lema 4.0.7 y de la Proposicion 4.0.9.
O

El siguiente resultado caracteriza a los submddulos primos de un médulo casi-
proyectivo.

Proposicion 4.0.19. Sean R un anillo, M un R-mddulo casi-proyectivo y supon-
gamos que su domimio de proyectividad 22~ (M) es cerrado bajo formacion de
sumas directas arbitrarias. Si P un submédulo totalmente invariante de M, en-
tonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:
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1. P es primo en M,
2. Si K, L < M son tales que Ky L < P, entonces K C Po L C P;

3. Para cualesquiera K,L < M que contienen a P tales que Ky L < P,
entonces K =Po L =P;

4. M /P es un médulo primo.

Demostracion.

(1) = (2) : Sean K, L < M. Como KL = K /L, donde K es el menor
submodulo totalmente invariante de M que contiene a K, entonces sin pérdida de
generalidad podemos suponer que K es tal que K <;; M. Si KL C P, entonces
(KyL)yyM C Py M = P.Como M es casi-proyectivo, por la Proposicién 3.0.30
se tiene que (_)p(_) = (L) - (_). Ademds, por la Proposicién 3.0.40 se sigue
que (KyL)yM = Ky (LyM). Entonces Ky (Ly M) C P. Como Ly M es
un submodulo totalmente invariante de M y P es un submédulo primo de M,
entonces K C Po Ly M C P,esdecir, K C PoLCP.

(2) = (3) : Es claro.

(3) = (1) : Sean K, L < M tales que KL C P. Afirmamos que K /(L +
P) C P. En efecto: Como Ky, C L N P, entonces por el inciso 2 de la Pro-
posicion 3.0.30, se tiene que Ky (L/L N P) = 0.Pero L/LNP = L+ P/P.
Asi que Ky ((L + P)/P) = 0. Nuevamente, por el inciso 2 de la Proposicién
3.0.30, implica K /(L + P) C P. Por otro lado, se tiene que (K + P) (L + P) =
Ky (L + P) + Py(L+ P) C P, pues P es submédulo totalmente invariante de
M. Entonces, por hipétesis, se cumple que X + P = P o L + P = P, es decir,
K < Po L < P.Concluimos que P es un submédulo primo de M.

(1) <= (4) : Se sigue de la Proposicién 4.0.9. O

Si R es un anillo conmutativo y M es un [2-mddulo multiplicacion, entonces
también se tiene una caracterizacion para los submoédulos primos de M como
vemos a continuacion:

Proposicion 4.0.20. Sean R un anillo conmutativo y M un R-mddulo multiplica-
ciony P # M un submédulo totalmente invariante de M. Entonces las siguientes
condiciones son equivalentes:

1. P es un submodulo primo de M;

2. Para cualesquiera submodulos K,L < M que contienen a P tales que
Ky L < P, entonces K =Po L =P.
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Demostracion.

(1) = (2) : Se sigue facilmente de la Definicion 4.0.1 y del hecho que
A(M) = A4(M).
(2) = (1) : Sean K,L <;; M tales que K)yL < P. Afirmamos que
Ky (L 4+ P) < P. En efecto: Por la Proposicién 3.0.19 y por el inciso 6 de la
Proposicion 3.0.9 se tiene que Ky (L + P) = (L + P)y K = Ly K + Py K =
Ky L+ Py K < P.Portanto K (L + P) < P. Asique, (K + P)y (L + P) =
Ky (L + P) + Py (L + P) < P pues P es un submédulo totalmente invariante
de M. Por la hipétesis, se cumple que K + P = P o L + P = P. Se sigue que
K < Po L < P.Concluimos que P es un submddulo primo de M.
O

En la seccién anterior presentamos a los médulos M -ideales primos ([5], §3).

Observacion 4.0.21. En general, la nocion de M-ideal primo dado en la De-
finicion 2.3.1 no coincide con la definicion de submodulos primos de M dada
en 4.0.1. Para ver esto, considere el Z-modulo M = Z,~ para algiin primo
p. En la seccion anterior observamos que M es un modulo M -primo. Luego,
0 = Anny (M) es un M-ideal primo. Por otra parte, 0 no es un submdédulo pri-
mo de M puesto que ZpyZy> = 0 pero 7, # 0, Z,2 # 0, pues recordemos que
Homgz (M, N) = 0 para cualquier 0 # N C M.

Anteriormente, vimos que si M es un [2-médulo multiplicacion, entonces to-
do submoddulo N es un M-ideal. Por otro lado, si N es un submédulo M -ideal,
entonces es claro que N es un submddulo totalmente invariante de M. También
sabemos que todo submédulo de M es M-generado.

El siguiente resultado es una caracterizacion de los médulos M -ideales pri-
mos con M un R-mddulo multiplicacion. De hecho, este estd inspirado en ([5],
Proposition 5.7).

Proposicion 4.0.22. Sean R un anillo conmutativo, M un modulo multiplicacion,
P C M un M-ideal y X € R-Mod tal que Anny (X) = P. Si para cada 0 #
Y C X se tiene que Hompg(M,Y') # 0, entonces las siguientes condiciones son
equivalentes:

1. P esun M-ideal primo.
2. N-K C Pimplicaque N C P o K C P para cualesquiera N, K < M.

3. M/P es un médulo M-primo.

Demostracion.
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(1) = (2) : Supongamos que P es un M-ideal primo y sean N, K < M
tales que N - K C P con K ¢ P. Como P es un M-ideal primo, existe un
médulo M-primo X tal que P = Anny(X). Por el Corolario 3.0.44 se sigue
que N-(K-X)=(N-K)-X =0,esdecir, N C Anny/ (K - X). Afirmamos
que Anny (K - X) = Anny(X). En efecto: como K - X # 0y por hipdtesis,
Hompg(M,Y) # 0 paratodo 0 # Y C X, entonces Anny (N - X) = Anny(X)
pues X es M-primo. Por tanto, N C P.

(2) = (3) : Sean N un M-ideal y K/P un submddulo distinto de cero de
M/P talque N - (K/P) = 0. Por el inciso 2 de la Proposicion 3.0.43 se tiene que
N - K C P. Por hipétesis se sigue que N C P o K C P. Puesto que K/P # 0,
entonces K ,@ P,y por tanto, N C P. Ademéas, N = N - M, pues N es M-
ideal. Asi que N - M C P, por el inciso 2 de la Proposicion 3.0.43, se tiene
N - (M/P) = 0. Por la Proposicién 2.2.3 concluimos que M /P es un médulo
M -primo.

(3) = (1) : Si M/P es un médulo M-primo, entonces P = Anny (M/P).
Asi que P es un M-ideal primo. [

En vista de la caracterizacion recientemente dada en esta seccidén de los moé-
dulos M-ideales primos definidos en 2.3.1 y la caracterizacién 4.0.20 para los
submodulos primos dados en 4.0.1 de un R-mddulo, es fécil ver que para un mé-
dulo multiplicacién M son equivalentes ambos conceptos.

Proposicion 4.0.23. Sean R un anillo conmutativo, M un R-modulo multiplica-
cion, P C My X € R-Mod tal que Anny(X) = P. Siparatodo(0 #Y C X se
tiene que Homp(M,Y') # 0, entonces son equivalentes las siguientes afirmacio-
nes:

1. P es un M-ideal primo;

2. P es un submodulo primo de M.

Demostracion. Se sigue de las proposiciones 3.0.43, 4.0.20 y 4.0.22. 0

Definiciéon 4.0.24. ([34], Definition 10) Sean R un anillo y M € R-Mod. De-
cimos que un submodulo totalmente invariante N de M es semiprimo si para

cualquier submédulo totalmente invariante K de M tal que Ky K < N, implica
K < N.

Observe que si M = R, un ideal de R es semiprimo [ de acuerdo a la defini-
cioén dada siy sélo si [ es un ideal semiprimo de R.

Es claro que todo submédulo primo de un médulo M es un submddulo semi-
primo de M.
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Observacion 4.0.25. Notemos que los resultados que se han obtenido en la Pro-
posicion 4.0.9 y en los corolarios 4.0.15 y 4.0.16 que ocurren para submodulos
primos también se pueden dar en términos de submodulos semiprimos de un mo-

dulo M.

Proposicion 4.0.26. Sean R un anillo, M un R-mddulo dito y N un submaodulo
propio de M. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. N es un submodulo semiprimo de M,
2. Sim € M es tal que Rmy;Rm < N, entonces m € N,
3. N es una interseccion de submodulos primos de M.

Demostracion.

(1) = (2) : Supongamos que N es un submédulo semiprimo de M. Si
m € M es tal que Rmy;Rm < N.Como N es semiprimo, entonces Rm < N.
Se sigue que m € Rm < N. Por tanto m € N.

(2) = (3): Como N # M,sea0 # myg € M — N. Entonces

Rmy,, Rmy £ N. Sea 0 # my € Rmy,, Rmy tal que my ¢ N. Asi Rmy,, Rmy <
Rmy,, Rmy. Por consiguiente, tenemos una sucesiéon de elementos de M dis-
tintos de cero {mq, my,...my,,... }ics tales que m; ¢ N paratodai € [y
Rmjqq,, Rm;yy < Rm;,, Rm;, paratodai € [.
Considere ¥={K < M|N < K m; ¢ K,Vi € I}.Observe que (¢, C) es un co-
poy % es no vacio pues N € %. Sea C una cadena en % . Entonces se tiene que
UgecK pertenece a . Es claroque N C Ugec K. Ademas, m; ¢ Ugcc K para to-
da ¢ pues si sucede lo contrario, existe m;, € N; paraalgin N; € C, lo cual es una
contradiccion. Asi que Ugec K € €. Por el lema de Zorn, (%, C) tiene elemento
maximo, digamos, P. Afirmamos que P es submddulo primo de M. En efecto:
Sean K, L submddulos totalmente invariantes de M tales que K £ Py L £ P.
Por tanto, existen m; € K y m; € L tales que m;,m; ¢ P. Supongamos que
© < j. Entonces Rm;,, Rm; < K. Por construccion, se tiene m; € Rm;,, Rm,.
Por tanto, m; € K. Si escojemos k=méx{i, j}, se tiene que my, € Ky my, € L.
Por consiguiente, Rmy,,, Rmy, < Ky L. Y asi, Ky L ﬁ P. En consecuencia, P es
un submoédulo primo de M.

Ahora, afirmamos que N = J:= NPF;, donde P; es un submoédulo primo
de M tal que N C P;. Es claro que N C J. Resta verificar que 7C N. Su-
pongamos lo contrario, es decir, existe m € J tal que m ¢ N (m # 0).
Nuevamente, se obtiene una sucesién de elementos distintos de cero G = {m =
Mo, M1, Mo, ..., My, ...} de M talesque m; ¢ Ny Rm;iq1,,Rm;1 < Rm;,, Rm;
para cada 7. Por el lema de Zorn existe un submddulo (), con N < () maximo con
la propiedad m; ¢ () para toda i. Por un argumento similar al parrafo anterior,
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se demuestra que () es un submédulo primo de M, lo cual es imposible pues se
tiene que N < () pero J ¢ (. Por lo tanto N = 7. Concluimos que /N es una
interseccion de submoédulos primos de M.
(3) = (1) : Esclaro.
[

Por otra parte, notamos que en la hip6tesis de la Proposicion 4.0.26 sélo bastéd
considerar que M fuera un R-mddulo ddo. Por consiguiente, sucede lo siguiente:

Corolario 4.0.27. ([10], Proposition 2.13) Sean R un anillo, M un R-mddulo
multiplicacion y N un submodulo propio de M. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

1. N es un submédulo semiprimo de M
2. Sim € M es tal que RmyRm < N, entonces m € N,
3. N es una interseccion de submodulos primos de M.
Demostracion. Todo médulo multiplicacién es médulo duo. [

Observacion 4.0.28. La condicion 2 de la Proposicion 4.0.26 y la 2 de la Pro-
posicion 4.0.27 implica la existencia de submodulos primos dn M para modulos
diio y modulos multiplicacion, respectivamente.

Definicion 4.0.29. ([3], Definition 3.17) Sea P un submddulo primo de M. Dado
L <;; M, con L # M. Decimos que P es minimo por encima de L si P es un
elemento minimo del conjunto:

{K € Spec(M) | L C K},

es decir, si P contiene a L y ademads, no existe un submodulo primo de M tal que
contenga a L y esté estrictamente contenido en P. Decimos que P es minimo en
Spec(M) si P es minimo por encima del submdédulo 0.

Definicion 4.0.30. Sea M un R-mddulo. Decimos que M es

1. coatémico si todo submodulo propio de M estd contenido en un submodulo
mdximo de M.

2. f.i-coatomico si todo submaodulo totalmente invariante propio de M estd
contenido en un submodulo mdximo totalmente invariante de M.

Lema 4.0.31. ([3], Lemma 3.18) Sea M un R-mddulo casi-proyectivo y f.i-
coatémico. Entonces para cada L < M, existe K € Spec(M) tal que es minimo
por encima de L. En particular, Spec(M) tiene elementos minimos.
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Demostracion. Sea L <;; M un submddulo propio de M. Considere el conjunto
V= {K € Spec(M)|L C K}.Puesto que M es casi-proyectivo y f.i-coatémico,
por el inciso 2 del Corolario 4.0.13 se sigue que V es no vacio, ademads, es claro
que V es un conjunto parcialmente ordenado con el orden de la inclusién. Sea C
una cadena descendente en V. Consideremos K = (., N. Esclaroque L C K.
También sucede que K es un submoédulo primo de M. En efecto: Sean X, Y <;;
M submédulos propios de M tales que XY < KconY ¢ K.Seay € Y
tal que y ¢ K. Entonces existe Ky € C tal que y ¢ Ky. Sea W € C. Como
Cesunacadenaen V, K CWoW CW.SiKyCW, X C Ky CW.Si
W C Ky, entonces y ¢ W,y por tanto, XY C K C W, asi que X C W pues
W es un submdédulo primo de M. Por lo tanto, /K es un submédulo primo de M.
En consecuencia, K € V. Por el lema de Zorn se sigue que )V tiene un elemento
minimo. Para la ultima parte, aplicar argumento a L = 0. Por tanto, Spec(M)
tiene elementos minimos. 0

Lema 4.0.32. Sean R un anillo conmutativo y M un R-mdédulo multiplicacion.
Entonces para cada L < M, L # M existe K € Spec(M) tal que es minimo por
encima de L. En particular, Spec(M ) tiene elementos minimos.

Demostracion. Como R es un anillo conmutativo y M es un R-médulo multi-
plicacidn, entonces por ([15], Theorem 2.5) tenemos que todo submddulo propio
de M esta contenido en un submddulo méximo de M. Ademas, por el Corolario
4.0.5 se sigue que todo submédulo propio méximo de M es submddulo primo en
M. Entonces el conjunto V= {K € Spec(M) | L C K} es no vacio. Aplicando
el mismo argumento en la demostracién del Lema 4.0.31 se sigue que para cada
L < M submédulo propio existe K € Spec(M) tal que es minimo por encima de
L. En particular, se sigue que Spec(M) tiene elementos minimos. U

Observacion 4.0.33. Con las hipotesis del Lema 4.0.32 hacemos hincapié en lo
siguiente: Todo submaodulo propio N de M estd contenido en un submodulo primo

Pde M.

Recordemos que si R es un anillo conmutativo e / es un ideal de R, se define
el radical de I, VI , se define como:

VI ={x € R|z" € I para alginn € N}

En el caso de mddulos, se da la siguiente definicion introducida por J. Castro
etal en [10].

Definiciéon 4.0.34. ([10], Definition 2.15) Sean R un anillo, M un R-médulo y
N <;; M. El radical de N en M se define como sigue:

VN = ﬂ{P C M | P es un submédulo primo de M y N C P}.
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Si M no tiene submédulos primos P tales que N C P, entonces VN = M. En
particular, /M = M. En ambos casos, N C V'N.

Observacion 4.0.35. Si M es un R-mddulo. Un submddulo totalmente invariante
N de M es semiprimo en M si sélo si N = /N, por el Corolario 4.0.27.

Proposicion 4.0.36. ([10], Corollary 2.17) Sea R un anillo, M un R-médulo mul-
tiplicacion y N <;, M, N # M. Si VN # M, entonces /N es el menor
submédulo semiprimo de M tal que N C v/N. 0

Corolario 4.0.37. ([10], Remark 2.16) Si R un anillo conmutativo, M un R-
modulo multiplicacion y N <;; M, N # M, entonces V'N es el menor sub-
médulo semiprimo de M tal que N C v/N. [

Corolario 4.0.38. Si R un anillo, M un R-médulo casi-proyectivo'y f.i-coatomico
yN <;; M, N # M, entonces V'N es el menor submédulo semiprimo de M tal
que N C V/N.

Demostracion. Sea L <;; M un submddulo propio de M. Puesto que M es
casi-proyectivo y f.i-coatémico, por el inciso 2 del Corolario 4.0.13 se sigue que
existen submédulos primos que contienen a L. Por tanto, v/N # M. Por la Pro-
posicién 4.0.36 se sigue que v/ N es el menor submédulo semiprimo de M tal que
N CV/N. O

A continuacién se enlistan algunas propiedades del radical de un submdédulo
totalmente invariante de M.

Proposicion 4.0.39. ([10], Proposition 2.18) Sea R un anillo, M un R-mddulo.
Si N, L <;; M, entonces:

1. SiNCL, entoncesﬁg \/f;
. VN =VVN;
VN+L=VVN+VL;
VNNLCVNNVIL

. VNuL C VNN VL.

Demostracion. Se sigue facilmente por definicion de radical de N en 4.0.34. [

\S]

w

woos

Observacion 4.0.40. Si definimos N? := Ny/N, entonces por induccién, para
cualquier entero n > 1, definimos N" := Ny N"~!. Notemos que si N es un
submodulo primo de M, entonces v/ N™ = N.
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Proposicion 4.0.41. ([10], Proposition 1.6) Sea R un anillo conmutativo, M un
R-médulo multiplicacion fiel y sea P un ideal primo de R tal que PM C M. Si I
es un ideal de R tal que IM C PM, entonces [ C P. O

Corolario 4.0.42. ([10], Corollary 1.7) Sea R un anillo conmutativo, M un R-
mddulo multiplicacion fiel. Supongamos que Py P’ son ideales primos de R tales
que PM C My P'M C M.Si PM = P'M, entonces P = P'. O

Corolario 4.0.43. ([10], Corollary 1.8) Sea R un anillo conmutativo, M un R-
modulo multiplicacion fiel tal que PM C M para todos los ideales mdximos P
de R. Si ) es un ideal semiprimo de R e I es un ideal de R tal que IM C QM,
entonces I C (). O

Corolario 4.0.44. ([10], Corollary 1.9) Sea R un anillo conmutativo 'y M es un
R-modulo multiplicacion fiel tal que QM C M para todos los ideales mdximos
Q de R. Si Py P’ son ideales semiprimos de R tales que PM = P’'M, entonces
pP=PF. [

Los siguientes resultados muestran que, bajo la hipétesis del Teorema 3.1.5,
los ideales primos (respectivamente, ideales semiprimos) de 2 corresponden a
submddulos primos (respectivamente, submddulos semiprimos de M) de , M y
reciprocamente, cada submoédulo primo (respectivamente, submoédulos semipri-
mos de M) de M, corresponde a un tnico ideal primo (respectivamente, ideal
semiprimo de R) de R.

Proposicion 4.0.45. ([10], Proposition 2.21) Supongamos que Ay ji son como en
la Definicion 3.1.1. Si R es un anillo conmutativo y M un R-médulo multiplica-
cion distinto de cero, entonces se cumplen las siguientes condiciones:

1. Si N es un submddulo primo de M, entonces n(N) = Anng(M/N) es un
ideal primo de R;

2. Si M es un R-moédulo multiplicacion fiel y () es un ideal primo de R tal que
QM # M, entonces \(Q) = QM es un submddulo primo de M, mds aiin,

Q = Anng(M/QM).
Demostracion.

1. Supongamos que [ y J son ideales de R tales que I.J C Anng(M/N). Asi
que (IJ)M C N. Considere los submédulos K = IM,L = JM. Como
M es un médulo multiplicacién, entonces Ky L = (IJ)M C N. Como
N es submoddulo primo de M, entonces IM = K C No JM = L C
N. Por consiguiente, [ C Anng(M/N) o J C Anng(M/N). Por tanto,
Anng(M/N) es un ideal primo de R.
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2. Sean K, L < M tales que Ky, L. C QM. Como M es un médulo multipli-
cacion, entonces existen ideales /' y J de R tales que K = IM, L = JM.
En consecuencia, (IJ)M = (IM)y(JM) = Ky L € QM. Por 4.0.41 te-
nemos que I.J C (). Como () es un ideal primode R, I C Q o J C (). Por
tanto, IM C QM o JM C QM. En consecuencia, QM es un submoédulo
primo de M. Para la dltima parte, sabemos que N = QM es un submo-
dulo primo de M, y por el inciso 1 Anng(M/N) es un ideal primo de R.
Como QM = N = Anng(M/N)M, por el Corolario 4.0.41 tenemos que
Q = Anng(M/N) = Anng(M/QM).

]

Observemos que se puede obtener un resultado andlogo a la Proposicion 4.0.45
en términos de submddulos semiprimos de M e ideales semiprimos de R.

Proposicion 4.0.46. ([10], Proposition 2.23, Corollary 2.24) Si R un anillo con-
mutativo, M un R-modulo multiplicacion distinto de cero 'y \ 'y j son como en la
Definicion 3.1.1, entonces se cumplen las siguientes condiciones:

1. Si N es un submédulo semiprimo de M, entonces u(N) = Anng(M/N) es
un ideal semiprimo de R,

2. Si M es un R-médulo multiplicacion fiel, supongamos que para todo ideal
mdximo de R, PM # M y Q) es un ideal semiprimo de R tal que QM +#
M, entonces \(Q) = QM es un submddulo semiprimo de M, mds ain,

Q = Anng(M/QM).
O

Corolario 4.0.47. ([10], Corollary 2.26) Sean R un anillo conmutativo, M un R
modulo multiplicacion fiel y X'y p son como en la Definicion 3.1.1. Supongamos
que QM # M para todo ideal mdximo () de R. Entonces:

1. Un submodulo N de M es primo en M siy solo si existe un tinico ideal
primo P de R tal que N = PM;

2. Un submodulo L de M es submodulo semiprimo de M siy solo si existe un
tinico ideal semiprimo Q) de R tal que L = QM.

Demostracion.
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1. Supongamos que N < M es un primo de M, entonces por el inciso 1
de la Proposicién 4.0.45 se tiene que el ideal u(N) = Anng(M/N) es
un ideal primo de R. Como M es un R-moddulo multiplicacion, entonces
N = Anngr(M/N)M. Reciprocamente, supongamos que existe un ideal
primo [ de R tal que N = [ M. Por el inciso 2 de la Proposicion 4.0.45 se
tiene que el submddulo A\(/) = IM = N es un submédulo primo de M.

2. La demostracion es similar al inciso 1.

]

Corolario 4.0.48. [10] Sean R un anillo conmutativo, M un R-mddulo multipli-
cacion tal que M # QM para todo ideal mdximo () de Ry . son como en la
Definicion 3.1.1. Entonces:

Lo Ngpeoiny - SPEC(R) — Spec(M) es biyectiva;

2. Existe una correspondencia biyectiva entre los ideales semiprimos de Ry
los submodulos semiprimos de M.

Demostracion. Se sigue de el Corolario 4.0.47. [

Teorema 4.0.49. ([10], Theorem 2.27) Sea R un anillo conmutativo y M un R-
modulo multiplicacion fiel tal que QM # M para todo ideal mdximo () de R.
Entonces \'IM = \/IM para todos los ideales I de R, donde \/T es el radical
del.

Demostracién. Dado un ideal I de R. Entonces VI = Niex P;, donde P; es un
ideal primo de R tal que I C P, para cada: € X. Por [[15], Theorem 1.6] tene-
mos que vV IM = Nicx (PiM). Por el inciso 2 de la Proposicién 4.0.45, P;M es
un submédulo primo de M para cada i € X. Entonces /I M es un submédulo se-
miprimo de M por la Proposicién 4.0.27. Como I C /I, entonces IM C /TM.
Por el Corolario 4.0.37 se sigue que VIM C v/ IM. Por otro lado, considere el
conjunto N'= {N’ € M | N’ es submédulo primo de M y IM C N'}. Entonces
VIM = NyexN'. Si N’ € N, entonces N’ = P'M, con P’ es ideal primo de
R. Entonces IM C P'M, y asi, por la Proposicién 4.0.41 tenemos que [ C P’.
Asique vVIM C P'M = N’. Como es cierto para cada N’ € N, concluimos que

VIM CAIM. O

Corolario 4.0.50. ([10], pag 1295) Sea R un anillo conmutativo y M un R-
modulo multiplicacion fiel tal que QM # M para todo ideal mdximo () de R.
Si N es un submodulo propio de M e I < R es tal que N = IM, entonces

VN = VIM.
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Demostracion. Si N es un submodulo propio de M, entonces N = [M para
algiin ideal I de R. Por el Teorema 4.0.49, se sigue que /N = v/IM. ]

Los siguientes resultados muestran que para cualquier médulo multiplicacién
M sobre cualquier anillo R invariante izquierdo con multiplicacién conmutativa
de ideales, al igual que en el caso conmutativo, se tiene, bajo ciertas condicio-
nes, una correspondencia entre los ideales primos (resp. semiprimos) de R y los
submddulos primos (resp. semiprimos) de M/, mds adn, bajo ciertas condiciones,
dicha correspondencia es biunivoca. Todos estos resultados fueron posibles gra-
cias a algunos de los resultados de Tuganvaev ([43]) y que fueron expuestos en la
seccion anterior.

Teorema 4.0.51. Sean R un anillo invariante izquierdo con multiplicacion con-
mutativa de ideales, M un R-mddulo multiplicacion, {u, \) y (1, p) conexiones
de Galois como antes, y sea r(M) = Anng(M). Entonces:

1. Si N < M es un submédulo primo, entonces (N) = Anng(M/N)/r(M)
es un ideal primo de R/rM;

2. Supongamos que M es fiel. Si N < M es un submodulo primo, entonces las
funciones 1y pu coinciden y ademds, (N) = Anng(M/N) es ideal primo
de R, mds atin, 1\ es morfismo de copos;

3. Supongamos que M es fiel, M genera a todos sus submodulos y suponga-
mos que PM # M para todo ideal mdaximo P < R. Si Q) < R es un ideal
primo tal que QM # M, entonces ¢ = X coinciden 'y o(Q) = QM es
submddulo primo de M. Mds aiin, () = Anng(M/QM).

Demostracion.

1. Por teorema de la correspondencia, es suficiente probar que Anng(M/N)
es ideal primo en R. Sean I,.J < R tales que contienen a r(M )y IJ C
Anng(M/N). Entonces (IJ)M C N. Consideremos los submédulos K =
IM'y L = JM. Puesto que M es R-médulo multiplicacién, entonces
KyL < (IJ)M C N. Como N es submédulo primo de M, entonces
IM =K C NoJM =L C N,esdecir, I C Anng(M/N)o J C
Anng(M/N). Por tanto, Anngr(M/N) es un ideal que contiene a r(M).
Concluimos que Anng(M/N)/r(M) es ideal primo de R/r(M).

2. Si M es fiel, entonces los morfismos de copos ¢ y u coinciden, y el resto
de la demostracion es similar a la del inciso 1.
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3. Sean K, L < M tales que KL C QM. Como M es moédulo multipli-
cacion, entonces existen ideales /,J < Rtalesque K = IM, L = JM.
En consecuencia, (IJ)M = (IM)y(JM) = KyL C QM. Por ([43],
Theorem 3.11) implica que IJ C (. Como () es ideal primo de R, en-
tonces I C Qo J C @, esdecir, IM C QM o JM C QM. En-
tonces QM es submddulo primo de M. Finalmente, por el inciso anterior
Anngr(M/N) es ideal primo de R. Como QM = N = Anng(M/N)M.
Por ([43], Theorem 3.11) se sigue que Q = Anng(M/N). Concluimos que
Q = Anng(M/QM).

]

Teorema 4.0.52. Sean R un anillo invariante izquierdo con multiplicacion con-
mutativa de ideales, M un R-mddulo multiplicacion, {u, \) y (1, p) conexiones
de Galois como antes 'y sear(M) = Anng(M). Entonces se cumple lo siguiente:

1. Si N < M es submddulo semiprimo, (N) = Anng(M/N)/r(M) es un
ideal semiprimo de R/r(M);

2. Si M es fiel, entonces:

a. Los morfismos de copos o y | coinciden;

b. Si N < M es semiprimo, entonces p(N) = Anngr(M/N) es un ideal
semiprimo de R.

3. Si M es fiel, entonces:

a. Los morfismos de copos p y |i coinciden;

b. Supongamos que M genera a todos sus submdédulos y que PM # M
para cualquier ideal mdximo P de R. Si () es ideal semiprimo de R
tal que QM # M, entonces o(Q)) = QM es submddulo semiprimo
de M, mds aiin, ) = Anng(M/QM).

Demostracion. S6lo demostraremos el inciso 3. Supongamos que M es fiel. En-
tonces claramente ¢ = . Por otro lado, sea () ideal semiprimo de R tal que
QM # M. Sea K < M tal que Ky K C QM. Como M es médulo multiplica-
cion, entonces K = I M para algtn ideal [ de R. Asi, (I1)M = Ky K C QM.
Por ([43], Theorem 3.11) se tiene que /I C ). Como () es ideal semiprimo, en-
tonces I C (@, lo cual implica que IM C QM. Por tanto, QM es submddulo
semiprimo. [

Teorema 4.0.53. Sean R un anillo invariante izquierdo con multiplicacion con-
mutativa de ideales y M un R-modulo multiplicacion fiel. Supongamos que QM
M para todo ideal mdximo () de R. Entonces:
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1. Un submédulo N de M es primo en M siy solo si existe un (tinico) ideal
primo P de R tal que N = PM;

2. Un submodulo L de M es semiprimo en M si y sélo si existe un (tinico)
ideal semiprimo P de R tal que L = PM,

3. Un submédulo K de M es submodulo mdximo si y solo si existe un tinico
ideal mdximo J de R tal que K = JM.

Demostracion.

1. Supongamos que /N es un submdédulo primo de M. Entonces por el inciso
2 del Teorema 4.0.51, Anng(M/N) es un ideal primo de R y ademads, es
tal que N = Anng(M/N)M, como se queria. La otra implicacién se sigue
facilmente del inciso 3 del Teorema 4.0.51.

2. Supongamos que L es un submddulo semiprimo de M. Por el Corolario
4.0.27 tenemos que L = (), NV;, donde N; es submédulo primo de M para
cada ¢ € X. Ahora, del inciso 2 del Teorema 4.0.52 se sigue que para cada
i € X, Anng(M/N;) es un ideal semiprimode Ry N; = Anng(M/N;)M.
En consecuencia, L = (,cy N; = (),ex[Anng(M/N;) M]. Pero por ([43],
Theorem 4.3) se tiene que L = [,y Anng(M/N;)|M. Més atn,

() Anng(M/N;)

'
es un ideal semiprimo de R.
Reciprocamente, supongamos que P es un ideal semiprimo de 2. Entonces
P = ﬂiey P;, donde P, es ideal primo de R para cada: € Y, pero por ([43],
Theorem 4.3) se obtiene que N = PM = (., (FM). En consecuencia,
por el inciso 3 del Teorema 4.0.52, tenemos que cada ;M es un submddulo

semiprimo de M. Concluimos que N es un submédulo semiprimo de M por
el Corolario 4.0.27.

3. Verel Teorema 3.1.15.
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Capitulo 5

Topologia de Zariski para médulos
multiplicacion

Dado un médulo multiplicacién M sobre un anillo conmutativo R, se sabe que
(Spec(M),T) es un espacio topoldgico (Ver [10], Proposition 3.1), donde 7 es
la topologia de Zariski. Dado un médulo multiplicacién M, veremos que hay una
conexién de Galois antitona entre la reticula de submddulos de M y el conjunto
potencia del espectro primo de M, mds aln, veremos que existe una correspon-
dencia biunivoca entre los conjuntos cerrados de (Spec(M), T) y los submédulos
semiprimos de M. Esta situacion generaliza lo que sabemos que sucede en dlgebra
conmutativa (cuando M = R, donde R es un anillo conmutativo).

Presentamos algunas propiedades que cumplen los conjuntos abiertos. Andlo-
gamente, propiedades que satisfacen por los conjuntos cerrados.

En [10], los autores caracterizan a los conjuntos de la forma /(N) en términos
de: submddulos finitamente generados; submddulos uniformes.

En este trabajo caracterizamos a los conjuntos /(/N) en términos de los sub-
modulos esenciales.

Consideremos la reticula A()M) de todos los submddulos de un R-mddulo
arbitrario M. Sea X = Spec(M) = {P < M | P es un submédulo primo de M }.

Proposicion 5.0.1. ([10], Proposition 3.1) Sea R un anillo y M es un R-modulo
multiplicacion. Entonces Spec(M) es un espacio topoldgico cuyos subconjuntos
cerrados estdn dados por V(N) = {P € Spec(M) | N C P}. Dualmente, sus
subconjuntos abiertos son de la forma U(N) = {P € Spec(M) | N ¢ P}.

A continuacidn presentamos algunas propiedades que tienen los subconjuntos
abiertos del espacio topoldgico (Spec(M),T ), con M un médulo multiplicacién
sobre un anillo conmutativo.

99



Lema 5.0.2. ([10], Lemma 3.3) Sean R un anillo conmutativo y M un R-mddulo
multiplicacion. Si N, L < M, entonces se cumple lo siguiente:

L. U(L) NU(N) = U(LyN);

2. U(L) =@ siysolosi L C V0:

3. U(L) = Spec(M) siy sélo si L = M;
4. U(L) =U(N) si sélo si /L = v/N;
5. U(N) = U(V/N) para todo N < M.

]

Observacion 5.0.3. ([10], Remark 3.2) Del inciso 5 del Lema 5.0.2 podemos ob-
servar que T = {U(N) |N submédulo semiprimo de M}. En consecuencia, po-
demos considerar los conjuntos abiertos como U(N') con N submddulo semipri-

mode M o N = M.

Si E es cualquier subconjunto de M € R-Mod y (E) = > _. Rz, enton-
ces V(E)=V((E)) y V((E))° de V((E)) es el conjunto U((E)). Los conjuntos
V((E)) satisfacen los axiomas de conjuntos cerrados en la topologia de Zariski.
También, notemos que V({{m}))°= V(Rm)°= U(Rm) para cada m € M.

El siguiente resultado muestra que existe una base formada por una clase es-
pecial de conjuntos abiertos para la topologia de Zariski (Spec(M),T), con M
un R-modulo duo.

Proposicion 5.0.4. ([10], Proposition 3.5) Sean R un anillo y M un R-modulo
diio. Entonces la coleccion B= {U(Rm) | m € M} es una base de conjuntos
abiertos para la topologia de Zariski (Spec(M),T).

Demostracion. B= {U(Rm) | m € M} C T es una base para (Spec(M),T) si
y s6lo si

1. X =UUB=U{U(Rm) | m e M}

2. Siparacada By, Boe By P € By N By, existe B3 € Btalque P € B; C
Bi N Bs.

En efecto:

1. X = Spec(M) =U(M) =U(>_ Rm)= | U(Rm)=UB.

meM meM
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2. Sean By, By € By P € B; N B,. Entonces By = U(Rmy),By =
U(Rmy) para algunos mq, my € M.
Por el inciso 1 del Lema 5.0.2 se tiene que U(Rmy) N U(Rms) =
U(Rmypy Rmy). Como P € U(Rmy) N U(Rmy), entonces existe
mo € (RmyyRmg)\P, y por tanto, Rmg C (Rmjyy Rms)\P. Por
consiguiente,
P e U(Rmo) - U(leMng) = U(le) ﬂM(ng) = BN
Bs. Si consideramos B3 = U(Rmy), entonces P € B3 C By N Bs.
Concluimos que B es una base de conjuntos abiertos para la topologia

(Spec(M),T).
N
Observacion 5.0.5. Considere la funcion:
V:A(M) — P(X) dado por V(N)={P € Spec(M)|N C P}.

que satisface:
Si N, K < M tales que N C K, entonces V(K) C V(N).

Observacion 5.0.6. Se puede obtener una construccion reciproca de V -

Para cada A C Spec(M ), definimos
Z: P(Spec(M)) — A(M) como Z(A):= ﬂ A.
AeA
Notemos que si A, B C Spec(M) con A C B, entonces Z(B) < Z(A).

Ademads se cumple que:

1. Z(Uiex Us) = Niex Z(U;) para cada {U; }icx € Spec(M).
2. Z({p}) = p para cada p € Spec(M).

Bajo ciertas condiciones, las correpondencias anteriores son inversas una de
las otra, y para probar probar esto, se usardn las propiedades y conceptos siguien-
tes:

Recordemos que si N <;; M, se define el radical de N como

VN = ({P € Spec(M) | N C P}.
En particular, /0 = m P = Z(Spec(M)). Si M no contiene submédulos

PeSpec(M)
primos P tales que N C P, entonces /N = M. En particular, /M = M.
Observamos que /0 = M siy sélo si Spec(M) = @.
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Observacion 5.0.7. Como V e T invierten orden y son tales que:

» N <ZV(N) para cada N < M,
» A CVI(A) para cada A C Spec(M).

Entonces la pareja (V, 1) forma una conexion de Galois antitona.

Sabemos que si (f,g) : (P,<) — (Q, <) es una conexi6én de Galois antito-
na, entonces Im gy Im f son sistemas de cerrados de P y (), respectivamente.
Asimismo, existe un anti-isomorfismo entre éstos. En virtud de las definiciones de
V y 7'y de la Observacion 5.0.7, el siguiente resultado nos permitira caracterizar
los elementos de los sistemas de cerrados Im)) y I'mZ en la conexién de Galois
antitona (1, Z) como en la Observacion 5.0.7.

Lema 5.0.8. Sean R un anillo, M un R-mddulo multiplicacion. Entonces:
1. Si N < M, entonces ZV(N) = V/'N;

2. Si A C Spec(M), entonces VI(A)= A, donde A es la cerradura del sub-
conjunto A en el espacio topoldgico (Spec(M),T).

Demostracion.

1. VN = O{P € Spec(M) | N € P} = N{P € Spec(M) | P € V(N)} =
IV(N).

2. Como Z(A) =(pc4 P, entonces Z(A) C P para cada P € A, por tanto,
P € V(Z(A)) = VZ(A). Por consiguiente, A C VZ(A). Por ser (V,7)
conexion de Galois y como V(Z(.A)) es cerrado que contiene a .4, entonces
AC VI(A). Reciprocamente, sea Y C Spec(M). Observe que Y = V(N)
paraalgin N < M, asi que N C () py P = Z(Y). Como V invierte orden,
entonces V(Z(Y)) C V(N) =Y. Concluimos que VZ(Y)=Y .

O

Corolario 5.0.9. Sean R un anillo y M un R-modulo multiplicacion. Dado N &€
A(M), A e P(Spec(M)). Entonces:

1. ZV(N) = N siy sélo si N es submddulo semiprimo de M o N = M;

2. VI(A)= Asiy solo si A es un conjunto cerrado en el espacio topolégico

(Spec(M),T).

Demostracion.
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1. Supongamos que ZV(N) = N. Por el inciso 1 del Lema 5.0.8 tenemos
que ZV(N) = V/N. Asi que N = /N. Entonces N es semiprimo en M.
Reciprocamente, supongamos que /N es semiprimo en M, entonces N =
V/N. Por el inciso 1 del Lema 5.0.8 concluimos que ZV(N) = N.

2. Supongamos que VZ(A)= A. Por el inciso 2 del Lema 5.0.8 implica que
VI(A)= A. En consecuencia, A es cerrado en (Spec(M),T). Por otro
lado, si A es cerrado en el espacio topoldgico (Spec(M), T). Por el inciso
2 del Lema 5.0.8 se sigue facilmente que VZ(A)= A.

]

Observacion 5.0.10. Si M es un R-mddulo multiplicaciony (V,Z) es la conexion
como en el Corolario 5.0.9, entonces identificamos a I'm I como el conjunto de
submodulos semiprimos de M pues sabemos que todo submédulo N de M tal que
N = \/N es un submodulo semiprimo de M. De aqui en adelante, hacemos la
siguiente notacion:

Semp(M) ={N < M | N es submédulo semiprimo de M} U {M}.
={N<M|N=VNyU{M}.
Ademds, observe que (Semp(M), C, A, V', /0, M) es una (sub)reticula com-
pleta. En efecto: por la Proposicion 1.1.15 se tiene que el sistema de cerrados

Semp(M) de la reticula completa A(M) es cerrada bajo infimos arbitarios, y
por consiguiente, cerrada bajo supremos arbitrarios donde \/' X = TV (\/(X))

para cualquier X C Semp(M), esto es, \/'yox N = Z N.
Nex

Corolario 5.0.11. Sean R un anillo, M un R-mddulo multiplicacion 'y (V,T) la
conexion de Galois como en el Corolario 5.0.9. Entonces existe un anti-isomorfismo
entre las (sub)reticulas completas:

ImV={AC Spec(M)| A=A} y ImT={N e A(M)|N=+N}u{M}.
Demostracion. Se sigue de las proposiciones 1.1.12 y 1.1.15. 0

Definicion 5.0.12. Un espacio topolégico (X, T ) es Noetheriano si'y sélo si toda
cadena ascendente (descendiente) de abiertos (cerrados) se estaciona.

Corolario 5.0.13. Sean R un anillo, M un R-médulo multiplicacion'y (V,T) la
conexion de Galois como en el Corolario 5.0.7. Entonces

1. Existe una anti-correspondencia entre:

el conjunto {N < M | N es submddulo semiprimo de M} U {M} y los
subconjuntos cerrados del espacio topoldgico (Spec(M),T).
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2. (Spec(M),T) es Noetheriano si 'y sélo si (Semp(M ), C) satisface la con-
dicion de cadena ascendente si 'y solo si todo subconjunto abierto U(N) de
(Spec(M),T) es compacto.

Demostracion.

1. Identificando a Im V como el conjunto de cerrados de (Spec(M),T) y a
I'm I como el conjunto de submédulos semiprimos N de M o N = M, por
la Proposicion 1.1.12 existe dicha anti-correspondencia.

2. La primera equivalencia se sigue del inciso 1. Para demostrar la segunda
equivalencia, primero supongamos que (Semp(M), C) cumple la condi-
ci6én de cadena ascendente. Sea I/ (V') un conjunto abierto de (Spec(M), T)
y sea {U(Rm;) | m; € I} una cubierta abierta de (V). Sin pérdida de ge-
neralidad, podemos suponer que para cada ¢ € [ el submédulo Rm; es
semiprimo pues se tiene que U(N) = U(v/N) por la Observacién 5.0.3.
Considere la coleccion {Rm; | m; € I} que constituye a la cubierta de
U(N) en cuestion. Como (Semp(M ), C) satisface la condicién ascendente
de cadena, entonces existe un conjunto finito J = {iy,is,...,7,} de I tal

que
icl ic k=1
Luego,
UN) C ;e  U(RM;) = <Z Rm1> = 1 Rm;
el i€l
Pero

n

an Rm;, | =u (zn: Rmik> = Ju(Rm,).

k=1

La penultima igualdad se sigue de la Observacion 5.0.3. Por consiguiente,
U(N) es un conjunto abierto compacto de (Spec(M), T ). Reciprocamente,
supongamos que todo conjunto abierto U (N) de (Spec(M),T) es compac-
to. Sea

Ny CNyCN;g C---CNC-ov (5.1

una cadena en (Semp(M), C).

Entonces
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UNVDN) CUNVN,) CUN;) C--- CUWN,) C -

Consideremos X = Z N, Por tanto,
\/ E>1

UX) =ul DN _N| = u(Z Nk> = | U(Vi). Por hiptesis,

E>1 E>1 E>1
todo conjunto abierto de (Spec(M),T) es un subconjunto compacto. Por

tanto, existe un natural n > 1 tal que U (X U U(Ny) = U(N,,). Por

consiguinte, X = NV,,, y por tanto, la cadena en (5 1) se estaciona, esto es,
(Semp(M), C) satisface la condicién de cadena ascendente.

]

Definicion 5.0.14. Sea X un espacio topologico. Decimos que X es irreducible si
no se puede escribir como la union de dos subconjuntos propios cerrados, equi-
valentemente, la interseccion de dos subconjuntos abiertos no vacios es no vacia.
Un subconjunto no vacio Y de X es irreducible si el subespacio Y con la to-
pologia relativa es irreducible, i.e., si para cualesquiera subconjuntos cerrados
relativos C1,Csy de Y tales que si Y C Cy U Csy, implica que Y C Cio0Y C Cs.

Proposicion 5.0.15. Sea Y C X un espacio topoldgico. Si'Y es irreducible en-
tonces Y es irreducible.

Demostracion. SiY = V; U V5, donde Vi, V5 son cerrados en Y. Como Y es
cerrado en X, entonces V; y V4 son cerrados de X. Ademds, Y = (Y NV )U(Y'N
V), donde (Y NV;)y (Y NV4) son cerrados en Y. Como Y es irreducible, entonces
Y=YNV, oY =YnNV,yportanto,Y C V; 0Y C V3, lo cual implica que
YCVi=VioY CV,= V5, es decir, Y=VioY =V,. ConclulmosqueYes
irreducible en X. O

Observacion 5.0.16. Una componente irreducible Y es un subconjunto irreduci-
ble mdximo de X. Por la Proposicion 5.0.15 se tiene que las componentes irredu-
cibles son cerradas.

Proposicion 5.0.17. Sean R un anillo, M un R-mddulo diio. Entonces Y C
Spec(M) es irreducible si'y solo si Z(Y') es un submédulo primo de M.

Demostracion. Suponga que Y es un subconjunto irreducible de (Spec(M),T).
Entonces Y # @y Z(Y') # M. Supongamos que Z(Y') no es un submédulo primo
de M, entonces existen N, L < M tales que NyyL C Z(Y) pero N € Z(Y
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L ¢ Z(Y). Sin embargo, Y C V(N L) y por tanto, Y C Y NV(NyL) =Y N
V(N)NV(L)] = (YNV(N)N(YNV(L)). Como Y esirreducible, Y C YNV(N)
oY NVY(L),esdecir,Y CV(N)oY C V(L), lo cual es una contradiccién. Por
tanto, Z es un submédulo primo de M.

Reciprocamente, supongamos que Z(Y') es un submdédulo primo de M. Por
definicién, Z(Y') # M, implica Y # @. Supongamos que ¥ = (Y N V(L)) U
(Y N'V(N)). Aplicando Z se obtiene :

ZY)=Z(YNV(L)U(YNV(N))=Z(YNV(L))NZ(Y NV(N)). Puesto
que M es R-moédulo duo, entonces

Z(Y N V(L) Z(Y N V(N)) € Z(Y N V(L) NZ(Y N V(N)) = Z(Y).
Como Z(Y) es submddulo primo de M, entonces Z(Y NV(L)) CZ(Y) o Z(Y N
V(N)) CZ(Y),yportanto, Y CY NV(L)oY C Y NVY(N).Concluimos que
Y es un subconjunto irreducible de (Spec(M),T). O

Corolario 5.0.18. Si M es un R-mddulo multiplicacion, entonces Y C Spec(M)
es irreducible si 'y solo si Z(Y') es un submddulo primo de M. ]

Corolario 5.0.19. Sean R un anillo y M un R-mdédulo multiplicacion. Entonces:

1. Spec(M) es irreducible si 'y sélo si /0 es submédulo primo de M

2. Si M es casi-proyectivo, entonces

Max(M) = {L < M | L es submédulo mdximo deM } es irreducible si 'y
s6lo si Rad(M) es un submédulo primo de M.

3. Si R es anillo conmutativo y M es un R-modulo multiplicacion, entonces
Max(M) ={L < M | L es submédulo mdximo deM } es irreducible si 'y
s6lo si Rad(M) es un submédulo primo de M.

Demostracion.

1. Se sigue de la observacién: /0 = ﬂ K = Z(Spec(M)).

KeSpec(M)

2. Como M es casi-proyectivo y duo, por inciso 1 del Corolario 4.0.13 se si-
gue que Max(M) C Spec(M). Por la Proposicién 5.0.17 se sigue que
Max(M)es irre(‘iucible: siy s6losi Z(Max(M)) = Nxerranary = Rad(M)
es submoédulo primo de M.

3. Como R anillo conmutativo y M es un R-mdédulo multiplicacion, por la
Proposicion 4.0.5 se sigue que Max(M) C Spec(M). Por la Proposicién
5.0.17 se sigue que Max(M) es irreducible en (Spec(M),T) si y s6lo si
IZ(Max(M)) = Rad(M) es submddulo primo de M.
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]

Proposicion 5.0.20. Sean R un anillo conmutativo y M un R-mdédulo multiplica-
cion. En la anti-correspondencia en 5.0.11, los subconjuntos cerrados irreduci-
bles corresponden a los submddulos primos de M. En particular, las componentes
irreducibles de Spec(M) corresponden a los submddulos primos minimos.

Demostracion. Es claro que Spec(M) C Im Z pues todo submédulo primo es
semiprimo de M. Sea K € Spec(M), entonces ZV(K) = K. Por la Proposicion
5.0.17 tenemos que V(K') es un conjunto cerrado irreducible en (Spec(M),T).
Reciprocamente, sea Y = V() un conjunto cerrado irreducible para algin N €
A(M). Por el Corolario 5.0.9,Y =Y = V(Z(Y')), y por tanto, por la Proposicién
5.0.17 se tiene que Z(Y) = v/N es un submédulo primo de M.

Ahora, veremos que las componentes irreducibles de (Spec(M),T) estdn en
correspondencia con los submddulos primos minimos. Por el Lema 4.0.32 se tiene
que Spec(M) tiene submddulos primos minimos. Entonces por la primera parte,
si K es un submédulo primo minimo en Spec(M), entonces V(K') es un con-
junto cerrado irreducible mdximo pues V manda infimos arbitrarios en supremos
arbitrarios. Por tanto, V(K) es una componente irreducible de Spec(M).

Reciprocamente, si J es una componente irreducible de Spec(M), entonces
[ es cerrada por la Observacién 5.0.16. Asi que § = V(K) para algin K <
M. Como f es irreducible, por la primera parte K = ZV(K) y I(8) = VK
es submddulo primo de M. Por ultimo, si Z(3) no fuera minimo en Spec(M),
entonces existe W € Spec(M) talque W & Z(5). Pero f = V(N) = VIV(N) =
VI(B) & V(W) es una contradiccién pues V(W) es irreducible. Debe ocurrir que
Z(/) es submédulo primo minimo en Spec(M). O]

Observacion 5.0.21. Dado P € Spec(M), por el Lema 5.0.8 y el inciso 2 de la
Observacion 5.0.6 se sigue que { P} = V(Z({P})) = V(P). En particular, para
K € Spec(M) : K € {L}siysdlosi L C K.

Lema 5.0.22. Sean R un anillo conmutativo, M un R-moédulo multiplicacion. Si
L < M, entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

1. L € Max(M);
2. L € Spec(M) y V(L) ={L};
3. {L} es cerrado en (Spec(M),T).

Demostracion.
(1) = (2): Por la Proposicién 4.0.5, Max(M) C
Observacion 5.0.21 tenemos que {L} = V(Z({L})) =

Spec(M). Ademads, por la
V(L). Vamos a demostrar
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que {L} = {L}. Si N € {L}, entonces L C N. Como L es un submédulo
méximo de M, entonces N = L. Por tanto, {L} = {L}.

(2) = (3): Es claro.

(3) = (1): Supongamos que { L} es cerrado en (Spec(M), T ), entonces { L} =
V(N) para algin N < M. Si L no es maximo en M, entonces existe P €
Max(M) tal que L & P. Por tanto, {L, P} C V(N) = {L} lo cual es una
contradiccién. Entonces L es submdédulo méximo de M.

0

Corolario 5.0.23. Sean R un anillo conmutativo y M un R-mdédulo multiplica-
cion. Entonces el espacio topoldgico (Spec(M),T) es un espacio Tj.

Demostracion. Sean P, Q € Spec(M) tal que P # Q. Entonces P C Qo Q C P.
Por la Observacién 5.0.21 Q ¢ {P} = V(P) o P ¢ {Q} = V(Q), es decir,
Q ¢ V(P)oP ¢ V(Q). Entonces Q € U(P) o P € U(Q). Concluimos que

(Spec(M),T) es Tp. O

Corolario 5.0.24. Sean R es un anillo conmutativo y M un R-modulo multipli-
cacion. Entonces Spec(M ) = Max(M) siy sélo si (Spec(M),T) es Ty.

Demostracion. Se sigue del Lema 5.0.22 y del hecho de que un espacio topoldgi-
co es 1} siy so6lo si todo subconjunto con un unico elemento es cerrado. 0

Definicion 5.0.25. Sea X un espacio topologicoyY C X un subconjunto cerra-
do. Un puntoy €Y se dice que es un punto genérico si Y = {7} Si todo conjunto
cerrado irreducible de X tiene un tinico punto genérico, entonces llamamos a X
un espacio sobrio.

Corolario 5.0.26. Sea R un anillo conmutativo, M un R-mddulo multiplicacion.
Entonces (Spec(M),T) es un espacio sobrio.

Demostracion. Sea YC Spec(M ) un subconjunto cerrado irreducible. Por la Pro-
posicion 5.0.17 Z()) es un submédulo primo de M, y por tanto, por la Observa-
cioén 5.0.21 se tiene la primera igualdad:

{ZO)} =Vv(E()) =Y,
donde la segunda igualdad se sigue del Corolario 5.0.9. Se sigue que Z()) es
un punto genérico de ). Ahora supongamos que g es otro punto genérico de ).
Entonces Y = {¢} = V(Z({¢})) = V(q). De la igualdad anterior y el inciso 2
del Lema 5.0.8 se tiene que Z())= Z(V(q)) = q. Entonces (Spec(M),T) es un
espacio sobrio. 0
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5.1. Subconjuntos compactos, conexos, irreducibles
y densos

Recuerde que si M es R-mdédulo ddo, en la Proposicién 5.0.4 mostramos que
B ={U(Rm)|m € M} forma una base para el espacio topolégico (Spec(M), T).
Mas aun, si M es un médulo multiplicacion fiel sobre un anillo conmutativo R 'y
QM # M para todo ideal maximo () de R, entonces cada conjunto U (Rm) con
m € M es un subconjunto compacto de Spec(M ) como se muestra en el siguiente
resultado:

Proposicion 5.1.1. Sean R un anillo conmutativo, M un R-mddulo multiplicacion
fiel y supongamos que QM #* M para todo ideal mdximo () de R. Entonces todo
abierto bdsico U(Rm) con m € M es compacto.

Demostracion. Sea U(Rm) un abierto basico de (Spec(M),T) conm € My
sea {U(Rm;) | m; € M,i € I} una cubierta abierta para U/ (Rm), es decir,

U(Rm) C U, U(Rm,).
Sea N el submddulo generado por los ”m,; con m; € M e ¢ € I. Entonces
V(Rm) 2 ﬂie[ V(Rm;) = V(Zie] Rm;) = V(N).

Por el inciso 5 de la Proposicién 5.0.2 se tiene que V(v Rm) 2 V(vV/N), es decir,
vVRm C +/N. Por el Corolario 4.0.50 se tiene que /N = +/IM para algin
I < R donde VT es el radical del ideal I de R. Entonces m € Z?:l a;m;,
donde «; € VI ,m; € Mparal < i < n. Como o; € VI , entonces existe
un entero positivo k; tal que afi € [ paracadai € {1,2,...,n}. Consideremos
[ =>"" k. Entonces ol € I paracadai € {1,2,...,n}. Ahora, como M es un
R-médulo multiplicacién, Rm; = N; M, con N; < Rparacadai € {1,2,...,n}.
En consecuencia,

i=1

i=1

Asi,
m! € (Xn: a;N;)'M C IM = N.
=1
Por tanto,
V(Rtm) = V(Rm') 2 V((i aiN)'M) 2 V(N) (= [ V(Rm,)).
i=1 iel
Concluimos que U/ (Rm) es un conjunto abierto basico compacto. O
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Proposicion 5.1.2. ([10], Proposition 4.1) Sean R un anillo conmutativo y M un
R-médulo multiplicacion. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. M es finitamente generado,
2. (Spec(M),T) es compacto.

Demostracion. Supongamos que M es finitamente generado. Recordando que
B ={U(Rm) | m € M} es una base para Spec(M), entonces es suficiente de-
mostrar que existe un subconjunto finito {/(Rmy),U(Rms), ... ,U(Rm,)} de B
tal que
Spec(M) =U(M) = | JU(Rm,).
i=1

Supongamos que

Spec(M U U(Rm) Z Rm).

meM meM

Entonces M = Z Rm. Como M es finitamente generado, existe un conjunto

meM
finito {my, ms, ..., m,} de M tal que

M =" Rm;siy solosi Spec(M) =U(M) =U( Y Rm).

i=1 meM

Por tanto, Spec(M) es compacto.
Reciprocamente, supongamos que (Spec(M),T) es compacto. Primero ob-

serve que
=U(>_ Rm)= | U(Bm).

meM meM

Ya que B = {Rm | m € M} forma una base para el espacio (Spec(M),T)y
U(M) = Spec(M) es compacto, entonces existe un conjunto finito
{U(Rmy),U(Rmy), ..., U(Rm,)}C Btal que

Spec(M U U(Rm;) = Z Rm;) siysolosi M = Z Rm,;.

Concluimos que M es finitamente generado. [

Corolario 5.1.3. ([10], Corollary 4.2) Sean R un anillo conmutativo y M un
R-médulo multiplicacion. Si M es finitamente generado y N es un submodulo
de M tal que N es un sumando directo de M, entonces U(N) es compacto en

(Spec(M),T).
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Proposicion 5.1.4. ([10], Proposition 4.3) Sean R un anillo conmutativo y M un
R-médulo multiplicacion. Si N < M tal que U(N) es compacto, entonces existe
un submddulo finitamente generado L de N tal que U(N) = U(L).

Demostracion. Sea N < M tal que U(N) es compacto. Observe que

=U(>_ Rn)=|Ju(rn).
neN neN
Por hipétesis, U(N) es compacto, entonces existen 1y, ng, ..., n, € N tales que
UN) = U, U(Rny). Pero J;_ U(Rn;) = U(Y;_, Rn;). Por consiguiente,
existe un submddulo finitamente generado L de N tal que U(N) = U(L).
0

Corolario 5.1.5. ([10], Proposition 4.4) Sean R un anillo conmutativo y M un
R-médulo multiplicacion. Todo conjunto abierto compacto de Spec(M) es de la
formaU(L), donde L es un submddulo finitamente generado de M. [

Definicion 5.1.6. Un espacio topologico X se dice que es conexo si no es una
union disjunta de subconjuntos abiertos propios no vacios y disjuntos. Un sub-
conjunto Y es un subconjunto conexo en X si el subespacio Y de X es conexo
con la topologia relativa.

Proposicion 5.1.7. Sean R un anillo conmutativo y M un R-mddulo multiplica-
cion. Supongamos que \/0 es un submdédulo primo de M. Si N es un submdédulo
distinto de cero, entonces U(N ) es conexo en Spec(M ). En particular, Spec(M)
es un espacio conexo. O]

Demostracion. Sea 0 # N < M. Queremos demostrar que U/ (/N) es un subes-
pacio conexo en Spec(M). Supongamos lo contrario, es decir, supongamos que
existen abiertos U (L), U(K) de Spec(M) tales que

UN) = [UN)NUL)UUN) NU(K)].
G =[UN)NUL)] N UN) NU(K)].
@ #UN)NUL)] y @ #[UN)NUK)].
Observe que la igualdad [U(N) NU(L)| N [U(N) NU(K)] = & implica por
el inciso 1 del Lema 5.0.2 que
U((NarL)yr(Ny K)) = UNy L) NUNM K) =

Por el inciso 2 del Lema 5.0.2 se sigue que (N L)y (NyyK) € /0. Como
V0 es primo en M, entonces Ny, L C V0 o Ny K C +/0. Nuevamente, por el
inciso 2 del Lema 5.0.2 implicald (N)NU(L) = U(Ny L) = S oU(N)NU(K) =
U(Ny L) = 2, 1o cual es imposible. Debe suceder que U/ (V) es conexo.

O
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Proposicion 5.1.8. ([10], Proposition 4.6) Sean R un anillo conmutativo y M un
R-médulo multiplicacion. Supongamos que M es un modulo semiprimo. Si N es
un submaédulo de M tal que U(N) es un conjunto irreducible en (Spec(M),T),
entonces N es un modulo uniforme. En particular, Si U(M) = Spec(M) es irre-
ducible, entonces M es uniforme. [

Proposicion 5.1.9. ([10], Proposition 4.7) Sean R un anillo conmutativo 'y M un
R-médulo multiplicacion. Si N es un submédulo de M y /0 es primo en M,
entonces U(N) es un conjunto irreducible en (Spec(M),T). O

Definicion 5.1.10. Un subespacio B de un espacio topolégico X se dice que es
denso en X si U N B # & para cualquier conjunto abierto & # U de X.

Proposicion 5.1.11. Sean R un anillo conmutativo y M un R-modulo multiplica-
cion. Supongamos que \/0 es un submédulo primo de M. Si N # 0 es un submo-
dulo de M tal que U(N) # &, entonces U(N) es denso en el espacio topoldgico

(Spec(M),T).

Demostracion. Sea U(L) # @ un conjunto abierto denso en (Spec(M),T). Su-
pongamos que U(N) NU(L) = @. Por el inciso 1 del Lema 5.0.2 se tiene que
@ =UN)NU(L) = U(NyL) y por el inciso 2 del Lema 5.0.2, implica que
Ny L C v/0. Como v/0 es submédulo primo de M, entonces N C V0o L C V0
pero por el inciso 2 del Lema 5.0.2 se obtiene U(N) = @ oU(L) = &, lo cual es
una contradiccién. Debe suceder que U(N) NU(L) # &. Concluimos que U (N)
es denso en el espacio topoldgico (Spec(M),T). O

Notemos que la Proposicién 5.1.11 no es cierta en general.

Ejemplo 5.1.12. [10] Sea R = 7Z, M = Zy~, para algiin primo p y alguna n > 2.
Es claro que M es un Z-mddulo multiplicacion. Observe que A(M) es una cadena
finita:

0 S pn_lzpn S cee S prn S an.

Notemos que N = pZ,n es un submddulo uniforme y ademds, es el tinico submo-
dulo primo de M. Por consiguiente, VN = N. Asi que U(N) = @. Por tanto,
U(N) no es denso en el espacio topoldgico (Spec(Zyn), T ).

Corolario 5.1.13. ([10], Corollary 4.12) Sean R un anillo conmutativo y M un
R-médulo multiplicacion primo. Si N # 0 es un submddulo de M, U(N) es un
subconjunto denso en (Spec(M),T).

Demostracion. Basta demostrar que U(N) # <. En efecto: supongamos que
U(N) = @. Entonces por el inciso 2 del Lema 5.0.2 se sigue que N C /0. Como
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M es médulo primo, entonces 0 es un submoddulo primo de M, y por consiguiente,
v/0 = 0. Entonces N = 0 lo cual es una contradiccién. Por tanto, I (N) # @.
Por la Proposicion 5.1.11 concluimos que I/ (V') es denso en el espacio topoldgico

(Spec(M), T). O

Proposicion 5.1.14. Sean R anillo conmutativo, M un R-modulo multiplicacion.
Sea K # 0, K # M. Supongamos que M es un médulo primo. SiU(K) # & es
denso en (Spec(M),T), entonces K es un submddulo esencial de M.

Demostracion. Supongamos que K < M no es un submddulo esencial de M.
Entonces existe NV < M con N # 0 tal que K N N = 0. Por el inciso 2 del Lema
5.0.2 se sigue que U(K) NU(N) = U(KyN) C U(K N N) = &. Finalmente,
vamos a demostrar que U(N) # &. En efecto: supongamos que U(N) = &.
Entonces por el Lema 2 del Lema 5.0.2 se tiene que N C /0. Puesto que M es
un médulo primo, entonces v/0 = 0, y por tanto, N = 0. Contradiccién. Debe
suceder que U(N) # @. Concluimos que U (K) no es denso en (Spec(M),T).

]
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Capitulo 6

Algunos marcos espaciales asociados
a un modulo multiplicacion

En esta seccion estudiaremos la relacion entre las reticulas completas A (M)
y P (Max(M)), donde M es un médulo multiplicacién y Maz(M) = {N <
M | N esun submédulo maximo de M} (Se sabe que Max(M) es un espacio
topoldgico para cualquier médulo multiplicacién M (Ver [43], Proposition 5.12)).
De hecho, existe una conexion de Galois antitona entre estas reticulas.

Introduciremos algunos conceptos reticulares: cuantales y marcos. De hecho,
ademads de exhibir los ejemplos de cuantales y marcos dados por J. Castro et al
en [10], exhibiremos algunos mds: demostraremos que: 1) si R es un anillo con
multiplicacién conmutativa de ideales y M es un R-mdédulo multiplicacién tal que
genera a sus submédulos, entonces {A (M), <, V, A, M, 0, (_)a(_)} es un cuantal
bilateral; 2) si M es un médulo multiplicacién sobre cualquier anillo conmutativo,
entonces SPm(M) ={N < M | N es submédulo semiprimitivo de M } U { M}
es un marco. Mds audn, es un marco espacial.

Finalmente, para un médulo multiplicacién, daremos condiciones para que el
espectro Spec(M) (resp. espectro maximo Maz(M)) sea un espacio topolégico
normal en términos de la reticula Semp(M) (resp. SPm(M)).

Definicion 6.0.1. Dada una reticula completa (A, <,\/, A, 1,0). Decimos que A
es un marco si A satisface:

a A (\/ X) = \/{an | © € X} para todo a € Ay todo subconjunto X de A.

Desde luego, el ejemplo por excelencia de un marco viene de la topologia.
Consideremos un espacio topoldgico arbitrario (X, 7). Sea O(X) la coleccién de
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abiertos del espacio X. Entonces (O(X ), C) es una reticula completa, donde

\ Ve =JUa.

ael acl
N\ Ua = int(() Ua),
acl acl

para cualquier coleccion de abiertos {U, }ncr de X, més atin, O(X) es un marco,
y se conoce como el marco de abiertos del espacio topolégico (X, T ).

Definicion 6.0.2. Un marco A se dice que es espacial si es isomorfo al marco de
abiertos de algiin espacio topologico X.

Definicién 6.0.3. Dada una reticula completa A. Decimos que A es un cuantal si
A posee una operacion binaria x : A x A — A asociativa y es tal que

a*(\/X) :\/{a*x]xeX},
(\/Y)*b:\/{y*b|y€Y}.

para cada a,b € Aycada X,Y C A. Decimos que A es cuantal derecho si existe
un elemento e € A tal que e(a) = a para cada a € A. Andlogamente, decimos
que A es un cuantal izquierdo si existe e € A tal que (a)e = a para cualquier
a € A. Si A es un cuantal derecho e izquierdo, entonces decimos que A es un
cuantal bilateral.

Un ejemplo trivial de una reticula completa que resulta ser un cuantal es el si-
guiente: Dado un monoide (G, ). Entonces (Z(G), C) es una reticula completa,
donde

XAY =XnY,
XVY =XUY,

& es el elemento menor y G es el elemento mayor. Ademads, podemos definir un
producto en (Z(G), C) como sigue:

XY :={xzxy|x,y € G} para cualesquiera X, Y subconjuntos de G.

Entonces esta operacion es asociativa y satisface la ley distributiva de la Definicion
6.0.3 pues el producto anterior se hereda del monoide (G, *).

Proposicion 6.0.4. ([10], Proposition 5.2) Si R un anillo conmutativoy M un R-
mddulo multiplicacion, entonces {A(M), <,V, A\, M,0,(_)n(_)} es cuantal bi-
lateral.
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Demostracion. Sabemos que A(M) es una reticula completa, donde < es la in-
clusién usual de conjuntos. Como R es un anillo conmutativo, entonces por la
Proposicion 3.0.19 se tiene que (_)as(_) : A(M) x A(M) — A(M) es un produc-
to conmutativo. Ahora, por el inciso 6 de la Proposicién 3.0.9 se tiene que para
cualquier familia {K;},e; C M, [> K]y N = > K;3N. Por otra parte, por las

proposiciones 3.0.19 y 3.0.9 (6) se sigue que

Nu) K= [Z Ki] N => (KiyN) =Y (NyK;)
iel icl M iel iel
para cada N < M vy para cualquier familia { K;};c; de submddulos de M. En
consecuencia, {A(M), <, V, A, M,0,(_)a(_)} es un cuantal, mds atin, como todo
submoédulo N de M es totalmente invariante, entonces N = Ny, M. Ademds, por
el Lema 3.0.18 se tiene que M genera a todos sus submddulos, es decir, My N =
Try(N) = N. Concluimos que {A(M), <,V, A, M,0,(_)am(_)} es un cuantal
bilateral. [

Observemos que para algunos moédulos multiplicacion sobre cualquier anillo
con multiplicacién conmutativa de ideales se obtiene el andlogo de la Proposicion
6.0.4.

Proposicion 6.0.5. Si R es un anillo con multiplicacion conmutativa de ideales y
M es un R-moédulo multiplicacion tal que genera a todos sus submédulos, enton-
ces {N(M), <,V,A\,M,0,(_)a()} es cuantal bilateral.

Demostracion. La demostracion es similar a la de 6.0.4 observando que el pro-
ducto () (L) + A(M) x A(M) — A(M) es un producto conmutativo por la
Proposicién 3.0.25 y por la Observacion 3.0.27 se tiene que para cualquier familia
{K;}ier CMycada N < M,

Nud Ki=> (Nuk;).
icl iel
O
Teorema 6.0.6. ([10], Theorem 5.5) Sean R un anillo conmutativo y M un R-

mddulo multiplicacion. Entonces (Semp(M), C, A, V',v/0,1) es un marco. Mds
atin, es un marco espacial, esto es,

Semp(M) = Q(Spec(M)).

Demostracion. Por la Observacion 5.0.10 (Semp(M), C, A, V', /0,1) es una re-
ticula completa. Resta demostrar que (Semp(M), C, A, V/,1/0,1) es un marco.
En efecto: sean N < M y { N, };c; una familia de submédulos semiprimos de M.
Puesto que
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NANerN) =N (Ve M) ¥ Vier (NAN) = [Y (NN,

iel
entonces, si N = M, entonces se cumple la igualdad deseada. Supongamos que
N # M. Como N N N; C N; para cadai € I, entonces ), (N N N;) C
N. Como N € Semp(M), por el inciso 3 de la Proposicién 4.0.27 se tiene
que N es una interseccion de submodulos primos de M, y ademads, contiene a
> ier(NNN;), entonces /Y, (N N N;) C N. También observe que N N N; C
N; € > ,e; Ni. Entonces Y. (N N N;) € > .., N;. Por el inciso 1 de la Pro-
posicion 4.0.39 se sigue que />, (NN N;) € /> ,c; Ni. En consecuencia,
V2l (NON;) € NNy/> .o, Ni. Por otro lado, sea P un submédulo primo de
Mtalque ), ,(NNN;) € P.Entonces NNN; C P paracadai € 1. Como M es
modulo multiplicacén, entonces N es un submodulo totalmente invariante, asi que
Ny N; € NNN; C P.Como P es un submdédulo primo de M, entonces N C P o
N; € P.SiN C P, Entonces N;N (/> ,c; Vi) € P.SiN ¢ P, entonces N; C P
para cada ¢ € I,y por tanto ) .., N; € P. Entonces, /) ..; N; € P. Asi que
NN/ ,c; Ni € P. En consecuencia, \/>_..; N; € /> ..;(N N N;). Enton-
ces en ambos casos sucede que NN /Y, ., N; € />..;(N N N;). Concluimos
que NN /> i Ni= /2 (NNN).

Por otro lado, definimos ¢ : Semp(M) — Q(Spec(M)) tal que ¢(N) =
U(N). Por [[40], Chapter III, Proposition 1.1] es suficiente demostrar que ¢ es un
isomorfismo de copos. En efecto, sean Ny, No € Semp(M) tales que N; C No.
Si P € U(Ny), entonces Ny ¢ P,y por tanto, N ¢ P, esto es, P € U(N>). Asi,
®(N1) C ¢(NVs). Ahora, supongamos que ¢(N1) = ¢(N,). Entonces es claro que
N1 = N,. Por tanto, ¢ es inyectiva. Sea U(N) € 2(Spec(M)). Por el inciso 5 de
la Proposicién 5.0.2 se puede suponer que N es submddulo semiprimo de M. En-
tonces ¢ es suprayectiva. Asi que ¢ es biyectiva,y ¢~ (U(N)) = N. Supongamos
que U(N7) C U(N;). Entonces para todo P ¢ U(N;), sucede que P ¢ U(N7). Y
como Ny, Ny son submoddulos semiprimos de M, por la Proposicion 4.0.27, debe
suceder que N; C N,. Concluimos que ¢ es un isomorfismo de copos, es decir,
es un isomorfismo de marcos. ]

Corolario 6.0.7. ([10], Corollary 5.6) Sean R un anillo conmutativo'y M un R-
mddulo multiplicacion. Entonces Semp(M/N) es un marco espacial para cual-
quier N < M.

Demostracion. Como M es un R-moédulo multiplicacion, entonces paracada N <
M, M /N también es un R-médulo multiplicacion. Por el Teorema 6.0.6 se sigue
que Semp(M/N) = O(Spec(M/N)). O
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Teorema 6.0.8. ([10], Theorem 5.10) Sean R un anillo conmutativo y M un R-
modulo multiplicacion fiel y PM # M, para todo ideal mdximo P de R. Entonces
los espacios topolégicos Spec(R) y Spec(M) son homeomorfos.

Demostracion. Recordemos que A, @ Spec(RR) — Spec(M) es biyectiva
por el iniciso 1 del Corolario 4.0.48, donde A : A(R) — A(M) estd definida
como A(I) = IM para todo I € A(R). Denotemos esta restricciéon de A como f.
Afirmamos que f es continua. En efecto, sea ¢/ (V) un abierto de (Spec(M),T).
Como M es un R-moédulo multiplicacion, existe un ideal / de R talque N = I M.
Entonces J € f~HU(N)) siy solosi J € f~HUIM)) siy sélosi f(J) €
U(IM) siy s6losi JM € U(IM) siy sélo si IM ¢ JM. Por el Corolario
4.0.41 lo anterior implica que 1 Q J. Por tanto, J € U(I). En consecuencia,
S HU(N)) es un subconjunto abierto de Spec(R) con la topologia de Zariski.
Afirmamos que f es abierta, es decir, f(U(])) = U(IM) para cada U(I) abierto
en el espacio Spec(R). En efecto: Sea U(I) un abierto en el espacio Spec(R)
y sea P € f(U(I)). Entonces existe J € U(I) tal que f(J) = P, es decir,
JM = P. Pero J € U(I), implica que I ¢ J. Entonces IM ¢ JM = P. Por
tanto, P € U(IM). Reciprocamente, sea P € U(IM). Entonces IM ¢ P. Por
el inciso 1 del Corolario 4.0.47 se sigue que existe un tnico ideal primo J de R
tal que P = JM. En consecuencia, IM ¢ JM, y por tanto, I ¢ J. Entonces
J € U(I). Luego f(J) € f(U(I)), es decir, P = JM = f(J) € f(U(I)). Como
f es continua, abierta y biyectiva, concluimos que f es un homeomorfismo, es
decir, Spec(R) = Spec(M). O

Teorema 6.0.9. ([10], Theorem 5.11) Sean R un anillo conmutativo y M un R-
maodulo multiplicacion fiel y QM # M para todo ideal mdximo () de R. Entonces

Semp(R) = Semp(M)
COMmo marcos.
Demostracion. Sabemos que
Semp(M) ={N < M | N es submddulo semiprimo de M } U { M},
es un marco por la Proposicion 6.0.6. También sabemos que
Semp(R) = {I < R | I esunideal semiprimo de R} U {R}.

Y ademds, A, @ Semp(R) — Semp(M) es biyectiva por el inciso 2 del
Corolario 4.0.48, donde A : A(R) — A(M) estd dada por \(I) = I M para ca-
da ideal I de R. Denotamos esta restriccién de A como g. Ademds, g '(N) =
Anny (M/N) es tal que si Ny C N, tales que N1, Ny € Semp(M), se si-
gue que Anny (M/Ny)M = Ny € Ny = Anny (M /Ny)M, donde los ideales
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Annp (M /Ny), Annp (M /Ny) € Semp(R) por el inciso 2 del Corolario 4.0.47.
Por la Proposicién 4.0.41 la dltima desigualdad implica que Anny (M /Ny) C
Annp(M/Ny), es decir, g~ (N;) € g~'(Ny). Por tanto, g = A . esun iso-
morfismo de copos. Por ([40], Chapter III, Proposition 1.1), concluimos que g es

un isomorfismo de marcos. O]

En esta ultima parte del trabajo presentamos otro ejemplo de marco espacial
asociado a un médulo multiplicacion sobre un anillo conmutativo. Este resultado
se encuentra motivado al introducir algunas definiciones que se encuentran en el
trabajo de M. Medina, L. Morales, L. Sandoval y A. Zaldivar en [27], mas atdn,
resulta ser una version andloga a ([27], Teorema 3.13). Antes de introducir lo ya
mencionado, necesitamos observar lo siguiente:

Notacion 6.0.10. ([43], Note 5.10) Sea M un R-mddulo. Dado N < M. Deno-
tamos por cl(N) al conjunto de submddulos mdximos de M tales que continen a
N. Similarmente, denotamos por op(L) al conjunto de submddulos mdximos de
M tales que no contienen a L.

Es fdcil verificar lo siguiente:

1. cl(0) =op(M) = Max(M); cl(M) = op(0) = &;
op(N) = Max(M)\cl(N) para cada submddulo N de M.

2. Para cualquier familia {N;};c; € A(M), se tiene que:

a (cl(Ni) =D N);

i€l i€l
b. [ Jop(N:) = O ).
el i€l

Definicion 6.0.11. ([43], Note 5.10) Un médulo M € R-Mod se dice que es un
mddulo espectral si el conjunto Max(M) de todos sus submddulos mdximos es

un espacio topologico tal que el conjunto de todos sus cerrados coincide con
{cl(N) | N € A(M)} y se cumpla que

cA(X)Uc(Y) =c(X NY) para cualesquiera X,Y € A(M).

Observacion 6.0.12. El espacio topolégico de la Definicion 6.0.11 en ([43], Note
5.10) se denota como max (M), en este trabajo lo denotaremos por Max(M).

Proposicion 6.0.13. ([43], Proposition 5.12) Todo médulo multiplicacion es es-
pectral. [
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Definicién 6.0.14. Sea M un R-moduloy N < M. Decimos que N es un submao-
dulo primitivo si N = Anny(S) para algiin médulo simple S € o[M]. Decimos
que M es modulo primitivo si 0 es submodulo primitivo.

Definicion 6.0.15. Un submddulo N de M € R-Mod es llamado submddulo se-
miprimitivo si N es una interseccion de submodulos primitivos.

Proposicion 6.0.16. Sean R un anillo conmutativo y M un R-mddulo multiplica-
cion. Si K es un submédulo mdximo de M, entonces K es primitivo.

Demostracion. Sea K € Max(M). Como Ky M = K pues M es médulo multi-
plicacidn, por el inciso 2 de la Proposicién 3.0.43 se tiene K, (M/K) = 0, lo que
implica que K C Anny (M/K) pero como K es submédulo méaximo, entonces
K = Anny(M/K). Concluimos que K es primitivo. O

Corolario 6.0.17. Sean R un anillo conmutativoy M un R-mdédulo multiplicacion
y N un submédulo de M. Entonces

(V{Annyu(M/K) | N < K € Max(M)} = (\{K € Max(M) | N < K}.

Demostracion. Se sigue de la Proposicion 6.0.16. 0

Recuerde que un médulo M es coatdmico si cada submdédulo propio estd con-
tenido en algin submédulo maximo K de M.

Ejemplo 6.0.18. Los ejemplos de médulos coatomicos son: los modulos finita-
mente generados, los modulos semisimples; modulos semiperfectos; los modulos
sobre un anillo perfecto izquierdo; los médulos multiplicacion sobre un anillo
conmutativo y los médulos multiplicacion sobre un anillo invariante izquierdo
con multiplicacion conmutativa de ideales.

Observacion 6.0.19. Si M es un modulo multiplicacion sobre un anillo conmu-
tativo, entonces Max(M) # @ y podemos considerar la siguiente situacion:

Consideramos A(M) y Max(M). Definimos los operadores cl 'y J como si-
gue:

1. Para cada N € A(M), definimos cl : A(M) — P (Max(M)) tal que
cd(N) = {K € Max(M) | N C K}. Como M es multiplicacion, la
coleccion {cl(N) | N € A(M)} forma, precisamente, los cerrados del
espacio topologico (Max(M),T) como en la Definicion 6.0.11. También
observe que el operador satisface lo siguiente:

Si N, K < M tales que N C K, entonces cl(K) C cl(N).
2. Para cada A C Max(M), definimos
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T P (Max(M)) = AM) como J(A):=[4esA

Ademds se cumple que:

1. Si A,BC Max(M) con AC B, entonces J (B) < J(A).
2. T(Uiex Ui) = Nyex T (U;) para cada {U; }iex € Max(M).

Como cl e J invierten orden y son tales que
s N < Jc(N) para cada N < M,
» AC clJ(A) para cada A C Max(M).

Entonces la pareja (cl, J) forma una conexion de Galois antitona.
Definicion 6.0.20. Sea M un R-mddulo. Dado un submddulo Nde M. Definimos:
N*:=(\{K € Maz(M) | N C K}.

En particular, 0* = J(Max(M)). Si M no contiene submddulos mdximos K
tales que N C K, entonces N* = M. En particular, M* = M.

Lema 6.0.21. Sean M un R-moduloy N < M. Si N es un submodulo primitivo,
entonces N es una interseccion de submodulos mdximos.

Demostracion. Sea N < M primitivo. Entonces N = Ann,(S) para algin S €
o[M]. Entonces N = (\{Ker f | f € Homg(M,S)}. Consideremos 0 # [ €
Hompg(M,S). Entonces f : M — S es epimorfismo. Sea K = Ker f. Asi que
M/K = S essimple siy s6lo si K es submédulo méximo de M. En consecuencia,
N =K < M | K es un submédulo maximo de M }. O

Proposicion 6.0.22. Sean M un R-mdédulo y N < M. Si N es un submddulo
semiprimitivo, entonces N = N*.

Demostracion. Sea N un submédulo semiprimitivo de M. Entonces N = (),. y B,
donde P; es un submoédulo primitivo de M. Por el Lema 6.0.21 tenemos que cada
P; es una interseccion de submdédulos maximos de M. Y ademas contienen a V.
En consecuencia,
N"C )R CN.
ieX
por tanto, N = N*. [

De la Conexion de Galois (cl, J) anterior y de la Definicion 6.0.20 se tiene
el siguiente resultado previo para caracterizar los puntos fijos de los operadores
cerradura clJ y Jcl.
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Proposicion 6.0.23. Sean R un anillo, M un R-médulo multiplicacion y la cone-
xion de Galois (cl, J) como en la Observacion 6.0.19. Entonces:

1. Si N < M, entonces Jcl(N) = N*;

2. Si A C Max(M), entonces clJ(A)= A, donde A es la cerradura del
subconjunto A en el espacio topolégico (Max(M),T).

]

Observacion 6.0.24. De la Definicion 6.0.20, del Corolario 6.0.17, y del inciso
1 de la Proposicion 6.0.23 se obtiene otra descripcion de la imagen de cualquier
submodulo N de M bajo el operador cerradura Jcl :

Si N < M, entonces Jcl(N) = ({Anny(M/K) | N < K € Max(M)},

es decir, N* es una interseccion de submodulos primitivos de M.

De la Proposicién 6.0.23 y la Observacion 6.0.24 se tiene la siguiente caracte-
rizacién de puntos fijos de los operadores clJ y Jcl.

Proposicion 6.0.25. Sean R un anillo conmutativo y M un R-mddulo multipli-

cacion y (cl, J) la conexion de Galois como en la Observacion 6.0.19. Dados
NeAM),Aec P(Max(M)). Entonces:

1. Jcl(N) = N siysélo si N es un submddulo semiprimitivode M o N = M;

2. cdJ(A)= Asiy solo si A es un conjunto cerrado del espacio topoldgico

(Max(M),T).

Demostracion. Supongamos que Jcl(N) = N. Entonces N = N*. Por la Obser-
vacion 6.0.24 se tiene que /N es semiprimitivo. Reciprocamente, supongamos que
N es un submoédulo semiprimitivo de M. Por la Proposicion 6.0.22 se sigue que
N = N*, y por tanto, Jcl(N) = N. L

Corolario 6.0.26. Sean R un anillo conmutativo, M un R-modulo multiplicacion
y (cl, J) la conexion de Galois anterior. Entonces existe un anti-isomorfismo entre
las (sub)reticulas completas:

Imecl={AC Max(M) | A= A} y
Im J={N € A(M)| N es semiprimitivo} U {M}.

]

Notacion 6.0.27. Identificamos a Im J como el conjunto de submodulos semi-
primitivos de M.
Hacemos la siguiente notacion:
SPm(M)={N < M | N es submédulo semiprimitivo deM } U {M}.
={N<M|N=N}U{M}.
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Observacion 6.0.28. Sean R un anillo conmutativo y M un R-modulo multipli-
caciony (cl, J) la conexion de Galois como en la Observacion 6.0.19. Entonces
(SPm(M),C, A, V', 0%, M) es una reticula completa. En efecto: por la Proposi-
cion 1.1.15 se tiene que el sistema de cerrados SPm(M) de la reticula completa

A(M) es cerrada bajo infimos arbitarios, y por consiguiente, cerrada bajo supre-
mos arbitrarios donde \|' X = Jcl(\/(X)) para cualquier X C SPm(M), es

decir, \/'yex N = (Z N)*

NeX

Lema 6.0.29. Sean R un anillo conmutativo, M un R modulo multiplicacion y
N < M. Entonces N* es el menor submodulo semiprimitivo de M que contiene
aN.

Demostracion. Sea N < M. Por la Proposicién 6.0.24 se sigue que N* es se-
miprimitivo y N C N*. Sea L < M semiprimitivo tal que N C L. Entonces
L = ﬂie « I, donde FP; es un submoédulo primitivo de M tal que N € L C F;
para cada ¢ € [. Por el Lema 6.0.21 se tiene que cada F; es una intersecciéon
de submddulos méximos de M que contienen N. Entonces N* C (., P; = L.
Concluimos que N* es el menor submoédulo semiprimitivo de M que contiene a
N. [

A continuacion presentamos algunas propiedades de los conjuntos abiertos
del espacio topoldgico (Maxz(M),T), donde M es un R-médulo multiplicacién
sobre un anillo conmutativo Ry 7 es como en 6.0.10.

Lema 6.0.30. Sean R un anillo conmutativo’y M un R-médulo multiplicacion. Si
N,L <M y{N;}icr € A(M), entonces:

1. op(L) Nop(N) = op(LuN);

2. op(L) =@ siysolosi L C (0)" = J(M);
3. op(N) = op(N*) para todo N < M;

4. op(L) = op(N) si 'y sélo si L* = N*;

5. op(L) = Max(M) siy sélo si L = M;
6. 0p(Qicr Vi) = Uier op(Ni).

]

Observacion 6.0.31. Dado N < M, M modulo multiplicacion. Por el inciso 3
del Lema 6.0.29, podemos suponer que

T={op(N)| N € SPm(M)}.
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Teorema 6.0.32. Sean R un anillo conmutativoy M un R-modulo multiplicacion.
Entonces (SPm(M), C,V, ') es un marco, mds ain,

SPm(M) = O(Max(M)).
como marcos.

Demostracion. Sean N € SPm(M)y {N;}ie; € SPm(M). Como

A (\/Nz) =NN (Z N;)*

il i€l

Vv AN) = (SN AN

iel iel
Entonces, si N = M, no hay nada que demostrar. Supongamos que N # M. Es
claroque . ,(NNN;) CNy> . .,(NNN;) € (D ;es Ni)*. Por el Lema 6.0.29
se sigue que (D, ., (NNN;))* SNy (D ,c;(NNN;))* C (>, Ni)*. Por con-
siguiente, (D, (NN N;))* € NN (> ,c; Ni)* Faltaver que N N (3, Ni)* C
(> ier(N N N;))*. En efecto: sea K € Max(M) tal que > ,.,(N N N;) € K.
Entonces N N N; C K paratoda: € I. Como M es multiplicacién, entonces
Ny N; € NN N; C K. Puesto que K es maximo, por el Corolario 4.0.5 se sigue
que K es primo en M. En consecuencia, N C K o N; C K. Si N C K, entonces
NN e N € Kyyast, NN (D ,c;,Ni)* € (D,e, (NN N;))*. Ahora, si
N ¢ K, entonces N; C K paratodai € I. Esto implicaque >, .; N; C K, es
decir, (D ,.; N;)* € K. Entonces N N (>_,.; N;)* € K. En consecuencia, N N
(> ier Ni)* € (2o, (NN N;))*. En ambos casos se tiene que N N (D, ., N;)* C
(> ier(N N N;))*. Concluimos que N N (3., Ni)* = (X_;,(N N N;))*. Por
tanto, SPm(M) es un marco.

Por otra parte, definimos 6 : SPm(M) — O(Max(M)) tal que §(N) =
op(N), donde op(N) = {K € Max(M) | N € K}. Por la Observacién 6.0.31,
se tiene que op(IN) = op(IN*) para cada N < M.Ahora, afirmamos que 6 es
isomorfismo de copos. Sean Ny, No € SPm(M) tales que N; C N,. Si K €
op(N1), entonces N; ¢ K. Entonces Ny ¢ K. Asi que 6(N;) C 6(Ny). Ahora,
supongamos que §(N;) = 0(N3). Es facil ver que si op(IN1) = op(Nz), entonces
Ny = Nj. En este caso, como N = N*, entonces se sigue que N; = Nj. Por
tanto, 6 es inyectiva. Sea op(N) € O(Max(M)). Por la Observacién 6.0.31,
tenemos que /N es semiprimitivo. Por consiguiente, ¢ es suprayectiva, es decir, ¢
es biyectivay 61 (op(N)) = N. Supongamos que op(N;) C op(N). Si K es un
submoédulo maximo de M tal que N, C K, entonces N; C K. Entonces debe
suceder que Ny C NJ, es decir, N; € N,. Asi que 0 es un isomorfismo de copos.
Por ([40], Chapter III, Proposition 1.1) se concluye que # es un isomorfismo de
marcos. ]
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Definicion 6.0.33. Un idioma (A, <,\/, A, 1,0) es una reticula completa, modu-
lar y superiormente continua, es decir, es una reticula completa que satisface las
siguientes leyes distributivas:

aN(VX)=V{anz|ze X}
para cada a € Ay para cada conjunto dirigido X C A;y
a<b=(aVec)ANb=aV (bAc)
para cada a, b, c € A.

Los ejemplos prototipo de idiomas son las reticulas completas A (M) y AT4(M),
para un médulo dado M.

Definicion 6.0.34. Un idioma multiplicativo es un idioma (A, <,\/, A, ) con una
operacion binaria asociativa que es compatible con la operacion del infimo.

Definicion 6.0.35. Sea A un idioma multiplicativo. Decimos que A es una reticula
normal si para todo a,b € A con a VvV b = 1, entonces existen a', b/ € A tales que
aVbl=1=dVbydb =0.

Dado un médulo multiplicacién M sobre un anillo conmutativo R. Con las
nociones reticulares previas, damos condiciones para que el espacio topoldgico
Spec(M)y Max(M) sea normal, en términos del marco Semp(M) y SPm(M),
respectivamente.

Proposicion 6.0.36. Sean R es un anillo conmutativoy M un R-modulo multipli-
cacion. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

1. Spec(M) es un espacio topoldgico normal;
2. Semp(M) es una reticula normal.

Demostracion. Supongamos que (Spec(M), T') es un espacio topolégico normal.
Sean N,L € Semp(M) tal que N + L = M. Si N = M, entonces tomando
L' = 0y N' = M, entonces se satisface que N + L' = M; N+ L = My
Ny, L' = L),N' = 0. Como que se queria demostrar. Ahora, supongamos que
N, L # M tales que N + L = M. Entonces

Spec(M)=U(M)=U(N+ L) =U(N)UU(L)
si y sélo si

@=V(N)NV(L).
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Como Spec(M) es un espacio normal, entonces existen abiertos U/ (')
(L) de (Spec(M),T) tales que V(N) C U(L') y V(L) C U(N") y U(N")
(L") = @. Podemos suponer que N', L' € Semp(M) pues sabemos que U(N)
(v/N). Entonces U(N},L') = @. Por tanto, N}, L' C /0. Por tanto, N}, L’
/0, es decir, v/0 = 0. También se tiene que @ = V(N)N V(L) y @ = V(L) N

V(N

UM

I o<

U
U
U

"), es decir, Spec(M) =U(M) =U(N)UU(L') =U(N+L")y Spec(M) =

) = U(L) UU(N') = U(L + N'). En consecuencia, M = N + L'y
M = L + N'. Por tanto, Semp(M) es una reticula normal. Reciprocamen-
te, supongamos que Semp(M) es una reticula normal. Sean V(N), V(L) sub-
conjuntos cerrados de (Spec(M),T) tales que V(N) N V(L) = @. Entonces
UN+ L) =UN)UU(L) = Spec(M) = U(M). Asi, N + L = M. Como
Semp(M) es una reticula normal, entonces existen N, L' € Semp(M) tales que
N+ L =M = N+ Ly Nj,L' = +/0. También tenemos que U(N + L') =
Spec(M)yU(N'+ L) = Spec(M). Por consiguiente, U (N )UU(L') = Spec(M)
yU(L) UU(N') = Spec(M), o bien, V(N)NV(L') =y V(N)N V(L) =
Por lo tanto, V(N) CU(L') y V(L) C U(N'). Finalmente, U (L), N') = U(L') N
U(N') = @ siy sélosi Ly, N' = /0. Pero L}, N' = 1/0. Entonces sucede que
U(L')NU(N') = @. Concluimos que (Spec(M),T) es un espacio topolégico
normal. O]

Corolario 6.0.37. Dado un anillo conmutativo R. Las siguientes condiciones son
equivalentes:

1. Spec(R) es un espacio topolégico normal;

2. Semp(R) es una reticula normal.

De manera similar, dado cualquier médulo multiplicacién M sobre un anillo
conmutativo R. Establecemos condiciones para que (Maxz (M), T) sea normal en
términos del marco SPm/(M).

Proposicion 6.0.38. Sea R un anillo conmutativo y M un R-mddulo multiplica-
cion. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

1. (Max(M),T) es un espacio topoldgico normal;

2. SPm(M) es una reticula normal.

Demostracion. La demostracion es similar a la prueba en la Proposicién 6.0.36.
O

Corolario 6.0.39. Dado un anillo conmutativo R. Las siguientes condiciones son
equivalentes:

1. Maz(R) es un espacio topolégico normal;

2. SPm(R) es una reticula normal.
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Conclusiones y Perspectivas

En gran parte de este trabajo estdn completamente involucradas algunas co-
nexiones de Galois: algunas de ellas, fueron relevantes para llevar a cabo una
correspondencia entre los ideales de un anillo (no necesariamente conmutativo)
y los submdédulos de un médulo multiplicacién; otras fueron vitales para demos-
trar que, para un médulo multiplicaciéon M, existe un anti-isomorfismo entre la
reticula {N € A(M)| N es semiprimitivo} y la coleccién de conjuntos cerrados
del espacio topologico (Max (M), T). Incluso, hemos demostrado que la reticula
completa:

SPm(M) ={N € A(M)| N es semiprimitivo} U {M }

es un marco espacial, es decir, SPm(M) = O(Max(M)). Cabe sefalar que es-
te resultado es una version andloga al resultado en ([27], Theorem 3.13) para un
mdédulo M proyectivo en o[M]. Sin embargo, hay que enfatizar que los autores en
ese resultado han implementado técnicas reticulares y algunas técnicas algebrai-
cas desarrolladas en Teoria de Categorias (un caso particular del Teorema General
del Funtor Adjunto) pero aplicado, en particular, para la categoria o[ M/]. Ademds
de estas herramientas, utilizan las técnicas provenientes de la topologia de libre
de puntos (point-free topology) aplicado a marcos previstos por médulos.

También hemos visto que para cualquier anillo local uniserial R, existe un
conjunto (por tanto cardinable) completo e irredundante de clases de isomorfis-
mo de R-mddulos multiplicacion. Esto refleja que hay situaciones en donde, para
un anillo no necesariamente conmutativo, las clases de isomorfismo de mdédulos
multiplicacion es cardinable. Entonces: ;Habran otros tipos de anillos (no trivia-
les) donde las clases de isomorfismo de médulos multiplicacion no sea una clase
propia, sino un conjunto?

Hemos notado que dados N < M y M un médulo multiplicacién sobre un
anillo conmutativo R el producto definido por J. Beachy [5] y el producto definido
por Bican et al [6] coinciden en la reticula de submddulos de M, es decir, N - X =
Ny X para todo X € A(M). Entonces: ;Bajo qué condiciones adicionales al
moédulo multiplicaciéon M se obtiene que N - X = Ny, X paratodo X € R-Mod?

127



A pesar de haber obtenido resultados significativos en este trabajo, no parece
inverosimil que surjan otros resultados que los generalicen y/o complementen.

Finalmente, queda mencionar que surgieron las siguientes cuestiones que se
relacionan con el concepto de médulo multiplicacién y que quedan como posibles
lineas de investigacion.

1.- Estudiar las propiedades y caracterizaciones de los prerradicales o}/, w
oMy w)! cuando M es un médulo multiplicacion.

2.- Dado que existe un concepto dual al concepto de los médulos multipli-
cacion: los médulos comultiplicacion'. Introducidos (sobre anillos no necesaria-
mente conmutativos) y estudiados por H. Ansari-Toroghy y F. Farshadifar en [2].
Resulta interesante introducir una nocién dual al concepto de (sub)mdédulo primo
en el sentido de Raggi et al [30] y estudiar el comportamiento de los mddulos
comultiplicacién sobre cualquier anillo local uniserial

3.- Recientemente, J. Castro, J. Rios y G. Tapia introdujeron en [11] a los
médulos M -multiplicacién®, los cuales son una generalizacién de los médulos
multiplicacién, mds atin, estos autores investigan propiedades de estos médulos y
obtienen resultados que extienden los resultados de El-Bast y P. Smith en [15] y
de Tuganbaev en [43]. Entonces, tal vez sea posible generalizar algunos resultados
expuestos en este trabajo para esta clase de médulos.

'Decimos que M es un mdédulo comultiplicacion si para todo submédulo N de M existe un
ideal I de Rtalque N = (0 :ps I), donde (0:p7 I) ={m € M | mI = 0}.

2Un médulo N € o[M] es llamado un médulo M -multiplicacién si para todo submédulo L de
N existe un submédulo I de M tal que L = I N.
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