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RESUMEN

El presente estudio consistio en el modelamiento matematico y solucién numérica del
fenémeno de conveccion natural en un medio poroso, utilizando las ecuaciones de transporte
para medios multifasicos, obtenidas a partir del Método del Promedio Volumétrico. En los
problemas resueltos, se analizo el efecto del nimero de Rayleigh, del aspecto geométrico,
de las fuentes de calor y de diversas condiciones de frontera, sobre el comportamiento de las

lineas de corriente y en los perfiles de temperatura y de concentracidn.

Para e] modelamiento matematico, se consideraron propiedades termodindmicas
constantes medio poroso saturado y la aproximacién de Boussinesq. Las ecuaciones de
conservacion se adimensionalizaron, de tal manera que se generan los nimeros de Rayleigh
(Ra), Darcy (Da), Prandtl (Pr) y/o Lewis (Le) y se utilizaron los criterios de fluidos
solenoidales, funcion corriente, vorticidad y vector potencial para excluir a la presién como
variable dependiente y satisfacer a la vez a la ecuacion de continuidad. La mayoria de los
problemas analizados fueron con medios porosos isotrépicos, por lo que el formato final de
las ecuaciones de transporte para medios multifasicos, es el mismo que las ecuaciones de
transporte para medios homogéneos, excepto que las propiedades termodinamicas (k, D g,

K) son efectivas.

Uno de los problemas que se analizaron y que dio origen a la publicacién de un
articulo (Jiménez-Islas et al, 1999) fue el estudio numérico de la conveccion natural en una
cavidad cilindrica que contiene un medio poroso isotropico, saturado, que presenta
generacion volumétrica de calor. Este trabajo se hizo con el fin de investigar el efecto de la
ley de Darcy sin y con la extension de Brinkman, sobre las lineas de flujo, isotermas y el
numero de Nusselt promedio. Para este problema, se analizaron dos casos: 1) Paredes
aisladas en la parte superior y en el fondo del cilindro y pared lateral enfriada
isotérmicamente; 2) Paredes enfriadas isotérmicamente. Los resultados mostraron que el

efecto de la extension de Brinkman es importante a valores del nimero de Darcy (Da)
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mayores de 10, Ademas, el nimero de Nusselt se incrementa asintoticamente a medida que
el nimero de Darcy disminuye, alcanzando su valor de equilibrio cuando se tiene medio

darciano.

Por otro lado, es importante mencionar que en el aspecto numérico, se han
desarrollado algoritmos eficientes de resolucidn de los sistemas de ecuaciones diferenciales
parciales, tomando como punto de partida los algoritmos de colocacion ortogonal 'y
diferencias finitas. Las ecuaciones discretizadas se resolvieron por los métodos de
Relajacion no Lineal o de Newton-Raphson modificado con factorizacidén LU para los casos
en estado estable y por los métodos de Runge-Kutta-Fehlberg con control de tamafio de etapa

o implicito para los casos en estado transitorio.

Conrespecto a los programas de computo, se han desarrollado paquetes codificados
en lenguaje CLIPPER-C, para resolver sistemas de ecuaciones diferenciales parciales no
lineales. Estos programas son interactivos, con menus de procedimientos y generacién de
informes de resultados, con el fin de que se puedan utilizar como soporte académico y/o de
investigacion. Por otra parte, los mismos algoritmos fueron desarrollados en lenguaje
FORTRAN 77/90 estructurado para su aplicacién tanto en plataformas x86, como en
estaciones de trabajo y computadoras de alto desempefio. Los programas tienen un enfoque
general, a diferencia de la mayoria de los programas comerciales conocidos que han sido
disefiados para resolver situaciones especificas. Lo anterior significa que los codigos tienen
factibilidad de utilizarse para la solucidn de problemas de ingenieria, cuyo modelamiento
matematico origine un sistema de ecuaciones diferenciales parciales elipticas o paraboélicas.
Un resumen de los programas desarrollados se menciona en el Anexo B, mientras que en el
Anexo G se describen con mayor detalle cinco de estos programas, junto con una serie de

ejemplos resueltos.

Por ultimo, es importante mencionar que se desarrolld la técnica de colocacion

ortogonal en tres dimensiones, la cual no habia sido reportada previamente, afirmacion que
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fue ratificada por el Profesor John Villadsen (uno de los precursores de la aplicacion
ingenieril de los métodos de aproximacion polinomial y actualmente editor de la revista
Chemical Engineering Science), en su visita ala UAM-1 en junio de 1995. Este algoritmo se
utilizo para codificacion de programas (ELI-COL3 y PAR-COL3) que resuelven sistemas de
EDP 3-D, no lineales del tipo eliptico y parabélico respectivamente. Este proyecto se llevo
acabo en el Departamento de Ingenieria de Procesos e Hidraulica, de la Division de Ciencias
Basicas e Ingenieria de la Universidad Auténoma Metropolitana, Unidad Iztapalapé, conla

direccién del Dr. Felipe Lopez Isunza y la codireccion del Dr. Jesus Alberto Ochoa Tapia.
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OBJETIVO

Metas:
1.

Analisis de las ecuaciones promedio de transporte de momentum, calor y masa, para evaluar
la distribucion de flujos y los perfiles de temperatura y concentracion en un medio bifasico
compuesto de un medio poroso saturado con un fluido newtoniano, utilizando coordenadas

cartesiana y cilindrica.

Desarrollo de modelos matematicos para predecir los perfiles de flujo, temperaturay

concentracion en estos sistemas, tanto en sistemas de una, dos o tres dimensiones.

Implementacién de algoritmos para la solucién numérica de las ecuaciones de transporte en
estas condiciones, empleando colocacion ortogonal con polinomios de Jacobi y diferencias

finitas centrales de segundo orden. En cada método se consider¢ estado estable o dindmico.

Desarrollo de programas para la prediccion de, perfiles de velocidad, temperaturay
concentracidon para esta situacion, tanto en estado estable como transitorio. Los programas han
sido disefiados con enfoque general, ya que se pueden utilizar para resolver otros modelos
matematicos que se presentan en los estudios de problemas de mecanica de fluidos, reactores

cataliticos, conveccion natural en fluidos, etc.



JUSTIFICACION

El medio poroso juega un papel fundamental en muchas disciplinas, tales como la Fisica,
Quimica, Biologia, Geologiay en las Ingenierias como la Quimicay Bioquimica. Algunos ejemplos
de situaciones reales son: las células bioldgicas, geles de polimeros, yacimientos petroliferos y
geotérmicos, lechos cataliticos, almacenamiento y ventilacion de granos, dispersion de contaminantes
quimicos y nucleares en el subsuelo, movimiento del magma en la corteza y manto tenesﬁe, etc.; ya
que el conocimiento adecuado de los procesos de transferencia de momentum, calor y masa en
sistemas bifésicos, proporciona la informacién necesaria (perfiles de temperatura y concentracion,
Lineas de corriente, nimeros de Nusselt, etc.) para efectuar el disefio de las operaciones unitarias
involucradas o la adopcion de estrategias para la recuperaciéon de materiales valiosos o el

confinamiento seguro de desechos peligrosos.

En el caso del presente estudio, esta investigacion es fundamental, orientada principalmente
a la obtencién de nuevos conocimientos en el campo de los fenémenos de transporte en medios
porosos, en particular al transporte por conveccion natural y a la utilizacién de métodos numéricos
para evaluar sistemas de ecuaciones diferenciales parciales no lineales, tanto en estado estable como

transitorio, aplicadas a geometrias rectangular y cilindrica.

Con respecto a los paquetes y subrutinas disponibles para resolver ecuaciones diferenciales
parciales (EDP), existen una serie de programas publicados, pero, en sumayoria estan disefiados para
resolver determinados tipos de problemas (de una sola EDP o EDP lineales), por lo que se planted
la necesidad de disponer programas que resuelvan sistemas de EDP no lineales con condiciones de
frontera lineales o no lineales, ya que los modelos matematicos que se obtienen de las ecuaciones
de conservacidn, presentan estas caracteristicas. En vista de lo anterior, se evalué la posibilidad de
utilizar como técnica de discretizacién la de colocacion ortogonal, desarrollando los algoritmos para
problemas tridimensionales. Ademas, los programas elaborados tienen la caracteristica de que son

generales, es decir, se pueden utilizar para resolver cualquier problema cientifico o de ingenieria, que



se exprese como un sistema de EDP elipticas o parabélicas no lineales, 1o que se cree que sera un

aporte para resolver una gran variedad de modelos matematicos.

Los resultados de este trabajo serviran de base, entre otras aplicaciones, en el estudio de la
preservacion de productos agricolas almacenados en silos, donde se emplean sistemas de aireacion
0 agentes quimicos, cuyo objetivo es la eliminacion de insectos, hongos y otros organismos daflinos
que pueden existir en los silos, cuya proliferacion es favorecida por la presencia de humedad y calor

en el seno del grano almacenado.

Estos procesos usualmente involucran tanto la transferencia de calor y masa como los
transportes difusivos y el disefio de sistemas 6ptimos de conservacion de granos y cereales requiere
el entendimiento de los métodos de transporte de momentum, calor y masa que ocurren en el lecho
del grano como en el espacio libre superior del silo, asi como los efectos del medio ambiente sobre

los perfiles de velocidad, temperatura y concentracion que se manifiestan en el silo.

Este problema tiene una gran importancia practica, ya que con los modelos de transporte de
momentum, calor y masa, se podré contribuir con una alternativa sustentada en principios de la
ingenieria que, junto con la prediccion rigurosa de coeficientes efectivos de transporte, podrd
utilizarse como punto de partida para el disefio termodindmico de silos y al establecimiento de las
condiciones Optimas de almacenamiento del grano, en lo que se refiere a la vida de anaquel,
temperatura, humedad relativa del aire, actividad acuosa, tratamiento con agentes fumigantes y

ventilacion, entre otros parametros.

LI












Un medio poroso es un material que consiste en una estructura o matriz sélida que contiene

espacios o huecos interconectados, considerando que la fase soélida es rigida o presenta una
deformacion despreciable. La interconexion de los huecos o poros permite que exista el flujo de uno
o mas fluidos a través del material. Para este caso, se presentan dos situaciones que son: Flujo en fase
simple, que consiste en que un fluido simple que llena o satura los huecos y el Flujo bifasico, que
se presenta cuando un gas y un fluido comparten el espacio vacio del medio poroso. Para el
modelamiento del medio poroso, se considera que todo el espacio vacio esta conectado, por lo que
se introduce el concepto de porosidad efectiva €, que es la razdén del espacio vacio conectado entre

el volumen total (Nield y Bejan, 1992).

En la mayoria de los medios naturales, la porosidad no excede de 0.6. Para lechos de esferas
solidas de tamafio uniforme, la porosidad varia entre los limites de 0.2545 (arreglo romboédrico) y
0.4764 (arreglo cubico). En los medios porosos formados por granos, los que tienen tamafios no
uniformes tienden a presentar porosidades menores que los granos con tamafio uniforme, debido a
que los granos mas pequefios tienden a llenar los poros formados por los granos mas grandes. Este
comportamiento es importante para decidir que ecuaciéon de movimiento se va utilizar en el

modelamiento matematico.

1.1  El Medio Poroso: Caracteristicas e Importancia

Los medios porosos se clasifican en naturales y sintéticos. En los primeros, la distribucién y
forma de los poros es generalmente irregular, mientras que en los sintéticos, la distribucion y forma
son uniformes. Ejemplos de los medios porosos naturales son: Arena de playa; madera; granos y
cereales en almacenamiento a granel; subsuelo (en estudios geotérmicos, edafolégicos y de difusion
de contaminantes); masa para panificacion, paredes celulares, etc., mientras que entre los medios
porosos sintéticos se tienen los lechos empacados de reactores cataliticos; materiales de aislamiento

y empaque; materiales de construccion, etc.



La investigacion en el drea de transporte de flujos asi como también algunos aspectos del
transporte de calor en medio poroso, se inicia al comienzo de este siglo. La transferencia de calor por
conveccion en un medio poroso saturado con un fluido, ha adquirido una atencién considerable en
décadas recientes debido a su relevancia en una gama amplia de aplicaciones tales como: Disefio de
aislamientos térmicos, movimiento de agua en depésitos geotérmicos, difusion en el subsuelo de
productos quimicos, ingenieria geotérmica (Garcia et al, 1998), almacenamiento y preservacion de

granos y cereales y la explotacion eficiente de yacimientos petroliferos.

Por otro lado, la transferencia de calor por radiacién y el proceso de transporte multifasico en
un medio poroso, ambos con o sin cambio de fase, han ganado interés en afios recientes. Algunas
aplicaciones de estos estudios son la ingenieria geotérmica, el aislamiento térmico de edificios,
disefio de reactores cataliticos, aislamiento para materiales criogénicos, dinamica de los yacimientos
petroliferos, cambiadores de calor por contacto directo, camaras de combustién de carbdn, disefio de
confinamientos seguros para materiales radiactivos y la transferencia térmica en reactores nucleares,

entre otros.

Varias aplicaciones relacionadas con el medio poroso requieren de un analisis detallado de
la transferencia de calor por conveccion en diferentes geometrias, orientaciones y configuraciones.
Con base en las aplicaciones especificas, el flujo en el medio poroso puede ser interno o externo. La
mayoria de los estudios efectuados hasta ahora en el medio poroso, toman como ecuaciéon de
transporte a la ley de Darcy, que se origina en la consideracion de un flujo reptante que pasa a través
de un medio poroso uniforme y semi-infinito. Sin embargo, se reconoce generalmente que los
efectos no darcianos son significativos en ciertas aplicaciones (Lauriat, 1989). Diferentes modelos
se han propuesto para estudiar y cuantificar el comportamiento no darciano, como los efectos
inerciales, las interfases medio poroso-fluido, la porosidad variable con la posicidn y/o el tiempo y

la matriz porosa deformable.

El objetivo de la aplicacidon ingenieril de los estudios sobre el transporte de calor por

conveccion natural en medios porosos es determinar el grado de transferencia de calor, expresada por



el nimero de Nusselt (Nu). Una cantidad considerable de investigacion se ha efectuado para tal
efecto (Prasad et al, 1985) y una serie de correlaciones para estimar el niimero de Nusselt para una
gran variedad de configuraciones y de condiciones frontera se han establecido, con ciertas

limitaciones (rango de numero de Rayleigh, aspecto geométrico, etc.).

Algunos estudios especificos relacionados con los medios porosos son: Conveccién natural
y forzada, flujo multifasico y transferencia de calor, flujos con reaccion y transferencia de calor por
radiacion, transferencia simultanea de calor y masa, enfoques matematicos avanzados y desarrollo
de métodos numéricos para la solucion de los modelos de transporte, desarrollo de técnicas
experimentales para medicion de permeabilidad y porosidad, problema de la interfase medio poroso-

fluido homogéneo, etc.

En el presente proyecto de investigacion, se han resuelto modelos de transporte en dos y tres
dimensiones, tanto en estado estable como dindmico y las geometrias que se consideraron en este
estudio fueron la rectangular y la cilindrica. La geometria cénica, que es de interés en el disefio de
silos, se va a estudiar a posteriori, ya que implica mayor dificultad, debido a que las coordenadas

conicas no son ortogonales y el analisis de este sistema queda fuera del alcance de este trabajo.

1.2 Aplicaciones

Muchas operaciones industriales en las areas de ingenieria quimica, bioquimica, metaldrgica
entre otras, involucran el paso de un fluido a través de un lecho empacado con particulas s6lidas para
obtener areas de contacto interfacial fluido-s6lido o un buen mezclado del fluido. Algunos ejemplos
tipicos de aplicaciones que involucran a tales sistemas incluyen reacciones heterogéneas con
catalizador y cromatograficas, sistemas de filtracion, torres empacadas de absorcion y destilacion,
columnas para el intercambio de iones, filtros empacados, migracion de desechos radiactivos a través

del suelo y muchas otras (Greenkorn, 1983; Nield y Bejan, 1992)

Otras aplicaciones importantes de los medios porosos son:



a) Bioingenieria: Estudio del transporte de metabolitos a través de membranas celulares, disefio
de bioreactores para fermentacion en estado sélido, desarrollo de biocatalizadores, etc.

b) Ingenieria de Alimentos: Estudio de la cinética de secado, célculo de sistemas de

refrigeracion, disefio de procesos de esterilizacion. En estos casos, un enfoque moderno es
considerar a los alimentos como medios porosos, con el fin de estimar sus propiedades
termodinamicas

c) Geomecénica: Estudios de transporte de contaminantes en suelos, dinamica de los
yacimientos de arena, carbon, sal, etc., disefio de tuneles, estudios edafolégicos, etc.

d) Industria Petrolera: Propiedades de yacimientos petroliferos, extraccién de petréleo por

percolacion por gravedad, remediacion de zonas contaminadas mediante surfactantes o con

extraccion con vapor

El disefio termodinamico de estos sistemas esta definido por los mecanismos de caida de
presion, flujo del fluido y la transferencia de calor y masa que gobiernan el proceso en el medio

Pporoso.

A continuacidn se describira una de las aplicaciones mas importantes del estudio matematico

y fisicoquimico del medio poroso.

1.2.1 Secado y Almacenamiento de Granos

El modelado del secado de granos y otros materiales agricolas en un silo utilizando aire
caliente, implica la inclusién de fenomenos de transporte multifasicos acompafiados por cambios de
fase. En este sistema es necesario conocer y controlar el movimiento de humedad desde el interior
de la matriz porosa hasta su superficie y de ahi, su transporte (con cambio de fase) hasta el seno del
aire. El parametro fundamental de disefio es la velocidad de secado, la que depende principalmente
de la temperatura, velocidad y contenido de humedad del aire, 4rea interfacial por unidad de
volumen, espesor del lecho de material y la naturaleza intrinseca del material poroso (fraccion de
huecos, permeabilidad, estructura molecular, etc.), que determinard si el mecanismo de transporte

dentro del material s6lido es por difusién molecular, capilaridad, conveccién o un transporte mixto



(Thorpe, 1995). Carbonell y Whitaker (1984) desarrollaron un modelo matematico para el transporte
de calor y masa en medios porosos granulares, utilizando el Método del Promedio Volumétrico con
el cual obtuvieron ecuaciones para medio efectivo, es decir, el medio que conjuga el efecto de la fase

s6lida, liquida y gaseosa.

Para aplicar el enfoque de medio efectivo, es necesario utilizar propiedades termodindmicas
efectivas (viscosidad, densidad, conductividad térmica, calor especifico y difusividad), las que se
deben determinar experimentalmente o deducirse a partir del analisis matematico (Thorpe e al,

1991).

Los modelos mas simples para el estudio de los procesos de transferencia en los silos,
consideran un equilibrio térmico local en cada punto del grano, originando un modelo matemético
formado por ecuaciones diferenciales hiperbélicas que se resuelven por el método de caracteristicas
(Thorpe y Whitaker, 1992). Haciendo uso de las propiedades de la mezcla aire-agua, el sistema se
encuentra completamente definido por una sola temperatura y un solo contenido de humedad en
cada punto, por lo que es posible modelar el medio poroso mediante la insercion de ecuaciones que
toman en cuenta el promedio espacial de las variables y las propiedades efectivas (Patifio-Palacios,
1996). En la literatura concerniente a la Ingenieria Agricola se encuentran modelos matemaéticos
de transferencia de masa y calor que ocurre en almacenes con lotes de granos (Singh y Thorpe,
1993). Tales modelos se emplean con propdsitos comerciales o con fines de investigacion para el
disefio termodindmico de procesos de secado o ventilacion, los cuales pueden tener fundamentos

rigurosos en mayor o menor grado.

Con base en lo anterior, se considera que el modelado del proceso de secado mediante las
ecuaciones de transporte para medio poroso, junto con las ecuaciones macroscopicas del balance de
materia y la primera ley de La Termodinamica, conduciran a la prediccion de la velocidad y tiempo
de secado y al diseflo termodindmico de secadores tipo silo (Magafia-Ramirez y Jiménez-Islas,

1995).



El mecanismo de transporte en el silo es, principalmente, por conveccién libre y se han
reportado modelos matemadticos planteados mediante la utilizacion de técnicas como: Ecuacion de
presion (Patankar, 1980), utilizacion de la funcidn corriente y vorticidad (vector-potencial) (Reizes
et al, 1983) y el Método del Promedio Volumétrico entre otras [(Whitaker, 1985)], aplicandolos a
situaciones relativamente mas idealizadas (p.e. Medio isétropo, estado estacionario, flujo en dos

dimensiones, coordenadas rectangulares, etc.).

Los esquemas numéricos utilizados para resolver estos modelos han sido, en su mayoria,
variantes de la discretizacion por diferencias finitas [método del falso transiente, sobre-relajacién
(SOR) y el implicito de direccidn alternante (ADI)], entre otros [Mallinson y de Vahl Davis, 1973,
Rajamani et al, 1990; Valencia-Lopez, 1993]. Sin embargo, en el caso de la interaccion de la
conveccion libre en el espacio superior de aire sobre la masa de granos, las condiciones de frontera
de la interfase aire/grano presentan problemas en el acoplamiento de la velocidad. Algunas
contribuciones importantes han sido reportadas por Ochoa-Tapiay Whitaker (1997), aunque también
es posible utilizar las condiciones de frontera propuestas por Beavers y Joseph (1967) o un modelo

de parametro binario (Beckermann et al, 1987)

Los cereales y otros granos alimenticios deben conservarse a temperaturas y contenidos de
humedad que sean suficientemente bajos para preservar sus propiedades funcionales, tales como el
rendimiento de molienda en el caso del arroz o sus propiedades de amasado en el caso del trigo. Una
forma de controlar las condiciones dentro del grano es mediante la ventilacion del grano con aire que

se encuentre en las condiciones termodindmicas adecuadas.

Los cereales son materiales higroscépicos que adsorben o desorben humedad. Asi, si un
volumen de grano razonablemente seco es ventilado con aire que tiene una humedad relativa del
90%, entonces el grano que se encuentra proximo al ducto de ventilacién se comienza a humedecer.
El grano que esta situado abajo de la zona htimeda podria estar a una temperatura mas baja que la
temperatura original de la masa de granos provista por la entalpia del aire de ventilacién que es mas

baja que la del aire intersticial inicial en el almacén del grano (Thorpe, 1995). El analisis de la
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transferencia de calor y humedad en granos almacenados a granel es muy similar al caso de
transferencia de calor en un medio poroso, pero la naturaleza higroscopica de los granos, la
generacion de calor por respiracion y la producciéon de agua en el metabolismo de los granos deben

tomarse en cuenta, lo que hace al problema interesante desde el punto de vista matematico.

Ademas, la humedad del aire es absorbida por los granos, los cuales comienzan a respirar
mas rapido. Si hay larvas de insectos y/o esporas de hongos, €stos comenzaran a crecer y a
reproducirse. Muy pronto, los insectos, los hongos y el grano produciran calor y por lo tanto, se
desarrollaran puntos calientes Todas estas interacciones quimico-bioldgicas se pueden apreciar en
la Fig. 1.1. Un andlisis del efecto del calor de respiracion sobre la conveccion natural en el

almacenamiento de sorgo se reporta en el Capitulo IV, seccion 4.4

Por tultimo, es importante mencionar que, en un andlisis riguroso de los fenémenos de
transporte en al almacenamiento de granos, también se debe considerar al calor de sorcion, que es
el total de energia que debe suministrarse para evaporar la unidad de masa himeda atrapada en los
granos. Cuando una molécula de agua esta ligada a la superficie del grano, su movimiento se
restringe debido a las fuerzas de atraccion superficiales. Si la molécula de agua va a ser removida
desde la superficie, entonces debe proveerse energia, no solamente para darle energia cinética (si
suponemos estado gaseoso), sino debe darse la suficiente energia para romper su enlace con la
superficie. Esta energia es la suma algebraica del calor latente de vaporizacion y el calor diferencial
de humedecimiento (Thorpe, 1995). Ademas, se debe conocer las isotermas de sorcion del grano,
que determinaran el equilibrio entre la humedad superficial del grano y la humedad contenida en el

aire intersticial a una temperatura definida.
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Para describir los modelos matematicos que gobiernan un medio poroso, se hard una breve

resefia de las ecuaciones de balance a escala diferencial para un medio homogéneo y, posteriormente,

se comentaran los diversos enfoques para modelar un medio biféasico.

2.1 Ecuaciones de Transporte Puntuales

Las ecuaciones de transporte de propiedades como cantidad de movimiento, calor y masa
total o para un componente i, se deducen a partir de balances microscopicos de las variables
consideradas en un elemento diferencial monofasico, partiendo de la premisa general (Sissom y Pitts,

1972):

Entradas - Salidas + Fuentes = Acumulacién

Y las expresiones son:

Continuidad: Representa un balance de materiales global en un elemento diferencial:

%‘t’ £V (V) = 0, @.1)

Para fluido es incompresible

V-v =0, (2.2)

en donde:
p= Densidad del fluido
V= Vector velocidad

t= Tiempo
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Movimiento: Establece que un pequefio elemento de volumen que se mueve con el fluido es
acelerado por las fuerzas que actiian sobre él. En otras palabras, es una expresion de la segunda ley

de Newton, segun la cual:

Masa x Aceleracion = X fuerzas

Las fuerzas pueden ser de superficie como la presion o volumétricas como la gravedad o la

fuerza centrifuga.

—57=-[V'pW]—Vp-[V'r]+pg, (2.3)
en donde:
g=  Aceleracion de la gravedad
p=  Presion
v=  Vector velocidad
p=  Densidad
t=  Tensor de esfuerzos

Si el fluido es newtoniano con densidad y viscosidad constante, la expresién anterior se
reduce a las ecuaciones de Navier-Stokes (Bird et al, 1960; White, 1991), ademads de considerar la

ecuacion (2.1)

v
p= TPV W) = W +uV?v + pg. (2.4)

En sistemas donde la conveccion libre es el transporte predominante, la variacién de la
densidad con la temperatura tiene una importancia critica y es conveniente modificar la ecuacion de

movimiento para tener en cuenta los efectos del empuje o flotacién (Bird ef al, 1960) .
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Una forma rigurosa es la inclusion en el modelo matematico de una ecuacion de estado (p.
e. gas ideal o real), lo que hace que las ecuaciones diferenciales aumenten su grado de no linealidad
(p.e. balance de energia) dificultando, por lo tanto, su resolucion numérica, ya que para el caso de
conveccion natural bidimensional en estado estable, se establecen cinco ecuaciones de gobierno
(Continuidad, movimiento en la direccién x, movimiento en la direccion y, balance de energia y la
ecuacion de estado f(p, p, T) = 0 y las cinco variables dependientes v,, v, p, p y T. Todo lo anterior
implica la definiciéon de condiciones frontera para cada variable dependiente, lo que conduce a
condiciones no lineales para el caso de la densidad y de la presion, causando que la solucion
numérica sea de convergencia dificil (Leonardi, 1984). El problema todavia se complica m4s si se
ha de considerar la dependencia de la temperatura de los parametros de transporte y termodindmicos

involucrados.

Para simplificar la solucién numérica, muchos autores (Nield y Bejan, 1992; Gebhart et al,
1988, entre otros) recomiendan emplear la aproximacion de Boussinesq, que consiste en suponer la
densidad constante, excepto en el término de fuerzas volumétricas, afirmando que el grado de error

incurrido es pequefio, mas atn si las variaciones de temperatura dentro de la cavidad son pequefias.

La aproximacidn de Boussinesq (Leonardi, 1984) se basa en las siguientes consideraciones:
1.- La variacion de la densidad es despreciable excepto si da origen a fuerzas de flotacidn.
2.- La densidad varia solo con la temperatura y la desviacion con respecto a un valor promedio

<p>, es pequefia.

3.- Todas las demas propiedades del fluido se consideran constantes.
4.- Los efectos debidos a la disipacion viscosa tienen poca relevancia en el comportamiento del
sistema.

Baséndose en lo anterior, se puede aseverar que en un sistema de conveccion libre, la
temperatura del fluido varia alrededor de un cierto valor promedio <T>. Si todos los puntos del
fluido estuvieran a la temperatura <T> y si no existe gradiente de presidn externo, entonces, el

gradiente de presion que se produce esta dada por el peso del fluido, es decir:
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Vp =<p>g, (2.5)

en donde <p> es la densidad del fluido a la temperatura <T> y presion local. Desarrollando p
mediante series de Taylor alrededor del valor medio, despreciando los términos superiores a la
primera derivada e introduciendo la definicidn del coeficiente de expansion volumétrica B, se tiene

la siguiente expresion:

p=<p>[1-b(T-<T>)], (2.6)
10
p = Ea—,‘;h - (2.62)

Entonces, la ecuacion de movimiento queda:

<p>% + <p>(v + W) = pVry - <p><p>g(T - <T>), 2.7

que es la expresion que se emplea en los problemas de conveccion libre, cuando es posible definir
una temperatura media <T>. Hay que tener en cuenta que ésta es una ecuacioén aproximada limitada
a velocidades bajas del fluido y pequefias variaciones de temperatura. Si el fluido es incompresible,

las fuerzas viscosas equilibran a las fuerzas de flotacion (Bird et al, 1960; Gebhart, 1988; Kaviany,
1991).

Con este criterio, se tendran las variables v, p, T y C,, mientras que sin el criterio de
Boussinesq, las variables dependientes serdn p, v, p, T y C,. Esta variante ya ha sido tratada por
algunos autores (Leonardi, 1984), pero no se ha llegado a un esquema general, debido ala dificultad
de la solucién numérica. Ademas, en un enfoque mas riguroso, las propiedades termodindmicas
involucradas en las ecuaciones de transporte como la viscosidad, conductividad térmica y
difusividad, también estan en funcidn de la temperatura, por lo que la estructura de las ecuaciones

se complica mas y, por lo tanto, ha sido poco estudiado.
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Calor: La energia calorifica puede entrar o salir del sistema analizado, por el mecanismo de
conduccién de calor, de acuerdo con la ley de Fourier; también puede transferirse debido al
movimiento global del fluido, es decir, por transporte convectivo y la energia que se manifiesta
mediante este proceso se le llama también calor sensible. En casos especiales, también se puede
considerar el transporte de calor por radiacion, descrito por la ley de Stefan-Boltzmann. Como
ejemplo de estos casos se tienen la transferencia de calor en reactores de deposicién quimica de

vapor y la radiacién solar que incide sobre un silo

La energia calorifica también se puede generar por efectos de una reaccion quimica (e.g.
calor de respiracion de los granos) y, en ocasiones, por disipacion viscosa (degradacion de energia
mecanica), aunque se estima que esta contribucion es despreciable, debido a las bajas velocidades
del aire que se manifiestan en la conveccion natural (Re entre 1 y 500). Una versién mas completa
del balance de energia se ilustra a continuacion, donde se incluyen los efectos de la energia cinética,

interna y potencial (Bird ef al, 1960):

oT o .
PCLS + vV VD = (V- @) - T(é’l%’v V-v) - (- W) +Q, 2.8)

Si se considera que ¢l aire (o el gas en cuestion) tiene un comportamiento de gas ideal €
incompresible; la disipacion viscosa es poco significativa y que el transporte de calor por
conduccién esta descrito por la ley de Fourier para un medio anisotropo, por lo tanto, la ecuacién

anterior se transforma en:

oT
pCp<f§ +v VD) = V- (kVD) + Q, 2.9)

en donde:

Cp= Calor especifico a presion constante
=  Temperatura
=  Conductividad térmica

Q,= Fuente volumétrica de calor
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v = Vector velocidad

p = Densidad

Masa: El transporte de masa tanto difusivo como convectivo en un medio homogéneo se describe
para una sustancia A, que se transporta a través de un medio B. Por ejemplo, en el almacenamiento
de granos, las ecuaciones gobernantes deben incluir el transporte de humedad o de un agente
fumigante. En tal caso, la sustancia A serd representada por cualquiera de dichas sustancias, mientras

que el aire sera el componente B.

La expresion para la transferencia de masa en un medio anisétropo, con reaccion quimica y

transporte difusivo y convectivo, estd dada por: (Bird et al, 1960; Hines y Maddox, 1984)

ac,
5+ VG, = V- (DyVC,) + R, (2.10)

en donde
C,= Concentracién de la sustancia A
D,s= Difusividad

= Vector velocidad

v
R,= Término de reaccién de la sustancia A.

Transferencia simultanea de calor y masa: En la mayoria de Ias situaciones, el transporte de calor
y masa no estan acoplados directamente, por lo que las ecuaciones (2.9) y (2.10) se conservan sin
cambio. Cuando se considera que la densidad del fluido depende de la temperatura T y de la
concentracion C,, se establece un fenémeno conocido como doble difusién. Si el fluido es un gas
ideal y los gradientes de temperatura y concentracion son pequefios, la densidad es una funcién lineal

de Ty C, y puede expresarse como:

p=p,U=-B(T-T,)-BAC-C,)], (2.11)

en donde el subindice o representa un estado de referencia, p es el coeficiente de expansion

volumétrica y B, es el coeficiente de expansion volumétrica de la concentracion, los cuales se
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evaluan en el estado de referencia. (Nield y Bejan, 1992). La ecuacién (2.11) representa un efecto

combinado de fuerzas de flotacion

2.2 El Medio Poroso

Un medio poroso puede definirse como una red compleja de conductos y obstrucciones
constituida por una fase sélida discontinua y una fase continua integrada por un fluido, que puede
ser compresible o incompresible. Dos propiedades que se asocian con la mecanica de fluidos a través

de lechos porosos son:

Porosidad: Es larelacion del volumen de los poros con respecto al volumen total de una
muestra del material y depende principalmente de la naturaleza geométrica
del sdlido.

Permeabilidad: Es una medida cuantitativa de la facilidad con la cual un fluido se transporta
através de un medio poroso. Cuando solo depende de la naturaleza intrinseca
del sélido, se trata de un medio isétropo y esta propiedad es un escalar. Por
otro lado, cuando también depende de la naturaleza geométrica del sélido
(propiedades direcéionales de los poros), se trata de un medio anis6tropo y
la permeabilidad se convierte en un tensor simétrico de segundo orden

(Greenkorn, 1983).

El primer estudio serio del transporte de un fluido a través de un medio poroso fue hecho por
el fisico francés Henri Darcy, quien en 1856 publicé una expresién obtenida a partir de
experimentacion, que describe la velocidad media de flujo de un fluido homogéneo en régimen

laminar, que pasa a través de un lecho poroso isotrdpico (Nield y Bejan, 1992):

K|dp |
v = - -pgl, )
[ l ng (2.12)
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en donde K es la permeabilidad del medio poroso, la cual tiene dimensiones de L2 Los geofisicos

miden la permeabilidad en darcys nombre dado en honor de este investigador (Sissom y Pitts, 1972):
1 darcy = 1.0623 x 10 "' fi2,

Aunque, la naturaleza de la ley de Darcy es empirica, Greenkorn (1983) describe que dicha
ley es equivalente a las ecuaciones de Navier-Stokes, por lo que se emplea como ecuacién de
movimiento de un fluido a través de medios porosos y una de sus aplicaciones practicas es el estudio

de operaciones de filtracion (Greenkorn, 1983). En forma tridimensional, se tiene que:

v - '%[Vp - og) 2.13)

La ley de Darcy evita la dificultad de representar el perfil de velocidad puntual por la
introduccion de una velocidad promedio definida como el cociente del flujo volumétrico a través de
una seccion dada del medio poroso. En un flujo unidimensional, la velocidad promedio de fase se
conoce como velocidad aparente o velocidad superficial (Gebhart, 1988). La ley de Darcy ha sido

verificada mediante experimentacion extensiva (Nield y Bejan, 1992).

En la postulacion de la ley de Darcy se han hecho varias consideraciones como: los efectos
inerciales se han ignorado y las pérdidas por friccién se han balanceado solamente con la caida de
presion y las fuerzas volumétricas. Por lo tanto, esta ley es s6lo vélida para pequeiias velocidades
de flujo (Greenkorn, 1983; Gebhart, 1988). Una desventaja original de la ley de Darcy, es que no
requiere de la condicion de la velocidad en las fronteras del medio poroso (paredes que lo contienen),
lo cual hace que dicha ley sea inicamente valedera lejos de estas fronteras. Con base en lo anterior
se han publicado una serie de modificaciones a la ley de Darcy, algunas de las cuales se comentan

en la siguiente seccidn.
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2.3  Modificaciones de la Ley de Darcy
Para solucionar este problema, Brinkman (1947a, 1947b) propone una extension a la ley de
Darcy, que consiste en afiadir un término de esfuerzo cortante, con el fin de predecir la distorsion

del perfil de velocidad en las fronteras, quedando la ley de Darcy como:

v = -Xop - pgl + K{-“—}vw (2.14)
p p

endonde p' es la viscosidad efectiva del medio poroso mientra que u es la viscosidad del fluido. Otra

forma de expresar la Ley de Darcy para el transporte de fluidos a través de un medio poroso es:

Vp = -Ev + pg, 215
p K pg (2.15)

mientras que la ecuacion de Navier-Stokes sin términos inerciales, estd dada por:

Vp = uV?v + pg. (2.16)

Para establecer una analogia con el fin de emplear condiciones de frontera racionales,

Brinkman propone:

p = —%v +p” Vv o+ pg, 2.17)
en donde p” se podria estimar con la relacion de Einstein (Brinkman, 1947b):

% = 1 + 2.5, 2.18)

en donde ¢ es la fraccién de huecos del medio poroso.

Si K tiende a ser muy grande, la ecuacion (2.16) es una expresién limite de la ecuacién
(2.17) y, por lo tanto, 1 = p". Por otro lado, si K tiende a ser pequefio, la ecuacién (2.15) es una
expresion limite de la (2.17) ya que el término de transporte viscoso se hace despreciable. En

conclusién, el término de esfuerzo que propone Brinkman, estd dado por intuicion pura y su validez
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para este trabajo se comentara mas adelante. Neale y Nader (1974) analizaron el significado préctico
de la extension de Brinkman a la ley de Darcy. El anélisis sirve para proporcionar una base fisica y
matematica mas rigurosa a la teoria semi-empirica propuesta por Beavers y Joseph (1967). Se
demuestra que las predicciones de estos autores pueden ser derivadas independientemente, sin tener
una formulacion empirica de las condiciones de frontera por el uso de la extension de Brinkman a
la ecuacion de Darcy (Saffmann, 1971; Ross, 1983). Un analisis mas detallado se presenta en el

Capitulo IV.

En resumen, el comportamiento no darciano de un medio poroso esta dado principalmente
por la consideracion de los efectos viscosos, como la extension de Brinkman o la ecuacién de
Forchheimer (Nield y Bejan, 1992); la inclusién de efectos inerciales y de resistencia viscosa (Tong
et al, 1985; Hunt, 1988) quienes estudiaron el efecto de la porosidad variable en medios altamente
porosos. En el caso de los medios porosos constituidos por granos alimenticios, los valores de
permeabilidad tienen un orden de magnitud de 10 m?(Singh y Thorpe, 1993), por lo que los efectos
inerciales son pequefios y, por lo tanto, el modelo de la ecuacion de Darcy con o sin la extension de

Brinkman es adecuado. Un analisis cuantitativo se presenta en el Capitulo IV.

2.4  Teorema del Promedio Volumétrico

En la mayoria de los procesos de transformacidn quimica, se usan operaciones de separacién
que involucran varias fases. El transporte de solutos y las reacciones quimicas que se llevan a cabo
en sistemas de fase maultiple y los fendmenos de conveccién natural en medios porosos son
problemas muy importantes dentro de la ingenieria quimica, pero no exclusivos. El origen del interés
en este tipo de fendmenos se pierde en los siglos, y nacio cuando la humanidad se involucré en el
secado de granos, el filtrado de vino, u otras operaciones de manufactura de productos hechos en
casa. Al paso del tiempo y con el proposito de hacer mas efectivos los procesos de fabricacidn, el
hombre se ha visto obligado a entender mejor los procesos de transferencia y transformacién que

ocurren en sistemas de mas de una fase. (Ochoa, 1993)
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El enfoque tradicional de la Ingenieria Quimica en el estudio de los fenémenos de transporte,
generalmente comienza con el estudio de la mecanica de fluidos, continuando con la transferencia
de calor y completando la secuencia con el estudio de la transferencia de masa tanto difusional como

convectiva.,

Con frecuencia, este estudio es restringido a los fenémenos de transporte en una fase, o
situaciones donde la segunda fase es representada solamente en términos de una condicién de
frontera. J. C. Maxwell comenzo el estudio tedrico de los procesos de transferencia en sistemas de
varias fases, relacionandola con su investigacion sobre la conduccién de corriente eléctrica en un
sistema de dos fases (Maxwell, 1891). La similitud matematica entre este fenomeno eléctrico con
los de conduccidn de calor, y difusion de masa ha ocasionado que varios métodos modernos para
estudiar el transporte en sistemas multifasicos se hallan desarroliado sobre las ideas originalmente

propuestas y usadas por Maxwell a finales del siglo pasado (Ochoa-Tapia, 1993, Whitaker, 1999).

En los tltimos afios este enfoque se ha profundizado a los procesos de transferencia
multifdsicos donde, una manera de extrapolar los modelos formales de transporte anteriormente
descritos que se emplean para transporte en una sola fase, hacia procesos con dos o mas fases, se
efectia mediante la utilizacién de valores promedio, que se basan en la definicidn rigurosa del

promedio de cualquier propiedad ¥.(Whitaker, 1967, 1999):

1
(¥ >-va\¥ dv. 2.19)
[

Este enfoque fue presentado en forma independiente en 1967 por Stephen Whitaker
(Whitaker, 1967), que dedujo una ecuacion de transporte dispersivo de masa en un lecho poroso y
por Slattery (1967, 1972) quien aplic esta técnica al estudio de fluidos viscoelasticos en medios
porosos. Posteriormente otros autores han publicado sus propias demostraciones y se le conoce
como el Teorema del Promedio Volumétrico (Carbonell y Whitaker, 1984; Whitaker, 1985; Howes

and Whitaker, 1985; Thorpe ef al, 1991), el cual se muestra a continuacidn:
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) 1
(V ‘Pﬁ%V <IPB> + V\[nﬁo \PBdAy (220)
p

en donde ¥ representa cualquier propiedad derivable y B es la fase que representa al fluido y o es la

fase solida. En esta expresion n es el vector normal unitario que apunta de la fase p a la fase o.

El término V; representa el volumen de la fase gaseosa contenida dentro del Volumen
promediante, el cual puede expresarse como:

V=V,+V, (2.21)
en donde los volimenes V; y V pueden ser funciones del tiempo o de la posicion, pero el volumen
promediante es invariante. La fraccién de huecos ¢, se define en forma explicita como (Howes y
Whitaker, 1985):

e=Vy/V. (2.22)

La esencia de este teorema se fundamenta en asociar cada punto del medio poroso a un
volumen pequefio, rodeado por una superficie cerrada, que se mueve dentro del seno del lecho, de
tal manera que el centroide del mismo sigue una curva arbitraria, cuya trayectoria abarca la totalidad

del medio poroso.

Se han probado diversas formas de volumen promediante, entre las cuales se tiene a la
rectangular, cilindrica y esférica (ver Fig. 2.1), siendo esta ultima la mas recomendable, ya que se
ha demostrado que las propiedades promedio resultantes tienen primera y segunda derivadas lo que

garantiza la existencia de continuidad en los modelos (Howes y Whitaker, 1985).
Con el fin de obtener ecuaciones que modelan los medios multifasicos se ha empleado el

Método del Promedio Volumétrico debido a que las ecuaciones resultantes son similares a las

empleadas para medios homogéneos.
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Fig. 2.1

Volumen promediante. La region sombreada es la fase ¢ y la region intersticial es la

fase f3

El método del promedio volumétrico propone un proceso de homogeneizacion espacial que

sigue cuatro pasos que son: (Ochoa-Tapia, 1993):

a)
b)
c)
d)

Promedio volumétrico de las ecuaciones de transporte puntuales.
Eliminacion de las variables dependientes de transporte puntuales.
Obtencién del modelo de una ecuacion.

Cerradura del problema.

El modelo que se obtiene no se restringe a alguna geometria en particular y emplea el

concepto del medio poroso espacialmente periddico con la finalidad de dar cerradura al problema,

que consiste en determinar las ecuaciones para las desviaciones microscépicas. El modelo de una

ecuacion sera la forma final de representar las ecuaciones diferenciales que gobiernan a cada fase,

en donde las variables dependientes son del tipo promediadas y los parametros de transporte
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asociados a ellas son efectivos. Estos parametros, en la mayoria de las situaciones, se determinan a
partir de experimentacion. (Ochoa-Tapia, 1993) aunque Glatzmaier y Ramirez, 1988) emplean el

método del promedio volumétrico para el modelamiento de propiedades térmicas de medios porosos.

En general, se requiere un volumen promediante que contenga muchas particulas sélidas y
fase gaseosa con el fin de obtener representatividad en los valores de las propiedades promedio

calculadas.

El teorema del promedio volumétrico, se ha aplicado en el modelamiento del transporte de
masa en reactores cataliticos y en el transporte de calor en lechos fijos, entre otras aplicaciones. La
utilizacidon de este teorema en las ecuaciones cldsicas de las transferencias, conlleva a obtener
basicamente las mismas expresiones, pero con propiedades promediadas, y a la necesidad de incluir
parametros de transporte efectivos (Ryan et a/, 1981). Pero existe una importante diferenciay es que
se conocen las limitaciones y el tratamiento de las relaciones de cerradura formuladas a través de las
desviaciones espaciales alrededor de la variable promedio y de los valores locales instantineos. Para
mayores detalles del método del promedio volumétrico se pueden consultar los trabajos de Whitaker
y Carbonell (1984); Whitaker (1967, 1985, 1986, 1999); Ryan et al (1981); Nozad et al (1985) entre

otros.

2.5  Conveccion Natural en Medios Porosos

La conveccidén en cavidades se presenta cuando se generan fuerzas de flotacién debido a un
gradiente de temperatura (ya sea en las fronteras, por generacién volumétrica de calor o por ambos
efectos), que induce un movimiento unicelular o multicelular del fluido, dependiendo de las
caracteristicas geométricas del sistema, del niimero de Rayleigh y del numero de Prandtl. Eltérmino
conveccién natural se utiliza para denotar flujos causados por fuerzas de flotacién en una cavidad,
mientras que la conveccidén libre que, también es originada por fuerzas de flotacion, no estd
restringida a una region finita con fronteras solidas (Leonardi, 1984). En este trabajo se considera

la conveccidn natural, ya que todos los problemas analizados se refieren a cavidades.
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Leonardi (1984), también presenta una revision extensa de los trabajos que se han hecho en
conveccion natural con fluidos. Es importante mencionar que el tratamiento matematico se complica
s se considera la conveccién simultanea de calor y de masa, originada por gradientes de temperatura
y de concentracion respectivamente (Fenomeno de doble difusién). En estos casos, también es
posible incluir los efectos Soret y Dufour (Bird et al, 1960; Nield y Bejan, 1992), lo que podria
ocurrir en el modelamiento matematico de reactores cataliticos o de granos alimenticios almacenados

en silos.

El modelamiento de la conveccion natural en cavidades que contienen un fluido o un medio
poroso ha sido un problema interesante, tanto por sus implicaciones numéricas como en sus
aplicaciones en ciencia y tecnologia. Ostrach (1988) presenta una revision extensa de este fenémeno
en cavidades rectangulares y cilindricas que contienen un fluido, bajo diversas condiciones de
frontera. Este autor analiza los pardmetros adimensionales que originan el fen6meno de conveccion
tanto de calor como de masa, los cuales son: el nimero de Grashof, numero de Prandtl y el aspecto
geométrico para la conveccion térmica, mientras que para la conveccidn simultanea de calor y de

masa también hay que adicionar los efectos del nimero de Schmidt y de la razén de flotacidn.

Los pardmetros anteriores afectan la solucion numérica del modelo matematico de la
conveccion natural, por la cual ha requerido un considerable esfuerzo computacional,
principalmente a nameros de Rayleigh (Ra) elevados (>10°® en fluidos y >10° en medios porosos),
debido que al aumentar Ra, se incrementa el efecto convectivo, lo que provoca cambios abruptos de
temperatura o de concentracion cerca de las fronteras, por lo que es necesario aplicar malleos mas
finos cerca de las paredes de la cavidad, con el fin de detectar dichos cambios y eliminar la

inestabilidad numérica (Prasad y Kulacki, 1984a; Ravi et al, 1994).

El problema de la conveccion natural en una cavidad cuadrada que contiene aire, la cual estd
sometida a un gradiente de temperatura en sus paredes verticales, mientras que en las paredes
horizontales se consideran adiabaticas, se ha convertido en un problema clasico para evaluar codigos

computacionales (de Vahl Davis, 1983). Un tratamiento computacional de este problema se presenta
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en el Anexo D del presente trabajo. De manera similar ha sido tratado el problema de la cavidad que
contiene un medio poroso (Prasad y Kulacki, 1984a) el cual es analizado en parte en uno de los

ejemplos de la Seccion 3.4.

La conveccién natural se modela con las ecuaciones de conservaciéon de masa, energia y
momentum. Las soluciones analiticas para estas ecuaciones diferenciales parciales acopladas son
dificiles de obtener excepto para casos muy idealizados en una dimensién. En el Anexo C del
presente trabajo, se desarrollan algunos problemas de este tipo. Sin embargo, con las técnicas
numéricas tales como la de diferencias finitas (Rice y Duong, 1995), se han obtenido soluciones para
diversos problemas, como el de la cavidad rectangular calentada diferencialmente o el del cilindro
con generacidén volumétrica de calor . Cabe comentar que el tratamiento matematico del fenomeno
de conveccién natural en fluidos y en medios porosos es similar, excepto por las siguientes
diferencias:

1) El transporte de momentum en fluidos incompresibles y newtonianos, se representa por las
ecuaciones de Navier-Stokes, mientras que para medios porosos, se utiliza la ley de Darcy

y alguna de sus modificaciones para medios porosos no darcianos.

2) Las propiedades termodinamicas y de transporte son para sustancias puras (generalmente)
en el caso de la conveccion de fluidos, mientras que se requieren calcular propiedades

efectivas para el caso de medios porosos.

La mayoria de los estudios reportados al respecto consideran que el movimiento del fluido
en la cavidad es bidimensional, aunque los experimentos han demostrado que el movimiento puede
ser en dos o tres dimensiones dependiendo de las condiciones de frontera y de la existencia de

fuentes volumétricas de calor o de masa, tanto puntuales, regionales o totales.

En el caso de conveccion natural en medios homogéneos, Leonardi (1984) realiz6 un estudio
numérico de los efectos que se tienen en la conveccion natural al variar las propiedades de un fluido
almacenado en una cavidad rectangular. Las pruebas numéricas se realizaron para agua y aire como

fluidos y las propiedades que se analizaron fueron la densidad, presién, viscosidad, y conductividad
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térmica. Este autor concluye que estas propiedades tienen efectos importantes sobre el flujo y perfiles
de temperatura para cavidades que contienen aire, mientras que para aquellas que contienen agua,
solo la densidad y la viscosidad tienen efectos significativos. La determinacion de perfiles de
velocidad y de temperatura se realizé en un rango de niimero de Rayleigh entre 10’ y 10°y para

razones de aspecto geométrico de 1,2 y 3.

Leonardi (1984) también propone un método para predecir, con una precision razonable, la
presion en cavidades que contienen aire, evitando con esto la necesidad de resolver la ecuacion de
presion, asi como un método para predecir las propiedades fisicas en la transferencia de calor

haciendo uso de correlaciones.

Le Peutrec y Lauriat (1990) consideraron los efectos de la transferencia de calor en las
paredes laterales en la conveccion natural en cavidades rectangulares. Los autores investigaron los
efectos de la pérdida de calor a través de las paredes laterales, utilizando niimeros de Rayleigh entre
10% 2 10”. De acuerdo a los resultados numéricos obtenidos, Le Peutrec y Lauriat (1990) concluyen
que el agua se puede emplear como fluido de trabajo en lugar del aire para investigar la transferencia
de calor por conveccion natural a nﬁmerbs de Rayleigh elevados. Sin embargo, se debe tener en
cuenta que los efectos debidos a nimeros de Prandtl elevados (7-10), se observan mejor a nimeros
de Ra elevados, debido a que el incremento del Prandtl conduce a un decremento de la influencia
de los términos de transporte convectivo en la ecuacion de la energia, originando que el problema

presente menos inestabilidad numérica y, por lo tanto, sea mas facil de resolver.

En el caso de la conveccion natural en medios porosos, ha habido una gran cantidad de
investigaciones numéricas y/o experimental, principalmente en geometrias cartesianas y cilindricas.
Prasad y Kulacki (1984a) estudiaron la conveccion natural en una cavidad rectangular sometida a
un gradiente de temperaturas en sus paredes laterales, encontrando la existencia de flujo multicelular

para aspectos geométricos' < 1. Prasad y Kulacki (1984b) reportan el efecto de una fuente calorifica

! Relacion entre altura y longitud de la cavidad

30



en una pared lateral, sobre la conveccién natural en una cavidad rectangular, Prasad y Chui (1989)
presentan un trabajo sobre el efecto de la generacidn volumétrica de calor en una cavidad cilindrica,
Prasad et a/ (1985) reportan el efecto del aspecto geométrico sobre la conveccion natural en cilindros
concéntricos verticales, Prasad y Chui (1987) analizaron el efecto de la generacion volumétrica de

calor en la conveccion natural en una cavidad rectangular.

Todos los autores mencionados emplean la ley de Darcy como ecuacién de morﬁentum y
obtienen la solucién numérica del problema empleando variantes de los métodos de diferencias
finitas (Gosman ef af, 1969; Patankar, 1980; Constatinides, 1987) y reportan los efectos del niimero
de Rayleigh para medio poroso y del aspecto geométrico sobre las lineas de corriente, las isotermas,

el nimero de Nusselt promedio y la generacion de flujo multicelular.

Por otro lado, de acuerdo con la investigacion realizada, se encontré poca informacioén que
describa el efecto de las concentraciones de ciertos solutos, sobre la transferencia de masa en medios
porosos. Singh y Thorpe, (1993) proponen un esquema numérico de diferencias finitas para
estudiar la transferencia de calor y humedad por medio de conveccion natural en tres dimensiones
en un silo con forma de prisma pentagonal, sin considerar el efecto de la doble difusién, empleando
como ecuacion de momentum a la ley de Darcy. Los resultados de las simulaciones numéricas
establecen la magnitud y direccién de las corrientes de conveccion asi como los contornos de
temperatura, humedad del grano y concentraciones de pesticidas. La técnica ADI (Direccidn

Alternante Implicita) fue utilizada para resolver numéricamente el modelo matemaético resultante.

Valencia-Lopez (1993) analiz6 las ecuaciones que describen el flujo convectivo provocado
por el gradiente de temperatura dentro de un silo de seccién rectangular. El modelamiento incluye
dos regiones: aire y el lecho granular, con una superficie de separacion plana entre dichas regiones.
Las ecuaciones de transporte se expresan mediante la formulacion vorticidad-vector potencial. La
solucién del modelo en estado estacionario para las ecuaciones de transferencia de masa, energia
y momentum en tres dimensiones espaciales se hizo con discretizacion mediante diferencias finitas

con espaciamiento variable y solucion mediante el método del Falso Transiente (Mallinson y de
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Vahl Davis, 1973)

Con base en la revision efectuada, el presente estudio se orienta hacia el modelamiento
matematico y solucién numérica del fenémeno de conveccion natural en medios porosos, utilizando
las ecuaciones de transporte para medios multifasicos, obtenidas a partir del Método del Promedio
Volumétrico, evaluando la precision del método de colocacién ortogonal en la discretizacion y
resolucién de las ecuaciones de gobierno. En los problemas resueltos, se analiza el efecto del
namero de Rayleigh, del aspecto geométrico, de las fuentes de calor y de diversas condiciones de
frontera, sobre el comportamiento de las lineas de corriente y en los perfiles de temperatura y de
concentracion, dando énfasis a los medios porosos con generacién volumétrica de calor, ya que,
aunque existen algunos reportes al respecto (Prasad y Chui, 1989; Singh y Thorpe, 1993), es
necesario una mayor investigacion debido a la importancia de sus aplicaciones practicas, tales como:
el almacenamiento de granos en silos, reactores de lecho empacado, refrigeracion de frutas y

hortalizas, entre otros.

Al respecto, se analizaron diversas situaciones de conveccion natural en geometrias de 2 'y

3 dimensiones, las cuales se describen en los Capitulos IV y V respectivamente.

2.6 Modelamiento Matematico del Medio Poroso
Para el tratamiento matematico del medio poroso, se tienen dos formas de disefiar los

modelos matematicos para describirlo:

1.~ Considerar un modelo separado para el fluido y para el solido respectivamente, acoplando
las ecuaciones obtenidas mediante condiciones interfaciales apropiadas. La utilizacion de
este esquema implica el empleo de coeficientes de transferencia de calor y de masa que deben

determinarse ya sea mediante experimentacion o mediante correlaciones.

2.- Emplear el concepto de Promedio Volumétrico para obtener ecuaciones de transporte que

modelen el sistema bifasico. Esta técnica consiste en asociar cada punto del medio poroso
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2.6.1

a un volumen pequefio rodeado por una superficie cerrada que se mueve dentro del seno del
lecho, de tal manera que el centro del mismo sigue una curva arbitraria cuya trayectoria
abarque la totalidad del medio poroso. Es decir, que se deben plantear ecuaciones de
transporte para un medio efectivo, considerando un promedio ponderado de las propiedades
termodinamicas del sélido y del fluido, teniendo las condiciones de frontera que delimitan
al sistema geométrico formado por dicho medio poroso (Ochoa-Tapia, 1993). Este fue el
criterio que se siguid en el desarrollo del presente trabajo, teniendo en mente que la
consideracion de medio efectivo y medio poroso isotropo, origina que los tensores de
permeabilidad, conductividad térmica y difusividad se simplifiquen a sus contrapartes

escalares.

La ventaja de promediar es que seria imposible resolver un problema donde no se conoce la

ubicacion de la interfase ni la estructura ni morfologia del medio poroso.

Ecuaciones de Transporte Promedio en el Medio Poroso

Para la obtencién de las ecuaciones de transporte en un medio poroso, se ha aplicado el

Método del Promedio Volumétrico, considerando que el fluido intersticial es newtoniano e

incompresible y que los tensores de transporte solamente dependen de las coordenadas espaciales,

por lo que las ecuaciones promedio son: (Ryan et al, 1981; Nozad et al, 1985; Thorpe et al, 1991,
Ochoa-Tapia, 1993):

Ecuacion de continuidad:

Vv, =0, (2.23)

ecuacion de momentum (Version tridimensional y transitoria de la ley de Darcy):

av
pﬁ—E = -pCt- vg = VP + pg, (2.24)
ot
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ecuacion de energia:

oT
(PCp)g(—ét—B +vgVTy) = K W + Q, (2.25)

ecuacion de transporte de masa para un soluto A%:

aC
_ My v, VC

= 5V, + R, (2.26)

L C D,:VWC Ag o
endonde Q, y R, son las fuentes calorificas y de masa respectivamente. Para simplificar la notacion,
se ha utilizado simbologia de variables locales instantaneas, en los simbolos de las ecuaciones (2.23)
a(2.26), pero no deben confundirse con variables locales. Los pardmetros efectivos de transporte (C'
inverso de la permeabilidad, K conductividad térmica y D, difusividad), son tensores de segundo
orden, lo que permite que las ecuaciones de transporte consideren el caso de lechos porosos con
anisotropia e interacciones cruzadas (Ochoa-Tapia, 1993). Estas ecuaciones se reducen a las formas
clasicas si se considera que se tiene un medio poroso is6tropo con propiedades de transporte
efectivas. Las expresiones (2.23) a (2.26)‘constituyen una forma rigurosa de modelar el transporte
de momentum, calor y masa en medios multifésicos, sin restricciones de la geometria, debido al
proceso del método del promedio volumétrico. Posteriormente, es usual utilizar la aproximacion de
Boussinesq, que considera a la densidad constante, excepto en el término de fuerzas volumétricas
de la ecuacién de momento. En este caso, es posible proponer (para cambios de temperatura
pequefios) una relacion lineal, tal como se comentd en la seccién 2.1. Un resumen de las ecuaciones
de conservacién se muestra en el Anexo E del presente trabajo. Existen diversas formas de

tratamiento de las ecuaciones gobernantes de la conveccion natural, las cuales son:

a) Ecuaciones en variables primitivas: En un sistema 2-D se tendrian cinco ecuaciones (una
de continuidad, dos de momento, una de energia y una de concentracién del soluto A) y se

tendrian cinco variables dependientes (v, v,, p, Ty C,). La principal dificultad es la eleccién

Las operaciones tensoriales como el doble producto escalar se explican con detalle
por Bird et al (1960)
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b)

de las condiciones de frontera para la presion, ya que estan en funcién de la temperatura y
de la densidad, lo que complica el problema. Ademas, los términos de primer orden de la
ecuacion de continuidad provocan inestabilidad numérica (Patankar, 1980), por lo es
necesario hacer mayor investigacion, con el fin de encontrar una manera idonea de evitar esta
inestabilidad. A priori, algunas alternativas plausibles serian: la utilizacién de métodos de
diferencias finitas de mayor orden; el mapeo de la ecuacién de continuidad, analisis de
malleo o la valoracién de otras técnicas como residuos ponderados, elemento finito y

volumen de control.

Funcién corriente y vorticidad: En este caso, la presion se elimina por diferenciaciéon
cruzada (mas propiamente por la aplicacion del rotacional a la ecuacién de movimiento). En
sistemas bidimensionales, esto conduce a la obtencion de una ecuacién de vorticidad para el
caso de fluidos o medios porosos modelados con la ley de Darcy con la extension de
Brinkman. Posteriormente, utilizando la definicion de funcion corriente (Gebhart et al,
1988), es posible eliminar la ecuacioén de continuidad. Por lo tanto, la solucién del modelo
de transporte se obtiene en términos de funcién corriente v, vorticidad , temperatura y
concentracién. Con los valores de la funcion corriente es posible construir graficas que
ilustren las lineas de corriente en la cavidad, lo que es importante en el analisis del fenémeno
de conveccion natural. Un problema serio es la determinacion de las condiciones de frontera
de la vorticidad por lo que algunos autores han propuesto diversas formas para estimarlas,
tales como las aproximaciones de Woods, Tom o Jensen (Roache, 1972); la deduccién a
partir de la ecuacion de vorticidad (Wong y Reizes, 1984, 1986), etc. Una desventaja de este
método es que la definicion de funcidn corriente no es aplicable a sistemas tridimensionales,
ya que no existe una funcion y cuya isolinea sea una linea de flujo. En coordenadas

cartesianas las definiciones de funcion corriente y vorticidad estan dadas por (Roache, 1972):

v, = oy/dy v, =~ Jy/0x (2.28a,b)
® = [3v,/Oy - Ov, /0x] (2.29)
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d)

Método de la Ecuacién de Presion: El método que a continuacion se presenta, se aplica
principalmente a sistemas 2-D, donde se hace diferenciacion de la ecuacion de momento para
cada componente, seguida de la suma de las dos expresiones obtenidas. Posteriormente, se
reagrupa y se aplica la ecuacion de continuidad, para obtener finalmente una EDP eliptica
conocida como ecuacion de presion (Roache, 1972; Patankar, 1980) Esta expresion se
resuelve junto con la definicién de funcién corriente. Este método es 1itil, cuando interesa

conocer el campo de la presion junto con los perfiles de flujo.

Vector Potencial-Vorticidad: Este método se aplica en sistemas 3-D, el cual consiste en la
aplicacién del rotacional a la ecuaciéon de movimiento, con el fin de eliminar Vp,
originandose una nueva ecuacion en términos de vorticidad aplicable a fluidos solenoidales
(Mallinson y de Vahl Davis, 1973). Posteriormente se define un potencial ¢ de tal manera
que v =V x @, lo que conlleva que la ecuacion de continuidad se satisfaga. Para determinar
las condiciones de frontera del potencial, Hirasaki y Hellums (1968, 1970) establecen que
la derivada normal del componente normal es cero, mientras que los componentes
tangenciales son cero (condiciones de ortogonalidad). Existen algunas variantes de este
método como el Vector-Potencial-Escalar que ha sido utilizado por Reizes et al (1983);
Wong y Reizes (1984); Valencia-Ldopez (1993), entre otros y la de Velocidad-Vorticidad que
ha sido utilizada por diversos autores como Stella et al (1988), que la aplicaron para la

formulacién de problemas de conveccién natural 3-D.

De las técnicas anteriores, se opto en el presente trabajo por la de funcién corriente-vorticidad

para problemas de medios porosos en 2-D y de la técnica de Vector-Potencial para los problemas

tridimensionales, ya que uno de los principales objetivos del modelamiento de la conveccidn natural

consiste en la evaluacion de los patrones de flujo. Es importante mencionar que si el medio poroso

2-D se analiza con la ley de Darcy, solamente se requiere la definicion de la funcién corriente,

mientras que si se utiliza la ley de Darcy con la extension de Brinkman o el problema esta en estado

transitorio, entonces si se requiere incluir la definicién de vorticidad.
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Por altimo, es conveniente adimensionalizar las ecuaciones, con el fin de reducir el nimero
de parametros de andlisis y normalizar las coordenadas espaciales, para que sea mas conveniente la
discretizacion (por diferencias finitas o por colocacién ortogonal). Es posible efectuar la

adimensionalizacion proponiendo los siguientes parametros adimensionales:

X=x/L , Y=yL , uw=v/V,, u=v,V, vy 0= (T-TH/(T,-T.)
En donde:

= Altura de la cavidad

= Longitud de la cavidad

=  Temperatura

T.= Temperatura de la pared fria.

T,= Temperatura de la pared caliente

V= Velocidad de referencia
v,= Velocidad en la direccion x
v,= Velocidad en la direccion y
x=  Direccion x

y=  Direcciény

0= Temperatura adimensional

Cuando se introducen estas unidades en las ecuaciones de transporte, se obtienen los
siguientes grupos adimensionales (Ozisik, 1980):
A= Aspecto geométrico, H/L
Re= Numero de Reynolds = pV L/u
Pr= Numero de Prandtl = u/pa

Gr= Numero de Grashof = gBp?L*(T, - T./p?

En donde:
a=  Difusividad térmica, k/pCp
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k= Conductividad térmica
Cp= Calor especifico.

Por lo tanto, en la ecuacién de momentum aparece el grupo Gr/Re? que es una relacion entre
las fuerzas de flotacion y las fuerzas inerciales. En la conveccion natural, las fuerzas de flotacion o
de empuje son predominantes, mientras que en conveccion mixta o forzada, las fuerzas inerciales
son las dominantes. A medida que Gr/Re? se va haciendo mas pequeflo, aumenta la dificultad de
convergencia debido a la inestabilidad numérica que provocan los términos convectivos de las
ecuaciones de transporte (Iwatsu et al, 1993). Cuando la relacion es del orden de la unidad, no se

puede ignorar la conveccion natural con respecto a la conveccion forzada.

El criterio de adimensionalizacion requiere de fijar una velocidad de referencia que, aunque
en principio su valor debe ser independiente de la solucion, en ocasiones, no se conoce su orden de
magnitud, lo que podria originar problemas de escala en el caso de conveccion natural, mientras que
en el caso de conveccion mixta, dicha velocidad se puede determinar sin mayor problema. Para evitar

la situacidn anterior, un criterio de adimensionalizacién alterno es:

X=xL , Y=yL , uw=v, Lo |, u, =v, Loy 0= (T-TH/(T,-T,)

Cuando se introducen estas unidades en las ecuaciones de transporte, se obtienen los

siguientes grupos adimensionales (Ozisik, 1980; Prasad ef al, 1985):

L= Longitud de la cavidad
H=  Altura de la cavidad

A= Aspecto geométrico, H/L H
Pr= Numero de Prandtl = p/pa

Ra,= Numero de Rayleigh para el fluido= GrPr = gBpL*(T, - T,)/na

Da= Numero de Darcy = K/1.2 L
Ra= Numero de Rayleigh para medio poroso = Ra;Da

El nimero de Rayleigh (Ra;) es una medida cuantitativa de la magnitud de las fuerzas de

38



flotacion e inercia con respecto a las fuerzas viscosas y de difusion térmica. Las investigaciones
realizadas sobre la conveccion natural en fluidos abarcan Ra; hasta de 10° (Ravi er al, 1994),
mientras que para medios porosos, los estudios reportados abarcan hasta un Ra del orden de 10*
(Prasad y Kulacki, 1984a; Prasad y Chui, 1987, 1989). Al incrementarse el niimero de Rayleigh, los
efectos de flotacion e inerciales se hacen importantes, por lo que aumenta la dificultad para resolver
numéricamente el problema. En este caso, es necesario aplicar malleos mas finos o procurar que,
cerca de las fronteras exista una mayor cantidad de nodos, con el fin de detectar los cambios abruptos

de patrones de flujo y de temperatura que ahi se esperan.

Es importante mencionar que en el caso de granos, el orden de magnitud de Ra se encuentra
entre 10-100, lo cual, no ocasiona mayor dificultad para obtener la convergencia (si no se considera
el efecto del calor de respiracion®). Por el contrario, en el caso del aire que se encuentra en la parte
superior de un almacén de granos, puede presentar nimeros de Ra, del orden de 10 -10"
(calculandolos con datos reales), lo que lo convierte en un problema muy complejo ya que,
practicamente se tiene régimen turbulento y, por lo tanto las ecuaciones de transporte se modifican.
Esta situacion todavia no ha sido resuelta satisfactoriamente y su analisis conlleva la proposicién de

otro trabajo doctoral.

2.7  Ecuaciones Diferenciales Parciales (EDP)

Las leyes de conservacion de masa, momentum y energia componen la base del campo de
estudio de los Fenémenos de Transporte. Estas leyes aplicadas al transporte de fluidos, describen las
variaciones de velocidad, temperatura y concentracién con respecto al tiempo y posicion en el
sistema en cuestion. El comportamiento espacial o espacial-temporal de tales sistemas, se modela

mediante ecuaciones diferenciales parciales (EDP).

Las EDP que representan a los modelos de transporte son de segundo orden, tanto lineales

como no lineales. Para el caso de una EDP lineal en dos dimensiones, con el formato general

3 Calor generado por el metabolismo aerébico de la glucosa, en organismos vivos
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representado por laecuacion (2.27), donde A, B,..,G pueden depender de x e y pero no de u. (Spiegel,

1975)

2 2 2
Aau+Bau+Cau+D§E+E_a_u+Fu+G:O. (2.27)

Ox 2 oxoy dy? ox dy

En funcion de la naturaleza de las soluciones de (2.27), las EDP se clasifican frecuentemente
como elipticas, hiperbdlicas o parabdlicas (Smith, 1978; Hoffman, 1992), segun si el discriminante
B? - 4AC es menor, mayor o igual que cero respectivamente. Notese que la clasificacion de (2.27)
se determina inicamente por su parte principal (los términos que involucran las derivadas de mayor
orden de u) y que el tipo variara, por lo general de acuerdo a su posicion en el plano xy, a menos que
A, By C sean constantes. Las ecuaciones elipticas generalmente representan un problema fisico que
involucra y proceso de difusion que ha alcanzado el equilibrio, (p.e. una distribucion de temperatura
estable), mientras que las ecuaciones hiperbolicas deben dar origen a soluciones con
discontinuidades, (p. e. una onda de choque), por lo que se asocian con problemas de oscilaciones

mecdnicas. Por otro lado, las ecuaciones parabdlicas se asocian a problemas fisicos transitorios.

Como ejemplos tipicos de ecuaciones elipticas, se tienen la ecuacién de Laplace o la ecuacion
de Poisson; de las ecuaciones parabdlicas, estd la ecuacién de difusion y de las ecuaciones
hiperbolicas, se tiene a la ecuacion de onda. Una clasificacion similar para EDP de segundo orden
con tres variables independientes es descrita por Tychonov y Samarskii (1964). Esta clasificaciéon
incluye EDP elipticas, parabélicas, hiperbolicas y ultra-hiperbélicas. La mayoria de las EDP que se
presentan en Ingenieria y en Fisica son de segundo orden con dos, tres o cuatro variables
independientes, por lo que la clasificacion anterior se ha hecho extensiva a esas situaciones,
considerando que las ecuaciones elipticas tienen un dominio cerrado, por lo que representan
problemas en equilibrio, mientras que las EDP parabdlicas e hiperbdlicas, presentan al menos una
frontera abierta, por lo que representan problemas de propagacion de ondas (Espinosa, 1998,
Espinosa y Soria, 1998). Con base a lo anterior y asociando con las ecuaciones de conservacion, se

llega a la siguiente conclusion:
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Esta tipificacion es importante, ya que definird el método de solucion a utilizar. Hoffman

(1992) describe con detalle las propiedades geométricas de cada tipo, asociandolas con sus curvas

caracteristicas.

2.7.1 Condiciones de Contorno

Las condiciones iniciales y de frontera asociadas con una EDP deben de especificarse con
el fin de obtener una solucién tnica®, si se considera que el problema esta bien determinado, es decir,
si la solucién existe y depende continuamente de sus condiciones de entorno. Las condiciones
iniciales se requieren como especificacion de arranque en la solucion de problemas de propagacion
o dindmicos, mientras que las condiciones de frontera acotan el dominio de valores de la variable
dependiente en la regién de analisis, por lo que se requieren dos condiciones de frontera por cada
coordenada espacial. Desde el punto de vista de los procesos de transferencia, se tienen tres tipos

clasicos de condiciones frontera, los cuales se describen en la Tabla 2.1.

Tabla 2.1 Tipos clasicos de condiciones frontera, que se presentan en los problemas de

fenémenos de transporte

Dirichlet u=1f(n) Frontera definida con valores fijos
Neumann dw/dn = f (n) Frontera definida con un Flux
Robbins Ecuacién de transferencia en una
a (du/dn) + bu = f (n) _
interfase
4 Aunque es factible la existencia de varias soluciones para EDP no lineales
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Solamente uno de los tipos anteriores (0 algun otro) debe especificarse en cada region de la
frontera, pero diferentes tipos de condiciones frontera pueden especificarse en diferentes regiones

de la frontera.

Es importante mencionar que existen muchos problemas, donde las condiciones de frontera
no se ajustan a ninguno de los tipos anteriores, ya que pueden contener segundas derivadas o
términos no lineales. Tres ejemplos tipicos son: la definicion de la vorticidad, la transferencia de

calor por radiacién y la difusion y reaccion con orden de reaccion mayor que la unidad.

2.7.2 Métodos de Solucién

La estrategia global para resolver las EDP radica en reducirlas a una o mas ecuaciones
diferenciales ordinarias (EDOQ), las que se pueden resolver por las técnicas convencionales.
Bésicamente, los métodos de solucién se pueden dividir en: analiticos y numéricos. Entre los

primeros se tienen:

a) Separacion de variables: Este es el método mas ampliamente utilizado y consiste en dividir
la variable dependiente en funciones de una sola variable independiente, para posteriormente,

resolverlas por separado. Este método es mas adecuado para ecuaciones de tipo eliptico.

b) Combinacion de variables: Esta técnica, también conocida como transformaciéon por
similaridad, consiste en buscar la factibilidad de combinar todas las variables independientes
dentro de una variable, la que originara una EDO. Este método normalmente es adecuado

para problemas de valores iniciales.

C) Transformada de Laplace: Es una técnica de integracion, la cual cambia la EDP de un
dominio diferencial a un dominio algebraico, originando una EDO. Este método se puede
aplicar recursivamente hasta convertir la EDP en una ecuacién algebraica, para despejar la
variable dependiente y, posteriormente, recurrir a la transformada inversa para regresar la

variable dependiente a su dominio original. Este método es mas apropiado para ecuaciones
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parabdlicas. La transformada de Laplace se puede aplicar en forma sucesiva hasta convertir
una EDP en una ecuacion algebraica. Este procedimiento, relativamente facil, se complica
al momento de calcular la transformada inversa &', ya que se requerira el uso de la Teoria

de Variable Compleja.

d) Orros Métodos: Entre estos se tiene el de perturbacion o series de potencias, que se aplican
cuando los términos no lineales de la ecuacidn son pequefios en comparacion con el término
lineal, por lo que su utilizacién es limitada, teniendo en cuenta que la solucién propuesta es
aproximada. El método de series de potencias es robusto y ha sido aplicado en algunas
situaciones, pero es tedioso, pues requiere la evaluaciéon de un coeficiente en cada término
dela serie. Algunos otras técnicas se basan en la Transformada de Fourier, Analisis Espectral,

etc., cuya utilizacion en problemas no lineales y EDP acopladas ha sido limitada.

Los métodos analiticos, aunque muestran explicitamente la dependencia entre variables,
solamente se aplican para resolver situaciones sencillas en donde, generalmente, las EDP son lineales
y con condiciones de entorno sencillas, ya que con EDP no lineales o sistemas de EDP acopladas,
que se presentan con mayor frecuencia en los problemas cientificos y de ingenieria, la solucién
analitica es muy dificil o, practicamente imposible. Entonces, es preferible recurrir a métodos
numéricos que basicamente consisten en la discretizacion de los operadores diferenciales, con el fin
de obtener sistemas de ecuaciones algebraicas en el caso de EDP elipticas o sistemas de EDO en el
caso de EDP del tipo parabdlico. La discretizacion de un dominio implica el disefio de una red o
malla (generalmente ortogonal) formada por una serie de intersecciones llamadas nodos o celdas.
Para cada nodo se aplica la aproximacion de la(s) EDP(s) de gobiemo, con el fin de generar un
sistema de ecuaciones algebraicas o algebraica-diferenciales acopladas que, al resolverse, daran los

valores puntuales de las variables dependientes del sistema de EDP en la malla en cuestion.

Si el modelo matematico esta bien especificado, es de esperarse que al aumentar el nimero
de nodos (hacer malleos mas finos), aumentara la precision de los resultados pero, también

aumentara el costo computacional por el numero de ecuaciones que se tienen que resolver. Por
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ejemplo: en un problema de conveccion natural de calor y masa en 3-D en una cavidad que contiene

un fluido, se generan 8 EDP (usando el método vector-potencial). Si se va a plantear un malleo de

200 nodos por coordenada espacial, se originaran 8x202x202x202 ecuaciones a resolver, es decir un

sistema de 65,939,264 ecuaciones, lo que requeriria el uso de computadoras de alto desempefio (p.

e. Cray Origin 2000). Este tamafio de malla podria garantizar, si se estuviera evaluando el efecto de

numeros de Rayleigh elevados, que las ecuaciones converjan. Ademads, al aumentar la malla,

disminuye la velocidad de convergencia tal como se muestra en el Capitulo V. Los principales

métodos de discretizacion son:

a)

b)

Residuos Ponderados: Consiste en proponer funciones de prueba (generalmente
polinomiales) y calcular los pardmetros indeterminados que minimizan el error de la integral
del residual de la EDP en una serie de puntos seleccionados o nodos. Existen algunas
variantes que dependen en la forma de fijar la funcién de prueba y de seleccionar la ubicacién
de los nodos, como: Colocacion simple con funcion Delta de Dirac, Subdominios, Momentos,

Galerkin, Minimos Cuadrados, etc. (Villadsen y Michelsen, 1978).

Diferencias Finitas: Consiste en aproximar los operadores diferenciales por sus definiciones
discretizadas en un punto del dominio. Para hacer esto, es necesario definir el tamaiio de la
red nodal (malleo), la cual es ortogonal. Las diferencias finitas pueden ser de primer o
segundo orden y se pueden aplicar con malleo constante o variable. Para el caso de EDP
elipticas, se obtiene un sistema de ecuaciones algebraicas (lineales o no lineales) que se
resuelve por Factorizacién LU (Nakamura, 1991; Dongarra et al, 1979), Sobre-relajacion
(Lapidus y Pinder, 1982, Espinosa y Soria, 1998), Newton-Raphson (Press et al, 1989,
Jiménez-Islas, 1988), Broyden (Burden y Faires, 1985), métodos homotdpicos (Jiménez-

Islas, 1988), relajacién no lineal (Vemuri y Walter, 1981), entre otros.

Colocacién Ortogonal: Es una variante del método de residuos ponderados, donde los nodos
de aproximacion estan dados por las raices de polinomios ortogonales como los de Jacobi,

Legendre, Hermite, entre otros. La aproximacion polinomial se hace en todo el dominio.
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d)

(Finlayson, 1980, Jiménez-Islas y Lopez-Isunza, 1993, 1994). Esta técnica ofrece mayor
precision que otros métodos, ya que la ecuacién de discretizacion para un nodo en particular
involucra a todos los nodos comprendidos en el dominio y su ubicacion que esta dada por las
raices del polinomio ortogonal seleccionado, reduce el error considerablemente (Finlayson,

1980; Constatinides, 1987).

Colocacion Ortogonal en Elemento Finito: En este caso, la colocacion ortogonal no se hace
en todo el dominio, sino en cada uno de los elementos finitos en los que se ha dividido el
dominio (de longitud igual o diferente). Posteriormente, los elementos finitos se acoplan
siguiendo el principio de continuidad del campo y del flux (densidad del flujo). Esta técnica
es adecuada para problemas en los que se sabe o se sospecha que existen cambios abruptos
en los valores de las variables dependientes (Carey y Finlayson, 1975; Jiménez-Islasy Lopez-

Isunza, 1996).

Elemento Finito: En este caso, el dominio se subdivide en un niimero definido de regiones
pequefias, donde cada una es Unica y no es necesario que éstas sean ortogonales entre si. Por
ejemplo: Triangulos o cuadrilateros se pueden usar en dominios bidimensionales, mientras
que tetraedros o hexaedros pueden utilizarse para dominios tridimensionales. Sobre cada
elemento finito, las variables dependientes (temperatura, velocidad, concentracién, etc.), se
aproximan utilizando funciones conocidas. Estas funciones pueden ser lineales o no lineales
(polinomios generalmente), dependiendo de las ubicaciones geométricas (nodos) empleados
para definir los elementos finitos. Posteriormente, se integran las ecuaciones gobernantes en
cada elemento finito y el conjunto de soluciones individuales que se obtienen, son
ensambladas sobre el dominio total. Como consecuencia de estas operaciones, se obtiene un
conjunto de ecuaciones algebraicas, el cual se resuelve para, asi, conocer el valor de las
variables dependientes en los nodos (Pepper y Heinrich, 1992) . Algunas variantes del método
de Elemento Finito estriban en la utilizaciéon de polinomios de Lagrange o la técnica
desarrollada por Galerkin (Finlayson, 1980). Este método es adecuado para problemas con

geometrias irregulares
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f) Otros métodos: Existen publicadas en la literatura otros métodos especificos, disefiados para
resolver determinadas situaciones, tales como: Volumen de control (Patankar, 1980),
Transformada rapida de Fourier, Métodos de Montecarlo, entre otros, asi como diferentes
esquemas para el método de diferencias finitas tales como: Crank-Nicolson o el del
Integracién Implicita Alternante (ADI), entre otros, los cuales se utilizan generalmente para
la solucién de EDP lineales o linealizadas mediante el empleo de series de Taylor. Estas
técnicas no fueron analizadas, ya que su implementacion en sistemas de EDP no lineales
requiere un analisis mas profundo y su desarrollo queda fuera del alcance de este trabajo, ya
que se siguid la premisa de que las EDP a resolver no se les hiciera ningun rearreglo o
transformacion y que los cdigos computacionales a desarrollar no estuvieran limitados a

resolver situaciones especificas.

Por otro lado, existen una serie de estrategias para resolver las ecuaciones discretizadas que,
generalmente, son del tipo iterativo secuencial, es decir, se inicia el calculo con la suposicién del
campo de una de las variables dependientes (p.e. velocidad), con el fin de determinar el campo de
temperatura y simultdneamente el de masa (en su caso). Posteriormente se aplica una condicion de
convergencia (que puede ser la ecuacion de continuidad), para calcular nuevamente el campo de
velocidades y asi se repite el procedimiento hasta una tolerancia fijada de antemano. Algunos
ejemplos son: El método SIMPLER (Patankar y Spalding, 1972; Patankar, 1980), sobre-relajacion
sucesiva (SOR) (Roache, 1972), etc. Como estas técnicas implican el arreglo del sistema de EDP y
su convergencia es determinada de manera significativa por el arreglo algebraico y por el vector de
aproximacion inicial, se decidié emplear métodos que recalculen todas las variables dependientes a
la vez, como el Método de Newton-Raphson con factorizacion LU y el método de Relajacién no
Lineal. Ademads, los cédigos computacionales que se desarrollan no tendrian la versatilidad de

aplicarse a otras situaciones fisicas, por lo que se decidi6 no profundizar en tales metodologias.

Las técnicas a)-d) son de propésito general por lo que es factible el desarrollo de codigos de
computadora, que resuelvan numéricamente un sistema de EDP no lineales acopladas, sin que se

tengan restricciones en la forma de la condiciones de frontera o iniciales. Ademas, se pretende que
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a los sistemas de EDP que se obtengan como resultado de la aplicacion de las ecuaciones de
conservacion, no se les efectlie ninguna clase de rearreglo, linealizacion o simplificacion, que pueda
alterar la esencia matematica del fendmeno. Con base en lo anterior, en este trabajo se utilizaron las
técnicas de Colocacion Ortogonal y de Colocacion Ortogonal en Elementos Finitos y su precision
se compard con el método de Diferencias Finitas, para lo cual se desarrollaron una serie de

programas, los cuales se describen en los Anexos By G.

Por wltimo, es importante comentar que, aunque la precision numérica puede mejorarse por
el empleo de métodos de discretizacion de orden superior (p.e. Diferencias finitas de cuarto o quinto
orden), se podria obtener un error numérico relativamente elevado, si la malla es muy amplia. Para
disminuir este error, se resuelve el problema con un malleo mas fino hasta que la solucién obtenida
satisfaga las EDP gobernantes en una tolerancia aceptable (del orden del 10%10). Esto ocasiona que
el namero de ecuaciones de discretizacion aumente en la proporcion NQ*(NX+2)*(NY+2)*(NZ+2),

lo que ocasiona que la solucién de problemas con malleo muy fino sea dificil.

Para solventar este inconveniente se pueden utilizar el método de Colocacién Ortogonal en
Elemento Finito (Carey y Finlayson, 1975) o el método de multi-malla (Smith, 1989), los cuales
proponen que el malleo fino se haga localmente, es decir en las regiones donde se tenga conocimiento
0 se espere que existan cambios abruptos en los valores de las variables dependientes. En la seccion
3.4 se analiza con detalle el primer método y en el Apéndice G se ilustra su aplicacion en problemas

tipo.
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A fin de resolver numéricamente los problemas de conveccion natural en medios porosos,
se hicieron una serie de programas de computadora, utilizando las discretizaciones de las EDP por
medio de Colocacion Ortogonal para una, dos y tres dimensiones con polinomios de Jacobi,
Colocacion Ortogonal en Elemento Finito para dos dimensiones, tanto para estado estable como
dindmico. En este Capitulo se ilustran las consideraciones tedricas para cinco de estos codigos,
mientras que en el Anexo G se describen los cddigos computacionales LEGENDRE, ELI-COL,
PAR-COL2, COL-FIN2 y ELI-COL3, junto con algunos ejemplos que fueron resueltos con los
programas antes mencionados. Por otra parte, en el Anexo B se describe un breve resumen de todos
los programas de computadora que se desarrollaron durante el transcurso del proyecto doctoral. Los
lenguajes de programacién utilizados fueron: CLIPPER™?, C y FORTRAN 77/90, aunque se tiene
previsto convertir las versiones en CLIPPER™® en VisualBASIC ™® o VisuaFORTRAN® para
utilizarse en los sistemas operativos Windows 95/98 y WINDOWS NT.

La secuencia de calculo que tienen los programas desarrollados es:

a) Entrada de Datos del problema: En este caso, se fijan los valores de Ra, Pr, A, calores de

respiracion, etc.

b) Entrada de EDP y de Condiciones de Entorno: Para este caso, se disefié una notacién de tal

manera que los programas sean de propdsito general. Para cada variable dependiente se le da
la notacion T(1), T(2), T(3), etc., las primeras derivadas en X seran TX(1), TX(2), etc., las
segundas derivadas en Y seran: TYY(1), TYY(2), etc. Las EDP se acomodan de tal manera
que la ecuacion i tenga al menos la variable i, con el fin de aumentar la probabilidad de
convergencia (Jiménez-Islas, 1988) y se introducen junto con sus condiciones de frontera e
iniciales en archivos separados, que al momento de la compilacién, son incluidos en el
programa objeto que se genera. Para los programas hechos en CLIPPER, las EDP y sus

condiciones de entorno se introducen durante la ejecucion del programa, mientras que en los
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c)

d)

g)

programas en FORTRAN; las EDP y sus condiciones de entorno se introducen en un archivo

de datos, el cual es incluido durante la compilacion.

Entrada de Datos para la Generacién de la Malla: Numero de puntos de colocacion,
pardmetros a y  de los polinomios de Jacobi (que se explican en la seccién 3.2), numero de
nodos en diferencias finitas, ecuaciones para generar mallas de espaciamiento variable en
Diferencias Finitas o en Colocacion Ortogonal en Elemento Finito.

Entrada de Datos de Convergencia: Numero de iteraciones, vectores de aproximacién inicial,

tolerancia, factor de amortiguamiento en el Método de Newton, factor de relajacion, etc.

Discretizacion de las EDP: Por colocacion Ortogonal o Diferencias Finitas centrales de

segundo orden. En el caso de Diferencias Finitas, se han implementado malleo constante o
variable o con el criterio Upwind (Roache, 1972)

Solucidn del Sistema de Ecuaciones Generados: Para EDP elipticas se emplea el método de

Newton-Raphson con Factorizaciéon LU o Relajacién no Lineal. En el caso de EDP
parabolicas, se emplea Runge-Kutta-Gill, Runge-Kutta-Fehlberg, tanto explicitos como
implicitos y con tamafio constante o variable de la etapa de integracion.

Generaci6n de Resultados: Cuando el error promedio global es menor o igual a la tolerancia

fijada, el proceso iterativo termina y se genera un archivo ASCII de resultados, los cuales se

pueden utilizar posteriormente para la construccion de graficas de contornos.

Todos los programas tienen controles numéricos para detectar cuando el problema diverge.

Las corridas se hicieron en plataformas x86 y en estaciones de trabajo con sistema UNIX.

Por tltimo, es importante mencionar que si en un determinado caso no presenta convergencia,

se pueden realizar las siguientes opciones:

a)

b)

Cambiar de aproximacion inicial. En casos de convergencia dificil (debida, generalmente, a
nameros de Rayleigh elevados), es posible utilizar el vector de resultados para el mismo
problema resuelto con un nimero de Ra més bajo.

Disminuir el factor de amortiguamiento del Método de Newton-Raphson, el factor de

Relajacidn o aumentar el error de truncamiento en los métodos de integracion para EDO.
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g)

h)

31

Reasignar las variables T(1), T(2), etc. y sus derivadas correspondientes.

Aumentar el namero de puntos de colocacién o el nimero de nodos

Hacer que el malleo sea més fino cerca de las fronteras del dominio. Esto se logra mediante
los valores a y P de los Polinomios de Jacobi o con factores de malleo mas elevados en los
métodos de Diferencias Finitas y Colocacién Ortogonal en Elemento Finito.

Verificar que el problema esta bien determinado, es decir que el nimero de EDP sea igual
al nimero de variables dependientes.

Verificar que el problema que se estd resolviendo, realmente se encuentra en estado
estacionario

Si todo lo anterior falla, significa que el modelo matematico no representa adecuadamente
las caracteristicas fisicas del sistema en cuestion, por lo que es necesario reformular el
modelo con base en otras consideraciones como podrian ser: Existencia de disipacion
viscosa, de calor de respiracion como funcion de la temperatura y/o humedad; absorcion de
calor latente del aire para evaporar humedad de los granos; difusion intra-particula, efectos
inerciales en medios porosos con alta porosidad, efectos de conveccién mixta, propiedades
termodinamicas en funcién de la temperatura o concentracion; anisotropia, interacciones x-y,
X-Z y y-Z en los pardmetros de transporte, que conllevaria a utilizar tensores de segundo

orden, etc.

Métodos de Residuos Ponderados y Colocacién Ortogonal en una Dimensién

A continuacién se describen de manera concisa los métodos de residuos ponderados y de

colocacion ortogonal. Este ultimo fue el principal método de discretizacion de EDP utilizado en este

trabajo, aunque en algunos problemas, también se utilizdé el método de Diferencias Finitas de

segundo orden, con objeto de comparar la precision de ambos métodos.

3.1.1 Introduccion

En el campo de la Ingenieria Quimica y Bioquimica, ha sido palpable la necesidad de

desarrollar sistemas de aprendizaje y programas orientados al ejercicio de la Ingenieria, que

contemplen la inclusion de una interfase sencilla y amigable al usuario, que ayuden en la solucién
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de los problemas de disefio y simulacién inherentes a este campo, utilizando el apoyo de la

computadora.

Muchos de los problemas de interés se expresan en términos de ecuaciones diferenciales, por
lo que se decidio disefiar un paquete interactivo que permita resolver, en su primera fase, ecuaciones
diferenciales ordinarias no lineales, que se presentan en el modelamiento de sistemas tales como:
Disefio de reactores y fermentadores, transporte de momento, energia y/o masa en ‘diversas
geometrias, cinéticas de crecimiento microbiano, reacciones enzimaticas, etc., utilizando el método
de Residuos Ponderados, en sus modalidades de Colocacién Simple, Momentos, Subdominio,
Galerkin y Colocacion Ortogonal. La eleccion de los algoritmos se hizo con base a su cada vez mayor
utilizacion por la comunidad cientifica, ya que en iguales condiciones de trabajo, presentan mayor
precision que otras técnicas como la de diferencias finitas y se adaptan a diferentes geometrias y tipos

de condiciones frontera como las de Dirichlet, Neumann o Robbins (Constatinides, 1987).

3.1.2 Teoria

El método de residuos ponderados (MRP) consiste en proponer una funcién de aproximacion
(generalmente polinomial) a la solucién de una ecuacién diferencial y hacer que el residuo R(a;,X),
sea igual a cero, evaluado en una serie de puntos seleccionados convenientemente. Esta técnica
incluye varias maneras de aproximacién que utilizan una solucién de prueba en términos de
parametros o funciones de prueba. Para problemas unidimensionales, es usual proponer una solucion

de prueba polinomial:

N-1
Y = Y, (X) +§ a, (X)". 3.1

Como la solucidn de prueba en realidad representa una familia de soluciones, los parametros
indeterminados se seleccionan de tal manera que proporcionen la mejor solucién (aproximada) a la
ecuacién diferencial. Esto se hace al definir la diferencia entre la solucion real y la solucién
aproximada como un error o residuo, evaluando el parametro indeterminado de tal modo que el

residuo ponderado sea cero, de acuerdo con la siguiente expresién (Hines y Maddox, 1984):
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i

f Rya, X) W,(X) dX = 0, (32)
0

En donde Ry es el residuo, a es un vector de pardmetros indeterminados, W;(X) es la funcion
ponderante y X es la variable independiente. En este caso, la ecuacién diferencial se arregla
convenientemente para que esté definida en [0,1], dominio que corresponde al dominio de valores
de X;. La seleccién de la funcién W(X) determina el MRP que se va a usar. Los més importantes
son: Colocacion Simple, Subdominio, Momentos y Galerkin entre los cuales, el mas utilizado es de

Galerkin.

Para el caso de colocacion ortogonal, los puntos donde el residuo es cero, corresponden a las
raices de polinomios ortogonales como los de Legendre, Jacobi, Hermite, Laguerre, entre otros, que
se emplean como soluciones de prueba, por lo que el error disminuye mas rapido cuando se
incrementa el grado del polinomio utilizado. Una consecuencia de lo anterior es que la solucién de
la ecuacién diferencial se obtiene en términos del valor de la solucion aproximada en los puntos de
colocacién, en vez de obtener los coeficientes indeterminados de la solucion de prueba, tal como

ocurre en el caso del método de Galerkin.

Por lo anterior, la colocacion ortogonal es mas precisa que los métodos de Colocacion
Simple, Subdominio y Momentos y, aunque en la mayoria de las situaciones, presenta una precision
comparable al método de Galerkin, esta técnica es mas conveniente de aplicar a problemas en dos

o tres dimensiones, ya que no son necesarias las soluciones de prueba.

Con la colocacién ortogonal es posible convertir EDO a ecuaciones algebraicas, que se
resuelven por Newton-Raphson y/o por homotopia (Jiménez-Islas, 1988); las ecuaciones
diferenciales parciales (EDP) del tipo parabdlico, se convierten a EDO con valores iniciales, que se
pueden resolver por integracion explicita de Runge-Kutta-Gill. Cuando se emplean mas de tres

puntos de colocacion, se ha observado rigidez en las EDO obtenidas, por lo que los métodos
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implicitos de integraciéon como el de Euler con linealizacién de funciones o Runge-Kutta-Gill con

control del tamafio de intervalo (Villadsen y Michelsen, 1978) son adecuados. Un resumen de estos

métodos se ilustra en la Tabla 3.1

Tabla 3.1 Resumen de los métodos de Residuos Ponderados
 Técnica de MRP Factor de Peso W | Implicaciones Mateméticas
Colocacion Simple | Funcion Delta de Dirac, detal | Sistema de ecuaciones
manera que el residuo es cero en los | algebraicas lineales o no
puntos de colocacién. lineales

con simetria W=1 6 1-X?, y se intro-
duce un factor de geometria X',
donde a=1,2,3, segun geometria car-
tesiana, cilindrica o esférica res-
pectivamente.

Subdominio W=1, el rango de integracién 0-1, se | Sistema de ecuaciones integro-
subdivide de tal forma que el | algebraicas lineales” 0 no
numero de subdominios es igual al | lineales.
niamero de parametros indeter-
minados.

Momentos W = X' donde j=1,2,3,N, | Sistema de ecuaciones integro-
generandose un residuo para cadaj | algebraicas lineales o no

lineales.

Galerkin W = a las soluciones de prueba ¢; | Sistema de ecuaciones integro-
para cada a; generandose un | algebraicas lineales o no
residuo para cada parametro | lineales.
indeterminado.

Colocacion Para problemas sin simetria, el factor | Generacién de polinomios de

Ortogonal de peso es W = 1 y para problemas | Jacobi o Legendre P(X) o

P(X?), céalculo de sus raices y
determinacién de matrices
caracteristicas C, D, Q, Q°', A,
By el vector de pesos W.

Finlayson (1972), (1980) y Villadsen y Michelsen (1978) describen con detalle los métodos

de Residuos Ponderados.

Fn el Anexo G (Seccién G.1) se explica el desarrollo de los programas RESIDUO y

LEGENDRE para problemas en una dimension, los cuales incorporan las consideraciones anteriores.
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3.2 Colocacion Ortogonal 2-D para EDP Elipticas no Lineales

Muchos de los problemas de interés en la Ingenieria Quimica y Bioquimica se expresan en
términos de ecuaciones diferenciales parciales elipticas, por lo que se decidi6 disefiar un programa
interactivo que permita resolver sistemas de EDP elipticas no lineales, que se presentan en el modela-
miento de procesos tales como: Cinética de reactores y fermentadores, transferencia de calor y/o
masa en diversas geometrias, mecéanica de fluidos, etc., utilizando el método de colocacioén ortogonal

para la discretizacion de las EDP.

3.2.1 Introduccién

La Colocacion Ortogonal (CO) que, aunque fue empleada desde hace seis décadas como una
manera de interpolacion de funciones (Lanczos, 1938), su utilizacién para resolver ecuaciones
diferenciales con valores a la frontera fue propuesta inicialmente por Villadsen y Stewart (1967),
quienes aplicaron este método para resolver problemas de flujo viscoso y transferencia de calor y
masa con reaccion quimica. Posteriormente otros autores como Finlayson (1972, 1980), Villadsen
y Michelsen (1978); Stewart (1984), quienes aplican la colocacién ortogonal a la solucién de
diversos problemas de ingenieria quimica; Celia ef al (1985) han reportado el uso de CO en la
solucién de flujo a través de medios porosos insaturados; Stewart et al (1985) que la utilizan para
la simulacién de procesos de separacion; Lopez-Isunza et al (1992) para el modelamiento de
reactores cataliticos heterogéneos y Jiménez-Islas et al (1994), para estudiar la conveccién natural

en un cilindro vertical lleno con un medio poroso, con una fuente de calor situada en el eje axial.

La eleccién del algoritmo se hizo en funcion a su cada vez mayor aplicacion, ya que en
iguales condiciones de trabajo, presenta mayor precision que otras técnicas como la de diferencias
finitas (Finlayson, 1980) y se adapta a diferentes geometrias y tipos de condiciones frontera como
las de Dirichlet, Neumann o Robbins o mas complejas aun. Esta aseveracion se evaluara en el

CapituloIVy V.
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3.2.2 Teoria

La Colocacién Ortogonal es un caso especial del Método de Residuos Ponderados, donde los
puntos donde el residual es cero, corresponden a las raices de polinomios ortogonales como los de
Jacobi, Hermite, Laguerre, etc., que se emplean como funciones de prueba. Con este método es
posible convertir EDO a sistemas de ecuaciones algebraicas, que se pueden resolver por Newton-
Raphson, Broyden, técnicas de seguimiento homotopico, Relajacion no Lineal, etc. Las ecuaciones
diferenciales parciales (EDP) del tipo parabdlico, se convierten a sistemas de EDO coﬁ valores
iniciales, que se pueden resolver por integracion de Runge-Kutta-Gill o similares. En este trabajo se

utilizaron los polinomios de Jacobi, los cuales se generan a partir de la siguiente expresion:

1
fxﬁ(l - X)°P; (X)Py(X) dX = 0. (3.3)
0

Sia=0yp =0, se obtienen los polinomios transformados de Legendre. Si se propone que la

solucién de aproximacion tiene la forma:

i-1
y = 4 X . (34

Obteniendo la primera y segunda derivada:

av 2, . -
S =Y d G-D)X? ,
x & ; (-DX, (3.5)
azy .. .. i3
- = d.G-1)E-2)X.'”,
o Xl: (-DE-2)X, (3.6)

en donde, el término X; representa las raices del polinomio ortogonal seleccionado en el dominio
prefijado de antemano.

Si:
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Y=Qd , dY/dX=Cd , d*’Y/dX*=  Dd, 3.7
en donde

Q=X | C;=(-DX, @ , D; = (-1)(i-2)X; ",

resolviendo para d, se tiene que:

dY/dX = C(Q)Y =AY , d?Y/dX?=D(Q")Y=BY. (3.8)

Siendo A y B las matrices de colocacion que aproximaran a la primera y segunda derivada

respectivamente. S la colocacion se hace en dos coordenadas espaciales, las definiciones en cuestion
son (Finlayson, 1980):

NX+2

T
i k§; AX, Ty (3.9)
3T . NX+2
aT NY+2
5 = kz; AijTik, (3.11)
y
azT NY+2
e X; BY,T,. (3.12)

En donde AX y BX son las matrices de colocacién en la direccién X mientras que AY y BY
corresponden a las matrices de colocacion en la direccion Y. La literal T representa la variable
dependiente. El conjunto de ecuaciones algebraicas generadas que, en problemas convectivos, son

no lineales, se resuelven por los métodos de Newton-Raphson, Broyden o el de Relajacion no lineal.
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Hay que tener en mente que pueden existir mas de un vector solucion cuando el sistema algebraico
es no lineal, por lo que la solucidon que se obtenga se le debera ser evaluada como factible

termodindmicamente en funcién del problema que se esta analizando (Jiménez-Islas, 1988)

Para la generacidon de las raices de los polinomios ortogonales, se empleo el algoritmo de
Newton con division sintética (Constatinides, 1987), mientras que la construccidn de las matrices
A 'y B se hizo mediante la técnica de polinomios de Lagrange que ha sido reportada por Quan y

Chang (1989).

Es importante mencionar que se desarrollaron los algoritmos computacionales generadores
de los polinomios ortogonales tomando la metodologia descrita por Villadsen y Michelsen (1978),
de las raices de los polinomios generados, de las matrices de colocacion y los factores de peso para
la evaluacion de integrales, tanto para problemas simétricos como asimétricos. Para cada tipo, se
determinaron tres variantes que son: Coordenadas cartesianas, cilindricas y esféricas. Al final, se
decidi6 incorporar en los programas solamente la generacién de raices y de matrices de colocacion
para problemas asimétricos en coordenadas cartesianas, debido a que este enfoque es posible

aplicarlo a cualquier sistema de EDP con condiciones de entorno arbitrarias.

Por otra parte, Villadsen y Stewart (1967), calculan los factores de peso W, para aproximar
las integrales de una funcion f(X) en el intervalo considerado [0, 1] con N puntos de colocacién,

mediante la siguiente formula de cuadratura:

N+2

I
[f Godx = YW (x), (3.13)
0 i=1

en donde f(x,) es la funcién evaluada en el punto de colocacion 1.

La colocacién ortogonal discretiza con mayor precision las ecuaciones diferenciales

ordinarias y parciales, ya que su dominio es de frontera a frontera, mientras que en los métodos de
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diferencias finitas, su dominio est limitado a los nodos adyacentes.

En circunstancias similares, la precisién obtenida por el malleo de colocacion ortogonal
equivale, en términos generales, a dos o tres veces el malleo por diferencias finitas (Finlayson, 1980,
Jiménez-Islas et al, 1994), por lo que la colocacion ortogonal es un método eficiente para la solucién
de ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales, tanto para valores iniciales como con valores a la

frontera.

En el Anexo G (Seccion G.2) se describe el desarrollo del Programa ELI-COL que resuelve
sistemas de EDP elipticas, no lineales, el cual incorpora las consideraciones tedricas antes

mencionadas, junto con la solucién de tres ejemplos.

3.3  Colocacién Ortogonal 2-D para resolver EDP Parabélicas no Lineales
En esta seccion se describe la teoria requerida para la solucion de EDP del tipo parabdlico,

que se presentan en la formulacion de problemas en estado transitorio.

3.3.1 Introduccién

Muchos de los problemas de la Ingenieria Quimica, se expresan en términos de ecuaciones
diferenciales parciales parabélicas (EDP), por lo que se decidi6 disefiar un programa interactivo que
permita resolver sistemas de EDP parabdlicas no lineales en dos dimensiones espaciales, que se
presentan en el modelamiento dindmico de procesos tales como: cinética de reactores y
fermentadores, transferencia de calor y/o masa en diversas geometrias, transporte de fluidos, etc.,
utilizando el método de doble colocacion ortogonal (Finlayson, 1972, 1980; Jiménez-Islas y Lopez-
Isunza, 1994; Jiménez-Islas et al, 1994) para la discretizacién de las coordenadas espaciales y la
integracion paso a paso del sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO) que se genera, ya
sea por métodos explicitos o implicitos, cuya eleccion estd en funcion de la rigidez de las EDO

obtenidas.

59



También es posible resolver EDP del tipo eliptico por aplicacién del método del Falso
Transitorio (Mallinson y de Vahl Davis, 1973; Kubicek y Hlavacek, 1983) que consiste en afiadir
un término transiente a la ecuacion, de tal modo que, después de la discretizacion espacial, en vez
de resolver un sistema de ecuaciones algebraicas, se resuelve un sistema de ecuaciones diferenciales

ordinarias con valores iniciales lo que, frecuentemente, facilita la solucion del problema.

La eleccion del algoritmo, se hizo en funcién a su cada vez mayor aplicacién ya que, en
iguales condiciones, se obtiene mayor precision que otras técnicas como la de diferencias finitas
(Constatinides, 1987; Davis, 1984) y se adapta a diferentes geometrias y tipos de condiciones
frontera como las de Dirichlet, Neumann o Robbins (Constatinides, 1987; Gerald y Wheatley, 1992)

0 mas complejas aun.

Los algoritmos se estructuraron de tal manera que no hay que hacer ninglin arreglo especial
a las ecuaciones que forman el modelo en cuestidn, a diferencia de otros esquemas de solucién
empleados para diferencias finitas (Crank-Nicolson, métodos ADI, entre otros) (Davis, 1984;
Nakamura, 1991), que requieren de arreglos especificos de las EDP y que, por lo tanto, son mas

dificiles de aplicar en modelos no lineales.

3.3.2 Teoria

Las expresiones para aproximar primeras y segundas derivadas mediante doble colocacion
ortogonal para problemas asimétricos fueron descritas en la Seccidn 3.2. Para el caso de las
condiciones frontera, se presentan dos situaciones que son: Problemas con simetria y asimétricos.
Para el primer caso, la condicion frontera en la coordenada espacial z, se estructura en la forma

general:
@ z=1 adT/dz+ bT=c, (3.13)

en donde a, b y ¢ son constantes fijadas de antemano, z es la coordenada espacial y T es la variable

dependiente. Empleando colocacion ortogonal en la coordenada espacial del laplaciano y
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sustituyendo la condicién de frontera en las expresiones de colocacion para la primera y segunda

derivada, se obtienen las siguientes férmulas generales:

N
T =) AT, + A

LN+1 TN+1’
j=1
N
VT = 21: By T, + By, Ty.ps
i=
parai=273.4,..N+1, en donde:
N
c - az Avaj T
Ty, = Je!
N+l
a Agyna * D

Para el segundo caso, las condiciones de frontera son de la forma:

@z=0 a,dT/dz+b, T=¢
@z=1 a,dT/dz+b, T=¢,

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17a)
(3.17b)

Mediante un procedimiento analogo al anteriormente descrito, se obtienen las siguientes

féormulas generales:

N+

T=AT + 22: Ay T+ AT
j=
N+

ViT = B, T, + 22: By T; + By Ty
J:

en donde:
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N+2

c, — a AT
T - : ‘JE; o (3.20)
1 b +aA,
r{j
c, — A, .. T
T i} 2 azj:I N+2j § ’ (321)
N+2

b, + a, Ay,ynn

para i=2,3,4,. N+,

en donde A y B son las matrices de colocacion que se han descrito en la seccién 3.2. El
procedimiento anterior de despeje de la variable dependiente en las condiciones de frontera
incrementa la velocidad de ejecucion del cédigo computacional, ya que en cada etapa de integracion,
las variables dependientes en las condiciones de frontera quedan explicitas. Evidentemente, ésta
técnica solamente puede utilizarse para condiciones de frontera que se pueden ajustar al formato de
la expresién (3.13), ya que en caso contrario, se tendrd que utilizar un método numérico (p.e.
Newton-Raphson) para resolver las variables dependientes en las condiciones de frontera, que se

utilizaria en cada etapa de integracion, lo cual hace que la ejecucion del programa sea mas lenta

Las expresiones anteriores se sustituyen en la ecuacion parabdlica, para obtener un sistema
de N ecuaciones diferenciales ordinarias, que se resuelven por integracion paso a paso por métodos
de Euler, Runge-Kutta-Gill o Runge-Kutta-Fehlberg con longitud de intervalo variable. Es
importante mencionar que a valores de N>3, las EDO obtenidas presentan rigidez, por lo que un
método implicito de integracion de Euler o de Runge-Kutta-Gill es recomendable (Michelsen, 1976;

Finlayson, 1980; Kubicek y Hlavacek, 1983).

Para desarrollar un algoritmo eficiente para determinar la longitud de etapa de integracion,
se analizaron las metodologias de Bailey, Gear y Michelsen (Finlayson, 1972, 1980; Michelsen,

1976), modificando esta ultima en las subrutinas de integracién, con el fin de evitar los
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desbordamientos numéricos, que suelen ocurrir con el algoritmo original. Después de una serie de
pruebas, ninguno de los algoritmos analizados resulté satisfactorio, por lo que se desarrollé un
algoritmo con base en lo reportado por Jiménez-Islas (1988) para el control de tamafio de

hiperesferas utilizadas en seguimiento del camino homotépico.’

El conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias con valores iniciales que se genera en la
discretizacion, se resuelve mediante integracion hacia adelante por cualquiera de los métodos

siguientes:

a) Runge-Kutta-Gill explicito con etapa de integracion constante, adecuado para problemas que
no presentan rigidez.

b) Runge-Kutta-Gill explicito con control del tamario de la etapa de integracion, en funcién del
error de truncamiento obtenido en una etapa de longitud h y dos etapas de longitud h/2. Si
este error es menor que una tolerancia fijada de antemano, la etapa se acepta. En caso
contrario, la magnitud de la etapa se divide entre dos y se vuelve a repetir el calculo. Larazén
de variacion del tamafio de la etapa estd dada por la siguiente expresion (Jiménez-Islas y

Loépez-Isunza, 1996):
by, =h[F,+ (F,- F)EXP(-F; V)], (3.22)

en donde:

=  Longitud de etapa,

=  Valor minimo de multiplicacién de etapa,
F,=  Valor maximo de multiplicacién de etapa,
;=  Factor de aceleracion en el tamafio de etapa,
= Error/Tolerancia,

i=  FEtapa.

s ’ . . .
Método para resolver sistemas de ecuaciones no lineales.
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d)

Runge-Kutta-Fehlberg explicito con las mismas caracteristicas del anterior, excepto que el
error de truncamiento se compara entre una integracion de quinto orden y una integracion de
sexto orden en una etapa de longitud h. Esto hace que este algoritmo sea mas rapido que
Runge-Kutta-Gill.

Euler implicito con linealizacién de funciones con el control del tamafio de la etapa de
integracion descrita en €l inciso b). Esta técnica consume mayor tiempo de computo, pero es
adecuada para problemas con alta rigidez (principalmente aquellos que tienen derivadas en
sus condiciones de frontera o términos convectivos), en donde los métodos anteriores han

producido resultados inconsistentes. .

Ampliando lo que se menciona en d), es necesario aclarar que la convergencia de un

problema (el llegar a un estado estable o una dindmica congruente con la naturaleza fisica del

problema) no es totalmente dependiente del método de integracion seleccionado, sino que también

dependera del ntimero de puntos de colocacién que se utilizaron para discretizar las coordenadas

espaciales. Este nimero tiende a ser alto (>10) si existen regiones donde se presentan cambios

abruptos en los valores de las variables dependientes. Un caso tipico se presenta en el estudio de

cinética en reacciones heterogéneas, donde existen regiones (picos) de alta temperatura.

son:

El proceso de integracion hacia adelante en una etapa cualquiera, se realiza en dos pasos que

Resolucion de las variables dependientes que se encuentran en las fronteras del sistema, ya
sea por despeje algebraico (tal como se describié anteriormente) o, si las condiciones de

frontera son no lineales, por el método de Newton-Raphson.

Resoluciodn de las variables dependientes que se encuentran dentro del sistema, utilizando

cualquiera de los métodos de integracion disponibles.
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Con base en las consideraciones anteriores, se implemento el programa PAR-COL, el cual
se describe en el Anexo G (Seccidn G.3) junto con tres ejemplos resueltos. Ademds, se desarrollaron

una serie de variantes, las cuales se resumen en el Anexo B del presente trabajo.

3.4  Colocacion Ortogonal en Elemento Finitos 2-D para resolver EDP Elipticas no Lineales
En este tema se describe la teoria para la formulacion del método de Colocacién ortogonal
en Elemento Finito (quizd un nombre mas apropiado podria ser Colocacién Ortogonal con

Subdominios, pero se ha preferido conservar el nombre original dado por Carey y Finlayson (1975)).

3.4.1 Introducciéon

El método de colocacion ortogonal ha sido utilizado extensamente para la solucion de
problemas de ingenieria quimica y bioquimica, que se modelan mediante ecuaciones diferenciales
ordinarias (EDO) o parciales (EDP) (Villadsen y Stewart, 1967, Finlayson, 1972; Villadsen y
Michelsen, 1978). Esta técnica discretiza las derivadas utilizando polinomios ortogonales como
funciones de aproximacion, aplicados en un dominio total 0<X<1. Cuando la solucion presenta
cambios abruptos en una determinada region, es mas conveniente la utilizacion de los polinomios
ortogonales en sélo una parte del dominio y, posteriormente, unir todas las funciones de prueba con

condiciones de interfase apropiadas, para asi obtener una aproximacion sobre el dominio completo.

Esto implica que es posible definir rangos o elementos finitos pequeiios en aquellas regiones
en donde el sistema presenta cambios bruscos, con el fin de obtener una soluciéon mas precisa del
problema en cuestion. A este método se le conoce como Colocacién Ortogonal en Elemento Finito
(COEF) (Carey y Finlayson, 1975) y ha sido aplicado en diversas situaciones como el estudio de

reacciones heterogéneas (Finlayson, 1980; Gardini, 1985)

En este caso y, tomando en cuenta los algoritmos previamente publicados que, son para
problemas unidimensionales, se desarroll6 un algoritmo de doble colocacion ortogonal (Finlayson,
1980; Jiménez-Islas y Lopez-Isunza, 1994) y a partir de esta informacion, se decidié disefiar el

algoritmo de colocacion ortogonal en elemento finito aplicable a sistemas bidimensionales, ya que
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muchas situaciones de interés como la conveccion natural en cavidades y la difusidn y reaccion en
lechos empacados, se modelan adecuadamente considerando dos coordenadas espaciales. Con base
en lo anterior, se desarroll6 un programa interactivo para propositos de docencia e investigacion, que
permita resolver sistemas de EDP elipticas no lineales en dos dimensiones, utilizando el método de

doble colocacién ortogonal en elemento finito para problemas en estado estable.

3.4.2 Colocacion Ortogonal en Elemento Finito

El método de colocacién ortogonal aproxima la solucién de una ecuaciéon diferencial
mediante polinomios ortogonales que son definidos sobre el dominio 0 <X< 1. Cuando la solucién
presenta gradientes muy pronunciados, es mas conveniente (Finlayson, 1980) dividir el dominio [0,
1] en varios subdominios o elementos finitos y aplicar la colocacién ortogonal en cada uno vy,
posteriormente, acoplar estos elementos para obtener la aproximacion sobre el dominio completo.
Por lo tanto, es factible el empleo de subdominios pequefios en la regién donde se espera que existan
cambios abruptos en la pendiente de la variable dependiente. Para determinar el valor de las variables
en las interfases, se utilizan las condiciones fisicas de igualdad de la concentracion o temperatura
junto con la continuidad del flux de calor o masa. A esta técnica se le conoce como colocacion

ortogonal en elemento finito (COEF) (Carey y Finlayson, 1975).

La ventaja principal de COEF es que permite modelar adecuadamente problemas que
presentan cambios bruscos en la pendiente de las variables dependientes, sin que se tenga que
emplear un gran niimero de puntos de colocacion ortogonal si es que se considera el dominio total
[0, 1]. La COEF permite concentrar puntos de colocacion en aquellas regiones criticas (donde se
esperan variaciones abruptas) mientras que en las regiones donde los perfiles son suaves, solamente
se necesitaran pocos puntos de colocacion para tener una precision adecuada en la solucién del
problema. Las expresiones que discretizan las derivadas en colocacion ortogonal en elemento finito
en una dimension, han sido reportadas por Carey y Finlayson (1975) y Finlayson (1980). Para el caso
de sistemas bidimensionales, se partira de las caracteristicas de malleo mostradas en la Fig. 3.1 y de
las expresiones para doble colocacion ortogonal publicadas por Finlayson (1980) y de la metodologia

para el disefio del programa de computo para doble colocacién ortogonal reportado por Jiménez-Islas
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y Lopez-Isunza (1994), para la deduccion de las férmulas de 1a COEF.

EnlaFig. 3.1 seilustra un ejemplo de malleo para COEF, donde el 4rea sombreada representa
un elemento finito. En este caso se fijaron 4 elementos en la direccion X y 2 elementos en la
direccion Y, mientras que para cada elemento, se tomaron un punto de colocacién en la direccién X

y 2 puntos en la direccion Y. A partir de ésta, se deducen las siguientes caracteristicas del malleo:

Y
X
11 NPX 1
Fig. 3.1 Malleo tipico para colocacién ortogonal en

elemento finito.

NX = Numero de puntos de colocacién ortogonal en la direccién X para cada elemento finito.

NY = Numero de puntos de colocacién ortogonal en la direccién Y para cada elemento finito.

NEX = Numero de elementos finitos en la direccion X,
NEY = Numero de elementos finitos en la direccion Y,
NPX = Nuamero de nodos en la direccion X,

NPY = Numero de nodos en la direccién Y,

NQ = Numero de ecuaciones diferenciales parciales.

Ademas, los nodos que se obtienen, se clasifican en:
NCI = Nodos de colocacién interior,

NAX = Nodos de acoplamiento en direccion X,
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NAY = Nodos de acoplamiento en direccion Y,

NIF = Nodos de interfase entre elementos,
NCF = Nodos de condiciones de frontera,
NAT = Nodos arista,

En donde:

NCI= (NEX)*(NEY)*(NX)*(NY)

NAX= (NEX - 1)*(NEX)*(NX)

NAY=(NEY - )*(NEY)*(NY)

NIF = (NEX - )*(NEY - 1)

NCF= 2*%(NX + 2)*(NEX) + 2*(NY + 2)*(NEY) - 2*(NEX + NEY) - 4
NAT= 4

Ademis los nodos se calculan a partir de las relaciones siguientes:
NPX = (NX +2)*NEX - (NEX - 1)
NPY =(NY + 2)*NEY - (NEY - 1)

En el ejemplo de la Fig. 3.1, se tendra un malleo de [4 elementos x 1 punto de colocacion]
en la coordenada X y [2 elementos x 2 puntos de colocacion] en la coordenada Y, es decir, que se

origina una malla de 9 nodos en direccion Xy 7 nodos en la direccidon Y, dando un total de 63 nodos.

Es importante mencionar que los calculos anteriores son por cada variable dependiente del
sistema. Entonces, el nimero de ecuaciones de discretizacion (N) para un problema en particular

estd definido por:

N= (NQ*(NPX)*(NPY)

Para deducir las formulas de COEF, se partira de las siguientes definiciones:
PI=(El- )*(NX+1)+i para 1 <PI<NPX
1 < EI < NEX
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PJ=(EJ-1)*(NY+1)+j para 1<PJ<NPY
1 < EJ < NEY
KX=(EI- D*(NX+1)  KY=(EJ- D*NY +1)

En donde:

PI = Indice de nodo (total) en direccion X,

PJ = Indice de nodo (total) en direccion Y,

EI = Indice de elemento finito en direccion X,

EJ = Indice de elemento finito en direccion Y,

1 = Indice de punto de colocacién en direccion X,
J = Indice de punto de colocacion en direccion Y.
Sabiendo que:

1 < EI < NEX; 1 < EJ<NEY

1 <1< NX+2; 1<j<NY+2

KXy KY son valores auxiliares para definir los subindices en la variable dependiente.

Tomando como base las expresiones de doble colocacion ortogonal (Jiménez-Islas y Lopez-
Isunza, 1994), se determinan las ecuaciones de colocacién ortogonal bidimensional en elemento

finito, que se aplicaran a los nodos de colocacién interior y que son:

ar _ 1 ¥

ar _ AX, T . 3.23
T . 1 W

ol AY., T, .
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O*T 1R
~ = BX, T,
y
*T N
~— = BY,K T.
6Y2 HY[?'J lg ik s (326)

En donde los subindices de la variable dependiente estan definidos por:
p=KX+k q=KY +}
r=KX+i s=KY +k

HX = Longitud del elemento en la direccién X
HY = Longitud del elemento en la direccién Y

T=  variable dependiente

Siendo AX, AY, BX y BY las matrices de colocacién (Finlayson, 1980, Jiménez-Islas y
Lépez-Isunza, 1994) que aproximan a la primera y segunda derivada respectivamente para sistemas
bidimensionales. Estas se calculan a partir de las raices del polinomio ortogonal seleccionado,

utilizando el método descrito por Quan y Chang (1989).

Las condiciones de frontera pueden ser del tipo Dirichlet, Neumann, Robbins o mads
complejas. Si el problema a analizar es simétrico, Villadsen y Stewart (1967) proponen un algoritmo
de colocacidn ortogonal para este tipo de problemas, aunque en este estudio se decidié emplear la
colocacion ortogonal para problemas asimétricos (Finlayson, 1980), por su campo de aplicacién mas

generalizado.

Para discretizar los nodos en los acoplamientos en direccion X y direccidn Y respectivamente,

de cada uno de los elementos finitos que forman el sistema geométrico en cuestién, se empleo el
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criterio de igualdad de la variable y de su primera derivada®, por lo que las expresiones de

discretizacion se ilustran a continuacion:

1 Niz 1 N§2
AXyy . T = AX,, T, 3.27
HXE[ & NX+2k “pq HX51+1 & Lk “pq ( )
y
NY+2 NY+2
1 AY\y.ox T = 1 Z AY,, T, (3.28)
HYEJ k=1 ’ H EJ+1 k=1 ’

Hay que tener en cuenta que los subindices de la variable dependiente en el miembro derecho
de las ecuaciones (3.27) y (3.28), deben estar evaluados en EI = EI + 1 y EJ = EJ + 1

respectivamente.

Por otro lado, los valores de los nodos de las aristas [1, 1], [1, NPY], [NPX, 1]y [NPX,
NPY] al igual que los nodos de interfase interior (NIF), que no son discretizados por las férmulas
anteriores, se calculan por promedio aritmético de los nodos adyacentes. Una alternativa que ha dado

buenos resultados es discretizar estos nodos con diferencias finitas centrales.

Dado que el esquema (distribucion de la matriz) de las ecuaciones discretizadas, que en
muchos casos son no lineales, depende del modelo matematico a resolver, se decidié darle un
tratamiento global a estas ecuaciones, por lo cual, se pueden resolver con los métodos de Newton-
Raphson (Press et al, 1989), Broyden (Burden y Faires, 1985) o el de Relajacion no lineal (Vemuri
y Walter, 1981). El primer método es, quiz4, el mas idoneo, ya que converge en la mayoria de las

situaciones, pero su desventaja principal es el mayor consumo de memoria RAM.

Una situacién similar ocurre con el método de Broyden, ademas que se hace inestable cuando

6

Igualdad del campo y del flux
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se originan sistemas de mas de 100 ecuaciones, ya que el calculo de la matriz inversa va acumulando
cada vez mas errores por truncamiento. Por otra parte, el método de Relajacion no lineal, no requiere
de mucha memoria RAM y es facil de programar, pero la convergencia suele ser dificil y depende
drasticamente del vector inicial de aproximacion. Este método es adecuado para sistemas grandes

de ecuaciones algebraicas no lineales (2000 ecuaciones o més).

Cuando se tienen EDP no lineales, hay que tener en cuenta que es factible la existencia de
mas de un vector solucion, por lo que la solucién que se obtenga, se le debera evaluar su factibilidad
termodinamica, en funcidn del problema que se esté analizando, para decidir su viabilidad. (Jiménez-

Islas, 1988)

Por 1ultimo, los valores que adquieran o y § en los polinomios de Jacobi, determinaran la

region donde se concentrardn el mayor nimero de nodos, tal como se observa a continuacion:

a =0y p = Grande (10) Los nodos se concentran hacia la frontera igual a 1
a =Grande (10)yB=0 Los nodos se concentran hacia la frontera igual a 0
a = Grande(10) y B = Grande Los nodos se concentran hacia el punto medio del dominio

Esto es util para decidir donde se va a generar mayor concentracion de nodos, que estara

determinado por la naturaleza particular del problema en cuestion.
Con todo lo anterior se implement6 el programa COL-FIN2, el cual se describe con detalle

en el Anexo G (Seccién G.4) junto con tres ejemplos resueltos. Por otro lado se hicieron una serie

de variantes utilizando COEEF, las cuales se resumen en el Anexo B
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A continuacién se presenta una serie de problemas tipicos de conveccion natural, en los

cuales se obtuvieron las ecuaciones gobernantes a partir de las ecuaciones para medios bifasicos
obtenidas por Carbonell y Whitaker (1984); Whitaker (1986). Posteriormente, estas ecuaciones
fueron adimensionalizadas utilizando las definiciones para obtener el nimero de Rayleigh (vease
seccion 2.6.1). A la ecuaciéon de movimiento se le eliminé el término de presion Vp mediante
diferenciacion cruzada y se empleo la definicion de funcidon corriente-vorticidad con el fin de
satisfacer la ecuacion de continuidad. El modelo matematico asi obtenido, fue discretizado mediante
Colocacion Ortogonal y el sistema de ecuaciones que se genera fue resuelto mediante Relajacion

no Lineal, Newton-Raphson con Factorizacién LU o Runge-Kutta-Fehlberg, segin fuese el caso.

Por la diferente naturaleza de cada uno de los problemas analizados, se prefirié hacer su

descripcién en forma separada.

4.1  Conveccién Natural en un Cilindro con Medio Poroso, con Fuente de Calentamiento

Central (Cilindros Concéntricos)

El método de doble colocacion ortogonal se aplicé en el presente trabajo para resolver las
ecuaciones de momentum y energia que gobiernan la conveccidn natural en dos dimensiones en
estado estable en un medio poroso saturado, isotrépico contenido en un cilindro vertical con una
fuente de calentamiento colocada en el eje axial. En las simulaciones numéricas se consideraron el
efecto del nimero de Rayleigh, la razén de radios y el aspecto geométrico sobre el nimero de Nusselt

promedio, las lineas de corrientes y las distribuciones de temperatura.

Existen diversos estudios sobre la conveccion natural entre cilindros concéntricos que han
sido reportados en la literatura en los Gltimos afios. David et a/ (1989) utilizaron un esquema

numeérico que involucra discretizacién por diferencias finitas, el enfoque del Falso Transiente y el
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algoritmo ADI para resolver las ecuaciones que modelan el transporte en un medio poroso
constituido por agua y esferas de vidrio. Hickox y Gartling (1982) utilizaron el método de Galerkin
en Elemento Finito para estudiar el efecto del numero de Rayleigh y el aspecto geométrico sobre el

numero de Nusselt en un medio poroso anisotrépico.

En este trabajo se considera el transporte convectivo en los medios porosos contenidos en la
cavidad anular formada por dos cilindros concéntricos verticales. El cilindro interior es una barra que
provee el calentamiento al material de empaque, que constituye al medio poroso. Las ecuaciones de
transporte fueron resueltas por doble colocacion ortogonal con polinomios de Legendre. Esta técnica
requiere, en términos generales, cerca de un tercio de los puntos necesarios en los métodos de
diferencias finitas para obtener una precision equivalente. Ademas, con el método de colocacion, la
generacion de puntos de colocacion se pueden controlar de tal manera que en la region cercana a las

fronteras exista mayor cantidad de puntos, lo que es necesario para valores altos del numero de

Rayleigh (Prasad y Chui, 1989)

4.1.1 Maodelo Matematico:

El sistema en estudio lo constituye un medio poroso saturado, isotrépico, de permeabilidad
K, contenido en el espacio anular de altura L, entre un cilindro y una barra cilindrica de radio Ro y
Rd respectivamente (Fig. 4.1a). Los gradientes de densidad son inducidos por el calentamiento
suministrado por la barra interior, que estd a una temperatura T,, mientras que la pared lateral
exterior se encuentra a una temperatura T,. Las ecuaciones que gobiernan los procesos de transporte
son la ecuacién de continuidad, la ecuacion de momentum en sus componentes radial y axial y la
ecuacion de energia (Nield y Bejan, 1992; Kaviany, 1991). Las consideraciones que se han hecho

para el desarrollo del modelo se mencionan a continuacidn:
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Fig 4.1 Sistema geométrico (a) y el dominio computacional (b)

Se considera un medio poroso efectivo (con base en el trabajo reportado por Wen-Jeng Chang
y Chi-Feng -Hsiao, 1993), saturado e isotrdpico.

Se consider6 la aproximacién de Boussinesq, es decir la densidad es dependiente de la
temperatura solamente en el término de fuerzas volumétricas de la ecuacion de momentum
y se ha considerado constante junto con el resto de las propiedades fisicoquimicas y de
transporte que aparecen en el resto de las ecuaciones del modelo y que estan evaluadas a una
temperatura de referencia. La viscosidad y la densidad corresponden a las de la fase fluida
y el concepto de conductividad térmica efectiva fue empleado para poder representar la
temperatura del medio poroso en funcién de un modelo de una sola ecuacion.

Las paredes de cavidad son impermeables y el deslizamiento se considera despreciable.
Por lo tanto, la ley de Darcy es aplicable, por lo tanto, los efectos viscosos e inerciales son
pequefios en comparacion con los efectos de presion y fuerzas de flotacion.

El fluido es newtoniano y el movimiento estd en régimen permanente con flujo en régimen

76



laminar. Con estas condiciones, las ecuaciones de balance de masa, momentum y energia son:

Continuidad:
ov, v, av, 0 1
4+ a— F+ — = . .
or r oz (4.1)

Ley de Darcy en direccién axial:

0
Al N L U L (42)

Ley de Darcy en direccion radial:

- %

LA
K T ar (4.3)
Energia:
Vz—al + Vrﬂ = aeﬂ ﬂ + -l__@I + ﬂ (44)
0z or ar? r or oz2

Eliminando el término de presion de las ecuaciones (4.2) y (4.3) por diferenciacion cruzada
(Roache, 1972), adimensionalizando y utilizando la definicién de la funcién de corriente, se obtiene

la siguiente ecuacion adimensional de momentum:

> 2 22
I oy _ Ia\g_sa‘iuRa?E:o, (4.5)
(€572 OF  E+d OB E+d &L g

y laexpresion correspondiente al balance de energia, que se deriva a partir de laadimensionalizacion

de la ecuacidn (4.4), es:
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: (4.6)

s [_aw i 9@} i (5+1)[ﬁ@ , 100 0%

E+8| oL 8 ag & g e+doE  or

en donde:
6= Razén de radios, Rd/(Ro - Rd)
= (T-THT,TY
= Aspecto geométrico, L/(Ro - Rd)
= Altura del cilindro
Nu= Numero de Nusselt promedio, h, L/k
Ra= Numero de Rayleigh basado en el radio del cilindro,(pgBK|[T,-T . JRo)/no.
Rd = Radio de la fuente de calentamiento central
Ro = Radio del cilindro
s=  Inverso de A, (Ro - Rd)/L
u=  Velocidad adimensional = vRo/a,

v=  Velocidad del fluido, m/s

Las siguientes relaciones fueron utilizadas para los componentes adimensionales de velocidad

en funcidn de la funcion de corriente, de tal manera que se satisface la ecuacion de continuidad:

u, = - s/(§ + 8)ay/a( 4.7
u,= 1/(&+6)oy/og (4.8)

Las ecuaciones (4.5) y (4.6) estan sujetas a las siguientes condiciones de frontera:

@E=0 y=0 0=1, (4.9a)
@E=1 y=0 0=0, (4.9b)
@¢=0 y=0 30/0¢=0, (4.9¢)
@C=1 y=0 30/3C = 0. (4.94)

El numero de Nusselt promedio, definido en funcién de la altura del cilindro, esta dado por:
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Nu,, = —— = -8 A In|

1
o+1 b
5 M@Etéo .. (4.10)
) ot

El problema de valores a la frontera definido por el sistema de EDP elipticas, formadas por
las ecuaciones (4.5) y (4.6), que estan sujetas a las condiciones de frontera dadas por las ecuaciones
(4.9), se resolvio utilizando discretizacion mediante doble colocacion ortogonal con polinomios de
Legendre en el dominio computacional mostrado en la Figura 4.1b. La solucion del sistema de
ecuaciones algebraicas no lineales resultante de la discretizacion se llevo a cabo mediante los

métodos de Newton-Raphson o relajacion no lineal.

Se utilizo el programa ELI-COL y los estudios numéricos se ejecutaron en una computadora

personal 80486DX a 66 MHz, con el sistema operativo DOS version 6.20.

4.1.2 Resultados y Discusion:
En las simulaciones de computadora, los numeros de Rayleigh tomaron los valores de 1, 100
y 500, con razones de radios de 0.1, 0.5 y 1.0. Los valores del aspecto geométrico fueron 1, 5y 10.

Los resultados se reportan como patrones de flujo e isotermas.

Enla Tabla 4.1 se reporta el nimero de Nusselt promedio, tal como se defini6 anteriormente
por la ecuacion (4.9) y el % de error resultante de la aplicacion de un balance de energia para evaluar
la diferencia entre el calor suministrado por la fuente de calentamiento y el calor que sale del sistema
a traveés de la pared cilindrica exterior. Estos resultados muestran la precision de los calculos y la
eficiencia del método de colocacion ortogonal. En las figuras 4.2, 4.3, 4.4 y 4.5, se muestran las

lineas de corriente y perfiles de temperatura para algunos casos seleccionados.

En las figuras 4.2 y 4.3 se observa el efecto del aumento en las fuerzas de flotacion en los
contornos de flujo y temperatura. Para valores pequefios del numero de Rayleigh (Ra = 1), las lineas
de corriente presentan una distribucion simétrica y los perfiles de temperatura reflejan practicamente

un comportamiento de transporte conductivo. Cuando Ra se incrementa, los efectos convectivos
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comienzan a manifestarse y el nicleo de lineas de flujo se desplaza hacia la esquina superior de la
pared exterior (pared fria). Por otra parte, el aumento de las fuerzas de flotacion origina gradientes

de temperatura que son mas altos cerca de la esquina inferior de la pared interior (pared caliente).

Para un numero de Rayleigh determinado, el efecto del espaciado entre las paredes de los
cilindros concéntricos sobre los mapas de lineas de corriente y contornos de temperatura no se infiere
facilmente a partir de un andlisis visual de las figuras 4.2 y 4.3, debido a que los dominios fisicos
para diferentes valores de 8 no son los mismos. Sin embargo, la prediccion del nimero de Nusselt
muestra un maximo aparente a 6 = 0.5 (Ro/Rd = 3), lo que indica que la mas alta intensidad del
transporte convectivo esta localizado en algiin valor de 6 entre 0 y 1 para un nimero de Rayleigh
dado. Situaciones similares pueden observarse en las figuras 4.4 y 4.5 para razones de aspecto

geométrico de 5y 10.

En la Figura 4.5, la aparicién de flujo multicelular puede observarse para Ra= 100y =0.1.
Este comportamiento de los patrones de flujo con respecto al nimero de Ra estd en concordancia con
el observado para la conveccion natural en una cavidad rectangular constituida por un medio poroso
isotropo, reportada por Prasad y Kulacki (1984). Los contornos de temperatura en las figuras 4.3 a
la 4.5 muestran que cuando Ra es suficientemente alto, la zona fria alcanza casi la pared caliente en

su esquina inferior, lo que se debe al flujo convectivo.

En la Tabla 4.1 se muestra el nimero de puntos de colocacién internos utilizados para
resolver las EDP (4.6) y (4.7) sujetas a las condiciones de fronteras expresadas en las ecuaciones
(4.8) y el % de error en el balance de calor para cada conjunto de valores de 8, A y Ra. Solamente
en cuatro de los casos dados en la Tabla 4.1, el % de error es superior al 5%. Por lo tanto, puede
afirmarse que el método de colocacidn ortogonal proporciona una buena precision, que puede

mejorarse si se incrementa el numero de puntos de colocacién

La Figura 4.6 muestra el nimero de Nusselt en funcion de Ra y de la razén de radios para &

= 0.1, haciendo notar que un comportamiento similar fue observado para otros valores de 8. El valor
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limite del Nu,, para Ra = 0 tiende al valor de A para cada valor de d.

Por otra parte, la eficiencia de los métodos de colocacion ortogonal y de diferencias finitas
fueron comparados en varias corridas, de las cuales se menciona el caso de Ra=100,6=0.5y A =

10, como se muestra a continuacion:

Nodos de Diferencias Finitas Centrales % error
8x8 11.28
16x16 7.57
32x32 4.34
42x42 293
52x52 1.66

Colocacién ortogonal con polinomios de Legendre % error
10x10 4.57

Esta claro que el porcentaje de error para el método de colocacién ortogonal puede mejorase
al aplicar malleos mas finos. En funcién de estos resultados preliminares, se infiere que el método
de colocacidon con una malla de 10x10 produce un % de error comparable al producido por el método

de diferencias finitas con una malla de 32x32.
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Numeros de Nusselt promedio y errores en el balance de energiaen la

Tabla4.1.
doble colocacion ortogonal

) A Ra Puntos de CO Nu,y Y%error

1 1 1 8x8 0.9904 1.4727
1 100 10x10 19121 1.2458
1 500 12x12 53115 1.4261
5 1 8X8 4.9518 1.4728
5 100 10x10 7.2997 2.2298
5 500 12X12 16.2763 2.3366
10 1 8x8 9.9026 1.4733
10 100 10x10 12.3937 2.4296
10 500 12X12 23.7007 2.7541

0.5 1 1 8x8 0.9875 1.7124
1 100 10x10 2.1307 2.4917
1 500 12x12 5.8107 0.1712
5 1 8X8 4.9365 1.7128
5 100 10x10 7.7980 4.1576
5 500 12X12 16.9718 3.6822
10 1 8x8 9.8723 1.7129
10 100 10x10 12.9057 4.5707
10 500 12X12 25.1012 4.4099

0.1 1 1 12x12 0.9571 4.7902
I 100 15x15 1.8565 3.4317
1 500 19x19 4.1618 3.3627
5 1 12X12 4.7849 4.7913
5 100 15x15 6.9042 5.2129
5 500 19x19 12.6811 6.0187
10 1 12x12 9.5692 4.7921
10 100 15x15 11.9079 5.8118
10 500 19x19 19.7685 8.0413
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Fig. 4.2 Lineas de corriente para A =1 paraRa= 1, 100 y 500. a) § = 1.0, b) 6=10.5,¢) 8 =
0.1
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Nu,y

Fig. 4.6

Nusselt promedio como una funcién de Ra para 6 = 0.1
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4.1.3 Conveccion Natural en Cilindros Coneéntricos con Flux de Calor Constante.
Con el fin de estudiar el efecto de un flux constante de calor (Q,)en el cilindro interior del
sistema geométrico en cuestion, se resolvio el problema de conveccidn natural representado por las

ecuaciones (4.5) y (4.6) que, ahora estan sujetas a las siguientes condiciones de frontera:

@&E=0 y=20 d6/0¢ = -1/3, (4.11a)
@&=1 y=0 0=0, (4.11b)
@C=0 v=0 06/0C =0, (4.11c)
@t=1 y =0 008/0¢ = 0, (4.11d)
siendo para este caso:

6= (T-To)k/Q R, (4.12a)
Ra= gKpBR QR /pok (4.12b)

Se selecciono el valor de 5 =0.1 y las corridas que se efectuaron se muestran en la Tabla 4.2,
mientras que las lineas de corriente e isotermas para A = 1 se ilustran en las figuras 4.7 a 4.12. El
sistema de EDP elipticas no lineales fue resuelto mediante discretizacion con doble colocacién
ortogonal y el sistema de ecuaciones algebraicas que se genera, fue resuelto por relajacion no lineal,

con un vector de aproximacion inicial igual a cero y una tolerancia de 0.00005.

Tabla 4.2 Errores en el balance de energia en la doble colocacion ortogonal
1 1 19x19 1.0 31525 24566 0.17
1] 100 19x19 1.0 10531 8199 0.56
1| 500 19x19 1.0 6436 5013 1.09
5 1 19x19 1.0 13603 10589 0.18
51 100 19x19 1.0 3286 2561 3.37
51 500 19x19 0.8 2537 1979 7.15
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10 1 19x19 0.8 16172 12589 0.18

10 | 100 19x19 0.8 6099 4751 6.38

10 | 500 19x19 0.5 5785 4488 12.54

Considerando la utilizacién de una computadora PC 80486 DX a 66 MHz con arquitectura EISA, 16 Mb de
memoria RAM, sistema operativo MS-DOS Version 6.2 y compilador FORTRAN 77 de la universidad de
Salford.

TN -~ o 0 ~ o
2.8 H B s © s s
9.6 H
2.4 H
Q.2 r- -
0.0 ) 1 I i
Q.9 9.2 0.4 a.6 9.8 1.0

Fig. 4.8 IsotermasparaRa=1y A =1

ey

v

(4]

]

-0 .0
2.9 Q.

A=1
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3.4
2.2
0.0 1 2.0 L 1 1 i
2.0 9.2 0.¢ 0.2 9.4 2.6 0.8 1.0
Fig. 4.11 Lineas de corriente a Ra= 500y Fig. 4.12 IsotermasaRa=500y A =1

A=1

En las figuras anteriores se aprecia el incremento del efecto convectivo que origina que el
nucleo de flujos se desplace hacia la esquina superior derecha y los perfiles de temperatura muestran
que a numeros de Ra suficientemente altos, la zona fria prevalece en casi toda la parte inferior del

cilindro, lo que sugiere que las fuerzas de flotacion contribuyen a la disipacion de calor.
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4.2  Conveccién Natural en Cavidades Rectangulares y Cilindricas, que contienen un Medio

Poroso

En esta seccidn, el método de Colocacion Ortogonal 2-D fue utilizado para estudiar
numéricamente el fenomeno de conveccion natural bidimensional en cavidades rectangulares y
cilindricas que contienen un medio poroso saturado, con generacion uniforme de calor o con
condiciones de frontera adecuadas, mediante la soluciéon de las ecuaciones transformadas de
movimiento y energia en términos de la funcién corriente, analizandose el efecto del m’ﬁnero de
Rayleigh y del aspecto geométrico sobre las lineas de corrientes y la distribucién de temperaturas.
La precisién del método numérico empleado fue verificada mediante un balance de energia,

obteniéndose un error relativo del orden del 1% en la mayoria de las situaciones.

4.2.1 Introduccién

Los parametros mds importantes en el modelamiento de la conveccion natural son el niimero
de Rayleigh y el aspecto geométrico de la cavidad que, junto con las condiciones de frontera del
problema, determinan €l movimiento unicelular o multicelular del fluido a través del medio poroso

y la transferencia de calor que esta representada por el nimero de Nusselt (Prasad y Kulacki, 1984).

A valores altos de Ra o aspectos geométricos mayores de 5, la soluciéon numérica del modelo
presenta un comportamiento oscilante o diverge (Prasad y Chui, 1989), por lo que, para solventar
esta situacion, se requiere de incrementar el nimero de nodos de discretizacion o de fijar intervalos
mas pequefios cerca de las fronteras con el fin de detectar los cambios abruptos en los perfiles de
temperatura que ahi se manifiestan. En ocasiones, un mapeo de las ecuaciones del modelo puede

mejorar la convergencia del mismo.

El modelamiento mas aceptado de la conveccion natural en medios porosos implica, en
principio, el empleo de la ley de Darcy para representar la ecuacién de movimiento y de la
aproximacion de Boussinesq. Posteriormente se pueden aplicar varios criterios que ya han sido
comentados anteriormente, como la obtencién de la ecuacion de presion, la utilizacion de la funcién

corriente y de la vorticidad, el Método del Promedio volumétrico o el manejo de las ecuaciones
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primitivas para obtener el modelo matematico con sus correspondientes condiciones de frontera e

iniciales.

A continuacion, el sistema de ecuaciones diferenciales parciales acopladas (EDP) se puede
resolver por diferentes técnicas como: Diferencias finitas con sus diversas variantes como la
discretizacion con el esquema propuesto por Gosman et al (1969), como ha sido reportado en los
trabajos de Prasad y Kulacki (1984); Muralidhar y Kulacki (1988), que se hacen con malleo uniforme
o variable; elemento finito con criterio de Galerkin (Anderson y Glasser, 1990); el método de
iteraciones sucesivas SIMPLE y SIMPLER propuesto por Patankar (1980) y utilizado
extensivamente por otros autores (p.e. Chang y Hsiao, 1993). La solucién del sistema de ecuaciones
no lineales que se genera, se hace mediante iteraciones sucesivas con calculo secuencial de cada
variable dependiente, o linealizando los términos no lineales y rearreglando las ecuaciones, para

formar un esquema tipo Gauss-Seidel, matriz tridiagonal o SOR.

Otra manera de resolver el modelo matematico es mediante la adiciéon de un término
transitorio con factores de escala, tal como ha sido descrito por Mallinson y de Vahi Davis (1973),
para convertir las EDP elipticas en EDP parabdlicas, que se resuelven por discretizacion de las
coordenadas espaciales y la integracion posterior del sistema de ODE resultante por métodos
explicitos o implicitos de Euler, Predictor-Corrector o Runge-Kutta, con incorporacién de un control
del tamafio del paso de integracion para solventar los problemas de rigidez que, cominmente, se
presentan en estos modelos. Otra alternativa extensamente utilizada para resolver las ODE de
discretizacion es el esquema implicito de direccién alternante (ADI) de Peaceman-Rachford (Gerald

y Wheatley, 1992).

La eleccion de los factores de escala y de las condiciones iniciales en el método del falso
transitorio es critica, ya que de los valores especificos que adquieran, depende de la rapidez de la
obtencion del estado estable. En muchas situaciones, la integracion es inestable o produce resultados

no factibles termodindmicamente.
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El propésito de este trabajo es continuar valorando la idoneidad de 1a colocacion ortogonal
como alternativa de solucion de los problemas de conveccidn natural en medios porosos, ya que la
mayoria de las técnicas reportadas se basan en variantes del método de diferencias finitas, el cual
requiere un numero alto de nodos para obtener soluciones con una buena precision, con el

consiguiente costo computacional.

4.2.2 Modelos Matemiticos
Para la evaluacion del método de doble colocacion ortogonal en la solucién de modelos de
conveccidn natural en medios porosos, se seleccionaron tres sistemas geométricos que han sido

reportados en la literatura y que son:

1)) Cavidad rectangular, que contiene un medio poroso saturado, la cual genera calor a una
velocidad constante, que ha sido reportada por Prasad (1987) y que se ilustraen la Fig. 4.13a
con las paredes verticales enfriadas isotérmicamente. En este caso se han considerado dos
situaciones que son:

(1) paredes adiabaticaseny=0,y=L

(i1) paredes en y = 0, y = L enfriadas isotérmicamente

II) Cavidad cilindrica vertical de radio R y altura L, que contiene un medio poroso saturado, con
generacion uniforme de calor, que ha sido estudiada por Prasad y Chui (1989), (vease la Fig.
4.13b). La pared exterior del cilindro estd enfriada isotérmicamente. Para este caso, se tienen
tres variantes que son:

(1) paredes adiabaticasenz=0yz=L
(ii) pared en z = L enfriada isotérmicamente y pared adiabatica en z=0

(ii1) paredes enfriadas isotérmicamente enz=0y z=L.

1) Cavidad cilindrica vertical de radio R y altura L, que contiene un medio poroso anisotropico,
con transporte de calor a partir de condiciones frontera calentadas isotérmicamente en r =

Ryz=Lyenz=0 se enfria isotérmicamente, tal como se ilustra en la Fig. 4.13c.

93



aT

Tc

o
I =
e L L y I
- h T —
o E
o
<o
i =]
[ & ] 1l
< =
o &
R
-
Q
1~
x
e - ]
) 0
-
= )
H ]
Ble A Rir
& G RORRRSKE LK LRELS,
$.0.0.0.0.0.0.0.0°¢ 19000000, 0.6.0.0.470°0707070 700 0%
10000009,0.0.0.¢.¢.0070. 070 06
o 0 0 0.0.0.0.0.90.0.0.970 00’.0"00‘0”0’0"’.’0’0"0‘0"0‘0
(=]

Tc

b)

Th

A4

Th

Tc

c)
dos para a) Caso |

b) Caso II y c) Caso III yel

2

1Za

ili

1cos ut

Sistemas geométr

Fig. 4.13

correspondiente dominio computacional, que est mostrado por la region sombreada

94



1)

2)

3)

4)

3)

Este problema ha sido descrito por Chang y Hsiao (1993), quienes analizaron dos situaciones
que fueron:
(i) Efecto de la variacion de la razén de permeabilidades

(ii) Efecto de la variacion de la razon de conductividades térmicas.

Las consideraciones que se hacen para modelar estos sistemas son:

Medio efectivo, isotropico (excepto en el caso II), con propiedades termodindmicas
constantes donde la viscosidad y la densidad corresponden a la del fluido y la conductividad
térmica es la efectiva del medio bifasico

En el caso de la densidad, se utilizar4 la aproximacion de Boussinesq y todas las demaés
propiedades se calculan a una temperatura de referencia

Esuna cavidad con fronteras impermeables y el deslizamiento en ellas y la disipacion viscosa
(Modelo de Brinkman) es despreciable.

El transporte de momentum est4 gobernado por la ley de Darcy, ya que se considera que los
esfuerzos viscosos e inerciales son pequefios comparados con los términos de presion y de
flotacion.

El fluido intersticial es newtoniano, se tiene régimen laminar y se considera régimen
permanente.

Con estas consideraciones, las ecuaciones de continuidad, momentum y energia son:

CASOI: Cavidad Rectangular con Generacion Uniforme de Calor

Ecuacion de Continuidad:

av

AE S ) (4.13)

ay

Ley de Darcy en direccion x:

T
K X

op
S 4.14
ax (4.14)
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Ley de Darcy en direccion y:

pn._ op .
By =P 1 - B(T - T)I.
K’ " 5 P gll - B( ]

Energia:
oT oT _  |&*T  oT1| Q,
V— + V-—— =g + + .
X Ox y ay eff axZ ayz pCp

CASO 11 Cavidad Cilindrica con Generaciéon Uniforme de Calor

Ecuacion de Continuidad:

Ley de Darcy en direccion axial:

B op
Lnd = -2 _ 1 - [ - T)H.
KVZ 32 Py gl B( o)]

Ley de Darcy en direccién radial:

.}i vV = —-.a_lz.
K ' or
Energia:
| 2
NN/ S 2 S T

— =q
% 0z "or D2t or

1), @
9z? pC,
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CASOIII:  Cavidad Cilindrica con Medio Poroso Anisotrépico

Ecuacion de Continuidad:

T VI’ z
—+ L+ —2=0 (4.21)

Ley de Darcy en direccion axial

Koo _ _op
PR L gll - B(T - Tyl (4.22)

z

Ley de Darcy en direccién radial:

f"r R (4.23)
Energia:
Vza_T + Vrﬂ = ar _a_ZI + l_al + azﬂ. (424)
0z or or? r or 8z

Por eliminacién del término de presién de las ecuaciones de movimiento por diferenciacion
cruzada, seguida de la adimensionalizacién de los modelos resultantes y la aplicacién de la

definicién de funcidn corriente, se obtienen los siguientes modelos de transporte:

CASO 1. Cavidad Rectangular con Generacion Uniforme de Calor
2 2
A2 9V L9V _paa® (4.25)
ax? or? X

2, 2
oy oy |8 18 (4.26)
oX oY oY oX aX? A?dY?



Las velocidades adimensionales u, y u, estan definidas en términos de la funcion corriente

W como:

v, = - (/D) oy/dY

b

v, = (aL/D?)oy/3X.

Con las siguientes condiciones de frontera:

@X=0
@X=1
@Y=0
@Y=1

CASOII: Cavidad Cilindrica con Generacion Uniforme de Calor

2
A2§a_‘l’ +§_ai‘4_’ _AZQ‘V_-RaAE}QQ:o
82

g o

[fﬂpﬁﬁ } 99@] i

X T

v=0
y=0
y=0
y=0

og
0 100 . 150
—_ + —_ t — [+
ogr  fog  AoC

d0/0X = 0,
0=0,

00/3C=00 8=0,
80/3(=00 0=0.

3

(4.27 a, b)

(4.282)
(4.28b)
(4.28¢)
(4.28d)

(4.29)

(4.30)

En donde las velocidades adimensionales u, y u, estan definidas en términos de la funcién

corriente y como:

u, = - (1/8)oy/dg

b

u, = (1/5)oy/cE.

Con las siguientes condiciones de frontera:

@&=0
@&=1
@5=0
@¢=1

98

08/08 = 1,

0=0,

30/6L =000 =0,
d0/3l=006=0.

(4.31a,b)

(4.32a)
(4.32b)
(4.32¢)
(4.32d)



CASO III  Cavidad Cilindrica con Medio Poroso Anisotrépico
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En donde las velocidades adimensionales u, y u, estan definidas en términos de la funciéon

corriente Yy como:
u =-(1/8)oy/dg u, = (A/E)OW/CE. (4.35a,b)

Con las siguientes condiciones de frontera:

@E=0 y=0 30/0E = 0, (4.363)
@&=1 y=0 0=1, (4.36b)
@G¢=0 y=0 6=0, (4.36¢)
@t=1 y=0 0=1. (4.36d)
En donde:

A= Razdn altura/Longitud o didmetro, I/D, L/R

L= Altura de la cavidad rectangular o cilindrica, m

Nu= Numero de Nusselt promedio, h, L/k

Ra= Numero de Rayleigh, gppKSD*/(2pak),K,gpBR(Th-Tc)/(a, )

R = Radio del cilindro, m

S=  Generacion volumétrica de calor, W/m’
u=  Velocidad adimensional, vR/a,vR*aL
X = Longitud adimensional, x/D
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Y= Longitud adimensional, y/L.
{=  Coordenada axial adimensional, z/L

0= Temperatura adimensional, (T - T.)/ (SD%2k),(T - T)/(T, - T.)

E=  Coordenada radial adimensional, /R
y = Funcion corriente
x=  Razo6n de conductividades térmicas, k/k,

Q= Razoén de permeabilidades, K/K,

Los tres sistemas de EDP elipticas acopladas se discretizaron por doble colocacion ortogonal
utilizando polinomios de Legendre y los sistemas de ecuaciones algebraicas no lineales que se
generan, se resuelven por métodos de Newton-Raphson con factorizacion LU o relajacion no lineal,

cuyo algoritmo es (Vemuri y Walter, 1981):

-1
Xik+l =Xik'Yf7i(X){aFi(X)] s (4.37)

ox

i

en donde:
v = Factor de relajacion
k = Iteracion

i = Variable o funcion i

Para la solucién de estos problemas, se empled el codigo ELI-COL (Jiménez-Islas y Lopez-
Isunza, 1994). Los estudios numéricos se efectuaron en una computadora PC con procesador
Pentium™® a 166 MHz, con el compilador MS-FORTRAN PowerStation v. 4.0M%, y el sistema
operativo WINDOWS 95M%,

Para el método de Newton, se selecciond un valor inicial de 0.5, mientras que para el método
de relajacion no lineal, la aproximacion inicial mas adecuada fue de 0.0 con valores del coeficiente

de relajacion y de 0.5 1.0 y 1.2. El criterio de convergencia en ambas situaciones fue:
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[F,X)| < TOL = 0.00005, (4.38)

paratodai (1<i<N),

en donde:

N= Numero de ecuaciones de discretizacion generadas,
= Ecuacion de discretizacion i,
= Vector de incognitas,

TOL= Error permitido.

Con fines de comparacion, se repitieron algunas corridas, empleando ELI-FIN, que es otro
cédigo con las caracteristicas de ELI-COL, que resuelve sistemas de EDP no lineales por
discretizacion con diferencias finitas centrales de segundo orden y su correspondiente solucién por

los métodos antes mencionados.

4.2.3 Resultados y Discusion

Para cada caso mencionado anteriormente y con fines de comparacion, se seleccionaron
algunas situaciones que los autores reportan en sus respectivos articulos, mismas que se muestran
enlas Tablas4.3, 4.4 y 4.5 y que se resolvieron por doble colocacion ortogonal.  Por otro lado, para
valorar la precision de este método, se aplicd un balance de energia, utilizando integracién por
cuadratura, con los factores de peso obtenidos de la colocacion ortogonal (Finlayson, 1972, 1980).
Por otro lado, se construyeron los patrones de lineas de flujo y de perfiles de temperatura, para su

comparacion con los que se reportan en los articulos correspondientes.
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CASOI: Conveccion Natural en una Cavidad Rectangular con Medio Poroso, con

Generacion de Calor.

Tabla 4.3 Errores relativos en el balance de energia en la aplicacién de la doble colocacién

ortogonal para el Caso I.

1 10 7x7 Newton 5 18 1.56
2 100 9x9 Newton 7 58 1.46
3 10000 23x23 Newton 13 16688 0.34
4 100 13x13 Newton 4 212 1.17
5 1000 13x13 Newton 8 417 1.21

Las corridas 1,2 y 3 corresponden a paredes adiabaticas en Y=0y Y = 1, mientras que las
corridas 4 y 5 corresponden a paredes enfriadas isotérmicamente en Y =0y Y = 1, con un aspecto
geométrico A = 1. El factor de relajacion en la corrida 3 es de 0.5. La corrida 3 también se resolvio
con el método de Relajacion no Lineal con un valor inicial de 0.0, obteniéndose la convergencia en
21164 iteraciones con un tiempo de computo de 2303 s, por lo que se infiere que, en sistemas
grandes de ecuaciones no lineales (2000 o mas), es mas recomendable utilizar otro tipo de métodos
iterativos como el de Relajacion no lineal que, aunque su convergencia es mas lenta, son mas rapidos
y emplean menos memoria RAM. Ademas, a diferencia de otros métodos similares (SOR, Gauss-
Seidel, etc), esta técnica no requiere de un rearreglo especial de las ecuaciones de discretizacion, por

lo que la hace mas atractiva para resolver problemas complejos.

Sin embargo, existen situaciones donde este método falla (p.e. Nameros de Rayleigh
elevados, donde la inestabilidad numérica producida por los términos convectivos produce serios
problemas de convergencia) y por lo tanto, el método de Newton-Raphson es mas recomendable,

dependiendo de la memoria RAM o virtual disponible de la computadora.
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Como se observa en la Tabla 4.3, el nimero de puntos de colocacién se incrementa al
aumentar el nimero de Rayleigh, debido a la distorsion de los perfiles de temperatura que se produce
al aumentar el efecto convectivo, por lo que es necesario realizar malleos mas finos para detectar los
cambios abruptos de temperatura cerca de las fronteras. Este efecto ya ha sido reportado por algunos
autores como Prasad y Kulacki (1984). Los patrones de lineas de flujo e isotermas para las corridas
1 a 3, se muestran en la Fig. 4.14 y las corridas 4 y 5 se ilustran en la Fig. 4.15, las cuales muestran
una excelente concordancia con las obtenidas por Prasad y Chui (1989), quienes resolviéron este
problema por diferencias finitas con el esquema desarrollado por Gosman et al (1969), utilizando
un malleo de 31x31, el cual fue uniforme para Ra<1000 y no uniforme (mas fino cerca de las
fronteras) para Ra>1000. Estos autores comprobaron la precision de sus resultados mediante un
balance global de energia, obteniendo un error del orden del 1% para Ra<1000 y del 2% para
Ra>1000.

Al respecto, y como se observa en la Tabla 4.3, el error obtenido por colocacién ortogonal
es del orden del 1% para todos los casos estudiados, haciendo notar que a Ra<1000, los puntos de
colocacion son mucho menores al malleo de diferencias finitas (31x31). ParaRa>1000, el fenémeno
de distorsion anteriormente mencionado, hace que se requiera aumentar el nimero de puntos de

colocacion (corrida 3) para mantener una buena precision en el balance de energia.
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Fig. 4.15 Lineas de corriente e isotermas para el Caso I con A = 1 y paredes enfriadas

isotérmicamente en Y =0 y Y = 1. a) Ra= 100, b) Ra = 1000
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CASOII: Conveccion Natural en un Cilindro con Medio Poroso, con Generacién de Calor

Tabla 4.4 Errores relativos en el balance de energia en la aplicacion de la doble colocacion

ortogonal para el Caso 11

6 100 1 9x9 1981 11.8 0.96
7 1000 1 13x13 2516 39.8 1.59
8 1000 5 13x13 5198 81.9 1.47
9 1000 1 13x13 1430 22.7 1.03
10 1000 1 13x13 1426 22.1 1.42

En la Tabla 4.4, las corridas 6, 7 y 8 corresponden a paredes adiabaticasen { =0y (=1,
mientras que la corrida 9 corresponde a pared enfriada isotérmicamente en { =1y pared adiabética
en{= 0y la corrida 10 corresponde a paredes enfriadas isotérmicamente en { =0y { = 1. Todos los
casos se resolvieron con relajacion no lineal con un factor de relajacion de 1.0. Las graficas de lineas
de corriente e isotermas para las corridas 6 y 7 se muestran en la Fig. 4.16, mientras que las corridas

8, 9y 10 se ilustran en las Figuras. 4.17, 4.18 y 4.19 respectivamente.

Cuando las paredes horizontales estén aisladas, el flujo en la cavidad es unicelular y las
isotermas en la region superior estan estratificadas notoriamente. Este comportamiento se altera si
la pared superior se enfria, produciendo evidencias de comportamiento multicelular, principalmente
a Ra>1000, tal como lo hacen notar Prasad y Chui (1989). En el aspecto numérico, lo anterior se
manifiesta con un mayor error en el balance global de energia. Por otro lado, al aumentar el aspecto
geométrico, el problema tiene mayor dificultad para convergir, lo que se explica por el cambio
drastico del campo de temperatura por unidad de longitud en el eje x, como se observa en la Fig.

4.17.
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Al respecto, Prasad y Chui (1989) resuelven estas situaciones con diferencias finitas con el
criterio de Gosman e? al (1969), utilizando un malleo uniforme de 41x51 a 41x61, obteniendo un
error en el balance de energia del orden del 1%. Como se observa, con la colocacion ortogonal, con
tamafios de malla del orden de una tercera parte de los empleados por Prasad y Chui (1989), se
obtienen resultados muy similares, tanto en balance de energia como en las lineas de corriente y
perfiles de temperatura, lo que hace apreciar la precision de dicho método de solucién de‘sistemas

de EDP elipticas.

En la Fig. 4.19 se ilustra también los resultados para Ra = 10000 y A = 1, los cuales se
obtuvieron con discretizacién con diferencias finitas con malleo variable con 31x31 nodos y
resolviendo el sistema de 2178 ecuaciones no lineales por relajacién no lineal. Este caso se intentd
resolver por colocacion ortogonal, hasta con malleos de 23x23, sin obtener convergencia, por lo que
el método de colocacion ortogonal en elemento finito (Carey y Finlayson, 1975, Jiménez-Islas y
Lopez-Isunza, 1996) seria mas adecuado para problemas con niimeros de Rayleigh altos. Es
importante mencionar que, aunque es posible efectuar colocacién ortogonal con tamafios de red de
50 puntos o mas, ya no es conveniente debido a las fluctuaciones asociadas a los polinomios
ortogonales y a la gran cantidad de operaciones que se genera Yy, en estos casos, los métodos de

diferencias finitas o de elemento finito (FEM) pueden competir favorablemente.
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Fig. 4.17 Lineas de corriente e isotermas para el Caso Il paraRa=1000y A=5y paredes

adiabaticasen {=0y (= 1.
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Fig. 4.18 Lineas de corriente e isotermas para el Caso Il para Ra = 1000 y A = 1, pared
adiabatica en { = 0 y pared enfriada isotérmicamente en { = 1.

Fig. 4.19 Lineas de corriente e isotermas para el Caso Il para A = 1, paredes enfriadas

isotérmicamente en {=0y {= 1. a) Ra= 1000, b) Ra= 10000
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CASOIII: Conveccion Natural en un Cilindro Vertical con Medio Poroso Anisotrépico.

Tabla 4.5 Errores relativos en el balance de energia en la aplicacion de la doble colocacién

ortogonal para el Caso III

11 100 0.1 1.0 17x17 1197 55.2 .0.54
12 100 1.0 1.0 17x17 1175 53.9 1.26
13 100 10.0 1.0 17x17 1750 79.7 0.27
14 50 1.0 0.1 17x17 1497 69.7 0.96
15 50 1.0 1.0 17x17 1371 62.7 0.28
16 50 1.0 10.0 17x17 2171 100.1 7.55

En la Tabla 4.5, todas las corridas se resolvieron con relajacién no lineal, con y = 1.2, cuyos
resultados expresados en patrones de flujo e isotermas, se muestran en la Fig. 4.20 para ilustrar el
efecto de la variacion de Q) y en la Fig. 4.21, donde se muestra el efecto de la variacién de A. En la
Fig. 4.20 se observa que al aumentar la razon de anisotropia (2 a Ra, A y A constantes, el nicleo de
las lineas de corriente se va desplazando hacia al izquierda y los perfiles de temperatura van
penetrando hacia la parte superior, lo cual esta en concordancia con lo reportado por Chang y Hsiao
(1993). En la Fig. 4.21, se observa que si A aumenta, el niicleo o vortice se desplaza hacia la esquina
inferior del lado derecho. Ademas, las isotermas se van replegando hacia el fondo, lo que es

consecuencia natural del aumento de la conductividad térmica en la direccion r.

A este respecto, Chang y Hsiao (1993) resolvieron este problema utilizando el algoritmo
SIMPLE propuesto por Patankar (1980), con una distribucién de red no uniforme de 31x31 nodos.
Estos autores no reportan explicitamente un balance de energia, pero tomando los valores del nimero
de Nusselt promedio para la pared superior, lateral y del fondo del cilindro que ellos reportan
graficamente, resulta un balance con errores del rango 0.95%-8.25% que, comparando con los que
se obtienen con la colocacion ortogonal, resultan aceptables, aunque se haya obtenido un error de

7.55% en la corrida 16.
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Con fines de comparacion, se seleccioné la corrida 7 y se resolvié tanto con diferencias finitas
centrales y con colocacion ortogonal con polinomios de Legendre, con varios tamafios de red y

calculando el balance de energia para cada caso. Los resultados se muestran en la Tabla 4.6

Tabla 4.6 Comparacion de la precision de los métodos de diferencias finitas y colocacion

ortogonal en funcion del tamafio de la red para la corrida 7

DF 7x7 158 0,4 26,84
DF 13x13 393 2,5 16,67
DF 26x26 1380 26 10,14
DF 39x39 3033 123,3 7,52
DF 52x52 5321 375,9 5,99
DF 102x102 40068 13919 3,4
CO 7x7 Diverge | e~ | eemee-
CO 9x9 1163 6,6 5,29
CO 13x13 2516 39,9 1,59
CO 17x17 4485 204 0,7
CO 21x21 7053 1484,5 0,07

DF Diferencias Finitas

co Colocacién Ortogonal

En la Tabla 4.6 se observa que se requiere de dos a tres veces el malleo de diferencias finitas,

para obtener una precision similar a la producida por colocacién ortogonal.

En la Fig. 4.22 se muestra el efecto del nimero de puntos de colocacion empleados sobre la
precision del balance de energia para los datos de la corrida 5 (Caso I), observandose, como es de
esperarse, que el % de error disminuye significativamente con el aumento de los puntos de
colocacion. A este respecto, es importante mencionar que existe un compromiso entre la precision
del calculo con el tiempo de CPU, por lo que se debe de tener en cuenta lo anterior al momento de
resolver cualquier problema. Cuando la naturaleza del problema exige que se utilicen malleos con

un numero alto de puntos de colocacién, es recomendable el empleo de colocacion ortogonal en
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elemento finito para obtener buenas precisiones sin incrementar excesivamente el niimero de puntos

de colocacion.

En la Fig. 4.23 se muestra el efecto del factor de relajacion w sobre la velocidad de
convergencia en el método de relajacion no lineal para los parametros de la corrida 14 (Caso III). En
la mayoria de las situaciones, los valores de ® estan en funcion inversa de los nimeros de Ra, pero

los valores mas recomendables estan en el rango de 0.5-1.0 .

Por ultimo, se repitié la corrida 9 en diversas plataformas Pentium, en una estacion de trabajo
Silicon Graphics Indigo II con procesador RISC de 75 MHz y en una CRAY Origin 2000
(Perteneciente al Departamento de Supercomputo de la Universidad Nacional Autonoma de México).
Los resultados se muestran en la Fig. 4.24, donde se observa que el procesador Pentium I1 a 300 MHz
presenta un buen desempefio, solo superado por la supercomputadora CRAY. En esta plataforma
unicamente se corri6 la version normal del programa ELI-COL, por lo que el tiempo de CPU se
podria disminuir atin mds si se paraleliza el cédigo. Para el afio 2000 se espera la aparicion
comercial de la siguiente generacién de procesadores x86 con un ciclo de reloj del orden de 700
MHz, lo que originaria que los tiempos de CPU se reduzcan todavia mas, lo que haria que la

plataforma PC sea un competidor serio de las estaciones de trabajo.
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Fig. 4.20 Lineas de corriente ¢ isotermas para el Caso III para Ra = 100, A=1y A=1l.a) Q=
0.1,b) 2=1.0,¢) Q= 10.
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Fig. 4.21 Lineas de corriente e isotermas para el Caso Il paraRa=50,Q=1y A=1.a)A=
0.1,b)A=1.0,c) A= 10.
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Fig. 4.22 Efecto de los puntos de colocacion sobre el % de error en el balance de energia para

la corrida 5 (Caso I a Ra = 1000)
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Relajacién no Lineal con los parametros de la corrida 14 (Caso III, Ra= 50, Q = 1.0
yA=0.1)
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Fig. 4.24 Comparacion del desempefio de diferentes plataformas computacionales con los

parametros de la corrida 9 (Caso I, Ra = 1000), usando FORTRAN 77
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4.3  Efecto de la Extension de Brinkman en la Ley de Darcy

En esta seccion, se estudio numéricamente el fendmeno de conveccion natural bidimensional
en un cilindro vertical que contiene un medio poroso, saturado, is6tropo y con generacion de calor.
Las condiciones de frontera analizadas fueron i) Paredes aisladas en la parte superior ¢ inferior del
cilindro y pared fria en la superficie lateral y ii) Paredes enfriadas isotérmicamente en toda la
superficie exterior del cilindro. Para el modelamiento del transporte de momentum, se empleo la ley
de Darcy con la extensién de Brinkman y las definiciones de funcion corriente y vorticidad. Las
ecuaciones resultantes se discretizaron utilizando colocacién ortogonal y se resolvieron por los

métodos cuasi-Newton y Relajacion no lineal (Jiménez-Islas ef al, 1999)

Para este problema se analiz6 el efecto del nimero de Rayleigh, aspecto geométrico y nimero
de Darcy sobre las lineas de corriente, isotermas y el numero de Nusselt. El efecto del nimero de
Darcy (Da) es significativo en las lineas de flujo e isotermas a valores altos (10"'-10®), observandose
que el niumero de Nusselt se incrementa, tendiendo a un valor asint6tico a medida que disminuye Da.
Se comprobd la precision de las simulaciones con un balance global de energia, obteniendo un error
del orden del 1.5% en la mayoria de los casos. También se presentan correlaciones para el nimero

de Nusselt promedio.

4.3.1 Introduccién

En la literatura se han reportado trabajos sobre el fendmeno de la conveccién natural en una
cavidad cilindrica, entre los cuales se encuentran los articulos de Havstad y Burns (1982); Prasad
y Chui (1989); David et al (1989); Hunt y Tien (1988)] y Chang y Hsiao (1993). Los estudios que
se han hecho sobre el tema, se han enfocado principalmente a la utilizacion de la ley de Darcy como
ecuacion de movimiento para el medio poroso, sin considerar si satisface o no la condicién de no
deslizami'ento, ademas de que se estan despreciando los efectos inerciales que recientemente, se han
considerado de importancia, principalmente en materiales con alta porosidad y permeabilidad y en
cavidades con flujo a bajas velocidades (conveccion natural). Varios modelos no-darcianos han sido
propuestos en los ultimos afios y su aplicacion a un determinado problema es, atin, tema de

discusion (Nield y Bejan, 1992; Joseph ef al, 1982).
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La forma clésica de la ley de Darcy fue obtenida tedricamente por Whitaker (1986) mediante
la aplicacion del Método del Promedio volumétrico (Carbonell y Whitaker, 1984) en las ecuaciones
de continuidad y movimiento para a un medio bifasico constituido por una matriz solida (fase ) y

un fluido intersticial (fase ). El resultado de este analisis es la expresion siguiente:

C
Vp = 7o [ VR pge (4.39)
Hp
Donde C es un tensor simétrico de segundo orden, que representa cuantitativamente la

eventual naturaleza anisotropica de la permeabilidad en un medio poroso.

La utilizacién de la Ley de Darcy implica que en las fronteras del sistema existe
deslizamiento, ya que este modelo carece de términos difusivos que expliquen la distorsion de los
perfiles de velocidad en las proximidades de una frontera sélida. Para solventar esta situacion,
Brinkman; (1947a,b) sugiri6 que a la ley de Darcy, se le podria adicionar un término de segundo
orden pu'V?v, que representa las pérdidas de energia por transporte viscoso, por lo que ahora se toma
en cuenta la distorsion de los perfiles de velocidad en las proximidades de una pared impermeable
y rigida (Neale y Nader, 1974). Brinkman también propone que p = p' aunque, en un sentido
riguroso, estos parametros solamente son aproximadamente iguales . Ademas, Neale y Nader (1974)
han propuesto que si 1=’ enla extension de Brinkman, se provee de una buena concordancia con

los datos experimentales.

El término p'V?v se le conoce como la extension de Brinkman y su validez ha sido tema de
discusion en varios trabajos (Neale y Nader, 1974; Nield, 1983; Ross, 1983). La ecuacidén de
Brinkman se utiliza generalmente en el estudio del flujo que pasa por un medio poroso muy
espaciado, donde la velocidad del fluido se puede considerar constante excepto en la frontera sélido-

medio poroso.

Con la extension de Brinkman, es factible la aplicacién de la condicidn de no deslizamiento

en las paredes, aunque en la mayoria de las situaciones, el efecto del transporte viscoso es
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despreciable (medios porosos con nimero de Darcy (Da) < 10™), es conveniente proporcionar un
soporte tedrico a la ley de Darcy para justificar el uso del criterio del no deslizamiento y para el
acoplamiento de ecuaciones en la frontera inter-regional, que se presentan en problemas con interfase
fluido- medio poroso. En este caso, Ochoa-Tapia y Whitaker (1995) han propuesto una condicion
de salfo para unir la ley de Darcy con la extension de Brinkman con la ecuacion de Stokes, lo que

permite obtener un campo de velocidades continuo en todo el dominio.

Ademas, la extension de Brinkman ha sido utilizada por varios autores, entre los cuales se
cita a Lauriat y Prasad (1987) quienes analizaron la conveccion natural en una cavidad rectangular,

utilizando como ecuacién de momento la expresién siguiente:

Pg oV 1 Hg ;
— [ + =(vW)] = -Vp + - Ly + pNiv.
e Lor TSVl VP v - v (4.40)

La expresion (4.40) tiende a la ecuacion de Navier-Stokes si la porosidad € ~ 1y la
permeabilidad K - <y, por otro lado, ala ecqacién de Darcy si € - 0 y K - 0. El término inercial
v-Vv es significativo s6lo a valores del ntmero de Darcy (Da) > 10" y su inclusién es tema de
discrepancia ya que en este caso habria que considerar si se tiene un medio poroso real o una clase
particular de fluido en el cual existen algunas particulas solidas. Lauriat y Prasad (1987) reportan
que el nimero de Nusselt disminuye cuando se incrementa el ntimero de Darcy a valores mayores

de 10”, manteniendo el nimero de Rayleigh (Ra) y el aspecto geométrico (A) constantes.

Kladias y Prasad (1989) estudiaron la conveccién natural en una capa porosa horizontal
calentada por debajo. Estos autores emplearon la ecuacion de Darcy con la extensiéon de Brinkman-
Forchheimer (Nield y Bejan, 1992), encontrando que el numero de Darcy afecta al numero de
Nusselt a valores mayores de 10 mientras que con valores menores de Da, el numero de Nusselt

tiende a un valor asintético.

Por otro lado, Ochoa-Tapia y Whitaker (1997) mediante el empleo del Teorema de Promedio
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Volumétrico, han desarrollado una forma generalizada de las ecuaciones de Navier-Stokes, que son
validas en todo el dominio de un sistema compuesto por un fluido y un medio poroso. Estos autores
han derivado la condicion de salto para el momentum en la interfase entre el medio poroso y el

fluido homogéneo.

Este trabajo reconsidera el problema de conveccidn natural bidimensional en una cavidad
cilindrica reportado previamente por Prasad y Chui (1989). La finalidad de este estudio és utilizar
la ecuacién de Darcy sin y con la extension de Brinkman para evaluar el efecto del nimero de Darcy
sobre la transferencia de calor y las lineas de corriente. Este problema servird como base para el
andlisis posterior del fendmeno de transporte de calor y masa por conveccion natural en el

almacenamiento de granos en silos.

4.3.2 Modelamiento Matematico y Métodos Numéricos
El sistema geométrico a estudiar es una cavidad cilindrica vertical de radio R y altura L, que
contiene un medio poroso, isotropico, saturado, que presenta generacion uniforme de calor, la cual

ha sido analizada por Prasad y Chui (1989), (vease la Fig. 4.25).

La pared exterior del cilindro est4 enfriada isotérmicamente. Para esta situacion, se tienen dos
variantes que son:
Caso I: Paredes adiabaticasenz=0yz=L

Caso II: Paredes enfriadas isotérmicamente en z= 0y z=L.

El problema es simétrico, por lo que solo es necesario modelar la region comprendida entre

O<r<RyO<z<L.
Las ecuaciones que gobiernan el transporte para un medio bifasico han sido reportadas por

Whitaker (1986); Carbonell y Whitaker (1984) y Thorpe et al, (1991), quienes utilizaron la

aproximacion de Boussinesq y el concepto de propiedades efectivas.
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Fig. 4.25
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Sistema geométrico utilizado en este trabajo
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Continuidad:

Vi(vg) = 0. (4.41)

Ley de Darcy con extension de Brinkman:

Hg C71 vy = -Vpg + pgg + p” Vv, (4.42)

Energia:

(pc\,)BV-(vﬁ TB) = K:VVTB + SB' (4.43)

En las expresiones (4.42) y (4.43)las variables son del tipo volumétricamente promediadas,

aunque se ha preferido utilizar la notacion para variables puntuales. En este caso el tensor K solo

tiene dependencia de las coordenadas espaciales. Una discusion mas detallada del tema puede

consultarse en los trabajos de Whitaker (1986), Carbonell y Whitaker (1984) y Thorpe et al, (1991)

Para obtener el modelo correspondiente al sistema geométrico en cuestion se han hecho las

consideraciones siguientes:

1y

2)

3)

4

Medio efectivo, isotropico, con propiedades termodinamicas constantes donde la viscosidad
y la densidad corresponden a la del fluido y la conductividad térmica es la efectiva del medio
poroso. En este caso, el tensor C de la ecuacion (4.42) se transforma en el escalar K que es
el término clasico que representa la permeabilidad del medio poroso. Una situacion similar
se presenta en la ecuacién (4.43), donde el tensor K se transforma en la conductividad
térmica efectiva k.

Es una cavidad con fronteras rigidas e impermeables y, por lo tanto, no se presenta
deslizamiento.

El fluido intersticial es newtoniano, se tiene régimen laminar y el sistema esta en estado
estable.

Por conveniencia, se considerd que p = p' debido a que hace falta una mayor investigacion
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al respecto. Es importante mencionar que la razén p/p' sélo afecta a Da, por lo que su

interaccion se podria incluir en un nimero de Darcy modificado (Nield, 1983)

Con estas restricciones y utilizando coordenadas cilindricas (&, {), se procedi6 a la

adimensionalizacion de las ecuaciones de gobierno, con las definiciones reportadas por Prasad y

Chui (1989); continuando con la aplicacion del rotacional a la ecuacién de movimiento para eliminar

el término Vp. Por tltimo, con el empleo de la funcion corriente y del criterio de vorticidad (Roache,

1972), se obtiene el modelo matematico siguiente:

Vorticidad:

o APy Aay 13y

E o2 g o o

ecuacion de momentum:

~ 0 10w 1 o o 90
® = — 4+ —— + ——— - —| + Ra—,
982 EdE AT & o
energia:
2
1oyo0 1oyd0 _ &% , 136  13%

EOEA £ o2 EE Aol

(4.44)

(4.45)

(4.46)

En estas expresiones, las velocidades adimensionales u, y u, estan definidas en términos de

la funcioén corriente y como:

u, = - (1/6)3y/aL , u, = (AYE)Oy/OE.

(4.47a,b)

Con las siguientes condiciones de frontera para la funcién corriente y la temperatura

adimensional:
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@ £=0 y=0 08/0€ = 0, (4.482)
@ &=1 y=0 6=0, (4.48b)
@ (=0 y=0 30/3C=006=0, (4.486)
@ (=1 v =0 36/0,=000=0. (4.48d)
En donde:

A= Razoén altura/radio, L/R

Da= Numero de Darcy, K/R?
= Altura de la cavidad cilindrica, m

Nu= Numero de Nusselt promedio, hc R’k

Ra= Numero de Rayleigh para medio poroso,Ra*Da, gppKSR*/(2piak)
= Radio del cilindro, m
= Generacion volumétrica de calor, W/m®

u=  Velocidad adimensional, vR/a, vR%oL

{=  Coordenada axial adimensional, z/L

0= Temperatura adimensional, (T - T )/ (SD?%2k)

&= Coordenada radial adimensional, r/R
vy = Funcidn corriente adimensional
o= Vorticidad adimensional

Por otro lado, no existen condiciones de frontera definidas para la vorticidad en la ecuacion
de transporte de movimiento combinado, por lo que se utilizo la aproximaciéon de Woods (Roache,

1972) para estimarlas:

39, Y, Oy

o : (4.49)

@,

Donde los subindices b y b+1 denotan puntos en la frontera y adyacentes a la misma

respectivamente y An es la longitud normal entre ambos puntos.
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Para resolver el sistema de ecuaciones diferenciales parciales elipticas no lineales que
constituyen las ecuaciones (4.44), (4.45) y (4.46), se procedié a la discretizacion utilizando doble
colocacién ortogonal con polinomios de Legendre. El sistema de ecuaciones algebraicas no lineales
que se obtiene es:

Vorticidad:

Wy = —— Z BXlk\ykJ EZ— kzl AXyy; + .g kZ:ll BY, ;. (4.50)

i i = i

Momentum:

Y B 1S ax ! N;QBY il Ra S AX. 0. (4.50)
®. =D X. @ + — / 0} - —=2 | + Ra a4
ij k-1 ik kj gi K1 ik k_) A ko1 (tbzi K1 kkj

Energia:

1 Nxe2 NY+2 | NY2 NX+2
‘g[ X AX vl [ Z AY, 0,1 - é[ LAYyl [ Z Axxke]kj]

1

(4.52)
NX+2 1 NX+2 1 NY+2

T BX, 0 + — I AX, 8. + — I BY, 0, +2.

k=1 é,k-l A? k=1

Para2< i< NX+1y2<js NY+]

NQ= Numero de ecuaciones diferenciales = 3

NX = Nimero de puntos interiores de colocacién en la direccion X
NY = Numero de puntos interiores de colocacion en la direccion Y

AX,AY = Matrices de colocacion para la primera derivada en direccion radial y axial respectivamente.

BX, BY = Matrices de colocacion para la segunda derivada en direccion radial y axial respectivamente.

Una discusién mas detallada del método de colocacion ortogonal es publicada por Finlayson
(1980). Jiménez-Islas et al (1994) han aplicado este método para resolver el problema de conveccion

natural en anulos que contienen un medio poroso.
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Los puntos interiores de colocacidn seleccionados fueron desde 13x13 para valores bajos del
ntimero de Rayleigh hasta 25x25 para valores elevados de Ra (del orden de 10*), lo que es logico,
ya que al aumentar Ra, se incrementa el efecto de las fuerzas de flotacién y por consiguiente,
aumenta la distorsion de las isotermas en las fronteras y por lo tanto, la inestabilidad numérica
(Prasad y Chui, 1989). Debido a que se utiliz6 polinomios de Legendre, la malla generada concentra
sus nodos en las fronteras, que es donde se espera que se presenten cambios abruptos en los perfiles
de temperatura, por lo que se garantiza una buena precision del método de colocacion ortogonal en

comparacion de otros métodos como el de diferencias finitas.

El sistema de NQ*(NX+2)*(NY+2) ecuaciones algebraicas no lineales representado por las
ecuaciones (4.50), (4.51) y (4.52), se resolvié con los métodos cuasi-Newton con factorizacién LU
o Relajacion no lineal (Vemuri y Walter, 1981), utilizando el programa ELI-COL. Las corridas se
efectuaron en una computadora PC con procesador Pentium™® a 166 MHz y 32 Mb de memoria
RAM. El vector de aproximacion inicial fue X°= [0,0,0]', el factor de relajaciéon fue de 0.5 y el

criterio de convergencia utilizado para ambos métodos fue:

£(X) < 10° para  1<i<NQINX+2)(NY+2). (4.53)

En la corrida 28 (Vedse Tabla 4.10), que resultd ser un caso de convergencia dificil (Ra =
10000 con paredes exteriores enfriadas isotérmicamente), se decidié aplicar el método del Falso
Transitorio (Mallinson y de Vahl Davis, 1973) con integracidn paso a paso utilizando el método de
Runge-Kutta-Fehlberg con control adaptivo del tamafio de paso. Los resultados se expresaron en
términos de patrones de flujo y en perfiles de temperatura y se verifico la precision de los mismos
mediante un balance global de energia, que compara el calor generado con el calor que es removido
en las paredes del cilindro. Este calculo se realizé con cuadratura gaussiana, utilizando factores de

peso obtenidos por colocacion ortogonal para problemas asimétricos
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4.3.3 Resultados y Discusion

Para este problema en particular, las fuerzas de flotacién son producidas por la generacién
volumétrica de calor del sélido, la cual se ha incluido en el nimero de Rayleigh (Ra). A valores de
Ra < 10 predomina el efecto conductivo, mientras que a valores mayores de Ra, el calor generado
junto con laremocién del mismo en las superficies del cilindro, va induciendo gradientes de densidad
en el fluido intersticial, lo que va a originar un movimiento ciclico del fluido. La velocidad del
movimiento se va incrementando al aumentar el nimero de Rayleigh, al igual que la transferencia

de calor, por lo que el nimero de Nusselt (Nu) es una funcion directa de Ra, como es de esperarse.

CASO L. Paredes superior e inferior aisladas

Para esta situacién se hicieron simulaciones numéricas empleando como rango de
parametros: 0<Ra<25000,0.5<A<5.0y 10'°<Da<10". En el rango de valoracion del numero de
Darcy solo se consideran los efectos viscosos (Brinkman) ya que a Da > 10" los efectos inerciales
cada vez son mas importantes a medida que se llega a un medio de permeabilidad infinita (g = 1).
Esta situacion sera considerada en un estudio posterior. Por otra parte, la mayoria de los medios
2

porosos de interés geofisico e industrial presentan permeabilidades del orden de 107-10™ m

(Greenkorn, 1983).

El nimero de puntos de colocaciéon empleados, iteraciones, tiempo de CPU, temperatura
promedio en el eje axial (0,.,), temperatura maxima (6,,,,),% de error en el balance de energia y el
numero de Nusselt promedio se muestran en la Tabla 4.7. Se debe aclarar que un niimero de
iteraciones < 12 corresponde al empleo del método de Newton y en caso contrario, corresponde a
la técnica de Relajacién no Lineal. Este método se aplicd para aquellos problemas de convergencia
dificil en donde por, el nimero de puntos de colocacién utilizados, el método de Newton excedia
la memoria RAM disponible. Es importante comentar que, independientemente de su alto consumo
de memoria, el algoritmo de Newton-Raphson siempre serd una excelente manera de resolver
sistemas de ecuaciones algebraicas provenientes de la discretizacion de problemas de conveccion
natural, ya que (dependiendo del valor de Ra), se llega a la convergencia en pocas iteraciones, usando

aproximaciones iniciales no necesariamente cercanas al vector solucion.
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Tabla 4.7 Corridas efectuadas para el caso I con el % de error en el balance de energia y el

ntimero de Nusse' promedin obtenidos

1 0 1.0 10° 13x13 3 49 | 0.500 | 0.5000 | 0.390 | 2.000
2 100 | 1.0 10°® 13x13 6 102 | 0394 0323 | 044 | 3.096
3 1000 1 10 15x15 8 311 | 0.181 | 0.1345 | 0.870 | 7.435
4 5000 | 1.0 10°® 15x15 11 436 | 0.103 | 0.0702 | 1.420 | 14.245
5 10000 | 1.0 10°* 19x19 12 1555 | 0.081 | 0.0533 | 0.970 | 18.762
6 25000 | 1.0 10°® 25x25 | 40905 17998 | 0.063 | 0.0373 | 0.500 | 26.810
7 1000 | 0.5 10°® 15x15 9 327 ( 0.131 | 0.1106 | 1.570 | 9.042
8 1000 | 2.0 10°® 15x15 8 344 | 0.275 | 0.1888 | 0.010 | 5297
9 1000 | 5.0 10°® 19x19 7 947 | 0.456 | 0.3138 | 0.100 | 3.187
10 1000 | 1.0 10" 15x15 8 290 | 0298 | 0.2444 | 0.580 | 4.092
11 1000 | 1.0 107 15x15 8 327 | 0215 0.1727 | 0.560 | 5.790
12 1000 | 1.0 10 15x15 8 © 325 | 0.183 | 0.1364 | 0.110 | 7.331
13 1000 | 1.0 10°¢ 15x15 8 326 | 0.181 | 0.1345 | 0.520 | 7.433
14 1000 | 1.0 107 15x15 8 325 | 0.181 | 0.1345 | 0.540 | 7.435
15 5000 | 1.0 107 15x15 8 305 | 0.186 | 0.1458 | 0.620 | 6.859
16 5000 L0 107 15x15 10 420 | 0.129 | 0.0945 | 0.540 | 10.588
17 5000 | 1.0 107 15x15 10 417 | 0.101 | 0.0715 | 0.680 | 13.986
18 5000 | 1.0 10° 15x15 11 435 1 0.102 | 0.0702 | 1.970 | 14.239
19 5000 | 1.0 101 15x15 11 433 | 0.103 | 0.0702 | 1.490 | 14.247
20 5000 | 0.5 10°* 25x25 | 14936 6572 | 0.068 | 0.0537 { 0.860 | 18.639
21 5000 | 2.0 10°* 25x25 4781 2104 | 0.159 | 0.1008 | 0.210 | 9.921
22 5000 | 5.0 10° 25x25 2725 1199 | 0.282 | 0.1774 | 0.530 | 5.636

La precision del método de colocacion ortogonal se hace tangible al obtener un error maximo
de 1.97% en el balance global de energia. Algunos de los pardmetros Ra, A y Da se seleccionaron

iguales a los reportados por Prasad y Chui (1989) para la comparacién de resultados.
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Efecto de Ra: A medida que se va incrementando la generacion de calor (representado por Ra), el
nucleo de las lineas de corriente se va desplazando hacia la pared exterior vertical, lo que es
consecuencia del efecto de las fuerzas de flotacién. En todo el rango de Ra analizados, las lineas de
corriente se mantienen unicelulares. En el caso de las isotermas, éstas se van estratificando en la parte
superior, a medida que se va incrementando Ra, desplazandose su origen hacia la esquina superior
derecha. Este efecto se debe a que no existe transferencia de calor en la pared superior. Estas
caracteristicas se ilustran en la Fig. 4.26 para A =1y Da = 10?®y concuerdan con lo publicado por
Prasad y Chui (1989). Este comportamiento es similar cuando se repiten las corridascon A =1y Da
=107 como se muestra en la Fig. 4.27, aunque el nicleo se encuentra mas cercano al centro del
dominio computacional y se desplaza mas lentamente debido que al existir mayor porosidad, se
disminuye la velocidad de transporte de calor por parte de la matriz porosa y por lo tanto, el efecto
de las fuerzas de flotacion se atenta. Este comportamiento se ratifica observando las isotermas y

comparando las temperaturas maximas (6 ,,,,) correspondientes en la Tabla 4.7.

Efecto de Da: En laFig. 4.28 se muestra el efecto de la variacion de Da para Ra= 1000y A = 1 sobre
las lineas de corriente y las isotermas y la Fig. 4.29 es andloga a la Fig. 4.28 pero con Ra= 5000y
A = 1. En ambas figuras se observa que a Da = 107, el flujo se mueve lentamente y se va

incrementando hasta alcanzar un valor limite a un nimero de Darcy del orden de 107,

En el caso de los perfiles de temperatura y como consecuencia del comportamiento anterior,
éstos presentan valores altos y van disminuyendo hasta alcanzar valores limite. Un comportamiento
similar fue reportado por Lauriat y Prasad (1987) en el estudio de una cavidad rectangular con las
paredes horizontales aisladas. Es necesario mencionar que para Ra= 5000 el flujo es més rapido que
a Ra = 1000 y, en consecuencia, las isotermas exhiben valores mas bajos, debido a la mayor
transferencia de calor. En resumen, el valor del niimero de Darcy igual a 10 marca una frontera
entre un cbmportamiento de flujo con efectos viscosos significativos (validez de la extension de
Brinkman) y un flujo con comportamiento practicamente darciano. Esto ya ha sido apuntado por
otros autores (Neale y Nader, 1974; Lauriat y Prasad, 1987, Kladias y Prasad, 1990) y se esta

corroborando para este problema en particular.
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Fig. 4.26 Efecto del Niimero de Rayleigh sobre las lineas de corriente y las isotermas a A =1
y Da = 10°® para paredes inferior y superior aisladas. a) Ra=100, b) Ra=1000, ¢) Ra
= 10000
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Fig. 4.27

Efecto del nimero de Rayleigh sobre las lineas de corriente y las isotermas a A = 1

y Da =107 para paredes inferior y superior aisladas. a) Ra =100, b) Ra = 1000, ¢) Ra
= 10000
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Fig. 4.28 Efecto del numero de Darcy sobre las lineas de corriente y las isotermas a A = 1 y Ra
= 1000 para paredes inferior y superior aisladas. a) Da = 10", b) Da = 10", ¢) Da =
10°¢
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b)

Fig. 4.29 Efecto del nimero de Darcy sobre las lineas de corriente y las isotermasa A=1y Ra
= 5000 para paredes inferior y superior aisladas. a) Da=10",b) Da= 10" ¢) Da=
10°
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Efecto de A: En la Fig. 4.30 se ilustra el efecto de la variaciéon de A aRa= 1000y Da=10% A
medida que se incrementa el aspecto geométrico, el flujo se va haciendo mas lento y el nucleo se va
desplazando hacia la parte superior conservando su posicion horizontal. Este comportamiento es
consecuencia de la mayor distancia que recorren las lineas de flujo y por lo tanto, el efecto de las
fuerzas de flotacion se reduce. Este fendmeno produce que las isotermas sean mas calientes a
medida que aumenta A. También, como consecuencia del efecto anterior, la extension de la

estratificacion de las isotermas se va reduciendo al incrementarse el aspecto geométrico.

Transferencia global de calor: En las Fig. 4.31ay 4.31b se muestran los comportamientos de 0_,,
y Nu en funcién de Da para Ra = 1000 y Ra = 5000. La 8,_,, permanece practicamente constante
hasta Da = 10 y posteriormente aumenta a un ritmo constante. En el caso de Nu, se presenta un
comportamiento inverso aunque, al aumentar Ra, aumenta la pendiente de descenso. La explicacién
de este fendmeno se ha descrito en las secciones anteriores. Cabe comentar, como es de esperarse,

la 8, siempre se presenta en el centro de la superficie superior.

Por otra parte, debido al problema de establecer una diferencia de temperaturas para calcular
el calor transferido, se opto por utilizar la diferencia entre la temperatura promedio en el eje axial
del cilindro T ., y la temperatura exterior T,. Entonces, a partir de un balance global de energia, se

calcula el nimero de Nusselt promedio, el que esta definido por:

1
Nu = =— (4.54)
med

Los valores de 0,,,,, 6,..q ¥ Nu se presentan en la Tabla 4.7, donde se infiere que en régimen

max?
de conduccién pura (Ra = 0), Nu = 2 para todos los valores de A y Da. También se observa que Nu
aumenta cuando se incrementa Ra o disminuye A o Da, lo que es consecuencia natural de lo

discutido en las secciones anteriores.

Con fines de cuantificar las relaciones anteriores, se utiliz6 la técnica de minimos cuadrados

para obtener la correlacion siguiente:
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Nu = 0.4132 Ra®3884 A 04857 [),-0.01063 (4.55)

Cuyo rango de validez es: 100 < Ra < 10000, 0.5 < A < 5.0y 102 < Da < 10*. Empleando
los valores de Ra, A y Da reportados en la Tabla 4.7, se obtiene un error maximo de 12% y un error
promedio de 5.94%. En la obtencion de esta férmula no se incluyé los valores para Da= 10", debido
a que producian mayor margen de error (25%), lo que indica que el comportamiento en esta regiéon
es mas complejo y requiere de correlaciones mas sofisticadas. Este comportamiento indica que los

efectos inerciales comienzan a ser significativos.

Para valorar la utilidad de la correlacion anterior, se hicieron calculos del Nu con valores de

Ra, A y Da de los cuales, no se habian hecho corridas. Posteriormente, con fines de comparacion,

se efectuaron las correspondientes simulaciones numéricas. Los resultados se reportan en la Tabla

4.8.

Tabla 4.8 Error obtenido entre el Nu estimado por la ecuaciéon (4.55) y el Nu calculado
numéricamente
575 155 5.75x107 4.531 4.766 4.95
2383 83 1.23x10™* 10.236 9.926 3.12
25000 100 1.00x10°* 25.703 26.811 4.13

En la Tabla 4.8 se observa la buena prediccion del nimero de Nusselt ya que, inclusive,
estima con error minimo, el valor correspondiente a Ra =25000. Esto ratifica la aseveracion de que
el flujo, bajo estas condiciones de frontera es estable y unicelular. Prasad y Chui (1989) reportan
valoresde NuparaA=1,A =35 y A =20, de los cuales se utilizaron A =1y A =5 para comparar
con los resultados obtenidos en este trabajo y que se muestran en la Tabla 4.9. Es importante
mencionar que se tomd un numero de Da igual a 10™'° para considerar que ya se tiene un flujo

darciano y asi, poder efectuar la comparacion.
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Tabla 4.9 Valores de Nu para valores seleccionados de Ray A
100 1 3.155 3.096 3.157
1000 1 7.639 7.435 7.721
10000 1 19.841 18.762 18.883
100 5 2513 2.107 1.445
1000 5 5.695 3.608 3.553
10000 5 14.006 7.979 8.641

" Prasad y Chui (1989)

Por ltimo, en la Fig. 4.32 se ilustra el efecto de Nu en funcién de Ra para {A=1,Da=10"%}
y {A=5,Da= 10"}, donde se evalué la ecuacién (4.55) con los valores numéricos. En esta grafica
se observa nuevamente que al aumentar A, disminuye Nu, lo que es una consecuencia logica de la

disminucion del efecto de las fuerzas de flotacion al incrementar la altura del cilindro.

CASOII.  Paredes exteriores enfriadas isotérmicamente

Para esta situacion se muestran en la Tabla 4.10 los datos de 22 simulaciones numéricas,
empleando como rango de parametros: 0 < Ra < 10000, 0.5 < A < 5.0y 10" < Da < 10", Se debe
mencionar que un numero de iteraciones < 23 corresponde al empleo del método de Newton y, en
caso contrario, corresponde a la técnica de Relajacion no Lineal. Nétese que para este caso, se
requirieron mas puntos de colocacién que en el caso I, debido a que las fronteras superior e inferior
proporcionan una superficie adicional para el transporte de calor, afectando los perfiles de
temperatura principalmente en la parte superior del cilindro, lo que produce cambios més abruptos

cerca de las fronteras.
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Fig. 4.30 Efecto del aspecto geométrico sobre las lineas de corriente y las isotermas a Ra =

1000 y Da = 10"* para paredes inferior y superior aisladas. a) A =0.5,b) A=2, ¢)
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Tabla4.10  Corridas efectuadas para el caso Il con el % de error en el balance de energia y el

numero de Nusselt promedio obtenidos

23 01 10 10% | 13x13 5 103 | 0.203 | 0.0931 2250 | 5372
24 100 | 1.0 10% | 13x13 5 99 | 0.196 | 0.0501 1.910 1 5.550
25 1000 | 1.0 10% | 15x15 9 417 1 0.117 | 0.0536 1.740 | 9.334
26 | 5000 | 1.0 10% | 15x15 7864 1076 | 0.068 | 0.01%6 0.680 | 25.523
271 7500 § 1.0 10° | 19x19 4388 575 1 0.070 { 0.0163 0.670 { 30.731
28 | 10000 | 1.0 10*% | 25x25 ** ** 10.057 § 0.0275 0.660 { 18.195
29 1000 | 0.5 10% | 15x15 6 269 | 0.056 | 0.0258 1.780 | 12.910
30 1000 | 2.0 10% | 15x15 5917 1078 | 0.205 | 0.1027 0.520 | 6.486
31 1000 | 5.0 10° | 19x19 4513 789 1 0.876 | 0.2201 0.510 | 3.787
32 1000 | 1.0 10 15x15 6 265 | 0.172 | 0.0807 1.730 | 6.196
33 1000 | 1.0 107 | 15x15 7 302 | 0.130 | 0.0610 1.740 | 8.194
34 1000 | 1.0 10* | 15x15 9 411 [ 0.117 | 0.0539 1.760 | 9.282
35 1000 | 1.0 10° | 15x15 9 413 | 0.117 | 0.0536 1.760 | 9.332
36 1000 | 1.0 10%° ] 15x15 9 400 | 0.117 | 0.0536 1.750 § 9.334
37| 5000 1.0 10" 15x15 8796 1204 | 0.117 | 0.0577 0.690 | 8.666
381 50001 1.0 107 | 15x15 7860 1069 | 0.087 | 0.0417 0.670 | 12.002
391 50001 1.0 104 | 15xI5 4675 640 | 0.069 | 0.0198 0.680 | 25.278
40 | 5000 | 1.0 10¢ | 15x15 7177 982 | 0.068 | 0.0196 0.680 { 25.549
4] 5000 1 10 | 15x15 7864 1076 | 0.068 [ 0.0196 0.680 | 25.550
42 [ 5000 | 05 10% | 25x25 32788 14426 | 0.045 | 0.0112 0.690 | 29.656
43 | 5000 | 2.0 10% | 25x25 18499 8139 | 0.115 | 0.0388 0.670 } 17.200
44 | 5000 | 5.0 10° | 25x25 23 17549 | 0.215 1 0.1134 0.650 | 7.351

** Usando el Método de Falso Transiente con Runge-Kutta-Fehlberg. La corrida requirio de 102,456 etapas de integracion, con un tiempo de CPU de 71292 s,
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Efecto de Ra: En la Fig. 4.33 se ilustra el efecto de Ra sobre las lineas de corriente y las isotermas
aDa=10® . A Ra <100 domina el efecto conductivo, pero a medida que se incrementa Ra, las
fuerzas de flotacion originan corrientes de conveccion que van haciendo que el voértice se desplace
hacia la pared exterior con un efecto mas marcado que en el caso I. El flujo comienza a ser bicelular
a Ra =2050y asi se mantiene en el rango de Ra analizado. En la situacién de la corrida 28, no se
obtiene convergencia con el método de Relajacion no Lineal, por lo que se aplico el método del
Falso Transitorio, observandose que se llega a un estado metaestable, donde las lineas de corriente
y las isotermas presentan un desplazamiento alternante en la parte superior del cilindro (Ver Fig.
4.34a,b). Esta condicion de inestabilidad, se debe a la presencia de soluciones multiples (Efecto

Bénard) (Mukutmoni y Yang, 1993).

Este tipo de problemas con nimero de Ra elevado, es muy dificil de resolver, ya que se
requiere de un malleo mas fino en las fronteras, situaciéon que se puede solventar con colocacion
ortogonal en elemento finito (COEF) (Carey y Finlayson, 1975) o con diferencias finitas centrales
con malleo variable y criterio Upwind (Roache, 1972). La corrida 28 se repiti6 posteriormente con
una malla de 31x31 puntos de CO con polinomios de Legendre, utilizando el programa NEW-COL2
(Discretizacién con colocacién ortogonal y solucién con Newton-Raphson modificado) en la
computadora CRAY Origin 2000 con 8 procesadores R10000 a 195 MHz, con un vector inicial X°
= [0, 0, 0]* factor de amortiguamiento de 0.5 y un criterio de convergencia de 107. El sistema de
3267 ecuaciones no lineales alcanzé la convergencia al cabo de 32 iteraciones con un tiempo de CPU
de 15720 s. La solucién se verifico con un balance global de energia, obteniéndose un error de
0.28%. Las lineas de flujo y los perfiles de temperatura obtenidos, se ilustran en la Fig. 4.34c, donde
se observa la estabilidad de los patrones en comparacion con los correspondientes a los incisos a)
y b) Este resultado inesperado hace entrever la evidencia que el efecto Bénard reportado en la
literatura podria ser unicamente un problema de convergencia numérica y/o de malleo y no una

situacién fisica. Este tema es muy extenso y deberd revisarse posteriormente con minuciosidad

Conbase a lo anterior y en consideraciones heuristicas, es importante mencionar que la clave

de solucion del problema esté en la eleccion de la técnica para resolver el sistema de ecuaciones no
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lineales generado y del vector de aproximacidn inicial, independientemente del método de
discretizacion seleccionado, considerando que se ha utilizado el malleo suficiente para tener errores

en el balance de energia del orden del 1%.

Como se menciond anteriormente, con el area adicional para laremocién de calor, los perfiles
de temperatura sufren cambios abruptos en la parte superior del cilindro, originando la aparicién de

un nucleo caliente a valores de Ra > 2000. En dicho nucleo se localiza la temperatura 6_,,.

En la Fig. 4.35 se muestra el efecto de Raa A =1y Da =102, el cual tiene una accién
similar al ilustrado en la Fig. 4.33, a diferencia de que el movimiento es mas lento y no llega a
producir flujo bicelular a Ra < 5000, mientras que a Ra= 10000, ya se ha manifestado las dos células
de fluyjo. El fluyjo bicelular se origina en la parte superior del lado izquierdo del dominio

computacional.

Efecto de Da: En las Fig. 436 y 4.37 se ilustra el efecto de la variacion de Da para Ra=1000 y Ra
= 5000 respectivamente, manteniendo el aspecto geométrico fijo € igual a 1. En ambas figuras se
observa que aDa = 10", el flujo se mueve lentamente y se va incrementando hasta alcanzar un valor
limite cuando el nimero del Darcy es del orden de 107, En el caso de los perfiles de temperatura y
como consecuencia del comportamiento anterior, éstos presentan valores altos y van disminuyendo
a medida que disminuye Da hasta alcanzar valores limite. Es importante decir que para un nimero
de Rayleigh igual a 5000, como en el caso I, el flujo es mas répido que a Ra = 1000 y, en
consecuencia, las isotermas presentan valores mas bajos, debido a la mayor transferencia de calor

hacia el exterior.

Efecto de A: En la Fig. 4.38 se ilustra el efecto de la variacién de A a Ra= 5000y Da=10?. Al
igual que en el caso I, a medida que se incrementa el aspecto geométrico, el flujo se va haciendo mas
lento y el nucleo se va desplazando hacia la parte superior conservando su posicion horizontal cerca
de la pared exterior. A valores de A < 5.0 el flujo es bicelular, pero a valores de A > 5.0, flujo se
vuelve unicelular, debido a que las fuerzas de flotacion van disminuyendo su efecto a medida de que

el cilindro se hace cada vez mas alto a radio constante.
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Transferencia global de calor: En las Fig. 4.39ay 4.39b se muestran los comportamientos de 0,
y Nu en funcién de Da para Ra = 1000 y Ra = 5000. La 8_,, permanece practicamente constante
hasta Da= 10"y posteriormente se incrementa con pendiente practicamente constante, mientras que
el el nimero de Nusselt presenta un comportamiento inverso. La explicacién de este fenomeno se
ha descrito en las secciones anteriores, ademas de que el comportamiento de 6, y Nu esta
relacionado con la region de transporte viscoso (Da > 10™) y la regi6n de flujo darciano (Da < 107).

Es importante comentar, que a diferenciadel caso I, la 6,,,, se presenta en la region 0<g<1 y 0.5<(<1.

Por otro lado, a partir de un balance global de energia, se obtiene la expresion del numero de
Nusselt para estas condiciones de frontera tomando como base, al igual que en el caso I, la diferencia
entre la T, .,y T,. Debido a que la T,,, ya no se encuentra en el eje axial, es necesario calcular T, .4
por integracion. La expresion es:

Ng - A&
(A+1)0

med

: (4.56)

En este caso Nu si depende del aspecto geométrico y cabe esperar que a mayor altura del
cilindro, menor sera la transferencia de calor, situacidon similar a la detectada en el caso I,
independientemente de que Nu # f(A). Los valores de Nu también se presentan en la Tabla 4.10.
La variacién de Nu con respecto a Ra, A, y Da presenta un comportamiento andlogo al ya explicado
en la seccidn del caso I pero, cabe comentar, que cuando se presenta flujo bicelular, Nu disminuye
debido a que parte de la fuerza de flotacion se disipa en energia cinética que se requiere para la

formacién de las células de recirculacion.
Por otra parte, comparando con el analisis del caso I (superficies superior e inferior aisladas),
Nu es mayor en el caso II debido a la mayor remocién de calor que se manifiesta por la existencia

de mayor area de transferencia.

Con fines de prediccion, se decidid obtener una correlacion de Nu = f(Ra, A, Da), aplicando

regresion no lineal a los datos de la Tabla 4.10. La expresion es:
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ﬁﬁ = 1.837 Ra0‘2204 A—0.5376 Da 70.00492' (457)

El rango de validez de la ecuacion (4.57) es de: 100 < Ra < 1000,0.5 < A < 5.0y 10" < Da
< 10" y comparando con los parametros de la Tabla 4.10, se obtiene un error maximo del 5.35%
con un error promedio de 2.68%. El rango mas reducido que el empleado para la ecuacion (4.55) se
explica por los efectos de transicién fluido-medio poroso (efectos inerciales) que se manifiestan a
Da= 10"y a que se excluyeron los valores de Ra > 1000, debido a la aparicién del flujo bicelular,
lo que hace que la relacién Nu=f(Ra, A, Da) no sea sencilla. Al este respecto, se aplicé el método
de minimos cuadrados a todos los pardmetros de la Tabla 4.10, y la correlacién que se obtuvo,

present6 errores de hasta 54% lo que se consider6 inaceptable.

En la Tabla 4.11 se reporta una evaluacidon de la capacidad de estimacion de la ecuacién
(4.57), la cual fue valorada con parametros Ra, A y Da que no estan en dicha tabla y que, inclusive,

algunos estan fuera del rango de validez de la correlacion.

Tabla4.11 Comparacion de valores de Nu estimados con la ecuacién (4.57) con los obtenidos
por simulacion numérica
623 23 0.008 4.964 5.096 2.59
323 4 0.02 3.176 3.333 4.73
1500 0.8 0.0003 10.803 10.093 6.55
52 4 0.02 2.1233 2.85 25.40

146




Fig. 4.33 Efecto del namero de Rayleigh sobre las lineas de corriente y las isotermas a A =1
y Da = 10°® para paredes enfriadas isotérmicamente. a) Ra =100, b) Ra = 1000, c)
Ra = 5000
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Fig. 4.34 Comportamiento Bénard en las lineas de corriente e isotermas a Ra = 10000, A =1

y Da=10" para la corrida 28. a) Flujo bicelular, b) Flujo unicelular, ¢) Solucién sin

inestabilidad numérica
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Fig. 4.35 Efecto del nimero de Rayleigh sobre las lineas de corriente y las isotermas a A = 1
y Da = 10 para paredes enfriadas isotérmicamente. a) Ra= 100, b) Ra = 5000, c)
Ra = 10000
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Fig. 4.36 Efecto del nimero de Darcy sobre las lineas de corriente y las isotermas a A = 1 y Ra

= 1000 para paredes enfriadas isotérmicamente. a) Da=10", b) Da= 10" ¢) Da=

lo-lo
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Fig. 4.37 Efecto del numero de Darcy sobre las lineas de corriente y las isotermasa A=1y Ra
= 5000 para paredes enfriadas isotérmicamente. a) Da=10",b) Da=10* c)Da=

101
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Fig. 4.38 Efecto del aspecto geométrico sobre las lineas de corriente y las isotermas a Ra =

5000 y Da = 10"® para paredes enfriadas isotérmicamente. a) A=0.5,b) A =2, c) A =5
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4.4 Efecto del Calor de Respiracion sobre la Conveccion Natural en el Almacenamiento de

Granos en Silos

En esta seccién, se estudid numéricamente la conveccién natural que se manifiesta en el
almacenamiento de granos en silos debido a los gradientes de temperatura producidos por el calor
de respiracion, partiendo de las ecuaciones de transporte de movimiento y de energia para medios
multifasicos. E] modelo matematico obtenido fue discretizado mediante colocacion ortogonal con
polinomios de Legendre y el sistema de ecuaciones no lineales que se obtiene, se resolvid por el
método de Newton-Raphson con factorizacién LU. En esta simulacion, se utilizaron las propiedades
termodindmicas para el sorgo, para evaluar el efecto del calor de respiracion sobre los patrones de

flujo, las isotermas y la transferencia global de calor.

4.4.1 Introduccion

En la literatura se han reportado trabajos sobre el fendmeno de la conveccion natural en una
cavidad cilindrica, entre los cuales se encuentran los articulos de Havstad y Burns (1982); Prasad
y Chui (1989); y Chang y Hsiao (1993). Los estudios que se han hecho sobre el tema, se han
enfocado principalmente a la utilizacion de la ley de Darcy (Greenkomn, 1983) como ecuacidn de
movimiento para el medio poroso, que en este estudio esta constituido por la masa de grano. En este
trabajo se pretende resolver el problema de conveccién natural, utilizando datos que se presentan

en la préctica, por lo que es el caso del almacenamiento de granos.

El grano respira, es decir, la semilla absorbe oxigeno del aire y consume carbohidratos de su
estructura. Durante este proceso libera calor, CO, y H,0O. La respiracion es mas rapida cuando el
grano esté caliente y himedo que cuando se encuentra fresco y seco. En condiciones normales de
almacenamiento, solamente se manifiesta la respiracion suficiente para mantener vivo el embrién
del grano. Este proceso contintia durante el almacenamiento por largos periodos de tiempo y la
forma en que el grano, la humedad y la temperatura interactiian es importante. El grano almacenado
a contenidos de humedad mayores de 15%, respira més rapido que el grano seco, produciendo mas
calor y creando, por lo tanto, las condiciones favorables para el crecimiento de hongos y para el
ataque de insectos, debido a la formacion de puntos calientes (Jamieson y Jobber, 1976). Estos

ataques biologicos producen pérdida de viabilidad de las semillas y de la contaminacion con
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sustancias toxicas (micotoxinas). Estos organismos se encuentran de manera natural en los granos,
esperando las condiciones ideales para su desarrollo, que no son dificiles de alcanzar si no existe un

sistema de almacenamiento adecuado.

La temperatura externa del almacén no tiene efecto inmediato sobre el grano almacenado en
silos grandes, pero puede afectar al grano almacenado en depésitos pequefios con paredes metalicas,
ya que los rayos solares calientan el depésito, creando gradientes de temperatura adicionales, que
inducen las condiciones propicias para la reproduccion de hongos e insectos (Lindblad y Druben,

1979).

Accién de los fumigantes

Los fumigantes son insecticidas que liberan vapores téxicos que penetran en el espacio
intersticial del producto, matando a insectos adultos que viven en el exterior de las semillas y a
larvas que viven en el interior de las mismas. Los mas utilizados son las pastillas de fosfuro de
aluminio (AIP) que al contacto con la humedad del aire liberan fosfina (PH,), ademéas de otros
agentes quimicos como el dicloruro de etileno, dibromuro de etileno y cloropicrina (Jamieson y

Jobber, 1976).

Para analizar a fondo el nivel de accién de estos productos, es necesario conocer los
mecanismos de difusién dentro de la fase gaseosa del lecho de granos y el efecto que tiene la
geometria del silo, los gradientes de temperatura y las interacciones inter-particulas, lo que permitiria
un mejor disefio de procesos de fumigacién, ya que se podria evaluar los niveles de penetracion
efectiva y asi poder predecir, con base a fundamentos rigurosos de procesos de transporte de masa,
las dosis minimas de fumigante a suministrar por unidad de masa de grano, tiempo de fumigacién
y lugar(es) donde es mas efectiva la colocaciéon del mismo, haciendo alusion a las pastillas de AIP,
que es uno de los productos quimicos mas utilizados en la desinfestacion de granos (Jamieson y

Jobber, 1976).
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Ecuaciones de transporte

El estudio de los fendomenos de transporte en el almacenamiento de granos en silos tiene una
gran importancia practica, ya que con los modelos de transporte de momentum, calor y masa (Bennet
y Myers, 1983; Bird et al/; 1960), se podra contribuir con una alternativa sustentada en principios de
la ingenieria que, junto con la prediccidn rigurosa de coeficientes efectivos de transporte, podra
utilizarse como punto de partida para el disefio termodindmico de silos y al establecimiento de las
condiciones optimas de almacenamiento del grano, en lo que se refiere a vida de anaquel,
temperatura, humedad relativa, actividad acuosa, tratamiento con agentes fumigantes y ventilacion,

entre otros parametros.

4.4.2 Modelo Matemaitico
El estudio de los fenomenos de conveccidn natural en el almacenamiento de granos en un
silo, implica la inclusidn de fenémenos de transporte en dos fases, por lo que se empleara el método

del promedio volumétrico (Carbonell y Whitaker, 1984).

El sistema geométrico a estudiar es un silo cilindrico de radio R y altura L, que contiene un
medio poroso (constituido por la masa de grano), isotropico, saturado, que presenta generacion
uniforme de calor. La pared del cilindro esta enfriada isotérmicamente a una temperatura T,

mientras que la base se encuentra aislada. Para esta situacidn, se tienen dos variantes que son:

i) Pared superior con temperatura T,

i1)  Pared superior a temperatura T_.

El problema es simétrico, por lo que solo es necesario modelar la region comprendida entre

0<r<RyO<z<L.

Es importante mencionar que, en este estudio no se ha considerado el efecto que tiene el calor
de respiracion sobre la humedad del grano, ya que le transfiere calor sensible, de tal manera que,
parte de la humedad se evapora y se transfiere al seno del aire. La representacion matematica de este

fenomeno requiere la inclusion de la ecuacién de transporte de masa y de ecuaciones de equilibrio
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(isotermas de sorcion). Es importante también comentar que los valores de las isotermas que se
‘obtengan, seran un poco mas altos que los esperados en la realidad, ya que no se ha tomado en cuenta
el fendmeno anteriormente descrito, pero su distribucion espacial es, esencialmente la misma, si se

considera un medio poroso isétropo.

Por otro lado, las condiciones de frontera seleccionadas para la temperatura, daran un
esquema del comportamiento de la conveccién natural pero, en un modelamiento mas riguroso, se
tendra que considerar el efecto del ciclo diurno-nocturno de temperatura ambiente. Esto también se
considerara en un trabajo posterior, donde se validara el modelo matematico que se obtenga, con la

correspondiente experimentacion.

Las ecuaciones que gobiernan el transporte para un medio bifasico han sido reportadas por
Whitaker (1986), Carbonell y Whitaker (1984) y Thorpe et al, (1991), quienes utilizaron el Método

del Promedio Volumétrico y el concepto de propiedades efectivas.

Continuidad:

Vv =0 ' (4.58)
Ley de Darcy:

™ c!. Vp = VD * pgg (4.59)
Energia:

(pcv)ﬁV-(vB Ty = K:VVTB + Qoﬁ (4.60)

En las expresiones (4.59) y (4.60) las variables son del tipo volumétricamente promediadas,
aunque se ha preferido utilizar la notacion para variables puntuales. Una discusién mas detallada del
tema puede consultarse en los trabajos de Whitaker (1986), Carbonell y Whitaker (1984) y Thorpe
et al (1991).
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Para obtener el modelo correspondiente al sistema geométrico en cuestion se han hecho las

consideraciones siguientes:

1y

2)

3)

4)

Medio efectivo, isotropico, con propiedades termodinamicas constantes donde la viscosidad
y la densidad corresponden a la del fluido y la conductividad térmica es la efectiva del medio
poroso. En este caso, el tensor C de la ecuacion (4.59) se transforma en el escalar K que es
el término clasico que representa la permeabilidad del medio poroso. Una situacion similar
se presenta en la ecuacién (4.60), donde el tensor K se transforma en la conductividad
térmica efectiva K.

Se ha utilizado la aproximacién de Boussinesq (Nield y Bejan, 1992), que considera a la
densidad como constante, excepto en el término de fuerzas volumétricas.

Es una cavidad con fronteras rigidas e impermeables y, por lo tanto, el deslizamiento es
despreciable.

El fluido intersticial es newtoniano, se tiene régimen laminar y el sistema est4 en régimen

permanente.

Con estas restricciones y utilizando coordenadas cilindricas (&, ), se procedié a la

adimensionalizacion de las ecuaciones de gobierno, seguido de la aplicacion del rotacional a la

ecuacién de movimiento para eliminar el término Vp. Por tltimo, con el empleo de la definicién de

funcion corriente (Roache, 1972), se obtiene el modelo matematico siguiente:

Ecuacidon de movimiento:

Alddy _1ay 1y _ 99

= Ra—, 4.61)

Elog g8 ATge 3

energia:

1opya® 10yd0 _ %0 100 1 3%

S TS T e b s, Se (4.62)

£ OF O, Zacaé"a& £t Ao °
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en donde:
Ra = Nuamero de Rayleigh para medio poroso = gpBK(T,-T )R/(pa)
S, = Calor de respiracion adimensional = Q R*((T, - T)K )

En estas expresiones, las velocidades adimensionales u, y u, estan definidas en términos de

la funcidn corriente y como:
u, = - (1/E)oy/oC , u, = (AYE)oy/og . (4.63a,b)

Con las siguientes condiciones de frontera para la funcién corriente y la temperatura

adimensional:

@&=0 y=0 00/0¢ = 0, (4.64a)
@&=1 y=0 0=0, (4.64b)
@t=0 y=0 a6/ = 0, (4.64c)
@t=1 y=0 0=106=0. (4.64d)

Para la obtencion de las propiedades termodinamicas de los granos, se selecciond al sorgo
como ejemplo, aunque el analisis que se presenta es valido para cualquier grano. Los datos para el
calor de respiracion han sido reportados por Mohsenin (1980), los cuales se ajustaron a un modelo

matematico exponencial, mediante minimos cuadrados y que se ilustra en la ecuacién (4.65).

QO - 2'36X10—10 e0.1849 T e78.6666 w (465)

En donde:
Q, = Calor de respiracion, J/kg s
T = Temperatura, °C

w = Fraccion masa del contenido de humedad en base humeda.

A partir de dicho modelo, se extrapolaron datos para un contenido de humedad del 12y 16%
respectivamente, que son los valores minimo y maximo recomendados para el almacenamiento del

sorgo (Lindblad y Druben, 1979). Los datos utilizados para obtener los calores de respiracion
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adimensional se ilustran en la Tabla 4.12. Hay que mencionar que el calor de respiracién depende
también del tiempo transcurrido desde la cosecha del grano, por lo que en un estudio mas riguroso,
habra que considerar este hecho. Sin embargo, la actual escasez de datos experimentales, hace dificil

este analisis por el momento.

Tabla4.12  Valores de contenido de humedad del grano y de temperatura, utilizados para obtener

los calores de respiracién adimensional S,

Humedad (%) Temperatura (°C) Q, (U/kg s) S,
12 20 1.1986x10* 0.3180
12 25 3.0209x10 0.8015
12 30 7.6146x10* 2.0203
16 20 2.1879x10° 7.3952
16 25 7.0261x10° 18.6408
16 30 1.7710x10? 46.9859

Por otro lado, se selecciond un silo de fabricacién comercial, de 3.66 m de didmetro y 3.81
m de altura hasta el alero, con una capacidad volumétrica de 44 m’. Los datos termodindmicos para
el sorgo, se ilustran en la Tabla 4.13.

Tabla4.13  Propiedades termodindmicas del sorgo

Densidad volumétrica 715 kg/m’
Calor especifico ' 1306 J/kg K
Conductividad térmica 0.1326 W/m K
Temperatura de pared caliente 30 °C
Temperatura de pared fria 20 °C
Temperatura de referencia 25°C
Porosidad del lecho (estimada) 0.4
Conductividad térmica efectiva 0.09 W/m K

Es el promedio de los calores especificos a 12 y 16 % de humedad, obtenidos por la ecuacion de Siebel
(Mohsenin, 1980)
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El sistema de EDP elipticas no lineales, formado por las ecuaciones (4.61) y (4.62), se
resolvid por discretizacion por colocacion ortogonal con polinomios de Legendre. Las corridas se
hicieron para un nimero de Rayleigh para medio poroso igual a 370, un aspecto geométrico de 2.083
y para valores del calor de respiracion adimensional (S,) de 0, 0.3180, 0.8015, 2.0203, 7.3952,
18.6408 y 46.9854.

Los puntos interiores de colocacion seleccionados fueron desde 19x19 hasta 29x29, ya que
al aumentar S, se incrementa el efecto de las fuerzas de flotacion y por consiguiente, aumenta la
distorsion de las isotermas en las fronteras y por lo tanto, la inestabilidad numérica (Georgiadis y
Catton, 1986). Debido a que se utilizé polinomios de Legendre, la malla generada concentra sus
nodos en las fronteras, que es donde se espera que se presenten cambios abruptos en los perfiles de
temperatura, por lo que se garantiza una buena precision del método de colocacion ortogonal en
comparacion de otros métodos como el de diferencias finitas (Lapidus y Pinder, 1982; Smith, 1978;

Vemuri y Walter, 1981).

El sistema de NQ*(NX+2)*(NY+2) ecuaciones algebraicas no lineales que se genera, se
resolvi6 con el método de Newton modificado con factorizacion LU, utilizando el programa ELI-
COL (Jiménez-Islas et al, 1994). Las corridas se efectuaron en una computadora PC con procesador
Pentium™® a 133 MHz y 48 Mb de memoria RAM. El vector de aproximacién inicial fue X° =

[0,0,07, el factor de amortiguamiento fue de 1y 0.5 y el criterio de convergencia utilizado fue:

IECO! < 107, para 1< i< NQINX+2)(NY-+2). (4.66)

Los resultados se expresaron en términos de patrones de flujo y en perfiles de temperatura
y se verificd la precision de los mismos mediante un balance global de energia, que compara el calor
generado con el calor que es removido en las paredes del cilindro. Este célculo se realizé con
cuadratura gaussiana, utilizando factores de peso obtenidos por colocacién ortogonal para problemas

asimétricos (Finlayson, 1980).
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4.4.3 Resultados y Discusion

Para este problema en particular, las fuerzas de flotacion son producidas por la generacién
volumétrica de calor del sélido, que estd representada por S,. A medida que el calor de respiracion
se incrementa, el calor generado junto con la remocidn del mismo en las superficies del cilindro, va
induciendo gradientes de densidad en el fluido intersticial, lo que va a originar un movimiento
ciclico del fluido. La velocidad del movimiento se va incrementando al aumentar S, pero en ninguno

de los casos analizados, se detectd flujo multicelular.

CASO L Pared superior a temperatura adimensional unitaria

Para esta situacion se hicieron simulaciones numéricas empleando valores de S, de 0,
0.3180, 0.8015,2.0203, 7.3952, 18.6408 y 46.9854. Los puntos de colocacién empleados fueron de
19x19 paras las corridas 1 a 6, mientras que la 7 requirié un malleo de 23x23. Las iteraciones,
tiempo de CPU, temperatura promedio (8,,.4), % de error en el balance de energia y el nimero de

Nusselt promedio se muestran en la Tabla 4.14.

En las corridas 1 a 6, se utiliz6 un factor de amortiguamiento unitario, mientras que en la
corrida 7, se presentaron problemas de convergencia, debido al mayor efecto de los términos
convectivos, por lo que la solucidn se obtuvo mediante el calculo previo de las solucionesa S, = 10
y 30, utilizando cada vector solucion obtenido en cada caso, como aproximacion para el siguiente

S, En esta corrida, se utilizoé un factor de amortiguamiento de 0.5.

Tabla4.14  Corridas efectuadas para el Caso I: Temperatura adimensional unitaria en la

superficieen { = 1.

CORRIDA| S, | ITERACIONES | TIEMPOCPU 5.
1 0 8 420 2.90 0.740 26.02
2 0.3180 8 422 2.68 1.015 17.20
3 0.8015 7 365 2.27 1.329 11.00
4 2.0203 8 416 1.62 1.938 3.76
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5 7.3952 9 466 0.39 3.813 6.77

6 18.6408 6 312 5.90 7.268 12.43
7 46.9859 93 15603 6.82 | 12.894 14.71

Es importante mencionar que, independientemente de su alto consumo de memoria, el
algoritmo de Newton siempre serd una excelente manera de resolver sistemas de ecuaciones
algebraicas provenientes de la discretizacion de ecuaciones diferenciales parciales, ya que
(dependiendo del valor de S, y Ra), se llega a la convergencia en pocas iteraciones, usando
aproximaciones iniciales no necesariamente cercanas al vector solucion. La precision del método de
colocacidn ortogonal se hace tangible al obtener un error maximo de 6.82% en el balance global de

energia.

Efecto de S, En las Figuras 4.40 y 4.41 se ilustra el efecto de S, sobre las lineas de corriente y las
isotermas respectivamente, para valores de S, de 0.0, 2.0203, 18.6408 y 46.9859. Para S, < 18.6408,
el calor entra por la superficie superior, lo Que hace que el balance de energia se establezca entre el
flujo de calor que entra por la superficie en { = 1 mds el calor generado por el grano y ¢l calor que
es removido por la superficie en & = 1. Por el contrario, a valores de S, > 18.6408, el calor también
empieza a salir por la superficie en { = 1, lo que hace que el balance de energia, se establezca entre

el calor generado por el grano y los flujos de calor que salen por las superficiesen {=1y €= 1.

En el caso del flujo, el vértice se va desplazando desde la parte superior derecha hacia abajo
y luego comienza a hacerse mas grande a medida que S, aumenta. Es importante mencionar que
existe un S, critico entre 7.3953 <S, < 18.6408 (mas cercano a 18.6408), donde el flux de calor en
la superficie en { =1 invierte su sentido. A partir de este punto, el movimiento hacia abajo del
vortice se detiene y éste se hace cada vez mas grande a medida que aumenta S, lo que se explica que
las superficies exteriores no son suficientes para disipar el calor y parte de esta energia se transforma

en energia cinética.
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Fig. 4.40 Lineas de Flujo para el caso I: a) S, = 0.0, b) S, =2.0203,¢) S, = 18.6408 yd) S, =
46.9859
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c) d)

Fig. 4.41 Isotermas para el caso I: a) S,=0.0,b) S, =2.0203, c) S,=18.6408 y d) S, = 46.9859
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Conrespecto a la temperatura, a valores de S, menores que el critico, la temperatura maxima
se mantiene en | y se encuentra localizada en la superficie superior, pero a S, > S, critico, aparece
un nucleo caliente localizado en la parte superior del silo cuya temperatura maxima se encuentra
sobre el eje axial (aproximadamente entre { = 0.9 y {=0.95) y que se va incrementado a medida que

se aumenta el valor de S,.

Transferencia global de calor: Para el célculo del numero de Nusselt, se opto por utilizar la
diferencia entre la temperatura promedio en el cilindro T, y la temperatura exterior T, debido al
problema de establecer una diferencia de temperaturas para calcular el calor transferido. Entonces,

a partir de un balance de energia, se calcula el nimero de Nusselt promedio, €l que esta definido por:

s, A2 -2 (£ a
{ o ©! (4.67)

Nu =

med

20, A?

mmad

Los valores de 8,,.; y Nu,, también se presentan en la Tabla 4.14, donde se observa que
Nu,,., decae rapidamente hasta un valor minimo y luego se incrementa de manera asintética, lo que

es una consecuencia natural de lo comentado en las secciones anteriores.

CASOII. Pared superior a temperatura adimensional cero

Para esta situacion se hicieron simulaciones numéricas empleando valores de S, de 0.3180,
0.8015,2.0203,7.3952 y 18.6408. Los puntos de colocacién empleados fueron de 23x23 y
iteraciones, tiempo de CPU, temperatura promedio (0,,.,), % de error en el balance de energia y el

numero de Nusselt promedio se muestran en la Tabla 4.15.

b
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Tabla4.15  Corridas efectuadas para el Caso II: Temperatura adimensional cero en la superficie

en{=1.

PO  %ERROR |0, | NUW
o0} | CPUE) | BALANCE .
8 0.3180 6 991 2.68 1.015 3.31
9 0.8015 7 1157 2.27 1.329 4.01
10 2.0203 24 4343 1.62 1.938 5.21
11 7.3952 24 3973 0.39 3.813 7.95
12 18.6408 66 44163 5.90 7.268 10.91

En las corridas 8 a 12, se utiliz6 un factor de amortiguamiento unitario para el método de
Newton-Raphson. Se debe comentar que este caso resultdo de convergencia més dificil, por la
distorsion que se espera de los perfiles de temperatura cerca de las superficies donde 6 = 0, por lo

que se emplearon mas puntos de colocacién que en el Caso 1.

Efecto de S,: En las Figuras 4.42 y 4.43 se ilustra el efecto de S, sobre las lineas de corriente y las
isotermas respectivamente, para valores de S, de 0.8015, 2.0203, 7.3952 y 18.6408. A medida que
S, se incrementa, el efecto de las fuerzas de flotacion se hace cada vez més intenso, lo que hace que
el vértice del flujo se vaya desplazando hacia la derecha. El balance de energia se establece entre el

calor generado y el calor removido a través de las superficies situadasen£E=1y {=1.

Con respecto a la temperatura, al aumentar S_, aparece un nicleo caliente localizado en la
parte superior del silo cuya temperatura méxima se encuentra sobre el eje axial (aproximadamente

entre { =0.85 y { = 0.95) y que se va incrementado a medida que se aumenta el valor de S,.

Enelcasode S,= 46.9859, no se obtiene convergencia con el método de Newton, por lo que
se aplicd el método del Falso Transitorio, observandose que se llega a un estado metaestable, donde
los patrones de flujo y las isotermas presentan un desplazamiento alternante en la parte superior del

cilindro. A esta condicion de inestabilidad, se le conoce como el efecto fluctuante de Bénard
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(Georgiadis y Catton, 1986) que ha sido comentado en la seccion 4.3. Este tipo de problemas con
numeros S, o Ra elevados, es muy dificil de resolver, ya que se requiere de un malleo mas fino en
las fronteras, situacion que se puede solventar con colocacidn ortogonal en elemento finito (COEF)
o con la utilizacién de valores negativos (mayores de -1) en los parametros de los polinomios de

Legendre o con diferencias finitas centrales con malleo variable y criterio Upwind (Roache, 1972).

Transferencia global de calor: Aligual que en Caso I, para el calculo del nimero de Nusselt, se opto
por utilizar la diferencia entre la temperatura promedio en el cilindro T,,., y la temperatura exterior
T.. Entonces, a partir de un balance global de energia, se calcula el nimero de Nusselt promedio, el
que esta definido por:

S, A

Nu_ . = : (4.68)
d .
" emed ( L+ ZA)

Losvaloresde8,,., y Nu__,también se presentan enla Tabla4.15, donde se observa que Nu,_ 4
se va incrementando de manera asintética. Este fendmeno se explica en que a valores altos de S,
parte del calor generado, se transforma en energia cinética, por lo que el ritmo de transferencia de
calor se atentia. Entonces, cabria esperar que a valores superiores de S,, se mantfieste el flujo

bicelular, tal como ha sido reportado por Prasad y Chui (1989).

Con respecto al almacenamiento del sorgo, es importante mencionar que es necesario
controlar la aparicion de nicleos calientes, ya que se localizan en la parte superior central del silo,
donde casi no existe movimiento del aire intersticial, por lo que habria que disponer un sistema de
ventilacion ya sea mediante un ducto perforado que se coloque por el eje axial del silo o por un
sistema con extractores eodlicos, colocados en la parte superior del mismo. Los calculos
termodinamicos de estos sistemas, se harian en funcién del tamaiio del silo y de las caracteristicas del

grano y del medio ambiente.
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9) d)

Fig. 4.42 Lineas de Flujo para el caso II: a) §,=0.8015,b) S, = 2.0203, c) S,=73952yd)S,

= 18.6408
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d)

c)
Fig. 4.43 Isotermas para el caso II: ) S, = 0.8015, b) S, = 2.0203, ¢) 5, = 7.3952yd) S, =

18.6408
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4.5  Problema de la Interfase Fluido-Medio Poroso

En esta seccion, se estudio numéricamente el fendmeno de conveccion natural bidimensional
en una cavidad cuadrada que contiene dos regiones horizontales formadas por un fluido homogéneo
y un medio poroso isétropo, el cual presenta generacion de calor. Para el planteamiento del modelo
matematico se utilizé el método del parametro binario (Beckermann et al, 1987) para que las
ecuaciones de movimiento y de energia tengan validez en todo el dominio, utilizando la ley de Darcy
con la extension de Brinkman, como ecuacién de movimiento para la region porosa. Este enfoque
no requiere la utilizacion explicita de las condiciones de acoplamiento en la interfase fluido-medio
poroso, ya que esta formulacion satisface las condiciones de continuidad de velocidad, esfuerzo,
temperatura y flux de calor en la interregion, si se considera que p'= . Este método ha sido validado
experimentalmente por varios autores (Beckermann et al, 1987, 1988; Sathe ef al, 1988, Song y

Viskanta, 1994)).

Las ecuaciones de gobierno se discretizaron mediante doble colocacidn ortogonal y el sistema
de ecuaciones algebraicas que se genera, se resuelve con el método de Newton. Las corridas se
hicieron para nimeros de Rayleigh entre 103 y 10%; para valores de la fuente adimensional de calor
(S,) de 0, 10, 30 y 50 y para nlimeros de Darcy de 10™, 10°y 10® y para posiciones de la interfase
medio poroso-fluido entre 0 < Yp < 1, considerando el nimero de Prandt! igual a 0.71. De los
resultados de las corridas, se obtuvieron las graficas de lineas de flujo ¢ isotermas, evaluando el

efecto de los pardmetros antes mencionados sobre el nimero de Nusselt.

4.5.1 Teoria

El problema de la conveccién natural en un sistema cerrado que contiene un medio poroso
con un espacio superior constituido por un fluido homogéneo, ha sido de gran interés, debido a las
numerosas aplicaciones en las que incide, como son: almacenamiento de granos en silos, procesos
de secado, reactores empacados, estudios geotérmicos, etc. Debido a esta razon, varios
investigadores han analizado los efectos de las fuerzas de flotacién y la transferencia de calor en
cavidades que contienen dos regiones (fluido y medio poroso), tanto en posicion horizontal como

vertical. Beckermann er al (1987), presentan un andlisis tedrico-experimental de la conveccion
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natural en una cavidad con dos capas de fluido y medio poroso respectivamente, colocadas en
posicion vertical. En los experimentos, el sistema geométrico fue representado por un depdsito
parcialmente lleno con esferas de vidrio, mientras que el fluido fue una combinaciéon de aguay
glicerina. El flujo dentro del lecho se model6é mediante las ecuaciones de Brinkman-Forchheimer
y la extension de Darcy. La penetracion del fluido en un lecho con alta permeabilidad propicia un
impacto significativo en los patrones del fluido por conveccién natural Estos autores proponen un
modelo matematico que tiene validez para todo el dominio, utilizando un parametro binario que
adquiere los valores de 1 o 0, dependiendo si la discretizacion se hace en el medio poroso o en el
fluido. Se encontré que la cantidad de penetracion del fluido desde la region libre hasta el lecho

poroso depende en gran medida de los niimeros de Darcy (Da) y Rayleigh para un fluido (Ray).

Por otro lado, Singh et al (1993) reportan un estudio de la conveccion natural 3-D en una
cavidad con regiones fluido-medio poroso colocadas en posicion horizontal. En este caso, los autores
plantean las ecuaciones de transporte para cada regidn, empleando como ecuacién de movimiento
para el medio poroso a la ley de Darcy con la extensién de Brinkman. El acoplamiento de los
modelos en la interfase fluido-medio poroso se hace utilizando las continuidades del campo y del
flux para las velocidades, esfuerzos y temperaturas. Nield y Bejan (1992) presentan varios sistemas
geométricos birregionales, donde se emplea la ley de Darcy y la formulacion empirica de Beavers
y Joseph (1967) para acoplar los modelos. Ochoa-Tapia y Whitaker (1995) han propuesto una
condicion de salto para acoplar la ley de Darcy con la extension de Brinkman a la ecuacién de

Stokes, obteniendo un campo de velocidad promedio el cual es continuo entre las dos fases.

Formulacion Empirica de Beavers y Joseph

Se ha establecido experimentalmente (Beavers y Joseph, 1967) que cuando un fluido viscoso
fluye mas alla de la superficie de un medio poroso, dentro del cual el fluido se mueve paralelo a la
superficie, los efectos del esfuerzo cortante en el fluido libre penetrardn por debajo de la superficie
permeable para formar la region de capa limite en el medio poroso. Los autores han reportado datos
experimentales valiosos acerca de un flujo laminar en estado estable incompresible en dos

dimensiones en un canal paralelo, limitado por una pared inferior permeable (y = 0) y una pared
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superior impermeable (y = h), como lo muestra la Figura 4.44. Beavers y Joseph (1967) presentan
una interpretacion semiempirica de estos datos usando la ecuacion de Navier-Stokes para describir

el flujo del canal, y la ley empirica de Darcy para describir el flujo dentro del medio poroso.

Claramente, la ecuacion de Darcy no es compatible con la existencia de una region de capa
limite en el medio poroso, debido a que el término constante macroscopico no es asociado con esta
ecuacion. Para evitar este fundamento inadecuado de la ecuacion de Darcy, Beavers y Joseph (1967)
propusieron un modelo matematico en el cual los efectos de la region de capa limite sobre el flujo
externo del canal que podria ser reproducido por considerar un fenémeno de fluido deslizante en el
fluido libre adyacente a la superficie libre permeable. En este caso, la magnitud de este flujo
deslizante es proporcional a la fuerza cortante prevaleciente. Beavers y Joseph (1967) resolvieron
la ecuacion de Navier-Stokes dentro del canal, utilizando la condicion empirica de flujo deslizante
en la frontera de la pared permeable inferior y la condicion convencional no deslizante en la pared

impermeable superior.

Pared
u Imper meable

Pared
Permeable

Fig. 4.44 Perfil de velocidad para un flujo rectilineo en un canal horizontal formado por una
pared inferior permeable (y = 0) y una pared superior impermeable (y = h), (Beavers

y Joseph, 1967).
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Beavers y Joseph (1967) suponen que la velocidad deslizante en la region libre es
proporcional a un efecto cortante en la frontera permeable y relacionan tal velocidad en el flyjo
exterior por la condicion de frontera

du
dy BU, - ) (4.69)

En donde B es un parametro que depende de la viscosidad del fluido, de la permeabilidad del
material y de valores que caracterizan la interregion del material permeable. Se sugiere que B puede
escribirse como la a/(k)", donde o es una cantidad adimensional que depende de pardametros del
material que definen la estructura de la regién permeable. Una estimacion apropiada de o es

correlacionarla con el didmetro promedio del poro (Patifio-Palacios, 1996).

Método del Parametro Binario

Para el planteamiento del modelo matematico, se utilizo el método del parametro binario
reportado por Beckermann et al (1987) el cual consiste en la combinacion de las ecuaciones de
gobierno para las dos regiones, por lo que el fluido y el medio porosos son tratados como un medio
simple, donde sus propiedades estan definidas mediante la inclusién de un parametro Mp que
adquiere el valor de 1 si se esta analizando el dominio de la matriz porosa o 0 si se estd analizando
el dominio que corresponde al fluido homogéneo. Es importante denotar que la ventaja de esta
formulacion es que asegura la satisfaccion de las condiciones de acoplamiento de la interregion (si
se utiliza como ecuacion de movimiento para el medio poroso a la ley de Darcy con la extension de
Brinkman o alguna similar), por lo que se simplifica el proceso de soluciéon numérica (Gobin ef al,

1998).

Las ecuaciones de transporte obtenidas, se discretizaron mediante doble colocacién ortogonal
(Finlayson, 1980, Jiménez-Islas y Lépez-Isunza, 1994) y el sistema de ecuaciones algebraicas que
se genera, se resuelve con el método de Newton modificado. En las simulaciones numéricas
realizadas, se analizé el efecto del nimero de Rayleigh y de la generacion de calor sobre las lineas

de corriente, la distribucion de temperaturas y el nimero de Nusselt.
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4.5.2 Ley de Darcy y extensién de Brinkman

La utilizacion de la Ley de Darcy implica que en las fronteras del sistema existe
deslizamiento, ya que este modelo carece de términos difusivos que expliquen la distorsion de los
perfiles de velocidad en las proximidades de una frontera solida. Para solventar esta situacion,
Brinkman (1947a,b) sugirié que a la ley de Darcy, se le podria adicionar un término de segundo
orden p'V3v, que representa las pérdidas de energia por transporte viscoso, por lo que ahora se toma
en cuenta la distorsion de los perfiles de velocidad en las proximidades de una pared impermeable

y rigida. Todas estas consideraciones ya han sido descritas con detalle en la seccidén 4.3.

Con la extension de Brinkman, es factible la aplicacion de la condicién de no-deslizamiento
en las paredes, aunque en la mayoria de las situaciones, el efecto del transporte viscoso es
despreciable (medios porosos con nimero de Darcy (Da) < 10™), es conveniente proporcionar un
soporte tedrico a la ley de Darcy para justificar el uso del criterio de la ausencia de deslizamiento y
para el acoplamiento de ecuaciones en la frontera inter-regional, que se presentan en problemas con

interfase medio poroso-fluido (Neale y Nader, 1974; Nield y Bejan, 1992).

Interfase fluido-medio poroso

La principal dificultad que se tiene para el modelamiento matematico de los sistemas con
interfase fluido-medio poroso, es la representacién de las condiciones de unién en la inter-region
para acoplar las ecuaciones de Navier-Stokes del fluido con las de la ley de Darcy en la region
porosa. La ley de Darcy (Nield y Bejan, 1992) no puede representar matematicamente la existencia
de una region limite en un medio poroso, debido a que carece del término de esfuerzo cortante
(Singh et al, 1990), lo que ocasiona que no se pueda considerar la existencia de continuidad en las

velocidades tangenciales a la interfase.

Para compensar este comportamiento inadecuado, se han propuesto diversas soluciones entre
las cuales la mas utilizada es la que postula Brinkman (1947a,b) y que se ha descrito anteriormente.
Beavers y Joseph (1967), proponen la utilizacién de un esquema de deslizamiento artificial, que

consiste en que los efectos del esfuerzo cortante del fluido, penetraran en el medio poroso para
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formar la region de capa limite. La utilizacién de este criterio requiere el empleo de un parametro
empirico similar a un coeficiente de pelicula, cuyo valor dependera del sistema geométrico a modelar

(Valencia-Lopez, 1993)

Enresumen, el disefio de las ecuaciones de transporte en una cavidad con dos capas de fluido
y de medio poroso respectivamente, se hace de dos maneras: Modelo de dos dominios y modelo de
un solo dominio. La descripcion de ambos métodos se encuentra en la Tabla4.16. En la méyon’a de
las situaciones, es de esperarse que se obtengan resultados equivalentes por cualquiera de los dos
métodos anteriormente descritos, lo que es demostrado al final de esta seccion. Para el modelo de
dos dominios, Ochoa-Tapia y Whitaker (1995, 1997) han propuesto una alternativa rigurosa para
el acoplamiento de ecuaciones en la interfase fluido-medio poroso, conocida como condicidn de

salto.

En el caso de la ecuacion de energia, el acoplamiento en la interfase queda especificado
mediante la continuidad del campo y del flux. Con esto se relaciona la temperatura puntual de la

regién que corresponde al fluido con la temperatura promedio en la regién porosa.

Ecuaciones de transporte
Las ecuaciones de transporte para un fluido en régimen laminar, homogéneo, newtoniano,

incompresible y en estado estable son: (Bird ef al, 1960)

Continuidad:

V-.-v =0 4.71)
Movimiento

p(v - Wv) = -Vp +pViv + pg. (4.72)
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Tabla4.16

Métodos de representar matematicamente la conveccion natural en una cavidad que

contiene dos capas de fluido y medio poroso respectivamente

 Caracteristicas

—

Varianté,sv

Modelo de dos dominios

Se proponen las ecuaciones de transporte
para cada regién y, posteriormente se
usando

acoplan en la interfase,

condiciones de union

De un sistema de tres ecuaciones
(EDP), se

incrementa a resolver un sistema de cinco

diferenciales parciales

(ley de Darcy) o seis ecuaciones (Ley de

Darcy con extension de Brinkman)

Si se utiliza la ley de Darcy, se emplea
las condiciones tipo Beavers y Joseph (o
sus variantes) para acoplar las

velocidades tangenciales.

Si se emplea la ley de Darcy con la
extension de Brinkman (O alguna
variante: e.g. extension de Forchheimer
(Nield y Bejan, 1992), ya se satisface
implicitamente la continuidad en

velocidades y esfuerzos en la interfase.

Modelo de un solo

dominio

Se propone un modelo tnico para todo el
dominio, adecuandolo de tal manera que
tenga validez tanto en el fluido como en el
medio poroso. En este caso no se
requieren establecer explicitamente las

condiciones de unién en la interregién

Se resuelve un sistema de tres EDP y, por
lo tanto, se simplifica la solucién

numérica.

E! fluido es considerado como un caso
especial de un medio poroso. En esta
situacion, se debe emplear como
ecuacién de movimiento, alguna que
contemple tanto los efectos viscosos

como los inerciales

Hacer una combinacién de las
ecuaciones de transporte para el fluido
y para el medio poroso, utilizando un
pardmetro binario que adquiere los
valores de 0 o 1, para reducir el modelo
a las ecuaciones de Navier-Stokes o a la
ecuacion de movimiento en medio
poroso. Aqui se utiliza la ley de Darcy
con extensiéon de Brinkman, para

asegurar la continuidad en velocidades

y esfuerzos en la interregion.

Energia:

pC,(v - VI) = V - (kVT) + Q,
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Por otra parte, las ecuaciones que gobiernan el transporte para un medio bifasico son:

Continuidad:

Vv =0 (4.74)

Ley de Darcy con extension de Brinkman:

pnCl-v=-Vp+pg+ nuviy. 4.75)

Energia:

(pe,) V- (vT) = KiVVT + Q. (4.76)

En las expresiones (4.74) a (4.76) las variables son del tipo volumétricamente promediadas,

aunque se ha preferido utilizar la notacién para variables puntuales.

A aT/3y =0
y |
Y
L
Th_
Al Qo e te
_*A_ \
h
Y >
A L X
dT/oy =10
Fig. 4.45 Sistema geométrico estudiado con sus

condiciones de frontera.

Modelo matematico
El problema de estudio consistié en una cavidad cuadrada de dimensiones LxL, que contiene

un medio poroso hasta una altura h, tal como se ilustra en la Fig. 4.45. La matriz porosa esta
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saturada y presenta una razén constante de generacion volumétrica de calor. En la parte superior
del medio poroso se encuentra una region de espesor L-h, que contiene un fluido homogéneo. La
fuente de calor, junto con los gradientes de temperatura que se manifiestan en las fronteras del
sistema, inducirdn el movimiento del fluido dentro de la cavidad. Con el fin de acoplar
adecuadamente las velocidades y los esfuerzos en la interfase fluido- medio poroso, se utiliz6 como

ecuacion de movimiento para la region porosa a la ley de Darcy con la extension de Brinkman.

Para obtener el modelo correspondiente al sistema geométrico en cuestion se hicieron las
consideraciones siguientes:
1) Medio efectivo, isotrdpico, con propiedades termodinamicas constantes donde la viscosidad
y la densidad corresponden a la del fluido y la conductividad térmica es la efectiva del medio

poroso. Ademas, se utiliz6 la aproximacion de Boussinesq (Nield y Bejan, 1992)

2) Es una cavidad con fronteras rigidas e impermeables y, por lo tanto, no se presenta
deslizamiento.
3) El fluido es aire y el medio poroso presenta una conductividad efectiva seis veces mayor que

la del aire, ya que se tomé como ejemplo, la conductividad térmica efectiva que presentan
los granos (Jiménez-Islas er al, 1996). Ademas, la tasa de generacion de calor Qo es
constante.

4) Se considera un modelo matematico combinado que represente tanto a la region porosa como
a laregion con el fluido, mediante la utilizacién de un parametro binario Mp, que tendra los
valores de 1 o 0, dependiendo si el anélisis se estd efectuando en el medio poroso o en el

fluido respectivamente.

El efecto del aspecto geométrico de la cavidad y la razon de conductividades térmicas medio

poroso/fluido se analizard posteriormente.

Con estas restricciones, se procedid a la adimensionalizacion de las ecuaciones de gobierno,
seguida de diferenciacion cruzada de la ecuacion de movimiento para eliminar el término Vp. Por

ultimo, con el empleo de las definiciones de funcién corriente y vorticidad (Roache, 1972) y la
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combinacién de las ecuaciones del fluido y del medio poroso con la correspondiente inclusion del

parametro binario Mp, se obtiene el modelo matematico siguiente:

Vorticidad:
o o2
o=t 2 4.77)
oX oY
movimiento:
2
(1 - mp|Q¥de _owoe|  MpPr pld% o) p,p 08 (4.78)
oXdY dYoX Da ax?  or? oX
energia:
oy o0  Jy 0 0%0 0%0
Y X = + M -1 + ——| + MpS..

[aXaY Y aX} [T+ Mp(Rk )][aXz Sy2| T VP (.79
Con las siguientes condiciones de frontera para la funcién corriente y temperatura:
@X=0 y=0 =1, (4.80a)
@X=1 y=10 6=0, (4.80b)
@Y=0 y=0 08 /6Y =0, (4.80c)
@Y=0 y=0 00/3Y =0, (4.80d)

en donde:

Da= Numero de Darcy, K/L?

Pr=  Nuamero de Prandtl, Cpp/k, (0.71 para aire)
= Altura del medio poroso

L= Longitud de la cavidad, m

Mp= Parametro binario

= Generacion volumétrica de calor, W/m’

Ra;= Numero de Rayleigh para el fluido, gpBL*(T,-T.)/(pct)
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Rk = Razén de conductividades medio poroso/fluido, k. / k
S,= Generacion de calor adimensional, Q L¥/k(T,-T,)
X=  Longitud adimensional, x/L
Y= Altura adimensional, y/L
Yp= Altura adimensional de la capa porosa, h/L
= Temperatura adimensional, (T - T,)/ (T,-T,)
v = Funcion corriente adimensional

= Vorticidad adimensional

Por otra parte, para definir las condiciones de frontera para la vorticidad, se utilizo el criterio

de Woods (Roache, 1972).

El sistema de EDP elipticas formado por las ecuaciones (4.77) a (4.79), se resolvié por
discretizacion por doble Colocacién Ortogonal con polinomios de Legendre, mediante el programa
ELI-COL (Jiménez-Islas y Lopez-Isunza, 1994). Las ecuaciones discretizadas se resolvieron
mediante el método de Newton modificado (ecuacién (4.81)) con factorizacién LU, utilizando
diferencias finitas para aproximar las derivadas parciales de la matriz jacobiana. El vector de
aproximacion inicial fue X°=[0, 0, 07, el factor de amortiguamiento para el método de Newton ()

fue de 1, 0.5 y 0.2 y el criterio de convergencia utilizado se muestra en la ecuacion (4.82).

-1
Vp+1:Vp—)\Jp Fp, (4.81)
[ f] <107, para 1< i< NQ*(NX+2)*(NY+2). (4.82)
En donde:
V= Vector de incdgnitas
F=  Vector de ecuaciones discretizadas

J= Matriz jacobiana
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f= Ecuacion discretizada

Las corridas se hicieron para nimeros de Rayleigh entre 10° y 10%; para valores de la fuente
adimensional de calor (S,) de 0, 10, 30 y 50 y para numeros de Darcy de 10% 10° y 10°%
manteniendo constante la posicion de la interfase medio poroso-fluido a un valor de Yp = 0.5.
Ademas, se analizd el efecto de la variacion de la posicion de la interfase. De los resultados de las
corridas, se obtuvieron las graficas de lineas de flujo y de las isotermas y se calculé el niimero de

Nusselt promedio.

Las simulaciones numéricas se hicieron en una computadora PC con procesador Pentium™®
a 133 MHz con 48 Mb de Memoria RAM, utilizando MS FORTRAN PowerStation™® v. 4.0 para
Windows 95/Windows NT.

4.5.3 Resultados y Discusion

En las Tablas 4.17 a 4.20 se reportan las simulaciones numéricas para evaluar el efecto del
numero de Rayleigh, Generacion adimensional de calor, nimero de Darcy y posicion de la interfase
respectivamente. En dichas tablas se mencionan los puntos de colocacion empleados, factor de
amortiguamiento, iteraciones de Newton y el tiempo de CPU. Enlas corridas 1, 2, 3,4, 5,12y 16
se uso6 un vector de aproximacion X = [0, 0, 0]'; mientras que las corridas 6 a 11 y 13 a 15, el vector

de aproximacion fue la solucidn obtenida para la corrida anterior.

Como es de esperarse, los perfiles de temperatura son afectados con el incremento de las
fuerzas de flotacion (Representadas por el numero de Rayleigh Ra; y la generacidon de calor
adimensional S)). El efecto se torna mas complicado si se considera la accion combinada de Ra'y

S,, por lo que se hard un andlisis por separado.

182



Tabla4.17  Numeros de Rayleigh empleados é S,=30,Da=10°y Yp=0.5

| Ra, | PUNTOS CO | FACTOR 1 | ITERACIONES | TIEMPO DE CPU (s)

1 10° 13x13 1.0 6 139

2 104 13x13 1.0 7 157
3 10° 17x17 0.5 42 891
4 106 17x17 0.5 292 4679

Tabla4.18  Fuente adimensional de calor utilizadaa Ra,=10°,Da=10%y Yp=0.5, con 17x17

puntos de colocacién ortogonal.

FACTOR [ ITERACIONES | TIEMPODE CPU S |

0 0.5 93 11445
10| 05 30 4145
30 05 34 4513
50 0.5 34 4447

o |2l ON{wn

Tabla4.19  Numero de Darcy utilizado a Ra,= =10°¢, S, =50 y Yp = 0.5, con 17x17 puntos de

colocacion ortogonal.

9 10°¢ 0.2 125

10 10 0.2 41

11 10" 0.5 35
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Tabla4.20  Posicidn de la interfase fluido-medio poroso utilizadaa Ra;= 10°,S_ =30 y Da =10

6, con 17x17 puntos de colocacién ortogonal.

CORRIDA | Yp |FACTOR % | ITERACIONES | TIEMPO DE CPU (s)
12 0.00 0.2 143 19523
13 025 1.0 8 1047
14 0.75 1.0 11 1405
15 0.90 1.0 7 862
16 100 1.0 5 608

Efecto del namero de Rayleigh

En la Fig. 4.46 se muestra las lineas de flujo, en donde se observa que se forma un nticleo de
velocidades altas por encima de la interfase, el cual se desplaza primero hacia la derecha y luego
hacia la izquierda. Este fendmeno esté en relacion directa al incremento de la relacién Ra;/So. Es
importante mencionar que a Ra; = 10 ¢, hay indicios de la formacion de flujo bicelular, ya que en
el caso de Yp = 0 (aire inicamente), si se manifiesta esta condicién (Leonardi, 1984). En la Fig.
4.47, se observa el crecimiento de una regién caliente en Ra; = 10 *aRa; = 10°, pero para Ra; =
10°, la cual disminuye, debido a que la intensidad de las fuerzas de flotacion (efecto convectivo o
advectivo) es tal que aumenta la transferencia de calor y por lo tanto, disminuye el tamafio de la

region caliente.

A Ra; superiores, es necesario utilizar mas puntos de colocacion debido a los cambios
abruptos esperados en los flujos y perfiles de temperatura o, también es posible utilizar colocacion
ortogonal en elemento finito (Jiménez-Islas y Lopez-Isunza, 1996). Ademds, a Ra; elevados (del
orden de 10%), comienza a aparecer turbulencia, por lo que las ecuaciones de transporte deben

modificarse para incluir este fenémeno.

Efecto de la generacién volumétrica de calor

En la Fig. 4.48 se ilustra el efecto de S, sobre las lineas de corriente, observandose la

formacidn de un vortice cada vez mas rapido y que se ubica sobre la interfase. A S, = 50 se produce
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flujo bicelular como una forma de disipacidn de energia, debido al efecto de las fuerzas de flotacién.
En la Fig. 4.49 se muestra el efecto de S, sobre los perfiles de temperatura, donde se observa que a
S, =0, la distorsion de las isotermas es producida solamente por el gradiente de temperaturas en las
fronteras X =0y X = 1. A medida que S, aumenta, se va formando una zona caliente en el medio
poroso y que, también se va haciendo cada vez mas grande, llegando hasta la regién del fluido, lo

que es una consecuencia natural del incremento de la fuente de calor.

Efecto del niimero de Darcy

El efecto del niimero de Darcy sobre las lineas de corriente y las isotermas se muestra en la
Fig. 4.50, donde se visualiza que a Da = 10, se forma flujo bicelular, condicion que va atenaandose
paulatinamente al disminuir Da, debido al que el medio poroso ofrece cada vez mayor resistencia
al paso de fluido intersticial. En el caso de las isotermas, la region caliente se incrementa a medida
que Da decrece, ya que cada vez se utiliza menos energia para convertirse en energia cinética (flujos
multicelulares). Es importante mencionar que a Da < 10° el medio poroso tiende a un

comportamiento practicamente darciano.
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Fig. 4.48 Efecto de la fuente de calor S, sobre las lineas de corriente a Ra,= 10°, Da= 10"y

Yp=0.5
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Fig. 4.49 Efecto de la fuente de calor S, sobre las isotermas a Ra; =10°, Da=10*y Yp=0.5
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Efecto de la posicion de la interfase

EnlaFig. 4.51 se ilustra el efecto de la posicion de la interfase fluido-medio poroso sobre
las lineas de corriente. Cuando se tiene Gnicamente aire en la cavidad, se forma flujo multicelular y
a medida que la altura de la region porosa aumenta, primero se pierde la condicion de flujo
multicelular y luego, se vuelve a recuperar a Yp > 0.75 en forma de una segunda célula de flujo
mucho mas lenta y de sentido contrario. La magnitud de las lineas de corriente va disminuyendo a
medida que aumenta Yp, lo que es consecuencia de la resistencia al flujo que ofrece el medio poroso.
A Yp =1, el flujo es muy lento y hay indicios de flujo secundario mucho mas lento que se forma cerca

de la frontera en X = 0,

El efecto sobre las isotermas se muestra en la Fig. 4.52, donde se visualiza que la distorsion
de las mismas, va disminuyendo a medida que aumenta Yp, hasta adquirir un perfil muy cercano a la

conduccion pura cuando se alcanza Yp = 1, ya que el producto RaDa es igual a 0.1.

Transferencia global de calor

Para definir el numero de Nusselt y debido al problema de establecer una diferencia de
temperaturas para calcular el calor transferido, se opto por utilizar la diferencia entre la temperatura
promedio T, en la cavidad y la temperatura T,. Entonces, a partir de un balance global de energia,

se calcula el numero de Nusselt promedio, el que esta definido por:

1, Yp

0, . 30

axlro 4 K[ Gyleo ¥ 453
- Yp 0 4. )

YpS, -

med

Los valores de 0,,,, 0., y Nu,., para las corridas de la Tabla 4.17 a la Tabla 4.20, se
presentan en la Tabla 4.21. Los nameros de Nusselt no presentan comportamiento monotdnico en
el bloque de corridas que evalian el efecto de Ra; y de Yp, debido a lo descrito en la seccion
correspondiente. En el caso de las corridas que evaluan el efecto de S, y Da, se observa que Nu es

directamente proporcional a S, e inversamente proporcional a Da. Con fines de cuantificar las
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tendencias antes mencionadas, se correlacionaron los resultados de la Tabla 4.21, obteniendo la

siguiente expresion:

Nu_, = 3,8494Raf0‘007826(80+4.61)O'35862Da 0015237y 0.170598, (4.84)

Cuyo rango de validez es: 10° < Ra; < 10%0< S, <50;10® <Da< 10%y 025 < Yp < 1

La expresion (4.84) se obtuvo mediante minimos cuadrados con un error relativo promedio
de 9.9% y un error maximo de 24.9%, que se manifiesta principalmente a Yp > 0.50. La ecuacion
anterior nos muestra que es mds significativo el efecto de la generacion de calor sobre la
transferencia de calor que el efecto del gradiente de temperaturas. Es importante mencionar que la
ecuacion (4.84) solo trata de representar un comportamiento complejo ya que, en algunas
situaciones, se presenta flujo multicelular, lo que requiere un andlisis mas profundo.

y nimero de Nusselt promedio

Tabla4.21 Temperatura méaxima6,_ ., temperatura promedio 6

max> med

Nu,,., para las simulaciones numéricas efectuadas
Corrida | Ra; { S, | Da Yp 0.ia 0 ed Nu,,.4 [

1 10° 130 10° |0.50 1.151 0.759 16.33
2 104130 10° |0.50 1.162 0.850 14.08
3 10° 130 | 10° |0.50 1.107 0.873 13.86
4 106130 ] 10° ]0.50 1.014 0.819 17.11
5 10°]1 0| 10* ]0.50 1.000 0.605 7.45
6 10° 10| 10* |0.50 1.000 0.681 10.28
7 10° 30| 10* |0.50 1.104 0.856 13.90
8 10° 150 | 10" ]0.50 1.396 1.039 16.86
9 10150 10* [0.50 1.196 0.944 20.57
10 106150 | 10° |0.50 1.220 0.982 18.50
11 10°]50 ] 10®° |0.50 1.230 0.985 18.24
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12 10° |30 | 10° ]0.00 1.000 0.500 9.00

13 10° 130 ] 10° [0.25 1.000 0.623 15.72
14 10° 130 | 10° ]0.75 1.182 0.899 19.13
15 10° 130 ] 10° |0.90 1.214 0.892 21.96

16 10° 130 ] 10° |1.00 1.224 0.914 23.16

Calculo con el método de dos dominios

Con fines de exploracidn, se repitieron varias corridas con el método de dos dominios,
utilizando la condicion frontera de Beavers y Joseph (1967), con un valor del parametro empirico
igual a 10. La comparacion de las lineas de corriente y de las isotermas para la corrida 2, se ilustra
enla Fig. 4.53, donde se observa que, practicamente, las lineas de corriente son similares. En el caso
de las isotermas, se observa que el método del parametro binario, existe una zona caliente mayor que
la calculada con la condicién interfacial de Beavers y Joseph. Obviamente, es posible obtener
resultados maés parecidos, haciendo un analisis de sensibilidad con el parametro empirico de Beavers
y Joseph. Esto, puede convertirse en una desventaja, ya que hay que conocer a priori el orden de
magnitud de dicho parametro antes de efectuar cualquier simulacion. Cabe mencionar que si se
utiliza el método de dos dominios con la ecuacion de Darcy con la extension de Brinkman, no es

necesario utilizar parametros empiricos.

Comparacion del método del Parametro Binario con el Método de Dos Dominios

Para valorar la eficiencia del Método del Parametro Binario, se tomo el problema de
conveccién natural reportado por Singh ef al (1993) en una cavidad cibica compuesta de un medio
poroso y un fluido colocados en forma horizontal, a la cual se le aplica un gradiente de temperatura
en dos caras verticales opuestas, mientras que las cuatro restantes se mantienen aisladas. Estos
autores resuelven el problema mediante el modelo de dos dominios con condiciones de acoplamiento
interregional para la velocidad, temperatura y esfuerzo. Los datos utilizados se muestran en la Tabla
4.22 y las isotermas tomadas del trabajo de Singh ef a/ (1993) se muestran en la Fig. 4.54, mientras
que las isotermas calculadas con el método del pardmetro binario se ilustran en la Fig. 4.55,

observandose la buena concordancia que existen entre ellas, lo que ratifica la confiabilidad de este
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método. Es importante mencionar que Singh et al (1993) resuelven el problema desde el punto de
vista 3-D y 2-D, aunque las isotermas de la Fig. 4.54 para ambas situaciones, practicamente
coinciden, debido a que las cuatro caras laterales de la cavidad estan aisladas. Este problema se
resolvié con el programa ELI-COL con polinomios de Legendre y solucién de las ecuaciones
discretizadas mediante Newton-Raphson. Las corridas se realizaron en una computadora Pentium

a 166 MHz, utilizando el compilador FORTRAN PowerStation V. 4.0

Tabla4.22  Datos de Ra; y Da tomados del articulo de Singh et al (1993), paraRk=1y Yp =

0.5, junto con los puntos de colocacion utilizados, iteraciones de Newton y tiempo

de CPU
la 10* 107 15x15 1 6 265
Ib 10° 10° 15x15 0.5 43 1728
lc 10° 10 15x15 0.5 40 1590
2a 10* 10 15x15 1 8 384
2b 10° 10 15x15 0.5 42 1715
2c 10° 10° 15x15 0.5 41 1695
3a 10* 10° 15x15 1 7 267
3b 10° 10° 15x15 0.5 43 1750
3¢ 10° 10 15x15 0.5 39 1515

Efecto del malleo sobre la precision del método numérico.

Para valorar el efecto del malleo sobre la precision del método de colocacion ortogonal y el
valor del Nu,, , se tomaron los datos de la corrida 3 con varios tamafios de malla. Ademas, se hizo
una comparacion con el método de Diferencias Finitas Centrales de segundo orden con malleo

constante. Los resultados se ilustran en la Tabla 4.23, donde se vuelve a ratificar que el método de
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Colocacion Ortogonal requicre de un malleo de 2 a 3 veces mas pequefio que el requerido por el
método de Diferencias Finitas, con el fin de obtener una precision similar. Cabe aclarar que la
precision del método de colocacion ortogonal, al igual que en las secciones anteriores, fue evaluada
mediante un balance global de energia, observandose que, con la colocacidn ortogonal, se obtiene
errores mas pequeiios que con el método de diferencias finitas. De lo anterior, se concluye que el

malleo de colocacidn seleccionado para este problema fue adecuado.

Tabla4.23  Efecto del tamafio de malla sobre el % de error en el balance global de energia y en

el Nu promedio, para los datos de la corrida 3 (Ra, = 10°, S, =30, Da=10°, Yp =

0.5)
CcO 11x11 8.3655 1.1216 8.91 15.17
CcO 17x17 9.6606 1.1071 3.66 13.86
CO 29x29 9.2262 1.0978 0.21 14.01
DF 11x11 8.3141 1.2328 19.64 14.10
DF 17x17 10.2435 1.0964 14.54 14.77
DF 31x31 9.3870 1.1075 2.04 14.64
DF S1x51 9,6206 1.0979 1.46 14.88
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Efecto del nimero de Darcy sobre las lineas de corriente e isotermas a Rag

Fig. 4.50
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Fig. 4.51 Efecto de la posicién de la interfase Yp sobre las lineas de corriente a Ra,= 107, S,

=30y Da=10*
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Yp =0.90 Yp=1.00
Fig. 4.52 Efecto de la posicion de la interfase Yp sobre las isotermas a Ra, = 10 %, S, =30
yDa=10°
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LINEAS DE FLUJO ISOTERMAS
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1.0

BEAVERS Y JOSEPH

Fig. 4.53 Comparacion de las soluciones obtenidas con los métodos del parametro binario y

la condicion frontera de Beavers y Joseph respectivamente, para Ra; = 104, S_ = 30,

Da=10°y Yp=0.5
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Da & 10%

Fig. 454 . Isotermas para Rk =1-en el plano z = 0.5 reportadas por Singh ez al (1993). a) Ra, =
. 10%, b) Ra;= 10°y ¢) Ra, = 10° ‘
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Fig 4.55 Isotermas para Rk =1 obtenidas a partir del método del pardmetro binario, con los
datos reportados por Singh et al (1993) (Tabla 4.22). a) Ra, = 10*, b) Ra, = 10°, c)
Ra,=10°
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4.6 Conveccion Simultanea de Calor y Masa

En esta seccidon se analiz6 el problema de la convecciéon simultanea de calor y masa,
originada por fuerzas de flotacion. En este caso se propuso un sistema geomeétrico formado por un
cilindro que contiene un medio poroso, el cual presenta una fuente volumétrica de calor. A este
problema se le proporciona una perturbacion transitoria de concentracion de una sustancia A, lo que
permite analizar la dindmica del fendmeno que ocurre bajo esta situacién. Este problema se propone
con el fin de asociarlo posteriormente con una aplicacién del mismo, que seria la fumigacion en el

almacenamiento de granos.

4.6.1 Teoria

El fendmeno de la conveccion de calor y masa en cavidades que contienen un medio poroso
ha sido de gran interés, debido a sus multiples aplicaciones como: Reactores cataliticos y
almacenamiento de granos en silos. Existen una serie de reportes sobre el tema, entre los cuales se
tienen los trabajos de Trevisan y Bejan (1985) quienes estudiaron la conveccién natural 2-D en una
cavidad que contiene un medio poroso, analizando el efecto de la transferencia simultanea de calor
y masa sobre las lineas de corriente. Lin ef al (1988) y Mahajan y Angirasa (1993) reportan los
efectos de la difusion de calor y masa en sistemas homogéneos (aire y agua principalmente)
formados por superficies verticales. Todos los autores citados resuelven el problema en estado
estacionario, por lo que el motivo del presente estudio es investigar la dindmica de la conveccién
combinada de calor y masa en un cilindro, asociandolo con una de sus aplicaciones principales que

es el almacenamiento de granos en silos (Jiménez-Islas et al, 1996).

4.6.2 Modelo Matemitico

Elestudio de los fenémenos de conveccion natural en el almacenamiento de granos en unsilo,
implica la inclusion de fenomenos de transporte en dos fases. Ryan et al (1981) y Carbonel y Whitaker
(1985), desarrollaron un modelo matematico para el transporte de calor y masa en medios porosos
granulares, utilizando el Método del Promedio Volumétrico para obtener expresiones para un medio

efectivo, es decir, el medio que conjuga tanto el efecto de la fase s6lida como de la gaseosa.
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Para aplicar el enfoque de medio efectivo, es necesario utilizar propiedades termodinamicas
efectivas (viscosidad, densidad, conductividad térmica, calor especifico y difusividad), las que se deben

determinar experimentalmente o deducirse a partir del analisis matematico (Thorpe et al, 1991).

Las ecuaciones que gobiernan el transporte para un medio bifasico han sido reportadas por
Whitaker (1986), Carbonell y Whitaker (1984)y Thorpe et a/ (1991), quienes utilizaron el Método
del Promedio Volumétrico y el concepto de propiedades efectivas.

Continuidad:

V-v=0. (4.85)

Ley de Darcy con la extensién de Brinkman:

v _
p—a;:uC"v-prngzv (4.86)
Energia:

I, yvT] = KVVT
(pcv)[g + vVI] = K + Q. (4.87)

Balance de masa para un soluto A:

aC
a{’* +vVC, = D,:WWC, + R, (4.88)

En donde Q, y R, son las fuentes calorificas y de masa respectivamente. Para simplificar la
notacion, se han utilizado simbologia de variables puntuales, en los simbolos de las ecuaciones (4.85)
a (4.88) pero no deben confundirse con variables puntuales (Ochoa-Tapia, 1993). Los parametros
efectivos de transporte C' que es el inverso de la permeabilidad, K que es la conductividad térmica
yD , que esladifusividad, son tensores de segundo orden, lo que permite que las ecuaciones de transporte

consideren el caso de lechos porosos con anisotropia e interacciones cruzadas (Ochoa-Tapia, 1993).
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Estas ecuaciones se reducen a las formas clasicas si se considera que se tiene un medio poroso

isétropo con propiedades de transporte efectivas.

Las expresiones (4.85) a (4.88) constituyen una forma rigurosa de modelar el transporte de
momentum, calor y masa en medios multifésicos, sin restricciones de la geometria. Posteriormente,
es usual utilizar la aproximacién de Boussinesq, que considera a la densidad constante, excepto en
el término de fuerzas volumétricas de la ecuacion de momento. En este caso, es posible proponer (si

los cambios de temperatura son pequefios) una relacion lineal.

Transferencia simultianea de calor y masa: En la mayoria de las situaciones, el transporte de calor
y masa no estan acoplados directamente, por los que las ecuaciones (4.87) y (4.88) se conservan sin
cambio. Cuando se considera que la densidad del fluido depende de la temperatura T'y de la concentracion
C,, se establece un fendmeno conocido como doble difusion. Si el fluido es un gas ideal y los gradientes
de temperatura y concentracion son pequefios, la densidad es una funcion lineal de Ty C, y puede

expresarse comao:.

p=p1-B(T-T)- pA(C,-C, )l (4.89)

En donde el subindice o representa un estado de referencia, B es el coeficiente de expansion
volumétrica y B es el coeficiente de expansion volumétrica de la concentracion, que se evalian en
el estado de referencia. (Nield y Bejan, 1992). La ecuacién (4.89) representa un efecto combinado

de fuerzas de flotacion.

Los coeficientes B y B estan definidos por:

_1op

| 8
p JT P€

Pe== 53 o (490a)

B=

Para un fluido con propiedades de gas ideal, las expresiones (4.90a) y (4.90b) se reducen a:

1 _ RT(M,-My)

B:T Bc= ——p—M—— (4.91a,b)
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En donde:

M, = Peso molecular de la sustancia A
Mg = Peso molecular del medio B

p = Presion del sistema

R = Constante de los gases

M = Peso molecular promedio

4.6.3 Metodologia

El problema de estudio consisti6 en una cavidad cilindrica de radio R y altura L (ver Fig. 4.56),
que contiene un medio poroso saturado, isotropico con propiedades darcianas. Alinicio del experimento,
la cavidad se encuentra sin movimiento de fluido intersticial y a una temperatura constante e igual
aT,. Enun instante mayor del tiempo cero, se establece un gradiente de temperaturas entre la superficie
superior y la superficie lateral del cilindro, mientras que el fondo se encuentra aislado. Por otra parte,
se introduce por la parte inferior una sustancia pura en fase gaseosa, de tal manera que la concentracién
en esta superficie es igual a C,, mientras que el resto de las paredes son impermeables, a excepcion
de la parte superior, donde se establece que la concentracion de A es C,,. En la parte superior del
silo se considera que el grano no esta cubierto por una pared, por lo que existe una region que contiene

aire inmovil.

La introduccién de la sustancia A prevalece hasta un tiempo t, definido de antemano.
Posteriormente, se elimina esta introduccién de masa, dando como consecuencia que las paredes de
la cavidad ahora son impermeables, a excepcion de la superficie en z = L, donde se mantiene la
concentracionde Aiguala C,, . Estas condiciones estan orientadas a reproducir de manera simplificada
las condiciones de fumigacion en el almacenamiento de granos en silos las que, evidentemente, son

mas complejas y, por lo tanto, requieren un estudio mas profundo.

Para obtener el modelo correspondiente al sistema geométrico en cuestion se hicieron las

consideraciones siguientes:
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Fig.4.56  Sistema geométrico 2-D utilizado en el estudio numérico, junto con sus

condiciones de frontera

1) Medio efectivo, isotropico, con propiedades termodinamicas constantes donde la viscosidad
y la densidad corresponden a la del fluido y 1a conductividad térmica es la efectiva del medio
poroso. Ademas, se utilizo la aproximacion de Boussinesq (Nield y Bejan, 1992)

2) Es una cavidad con fronteras rigidas e impermeables y, por lo tanto, no se presenta deslizamiento.

3) El niimero de Darcy (Da) en los granos es del orden de 10°®, por lo que la ecuaciéon de momentum
adecuada serfalaley de Darcy. En este caso, se prefirié utilizar la ley de Darcy con la extension

de Brinkman para aplicar condiciones de no deslizamiento, principalmente en la parte superior
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del silo, donde existe una pequefia cantidad de transferencia de momentum hacia afuera. En
este caso se ha considerado que la velocidad en esta frontera es igual a cero, ya que no se esta
analizando el fendmeno fuera de la regién formada por los granos. Es importante aclarar que,
a este orden de magnitud del nimero de Darcy, los resultados con ambos modelos (Ley de

Darcy pura y Ley de Darcy con extension de Brinkman)son similares.

Utilizando el criterio de funcion corriente y vorticidad (Roache, 1972) para eliminar el término

de presion, se obtiene el siguiente modelo matematico adimensional.

Vorticidad:
A*|a° 10 1 0°
0 = \g—~ W 3 ke (4.92)
e Log? T Ear T A? o
Movimiento combinado:
00 Pr 00 a¢
~—=-_0+Ra,PrA—+Ra,PrAN
o " Daco+ a,Pr 6§+ a. Pr 6&
) (4.93)
[8w+18m+ 1 9% (DJ
g =y T
0&* Lot ATogt g’
Energia:
06 aez 1ae 1 062 15\1}89 10y 08
: o Sy T o e o+ —+So (4.94)
0Fo 087 &t A’dC> & ook § 0C 0¢
Masa para la sustancia A:
2
09 _ 1[0e7 136 1097 10w op 1oy dp w95

0Fo Le| 0 &0t AZoC?| EQE AL € or ot
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En donde:

A:

Aspecto geométrico, L/R

Numero de Darcy, K/R?

Tiempo adimensional, at/R?

Numero de Lewis = a/D

Razén de flotacion = BAC/(BAT)

Consumo por reaccion quimica, R,R¥(AC a)
Numero de Prandtl, Cp p/k

Numero de Rayleigh para medio poroso = Ra; Da
Nimero de Rayleigh para fluido homogéneo = ppg(Th-Tc)R*/pa
Generacion de calor adimensional, Q R*/(AT k.g)
Temperatura de la pared caliente

Temperatura de la pared fria

Difusividad térmica, k./(p Cp)

Temperatura adimensional, (T -T.)/(T,-T,)

Concentracion adimensional, (C,-C,o)/(Cy-C o)

Las velocidades adimensionales u, y u, estan definidas en términos de la funcién corriente y:

u, = - (1/8)oy/aC ; u, = (A*/E)Oy/0E.

Y las condiciones de frontera son:

@E=0 y=0 0E=0  Jg/dE=0,

@&=1 y=0 0=0 Op/3E =0,

@=0 y=0 30/0(=0  @=1 para Fo<0.l,

@C=1

0¢/0E = 0 para Fo > 0.1,

y=0 0=1 ¢ =0.

(4.96a,b)

(4.972)
(4.97b)
(4.97¢)

(4.97d)

Como se observa, se ha definido un tiempo adimensional limite Fo=0.1 el cual indica el lapso

de introduccidn de la sustancia A.
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Y las condiciones iniciales son:

@Fo=0 =0 0

0 ¢ = 0. (4.98)

Para el caso de la vorticidad, se utilizé la aproximacion de Woods (Roache, 1972). .Los estudios
numéricos se efectuaron en una computadora PC con procesador Pentium IIM® a 300 MHz, 64 Mb
de memoria RAM con sistema operativo Windows 95 y compilador MS-FORTRAN PowerStation
V. 4.0. Los valores analizados de los parametros fueron: Numero de Rayleigh (Ra) = 25,‘50, 100;
Razén de flotacion (N) =-0.5, 0, 0.5; Numero de Lewis (Le) = 1, 10, 20. Por otro lado, el aspecto
geométrico (A) se fij6 en un valor de 2 y la generacion adimensional de calor (So) adquirié un valor
de 10. Es importante mencionar que el orden de magnitud de los parametros anteriores se establecid
con base a valores reales de propiedades termodindmicas de granos (Singh y Thorpe, 1993) y de tamarios
comerciales de silos (Jiménez-Islas ef al, 1996). Algunas corridas requirieron mayor malleo, por lo
que resulté mas adecuado emplear la supercomputadora Cray Origin 2000, perteneciente al Departamento

de Supercémputo de la UNAM. Se valoraron diversos tamaiios de red, tomando los siguientes:

17x17 Que genera un sistema de 28,880 ecuaciones no lineales

Que genera un sistema de 50,000 ecuaciones no lineales

El sistema de EDP parabdlicas no lineales formadas por las expresiones (4.92) a (4.98) se
discretizé mediante colocacion ortogonal con polinomios de Legendre (Finlayson, 1972, 1980) y el
sistema resultante de EDO, se integré en el tiempo, utilizando el método de Runge-Kutta-Fehlberg
(Codigo PAR-COL2 reportado por Jiménez-Islas y Lopez-Isunza, 1996). Como el problema presenta
una elevada rigidez debido al factor de escala introducido por el nimero de Darcy (Da = 10?), lo
cual hace que el avance de la integracion sea muy lento, se optd por utilizar un método implicito, por
lo cual, las derivadas en el tiempo también se discretizaron mediante diferencias finitas, siendo adecuada
la utilizacion de 20 etapas en el rango de Fo =0, 1]. Para realizar lo anterior, se desarroll6 el codigo

IMPLI-C2, con el cual se generaron los resultados que se reportan en el presente trabajo.

208



El programa IMPLI-C2 efectiia la discretizacion 2-D de las coordenadas espaciales de las EDP
mediante colocacién ortogonal con polinomios de Jacobi, generando un sistema de ecuaciones algebraicas
no lineales que, a su vez, es resuelto con el método de relajacion no lineal (Vemuri y Walter, 1981),
utilizando como vector de aproximacién X° = [0, 0, 0, 0]', una tolerancia de 0.0005 y un factor de

relajacion de 0.1

4.6.4 Resultados y Discusion

En la Tabla 4.24se presentan algunas de las corridas efectuadas, junto con sus estadisticas
de computo. La precision del método numérico se evalué con un balance global de energia y con un
balance global de masaen Fo = 1.0. En algunos casos de convergencia dificil, se decidi utilizar como
aproximacion inicial, el archivo de resultados producido en corridas precedentes. Por ejemplo: En

las corridas 6 y 7, se utilizaron como aproximacion inicial el archivo de resultados de la corrida 4.

El estudio dindmico se llevé entre Fo =0y Fo =1, que equivalen aproximadamente a 6.8 horas
de anélisis. En todos los casos se observa que los perfiles de temperatura tienden a alcanzar el estado
estable mas rapidamente que los correspondientes mapas de concentracion constante, por lo que se
infiere que el transporte de masa es el proceso dominante en esta simulacion. La corrida 13 es una
variante donde se decidi6 hacer la introduccidn continua de la sustancia A por el fondo del silo, cuyos

patrones de flujo, isotermas e isolineas de concentracion se muestran en la Fig. 4.57.
En esta figura se observa que el estado estable se alcanza mas rapidamente para el flujo y la

temperatura, por lo que la transferencia de masa es el fendmeno gobernante en la dindmica del proceso.

Esta caracteristica prevalece en el resto de las situaciones analizadas.
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Tabla4.24  Resumen de corridas realizadas con sus estadisticas de cémputo y errores relativos

(%) en los balances globales de energia y de masa

1 25 10} 0.0 | 17x17 | 22,204 50,247 0.169 6.050
2 50 10 | 0.0 | 17x17 12,616 28,550 0.374 10.054
3 100 | 10 | 0.0 | 23x23 | 58,714 98,580 0.950 12.451
4 50 1 0.0 | 17x17 | 50,584 114,721 0.376 3.567
5 50 20| 0.0 | 17x17 | 42,301 95,671 0.374 8.143
6 50 10 | -0.5 | 17x17 { 20,658 46,749 0.368 10.801
7 50 10 | 0.5 | 17x17 18,189 41,162 0.381 11.495
8 25 10 | -0.5 | 17x17 | 101,895 230,764 0.150 8.727
9 25 10 { 05 | 17x17 | 21441 48,521 0.206 2.342
10 25 1 0.0 | 17x17 | 29,694 | 67,201 0.189 2.329
11 100 1 0.0 | 17x17 | 43,582 98,626 0.664 5.292
12 200 1 0.0 | 17x17 | 38,072 86,157 0.931 6.726
13° 25 101 0.0 | 17x17 | 22,204 50,247 0.189 3.490
14 25 20 | 0.0 { 17x17 5,265 11,914 0.189 9.764
a Esta corrida se hizo en una computadora Cray Origin 2000

Esta corrida corresponde a alimentacién de masa ininterrumpida en { =0

Para analizar con mayor detalle la dinamica de las isolineas de concentracion se tomo la corrida
4 (Ra=50, Le=1yN=0) cuyos resultados con respecto a la masa se ilustran en la Fig. 4.58, donde
se observa ¢l avance de la sustancia A hacia la parte superior de silo, el cual es favorecido por las
fuerzas de flotacion originadas por la temperatura. También puede observarse que la estabilidad se
alcanza lentamente, formandose una region de concentracion alta en el eje axial del silo y a 2/3 de

su altura aproximadamente. Es de esperarse que, ala larga, las isolineas de concentracion desapareceran

paulatinamente.
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Efecto del nimero de Rayleigh

En las Figuras. 4.59, 4.60 y 4.61 se ilustran el efecto del nimero de Ra sobre las lineas de
corriente, isotermas e isolineas de concentracion constante respectivamente, paraRa=25, 100y 200
conLe=1.0yN=0. Enel caso de las lineas de corrientes, se va formando un vértice, cuya magnitud
se incrementa y cuya posicion se va desplazando hacia la pared exterior conforme se incrementa Ra.
Este comportamiento es similar al observado en las secciones 4.2, 4.3 y 4.4. Conrespecto a lasisotermas,
se forma un nucleo caliente, que se va enfriando a medida que aumenta Ra. Este efecto se favorece
por el incremento de la velocidad de disipacion de calor a través de la pared superior del silo. En
el caso de los patrones de concentracion constante, su magnitud va disminuyendo (como es de esperarse)
al incrementarse el nimero de Rayleigh, debido a la mayor transferencia de masa ocasionada por

las fuerzas de flotacidn.

Efecto del nimero de Lewis

En las Figuras. 4.62 y 4.63 se muestran el efecto del nimero de Lewis sobre las isotermas
y las isolineas de concentracion respectivamente, para Le =1, 10 y 20 con Ra= 50y N =0. En el
caso de las isotermas, éstas no son afectadas, por lo que se infiere que las fuerzas de flotacion ocasionadas
por el gradiente de temperaturas son el fenémeno dominante. Lo anterior prevalece en el rango de
razones de flotacion analizados en esta seccion, pero no podemos descartar que a otros valores de
N (lo que seriararo en problemas de almacenamiento de granos), se manifiesten 6rdenes de magnitud
similares entre la flotacién ocasionada por gradientes de temperatura y la flotacion ocasionada por

gradientes de concentracion. Esta cuestion debera estudiarse por separado.

EnlaFig. 4.63 seilustrael efecto del niumero de Le sobre los patrones de concentracion, donde
se observa que éstos dependen significativamente del valor de Le. A valores mayores de Le, los efectos
difusivos van siendo cada vez mas pequefios, por lo que el transporte convectivo de masa se torna
cada vez mas importante. Lo anterior se refleja en la distorsion de los perfiles de concentraciéon a medida
que aumenta Le y que el tiempo avanza. Con fines de comparacién, se construyeron las isolineas de
concentracion para un nimero de Rayleighigual a 25 (ver Fig. 4.64), donde se observa un comportamiento

similar. Para deslindar si la distorsién de las isolineas se debe al fendmeno en si 0 a un malleo insuficiente
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0 a ambas situaciones, se tomaron los datos de la corrida 14 (Ra=25,Le =20y N =0) y se resolvio
el modelo con 23x23 puntos de colocacion ortogonal. Los resultados expresados como isolineas de
concentracion se ilustran en la Fig. 4.65, por lo que se concluye que la distorsion es debida a ambas
situaciones y que a medida que se aumenta el malleo, se van suavizando los patrones de concentracion
obtenidos. Una forma alterna de conocer si el malleo es insuficiente es estableciendo los balances

globales de calor y masa, cuyos resultados se indican en la tabla 4.24

Efecto de la razon de flotacion

En las Figuras 4.66 y 4.67 se muestra el efecto de la variacion de la razon de flotacion N sobre
las isotermas y las lineas de concentracion constante respectivamente, paraN = -0.5, 0 y 0.5 con Ra
=50y Le=10. Enel caso de las isotermas, el efecto es poco significativo en el estado estable, mientras
que atiempos pequefios, al aumentar N, se favorece la transferencia de calor. En el caso de las isolineas,
la transferencia de masa se incrementa al aumentar N, lo que es de esperarse, ya que los efectos de
flotacion son aditivos y el efecto producido por la temperatura es el dominante. Trevisan y Bejan (1985)
reportan un efecto de N mas significativo sobre las isotermas, ya que no consideran la generacion
de calor. Con base a lo anterior, se infiere que la generacion de calor es el fendmeno dominante a
Ra constante. Nield y Bejan (1992) indican que a valores de [N >> 1, 1a fuerza de flotacion originada
por gradientes de concentracion sera el fendomeno dominante, lo que en el caso del problema de la

fumigacion en silos seria poco probable.’

En la Fig. 4.68 se muestran las lineas de concentracion constante paraN=-0.5,0y 0.5aRa
=25yLe=10donde, debido a lamenor fuerza de flotacién ocasionada por el gradiente de temperatura,
las isolineas son afectadas por la contribucion aditiva de las fuerzas de flotacion por temperatura y

por concentracion, por lo que su efecto es mas evidente

Transferencia global de calor: Parael cdlculo del ntimero de Nusselt, se optd por utilizar la diferencia

entre la temperatura promedio en el cilindro T, ., y la temperatura exterior T, debido al problema

7 Con base a una exploracion hecha con parametros reales
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de establecer una diferencia de temperaturas para calcular el calor transferido. Entonces, a partir de

un balance global de energia, se calcula el nimero de Nusselt promedio, el que esta definido por:

1 1
1 d6 00
S + — | — d¢ + [—|,_dDA
S+ —3 { ¢ 658 { FARLY w93)

Nu_ . =
Hmed (1+24)0

med

Losvaloresde 8, yNu,4sepresentanenlaTabla4.25. EnlaFig. 4.69 se ilustrala variacién
del nimero de Nusselt promedio en funcion de Ra para Le =1 y N =0, donde se observa una dependencia
monotoénica decreciente de Nu como funcion de Ra, lo que sugiere que a Ra suficientemente elevados,
se alcanza un valor limite de Nu,,.4, 1o que da la pauta que a Ra més elevados, se pudiera presentar

flujo multicelular, como una forma de disipacion de energia cinética.

Transferencia global de masa: Para el cilculo del nimero de Sherwood, se opt6 por utilizar la
diferencia entre la concentracién promedio en el cilindro C,.4 y la concentracion en la superficie situada
enz=1(C,,), debido al problema de establecer una diferencia de concentraciones para calcular la
masa transferida. Entonces, a partir de un balance global de masa, se calcula el nimero de Sherwood
promedio, el que esté definido por:
1
Shpes = - 2 f % | 1848 (4.94)
@ e 4 G

Los valores de ¢,,.qy ¥ Sh,,.; también se presentan en la Tabla 4.25

En la Fig. 4.70 se ilustra la dependencia del numero de Sherwood en funcién de Ra para Le
constante. En esta figura se observa que, amedida que se incrementa el nimero de Ra, la transferencia
de mas también se incrementa. Por otro lado, al disminuir Le, se incrementa el transporte de masa

convectivo y, por lo tanto Sh se incrementa.
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Tabla4.25 Célculo de los nimeros de Nusselt y Sherwood promedios para cada corrida a Fo=1.0

1 25 110 0.0 | 1.0325 0.0242 1.937 | 14.810
2 50 [10] 0.0 | 0.8505 0.0206 2352 17.889
3 100 |10 ] 0.0 | 0.6863 0.0178 2.906 | 21.649
4 50 1 100 ] 0.8505 0.0218 2352 4.984
5 50 120) 0.0 | 0.8505 0.0165 2352 | 25.461
6 50 |10|-0.5]| 0.8509 0.0197 2350 | 17.888
7 50 {1005 | 0.8500 0.0207 2353 | 17.903
8 25 {101{-05} 1.0359 0.0457 1.931 3.430
9 25 (10 05 | 1.0318 0.0244 1.938 | 14.715
10 25 1 100 | 1.0324 0.0441 1.937 3.453
11 100 | 1 [ 0.0 | 0.6877 0.0106 | 2.908 6.737
12 200 | 1 ]0.0 | 0.5510 0.0053 3.630 8.638
13 25 (10} 0.0 | 1.0324 0.3995 1.937 | 15.175
14 25 {20 0.0 | 1.0032 0.0183 1.994 | 22.076
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Fig. 4.61 Efecto del numero de Rayleigh sobre las lineas de concentracién constantes ale=1.0yN=0
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Efecto del numero de Lewis sobre las isotermas a Ra

Fig. 4.62



Fo=10.1

Fo=0.5

Fo=1.0

Le=1 Le=10 Le =20

Fig. 4.63  Efecto del nimero de Lewis sobre las lineas de concentracion constante a Ra = 50 yN=0

221



Fo=0.1

Fo=0.5

Fo=1.0

Le=20

Le=10

Le

=0

Efecto del niumero de Lewis sobre las lineas de concentracién constante a Ra=25y N

Fig. 4.64
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Fo=0.1 Fo=0.5 Fo=1.0
Fig. 4.65 Efecto del nimero de Lewis sobre las lineas de concentracién constante a Ra = 25 yN=0, con

malleo de 23x23 puntos de colocacion ortogonal.
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Fig. 4.67 Efecto de la razon de flotacion sobre las lineas de concentracion constante a Ra= 50y Le =10
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Fig. 4.69 Numero de Nusselt promedio en funcién de Ra, parale =1y N =0
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Fig. 4.70 Numero de Sherwood promedio en funcidén de Ray Le para N =0
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Variante 1: Superficie impermeable en la parte superior del silo

Con el fin de explorar el comportamiento del sistema con otro tipo de condiciones frontera,
se resolvio el problema cuando existe una pared en la parte superior del silo, lo que impide la transferencia
de masa. Los pardmetros utilizados fueron Ra= 50y 100 con Le =1 y N=0. Ladindmica de las isotermas

e 1solineas de concentracion se muestran en las figuras 4.71 y 4.72 respectivamente

Conrespeto a las isotermas se observa que esta condicion frontera no afecta signiﬁcatilvamente
a los patrones de temperatura, como se puede observar al comparar la Fig. 4.71 con la Fig. 4.62, ya
que larazon de fuerzas de flotacién N vale cero en este caso. Para observar mejor este efecto, se volvid
arepetir la corrida con N =-0.5 y N = 0.5 donde se observé también que el efecto combinado de las
fuerzas de flotacién por gradiente de temperatura y concentracion es poco significativo, tal como se
mostro anteriormente en la Fig. 4.66. Un comportamiento similar ocurri6 en las corridas con Ra =

100 (ver Fig. 4.72)

Enel caso de las concentraciones, al existir impermeabilidad en la parte superior, lasisolineas
exhiben valores mas altos que en el caso donde existe transporte de masa en esta frontera. Después
de suspender la entrada de sustancia A por la parte inferior del silo, se establece paulatinamente la
igualdad de concentraciones en todo el silo. Este proceso alcanza el estado estable mas lentamente
donde, al principio se forma una region de alta concentracion en la parte inferior del eje axial del silo
y luego se va distribuyendo paulatinamente hasta alcanzar una concentracién adimensional de equilibrio
de 0.183 aproximadamente. Este comportamiento indicaria, en un momento dado, la distribucion
del agente fumigante y si la concentracion de equilibrio es suficiente para el control de los insectos

(plagas primarias y secundarias) que suelen infestar los granos.

Variante 2: Presencia de movimiento de aire en la parte superior del silo

Con fines de explorar de manera sencilla el efecto del movimiento del aire en la parte superior
del silo, también se considero que el aire en la region por encima del grano, se mueve en direccion
radial a una velocidad adimensional igual a 10 y 40 con Ra= 50, Le =1y N = 0. Los resultados

expresados en patrones de flujo, isotermas y lineas de concentracion constante se ilustran en las figuras
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4.73,4.74 y4.75 respectivamente. Este tipo de condicidn frontera hace que se tenga conveccion mixta

(conveccidén inducida por el movimiento del aire en la parte superior y por las fuerzas de flotacidn).

Lineas de corriente: EnlaFig. 4.73 se ilustra el efecto del movimiento de aire en la parte superior
del silo, donde el movimiento del aire origina un desplazamiento del vértice hacia la derecha. En el
caso de u, = 40, es tal la energia cinética suministrada que induce la aparicion de flujo bicelular cuya

dindmica se observa en la misma Fig. 4.73.

Isotermas: En la Fig. 4.74 se observa el efecto del movimiento del aire en la parte superior
sobre las isotermas donde, como es de esperarse, favorece la disipacion de calor. Este efecto es apreciable

au, = 40, donde desplaza el nticleo caliente hacia el centro del silo.

Isolineas de concentracion: EnlaFig4.75 se muestra el efecto de esta condicion frontera sobre
los patrones de concentracion donde, al igual que en caso del calor, se favorece la transferencia de
masa, efecto que se torna significativo a u, = 40. Es importante comentar que, a medida que u, se
incrementa los efectos de turbulencia apareceran paulatinamente, por lo que el modelo matematico
se vuelve mas dificil de resolver. En este caso habra que considerar un malleo mas fino (principalmente

en la parte superior del silo) o considerar las ecuaciones gobernantes para régimen turbulento.
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u, =40
Fo=0.1 Fo=0.3 Fo=1.0

Fig.4.74 Isotermas para el caso de velocidad adimensional u, =[10, 40] en la parte superior del silo, para

Ra=50,Le=1yN=0
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Fo=0.1 Fo=0.3 Fo=1.0

Fig. 4.75 Lineas de concentracion constante para el caso de velocidad adimensional u_= [10, 40]en la

parte superior del silo. para Ra =<0 Te=]yN=(
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Resumen:  Los problemas analizados en este capitulo fueron:

L

a
a
d

O o

Conveccion Natural en un Cilindro con Medio Poroso, con Fuente de Calentamiento Central
Conveccion Natural en Cavidades Rectangulares y Cilindricas, que contienen un Medio Poroso
Efecto de la Extensién de Brinkman en la Ley de Darcy

Efecto del Calor de Respiracion sobre la Conveccion Natural en el Almacenamiento de Granos
en Silos

Interfase Fluido-Medio Poroso en una cavidad cuadrada

Conveccién Simultanea de Calor y Masa

La complejidad gradual conque se plantearon los problemas, permiti6 observar el grado de

efecto del nimero de Rayleigh, del aspecto geométrico, de las fuentes de calor y de las diversas

condiciones de frontera, sobre el comportamiento de las lineas de corriente y en los perfiles de temperatura

y de concentracién. Algunos puntos que se consideran importantes fueron:

La conjuncién del niimero de Rayleigh elevados, con condiciones frontera isotérmicas, genera
patrones de flujo bicelulares.

El dominio de validez de la ley de Darcy es para Da < 10™.

En general, el nimero de Nusselt es una funcién directa del nimero de Rayleigh y de la fuente
volumétrica de calory, por el contrario, una funcion inversa del aspecto geométrico y del niimero
de Darcy

Elincremento de la generacion de calor hace que un problema en estado permanente se convierta
en uno de régimen transitorio y que puede generar multiplicidad de soluciones

El modelo de un solo dominio, en el problema de la interfase fluido-medio poroso resultd
adecuado para la solucion de este problema.

Elmétodo de colocacidn ortogonal, junto con los métodos de Newton-Raphson o de relajacion
no lineal, mostro ser una alternativa eficiente para la solucion de problemas de conveccion
natural.

Para el problema de conveccion simultanea de calor y masa, el efecto del numero de Lewis
es poco significativo sobre las isotermas pero, por el contrario, tiene un marcado efecto sobre

las 1solineas de concentracion.
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En este capitulo se desarrollé el método de colocacion ortogonal en tres dimensiones utilizando
polinomios de Jacobi. Con base en la revision bibliografica efectuada y en la entrevista sostenida con
el Dr. John Villadsen (editor de Chemical Engineering Science), quien visitd la UAM-Iztapalapa en
el verano de 1995, se concluyé que, hasta donde se tenia conocimiento, este método no habia sido
desarrollado anteriormente, por lo que se considera como un aporte importante en la investigacion
en métodos numéricos (Villadsen, 1995). Con el algoritmo desarrollado, se ha disefiado un programa
interactivo que permite resolver sistemas de ecuaciones diferenciales parciales del tipo eliptico 3-D
no lineales, que se presentan en el modelamiento de sistemas tales como: Reactores y fermentadores,
transferencia de calor y/o masa en diversas geometrias; mecanica de fluidos, etc. El programa dispone
de las opciones para la captura de las EDP y de sus condiciones de frontera, generacion de los residuos,
solucién de los mismos, generacion de reportes, ajuste a polinomios tridimensionales y exportacion

de las discretizaciones a los lenguajes de alto nivel FORTRAN, BASIC o C.

Por otro lado, también se desarrollé una versién en FORTRAN 90 tanto para plataformas
x86 como para estaciones de trabajo y computadoras de alto desempefio. El programa se aplicd con
éxito tanto en la solucién de problemas tipo como en la solucién del problema de la conveccion natural
3-D en una cavidad rectangular que contiene un medio poroso, el cual tiene una fuente volumétrica

de calor.

5.1  Colocacién Ortogonal en Tres Dimensiones

A continuacién se presentan las expresiones para discretizar derivadas por colocacién ortogonal
en un sistema tridimensional ortogonal. Estos algoritmos se dedujeron a partir de la aplicacion sucesiva
delaCOenel eje X, eje Y y eje Z respectivamente, tomando en cuenta la teoria descrita previamente
en las secciones 3.1 y 3.2 de este trabajo. En este caso, las formulas se dedujeron para problemas

asimétricos para geometria cartesiana, pero, es importante aclarar, que estas expresiones se pueden
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aplicar a problemas con coordenadas cilindricas o esféricas si los modelos matematicos obtenidos

se desarrollan completamente. (Vedse ejemplo en el Anexo G)

EnlaFig. 5.1 se presenta la geometria base para el desarrollo del algoritmo para la solucidén

de sistemas 3-D de EDP no lineales.

TRIPLE COLOCACION ORTOGONAL

Y
(LNY42,NZ+2) (NX+2,NY+2,NZ+2)
’
; 12, )1
(LNY+2,1) OO )
| : 9
A
‘oo
i SR TR EEEEEEE - - b (NX+2,1,NZ+2
4 (1,1,NZ+2) o )
'y -7 L J
p{ » y X
(1,1,1) (NX+2,1,1)
Fig. 5.1 Geometria utilizada para la deduccién del algoritmo para resolver sistemas de EDP

3-D no lineales.
5.1.1 Algoritmos

Las expresiones que aproximan la primeray segunda derivada en problemas en tres dimensiones

son:
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T NX+2

5 pﬁ; AX, T . (5.1)
g—; ) szxj BXiPijw (5-2)
g% - ?;2 AY, T, (53)
% - ?‘:lz BY, T, ,. (5.4)
g - N:X: BZ,T, . (5.6)

Siendo AX, AY, AZ, BX, BY y BZ las matrices de colocacion que aproximaran a la primera
y segunda derivada respectivamente, que se calculan a partir de las raices de los polinomios ortogonales.
La notacion X, Yy Z que le sigue a las literales A y B, indican que, no necesariamente, se hace igual
nimero de puntos de colocacién en las tres coordenadas espaciales. Por otro lado T representa la variable

dependiente evaluada en un nodo en particular.

De la Fig. 5.1 se deduce que para cada variable dependiente, se tienen:

239



Nodos interiores de colocacion = NX*NY*NZ

Condiciones de frontera = 2X(INXFNZANXA*NY+NY*NZ)
Acoplamientos entre fronteras = 4*(NX+NY+NZ)

Aristas = 8

Nodos totales = (NX+2)*(NY+2)*(NZ+2)

Como las ecuaciones de colocacion no discretizan a los acoplamientos entre fronteras ni a
las aristas, se decidi¢ calcularlas a partir del promedio aritmético entre cuatro y tres nodos adyacentes
respectivamente. El conjunto de ecuaciones algebraicas generadas que, normalmente son no lineales,

se resuelven por los métodos de Newton-Raphson o relajacion no lineal.

5.2  Conveccion Natural 3-D en una Cavidad Rectangular
En esta seccion se desarrolla la solucion numérica de la conveccion 3-D en una cavidad rectangular
que contiene un medio poroso, que presenta generacion de calor. En este caso, se evalia el efecto

del niimero de Rayleigh, de la generacion de calor y del aspecto geométrico vertical, sobre las isotermas

y el mimero de Nusselt.

5.2.1 Introduccion

El problema de la conveccion natural 3-D en un sistema cerrado que contiene un medio poroso
ha sido, en los tltimos tiempos, de gran interés, debido a las numerosas aplicaciones que tiene, tales
como: almacenamiento de granos en silos, procesos de secado, reacciones exotérmicas en lechos
empacados, estudios geotérmicos, transferencia de calor en al almacenamiento de desechos nucleares,
entre otras aplicaciones. Debido a esta razén, varios investigadores han analizado los efectos de las
fuerzas de flotacion y la transferencia de calor en medios porosos que presentan generacion de calor,
principalmente para geometrias bidimensionales. Prasad (1987), investigé la conveccion natural 2-D
en una cavidad rectangular con condiciones de frontera simétricas, encontrando que el nimero de
Nusselt se incrementa al aumentar el nimero de Rayleigh y por el contrario, disminuye al aumentar

el aspecto geométrico.
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Prasady Chui (1989) estudiaron la conveccién natural 2D en un cilindro, analizando el efecto
de diversas condiciones de frontera, encontrando un comportamiento similar para el nimero de Nusselt,
al descrito anteriormente. Por otra parte, Singh y Thorpe, (1993) estudiaron la conveccion natural
y el transporte de masa 3-D que se presenta en el almacenamiento de granos en silos. Estos autores
proponen un modelo matematico deducido a partir del Método del Promedio Volumétrico [Carbonell
y Whitaker (1984); Whitaker (1986); Thorpe et al (1991)], aplicandolo al problema de la conveccion
natural simultanea de calor (producido por el calor de respiracion y el gradiente de temperatura) y
masa (para el caso de la difusién y reaccion de un agente fumigante y la migracion de humedad) que
se presenta en el almacenamiento de granos en silos. En este caso, el silo analizado tenia forma de
prisma pentagonal y estaba enfriado isotérmicamente en todas sus superficies, excepto, en el fondo,

el cudl era adiabatico.

Estos autores aplicaron el método del vector-potencial a las ecuaciones gobernantes, las cuales,
posteriormente se discretizaron empleando diferencias finitas centrales en las coordenadas espaciales
y con diferencias finitas hacia adelante para el término transitorio. El sistema de ecuaciones algebraicas
que se obtiene fue resuelto con el método ADI. Singh y Thorpe (1993) observaron la formacién de
regiones calientes en la parte superior del silo, que indican la actividad del calor de respiraciony que,

en un momento dado, deben de enfriarse para favorecer la conservacion del grano.

Con base en lo anterior, el prop6sito del presente trabajo es estudiar numéricamente la conveccion
natural en una cavidad rectangular que contiene un medio poroso, que presenta generacion de calor.
En este problema, las condiciones de frontera se seleccionaron de tal manera que el fenémeno sea
de naturaleza tridimensional (a diferencia de las seleccionadas por Singh y Thorpe (1993), que produjeron
patrones de velocidad 2-D). Estas condiciones frontera se proponen de tal manera que aproximen
en cierta medida, el comportamiento real de un silo. Por otro lado, se desea continuar evaluando el
desempeﬁb del método de colocacion ortogonal en la solucion de problemas 3-D, valorando los algoritmos

desarrollados para esta cuestion.
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5.2.2 Modelo Matematico de la Conveccién Natural en un Medio Poroso

El problema de estudio consistié en una cavidad rectangular de dimensiones LHW, que contiene
un medio poroso, saturado, isétropo, el cual presenta una razon constante de generacion de calor Q,
y se ha considerado que en el fondo de la cavidad esté aislado, mientras que en las paredes situadas
enx =0y z= 0 estdn a una temperatura caliente T,, mientras que en la pared superior y en las paredes

situadas en x =Ly z= W, estan a una temperatura fria T, ( Fig. 5.2).

0=0
*
Y
¢ 0=0
O0=1 | . > < 0=0
/ Pl ¢
0=1 Q A W
>
L X
060
—_— O
oY
Fig. 5.2 Sistema geométrico utilizado con sus condiciones de frontera

La fuente interna de calor, junto con los gradientes de temperatura que s¢ manifiestan en las
fronteras del sistema, inducira el movimiento por conveccion natural del fluido a través del medio

poroso. Las ecuaciones que gobiernan el transporte para un medio bifasico son:

S
SN
s



Continuidad:

V-v =0 (5.7)
Ley de Darcy:
v:—g-[Vp—pg]- (5-8)
1
Energia:
(pc)V-(vT) = KiWT + S . (5.9)

Donde C y K son tensores simétricos de segundo orden, que representan cuantitativamente
la eventual naturaleza anisotropica de la permeabilidad y de la conductividad térmica respectivamente,

tal como ocurre en sistemas biolégicos como la madera o la carne, entre otros ejemplos.

En las expresiones (5.7)a(5.9) las variables son del tipo volumétricamente promediadas, aunque
se ha preferido utilizar la notacion para variables puntuales, tal como se ha hecho en secciones anteriores.
Para obtener el modelo correspondiente al sistema geométrico mostrado en la Fig .5.1, se hicieron

las consideraciones siguientes:

1) Medio efectivo, isotrépico, darciano, con propiedades termodinamicas constantes donde la
viscosidad y la densidad corresponden a la del fluido y la conductividad térmica es la efectiva
del medio poroso. En este caso, el tensor C de la ley de Darcy se transforma en el escalar K
que es el término clsico que representa la permeabilidad del medio poroso. Una situacion
sifnilar se presenta en la ecuacion de energia, donde el tensor de conductividades K se transforma
en la conductividad térmica efectiva k4.

2) Es una cavidad con fronteras rigidas e impermeables y, por lo tanto, no hay deslizamiento.

3) El fluido intersticial es newtoniano, se tiene régimen laminar y el sistema estd en estado estable.
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Con estas restricciones, se procedi6 a la adimensionalizacion de las ecuaciones de gobierno,
seguida de la aplicacion del rotacional a la ecuacion de movimiento para eliminar el término Vp. Por
ultimo, con el empleo del método del Vector-Potencial (Roache, 1972; Mallinson y de Vahl Davis,
1973), se satisface la ecuacion de continuidad. El modelo matematico que se obtiene es:

Yector Potencial:

u=Vxe. (5.10)
Movimiento:
V2p= -Ra(V x 0). (5.11)
Energia:
(Vx@) Vo =V0 +8S. (5.12)

Desarrollando para coordenadas cartesianas, se tiene el siguiente modelo matematico:

Componente X del vector Potencial:

Po, 199 179 Ra 3

= ) 5.13
oX?* Ay?oY* Az?oZ? Az? 9Z ©-13)

componente Y del vector Potencial:

2 al 62
de, 1. Fe, 1 Fe 514

ax?  Ay2or:  Az?oz:

componente Z del vector Potencial:

2 2 o,
o, 199, 1 Fe, ra 99 (5.15)

ax?*  Ay?ort Az’ az? oX
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energia:

o _ 1[0, 1 onJoe . 1[0, 1 99|36
AX  AyHOX  Az29Z|0Y  Az?{dX  Ay2 oY |oZ
0 1 36 1 6

ax*  Ay?or?  Az?oz?

1 99, 1 09,
Ay2 0Y  Az2 9Z

+ S, (5.16)

La condicién de no impermeabilidad en funcién de ¢, implica que para cada condicion frontera,
la derivada normal del componente normal es cero, mientras que los componentes tangenciales son
cero, tal como lo describen Hirasaki y Hellums (1968), (1970) y Aziz y Hellums (1985), cuando no

existe deslizamiento. Por lo tanto:

X=0yX=1 09 JoX=0 ¢,=0 ¢@,=0, (5.17a,b)
Y=0yY=1 ¢, =0 09 /oY=0 ¢,=0, (5.17¢,d)
Z=0yZ=1 ¢, =0 ¢,=0 d¢,/0Z = 0. (5.17e,9)

Las condiciones de frontera para la temperatura fueron:

@X=0 0=1 @X =1 0=0, (5.18a)
@Y =0 30/0Y =0 @Y=1 0=0, (5.18b)
@Z=0 0=1 @Z=1 0=, (5.18¢)
en donde:

Ay = Aspecto geométrico = H/L

Az = Aspecto geométrico = W/L

Da = Numero de Darcy = K/L?

Ra = Nimero de Rayleigh = gBHL?AT/ov

So = Generacion de calor = QoLY/kAT

T1 = Temperatura caliente

To= Temberatura fria

u = Velocidad adimensional

0 = Temperatura adimensional=(T-To)/(T1-To)

¢ = Vector potencial
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5.2.3 Colocacion Ortogonal en Tres Dimensiones

Las ecuaciones (5.13) a (5.18) se discretizaron por medio de la técnica de colocacion ortogonal
en 3-D, utilizando las expresiones para calcular las matrices A y B descritas en la secciéon 5.1. El
sistema de ecuaciones algebraicas no lineales que se genera, fue resuelto usando el método de Relajacién

no Lineal (Vemuri, 1981)

Las simulaciones numéricas se hicieron utilizando el codigo ELI-COL3, el cual se desarrollod
durante la realizacién del presente trabajo . Las corridas se hicieron para nimeros de Rayleigh para
medio poroso (Ra) de 10, 100 y 500; para valores de la fuente adimensional de calor (S,) de 100,500
y 1000 y para aspectos geométricos Ay de 0.5, 1 y 2, manteniendo constante el aspecto geométrico
Az conun valor de 1. Las ecuaciones discretizadas se resolvieron con relajacion no lineal, utilizando
un vector de aproximacién inicial X =0, 0, 0]'y un criterio de convergencia de 107 para cada ecuacion.
De los resultados de las corridas, se obtuvieron las graficas de lineas de flujo y de las isotermas y el
numero de Nusselt. Las simulaciones se hicieron en una computadora personal con procesador Pentium™®

a 133 MHz, 48 Mb de memoria RAM y compilador MS FORTRAN PowerStation V. 4.0.

5.2.4 Resultados y Discusion

EnlaTabla 5.1 se muestran algunas de las corridas efectuadas. Los puntos interiores de colocacion
seleccionados fueron desde 11x11x11 para valores bajos del niimero de Rayleigh y de S , hasta 15x15x15
para valores mas altos de Ray S, en funcidén de los resultados de corridas preliminares, ya que al
aumentar Ra o S, se incrementa el efecto de las fuerzas de flotacién y, por consiguiente, aumenta
la distorsidn de las isotermas en las fronteras y por lo tanto, la inestabilidad numérica. Debido a que
se utilizo polinomios de Legendre, lamalla generada concentra sus nodos en las fronteras, que es donde
se espera que se presenten cambios abruptos en los perfiles de temperatura, por lo que se garantiza
una buena precision del método de colocacion ortogonal en comparacion con otros métodos como

el de diferencias finitas.

Como es de esperarse, los perfiles de temperatura son afectados con el incremento de las fuerzas

de flotacién (Representadas por el numero de Rayleigh Ray la generacion de calor adimensional S, ).
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A valores bajos de Ra (<10), las isotermas presentan poca distorsion, es decir, que el transporte
conductivo es el fendémeno dominante. Por el contrario, a valores altos de Ra (>10), el efecto convectivo

comienza a manifestarse, por lo que las isotermas presentan distorsion.

Tabla 5.1 Corridas efectuadas con el tiempo de CPU obtenido

10 0] 1 11x11x11 0.5 3161 4708
101 100 | 1 [1x11x11 0.5 3136 4671
10} 500 1 11x11x11 0.5 2732 4069
1011000 | 1 15x15x15 0.5 5035 29997
100 0] 1 11x11x11 0.5 3253 4992
100 ] 100 | 1 1x11x11 0.5 2993 4611
500 0 1 15x15x15 0.3 9755 58202
100 | 100 | 1 15x15x15 0.1 4385 26195
100 | 100 | 2 15x15x15 0.1 37530 229815

En la Fig. 5.3 se muestra el efecto de la tasa de generacion de calor S, sobre las isotermas,
aRaconstante e igual a 10. Cuando S, =0, las isotermas presentan Ginicamente el efecto de las fuerzas
de flotacion originadas de la diferencia de temperaturas en las paredes de la cavidad. Cuando S, >
0, se empieza a formar un nicleo caliente que se va desplazando hacia la parte superior de la cavidad,
amedida que se incrementa el valor de S,. Este desplazamiento es producido por el efecto combinado
de S,y Ra. Un efecto similar es observado en la Fig. 5.4 para Ra= 100, aunque en este caso, el nucleo
caliente esta mas cercano a la pared en X = 0. Un comportamiento similar fue observado por Singh
y Thorpe (1993), independientemente de que esto autores hayan empleado condiciones frontera diferentes,
lo que indica que la fuente volumétrica de calor es la principal productora de fuerzas de flotacion para

estos casos.
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En la Fig .5.5 se muestran las lineas de potencial ¢, y @, en el plano ZY a X= 0.5, para Ra
=100y S, =200 que, aunque presentan dificultad para su interpretacidn fisica, los campos irregulares
que se forman, indican que el flujo es tridimensional, ademas de que se presenta comportamiento bicelular
lo que indica un elevado efecto convectivo combinado (del gradiente de temperaturas y de la generacion

volumétrica de calor)

EnlaFig. 5.6 se ilustra el efecto de la variacion del aspecto geométrico Ay sobre los perfiles
de temperaturaa Ra= 100, S, =100y Az=1. Para Ay < 1.0 se favorece la formacién de dos nucleos
calientes, mientras que a Ay > 1.0, solo se forma un nticleo que se va haciendo simétrico a medida

que Ay aumenta. Ademads, al aumentar Ay, disminuye 6__,, debido a la mayor transferencia de calor

max>

que existe hacia el entorno, ya que el area de transferencia es mayor.

En la Fig. 5.7 se muestran las isotermas en diferentes planos para Ra= 100, S, = 100 y Ay
= 1, donde se infiere que en la cavidad se forman tres nicleos calientes, que se ubican cerca de las
fronteras donde 8 = 1. Esto se debe a que en estas regiones, es menor la transferencia de calor ya que

el gradiente de temperaturas €s menor.

Transferencia global de calor

Para definir el nimero de Nusselt y debido al problema de establecer una diferencia de temperaturas
para calcular el calor transferido, se opté por utilizar la diferencia entre la temperatura promedio T, .4
en la cavidad y la temperatura T,. Entonces, a partir de un balance global de energia, se calcula el

numero de Nusselt promedio, el que esta definido por:

oX
(5.19)

30 I ;oo
S, - {[v‘” dYdzZ - {{5\20 dxdy
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Los valores de 0, 0.4 y Nu,, para las corridas de la Tabla 5.1, se presentan en la Tabla
5.2. Enesta Tabla también se reporta el % de error en el balance global de energia. Los valores que
se obtienen ratifican que el nimero de puntos de colocacién es adecuado. Un analisis de sensibilidad

al malleo se muestra al final de esta seccion

Tabla 5.2 Nuamero de Nusselt promedio y el % de error en el balance de energia

10 0101 100 0.40 9.27 0.07
10| 100 1.0 579 2.66 9.56 2.38
10 ] 500 1.0]16.18 8.05 | 14.66 2.26

10 1 1000 [ 1.0 { 26.75 | 1297 | 17.85 1.40
100 0(1.0{ 1.00 037 | 12.26 0.12
100 | 100 |1.0| 298 1.65| 1731 1.16
500 011.0] 1.00 037 ] 2242 1.14
100 | 10005 2.02 1.16 | 22.08 0.35

{100 | 100]2.0] 4.74 229 | 13.28 1.32

Por otra parte, los valores de 6, 0,..s ¥ Nu,, se presentan en la Tabla 5.2, donde se observa

max>
que Nu,, aumenta cuando se incrementa Rao S, o cuando disminuye Ay, lo que es consecuencia
natural de lo discutido en las secciones anteriores. Un comportamiento similar fue reportado por Prasad
(1987) y Prasad y Chui (1989) para conveccion bidimensional. Con fines de cuantificar las relaciones

anteriores, se utilizo la técnica de minimos cuadrados para obtener la correlacion siguiente:

Nu,, = 0.69606 Ra’*%* (164.5 + 8 )038497 Ay 036678 (5.20)

cuyo rango de validez es: 10<Ra<500, 0.5<Ay<2.0 y 10<So<1000.
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Empleando los valores de Ra, S| y Ay reportados en la Tabla 5.1, se obtiene un error maximo
de 14 % y un error promedio de 4.6 %. Para valorar la utilidad de la correlacion anterior, se hicieron
dos calculos del Nu,, con valores de Ra, S, y Ay de los cuales, no se habian hecho corridas. Posteriormente,
con fines de comparacién, se efectuaron las correspondientes simulaciones numéricas. Los resultados

se reportan en la Tabla 5.3

Tabla 5.3 Error obtenido entre el Nu,, estimado por la ecuacién (5.32) y el Nu,, calculado

numeéricamente

50 155 0.8 16.197 15.857 2.03
605 0 1.5 18.573 17.715 4.84

En la tabla anterior se observa la buena prediccion del nimero de Nusselt ya que, inclusive,
estima con error minimo, el valor correspondiente a Ra= 605, lo que indica que se sigue manteniendo

el comportamiento bicelular inferido en el analisis de la Fig. 5.5.

Efecto del malleo sobre la precision del Método de Colocacion Ortogonal

Para valorar la precision del método de colocacion ortogonal en tres dimensiones, se repitieron
algunas corridas con diferentes malleos con diferencias finitas centrales de segundo orden (Codigo
ELIFIN3). Las ecuaciones discretizadas se resolvieron por Relajacion no lineal con X° =[0,0,0,0],
conun factor de relajacién igual a0.5y unatoleranciade 10°. Enla Tabla 5.4 se ilustran los resultados
para la corrida a Ra= 500, S, =1 y A =1. Las corridas se hicieron en una computadora Pentium II a

300 MHz, con el compilador Visual FORTRAN v 5.0 y con el sistema operativo Windows 98™%.
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Tabla 5.4 % de error en el balance global de energia para diferentes tamafios de malla, para Ra

=500,8,=0y A =1

Malleo® Iteraciones Tiempo de CPU (s) - % Error
15x15x15 DF 1615 572 6,76
31x31x31 DF 7162 23291 4,05
41x41x41 DF 12574 100889 3,7
61x61x61 DF 34156 1592353 0,89
15x15x15 CO 9755 4893 1,14

DF = Diferencias Finitas, CO = Colocacion Ortogonal.

Como se observa en la Tabla 5.4, se vuelve a ratificar la precision del método de colocacion
ortogonal con respecto al método de diferencias finitas ya que con pocos puntos de colocacion, se
obtiene un % de error de 1.14, para la cual, con diferencias finitas, es necesario efectuar un malleo
de 61x61x61 (1,000,088 ecuaciones) para obtener un error similar. Ademas, es importante mencionar
que los tiempos de CPU empleados para resolver el problema con diferencias finitas son considerablemente
mayores, por lo que se concluye que el método de colocacion ortogonal es una técnica eficiente para

resolver sistemas de EDP 3-D no lineales.

Visualizacién 3-D

Con fines de apreciar mas claramente el comportamiento tridimensional de los patrones de
temperatura, se tomaron los resultados de la corrida para Ra= 10, S,= 100 y A = 1 y se construyeron
las figuras 5.8 a 5.10. En dichas figuras se pueden apreciar diferentes perspectivas de la distribucion
espacial de la temperatura, donde se observa la formacién de un ntcleo caliente (0=5) en la parte superior
de la cavidad, originado por la generacion volumétrica de calor. Este ntcleo esta rodeado por una
region un poco menos caliente (0= 4.5) que llega hasta la parte inferior de la cavidad. Si el material
poroso fuese grano almacenado en un silo, habria que esperar que se presentasen problemas de deterioro
del grano en toda esta zona, por lo que el modelamiento matematico y la solucién del problema, permite
predecir este comportamiento en el silo, para lo cual se tomarian las medidas adecuadas y eficientes

paraevitarlo o disminuirlo, tales como la aireacién del grano, rangos de temperatura ambiental segura
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o movimiento periddico del grano. Con lo anterior se desea denotar la importancia del modelamiento
matematico en la prediccion del comportamiento de un sistema que esté sujeto a determinadas condiciones

de entorno, con el fin de controlar adecuadamente su operacion.

En la Fig. 5.11 se muestra los planos XY, XZ y YZ en el punto central de la cavidad, para el
casodeRa=100,S, =100, Ay=1y Az=1, lo que permite una mejor apreciacion del comportamiento
de la Fig. 5.7, ya que muestra claramente la formacién de una region caliente en la parte superior de

la cavidad, cuya ubicacion estd determinada por la intensidad de las fuerzas de flotacion.

Por ultimo, es importante mencionar que el problema de la dinamica de la conveccion natural
de calory masa 3-D enunsilo cilindrico no ha sido resuelto en su forma completa hasta hoy. Ademas,
es importante destacar que se requiere de validacién experimental de los modelos que se obtengan,
para lo cual se ha construido un silo piloto para pruebas de secado y almacenamiento de 20-150 kg
de grano (Magafia-Ramirez ef al, 1996), con el cual ya se han hecho algunas pruebas piloto, cuyos

resultados se reportaran posteriormente en otra tesis doctoral, la cual se esta realizando actualmente.
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Fig. 5.3 | Isotermas en el plano X = 0.5, donde se muestra el efecto de la generacion de calor

aRa=10,a)S,=0,b)S,=100,¢) S, =500,d) S, = 1000
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Fig. 5.4 Isotermas en el plano X = 0.5 para Ra = 100: a)S,=0,b)S, =100
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Fig. 5.5 i j i = = =
g Lineas de flujo potencial en el plano X = 0.5 para Ra =100y S, = 100 para a) ¢,, b) ¢
. o X9 y
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Y
Z
b)
Fig. 5.6 Efecto del aspecto geométrico para Ra=100y S, =100 en el plano X = 0.5 sobre

las isotermas, para diversos valores de Ay: a) 0.5, b) 1.0, ¢) 2.0 (Para Az = 1)
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Fig. 5.7 Isotermas a Ra =100, S, = 100, Ay = 1 y Az = 1 para a)Plano X = 0.5, b) Plano Y =
0.5,¢)Plano Z =0.5
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Fig. 5.8 Perspectivas de isotermas en el plano Y-Z a X = 0.125, 0.250, 0.375, 0.500, 0.625,
0.750 y 0.875 paraRa=10,So =100y Ay = 1
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Fig. 5.9 Plano oblicuo de isotermas para Ra =10, So =100, Ay=1y Az=1

259






Temperatura
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Opaque from 4.94505 to 5.19572

Fig. 5.10 Iso-superficie que representa la region entre 4.945 < 0 < 5.196 de temperatura

adimensional para Ra=10, So =100, Ay=1yAz=1
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Fig. 5.11 Interseccion de planos XY, XZ y YZ en el punto central de la cavidad, para Ra = 100,
S, =100, Ay=1y Az=1
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En la presente tesis doctoral se han estudiado numéricamente los fendmenos de transferencia
de momentum calor y masa en cavidades que contienen un medio poroso, donde se analizaron los
efectos del niumero de Rayleigh, del aspecto geométrico, del nimero de Darcy y de la fuente volumétrica
de calor sobre las lineas de corriente, las isotermas y el nimero de Nusselt, entre otros efectos. Para
realizar lo anterior, se desarrollaron una serie de c6digos computacionales (Vease Anexo B), utilizando

principalmente el método de colocacion ortogonal con polinomios de Jacobi.

Aunque la conveccion natural en cavidades es un fendmeno inherentemente tridimensional,
resulta claro que, en una primera etapa, se efectuaron una serie de problemas, donde, en funcién de
las restricciones impuestas, se model6 desde un punto de vista bidimensional, con el fin de reducir
la complejidad del analisis y evaluar el efecto de los parametros que afectan la conveccion natural.
Posteriormente, se planted y resolvio el problema de la cavidad rectangular con condiciones frontera
que aseguran que se va a presentar conveccion tridimensional. La secuencia de incremento gradual
de la complejidad de los problemas que se siguio en el presente trabajo, permitié establecer las bases
para la proposicion futura de problemas atin mas complejos y que reflejan en gran medida el modelamiento

de situaciones reales.

Las conclusiones obtenidas para cada seccién de los capitulos I, IV y V, son las siguientes:

Seccion 3.1: Métodos de Residuos Ponderados y Colocacion Ortogonal en una Dimension

En los problemas en que se utilizaron los programas RESIDUO y LEGENDRE se valor? la
eficiencia de los mismos, en funcion de la forma sencilla de la entrada de datos, rapidez de procesamiento
y de lavisualizacion de resultados, observandose una buena concordancia con las soluciones analiticas
de los ejemplos que se realizaron, por lo que se considera que dichos programas son un valioso auxiliar
en la solucién de problemas de ingenieria. Estos programas fueron los codigos base para desarrollar
los programas para la solucion numérica de sistemas de EDP no lineales, tanto elipticas como parabolicas

y en una, dos y tres dimensiones.
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Seccion 3.2: Colocacidn Ortogonal 2-D para EDP Elipticas no Lineales

En los ejemplos en que se aplico el programa ELI-COL, se evalud la eficiencia del mismo
en funcién de la forma interactiva de la entrada de datos, de la rapidez de procesamiento y de la visualiza-
cién de resultados, observandose una buena concordancia con las soluciones reportadas de los ejemplos
que se analizaron (vedse Anexo G), por lo que se considera que ELI-COL es un valioso auxiliar en

la solucion de problemas de ingenieria.

Seccion 3.3:  Colocacion Ortogonal 2-D para resolver EDP Parabdlicas no Lineales

En los problemas en que se aplico el programa PAR-COL2, se evalud la eficiencia del mismo
en funcion de la forma sencilla de la entrada de datos, de larapidez de procesamiento y de la visualizacion
de resultados, observdndose una buena concordancia con las soluciones reportadas de los ejemplos
que se analizaron. Por lo anterior, se considera que PAR-COL2 tiene potencial como un valioso auxiliar
en la solucion de problemas de ingenieria. Ademas, el algoritmo propuesto para la determinacién del
tamafio de etapa de integracion resultaron confiables, por lo que se han incorporado en todos los programas

que resuelven EDP parabélicas.

Seccion 3.4: Colocacion Ortogonal en Elemento Finitos 2-D pararesolver EDP Elipticas no Lineales

En los problemas en que se aplicé el programa COL-FIN2, se evalué la eficiencia del mismo
en funcidn de la forma sencilla de la entrada de datos, de la rapidez de procesamiento y de la visualizacion
de resultados, observandose una buena concordancia con las soluciones reportadas de los ejemplos
que se analizaron. Por lo anterior, se considera que COL-FIN2 es una herramienta robusta en la solucién
de problemas de ingenieria que presentan cambios abruptos en las pendientes de las variables dependientes,

en regiones bien definidas, ya que permite utilizar pocos puntos, distribuyéndolos segin se requiera.

Esto es especialmente importante en problemas de conveccidn natural con valores elevados
de Ra, ya que de lo contrario, se tendria que utilizar un gran nimero de puntos de colocacion, con
los consiguientes problemas asociados al empleo de polinomios de grado elevado (mas de 35 puntos
de colocacién en promedio). Por ofra parte, se esta trabajando en el desarrollo de un programa (COL-

FIN3), que resolvera problemas tridimensionales en estado estable, utilizando triple colocacion ortogonal

264



en elemento finito. Es importante resaltar que el desarrollo de cddigos con enfoque general es una
necesidad presente y futura que, sin duda, contribuira a resolver problemas cada vez mas complejos

que, cada vez, se presentan con mayor frecuencia en el desarrollo de procesos.

Seccion 4.1: Conveccidn Natural en un Cilindro con Medio Poroso, con Fuente de Calentamiento
Central (Cilindros Concéntricos)

El' método de doble colocacién ortogonal fue empleado para estudiar la conveccion en estado
estable en un medio poroso contenido entre cilindros concéntricos verticales. EI método numérico
utilizado en este estudio provee una precision similar comparado con los de diferencias finitas. Sin
embargo, el segundo método requiere cerca de tres veces la misma cantidad de puntos que aquellos
requeridos por el método de colocacion. Por otro lado, existe una region para los valores de los parametros

Ra[l, 100], 6[0.1, 1] y A [1, 10] donde el flujo multicelular se manifiesta.

Seccion 4.2: Conveccion Natural en Cavidades Rectangulares y Cilindricas, que contienen un Medio
Poroso

El método de colocacién ortogonal resultd una excelente alternativa para resolver problemas
de conveccion natural en cavidades que conﬁenen un medio poroso, donde las diferentes condiciones
de fronteray los valores de Ray del aspecto geométrico, hacen que las lineas de corriente y los perfiles
de temperatura presenten cambios abruptos, ya que el dominio de la discretizacion se establece de
frontera a frontera, permitiendo, a igual niimero de nodos, una mayor precision el los resultados del
modelamiento, tal como se observa en los errores relativos del balance de energia. Sin embargo a valores
elevados del niimero de Rayleigh (Ra>6000), se requieren tamafios de red del orden de 27x27 o0 mas,
lo cual hace que la cantidad de operaciones sea significativamente mayor que en el método de diferencias
finitas. Esto podré superarse con la aplicacion de colocacion ortogonal en elemento finito con malleo

variable. ‘

Seccion 4.3: Efecto de la Extension de Brinkman en la Ley de Darcy
En esta seccion se hizo el estudio numérico de la conveccién natural en un cilindro que contiene

un medio poroso, isétropo, con generacion interna de calor; donde se ha considerado el uso de la extension
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de Brinkman a la ley de Darcy. La incorporacion de este término a la ley de Darcy permite el analisis
de flujo en medios porosos cuando la matriz sélida esta espaciada (valores altos de Da), pudiéndose
valorar los efectos viscosos que se manifiestan en las interfases sélido-fluido. Ademas, permite sustentar
de manera matematica, la existencia de condiciones de no deslizamiento en paredes rigidas e
impermeables, que constituyen la mayoria de las condiciones de frontera de problemas de aplicacion

practica.

El efecto del namero de Darcy es significativo a valores de 10" a 10, siendo despreciable
a valores mas pequeiios, lo que indica que la ley de Darcy es valida en este rango para este sistema
geométrico al igual de otros que han sido reportados en la literatura. En el caso I, el nimero de Nusselt
aumenta al disminuir Da, llegando a un valor limite que comienzaen Da=10* y en el caso I se presenta
una situacién similar, pero la magnitud de Nu es mayor. Por otra parte, a valores de Da del orden de
102 hacen que el flujo sea unicelular, mientras que a valores mas bajos, aparecen flujos bicelulares.
A Ra=2050paraDa =10y A =1 comienza la aparicién de flujo bicelular y a medida que Da aumenta,

también aumenta el Ra critico para la aparicién de la segunda célula de recirculacion.

En resumen, se ratifica para este problema en particular, se presenta una regioén con efectos
viscosos a Da> 10, mientras que a valores del nimero de Darcy mas bajos, el comportamiento del
flujo es cada vez mas cercano al de la ley de Darcy, tal como ha sido reportado para otros problemas
(Lauriat y Prasad, 1987). Esta frontera es, en términos generales, independiente de los valores particulares

de Ray A.

Por otra parte, se han propuesto correlaciones para estimar Nu en funciéon de Ra, A y Dapara
los dos casos analizados, las que serviran para evaluar cuantitativamente la transferencia de calor en
un problema en particular. Sin embargo, se requieren de datos experimentales para verificar las lineas

de corriente e isotermas reportados y la validez de las correlaciones antes mencionadas.

Seccién 4.4: Efecto del Calor de Respiracion sobre la Conveccién Natural en el Almacenamiento

de Granos en Silos
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El estudio numérico de la conveccién natural en un silo de tamafio comercial, que contiene
sorgo, el cual se almacena en unrango de humedades entre 12 y 16 %, proporciona las lineas de corriente
y las isotermas, lo que permite conocer la localizacion de regiones de estancamiento y de nicleos calientes,
donde cabria esperar un posible deterioro del grano por accion de los insectos y/o de los hongos. Con
base a estos modelos, es posible efectuar un andlisis de sensibilidad, variando condiciones de frontera
y aspectos geométricos, con el fin de determinar, las condiciones idoneas para el almacenamiento

del grano

Se observa que la transferencia de calor aumenta de manera asintdtica, al aumentar el valor
de S,, aunque en el Caso I, primero disminuye hasta un valor critico y luego comienza a aumentar
con un comportamiento analogo al del Caso II, debido a que parte del calor de respiracion, se disipa
en energia cinética. Habrd que validar esta aseveracion, cuando en el modelo se incluya el efecto de

la humedad y del calor latente de vaporizacion de la misma.

Con los resultados de este trabajo, se espera abordar el problema de la conveccion natural
tridimensional que se presenta en el almacenamiento de granos, los cuales producen calor por respiracion
y estan sometidos a gradientes de temperétura ambiental, considerando el efecto del transporte de

humedad.

Seccion 4.5: Problema de la Interfase Fluido-medio Poroso

Elmétodo del pardmetro binario es una buena alternativa para resolver el problema de la cavidad
con interfase fluido-medio poroso, ya que solo es necesario resolver 3 EDP en vez de 5 0 6 que se
requieren resolver con el método de dos dominios, con el consiguiente ahorro computacional, por
lo que se podria utilizar para resolver problemas mas complejos (e.g. conveccién natural 3-D en un
silo cilindrico con interfase fluido-medio poroso), por lo que la siguiente etapa de estudio sera la solucion
numéricé del problema de conveccion natural de calor y masa que se presenta en el almacenamiento
de granos, ya que con la aplicacion de modelos de transporte, se podra contribuir con una alternativa
sustentada en principios de la ingenieria que podra utilizarse como punto de partida para el disefio

termodinamico de silos y al establecimiento de las condiciones Optimas de almacenamiento del grano.
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Por otra parte, es importante mencionar que, en iguales condiciones, el método de colocacion
ortogonal tiene mayor precision que el de diferencias finitas, ya que la discretizacion se hace entodo
el dominio, por lo que lo convierte en una técnica eficiente para la solucidon de ecuaciones diferenciales

parciales.

El niimero de Nusselt presenta una dependencia compleja de las variables Ra, S, Da y Yp,
debido a la aparicion en algunos casos, de flujos bicelulares, siendo mas significativos, los efectos
de S,, Ray luego de la posicion de la interfase Yp, por lo que se requieren realizar mas simulaciones

numéricas que se deben validar mediante experimentacion.

Seccién 4.6: Conveccion con Transferencia Simultanea de Calor y Masa

En este problema se concluye que el efecto de larazon de fuerzas de flotacién N es despreciable
sobre las lineas de corriente y las isotermas. En el caso de las isolineas de concentracion, se incrementa
latransferencia de masa, aunque cabe mencionar que el efecto de flotacion producido por la temperatura
es el dominante, ya que existe generacion volumétrica de calor, lo que eleva el orden de magnitud

de este efecto.

La solucion de este problema, aunque un tanto hipotético en sus condiciones de frontera, dara
la pauta para la solucion del problema de conveccién natural de calor y masa en un silo, el cual tiene

otras implicaciones que se mencionan mas adelante.

Seccion 5.1:  Colocacion Ortogonal en Tres Dimensiones

El método de colocacion ortogonal en tres dimensiones que se propone en esta disertacion,
resultd adecuado para la solucion de problemas que originan sistemas de ecuaciones EDP elipticas
3-D no lineales, tal como lo muestran los ejemplos resueltos (vease el Anexo G), ya que se observo
una buena concordancia con las soluciones reportadas de los problemas que se analizaron, por lo que
se considera que el c6digo ELI-COL3 sera un valioso auxiliar enla solucion de problemas cientificos
y de ingenieria, ya que facilitara la solucion de sistemas complejos de EDP 3-D, tales como: Solucién

de las ecuaciones de Navier-Stokes, problema de conveccion simultanea de calor y masa en el
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almacenamiento de granos, disefio de reactores cataliticos, etc. El método de colocacion ortogonal,
al igual que en los problemas 1-D y 2-D, requiri6 de una tercera parte del malleo requerido por la
discretizacion por diferencias finitas (Codigo ELI-FIN3), para obtener una precisién similar en los

resultados numéricos.

Seccion 5.2: Conveccidn Natural 3-D en una Cavidad Rectangular

El método de triple colocacion ortogonal resulta eficiente para la simulacidén de conveccion
natural 3-D, en medio poroso, ya que con, relativamente, pocos puntos, es posible resolver este tipo
de problemas, a diferencia de otras técnicas como Diferencias Finitas. Asimismo, el método del vector-
potencial resultd adecuado para la solucion de este problema. Por otro lado, se debe destacar la importancia
de los programas de visualizacion 3-D, ya que permiten observar una perspectiva espacial del

comportamiento del sistema.

A Ra>500 la convergencia se hace dificil, por lo que se requieren mas puntos de CO y, por
lo tanto, mayor tiempo de CPU. Si Ay <> | se aumenta la dificultad de convergencia del modelo

matematico, debido al efecto combinado de la altura, la generacion de calor y del numero de Rayleigh.

Es importante mencionar que el analisis a mimeros de Ra> de 1000, se requiere una computadora
de alto desempefio, ya que es necesario efectuar malleos del orden de 30 puntos por direccion espacial,
lo que generaria un sistema de 131,072 ecuaciones no lineales, que se resolverian por relajacién no
lineal. Para realizar este trabajo se ha obtenido una cuenta para la utilizacion de la Supercomputadora
CRAY Origin 2000, perteneciente a la Universidad Nacional Auténoma de México. En esta computadora

seresolveran este tipo de problemas, para lo cual ya se estan paralelizando los programas desarrollados.

Ademas, se resolvieron otros problemas de conveccion natural y/ forzada que ya no se incluyeron
por brevedad, tales como la conveccion mixta en una cavidad (Iwatsu er al, 1993); la generacion de
patrones tipo pico en perfiles de temperatura (Buoyancy plumes) por efecto de fuentes puntuales de

calor en la parte inferior de la cavidad; transferencia de calor por conveccion forzada en un horno
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de alfareria tradicional, entre otros. En todos estos problemas, el método de colocacion ortogonal resultd

ser un algoritmo eficiente y confiable.

Aspectos Numéricos:

Enel aspecto de la solucién numérica de EDP no lineales se concluye que el método de Newton-
Raphson con Factorizacion LU es el més adecuado para resolver problemas de conveccién natural
connumeros de Rayleigh elevados, ya que son de convergencia muy dificil, y generalmente, con otros
métodos como el de Relajacion no lineal, se requeririan factores de relajacién del orden de 10

ocasionando que el tiempo de CPU se incremente.

El principal problema del uso del método de Newton es su elevado consumo de memoria RAM
y/o virtual de la computadora, ya que un sistema de 3000 ecuaciones no lineales, consume 64 Mb
de RAM. Para solventar esta situacion, se desarrollé el Codigo NEWCOL2R, que resuelve sistemas
de EDP elipticas no lineales, que tiene las mismas caracteristicas que ELI-COL, con la diferencia de
que no es necesario almacenar el Jacobiano del método de Newton-Raphson. Evidentemente, esta
alternativa consume mas tiempo de CPU, pero es adecuada para utilizarse en computadoras de alto
desemperfio (CRAY). Se debe hacer mas investigacion (Una tesis de maestria) para perfeccionar este

algoritmo.

Por otro lado, también se valoraron las siguientes alternativas para la solucién de sistemas

de EDP no lineales:

a) Se desarrollaron dos programas para discretizar EDP con colocacién ortogonal y solucién por
el método ADI (Cédigos ELICOLADIy ELIFINADI). Los resultados obtenidos fueron buenos
para sistemas lineales, pero presentan problemas de convergencia cuando las EDP son no lineales,

por lo que se requiere de mayor investigacidn para descubrir la causa de este problema.

b) Algunos de los codigos desarrollados se rearreglaron para aplicar un método iterativo secuencial

utilizado por algunos autores (Patankar, 1980). En este caso, para un problema con n EDP,
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se supone conocida una variable dependiente y se calculan las n-1 variables por los métodos
ya descritos anteriormente, formando un proceso de recélculo de la variable supuesta hasta
que se cumpla un criterio de convergencia. Por ejemplo, para el problema de la conveccién

natural de aire en una cavidad cuadrada descrito en el Anexo D, se obtienen los siguientes

resultados:

1) St se fija y y sc calcula @ y lucgo 0, cl problema converge
2) Si se fija 0y se calcula vy y luego w, el problema converge
3) Si se fija  y se calcula y y luego 8, el problema diverge.

Esta forma de resolver los problemas, disminuye la memoria RAM requerida, pero el proceso
se hace mas lento. Es posible que existan otras formas de rearreglo para formar métodos iterativos
secuenciales, pero ya no se abordaron debido a que los programas pierden su generalidad, premisa
que se fijé de antemano al desarrollar los programas. Se entiende que un c6digo computacional
es general si las EDP que se alimentan al mismo no requieren de rearreglos algebraicos y/o
linealizaciones y que sean alimentadas como subrutina, por lo que el c6digo principal se mantiene

inalterable.

c) Con respecto al método del Falso Transiente (Mallinson y de Vahl Davis, 1973), se hizo un
andlisis del efecto de los factores de escala en el problema de la conveccién natural de aire
en una cavidad cuadrada, obteniendo que los factores de escala mas idéneos son: o, = 0, = 0,
=3.0. También, en este caso se requiere un estudio numérico mas detallado en diversos problemas

para obtener conclusiones mas generales.

Ademas, existen dos desafios interesantes que son el desarrollo del Método de Colocacion
- Ortogonal en Elemento Finito en 3-D, tanto para EDP elipticas como para parabdlicas y la incorporacién
del Método de Elemento Finito (Galerkin o polinomios de Lagrange) en los codigos desarrollados,
manteniendo sus caracteristicas de generalidad. Por otro lado resulta interesante explorar las capacidades

del Método de Volumen de Control (Patankar, 1980) para adecuarlo a c6digos generales.
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6.1 Recomendaciones

Con losresultados de este trabajo se recomienda abordar el problema de la conveccién simultanea
3-D de calor y masa en el almacenamiento de granos en silos. Este problema, que no es trivial, presenta
las siguientes caracteristicas, que definiran las ecuaciones del modelo junto con sus condiciones iniciales

y de frontera.

El sistema geométrico es un silo cilindrico de radio R, que contiene un medio poroso (grano),
hastaunaalturaL y un espacio libre h en la parte superior del mismo. Se desea predecir las distribuciones
de velocidad, temperatura y concentracion de humedad y/o de agentes fumigantes, tanto en el medio

poroso como en el espacio libre superior del silo, bajo las siguientes premisas.

a) Los gradientes de temperatura que se forman en las paredes del silo, originan transporte de
calor por conveccion natural, que a su vez, producird el movimiento del aire en ambas regiones
y, por lo tanto, también inducird el transporte de masa. En este fendmeno se debe considerar
el aspecto tridimensional y transiente ademés de incluir el efecto del calor de respiracién del
grano. La generacion de calor dependerd del contenido de humedad, del tiempo de cosechado
del grano y de la temperatura (Mohsenin, 1980), por lo que se deberdn efectuar experimentacion
in vitro para el desarrollo de modelos de Q,=f (X, T, t), donde X es la humedad del grano

(base seca).

b) El aire es un fluido newtoniano, con propiedades de gas ideal y el régimen es laminar en la
regién porosa y turbulento en el espacio libre superior (Ra, del orden de 10 '° -10 %) . En
una primera fase, se podria resolver el problema como si el silo estuviera completamente lleno
con grano. Posteriormente, se abordaria con el espacio libre superior cuyas ecuaciones gobernantes

serian para régimen turbulento (p.e. modelo €-k)

c) Las propiedades termodinamicas del aire que se requieren incluir en el modelo, son:
Calor especifico: Cp=1(D)
Viscosidad: u =1(T)
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d)

g)

Conductividad térmica k =1(T)

Difusividad D =£T)
Densidad: p =1(T, p)
Presion de vapor: P, =1(T)

El medio poroso se considera isotropico y se deben de conocer las siguientes propiedades:

Porosidad: €
Permeabilidad: K
Conductividad térmica efectiva K.=fX,T)
Difusividad efectiva: Dgs=1X,T)
Viscosidad efectiva: Uegr = £(T)

Paralaresolucidn de las ecuaciones de transporte, se considerard en principio la aproximacion
de Boussinesq. Posteriormente, cuando se tenga un esquema numérico bien definido del problema,
se intentard resolver el sistema de EDP considerando la densidad variable. Para esto, es necesario
incluir una ecuacion de estado, ademas de considerar la variabilidad del resto de las propiedades
termodindmicas involucradas con el fin de ubicar el gradiente maximo de temperaturas dentro
del cual la aproximacion de Boussinesq es valida. Valoraciones de este tipo han sido reportadas

por Leonardi (1984) en conveccion natural de aire y agua en cavidades rectangulares.

Para el caso del aire, se empleara el algoritmo de estimacion de propiedades psicrométricas

desarrollado por Jiménez-Islas y Quintana-Hernandez (1984).

Hay que tomar en cuenta el equilibrio que existe entre la humedad del grano y la humedad
relativa del aire, el cual estd definido por la isoterma de sorcién a, = f (X, T), donde a, es la
actividad acuosa del grano, X es la humedad de equilibrio y T es la temperatura. En este caso,
la condicion frontera entre el fluido y el medio poroso sera:

Dy ps 9X/0z =Kk, p,(Yi-Y)

En donde:

273



p, = Densidad del grano seco

p ., = Densidad del aire

Y1 = Humedad absoluta del aire en la interfase, kg agua/Kg a.s.
Y = Humedad absoluta de aire, kg agua’kg a.s.

k, = Coeficiente de transferencia de masa

Los parametros Dy y K, se estimarfan mediante correlaciones publicadas a priori o calculandolas

a partir de datos experimentales, utilizando optimizacion no lineal mediante el diagrama de flujo mostrado

en la Fig. 6.1. Este trabajo seria suficiente para generar una tesis de maestria.

h)

En el andlisis del efecto del fumigante, se tendra que conocer la cinética de degradacion Ra

=kC,"y se definird incluir el efecto de la temperatura.(Modelo de Arrhenius)

Si se estd secando el grano, habra que investigar el efecto del calor de sorcién y de la contraccién

del mismo.

Con los resultados de este modelamiento es posible el estudio de los fenémenos de transporte

asociados al secado y almacenamiento de granos en silos, asi como la dindmica de la aplicacion de

fumigantes. Todo esto conducira al disefio termodinamico de silos, el cual incluira:

D
2)
3)
4)

S)

Prediccidn de patrones de flujo, perfiles de temperatura y concentracion

Calculo de tiempo de secado y flujos de aire

Dosis 6ptimas de agentes fumigantes

Prediccion de situaciones adversas en el almacenamiento de granos como son los puntos calientes
y regiones donde exista estancamiento del aire o condensacion de humedad, con el fin de evitar
germinacién del grano y/o infestacidon por hongos o insectos.

Célculo de propiedades efectivas (K, Dy ¥ pardmetros que las asocien con la temperatura
y/o el contenido de humedad). En este caso se requiere experimentacion, para lo cual se ha
construido un silo piloto con capacidad de 20-150 kg de grano (Magafia-Ramirez et al, 1996)

para tal efecto ya se esta desarrollando el trabajo doctoral titulado “Estudio de la Cinética
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de Secado en Granos y Determinacion de Propiedades Efectivas. Para lograr lo anterior, se
requiere de fusionar un codigo para ajuste de datos experimentales por regresion no lineal por
minimos cuadrados (que ya se elabord) con el cddigo ad doc para la situacion especifica que

se esté resolviendo (EDP elipticas 2-D, EDP parabolicas 3-D, etc.)
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Datos experimentales Valores iniciales de Proposicion del modelo

parametros matematico diferencial
indeterminados

v v

Analisis estadistico Mcétodo de
para validaci6n de minimizacioén de —
experimentacion funciones

v

Solucién numérica del Recalculo de
modelo matemético F parametros
propuesto indeterminados

v

Integraciéon de
resultados puntuales

v

Algoritmo de
> minimizacion
(Minimos Cuadrados)

¢Se cumple criterio
de convergencia?

Impresién de
parametros
indeterminados

Fig. 6.1 Diagrama de flujo para optimizacion no lineal de parametros experimentales.
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ANEXO B:

Resumen de Programas de Computadora Desarrollados

Programas desarrollados para la solucién numérica de ecuaciones diferenciales ordinarias y

parciales no lineales. Todos los programas son de prop6sito general y fueron hechos en CLIPPER,

C y/o FORTRAN 77/90 estructurado y son de propdsito general.

1.- Una Dimension Espacial

ECUA-DIF Sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales con valores iniciales,

empleando los métodos de Runge-Kutta-Gill, Runge-Kutta-Fehlberg, Euler implicito

con linealizacién de funciones y Runge-Kutta-Gill implicito.

LEGENDRE Descripcién detallada de la obtencion de polinomios ortogonales, raices y matrices

ODE-COL

ODE-FIN

COL-FIN

PAR-COL

de colocacion A y B y solucidn de ecuaciones diferenciales ordinarias con valores a
la frontera.

Sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias con valores a la frontera con discretizacién
con colocacién ortogonal utilizando polinomios de Jacobi y solucién del sistema
algebraico con Newton-Raphson, Relajacion no lineal o Broyden.

Sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias con valores a la frontera con discretizacion
con diferencias finitas centrales y solucién del sistema algebraico con Newton-Raphson,
Relajacion no lineal o Broyden.

Sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias con valores a la frontera con discretizacion
con colocacion ortogonal en elemento finito, utilizando polinomios de Jacobi y solucion
del sistema algebraico con Newton-Raphson, Relajacion no lineal o Broyden. El malleo
para los elementos finitos puede ser constante o variable.

Sistemas de ecuaciones diferenciales parciales parabolicas en una dimension, con
discretizacién espacial con colocacion ortogonal utilizando polinomios de Jacobi €
integracion del sistema de EDO generado con Runge-Kutta-Gill, Runge-Kutta-Fehlberg

o Euler implicito con linealizacién de funciones con control adaptivo de etapa.
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PAR-FIN

Sistemas de ecuaciones diferenciales parciales parabdlicas en una dimensién, con
discretizacién espacial mediante diferencias finitas centrales e integracion del sistema
de EDO generado con Runge-Kutta-Gill, Runge-Kutta-Fehlberg o Euler implicito

con linealizacion de funciones con control adaptivo de etapa.

2.- Dos Dimensiones Espaciales

ELI-COL

ELI-FIN

NEWCOL

NEWCOLR

NEWFIN

PAR-COL2

Sistemas de ecuaciones diferenciales parciales elipticas no lineales, con discretizacion
con doble colocacidn ortogonal utilizando polinomios de Jacobi y solucion del sistema
algebraico con Relajacion no lineal

Sistemas de ecuaciones diferenciales parciales elipticas no lineales, con discretizacion
con diferencias finitas centrales de segundo orden y solucidn del sistema algebraico
con Relajacion no lineal -

Sistemas de ecuaciones diferenciales parciales elipticas no lineales, con discretizacion
con doble colocacidn ortogonal utilizando polinomios de Jacobi y solucion del sistema
algebraico con Newton-Raphson con factorizacion LU

Sistemas de ecuaciones diferenciales parciales elipticas no lineales, con discretizacion
con doble colocacién ortogonal utilizando polinomios de Jacobi y solucion del sistema
algebraico con Newton-Raphson con relajacion no lineal. Este programa no requiere
de memoria para almacenar el jacobiano y es adecuado para computadoras de alto
desempefio.

Sistemas de ecuaciones diferenciales parciales elipticas no lineales, con discretizacion
con diferencias finitas centrales de segundo orden y solucidn del sistema algebraico
con Newton-Raphson con factorizacién LU

Sistemas de ecuaciones diferenciales parciales parabélicas en dos dimensiones, con
discretizacion espacial con doble colocacion ortogonal utilizando polinomios de Jacobi
e integracion del sistema de EDO generado con Runge-Kutta-Gill, Runge-Kutta-Fehlberg

o Euler implicito con linealizacion de funciones con control adaptivo de etapa.
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PAR-FIN2

COLFIN2

Sistemas de ecuaciones diferenciales parciales parabolicas en dos dimensiones, con
discretizacion espacial mediante diferencias finitas centrales e integracion del sistema
de EDO generado con Runge-Kutta-Gill, Runge-Kutta-Fehlberg o Euler implicito
con linealizacion de funciones con control adaptivo de etapa.

Sistemas de ecuaciones diferenciales parciales elipticas no lineales, con discretizacién
con doble colocacidn ortogonal en elemento finito, utilizando polinomios de Jacobi
y solucién del sistema algebraico con Relajacion no lineal. Se dispone de malleo éonstante

o variable para los elementos finitos.

NEWCOLF2 Sistemas de ecuaciones diferenciales parciales elipticas no lineales, con discretizacion

FINIRED2

NEWFIRED

FEHLBCO2

FEHLBFI2

IMPLICO2

con doble colocacion ortogonal en elemento finito, utilizando polinomios de Jacobi
y solucién del sistema algebraico con Relajacion no lineal. Se dispone de malleo constante
o variable para los elementos finitos.

Sistemas de ecuaciones diferenciales parciales elipticas no lineales, con discretizacion
con diferenciad finitas centrales de segundo orden con malleo variable y solucion del
sistema algebraico con Relajacion no lineal.

Sistemas de ecuaciones diferenciales parciales elipticas no lineales, con discretizacion
con diferencias finitas centrales de segundo orden con malleo variable y solucién del
sistema algebraico con Newton-Raphson con factorizaciéon LU.

Sistemas de ecuaciones diferenciales parciales parabolicas en dos dimensiones, con
discretizacion espacial con doble colocacion ortogonal utilizando polinomios de Jacobi
e integracion del sistema de EDO generado mediante Runge-Kutta-Fehlberg con control
adaptivo de etapa. Adecuado para condiciones de frontera lineales.

Sistemas de ecuaciones diferenciales parciales parabolicas en dos dimensiones, con
discretizacion espacial mediante diferencias finitas centrales e integracion del sistema
de EDO generado mediante Runge-Kutta-Fehlberg con control adaptivo de etapa.
Adecuado para condiciones de frontera lineales.

Sistemas de ecuaciones diferenciales parciales parabdlicas en dos dimensiones, con
discretizacion espacial con doble colocacion ortogonal utilizando polinomios de Jacobi

e integracion del sistema de EDO generado mediante Euler implicito con linealizacion
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IMPLIFI2

FEHLFIRE

FEHLCOF2

FEHLCOFI

de funciones con control adaptivo de etapa. Adecuado para condiciones de frontera
lineales.

Sistemas de ecuaciones diferenciales parciales parabdlicas en dos dimensiones, con
discretizacion espacial mediante diferencias finitas centrales e integracion del sistema
de EDO generado mediante Euler implicito con linealizacion de funciones con control
adaptivo de etapa. Adecuado para condiciones de frontera lineales.

Sistemas de ecuaciones diferenciales parciales parabdlicas en dos dimensiones, con
discretizacion espacial mediante diferencias finitas centrales con malleo variable e
integracion del sistema de EDO generado mediante Runge-Kutta-Fehlberg con control
adaptivo de etapa. Adecuado para condiciones de frontera lineales.

Sistemas de ecuaciones diferenciales parciales parabolicas en dos dimensiones, con
discretizacion espacial con doble colocacién ortogonal en elemento finito, utilizando
polinomios de Jacobi e integracion del sistema de EDO generado mediante Runge-Kutta-
Fehlberg con control adaptivo de etapa. Adecuado para condiciones de frontera lineales.
El acoplamiento elementos finitos se hace mediante la igualdad de la variable y su primera
derivada. Adecuado para condiciones de frontera lineales.

Sistemas de ecuaciones diferenciales parciales parabdlicas en dos dimensiones, con
discretizacion espacial con doble colocacion ortogonal en elemento finito, utilizando
polinomios de Jacobi e integracion del sistema de EDO generado mediante Runge-Kutta-
Fehlberg con control adaptivo de etapa. Adecuado para condiciones de frontera lineales.
El acoplamiento elementos finitos se hace mediante la aplicacion de ecuaciones de

diferencias finitas. Adecuado para condiciones de frontera lineales.

NEWFECO?2 Sistemas de ecuaciones diferenciales parciales parabdlicas en dos dimensiones, con

discretizacion espacial con doble colocacién ortogonal utilizando polinomios de Jacobi
e integracion del sistema de EDO generado mediante Runge-Kutta-Fehlberg con control
adaptivo de etapa. Adecuado para condiciones de frontera no lineales (aplicacion de

método de Newton-Raphson)

NEWEXPF2 Sistemas de ecuaciones diferenciales parciales parabdlicas en dos dimensiones, con

discretizacidn espacial con diferencias finitas centrales de segundo orden e integracion
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ELEMFIN2

IMPLI-C2

IMPLI-F2

del sistema de EDO generado mediante Runge-Kutta-Fehlberg con control adaptivo
de etapa. Adecuado para condiciones de frontera no lineales (aplicacion de método
de Newton-Raphson)

Sistemas de ecuaciones diferenciales parciales parabdlicas en dos dimensiones, con
discretizacion espacial con doble colocacién ortogonal en elemento finito e integracion
del sistema de EDO generado mediante Runge-Kutta-Fehlberg con control adaptivo
de etapa. Adecuado para condiciones de frontera no lineales (aplicacion dé método
de Newton-Raphson)

Sistemas de ecuaciones diferenciales parciales parabdlicas en dos dimensiones, con
discretizacion espacial con doble colocacién ortogonal utilizando polinomios de Jacobi
y discretizacion del tiempo mediante diferencias finitas hacia adelante y solucién del
sistema algebraico generado mediante Relajacion no lineal

Sistemas de ecuaciones diferenciales parciales parabélicas en dos dimensiones, con
discretizacion con diferencias finitas centrales de segundo orden y discretizacién del
tiempo mediante diferencias finitas hacia adelante y solucion del sistema algebraico

generado mediante Relajacién no lineal

3.- Tres Dimensiones Espaciales

ELI-COL3

ELI-FIN3

NEWCOL3

Sistemas de ecuaciones diferenciales parciales elipticas no lineales, con discretizacion
con triple colocacion ortogonal utilizando polinomios de Jacobi y solucion del sistema
algebraico con Relajacion no lineal

Sistemas de ecuaciones diferenciales parciales elipticas no lineales, con discretizacion
con diferencias finitas centrales de segundo orden y solucion del sistema algebraico
con Relajacion no lineal

Sistemas de ecuaciones diferenciales parciales elipticas no lineales, con discretizacion
con triple colocacion ortogonal utilizando polinomios de Jacobi solucion del sistema

algebraico con Newton-Raphson con factorizacion LU
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NEWFIN3

FEHLBCO3

FEHLBFI3

Sistemas de ecuaciones diferenciales parciales elipticas no lineales, con discretizacion
con diferencias finitas centrales de segundo orden y solucién del sistema algebraico
con Newton-Raphson con factorizacién LU

Sistemas de ecuaciones diferenciales parciales parabdlicas en tres dimensiones, con
discretizacion espacial con triple colocacién ortogonal utilizando polinomios de Jacobi
e integracion del sistema de EDO generado mediante Runge-Kutta-Fehlberg con control
adaptivo de etapa.

Sistemas de ecuaciones diferenciales parciales parabolicas en tres dimensiones, con
discretizacion espacial mediante diferencias finitas centrales e integracion del sistema

de EDO generado mediante Runge-Kutta-Fehlberg con control adaptivo de etapa.
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ANEXO C: Problemas Tipo de Conveccion Natural en Medio Poroso, en una Dimension

Con el fin de desarrollar los modelos matematicos para medios porosos en dos y tres dimensiones,
se ha decidido plantear una serie de problemas mas sencillos, los cuales serviran para integrar el modelo
buscado. En los casos que se han analizado, se considera que el medio poroso tiene una permeabilidad
K constante; que el gas intersticial es un fluido newtoniano con propiedades termodindmicas constantes

y que el régimen del mismo es laminar y que el sistema se encuentra en estado estable

Problema 1 Perfil de velocidad en un tubo, que contiene un medio poroso.
Considérese un tubo de radio R y longitud L. que contiene un medio poroso, a través del cual,
circula un fluido bajo una diferencia de presion AP Deducir el modelo que describa la velocidad del

fluido en funcién de la posicion radial. El sistema es isotérmico.

Fig. C.1: Perfil de velocidad en un tubo con
medio poroso isotérmico.

Planteamiento: En el caso de problemas isotérmicos, solamente se considera como modelo de transporte
de cantidad de movimiento la ecuacioén de Darcy con correccion de Brinkman, que para este caso,

es (Considerando que p'=p):

d?v dv 2 AP

2 o o

r
—v
dr? dr K ° uL (C.1)
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que se resuelve con las siguientes condiciones de frontera:

C.F.1 @r=0 Vo =V (C.2a)

CF.2 @r=R v, = 0. (C.2b)
Resolviendo por asociacion a la ecuacion diferencial de Bessel no homogénea, se obtiene el

siguiente perfil de velocidad:

_ APK Lot/ VK)

. . (C.3)
Loul ,RYK)

Esta ecuacion predice un perfil pseudo-parabolico de velocidad de filtracion del fluido a través
del medio poroso, incorporando a la vez la condicién de no deslizamiento en las paredes del tubo.
Por otro lado, si no se hubiera utilizado la correccion de Brinkman, la expresion de velocidad de filtracion
en el tubo seria:

g - Ap K
Lp

(C.4)
Para que la expresion (C.4) sea una expresion limite de (C.3), el radio del tubo debe ser grande
y K debe ser pequefio, lo que en el problema del almacenamiento de granos en silos se presenta (Ver
seccion 4.3), por lo que la correccion de Brinkman tiene un efecto poco significativo en el modelo
(predice valores de v ligeramente menores que (C.4) pero, en cambio, permite emplear la condicion

de no deslizamiento en las paredes.

Problema 2 Conveccion libre de un medio poroso entre dos placas
Considérese un medio poroso, que se encuentra entre dos placas muy grandes, situadas en
x=-by x=+b y que se mantienen a las temperaturas T, y T, respectivamente. Determinar el modelo

que represente la velocidad del fluido en funcién de x.
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Ti T2

Fig. C.2: Conveccion libre en un medio poroso
entre dos placas

Planteamiento: En este caso, se tiene un transporte de cantidad de movimiento originado por un gradiente

de temperatura, por lo que las ecuaciones que modelan lo anterior son:

d&’T _
dx?

0, (C.5)

. d?v
dx?’

%v = pB(T - T) + p (C.6)

en donde la expresién (C.5) es la ecuacion de Laplace unidimensional y la expresion (C.6) es la

ecuacion de Darcy modificada con un término de convecciédn libre. Las condiciones de frontera son:

CFl @x=-b T=T, y v=0, (C.7a)
CF2 @x=+b T=T, y v=0. (C.7b)

Adimensionalizando las ecuaciones anteriores y resolviendo, se obtienen las siguientes expresiones:

R P
0= X+ 1), (C.8)
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2 | senhy/1/p
en donde:

T-T, e

X =x/b, 0= , o= -,
T, T, H

Kp*Bgb(T,-T,) aK

Gr= p= .
“2 b2

(C.9)

La ecuacion (C.9) predice un perfil de velocidad de forma sinusoide con puntos de velocidad

cero en las interfases solido-medio poroso y en x =0, que corresponde a la suposicion de flujo volumétrico

neto igual a cero.

Problema 3 Conveccion Forzada en un tubo con Medio Poroso.

Un fluido circula a través de un tubo de radio R y longitud L que contiene un medio poroso,

entrando a una temperatura T, y saliendo a una temperatura T,, bajo una diferencia de presién AP

constante.

Fig. C.3

Conveccion forzada en un tubo que
contiene un medio poroso.
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Las paredes laterales del tubo se mantienen a una temperatura constante T,,>T, > T,. Proponer el modelo

de transporte que se manifiesta en este sistema geométrico.

Planteamiento: Para comenzar a obtener un modelo sencillo del problema, se hacen las siguientes
consideraciones adicionales: El fluido estd en una sola fase; el material poroso se considera indeformable;
existe un equilibrio termodinamico local entre el sélido y el fluido, lo que permite suponer la existencia
de un medio efectivo. Las reacciones quimicas, la disipacion viscosa y el trabajo de comprési()n se
desprecian. De lo anterior, se infiere que T = f(r, z); v, = f(r, z) y v, = f(r, z). Entonces, los modelos
de transporte son:

Continuidad:

= 0. (C.10)

4 10v, 0V,
- +
r or 0z

Movimiento (Darcy con extensién de Brinkman):

2. a aZ
I A KAl C.11)
or K’ or? r or 0z2

2 a 82
L S T N, 1% IV (C.12)
0z K * or? r Or 0z?

En este caso, los términos volumétricos (gravedad) estan incluidos dentro del término de presion.

Energia:

aT dT o°T 10T o7T
v— +v —] = k][ o .
" or ? 9z or? r or 0z2

p.Cel (C.13)

En donde p,, Cp. vy k, son propiedades promedio sélido-fluido.
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Las ecuaciones (C.11),(C.12)y (C.13) se encuentran acopladas ya que los términos de velocidad
se presentan en el balance de energia y la variacion de la temperatura se manifiesta en las ecuaciones
de movimiento. La solucidn de este sistema es fundamentalmente numérica y se efectuara mas adelante,
cuando ya se tengan desarrollados los algoritmos correspondientes. Una forma de simplificar el problema
¥y, por lo tanto, desacoplar las ecuaciones es que si el transporte es por conveccion forzada, se tiene
que: dp/ or = 0; JP/ 9z = AP/L; y los términos 0%v,/ 972, v,y 0*T/ 9z* se hacen pequefios y, en

consecuencia, v, = f(r), T = f(z, r). Entonces, las ecuaciones diferenciales son:

Movimiento:
a? av
AP my e 1T (C.14)
L K ? or? r or
energia:
oT T 10T
Clv—| =k + —— C.15
Pe pc{ Zaz] ¢ [arz r ar] (C.15)

Las ecuaciones (C.14) y (C.15) ya estan desacopladas y la solucién de (C.14) ya se obtuvo

en el Problema 1. Sustituyendo dicha solucidn en la ecuacidon de energia, se obtiene:

p.C,v Aif{l _ WV o K, lazr . 192}, (C.16)
IO(R/\/IZ) Oz orr ror
sujeta a:
CFl @r=0 oT/or =0, (C.17a)
CF2 @r=R T=T, (C.17b)
CF3 @z=0 T=T, (C.17c)

La ecuacion (C.16) describe la transferencia de calor por conveccion forzada de un fluido con
propiedades termodinamicas constantes, que circula a través de un tubo de radio R y longitud L que
contiene un medio poroso de permeabilidad K, bajo una caida de presién constante AP.

Adimensionalizando la expresién anterior, se tiene que:
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. ’1 ) 1})((&;) ;gg i [?;g(? R é_%(z} (C.18)
0

sujeta a:
CFl @&=0 9B/9E = 0, (C.19a)
CF2 @é&=1 O=1, (C.19b)
CF3 @z=0 0=0. (C.19)
En donde:
E=1/R
Z=z/L
A=RNK

@=(T- TH/(Tw-TI1)
Br=(APKR»/(nL?a,)
Aplicando colocaci6n ortogonal para problemas con simetria en la direccion radial (geometria

cilindrica), se obtiene:

s, le: B; 6
a7 ’ (C.20)
Bd1 - I,(EA)
I,(A)

parai=2,34,...N.

Este sistema de EDO's se resolvié por método explicito de Runge-Kutta-Gill y por método
de Euler implicito con linealizacion de Taylor (Nakamura, 1991) de las funciones y control de avance
de etapa. Para Br= 5y AP = 10, los resultados para N = 8 se muestran en la Fig. C. 4.Los resultados
anteriores concuerdan con las expectativas de comportamiento de este problema, mencionando que
estas ecuaciones presentan rigidez a valores de N>3, por lo que se utilizaron métodos implicitos para

su resolucion para solventar esta dificultad.
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CONVECCION FORZADA EN UN TUBQ CON MEDIO POROSO
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Fig C.4 Perfiles de temperatura adimensional como funcion de Z y £ (1/R) en la conveccion

forzada en un cilindro que contiene un medio poroso

Estos problemas sirvieron de base para estructurar el modelamiento de la conveccion

natural en medios porosos en dos y en tres dimensiones, que se tratan en los capitulos IV y

V de este trabajo doctoral.
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ANEXO D: Conveccion Natural de Aire en una Cavidad Cuadrada

El problema de la conveccion natural en una cavidad cuadrada con sus paredes verticales
calentadas diferencialmente ha sido utilizado extensivamente para validar cdédigos
computacionales (de Vahl Davis, 1983) y se ha convertido en un problema clasico de la
transferencia de calor. En este caso, se valor6 la precision del método de colocacion ortogonal
con polinomios de Jacobi. El problema aresolver es el flujo bidimensional de aire (Pr=0.71)
en una cavidad cuadrada de lado L, donde las paredes verticales se encuentran a temperatura
T, vy T., mientras que las paredes horizontales se encuentran aisladas. Si se considera la
aproximacion de Boussinesq, las ecuaciones gobernantes que se obtienen a partir de la definicion

de funcidn corriente y vorticidad (Roache, 1972), son:

Vorticidad:

Oy oy _

w= 0,
ax? 3y (D.1)

momentum:

2
W dydo_ [alw Pol . pa, i, 02)
X

et
Ox Oy dy Ox ax? oy

energia:

w0 sy Fo % 03
oxdy dyox Qgx? gy?

en donde:

Pr=C,u/k

Rag = pgB (T,.-T )L/ po

U,= v, L/a

Ux= -aqf‘/Gy

Uy = +dy/dx

U, = vy L/a

y
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Bajo las siguientes condiciones de frontera

@x=0 v =0 6=1, (D.4a)
@x=1 v=0 0=0, (D.4b)
@y=0 vy =0 06/0y = 0, (D.4c)
@y=20 v=0 d8/9y = 0. (D.4d)

Para las condiciones de frontera para la vorticidad, se utilizé la aproximacién de Woods
(Roache, 1972). El sistema de EDP no lineales formado por las expresiones (D.1) a (D.3) se
discretizé mediante colocacion ortogonal con polinomios de Jacobiy el sistema de ecuaciones
algebraicas no lineales que se genera, se resolvid con el Método de Newton-Raphson con
Factorizacién LU con un vector de aproximacion inicial de X = [0, 0, 0]' y un criterio de
convergenciade 107, Los estudios numéricos se hicieron en una computadora Pentiuma 133
MHz, con 64 Mb de RAM y compilador FORTRAN PowerStation V. 4.0 para Windows 95/NT
y en una computadora Silicon Graphics Modelo Indigo 11 con procesador Risc de 75 MHz.
Los resultados se reportan en lineas de corriente, isotermas y patrones de velocidad U, y U,.
Ademads, se hizo un balance de energia global para valorar la precision del método numérico.

Los resultados se reportan en la TablaD.1 y en las Fig. D.1 y D.2

Es importante mencionar que a medida que se incrementa Ra;, aumenta la dificultad
de convergencia, debido a que los efectos convectivos cada vez son mas importantes. La corrida
para Ra;= 10 ® requiri6 el uso de valores del polinomio de Jacobi (a=-0.2 y B = -0.2) para
hacer que el malleo sea mas fino en las fronteras. Esta corrida se hizo mediante 4 corridas
intermedias, con nimeros de Ra, entre 107 y 10%, donde el vector solucion de una corrida, se

utilizé como vector de aproximacion inicial para la corrida siguiente.
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TablaD.1 Corridas efectuadas a diferentes nimeros de Rayleigh para el problema de la

conveccion natural de aire en una cavidad cuadrada

Ra; | Puntos ITER Tiempo W max Oed | Vimax %Error en

(6{6) CPU (s) ' . el Balance

’ de Energia
10 13x13 4 97.93 0.0126 | 0.5 +0.0377 ~0%
10? 13x13 4 101.06 0.1264 | 0.5 +0.3772 ~0%
10° 13x13 5 127.54 1.1746 | 0.5 +3.5040 ~0%
10* 13x13 7 169.01 5.0726 | 0.5 = 15.4000 ~0%
10° 17x17 12 1365.84 9.5304 | 0.5 +41.7270 ~0%
10° 17x17 8 1089.07 16.563 | 0.5 £115.3620 ~0%
107 23x23 35 21874.00 | 29.6100{ 0.5 +341.5100 ~0%
10° 33x33 * 53.0210 | 0.5 |+1003.5090 ~0%

*Cona0-0.2yp=-0.2

Los errores en el balance de energia fueron muy pequefios, lo que hace entrever la buena
precision del método de colocacion ortogonal. A manera de comparacion, Ravi ef al (1994)
resuelven este problema para Ra;= 10® con el método de Diferencias Finitas con un malleo
no uniforme entre 120x120 y 240x240 y obtienen un 0.2 % de error en el balance de energia,
mientras que con colocacidn ortogonal, solamente es necesario un malleo de 33x33 puntos.
La Fig. D.1 ilustra la evolucidn de las lineas de corriente y las isotermas a medida que se va
incrementando Ra, y el comportamiento concuerda con lo reportado por otros autores (de
Vahl Davis, 1983; Leonardi, 1984: Ravi ef al, 1994), presentandose flujo bicelular a partir
deRa=10°. LaFig. D.2 muestra los patrones de velocidad adimensional U,y U, respectivamente,
donde se puede apreciar la distorsion de los patrones de velocidad a medida que se incrementa
el efecto convectivo. Un célculo del Re indica que a Ra;= 108, se esté cerca del régimen turbulento,
por lo que a Ra; superiores, se tendria que utilizar las ecuaciones de Navier-Stokes que incluyan

estos efectos. (Ecuaciones k-¢ por ejemplo)
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0.4

0.4

Ra;= 107
Fig.D.1 Lineas de corriente e isotermas para el problema de la conveccioén natural

en una cavidad cuadrada que contiene aire.
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Ra;=10°

Ra,= 10*

Fig.D.1 Lineas de corriente ¢ isotermas para el problema de la conveccién natural

en una cavidad cuadrada que contiene aire (Continuacion)

312



Ra,= 10°

Fig.D.1 Lineas de corriente e isotermas para el problema de la conveccion natural

en una cavidad cuadrada que contiene aire (Continuacion)
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Ra,= 10

Fig.D.1 Lineas de corriente e isotermas para el problema de la conveccién natural

en una cavidad cuadrada que contiene aire (Continuacion)
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Ra,= 10’

Ra,= 102

Fig.D.2 Contornos de U, y U, para el problema de la conveccion natural en una

cavidad cuadrada que contiene aire
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Ra,= 10*

Fig.D.2 Contornos de U, y U, para el problema de la conveccién natural en una

cavidad cuadrada que contiene aire (Continuacion)
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Ra,= 10°

Ra,= 10°

Fig. D.2 Contornos de U, y U, para el problema de la conveccion natural en una

cavidad cuadrada que contiene aire (Continuacién)
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Contornosde U, y U, parael problema de la conveccion natural en una

cavidad cuadrada que contiene aire (Continuacion)
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ANEXOE: Ecuaciones de Transporte

A o4
, ]
3
3 AZ
"
4
5
N
— 3 ——>
:
B LT T S
AX AY
Y T
X
Fig.E.1 Elemento diferencial origen de la deduccion de las ecuaciones de transporte

A continuacion se presenta la Tabla E.1, donde se resumen los tres principales fenémenos
de transporte junto con las leyes que los rigen y posteriormente se presentan las ecuaciones
generales para fluidos homogéneos newtonianos e incompresibles y para medios porosos con

fluido intersticial newtoniano e incompresible.

319



TablaE.1  Principales Fenomenos de Transporte

Transporte Leyes Fuerza motriz Fuentes Parametro
Gobernantes Volumétricas - |.de
Transporte
Momentum Viscoso Newton Gradiente de Gravedad Viscosidad
Convectivo Modelos Reoldgicos Velocidad
Calor Conduccién Fourier Gradiente de Calor de Conductividad
Conveccion Enfriamiento de Temperatura reaccion o de Térmica
Radiacién Newton respiracion h,
Stefan-Boltzmann Emisividad
Masa Difusion Fick Gradiente de Reacciéon Quimica | Difusividad
Conveccién Coeficiente de Concentracion o bioldgica Coeficiente de

Transferencia de

Transferencia

Masa de masa
Ecuaciones de transporte para fluidos homogéneos:
Continuidad:
V-pv)=0 = V- -v=0, (E.1)
movimiento:
ov
p= PV V¥)= ~Vp+uVivpg, (E.2)
energia:
aT
pcva*rv P VT|= V- kVD)-p(V - v)+Q,, (E.3)
masa (sustancia A):
aC,
+v - VC,=V - (D,zVC)+R,. (E.4)

ot
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Ecuaciones para medio poroso:
En este caso se considera que los parametros de transporte solo tienen dependencia

de las coordenadas espaciales y que el fluido es incompresible.

Ley de Darcy con extension de Brinkman:

av

po; = HC 1 v-VppguViy, (E.5)
energia:
aT .
pC -a-t—+v - VI |=K:WT+Q,, (E.6)
masa:
oC,
Y +v - VC, = D:VWC, +R,. E.7)
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ANEXOF: ConveccionNatural2-D enuna Cavidad Cuadrada que Contiene un Medio

Poroso

El modelo matematico que representa la conveccion natural en una cavidad cuadrada
que contiene un medio poroso isétropo, darciano, con fronteras impermeables, deslizamiento
despreciable, fluido enrégimen laminary el sistema en estado estable, expresado en términos

de la funcion corriente es:

azw +ﬂ-—Ra o0

oy - Ra &, F.1
ox?*  ar? ax E1
00 0 2 20
oy ® oy o8 o0 | o8 (F2)
0X aY 9Y X gx*  or?
con las siguientes condiciones de frontera:
@ X=0 y=0 0=1, (F.3a)
@ X=1 y=0 0=0, (F.3b)
@ Y=0 y=0 00/0Y=0, (F.3¢)
@ Y=1 v=0 00/0Y=0. (F.3d)

En donde:
X, Y = Coordenadas adimensionales
y = Funcion corriente adimensional

0 = Temperatura adimensional

Este problema se resolvid con colocacion ortogonal para Ra <1000y con colocacién
ortogonal conelementos finitosiguales paraRa > 1000. Las lineas de corriente y las isotermas
se ilustran en las Fig. D.1 a D.7, donde se observa la aparicion de flujo multicelular en

1000<Ra<3000.
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LINEAS DE CORRIENTE (Re=100), MEDIO POROSO,DARCY

1.8

ISOTERMAS (Ra=10@), MEDIO POROSO, DARCY

S S /f
[ 8/ / ’ :
Pl "

.6

> o5

a4

a3

Fig. F.1 Lineas de corriente e isotermas para Ra = 100, resuelto con 17x17 puntos de

CO con polinomios de Legendre.
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LINEAS DE FLUJO (Ra=500), MEDIO POROSO, 17X17 CO

(R g

L\
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ow ‘//"v
L 3

e ://

.28

.9
0 5160 0B &N Sw 608 &0 &N W L% 1.08

Fig.F.2 Lineas de corriente ¢ isotermas para Ra = 500, resuelto con 17x17 puntos de

CO con polinomios de Legendre
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Fig.F.3 Lineas de corriente e isotermas para Ra= 1000, resuelto con 10 elementos finitos

y 2 puntos de CO con polinomios de Legendre
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LINEAS DE CORRIENTE (Ra=300@) , POR0SO, 10x2,10x2 COEF

0.0 5ES T —t 1 —
.00 O.\0 [ % ] *n e . 0.60 «.m .0 o.%

X

ISOTERMAS (Ra=3200) , POROSO, 18x2,10x2 COEF

(/——/
L

~

8.9

LN ]

.‘... 1 .2 N3 ..6 0.7 .8 .. 1.0
X
Fig.F.4 Lineasde corriente e isotermas para Ra= 3000, resuelto con 10 elementos finitos

y 2 puntos de CO con polinomios de Legendre
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LINEAS DE FLUJO (Re=5000) + POROSO, 20x2-2042, coer

1.e .
U

PV X T Y. 1 I -l § I L. (
’e ot &2 8.3 0.4 8 LY .7 .8 s 1.0

ISOTERMAS {Ra=5200) , POROSO, 20x2-20x2, COEF
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84— %
! a
3 l,__,__.—-——"—"—‘-’.
’_____,.._-—-——-}- »
.2 43—
2/: “
I _____,__._——-—-——".
at - *’
E
e . ) 2 1 3 1 L I,
(N ] [ 8] 2 3 [ 1) [ 3] [ ] 87 [N ] [ X4 1.8
X
Fig.F.5 Lineasde corriente eisotermas paraRa= 5000, resuelto con 20 elementos finitos

¥ 2 puntos de CO con polinomios de Legendre
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LINEAS DE FLUJO (Re=750Q) , POROSO, 20x2,20x2 COEF

Y] » . » 1 T o 1 J " 4 H . 4
.0 [ O} .2 3 .4 [ X (Y] er Ly ] L84 t.e

e r -
1]
[
[}
N
N \
4
H
Y
4.
%4
&
[}
)
?
4
$
45
1
1
L
]
[
o
[}
'
g t
[]
1
4
1 L t i L
068 &¢ 0? o8 o9 1.9

Fig.F.6 Lineasdecorriente e isotermas paraRa= 7500, resuelto con 20 elementos finitos

¥ 2 puntos de CO con polinomios de Legendre
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LINEAS DE FLUJO (Ro=10832), POROSO, 20x2-28x2 COEF

8
= 4

29 ..[ 24 ] .
N R ._.._——-/
i -

1.0

[ 34
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.2

Fig. F.7 Lineas de corriente e isotermas para Ra= 10", resuelto con 20 elementos finitos

y 2 puntos de CO con polinomios de Legendre
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ANEXO G: Programas Desarrollados para CO en Una, Dos y Tres Dimensiones
A continuacién se describen cinco de los codigos computacionales desarrollados, los cuales

sirvieron de herramienta de calculo para la solucién numérica de los problemas tratados en este trabajo

doctoral. Los cddigos son: LEGENDRE, ELI-COL, PAR-COL2, COL-FIN2 y ELI-COL3

G.1 Programa LEGENDRE

En esta seccion se diseflo un programa totalmente interactivo, que permita resolver ecuaciones
diferenciales ordinarias no lineales (EDO) con valores a la frontera, que se presentan en el modelamiento
de sistemas tales como: Disefio de reactores y fermentadores, transporte de momento, energia y/o
masa en diversas geometrias, cinéticas de crecimiento microbiano, reacciones enzimaticas, etc., utilizando
el método de Residuos Ponderados, en sus modalidades de Colocaciéon Simple con funcién Delta,
Momentos, Subdominio, Galerkin y Colocacién Ortogonal. Los lenguajes empleados fueron CLIPPER™®
y C.

G.1.1 Desarrollo
Dado la naturaleza de las diferentes técnicas de MRP comentadas anteriormente, se decidio
disefiar dos programas de computadora: el primero agrupa los MRP que calculan pardmetros

indeterminados de las funciones de prueba y el segundo es exclusivo para la colocacién ortogonal.

Los programas se codificaron utilizando programacién mixta con los lenguajes CLIPPERM?
(Tiley, 1991) y C (Ceballos, 1990) para computadoras PC con sistema operativo DOS 6.0 o superior
y que cuenta con las siguientes opciones:
Programa RESIDUO

a) Colocacion Simple con Funcion Delta.

b)’ Meétodo de Subdominio

) Método de Momentos

d) Método de Galerkin

Cada uno de los incisos consta de la captura de funcion prueba Yn(x) y del residuo R(x, Yn),

resolucion del sistema de ecuaciones integrales y la correspondiente valoracidn de la solucién aproximada
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Programa LEGENDRE

a) Colocacion Ortogonal con problemas asimétricos y simétricos.

Para cada opcion del programa LEGENDRE, se dispone de captura de la EDO a resolver, asi
como sus funciones de aproximacion; con eleccion del nimero de parametros indeterminados;
construccion y visualizacion del residuo R(a;, X); calculo de puntos de colocacidn; solucién del sistema
de ecuaciones algebraicas o integro-algebraicas, mediante el método de Newton-Raphson con
factorizacién LU o Newton con cuadratura de Gauss-Legendre respectivamente; visualizacién de la

solucién aproximada y su posterior comparacién con la solucién analitica (si se dispone).

En el caso del programa LEGENDRE, se dispone con la opcién de problemas asimétricos
y simétricos. En el primer caso, se cuenta con la generacién de los polinomios de Jacobi, evaluacion
del polinomio en un punto X, calculo de las raices por método de Newton-Raphson con divisién sintética,
generacion de matrices de colocacion A y B, captura de la EDO y de sus condiciones de frontera,
aplicacioén de la colocacion ortogonal y solucién del sistema de ecuaciones formado por Newton con
factorizacion LU o Broyden a eleccién del usuario, obtencién del polinomio de aproximacion a la

solucién de la EDO y comparacién con la solucién analitica (si se dispone)

En todos los problemas existe la opcion de seleccionar geometria cartesiana, cilindrica o esférica

yel factor de peso W=10 W =1 - X?, contandose también con las opciones mencionadas anteriormente.

Los requerimientos de hardware para utilizar los programas, son:
- Procesador 80486 o superior
- 4 Mb de memoria RAM

- Sistema operativo DOS, version 6.0. o superior

G.1.2 Resultados y Discusion
Los programas se compilaron para producir archivos ejecutables en el sistema operativo DOS

y se hicieron corridas de verificacion con diversos problemas, de los cuales se describen dos ejemplos:
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Ejemplo 1- Resolver por el método de Galerkin, la EDO:

dezY
daxz

-Y g—;msin(n)()[cos(n)() + 1X?* = 0. (G.1)

con condiciones de frontera Y(0) = 0; Y(1) = 0, utilizando cinco pardmetros indeterminados.

Solucién: La funcion de prueba que satisface las condiciones de frontera es:

N
Yn=) C. [X''!1-X]. (G.2)
i=1

Algunas pantallas del programa RESIDUO, se muestran a continuacién:

VISUALIZACION DE LAS ECUACIONES INTEGRALES DE GALERKIN

¥ ;
e | I
I }(Rl(Xn . Yn) el(X) dx)= I
o
== integ ((X"2-X)* (X 2% ( (C1* (2) +C2*% (6*X) +C3* (12¥X"2) +C4* (20*X" [l=mmmy
f [3)+C5% (30%X74) ) ) = (CL* (X"2=K) +C2* (X*3-X) +C3* (X~ 4-X) +C4* (x5 | |
i [-X)+C5* (X*6-X) ) * ( (C1* (2#X~1)+C2% (3*X~2-1) +C3* (4*x~3-1)+Ca* | |
{i | (5*X74-1)+C5+% (6*X"5-1))) +PI*SIN(PI*X)*(COS(PI*X)+PI*x"2))d | |
I Ix | o [
” It ; J

I  pARA SBLIR DE LA VENTANA PULSE TECLA Esc |

Los residuos obtenidos se resuelven por método de Newton-Raphson combinado con cuadratura

de Gauss-Legendre, obteniéndose un vector solucién (se refiere a los valores de los parametros

indeterminados)
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VALORACION DE LA SOLUCION APROXIMADA OBTENIDA POR GALERKIN

VISUALIZACION DE SOLUCIONES
PARA TERMINAR PULSE TECLA EscC

lc VECTOR # 1 VECTOR # 2 VECTOR # 3 i
== . ‘ I
1| -0.00564359 | 0.00000000 | 0.00000000 |
2| -5.06994548 | 0.00000000 | 0.00000000 |
3 | -0.46969846 | 0.00000000 | 0.00000000 |
4 3.60841664 | 0.00000000 | 0.00000000

DEME NUMERO DE

LA SOLUCION :

LA SOLUCION APROXIMADA DE LA ECUACION
5 i s

DEME LA .SOLUCION ANALEITICA
£

¢ DISPONE DE LA SOLUCION ANALITIGA: (S/N)

DIFERENCIAL ES

RESULTADOS DE LA VALORACION DE LA SOLUCION APROXIMADA
NUMERO DE PUNTOS PARA CONSTRUIR LA TABLA: 10

i X Yn (X) Yteo (X) i
I l ; [
l 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 I
I 0.10000 | 0.30900 | 0.30900 |
I 0.20000 | 0.58770 | 0.58780 |
l 0.30000 | 0.80900 | 0.80900 |
I 0.40000 |} 0:95100 | 0.95110 i
I 0.50000 | 1.00000 | 1.00000 I
I 0.60000 | 0.95100 | 0.95110 I
I 0.70000 | 0.80900 | 0.80900 I
f 0.80000 | 0.58780 | 0.58780 I
{— 1
EL RESIDUO PROMEDIO ES DE -0.0022

;. DESEA VALORAR OTRA SOLUCION

333



Ejemplo 2- El modelo que representa el flujo isotérmico de un fluido newtoniano a través de un tubo

de longitud L y radio R, lleno con un medio poroso de permeabilidad K, esta dado por:

2@+ﬂ_2 = - 2
Cdcz l;dC FAu=-Bg (G.3)

que se resuelve con las siguientes condiciones de frontera:

CF1 @t=0 dw/d{=0, (G.4a)

CF2 @t=1 u=0. (G.4b)
Aplicar colocacion ortogonal para problema simétrico en coordenadas cartesianas (también

puede utilizarse geometria cilindrica, efectuando los cambios necesarios en (3.5), empleando un factor

depesow=1-X2% A=10,B=50.

Solucién: Este problema se resolvi6 con el programa LEGENDRE, mostrandose a continuacion algunas

pantallas:
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Este programa, aunque sencillo en su operacion y aplicacion, marco la pauta para el desarrollo

de cddigos con mayores alcances. Cuatro de estos programas se describen en las secciones siguientes

y el resto se resume en el Anexo B.
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G.2 Programa ELI-COL

En esta seccidn se disefid un programa interactivo que permite resolver sistemas de ecuaciones
diferenciales parciales del tipo eliptico no lineales, que se presentan en el modelamiento de sistemas
tales como: Reactores y fermentadores, transferencia de calor y/o masa en diversas geometrias; mecénica
de fluidos, etc., utilizando el método de doble colocacion ortogonal. El programa dispone de las opciones
para la captura de las EDP y de sus condiciones de frontera, generacion de los residuos, solucién de
los mismos, generacion de reportes, ajuste a polinomios bidimensionales y exportacion de las
discretizaciones a los lenguajes de alto nivel FORTRAN, BASIC o C. El programa se aplic6 con éxito

tanto en la solucion de problemas tipo como en situaciones reportadas en la literatura.

G.2.1 Desarrollo
El programa, al que se le identificé como ELI-COL, se codificé utilizando programacion

mixta con los lenguajes CLIPPERM®y C, disefiado para utilizarse en computadoras x86, con 4 Mb

de memoria RAM como minimo y sistema operativo DOS 6.0 o superior. El paquete dispone de las

caracteristicas siguientes:

a) Evaluacién del desempefio del hardware disponible

b) Captura y/o edicion de las ecuaciones diferenciales parciales elipticas no lineales, donde se
proporcionan las ecuaciores y sus condiciones de frontera, mediante un sistema de menus.
La notacion para las varia )les independientes es X, Y; para las variables dependientes y sus
derivadas es T1,T2,T3,..T1x, Tly, Tlxx,Tlyy, etc.

c) Discretizacidn de las EDF por doble colocacion ortogonal, donde se proporciona el niimero
de puntos de colocacion en cada direccidn, junto con los correspondientes parametros de los
polinomios de Jacobi

d) Resolucion del sistema de ecuaciones algebraicas generado por los métodos de Newton con

factorizacion LU (Strang, 1989) o el de relajacion no lineal (Vemuri y Walter, 1981).

€) Generacion de reportes de resultados en pantalla, archivo ASCII o impresora.
) Ajuste de los resultados a polinomios bidimensionales, utilizando el método de Minimos
Cuadrados.

g) Exportacidn de las discretizaciones a c6digo FORTRAN, C (ANSI), BASIC 0 PASCAL, para
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su posterior utilizacion en estaciones de trabajo o computadoras de alto desempeiio, ya que
algunas situaciones (cuando se emplean mas de 15 puntos de colocacion o son mas de cinco

EDP a resolver) requeriran mayor cantidad de memoria y rapidez de procesamiento.

G.2.2 Resultados y Discusion

El programa se compilé para producir un archivo ejecutable en el sistema operativo DOS y
se hicieron corridas de verificacién con diversos problemas, de los cuales se describen tres ejemplos.
El equipo utilizado fue una computadora PC con procesador 80486DX a 66 MHz, 16 Mb de RAM,

arquitectura EISA y bus local VESA, con sistema operativo DOS version 6.20.

Ejemplo 1- El transporte de calor por conduccion en estado estable en una placa cuadrada esta repre-

sentado por la ecuacién de Laplace adimensional:

2
(;9_)2(9_2 +§§9; =0, (G.5)
sujeta a:
@X=0 0=0 para0<Y<l, (G.6a)
@X=1 0=0 para0<Y <], (G.6b)
@Y=0 0=0 paraQ<X<1, (G.6c)
@Y=1 0=1 para0<X<1. (G.6d)

Obtener el perfil de temperaturas 6(X, Y).

Solucion: Este problema se resolvié con ELI-COL, utilizando polinomios de Legendre con 9 puntos
de colocacion por coordenada espacial. Con fines de comprobacidn, se obtuvo la solucidn analitica

empleando separacion de variables, la cual es:

senh(nnY)

e = .
senh(nm)

(G.7)

Ao

Y sen(nnX)
n=1
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Los perfiles de temperaturas obtenidos por colocacion ortogonal y por la solucion analitica
se ilustran en las Figuras.G.1 y G.2, observandose la concordancia que existe entre ellas, lo que certifica

la precisidon del método de colocacion ortogonal.

.83

©

.2 — - 2.2
2.0 L L - ! —— ©.
2. @.z @. 4 .6 .3 1.0
Fig. G.1 Perfil de temperaturas obtenido por doble colocacién

ortogonal con 9 puntos

2.5

.4 )
e.z - e.2
i
2.2 . . L ‘ .2
[ 2.2 2.4 Q.6 2.8 %]
Fig. G.2 Perfil de temperaturas obtenido a partir de la solucién
analitica
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Ejemplo 2- Resolver el sistema de EDP elipticas no lineales

aT, 9T,

— + 2Y—= - cos(Y) = 0, (G.8)

aX aY?

oT, T,

—= +3—— - sen(X) = 0, (G.9)

aY ax?

aT, T,

— + X —— ~ tan(Y) = 0, (G.10)

oX ax?
sujetas a:
@X=0 T,=0 T,=0 T,=0, (G.11a)
@X=1 aT/oX =cos(Y) T,=0.841471Y T,=Xsen(Y)/T1, (G.11b)
@Y=0 T,=X T,=0 T,=0, (G.11¢)
@Y=1 T,=0.540302X T,=sen(X) T,=1.557407X. (G.11d)

Resolver por doble colocacion ortogonal.

Solucién: Este problema fue discretizado con 5 puntos de colocacion por coordenada espacial, utilizando
polinomios de Jacobi con a =2, § = 1. El sistema de 147 ecuaciones no lineales se resolvio con el
método de Newton con factorizacién LU, con un valor inicial de 1 y una tolerancia de 107, siendo

necesarias 5 iteraciones con un tiempo de CPU de 1012.06 s.

Una solucién analitica del sistema es T, = X cos(Y), T,= Y sen(X) y T;= X tan(Y) y la

comparacion de los resultados en X = 0.45054, se muestra en la Fig. G.3
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SCLUCION NUMERICA vs SOLUCION ANALITICA
X=0.45054
0.8
H M H ' . | H N H -
07J .......... .......... b b x| T1
g 0'6_4 ................................................................................................... T-' TEOR'CO
- ; : : : s : : : { *
'::- 05..1\,\,\ .......... ,, .......... ; ....... *, ......... T2
8] F L : H «
D 0.4_, .........................................................................................
2} ; ; H ; : ; : : i T2 TEORICO
W S N - <
o 034 ........ - e + RS b
2 I N = g R A
5 0.2 b s R R oo o
A v T T T B T3 TEORICO
oW
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 I
Y
Fig G.3 Comparacién de resultados calculados por colocacion

ortogonal (simbolos) con los resultados analiticos (lineas)

Ejemplo 3- La conveccion natural en una cavidad rectangular que contiene un medio poroso isotropo,
con fronteras impermeables, deslizamiento despreciable, fluido en régimen laminar y estado estable,

esta dado por (Prasad y Kulacki, 1984a):

2 2
LA AR - TN (G.12)
oxX* or? aX

gy 8 _dy o8 _ % 1

L - —_—— = — t ——— G.13
X 8Y 8Y 8X  ax?  A?9r? (G.13)

con las siguientes condiciones de frontera:

@X=0 y=0 0=1, (G.14a)



@X=1 y=0 0=0, (G.14b)
@Y=0 y=0 30/3Y =0, (G.l4c)
@Y-=1 y=0 30/3Y = 0. (G.14d)

Obtener los patrones de flujo y las isotermas si Ra= 100y A =0.7.

Solucidn: Se discretizé con colocacion ortogonal con polinomios de Legendre, con 8x8 puntos. El
sistema de 200 ecuaciones algebraicas no lineales se export6 a lenguaje FORTRAN 77, se compil6
y seresolvid dicho sistema con el método de Relajacion no lineal (Vemuri y Walter, 1981), utilizando
un valor inicial de 1, un factor de relajacion de 1 y una tolerancia de 0.00005 para la convergencia.

El sistema se resolvid en 1466 iteraciones con un tiempo de CPU de 45.987 s.

Las lineas de corriente y las isotermas se ilustran en las Figuras G.4 y G.5, mostrando una
excelente concordancia con las reportadas por Prasad y Kulacki (1984), quienes resolvieron el problema
con diferencias finitas con una red uniforme de 31x31. Con respecto a la exportacién de las
discretizaciones a lenguajes de programacion para aplicarse en estaciones de trabajo(Landau y Fink,
1992), se hicieron corridas en ambiente UNIX tanto para sistema [BM Risc 6000 como para procesador
80386/80486, con los compiladores de FORTRAN y C, siendo el desempefio del primero de dos a

cuatro veces mas rapido que el segundo.

En el Anexo F se muestran corridas adicionales para este problema clasico de la transferencia

de calor, para A = 1.0.
Por otro lado, ELI-COL también fue utilizado con éxito para resolver numéricamente el fendmeno

de mezclado en un tanque agitado y transferencia de calor en fluidos no newtonianos (Medina-Torres,

1994)
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Fig. G4 Lineas de corriente con nimero de Rayleigh (Ra) igual a 100y aspecto geométrico
(A)de 0.7
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Fig. G.5 Isotermas calculadas con niimero de Rayleigh (Ra) igual a 100 y aspecto geométrico
(A)de 0.7
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G.3  Programa PAR-COL2

En este tema se explica el desarrollo de un programa de computadora interactivo, que resuelve
sistemas de ecuaciones diferenciales parciales del tipo parabolico, no lineales y con dos coordenadas
espaciales; que se presentan en la simulacion de sistemas dindmicos tales como: Transferencia de
cantidad de movimiento, calor y masa en diversas geometrias, reacciones homogéneas y heterogéneas,
fisica molecular, etc. El algoritmo utilizado fue el de doble colocacién ortogonal con polinomios de
Jacobi para la discretizacion espacial, seguido de integracion paso a paso empleando los métodos
de Runge-Kutta-Gill, Runge-Kutta-Fehlberg y Euler implicito. El programa fue aplicado con éxito

a diversas situaciones de interés en la Ingenieria Quimica.

G.3.1 Desarrollo del Programa PAR-COL2

Con base a las consideraciones anteriores, se desarrollé un programa, al que se le identifico
como PAR-COL2, el cual se codificé utilizando programacién mixta con los lenguajes CLIPPERM?
y C, disefiado para utilizarse en computadoras con plataforma x86, con 4 Mb de memoria RAM como

minimo y sistema operativo DOS 6.0 o superior. El programa dispone de las caracteristicas siguientes:

a) Evaluacién del desempefio del hardware disponible

b) Captura y/o edicion de las EDP parabolicas no lineales, donde se proporcionan las ecuaciones
y sus condiciones de frontera e iniciales, mediante un sistema de ventanas.

c) Discretizacion de las coordenadas espaciales de las EDP por doble colocacion ortogonal, donde
se proporciona el niimero de puntos de colocacidon en cada direccidn, junto con los
correspondientes parametros de los polinomios de Jacobi (Finlayson, 1972). En el caso de
las condiciones de frontera, el programa analiza si son lineales o no, con el fin de decidir si
se debe utilizar el método de Newton.

d) Resolucion del sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias generado por cualquiera de los
métodos siguientes:

1) Runge-Kutta-Gill explicito con tamafio de etapa constante, que es adecuado para
ecuaciones sin rigidez

ii) Runge-Kutta-Gill
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iii) Runge-Kutta-Fehlberg explicito de quinto orden, con control del tamafio de la etapa
de integracion
iv) Euler implicito con linealizacién de funciones, con control del tamafio de la etapa de
integracion, adecuado para problemas de alta rigidez, que se presentan al utilizar mas
de 7 puntos de colocacion por coordenada espacial. Para todos los métodos se dispone
de un control para detectar sf el avance de la integracion ha llegado al estado estable.
e) Generacién de reportes de resultados en pantalla, archivo ASCII o impresora. |
f) Exportacion de las discretizaciones a codigo FORTRAN, C (ANSI), BASIC 0 PASCAL, para
su posterior utilizacién en otras PC, en estaciones de trabajo o computadoras de alto desempefio,
ya que en algunas situaciones (cuando se emplean mas de 20 puntos de colocacion o son mas

de cuatro EDP aresolver), se requiere mayor cantidad de memoria y rapidez de procesamiento.

Por otro lado, con fines de comparacion, se disefid otro programa que emplea como técnica
de discretizacion la de diferencias finitas centrales, con las mismas caracteristicas que PAR-COL2.
Ademas, se desarrollaron versiones FORTRAN 77 estructurado para utilizarse tanto en plataformas

x86 como en estaciones de trabajo en ambiente UNIX.

Los estudios numéricos se efectuaron en una computadora PC con procesador Pentium*® a

66 MHz, 32 Mb de memoria RAM con sistema operativo DOS version 6.2

G.3.2 Resultados y Discusion

El programa PAR-COL2 se utiliz6 para resolver una serie de problemas, entre los cuales se

describen tres ejemplos:

Ejemplo 1- Encontrar la dindmica de comportamiento de T, y T, en las siguientes EDP parabdlicas

1

oT ar, aT, 5
_ ! | + -4X-T (1+6XY)+2XY ", (G.15)
ot aX ay?
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T, 9T, 8T
2 - T 207 Zoexp(-t)(Y+1)-3X2,
o Y oY,

sujetas a las siguientes condiciones de frontera:

X=0 T,=0 T, =Y exp(-t)+2,
X=1 T, = exp(-t)+2Y? dT,/dX = 6Y,

Y=0 T, = X exp(-t) T,=0,

Y=1 dT,/dY =4X T, = exp(-t)+3X>?+2,

y a las condiciones iniciales:
T, =X(2Y?*+1),
T, = Y(1+3X?)+2.

(G.16)

(G.17a)
(G.17b)
(G.17¢)
(G.17d)

(G.17¢)
(G.179)

Solucion: Las expresiones (G.15) y (G.16) se discretizaron con polinomios de Legendre, utilizando

tres puntos de colocacion por coordenada espacial. Se integré desdet = Oat =1 por los cuatro métodos

disponibles y las estadisticas se muestran en la Tabla G.1

Tabla G.1 Numero de etapas de integraéién y tiempo de CPU necesarios para desarrollar la solucién

det=0at=1.

Runge-Kutta-Gill Explicito sin
Control de Etapa

Runge-Kutta-Gill Explicito con
Control de Etapa

Fehlberg Explicito con Control de
Etapa

Euler Implicito con Control de
Etapa

1364.02

Para todos los casos se emplearon F;=1.0, F, = 1.05, F;= 1.0 y una tolerancia de 5x107 (excepto en el

método de Euler implicito, donde se utilizé un valor de 5x107).
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Las soluciones analiticas de las EDP anteriores son:
T, = Xexp(-t) + 2XY?,
T,=Yexp(-f) + 3YX* + 2.

La comparacién entre los resultados numéricos y tedricos para los puntos X=0.5y Y=0.5
se ilustran en la Fig. G.6 haciendo la observacion que para el resto de los puntos, también se obtiene

una excelente concordancia.

Ejemplo 2- En un cilindro de radio y altura unitarios, inicialmente se encuentra a una temperatura
adimensional 6 = 0. En un instante mayor que el tiempo cero, se aplica una temperatura 8 = 1 en la
superficie convexa, mientras que en las bases inferior y superior se mantienen a § = 0. Encontrar el
perfil estacionario de temperaturas. Compare con la solucion en estado estable obtenida por separacion

de variables.

o4 i: sen(2n-1nz Io[(2n-1)mr] (G.18)

a1 (2n-1)  Io[(2n-Dm]’

Solucién: El modelo adimensional de transporte bidimensional de calor por conduccién en estado

transitorio en un cilindro con radio (R) y altura (L) iguales, es:

_aﬁ_:gie.-kl@+?_2_e G19)
Fo o 06 o (©

sujeta a las siguientes condiciones de frontera:

¢=0 d6/08 = 0, (G.20a)
=1 6=1, (G.20b)
=0 6=0, (G.20c)
(=1 6 =0, (G.20d)
y a la condicion inicial:

Fo=0 0=0. (G.20e)
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Se discretizé con polinomios de Legendre en las coordenadas espaciales £ y  con 15 puntos
de colocacion cada una. Posteriormente se exportaron las discretizaciones a c6digo FORTRAN 77
y se integraron con el método de Runge-Kutta-Fehlberg con un niimero inicial de intervalos de 10*,

F,=1.0, F, = 1.05, F; =2 y una tolerancia de 5x10™.

El sistema de ODE's alcanzd el estado estable a Fo = 0.8, al cabo de 12497 etapas de integracion
con un tiempo de CPU de 582.85 s. Las isotermas se muestran en la Fig. G.7a, mientras que las
correspondientes a la solucion analitica, se ilustran en la Fig. G.7b, observandose una excelente

concordancia entre los resultados numéricos con los tedricos.

Ejemplo 3- El modelo de la conveccién natural de un fluido newtoniano en una cavidad cuadrada,

esta representado por: (Chen et al, 1987)

0 o
Y2V L, (G.21)
ax?  ar?
Oy dw Oy dw Po o o0
L= - X7 = P — 4+ + Ra,. Pr— 22
oY ax  ax oy '{aXz 12 ax (G.22)
v wd [P0, Fo 623
oYeX dXaY |ax* 4ay?
sujetas a las siguientes condiciones de frontera:
@ X=0 =0 o = F*y/0X? 6=1.0, (G.24a)
@X=1 0=0 o = 0*y/oX? 6=1.0, (G.24b)
@ Y=0 0=0 o = Jy/oY? 6=0.0, (G.24¢)
@ Y=1 =0 o = Fy/oY? 6 =0.7053. (G.24d)

Encontrar los patrones de flujo y las isotermas si Ra; = 1000 y Pr = 7.0.
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Solucién: Este sistema de ecuaciones diferenciales parciales del tipo eliptico no lineales, se puede
resolver aplicando el método del Falso Transitorio, para convertirlas a EDP parabolicas. En este caso,
se utilizaron 10 puntos de colocacién por coordenada espacial, se exportaron las discretizaciones
alenguaje FORTRAN 77y se integré con el método de Runge-Kutta-Fehlberg hasta que se alcanza

el estado estable, utilizando valores cero como condiciones iniciales.

Los parametros utilizados fueron: F,=1.05, F,=1, F;=2 yunatolerancia de 10™. El sistema
de 200 ecuaciones diferenciales ordinarias alcanzd el estado estable en el tiempo adimensional igual
a 1.05, necesitandose 17251 etapas en un tiempo de 1744.95 s. Las lineas de corriente y los perfiles

de temperatura se muestran en la Fig. G. 8

También se hizo una corrida en una computadora Silicon Graphics modelo Indigo II, empleando
17123 etapas con un tiempo de computo de 861.34 s. Por otra parte, con fines de comparacion, este
problema fue resuelto en estado estable con los mismos puntos de colocacion, empleando el programa

ELI-COL (Jiménez-Islas y Lopez-Isunza, 1994), obteniendo los mismos resultados.

En los tres ejemplos anteriores se observa la eficiencia del programa PAR-COL2 para predecir
las trayectorias dinamicas, hasta llegar al estado estable (si existe) lo que, en un momento dado, es
necesario para predecir tiempos de residencia, distribuciones de temperatura, de masa, requerimientos

de energia, disefio termodinamico de procesos, etc.

El ntimero de puntos de discretizacion espacial a utilizar va a depender del conocimiento fisico
previo del problema y para el caso de situaciones altamente no lineales (Ejemplo 3 con términos

convectivos), el nimero de puntos va a ser mayor a medida que el nimero de Rayleigh se incremente.
Cuando se tienen estos casos, se pueden aplicar malleos de 20x20, 30x30 o mas finos, lo que

hace que la solucion del problema sea més conveniente obtenerla en estaciones de trabajo con el cddigo

100% escrito en FORTRAN.
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Es importante comentar que en el Ejemplo 2, la solucién numérica se ajusta mas al
comportamiento fisico del problema, debido a que la solucion analitica presenta convergencia muy

lenta en las regiones de las esquinas superior e inferior de £ = 1.

En el caso del método del Falso Transitorio, se hace notar que es una buena alternativa para
la solucion de problemas expresados en EDP elipticas, principalmente cuando existen problemas
de convergencia con las técnicas tradicionales como Newton o Relajacion no lineal (Jiménez-Islas
y Lopez-Isunza, 1994). Pero hay que tener en mente que, generalmente, es mas costoso hablando
en términos de tiempo de cdmputo y que, en ocasiones, no se llega al estado estable, ya que la trayectoria
dindmica depende de las condiciones iniciales que se asignen, de la no linealidad de las ecuaciones

y del nimero de puntos de colocacién utilizados.

El programa PAR-COL?2 también puede utilizarse para resolver sistemas de ecuaciones algebraico-
diferenciales, que se presentan en problemas de reaccion heterogénea, entre otros casos. Para esta
situacion, para cada ecuacion algebraica, se especifican las condiciones de frontera en funcién de
los nodos interiores. Lo anterior presenta una buena alternativa a paquetes como LSODE y DASGL
(Davis, 1984), considerando que el programa PAR-COL2 también se aplica a ecuaciones y/o condiciones

de frontera no lineales.

Por otro lado, PAR-COL2 también fue utilizado con éxito para resolver numéricamente el
fenémeno de conveccion natural en un reactor de deposicién quimica de vapor (CVD) (Estrada-Villagrana,
1996) y para el modelamiento de la biodegradacién de residuos organicos en un reactor empacado

(Murillo-Murillo, 1999)
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Fig. G.6 Comparacion entre los resultados del programa PAR-COL2 (simbolos) y los resultados

teodricos (linea continua) para el Ejemplo 1.
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G.4. Programa COL-FIN2

En esta seccion se desarrolld un programa interactivo para resolver sistemas de ecuaciones
diferenciales parciales no lineales (EDP), del tipo eliptico bidimensional, utilizando el método de
doble colocacion ortogonal en elemento finito (COEF) con polinomios de Jacobi. Esta técnica es
adecuada para resolver modelos matematicos de situaciones fisicas donde se espera que se presenten
cambios abruptos en los valores de las variables dependientes en funcién de las coordenadas espaciales.
El programa dispone de opciones para la captura y edicién de las EDP, discretizacion de las‘ mismas,
solucion del sistema de ecuaciones algebraicas que se genera, por los métodos de Newton modificado
o Relajaciénno Lineal y generacion de reportes. El programa se aplico con buenos resultados a problemas
tipo como a casos reportados en la literatura como es la difusion y reaccion en un catalizador y la

conveccion natural en medios porosos.

G.4.1 Desarrollo

El algoritmo es de tipo general, contemplando diversos tipos de condiciones de frontera, tales
como: Dirichlet, Neumann o Robbins o mas complejas aun. El cédigo se estructur6 de tal manera
que no hay que hacer ningun rearreglo especial a las ecuaciones que forman el modelo en cuestion,
a diferencia de otros métodos de solucion existentes (Crank-Nicolson, métodos ADI, etc.), que requieren

de arreglos especificos y que son muy dificiles de aplicar en modelos no lineales.

El programa, al que se le identificé como COL-FIN2, se codificé utilizando programacion
mixta con los lenguajes CLIPPER™!® y C, disefiado para utilizarse en computadoras con procesador
80486 o Pentium™®, con 4 Mb de memoria RAM como minimo y sistema operativo DOS 6.0 o superior.
El programa, al igual que otros que han sido desarrollados por los autores (Jiménez-Islas y Lopez-Isunza,

1993, 1994, 1996), dispone de las caracteristicas siguientes:

a) Evaluacion del desempeiio del hardware disponible
b) Captura y/0 edicion de las ecuaciones diferenciales parciales elipticas no lineales, donde se
proporcionan las ecuaciones y sus condiciones de frontera, mediante un sistema de ventanas.

c) Discretizacién de las EDP por doble colocacidn ortogonal en elemento finito. En este punto,
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se proporciona el nimero de elementos finitos, puntos de colocacion y parametros a.y 3 de
los polinomios de Jacobi para las direcciones X e Y respectivamente. Ademés se indica si
se desea que los elementos tengan igual longitud o ésta puede definirse por el usuario o calcularse
por la computadora mediante la expresion propuesta (G.25), que considera un factor de malleo
my que a medida que m> 1, el tamafio de los elementos es mas pequeifio cerca de las fronteras
del sistema, lo que permite que se puedan modelar problemas con cambios abruptos en estas
regiones, lo que es adecuado para problemas de conveccion natural con numeros de Rayleigh
altos (Ra> 500 para medio poroso o Ra,> 10 ° para fluidos); difusion y reaccion en reactores
cataliticos, transferencia acoplada de calor y masa en medios biféasicos, etc.

Donde:

E =05 L. G.25
[ E (G.25)
E=  Valor de la coordenada (X o Y) en las interfases de los elementos finitos

NE= mod(NEX o NEY, 2)
Contador, 1 < n < NEX 6 NEY

=
I

Factor de malleo (m = 1 produce elementos finitos de longitud constante)

3
il

La expresion (G.25) produce elementos finitos, que son simétricamente distribuidos ya que,

cuando se rebasa el valor 0.5, las longitudes de los elementos finitos, se asignaran en forma inversa.

d)

Resolucidn del sistema de ecuaciones algebraicas no lineales generado por cualquiera de los
métodos siguientes:

1) Newton modificado con factorizacion LU

i1) Relajacion no lineal.

Generacion de reportes de resultados en pantalla, archivo ASCII o impresora.

Exportacion de las discretizaciones a c6digo FORTRAN, C (ANSI) o QBASIC, para su posterior

utilizacion en otras PC, en estaciones de trabajo o computadoras de alto desempefio, ya que
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en algunas situaciones (cuando se emplean mas de 10 puntos de colocacién o son mas de cuatro

EDP a resolver), requieren mayor cantidad de memoria y rapidez de procesamiento.

Es importante mencionar que también, se desarrollaron dos versiones en lenguaje FORTRAN
77 estructurado, que se pueden utilizar indistintamente en plataformas x86 y estaciones de trabajo
IBM RISC 6000 y Silicon Graphics. La primera a la que se le denominé COL-FIN2, utiliza el método
de Relajacion no Lineal, mientras que la segunda, a la que se le identific6 como NEWCOLF2, utiliza

el método de Newton modificado con factorizacién LU,

Los estudios numéricos se efectuaron en una computadora PC con procesador Pentium™® a
133 MHz, 32 Mb de memoria RAM, Windows 95™ y los lenguajes CLIPPER™® 5.2 y FORTRAN

PowerStation ™ v. 4.0.
G4.2 Resultados y Discusién
Los programas desarrollados se valoraron con una serie de problemas tipo y fisicos, de entre

los cuales, se describen tres ejemplos:

Ejemplo 1- Resolver el sistema de ecuaciones diferenciales parciales elipticas:

oT, o°T,
Ty * =y ¥ -2Y =0 (G.26)
oY
o°T, aT,
st Ty m XA+ 20+ Y+ V) + TT, = 0, (G27)
oxX

sujetas a las siguientes condiciones de frontera:

@X=0 T,=Y T,=-Y, (G.28a)
@X=1 T, /0X =2 T,=Y+2, (G.28b)
@Y=0 T,=2X OT,/aY = -1, (G.28¢)
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@Y=1 T,=2X+1 T,=2X-1. (G.28d)

Solucion: Se resolvid este problema, proponiendo 6 elementos finitos de igual longitud y 3 puntos
de colocacién ortogonal con polinomios de Legendre por cada uno. El sistema de 1250 ecuaciones
algebraicas no lineales que se genera se exportd a lenguaje FORTRAN vy se resolvio por el método
de Newton con factorizacion LU (Press et al, 1981; Jiménez-Islas, 1988)), con un vector de aproximacion
inicial de T = [0, 0]', un factor de amortiguamiento igual a 1.0 y una tolerancia de 10”. El sistema

alcanzo la convergencia en 5 iteraciones con un tiempo de computo de 283 segundos.

Una solucion analitica de este ejemploes T, =2X+Y, T, = 2X - Y y al comparar los resultados
obtenidos con los valores tedricos de T, y T,, se obtiene un error relativo promedio (Er) de 0.0037
%y 1.7680 % respectivamente. Posteriormente se hizo un analisis del efecto del factor de malleo

sobre el error relativo promedio.

Los resultados se ilustran en la Tabla G.2, donde se observa que el factor de malleo idéneo
paraeste ejemplo es de 1.5. A malleos mayores, el error relativo se incrementa en la variable T,, debido
a que los perfiles de T,y T, no presentan cambios abruptos en sus pendientes, ya que son funciones
lineales, por lo que, para problemas en los que se tenga conocimiento de que las variables dependientes
no presentan variaciones bruscas en su pendiente, es preferible aplicar colocacion ortogonal en el

dominio total (Finlayson, 1980) o utilizar elementos finitos de longitud constante.

Tabla G.2 Efecto del factor de malleo sobre el error relativo promedio (Er) de las variables T,
yT,
1.5 0.0163 0.0485 0.0324
2.0 0.1905 0.2332 0.2119
2.5 0.0047 0.2472 0.1260
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Ejemplo 2- Villadsen y Michelsen (1978) han propuesto el siguiente modelo para la difusién

bidimensional y reaccién de primer orden en un catalizador de forma cilindrica:

aa_jg + %grf + %a%zg = @*f exp Y—(e—éﬂ}, (G.29)
con las siguientes condiciones de frontera:
@r=0 oflor=0 00/cr =0, (G31a)
@r=1 f=1 6=1, (G.31b)
@z=0 f=1 0=1, (G.31¢)
@z=1 f=1 0=1, (G.314d)
en donde:
0= Temperatura adimensional
f= Concentracién adimensional
r= Coordenada radial
z=  Coordenada axial
® = Numero de Prater
y=  Energia de activacién adimensional

@=  Modulo de Thiele
L/D = Razén altura/didametro del cilindro
Calcular los perfiles de concentraciéon y de temperatura en el catalizador, si ©® = 0.1,y =30, =2

yL/D=1
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Solucién: Por las caracteristicas fisicas de la difusion y reaccion en catalizadores, se espera que las
pendientes de la concentracion y de la temperatura presenten variaciones que se acentiian en las cercanias
de la superficie exterior del cilindro. Este fendmeno se intensifica al aumentar ¢ (Villadsen y Michelsen,
1978). Para detectar este comportamiento, se proponen cinco elementos finitos para cada coordenada
espacial y dos puntos de colocacion ortogonal con polinomios de Legendre por cada elemento. La

longitud de cada elemento se propone de la siguiente manera:

Direccionr: 0.3, 0.3,0.2,0.1, 0.1
Direcciéonz: 0.1,0.2,0.4,0.2,0.1

De tal forma que se disponen de elementos pequefios en las regiones de las paredes exteriores
del catalizador. Al aplicar la discretizacion, se obtienen por cada variable dependiente:
100  Nodos de colocacion interior
4 Aristas
40 Nodos de acoplamiento en la direccién r
40 Nodos de acoplamiento en la direccién z
56 Nodos de condiciones de frontera

16 Nodos de interfase entre elementos

El sistema de 512 ecuaciones algebraicas no lineales que se obtiene, se resuelve con el método
de Relajacion no Lineal, utilizando un vector de aproximacion inicial T = [0, 0], un factor de relajacion
iguala0.5 y unatolerancia igual a 10~°. El sistema alcanza la convergencia al cabo de 1945 iteraciones
conun tiempo de CPU de 2073 s. Los perfiles de concentracion adimensional e isotermas se ilustran

en las Fig. G.9 y Fig. G.10 respectivamente.

Ejemplo 3- El modelo matematico que representa la conveccion natural en una cavidad rectangular
que contiene un medio poroso isétropo, darciano, con fronteras impermeables, deslizamiento despreciable,
fluido en régimen laminar y el sistema en estado estable, ha sido reportado por Prasad y Kulacki
(1984a): '
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2 2
Az.ai . 9V :RaAae

ox*  or? ax’ (G.32)

oy 00 Oy 40 _ %0 1 &0

W X e atort (G33)
con las siguientes condiciones de frontera:
@X=0 y=0 0=1, (G.34a)
@X=1 y=0 0=0, (G.34b)
@Y=0 y=0 00/0Y =0, (G.34c)
@Y=1 y=0 00/0Y = 0. (G.34d)
E n donde:
X, Y = Coordenadas adimensionales
v = Funcién corriente adimensional
0 = Temperatura adimensional

Obtener los patrones de flujo y las isotermas si el nimero de Rayleigh (Ra) es igual a 1000
y el aspecto geométrico (A) es de 0.7.
Solucién: Uno de los problemas numéricos que se presentan en la solucién de modelos de conveccion
natural enmedios porosos es el efecto advectivo, que se incrementa al aumentar el nimero de Rayleigh.
A valores bajos de Ra (<50), predomina la conduccién de calor y, por lo tanto, las isotermas presentan
poca distorsion. Al aumentar Ra, el mayor gradiente de temperatura origina fuerzas de flotacion que,
a su vez, originan un movimiento del fluido intersticial cada vez mas intenso por lo que la conveccion
se vuelve dominante. Esto provoca que los perfiles de temperatura presenten cambios abruptos,
principalmente en las fronteras en X =0y X = 1, por lo que es conveniente fijar elementos finitos

pequefios cerca de las paredes de la cavidad.

Con base en lo anterior, se decidi6 resolver el problema con siete elementos finitos por direccion
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espacial, aplicando tres puntos de colocacion ortogonal en cada uno. Para esto, se proponen factores
de malleoigualesa 1.0, 1.5,2.0,2.5, 3.0y 4.0. El sistema de 1682 ecuaciones algebraicas no lineales
que resultan de la discretizacion, se resolvié utilizando el método de Newton modificado con
factorizacion LU, empleando un vector de aproximacién X = [0, 0]', un factor de amortiguamiento
igual a 0.5 y un criterio de convergencia de 10°. El sistema no converge param =1.0,1.5y2.0y
los resultados para m = 2.5, 3.0 y 4.0 se muestran en la Tabla G.3, donde se indica el error en un

balance de energia global, que se hizo para cuantificar la precision del malleo.

Tabla G.3 Resultados del problema de conveccion natural en un medio poroso darciano para

Ra=1000y A =0.7

2.5 35 8202 1.03
3.0 35 8347 0.68
4.0 35 8248 0.28

* Balance de energia global

Prasad y Kulacki (1984a) reportan la aparicién de flujo multicelular para este problema, por
lo que se procedié a graficar las lineas de corriente para los factores de malleo de la Tabla G.3, los
cuales se ilustran en la Fig. G.11, donde se observa que, a medida que m aumenta, se va definiendo
la caracteristica multicelular, lo que indica que m es determinante para la solucién de este modelo,

debido a Ja distorsi6n de perfiles provocada por el efecto convectivo.

Ademas, al aumentar m, disminuye el error en el balance de energia, por lo que se ratifica

el efecto del factor de malleo sobre la precision de los resultados.

Con fines de comparar la precision, se hizo otra corrida con diez elementos finitos y tres puntos
de colocacién ortogonal por cada direccion espacial y m = 4. El sistema de 3362 ecuaciones no lineales
que se obtiene, se resolvié utilizando Relajacion no Lineal con un vector de aproximacion inicial

T =[0, 0}, un factor de relajacién w igual a 0.5 y una tolerancia de 10, la cual se alcanz6 en 231,086
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iteraciones con un tiempo de CPU de 36209 s. Las lineas de corriente y los perfiles de temperatura

se ilustran en las Fig. G.12 y G.13 respectivamente.

Malleo Error Balance de Energia (%)
(6x3)(6x3) 0.28
(10x3)(10x3) 0.18

Como es de esperarse, al incrementar el malleo, se disminuye el error en el balance de energia,
pero también origina que la convergencia sea dificil. Para confirmar lo anterior, se hizo otra corrida
con un malleo de (15x2)(15x2) y m = 2. El sistema de 4232 ecuaciones no lineales, se resolvié con
Relajacion no Lineal con los parametros de convergencia utilizados anteriormente. El sistema alcanzo
la convergencia al cabo de 11503 iteraciones con un tiempo de computo de 1620 s. El error en el balance
de energia fue de 0.88 %. En este caso, fue mas conveniente emplear mas elementos finitos que puntos
de colocacion, ya que el tiempo de CPU empleado fue mucho menor, aunque se pierda algo de precision
en el balance de energia. Para generalizar esta aseveracion serd necesario realizar otros estudios, que

se reportaran posteriormente.

Con fines de comparacion, se resolvio este problema con discretizacion con Diferencias Finitas
Centrales de segundo orden con un malleo de 60x60 puntos espaciados uniformemente. El sistema
de 7688 ecuaciones no lineales se resolvié con Relajacion no Lineal con T = [0, 0]', w=0.5 y una
tolerancia de 10°. El sistema alcanzo la convergencia en 11189 iteraciones con un tiempo de CPU
de 2810 s y un error en el balance de energia igual a 2.64 %, observandose que COEF con un malleo

de (15x2)(15x2) es mas eficiente, en términos de tiempo de CPU y del error en el balance de energia.
En resumen, cabe comentar que si se incrementa mas el factor de malleo se tendera a disminuir

el error, hasta un grado tal que la cercania de los puntos y las longitudes de los elementos finitos

muy pequefias, induciran la aparicion de errores en los calculos numéricos, por lo que para cada problema
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en particular, se le deberd determinar el factor de malleo éptimo. También es posible disefiar otras
ecuaciones de malleo, que produzcan distribuciones especiales en los nodos, lo que dependeré de

]a situacion fisica a resolver.

En el Anexo F se muestran corridas adicionales para este problema, considerando A = 1.0,
donde se ha utilizado colocacién ortogonal para Ra < 1000 y colocacién ortogonal en elemento finito
para Ra > 1000 con el fin de incluir los cambios abruptos que se manifiestan cerca de las paredes
verticales, Es importante comentar que a Ra> 1000, la convergencia con colocacién ortogonal fue
dificil, por lo que se prefirio emplear colocacion ortogonal en elemento finito con tamafios de elemento

finito constante.
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Fig. G.9 Perfiles de concentracion adimensional en el catalizador (Af= 0.1)

Fig. G.10 Isotermas en el catalizador (A0 = 0.01), indicando un proceso exotérmico

363



m=2 5

m-3.0

m-4.0
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Fig. G.11 Efecto del factor de malleo sobre la formacién de flujo multicelular (Ay =2)
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Fig. G.12 Lineas de flujo (Ay=2), para Ra=1000y A =0.7

Fig. G.13 Isotermas (AB = 0.1), para Ra= 1000y A= 0.7
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G.S  Desarrollo del Programa ELI-COL3

Con la teoria mencionada en el capitulo V, se codifico un programa, al que se le identifico
como ELI-COLS3, utilizando programacion mixta con los lenguajes CLIPPER™® y C, disefiado
para utilizarse en computadoras x86, con § Mb de memoria RAM como minimo y sistema operativo

DOS 6.2 o superior o Windows 95. El paquete dispone de las caracteristicas siguientes:

a) Evaluacidn del desempefio del hardware disponible

b) Captura y/o edicion de las ecuaciones diferenciales parciales elipticas no lineales, donde se
proporcionan las ecuaciones y sus condiciones de frontera, mediante un sistema de menus.
La notacidn para las variables independientes es X, Y, Z; para las variables dependientes y
sus derivadas es T1,T2,13,..T1x, Tly, Tlz, Tlxx,Tlyy, Tlzz, etc.

c) Discretizacién de las EDP por triple colocacién ortogonal, donde se proporciona el nimero
de puntos de colocacién en cada direccidn, junto con los correspondientes parametros de los
polinomios de Jacobi

d) Resolucién del sistema de ecuaciones algebraicas generado por los métodos de Newton con

factorizacion LU (Strang, 1989) o el de sobre-relajacion no lineal (Vemuri y Walter, 1981).

e) Generacion de reportes de resultados en pantalla, archivo ASCII o impresora.
f) Ajuste de los resultados a polinomios tridimensionales, utilizando el método de Minimos
Cuadrados.

g2) Exportacion de las discretizaciones a cddigo FORTRAN, C (ANSI), BASIC 0 PASCAL, para
su posterior utilizacion en estaciones de trabajo o computadoras de alto desempefio, ya que
algunas situaciones (cuando se emplean mas de 10 puntos de colocacién o son mas de cinco

EDP a resolver) requeriran mayor cantidad de memoria y rapidez de procesamiento.

GS1 Resultados y Discusion

El programa se compilo para producir un archivo ejecutable y se hicieron corridas de verificacion
con diversos problemas, de los cuales se describen tres ejemplos. El equipo utilizado fue una computadora
PC con procesador Pentium a 166 MHz, 48 Mb de RAM, con sistema operativo Windows 95. También

se desarrollaron dos versiones en FORTRAN 90. La primera se utiliza para resolver las ecuaciones
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de discretizacién generadas en el ambiente CLIPPER, mientras que la segunda efectiia la discretizacion
y la solucién del sistema generado. Los programas en FORTRAN se disefiaron para el compilador
MS FORTRAN PowerStation V. 4.0 para x86 y para los compiladores de plataformas UNIX. Es
importante aclarar que la version CLIPPER del programa primero discretiza y luego resuelve el sistema
generado, mientras que en la segunda version en FORTRAN, la discretizacidn se hace dentro del ciclo

iterativo de solucion. Esto se debe a las caracteristicas propias de cada lenguaje.

Ejemplo 1: Conduccién 3-D en un cilindro con generacion volumétrica de calor Q,
El modelo que describe la conduccidn de calor 3-D en un cilindro isétropo, con generacion

volumétrica de calor Q, y estado estable es:

FT 1#T 1 3T T Q
+ = o + +—=0
or? ror r2ge? 5zr k

(G.35)

Si la superficie inferior se mantiene aislada, mientras que en la superficie superior se mantiene
auna temperatura T, y 1a superficie lateral se le aplica una funcién sinusoidal T =T, +30z(T,-T,)sen*(0)/L.

Hallar los perfiles de temperatura.

Solucién: Proponiendo las siguientes variables adimensionales, se obtiene

N
[\]
‘:i Y]
-
|
-

Fo 190, 1 &0 1730,

- S.= 0 G.36
082 £ 05 4n%?a0? Ataz? ° (G.36)
con las siguientes condiciones de frontera
@&E=0 98/ 3E =0, (G.37a)
@E=1 ® = 30Zsen’ (2nQ2) Para 0<Qc<]1, (G.37b)
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@Z=90 00/dZ =0, (G.37¢)

@Z=1 ®=0, (G.37d)
@Q=0 Continuidad del campo de temperaturas y del Flux de calor, (G.37¢)
@Q=1 Continuidad del campo de temperaturas y del Flux de calor. (G.37f)

El problema se resolvié con colocacién ortogonal, tomando A =2y So = 100. Se utiliz6 un
malleo de 9x9x9 puntos de CO con polinomios de Legendre y las ecuaciones discretizadas se resolvieron
por el método de Newton-Raphson con un vector de aproximacion ® = 0, un factor de amortiguamiento
de 0.7 y una tolerancia de 10”. EL sistema de 1331 ecuaciones convergi6 en 15 iteraciones con un
tiempo de CPU de 1132 s. Las isotermas a diferentes posiciones Q para el plano &-Z se ilustran en

la Fig. G.14.
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L l; (2

d)

Fig. G.14 Isotermas en el plano £-Z paraa) Q= 0.0, b) Q=0.19331, ¢) Q= 0.50, d) Q@ = 0.8066
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Ejemplo 2: Resolver el siguiente sistema de EDP 3-D

0T, _dT, oT, Y o
-2 +4 +2xz°+32¢ *-4= 0, (G.38)
ox? dy  9z?

oT, &°T, T, 0T, | 5 5 )
| + + + -4x °yz-8xy “‘z*+16xyze “-2xy= 0, (G.39)
0z oy* ox? 09z?
sujetas a las siguientes condiciones de frontera:

@x=0 T,=4yz-8¢~ T,=2+4yz-8e* - (G.40a)
@x=1 T, = 1+y2 oT,/ox = 4.0, (G.40b)
@y=0 T, = 2x>- 8™ T,=2x*+ 4z - 8¢%, (G.40c)
@y=1 T, = 1+x7* aT, /oy = 4z, (G.40d)
@z=0 T,=2x*-8 T,=2x2 + 4y 8¢, (G.40¢)
@z=1 T, = l+xy dT,/0z +T, = 1+3xy. (G.401)

Este sistema se resolvié con 6 puntos de colocacion ortogonal con polinomios de Legendre.
Elsistema de 1024 ecuaciones no lineales que se genera, fue resuelto con el Método de Newton-Raphson
con un vector de aproximacion inicial de T = [0, 0,0]", factor de amortiguamiento de 0.7 y un error
de convergencia de 107, El sistema convergi6 en 15 iteraciones con un tiempo de CPU de 1132 s.
Una solucién tedrica de este sistema de EDP es:

T,=2x*+4yz-8¢e* , (G.41)
T,=1+xyz? - (G.42)

La comparacion entre la solucidn obtenida por CO y la analitica se muestra en la Fig. G.15.
donde se observa la concordancia que existe entre ambas soluciones. El error relativo promedio con
la solucion (G.41) fue de 2.2090 %, mientras que el error relativo promedio con la solucion (G.42)

fue de 0.9445 %, lo que indica la buena precision del método de colocacion ortogonal en tres dimensiones.
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Fig. G.15

S
NS

T, calculada por CO
Plano X =0.3806

<

T, calculada por CO
Plano X =0.5

Comparacion entre los resultados obtenidos por colocacion ortogonal y las soluciones

analiticas para el Ejemplo 2.
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T, a partir de la solucion analitica

Plano X = 0.3806

T, a partir de la solucion analitica

Plano X =0.5



Ejemplo 3: Resolver el sistema de EDP 3-D

30°T, 20T, oT, _
+ + +3z2°T, -6z tan(y) cos(xy)-x secX(y) sen(xz)= 0, (G.43)
ox* 0z? Oy

o, +3x o + o, -3x T cot(xz)+ : 2: 0, (G.44)
ox 2 oz gy? ox
con las siguientes condiciones de frontera:
@x=0 aT,/ox =0 dT,/0x = 1.0 + 2yz, (G.45a)
@x=1 T, = tan (y) sen (z) oT,/ox=1 -2yz, (G.45b)
@y=0 dT,/8y = X sen(xz) T,=x, (G.45¢)
@y=1 T,=xtan (1) sen(xz) T,=3+x-2xz, (G.45d)
@z=0 dT,/0z = x* tan(y) T,=x+ 3y, (G.45¢)
@z=1 T, =xtan (y) sen (x) T, =x +3y - 2xy. (G.451)

Este sistema se resolvié con 7 puntos de colocacion ortogonal con polinomios de Legendre.
Elsistema de 1458 ecuaciones no lineales que se genera, fue resuelto con el Método de Newton-Raphson
con un vector de aproximacion inicial de T = [0, 0,0]", factor de amortiguamiento de 0.5 y un error
de convergencia de 107°. El sistema convergio en 21 iteraciones con un tiempo de CPU de 2148 s.
Una solucion tedrica de este sistema de EDP es:

T, = x tan(y) sen(xz), (G.46)
T, = x+ 3y-2xyz. (G.47)

La comparacion de la solucion numérica con la solucion tedrica se muestra en la Fig. G.16,
donde se observa la excelente concordancia entre los contornos para ambas soluciones, por lo que
el método de colocacién ortogonal es adecuado para resolver problemas complejos. Es importante
comentar que, también se desarrollo el codigo ELIFIN3, que resuelve sistemas de EDP no lineales,
utilizando el método de Diferencias Finitas Centrales de segundo orden, el cual se utilizd con fines

de comparacion.
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Solucion por CO para la variable T, Solucién analitica para la variable T,
Plano x = 0.5 (y-z) Plano x = 0.5 (y-z)

=
—_
YA |
~ i
™ |
\\\'
~
\\
~ ; R \\

~.

Solucién por CO para la variable T, Solucién analitica para la variable T,
Plano y = 0.297077 (x-z) Plano y = 0.297077 (x-z)

Comparacién entre los resultados obtenidos por colocacion ortogonal y las soluciones

Fig. G.16
analiticas para el Ejemplo 3.
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Los resultados de los ejemplos anteriores muestran la versatilidad del método de colocacion
ortogonal y de los cddigos desarrollados para la resolucion de problemas complejos. En la Fig. G.15
para la variable T,, se observa una cierta diferencia entre las graficas, lo que indica que se requiere
aumentar el nimero de puntos de colocacion en esa region. Esta situacion se solventa aumentando
el malleo general 3-D, pero una forma mas eficiente de resolver este problema seria la de proveer
un malleo local en la region donde ocurren los cambios abruptos en los valores de las variables
dependientes, lo que se haria con el método de Colocacion Ortogonal en elemento Finito en 3-D que,
hasta donde se sabe, tampoco se ha desarrollado aun. Es importante mencionar, que en el ejemplo
2, también se obtuvo otra solucion, lo que no es extrafio, ya que es un sistema de EDP no lineales,
por lo que existe la posibilidad de la existencia de varios vectores solucién. Un analisis mas detallado

de esta situacion es reportado por Jiménez-Islas (1988) y Jiménez-Islas (1996)

Por otro lado, con fines de comparacién de resultados, se desarrollaron los programas ELI-FIN3
que resuelve sistemas de EDP no lineales por discretizacion diferencias finitas centrales de segundo
orden, con las mismas caracteristicas que ELI-COL3. También se desarrollaron c6digos para EDP
3-D parabdlicas no lineales, los cuales se describen en el Anexo B, y que fueron evaluados con problemas
tipo con buenos resultados. La utilizacidn de estos programas sera enfocada a la resolucion de los
siguientes problemas: Conveccion simultanea de calor y masa 3-D en el almacenamiento de granos
en silos, calculo de difusividad efectiva en el secado 3-D de granos, célculo de difusividad efectiva
y coeficientes de transferencia de masa en el crecimiento controlado de microorganismos, modelamiento
del proceso de esterilizacion de alimentos liquidos y semi-liquidos (fluidos no newtonianos con transporte
de calor por conduccién y conveccion), transporte de calor y masa en reactores de lecho empacado,

ete.

- 000 -
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