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Resumen 

Debido a que  la  energia  del  estado basal presenta  concavidad  estricta  con respecto a 
sus variables  naturales, nhero de  partfculas y potencial  externo a los  electrones, es 
posible  generar  otras  representaciones basadas en la transformacidn  de  Legendre. Este 
hecho permite  establecer un quema de  reducci6n de derivadas, parecido al de la 
Termodihica, que  sistematiza la busqueda  de relaciones entre  diferentes  tipos  de 
cantidades En particular,  este  metodo se aplica  para  relacionar  pkametros  de mctividad 
quimica 

Una  de  las  representaciones  originales, F[N,p], presenta  algunos  problemas,  ya que sus 
variables  independientes  tienen  dependencias  explfcitas. ' Una  forma  de  solucionar  este 
problema  consiste  en  buscar  una  nueva  representaci6n  que  no  involucre a estas variables y 
que  mantenga las propiedades  de  concavidad.  Como  una  alternativa se analiza a la 
energia  por  partfcula.  Esta  ecuaci6n  fundamental  evita  los  problemas  anteriores y permite 
emplear las transformaciones  de  Legendre  para  generar un conjunto  de  nuevas 
representaciones  para  los  estados  basales. 

Con  las  nuevas  ecuaciones  fundamentales,  se analiza la soluci6n  de  la  ecuacidn  de 
Thomas-Fermi  con  mdtodos  perturbativos y algunas  aplicaciones al problema  de la 
reactividad  qufmica En el  primer caso, al  trabajar  con la ecuaci6n  de  Thomas-Fermi, 
escrita  en  t&rminos  de  la  densidad, se obtiene  una  convergencia  mon6tona y mk rslpida, 
que  cuando  se usa la  ecuacidn  tradicional,  utilizando  este  esquema  perturbativo. En el 

caso  de  la  reactividad, se demuestra  que  el  principio  de  igualaci6n  de  potenciales quimicos < 

es consecuencia  de  incluir  una  restriccidn  en un problema  variacional, y que la suma  de las ' .. ? 
blanduras se  conserva  en las reacciones  quimicas  elementales. 
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Introducción 

I 

El estudio  de  la  estructura  electr6nica  de  fitornos,  mol&ulas y s6lidos esta basado  en la 
Mechica  Cubtica Tradicionalmente, se obtiene la funci6n  de  onda  resolviendo la 
ecuaci6n  de  Schroedinger, sin embargo la Teorfa de Funcionales  de la Densidad pmenta 
una  alternativa  para  este  estudio. Los m6todos  basados  en esta teoría han probado  ser  de 
gran utilidad  en  el anfiis de  la  estructura  electr6nica  de estados basales,  debido a su 
precisi6n y eficiencia. 

Debido a las  propiedades  de  la  ecuaci6n  fundamental de esta teoria, es posible haar 
un paralelismo  con  la Termodinhica. Algunas de las ecuaciones de la Teorfa de 
Funcionales  de  la  Densidad  son similaes  a las  ecuaciones tennodinWcas, e incluso en 
algunas  aplicaciones se obtienen  conclusiones muy parecidas. Desde luego, esta similitud 
se da  s610  en  la  forma  de  las  ecuaciones y no  implica  que las variables tengan el mismo 
significado,  ni  que  se puedan combinar  ecuaciones y propiedades de ambas teorfas. 

En la Termodinhica la  concavidad  de  la  ecuaciones  fundamentales  tiene un pap1 
relevante y permite  obtener  representaciones  alternativas  para  describir  los estados. de 
equilibrio,  a  travQ  de  la  transformaci6n  de  Legendre. En este  trabajo  se  aprovechan las 
propiedades  de  concavidad  de la ecuaci6n  fundamental  de la Teorfa  de  Funcionales de la 
Densidad y se  emplean las transformaciones  de  Legendre  para  generar  representaciones 
alternativas  para  los  estados  basales.  Dentro  de  las  aplicaciones  que se desarrollan est8n: 
la  construcci6n  de  una  metodologfa  para  la  reducci6n  de  +derivadas,  el  tratamiento  de la 
ecuacidn  de  Thomas-Fermi  con un metodo  perturbativo y el anS;lisis de un par  de 
problemas  en  el  campo  de  la  reactividad  qufmica. 
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l. Teoría de Funcionales de la Densidad 

La Mechica Cudntica  permite  estudiar  las  propiedades y las interacciones  de  los 
sistemas a nivel  molecular, y la descripci6n  de  la  estructura  electr6nica  de &tomos, 
molkulas y sdlidos esta contenida  en  la  ecuaci6n  de Schrodnger. En general, las 
soluciones  de  esta  ecuaci6n  son muy complicadas,  ya  que  dependen de muchas  variables, y 
hay muy pocos  problemas  para  los  que  se  encuentra  soluci6n andtica, en la mayorfa  de 
los  casos  s610  se  tienen  aproximaciones  de  la  soluci6n  exacta. 

La teoría  de  funcionales  de  la  densidad  presenta  una  alternativa  para estudiar el  estado 
basal  de los sistemas  microscbpicos. En esta  teoría  se  trabaja  con  la densidad electfbnica, 
la  cual es una  cantidad  m&  simple  que  las  soluciones  de  la  ecuacidn  de  Schroedinger. Sin 
embargo es importante  recalcar  que  Bsta  es  una  teoría  de  estados  basales. * 

La Ecuacidn de  Schroedinger 

Para un sistema  de N electrones  bajo  la  influencia  de un potencial v(r), externo a los 
electrones,  el  operador  hamiltoniano  tiene  la  forma  siguiente, 

Si el potencial  externo  no  depende  del  tiempo,  toda la informaci6n del sistema esta 
contenida  en las soluciones  de  la  ecuaci6n de Schroedinger  independiente del tiempo: 

kN,vy j (Xl , . . . ,XN)  = Eiyi(Xl,... ,xf,r) - (2) 
Las funciones  de  onda, 'Pi, son  funciones  antisim6tricas ante el intemmbio de  cualquier 
pareja  de  coordenadas, y su m6dulo  al  cuadrado  debe  integrar a uno, 

I Y ~ ( X 1 ,  ..- ?x~)yi(xl,---,XN)~l...~N =1 (3) 



En la  mayorfa  de  los  casos  no es posible  resolver la ecuaci6n de Schroedinger en 
forma  exacta. En estas circustancias,  la  energk  correspondiente a una funcicln de  onda 
aproximada est6 dada  por el valor  esperado  del  operador  hamiltoniano, 

E=(YII?N,VIY)=IY*(x, ,..., xN)kN,vY(xl  ,..., xN)&...kN (5) 

Cuando  los  valores  propios  de  la  energia est611 acotados  por  abajo,  la  energk  del  estado 
basal, Eo, es la  cota  inferior  de  la  energfa  de  la  funci6n  de  onda  aproximada: 

donde 

Tradicionalmente, este principio  variacional  se  utiliza  con  frecuencia  para obtener 
soluciones  aproximadas.  Existen  algunos  casos  en  los  cuales el espectro no est4 acotado 
por  abajo,  por  ejemplo  el  espectro  del  potencial V(X)=X es el conjunto  de  los  nismeros 
des y en  este  caso  no  existe un estado  basal. 

Debido  a la antisimetria  de  la  funcion  de  onda,  el  valor  esperado  del hamilt~niano se 
I 

puede  escribir  como: 

E = N l Y * ( x ,  ,... .X,)[-+V?Y(X, ,..., x N ) ] h l . . . h N  

N(N-1) 1 + 
2 

] Y * ( X ,  ,..., X N ) - - Y ( X 1  ,..., X N ) h  1". &N , la -21 
+ N I Y * ( ~ ,  ,..., x N ) v ( r l ) ~ ( x l  ,..., x N ) h  ,...hN 

donde se puede  observar  que  la  mayor  parte  de  la  informaci6n que contiene la funci6n  de 
onda  desaparece al realizar las  integrales  sobre  las  variables x3 a XN. Por  lo  tanto, si s610 
se desean conocer  valores  esperados  de  operadores  que  contienen,  a lo m&, operadores 
de  dos  cuerpos,  no es necesario  tener  la  funci6n  de  onda  completa. 



Matrices he Densidad Reducidas 

El m6dulo al cuadrado  de la funci6n  de  onda se puede  interpxetar  como una densidad 
de  probabilidad. Es decir, la probabilidad  de  encontrar a las N pardculas alrededor de las 
coordenadas XI, ..., x~ esa dada  por: 

dp,(x, ,..., xJ=YII.(xl ,..., X,)Yl,(X1 ,..., X,)hl . . .dKN . (9) 

En  forma  andoga, se pueden defe cantidades  m&  generales. La matriz de densidad 
reducida  de  orden k se define  como1: 

P C ) (  x; ,..., ,..., x,) I 

,Y;(x: ,..., x:,x,++I ,... 'X,)Yi(X, ,..., XN)dK,+I . . .dKN ' 
y su parte diugonul representa la densidad de probabilidad de k cuerpos, 

dp,(x, ,..., x,) = r(k)(Xl ,..., x,Ix1 ,..., ~~)h,. . .h,  . 
Ademh, las matrices de densidad de ordenes  sucesivos estan relacionadas por: 

r@-l)(X; ,..., X;-,Ix1 ,..., Xk-, 1- - 
&jr(k)(x; .  ..., x:-l.~kIxl ,..., ' 

Jr(,)(Xl ,..., xkIxl ,..., xk)16r,...rtxl =(;). . . 

y las partes diagonales  integran a un coeficiente  binomial, 

En  particular, la parte  diagonal  de  la  matriz  reducida  de  primer  orden es la densidad  de 
pardculas: 

p ( ~ )  = r(l)(xIx) , ( 14) 

y su integral es igual al nhero de  electrones. 

Para el valor  esperado de la energia, es posible escribir a la Ec.(8) en t6rminos de las 
matrices  reducidas  de  orden  uno y dos, 

I 
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o bien, dnicamente en &minos de la matriz  de  segundo  orden : 

E = p x ;  -x1)6(x; -x2) 
r 1 

Dado que la energia  aproximada  no  puede  ser  menor  que la energfa  del  estado 
principio, esta ecuaci6n  proporciona un m6todo  variacional  para la matriz  de 

basal,  en 
segundo 

orden.  Sin  embargo,  las  matrices r(2) que se pueden utilizar en la Ec.(16) deben provenir 
de una funci6n  de  onda  nomalizada y antisimetrica de N pardculas ( m a t r i z  N- 
representable). Desafortunadamente,  no se  conocen  las  condiciones necesarias y 
sufkientes  que  debe  satisfacer  una  funci6n de cuatro  coordenadas  para ser N- 
representable2 y,  por  lo  tanto,  no  es  posible  utilizar  este  procedimiento. 

Teoremas de Hohenberg y Kohn 

Asi como  la  energia  resulta  ser un funcional  de la matriz de segundo  orden,  la  energía 
del estado  basal  tambidn es un funcional  de su densidad. La demostraci6n  de esta 
dependencia est5 basada  en  los  teoremas  que se presentan  a  continuaci6n.3 

El primer  teorema  establece  una  relaci6n  biunivoca  entre  la  densidad  del  estado  basal 
de un gistema y el  potencial  externo  correspondiente,  cuando  el esta¿io basal  no es 
degenerado. 

Teorema I 
Si Y1 es la  funci6n  de  onda  del  estado  basal  de un sistema  con N electrones,  bajo la 

influencia del potencial  externo VI, y Y2 es la funci6n de onda del estado basal delgistema 
con  potencial ~ 2 ,  entonces  las  densidades  correspondientes, p1 y p2, son  diferentes. 

4 



Demostración (por reducci6n al absurdo) 
Suponga  que las densidades, p1 y p2, son  iguales.  Dado que Y1 y Y2 satisfacen 
ecuaciones  de  Schroedinger  diferentes,  entonces las funciones de onda  tambien  son 
diferentes.  Aplicando el principio variacional para  los  dos  hamiltonianos, se 
obtienen  las  desigualdades  siguientes, 

Si se toma  en  cuenta  que  los hamiltonianos s610 difieren en  los  potenciales 
externos,  entonces  al  sumar ambas desigualdades y reacomodar  los grminos 
resultantes se obtiene  la  expresi6n: 

( ~ 1 ~ ~ 2 - ~ l l ~ l ) ~ ( ~ z ~ ~ 2 - ~ 1 l ~ ~ )  

A  partir de la  antisimetria de la  funci6n  de  onda y utilizando la &.(14), se tiene 
que: 

pero  por  hip6tesis,  las  densidades  son  iguales,  entonces esta desigualdad es 
inconsistente. 

Por lo tanto,  las  densidades  no  pueden  ser  iguales. 

Este teorema  permite  establecer  la  dependencia  entre la energía  del  estado  basal y la 
densidad  electr6nica  correspondiente,  a trav6s del  corolario  siguiente. 

Corolario 
Dado que  la  energia  del  estado  basal es un funcional  del  potencial  externo,  entonces 

tambiCn es un funcional  de  la  densidad  del  estado  basal. 

Demostración 
De  la &.(7) se puede  observar  que  la  energia  del  estado  basal es un funcional del 
potencial  exteino y una  funci6n de N. Ademsls, la relacidn  biunfvoca  dada  por el 
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teorema I permite  escribir, al menos  formalmente, al potencial  externo  como un 
funcionaI de la  densidad  del estado basal.  Por  lo tanto: 

El segundo  teorema  constituye un principio  variacional  para la densidad electrdnica. 

Teorema 11 
La densidad  del  estado  basal  de un sistema  ser6  aquella  que minimice al funcional de la 

energfa. 

Demostracih 
Sea p la  densidad  del  estado  basal  del  sistema y p' UM densidad  diferente. 
Siguiendo al teorema I, p' debe  provenir  de un hamiltoniano  con difemte 
potencial  externo, y las  funciones  de  onda  correspondientes Y y Y' &ben ser 
distintas. Por lo tanto, haciendo uso del  principio  variacional: 

o bien,  en t6rminos de  la  densidad, 

Es importante  hacer  notar  que  la  demostracidn  de  este  teorema  involucra  solamente 
densidades  que  provienen  del  estado  basal  de un sistema  con un potencial  externo  dado 
(demidudes  v-representables). En principio, Qta sería  una  restriccidn muy grave  para el 
uso de  este  teorema  ya que no se conocen  la  restricciones  que  deben  satisfacer  estas 
densidades, sin embargo m& adelante se ver6  como  se  puede  extender su validez. 

Aprovechando  estos  teoremas,  se  puede  ver  que  en  la Ec.( 15) s6l0 aparece  la densidad 
explicitamente  en  el  mtimo t6rmin0, sin embargo,  del  corolario, se sabe  que  toda la 
ecuacidn es un funcional  de  la  densidad.  Por  lo  tanto,  esta  ecuacidn se puede rescribir en 
la  forma  siguiente: 

E"[P] = Fm[Pl+/v(r)P(r)dr 9 (17) 

donde  el  funcional F K  se conoce  como  el  funcional universal de  Hohenberg-Kohs, ya 
que  no  contiene al potencial  externo  en  forma  explfcita y debe  tener la misma  forma m 
cualquier  sistema  electrdnico.  Este  funcional  contiene  las  contribuciones  de la e 
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cinetica y de  la  interacci6n  entre  los  electrones, sin embargo  su  forma  expucita es 
desconocida,  ya  que  s610 se conocen estas contribuciones  en tr5rminos de las matrices de 
primero, y segundo  orden.  Pero  a  pesar  de que el funcional universal es desconocido, en 
la  literatura  existen muy buenas  aproximaciones  para  las partes que  lo  constituyen. 

Utilizando  el  teorema 11, es posible  &terminar  la  densidad  de un sistema  minimizando 
al funcional  de  la  energia,  Ec.(17).  Como la densidad  debe  integrar al nhero de 
electrones N, en  el  proceso  variacional se debe  incorporar  esta  restricci6n  utilizando el 
m6todo  de  Lagrange4. Es decir,  se  debe  minimizar  libremente el funcional  auxiliar, 

donde p. es el  multiplicador  de  Lagrange y 

es la  restricci6n. Por lo  tanto  la  densidad  debe  satisfacer la ecuaci6n  de  Euler-Lagrange 
siguiente, 

GFrn -+v(r)=p , 
GPW 

donde  ya  se  him uso de  la  Ec.(17), y el  multiplicador  de  Lagrange se debe  determinar 
satisfaciendo  la  Ec.(19). 

Ec y v-Representabilidad 

En la seccidn  anterior se coment6  que  el  teorema II s6Io era vado para  cierto  tipo  de 
densidades. En esta  seccidn se tratara  brevemente  sobre  las  caractedsticas  de estas 
densidades. 

Se dice  que  una  densidad  es  v-representable si es la  densidad  del  estado  basal de un 
sistema  con algiín potencial  externo, v(r). Mientras  que  una densidad es N-representable 
si  proviene  de  alguna  funci6n  de  onda  antisim6trica  de N particulas. 

Unaidensidad  arbitraria  puede  no ser ni, N-, ni V-representable.  Pero-si una densidad 
es v-repmentable,  entonces  tambi6n es N-representable,  ya  que  proviene de la h c i d n  de 
onda  del  estado  basal  de algfin hamiltoniano. 

7 
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Las condiciones que debe  satisfacer  una  densidad  para ser N-representable  son las 
siguiented 

p(r )~o ,   j p ( r )dr=N,y  jIvpxfk<- . (21) 

Mientras que las condiciones  que  debe  satisfacer  para  ser  v-representable  son 
desconocidas. Es m&,  incluso  para  sistemas  de  una  particula  existen  densidades 
razonables que  no  provienen  de  ninguna  funci6n  de  onda de estado  basal.6 

La FormulacicSn de  Búsqueda  Restringida 
e 

El teorema I permite,  formalmente,  establecer  una  dependencia de la ' h c i 6 n  de  onda 
del  estado basal y la densidad  correspondiente. El paso  de la funci6n  de  onda  a la 
densidad  se  realiza  por  integraccibn, Ec.(14). Para el proceso  contrario es necesario 
seguir  el  siguiente  procedimiento.7 

Considere  a  todas  las  funciones  antisim6tricas de N pardculas que al integrarlas, de 
acuerdo  con  la Ec.(14), dan  la  densidad  del  estado  basal, p. Estas funciones estarh 
denotadas  genericamente  por Y,, mientras  que la  funci6n de onda  del estado basal  ser6 Y. 
A partir del  principio  variacional,  se  tiene la desigualdad  siguiente, 

(YpplYp)T(YpY)=E 9 (22) 

si  se utiliza la  Ec.(15) y el hecho de que todas  las  funciones  generan la misma  densidad, 
entonces la desigualdad  toma la forma: 

( ~ p l T + V , l ~ ~ ) ~ ( ~ l T + v ~ I ' U )  ' (23) 

donde T es el operador  de  energia cidtica y Ve, es el operador  de  interacci6n  electr6nica. 
Por  tanto,  entre  las  funciones Y,, la  funci6n  de  onda  del estado basal es la que minimiza al 
valor  esperado  <T+Vee>.  Comparando  con  la  Ec.(17), esta desigualdad  permite definir al 
funcional  universal, FHK, para  cualquier  densidad  N-representable: 



Este mismo  argumento se puede  utilizar  para  extender la validez  del  teorema II. 
Considere  el  principio  variacional  dado  por  la Ec.(6). La bdisqueda del minim0 se debe 
realizar sobre  el  espacio  de las funciones  de  onda  antisi&tricas  de N pardculas. Para 
simplificar este proceso, se puede  partir  este  conjunto  de  funciones  en  subconjuntos m8s 
pequeílos  que  tienen intersecci6n nula. Cada uno  de  estos  subconjuntos  contiene  a todas 
las funciones  que  generan la misma  densidad, de tal forma que la Ec.(6) puede escribirse 
de la  manera  siguiente, 

Esta  ecuaci6n.  junto  con las Ecs.(l7) y (24). permiten defd a la energfa  como un 
funcional  de  la  densidad  para  cualquier  densidad  N-representable, y extender  el  teorema 11, 
tambih para estas densidades: 

~ = ~ i n ~ " [ p ]  . (26) 
P 

La ventaja  de  trabajar  con  densidades  N-representables estriba en  el hecho de que sf se 
conocen  las  condiciones  que  deben  satisfacer estas densidades y se pueden  aplicar  en la 
practica,  junto  con una  aproximaci6n  de WK, para  estudiar las propiedades  del  estado 
basal  de los sistemas  microsc6picos. 
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2. Representaciones de Estados Basales y 
Reducción de Derivadas. 

En general,  el  valor  esperado  de la energfa  se  puede  escribir en t6rminos de la funcidn 
de  onda , de las matrices  de  densidad  de  primero y segundo  orden,  e  incluso,  para el 

estado basal,  como un funcional  de  la  densidad electr6nica Sin embargo, Qtas no  son las 
variables  independientes  que  determinan  el  estado  basal  de  los sistemas moleculares. 
Aprovechando  las  propiedades  de  concavidad, es posible  construir un quema de 
ecuaciones  fundamentales, similar al  de la TemodinSnica, con  Epmentaciones 
alternativas y reducci6n  de  derivadas. 

Representacidn de la Energia 

Para  describir  totalmente  a un sistema  electr6nico es necesario conocer el nhero de 
partículas  que  contiene, N, y el  potencial  externo  a los electrones, v(r). Con esta 
informaci6n se puede  construir  el  hamiltoniano del sistema, 

N 
i i N , v  = fit' + v(ri) , (1) 

i=l 

donde el primer  tdrmino  contiene  solamente  las  contribuciones de los electrones, 

mientras  que el segundo  toma  en  cuenta al medio  en el que se encuentran las partfculas. 

Si el espectro del  operador esa acotado  por  abajo y es discreto  en  esta  regi6n, 
entonces  la  energfa  del estado basal se puede  definir  en  la forma siguiente, 

E = ~ N , v ] E ~ { E ~ ~ ~ ~ N , ~ Y ~  =Ekyk} , (3) 
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donde las funciones Yi son  funciones antisim6tricas de N pardculas,  que estan 
normalizadas.  Por  lo  tanto, las variables  basicas que describen a un sistema y, en 
consecuencia,  a  la  energfa  del  estado  basal sonsel ntímeio  de  electrones y el potencial 
externo.  Debido a que  el  potencial  no es una  variable  escalar,  entonces  la  energfa es una 
funci6n  del  nfimero  de  particulas y un funcional del potencial  externo. 

Si se  asume  que este funcional es dif'erenciable con respecto a sus  dos variables 
independientes y si  el estado  basal  no es degenerado,  entonces: 

a= pa+jp(r)Gv(r)dr , (4) 

donde p es  el potencial químico del  sistema, 
I 

y* de la  teorla  de  perturbaciones se  tiene  que  la  densidad  del  estado basal, p, es la derivada 
funcional  con  respecto al potencia@ 

m 

=[S) . 
Por  lo  tanto,  la Ec.(3) juega  el  papel  de  una  ecuaci6n  fundamental  para el estado  basal, y 
las propiedades  del  sistema  son  derivadas  de  la  energía. 

Concavidad 

En la Termodinhica, la  concavidad  de  las  ecuaciones  fundamentales  tiene un papel 
muy importante.1° En el  caso  de  la  energfa,  la Ec.(3) pmenta concavidad  estricta  con 
respecto a sus dos  variables  independientes  en  sistemas  atdmicos y moleculares. 

Una  funci6nfes  convexa si cumple  con  la  desigualdad  siguiente,11 

f b l  + (1 - 4x2 1 tfh 1 + (1 - t M X ,  1 * (7) 
para  toda x1 y x2 en  el  dominio  de f y t E [O, 11. Una fúnci6n f es c6ncava si -f es una 
funci6n convexa, o bien,  si  se  invierte  el  sentido de la  desigualdad  anterior. 
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En Atomos y moltSculas, la energfa es UM funci6n convexa del nthnero  de  electrones, 
debido  a  que  los potenciales de  ionizaci6n  sucesivos  son  cada  vez  mayores.12  Por  lo 
tanto, si se toma  la Ec.(7) para  la  energfa,  a  potencial fijo y con x+V, x24-2  y t = )t;, se 
obteniene la desigualdad  deseada: 

IN-1 =qN-2,V]-qN-l,V]> E[N-l,V]-E[N,,V]= IN (8)  

Con  respecto  a  la  dependencia  con el potencial  externo, la energfa es un funcional 
cbncavo,13  esto es, 

qZV, CN, + (1 - ")v2] 2 a N ,  VI] + (1 -a)E[N, V2] 9 (9) 

para O S a 5 1. La demostraci6n  de  esta  desigualdad  proviene del principio  variacional. 
Sea Yv la  funci6n  de  onda  del  estado  basal del sistema  con  potencial V=aVl+(l-0l)V2, 

entonces: 

si se  separa  la  integral y se aplica el principio  variacional  a  cada  sumando, se obtiene la 
Ec.(9). 

Transformaclones  de  Legendre 

Al igual  que  en la TennodinSmica,  la  concavidad estricta de la ecuaci6n fundamental 
permite  construir  otras  representaciones  para  los  estados  basales,  utilizando la 
transformaci6n de Legendre. 

Sea y=&) una funci6n con  concavidad  estricta, es decir j"(x) es positiva, o bien 
negativa,  pero  no  cambia  de  signo. La trmformaci6n de  Legendre  de la  funci6nfes una 
nueva funci6n g@) construida de la  manera  siguiente,'4 

d P )  = f (X(P>)- PX(P) 9 (1 1) 
donde 

Esta relaci6n se puede  invertir,  ya que p es UM funci6n mon6tona  de x (la derivada  de p, 
que es la  segunda  derivada  de f .  no  cambia de signo),  debido  a la concavidad  de f. Una 
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propiedad  importante  de  esta transfonnacih es que la nueva funci6n tambi6n  tiene 
concavidad  estricta.  Adem&, al aplicar dos  veces la transfonnaci6n  de  Legendre se 
obtiene la funci6n  original,  es  decir, es un transfomaci6n  involutiva. 

Dado  que  la  energia  presenta  concavidad  estricta  con respecto a ambas variables. la 
transformaci6n  de  Legendre  permite  obtener  solamente tres nuevas  representaciones,15 

zqN,p] = E-Jp(r)v(r)dr 

R[p.p]= E-pN-JP(" 

n[p,v] = E-pN (13) 

Estas representaciones  contienen la misma  informaci6n  que  la  ecuacidn  fundamental de la 
energia y tambien  tienen  concavidad  estricta.  Adem&, permiten estudiar a los sistemas 
moleculares  cuando  las  variables  relevantes  del  problema  no  son N y V. 

A partir  de  la Ec.(4), las  formas  diferenciales'de las nuevas  ecuaciones fundamentala 
toman  1a.forma  siguiente. 

c l ~  = - Iv(r)ap(r)h 

d~ = - ~ p  + J p(r) Sv(r)h , (14) 

c l ~  = - ~ d p  - Jv(r) Sp(r)dr 

y por  la  igualdad  de las segundas  derivadas  cruzadas, se obtienen l& relaciones de 
Maxwell, 

En general, l a s  segundas  derivadas esth asociadas  con  las  funciones  de respuesta y al 
igual  que  en la Tennodinhica, las derivadas  de  diferentes  representaciones esth 
relacionadas. 
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M6todo  Sistem6tico  de  Reduccfdn  de  Derivadas16 

Todos  los  funcionales  de  las  repmentaciones de estados basales, dados por las ECs.0) 
y (13). dependen  de  una  variable  escalar y de una funci6n.  Para  obtener  relaciones 
generales  entre las derivadas  de  dos  representaciones  cualesquiera, a continuacidn se 
presenta un m6todo  sistem4tico  para la reducci6n de derivadas. Previamente17 se 

desarroll6 un procedimiento  para  relacionar  derivadas, &te consiste  en  aplicar las 
generalizaciones  de  la  regla  de  la  cadena y la  regla  cíclica. Sin embargo,  aparecen 
derivadas  que  no  pertenecen a ninguna  de  las  cuatro  representaciones, y por tanto, no se 
tiene  ninguna  garantfa  de  que estas derivadas se puedan  calcular  para un estado basal. 

Para  relacionar  las  derivadas  en  dos  =presentaciones arbitrarias, se utilizad la 
siguiente  notacibn:  las  variables  escalares (N y p) se designan  con xi, mientras  que las 
funciones (V y p) se  representan  con yi. Considere a  la  cantidad  arbitraria A. Su forma 
diferencial  en  las  dos  representaciones est6 dada  por:18 

Tanto h 2 ,  como~dy2, pueden  escribirse  en  la  representacidn  de  las  variables [xl, yl], 

. 
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por  lo tanto, si se sustituyen estas expresiones  en la Ec.(16) y se igualan los coeficientes 
de  las  variables  independientes,  se  obtiene las relaciones  siguientes, 

Estas ecuaciones  permiten  transformar a las  derivadas  de  la  representaci6n 1x2, yd  en 
derivadas  de [xl, yl]. Sin embargo,  los  coeficientes  de  transformaci6n, [ax2/aXliyl, 

las cantidades  que se desean  conocer.  Para  determinarlas, basta con  remplazar a A, en la 
Ec.( 18). por xl y yl(r), y resolver el sistema  de  ecuaciones  resultante: 

[6~2/6~~1,,,   [ay2~axl~yl y [6Y2/6yl~,,, son  derivadas de la repre~en~i6n 1x1. Y ~ I ,  que son 

Primero se debe  encontrar [6y$yl],, resolviendo la ecuaci6n integral. Con Qta, las dos 
derivadas  siguientes se pueden  evaluar  directamente,  si se toma  en  cuenta  que [&$6y1],, 
y [r jy2/i l~l]~~ es& conectadas  por UM relaci6n  de  Maxwell.  Una  vez  que se tienen estas 

derivadas,  la Ec.( 18) se puede  utilizar  para  cualquier otra cantidad. 

I 

Cuando  una  de  las  variables  independientes es comdn a ambas representaciones, las 
ecuaciones  de  transformaci6n se simplifican  enormemente. 

Si en ambas representaciones  la  segunda  variable es la misma, yql=y2, la ecuaciones 
toman la forma  m&  simple. Estas representaciones difieren s6l0 en la vaciable escalar, . 



donde  las  derivadas  de  la  representaci6n [ X I ,  y ]  estiín dadas  por: 

Estas ecuaciones  corresponden a la  regla  de  la  cadena,  la  derivada  inversa y la regla  dclica 
del  c6lculo  tradicional. 

En el  segundo caso, x=q=x2, y las  derivadas  de la representaci6n [x, y11 es& 
relacionadas  con  las  de [x, y$ a  trav6s  de: 

I 
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En este ,caso, la derivada [6y$6y1Ix debe  obtenerse  de  la  ecuaci6n  del inv6rso funcional, y 
las otras relaciones  son la generalizaci6n  funcional del caso  anterior. 

De esta  forma, se tienen las ecuaciones  necesarias  para  llevar a cabo el proceso  de 
reducci6n  de  derivadas  en  cualquier  situaci6n. AdemaS este proceso garantiza  que 
solamente  apareceriín  cantidades  de  las  cuatro  representaciones  de estados basales, ya  que . 
los  coeficientes de  transformaci6n  son  a su vez  segundas  derivadas del alguna de las 
cuatro  representaciones. 

Problemas  de las Representaciones 

De  las  cuatro  representaciones  que se tienen,  una  de  ellas  presenta un problema en 
relaci6n  a  sus  variables  independientes. La ecuaci6n  fundamental: 

I;IN,p]~E[N,v]-lv(r)p(r)~r , (24) 

tiene  como  variables  independientes al número  de  electrones y a la densidad  electr6nica. 
Sin  embargo,  entre ambas cantidades  hay  dependencias  explicitas, 

p(rJ  = N ~ Y * ( X ~  ,..., xnr)y(xI  ,..., X ~ ) ~ O , & ~ . . . & ~  

N = I p(r)dr 

Es importante  hacer  notar  que  la  densidad  electrdnica  no  depende  del  espin,  ya  que  se  ha 
realiido la  integraci6n  sobre &te tíltimo. 



Este  tipo  de  dependencia  ocasiona  que  aparezcan  derivadas que no tiene, un significaao 
preciso,  como: 

donde  no es claro  como  puede  cambiar  el nhero de particulas,  cuando  la  densidad 
electr6nica  permanece  constante. 

Tambih algunas ecuaciones  que  provienen  de  la ducci6n de derivadas  presentan 
inconsistencias.  Por  ejemplo,  se  tiene la ecuaci6n  siguiente, 

que  al  integrarla sobre r toma  la  forma: 

Algunas de estas integrales  pueden  evaluarse f4cilmente. Si se toma  la  diferencial  de la 
densidad,  en  la  representacidn  tradicional  de  la  energia, y se integra la ecuacibn, se tiene 
que: 

y como N y v son variables  independientes,  entonces sus coeficientes  a ambos lados  de la 
ecuaci6n  deben  ser  iguales.  De  aqui  que, 

por  lo  tanto,  la Ec.(28) es inconsistente ya que al sustituir estos valores se obtiene 110, lo 
cual es un absurdo. 

Dado que  no hay una  forma  simple de separar esta dependencia  explfcita,  no es muy 
recomendable  trabajar  con  la  ecuacion  fundamental qZV, p], ya que no es posible  saber  de 
antemano si la  dependencia  entre  las  variables  ocasionard algún problema. 
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Las propiedades  de  concavidad  de la energh  permiten  construir otras representaciones 
para describir el estado basd de  los sistemas. De aquf que se puedan utilizar  otra 
variables  para  estudiar  los  cambios  que  ocurren  en un sistema, sin tener que recurrir 
necesariamente a las variables  del  hamiltoniano. En particular, la ecuacidn fundamental 
R[p,v] y sus  derivadas  son  de gran utilidad para  el  estudio de la reactividad química, 
como se ved m& adelante. 

Con  respecto al problema  que  presenta F[N,p], es necesario buscar una nueva 
ecuaci6n  fundamental  que  tambi6n  presente  concavidad  estricta y que sus variables  que  no 
tengan ninguna  dependencia.  Una fonna de  resolver este conficto se desarrolla en el 

capitulo  siguiente. 
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3. Nuevas Representaciones para Estados Basales19 

Las variables  "independientes"  de UM de las ecuaciones fundamentales para estados 
basales  presentan  dependencias  explicitas. Esta &pendencia  origina algunos problemas, 
sobre  todo al relacionar  derivadas  que  incluyen  a esta representsi6n. Una altemativa 
para  evitar  estos  problemas  consiste  en  contruir una nueva  ecuaci6n  fundamental,  basada 
en la energ€a,  con  concavidad  estricta, y que la ,  densidad no sea una de sus derivadas. 
Con  la  nueva  ecuaci6n  fundamental se pueden  obtener otras representaciones y se aplicad 
el esquema  de  reduccidn  de  derivadas  para  relacionar  a  algunos  padmetros  de  reactividad. 

Energia por Particula 

El problema  principal  con  el  funcional I;lN,p] proviene  de  la  forma de la 
transfoqnaci6n: 

la cual  cambia  a una de las variables  independientes. En este  caso  remplaza al potencial 
externo  por la densidad,  que es la derivada  de la energfa  con respecto al potencial, y . 
mantiene  a  la  otra  variable, N. Por lo  tanto  si  se  parte  de la ecuaci6n  fundamental  de la 
energfa, E[N,v], no  se  tiene ninguna elecci6n  acerca de quienes se1411 las  nuevas 
representaciones,  ni  de  cuales  serin sus variables  independientes. 

Dado  que  la  densidad  depende  explicitamente  del nhero de  electrones,  entonces es 

p(r) = N W  , (2) 
posible  separar  a N de  la  ecuaci6n  que  define  a  la  densidad: 

donde P(r)dr es la densidad  de  probabilidad  de un cuerpo, 

P(r,) = / ~ * ( x ,  ,..., x N ) y ( x  ,,..., x N ) d ~ , h x , . . . ~ N  , (3) 
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es decir, es una  densidad  renormalizada que debe  integrar  a uno. Por  lo  tanto, la forma 
diferencial de la energia  puede  rescribirse  como: 

pero Qb no es una  diferencial  exacta. 

Por  analogfa,  se  puede  analizar  a  la energía por partícula, 

siguiente, 

dE& 
N N  

&=--&-. 

Utilizando la Ec.(4), se  obtiene su forma final: 

d~ = M& + J P(r)Gv(r)dr , 

donde v es el logaritmo  del  nClmero de pardculas, 

En este caso, la energia  por  partícula  resulta ser un funcional  del  potencial  externo y de la 
nueva  variable, 

VPLn(N) . (8) 

E=E[V,V] * (9) 
y sus derivadas  se  pueden  identificar  como: 

(&)" =P(r) 
Dado  que la funci6n logriemica es una  funci6n  mondtonamente  creciente, N y v tienen 
una correspondencia  uno  a  uno.  Entonces, v y v determinan  completamente  al  estado 
basal  de un sistema, y las  derivadas  de la energia  por  pardcula  permiten calcular otras 
propiedades.  Por lo tanto,  la Ec.(9) tambidn es una ecuaci6n fundamental  para el es'tado 
basal. 



Transformaciones de Legendre 

Para  poder  utilizar  la trmfonnaci6n de Legendre, se requiere  que  la  ecuaci6n 
fundamental  tenga  concavidad  estricta.  Dividiendo la k(2.9) entre  el nhero de 
electrones,  se  tiene  que  la  energfa  por  pardcula e s ,  un funcional  c6ncavo  del  potencial 
externo, 

&[V,C%V, +(1-cr)v,]rOLE[V,V1]+(1-~)&[V,V2] . (1 1) 
Con  respecto  a v, la  energfa  por  partfcula es una  funci6n  cbncava,  para v a ( 2 ) .  Esta 
propiedad se puede  observar  gdficamente  en la Fig.(l), donde se muestra la  dependencia 
experimental  de E contra v en  sistemas  at6micos, y por  simplicidad  s610 se presenta la 
gdfica para  dos gases nobles.20  Por  lo  tanto,  en  sistemas  at6micos y moleculares,  con 
dos o m5s electrones,  la  energh  por  particula  es  c6ncava  respecto  a sus dos  variables 
independientes. 

Figura 1. Energía  por part ida  experimental para el estado neutro y l o s  
iones positivos del neón y del  argón, en unidades atómicas. 
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Las nuevas  representacidnes  de estados basales se obtienen directamente aplicando la 
transformaci6n  de  Legendre al funcional  de  la  energia  por padcula, 

+[v. PI = ECV, VI - J P(r)v(r)k 

o[ M, v ]  = E[V, VI - Mv 9 

%[M, PI H E[V, VI - - J P(r)v(r)h 

sus  formas  diferenciales esh dadas  por la expresidn  siguiente, 

Estas  ecuacidnes  fundamentales se puede  relacionar  con  las  que  provienen  de la 
energía  utilizando  las  ecuaciones anteriores. En particular,  considere a $[v,P] que  es la 
representaci6n  que  equivale al funcional F[N,p J. En este caso, 

y las  variables  independientes  de  esta  representaci6n  ya  no  tienen  dependepcias  explfcitas. 
Esta  ecdacidn  fundamental  ya  no  presenta  los  problemas de la representacidn original, F, y 
en  la  reducci6n  de  derivadas ya no  aparecen l a s  inconsistencias  que  se  mencionaron 
previamente. 
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Si se  tiene  una  aproximaci6n  para un funcional  de v y P, entonces se puede  construir el 
funcional  de la densidad  correspondiente: 

en  este caso, la  derivada  funcional  de esta cantidad  se  puede relacionar con las derivadas 
de la  funcion  original, 

En particular,  si  se  tiene  una  aproximaci6n  de $, se  puede  construir UM aproximaci6n del 
funcional  universal y, 

=p-v(r) 

pero esta la  ecuaci6n  del  principio  variacional  de  la  energfa, B. (20) del capitulo 1. Por 
lo tanto,' el principio  variacional esa contenido  en estas ecuaciones  fundamentales. 

Algunas  aplicaciones  que  involucran a las  nuevas  representaciones se discuten maS 
adelante. 

Reduccidn  de  Derivadas y Reactividad 

Las nuevas  ecuaciones  fundamentales  dependen  de UM variable  escalar y de una 

funci6n.  Para  estos  funcionales  tambi6n  se  puede  aplicar  el  metodo  de  reducci6n  de 
derivadas  del  capitulo  anterior. 



La mayorfa  de  los parbetros de  reactividad  involucran  derivadas  de p. N y p. por lo 
tanto, es conveniente  trabajar  con las representaciones E=&[v,v] y o[M,v]. Las segundas 
derivadas  de este par  de  representaciones estan relacionadas  de la manera  siguiente, 

y  esta  expresi6n  se puede poner en thninos de  las  variables  originales, 

Estas derivadas  ya se han definido  previamente y se utilizan como  padmetros  de 
reactividad. La dureza,2l 

y la blandura,Zz 

..(E) V , 
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forman parte de la teorla  de  6cidos y bases  duros y blandos; la funci6n de Fukui,23 

est4 relacionada  con la  teorla  de  orbitales  de frontera; y la blandura local,= 

esth  relacionadas  por las Ecs.(20). En tdrminos  de  los parhetros de  reactividad, esta 
ecuacidn puede escribirse como: 

’ 

y estas Flaciones se pueden  encontrar  en la literatura.25~~ 

Otra cantidad de inter& es el kernel de  la d~reza.2~ 

Este puede  escribirse  en  t6rminos  de  derivadas  de la ecuaci6n fundamental , ya que 4 



determina a e, EHR[p[v,P]], y por  tanto a FHK. Algunas propiedades  de esta cantidad2839 
tambih se pueden  obtener  con  este  procedimiento,  por  ejemplo, 

donde a(r) es una  funci6n  arbitraria. El kernel de  la  blandura3O se ha  definido  como el 

inverso  funcional  del kernel de  la  dureza: 

J q(r,  rt)s(rt, rW)drt = 6(r, r") . (29) 

Esta ecuaci6n  integral  se  puede  resolver  en t6minos de  derivadas, 
dr, r') = af( r)f (r') - x( r, r') , (30) 

donde a es un escalar, 
l 

a J s(r, r')dr'dr , 

y su valor se puede  determinar  sustituyendo  en  la  ecuacidn  original, Ec.(29),: 

por lo tanto, 
s(r,r') = Sf(r)f(r')- X(.,.') . (33) 

Ad que,  por  comparaci6n  con  la Ec.(26), el kernel de  la  blandura se puede  identificar  c6n 
[6P0/6v(r')Ip. 

De  esta forma, el  metodo  de  reducci6n  de  derivadas permite, de  forma  unificada, 
obtener  una gran cantidad  de  relaciones  entre parhetros de  reactividad,  que  se 
encuentran  en  la  literatura y que han sido  obtenidas  por  metodos muy variados.  Este 
procedimiento  puede  ser  útil  si  se  desea  expresar  alguna  derivada  en b5rminos de  otras  que 
sean conocidas, o bien  para  tratar  de  aclarar su significado. 

Las nuevas  representaciones  para  los  estados  basales  ya  no  presentan el problema  que 
tienen las ecuaciones  fundamentales  originales.  Por  otro  lado, el metodo  de  reducci6n  de 
derivadas,  aplicado a la nuevas  representaciones,  demostr6  ser titil para  obtener  relaciones 
entre  algunos p h e t r o s  de  reactividad. 
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4. Solución de la Ecuación de Thomas-Fermi con 
Métodos Perturbativos 

Como  una  aplicacidn  de  una  de  las  nuevas  representaciones, se presenta la solucidn  de 
la  ecuacidn  de  Thomas-Fermi (TF) con  mCtodos  perturbativos. La aproximaci6n  de TF 
se ha utilizado  ampliamente  para  estudiar  cualitativa y cuantitativamente la estructura 
electrdnica  de  Btomos,  mol&ulas y sblidos. A pesar  de  que  la  ecuacidn multante es 
mucho  m&  simple  que  la  ecuaci6n  de  Schroedinger,  se  tiene  una  ecuacidn  diferencial  no 
lineal que, aún  en el  caso  at6mic0, no  tiene  solucidn  exacta.  Aunque  esta  aproximaci6n 
involucra  directamente a la  densidad,  tradicionalmente se trabaja  con  el  potencial 
electrostAtico,  probablemente  porque  la  ecuacidn  con  la  densidad  aparenta  ser m& 

compleja Sin embargo, al utilizar tknicas perturbativas, la ecuacidn de la  densidad 
presenta  una  convergencia  mondtona y m&  riípida  que  la  ecuacidn  del  potencial. 

La Ecuaci6n de  Thomas-Fermi  en  T6rminos de la  Densidad 

El modelo  de TF permite  escribir  en  una  forma muy sencilla,  a la energfa del estado 
basal  como un funcional  de  la  densidad electrdni~a,~~ 

donde B = 3(31t2)-2n y v(r) es el  potencial  externo.  Esta  aproximacidn  esta  basada  en 

asumir  que,  en  cada  punto  del  espacio,  los  electrones  se  comportan  de  acuerdo  con el 

modelo del gas de  electrones  uniforme y que  la  interaccidn  entre  &tos  esta  dada  por la 
repulsibn  electrost5tica  de  la  densidad  de  carga. A partir  de  esta  expresidn  para la 
energa,' se pude construir  el  funcional $, 
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y de  la  forma  diferencial  de $, la  derivada  con respecto a P es el negativo  del  potencial: 

por  lo  tanto,  para  el  funcional  de TF la  ecuaci6n  integral, 

se puede  transformar  en  una  ecuaci6n  diferencial. Para un 6tomo, si se aplica el operador 
laplaciano y se  toma el potencial  del  núcleo, se tiene  que, 

V2p-Tp- vp'vp 4xBpx  =-4nZBp%(r) . 
El comportamiento  cerca  del  núcleo  se  obtiene  integrando esta ecuaci6n  en  una  esfera  de 
radio r, y tomando  el  lfmite  cuando r tiende  a  cero. Para densidades  esf&amente 
sim6tricas,  la  ecuaci6n  diferencial  que  satisface la densidad  cerca del nJCle0 es la 
siguiente: 

dp ZBpt 
dr rz 
7 =" 

por  lo  tanto  la  densidad  toma  la  forma: 

cuando r tiende  a  cero. 

La discontinuidad  en  el  origen  se  puede  remover  con  el  cambio  de  variable  sugerido 
por el comportamiento  de  la Ek.(7), 

I 

2BZ 
u(r)  * 

donde la nueva  funci6n  satisface  la  ecuaci6n  diferencial  siguiente, 

2BZ uK 

3u 
u(O)=l, +)=O . 

Introduciendo  la  variable  rescalada, 
x=wn , 

(9) 
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la  ecuacibn  diferencial se  transfoma  en, 

donde  las  nuevas  cantidades esan definidas ask 

W(x) = W(ur") = u(r) , 

Si se eligen n y u de  tal  forma  que  la  potencia  de x y C sean uno,  entonces la Ec.(8) queda 
en la  forma  siguiente, 

donde 

x = 2 [  87c2B3Z ] ' G 9 

y W satisface  la  ecuaci6n  diferencial no lineal: 

W(0) = 1 ,  

Es importante  hacer nom que  la  ecuaci6n  tradicional  de TF, 

se recupera  con  la  transformaci6n: 

W(X) =[@(y>]% 9 y=6  -% x' . 

W(-)=O . (15) 

El comportamiento  de W cerca  del  núcleo,  se  encuentra  sustituyendo una serie de 
potencias  en  la Ec.(15), 

I 

w(x)= 1+qx+a2x2  +a3x3+... , (18) 
donde  el  coeficiente  del  &-mino  lineal  resulta ser cero, lo cual es consistente  con la Ec.(7). 
La sene resultante  depende del coeficiente  cuadrtltico, 

W(X) = 1+u2x2 ++x' + + 4 x 4  +-$%XS+" , (19) 
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y &te no  se  puede  determinar  debido  a  que  no es un problema  de  valores  iniciales. Si se 
sustituye esta expresidn  en  la Ec.( 17). se obtiene  la  serie  de Baker, 

$(y) = l+Sy++yK ++syg ++y3 +* SZyH+ ... , (20) 
que es el comportamiento  conocido  para  valores  pequeños  de y,con S = +6% a,. 

Soluci6n Perturbativa32 

La ecuaci6n  de TF, Ec.(16), se puede  resolver  perturbativamente, si se rescribe 
~0m0,33 

donde a es  el  parfimetro  de  perturbaci6n. y en  este  caso es igual  a un medio.  Cuando 
&, se tiene  una  ecusrcidn  lineal,  por lo tanto se  propone  una  soluci6n en potencias de a: 

$ = $ o  +a$, +a2 $2+... , (22) 
Al agrupar  el  polinomio  en a e  igualar  los  coeficientes  a cero,  se  obtiene  el  sistema de 
ecuaciones lineales siguiente, 

$j'"$j = 9 (23) 
para i=0,1,2 ,..., y con, 

donde s610 la  primera  ecuaci6n es homogbnea. La Ec.(22) tambibn  permite  obtener una 

aproximaci6n  de  la  pendiente  inicial  de TF, 

-S, =$'(O) =$o(o)+a$,(0)+a2$2(0)+... . (25) 
Las aproximaciones, hasta tercer  orden, que se  obtienen para la  pendiente  inicial  muestran 
convergencia  lenta, pero uniforme, y los  resultados se muestran m& adelante,  en  la  Tabla I. 
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Una  forma  de  acelerar  la  convergencia  consiste  en  modificar la apmximaci6n de orden 
cero. En el  caso  anterior, la funci6n  de  orden cero es la funci6n  exponencial. 
Escribiendo  la Ec.( 16)  en  la  forma  siguiente:u 

se obtiene  una  mejoria  en  la  convergencia,  aunque Qta se vuelve  altemante. 

Si se aplica  esta  t6cnica a la Ec.(15), la única  forma  de  elegir  el p&ametro 
perturbativo,  para  que  el termino de  orden  cero  sea  lineal, es la siguiente: 

con 6 igual a un tercio.  Utilizando  una  soluci6n  perturbativa  de  la  forma, 
w = wo +sq +62W2+... , 

se  obtiene  el  sistema  de  ecuaciones  lineales  siguiente: 

donde 

8 2  

f 0 = O ,  ft=-+xwoInw, w, 
WO 

8 #  82 . .  

fi = 2 w , -  wl q - - + x x w , + ~ w o ( l n w , ) 2 + x w , I n ~  WO , 
K' 2 

fi =f;.(Wo, ..., Y-,), (i=1,2 .... 1 
y con las condiciones  de  frontera  siguientes, 

W,(O) = 1,  Wo(-) =o 
y ( O ) = O ,  y ( - ) = O ,  (i=1,2 ,...) (3 1) 

La ecuaci6n  de  orden  cero  es  homog6nea y la soluci6n  general es una combinaci6n  de 
funciones  de  Bessel  modificadas.35 La soluci6n  de  orden  cero se determina  con las 
condiciones  de fronteraP 
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y la  soluci6n  de  las  ecuaciones  inhomog6neas se puede  calcular  con la funci6n de  Green 
del  problema: 

Y 

w(s)W,(x), o s s s x  
w(x)W,(s), x s s s -  ' 

G(x,s)  = -- (34) 

serie  perturbativa hasta donde se desee, y evaluarla en 

Con  el fin de  comparar esta serie  perturbativa  con otras, es necesario calcular la 
pendiente  inicial  de TF. Utilizando  las Ecs.(l5), (17) y (25). la pendiente  inicial se puede 
relacionar  con  la  segunda  derivada de W, 

S, = -46% W"(0) , (36) 
donde 

W"(0) = W,"(O) + SW,"(O) + S'&" (O)+. . . . (37) 
Si se  evalúan  estos t6rminos con  la  funcidn  de  Green se llega  a la ecuaci6n  siguiente, 

La aproximaci6n  de  orden  cero  se  puede  encontrar  explicitamente,  a  partir  de la 
propiedades  asint6ticas  de  las  funciones  de Bese197 

desafortunadamente las integrales  necesarias  para  calcular  los enninos de  orden  superior 
se  tienen  que  hacer  numbricamente. En la  Tabla I se  muestra  el  error  relativo  porcentual 
de  las  aproximaciones  a  la  pendiente  inicial, hasta se'gundo  orden, y se  comparan  con otros 
trabajos. 
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Tabla I. Error  relativo  porcentual de diferentes aproximaciones de la 
pendiente inicial de Thomas-Fermi. 

Orden Bender Laurenzib Este trabajo 
O 36 -8 4.9 
1 25 1.63 0.46 
2 13 -0.35 0.05 

3  6.9 
PadC[n,m]' 1.1[2,1]  0.03[1,1] O.OOS[ 1,1] 

'Ref.  33. 
bRef.  34. 
cFunci6n  racional  de  orden  [n,m]  que  da el menor  error, Ref. 38. 

De  los  resultados  mostrados  en  la  Tabla I se puede  observar que la &uaci6n, en 
drminos  de  la  densidad,  presenta una convergencia  mas &pi& y mon6tona,  comparada 
con  los  trabajos  basados  en  la  ecuaci6n  de TF tradicional. A pesar de que la ecuaci6n 
parece  ser  m&  complicada,  despu6s  de  algunas  transformaciones, esta ecuaci6n  permite 
elegir un pdmetro perturbativo  m&  pequeño, y esto ayuda  a  mejorar la convergencia en 
la  pendiente  inicial  de TF, que es una propiedad  dificil de evaluar  num6ricamente.. 

0 

Conexidn  con la Dimensionalidad  del  Problema 
I 

Si se desean  conocer  otras  propiedades  del  funcional de TF y aprovechar el 
procedimiento  perturbativo que se emple6  anteriormente,  seda  deseable  conocer el 
funcional que origina  a  la  ecuaci6n  perturbativa,  Ec.(15).  Sin  embargo,  no  existe un 
funcional  simple  que dB como  resultado  la  ecuacidn  deseada.  Para  densidades 
esf6ricament.e  sim6tricas.  la  ecuaci6n  diferencial,  en tres dimensiones, que originada  a la 
Ec.( 15)  es: 



y esta quaci6n no  proviene  de un funcional  sencillo.  Dado que la ecuaciiSn diferencial,  a 
orden cero, debe  ser lineal, entonces  el  funcional  debe  ser  cuadrtStico en la densidad,  para 
que  su  derivada  funcional  de  una  ecuaci6n lineaL El funcional m& simple  con estas 
caracterfsticas  tiene  la  forma  siguiente, 

cS J p2-'dr + V, + J p(r)v(r)dr . (41) 

El comportamiento  cerca  del  núcleo se evalúa  de  la  misma  forma  que  en el caso 
tridimensional, Ec. (7). En este  caso  esta  dado por, 

P = r-(" ' (42) 
y la  ecuaci6n  perturbativa  toma  la  forma: 

W't-6""- w'2 1 W' 
xWlG = o  , 

W 2-36 X 

o bien,  en  t6rminos  de  la  ecuaci6n  de TF tradicional, 

(43) 

La Ec.(43) es muy parecida  a la ecuaci6n  de  la  secci6n anterior, sin embargo la funci6n  de 
orden  cero  de  la &.(M) es la  funci6n  exponencial,  que es la misma  de la Ref. 2. Por lo 
tanto  es  de  esperar  que la convergencia  sea  m&  lenta. 

Para el modelo  de TF en d dimen~iones,~9 se  tiene el funcional  siguiente: 

entonces, si el parhetro perturbativo se define  como 

2 
d 

6=1" , 
.~ 

la ecuacidn  se  vuelve  identica  a la Ec.(41). Por lo  tanto, el padmetro  perturbativo esta 
relacionado  con  la  dimensionalidad  del  problema. 

. A  
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Tradicionalmente,  la  ecuaci6n  de TF se escribe en  terminos del potencial 
electrosttStico, sin embargo al utilizar  la  densidad,  que es la variable  natural  en el funcional 
de TF, se  presentan  ventajas al utilizar este metodo perturbativo. La nueva  ecuaci6n 
aparenta  ser m b  complicada,  pero la cantidad y el tipo  de  trabajo que se debe realizar es 
equivalente.  Para  definir al parfimetro  perturbativo,  no hay m& que una opci6n y 6ta es 
la  que pmenta la mejor  convergencia, a diferencia de la ecuaci6n  tradicional,  que  presenta 
varias  opciones y con  convergencia  m&  lenta. 

' .  
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5. Aplicaciones al Problema  de la Reactividad 

Frecuentemente,  el  estudio  de la reactividad estií ligado a los  cambios  que sufrid una 
especie  por la presencia  de  otras y, en  general, las cantidades  que  describen estos cambios 
son  derivadas  de  alguna  de  las  representaciones  de estados basales.  Previamente,  se 
present6 un metodo  sistem6tico  para  relacionar  derivadas  de  diferentes  representaciones, 
mediante el  cual, y de  una  manera muy sencilla, se obtuvieron  varias  relaciones  entre . z  

algunos parhetros de  reactividad. A continuaci6n se muestran  algunas  aplicaciones de 
estas cantidades  en  el  problema  de  la  reactividad  quimica. 

La lgualacidn  del  Potencial  Quimico  como  un  Problema  Variacional 

Cuando  dos  especies  con  diferente  potencial  quimico, es decir  con difemte tendencia 
de  cambiar  su  número  de  electrones,  entran  en  contacto,  la  que  tiene  mayor afiidad por 
los  electrones  recibir6  carga  de  la  otra  especie,  hasta que sus potenciales  quimicos  se 
igualen. Este enunciado  constituye  el  principio  de  igualaci6n de los potenciales 
quimicos.4O 

Considere M especies,  cada  una  con un potencial  químico  inicial, @, que  al estar en 
contacto  intercambian  carga,  mientras  que  el  potehcial  externo  permanece  constante. 

En esta  situaci6n,  el  estado  de  equilibrio  del  sistema ser6 el  de  menor  energia.  Para 
cada  especie,  la  diferencial  de  la  energfa  toma la siguiente  forma, 

d E i  =pi& * (1) 
y el  cambio  de  energfa  en  todo  el  sistema  ser6  la  suma  de  los  cambios  en  cada UM de sus 

p-s, 
M AE=cAEi . 
ir1 
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El estado  de  equilibrio se alcanza  cuando la ecuacidn  anterior  toma  su  valor  minimo,  pero 
sujeta  a  la  restricci6n  siguiente, 

M 

AN=cANi=0 . 
ir1 

El proceso  de  minimizaci6n  restringida  se p d e  realizar utilizando el m6todo  de 
Lagrange.41 En este caso,  se  minimiza  libremente  una  funci6n  auxiliar, 

A(ANi) = AE(ANi)-W , (4) 

donde a es el  multiplicador  de  Lagrange. El mfnimo de A se encuentra  en  donde el 
gradiente es cero, por  lo  tanto,  en el estado  de  equilibrio se  satisface  la  ecuacidn  siguiente, 

[%)=a[%) - 
Estas derivadas  se  pueden  calcular  con  la  regla  de,la  cadeno,  por  ejemplo, 

entonces,  la  condici6n  de  equilibrio  toma  la  forma , 
cLi=a 9 

para  todas  las  especies ppentes. Este  el  el  principio  de  igualaci6n  de  los  potenciales 
quimicos. 

En este caso, el  potencial  químico  de  equilibrio  resulta  ser  igual al multiplicador  de 
Lagrange, y su valor  esta  determinado  por la restricci6n.  Dado  que la energfa es una 
funci6n  concava  del  ntimero  de  electrones,  entonces  el  potencial  quimic0.y  el  ntímero  de 
partículas  tienen  una  relaci6n  uno a uno, y N se  puede  escribir  como UM fundon  de B. 
De hecho, en  la  diferencial d e l  ntímero  de  electrones, a potencial  externo  constante, 
aparecen la blandura, Ec. (19)  del  capftulo 3, 

e 



I 

A l v i  = j a  S.& . 
r: ' 

Por  lo  tanto,  de  la Ec.(3), a debe  satisfacer  la  ecuaci6n  siguiente, e 

Si se asume  que  las  blanduras  son  constantes,  despuh  de realizar las integrales, se obtiene 
un promedio  pesado  para el potencial  qufmico  de  equilibrio: 

Esta es la  misma  ecuaci6n  que  se  obtiene si se asume,  de  entrada,  la igualacidn de 
potenciales  quimicos.42  Por  otro  lado,  si  se  considera  que la energia es una f d 6 n  
exponencial  del  número  de  electronesP3 se obtiene  que  el  potencial  qufmico  de  equilibrio 
es el promedio  geomCtrico  de los potenciales  quimicos  iniciales. 

Por lo tanto,  se  puede  concluir  que  el  principio  de  igualaci6n  de  los  potenciales 
qufmicos  proviene de la  minimizaci6n  restringida  de la energia,  donde  el  potencial  quimico 
final de  cada  especie es igual al multiplicador  de  Lagrange. El valor de esta  cantidad 
depende  del  modelo  que  se  emplee  para  representar  a la energia, E(N), aunque esta 
funcidn  debe  ser  cdncava. 

La Conservaci6n  de  la  Blandura  en  las  Reacciones  QufmicasU 

En toda  reacci6n  quimica,  el  número  de  electrones  se  conserva. Esta  restricci6n  se 
puede  aprovechar  para  demostrar  que  la  suma  de las blanduras de  los  productos es 
aproximadamente  igual  al  suma  de  las  blanduras  de  los  reactivos. 

I 

Considere  la  reacci6n  que  resulta  de  una  colisidn  de  dos  reactivos: 
A + B + C + D  . 



, -. 

Suponga  que  este  proceso se puede  dividir  en  cuatro  etapas, 
I: A( aislarlo) + B( aislarlo) + A' + B' , 
II: A'+B'+T , 
111: T+C' + D' , 
IV: C' + D' + C( aislado) + aaislarlo) , 

donde T representa al estado  de  transicibn. En los  procesos I y N, el nhero de 
electrones  de  cada  especie  permanece  constante, y ocurre un cambio  en  su  potencial 
externo.  Este  cambio es debido  a  la  presencia  del otro reactivo y al  cambio  en  su 
geometda  para  alcanzar  el  estado  de  transici6n. El proceso 11 ocurre a  potencial  externo 
fijo, y hay  una  redistribuci6n  de  carga  entre  las  especies A * y B * para  igualar su potencial 
quhico. El proceso I11 tambi6n  se  lleva  a  cabo  a  potencial fijo y, si se considera en 
sentido  inverso, es similar al proceso 11, esto es, las  especies C* y D* distribuyen su 
carga y forman  el  estado  de  transici6n. 

Dado  que el número  de  electrones  de  los  reactivos es igual  al  número de electrones  los 

N ; + N ; = N ; + N ~ = N ,  , (13) 

productos, 

al derivar  esta  expresi6n  con respecto al  potencial qdmico del estado de transici6n, se 

tiene  que: 

donde Ni* es el  número  de  electrones  de la especie I* y es igual al nhero de  electrones 
de la especie  aislada  (etapas I y IV). Utilizando la regla  de la cadena, estas derivadas se 
pueden  relacionar  con la blandura  de  las  especies, 

por  lo  tanto,  de  la Ec.(14) se  tiene  que  en  general, 

I 
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Cuando  las  especies  con  estrella  interactúan,  hay UM igualaci6n  de sus potenciales 
qufmicos,  a  potencial  externo  constante. En este caso, la Ec.( 11) se puede  escribir  en la 
forma  siguiente, 

y derivando  esta  ecuacidn se obtiene: 

donde Apr = pT -pi. Para  el  proceso In, en  sentido  inverso,  tambien se puede utilizar 

esta  ecuaci6n, ya que se alcanza  el  mismo  estado  de  transici6n  mediantela  igualaci6n  de 
los  potenciales  quimicos. Es importante  hacer  notar  que  &to  no  implica  que  la  reacci6n 
inversa  sea  igualmente  favorable  desde el punto  de vista energdtico. 

Por  otra  parte, las blanduras  que  aparecen  en la ecuacidn  anterior  no  son las blanduras 
de los  sistemas aislados, ya  que  en  el  proceso I y IV cambia el potencial  externo. Sin . 
embargo, estas blanduras est611 relacionadas  por la ecuacidn  siguiente, 

Al substituir  las Ecs.(l8) y (19), para  los  productos y reactivos.,  en  la Ec.(16), se 
encuentra  que, 



Finalmente, si se  asume  que  la  diferencia  de  las  sumas,  que  involucran  a las derivadas  de la 
blandura  son  pequeñas,  entonces se obtiene  la  relaci6n  aproximada: 

(-1 ( p r o d )  

la cual  implica  que  la  blandura se conserva en una reacci6n  qufmica  elemental. 

Para verifcar la validez  de  la Ec.(21), es necesario  conocer  los valores de la blandura 
de  los  productos y reactivos  que  intervienen  en 4reacci6n. De la Ec. (23) del  capitulo 3, 
se tiene  que la blandura  es  el  inverso  de  la  dureza y Qta es una segunda  derivada de la I 

*. 
energia, I. 

' a  

S=I=[($,.] a2 E -1 ' 

rl 
si utiliza una aproximaci6n  por  diferencias finitas para la  segunda  derivada se tiene que 

S = (I -A)-' , (23) 
donde I, es el  potencial  de  ionizaci6n y A es la afiidad electr6nica A partir de  los  valores 
experimentales  de estas cantidades,"5  se  puede  evaluar  la Ec.(21) para varias reacciones 
quimicas  elementales y los  resultados  se  muestran  en la Tabla II. 

Tabla II. Suma de las blanduras de reactivos y productos  para .. 
algunas  reacciones  (en  eV) e .  

Reacción  Reactivos  Productos  Diferencia(P-R 

CHd+F=CHsF+H 0.240 0.262 0.022 

CHp+Cl=CH3CI+H 0.31 1 0.289 -0.022 

CHd+Br=CHsBr+H 0.334 0.339  0.005 
CHd+I=CHxI+H 0.367 0.369 0.001 

CH4+F=CHs+HF 0.240 0.296 0.057 

CHd+CI=CH3+HCI 0.3 1 1  0.330 0.020 

CHd+Br=CHs+HBr 0.334 0.352 0.01 8 
CHd+I=CHS+HI 0.367 0.394 0.027 

CHd+H=CHq+H2 0.253 0.320 0.068 
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Tabla II. Continuación 

Reacción  Reactivos  Productos  Diferencia(P-R 

CH~+FZ=CH~F+F 0.364  0.249 -0.1 15 

CH3+CI#H3CI+CI 0.423  0.347 -0.076 

CHj+Brz=CHsBr+Br 0.455 0.420 -0.035 
CHq+IpCH?I+I 0.499  0.483 -0.0 16 

CH3I+HF=CH3F+HI 0.304  0.295 -0.009 

CH3I+HCI=CH3CI+HI 0.338  0.322 -0.0 16 

CH$+HBr=CH3Br+HI 0.359  0.372 0.013 
CHqI+HpCHd+HI 0.328  0.286 -0.042 

CH3F+LiH=CHp+LiF 0.35 1 0.267 -0.084 

CH-J3+LiH=CHp+LiCI 0.378  0.308 -0.07 1 

CHsBr+LiH=CHp+LiBr 0.429  0.345 -0.084 
CHqI+LIH=CHd+LiI 0.4S8  0.410 -0.048 

HOF+LiH=HOH+LiF 0.373  0.276 -0.097 
HOCI+LiH=HOH+LiCI 0.41 1 0.316 -0.095 

HOI+LiH=HOH+LiI 0.350  0.350 0.000 

HF+LiH=Hz+LIF 0.336 0.285 -0.05 1 
HCI+LiH=H2+LiCI 0.370 . 0.325 -0.045 
HBr+LIH=Hz+LiBr 0.392 0.362 -0.029 

HI+LiH=Hz+LiI 0.434  0.427  -0.006 
SiH3I+LiH=LiI+SiHd 0.295  0.304 0.009 

De estos  resultados,  se  puede  concluir  que en una reacci6n q W c a  elemental, la suma 
de  las  blanduras  de  los  reactivos es aproximadamente  igual  a la suma  de  las  blanduras  de 
los  productos. 

I 

En este capitulo, se mostr6  la  utilidad  que  tiene  identificar  a  los  parametros  de 
reactividad  con  derivadas  de  alguna  representaci6n. En estos casos, se pueden  aplicar  los 
conceptos  desarrollados  en los capltulos anteriores para  relacionar a estas propiedades y 
buscar la interpretaci6n  de  algunos  fen6menos. 



Conclusiones 

Por la concavidad  de  la  energfa es posible  aplicar la transformaci6n de Legendre  a la 
ecuaci6n  fundamental  del  estado  basal  de  los  sistemas  atbmicos y moleculares.  Dentro  de 
las  ecuaciones  fundamentales  que se obtienen, una de  ellas  presenta algunos problemas y 
fue  necesario  construir  nuevas  representaciones hadas en la energfa  por  partfcula. Las 
nuevas  ecuaciones  fundamentales tarnbib poseen  concavidad  estricta y estan relacionadas 
por  estas  transformaciones.  Este  hecho  permite  trabajar  en una forma d o g a  a la 
Termodinhica, dentro  de  la  Teoria  de  Funcionales  de la Densidad. 

Se gener6 un esquema  de  reducci6n  de  derivadas  para el tipo de funcionales  que 
aparecen  en esta teoda, y aunque  las  ecuaciones  de  transformacidn  son  m&  complicadas, 
en  los  casos  m&  simples recuperan las  formas  conocidas. Este metodo  fue  aplicado  para 
relacionar parhetros de  reactividad y gener6,  de  forma  sistemtltica,  muchas  de las 
relaciones  que  se han obtenido  en  la  literatura  por  m6todos muy diferentes. 

LA determinaci6n  del estado de  equilibrio  de un sistema,  formado  por especies con 
diferente  potencial  qufmico, es equivalente a determinar el equilibrio  t6rmico por la 
maximizaci6n  de  la  entropfa  en  sistemas  aislados. En este caso, se obtiene como . 
conscuencia,  el  principio  de  igualaci6n  de  los potencia quimicos.  Tambi6n  fue  posible 
obtener  una  ecuaci6n  aproximada  de  conservaci6n  de la blandura,  basada  en la 
conservaci6n  del  n6mero  de  electrones  en  las  reacciones  qufmicas. 

Finalmente,  se  aprovecha  una  de las nuevas  representaciones  de  los  estados  basales 
para  resolver  la  ecuacidn  de TF, con un m6todo  perturbativo. Al utilizar  a  la  densidad 
como  variable, esto permite  obtener  una  convergencia  mon6tona y m&  rdpida  que el caso 
tradicional. 

Por todo esto,  se puede  concluir  que la concavidad y las transformaciones  de 
Legendre  juegan un papel muy importante  en  la  Teorla de Funcionales  de la Densidad. 
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Porque la yerba seca 
Incendará la yerba mojada. 

Eduardo Gdeano 
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