UNIVERSIDAD AUTONOMA METROPOLITANA-
IZTAPALAPA

IO it W Uange. DIVISION DE CIENCIAS BASICAS E INGENIERIA

PROPIEDADES DETERMINADAS POR REDES
Y
ESPACIOS DE WHYBURN

Presenta
MAIRA MADRIZ MENDOZA
para obtener el grado de
DOCTORA EN CIENCIAS MATEMATICAS

7 / ,,/ L/
Director de Tesis: Dr. Richard Gordon Wilson Roberts < éf-_’/'://~/—

Jurado Evaluador:  Dra. Ofelia Alas
Dr. Adalberto Garcia-Maynez y Cervantes
Dr. Constancio Hernandez Garcia
Dr. Alejandro lllanes Mejia
Dr. Vladimir Vladimirovich Tkachuk

Dr. Richard Gordon Wilson Roberts

Meéxico, D.F., 21 de junio de 2012



UNIVERSIDAD AUTONOMA METROPOLITANA
[ZTAPALAPA

Propiedades Determinadas por Redes

Yy
Espacios de Whyburn

Tesis, que para obtener el grado académico de
Doctora en Ciencias (Matematicas),
presenta:

M. en C. Maira Madriz Mendoza

Director de Tesis:

Dr. Richard G. Wilson

21 de Junio de 2012






A Gerardo A mis padres






Indice general

Introduccién

1. Nociones Fundamentales
1.1. Algunas Funciones Cardinales . . . . . . ... ... ... ...
1.2. Generalizaciones de los Espacios Primero Numerables . . . . .
1.3. Otras Definiciones y Resultados . . . . . . . . ... ... ...
1.4, kredes . . . . . .
1.5. Dos Cardinales Importantes . . . . . .. .. .. ... ... ..

2. Redes y Compacidad
2.1. Espacios Inicialmente k-compactos y Espacios Fuertemente k-
compactos . . . . ... oL
2.2. La Propiedad de Whyburn en Espacios Numerables . . . . . .

3. Espacios de Whyburn
3.1. Algunas Generalizaciones . . . . . . . . ... ... ... ....
3.2. Un Par de Desigualdades Cardinales en Espacios de Whyburn
3.3. Espacios de Whyburn en la Clase de los Espacios P . . . . . .
3.4. La Propiedad de Whyburn en Espacios Dispersos y Submaxi-
males .. . . . .

Conclusiones
Preguntas Abiertas
Bibliografia

Indice alfabético

23

23
36

39
39

46

20

53

56

59

62






Agradecimientos

Me gustaria expresar mi mas profunda gratitud al Dr. Richard Wilson por
su entrega e interés en mi educacion, por su excepcional orientacion durante
mis estudios de posgrado y por su entranable amistad.

Quiero agradecer a los doctores: Ofelia Alas, Adalberto Garcia-Maynez,
Constancio Herndndez, Alejandro Illanes y Vladimir Tkachuk por su dedi-
cacion, por sus sabios comentarios y sugerencias sobre mi tesis. Asi como a
todos mis mentores en las distintas areas de la vida, por sus atinadas en-
senanzas y por sus fructiferos consejos.

Como siempre, reitero mi agradecimiento a Dios por ponerme en este
camino y por mostrarme que todo llega en el momento perfecto, no antes ni
después. Por supuesto, mi gratitud a toda mi familia por su amor, por su
apoyo incondicional y por hacer mi vida més placentera.

Por 1ltimo, agradezco al CONACyT por el apoyo econémico de la beca
de estudios de doctorado y al Departamento de Matematicas de la UAM por
el lugar y las facilidades que me otorgan.

Maira Madriz Mendoza
Junio de 2012

VII






Introduccion

Si X es un espacio topoldgico y F' C X, nos permitimos decir que F
es casi cerrado si clx(F) \ F es un conjunto de un solo punto. El hecho
de que clx(F)\ F = {z}, se denota por F' — x. Es natural decir que la
topologia de un espacio X estda determinada por subespacios casi cerrados
si, para cualquier conjunto no cerrado A C X y cualquier z € clx(A) \
A, existe un conjunto casi cerrado F' C A tal que F — z. Por analogia
con los conceptos de Fréchet-Urysohn y secuencial, decimos que un espacio
topologico X es débilmente determinado por subespacios casi cerrados si,
para cualquier conjunto no cerrado A C X, existe un conjunto casi cerrado
B C A tal que B — z para algtin x € clx(A) \ A.

El origen de los espacios determinados por subespacios casi cerrados se
remonta a 1970 en un articulo péstumo del propio Whyburn, denominado
Accessibility Spaces, [44]. Dichos espacios fueron introducidos mas como una
herramienta que como una generalizacion de los espacios de Hausdorff y pri-
mero numerables. Durante los siguientes 30 anos, estos conceptos aparecieron
y desaparecieron repetidamente bajo varios nombres. Incluso cobraron vida
en la topologia de categorias en [39] y luego se convirtieron en objeto de un
intenso estudio en el contexto de los espacios pseudoradiales y afines. Sin
embargo, los términos Whyburn y débilmente Whyburn, datan aproxima-
damente del 2002 cuando los especialistas decidieron darle crédito a Why-
burn, llamando espacios de Whyburn (débilmente Whyburn) a los espacios
determinados por subespacios casi cerrados (débilmente determinados por
subespacios casi cerrados).

El objetivo medular de esta tesis es estudiar a profundidad los espacios
de Whyburn y débilmente Whyburn. Técnicamente, nos dimos a la tarea de
encontrar respuestas a interrogantes propias, investigar qué teoremas bien
conocidos son extendibles a la clase de los espacios de Whyburn (débilmente



2 Introduccién

Whyburn) y, en el mejor de los casos, a examinar una extension de la teorfa.

El presente trabajo, esta distribuido en tres capitulos y un apartado final
de preguntas abiertas. En el primero, se exponen algunas funciones cardina-
les, se mencionan propiedades bésicas de los espacios en cuestion y, esta dedi-
cado esencialmente, a probar los resultados hasta ahora conocidos que seran
de utilidad para los capitulos posteriores. Ademas, introducimos un tipo espe-
cial de redes, llamadas k-redes y brindamos generalizaciones de los conceptos
de Fréchet-Urysohn y secuencial con el fin de hacer algunas observaciones.

En el segundo capitulo caracterizamos algunas generalizaciones de com-
pacidad en términos de puntos de acumulacién de x-redes. Como las propie-
dades de tipo compacidad se definen usualmente en términos de cubiertas
mas que en términos de sucesiones y redes, para un cardinal arbitrario x se
prueban k-generalizaciones de varios teoremas famosos sobre los espacios nu-
merablemente compactos y secuencialmente compactos. Entre otras cosas, se
muestra una generalizacion de un resultado de Murtinova relativo a la propie-
dad de Whyburn en espacios numerables y obtenemos una condicigjn sobre
Kk para que un espacio k-Fréchet sea de Whyburn en espacios numerables.

El tercer capitulo, estd dedicado a probar algunas desigualdades cardina-
les vélidas en los espacios de Whyburn y hereditariamente débilmente Why-
burn. También, se construyen ejemplos que nos permiten ilustrar que algunos
resultados conocidos no pueden ser generalizados. Asimismo, contestamos a
un par de preguntas referentes a espacios submaximales.

La notacion empleada es la usual y los términos no definidos pueden en-
contrarse en [19]. Las letras X, Y, Z denotan, en general, espacios topoldgicos,
mientras que x,vy, 2, p, q se usan para hacer referencia a puntos de algin es-
pacio. Los ordinales y cardinales infinitos los representaremos por las letras
griegas minusculas «, 3,7, k, A, €.

La letra w representa el primer cardinal infinito y wy se refiere al primer
cardinal no numerable. Dado un espacio (X, 7)y A C X, la cerradura de A en
X se designa por clx(A) (o bien, cl.(A) si es necesario indicar la topologia)
y el interior de A en X se denota por intx(A) (andlogamente, int,(A)).
Las funciones 7x : X XY — X y 7y : X XY — Y, representaran las
proyecciones naturales sobre X y Y, respectivamente.



Capitulo 1

Nociones Fundamentales

En el presente capitulo estableceremos las nociones y resultados funda-
mentales que vamos a utilizar. Iniciaremos con la presentacién de conceptos
y resultados que motivan este trabajo.

A menudo usaremos resultados y terminologia, que sin lugar a dudas, el
lector familiarizado recordara. Cuando usemos algin resultado en el que no
se incluya la prueba, daremos la referencia necesaria.

1.1. Algunas Funciones Cardinales

Dado un espacio topolégico de Hausdorff X, empezamos esta seccién
definiendo algunas funciones cardinales que nos seran de utilidad a lo largo
del presente trabajo.

o cardinalidad
| X | = cardinalidad de X.

® DESO
w(X) =min{|B| : B es una base para X} + w.

o densidad

d(X) =min{|S|: S C X, clx(S) = X} + w.
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Sea X un espacio, V una familia de abiertos no vaciosen X y p € X. Si
p € V paratoda V €V, entonces V es una base local en p. Si ademas se
cumple que ({V : V € V} = {p}, entonces V es una pseudobase para
p. Finalmente, si ({clx(V) : V € V} = {p}, entonces V es una pseu-
dobase cerrada para p. Ahora podemos definir las siguientes funciones
cardinales:

e caracter

X(p, X) = min{|V| : V es una base local para p};
X(X) =sup{x(p, X) : p€ X} +w.

e pseudocardcter
Y(p, X) = min{| V| : V es una pseudobase para p};
Y(X) =sup{y(p, X) : pe X} +w.

e pseudocardcter cerrado

Ye(p, X) = min{| V] : V es una pseudobase cerrada para p};
Yo (X) = sup{¢(p, X) :pe X} +w.

e estrechez

t(p, X) = min{x : para toda Y C X con p € clx(Y), existe A CY con
|A| <k vy pecx(A)};

t(X) =sup{t(p,X):p€e X} +w.
1.1 Teorema ([26]). En un espacio compacto y de Hausdorff X, se cumple
que Y(X) = x(X).

En particular, cualquier espacio compacto con pseudocaracter numerable
es primero numerable (ver [26], Teorema 7.1).



Generalizaciones de los Espacios Primero Numerables )

1.2. Generalizaciones de los Espacios Prime-
ro Numerables

Los espacios de Fréchet-Urysohn y secuenciales fueron estudiados por pri-
mera vez como los conocemos actualmente a partir de 1965 por Franklin en
[20] y [21]. Los espacios de Fréchet-Urysohn y secuenciales son generaliza-
ciones de los espacios primero numerables y han sido objeto de estudio en
distintas areas de las matematicas.

1.2 Definicién. Un espacio X es de Fréchet-Urysohn, si para cualquier
subconjunto A C X y para cualquier x € clx(A) existe una sucesion S C A
que converge a x.

1.3 Definicién. Un espacio X es secuencial, si para cualquier subconjunto

no cerrado A C X existe una sucesion S C A que converge a algun v €
clx(A)\ A.

De la definicién se sigue que, todo espacio de Fréchet-Urysohn es secuen-
cial. Los siguientes espacios serdan nuestro principal objetivo, su origen se
remonta a principios de los anos 70 en [44].

1.4 Definicion. Un espacio X es de Whyburn siempre que para cualquier
congunto no cerrado A C X y para todo x € clx(A)\ A existe un subconjunto

B C A tal que clx(B) \ A= {x}.

1.5 Definicién. Un espacio X es débilmente Whyburn siempre que para
cualquier conjunto no cerrado A C X existe x € clx(A)\ A y un subconjunto

B C A tal que clx(B)\ A = {z}.

Luego, todo espacio de Whyburn es débilmente Whyburn. Sin embar-
go, el reciproco no siempre se cumple, como lo ilustra el ordinal w; + 1
con la topologia del orden. Basta tomar el conjunto no cerrado A = {«a :
a < w; es un ordinal sucesor} C w; + 1, pues no existe B C A con w; €
cly,+1(B) tal que |cly,11(B) \A|= 1.
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1.6 Definicion. Un subconjunto A de un espacio X es Whyburn cerrado,
si para cualquier F C A se tiene que | clx(F)\ A|# 1.

Obsérvese que un espacio X es débilmente Whyburn si y sélo si cualquier
subconjunto Whyburn cerrado de X es cerrado.

Cabe mencionar que la propiedad de Whyburn es una propiedad heredi-
taria, mientras que la propiedad débilmente Whyburn sélo se preserva para
subconjuntos abiertos o para cerrados. Es bien conocido que, todo espacio
de Hausdorff Fréchet-Urysohn es de Whyburn y que cada espacio de Haus-
dorff secuencial es débilmente Whyburn. También se tiene que los espacios
de Whyburn secuenciales son de Fréchet-Urysohn.

Las siguientes definiciones fueron introducidas en los anos 60 y son intere-
santes por si mismas, no obstante, las emplearemos dadas las importantes
conexiones que tienen con las propiedades que estudiaremos.

1.7 Definicién. Un subconjunto A de un espacio X es k-cerrado (respec-
tivamente, < k-cerrado) si B C A y | B|< k (respectivamente, | B| < k)
implican que clx(B) C A.

Cabe senalar que a cualquier funcién S : « — X donde « es cualquier
ordinal le llamaremos cadena y, en adelante, se denotard en la forma {zg :
f < a}, donde S(B) = xp. Reservamos el término sucesidn para cadenas
cuyo dominio es w.

La cadena {zp : f < a} se dice que converge a un punto z, si para
cualquier vecindad U de z, existe algin v < « tal que 2z € U para cada

B=n.

1.8 Definicion. Un espacio X es semiradial siempre que para cualquier
cardinal infinito k y cualquier conjunto no k-cerrado A C X, existe una
cadena {z¢ : £ € A\} C A, con X\ < K, que converge a un punto en X \ A.

1.9 Definicién. Un espacio X es pseudoradial, si cualquier conjunto no
cerrado A C X contiene una cadena que converge a un punto en X \ A.
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1.10 Definicién. Un espacio X es radial, si cualquier punto en la cerradura
de un subconjunto A C X es limite de una cadena en A.

Notese que radial implica semiradial y semiradial implica pseudoradial.
Ademas, cualquier espacio hereditariamente pseudoradial es radial. Por otro
lado, los espacios secuenciales son pseudoradiales y los espacios de Fréchet son
radiales. Un espacio radial no necesariamente es secuencial, como lo ilustra
el ordinal w; 4+ 1 con la topologia del orden.

1.3. Otras Definiciones y Resultados

Ahora nos ocuparemos de conceptos y resultados diversos, que no tienen
relacién propiamente, pero que nos serviran como herramienta en los siguien-
tes capitulos.

Recordemos que en un espacio de Hausdorff, existe a lo més un punto
cuyas vecindades cerradas son cofinitas.

1.11 Lema. Sea X un espacio de Hausdorff. Si existen un abierto infinito
UenX y peU tales que cada vecindad cerrada V' de p tiene la propiedad
de que U \'V es finito, entonces U \ {p} es discreto.

1.12 Lema. Si X es un espacio de Hausdorff e infinito, entonces contiene
a un subconjunto discreto infinito.

Demostracion. Si existen un subconjunto abierto infinito U C X y p € U
como en el Lema 1.11, entonces U \ {p} es discreto. Si tales U y p no existen,
entonces para cada abierto W C X y cada x € W, tenemos dos posibilidades:
(i) si W es infinito, existe una vecindad abierta V' de x tal que W \ V es
infinito. Sea 1 € W con x; # z. Entonces existe una vecindad abierta
Vi de z1 tal que W\ V; es infinito y = ¢ clx(V7). Andlogamente, existen
ro € W\ V] distinto de x y un abierto V5 de zy tales que W\ (V4 U V%)
es infinito y zo & clx(V1). Al proceder recursivamente, se obtiene que el
conjunto {z, : n € w} es el subconjunto discreto requerido.

(ii) si W es finito, entonces trabajamos en el abierto infinito X \ clx(W). O
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Una coleccion de subconjuntos abiertos, no vacios y disjuntos dos a dos
en X se llama familia celular.

1.13 Lema. Sea X un espacio de Hausdorff con la propiedad de que para
cada abierto U en X y cada p € U, existe una vecindad cerrada V de p tal
que U\ 'V es infinito. Entonces, si x € X, existe una familia celular infinita
v tal que para cada U € v, x & clx(U).

Demostracion. Sean x,x; € X distintos. Entonces existe un abierto U; C X
que contiene a 1 tal que x & clx(U;) y X \ clx(Uy) es infinito. Aplicando el
mismo argumento a X \ ¢lx(U;) y siguiendo con el proceso, se obtiene una
familia celular v = {U; : i € I'} con las propiedades descritas. ]

1.14 Teorema. Sean (X,7) un espacio de Hausdorff infinito y x € X.
Entonces existe una familia celular v infinita tal que para cada U € 7,
x & cx(U). Ademds, v se puede extender a una familia mazimal celular
con dicha propiedad.

Demostracion. Si existe un subconjunto abierto infinito U C X y p € U tal
que cada vecindad cerrada V' de p tiene la propiedad de que U \ V es finito,
entonces cada punto de U \ {p} es aislado y {{y} : y € U\{p}} es una familia
celular infinita. Si tales U y p no existen, sin pérdida de generalidad, existe
una vecindad abierta infinita W de p tal que existe una vecindad cerrada V'
de p que satisface que W\ V es infinito. Por el Lema 1.13, existe una familia
celular con la propiedad requerida.

Sea P = {7 : 7 es una familia celular y x ¢ clx(U) para cada U € ~}.
Dadas 7,7 € P hacemos v < ' si v C 7. Esto hace que el conjunto P sea
parcialmente ordenado. A continuacién probaremos que (P, <) tiene todas
sus cadenas acotadas.

Sea C una cadena en P. Si u = |JC, entonces 7 < p para todo v € C,
asi que basta establecer que pu € P para cerciorarnos de que la cadena C es
acotada en P. Si U € p, entonces U € « para alguna v € C. Como 7 es una
familia celular con la propiedad requerida, se tiene que = & clx(U). Asi que
basta verificar que g es una familia celular. Sean U,V € p con U # V.
Entonces existen vy,vy € C tales que U € vy vy V € vy. Como C es una
cadena, tenemos que 7y C vy o v C Yy. Si yy C 7y, entonces U,V €
~vv. De manera que U,V son abiertos, ajenos y no vacios. Andlogamente, si
Yv C vyu. Luego, P tiene todas sus cadenas acotadas. Por el Lema de Zorn,
concluimos que P tiene un elemento £ que es maximal en P. O
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1.15 Proposicién ([11]). Si X es un espacio de Hausdorff, compacto y
débilmente Whyburn, entonces es pseudoradial.

Demostracion. Sea A C X no cerrado. Entonces existen B C Ay = €
clx(A)\ A tales que clx(B)\ B = {z}. Por el Teorema 1.1, podemos elegir
una base, local {U¢ : £ € k} de z en clx(B) de cardinalidad minima que
satisfaga que [, clx(Ug) = {z}. Por minimalidad, si v < k, entonces en
clx(B) se tiene que [, clx(Uy)]\{z} # 0 paratoda { € k. Para cualquier
§ < k escogemos un punto ¢ € ([, clx(U,)] \ {z}), de manera que
{z¢ : € € k} forma una cadena en clx(B)\{z} = B. Dada una vecindad V" de
x, por la regularidad de clx (B), existe &, €  tal que clx(Ug,) C V. Si X > &,
entonces ) € ()<, clx(U,), lo que quiere decir que zy € clx(Ug) C V.
Por construccién, la cadena {z¢ : £ € K} C A converge a x € X \ A. Por
tanto, X es pseudoradial. O

El concepto de espacio compacto aparecié como resultado de la generali-
zacion de algunas propiedades importantes del espacio de los niimeros reales
y, actualmente, es una de las clases mas importantes de espacios topoldgicos.
Decimos que un espacio X es compacto si cualquier cubierta abierta de X
tiene una subcubierta finita.

Recordemos que un espacio X es numerablemente compacto si cualquier
cubierta abierta numerable de X tiene una subcubierta finita. Mientras que
un espacio es secuencialmente compacto, si cualquier sucesion tiene una sub-
sucesion convergente.

Ahora introducimos la nocién de espacio H-cerrado, esta propiedad es una
generalizacion de la compacidad, debido a que un subconjunto compacto de
un espacio de Hausdorff es cerrado. Asi, cualquier compacto Hausdorff es H-
cerrado. El concepto de H-cerrado fue introducido por Alexandroff y Urysohn
en 1924, [4].

1.16 Definicion. Un espacio de Hausdorff X se llama H-cerrado, si cual-
quier cubierta abierta {Us}ses del espacio X contiene una subfamilia finita

{Ugy, ..., Us, } tal que clx(Us,) U---Uclx(Us,) = X.

Para més detalles de estos espacios, véanse las secciones 3.12.5 de [19] y
4.8 de [38]. Una propiedad topolégica similar a la compacidad numerable pero
mas débil es la nociéon de espacio débilmente compacto que a continuacién
se define.
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1.17 Definicién. Un espacio X es débilmente compacto si cualquier
famalia localmente finita de conjuntos abiertos no vacios es finita.

En ([37], Proposicién 2.1) se prueba que, X es débilmente compacto si
y sOlo si para cualquier cubierta abierta numerable C, existe una subfamilia
finita F de C tal que X = |J{clx(C) : C € F}. Asi, cualquier espacio
H-cerrado es débilmente compacto.

1.18 Definicién. Un espacio X es disperso, siempre que cualquier sub-
espacio no vacio Y C X tiene un punto aislado (con respecto a la topologia
relativa).

1.19 Observacién. Una herramienta util en el estudio de los espacios dis-
persos es la descomposicién de Cantor-Bendixson. A saber,

Sea X un espacio disperso. Si tomamos

Xo = {x: z es aislado en X'}

Xy ={x:z es aislado en X \ Xo}

X, = {x cx es aislado en X\ U Xﬁ}

B<a

entonces llamamos orden de dispersién de X al minimo « tal que X,. = ()
para alguna k < | X|7T.

1.20 Teorema ([41]). Cualquier espacio Tz y disperso es débilmente Why-
burn.

Demostracion. Sean A C X un subconjunto no cerrado y x € (clx(A)\ A)N
X, donde « es minimo con respecto a esta propiedad. Sea Y = X'\ G Xp-
Como x es punto aislado de Y, existe un abierto U C X tal que UNY =
{z}. Por la regularidad, existe una vecindad cerrada V C X de z tal que
V =¢clx(V) C U. Entonces, si B =V NA, tenemos que = € clx(B) CV
y, por la minimalidad de «, resulta que clx(B)\ A = {z}. O



Otras Definiciones y Resultados 11

Cabe mencionar que la extensién de Katétov de w (ver [19], 3.12.6) mues-
tra que el teorema anterior no es cierto en la clase de espacios de Urysohn. En
el Ejemplo 3.20, construiremos un espacio semiregular, disperso con orden de
dispersién 2 que no es débilmente Whyburn.

1.21 Corolario ([41]). Si X es un espacio compacto de Hausdor{f y disperso,
entonces X es pseudoradial.

Demostracion. Por el Teorema 1.20, X es débilmente Whyburn y, por la
Proposicién 1.15, es pseudoradial. O

1.22 Corolario ([41], Corolario 2.9). Cualquier espacio disperso T, es he-
reditariamente débilmente Whyburn.

1.23 Proposicién ([11]). Cualquier espacio numerablemente compacto, de
Hausdorff y débilmente Whyburn es secuencialmente compacto.

Demostracion. Sean X como en la hip6tesis del enunciado y {z,} una su-
cesién en X. Si el rango de {z,} es finito, entonces {z,} admite una sub-
sucesion constante y, por tanto, convergente. Si el rango de {z,} es infinito,
pasamos a un subconjunto discreto e infinito A C {x,, : n € N}. Como X
es numerablemente compacto,tenemos que A no es cerrado, por hipdétesis,
existe B C A tal que clx(B) \ B = {p} para algiin punto p € clx(A) \ A,
esto es, clx(B) = B U {p} es numerablemente compacto y numerable, por
consiguiente, compacto. Luego, B U {p} es una sucesién convergente. ]

1.24 Teorema ([41]). Sea X un espacio de Hausdorff, numerablemente com-
pacto y de Whyburn. Entonces X es Fréchet-Urysohn.

Demostracion. Supongamos que A C X y x € clx(A)\ A. Como X es de
Whyburn, existe un subconjunto infinito P C A tal que clx(P)\ A = {x}.
Por el Teorema 1.14, existe una familia maximal celular v de subconjuntos
abiertos de P cuyas cerraduras no contienen a x. Luego, | Jv es densaen P
y debido a que x € clx(P) se tiene que = € clx(|J7). Considerando que P
es de Whyburn, existe @ C |Jv tal que clx(Q)\U~y = {z}. Sea v ={U €
v:UNQ # 0}. Supongamos que 7' es finito, digamos v = {Uy, Us, ..., U,}.
De modo que, @ C U, U; y, como se tiene una unién finita, clx(Q) C
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cdx(U-,U) = Ui, clx(U;) . No obstante, = ¢ |J_, clx(U;) v, por tanto,
x & clx(Q), se tiene una contradiccién. Por tanto, 4’ es infinito.

Para U € +' tomamos z, € U N Q. El conjunto B = {z, : U € 7'} es
discreto infinito, por tanto no cerrado pues X es numerablemente compacto.
Ademas, (clx(B) \ B) N J~ = 0, pues de lo contrario existe U’ € v tal que
contiene puntos distintos de x,/, lo que no puede suceder porque el conjunto
B es discreto. Luego, como clx(Q)\ @ = {z} se sigue que clx(B) C QU {x}
y, por ([19], Teorema 3.10.4), @ U {z} es numerablemente compacto. De
aqui BU{z} es un espacio infinito numerablemente compacto y, dado que B
es discreto, tiene un solo punto no aislado z. Por tanto, BU{z} es compacto y
cualquier subconjunto numerable infinito de B es una sucesion que converge
a r. Esto termina la prueba. O

Un espacio de Hausdorff X se llama espacio k, si A C X es cerrado

cuando AN K es cerrado para cualquier subespacio compacto K del espacio
X.

1.25 Corolario ([41]). Si X es un espacio k que es de Whyburn, entonces
es Fréchet-Urysohn.

Demostracion. Sean A C X y z € clx(A)\ A. Como X es de Whyburn,
existe un conjunto casi cerrado F' C A tal que clx(F)\ A = {z}. Dado que
F no es cerrado, existe un compacto K C X tal que K N F' no es cerrado
y, por tanto, clx(K NF)\ F = {z}. K es numerablemente compacto y,
por ser subespacio, es de Whyburn. Por tanto, por el Teorema 1.24, K es
Fréchet-Urysohn. De esta manera existe una sucesion S C K N F que a su
vez estd contenida en A y que converge a . O]

Los siguientes conceptos fueron introducidos y estudiados por E. Hewitt
en su célebre articulo de 1943, [24], entre otras cosas con el fin de construir
topologias més finas (o expansiones) que una dada.

1.26 Definicién. [2/] Un espacio topoldgico X = (X, T) es resoluble si
existe un subconjunto D de X tal que D y X \ D son T-densos en X.

Mas generalmente, adoptando la terminologia introducida subsecuente-
mente por Ceder [16], para un nimero cardinal a decimos que X = (X, 7) es
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a-resoluble si existe una familia de a subconjuntos densos y mutuamente
ajenos de X. Un espacio X es llamado #rresoluble si no es resoluble.

1.27 Definicion. Un espacio X denso en si mismo es submaximal, si cada
subconjunto denso de X es abierto en X o equivalentemente, si cualquier
subconjunto con interior vacio es cerrado y discreto.

Obsérvese que cualquier espacio submaximal es irresoluble.

Recordemos que para un espacio topoldgico X. Un U € 7(X) se llama
reqular, si U = intx(clx(U)). El espacio X se llama semireqular si X es de
Hausdorff y sus subconjuntos abiertos regulares forman una base en X.

El siguiente es un procedimiento estandar para construir topologias sub-
maximales: Supongamos que (X, 7) es un espacio (de Hausdorff) y D es un
filtro maximal en la familia de los subconjuntos densos de X. Entonces la
topologia o generada por la subbase 7 U D es submaximal y es llamada la
submaximalizacion de 7. Note que o es semiregular si y sélo si 7 es semi-
regular y submaximal (entonces o = 7). Nétese que, un espacio disperso es
submaximal si y sélo si tiene orden de dispersién 2.

El siguiente resultado de Bella y Yaschenko da una condiciéon necesaria
para que un espacio submaximal sea de Whyburn.

1.28 Proposicién ([10]). Si X es un espacio Ty y submaximal, entonces es
de Whyburn.

Demostracion. Sean A C X y z € clx(A)\ A. Entonces, z € clx(intx(A))
o bien z € clx(A\ intx(A)), pero debido a que inty(A\ intx(A)) =0 se
sigue que x € clx(intx(A)). Como clx(intx(A)) \ A es cerrado y discreto
en X, existe una vecindad W de z tal que W N [clx(intx(A)) \ A] = {«}.
Por regularidad podemos suponer que W es cerrado. Sea B = W Nintx(A).
Entonces, como B C W y B C intx(A), se sigue que clx(B) C clx(W) N
clx(intx(A)) y, entonces clx(B) \ A C [clx(W) Nelx(intx(A))] \ A = {z}.
Por tanto, X es de Whyburn. [
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1.4. k-redes

En muchas areas de las matematicas es muy importante la aplicacion e
investigacion de la convergencia. Por ejemplo, en andlisis se estudia la con-
vergencia de sucesiones y series; en andlisis funcional se considera la conver-
gencia de funciones y operadores; mientras que, en las matemadticas aplicadas
se profundiza en la convergencia de algoritmos de calculos y en el andlisis
real, la convergencia sirve para expresar la continuidad de una funcién o para
expresar el hecho de que un punto esta cerca de un conjunto.

En general, estamos relacionados con el concepto de sucesion. No obs-
tante, para la topologia general, las sucesiones suelen ser insuficientes, como
se ilustra en ([19], 1.6) debido a que normalmente una topologia no se deter-
mina por sus sucesiones convergentes, pero si por sus sucesiones generaliza-
das, mejor conocidas como redes. Las redes fueron introducidas en 1922 por
Moore y Smith en [34], pero no fue sino hasta 1937 que Birkhoff describié la
convergencia en la topologia general en términos de redes, en [13].

Cabe mencionar que en la literatura, algunos topélogos las llaman super-
sucesiones debido a que dejan el nombre castellano de red para el concepto
de network. Para evitar posibles confusiones, daremos la definiciéon de lo que
entendemos en este trabajo por red.

1.29 Definicién. Sea D un conjunto no vacio y < una relacion binaria en
D. Se dice que (D, <) es un conjunto dirigido si se satisfacen las siguientes
condiciones:

1. Para todod e D, d <d;
2. Para cualesquiera d,d’,d” € D, sid <d’ yd' <d", entonces d < d";

3. Para todos d,d’ € D existe un d* € D tal que d < d* y d' < d*

1.30 Definicion. Sea X un espacio topolégico. Una red f en X es una
funcion f: D — X, donde D es un conjunto dirigido.

Una vez que hemos aclarado cualquier posible confusién, es importante
decir que una red tiene cardinalidad s si su dominio tiene cardinalidad k.
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Hodel ha mostrado recientemente en [25] la utilidad de una cierta clase de
redes, a las que denomina k-redes. Una aproximacién similar fue empleada
por Meyer en [31].

1.31 Definicién. Una k-red en X es una funcion f : k<¥ — X, donde
K<Y ={F : F es un subconjunto finito de k} y es dirigido por C. La k-red
[ ocasionalmente la denotaremos por (xp : F € k<¥), donde xp = f(F') para
cada F € k<.

Notese que el dominio de una k-red tiene cardinalidad k.

1.32 Definicién. Sean X un espacio, v € X y [ : k<% — X una k-red en
X.

a) El punto x es un punto de acumulacion de f si dada cualquier

vecindad abierta V' de x y cualquier F' € k<%, existe G € k=¥ tal que

FCGy f(G)eV.

b) Decimos que una k-red f converge a x, si para cualquier vecindad
abierta V de x existe F' € k<¥ tal que f(G) € V para todo G € k=¥
con F CG.

1.33 Lema ([25]). Sean X un espacio y q € X.

1. S f es una k-red en X y f converge a q, entonces q es un punto de
acumulacion de f.

2. Six(q,X) <Ky q€clx(A), entonces existe una k-red g en A tal que
g converge a q.

Demostracion. 1. Se sigue de la definicion.

2. Sea U = {U, : a < k} una base local para q. Como ¢ € clx(A),
para cada U, € U se tiene que U, N A # (). Asi que elegimos un punto
tp € (oep Ua N A para cada F € x<“. Luego, la s-red g definida por
{zp: F € k<“} C A converge a . O

En topologia y en muchas areas de las matematicas, una subred es una
generalizacién del concepto de subsucesién para el caso de redes. A saber,
si (z4) v (ys) son redes de conjuntos dirigidos Dy y D, respectivamente,
entonces (yg) es una subred de (x,), si existe una funcién monétona cofinal
H : Dy — D, tal que yg = (). Dicho concepto trasladado a términos de
k-redes se define como sigue:
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1.34 Definicidn. Si k > A\, una k-red g es una k-subred de una \-red f si
existe una funcion ¢ : k<Y — A<¥ tal que g = f o ¢ y para cada Fy € A=Y
existe Go € K= tal que si G 2 Gy, entonces ¢(G) 2 Fy. Si A = K, una
funcion ¢ con las propiedades anteriores serd llamada una funcion k-red.

1.35 Lema. [25] Sea X un espacio. Si f es una k-red en X y p es un punto
de acumulacion de f, entonces existe una A-subred g de f que converge a
p (para alguna X).

Demostracion. Sean {U, : @ < A} una base local para p y f una k-red en
X. Como p es punto de acumulacién de f, se sigue que, para cada F € A<¥
existe ¢(F) € k< tal que FNKk CH(F) y g(F) = f(o(F)) € (W{Ua : a €
F}. Sea W un abierto que contiene a p. Como U = {(,cpUa : ' € A%}
es una base local de p, existe Gy € A<“ tal que ﬂaeGO U, C W. Luego, para
cada F' D Gy se tiene que (\,cp Us € ﬂaeGo U, y, en consecuencia que,
9(F) € Naeg, Ua € W. Por tanto, g converge a p. O

1.36 Definicién. Sea ¢ : A<¥ — A< wuna funcion \-red. Se dice que ¢ es:
a) expansiva, si para cada F € \<¥, ¢(F) 2 F;
b) mondtona, si FF C G implica que ¢(F) C ¢(G).

Noétese que una composicién de funciones A-red (mondétonas, expansivas)
es una funcién A-red (mondtona, expansiva).

Ahora consideramos la relaciéon entre convergencia y puntos de acumula-
cion de sucesiones, redes y x-redes.

1.37 Teorema ([25]). Sean X un espacioy p € X. Para cualquier w-red
frwsY — X existe una sucesion g : w — X que es una subred de [ y que
satisface lo siguiente:

(1) Si f — p, entonces g — p;

(2) Si p es un punto de acumulacion de g, entonces p es un punto de
acumulacion de f.
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Demostracion. Definimos ¢ : w — w<¥ por ¢(n) = {0,1,...,n} para ca-
da n € w. Entonces g = f o ¢ es una subred de f. En efecto, sea F' =
{ag,a1,...,an} € W, donde a; < a1 sij € {0,...,m—1}. Obsérvese que

k > a,, implica que

o(k) ={0,1,...,k} D {ao,a1,...,am}.

Las propiedades (1) y (2) son consecuencia de que g es una subred de f. [J

Ahora analizaremos hasta qué punto las redes se pueden limitar a k-
redes en una teoria general de convergencia y puntos de acumulacion. Sea
(D, <) un conjunto dirigido; ndtese que la relacién < no es necesariamente
antisimétrica y en tal caso, se puede definir la relacion de equivalencia ~ en
D x D como sigue:

d~e & d<eye<d.

Entonces (D/ ~, <) definido por [d] = [e¢] & d < e es un conjunto
dirigido en que = es antisimétrico.

1.38 Lema ([25]). Sean X cualquier espacio y f : (D, <) — X una red en
X; para cada [d] € D/ ~, escogemos eq € [d] y definimos ¢ : D/ ~— D
por ¢([d]) = eq. Entonces, fo¢ es una subred de f.

Demostracion. Dado dy € D, si [c] > [dy] entonces ¢([c]) = e. > dp. Por
tanto, f o ¢ es una subred de f. O

En [25], se muestra que si f es una red de cardinalidad x que converge
a p, entonces en el rango de f existe una k-red que converge a p. Lo que no
estd explicitamente afirmado en el articulo es el siguiente resultado.

1.39 Lema. Si f : (D, <) — X es una red en X de cardinalidad K que
converge a p, entonces existe una r-subred de f que converge a p.

Demostracion. Sea f : (D, <) — X una red en X de cardinalidad x que
converge a p. Para simplificar la notacion, identificamos D con k y definimos
Y k<Y — D por ¥(F) = d, donde d es elegido de tal manera que e < d
para todo e € F.

Para corroborar que 1 es una subred (y, en consecuencia que converge a
p), sea e € D arbitrario. Entonces, si {e} C G sucede que (G) > e. O
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1.40 Lema ([25]). (Propiedad de expansion) Sea X cualquier espacio;
st A — X es una A\-red en X, entonces para cada k > A existe una
k-subred 1 : k<¥ — X de .

Demostracion. Definimos H : k<Y — A< por H(F) = F N \ para cada
F € k=¥. Dado Gy € k<%, si Go C F € k<%, entonces H(F) = FN A D
GO N )\ == Go. D

1.41 Teorema ([25]). Sean X un espacio y k un cardinal infinito. Las si-
gquientes condiciones son equivalentes:

(1) Cada k-red en X tiene un punto de acumulacion;
(2) Cada \-red en X con A < k tiene un punto de acumulacion,;

(8) Cada red f: D — X con |D| < k tiene un punto de acumulacion.

Demostracion. (1) = (2). Sea h: A<* — X una A-red con A < k. Por el
Lema 1.40, existe una s-subred ¢ : k<“ — X y, por (1), ¢ tiene un punto
de acumulacion x. En consecuencia, x es punto de acumulacién de h.

(2) = (3). Sea f: D — X una red con |D| = A < k. Consideremos
¢ : D/ ~— D la subred obtenida de f como en el Lema 1.38 y sea ¢ :
A<Y — X la A-subred obtenida de ¢ como en el Lema 1.39. Asi que g
es una A-subred de f. Por hipdtesis, si p es un punto de acumulacion de g
entonces p es punto de acumulacion de f.

(8) = (1). Sea f : k=¥ — X una k-red en X. En particular, como
f es una red de cardinalidad &, se sigue de (3), que f tiene un punto de
acumulacion. 0

Notese que se pueden utilizar x-redes en el lugar de sucesiones en las
definiciones de secuencial y de Fréchet-Urysohn. Las siguientes definiciones
brindan generalizaciones de los conceptos de espacios de Fréchet-Urysohn y
secuenciales. Esto ya fue hecho por Meyer en [31], con redes cuyos conjuntos
dirigidos tienen cardinalidad a lo mas k.

1.42 Definicién. Un espacio X es k-Fréchet, si para cada subconjunto
A C X y para cualquier x € clx(A) \ A existe una red de cardinalidad a lo
mds k -o equivalentemente, para alguna A < Kk existe una A-red -en A que
converge a .
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1.43 Definicion. X es k-red espacio, si para cualquier subconjunto mno
cerrado A C X y para algin x € clx(A) \ A existe una red de cardinalidad a
lo mds k -o equivalentemente, para alguna \ < k existe una A-red -en A que
converge a .

1.44 Definicion. Un subconjunto A es r-red cerrado si para toda k-red
(xp : F € K<) C A que converge a q, tenemos que q € A.

Luego, X es k-red espacio si cualquier subconjunto k-red cerrado es ce-
rrado.

Un ejemplo clasico de un espacio secuencial que no es de Fréchet-Urysohn,
es el espacio de Arens-Franklin, (ver [7] y [20]). Una generalizaciéon de tal
ejemplo se describe a continuacién:

Sea
X = [k x (kU{x})]U{p},

donde p € k x (kU {k}). Para cada o < &, sean C, = {(a,5) : 0 < 8 < Kk}
una columna en X y C! = C,U{(a, k)}. La topologia en X se describe como
sigue:

1. Cada punto («a, 3) con 0 < 5 < k es aislado;
2. {C/\ D:D cCC, y|D| <k} es una base local para (a, k);

3. La topologia de p es la mas fina en la que {(a, k) : @ < K} converge a
P.

Analizando varios casos, se concluye que X es un k-red espacio que no es
r-Fréchet ([25], Ejemplo 3).

Al final del Capitulo 2, estudiaremos este ejemplo con mayor detenimiento
con el propédsito de ilustrar que, existen espacios de Hausdorff, numerables,
que no son de Whyburn y que no son s-Fréchet para determinadas x.

1.45 Proposicién. (1) X es un espacio secuencial si y sélo si X es un
w-red espacio.
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(2) X es un espacio de Fréchet-Urysohn si y sélo si X es un espacio w-
Fréchet.

(8) Si X es un espacio \-Fréchet (respectivamente, un \-red espacio) y
A < Kk, entonces X es k-Fréchet (respectivamente, un k-red espacio).

(4) Para todo k, x(X) < k implica que X es k-Fréchet, de manera que, X
es un k-red espacio.

Demostracion. (1) y (2), se siguen del hecho de que toda sucesién en un
conjunto es una red en dicho conjunto y w es el conjunto dirigido en cuestion.

(3) Sean A < k, A C X no cerrado y = € clx(A)\ A. Por hipétesis, existe
una red f de cardinalidad a lo méas A que converge a x. Por los Lemas 1.39
y 1.40, existe una k-red de f que converge a x. Andlogamente para espacios
A-red.

(4) Sean x(X) <k, AC X y p € clx(A)\ A arbitrarios. Por el Lema
1.33, existe una k-red g en A que converge a p, de donde, X es k-Fréchet. [J

El conjunto A junto con los limites de todas las k-redes cuyo rango estd en
A es llamado la cerradura x-red de A, la cual es denotada por cl®(A).

1.46 Proposicién. (1) Para cada A C X, se tiene que A C cl"(A) C
Clx(A)

(2) A es k-red cerrado si y solo si cl"(A) = A.

(8) X es un k-red espacio siempre que un conjunto A es cerrado si y solo

si A=cl"(A).

(4) Un espacio X es k-Fréchet si y sélo si para cada A C X, cl®(A) =
Clx(A)

Demostracion. (1) Se sigue de la definicién de cl®(A).

(2) A C X es un subespacio k-cerrado < para cualquier x-red f en A
que converge a un punto p, se tiene que p € A < A contiene a los puntos
limites de las k-redes cuyo rango estd en A < cl"(A) = A.

(3) Sean A C X'y A = clx(A). Tomemos una k-red f en A que converge
a z. Luego x € A, pues de lo contrario, z € X \ clx(A) y x no serfa punto
limite de f. Ahora, supongamos que toda k-red en A que sea convergente,
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converge en A. Veamos que A = clx(A). Si suponemos que A es no cerrado y
dado que X es un x-red espacio, existe de una k-red en A que converge a un
punto x € clx(A) \ A, lo que es una contradiccién. De donde, A = clx(A).
Por tanto, A es un k-red espacio cerrado que es cerrado.

(4) X es r-Fréchet < para cualquier A C X no cerrado y para cualquier
r € clx(A)\ A, existe una rk-red en A que converge a z < clx(A) es el

conjunto A junto con los puntos limites de redes cuyo rango esta contenido
en A& cl(A) =cx(A). O

Ocuparemos las siguientes definiciones al final del Capitulo 2.

1.47 Definicién. a) El cardcter de red de X es el minimo cardinal k

tal que X es un k-red espacio, este niumero cardinal es denotado por
o(X).

b) El cardcter de red de Fréchet de X es el minimo cardinal X tal que
X es A-Fréchet y serd denotado por op(X).

Obsérvese que, o(X) < op(X) < x(X).

1.5. Dos Cardinales Importantes

En esta subseccion se definen algunos cardinales importantes asociados
con w que en general son vistos desde la perspectiva de la Teoria de Conjun-
tos.

Dados dos conjuntos infinitos A y B decimos que A C* B si A\ B es
finito. Si f, g € w*, entonces f <* g, si existe k € w tal que f(n) < g(n) para
toda n > k.

1.48 Definicién. Un conjunto F C w® es acotado si existe un g € w* tal
que [ <* g para cualquier f € F.

El simbolo b denotard la minima cardinalidad de una familia no acotada.

1.49 Lema. Todo subconjunto numerable de (w¥,<*) es acotado.
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Demostracion. Supongamos que {f, : m € w} es una familia numerable.
Definimos f : w — w por f(n) = max{fo(n),..., fn(n)} + 1. Entonces,
fn(m) < f(m) para cada m > n. Por tanto, f, <* f para cada n € w. ]

1.50 Definicion. Una familia F C w* es dominante, si para cualquier
f ew” emiste g € F tal que f <* g.

El simbolo 0 denotard la minima cardinalidad de una familia dominante.

1.51 Observacion. Cualquier familia dominante es no acotada.

1.52 Corolario. En ZFC, w<b <0 <c¢=2% =w"

Demostracion. Es consecuencia inmediata del Lema 1.49 y de la Observacién
1.51. O



Capitulo 2

Redes y Compacidad

Un espacio X es compacto, en términos de x-redes, si para todo cardi-
nal x tenemos que cualquier k-red tiene un punto de acumulacién. Entre los
resultados mas importantes de compacidad, encontramos el Teorema de Ty-
chonoff, que dice que cualquier producto de espacios compactos es compacto.

En el presente capitulo, se estudiaran dos clases de espacios afines a la
compacidad, a saber, los espacios inicialmente k-compactos y los espacios
fuertemente k-compactos, los primeros ya han sido estudiados en [40]. En la
ultima seccién, estudiamos el comportamiento de los espacios de Whyburn
en espacios numerables y k-Fréchet para determinados cardinales .

2.1. Espacios Inicialmente x-compactos y Es-
pacios Fuertemente r-compactos

Un espacio numerablemente compacto se puede generalizar a cardinales
superiores a través de la siguiente definicion.

2.1 Definicion. Un espacio topologico X es inicialmente k-compacto si
cualquier cubierta abierta U de X con |U| < k tiene una subcubierta finita.

2.2 Teorema. [}0] Las siguientes condiciones son equivalentes:

i) Un espacio X es inicialmente k-compacto.

23
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ii) Cualquier k-red (o equivalentemente, cualquier red de cardinalidad k)
tiene un punto de acumulacion.

iii) Cada k-red (o bien, cada red de cardinalidad k) tiene una A-subred
convergente para algun cardinal X.

Sea Pfw la compactacion de Stone-Cech de los naturales. Supongamos
que tenemos una w-red inyectiva en fw. Como fw es compacto, entonces
es inicialmente k-compacto para cualquier x, de donde, la w-red tiene una
A-subred convergente para A necesariamente més grande que w. Este hecho
motiva la siguiente definicion, la cual es un caso especial del concepto de
secuencialmente compacto (esto es, cualquier sucesion tiene una subsucesion
convergente).

2.3 Definicién. Un espacio es fuertemente rk-compacto si para toda A <
K, cada red de cardinalidad X tiene una subred convergente de cardinalidad a
lo mds \.

Las redes y los filtros son los dos enfoques principales para una teoria
general de convergencia. Cada teoria tiene sus propios defensores. En [9],
Bartle analiza ambas teorias y exhibe las ventajas de una sobre otra. Senala
que las redes son mas intuitivas debido a que tienen una estrecha relacién con
las sucesiones, mientras que los filtros, tienen una cierta “elegancia algebraica
y son bastante adecuados para ciertos argumentos transfinitos, ya que gozan
de una singularidad que no poseen las redes”. Es por ello que nos dimos a
la tarea de buscar una equivalencia de espacio fuertemente k-compacto en
términos de filtros.

2.4 Teorema. X es fuertemente k-compacto si y solo si para cada \ < K,
cada base de filtro de cardinalidad X tiene una base de filtro mds fina de
cardinalidad \ que converge.

Demostracion. Sea B una base de filtro de cardinalidad A < k en X y supon-
gamos que X es fuertemente k-compacto. Para cada A € B escogemos x4 €
A. En el conjunto D = {(z4,A) : A € B} de cardinalidad A, introducimos un
orden < como sigue: (z4,A) < (xp,B) siy sélosi B C A. Entonces (D, <)
es un conjunto dirigido. Sea f : (D, <) — X una red de cardinalidad A en X
definida por f((z4, A)) = x4. Por hipdtesis, existe la subred fo¢: F — X
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de cardinalidad A que converge a algin ¢ € X, donde ¢ : E — D. Entonces,
consideramos la base de filtro

B'={{fog¢le):e>ey}:e0€ E}

de cardinalidad A que converge a q. Por definicién de f o ¢, se sigue que
para cada dy € D existe eg € E tal que ¢(e) > dy para cada e > ey.
Lo que significa que {¢(e) : e > ey} C {d : d > dy}. De manera que,
para cada {f(d) : d > do} € B existe {f o p(e) : e > ey} € B’ tal que
{foogle):e>e} C{f(d):d> dy}. Por tanto, el filtro generado por B
estd contenido en el filtro generado por B'.

Ahora supongamos que, para cada A < k, cada base de filtro de cardina-
lidad A tiene un filtro mas fino de cardinalidad A que converge.

Sea h: (D,<) — X unared en X de cardinalidad \, para algin A < k.
La familia B = {{h(d) : d > do} : dy € D} es una base de filtro de cardina-
lidad \. Luego, existe un filtro Fs que refina a B con base B’ de cardinalidad
A que converge a un punto p € X.

Definimos ¢ : D x B’ — D por ¢((d,B’)) = d’ donde d’ > d y
h(d") € B'. En efecto, ¢ estd bien definida puesto que al estar B C Fg, se
tiene que para cada B € B existe Ug € B’ tal que Ug C B, de modo que
{h(e) :e>d} NUp # 0 para cada d € D.

Afirmamos que h o ¢ es una subred de h. Sea e € D arbitrario. Entonces
existe (e, B’) € D x B’ tal que si (e,B') <’ (d, B') entonces ¢((d, B')) =
d'>d>e.

Dado que Fp converge a p, B’ converge a p. Luego, cada vecindad U de
p pertenece a B'. Entonces ¢((d,U)) = d’ > d donde h(d’) € U. Asi que,
{ho¢(d,U):d">d} ={h(d’) : d'" > d} C U. Puesto que U es arbitraria, se
concluye que h o ¢ converge a p. O

Por un argumento muy similar al del Teorema de expansion, 1.40, la red
tiene una subred convergente de cardinalidad igual a \.

2.5 Teorema. Un espacio es fuertemente k-compacto si y solo si para cada
A < &, cualquier \-red tiene una \-subred convergente.

Demostracion. Es consecuencia inmediata del Lema 1.39 y de la definicién
de fuertemente x-compacto. O
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Como cualquier red numerable tiene una subred que es una sucesion, un
espacio es fuertemente w-compacto si y sélo si es secuencialmente compacto.
El espacio Sw no es fuertemente k-compacto para ninguna x, pues Sw no es
secuencialmente compacto, ([43], 2.9).

Como {a : @ € wy} no tiene punto de acumulacion, se sigue que ws NO
es inicialmente wy-compacto y, por tanto, ws no es fuertemente wsy-compacto.
Sin embargo, wy es inicialmente wi-compacto debido a que, si A C ws con
|A| < w; entonces a« =sup{y € A: {6 € A:6 >~} es infinito} es un punto
de acumulacién de A.

2.6 Lema. Si X es un espacio inicialmente k-compacto y x(X) = A < k,
entonces cada red en X de cardinalidad a lo mds k tiene una subred conver-
gente de cardinalidad a lo mds k.

Demostracion. Supongamos que f : (D, <) — X es una red en X de car-
dinalidad a lo més &, definida por f(d) = x4 para cada d € D. Como X
es inicialmente k-compacto, f tiene un punto de acumulacién xy. Sea B una
base local de zy de cardinalidad a lo mas . Consideremos

E={dU):deD, UeB y x,€U}

y definimos la direccién por

(dl, Ul) < (dg, UQ) si y sélo si d1 < dg y U1 D) UQ.

Nétese que (E, <) es un conjunto dirigido. Definimos g : E — X por
g((d,U)) = x4 € U. Veamos que g es una subred de f. Para cada d € D,
dado U € By existe d* € D con d < d* tal que x4 € U. Luego, (d*,U) € E
y para cada (d',V) € E con (d*,U) < (d’, V) se tiene que g((d',V)) = xa
y d < d’. Puesto que para cada U € B, f esta frecuentemente en U, existe
d € D tal que x4 € U. De manera que, (d,U) € E y para cada (d',V) € E
donde (d,U) < (d’, V), se tiene que g((d',V)) =z € V C U. Por tanto, g
es una subred de f de cardinalidad a lo mas x que converge a x. O]

Un corolario inmediato del lema previo es el siguiente resultado conocido:

2.7 Corolario. Cada espacio primero numerable y numerablemente compac-
to es secuencialmente compacto.
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Sin embargo, si el caracter A < Kk es no numerable en el Lema 2.6, no
se puede concluir que el espacio es fuertemente k-compacto. Un ejemplo es
el espacio fSw, pues es numerablemente compacto, tiene caracter ¢ y no es
fuertemente k-compacto para ninguna k. Sin embargo, lo siguiente es cierto.

2.8 Corolario. Si X es un espacio inicialmente k™ -compacto (en particular,
si X es compacto), fuertemente k-compacto y x(X) < kT, entonces X es
fuertemente k™ -compacto.

Los siguientes resultados, muestran algunas propiedades bésicas:

2.9 Lema. Cualquier subespacio cerrado de un espacio fuertemente k-compac-
to es fuertemente k-compacto.

Demostracion. Sean X fuertemente x-compacto y Y un subconjunto cerrado
de X.SiA<ky f:D—Y esunared enY con |D| = A, se tiene por
hipdtesis que existe una subred foH : E — Y de f,donde H : E — D'y
|E| < A, que converge a un punto p. Como Y es cerrado en X, tenemos que
p € Y. Por tanto, Y es fuertemente x-compacto. O

2.10 Lema. Imdgenes continuas de espacios fuertemente k-compactos son
fuertemente rk-compactas.

Demostracion. Sean X y Y espacios topolégicos, h : X — Y una fun-
cién continua y suprayectiva. Para A < k, sea g : D — h[X] una red de
cardinalidad A\ en Y definida por ¢g(d) = yq para cada d € D. Como h es
suprayectiva, para cada d € D existe x4 € X tal que h(zy) = y; y definimos
f: D — X por f(d) = x4. Por hipétesis, existe una subred foJ: F — X
donde J : E — D, definida por f o J(d) = x4 para cada d € E que con-
verge a un punto € X. Luego, como h es continua, (h(zj4)))ace converge
a h(z) € Y. Por tanto, Y es fuertemente x-compacto. O

Cabe mencionar que los dos lemas anteriores también se pueden mostrar
a través del Teorema 2.4.

Dados dos espacios de Hausdorff X y Y, una funcién continua y supra-
yectiva f : X — Y se llama pseudoabierta, si para todos y € Y y U abierto
en X tal que U D f~!(y) se tiene que y € inty (f(U)).
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2.11 Lema. Sea h : X — Y wuna funcion pseudoabierta entre espacios
topoldgicos. Siy €Y y B CY son tales que y € cly(B), entonces h™(y) N
cx(h™1(B)) # 0.

Demostracion. Supongamos lo contrario; entonces, para el conjunto U =
X\ clx(h™'(B)) tenemos que U N h™'(B) = () y, en consecuencia, h~(y) C
U. Como h es pseudoabierta, se tiene que y € inty ((h(U))). Luego, como
y € cly(B) se sigue que inty (h(U)) N B # 0, esto implica que h(U) N B # 0,
lo que es una contradiccién. Por tanto, h™!(y) Nclx(h™(B)) # 0. O

2.12 Teorema. Si X es un espacio k-Fréchet y h : X — Y es una funcion
pseudoabierta, entonces el espacio Y es k-Fréchet.

Demostracion. Seany € Yy B C Y tales que y € cly(B). Por el Lema 2.11,
podemos tomar un punto z € h~'(y) Nclx(h™'(B)). Considerando que X
es r-Fréchet, existe una red de cardinalidad a lo més «, f : D — h™'(B)
definida por f(d) = x4 paracada d € D en h™'(B), que converge a x. Luego,
por la continuidad de h, se tiene que (h(z4))acp C B converge a h(zx) = y.
Por tanto, Y es k-Fréchet. O

2.13 Definicién. Un espacio X es Cy-cerrado si cualquier subconjunto
fuertemente k-compacto de X es cerrado.

2.14 Proposicion. Si X es fuertemente k-compacto y C.-cerrado, entonces
X es un k-red espacio.

Demostracion. Sea A un subconjunto no cerrado de X. Por hipétesis, A no
es fuertemente k-compacto, asi que existe una red f en A de cardinalidad
A < Kk que no tiene subredes convergentes de cardinalidad a lo mas A en
A. Como un cerrado en un espacio fuertemente k-compacto es fuertemente
k-compacto, clx(A) es fuertemente k-compacta. De manera que, existe una
subred g de f de cardinalidad a lo mas A\ que converge a algin = € clx(A)\ A4,
esto se debe a que f no tiene subredes convergentes de cardinalidad a lo més
A en A. Por tanto, X es un k-red espacio. O
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2.15 Proposicion. Si X es un espacio de Hausdorff, Whyburn e inicial-
mente k-compacto y cualquier subconjunto inicialmente k-compacto de X es
cerrado, entonces X es un espacio k-Fréchet.

Demostracion. Sea A C X y x € clx(A)\ A. Como X es de Whyburn, existe
B C Atal que clx(B)\A = {z}. Luego, C = clx(B)\{z} no es cerrado y, por
tanto, no es inicialmente k-compacto. Entonces existe una red f: D — C
de cardinalidad a lo mas x en C' que no tiene puntos de acumulacion en C.
Como X es inicialmente k-compacto, clx(B) es inicialmente k-compacto, por
ser cerrado en X. Asi que la red f tiene un punto de acumulacién en clx(B).
En consecuencia, z es el inico punto de acumulacién de f en clx(B).

Ahora, sélo falta corroborar que f converge a x. Supongamos lo contrario.
Entonces existe una vecindad abierta V' de x en X tal que f no esté eventual-
mente en V. Obsérvese que clx(B) \ V es inicialmente k-compacto, por ser
cerrado en clx(B). Asi que existe una A-subred convergente g de f tal que
Im(g) C clx(B)\ V. Luego, x no es punto de acumulacién de g. Puesto que
g es una A-subred de f y z es el tinico punto de acumulacién de f en clyx(B),
se sigue que g no tiene puntos de acumulacién en clx (B). Esto contradice la
definicion de g y por lo tanto, X es x-Fréchet. O

2.16 Teorema. Si X es un espacio en que para cada punto no aislado p €
X, t(p, X) = x(p, X), entonces X es fuertemente k-compacto si y sélo si es
macialmente k-compacto.

Demostracion. La necesidad es inmediata. Supongamos que X es inicialmen-
te k-compactoy f: D — X es una red de cardinalidad A < xk en X. Si p
es un punto de acumulacién de fy f estd frecuentemente en {p}, entonces f
tiene una subred que converge a p. En el otro caso, tenemos que ¢(p, X) < A,
por lo que existe una base local B de p de cardinalidad a lo més A. Sea
P={(d,U):de D,Ue By f(d) € U} con direccién (dy,U;) < (da,Us) si
y s6lo si dy < dy y Uy 2 U,. Luego, procediendo como en la prueba del Lema
2.6, lared g : P — X definida por g((d,U)) = f(d) es una subred de f de

cardinalidad \ que converge a p. O

2.17 Corolario. Un espacio primero numerable es fuertemente k-compacto
sty solo si es inicialmente k-compacto.
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Un espacio ordenado generalizado (GO) es un conjunto linealmente orde-
nado (X, <) cuya topologia estd generada por intervalos (de cualquier tipo).
Si la topologia de X coincide con la topologia de intervalos abiertos con el
orden dado, entonces decimos que X es un espacio topoldgico linealmente
ordenado (LOTS). Se sabe que cada espacio GO es homeomorfo a un subes-
pacio de un espacio LOTS con la topologia relativa.

La compacidad numerable y la compacidad secuencial son equivalentes
en la clase de los espacios GO y, aunque un espacio GO, (X, <,7), no ne-
cesariamente satisface la hipdtesis del Teorema 2.16, resulta que para cada
p € X no aislado en [p,—), se cumple que t(p,(p,—)) = x(p,[p,—)).
Similarmente para (<, p|. Dicho resultado se extiende como sigue:

2.18 Teorema. Un espacio GO es fuertemente k-compacto si y solo si es
inicialmente k-compacto.

Demostracion. La necesidad es inmediata. Para la suficiencia, sean (X, <, 7)
un espacio GO y p € X. Supongamos que f : D — X es una red de
cardinalidad A < k en X y p es un punto de acumulacién de f que no estd en
el rango de f. Entonces f estd frecuentemente en (p, —) o esta frecuentemente

n («—,p). Sea q¢ # p. Sin pérdida de generalidad, supongamos que ¢ € (p, —).
Dada la red f, definimos una nueva red g : D — X como sigue:

f(d) i f(d) >
“ﬁz{q i F(d) < p.

Veamos que p es punto de acumulacién de g. En efecto, como p es punto
de acumulacion de f, se tiene que para cualquier vecindad U de p y cualquier
dy € D existe d < dy tal que f(d) € U. Luego, para cualquier dy € D, existe
d < dp tal que g(d) = f(d) € U pues f(d) > p. Por tanto, p es punto de
acumulacion de g.

Por ltimo, como t(p, (p,—)) = x(p, [p, —)), podemos aplicar el Teorema
2.16, para concluir que X es fuertemente k-compacto. O

En [8], Baker mostr6 que la compacidad numerable y la compacidad se-
cuencial son equivalentes en la clase de los espacios dispersos Ts. El siguiente
teorema es una generalizacién del resultado.

2.19 Teorema. 5@ X es un espacio T3, inicialmente k-compacto y disperso,
entonces X es fuertemente k-compacto.



Espacios Inicialmente k-compactos y Espacios Fuertemente k-compactos 31

Demostracion. Es suficiente mostrar que cualquier punto en X tiene una
vecindad que es fuertemente x-compacta, debido a que cualquier red de car-
dinalidad a lo méds x en X tiene un punto de acumulacion p, porque X es
inicialmente x-compacto, y si p tiene una vecindad fuertemente xk-compacta,
entonces en dicha vecindad hay una subred de cardinalidad a lo mas s de la
red original que converge a p. Sea

Y = {x € X : ninguna vecindad de x en X es fuertemente x-compacta}.

Mostraremos que Y = (). Supongamos lo contrario. Como X es disperso,
existen y € Y y un abierto U en X que contiene a y tales que UNY = {y}.
Puesto que X es un espacio T3, existe una vecindad abierta V' de y tal que
clx (V) C U; de manera que, clx(V)NY = {y}. Mostremos que clx(V) es
fuertemente x-compacto. Supongamos que f: (D, <) — clx(V') es una red
en cly (V) de cardinalidad A\ < k.

Si f converge a y, entonces cualquier subred de f también converge a y.
Entonces, supongamos que f no converge a y. Como clx (V) es inicialmente
k-compacta, f tiene un punto de acumulacion z € clx(V); si z # y, como
z tiene una vecindad fuertemente k-compacta, entonces en dicha vecindad
hay una subred de cardinalidad a lo mas \ de f que converge a z. Asi que
podemos suponer que y es un punto de acumulacién de f. De manera que,
existe una vecindad abierta W C clx (V') de y tal que f estd frecuentemente
en clx(V)\clx(W). Podemos definir Dy = {d € D : f(d) € clx(V)\clx(W)}
con la relacién < heredada de D. Luego, (D, <) es un conjunto dirigido y, si
idp, : Dy — D denota la funcién identidad, entonces g = f o idp, es una
subred de f de cardinalidad a lo més .

Como clx (V) es inicialmente k-compacto ([40], Teorema 3.1), g tiene un
punto de acumulacion x # y. Dado que = ¢€ Y, existe una vecindad cerrada
O fuertemente k-compacta. En consecuencia, g tiene una subred en O que
converge a x. Esto es, clx (V) es fuertemente k-compacta, lo que contradice
que y € Y. Asi, Y = (), esto implica que X es fuertemente x-compacto. [

Una pregunta natural es, si el producto de dos espacios fuertemente k-
compactos es fuertemente x-compacto. La respuesta a esta pregunta es afir-
mativa. No obstante, nos enfocaremos a mostrar que el producto numerable
de espacios fuertemente x-compactos es fuertemente k-compacto y, para tal
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efecto, necesitamos recordar los conceptos de funcion mondtona y funciéon
expansiva (ver Definicién 1.36), asi como auxiliarnos del siguiente lema.

2.20 Lema. Supongamos que f : A<¥ — X es una A-red en X y ¢ es una
funcion A-red tal que la A-subred f o ¢ converge a p € X. Entonces, existe 1
una funcion A-red, mondtona y expansiva tal que f o converge a p.

Demostracidén. La definicién de ¢(F) es por recursién. Sea () = (). Ahora
supongamos que para alguna n € w, se tiene definida ¥ (G) para todos los
conjuntos GG de cardinalidad a lo mas n — 1 y supongamos también que
F € \<¥ tiene cardinalidad n. Entonces, como ¢ es una funciéon A-red, resulta
que

(1) Existe Hr € A<¥ tal que para toda H O Hp, se tiene que ¢p(H) D F.

(2) Para cada G & F existe Kg € A<¥ tal que si H DO K¢, entonces
o(H) 2 ¥(G).

Ahora definimos Ly € A<¥ como

Lp=FUHpU| fEc:G ¢ F}

O(F) = ¢(Lr).

Esto define a ¢(F) para toda F' € A<“ por recursién. Ahora, como Lp O
Hp se tiene de (1) que, ¢(Lp) O F, de donde, ¥(F') = ¢(Lp) 2 F. Asi que, ¢
es una funcién expansiva. Ademads, cuando G & F, se sigue de (2) que existe
K¢g y puesto que Lrp O Kg, resulta que ¢(Lr) 2O ¢(G). En consecuencia,
como Y(F) = ¢(Lp) se sigue que ¥(F) D ¢(G), lo que muestra que ¢ es
mondtona.

Finalmente, veamos que f o converge a p. Supongamos que V es una
vecindad de p. Dado que fo¢ converge a p, existe Fy € A<“ tal que f(¢(F)) €
V para toda F' € A% con Iy C F. Por tanto, puesto que ¢¥(F) = ¢(Lp) y
dado que F' D Fy, se sigue de (1) que, Lrp O F DO Fy. Luego, f(¢¥(F)) =
f(o(Lr) € V, lo que muestra que f o1 converge a p.

]
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2.21 Teorema. FEl producto numerable de espacios fuertemente k-compactos
es fuertemente k-compacto.

Demostracion. Supongamos que para cada n € w, X,, es fuertemente k-
compacto y sea X = [[{X,, : n € w}. Recordemos que 7; : X — Xj
representa la j-ésima proyeccion natural. Sea f : A<¥ — X una A\-red en X
para algin \ < k, entonces m; o f es una A-red en X; que tiene una A-subred,
miofopr : A<¥ — X que converge a un punto p;, donde ¢, es una funcién
A-red. La red mp o fo ¢y : ASY — X5 es una A-red en Xy que tiene a su
vez una A-subred 7y o f o ¢1 0 g : AS¥ — X5 que converge a un punto ps.
Anélogamente, para cada n € w se obtienen A-subredes

WlofO(Dl? 7r2ofoq)27 7T30foq>37 R ’/TnOfO(I)n

donde para cada n € w
(I)n:¢10¢20"'o¢n

m o f o ®, converge a p, € X,,.

Por el Lema 2.20, podemos suponer que cada funcion A-red ¢,, es mondto-
na y expansiva. Ahora, sea F' € A<¥; si |F| = n para algin n € w, definimos
O A< — A% por ®(F) = &, (F).

Afirmamos que ® es una funciéon A-red mondtona y expansiva tal que
f o ® es una A-subred convergente de f. En efecto:
o & es una funcion mondtona. Si G C H donde |G| =ny |H|=n+k,
entonces
P(G) = Pn(G) = 1020 00u(G) S prodao---0¢u(H)
Cgrogro--opy0---0dip(H)=Ppx(H) = ®(H)

ya que la composicién de funciones mondtonas es mondtona.

e & es una funcidn expansiva. Si G € A<¥, digamos que |G| = m, entonces
O(G) = 2,,(G) D G, debido a que la composicién de funciones expansivas es
expansiva; de donde, ® es expansiva.
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o fod es una A-subred de f. Si G € A\ con |G| =m y H DO G,
entonces ¢(H) O ¢(G) = ¢,,(G) 2 G.

o fo®d converge a p. Basta mostrar que para cadan € w, m, o0 fo ®
converge a p,. Supongamos que U es una vecindad abierta de p,. Como
T, o f o @, converge a p,, entonces existe G € A<¥ tal que cuando H O G
resulta que 7, o f o ®,,(H) € U. De manera que, si H O Gy |H| =m > n,
se sigue que

Tpo fo®(H) =m0 fo¢u(H) =m0 f0P,0¢ui10:0dn(H).

De hecho, como G C H C ¢,11 00 ¢, (H), resulta que

T o fo®,(ppp10-0dn,(H)) €U

Por tanto, para cada n € w, se tiene que m, 0 fo® converge a p,, de donde,
fo® converge a p. O

2.22 Teorema. Si X es un espacio inicialmente k-compacto y 'Y es fuerte-
mente k-compacto, entonces X XY es inicialmente k-compacto.

Demostracion. Supongamos que f : D — X X Y definida por f(d) =
(4,yaq) es una red de cardinalidad A < k en X x Y. Como Y es fuertemente
k-compacto, existe una subred 7y o fo¢p: E — Y de my o f con |E| < A
que converge a un punto y € Y. Como X es inicialmente x-compacto, la
correspondiente subred mx o fo ¢ : F — X tiene un punto de acumulacién
x € X. Puesto que una de las coordenadas converge, se puede concluir que
el punto (x,y) es un punto de acumulacién de la red f. Por lo tanto, X x Y
es inicialmente k-compacto. O

2.23 Definicion. Un espacio X es localmente fuertemente k-compacto
st cada punto tiene una vecindad cerrada que es fuertemente k-compacta.

En un espacio T3 que es localmente fuertemente xk-compacto, cada punto
tiene una base local de vecindades cerradas que son fuertemente k-compactas.
Ademads, en un k-red espacio, un subespacio inicialmente k-compacto, es
necesariamente cerrado.

Un abanico numerable de Fréchet-Urysohn es el espacio S, = (w X w) U
{0} donde co ¢ w x w. S, tiene la topologia méas fuerte que para que
{n} X w — oo para cada n € w.
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El producto de un abanico de Fréchet-Urysohn y una sucesién conver-
gente no es de Fréchet-Urysohn y, por tanto, el producto de dos espacios
w-Fréchet donde uno de ellos es compacto y secuencialmente compacto no
necesariamente es w-Fréchet. El producto de cualesquiera dos espacios de
Fréchet-Urysohn incluso puede tener estrechez no numerable (ver [5]). Sin
embargo, se tiene el siguiente resultado:

2.24 Teorema. FEl producto de un r-red espacio X con un espacio k-red, T3
y localmente fuertemente k-compacto Y, es un k-red espacio.

Demostracion. Consideremos a X y Y como en el enunciado del teorema.
Sea A C X xY tal que clxxy(A)\ A # 0, digamos (z,y) € clxxy(A)\
A. Construiremos una red de cardinalidad x en A que converja fuera
de A. Tomemos una vecindad cerrada K fuertemente rk-compacta de y.
Sin pérdida de generalidad, consideremos el espacio X x K. Si (z,y) €
clxxy (AN ({z} x K)) entonces dado que K es cerrado en Y, se tiene que K
es un s-red espacio. Por Lema 3.7 de [25], existe una s-red en AN ({z} x K)
que converge a un punto (z,p) ¢ A. Asi que, podemos suponer que (z,y) &
cxxy(AN ({z} x K)) y, por tanto, existe una vecindad cerrada U fuerte-
mente k-compacta de y tal que U N (AN ({z} x K)) = 0. Lo que nos re-
duce al caso en que Y es fuertemente xk-compacto, (x,y) € clxxy(A)\ Ay

An({z} xY) = 0.

Puesto que X es un k-red espacio y mx(A) no es cerrado en X, existe
una k-red £ : K<Y — wx(A) que converge a un punto ¥ ¢ mx(A). Para
cualquier F' € k=¥, sea {(F) = xp y elegimos yr € Y tal que (zp,yr) € A.
Entonces p : k< — my(A) definida por p(F) = yr es una k-red en Y.
Como Y es fuertemente x-compacto, p tiene una subred de cardinalidad a
lo més K, digamos po H : D — wy(A) donde H : D — k=¥ es tal que
|D| < Kk y que converge a un punto p € Y. Lared h: D — X x Y definida
por h(d) = (o H)(d), (po H)(d)) es una red de cardinalidad a lo més k que
converge a (Z,p) &€ A.

O]

Como corolarios se obtienen dos resultados de Boehme [14].

2.25 Corolario. FEl producto de dos espacios secuenciales, donde uno de
ellos es localmente secuencialmente compacto, es secuencial.
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2.26 Corolario. FEl producto de dos espacios secuenciales, donde uno de
ellos es localmente numerablemente compacto y T3, es secuencial.

Demostracion. Un espacio secuencial y numerablemente compacto es secuen-
cialmente compacto. O

2.2. La Propiedad de Whyburn en Espacios
Numerables

Un espacio numerable tiene caracter a lo mas ¢. No obstante, muchos de
tales espacios no son de Whyburn ain cuando son secuenciales (ver el Lema
2.28 de abajo). El siguiente teorema generaliza la Proposicion 2 de [35], que
afirma que un espacio numerable de peso menor que 0 es de Whyburn.

2.27 Teorema. Si X es un espacio de Hausdorff, numerable y es k-Fréchet
para alguna k < 0, entonces X es de Whyburn.

Demostracion. Sean A C X y q € clx(A) \ A arbitrario. Si existe una
vecindad abierta V' de ¢ tal que para cualquier vecindad U de ¢, AN (V' \U)
es finito, entonces S = ANV forma una sucesién que converge a ¢. Por tanto,

cx(5)\ A= {q}.

Por otro lado, fijemos una sucesion decreciente de vecindades abiertas
V., de ¢ tal que (), clx(Vn) = {q¢}. Supongamos que para cada n € w,
Cr = (Vi \ V1) NA es infinito. Identificamos cada C,, con {n} x w. Como
X es k-Fréchet, existe una k-red (xp) en A tal que rp — ¢. Para cada
F € k¥ sea Ap = {z¢ : G € k<¥ y F C G}. Nétese que cualquier Ap
intersecta a C,, para una infinidad de nimeros n, pues de lo contrario, g no
estaria en la cerradura de los conjuntos V/,.

Las funciones parciales fa, : dom(fa,) = w con dom(fa,) C w, pueden
ser elegidas de manera que (n, f4,.(n)) € C,, N A para toda n € dom(fa,.).
Como |[{Ar : F € k<¥}| <0, por el Teorema 3.10 de [18], existe una funcién
g : w — w tal que para cada Ap existe n € dom(fa,.) tal que g(n) > fa,.(n).
Ahora, C' = {(n,k) : k < g(n)} es un subconjunto de A. Luego, como cada
abierto basico V,, de ¢ intersecta a (), para una infinidad de ntimeros n y
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(n, fap(n)) € Ar entonces (n, fa,.(n)) € V,, de donde, V, NC # ) para cada
a < k. Asi que, g € clx(C). Ademads, para cualquier n € w se tiene que C'\'V,,
es finito. Por lo tanto, clx(C) \ A = {q}. O

Recordemos al espacio de Arens-Franklin X = (w x (w+ 1)) U {oo} cuya
topologia se describe como sigue:

1. w y w+1 tienen la topologia del orden, de modo que, w X (w+1) tiene
la topologia producto.

2. La topologia en oo es la més fina para que {(n,w) : n € w} converja a
00.

Obsérvese que este espacio es numerable y secuencial, pero no es de
Fréchet-Urysohn y, por tanto, tampoco es de Whyburn. Para el siguiente
resultado necesitamos recordar la Definicion 1.47.

2.28 Lema. No existe una red de cardinalidad k, para ningin Kk < 0 en w X w
en el espacio de Arens-Franklin X que converja a 0o; esto es, op(X) > 0.

Demostracion. Supongamos que (Tp)peq<e €s una k-red con kK < 0 en A =
w X w. Mostraremos que (rp)peq<e NO converge a oo. Veamos los posibles
casos:

Caso 1. Existe un conjunto no vacio F C w con |E| < wy F € k=¥ tal que
Ap = {2¢ : F C G} C F X w. Entonces U = A\ (E x w) es una
vecindad de oo tal que Ap NU = 0.

Caso 2. Dado cualquier £ C w con |F| < w, existe G € k< tal que zg &
Uner Ln- Sean F' € k5 y ng € w tales que zp € L,,. Obsérvese que
{n: ApNL, # 0} es infinito. Entonces existen ny > ngy F; 2 Fp = F
tales que vp, & U<,y Ln ¥ Tr € Ly,. Por la misma razén, existen
ny >nyy Fy C Fy tales que zp, & Un<n1 L, vy zp € L,,. Este proceso
puede repetirse un ntimero finito de veces, puesto que solo se consideran
conjuntos finitos en x. En conclusién, para cada F' € k<% existe una
cadena Bp = {zp, :n € w} C Ap.

Notese que Bp intersecta a L,, para una infinidad de niimeros n. Por lo
tanto, las funciones parciales (porque siempre se pueden extender a w),
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fBy : dom(fp,) — w con dominio infinito dom(fp,) C w, pueden ser
elegidas de manera que (n, fg.(n)) € L,NBr paratoda n € dom(fg,).

Por el Teorema 2.27, como k < 0, existe una funcién g : w — w tal que
para toda F' € k<% existe m € dom(fg,) tal que g(n) > fp,.(n) para
toda n > m. Sea V, = {(n,k) : n > myk > g(n)}. Nétese que, V es
un abierto bésico de oo tal que Ap &V, para toda F' € k<.

O
Combinando los dltimos dos resultados tenemos:

2.29 Corolario. El minimo cardcter de red de Fréchet de un espacio nume-
rable que no es de Whyburn es 0; esto es, 0 = min{\ : existe un espacio X
de Hausdorff numerable con o(X) =\ y que no es de Whyburn}.

Demostracion. Del Lema previo se sigue que x (oo, X) =0, de donde, op(X)
0. O



Capitulo 3

Espacios de Whyburn

En el presente capitulo mostraremos algunas generalizaciones y ejemplos
de resultados conocidos relacionados con sucesiones convergentes, funciones
cardinales y espacios P.

3.1. Algunas Generalizaciones

En el Lema 2.16 de [41], Tkachuk y Yaschenko mostraron que, si X es
un espacio de Hausdorff, infinito, débilmente Whyburn y compacto, entonces
X tiene una sucesion convergente no trivial. No obstante, este resultado se
puede generalizar facilmente a numerablemente compactos, como sigue:

3.1 Proposicién. Si X es un espacio de Hausdorff, infinito, y numerable-
mente compacto, entonces tiene una sucesion convergente no trivial.

Demostracion. Por el Lema 1.12, podemos encontrar un subconjunto A =
{z,, : n € w} infinito y discreto de X. Como X es numerablemente compacto
se tiene que A no es cerrado y, puesto que X es débilmente Whyburn, existe
B C Atal que |clx(B)\ B|= 1. Como A es discreto, clx(B) = BU{p} para
algin p € clx(A)\ A. Entonces clx(B) es numerablemente compacto, por ser
cerrado en X. Dado que B es discreto, B U {p} es una sucesién convergente.
Esto es, B converge a p. O

39
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De hecho, este resultado también se puede generalizar a espacios débil-
mente compactos con un conjunto infinito de puntos aislados (ver Definicién

1.17).

3.2 Proposicién. Si X es un espacio de Hausdorff, infinito, débilmente
Whyburn y débilmente compacto con un subconjunto infinito D de puntos
aislados, entonces X tiene una sucesion convergente no trivial.

Demostracion. Sea D C X un subconjunto numerable infinito de puntos
aislados. Puesto que X es débilmente compacto, D no es cerrado. Como
X es débilmente Whyburn, existe B C D tal que clx(B)\ D = {p} para
algin p € clx(D)\ D. Luego, como clx(B) es regular cerrado, es débilmente
compacto con un sélo punto no aislado, tenemos que, BU{p} es una sucesién
convergente. O]

Después de esto, lo natural es preguntarse cuando el resultado es cierto
para los espacios débilmente compactos o para los espacios pseudocompac-
tos. Para contestar a la primera pregunta necesitamos de los siguientes dos
lemas, en los cuales emplearemos la notacién descrita en la descomposicién
de Cantor-Bendixson, Observacién 1.19.

3.3 Lema. Sea X un espacio Ty, infinito y disperso. Para n € w, X tiene
orden de dispersion a lo mas n si y solo si es la union de n subespacios
discretos.

Demostracion. La necesidad es inmediata. Para la suficiencia, procederemos
por induccion. Si el orden de dispersion es 1, el resultado es inmediato.

Supongamos que el resultado es valido para n. Sea X un espacio con
orden de dispersién n + 1. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que
X, ={x.}.

Supongamos que X = (J;'_, Dy, donde cada Dy, es un subespacio discreto
y xr € Dy para toda 1 < k < n. Entonces, existe una vecindad abierta V,,
de z, tal que V,N D, = {x,}. Por tanto, V,,N (X \ X,,)ND,, = 0 y se tiene
también que, V,, N X} # () para cada k < n.

Escogemos z,_1 € V,, N X,,_1 v, sin perder generalidad, suponemos que

Tn_1 € D,_1. Luego, elegimos una vecindad abierta V,,_; de z,_; tal que
Vn—l N Dn—l = {wn—l} y Vn—l - Vn
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Al continuar este proceso, obtenemos los puntos {z,,z, 1,...,21} y los
conjuntos abiertos {V,,,V,,_1,...,Vi} con las siguientes propiedades:

1. zp € Vi N Xy para cada k € {1,...,n}.
2. Vix € Viyq paracada ke {1,...,n—1}.

3. {zr} =V N Dy C X, para cada k € {1,...,n}.

Entonces, W = (;_; Vi es un conjunto abierto no vacio tal que

(ﬁw) " <0Dk> WX = {n) X,

No obstante, como W N Xy # (), se tiene una contradiccién. Por tanto, X es
la unién de n + 1 subespacios discretos. O

Para lo que sigue, nétese que para cada n € w, el orden de dispersion del
ordinal numerable w™ 4+ 1 es n + 1.

3.4 Lema. Si X es un espacio métrico disperso con orden de dispersion
n+1, donden >1 y x € X,, entonces para cada € > 0, existe un encaje
h:w'+1— X tal que h(w™) =z y diam(hjw" +1]) < e.

Demostracion. Sean € > 0 y X un espacio métrico disperso con orden de
dispersion n. La prueba es por induccion en el orden de dispersion de X.

Para n=1. Si X es un espacio métrico disperso con orden de dispersién
2, entonces cada punto x € X; = X \ Xj es limite de una sucesién S en Xo;
S puede tomarse de didmetro menor que € y SU{z} es homeomorfo a w+ 1.

Supongamos que la afirmacion es vdlida para cada n < k. Sea X un
espacio métrico disperso con orden de dispersién k + 1. Supongamos que
e >0 yque x € X, es el limite de una sucesion inyectiva de puntos (x,,) = S
en Xj_1 tal que diam(S) < .

Como X es regular por ser un espacio métrico, podemos encontrar con-
juntos abiertos mutuamente disjuntos U, tales que x,, € U,; cada con-
junto U, es disperso y tiene orden de dispersién a lo mas k. Aplicando
la hipotesis inductiva, para cada m € w, podemos encontrar un encaje
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Bt WL+ 1 — U, tal que hp, (WY = 2, v diam(T},) < w1, donde
T = by WF1 + 1]

Sean T = | J{T,, : m € wiU{z} y h: wF+1 — T tales que
h(wk) =z, h[(wk_l -m) + 1] =T, y, que satisface que,

diam(T) = diam(S) + diam (U Tm> < g + Z 2nf+1 < g + g =¢.

mew mew

Como S converge a x, para cualquier abierto U de x, existe un mg € w tal
que x,, € U para cada m > mg y, como diam(T) < ¢, resulta que U contiene
a todas salvo un niimero finito de copias de w*~*+1. Luego, h(U) representa
un abierto de x en T'. Por tanto, h es abierta. Ademas, por definicién, h es
continua y biyectiva, lo que significa que, X contiene una copia de w*+1. O

Finalmente, podemos contestar negativamente a la pregunta anterior, ya
que se tiene un espacio débilmente compacto que no tiene sucesiones conver-
gentes no triviales. Ver Definicién 1.16 para espacio H-cerrado.

3.5 Ejemplo. Ezxiste un espacio de Hausdorff, Whyburn y H-cerrado (por
tanto, débilmente compacto) que no tiene sucesiones convergentes no tri-
viales.

Demostracion. Consideremos el espacio X = [0, 1] con la topologia métrica
usual p. Sea 7 la topologia en X generada por

pU{X\D:DCX es p-discreto}.

Como {X\D : D C X es p-discreta} es un filtro de subconjuntos densos
de (X, u), se sigue que (X, 7) es H-cerrado ([23], Lema 1.5 ). Ademas, (X, 7)
es de Hausdorff y no tiene sucesiones convergentes no triviales. Mas atn, se
sigue del Lema 3.3 que, para cualquier subespacio disperso E C (X, i) con
orden de dispersién n, se puede expresar E como E = (J_| E; donde los E;
son p-discretos. Luego, como X \ E = ()_, (X \ E;) es T-abierto, resulta que
E es T-cerrado.

Mostraremos que (X,7) es un espacio de Whyburn. Supongamos que
A C X no es 7-cerrado y que = € cl(A) \ A. Ahora en (X, i), el conjunto
A es la unién de un subconjunto disperso C' C A y un subconjunto denso
en si mismo B C A, por tanto, se tiene que =z € cl(B) o x € cl.(C).
Consideremos los casos:
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Caso 1.

Caso 2.

r € cl.(B). Como B es p-denso en si mismo, entonces cualquier
subconjunto p-abierto no vacio de B contiene a un subconjunto den-
so homeomorfo al espacio de los nimeros racionales, @, por ([19],
6.2.A). Elegimos V = {V,, : n € w} una base local anidada de x
de conjuntos p-cerrados. Por la regularidad de (X, i), podemos supo-
ner que V1 C int, (V) v que BN [int,(Vy) \ Vigi] # 0 para cada
n € w. Como Q es universal para espacios métricos numerables ([19],
4.3.H.(b)), se tiene que para cada n € w, en el subconjunto abierto
BN [int,(Vy) \ Vata] de B, podemos encontrar un subespacio D,, ho-
meomorfo al ordinal compacto w™ + 1 que tiene orden de dispersion
n+ 1. Sea D = |J{D, : n € w}. Luego, D es disperso y tiene orden
de dispersién w; ademas, por definicién, =z € cl, (D) \ D implica que
x € cl;(D)\ Dy, por construccién, cl.(D)\ D = {x}. De manera que,
cl-(D)\ A= {x}. Por tanto, (X, 7) es débilmente Whyburn.

r € c.(C). Elegimos V = {V, : n € w} una base local anida-
da de = de conjuntos pu-cerrados. Como cada subespacio disperso de
(X, ) de orden de dispersiéon finito es 7-cerrado, se sigue que pa-
ra cada n € w, C NV, tiene orden de dispersién infinito (numera-
ble) k y como cualquier ordinal limite numerable tiene cofinalidad
w, podemos suponer sin pérdida de generalidad que x = w. Enton-
ces, usando el Lema 3.4, para cada n € w podemos encontrar encajes
hyp : w"+1 — V,NC. Si m # n, podemos escoger T, N T;,, = ()
donde T}, = hi[w* + 1]. Cada uno de estos conjuntos T} es p-compacto
y 7T-discreto pero T' = | J{T} : k € w} tiene orden de dispersién infinito
y, por el Lema 3.3, 7' no es uniéon de un nimero finito de subespacios
p-discretos. De la definicién de 7 y del hecho de que = € cl,(T), se
sigue que x € ¢l (T). Ademés, puesto que V,, es p-cerrado para cada
n, se sigue que, cl,(T) \ C = {z} y, por lo tanto, cl.(T) \ C = {z}.

]

Por supuesto, el espacio construido arriba no es regular, lo que nos lleva
a preguntarnos si cualquier espacio de Tychonoff, pseudocompacto y débil-
mente Whyburn tiene una sucesion convergente.

3.6 Teorema. Un espacio k de Hausdorff es débilmente Whyburn si y solo
st para cada conjunto no cerrado A C X, ewisten algun conjunto compacto
KCXyxd A tales que clx(KNA)=(KNA)U{z} =K.
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Demostracion. Sean A y K como en la hipétesis del teorema. La suficiencia
es inmediata, ya que K N A no es cerrado en K, esto es, cly(K NA)\ A=
(KN A)U{z})\ A = {a}.

Para la necesidad, supongamos que (X, 7) es un espacio k de Hausdorff
débilmente Whyburn y que A C X no es cerrado en X. Entonces existe un
conjunto compacto K C X tal que K N A no es cerrado en K. Como K
es un subconjunto cerrado de X, se sigue que K es débilmente Whyburn.
De manera que, existen x € K \ A y un conjunto B C K N A tal que
cdx(B)\ (K NA) ={z} = cx(B)\ A. Luego, clx(B) es el subconjunto
compacto requerido de X. O

3.7 Corolario. Cualquier espacio k de Hausdorff débilmente Whyburn es
pseudoradial.

Demostracion. Es consecuencia inmediata del Teorema 3.6 y de la Proposi-
cién 1.15. ]

Ahora veamos un resultado relativo a productos.

3.8 Teorema. Fl producto de dos espacios de Hausdorff, Whyburn donde
uno de ellos es espacio k y el otro es localmente compacto es débilmente

Whyburn.

Demostracion. Supongamos que X es un espacio k de Whyburn y que Y es
un espacio de Whyburn localmente compacto. Por el Corolario 1.25 y por
el Teorema 1.24, X y Y son de Fréchet-Urysohn, respectivamente. Por ([19],
3.3.J), se tiene que X XY es secuencial y, por tanto, débilmente Whyburn. [

3.2. Un Par de Desigualdades Cardinales en
Espacios de Whyburn

En esta seccion, probaremos algunas desigualdades cardinales validas en
la clase de los espacios de Whyburn y hereditariamente débilmente Whyburn.
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El siguiente resultado se basa en que, st X es un espacio de Hausdorff y
primero numerable, entonces | X | < d(X)¥ ([26], Teorema 4.4). Para espacios
de Whyburn se obtuvieron los siguientes resultados.

3.9 Teorema. Si X es débilmente Whyburn, entonces | X |< d(X )1,

Demostracion. Si X es finito, el resultado es trivial; asi que supondremos
que X es infinito y denotaremos por k a la estrechez de X. Supongamos que
d(X) =6y que D C X es un subconjunto denso de cardinalidad §. Sea
D = Dy y definimos recursivamente una cadena ascendente de subespacios
{D, : a < Kt} como sigue:

Como X es débilmente Whyburn, existen x € X \ Dy B, C D tales que
clx(B;)\ D = {z}; podemos suponer que | B, | < k. Asi que |clx(B,;)| <0 <
0.

Definimos,
Dy = | [{clx(B): BC Dy, |B|<k, |cx(B)\ Do|=1}.

Luego, Dy & Dy y como hay a lo més 6" de tales conjuntos B, se sigue que
| D1| < o".

Supongamos ahora que para cada 8 < a < k7 hemos definido conjuntos
densos Dy tales que | Dg| < 6"y D, C D) para v < A < a.

e Si o es un ordinal limite, entonces definimos D, = |J{Ds : f < a} ¥
entonces | D, | <|ar| -0 < k1 - 0% = §".

e Sia=p+1y Dsg & X, entonces como X es débilmente Whyburn,
existen v € X \ Dg y B, C Djg tales que clx(B,) \ Dg = {z}. Como
t(X) = k, podemos suponer nuevamente que | B, | < k, lo que implica
que clx(B;) € DgU{z} y, en consecuencia, | clx(B,) | < 6*. Ahora
podemos definir

Do=|J{clx(B): BC Dy, |B|<k y |clx(B)\ Dg|=1}.

Luego, Ds & D,, y como hay a lo mas (6")" = §* de tales conjuntos B,
se sigue que | D, |< §".



46 Espacios de Whyburn

Para completar la prueba, basta mostrar que para algin o < k¥, se
tiene que D, = X. Supongamos lo contrario, es decir, A = (J{D, : a <
KT} # X; luego, |A] < kT - 0" = §%. Como X es débilmente Whyburn y
t(X) =k, existen z € X \ Ay B C A de cardinalidad a lo més « tales que
cx(B)\ A = {z}. De manera que | clx(B) |< §". Luego, como la familia
{D, : @ < k"} forma una cadena ascendente y cf(k") = k™ > k&, resulta
que para algin v < k™, B C |J{D, : a@ < v}. Por tanto, z € D..41, lo que es
una contradiccion. O

3.10 Lema. Si X es un espacio hereditariamente débilmente Whyburn, en-
tonces | X | < 24X

Demostracion. Supongamos que | X | > 2%X). Sean A un subconjunto denso
de X de cardinalidad minima, A = {4 C A :|clx(A) |< 2/} vV =
U{clx(A4) : A € A}. Como | P(A)] = 29X se sigue que | Y | < 2¢X) v por
tanto, si ponemos que Z = AU (X \ Y), se tiene que | Z |> 29X). Ahora, si
B € P(A)\ A, entonces |clx(B) N Z| > 2%%) £ 1 lo que muestra que A es
Whyburn cerrado en Z pero no cerrado. Asi que Z no es débilmente Whyburn
y, en consecuencia, X no es hereditariamente débilmente Whyburn. O

3.3. Espacios de Whyburn en la Clase de los
Espacios P

En la presente seccion, veremos algunos resultados relativos a espacios de
Whyburn en la clase de los espacios P.

Recordemos que, un punto x en un espacio topolégico X es llamado un
punto de acumulacion completa de un conjunto infinito A C X, si [ANU| =
|A| para cualquier vecindad abierta U del punto z. Es bien conocido que un
espacio topolégico X es compacto si y sélo si cualquier subconjunto infinito
de X tiene un punto de acumulacién completa en X (ver [3]).

Una condicién que satisfacen los espacios de Lindelof X es que, todo
subconjunto no numerable de X de cardinalidad regular tiene un punto de
acumulacion completa en X. Sin embargo, esta condiciéon no es suficiente
para caracterizar a los espacios de Lindelof (véase [6] y [32]).
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El siguiente concepto fue introducido y estudiado por L. Gillman y M.
Jerison en [22].

3.11 Definiciéon. X es un espacio P si cualquier subconjunto Gs de X
es abierto, o equivalentemente, cada F, es cerrado. En consecuencia, en un
espacio P, T\, cada conjunto numerable es cerrado y discreto.

El primer resultado de esta seccién es una generalizacion del Teorema 2
de [12].

3.12 Teorema. Si X es un espacio P de Hausdorff, débilmente Whyburn
y de Lindelof tal que para cada x € X, (x,X) < X, entonces X es
pseudoradial.

Demostracion. Para cualquier espacio de Hausdorff se cumple que ¢.(z, X ) <
L(X)(z, X) (ver [27], 2.8(c)) y, por tanto, ¥.(z, X) < R, para cada z € X.
Sea. A C X un conjunto no cerrado. Como X es débilmente Whyburn,
existe B C A tal que clx(B)\ A = {z} para algin = € clx(A) \ A. Sea
U = {U, : @ < k} una familia de subconjuntos abiertos en clx(B) = D de
cardinalidad minima que satisfaga que ({clp(Uy,) : a@ < k} = {x}. Como
X es un espacio P y x es un punto de acumulacién, x debe ser un cardi-
nal regular no numerable. Por la minimalidad de U, si ¥ < k se tiene en
D que [[{elp(Uy) :v <&} \ {z} # 0 para cada £ € k. Para cualquier £
escogemos un punto ¢ € [{clp(U,) : v <&} \ {z} C A, de manera que,
C = {z¢: € € k} forma una cadena en D \ {z} = B.

Como D es de Lindelof, C tiene un punto de acumulacién completa.
Afirmamos que x es el inico punto de acumulacién completa de C'. Supon-
gamos que existe un punto de acumulacién completa z € D distinto de x.
Entonces, existe §{, < & tal que clp(Ug,) es una vecindad cerrada de z que
no contiene a z, de manera que, Vo = D \ clp(Ug,) s una vecindad abierta de
z que solo contiene un segmento inicial de C'. Por lo tanto, z no es punto de
acumulacion completa de C', lo que es una contradiccion.

Para ver que C' converge a x, tomemos cualquier abierto V' C X que
contiene a x. Si C no estd finalmente en V', entonces C' estd frecuentemente
en D\ V. Por ser X de Lindelof, C'N (D \ V) tiene un punto de acumulacién
completa y, como x es el Unico punto de acumulacién completa de C', se
concluye que C' converge a z. O]
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Definimos
a” = 2:{04A tA < K}

w1

Luego, w <w; <¢=c¢".

El siguiente resultado contesta negativamente al Problema 3.6 de [36], que
pregunta si cualquier espacio P regular de cardinalidad < w; es (débilmente)
Whyburn. Es importante mencionar que el siguiente espacio tiene cardinali-
dad 2¢. No obstante, tanto Murtinova como Costantini, encontraron de forma
independiente un ejemplo de un espacio P regular de cardinalidad ¢ que no es
débilmente Whyburn (ver [12], Ejemplo 2), lo que mejora considerablemente
nuestro ejemplo.

3.13 Teorema. Eziste un espacio P de Tychonoff de cardinalidad 2° que no
es débilmente Whyburn.

Demostracion. Sean D = {0,1} y X = D*. Dotamos a D de la topologia
discreta y a X de la topologia o generada por la subbase

N il s an €2, U, C{0.1} y new}.

El espacio X con esta topologfa es denotado por (D*),, en [17] y puede
ser pensado como la w-modificacién del espacio producto compacto de D?".
Como ¢ = ¢, se sigue de [1] que d(X) = ¢. Luego, (X, o) es un espacio P
y, se sabe que es un espacio de Hausdorff cero dimensional, por tanto, de
Tychonoff.

Sea A un subconjunto denso de (X, o) de cardinalidad ¢ y definimos la
nueva topologia 7 en X como sigue:

1. Cada punto z € A es aislado.

2. U es una vecindad T-abierta de z € X \ A si y s6lo si U es una o-
vecindad de z.

Luego, (X,7) es un espacio P en el que A es denso. Ademds, (X, 7)
es un espacio de Tychonoff; esto se sigue de ([19], 5.1.22), o bien, ndtese
que si B es una base de conjuntos abiertos y cerrados para (X, o), entonces
BU{{z}:x € A} es una base de conjuntos abiertos y cerrados para (X, 7).
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Ahora definimos un subespacio de (X, 7) con las propiedades requeridas.
Sea A = {A C A :|cx(A) <2}y Y = U{clx(4) : A € A}. Como
| P(A) | = 2% se sigue que | Y |< 2°y, por lo tanto, | AU (X \ V) |= 2.
Ahora, si B € P(A) \ A, entonces |clx(B)|> 2°y enumeramos P(A) \ A =
{B4 : @ < Kk} donde x < 2°.

Ahora para cada o < k, elegimos dos puntos distintos x4, T2, € X \Y de
tal manera que T4, Tay € clx(By). Sea Z = AU{z;n:i=1,2y a <k} C
X. Luego, | Z|<2°.Si BC Ay B € A, entonces B es cerrado en Z o bien
B ¢ A lo que implica que |clz(B) \ A|> 2. Por tanto, Z no es débilmente
Whyburn. [

De la definicion de la topologia 7 en el teorema previo, se tiene que cada
punto de X \ A tiene el mismo cardcter local en (X, 7) tal como en (X, o),
y este tltimo es de caracter 2°. Esto también es cierto para el subespacio
(Z,7|7) ya que A es denso en ambos espacios. Como es consistente que
2° = wy, se tiene el siguiente resultado:

3.14 Corolario. Es consistente que no cualquier espacio P de Tychonoff de
cardcter we es débilmente Whyburn.

Este corolario deberia ser comparado con el siguiente resultado, que es la
Proposicién de 2.7 de [36].

3.15 Lema. [36] Cada espacio P de Hausdorff de cardcter wy es de Whyburn.

Por otro lado, un espacio P de caracter w; que es T}, ni siquiera necesita
ser débilmente Whyburn.

3.16 Ejemplo. Sea X = w; U {p,q} con la siguiente topologia: cada punto
de wy es aislado y las vecindades de p (respectivamente, q) son de la forma
{p} U (w1 \ C) (respectivamente, {q} U (w1 \ C)), donde C' es numerable.

La topologia co-numerable en un conjunto no numerable es un espacio P
hereditariamente Lindelof que no es débilmente Whyburn. No obstante, un
espacio Ty hereditariamente Lindelof tiene pseudocaracter numerable y, por
tanto, si también es un espacio P, entonces es numerable y discreto.
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Es conocido de [41], que cualquier espacio T3 disperso es débilmente Why-
burn. Una simple modificacién del espacio construido en el Teorema 3.13
muestra que este resultado no se extiende a espacios P de Hausdorff y dis-
persos.

3.17 Ejemplo. Con la notacion del Teorema 3.13, sea p la siguiente to-
pologia: Cada punto x € A es aislado y U es una vecindad p-abierta de
z€ X\AsiysdlosizeU yVNACU para algin V' > z tal que V € o.

Noétese que X \ A es un subespacio cerrado discreto del espacio de Haus-
dorff (X, p) vy, por tanto, este espacio es disperso con orden de dispersién 2.
Se sigue como antes que (X, i) no es débilmente Whyburn.

3.4. La Propiedad de Whyburn en Espacios
Dispersos y Submaximales

Como mencionamos anteriormente, la extensién de Katétov de w muestra
que no todo espacio de Urysohn disperso es débilmente Whyburn. Asi que
resulta natural preguntar lo siguiente.

1. ;Un espacio denso en si mismo, submaximal y Whyburn debe ser re-
gular?

2. jCualquier espacio semiregular disperso es de Whyburn?

A continuacion, damos una respuesta parcial a la primera pregunta. Mos-
tramos que una submaximalizacion de un espacio resoluble nunca es de Why-
burn y, respondemos la segunda pregunta, construyendo un espacio semire-
gular disperso con orden de dispersion 2 que no es débilmente Whyburn.

3.18 Teorema. La submazximalizacion de un espacio de Hausdorff resoluble
no es débilmente Whyburn.
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Demostracion. Supongamos que (X, 7) es un espacio de Hausdorff resoluble
y F es un filtro maximal de densos en X. Primero mostraremos que existe
F € F tal que X\ F es denso en alguna parte en X . Supongamos lo contrario,
esto es, que no existe ninguno de tales conjuntos F', entonces para cada
F € F, se tiene que Ur = X \ F es denso en ninguna parte. Ahora, sean
D y D’ subconjuntos densos complementarios de X. Como intx(F) = X \
clx(X \ F) para cada F' € F, se sigue que intx(F') es denso en X y también
que DNintx(F) C DNF y D'Nintx(F) C D'NF son densos en X. Como
F es maximal, cualquier conjunto denso que intersecta a cada elemento de
F en un conjunto denso es un elemento de F; de donde, D € F y D’ € F,
lo que es una contradiccién, pues no puede haber dos elementos ajenos en F.

Sean o la topologia generada por T UF y F € F tales que X \ F es
denso en alguna parte; asi, int,(cl,(X \ F)) = U # (). Sea = € cl,(V)\ F
donde V =U N F y note que V es infinito. Entonces, si B C V' es tal que
z € cl,(B), se sigue que W = int,(B) # (). De manera que, cl,(W)nN (X \
FY=c,(W)N(X\F)=cl.(c,(W)Nn (X \ F))N (X \ F) es infinito. O

3.19 Lema. 5@ w C X C fw, entonces X es hereditariamente débilmente
Whyburn si y solo si X es disperso.

Demostracion. Para la suficiencia, basta recordar que los subespacios de un
espacio disperso son dispersos y hacer uso del Teorema 1.20.

Para la necesidad, supongamos que X no es disperso. Entonces existe un
subconjunto no vacio I C X denso en si mismo, digamos que ¥ =w Ul C
X. Como cualquier subconjunto abierto infinito B C w es tal que clg,(B)
es abierto en fw, se tiene que clg,(B) \ w es abierto en fw \ w y, en
consecuencia, si cly (B)\w # 0 se sigue que cly(B)\w = (X Neclg,(B))\w =
I'Nclg,(B) es un abierto en I. De manera que, |cly(B)\w| = [ Nclg,(B) |
es infinito pues de lo contrario, cly(B) \ w es cerrado y discreto en I. Por
tanto, X no es débilmente Whyburn. O]

En contraste con el iltimo resultado nétese que bajo C'H el subespacio
de P-puntos de fw \ w tiene cardcter w; y, se sigue de ([36], Proposicién 2.7)
que este espacio es de Whyburn.

Los siguientes resultados estdn relacionados con los espacios resolubles
(ver Definicién 1.26).
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3.20 Ejemplo. FExiste un espacio numerable, w-resoluble pero no débilmente

Whyburn.

Demostracion. El conjunto de los nimeros racionales Q es w-resoluble. Por
([22], 6.16), como N es C*-encajado en Q se tiene clgg(N) = SN. En conse-
cuencia, si D C clpg(N) \ N es numerable y denso en si mismo, se sigue que
X =QU D C BQ es numerable y w-resoluble.

Luego, como X es denso en si mismo, por ser la uniéon de conjuntos densos
en si mismos, no es disperso. En particular, Y = NU D no es disperso porque
D es denso en si mismo. Asi que, por el Lema 3.19, Y no es débilmente
Whyburn y, por tanto, X no es débilmente Whyburn. ]

La construccién del siguiente ejemplo depende de la existencia de un es-
pacio de Hausdorff, numerable y w-resoluble que no es débilmente Whyburn.

3.21 Ejemplo. Sean (Z,T) un espacio w-resoluble, numerable pero no débil-
mente Whyburn y X = Z x {0,1} con la siguiente topologia:

1. Los puntos de Xo = Z x {0} son aislados.

2. La vecindad de cualquier (q,1) € X1 = X\ Xy es Wy, = {(¢, 1) }U[(U,\
D,) x {0}] donde U, es una vecindad de q en (Z, 7). Sea {D,:p € Z}
una familia numerable de subconjuntos densos y mutuamente ajenos
tales que Z = Upez D,. Sin perder generalidad, convenimos que q € D,
para cada q € Z.

Entonces, X es un espacio semireqular pero no reqular, disperso con orden
de dispersion 2 que no es débilmente Whyburn.

Demostracion. X es semiregular. Como los puntos de X son aislados, basta
analizar las vecindades de los puntos en X;. Sea Wy, una vecindad abierta de
cualquier (p, 1) € X;. Entonces clx (Wy,) = [(U,\D,) x{0}U(clz(U,) x{1}).
Luego, intx (clx(Wy,)) = Wy,, pues sir # p y (r,1) € intx(clx(Wy,))
entonces existe un abierto Wy, C X de (r, 1) tal que Wy, C clx(Wy,), de
manera que existe un abierto U, x {0} en (Z,7) correspondiente a Wy, tal
que (U.ND,)x {0} = 0, lo que no puede suceder debido a que D,, es denso en

Z. Por tanto, (r,1) € intx (cl X (WUP)) y, en consecuencia, X es semiregular.

X no es regular debido a que las vecindades Wy, de un punto arbitrario
(p, 1) no contienen vecindades cerradas de (p, 1).
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X no es débilmente Whyburn. Como Z no es débilmente Whyburn, existe
un subconjunto A C Z Whyburn-cerrado que no es cerrado. Afirmamos que,
A= A x {0} C Xy es Whyburn-cerrado pero no cerrado en X.

Puesto que para cada B C A se satisface que |clz(B) \ A| # 1, tomemos
cualesquiera dos puntos distintos p, ¢ € clz(B)\ A. Entonces, para cualesquie-
ra abiertos bésicos U, y U, de p y ¢, respectivamente; resulta que U, N B # ()
y U,N B # (. Sea B' = B x {0}. Tenemos dos casos:

Caso 1. Si (U,\D,)NB# 0y (U,\Dy,)NB # 0, entonces [(U,\ D,) x
{0}|NB" # 0 # [(U\Dq) x{0}]NB’. De manera que, Wy, NB' # 0 # Wy, NB'.
De donde, (p,1) y (¢,1) € clx(B’). En consecuencia, |clx(B’) \ A’| # 1.

Caso 2. Si B C D, paraalgun p € clz(B)\ A, entonces [(U,\ D,) x {0}]N
B’ = (), de donde, (p,1) es el tnico punto en que no estd en clx(B') \ A,
pues para cada ¢ € clz(B) \ A con p # q resulta que (q,1) € clx(B') \ A’

En consecuencia, |clx(B’")\ A’| # 1. Por tanto, X no es débilmente Whyburn.
[l
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Conclusiones

Uno de los atractivos mas grandes del quehacer matematico es induda-
blemente responder preguntas. Las respuestas pueden variar de acuerdo a la
complejidad de los planteamientos; no obstante, por mas pequena que sea la
solucion aportada, es un placer llegar a ella.

En este trabajo realizamos un andlisis sobre los espacios de Whyburn y
débilmente Whyburn. Para tal efecto, desarrollamos esencialmente dos lineas
de investigacion: propiedades definidas por k-redes y generalizaciones de re-
sultados conocidos.

En la primera parte (Capitulo 2) se establecieron los resultados nuevos
acerca de los espacios inicialmente k-compactos y fuertemente k-compactos.
Cabe mencionar que, aunque no lo parezca, varios de los resultados aqui ex-
hibidos estan ligados a resultados conocidos sobre espacios de Whyburn.

e Considerando que las redes y los filtros son los dos enfoques mas im-
portantes para tratar la convergencia, demostramos una equivalencia
de espacio fuertemente k-compacto a través de filtros.

e Encontramos que los espacios inicialmente x-compactos coinciden con
los espacios fuertemente r-compactos: (a) cuando el cardcter es igual a
la estrechez en cualquier punto no aislado; (b) en la clase de los espacios
GO y (c) en la clase de los espacios dispersos T5.

e Hemos demostrado que, al igual que sucede para los espacios secuen-
cialmente compactos, el producto numerable de espacios fuertemente
k-compactos es fuertemente k-compacto.

e Entre otros resultados concernientes a productos, obtuvimos que: (i) el
producto de un espacio inicialmente k-compacto por un espacio fuerte-
mente k-compacto es inicialmente k-compacto; (ii) el producto de un

25
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k-red espacio por un espacio k-red, T3 y localmente fuertemente com-
pacto, es un k-red espacio. Obteniendo como consecuencia un par de
resultados conocidos de Boehme [14].

e Generalizamos un resultado de Murtinova [35], pues demostramos que
un espacio numerable k-Fréchet es de Whyburn para determinados k.

En la segunda parte de la tesis (Capitulo 3) presentamos algunas ge-
neralizaciones y ejemplos de resultados conocidos vinculados con sucesiones
convergentes, funciones cardinales y espacios P.

e Notamos que un resultado de Tkachuk y Yaschenko [41], concerniente a
espacios de Whyburn y sucesiones convergentes, se extiende a espacios
numerablemente compactos y mostramos que esto no es cierto para
espacios débilmente compactos.

e Probamos un par de desigualdades vélidas en la clase de los espacios

de Whyburn y débilmente Whyburn.

e Analizamos los espacios P, generalizando un resultado de [12] a espacios
de Hausdorff. Contestamos negativamente a una pregunta de [36] con
un espacio de cardinalidad 2°.

e Por otra parte probamos que, la submaximalizacién de un espacio reso-
luble no es débilmente Whyburn. Otro resultado dice que los espacios
hereditariamente débilmente Whyburn entre w y Sw son precisamente
los espacios dispersos.

Como conclusién final de este trabajo, podemos agregar que las x-redes
y los espacios de Whyburn nos permiten establecer algunas generalizaciones
interesantes de conceptos histéricos, tales como la compacidad y la primero
numerabilidad, por mencionar algunas.

Esta claro que nos hubiera gustado responder preguntas abiertas mas
complejas con las cuales proporcionar y correlacionar mas resultados; ademas
de indagar en algunas otras dreas como la C)-teoria o bien profundizar en
la Teoria de Conjuntos. No obstante, este material ha sido apropiado para
publicar dos articulos en revistas de prestigio internacional.



Preguntas Abiertas

En este apartado se mencionaran algunas preguntas abiertas vinculadas
especificamente a este trabajo, puesto que agregar interrogantes generales del
tema implicaria agregar otras definiciones.

1. ;{Un espacio inicialmente x-compacto y secuencial (Whyburn) es fuer-
temente x-compacto?

2. Suponiendo que X es un espacio inicialmente k-compacto y radial, ; X
es fuertemente xk-compacto?

3. (El producto de un x-red espacio X con un s-red espacio, T3 y local-
mente compacto Y, es un k-red espacio?

4. (El producto de dos espacios k£ de Whyburn es débilmente Whyburn?

5. (El producto de dos espacios compactos débilmente Whyburn sigue
siendo débilmente Whyburn?

6. (El producto de un espacio Fréchet-Urysohn y localmente compacto
por un espacio métrico compacto es Whyburn o débilmente Whyburn?

7. (El producto de un espacio secuencial por un espacio k (localmente
compacto) y débilmente Whyburn es débilmente Whyburn?

8. (El producto de un espacio numerablemente compacto y semiradial por
un espacio localmente compacto y débilmente Whyburn es débilmente
Whyburn?

9. En ZFC, ;La w-modificacion de fw es débilmente Whyburn?

S7
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

. Es cierto en ZFC que cualquier espacio de Lindelof y débilmente Why-
burn de cardinalidad no numerable tiene un subespacio de Lindelof de
cardinalidad w?

. Existe un espacio P de Lindel6f y débilmente Whyburn que no sea
pseudoradial?

,El producto de dos espacios P de Lindelof y débilmente Whyburn es
débilmente Whyburn?

. Existe en ZFC un producto de espacios P de Whyburn y de Lindelof
que no sea Whyburn?

¢, Cualquier espacio de Tychonoff, pseudocompacto y (débilmente) Why-
burn tiene una sucesién convergente no trivial?

i La cota ¢(x, X) < R, es necesaria en el Teorema 3.127

Suponiendo que | X| > 2% ; X puede ser débilmente Whyburn?

JExiste en ZFC un subespacio denso de fw que sea de Whyburn?
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