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1

Resumen

La materia condensada blanda es un campo de estudio multidisciplinario que se centra

en el comportamiento de sistemas materiales que exhiben propiedades intermedias entre

los sólidos y los líquidos convencionales. La materia blanda abarca una amplia gama de

sustancias, como polímeros, coloides, cristales líquidos, membranas biológicas y materiales

granulares, entr otros. Estos sistemas exhiben comportamientos intrínsecamente dinámicos

y responden de manera no lineal a las perturbaciones externas, lo que resulta en fenómenos

fascinantes como transiciones de fase, auto ensamblaje y propiedades mecánicas únicas.La

investigación en materia condensada blanda no solo busca comprender los fundamentos

teóricos y experimentales de estos materiales, sino que también se orienta hacia la ingenie-

ría d nuevas aplicaciones. Este ámbito desempeña un papel esencial en la intersección de

la física, la química, la biología y la ingeniería, promoviendo avances significativos en áreas

tan diversas como la nanotecnología, la medicina, la electrónica flexible y la fabricación

de materiales avanzados. Una nueva estrategia para estudiar los distintos aspectos de la

materia condensada blanda es utilizar las diferentes técnicas de simulación computacional.

En las simulaciones moleculares se utilizan modelos matemáticos y técnicas numéricas im-

plementadas en las computadoras para estudiar y analizar el comportamiento de sistemas

complejos. En lugar de depender exclusivamente de experimentos físicos, las simulaciones

computacionales nos permite, la exploración virtual de escenarios inaccesibles a los experi-

mentos y la predicción del comportamiento de sistemas en entornos controlados. Algunos

de los esquemas de simulación por computadora comunmente empleados son: dinámica

1



Resumen 2

molecular (DM), el método de Moente Carlo (MC), dinámica dirigida por eventos y di-

námica Browniana. Siendo la DM una técnica computacional que se utiliza para estudiar

el comportamiento dinámic de sistemas moleculares a nivel atómico o molecular donde se

resuelven las ecuaciones de Hamilton para simular la evolución temporal de un conjunto

de partículas, como átomos o moléculas, bajo la influencia de fuerzas intermoleculares. La

DM proporciona una descripción detallada de la trayectoria y las posiciones de las partí-

culas en función del tiempo, lo que nos permite investigar propiedades termodinámicas,

estructurales y cinéticas de los sistemas estudiados.

El objetivo de esta tesis es obtener un modelo de grano grueso para simular fluidos

líquidos cristalinos utilizando el potencial de interacción de la teoría aproximada para flui-

dos no conformales (ANC, por sus siglas en inglés). El potencial ANC se basa en la suma

de contribuciones repulsivas y atractivas. Las atracciones intermoleculares se modifican

condicionándolas con un término dependiente de la orientación de Hess-Su, lo que confiere

una contribución anisotrópica a la energía del sistema. Se investiga el parámetro de suavi-

dad (s) del potencial ANC para identificar cualitativamente un umbral capaz de sostener

una fase nemática. Se construyen diagramas de fase para cada valor de s a partir de simu-

laciones de dinámica molecular (DM) y se caracterizan muestras a granel para delimitar

las regiones de fase estables. Se encontró que un parámetro de suavidad s ∼ 0.6 o más

alto favorece la aparición de una fase nemática. La estabilidad de la región nemática se

incrementa a medida que s → 1, lo que corresponde a la interacción Lennard-Jones con-

vencional. La estabilidad de la fase nemática para mesógenos cuasi-esféricos con s creciente

conduce a una pérdida gradual de simetría esférica a pesar de no haber anisotropía de for-

ma impuesta. Por lo tanto, la anisotropía energética se hace más pronunciada y es capaz

de promover la aparición de la fase nemática en este modelo. Finalmente se comparan las

simulaciones moleculares utilizando DM con los resultados experimentales, consideremos

un ejemplo. Al simular un sistema con s = 0.7, se observó que el comportamiento del

sistema bajo estas condiciones coincide con las propiedades esperadas de la fase nemática,

verificando la precisión del modelo ANC. Esta comparación valida el uso de la DM como

una herramienta eficaz para entender el comportamiento de fluidos líquido cristalinos en

función del parámetro de suavidad s y su efecto en la estabilidad de la fase nemática.



2

Objetivos

General

Identificar la aparición y estabilidad de las fases líquido cristalinas con un nuevo modelo

de potencial anisótropo utilizando simulaciones moleculares con el cual se logra modular

(además del parámetro de alcance y energía) la parte repulsiva y atractiva del potencial

por medio de un parámetro llamado suavidad y por lo tanto la razón de aspecto de los

mesógenos.

Particulares

Construir los diagramas de fases utilizando el nuevo modelo de potencial anisótropo en

función del parámetro de suavidad utilizando simulaciones moleculares.

Identificar las diversas fases estables utilizando el parámetro de orden nemático y la

función de distribución radial tanto en la dirección paralela como perpendicular al director

de la fase.

Entender cómo el parámetro de suavidad afecta a la razón de aspecto y, por lo tanto,

a la estabilidad de las fases líquido cristalinas.

3
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Introducción

“El científico no estudia la naturaleza por la utilidad que le pueda reportar; la

estudia por el gozo que le proporciona, y este gozo se debe a la belleza que hay

en ella... La belleza intelectual se basta a sí misma, y es por ella, más que

quizá por el bien futuro de la humanidad, por lo que el científico consagra su

vida a un trabajo largo y difícil.”

— Henri Poincaré

Los cristales líquidos comprenden una rama importante de materiales con diferentes

propiedades térmicas, eléctricas y ópticas [7–15], mismas que han generado interés en

el ámbito computacional para esclarecer el comportamiento estructural y dinámico de

los fluidos líquido-cristalinos. Se han propuesto varios modelos con este fin, incluyendo

partículas elipsoidales [16–18], esferocilindros [19–25], una representación extendida de van

der Waals basada en armónicos esféricos [26–29], y el modelo de Gay-Berne [5, 30–38]. El

modelo de Gay-Berne es citado con frecuencia en la literatura y está reportado que es una

bunea aproximación para la representación de partículas alargadas llamadas mesógenos,

por ello nos centraremos en esta representación.

El modelo Gay-Berne se basa en una representación que toma en cuenta únicamente el

núcleo rígido de un sistema líquido-cristalino. Aunque existen variantes en la formulación

del potencial Gay-Berne, el enfoque principal consiste en capturar un par interactuante de

unidades a través de una representación basada en un potencial de Lennard-Jones (LJ) [31,

4
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34, 39]: la anisotropía molecular se incorpora a través de escalas de longitud y energía.

Por lo tanto, diferentes sistemas moleculares se informan convencionalmente como los

parámetros anisótropos característicos que definen el sistema [31, 34, 40, 41]. Una cantidad

significativa de trabajo se ha centrado solo en un pequeño conjunto de parametrizaciones,

en parte debido al esfuerzo involucrado en mapear el modelo a datos experimentales [31, 34,

35, 39–41]. Incluso con el conjunto limitado de representaciones mapeadas, el modelo Gay-

Berne ha permitido a los investigadores abordar el comportamiento de fase y la dinámica

de varios sistemas moleculares [42–68].

A pesar de su descripción a gran escala de los sistemas líquido-cristalino, el modelo

Gay-Berne es computacionalmente exigente, pues el potencial de interacción depende de las

separaciones de pares y las orientaciones espaciales mutuas: esto implica varios productos

escalares para cada par interactuante al evaluar la energía configuracional en cada paso de

una simulación, ya sea a nivel de estudios de MC o DM. Se han realizado esfuerzos para

modificar el modelo Gay- Berne en un intento de simplificar la forma en que se captura la

anisotropía molecular. El espíritu de esta simplificación radica en reducir las anisotropías

de longitud a cuerpos cuasi-esféricos. El objetivo entonces es capturar la física esencial de

un sistema líquido-cristalino con anisotropías de escala de energía únicamente, evitando

la costosa evaluación de productos escalares involucrados con anisotropías de escala de

longitud.

Un modelo que sigue el paradigma de mantener la anisotropía energética sin abordar

directamente la anisotropía de la escala de longitud es el modelo de Hess-Su [6]. Esta

representación se basa en una interacción de tipo LJ donde la parte atractiva del potencial

se condiciona a través de un término dependiente de la orientación, proporcionando así

anisotropía energética con lo cual la interacción se vuelve cada vez más favorable (atractiva)

cuando un par molecular interactuante está apropiadamente orientado. Esta contribución

permite al modelo de Hess-Su capturar varias propiedades de cristal líquido a pesar de

abreviar los productos escalares habituales involucrados en el potencial de interacción

original de Gay-Berne. Entre los logros del modelo de Hess-Su se encuentra su capacidad

para capturar fases nemáticas [69, 70], comportamiento de anclaje en superficies o bajo

confinamiento [71–74], y defectos topológicos de inclusiones esféricas de compuestos en un
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solvente líquido-cristalino [75].

En este trabajo, utilizamos el modelo de Hess-Su para explorar la estabilidad de la fase

nemática al cambiar la forma del potencial de interacción. Sin embargo, en lugar de utilizar

el potencial de LJ para la contribución isótropa, recurrimos a una interacción “maleable”

obtenida a partir de la teoría ANC. Esta representación permite controlar la forma del

potencial de interacción a través de un parámetro de suavidad (s). Para el caso partícular

de s = 1, se obtiene el potencial de LJ de referencia (es decir, la forma 12,6). El término

de volumen excluido puede hacerse más duro al mismo tiempo que se reduce el intervalo

del pozo atractivo al disminuir (s) (desde el límite s ≤ 1). Por el contrario, aumentar el

valor de (s) (desde el límite s ≥ 1) produce un núcleo más suave y un pozo atractivo de

mayor alcance. Nuestra elección de utilizar la interacción ANC en la representación de la

forma isótropa de las interacciones moleculares se basa en varias características, incluido

el acceso a expresiones analíticas de propiedades termodinámicas [76], el comportamien-

to de fase ortobárico de sustancias [77–84] y las propiedades de transporte de sistemas

experimentalmente relevantes [85–87].

Nuestro interés radica en resaltar cómo la modulación de la forma del potencial de LJ,

a través del parámetro de suavidad en el modelo ANC, afecta la aparición y estabilidad del

orden líquido-cristalino (es decir, la fase nemática). En particular, estamos interesados en

evaluar cualitativamente el límite para el cual se puede mantener una fase nemática cuando

se reduce la razón de aspecto efectiva de mesógenos cuasi-esféricos. Esta investigación

tiene como objetivo identificar un sistema simple que capture el comportamiento líquido-

cristalino sin requerir el gasto computacional de una representación empleando el potencial

de interacción tipo Gay-Berne.

3.1. Materia condensada blanda

La plena comprensión de las leyes fundamentales que rigen la naturaleza y la identifica-

ción completa de las partículas elementales nos llevan a preguntarnos si es posible explicar

todos los fenómenos físicos existentes. Si bien la predicción del comportamiento de una

o dos partículas interactuantes puede ser realizada con alta precisión, es ampliamente re-
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conocido que los problemas que involucran tres cuerpos resultan considerablemente más

complejos. Los fenómenos que observamos a menudo incluyen un número vasto de partí-

culas, y esto reduce drásticamente la probabilidad de hallar una solución analítica para

describir su movimiento. No obstante, es posible investigar las variables macroscópicas y

sus fluctuaciones, lo que permite caracterizar y diferenciar diversas fases de la materia

que son termodinámicamente estables, tales como líquidos, sólidos, aislantes, metales y

semiconductores.

La física de la materia condensada proporciona métodos para explorar la interacción

entre extensos conjuntos de partículas, guiados por fuerzas bien definidas. Esta rama de la

física enfrenta el desafío de comprender una diversidad de sistemas de muchos cuerpos que

la naturaleza nos ofrece, que van desde gases diluidos hasta plasmas de quarks-gluones. Se

centra en el estudio de los distintos estados de la materia —incluidos sólidos, líquidos y

gases— y fenómenos particulares como la superfluidez del helio (propiedad característica

de un fluido con viscosidad cero). Los principios de la física de la materia condensada pro-

porcionan explicaciones a estos fenómenos y también muestran aplicaciones en disciplinas

tan variadas como la biología y la física de partículas, demostrando su amplio alcance y

relevancia en diversas áreas de investigación científica. Es un campo de considerable interés

tecnológico que se ha abordado mediante enfoques teóricos, experimentales y computacio-

nales. A lo largo de la historia, la humanidad ha utilizado una variedad de materiales

para mejorar su entorno y facilitar la vida diaria. Las primeras civilizaciones empleaban

piedra, madera y metal, mientras que en tiempos recientes, los avances en la comprensión

de las propiedades moleculares han permitido adaptar materiales para aplicaciones más

sofisticadas. En el siglo XIX, predominaban el hierro y el acero, pero el siglo XX marcó la

aparición de nuevos materiales, como los polímeros y los semiconductores, estos últimos

esenciales para la revolución tecnológica de la información.

Aunque las propiedades de los materiales duros son ampliamente conocidas, todavía

estamos explorando las características de los materiales blandos. Recientemente, hemos

comenzado a diseñar estructuras complejas usando biomateriales y a aplicar la nanotecno-

logía para desarrollar dispositivos a través del autoensamblaje de polímeros. Se espera que

en el futuro, los materiales blandos mantengan su relevancia y que su diseño innovador sea
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inportante para el avance tecnológico [88].

La materia blanda comprende una amplia gama de sistemas físicos, incluyendo polí-

meros, coloides y membranas biológicas, entre otros. Este tipo de materia representa un

estado intermedio dentro de la materia condensada, caracterizado por su capacidad para

deformarse fácilmente ante la aplicación de pequeñas fuerzas mecánicas o cambios tér-

micos. A nivel molecular, la materia blanda puede parecer desorganizada; sin embargo,

en una escala más amplia, muestra una estructura notablemente ordenada. Bajo la in-

fluencia de estímulos físicos, estas estructuras tienen una respuesta colectiva que puede

provocar transformaciones significativas en su configuración. Para comprender estos fenó-

menos, es fundamental estudiar cómo la materia blanda reacciona ante variables como la

temperatura y la presión, explorando sus diversos estados y fases, incluidos los estados no

convencionales específicos de la materia blanda.

Pierre-Gilles de Gennes (1932-2007) físico francés, quien fue galardonado con el Premio

Nobel de Física en 1991 por el descubrimiento y desarrollo de métodos para estudiar

fenómenos de autoensamblado en sistemas simples y generalizarlos a sistemas complejos, en

su discurso de aceptación del premio Nobel dijo que aunque los fluidos complejos describían

bien ese tipo de fenómenos, era poco anticuado y para él muy occidental o norteamericano

llamarlos así, entonces propuso llamarlos materia condensada blanda.

Es bien sabido que la materia se manifiesta en al menos cuatro fases distintivas: sólido,

líquido, gaseoso y plasma. Los sólidos son materia condensada, con átomos, moléculas o

entes estrechamente unidos que requieren una gran fuerza para separarse. Ejemplos de só-

lidos incluyen algunos metales, minerales, la madera y el diamante, entre otros materiales,

los cuales tienen un volumen definido. Los líquidos también son materia condensada, pero

sus componentes están menos unidos y pueden separarse más fácilmente. Líquidos, como el

agua, el mercurio, el aceite, la pintura y el alcohol, fluyen y toman la forma del recipiente

que los contiene. Los gases, por su parte, tienen componentes que están libres para moverse

y expandirse para llenar cualquier contenedor. El metano, el oxígeno, el nitrógeno y otros

gases son ejemplos de dicha fase gaseosa, donde las moléculas están libres para moverse

y no tienen un volumen definido. El plasma se forma cuando un gas contiene átomos o

moléculas cargadas, es decir, al introducir cargas en forma de moléculas o átomos en un
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gas, este puede transformarse en plasma. Por ejemplo, el sol, nuestra estrella más cercana,

es un ejemplo de plasma. Al generar un campo eléctrico en un gas confinado, también

podemos producir plasma. La presencia de cargas en el plasma lo convierte en conductor,

que lo hace altamente receptivo a los campos electromagnéticos. Las auroras boreales son

un ejemplo de plasma confinado por el campo magnético de la Tierra. En el plasma las

partículas cargadas están altamente excitadas.

Entonces, la materia blanda es una rama de la materia condensada, la cual estudia los

sólidos y los líquidos y está constituida de sistemas que llamamos coloidales, poliméricos,

cristales líquidos, proteínas y una amplia gama de sistemas que tienen que ver con el mundo

biológico. Esto hace importante esta rama de la ciencia, la cual es multidisciplinaria.

El objetivo de la física de la materia condensada blanda es comprender cómo se mani-

fiestan las leyes subyacentes en objetos del mundo natural. Dada la enorme complejidad de

los sistemas de materia condensada, la gran cantidad de átomos que implican y la remota

posibilidad de resolver todas las ecuaciones subyacentes a detalle, los principios de simetría

son las leyes de mayor importancia [89–91].

Los sólidos exhiben una disposición ordenada de átomos o moléculas, mientras que los

líquidos y gases pueden fluir bajo una pequeña fuerza de corte. En experimentos de difrac-

ción, los sólidos muestran reflexiones nítidas, mientras que los líquidos y gases producen

anillos difusos, indicando una falta de orden de largo alcance. Además, hay materiales como

los vidrios y los sólidos amorfos, donde la disposición de átomos o moléculas es aleatoria o

tiene un orden de corto alcance, lo que dificulta la distinción clara entre sólidos y líquidos.

Van der Waals fue el primero en notar que los estados líquido y gaseoso están conecta-

dos de manera continua. A temperaturas bajas, por debajo de un punto crítico específico,

dos fases fluidas pueden existir simultáneamente en equilibrio: la fase más densa se llama

líquido y la menos densa se llama gas. Al aumentar la temperatura por encima del punto

crítico, comprimir y enfriar, es posible cambiar de forma continua de un gas a baja tem-

peratura a un líquido a baja temperatura. La diferencia fundamental entre líquido y gas

radica principalmente en su densidad.

En el caso de moléculas cuasi-esféricas, como los gases nobles, el desorden se limita

al movimiento de translación, mientras que en moléculas con formas no esféricas, existe
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la posibilidad de desorden rotacional. Los cristales plásticos exhiben tanto desorden de

translación como rotacional, mientras que en los cristales líquidos puede haber orden en

la translación, pero no necesariamente en la rotación.

El estudio de la física de los líquidos se enfoca en comprender la estabilidad de las

fases en diferentes densidades y sus propiedades dinámicas, estructurales y estables, in-

fluenciadas por el tamaño, forma y fuerzas entre las moléculas. Aunque las interacciones

electrostáticas son fundamentales para las propiedades de la materia, abordaremos la pre-

dicción de propiedades utilizando parámetros de orden, los cuales indican la presencia

o ausencia de simetrías en las fases, en lugar de resolver ecuaciones de Schrödinger de

muchos cuerpos. En la figura (3.1) se muestra el diagrama de fases típico de un sistema

simple de un solo componente en el plano de densidad ρ y temperatura T . La región donde

existe la fase líquida está delimitada por arriba por el punto crítico (c) y por debajo por

el punto triple (t). Por encima del punto crítico, hay una sola fase fluida, permitiendo

una transición continua entre líquido, fluido y vapor. Sin embargo, esta continuidad no

se da en la transición de líquido a sólido, ya que la línea de coexistencia sólido-fluido, o

curva de fusión, no alcanza un punto crítico. En general, las propiedades del fluido denso

y supercrítico son similares a las del líquido [89].

Figura 3.1: Esquema del diagrama de fases (T vs. ρ) para un sistema puro. Se muestran
las fronteras entre las fases estables del estado sólido (S), líquido (L), vapor (V) y fluido
(F) [1, 2].

El principal objetivo de este trabajo es construir diagramas de fases para partículas

cuasi-esféricas y explorar sus curvas de coexistencia y de fusión. Esto con el fin de carac-



Introducción 11

terizar las distintas fases y coexistencias para un modelo de potencial simple de partículas

no esféricas modificando un parámetro de orden que ayude a identificar las fases estables

de cristales líquidos.



4

Cristales Líquidos

Los cristales líquidos representan una categoría fascinante de materia condensada blan-

da, caracterizados por su singular combinación de fluidez y orden estructural a gran escala.

Aunque son ampliamente reconocidos por su uso en pantallas planas [92], exhiben una ga-

ma de propiedades únicas y atractivas que los hacen extremadamente valiosos tanto para

la investigación científica fundamental como para una variedad de aplicaciones innova-

doras que trascienden su uso en dispositivos de visualización. Actualmente, la diversidad

completa de los estados líquido-cristalino está siendo cada vez más explorada, abriendo

numerosas áreas de investigación que prometen descubrimientos y desarrollos significativos

en el campo de la ciencia de materiales y tecnología.

En un paralelo con la unificación de la electricidad y el magnetismo en el campo del

electromagnetismo, las propiedades distintivas de los estados sólido y líquido se fusionan

en una forma única y extraordinaria conocida como el cristal líquido. Este estado de la

materia representa una amalgama de la orden estructural de los sólidos y la movilidad

de los líquidos, constituyendo un ejemplo claro de cómo los avances científicos pueden

expandir y enriquecer nuestra comprensión de la materia.

Friedrich Reinitzer (1857-1927), un botánico que trabajaba en el Instituto de Fisiología

Vegetal de la Universidad Alemana de Praga en 1888, siendo considerado un bioquímico

en términos modernos, se centró en el estudio de cristales derivados del colesterol extraídos

de raíces de zanahoria, descubriendo que el benzoato de colesterilo presentaba “dos puntos

de fusión”. Según una carta fechada el 14 de marzo de 1888 dirigida al cristalógrafo Otto

12
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Lehmann (1855-1922), especialista en fenómenos de crecimiento y transiciones de fase

de materiales cristalinos en la Escuela Politécnica de Aquisgrán (Alemania), Reinitzer

detalló que los pequeños cristales perdían su rigidez a 145.5 °C, transformándose en un

fluido lechoso, mientras que un segundo punto de fusión a 178.5 °C, denominado punto de

aclarado, hacía que la sustancia se volviera transparente. Al enfriarse, mostraba colores

violeta y azul que desaparecían, dejando la sustancia líquida nublada. Este fenómeno

contrastaba con el conocimiento previo de la materia cristalina, que sugería que un cristal

perdía tanto su color como su solidez a una cierta temperatura. Aunque algunos científicos

habían observado fenómenos similares en compuestos de colesterol, la complejidad de sus

resultados y su dificultad para replicarlos no motivaron una investigación más profunda.

Se descubrió que el orden en la disposición de los átomos, característico de los cristales,

podía ser parcial o incompleto, pudiendo variar en tipos diversos (tales como el orden en

la orientación de las moléculas y en la posición de los centros de masa). Esto implica la

existencia no solo de un estado intermedio, sino de varios tipos de estados intermedios.

Por lo tanto, los historiadores de la ciencia atribuyen a Reinitzer el descubrimiento de los

cristales líquidos en 1888, reconociendo su descripción detallada de este fenómeno como

un importante avance científico [93].

En aproximadamente 1900, Daniel Vorländer, quien ocupaba el cargo de director del

Departamento de Química de la Universidad de Halle (Alemania), dio inicio a sus investi-

gaciones pioneras en la síntesis de compuestos. Durante su período laboral hasta su retiro

en 1937, se sintetizaron en su laboratorio más de 2000 nuevos materiales líquido-cristalinos,

abarcando prácticamente todos los conocidos en ese momento. Vorländer investigó diversas

interrelaciones fundamentales entre la estructura química y su comportamiento mediante

la aplicación de variaciones en la composición química. Además, identificó la presencia de

polimorfismo en el estado líquido-cristalino y delineó la primera serie homóloga de estos

compuestos. En colaboración con su equipo, logró la síntesis de los primeros cristales lí-

quidos que incorporaban anillos heterocíclicos y alicíclicos, así como los primeros ejemplos

con enlaces de hidrógeno y nemáticos polares terminales [94, 95].

Los avances en física atómica, física de semiconductores y química de polímeros des-

viaron temporalmente la atención de la investigación de estas fascinantes sustancias, que
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Figura 4.1: Izquierda: Friederich Reinitzer. Derecha: Otto Lehmann

parecía ser un área de estudio simple y académica. Hasta la década de 1960, solo unos pocos

se dedicaban al estudio de los cristales líquidos, mientras que la electrónica experimentaba

un rápido desarrollo. Durante este período, se produjo una miniaturización progresiva de

los dispositivos electrónicos, desde los tubos de vacío hasta los transistores, posteriormente

los circuitos integrados y finalmente, los circuitos integrados de gran escala. Esto resultó en

una disminución en el consumo de energía y en la reducción de las fuentes de alimentación.

Sin embargo, se encontró una carencia de dispositivos económicos de pequeño tamaño ca-

paces de transmitir la información del circuito electrónico al usuario. En este contexto, se

volvió a considerar la viabilidad de los cristales líquidos. La introducción de dispositivos

electrónicos equipados con pantallas digitales, tales como relojes, calculadoras y televisores

de pantalla plana, marcó el inicio de un “renacimiento” en la investigación física y química

de estas sustancias. Este período ha sido testigo de una investigación activa y meticulosa

de su estructura y de un estudio exhaustivo sobre su comportamiento fluido desde múl-

tiples perspectivas. Además, se han desarrollado nuevas sustancias y se han descubierto

numerosos fenómenos sorprendentes inducidos por la acción de fuerzas externas [96–98],

ampliando significativamente nuestro entendimiento de estas fascinantes entidades.

En el campo de la biotecnología, se han realizado avances significativos mediante el es-

tudio de estructuras que comparten características con los cristales líquidos, destacándose

su rol en este ámbito. Lacombinación de organización y movilidad es fundamental para la
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auto organización y formación de estructuras en sistemas biológicos. Los avances en la física

aplicada a estas estructuras orgánicas han permitido explorar los procesos fundamentales

en los organismos vivos. Estos estudios se han extendido desde su uso en electrónica orgá-

nica hasta el nano moldeado y la organización de nanopartículas. Además, se investigan

coloides donde estos materiales funcionan como fases tanto continuas como dispersas, en

formas de gotas o capas, con aplicaciones potenciales en fotónica y metamateriales. Otros

desarrollos incluyen fibras de polímero funcionalizadas y actuadores basados en elastó-

meros que utilizan esta tecnología. La ciencia de alimentos y la farmacología también se

benefician de estos estudios, así como las interacciones entre proteínas, ácidos nucleicos,

virus, bacterias y células mamíferas [55, 99–101].

4.1. Clasificación

El término meso deriva del griego y significa “entre”, lo cual es pertinente al describir las

fases intermedias entre los estados sólido y líquido, conocidas como mesofases. Entre estas

mesofases, se encuentran los cristales plásticos, que combinan características de sólidos y

líquidos. Estos cristales mantienen una forma y un volumen constantes, similares a los

sólidos, pero carecen de orden orientacional mientras preservan el orden posicional.

El adjetivo “plástico” en “cristales plásticos” no se refiere al plástico común, sino que

proviene de “plastos”, palabra griega que significa moldeado o formado. Este término sub-

raya la maleabilidad inherente de estos cristales, que se debe al movimiento rotacional de

sus componentes [102]. Los cristales plásticos, también conocidos como fases rotatorias o

fases desordenadas de orientación, se caracterizan por permitir la rotación de sus molécu-

las. Este comportamiento inusual les otorga propiedades tanto de sólidos como de líquidos

y se observa típicamente cuando un líquido que contiene estos materiales se enfría por

debajo de su punto de fusión pero por encima de una temperatura crítica que aún permite

cierta libertad rotacional dentro de su estructura cristalina ordenada. Aunque estos cris-

tales tienen una disposición estructural sólida, la capacidad de rotación libre imparte una

flexibilidad distintiva a la red.

El cristal líquido es otro ejemplo notable de mesofase que combina atributos tanto de
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los líquidos como de los cristales. Estos adoptan la forma y el volumen de su contenedor,

similar a los líquidos, pero a diferencia de estos, los cristales líquidos mantienen un orden

orientacional aunque pierden el orden posicional. Se forman bajo condiciones específicas en

compuestos orgánicos que poseen moléculas anisótropas, notablemente alargadas o planas,

lo que les permite tener un orden tanto orientacional como ocasionalmente posicional.

Esta fase intermedia es particularmente intrigante porque representa un equilibrio entre

el desorden completo característico de los líquidos y el orden tridimensional propio de los

cristales sólidos. Los cristales líquidos son únicos por sus propiedades reológicas similares

a las de los fluidos y su birrefringencia, típica de los cristales. Esta última propiedad se

destaca porque la dirección de su eje óptico no es estática y puede alterarse dentro del

material. En esencia, los cristales líquidos pueden describirse como fluidos que poseen

grados adicionales de libertad interna; por ejemplo, son capaces de fluir como un líquido

mientras que sus moléculas se alinean de manera similar a como lo harían en un cristal [103].

Para simplificar, nos enfocaremos exclusivamente en el caso de los cristales líquidos

compuestos por moléculas alargadas. Si establecemos un vector unitario n̂, denominado

director molecular o simplemente director, para indicar el eje largo de cada molécula,

entonces el director representa la dirección promedio de alineación de las moléculas en un

pequeño elemento volumétrico alrededor de ese punto. Esta definición de vector viene dada

como,

n̂(θ, ϕ) = (sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ), (4.1)

El ángulo azimutal, denotado como ϕ, se mide en el plano xy, partiendo desde el eje

x hacia el eje y. Este ángulo determina la rotación del vector director alrededor del eje z.

El ángulo polar o de inclinación, representado por θ, se mide desde el eje z descendiendo

hacia el plano xy y determina la inclinación del vector director con respecto al eje z, como

se ilustra en la figura (4.2).

El vector director n̂ tiene dos direcciones posibles; tanto +n̂ como −n̂ son iguales. En

un cristal líquido homogéneo, el vector director permanece constante en todo el medio,

mientras que en un cristal líquido no homogéneo, el vector director n̂ puede variar de un
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Figura 4.2: Representación del vector director n̂.

punto a otro, lo que lo convierte en una función del espacio.

La razón de aspecto será un importante parámetro con el cual se caracteriza a los mesó-

genos, está definida como el cociente entre el largo y ancho del mesógeno, ver figura (4.3),

y se le designa la letra griega κ.

La orientación y la posición son necesarias, pero no suficientes para su clasificación, así

que se toman en cuenta otros criterios como la geometría, el modo de aparición y el tipo

de enlace; molecular o iónico [104].

Geometría

• Calamíticos. La relación κ = longitud/diámetro es muy alta, es decir. κ > 1.

• Discóticos. La relación κ = longitud/diámetro es muy baja, es decir, κ < 1.

a) b) c)

d) e)

Figura 4.3: Clasificación de los cristales líquidos según su geometría: pueden ser a) varillas,
b) listones, c) prolatos, para estas tres geometrías κ > 1, luego están los d) discóticos y e)
oblatos para los cuales κ < 1. La flecha indica la dirección del vector director n̂.
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Modo de aparición

• Termotrópicos. Aparecen según la temperatura, justo entre la fase sólida y la

fase líquida isótropa [105].

• Liotrópicos. Por otra parte, un cristal líquido liotrópico se origina cuando, en

determinadas circunstancias de presión, temperatura y concentración, una mo-

lécula anfifílica se disuelve en un solvente adecuado. La mezcla de cristal líquido

“liotrópico” se regula mediante la variación de la concentración del solvente [105].

Figura 4.4: Clasificación de los cristales líquidos: Termotrópicos (panel superior) y Liotró-
picos (panel inferior). 1a) Prolatos en la fase nemática, 2a) esméctica y 3a) oblatos en la
fase columnar. 1b) Micela normal e invertida, 2b) cúbica normal e invertida, 3b) hexagonal
normal e invertida respectivamente y 4b) lamelar [3].

Según cómo estén organizadas las moléculas en una fase líquida cristalina y su nivel

de simetría, (ver figura (4.4)) los cristales líquidos se clasifican en nemáticos, colestéricos,

esmécticos y mesofases columnares. Los arreglos moleculares de estas fases se ilustran en

la figura (4.5).

Nemático

En la fase nemática de un cristal líquido, las moléculas se orientan a lo largo de un eje

preferencial, conocido como “director”, que puede variar en el medio. A pesar de la ausencia

de una disposición ordenada de los centros de masa, las moléculas pueden rotar alrededor
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a) nemático b) colestérico c) esméctico

1/2 p

f) esméctico Ce) esméctico B

d) esméctico A

h) rectangular 

i) hexagonal 

g) columnar j) espina de 
pescado

nn

n

Figura 4.5: (a) En la fase nemática, las moléculas están orientadas de forma correlaciona-
da mientras que sus posiciones permanecen aleatorias, siendo el director n̂ la orientación
promedio. (b) En la fase colestérica, la orientación molecular gira periódicamente a través
del material sin correlación posicional. (c) Las mesofases esmécticas presentan distintos
grados de orden: en la esméctica A (d), las moléculas se alinean en planos con ejes perpen-
diculares y sin orden interno; en la esméctica B (e), muestran un ordenamiento hexagonal
dentro de los planos; y en la esméctica C (f), el director se inclina respecto a los planos.
g) Las mesofases columnares, típicas de mesógenos discóticos, se organizan en estructuras
2D como rectangulares (h), hexagonales (i) y en espina de pescado (j).

de sus ejes longitudinales. El signo del director no afecta las propiedades físicas ni ópticas

del cristal líquido, que se comporta como un material uniaxial con simetría central. Su

representación se encuentra en la figura (4.5) junto con la disposición molecular anisótropa

ilustrada mediante elipses.

En términos químicos, las moléculas en las fases cristalinas nemáticas suelen tener

formas anisotrópicas y estructuras moleculares rígidas que definen sus ejes principales. La

presencia de esta fase es más probable en moléculas con secciones planas, como los anillos
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de benceno. Muchos compuestos de cristales líquidos exhiben momentos dipolares fuertes

y grupos fácilmente polarizables.

A manera de ejemplo, se presenta en la figura (4.6) la estructura de moléculas orgánicas

alargadas: el p-azoxyanisol (PAA); desde una perspectiva estérica (aproximada), este tiene

una forma similar a un prolato con una longitud de aproximadamente 20 Å, y un ancho de

unos 5 Å. Otro ejemplo de molécula alargada es el N-(p-metoxibenziliden)-p-butilanilina

(MBBA). También el 4-pentil-4-cianobifenilo (5CB) es un ejemplo de mesógeno que se

puede aproximar a un prolato. Tanto el PAA, MBBA y el 5CB son considerados “nemató-

genos”, lo que significa que dan lugar al tipo de mesofase nemática [106].

Colestérico

La fase colestérica de los cristales líquidos comparte con la fase nemática el orden

orientacional de las moléculas, pero difiere significativamente en la organización posicional

de sus centros de masa. A diferencia de la nemática, donde el director es uniforme, en

la fase colestérica el director experimenta variaciones regulares a lo largo del medio. Esta

configuración se puede conceptualizar como un nemático orientado inicialmente a lo largo

del eje y que es rotado alrededor del eje x. En cada plano perpendicular al eje de torsión, la

orientación molecular predomina en una dirección única, mientras que en planos paralelos

ocurre una rotación continua de esta orientación, tal como se ilustra en la figura (4.5).

La estructura única de la fase colestérica se define también por su “paso colestérico”, p,

que es la distancia a lo largo del eje de torsión necesaria para que el director complete una

rotación completa. La periodicidad efectiva de la fase colestérica es solo la mitad de esta

distancia, p/2, debido a que las orientaciones n̂ y −n̂ son indistinguibles, proporcionando

así características ópticas distintivas a esta fase.

Desde una perspectiva formal, un cristal líquido nemático puede conceptualizarse co-

mo un colestérico con un giro infinito. Esta peculiaridad implica que la transición de fase

entre las mesofases nemática y colestérica no es clara, ya que los nemáticos que contienen

compuestos enantiomorfos se convierten en colestéricos con un giro largo. En la mesofa-

se colestérica, las moléculas exhiben una interesante dualidad, presentando formas tanto

levógiras como dextrógiras.
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Una característica distintiva de los colestéricos es su giro, que típicamente oscila al-

rededor de varios cientos de nanómetros, una medida comparable a la longitud de onda

de la luz visible. Esta estructura en espiral periódica, visualizada a través de la reflexión

de Bragg, confiere a los colestéricos sus colores característicos en reflexión y su notable

capacidad rotatoria.

Sin embargo, la complejidad de los colestéricos no termina aquí. Su paso puede ser

altamente influenciado por diversos factores, como la temperatura, el flujo, la composición

química y la aplicación de campos magnéticos o eléctricos. Estos elementos adicionales

añaden una capa de dinamismo y versatilidad a estas fascinantes estructuras moleculares.

Ejemplos de estructuras orgánicas que presentan fases colestéricas se ilustran en la figu-

ra (4.6). El nonanoato de colesterilo [(3S,8S,9S,10R,13R,14S,17R)-10,13-dimetil-17-[(2R)-

6- metilheptan-2-yl]-2,3,4,7,8,9,11,12,14,15,16,17-dodecahidro-1H-ciclopenta[a]fenantren-3-

il] es un típico colestérico y esméctico, fase que se presenta a continuación [107].

Esméctico

La característica distintiva de una mesofase esméctica, es que la diferencia de una

nemática o una colestérica, es su estructura en capas. Las moléculas se organizan en

capas y muestran ciertas correlaciones en sus posiciones, además de un ordenamiento

en su orientación. Estas capas tienen la capacidad de moverse de forma independiente

una sobre otra. Según el orden molecular dentro de estas capas, se pueden identificar

diferentes tipos de esmécticos. En el caso de un esméctico A, las moléculas están alineadas

perpendicularmente a las capas, sin un orden cristalino extendido dentro de ellas, como se

ilustra en la figura (4.5). Por otro lado, en un esméctico C, el eje molecular preferido no

es perpendicular a las capas, lo que confiere una simetría biaxial a la fase. En cuanto al

esméctico B, se caracteriza por un ordenamiento cristalino hexagonal dentro de las capas.

Existen varios compuestos que exhiben tanto fases nemáticas (o colestéricas) como

esmécticas. Generalmente, las fases a temperaturas más bajas presentan un mayor grado

de orden cristalino. Además, la mesofase nemática siempre se observa a una temperatura

más alta que la esméctica; las mesofases esmécticas ocurren en el siguiente orden: A → C

→ B a medida que la temperatura disminuye.
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Una molécula orgánica típica que presenta la fase esméctica es el cinnamato de 4-

(4- deciloxibencilidenoamino)-2-metilbutilo (DOBAMBC) [108] la cual se muestra en la

figura (4.6).

Columnar

La fase columnar es un tipo de fase líquido-cristalina en la que las moléculas se or-

ganizan en estructuras cilíndricas. Inicialmente, estas sustancias se denominaban cristales

líquidos discóticos debido a que las estructuras columnares estaban formadas por molécu-

las discóticas planas, como los derivados de trifenileno mostrados en la figura (4.5). Sin

embargo, investigaciones recientes han revelado una variedad de cristales líquidos colum-

nares que no consisten en mesógenos discoidales, lo que ha llevado a clasificar este estado

de la materia como cristales líquidos columnares [66, 68].

Los cristales líquidos columnares se clasifican según la disposición de las columnas. En

los cristales líquidos columnares nemáticos, por ejemplo, las moléculas no forman estruc-

turas de columna, sino que flotan con sus ejes cortos paralelos entre sí. En otros cristales

líquidos columnares, las columnas se organizan en redes bidimensionales, como hexagona-

les, tetragonales, rectangulares y en forma de espina de pescado, como se muestra en la

figura (4.5).

Los componentes fundamentales o moléculas que promueven el orden estructural dentro

de un cristal líquido se denominan mesógenos, y generalmente tienen una forma anisótropa

que determina las orientaciones preferidas de las moléculas cercanas.

Un típico columnar: 2,3,6,7,10,11-hexakis(hexiloxi)trifenileno (derivado del trifenileno)

tiene mesofases cristalinas, columnares, e isótropas [109], cuya fórmula topológica se mues-

tra en la figura (4.6).
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Figura 4.6: Compuestos típicos que forman mesofases nemáticas, colestéricas, esmécticas y
columnares. Nemáticos: a) (PAA). El estado nemático se encuentra a altas temperaturas,
entre 116°C y 135°C. b) (MMBA). El estado nemático se encuentra a temperatura ambien-
te, entre 20°C y 47°C. c) (5CB). El estado nemático se encuentra a temperatura ambiente,
entre 24°C y 35°C. Colestéricos típicos: d) (DOBAMBC) y e) nonanoato de colesterilo con
una fase colestérica entre 79°C y 90°C. f) Columnar típico: hexiloxi trifenileno presenta
mesofases cristalinas, columnares (70–100 °C), e isotrópicas.

Molécula Razón de Fase Temperatura
orgánica aspecto (κ)

PAA ≈ 4 nemática 116-135°C
MMBA ≈ 4 nemática 20-47°C
5CB ≈ 4 nemática 24-35°C
DOBAMBC ≈ 4 esméctica A 95-117°C

esméctica C 75-95°C
Nonanoato ≈ 4 colestérica 79-90°C
de colesterillo esméctica 77.5-79°C
hexiloxi ≈ 1 columnar 70-100°C
trifenileno

Tabla 4.1: Comparativa entre la razón de aspecto de las moléculas orgánicas de la figu-
ra (4.6), así como las temperaturas a las que aparecen las distintas fases que presentan.
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Antecedentes teóricos

Es bien sabido que hay alrededor de 1023 entes en un mol de cualquier sustancia. Una

computadora con un procesador de ultima generación (6 GHz1), es capaz de hacer alrede-

dor de 6 mil millones de cuentas por segundo, aún así necesitaría casi 3.18 millones de años

para contar hasta 1023. Dicho esto, es prácticamente imposible detallar exhaustivamente la

mecánica, ya sea clásica o cuántica, de un sistema de tal magnitud. En términos simples,

requeriría abordar una cantidad astronómica de segundas leyes de Newton o ecuaciones

de Schrödinger, lo cual resulta poco factible debido a la abrumadora cantidad de variables

independientes implicadas. Sin embargo, la mecánica estadística ofrece una solución desta-

cable, eficiente y precisa al considerar un conjunto limitado de variables como el volumen,

la masa, la temperatura y la presión. Esta disciplina aprovecha la ventaja del gran número

de partículas que conforman un sistema macroscópico, lo que facilita significativamente la

tarea de describirlo con precisión [110].

Las concepciones teóricas originadas a partir de los principios de la termodinámica

coincidieron con los resultados experimentales correspondientes. Paralelamente, la teoría

cinética de los gases, cuyo propósito era explicar el comportamiento macroscópico de los

sistemas gaseosos en términos del movimiento de sus moléculas, empezó a emerger como

una teoría sólida respaldada por el razonamiento matemático. Sin embargo, no fue, sino

hasta cerca de 1872 cuando se logró establecer una conexión directa entre la termodinámica
1https://www.intel.la/content/www/xl/es/products/docs/processors/core/

core-14th-gen-desktop-brief.html 28/marzo/2022
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y la mecánica estadística cuando Ludwig Boltzmann formuló su teorema-H, estableciendo

así una relación directa entre la entropía y la dinámica molecular.

Al mismo tiempo, la teoría cinética comenzó a ser reemplazada por la teoría probabilís-

tica basada en construcciones mentales del sistema denominadas ensambles. Las técnicas

resultantes tuvieron como consecuencia que a la termodinámica se le considerara como

una consecuencia fundamental de la combinación entre la estadística y la mecánica de

las moléculas que forman un sistema físico. El formalismo resultante se denominó Física

Estadística.

Se trata de un sistema físico compuesto por un gran número N de partículas, con-

finadas en un volumen V con una energía interna fija E. Para analizar este sistema, se

utiliza comúnmente el límite termodinámico, donde N y V tienden a infinito, mantenien-

do constante la razón N/V , que representa la densidad de partículas. En este límite, las

propiedades extensivas del sistema son proporcionales al tamaño total (N o V ), mientras

que las propiedades intensivas son independientes de este. La densidad de partículas sigue

siendo un parámetro clave para todas las propiedades físicas del sistema.

Para explicar la termodinámica de un conjunto de sistemas con N , V y E variables ter-

modinámicas establecidas, se busca una función de estado que dependa de estas variables.

Esta función de estado puede derivarse de la Primera Ley de la Termodinámica.

Para obtener la función de estado deseada, se inicia analizando cómo varía la energía

cuando se añade una pequeña cantidad de calor dQ al sistema y se efectúa un trabajo

infinitesimal dW sobre él [111]. Dado que E es una función de estado, ésta transformación

termodinámica puede realizarse a lo largo de cualquier trayectoria, y es especialmente útil

considerar una trayectoria reversible para la cual,

dE = dQrev + dWrev, (5.1)

donde Q y W no son funciones de estado, luego sus cambios deben ser caracterizados con el

subíndice “rev”. La cantidad de calor absorbida por el sistema puede estar relacionada con

el cambio en la entropía dS del sistema. Entonces dQrev = TdS donde T es la temperatura

del sistema.
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El trabajo realizado sobre el sistema se mide en términos de las variables V y N . Sea

P (V ) la presión del sistema en el volumen, V el trabajo mecánico puede realizarse sobre

el sistema al comprimirlo desde un volumen V1 hasta un nuevo volumen V2 < V1. Aun-

que generalmente se omite mencionar explícitamente la dependencia de P con el volumen

V , entonces dWrev = −PdV . La presión P no solo está determinada por V , sino tam-

bién por N y E. Aparte del trabajo mecánico asociado a la compresión de un sistema,

también es posible realizar trabajo químico sobre el sistema al incrementar el número de

partículas [112].

Si µ(N) representa el potencial químico del sistema con un cierto número de partículas

N (siendo µ también dependiente de V y E), cuando el número de partículas aumenta de

N1 a N2, se efectúa trabajo químico [113]. Este trabajo químico se puede escribir como,

W (químico) =
N2∑

Ni=N1

µ(Ni), (5.2)

donde claramente, el número de partículas en un sistema cambia en cantidades enteras,

∆N . Sin embargo, los cambios que consideramos son tan pequeños en comparación con

el número total de partículas (N ∼ 1023) que pueden aproximarse como cambios infini-

tesimales dN . Entonces, el trabajo químico para un cambio dN puede expresarse como

dW (químico)rev = µdN , donde se suprime la dependencia explícita de µ en N ,V o E. Por

lo tanto, el trabajo reversible total realizado sobre el sistema es dWrev = −PdV + µdN .

Con esto el cambio total en la energía queda como,

dE = TdS − PdV + µdN, (5.3)

donde reordenando términos, se llega a la expresión siguiente

dS =
1

T
dE +

P

T
dV − µ

T
dN, (5.4)

donde S es la entropía del sistema.

Ludwig Boltzmann dijo en 1877 que la entropía es una medida que puede vincularse

con la cantidad de estados microscópicos que tiene un sistema [114]. Max Planck formalizó
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esta conexión. Si se le llama Ω al número de estados microscópicos disponibles para un

sistema, entonces,

S(N, V,E) = k lnΩ(N, V,E), (5.5)

donde k es la constante de Boltzmann. Ya que S depende de N , V y E, se deduce que

Ω también debe depender de estos mismos parámetros. Suponiendo que podemos deter-

minar Ω(N, V,E) a partir de una descripción microscópica del sistema, la ecuación (5.5)

proporciona entonces una conexión entre esta descripción microscópica y las observables

termodinámicas macroscópicas [115]. La función Ω(N, V,E) es una medida de la cantidad

de espacio de fase disponible para el sistema. Y debe ser proporcional a la fracción de

espacio de fase consistente con la energía que describe al sistema en cuestión, es decir,

H(r,p) = E, (5.6)

donde H(r,p) es el Hamiltoniano del sistema. Lo cual, a su vez, debe ser proporcional

al área de la hiper-superficie de energía constante. Calcular la función de partición mi-

crocanónica Ω(N, V,E) y las propiedades termodinámicas de equilibrio asociadas para un

sistema descrito por un potencial de interacción de muchos cuerpos involucra el calculo de

interacciones no lineales. Lo cual se vuelve una tarea muy difícil si solo se utilizan méto-

dos analíticos. A menos que el sistema pueda ser simplificado de alguna manera, es poco

probable que las integrales involucradas en el cálculo de la función Ω pueden resolverse

analíticamente. En este caso, las únicas opciones son aplicar aproximaciones simplificadas,

sustituir el sistema dado por uno más simple o recurrir a métodos numéricos. Es aquí

donde interviene la metodología de la DM [112].

5.1. Ensambles estadísticos

En física estadística, se utiliza el término “ensamble” para referirse a una construcción

mental de sistemas físicos idénticos o equivalentes que se emplean para describir el com-

portamiento estadístico de un sistema termodinámico. Aunque cada sistema dentro del
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ensamble puede estar en un estado diferente, comparten propiedades macroscópicas como

la temperatura, la presión y el número de partículas.

Estos ensambles se emplean para calcular propiedades termodinámicas promedio de

un sistema, como la energía, la entropía y la magnetización, a partir de las distribu-

ciones de probabilidad de los diferentes estados microscópicos posibles del sistema. Los

ensambles más comunes, que se muestran en la tabla (5.1) incluyen el microcanónico,

isotérmico-isobárico, el canónico y el gran canónico, cada uno de ellos con restricciones

específicas sobre las variables termodinámicas que se mantienen constantes. Estos ensam-

bles son herramientas esenciales para establecer la conexión entre la física microscópica y

la macroscópica, y para comprender fenómenos estadísticos en sistemas físicos.

Consideremos cuatro ensambles ampliamente utilizados; el microcanónico (N,V,E), que

mantiene constante el número de partículas (N) el volumen del sistema (V) y la energía

(E), el canónico, que mantiene constante la temperatura (T) y el volumen (N,V,T), el

isotérmico-isobárico, que mantiene constante la temperatura, la presión y el número de

partículas (N,P,T), y el gran canónico, que mantiene constante el potencial químico, la

temperatura y el volumen (µ,V,T). Las demás propiedades termodinámicas deben calcu-

larse mediante promedios del grupo y, para cualquier estado específico, los valores instan-

táneos de la función de fase relevante diferirán de este valor promedio, lo que indica la

presencia de fluctuaciones [116].

Ensamble Microcanónico

El conjunto microcanónico se puede visualizar como n copias de un sistema aislado,

todas con el mismo volumen V , energía interna E y un número constante de partículas

N [117]. Aunque la energía interna total del sistema E es constante, se redistribuye con-

tinuamente entre las partículas, de modo que la energía de cada partícula εi, o su estado

cuántico, fluctúa. Cuando Ni es el número de partículas que ocupan el estado cuántico i

con el nivel de energía εi , la energía total del sistema se expresa como,

E =
∑
i

εiNi, (5.7)
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Ensamble Variables Fluctuaciones Sistema
de control Fluctuaciones termodinámico

Microcanónico número de partículas N energía de aislado
(NVE) volumen V cada partícula εi

energía interna E
Canónico número de partículas N energía interna E cerrado
(NVT) volumen V

temperatura T
Gran canónico potencial químico µ número de partículas N abierto
(µVT) volumen V energía interna E

temperatura T
Isotérmico- número de partículas N volumen V cerrado
Isobárico presión P energía interna E
(NPT) temperatura T

Tabla 5.1: Comparativa entre las características de los ensambles usualmente usados en
la física estadística, como sus variables de control y las propiedades que fluctúan en cada
uno.

donde la densidad de probabilidad para el ensamble microcanónico es proporcional a

δ[H(r,p)− E], (5.8)

donde H(r,p) representa el Hamiltoniano del sistema dependiente del conjunto de posi-

ciones y momentos. La función delta elige los estados de un sistema de N partículas en un

volumen V que poseen la energía E. Si el conjunto de estados es discreto, δ se comporta

como la delta de Kronecker, tomando valores de 0 o 1; en el caso de estados continuos,

δ se convierte en la función delta de Dirac. La función de partición (Q) del ensamble

microcanónico puede expresarse como,

Q =
∑
(r,p)

δ[H(r,p)− E], (5.9)

donde la suma toma en cuenta la indistinguibilidad de las partículas. En la expresión

cuasiclásica para Q, para un sistema atómico, la indistinguibilidad se aborda utilizando

un factor de 1/N !, tal que,
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Q =
1

h3NN !

∫
drdpδ[H(r,p)− E], (5.10)

donde h es la constante de Planck, la integral se hace sobre todas las coordenadas del

espacio de fases, que son 6N en total. El potencial termodinámico adecuado para la función

de partición del ensamble microcanónico corresponde al negativo de la entropía en la

ecuación (5.5) es

−S/k = − lnQ, (5.11)

donde el término que incluye la constante de Planck h en la ecuación (5.11) corresponde

al valor habitual de la entropía para el gas ideal.

Ensamble Canónico

La principal limitación del ensamble microcanónico radica en que las condiciones de

energía total constante no son las que se encuentran en la mayoría de los experimentos.

Por lo tanto, resulta crucial desarrollar ensambles que utilicen diferentes combinaciones

de variables de control termodinámicas para representar configuraciones experimentales

más comunes. Un ejemplo de esto es el ensamble canónico, donde las variables de con-

trol termodinámico son el número de partículas N , el volumen V y la temperatura T ,

que describen un sistema en contacto térmico con una fuente de calor infinita. Aunque

los experimentos se realizan más frecuentemente bajo condiciones de presión constante P

en lugar de volumen constante, o de potencial químico constante µ en lugar de núme-

ro de partículas constante, el ensamble canónico sigue siendo la base para los ensambles

isotérmico-isobárico y gran canónico. Además, para sistemas grandes, la distribución ca-

nónica a menudo es una aproximación aceptable a las distribuciones isotérmico-isobárica

y gran canónica, y cuando esto es cierto, los resultados obtenidos del ensamble canónico

no difieren mucho de los resultados de otros ensambles [117]. La densidad de probabilidad

del ensamble canónico es proporcional a

exp[−H(r,p)/kT ], (5.12)
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donde T es la temperatura y la función de partición se puede escribir como,

Q =
∑
(r,p)

exp[−H(r,p)/kT ], (5.13)

para un sistema atómico cuasi-clásico,

Q =
1

N !h3N

∫
drdp exp[−H(r,p)/kT ], (5.14)

Si se propone a la energía libre de Helmholtz A como función termodinámica, entonces la

ecuación (5.11) se escribe como

A = −kT lnQ. (5.15)

Ensamble isotérmico-isobárico

Para mantener una presión interna constante, es necesario permitir que el volumen de

un sistema varíe. De esta manera, se puede concebir un sistema isobárico como conectado

a un ”pistón” isótropo que ajusta uniformemente el tamaño del sistema en respuesta a las

fluctuaciones instantáneas de presión interna, de modo que la presión interna promedio

coincida con una presión externa aplicada. Es importante tener en cuenta que un indicador

de presión instantánea es la suma total de las fuerzas ejercidas por las partículas sobre

las paredes del contenedor, y el promedio de esta cantidad proporciona la presión interna

observada. Al acoplar un sistema a este pistón, se genera un conjunto conocido como el

conjunto isoentálpico-isobárico, en el cual tanto la entalpía como la presión permanecen

constantes. Recordemos que la entalpía se define como la suma de la energía interna y

el producto del volumen y la presión (H = U + PV ). Si además, el sistema intercambia

calor con un reservorio térmico que mantiene una temperatura constante T , entonces se

puede describir al sistema mediante el conjunto isotérmico-isobárico [117]. La densidad de

probabilidad para el ensamble isotérmico-isobárico [118] es proporcional a,

exp[−(H + PV )/kT ], (5.16)
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donde V es parte de las cantidades microscópicas r y p que componen el punto de estado.

La función de partición viene dada como,

∆ =
∑
(r,p)

∑
V

exp[−(H + PV )/kT ] =
∑
V

exp[−PV/kT ]Q, (5.17)

donde la suma sobre los posibles volúmenes también puede ser escrita como una integral,

en tal caso se debe elegir una unidad de volumen V0 para que la función sea adimensional.

En forma cuasi-clásica, para un sistema atómico, se escribe

∆ =
1

V0N !h3N

∫
dV

∫
drdp exp[−(H + PV )/kT ], (5.18)

donde la función termodinámica correspondiente es la energía libre de Gibbs G, y la

ecuación (5.11) se escribe como

G = −kT ln∆ (5.19)

5.2. Transiciones de fase

Cuando un sistema no es estable, este se separa en dos o más partes o bien experimenta

un cambio en su estado de agregación. Esta separación o cambio es lo que llamamos una

transición de fase. Las distintas formas en que se presenta la materia suelen ser recono-

cibles por sus características visuales (por ejemplo, es fácil distinguir el agua líquida del

hielo cristalino) o por la presencia de límites entre ellas (como el menisco que se forma

entre las fases líquida y gaseosa del alcohol), así como por diferencias en su organización

interna (por ejemplo, la orientación de los espines en dominios magnéticos). El análisis

formal de las transiciones entre estas fases tiene sus inicios al menos desde el descubri-

miento experimental de un conjunto específico de valores de parámetros termodinámicos

que definen una transición de líquido a gas; en 1822, Charles Caignard de la Tour describió

la transición entre las fases líquida y gaseosa en el alcohol mediante un conjunto de valores:

temperatura, presión y volumen. Más adelante, Thomas Andrews (1863) demostró expe-

rimentalmente que para una amplia gama de fluidos, las fases líquida y gaseosa pueden
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transformarse continuamente entre sí alrededor de dicho punto, en lo que se conocen como

transiciones de fase “continuas” por esa razón. Posteriormente, Andrews, trabajando con

CO2, llamó al punto definido en el que ocurre tal transformación, el “punto crítico” de la

sustancia.

Inicialmente, la idea del punto crítico se basaba en un conjunto básico de valores ter-

modinámicos. Más tarde, Josiah Willard Gibbs (1873) presentó el diagrama que visualiza

las diferentes fases en función de variables termodinámicas como temperatura y presión,

proporcionando una definición más completa del punto crítico. Este enfoque se aplicó con

éxito a diversos sistemas, desde fluidos hasta imanes. Simultáneamente, Johannes Diderik

van der Waals (1873) desarrolló la primera ecuación de estado para fluidos, identificando

puntos críticos. Pierre Curie (1895) luego investigó el punto crítico del ferromagnetismo,

cuya ubicación precisa fue teóricamente derivada por Pierre Weiss (1907), y posteriormente

etiquetada como el “punto de Curie”. Estos avances sentaron las bases para la investiga-

ción de transiciones de fase en múltiples sistemas, con un énfasis en cómo clasificarlas de

manera efectiva [119].
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Método

6.1. Dinámica molecular

La dinámica molecular (DM) es una técnica que posibilita llevar a cabo un experimento

virtual numérico utilizando un modelo que, en cierta medida, simula un sistema físico o

químico real. Este método de “laboratorio virtual” ofrece la ventaja de que varios de estos

experimentos pueden ser configurados y llevados a cabo fácilmente en serie o paralelo,

simplemente modificando los parámetros de control. Además, es posible crear condiciones

extremas, como alta temperatura y presión. Cabe mencionar que los resultados son tan

precisos como el modelo numérico utilizado. Además, los resultados pueden estar sesgados

si la simulación de DM no logra capturar un número suficiente de microestados durante el

tiempo de ejecución.

Alder y Wainwright realizaron el primer análisis de DM utilizando un sistema de es-

feras duras, lo que evidenció la presencia de una transición de fase sólido-líquido [120].

Luego, Rahman (1964) y Verlet (1967) [121] llevaron a cabo las primeras simulaciones

utilizando un potencial continuo para sistemas de 864 átomos de argón. Un avance signifi-

cativo posterior ocurrió cuando Berne y su equipo [122] realizaron simulaciones de DM de

líquidos diatómicos y describieron la evolución temporal de la reorientación molecular en

tales sistemas. Después de estas investigaciones, Stillinger y Rahman [123] llevaron a cabo

las primeras simulaciones de DM de agua en estado líquido. Poco después, Karplus y sus

34
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colaboradores informaron sobre los primeros cálculos de DM de proteínas. El tratamiento

explícito de los sistemas moleculares se hizo posible gracias a la implementación de técni-

cas para mantener patrones de enlace específicos, ya sea mediante fuerzas intermoleculares

rígidas [124] o mediante la imposición de restricciones holonómicas en la simulación [125].

Una restricción holonómica es una limitación impuesta en un sistema que restringe los

movimientos de sus componentes, pero no afecta la energía total del sistema. Estas restric-

ciones suelen ser impuestas en simulaciones computacionales, como en DM, para mantener

ciertas características estructurales o geométricas del sistema en estudio. Por ejemplo, en

el caso de una molécula, se pueden aplicar restricciones holonómicas para mantener la lon-

gitud de enlace entre átomos específicos constante durante la simulación, lo que permite

estudiar otros aspectos del sistema sin alterar su estructura molecular básica.

La DM ha experimentado un notable progreso gracias al avance de la computación de

alto rendimiento. Aunque los cálculos iniciales de Alder y Wainwright necesitaban super-

computadoras, hoy en día se pueden realizar en computadoras de escritorio. Sin embargo,

la DM ab initio, que calcula las interacciones interatómicas directamente de la estructura

electrónica, requiere recursos de supercomputación a gran escala. Este enfoque permite

el tratamiento explícito de eventos como la formación y ruptura de enlaces químicos. La

complejidad computacional de estos cálculos demanda el uso de tales recursos. A pesar

de ello, la DM es un campo emocionante y en constante evolución, y la disponibilidad de

software gratuito ha aumentado significativamente su uso.

La base teórica de la DM engloba, como ya se mencionó, resultados importantes de las

grandes mentes de la mecánica analítica como Euler, Hamilton, Lagrange y Newton. Las

moléculas que no pueden deformarse necesitan que se apliquen las ecuaciones de Euler,

posiblemente utilizando los cuaterniones de Hamilton. Por otro lado, las moléculas con

grados de libertad internos, pero que están restringidas estructuralmente, podrían em-

plear el método de Lagrange para integrar las restricciones geométricas en las ecuaciones

dinámicas.

Esta técnica debería permitir resolver las ecuaciones clásicas del movimiento para un

sistema formado por N entes interactuando con un potencial U(r) de la forma
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U(r) =
∑
i

u1(ri) +
∑
i

∑
j>i

u2(ri, rj) +
∑
i

∑
j>i

∑
k>j

u3(ri, rj, rk) + ..., (6.1)

dond la doble sigma del segundo término indica una suma sobre los pares i y j sin incluir

dobles productos (es decir, es lo mismo ij y ji), así lo mismo para el triple sigma del tercer

término. El primer término representa el efecto de algún campo externo (como campo

eléctrico o paredes del contenedor). El resto de los términos representan la interacción

entre las partículas [112].

Del experimento se ha determinado, mediante cálculos ab initio, cómo debe ser la for-

ma de un potencial de interacción, que por ahora basta con que dependa de la distancia

de separación entre los centros de masa rij = |rij| = |ri − rj|, una estimación fue reali-

zada en [126]. Las gráficas se retomarán más adelante. La forma más fundamental de las

ecuaciones de movimiento es el Lagrangiano

d

dt

∂L
∂ṙ

− ∂L
∂r

= 0, (6.2)

donde r = (x, y, z) y el Lagrangiano L(r, ṙ) se define en términos de la energía cinética y

potencial, tal que,

L = K(ṙ)− U(r) =
mṙ2

2
− U(r), (6.3)

donde el sistema de k-átomos, con coordenadas cartesianas r, se sustituye la ecuación (6.3)

en (6.2) y se recupera la expresión,

mr̈ = f , (6.4)

donde m es la masa de cada átomo y

f = ∇rL = −∇rU, (6.5)

donde f es la fuerza de cada átomo. Lo anterior también es válido para el centro de masa de

una molécula, con f = (fx, fy, fz) como la fuerza total de la i-ésima partícula. El subíndice
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i se ha omitido para la comodidad del lector. El momento generalizado p = (px, py, pz)

conjudado de la coordenada generalizada r = (x, y, z) se define como,

p =
∂L
∂ṙ

. (6.6)

El conjunto microcanónico en DM engloba todos los estados microscópicos en una super-

ficie de energía constante, denotada por la ecuación (5.6) Esta observación sugiere una

conexión estrecha con la mecánica hamiltoniana clásica, donde las ecuaciones de movi-

miento conservan la energía total, representada por dH/dt = 0 lo que implica que H es

constante. Consideremos un sistema que sigue las ecuaciones de Hamilton, tal que,

ṙ =
∂H
∂p

, ṗ = −∂H
∂r

, (6.7)

donde las ecuaciones de movimiento conservan el Hamiltoniano H, lo que significa que una

trayectoria calculada según estas ecuaciones generará configuraciones microscópicas dentro

de un conjunto microcanónico con energía E. Si el sistema con energía E tiene la capacidad

de explorar todas las configuraciones en la hiper-superficie de energía constante, se con-

sidera ergódico y puede emplearse para generar un conjunto microcanónico. Los sistemas

dinámicos ofrecen un enfoque poderoso para crear conjuntos y calcular sus promedios, lo

que constituye la base de la metodología de la DM, una técnica ampliamente utilizada

en la resolución de problemas de mecánica estadística. El Hamiltoniano se define con la

ecuación dada por,

H(p, r) =
∑

ṙp− L(r, ṙ), (6.8)

donde se asume que se puede escribir r como una función del momento p. Para el propósito

de este trabajo (que implica un potencial U(r) que no depende de las velocidades ni del

tiempo), esto se simplifica hasta llegar a la expresión,

H(p, r) = K(p) + U(r) =
p2

2m
+ U(r), (6.9)

donde H se convierte automáticamente en la energía [127]. En el caso de coordenadas
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cartesianas, las ecuaciones de Hamilton adquieren la siguiente forma

ṙ = p/m, (6.10)

ṗ = −∇rU = f , (6.11)

donde determinar las trayectorias del centro de masa implica resolver un sistema de 3N

ecuaciones diferenciales de segundo orden (6.4) o un conjunto equivalente de 6N ecuaciones

diferenciales de primer orden (ecuaciones (6.10) y (6.11)). Antes de abordar cómo hacer

esto, se pueden hacer algunas observaciones generales sobre las ecuaciones mismas.

Una consecuencia de la ecuación (6.7), es que en ciertas circunstancias puede conser-

varse un momento generalizado particular pk, es decir, ṗk = 0. El requisito es que L, y

por ende, H en este caso, deben ser independientes de la coordenada generalizada co-

rrespondiente qk. Para cualquier conjunto de partículas, es posible elegir seis coordenadas

generalizadas, cuyos cambios corresponden a traslaciones del centro de masa y rotaciones

alrededor del centro de masa, para el sistema en su conjunto. Si la función potencial U de-

pende únicamente de las magnitudes de las separaciones de partículas y no hay un campo

externo aplicado, entonces U , H y L son independientes de estas seis coordenadas gene-

ralizadas. Los momentos conjugados correspondientes, en coordenadas cartesianas, son el

momento lineal total [128],

P =
∑
i

Pi, (6.12)

y el momento angular total,

L =
∑
i

ri ×Pi =
∑
i

miri × ṙi, (6.13)

ahora suponemos que tenemos una función A(p,q) y cuya evolución temporal se determina

por

dA
dt

= {A,H}, (6.14)
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donde los corchetes son el paréntesis de Poisson definido como,

{A,H} =
∂A
∂r

∂H
∂p

− ∂A
∂p

∂H
∂r

, (6.15)

con la evolución de A se recuperan las ecuaciones de Hamilton. Sea, por ejemplo, A(x, px) =

x, y H definido en (6.9) se sustituyen en (6.14) y al evaluar en (6.15), se llega a

dx

dt
= {x,H} =

∂x

∂x

∂H
∂px

− ∂x

∂px

∂H
∂x

=
px
m

= ẋ, (6.16)

donde nos dice que la posición evoluciona según (6.10) como era de esperarse. Cabe señalar

que esto es válido para las demás coordenadas cartesianas. De forma análoga, si se elige

A(x, px) = px se obtiene

dpx
dt

= {px,H} =
∂px
∂x

∂H
∂px

− ∂px
∂px

∂H
∂x

= −∂U(x)

∂x
= fx, (6.17)

de este modo, podemos notar que la progresión de los momentos revela la presencia de

fuerzas. Por supuesto que esto se extiende a cualquier sistema con un Hamiltoniano deter-

minado. Si introducimos un vector representado por Γ = (r,p) y formulamos las ecuaciones

de Hamilton en relación con (6.14), se obtiene que,

dΓ

dt
= {Γ,H}, (6.18)

ahora se define un operador que actúa sobre Γ, análogo a los corchetes de Poisson como

sigue,

iLΓ = {Γ,H}, (6.19)

donde iL es el operador de Liouville. Como el Hamiltoniano no depende del tiempo ex-

plícitamente, se pueden escribir las ecuaciones de movimiento de dicho operador como

sigue,

Γ̇ = iLΓ, (6.20)
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dΓ

dt
= iLΓ, (6.21)

reordenando (6.21) se llega a,

∫ Γ(t)

Γ(0)

dΓ

Γ
=

∫ t

t0

iLdt, (6.22)

cuya solución es,

Γ(t) = eiLtΓ(0) (6.23)

donde eiLt es el operador propagador clásico, t es el tiempo total de integración. La ecuación

(6.23) representa el estado final del sistema al tiempo t = ∆t con las nuevas posiciones

y momentos (r,p). Todo esto es el punto de partida para la derivación de métodos de

integración numéricos.

Consideremos un sistema dinámico cuya evolución está definida por un Hamiltoniano

H(p,x). De la mecánica estadística se sabe que un sistema es ergódico si cualquier trayec-

toria del sistema recorre todo el espacio de fases accesible de manera uniforme, después de

un tiempo suficientemente grande. Esta propiedad ergódica permite realizar una simplifi-

cación importante en el cálculo de promedios estadísticos. En el ensamble microcanónico,

el promedio de una cantidad física a se calcula como el promedio sobre una superficie de

energía constante E, definido por,

⟨a⟩ =
∫
dx a(x)δ(H(x)− E)∫
dx δ(H(x)− E)

, (6.24)

donde δ es la función delta de Dirac, que restringe las integrales al hiperplano definido por

H(x) = E. En sistemas ergódicos, debido a la hipótesis ergódica, este promedio microca-

nónico es equivalente al promedio temporal a lo largo de una trayectoria que evoluciona

durante un tiempo infinitamente largo. El promedio temporal se define como,

ĺım
T →∞

1

T

∫ T

0

dt a(xt) ≡ a, (6.25)

aquí, xt denota el estado del sistema en el tiempo t, y T es el período sobre el cual
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se promedia. En la DM computacional, se emplean métodos numéricos para resolver las

ecuaciones (6.7) bajo un conjunto específico de condiciones iniciales. Esto implica usar

un integrador numérico para las ecuaciones de movimiento, un aspecto que será tratado

más adelante. El integrador genera vectores en el espacio de fase en momentos discretos,

que son múltiplos de un parámetro de discretización temporal fundamental, ∆t (llamado

paso de tiempo). A partir de la condición inicial x0, se producen los vectores en el espacio

de fase xn∆t. El promedio de una propiedad a(x) en el conjunto está relacionado con el

promedio temporal discretizado, tal que,

A = ⟨a⟩ = 1

M

M∑
n=1

a(xn∆t), (6.26)

la DM tiene la particularidad de ofrecer tanto promedios de equilibrio como información

dinámica al mismo tiempo, una característica que no comparten otros métodos de equilibrio

como el MC.

La suposición de ergodicidad en la DM es cuestionable. Esta suposición no es aplicable

a sistemas con energía potencial u(r) que poseen barreras significativas, donde U(r) >

E, generando separatrices en el espacio de fase. La demostración de la ergodicidad o su

ausencia en sistemas con múltiples grados de libertad es generalmente complicada. La

validez de la hipótesis ergódica suele ser local, más que global. Según el teorema del virial,

la energía promedio en un modo dado es kT en equilibrio si la energía se distribuye de

manera equitativa. Sin embargo, la energía de un modo fluctúa constantemente. Por lo

tanto, si un modo específico enfrenta una barrera significativa, se necesitará un tiempo

considerable para que ocurra una fluctuación que acumule suficiente energía y permita el

cruce de la barrera [128].

Para investigar un fenómeno, es necesario que este ocurra en escalas de tiempo y longi-

tud que sean manejables por el método de cálculo empleado. Algunos tipos de fenómenos

pueden requerir múltiples ejecuciones con distintas condiciones iniciales para capturar

adecuadamente los diversos comportamientos posibles, lo que incrementa las exigencias

computacionales. La reducción del tamaño del sistema intensifica las fluctuaciones y limi-

ta la precisión de las mediciones; además, los efectos debidos al tamaño finito, incluida la
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forma de la región de simulación, pueden afectar ciertos resultados como los fenómenos

críticos.

Los líquidos son el estado de la materia más investigado mediante métodos de DM. Esto

se debe a que, a diferencia de los sólidos y los gases, los cuales tienen fundamentos teóricos

bien establecidos, no existe una teoría general para los líquidos. En el caso de los sólidos,

la teoría parte del supuesto de que los constituyentes atómicos experimentan pequeñas

oscilaciones alrededor de posiciones fijas en una red cristalina; mientras que para los gases,

se considera átomos independientes y las interacciones se introducen como perturbaciones

débiles. Sin embargo, en los líquidos las interacciones son tan importantes como en los

sólidos, pero no hay una estructura ordenada inicial sobre la cual basarse.

La simulación de DM se utiliza en una amplia gama de áreas, incluyendo estudios fun-

damentales como equilibración y difusión, transiciones de fase, comportamiento colectivo,

fluidos complejos, polímeros, sólidos, biomoléculas y dinámica de fluidos. Esto abarca des-

de propiedades básicas hasta aplicaciones avanzadas en ciencia de materiales, biología y

física de fluidos.

6.2. Configuracion inicial

Como se discute en el libro de Allen y Tildesley [129] en la simulación de DM, es

importante elegir correctamente la configuración inicial de los átomos. Las configuraciones

más utilizadas incluyen; la cúbica simple (SC) en esta configuración, los átomos están

ubicados en los vértices de un cubo, cúbica centrada en las caras (FCC) los átomos están

ubicados en los vértices y en el centro de cada cara de un cubo y cúbica centrada en el

cuerpo (BCC) los átomos están en los vértices y en el centro del cubo. Estas configuraciones

varían en su fracción de empaque, que es el volumen ocupado por los átomos dividido por

el volumen total disponible. La fracción de empaquetamiento se calcula como sigue,

ϕ =
NVátomo

Vcelda
=

1

6
ρπσ3, (6.27)

donde N es el número de átomos por celda unitaria, Vátomo es el volumen de un solo

átomo, Vcelda es el volumen de la celda unitaria y ρ es la densidad del sistema. La SC es



Método 43

la menos densa, por tener los átomos ubicados en los vértices. La FCC es una de las más

densas y eficientes en términos de empaquetamiento mientras que la BCC permite cierta

compactación sin alcanzar la densidad del FCC. En la figura (6.1) se describen visualmente

las configuraciones SC, FCC y BCC. Ahora, se presenta un pseudocódigo en Fortran 90

para iniciar una configuración cúbica simple.
1 subroutine configuracion_cubica
2 a = !parametro de la red
3 index = 0
4 do i = 0, n-1
5 do j = 0, n-1
6 do k = 0, n-1
7 index = index + 1
8 pos_x = i * a
9 pos_y = j * a

10 pos_z = k * a
11 end do
12 end do
13 end do
14 end subroutine configuracion_cubica

Pseudocódigo 6.1: Configuración SC en Fortran 90.

(a) (b) (c)

Figura 6.1: Panel (a): configuración cúbica simple (SC). Panel (b): configuración cúbica
centrada en las caras (FCC). Panel (c): configuración cúbica centrada en el cuerpo (BCC).

6.3. Método de diferencias finitas

En la construcción de métodos de integración para sistemas Hamiltonianos, dos propie-

dades esenciales deben ser consideradas cuidadosamente. La primera de estas propiedades

se relaciona con el Teorema de Liouville, el cual establece que en un sistema Hamilto-

niano, el elemento de volumen en el espacio fase se conserva a lo largo del tiempo. En

otras palabras, a medida que el sistema evoluciona, el volumen en el espacio fase permane-

ce constante. La segunda es la reversibilidad en el tiempo de las ecuaciones de Hamilton.
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Esta característica implica que si conocemos el estado del sistema en un momento inicial,

podemos predecir su estado en cualquier momento futuro, así como también retroceder

en el tiempo y determinar su estado en momentos anteriores. Es decir, si una condición

inicial evoluciona a lo largo de un cierto intervalo de tiempo, el sistema puede volver al

mismo estado inicial en un intervalo de tiempo igual. Esta propiedad de reversibilidad en

el tiempo es una característica distintiva de los sistemas Hamiltonianos.

Es importante destacar que cualquier esquema de integración utilizado para resolver

las ecuaciones de Hamilton debe respetar estas dos propiedades fundamentales. Los in-

tegradores que cumplen con estas propiedades se denominan integradores simplécticos, y

son esenciales para garantizar una integración numérica precisa y estable de los sistemas

Hamiltonianos. Por lo tanto, comprender y mantener estas propiedades es esencial para la

construcción de modelos y simulaciones. Uno de ellos es el método de diferenciales finitas.

Los estudios de simulación con modelos moleculares “realistas”, implican que la energía

potencial y la fuerza entre dos partículas varíen continuamente según su distancia. Los

movimientos de todas las partículas están acoplados, dado que cada partícula interactúa

simultáneamente con todas las demás en el sistema. Esto hace que la integración analítica

de las ecuaciones diferenciales de segundo orden, que describen este problema de muchos

cuerpos, sea imposible.

Para abordar este desafío, se utiliza un enfoque estándar: la integración numérica de

las ecuaciones de movimiento de Newton mediante métodos de diferencias finitas. Estos

métodos subdividen la integración a lo largo del tiempo t en una serie de pasos de tiempo

cortos δt. En cada paso de tiempo, se calculan las fuerzas fi que actúan sobre las partículas

en sus posiciones actuales ri. Se asume que estas fuerzas permanecen constantes durante

el pequeño intervalo de tiempo δt, lo que permite combinarlas con la información dinámica

conocida (posiciones y velocidades) en t (o en pasos de tiempo anteriores) para predecir

nuevas posiciones y velocidades, en el siguiente paso de tiempo t+ δt.

Para llevar a cabo esta predicción, los métodos de diferencias finitas generalmente em-

plean expansiones truncadas de Taylor para la posición r y sus derivadas, como la velocidad

ṙ como primera derivada, la aceleración r̈ como segunda derivada, y así sucesivamente.
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ri(t+ δt) = ri(t) + ṙi(t)δt+
1

2
r̈i(t)δt

2 +
1

6

...
r i(t)δt

3 +O(δt4), (6.28)

ṙi(t+ δt) = ṙi(t) + r̈i(t)δt+
1

2

...
r i(t)δt

2 +O(δt3), (6.29)

r̈i(t+ δt) = r̈i(t) +
...
r i(t)δt+O(δt2), (6.30)

...
r i(t+ δt) =

...
r i(t) +O(δt), (6.31)

donde el término O(δtn) establece el nivel de error de truncamiento de la expansión de

Taylor, siendo calculado a través del primer término que ha sido excluido. Existen nume-

rosos métodos de diferencias finitas disponibles para investigaciones en DM, y hay diversos

aspectos que deben tenerse en cuenta al seleccionar uno apropiado. Es crucial considerar

su gasto computacional, precisión, estabilidad y capacidad para conservar la energía. El

algoritmo debe calcular las fuerzas una sola vez por paso de tiempo, reproducir la trayec-

toria del sistema con precisión, permitir el uso de pasos de tiempo largos y satisfacer las

leyes de conservación de la energía y el momento [130].

6.4. Velocity Verlet

Una forma particularmente esclarecedora de expresar el algoritmo de Verlet es mediante

lo que se conoce como forma de velocidad Verlet, desarrollado por Swope et al. [131], es

de los métodos de diferencias finitas más utilizados debido a su simplicidad, estabilidad

numérica y manejo efectivo de las velocidades [117]. Las posiciones se calculan utilizando

una expansión de Taylor hasta el término O(δt3), mientras que la actualización de las

velocidades se basa en una expansión de Taylor hasta el término O(δt2). Este método

actualiza las velocidades en dos etapas, incluyendo un paso intermedio en (t+ 1
2
δt)
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ṙ

(
t+

1

2
δt

)
= ṙ(t) +

1

2
δtr̈(t), (6.32)

r(t+ δt) = r(t) + δtṙ

(
t+

1

2
δt

)
, (6.33)

ṙ(t+ δt) = ṙ

(
t+

1

2
δt

)
+

1

2
δtr̈(t+ δt), (6.34)

donde el primer paso (6.32) es un proceso de semialejamiento de las velocidades ṙ(t) hacia

un momento intermedio
(
t + 1

2
δt

)
, utilizando los valores de las aceleraciones r̈(t) en el

tiempo t; estas velocidades intermedias son luego empleadas para impulsar las coordenadas

desde el tiempo t hasta (t+ δt) en el paso (6.33). Posteriormente, se realiza una evaluación

de fuerzas para obtener r̈(t+ δt) en el último paso (6.34), que finaliza la evolución de las

velocidades. Este proceso se ilustra en la figura (6.2) Las ecuaciones se traducen prácti-

camente directamente a código de computadora, es posible calcular magnitudes como la

energía cinética sumando los cuadrados de las velocidades, o el vector total del momento,

mediante la suma de las diferentes componentes cartesianas de la velocidad.

r

t tt+δt t t+δt t t+δtt+δt

r
.

r
..

Figura 6.2: Esquema del algoritmo velocity Verlet: las posiciones r(t), velocidades ṙ(t) y
aceleraciones r̈(t) se utilizan para estimar las nuevas posiciones r(t+δt); con las velocidades
y aceleraciones se avanza a ṙ(t + 1

2
δt). Las aceleraciones r̈(t + δt) dan lugar a las nuevas

posiciones r(t+ δt), que junto con ṙ(t+ 1
2
δt) proporcionan las nuevas velocidades r(t+ δt).

En este algoritmo, se usa una forma aproximada del propagador (6.23), que surge de

separar iL de (6.19) en dos contribuciones [132],

iL =
∂

∂r

∂H
∂p

− ∂

∂p

∂H
∂r

= ṙ
∂

∂r
+ f

∂

∂p
= iL1 + iL2, (6.35)

al hacer actuar el operador por separado a cualquier función del espacio fase (ver A.1), se

llega a que
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(iL1iL2 − iL2iL1)Γ ̸= 0, (6.36)

lo anterior quiere decir que los operadores no conmutan entre sí, lo que complica su uso

para propagar un sistema clásico. Por otro lado, se puede proponer, escribirlo en la forma

eiLt = eiL1teiL2t, (6.37)

sin embargo, al expandir en series de Taylor uno llega a que

eiLt ̸= e(iL1+iL2)t, (6.38)

este cálculo se puede revisar en el apéndice A.1. Para solucionar este problema, se emplea el

teorema de Trotter con el cual es posible factorizar el propagador clásico, el cual establece

e(iL1+iL2)t ≈ ĺım
M→∞

(eiL2t/2MeiL1t/MeiL2t/2M)M, (6.39)

Demostrar la expresión (6.39) rebasa los objetivos de este trabajo de investigación, pero

si el lector lo desea se puede revisar en [133]. Esta aproximación del propagador lleva al

sistema hasta un tiempo t aplicando M veces el operador. También es una aproximación al

propagador para pequeños intervalos de tiempo t/M . Entonces tenemos la aproximación

para un solo paso de integración al propagador clásico. Definiendo ∆t = t/M como un

paso de integración se tiene la aproximación para un solo paso de integración al propagador

clásico, es decir

eiL∆t = e(iL1+iL2)∆t ≈ eiL2∆t/2eiL1∆teiL2∆t/2, (6.40)

esta factorización asegura que el integrador resultante cumple con el Teorema de Liouville,

el cual establece la conservación del elemento de volumen del espacio fase y la reversibilidad

en el tiempo de las ecuaciones de Hamilton [112]. La ecuación de movimiento 6.23 se puede

expresar de la siguiente manera

Γ(∆t) = eiL2∆t/2eiL1∆teiL2∆t/2Γ(0), (6.41)
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para una partícula, el propagador para su movimiento queda

Γ(∆t) = e(
∆t
2
f ∂
∂p

)e(∆tṙ ∂
∂r

)e(
∆t
2
f ∂
∂p

), (6.42)

para evaluar (6.42) se usa

ea
∂

∂g(x) = 1 +
a

g(x)
, (6.43)

Después de hacer los cálculos algebraicos se llega a las siguientes ecuaciones en término de

las velocidades ṙ = p/m

ṙ

(
t+

∆t

2

)
= ṙ(t) +

1

2m
f(t)∆t, (6.44)

r(t+∆t) = r(t) + ṙ(t)∆t+
1

2m
f(t)∆t2, (6.45)

ṙ(t+∆t) = ṙ

(
t+

∆t

2

)
+

1

2m
f(t+∆t)∆t, (6.46)

que, como era de esperarse, es el algoritmo de velocity Verlet. Donde, después de avanzar

las posiciones, se deben calcular las fuerzas f(∆t) con (6.45) a partir de las posiciones r(∆t).

Este algoritmo permite el cálculo tanto de posiciones como de velocidades al tiempo ∆t

partiendo de condiciones iniciales al tiempo t = 0.

A continuación se incluye un ejemplo de cómo se programa el código de velocity Verlet

en Fortran 90.
1 N = size(posiciones , 1)
2

3 ! Actualizacion de posiciones y velocidades
4 do i = 1, N
5 posiciones(i,:) = posiciones(i,:) + velocidades(i,:) * dt
6 + 0.5 * aceleraciones(i,:) * dt**2
7 end do
8

9 ! Aqui se deberia recalcular las aceleraciones
10 ! basado en las nuevas posiciones
11 call calcularAceleraciones(posiciones , aceleraciones)
12

13 ! Actualizacion de velocidades
14 do i = 1, N
15 velocidades(i,:) = velocidades(i,:)
16 + 0.5 * (aceleraciones(i,:) + aceleraciones_nuevas(i,:)) * dt
17 end do
18

19 ! La funcion calcularAceleraciones ()
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20 ! debe ser definida para calcular las nuevas aceleraciones
21 subroutine calcularAceleraciones(posiciones , aceleraciones)
22 ! Implementacion del calculo de aceleraciones
23 ! basado en el potencial utilizado
24 end subroutine calcularAceleraciones

Pseudocódigo 6.2: Algoritmo velocity Verlet en Fortran 90.

Para calcular las aceleraciones en el contexto del algoritmo de velocity Verlet, gene-

ralmente se necesitan evaluar las fuerzas que actúan sobre cada partícula debido a las

interacciones intermoleculares y luego usar la segunda ley de Newton para convertir estas

fuerzas en aceleraciones. Aquí se muestra cómo se podrían calcular las aceleraciones con

un pseudocódigo en Fortran 90.
1 subroutine calcularAceleraciones(posiciones , aceleraciones)
2 N = size(posiciones , 1)
3 aceleraciones = 0.0 ! Inicializar las aceleraciones
4

5 do i = 1, N
6 fuerza_total = [0.0, 0.0, 0.0]
7 do j = 1, N
8 if (i /= j) then
9 ! Calculo de la fuerza entre las particulas i y j

10 fuerza_total = fuerza_total + fuerza(posiciones(i,:), posiciones(j,:))
11 end if
12 end do
13 ! Segunda ley de Newton: F = ma , a = F/m
14 ! Asumiendo masa unitaria para simplificar , a = F
15 aceleraciones(i,:) = fuerza_total
16 end do
17 end subroutine calcularAceleraciones
18

19 function fuerza(p1, p2)
20 ! Implementacion del calculo de la fuerza
21 ! Aqui se deberia calcular la fuerza entre
22 ! dos particulas basada en el potencial intermolecular
23 fuerza = ... ! Resultado del calculo de la fuerza
24 end function fuerza

Pseudocódigo 6.3: Función para calcular las aceleraciones en el algoritmo velocity Verlet.

El cálculo de la fuerza en simulaciones de DM generalmente se basa en el potencial

intermolecular entre las partículas. Uno de los potenciales más utilizados es el potencial

de Lennard- Jones [4]:

u(r) = 4ϵ

[(σ
r

)12

−
(σ
r

)6
]
, (6.47)

donde σ es el diámetro de la partícula, u(r) denota la energía potencial entre dos partículas,

la cual depende de la distancia r que separa dichas partículas. El símbolo ϵ representa

la profundidad del pozo de potencial, reflejando la intensidad máxima de la interacción
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entre las partículas. Por su parte, σ indica la distancia en la cual el potencial entre dos

partículas se anula, marcando el equilibrio entre atracción y repulsión. Finalmente, r mide

la separación efectiva entre las partículas. En la figura (6.3) se muestra la gráfica del

potencial de (LJ).

1 2 3

−1

0

1

2

r/σ

u
(r
)/
ϵ

Potencial de Lennard-Jones

Figura 6.3: Gráfica del potencial de Lennard-Jones [4].

Aquí se presenta un ejemplo de cómo calcular la fuerza entre dos partículas que in-

teractúan mediante el potencial de Lennard-Jones, utilizando un pseudocódigo en Fortran

90.
1 function fuerza(p1, p2)
2 eps = 1.0 ! Profundidad del pozo de potencial
3 sigma = 1.0 ! Distancia a la cual el potencial es cero
4 r2 = sum((p1 - p2)**2)
5 r = sqrt(r2)
6 r6 = r2**3
7 r12 = r6**2
8

9 !Calculo de la fuerza segun el
10 potencial de Lennard -Jones
11 fuerza = 48.0 * eps * (sigma **12 / r12 -
12 0.5 * sigma **6 / r6) / r2
13 fuerza = fuerza * (p1 - p2)
14 end function fuerza

Pseudocódigo 6.4: Cálculo de la fuerza usando el potencial de Lennard- Jones en Fortran
90.
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6.5. Termostato y barostato

Para obtener propiedades termodinámicas a partir de simulaciones de DM que sean

comparables con datos experimentales, es necesario llevar a cabo las simulaciones bajo

condiciones de temperatura constante o bien presión constante, las cuales son relevantes

desde un punto de vista experimental. En este apartado, se exploran métodos para realizar

simulaciones a temperatura y presión constante, conocidos como “termostatos” y “baros-

tatos”. Esto se puede motivar por varias razones: para emular condiciones experimentales,

estudiar procesos dependientes de la temperatura, evacuar calor en simulaciones no equi-

libradas, mejorar la eficiencia de búsquedas conformacionales y evitar derivas de energía

constante debido a errores numéricos.

En el apéndice A.2 se presenta la relación de Maxwell-Boltzmann, la cual proporciona

la distribución de probabilidad de las velocidades de las partículas dentro de un sistema

en función de la temperatura. La ecuación A.24 relaciona directamente la energía cinética

de un sistema con su temperatura. Resolver la ecuación para la temperatura instantánea

T da como resultado

T (t) =

∑
i
mi

2
ṙ2i (t)

Nk
, (6.48)

con N los grados de libertad del sistema. Se toma en cuenta el movimiento de todas las

partículas en el espacio. la forma usual de controlar la temperatura es escalar las velocida-

des por un factor λ de manera que la energía cinética resultante del sistema corresponda

a la temperatura impuesta T, es decir

T =

∑
i
mi

2
(λ(t)ṙi(t))

2

NkB
, (6.49)

de donde se puede ver que el factor de escala debe ser

λ(t) =

√
T

T (t)
, (6.50)

aunque el escalado de velocidades es la forma más simple de ajustar la temperatura del
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sistema, no genera una distribución canónica. Por lo tanto, debería usarse como máximo

en la etapa de equilibrio de una simulación.

Termostato de Nosé-Hoover

Nosé [134, 135] presentó una metodología determinística para generar una distribución

canónica mediante la inclusión de una variable adicional denominada s. Esta variable

representa un depósito de calor térmico en contacto con el sistema y está caracterizada

por un momento conjugado ps y una masa efectiva QT. El Lagrangiano del sistema de

N partículas, descrita en la ecuación (6.3), se expande al agregar un término de energía

potencial Us y un término de energía cinética Ks asociado con la variable dinámica s

L = K +Ks − U(r)− Us. (6.51)

Este método ilustra una técnica de termalización en la que el sistema se extiende para

incluir un baño térmico. El parámetro s se utiliza para ajustar las velocidades de las

partículas y así lograr la temperatura deseada T. Este ajuste en las velocidades puede

entenderse como un re-escalamiento en el paso de tiempo δt. El momento escalado p se

denomina momento real, mientras que p′ se interpreta como momento virtual. Las variables

reales están relacionadas con las variables virtuales de la formulación Lagrangiana como

se muestra a continuación, un desarrollo extenso se puede consultar en [136],

r′ = r, (6.52)

p′ = sp, (6.53)

δt′ = sδt, (6.54)

con estas variables, el Hamiltoniano se expresa como

H′ =
p′2

2ms2
+ U(r′) +

p′2s
2QT

+ kBTN ln s, (6.55)

donde las ecuaciones de movimiento de las variables virtuales se pueden derivar de las
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siguientes ecuaciones (6.7)

dr′

dt′
=

∂H′

∂p′ =
p′

ms2
, (6.56)

dp′

dt′
= −∂H′

∂r′
= −∂U(r′)

∂r′
, (6.57)

ds

dt′
=

∂H′

∂p′s
=

p′s
QT

, (6.58)

dps
dt′

= −∂H′

∂s
=

p′2

ms3
− NkBT

s
, (6.59)

(6.60)

con la variable dinámica s, el paso de tiempo δt fluctúa en tiempo real según la ecuación

(6.54), lo que dificulta el cálculo de propiedades dinámicas y de transporte. Hoover mejoró

el método de Nosé simplificando la conversión de variables virtuales a reales mediante la

introducción del parámetro de fricción ζ

ζ =
1

s

ds

dt
=

ds

dt′
=

p′s
QT

, (6.61)

entonces, las ecuaciones de movimiento de las variables reales r y p en el tiempo real son

dr

dt
=

dr′

dt′
dt′

dt

dr

dr′
=

p′

ms2
· s · 1 =

p′

ms
=

p

m
, (6.62)

dp

dt
=

d(p′/s)

dt′
· dt

′

dt
=

[
1

s

dp′

dt′
− p′

s2
ds

dt′

]
· s, (6.63)

= −∂U(r′)

∂r′
− p

ds

dt′
, (6.64)

= −∂U(r)

∂r
− ζp, (6.65)

la evolución temporal del parámetro ζ es

dζ

dt
=

1

QT

[
p′2

m
−NkBT

]
, (6.66)

el primer término va como la temperatura instantánea T debida a la energía cinética
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del sistema, entonces la evolución temporal del parámetro de fricción se describe por la

diferencia entre la temperatura cinética real del sistema T y la temperatura impuesta T

dζ

dt
=

NkB
QT

[T (t)− T], (6.67)

El vínculo entre el sistema y el baño térmico se determina mediante la masa efectiva QT, la

cual se puede ajustar durante la simulación. Un valor elevado de este parámetro indica un

intercambio de energía más lento entre el sistema y el depósito de calor. La implementación

del termostato de Nosé-Hoover es posible en métodos de diferencias finitas estándar que

emplean funciones de velocidad explícitas. Por ende, la función encargada de actualizar

el parámetro de fricción ζ se adapta a la función de velocidad del algoritmo [117]. A

continuación se muestra un pseudocódigo para programar el termostato de Nosé-Hoover

en Fortran 90.
1 ! Inicializacion de parametros
2 Q = 1.0 ! Masa ficticia
3 zeta = 0.0 ! Coeficiente de friccion
4 zeta_dot = 0.0 ! Derivada temporal de eta
5 T_desired = 300 ! Temperatura deseada
6 dt = 0.01 ! Paso de tiempo
7

8 ! Actualizacion de velocidades y coeficiente de friccion
9 do i = 1, N

10 v(i) = v(i) * exp(-zeta * dt / 2.0)
11 end do
12

13 ! Calculo de la temperatura actual
14 T_current = calcularTemperatura(v, N)
15

16 ! Actualizacion de la derivada de zeta
17 zeta_dot = (T_current / T_desired - 1.0) / Q
18

19 ! Actualizacion de zeta
20 zeta = zeta + zeta_dot * dt
21

22 ! Segunda actualizacion de velocidades
23 do i = 1, N
24 v(i) = v(i) * exp(-zeta * dt / 2.0)
25 end do
26

27 ! La funcion calcularTemperatura () debe ser definida
28 ! para calcular la temperatura actual del sistema
29 function calcularTemperatura(v, N)
30 sum_v2 = 0.0
31

32 do i = 1, N
33 sum_v2 = sum_v2 + v(i)**2
34 end do
35 calcularTemperatura = sum_v2 / (3.0 * N)
36 end function calcularTemperatura

Pseudocódigo 6.5: Termostato de Nosé-Hoover en Fortran 90.
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Barostato en el ensamble NPT

A la hora de hacer experimentos, estos suelen llevarse a cabo bajo condiciones de

presión constante, como por ejemplo la presión atmosférica. Por lo tanto, los estudios

de DM que sean relevantes para estos experimentos necesitan realizarse no solo a una

temperatura específica, sino también a presión constante. Cuando se aplica una presión

P a un sistema macroscópico, este responde modificando su volumen. Por consiguiente, el

control de la presión en los estudios de simulación implica fluctuaciones en el volumen de

la caja de simulación. La forma más sencilla de controlar la presión es ajustar el volumen

de la simulación. El barostato de Berendsen es frecuentemente usado en la simulación, el

cual, emplea un factor de escala χB para el volumen

χB(t) = 1− κT
δt

TP

(p− p), (6.68)

TP es el parámetro de escala del volumen, p es la presión instantánea del sistema, y κT

es la compresibilidad isotérmica. Luego, el tamaño de la caja de simulación se ajusta

multiplicándolo por χB, mientras que las coordenadas del centro de masa de las partículas

y los factores de celda se modifican multiplicándolos por χ1/3
B . Para lograr un acoplamiento

dinámico entre el sistema y un barostato, se han desarrollado métodos similares a los

utilizados para el termostato, como los métodos de ensamble extendido y de restricción de

Gauss.

Andersen introdujo el enfoque del barostato de ensamble extendido, que permite un

intercambio dinámico de volumen del sistema con su entorno mediante una ecuación de

movimiento para el volumen V. Este método implica el uso de un pistón que actúa sobre

el sistema para lograr una expansión o compresión isotrópica, y se extiende el lagrangiano

del sistema con términos de energía potencial y cinética asociados con el pistón. A saber

UV = PV, (6.69)

KV =
QP

2
V̇2, (6.70)
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QP es la masa del pistón. Las coordenadas r se escalan y dan lugar a las coordenadas s

s =
r

V1/3
, (6.71)

y la energía cinética del sistema se puede expresaren término de las coordenadas escala-

das [129]

K =
1

2
V2/3mṡ2, (6.72)

con lo que el Lagrangiano queda de la siguiente manera

L(s, ṡ,V, V̇) =
1

2
V2/3mṡ2 − U(V1/3s3) +

1

2
QPV̇

2 − PV, (6.73)

esto para poder obtener

ps =
∂L
∂ṡ

= mV2/3ṡ, (6.74)

pV =
∂L
∂V̇

= QPV̇, (6.75)

ahora, usando la ecuación (6.8), se puede escribir el Hamiltoniano

H =
1

2V2/3

p2
s

m
+ U(V1/3s) +

1

2QP

p2
V + PV, (6.76)

y las ecuaciones de movimiento se obtienen de la siguiente forma

ṡ =
∂s

∂t
=

∂H
∂ps

=
ps

mV2/3
, (6.77)

ṗs =
∂ps

∂t
= −∂H

∂s
= fV1/3, (6.78)

V̇ =
∂V

∂t
=

∂H
∂pV

=
pV

QP

, (6.79)
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ṗV =
∂pV
∂t

= −∂H
∂V

=
1

3V5/3

p2
s

m
− ∂U

∂V
− P, (6.80)

donde el momento ps conjugado son la coordenada s se reemplaza por el momento p,

se observa que los dos primeros términos representan el gas ideal y el resto es la presión

instantánea del sistema

ṗV =
∂pV

∂t
= p− P, (6.81)

El barostato de Andersen es capaz de muestrear correctamente el ensamble NPH (isobárico-

isentrópico), Nosé [134] combinó este barostato con su método para permitir simulaciones

en el ensamble NPT. En el, las variables reales del sistema se derivan de los parámetros

virtuales mediante el escalamiento de las coordenadas y del paso temporal, lo que permite

ajustar la simulación al entorno térmico deseado.

A continuación se presenta cómo podría estructurarse un pseudocódigo para un ba-

rostato en el ensamble NPT (Número de partículas, Presión y Temperatura constante)

utilizando Fortran 90.
1 P_deseada ! Presion deseada en Pascales
2 V_actual ! Volumen actual en metros cubicos
3 kappa ! Compressibilidad isoterma en 1/Pa
4 dt ! Paso de tiempo en segundos
5

6 ! Calculo de la presion actual del sistema
7 P_actual = calcularPresion ()
8

9 ! Calculo del factor de escala del volumen
10 beta_T = kappa * (P_deseada - P_actual)
11

12 ! Cambio en el volumen
13 delta_V = V_actual * beta_T * dt
14

15 ! Actualizacion del volumen
16 V_nuevo = V_actual + delta_V
17

18 ! La funcion calcularPresion () debe ser definida para obtener
19 ! la presion actual del sistema
20 function calcularPresion ()
21 real :: calcularPresion
22 ! Implementacion del calculo de la presion
23 calcularPresion = ... ! Resultado del calculo de la presion
24 end function calcularPresion

Pseudocódigo 6.6: Barostato en el ensamble NPT en Fortran 90.

Este pseudocódigo simula la actualización de un barostato en un ensamble NPT, don-

de se ajusta el volumen del sistema para alcanzar una presión deseada. El código utiliza
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parámetros como la presión actual y deseada, el volumen actual, la compresibilidad iso-

terma y el paso de tiempo para calcular el nuevo volumen del sistema en cada paso de la

simulación.

Para calcular la presión en un sistema de simulación molecular en el marco del ensamble

NPT, generalmente se usa la ecuación de estado virial, que relaciona la presión con las

fuerzas intermoleculares y el volumen del sistema.
1 ! Definicion de la funcion para calcular la presion
2 function calcularPresion(particulas , V_actual , temperatura)
3 constante_Boltzmann = 1 ! Constante de Boltzmann
4 N = size(particulas , 1)
5 suma_virial = 0.0
6

7 ! Calculo del virial
8 do i = 1, N
9 do j = i+1, N

10 ! r_ij es la distancia entre las particulas i y j
11 ! F_ij es la fuerza entre las particulas i y j
12 ! Este calculo debe ser implementado segun el potencial utilizado
13 r_ij = distancia(particulas(i,:), particulas(j,:))
14 F_ij = fuerza(particulas(i,:), particulas(j,:))
15 suma_virial = suma_virial + dot_product(F_ij , r_ij)
16 end do
17 end do
18

19 ! Calculo de la presion usando la ecuacion de estado virial
20 calcularPresion = (N * constante_Boltzmann * temperatura / V_actual) + (

suma_virial / (3.0 *
21 V_actual))
22 end function calcularPresion
23

24 ! Funciones auxiliares para calcular distancia y fuerza
25 function distancia(p1, p2)
26 distancia = sqrt(sum((p1 - p2)**2))
27 end function distancia
28

29 function fuerza(p1, p2)
30

31 ! Implementacion especifica de la fuerza basada en el potencial
utilizado

32 fuerza = ... ! Resultado del calculo de la fuerza
33 end function fuerza

Pseudocódigo 6.7: Función para calcular la presión en Fortran 90.

En este ejemplo, la presión se calcula utilizando la ecuación de estado virial, que consi-

dera tanto la energía cinética de las partículas (relacionada con la temperatura y el número

de partículas) como el virial, que es un término que representa la contribución de las fuer-

zas intermoleculares. Las funciones, distancia y fuerza se deben definir de acuerdo con el

modelo molecular específico y el potencial intermolecular utilizado en la simulación.
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6.6. Condiciones de frontera periódicas

En la simulación de un sistema que incluye un número de partículas del orden de

miles, la presencia de paredes físicas reales modificaría las interacciones moleculares, ex-

tendiéndose posiblemente hasta decenas de diámetros moleculares dentro del sistema. Esto

conduciría a que muchas partículas tengan interacciones atípicas comparadas con aquellas

en el interior del sistema. Dado que los efectos de borde alteran las propiedades termofísi-

cas que buscamos analizar en el núcleo del sistema, es crucial diseñar la caja de simulación

sin paredes físicas. Para evitar la distorsión de los resultados debido a influencias de borde

o superficiales en estos sistemas reducidos, se adoptan condiciones de frontera periódicas

(PBC). Estas condiciones crean un entorno que simula infinitas réplicas idénticas de la de

simulación, efectivamente recreando un entorno de volumen principal ilimitado, tal como

se muestra en la figura (6.4).

Las condiciones de frontera periódicas mejoran la precisión en la estimación de propie-

dades del bulto en simulaciones de sistemas finitos. Estas condiciones ofrecen una apro-

ximación adecuada para simular el comportamiento de un subsistema pequeño dentro de

una fase a granel más extensa, lo cual es preferible a la simulación de una gota de nanodi-

mensiones o un sistema finito rodeado de vacío. Al interactuar cada partícula con imágenes

periódicas de otras en el mismo sistema, se reducen los problemas asociados con el tamaño

finito. Sin embargo, es crucial evitar interacciones redundantes entre partículas. Para ello,

se recomienda seleccionar un límite de corte adecuado para las interacciones no enlazadas,

lo que establece un tamaño mínimo para la caja de simulación periódica. Esta medida

garantiza la captura de las interacciones más relevantes sin redundancias [117].

A lo largo de la simulación, las partículas en las réplicas periódicas imitan el movimiento

de las situadas en la caja principal. Si una molécula sale de esta caja principal, su imagen

correspondiente ingresa desde el extremo contrario, manteniendo constante el total de

partículas en la caja. Para asegurar la consistencia en el número de partículas, se aplica

el “efecto de envoltura” en el cálculo de nuevas posiciones, ya sea en simulaciones por MC

o mediante la integración de la ecuación de movimiento en análisis de DM. En el caso de

una caja cúbica con un lado de longitud L y con el origen de coordenadas en su centro, las
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L

Figura 6.4: Esquema en 3D de las condiciones de frontera periódicas.

condiciones de frontera periódicas se implementan ajustando los componentes del vector

de posición de las partículas.

A continuación, a manera de ejemplo, se ilustra un pseudocódigo escrito en Fortran 90,

de cómo implementar las condiciones de frontera periódicas en un código de simulación.

Esta rutina o función toma las dimensiones de la caja y revisa las posiciones de cada

átomo, si este excede la mitad de la caja entonces se le resta el lado de la caja, si es menor

que la mitad de la caja entonces se le suma el lado de la caja.
1 subroutine PBC(position , boxLength)
2

3 do i = 1, 3
4 if (position(i) > boxLength / 2.0) then
5 position(i) = position(i) - boxLength
6 else if (position(i) < -boxLength / 2.0) then
7 position(i) = position(i) + boxLength
8 end if
9 end do

10 end subroutine PBC

Pseudocódigo 6.8: Algoritmo de condiciones de frontera periódicas en Fortran 90.

Las condiciones de frontera periódicas son solo una aproximación al comportamiento a

gran escala. Aunque no representan de manera efectiva una caja de simulación infinita, sí

reducen muchos efectos adversos derivados del tamaño finito. Esto se ilustra fácilmente en

una mezcla al considerar la disposición de un soluto en una caja de simulación periódica,

donde el soluto se reproduce en todas las imágenes periódicas circundantes, manteniendo

una concentración constante en todo el volumen. Aunque la selección cuidadosa de los
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límites de interacción no enlazada asegura que estos solutos no interactúen directamente,

pueden tener interacciones indirectas al afectar al solvente cercano. Si el solvente no alcanza

un estado similar al granel entre los solutos, la simulación aún puede sufrir de efectos de

tamaño finito evidentes.

Los sistemas macroscópicos a escala de laboratorio generalmente constan de múlti-

ples moles de átomos/moléculas y, por lo tanto, desde una perspectiva de simulación, se

consideran efectivamente sistemas infinitos. Se intenta simular estos sistemas mediante la

simulación de sistemas finitos y relativamente pequeños, y, en cierto sentido, la idea misma

de que la celda de simulación no es infinita, sino simplemente periódica, inmediatamente

da lugar a efectos de tamaño finito. Por lo tanto, el objetivo de las condiciones perió-

dicas no es eliminar estos efectos por completo, sino reducirlos a niveles que no afecten

negativamente los resultados de las simulaciones. Siempre se debe verificar que no existan

correlaciones a largo plazo inesperadas (es decir, en la escala de longitud de la caja de

simulación) en la estructura molecular, la posición espacial o la orientación.

También se debe tener en cuenta que las condiciones de frontera periódicas cambian

inherentemente la definición del sistema y las propiedades calculadas a partir de él. Muchas

derivaciones, especialmente aquellas que involucran propiedades de transporte, como la di-

fusión, asumen condiciones de frontera infinitas y no periódicas. Las diferencias resultantes

en las expresiones aparentemente bien conocidas para calcular propiedades de interés sue-

len ser sutiles, pero pueden tener un gran impacto en los resultados. Tales consideraciones

deben tenerse en cuenta al comparar resultados entre simulaciones y experimentos.

6.7. Mínima Imagen y radio de corte

En simulaciones moleculares, el objetivo principal es determinar las fuerzas intermole-

culares que inciden en las partículas del sistema para calcular la energía configuracional.

Específicamente, en estudios de DM, es esencial evaluar las fuerzas ejercidas en las partí-

culas. Mediante la aplicación de condiciones de frontera periódicas (PBC), se establece un

entorno simulado que teóricamente requiere el análisis de interacciones entre un conjunto

infinito de réplicas idénticas que rodean la caja de simulación. Para las interacciones en-
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tre dos partículas, i y j, los campos de fuerza en la física clásica emplean el potencial de

Lennard-Jones (12-6) (6.47), que modela tanto la repulsión a corta distancia, descrita por

Pauli, como las atracciones a largo alcance de van der Waals [137].

La ilustración de la energía de interacción entre dos átomos, mostrada en la figura (6.3),

demuestra que las interacciones dispersivas se reducen rápidamente con el aumento de la

distancia intermolecular. Así, en el caso del potencial LJ y en general para las funciones

de energía potencial de pares de corto alcance, las interacciones más significativas para la

energía configuracional y las fuerzas que actúan sobre la molécula i-ésima provienen de sus

vecinos inmediatos. Esto permite obviar las interacciones con imágenes periódicas lejanas.

Por ello se implementa la Convención de Mínima Imagen (MIC), según la cual se tienen

en cuenta solo las interacciones con la imagen periódica más próxima de una partícula.

Esto implica que las interacciones se limitan a las partículas (o imágenes de partículas)

dentro de un radio esférico (rcut,MIC = L/2) alrededor de la partícula i-ésima en estudio

para calcular su energía configuracional o las fuerzas ejercidas sobre ella.

Definir el radio de corte en rcut,MIC = L/2 garantiza que una partícula interactúe como

máximo con una imagen de otra partícula y evita interacciones con sus propias imágenes

periódicas. A continuación se muestra un ejemplo de una subrutina para calcular la MIC

escrito para Fortran 90.
1 subroutine MIC(pos_i , pos_j , boxLength , micSeparation)
2 ! Calcula la diferencia de posicion teniendo en cuenta la imagen mas

cercana
3 delta = pos_j - pos_i
4

5 ! Aplicar el efecto de envoltura para cada dimension
6 do i = 1, 3
7 if (delta(i) > boxLength / 2.0) then
8 delta(i) = delta(i) - boxLength
9 else if (delta(i) < -boxLength / 2.0) then

10 delta(i) = delta(i) + boxLength
11 end if
12 end do
13

14 micSeparation = delta
15 end subroutine MIC

Pseudocódigo 6.9: MIC en Fortran 90.

En sistemas de simulación extensos y con funciones energéticas de alcance limitado,

puede ocurrir que partículas dentro del radio rcut,MIC = L/2 estén lo suficientemente

alejadas de la partícula i como para que su aporte a la energía configuracional o a la fuerza
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ejercida sobre i sea insignificante. Por consiguiente, se limita el cálculo de energías de

interacción a los vecinos inmediatos, estableciendo un límite esférico de rcut < rcut,MIC =

L/2. Se presupone que la influencia de las interacciones intermoleculares en la energía

configuracional del sistema, Uconf, se calcula sumando las energías de interacción de todos

los pares de moléculas, representado por el potencial de pares U(rij). Por tanto, en la

simulación se aplica un límite esférico ignorando las interacciones entre pares U de las

partículas i y j cuando la magnitud de su vector de distancia rij supera rcut.

U(rij) =

U(rij) si rij ≤ rcut

0 si rij > rcut,

(6.82)

donde rcut es la distancia máxima dentro de la cual se consideran las interacciones entre

partículas.

Aunque la contribución a la energía de interacción de un solo par puede ser mínima

cuando rij > rcut, el incremento en el número de partículas vecinas se acelera a medida que

aumenta rij. Por ende, el acumulado de energías de interacción ignoradas para rij > rcut

puede acarrear un error considerable en la estimación de la energía configuracional del

sistema o en la de sus partículas individuales.

6.8. Lista de vecinos

El componente central y más exigente en términos de tiempo de una simulación mole-

cular radica en determinar la energía configuracional y, como ya se mencionó, las fuerzas

que actúan sobre las partículas del sistema. Considerando que las energías de interacción se

suman de manera par a par, calcular la influencia de las interacciones intermoleculares en

la energía configuracional para un sistema con N sitios de interacción (como los átomos),

implica tener en cuenta 1
2
N(N − 1) pares de interacciones, es decir todas menos una y se

divide entre dos por la tercera ley de Newton. Para cada par de partículas, inicialmente se

determina la distancia cuadrada entre ellas, r2ij, que se calcula sumando los cuadrados de

las diferencias de sus coordenadas en cada dimensión, aplicando las condiciones de fronte-

ra periódicas. Luego, si la distancia rij es menor o igual al radio de corte rcut, se procede
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a calcular el potencial de interacción entre las partículas para establecer su aporte a la

energía configuracional y a las fuerzas que se ejercen sobre cada una de ellas [112].

La implementación de un corte esférico disminuye la cantidad de pares de interacción

que requieren evaluación, aunque todavía es necesario calcular las distancias entre ellos

para determinar si se debe considerar su interacción. Métodos como la lista de Verlet, que

registra vecinos relevantes, pueden optimizar este proceso, pero incurren en una sobre-

carga computacional extra. Para sistemas de tamaño reducido, el esfuerzo computacional

adicional de administrar estas listas puede no compensar los beneficios.

r
cut

rlist

Δr

Figura 6.5: Esquema de la lista de Verlet: se guardan todas las partículas entre rlista del i-
ésimo átomo, aunque solo se calculan las interacciones con vecinos dentro de rcorte.

,

El método de lista de Verlet [137], crea y renueva un registro de partículas j que están a

una distancia de rList = rcut+∆r respecto al átomo i, tal como se muestra en la figura (6.5).

Se emplea la lista para identificar los vecinos inmediatos dentro de rcut de cada átomo

i. El término “margen” ∆r actúa como un reservorio para garantizar que los átomos j,

no presentes inicialmente en rList, no se aproximen a i más que rcut antes de la siguiente

actualización de la lista de Verlet. Utilizar esta lista reduce significativamente el esfuerzo

computacional en la evaluación de interacciones intermoleculares si NList, el número de

partículas en la lista, es mucho menor que N , el total de partículas en el sistema, siguiendo
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la relación NList =
4
3
π∆r3ρN , donde ρ es la densidad del sistema. Se aconseja seleccionar

∆r lo más pequeño posible, aunque esto lleva a una mayor frecuencia de actualización

de la lista de Verlet, pudiendo resultar en ineficiencia por el tiempo de cálculo para su

renovación. Por tanto, el rendimiento de la lista de Verlet depende crucialmente de un

valor óptimo para ∆r, usualmente ajustado para que la actualización se realice cada 10 a

20 pasos [138]. Finalmente, se muestra la subrutina para la lista de Verlet en Fortran 90.
1 subroutine VerletList(atoms , N, boxLength , rCut , rSkin , verletList)
2 rList = rCut + rSkin
3

4 do i = 1, N
5 count = 0
6 do j = 1, N
7 if (i /= j) then
8 ! Calcula la distancia considerando condiciones de frontera periodicas
9 dx = abs(atoms(i, 1) - atoms(j, 1))

10 dy = abs(atoms(i, 2) - atoms(j, 2))
11 dz = abs(atoms(i, 3) - atoms(j, 3))
12

13 ! Considera la imagen mas cercana en condiciones periodicas
14 dx = min(dx , boxLength - dx)
15 dy = min(dy , boxLength - dy)
16 dz = min(dz , boxLength - dz)
17

18 distanceSquared = dx**2 + dy**2 + dz**2
19

20 if (distanceSquared <= rList **2) then
21 count = count + 1
22 verletList(i, count) = j
23 end if
24

25 end if
26 end do
27 end do
28 end subroutine VerletList

Pseudocódigo 6.10: Subrutina para la lista de Verlet en Fortran 90.

6.9. Parámetro de orden nemático

La caracterización del orden orientacional en la fase nemática es esencial y se logra

a través del parámetro de orden. El director, simbolizado como n̂, indica la orientación

predominante de las moléculas. En la mayoría de los cristales líquidos, las direcciones n̂

y −n̂ son indistinguibles. Sin embargo, en moléculas con momentos dipolares, donde los

extremos son diferenciables, esta simetría se rompe, y la orientación del director n̂ se torna

significativa.

Para cuantificar el orden orientacional de manera precisa, se utiliza el parámetro de
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orden escalar S2. Este parámetro se define como cero en la fase isótropa y uno en la fase

cristalina. En fases de cristal líquido termotrópico, donde la temperatura es la variable

termodinámica dominante, el aumento de temperatura conduce a una disminución de S2,

culminando en la transición hacia la fase isótropa, como se muestra en la figura (6.6).

Figura 6.6: Parámetro de orden nemático como función de la temepratura.

El parámetro de orden S2 se determina utilizando el segundo polinomio de Legendre.

Este parámetro depende del ángulo β, que es el ángulo entre el eje mayor de la molécula

y la dirección definida por el director n̂. En condiciones de fase isótropa, el promedio de

cos2(β) es 1
3
, lo que lleva a que S2 sea igual a cero. Fuera de la fase isótropa, S2 adquiere

valores mayores que cero, indicando la presencia de un orden orientacional

S2 =

〈
3

2
cos2(β)− 1

2

〉
, (6.83)

En simulaciones moleculares, el parámetro de orden se evalúa utilizando la siguiente fór-

mula

S2 =
1

N

〈 N∑
i=1

(
2

3
cos2(βi)−

1

2

)〉
, (6.84)

también puede ser calculado mediante

S2 =
1

N

〈 N∑
i=1

(
2

3
(n̂ · êi)2 −

1

2

)〉
, (6.85)

S2 =
1

N

N∑
i=1

〈
n̂ ·

(
2

3
(êi · êi)−

1

2
I

)
· n̂

〉
, (6.86)
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donde el director n̂ no siempre es conocido, por ello se utiliza el tensor de orden nemático

Q, definido como

⟨Qi⟩ ≡
3

2
êiêi −

1

2
I, (6.87)

y cuyo promedio es

⟨Q⟩ = 1

N

N∑
i=1

⟨Qi⟩, (6.88)

Diagonalizando Q, obtenemos tres eigenvalores que caracterizan el estado del sistema:

Todos iguales, λi = 1/3, indican una fase isótropas, dos menores e iguales, y uno ma-

yor, indican una fase axial y tres diferentes, indican una fase biaxial. Para encontrar el

parámetro de orden nemático, se resuelve la ecuación de eigenvalores

Q · υ⃗n = λnI · υ⃗n, (6.89)

El tensor M, utilizado para construir Q, se calcula como

M =
1

N


∑N

i=1 exiuxi

∑N
i=1 exiuyi

∑N
i=1 exiuzi∑N

i=1 eyiuxi

∑N
i=1 eyiuyi

∑N
i=1 eyiuzi∑N

i=1 eziuxi

∑N
i=1 eziuyi

∑N
i=1 eziuzi

 , (6.90)

donde las u′s representan las componentes de un vector unitario asociado a la i-ésima

partícula en el sistema que indican la orientación promedio o carcaterística de la fase, por

otro lado Las e′s son las componentes del vector unitario êi que representan la orientación

instantánea de cada partícula en el cristal líquido. Estos vectores son dinámicos y pueden

cambiar con el tiempo según las condiciones del sistema. Se puede reescribir el tensor Q

utilizando una representación matricial más compacta y clara, basada en el tensor M, que

se define como la suma ponderada de los productos externos de los vectores unitarios de

orientación molecular. El tensor Q se expresa entonces de la siguiente manera

Q =
3

2
M− 1

2
I, (6.91)
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donde M es el promedio tensorial de los productos de los vectores unitarios y I es la

matriz identidad. Esto simplifica el análisis de los valores propios del sistema, dado que

los eigenvectores de Q coinciden con los de M, pero los eigenvalores µn se relacionan con

los de M (λn) según

µn =
2

3
λn +

1

3
, (6.92)

El determinante de M− µI se iguala a cero para encontrar los eigenvalores

−µ3 +K2µ
2 +K1µ+K0 = 0, (6.93)

donde los coeficientes K2, K1, y K0 están definidos como

K2 = Tr(M) = 1,

K1 = M23M32 +M12M21 +M13M31 −M11M22 −M11M33 −M22M33,

K0 = M13M21M32 −M12M21M33 −M12M23M31 −M13M31M22,

Los coeficientes K1 y K0 de este tensor dependen de la suma de las orientaciones êi y

se modifican al considerar el eje de simetría z. Bajo esta suposición, los coeficientes se

promedian y la ecuación para µ se simplifica a

−µ3 + µ2 − ⟨K1⟩µ+ ⟨K0⟩ = 0, (6.94)

donde

⟨K1⟩ =
N − 1

N
⟨e2x⟩

(
⟨e2x⟩+ 2⟨e2z⟩

)
, (6.95)

⟨K2⟩ =
(N − 1)(N − 2)

N2
⟨e2x⟩⟨e2y⟩⟨e2z⟩, (6.96)

Con ⟨e2x⟩ = ⟨e2y⟩ = 1−S
3

y ⟨e2z⟩ = 3S+1
3

, los coeficientes se reformulan como
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⟨K1⟩ =
N − 1

N

(
−1

9

)
(S − 1)(S + 2), (6.97)

⟨K2⟩ =
(N − 1)(N − 2)

N2

(
1

27

)
(S − 1)2(2S + 1), (6.98)

Convertimos la ecuación (6.94) en términos de λ como sigue

λ3 − λ3 3

4N
(1 + (N − 1)S)− NS3 + 3(S2 − S3)

4N
= 0. (6.99)

La raíz positiva mayor λ+ de la ecuación (6.94) se corresponde con el parámetro de orden

nemático S2 para N suficientemente grande, como mostró D. Frenkel en [139]. Se incluye

un pseudocódigo para programar el parámeteo de órden nemático en Fortran 90.
1 program calculateNematicOrderParameter
2 ! Inicializacion de las variables y vectores
3 nHat = [0.0, 0.0, 1.0] ! Ejemplo de director apuntando al eje z
4 ! Inicializar moleculeAxis con valores reales segun la simulacion
5

6 S2 = 0.0
7

8 ! Calcular cos **2( Betha) para cada molecula y acumular en S2
9 do i = 1, N

10 call dotProduct(nHat , moleculeAxis (:, i), dotProduct)
11 cosBetha(i) = dotProduct **2
12 S2 = S2 + (3.0/2.0 * cosBetha(i) - 1.0/2.0)
13 end do
14

15 ! Promediar el parametro S2 sobre todas las moleculas
16 S2 = S2 / real(N)
17

18 ! Imprimir el parametro de orden nematico calculado
19 print *, ’El parametro de orden nematico S2 es: ’, S2
20

21 ! Funcion para calcular el producto punto entre dos vectores
22 subroutine dotProduct(vec1 , vec2 , result)
23 result = sum(vec1 * vec2)
24 end subroutine dotProduct
25

26 end program calculateNematicOrderParameter
Pseudocódigo 6.11: Subrutina calcular el parámetro de órden S2 en Fortran 90.

6.10. Orden orientacional y traslación radial

Para caracterizar el parámetro de orden orientacional y traslacional de las fases líquido-

cristalinas, se calculan dos funciones de correlación de pares. La función de correlación

de pares paralela g||(r||) utiliza un volumen cilíndrico sólido para explorar las moléculas
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orientadas en una dirección paralela al director nemático n̂ que rodea a un mesógeno de

prueba y se expresa como

g||(r||) =

〈
N∑
i ̸=j

δ
(
r|| − rij,||

)
θ (σ0/2− rij,⊥)

2N ρ∗ π (σ0/2)
2 h

〉
, (6.100)

donde θ(x) es la función escalón de Heaviside: si x ≥ 0 entonces θ(x) = 1, de lo contrario

θ(x) = 0. Los corchetes angulares ⟨◦⟩ representan un promedio canónico sobre confi-

guraciones estadísticamente independientes tomadas de una trayectoria de DM. Ahora,

rij,|| = |rij,||| = |rij,|| · n| es la separación del centro de masa de una molécula a lo largo

del director nemático n y rij,⊥ = |rij,⊥| = |rij − rij,||| es la separación transversal corres-

pondiente desde n. La densidad numérica de la muestra está dada por ρ = ρ∗σ0
3 y h es la

altura del cilindro utilizada para discretizar el volumen. En consecuencia, g||(r||) explora

la estructura orientacional promedio alrededor de un oblato.

La función de correlación de pares perpendicular utiliza cilindros concéntricos (huecos)

para explorar la estructura translacional en una región volumétrica perpendicular a n con

respecto a una unidad mesogénica de prueba y se expresa como

g⊥(r⊥) =

〈
N∑
i ̸=j

δ (r⊥ − rij,⊥) θ
(
δL⊥/2− rij,||

)
4N ρ∗ π r⊥ δL⊥ h

〉
, (6.101)

donde δL⊥ representa el grosor del cilindro sonda hueco. Las geometrías asociadas de g||(r||)

y g⊥(r⊥) han sido publicadas anteriormente [140, 141].

A continuación, se presenta un pseudocódigo para calcular g∥(r) y g⊥(r) en Fortran 90.
1 ! Inicializacion de constantes
2 program Funcion_Distribucion
3

4 rho_star = 1.0
5 sigma_0 = 1.0
6 h = 1.0
7 delta_L_perp = 0.5
8 pi = acos ( -1.0)
9 n = [0.0, 0.0, 1.0] ! Asumiendo que el eje director es el eje z

10

11 ! Inicializacion de arrays
12 allocate(g_parallel (100))
13 allocate(g_perpendicular (100))
14 g_parallel = 0.0
15 g_perpendicular = 0.0
16

17 ! Calculo de las funciones de correlacion
18 do i = 1, N
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19 do j = 1, N
20 if (i /= j) then
21 r_ij_par = abs(dot_product(positions (:,i) - positions (:,j), n))
22 r_ij_perp = sqrt(sum(( positions (:,i) - positions (:,j))**2) -

r_ij_par **2)
23

24 ! Actualizar g_parallel si esta dentro del rango
25 if (r_ij_par < sigma_0 / 2) then
26 idx_par = int(r_ij_par * 100 / (sigma_0 / 2)) + 1
27 g_parallel(idx_par) = g_parallel(idx_par) + 1
28 endif
29

30 ! Actualizar g_perpendicular si esta dentro del rango
31 if (r_ij_perp < delta_L_perp / 2) then
32 idx_perp = int(r_ij_perp * 100 / (delta_L_perp / 2)) + 1
33 g_perpendicular(idx_perp) = g_perpendicular(idx_perp) + 1
34 endif
35 endif
36 enddo
37 enddo
38

39 ! Normalizacion de las funciones de correlacion
40 do i = 1, 100
41 g_parallel(i) = g_parallel(i) / (2 * N * rho_star * pi * (sigma_0 /2)

**2 * h)
42 g_perpendicular(i) = g_perpendicular(i) / (4 * N * rho_star * pi * i

* delta_L_perp * h / 100)
43 enddo
44

45 ! Salida de los resultados
46 print *, ’g_parallel:’, g_parallel
47 print *, ’g_perpendicular:’, g_perpendicular
48

49 end program Funcion_Distribucion

Pseudocódigo 6.12: Cálculo de las funciones de distribución paraléla [g∥(r)] y perpendicular
[g⊥(r)].
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Modelo

7.1. Potencial de Gay-Berne

El potencial de interacción de Gay-Berne [30] entre dos mesógenos (etiquetados como i

y j), con posiciones del centro de masa, (ri, rj) y vectores unitarios de orientación (êi, êj),

se caracteriza por contribuciones atractivas y repulsivas. Es una generalización anisotrópi-

ca del potencial estándar 12-6 de Lennard-Jones y describe la interacción de corto alcance

entre partículas mesógenas uniaxiales. A nivel atómico, cada partícula se representa como

un elipsoide de revolución separado por un vector intermolecular rij, ver figura (7.1). Da-

da la separación rij = |ri − rj| entre mesógenos, las contribuciones atractivas y repulsivas

desaparecen como r−6
ij y r−12

ij , respectivamente, para rij → ∞. La anisotropía en la inter-

acción se toma en cuenta a través de êi y êj, que están definidos a lo largo del eje mayor

de simetría de las moléculas i-ésima y j-ésima, respectivamente. Todas las contribuciones

para la interacción entre dos mesógenos se expresan colectivamente a través de la función

de energía potencial GB [61]

UGB(êi, êj, r̂ij) = 4ε0ε(êi, êj, r̂ij)(Ξ
−12
ij − Ξ−6

ij ), (7.1)

donde r̂ij = rij/rij el vector unitario a lo largo del vector que une los centros de masa r y

Ξ se define como

72
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Ξij =
rij − σ(êi, êj, r̂ij) + σ0

σ0

, (7.2)

donde σ0 y ε0 son la distancia de contacto y la profundidad del pozo de energía del

potencial, respectivamente. Para un par de mesógenos orientados perpendicularmente uno

del otro se cumple que êi · êj = 0 y con respecto al vector intermolecular se tiene qué

êi · r̂ij = êj · r̂ij = 0. La información geométrica de los mesógenos se describe mediante

σ(êi, êj, r̂ij) = σ0[G(Ω = χ)]−1/2, (7.3)

el parámetro χ describe la anisotropía molecular

χ =
κ2 − 1

κ2 + 1
, (7.4)

donde, como se mencionó en la sección (4), es la razón de aspecto entre el largo (σcc) y el

ancho (σll), definidas en términos de la distancia de contacto del elipsoide. Desde un punto

de vista físico, κ tiene un impacto en la creación de fases con orientación ordenada. G(Ω)

es una función completamente definida dependiente de una variable aleatoria Ω

G(Ω) = 1− Ω

2

[
(êi · r̂ij + êj · r̂ij)2

1 + Ω(êi · êj)
+

(êi · r̂ij − êj · r̂ij)2

1− Ω(êi · êj)

]
, (7.5)

La anisotropía de la profundidad del pozo de energía potencial, ε(êi, êj, r̂ij), se expresa

σcc

σll

σll

σccκ = 

Figura 7.1: Esquema de dos mesógenos en el espacio, cada uno con su vector de orientación.
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como el producto de dos funciones

ε(êi, êj, r̂ij) = [ε1(êi, êj)]
ν [ε2(êi, êj, r̂ij)]

µ, (7.6)

la función del lado izquierdo, ε1(êi, êj), impulsa el alineamiento paralelo y estimula la

creación de cristales líquidos mediante

ε1(êi, êj) = [1− χ2(êi · êj)2]−1/2, (7.7)

la segunda función, ε2(êi, êj, r̂ij), favorece la alineación molecular lateral en lugar de la

alineación extremo a extremo, y fomenta la fase esméctica mediante

ε2(êi, êj, r̂ij) = G(Ω = χ′), (7.8)

donde χ′ es el parámetro de anisotropía de la profundidad del pozo del potencial definida

como

χ′ =
(κ′)1/µ − 1

(κ′)1/µ + 1
, (7.9)

donde κ′ = εcc/εll domina la alineación de las moléculas a través de la razón entre la

profundidad del pozo de energía potencial lateral y extremo a extremo. Desde un punto

de vista físico, la anisotropía en las fuerzas de atracción es regulada por κ′ y afecta la

propensión del sistema a formar fases esmécticas. Además, los parámetros µ y ν tienen

un impacto en las fuerzas de atracción y repulsión en el potencial de Gay-Berne, lo que

influye en la formación y estabilidad de las fases ordenadas.

El desarrollo previo establece que la función de energía de interacción de GB se define

por completo mediante cuatro parámetros ajustables (κ, κ′, µ, ν) que regulan la anisotropía

de las interacciones, y dos parámetros de escala (σ0 y ε0) para longitud y energía. Es

común expresar las parametrizaciones mesogénicas utilizando la notación introducida por

Luckhurst [142], como GB(κ, κ′, µ, ν).

Dado que la DM integra las ecuaciones de Newton, sección (6), es necesario obtener la

fuerza a partir de la ecuación (6.11) aplicada a la expresión (7.1). Se hace el cálculo para
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la componente x y luego se generaliza

Fuerza

∂UGB

∂x
= 4ε0

[
ε(−12Ξ−13)

∂Ξ

∂x
+ Ξ−12 ∂ε

∂x

]
− 4ε0

[
ε(−6Ξ−7)

∂Ξ

∂x
+ Ξ−6 ∂ε

∂x

]
, (7.10)

= 4ε0
∂ε

∂x

[
Ξ−12 − Ξ−6

]
+ 4ε0ε(6Ξ

−7 − 12Ξ−2)
∂Ξ

∂x
, (7.11)

donde

∂ε

∂x
= εν1µε

µ−1
2

∂G(χ′)

∂x
, (7.12)

la derivada de Ξ es

∂Ξ

∂x
=

1

σ0

(
x

rij
− ∂σ

∂x

)
, (7.13)

la derivada de σ(êi, êj, r̂ij) es

∂σ

∂x
= −1

2
σ0G(χ)−3/2∂G(χ)

∂x
, (7.14)

donde, de forma general

∂G(Ω)
∂x

=
Ω

r

{
x

r

[
(êi · r̂ij + êj · r̂ij)2

1 + Ω(êi · êj)
+

(êi · r̂ij − êj · r̂ij)2

1− Ω(êi · êj)

]
+

[
êi · r̂ij + êj · r̂ij
1 + Ω(êi · êj)

(
eix
ei

+
ejx
ej

)
+

êi · r̂ij − êj · r̂ij
1− Ω(êi · êj)

(
eix
ei

− ejx
ej

)]}
.

(7.15)

Guerza

Para describir completamente la dinámica de los mesógenos simulados mediante el

potencial de Gay- Berne se debe tomar en cuenta la parte rotacional consecuencia de los

dos ejes de simetría. Para ello se usa la definición de la torca como
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τi = êi × ĝ, (7.16)

donde

ĝ = −∇êUGB(êi, êj, r̂ij), (7.17)

de nuevo, se deriva la ecuación (7.17) respecto a una componente y el resultado se generaliza

−∂UGB

∂eix
= −4ϵ0

[
∂ε

∂eix
(Ξ−12

ij − Ξ−6
ij ) + ε(−12Ξ−13

ij + 6Ξ−7
ij )

∂Ξ

∂eix

]
, (7.18)

∂Ξ

∂eix
= − 1

σ0

∂σ

∂eix
=

1

2
[G(χ)]−3/2∂G(χ)

∂eix
, (7.19)

de manera general

∂G(Ω)
∂eix

= −Ω

2

{
2

[
x

rijei
− eix

e2i
(êi · êj)

][
êi · r̂ij + êj · r̂ij
1 + Ω(êi · êj)

+
êi · r̂ij − êj · r̂ij
1− Ω(êi · êj)

]
+ Ω

[
ejx
eiej

− eix
e2i

(êi · êj)
][(

êi · r̂ij − êj · r̂ij
1− Ω(êi · êj)

)2

−
(
êi · r̂ij + êj · r̂ij
1 + Ω(êi · êj)

)2]}
,

(7.20)

finalmente, la derivada respecto a eix de ε(êi, êj, r̂ij) es

∂ε

∂eix
= εν1µε

µ−1
2

∂ε2
∂eix

+ εµ2νε
ν−1
1

∂ε1
∂eix

εν1ε
µ
2

{
µ

ε2

∂G(χ′)

∂eix
+

ν

ε1

χ2(êi · êj)ejx
eiej

[1− χ2(êi · êj)2]−3/2

}
,

(7.21)

Las configuraciones u orientaciones más importantes se muestran en la gráfica de la figu-

ra (7.2). Como se puede notar, la energía de todas las demás formas en que se orienten los

mesógenos caen entre la configuración borde-borde (color negro) y la configuración lado-

lado (color rojo), siendo la configuración borde-borde la que tiene una mayor profundidad

del pozo de potencial. Así, cada configuración tiene su propia forma y profundidad del
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pozo de potencial.

1

1

0

2

-1

-2

43

-3

-4

r*
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(r
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Figura 7.2: Gráfica de las principales configuraciones del potencial de Gay-Berne como
función de la distancia reducida r∗. El negro representa la configuración lado-lado, el rojo
cola-cola, en verde lado-cola y en azul la configuración cruzada.

Este efecto puede entenderse visualmente con la gráfica de las superficies equipotencia-

les, ver figura (7.2), donde se han tomado los valores del potencial para la configuración

lado-lado, acercando un mesógeno con la configuración GB(3, 5, 1, 2) a otro situado en

el origen y con la misma parametrización, a fin de visualizar como cambian los valores

del potencial conforme los mesógenos se acercan (atracción) o alejan (repulsión). En la

siguiente tabla se ilustran los productos punto y los valores de los parámetros de alcance

y energía de las distintas configuraciones.

Para este potencial y la configuración antes mencionada se han construido los diagramas

de fase, donde se delimitan por regiones las diferentes fases que se presentan con esta

aproximación al modelo de cristales líquidos mesógenos. a continuación se presenta el

diagrama de fases reportado en [5]. De tal forma que se puede obtener la fase nemática,

isótropa y esméctica B, así como las coexistencias isótropa-vapor e isótropa-esméctica B.

Las líneas sólidas indican las transiciones de fase.
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Configuración σ(êi, êj, r̂ij) ε(êi, êj, r̂ij)

lado-lado êi · r̂ij = 0 σ0 ε0(1− χ2)−ν/2

êj · r̂ij = 0
êi · êj = 1

cola-cola êi · r̂ij = 1 σ0(
1−χ
1+χ

)−1/2 ε0(1− χ2)−ν/2(1−χ′

1+χ′ )
µ

êj · r̂ij = 1
êi · êj = 1

cruzada êi · r̂ij = 0 σ0 ε0
êj · r̂ij = 0
êi · êj = 0

Te êi · r̂ij = 0 σ0(1− χ)−1/2 ε0(1− χ′)µ

êj · r̂ij = 1
êi · êj = 0

Tabla 7.1: Comparativa de los parámetros de alcance y energía para las configuraciones
más representativas del potencial de Gay-Berne.

1.1

1.2

1.0

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.40.30.20.1
ρ*

I

T
*

I-V

C

N

SmB

I-
Sm
B

(a) Diagrama de fases

0

-1

-2

-3
-3.5

-3.5
-2.5

-2.5

-1.5

-1.5

1.5

1.5

2.5

2.5

3.5

3.5

-0.5

-0.5

0.5

0.5

r

(b) Superficies equipotenciales

Figura 7.3: Panel (a): diagrama de fases por colores para la parametrización
GB(3, 5, 1, 2) [5]. Panel (b) Superficies equipotenciales de la configuración lado- lado para
la parametrización del potencial GB(3, 5, 1, 2)

De lo anterior podemos observar, que el potencial de Gay-Berne consta de muchos

parámetros: cuatro de interacciones (κ, κ′, µ, ν), uno energético y uno de alcance (ε0, σ0).

Además de muchos productos escalares en su expresión analítica completa.
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7.2. Potencial de Hess-Su

Siegfried Hess y Bin Su estudiaron la presión y la temperatura de transición en diferen-

tes estados para un sistema de partículas no esféricas mediante un potencial que generaliza

la interacción de Lennard-Jones [6]. En su estudio utilizan un enfoque de van der Waals

modificado, que incluye una expresión de Carnahan-Starling [143] modificada para la parte

repulsiva y coeficientes viriales orientacionales. Se trata de un modelo para simular cristales

líquidos que a primera vista cumple con la característica de ser viable computacionalmente

por su sencillez en la propuesta analítica [144].

Se considera un fluido compuesto por partículas axi-simétricas. El potencial de interac-

ción binaria UHS depende del vector de posición relativa rij que une los centros de masa de

dos partículas y de los vectores unitarios êi y êj que especifican las direcciones de sus ejes

de simetría, ver figura (7.1). En general, el potencial puede descomponerse en una parte

esférica independiente de la orientación y una parte no esférica o anisótropa. La energía

de interacción para dos partículas se escribe como

UHS(rij, êi, êj) = 4u0

{[
r0
r

]12
−
[
r0
r

]6
[1 + Ψ(r̂ij, êi, êj)]

}
, (7.22)

con r = rr̂, las cantidades r0 y u0 fijan el alcance y la energía característica respectivamente.

La anisotropía de la parte atractiva se describe con la siguiente función

Ψ(r̂ij, êi, êj) = 5ε1P2(êi · êj) + 5ε2[P2(êi · r̂ij) + P2(êj · r̂ij)], (7.23)

donde P2(x) = 3x2−1
2

es el segundo polinomio de Legendre. Los términos 5P2(n̂i · n̂j) en

la función de anisotropía Ψ surgen de los invariantes rotacionales a través del tensor de

rango ℓ. En componentes cartesianas los tensores normalizados de rango ℓ = 2 son

φnm(n) = ζ2nmnn, (7.24)

respectivamente, con ζℓ =
√

(2ℓ+ 1)!!/ℓ!, con lo que ζ2 =
√

15
2
. Además se usa
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ambn =
1

2
(ambn + anbm)−

1

3
alblδmn, (7.25)

donde δmn es la delta de Kronecker, y la ecuación (7.24) se reescribe como

φmn(n) :=

√
15

2

(
nmnn −

1

3
δmn

)
, (7.26)

de donde φmn(êi)φmn(êj) = 5P2(êi · êj).

La longitud r0 y energía u0 característica se usan para definir una temperatura y presión

característica T0 = u0/kB y P0 = u0/r
3
0. En las unidades estándar de Lennard-Jones, el

potencial en (7.22) se escribe

UHS(rij, êi, êj) = 4

{[
1

r

]12
−
[
1

r

]6
[1 + Ψ(r̂ij, êi, êj)]

}
, (7.27)

lo que significa que el alcance r y la energía UHS están expresados en términos del diámetro

y la profundidad del pozo de potencial respectivamente.

Para calcular la fuerza procedemos como en (6.5), de nuevo solo para la componente x y

el resultado se generaliza.

−∂UHS

∂x
=

24u0

r

(
r0
r

)6[
2

(
r0
r

)6

−Ψ+
r

6

∂Ψ

∂x
− 1

]
, (7.28)

donde

∂Ψ

∂x
= 5ε2

[
∂P2(êi · r̂ij)

∂x
+

∂P2(êj · r̂ij)
∂x

]
, (7.29)

∂Ψ

∂x
=

15ε2
r

{
eix
ei

(êi · r̂ij) +
ejx
ej

(êj · r̂ij)−
x

r

[
(êi · r̂ij)2 + (êj · r̂ij)2

]}
, (7.30)

Ahora se analiza lo que sucede con los casos de mínima y máxima energía, como en el caso

del potencial de Gay-Berne, tomando en cuenta las configuraciones lado-lado y cola-cola.

De la tabla (7.1) y la expresión en (7.27) se obtienen para estas configuraciones
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U ll
HS = 4[r−12 − r−6(1 + 5ε1 − 5ε2)], (7.31)

U cc
HS = 4[r−12 − r−6(1 + 5ε1 + 10ε2)], (7.32)

al derivar (7.31) y (7.32) respecto a r, se igualan a cero y se despeja para r, siempre que

r ̸= 0 y se obtiene

rllmin =

[
2

1 + 5ε1 − 5ε2

]1/6
, rccmin =

[
2

1 + 5ε1 + 10ε2

]1/6
, (7.33)

En su artículo [6] Hess y Su proponen los coeficientes de anisotropía ε1 = 0.04 y ε2 =

−0.08, con lo que rllmin ≈ 1.04 y rccmin ≈ 1.31 que al sustituir en (7.31) y (7.32) se obtiene

U ll
HS(r

ll
min) ≈ −2.56 y U cc

HS(r
cc
min) ≈ −0.16, lo que de nuevo nos indica que la configuración

lado-lado tiene una profundidad del pozo de potencial mayor que la configuración cola-cola,

ver figura (7.4).

U
(r
* )

r*

cola-cola

lado-lado

cruzada

Te

1 2 3
-3

-2

-1

0

1

Figura 7.4: Gráfica de las configuraciones más representativas del potencial de Hess-Su
como función de la distancia reducida r∗. El negro representa la configuración lado-lado,
el rojo cola-cola, en verde lado-cola y en azul la configuración cruzada.

La razón de aspecto para partículas con esa configuración es
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κ =
rccmin

rllmin

=

(
1 + 5ε1 − 5ε2
1 + 5ε1 + 10ε2

)1/6

, (7.34)

= 41/6 ≈ 1.26, (7.35)

para una interpretación visual de la interacción entre mesógenos vía el potencial de Hess-

Su se han obtenido las superficies equipotenciales para una configuración lado-lado, una

molécula en el origen y otra que va recorriendo una caja de 2κ + 1, ambas con la misma

orientación êi = êj = (0, 1, 0). Además, se muestra el diagrama de fases “cualitativo”

reportado en el artículo de Hess en el cual se determinaron las fases; Isótropa (I), nemática

(N), vapor (V) y la coexistencia isótropo-vapor. La línea diagonal indica la transición de

fase isótropo-nemático.
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Figura 7.5: Panel (a): diagrama de fases por colores del potencial de Hess-Su con ε1 = 0.04
y ε2 = −0.08 reportado en [6]. Panel (b) Superficies equipotenciales para la configuración
lado-lado del potencial de Hess-Su.

Este es un potencial que en la práctica es computacionalmente viable para hacer simu-

laciones de sistemas grandes que requieran mucho tiempo de cómputo y por supuesto que

las operaciones al realizar los cálculos de la dinámica ahorran recursos.
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7.3. Potencial ANC

Del Río y Ramos presentaron la Teoría ANC [79, 145], Aproximate Non Conformal

Theory por sus siglas en inglés, que desarrolla potenciales intermoleculares ajustables me-

diante un parámetro de suavidad (s) que modifica tanto las partes repulsivas como atrac-

tivas de dichos potenciales. En una versión avanzada de esta teoría, ANC-2s, la suavidad

se asigna de manera independiente a las secciones repulsiva y atractiva, proporcionando al

parámetro características físicas específicas, como la dureza o suavidad y el alcance de la

interacción molecular [146].

La teoría ANC se basa en un modelo de tres parámetros que, además de los convencio-

nales de energía y alcance, incorpora la suavidad (s) para reflejar la no conformidad de las

sustancias. Este parámetro (s) difiere entre clases de conformidad, siendo más alto en gases

nobles y más bajo en moléculas complejas, indicando una mayor rigidez o inclinación en el

potencial. Este enfoque permite caracterizar las interacciones en fluidos según el tamaño

y energía molecular respecto a un potencial de referencia esférico, evaluando la diferencia

entre el potencial molecular real y el teórico.

Validada con modelos como esferocilindros y elipsoides, la teoría ANC ha demostrado

precisión en reproducir coeficientes viriales y analizar el impacto de la geometría molecular,

especialmente en la elongación molecular, sobre los parámetros y potenciales efectivos.

La teoría ANC amplía el principio de estados correspondientes, introduciendo el pará-

metro de suavidad (s) para describir el perfil del potencial, utilizando un potencial esférico

efectivo que se detalla con parámetros como el mínimo en rm y la profundidad ε. La formu-

lación de la teoría ANC proporciona una comprensión detallada de cómo las variaciones en

la suavidad y la forma molecular influencian las interacciones y propiedades de los fluidos

en estudio. La expresión analítica del potencial usualmente se reporta a partir del potencial

de Kihara [147] como referencia de potencial esférico

UK(z) = ε

[(
1− a

z− a

)12

− 2

(
1− a

z− a

)6]
, (7.36)

donde z = rij/rm y a = cte. la cuál es el diámetro del núcleo duro de referencia en unidades
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de rm. En la literatura se toma a = 0.09574 para que la expresión en (7.37) sea cercano a la

mejor representación del potencial de pares para el Argón descrito por Aziz y Slaman [148].

Una vez propuesto una versión sencilla de un potencial por pares, la teoría ANC introduce

un potencial efectivo incorporando la constante de suavidad (s)

UANC(ζ) = ε

[(
1− a

ζ − a

)12

− 2

(
1− a

ζ − a

)6]
, (7.37)

donde

ζ =

[
z3 − 1 + s

s

]1/3
, (7.38)

donde la suavidad, (s), juega un papel importante en la modulación de las características

del potencial ANC, como se evidencia en las gráficas de la figura (7.6). Un valor menor de

(s) resulta en un pozo potencial más estrecho, indicando una fuerza atractiva más fuerte

en distancias cortas y una región de atracción efectiva reducida. Además, la barrera de

repulsión se eleva, intensificando la repulsión a corta distancia y afectando las interacciones

moleculares al acercarse, esto se hace notar dibujando una línea en r = 1, luego se observa

el efecto de la suavidad, ya que si (s) es cercano a 0 el potencial es “duro”, si la suavidad

se acerca a 1 entonces el potencial es “blando”.

El parámetro de suavidad ANC, simbolizado por (s), es determinante en la modulación

de las interacciones moleculares, afectando de manera significativa las propiedades estruc-

turales y energéticas de los sistemas analizados. Con el incremento de (s), se evidencia

una evolución en las características del sistema, transitando desde estados más rígidos y

definidos hacia comportamientos más elásticos y variables. Tal diversidad en los valores de

(s) facilita un análisis exhaustivo de los diferentes estados de la materia, ofreciendo una

visión profunda sobre cómo la suavidad afecta la estructuración de fases y las transiciones

fase entre ellas.

Por otro lado, un valor mayor de (s) suaviza la transición entre las regiones repulsiva

y atractiva del potencial, reflejando un comportamiento más “blando” en las interacciones

moleculares. Esta suavidad modifica no solo la intensidad de las interacciones, sino también

su alcance, especialmente en la transición y en las distancias largas.
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Figura 7.6: Gráficas del potencial ANC en función de la distancia reducida r∗ para dife-
rentes valores del parámetro de suavidad (s). Cada gráfica ilustra cómo varía el potencial
con r∗, destacando el efecto de la suavidad en la forma del potencial. Los valores de (s)
considerados son 0.3, 0.5, 0.7 y 1.0.

La suavidad (s) ajusta tanto la intensidad como el alcance de las interacciones repre-

sentadas por el potencial ANC, con valores bajos de (s) conduciendo a interacciones más

intensas y focalizadas, mientras que los valores más altos promueven una transición más

gradual y extienden el alcance de las interacciones moleculares.
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Resultados

En este trabajo, utilizamos un nuevo modelo de potencial anisótropo, que es una ex-

tensión al potencial empleado por Hess-Su [6]. También este potencial modula la parte

repulsiva y atractiva por medio del parámetro de suavidad (s); además, la parte atractiva

del potencial se ve afectada por una función orientacional, es decir, esa función contiene los

parámetros energéticos que favorecen todas las configuraciones características del sistema.

Mientras el diseño original de Hess-Su [6] incorpora un potencial del tipo Lennard-Jones

(LJ); nuestra propuesta de potencial toma en consideración las ventajas de la teoría Apro-

ximate Non Conformal (ANC), la cual se describe en más detalle en la sección (7.3), donde

un caso especial es el potencial LJ. Este nuevo enfoque ANC-orientacional (ANCo) nos

permite ampliar la anisotropía molecular en los sistemas líquido cristalinos. La función

matemática isótropa del potencial de interacción ANC se expresa de la siguiente manera

UANC(rij, s, δ0)/ε0 = Ξ−12 − 2Ξ−6, (8.1)

donde por comodidad hemos tomado al parámetro a = 0 (nódulo de dureza) para hacerlo

conformal con el potencial de LJ; rij denota la distancia entre las partículas i y j, reflejando

así la separación intermolecular. El parámetro (s) controla la suavidad y/o dureza del

potencial, mientras que δ0 especifica la posición del mínimo del potencial y por último el

término ε0 determina la intensidad de las fuerzas atractivas. Por otro lado, Ξ se refiere a

una escala de longitud adimensional que se describe como

86
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Ξ3 = 1 +
(rij/δ0)

3 − 1

s
, (8.2)

El mínimo de la interacción se elige de tal forma que coincida con el mínimo del potencial de

LJ fijando δ0 = 21/6σ0, donde σ0 representa el diámetro de las partículas interactuantes. De

esta forma, UANC(rij, s, δ0) = 0 cuando rij = δ0[1+(2−1/2−1)s]1/3 y UANC(rij, s, δ0) = −ε0

cuando rij = δ0. Cuando se elige s = 1 y δ0 = 21/6σ0 obtenemos el potencial de LJ. De

esta manera, la dimensión de las partículas interactuantes entra indirectamente a través

de δ0, pero el cero del potencial de interacción ya no coincide con el del potencial de

Lennard-Jones (LJ) cuando s ̸= 1.

8.1. Potencial ANC-Orientacional

La forma de la ecuación (8.1) puede reescribirse para incluir contribuciones anisótropas

a través de un término dependiente de la orientación y que modula las atracciones al estilo

del modelo propuesto por Hess-Su [6], el cual fue descrito en la sección (7.2)

UANCo(rij, s, δ0)/ε0 = Ξ−12 − 2Ξ−6[1 + Ψ(r̂ij, êi, êj)], (8.3)

La ecuación (8.3) requiere el vector rij, el vector unitario correspondiente r̂ij = rij/rij,

y los vectores de orientación molecular (unitarios) êi y êj de las partículas i-ésima y j-

ésima para tener en cuenta las contribuciones dependientes de la orientación. La función

Ψ(r̂ij, êi, êj) se explica en la sección (7.2).

En la ecuación (7.23) se asume implícitamente la simetría uniaxial (cabeza-cola) de

las moléculas líquido cristalinas, de tal manera que êi = −êi. Adicionalmente ε1 y ε2 son

factores de escala de energía adimensionales que consideran las contribuciones anisótropas.

De modo que el producto ε0ε1 determina la intensidad asociada a la orientación espacial

relativa de un par de moléculas interactuantes, mientras que el producto ε0ε2 modula la

intensidad debido a la orientación espacial de cada par molecular respecto al eje intermo-

lecular.

La estructura dada por la ecuación (8.3) se refiere a una interacción molecular a pares,
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donde se incluyen dos componentes: un término repulsivo isótropo y otro término atractivo

anisótropo. En este estudio, al igual que el propuesto por Hess-Su y otros estudios [6, 75,

149], se utiliza ε1 > 0, que fue de terminado para partículas cuya forma es prolata, y se

usa ε2 = −2ε1 = −0.08.

El parámetro κ que toma en consideración la razón de aspecto, definida en la sección

(7) como

κ =
σcc

σll

=
largo

ancho
, (8.4)

para determinar este parámetro, consideramos la separación intermolecular donde el po-

tencial de interacción desaparece para las configuraciones mesógenas cola-cola (êi · r̂ij =

êj · r̂ij = êi · êj = 1) y lado-lado (êi · r̂ij = êj · r̂ij = 0, êi · êj = 1), ver figura (7.2), es decir,

el valor de rij cuando UANCo(rij, s, δ0) = 0. Esto permite determinar κ como función del

parámetro de suavidad (s) de los mesógenos. Para ello, se define una función general de la

forma siguiente

ξ0(s, δ0,Ψxx) = δ0

{
s

[2(1 + Ψxx)]1/2
− s+ 1

}1/3

, (8.5)

se utiliza Ψxx para simplificar la notación y representar la ecuación (7.23) para una confi-

guración de tipo “xx”. De esta forma, la ecuación (8.5) depende del parámetro de suavidad

(s) del potencial ANCo y del valor del término anisótropo [1+Ψ(r̂ij, êi, êj)] evaluado para

las orientaciones de interés entre partículas (es decir, las configuraciones cc (cola-cola) y ll

(lado-lado)). Así, las escalas de longitud cuando el potencial de interacción se anula para

configuraciones cc y ll se dan por

r0,cc = ξ0(s,Ψcc), (8.6)

y

r0,ll = ξ0(s,Ψll), (8.7)

que, como se vio en la sección (7.2) para la configuración cc, Ψcc = 5ε1 + 10ε2, mientras
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que, para la configuración ll, Ψll = 5ε1 − 5ε2. La razón de aspecto efectiva κ, derivada de

la anisotropía energética en nuestra implementación del modelo ANC, se expresa

κ =
r0,cc
r0,ll

=
ξ0(s,Ψcc)

ξ0(s,Ψll)
, (8.8)

si κ > 1, el sistema se compone de mesógenos prolatos (calamíticos); por otro lado, si

κ < 1, el sistema consta de mesógenos oblatos (discóticos), y para κ = 1 se presenta un

caso esférico. Cabe resaltar que κ es independiente de δ0, lo que permite la adopción de

otras definiciones apropiadas para κ [69]. En nuestros estudios, el parámetro δ0 = 21/6 se

mantuvo constante, simplificando la determinación del diámetro central en diversas confi-

guraciones. El modelo implementado introduce la anisotropía molecular primordialmente

a través de la variabilidad energética, con la anisotropía de forma derivando directamente

de las diferencias en las escalas energéticas del potencial de interacción. Esta peculiaridad

se observa en la reducción aparente del tamaño del núcleo en las moléculas, un efecto que

se clarifica al examinar las superficies equipotenciales mostradas en la figura (8.2). De este

modo, la anisotropía molecular se inyecta eficazmente en el modelo mediante variaciones

energéticas, con la anisotropía de forma siendo efectivamente representada por la ecuación

(8.8), emanada de la diversidad en las escalas energéticas del potencial de interacción.

Se realizaron simulaciones de DM, ver sección (6), para seis sistemas distintos, ajus-

tando el parámetro de suavidad (s) con los siguientes valores: s = 0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9, 1.0.

Este intervalo incluye el límite definido en (7.34), enfocándose en valores de κ inferiores e

iguales a 1.26. La figura (8.1) ilustra la influencia de la suavidad y la razón de aspecto sobre

las propiedades energéticas y de distancia, demostrando las variaciones en la configuración

del potencial para cada sistema.

La suavidad es fundamental para determinar las características energéticas de estos

sistemas. Con el aumento del parámetro de suavidad, se observa una atenuación en la

fuerza de repulsión a cortas distancias, lo que indica un suavizamiento de las interaccio-

nes intermoleculares de corto alcance. Este efecto reduce la intensidad de las repulsiones,

permitiendo a las partículas acercarse más sin un aumento significativo en la energía.

De forma paralela, la profundidad del pozo potencial experimenta una disminución



Resultados 90

U
(r
* )

r*
2.01.51.00.5

-2.0

-3.0

1.0

2.0

0.0

-1.0

lado-lado

(a) s = 0.5

cruzada

U
(r
* )

r*
2.01.51.00.5

-2.0

-3.0

1.0

2.0

0.0

-1.0

(b) s = 0.6

U
(r
* )

r*
2.01.51.00.5

-2.0

-3.0

1.0

2.0

0.0

-1.0

(c) s = 0.7

U
(r
* )

r*
2.01.51.00.5

-2.0

-3.0

1.0

2.0

0.0

-1.0

(d) s = 0.8

Te

U
(r
* )

r*
2.01.51.00.5

-2.0

-3.0

1.0

2.0

0.0

-1.0

(e) s = 0.9

cola-cola

U
(r
* )

r*
2.01.51.00.5

-2.0

-3.0

1.0

2.0

0.0

-1.0

(f) s = 1.0

Figura 8.1: Gráfica de las configuraciones más representativas del potencial de ANCo como
función de la distancia reducida r∗. En esta representación se ha incluido la contribución
anisótropa en al parte atractiva del potencial.

conforme cambia la configuración de los mesógenos, sugiriendo que la configuración orien-

tacional entre las partículas se modera. Esto puede llevar a cambios en la dinámica de

los sistemas, posiblemente facilitando transiciones de estado orientacionales. La anchura

del pozo de potencial también se ve influenciada, expandiéndose a medida que el tipo de

configuración cambia, lo que implica que las partículas sienten la atracción conforme el

diámetro efectivo crece.

Este fenómeno de variación en la suavidad induce transiciones de fase, donde un sistema

podría evolucionar desde un estado más estructurado hacia uno menos ordenado en la

posición de sus centros de masa, pero ordenado en un vector de orientación n̂ reflejando

una disminución general en la energía potencial que libera a las partículas para explorar

un espacio configuracional más amplio.

La estabilidad de los sistemas también está estrechamente ligada a la suavidad. Un
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Figura 8.2: Superficies equipotenciales para diferentes valores de suavidad (s).

nivel óptimo de suavidad asegura un equilibrio entre las fuerzas repulsivas y atractivas,

manteniendo la estabilidad del sistema. Sin embargo, extremos en la suavidad, ya sea

demasiado suave o duro, pueden conducir a comportamientos no deseados, donde el sistema

puede ser demasiado disperso o excesivamente rígido, respectivamente.

8.2. Detalles de la simulación molecular

Para cada sistema simulado, utilizamos N = 4000 moléculas, los parámetros utilizados

en el potencial fueron: longitud σ0 = 1, energía ϵ0 = 1, y masa m0 = 1. Las simulaciones

las realizamos utilizando un paso de integración de ∆t = 0.001 y se aplicó un radio de corte

rcut = 3 para optimizar los cálculos. Para las fases ordenadas, realizamos simulaciones en el

ensamble NPT y para construir los diagramas de fase ortobáricos, utilizamos simulaciones

en el ensamble NVT. En ambas simulaciones se utilizó el termostato y barostato de Nosé-



Resultados 92

Hoover con constantes de acoplamiento QT = 10 para temperatura y QP = 5000 para

presión. Se usaron celdas de simulación cúbicas con dimensiones Lx = Ly = Lz, las cuales

se ajustaron conforme a las configuraciones NPT equilibradas de cada sistema para obtener

las fases ordenadas.

Para obtener la curva de coexistencia líquido-vapor, utilizamos simulaciones en el en-

samble NVT, implementando un termostato Nosé-Hoover con una constante de acopla-

miento QT = 10. Las simulaciones se realizaron en celdas rectangulares con dimensiones

Lx = Ly = 15 y Lz = 44.4, para tener una densidad uniforme de ρ = 0.4. La temperatura

se ajustó gradualmente en pasos de ∆T = 0.01, y se fijaron los parámetros del modelo en

δ0 = 21/6, ϵ1 = 0.04, y ϵ2 = −0.08. Para cada configuración, se alcanzó el equilibrio tras

10 × 106 de pasos temporales, periodo tras el cual se procedió a la recopilación de datos

de producción con la misma cantidad de pasos temporales.

Se investigaron los efectos del parámetro de suavidad ANCo (s) en la formación y

estabilidad de las fases líquido cristalinas, evaluando seis valores distintos. Los puntos de

separación intermolecular donde las interacciones se neutralizan (r0,ee y r0,ss), junto con la

relación de aspecto (κ), están detallados en la tabla (8.1).

Parámetro de Distancia Distancia Razón de
suavidad, (s) cola-cola, r0,cc lado-lado, r0,ll aspecto, κ

0.5 1.144 1.033 1.108
0.6 1.148 1.013 1.133
0.7 1.153 0.993 1.161
0.8 1.157 0.971 1.191
0.9 1.161 0.948 1.224
1.0 1.165 0.925 1.260

Tabla 8.1: Parámetros de escala de longitud en función de la suavidad ANCo, (s).

Para cada valor de (s), se construyeron isóbaras en el ensamble NPT a fin de delimitar

las fronteras de las fases ordenadas. Las fronteras de las zonas de coexistencia líquido-

vapor se efectuaron mediante simulaciones NVT, ajustando la temperatura en incrementos

minúsculos. El conjunto de isóbaras para cada nivel de suavidad abarcó presiones P ∗ ∈

{0.1, 0.5, 1, 2, 3, 4}, realizando un análisis más detallado para s = 0.5, que incluyó presiones

adicionales P ∗ ∈ {5, 7, 9, 11, 13, 15}.
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Unidades reducidas

Distancia r∗ = r/σ0

Energía U∗ = U/ϵ0
Temperatura T ∗ = kT/ϵ0
Densidad ρ∗ = ρσ3

0

Presión p∗ = pσ3
0/ϵ0

Tiempo t∗ = t[ϵ0/mσ2
0]

1/2

Tabla 8.2: Unidades reducidas usadas en este trabajo de investigación.

En este trabajo, las cantidades adimensionales se normalizan usando la longitud mole-

cular unitaria σ0, la escala de energía ϵ0, y la masa molecular m0. Para claridad, las mag-

nitudes reducidas (adimensionales) se indican mediante símbolos con asteriscos, mientras

que las dimensionales (reales) se distinguen por símbolos sin asteriscos, como se muestra

en la tabla (8.2). Todas estas variables de estado adimensionales se normalizan utilizando

el diámetro del núcleo duro, σ0.

La curva de presión de vapor se calculó mediante los componentes del tensor de presión,

de la siguiente manera

p∗ABV ∗ =
N∑
i=1

miv
A
i v

B
i +

N−1∑
i=1

N∑
j>i

(rij)
A(fij)

B, (8.9)

donde V ∗ es el volumen del sistema, mi y vi son la masa y la velocidad de las partícu-

las, respectivamente, rij y fij son las distancias relativas y las fuerzas, respectivamente,

mientras que A,B = x, y, z son las componentes cartesianas.

La determinación de las densidades coexistentes de líquido y vapor, junto con el ancho

de la interfaz para cada temperatura, se logra ajustando las densidades de coexistencia

líquido-vapor a un perfil de tangente hiperbólica [150]. Este procedimiento de ajuste per-

mite la caracterización de las densidades líquido-vapor a través de diferentes temperaturas,

como sigue [150],

ρ∗(z) =
1

2
(ρ∗l + ρ∗v)−

1

2
(ρ∗l − ρ∗v) tanh

(
2(z∗ − z∗o)

ξ

)
, (8.10)

donde ρ∗l y ρ∗v son las densidades de coexistencia del líquido y el vapor, respectivamente,
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z∗o es la ubicación de la superficie divisoria de Gibbs, y ξ es el ancho de la interfaz. Para

la estimación del punto crítico, utilizamos la regla de los diámetros rectilíneos [151]. Las

temperaturas críticas (T ∗
c ) y densidades críticas (ρ∗c) se obtuvieron ajustando los valores

de las densidades ortobáricas en la expansión a segundo orden de Wegner [152]

ρ∗l (t)− ρ∗v(t) = B0t
β̃ +B1t

β̃+∆1 , (8.11)
ρ∗l (t) + ρ∗v(t)

2
= ρ∗c + C1t, (8.12)

donde ρ∗v,l denotan las densidades de vapor o líquido, respectivamente, y t = 1 − T ∗/T ∗
c

mientras que B0, B1 y C1 son las amplitudes. Los exponentes críticos utilizados para el

caso 3D fueron β̃ = 0.325 y ∆1 = 0.51 [153]. Finalmente, la presión crítica, pc, se obtiene

ajustando los datos de simulación de DM de la presión de vapor por la ecuación,

ln ( p∗ ) = A+
B

T ∗ , (8.13)

donde A y B son parámetros de ajuste. La ecuación anterior es una forma simplificada

de la ecuación de Clausius-Clapeyron, que es una relación fundamental en termodinámica

y que describe cómo cambia la presión de vapor de una sustancia con la temperatura,

especialmente cerca de una transición de fase, como entre líquido y vapor o entre sólido

y vapor. Con ella se puede entender y predecir cómo la presión de vapor de un sistema

cambia con la temperatura en una transición de fase. La forma diferencial de la ecuación

de Clausius-Clapeyron se expresa como sigue

dP

dT
=

L

T∆v
, (8.14)

donde L es el calor latente de la transición de fase, T es la temperatura absoluta en Kelvin

y ∆v es el cambio en el volumen específico entre las dos fases [154–157].

La presión crítica, p∗c , se obtiene a la temperatura crítica correspondiente T ∗
c . La densi-

dad crítica, temperatura y presión se determinan utilizando las ecuaciones (8.11) y (8.13).

En la figura (8.3) únicamente se muestran tres temperaturas representativas, seleccio-
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ρ* (z
/σ

0)

z/σ0

Figura 8.3: Panel a): perfiles de densidad para el sistema con s = 1.0, en negro (T ∗ = 0.74),
rojo (T ∗ = 0.95), azul (T ∗ = 1.10). Panel b) configuración instantánea final del sistema
s = 1.0 a temepratura de T ∗ = 0.95.

nadas como ejemplos (T ∗ = 1.00, 1.10, y 1.15) para las cuales los perfiles de densidad son

claros y estables, es decir, puntos donde hay coexistencia líquido-vapor para el sistema con

un valor de suavidad de s = 1.0. En la figura (8.3)a, es evidente que con el aumento de la

temperatura, la densidad de la fase líquida disminuye. Simultáneamente, la densidad del

vapor muestra un aumento en los perfiles de densidad. Además, se distinguen claramente

regiones bien definidas de líquido y vapor. El ancho de la fase líquida es lo suficientemente

grande para medir una densidad estable del líquido. En la figura (8.3)b se ve una confi-

guración instantánea en equilibrio del fluido a T ∗ = 1.10 y s = 1.0. Esta figura muestra

una visión de la coexistencia nemática y vapor en equilibrio, observamos que las moléculas

tienen en promedio la misma orientación (color) indicando una fase ordenada (nemática)

pero no se observan capas de moléculas, lo cual indicaría una fase esméctica o cristalina.

Como ya se ha mencionado, se usó un ensamble canónico simple (NVT) para la evolu-
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ción de las dos densidades en la coexistencia de fases. La simplicidad de esta técnica facilita

una evaluación rápida y confiable de las propiedades estáticas, destacando su eficacia.

En la figura (8.4a), se presenta una comparación de la curva de coexistencia líquido-

vapor para los sistemas con suavidades s = 0.5, 0.6, 0.7. Se observa que el ancho de la curva

aumenta proporcionalmente con la suavidad del sistema, un fenómeno que también afecta

el punto crítico, el cual se desplaza hacia valores más altos a medida que la suavidad incre-

menta. Este comportamiento puede ser examinado en detalle en la referencia 8.1, donde

se muestra que una menor suavidad (s = 0.5, 0.6, 0.7) resulta en una mayor dureza del

potencial, lo que a su vez influye en las interacciones de corto alcance entre las moléculas.

Así, en sistemas con una suavidad de s = 0.5, las interacciones moleculares son más

rígidas, resultando en una mayor repulsión y menor atracción a cortas distancias y, por

ende, como resultados se obtiene una temperatura más baja del punto crítico y una menor

amplitud de la curva de coexistencia que se ve reflejado en un aumento del diámetro

molecular. A medida que la suavidad aumenta a s = 0.6 y s = 0.7, el potencial se torna

menos duro, permitiendo que las moléculas se acerquen más entre sí antes de experimentar

repulsión significativa y también aumenta la atracción del potencial, lo cual introduce una

mayor cohesión entre las moléculas, lo que conduce a un aumento en la temperatura y

la presión críticas, así como en el ancho de la curva de coexistencia, ya que el diámetro

molecular efectivo decrece.

Estos resultados toman importancia en las aplicaciones industriales donde el control

preciso de las condiciones de coexistencia es necesario, como en la destilación fraccionada, la

criogenia o los procesos de separación de ciertas mezclas, donde una comprensión detallada

de cómo las interacciones moleculares mediadas por el potencial afectan la coexistencia de

fases y que puede optimizar la eficiencia y el costo de ciertos procesos.

La gráfica que relaciona presión de vapor y el inverso de la temperatura, mostrada

en la figura (8.4b) permite analizar la estabilidad de las diferentes fases de una sustancia

bajo distintas condiciones de temperatura, destacando cómo a temperaturas más bajas

la fase líquida puede ser más estable, evidenciada por una presión de vapor más baja,

mientras que a temperaturas más altas, la fase isótropa se vuelve predominante. Además,

esta curva facilita la comprensión de cómo las interacciones moleculares influyen en las
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propiedades termodinámicas de los sistemas, donde cambios en la pendiente pueden reflejar

variaciones en la energía interna. Asimismo, permite estimar la presión crítica, a partir de la

temperatura crítica y la densidad crítica obtenidas por la regla de los diámetros rectilíneos

y los datos de simulación, puntos en los cuales las propiedades de las fases líquida y vapor

se hacen indistinguibles.
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Figura 8.4: Panel a: Predicción de la gráfica densidad-temperatura de la curva de coexis-
tencia líquido-vapor. Los símbolos sólidos son los resultados de simulaciones de DM. Panel
b: Lo mismo que en el panel a pero para la presión de vapor.

El análisis se extiende para suavidades con valores de s = 0.8, 0.9, 1.0. Como se ilustra

en la figura (8.5a), el ancho de la gota de líquido sigue incrementándose de manera propor-

cional a la suavidad del sistema. Correspondientemente, el punto crítico también muestra

un aumento en temperatura, siendo el sistema con s = 1.0 el que alcanza el punto crítico

más elevado. Esta tendencia indica que una mayor suavidad facilita una mayor libertad

molecular, lo que resulta en una mayor capacidad del líquido para expandirse antes de

alcanzar la transición de fase.

El comportamiento de la presión de vapor se detalla en la figura (8.5b), donde se

evidencia la estabilidad de la coexistencia líquido-vapor. Existe una relación lineal entre

el inverso de la temperatura y el logaritmo de la presión, indicando un comportamiento
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consistente con la ecuación de Clausius-Clapeyron.

Finalmente, en la tabla (8.3) se resumen las propiedades críticas de cada sistema,

mismas que son fundamentales para entender cómo variaciones sutiles en la configuración

molecular pueden influir significativamente en las propiedades macroscópicas del sistema.
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Figura 8.5: Panel (a): comparación de curvas de coexistencia para distintas suavidades.
Panel (b): presiones de vapor correspondientes a las curvas del panel (a).

Parámetro de Densidad Temperatura Presión
suavidad, (s) crítica, ρ∗c crítica, T ∗

c crítica P ∗
c

0.5 0.298 0.699 0.0548
0.6 0.306 0.779 0.0545
0.7 0.304 0.882 0.0686
0.8 0.303 0.985 0.0792
0.9 0.308 1.09 0.0891
1.0 0.321 1.20 0.0947

Tabla 8.3: Propiedades críticas en función de la suavidad en el sistema.

En la figura (8.6), se ilustra cómo las propiedades críticas varían como función de la

suavidad (s) de cada sistema simulado, mostrando una tendencia clara hacia el aumento

de la temperatura y presión a medida que aumenta la suavidad del sistema, mientras que

densidad crítica muestra una ligera disminución a suavidades intermedias. Esto indica que
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los sistemas más duros (valor de s pequeños) presentan propiedades críticas menores en

comparación con los sistemas más suaves (valor de s altos). Por ejemplo, en un sistema

con una suavidad s = 0.5, las fuerzas repulsivas son más intensas, pero también la parte

atractiva disminuye en comparación con una suavidad mayor, esta combinación resulta

en una menor cohesión del sistema, lo cual se ve reflejada en valores numéricos más ba-

jos de la temperatura y la presión crítica. En contraste, un sistema más suave, es decir,

con un valor de s = 1.0, donde las interacciones son menos repulsivas, tiende a presentar

valores más altos de aquellas propiedades críticas, lo que quiere decir que ciertas fases

siguen permaneciendo estables a temperaturas aún mayores. Este comportamiento es muy

importante para aplicaciones donde la estabilidad térmica y la resistencia a deformacio-

nes sean factores determinantes, como en ciencia de materiales o en la formulación de

medicamentos [158–161].
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Figura 8.6: Propiedades críticas del potencial ANCo como función del parámetro de suavi-
dad. Panel (a): temperatura crítica; panel (b): presión crítica; y panel (c): densidad crítica.
Datos obtenidos con DM.

A continuación se presentan los diagramas de fases obtenidos con el nuevo potencial

ANCo para cada sistema estudiado.
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Sistema s = 0.5

Un aspecto destacable es que el sistema en estudio no presenta la fase nemática, lo

cual es notable dado que se trata del sistema con la menor suavidad. Esto implica una

mayor dureza en el núcleo de las moléculas, lo cual significa que la influencia de la razón

de aspecto (κ) es dominante para la aparición de las fases líquido cristalinas.

Este fenómeno puede entenderse mejor considerando que un incremento en la dureza

del núcleo molecular limita la flexibilidad y la capacidad de las moléculas para mantenerse

alineadas, de manera que favorezca la formación de la fase nemática. En sistemas con

partículas más suaves, observamos una transición a la fase nemática debido a que la menor

dureza (mayor razón de aspecto) facilita una mayor libertad en su orientación y alineación,

promoviendo así interacciones anisótropas efectivas.

La razón de aspecto para este sistema es κ = 1.108, lo cual indica que es muy cer-

cana a uno, esto nos dice que los mesógenos en este sistema son poco alargados, siendo

cuasi-esféricos. Esta característica es fundamental para comprender el diagrama de fases

del sistema, figura (8.7a), que muestra una similitud notable con los reportados en la li-

teratura para sistemas que utilizan potenciales esféricos en simulaciones [162, 163]. Este

comportamiento es típico de sistemas donde la forma cuasi-esférica de las partículas mi-

nimiza las interacciones anisótropas, favoreciendo comportamientos más isótropos que se

comporten como sistemas que interactúan con potenciales esféricos.

En sistemas con partículas más alargadas o anisótropas, es probable que observemos

una variedad más amplia de comportamientos y transiciones de fase debido a la mayor

influencia de las interacciones direccionales entre las partículas.

El parámetro de orden nemático (ver sección 6.9) se evaluó bajo varias condiciones

de presión para determinar la configuración del diagrama de fases. Como se muestra en

la figura (8.7b), el parámetro de orden nemático varía en función de la temperatura para

las presiones estudiadas. Cada presión se representa con un color distinto en la figura,

P ∈ {0.1, 0.5, 1, 2, 3, 4} respectivamente, lo cual facilita la visualización de las transiciones

de fase. Un parámetro de orden nemático cercano a uno indica un sistema altamente

ordenado, mientras que un valor cercano a cero implica un sistema desordenado. Los
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Figura 8.7: Panel (a): diagrama de fases del sistema s = 0.5, κ = 1.108. Panel (b): paráme-
tro de orden nemático como función de la temperatura para presiones P ∗ = 0.1, 0.5, 1, 2, 3, 4
en orden ascendente de izquierda a derecha.

valores intermedios son indicativos de la presencia de una fase nemática.

Sin embargo, los resultados obtenidos no muestran valores intermedios, indicando la

ausencia de la fase nemática en los intervalos de presión examinados. La observación pre-

dominante es la transición de un fluido isótropo a un estado cristalino sin pasar por una

fase nemática. Este hecho implica que las características moleculares podrían ser necesarios

para inducir la fase nemática.

La aparición de la fase nemática está intrínsecamente ligada a la anisotropía molecular.

Estos resultados revelan que la manipulación de la suavidad y la dureza en sistemas de

cristales líquidos podría ser un enfoque clave para controlar la emergencia de diversas

fases. Ajustar la razón de aspecto κ en la síntesis de mesógenos podría ser una estrategia

clave para diseñar materiales con propiedades de fase específicas, abriendo camino para

aplicaciones avanzadas en tecnologías de visualización y sensores.

Sistema s = 0.6

En este análisis, observamos un incremento en la suavidad y, correspondientemente, en

la razón de aspecto, con un valor de κ = 1.133. Aunque este aumento, es muy cercano a

la razón de aspecto del caso anterior, es decir, cuando s = 0.5, resulta ser ya suficiente
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para inducir la formación de la fase nemática, la cual se destaca en un intenso azul en el

diagrama de la figura (8.8a). En este diagrama, la región de coexistencia nemática-isótropa

se ilustra en color rosa a la izquierda, mientras que la transición de la fase nemática a la

cristalina se muestra a la derecha en color verde claro.

0.6

0.6

ρ*

T
*

0.0 0.1 0.2 0.3 0.8

0.8

0.9

0.9

1.0

1.0

0.7

0.7

0.4
0.4

0.5

0.5

I

I+N

C

G + L

G + C

N + C

N 

G + N

I + C

(a)

0.7 0.9

T*
0.6

S
2

P*

0.5 0.8

(b)

Figura 8.8: Panel (a): diagrama de fases del sistems s = 0.6, κ = 1.133. Panel (b): paráme-
tro de orden nemático como función de la temperatura para presiones P ∗ = 0.1, 0.5, 1, 2, 3, 4
en orden ascendente de izquierda a derecha.

Para densidades superiores a ρ∗ > 0.75 y temperaturas por encima de T ∗ > 0.8, se

identifica claramente la región de transición de la fase isótropa a la cristalina. Adicional-

mente, entre la curva de coexistencia líquido-vapor, representada en verde, y la coexistencia

cristal-gas, se evidencia una región de coexistencia nemático-gas.

Los resultados obtenidos en este estudio no solo subrayan la sensibilidad de las fases a

pequeñas variaciones en parámetros moleculares, sino que también destacan la complejidad

de la coexistencia de fases y transiciones en sistemas de materia condensada.

En la figura (8.8b), se observa la presencia de puntos entre cero y uno en el intervalo

de presiones bajas, mientras que estos puntos no aparecen a presiones más altas. Esto

demarca claramente la región nemática dentro del diagrama de fases. Aunque esta región

es relativamente pequeña en comparación con las otras áreas del diagrama, se vuelve

significativamente más prominente a medida que la suavidad incrementa un 20 %.
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Sistema s = 0.7

Este sistema tiene una razón de aspecto de κ = 1.161. Se observa una expansión

notable de la región nemática y de la zona de coexistencia nemático-gas. La transición de

la fase isótropa a la cristalina se desplaza hacia temperaturas superiores a 1.0 y densidades

mayores de 0.85, enfatizando la importancia creciente de la región de transición de la fase

nemática a la cristalina. Este orden en las transiciones de fase —isótropo, nemático, a

cristal— es claramente evidente en la figura (8.9a).

La relación entre la suavidad del sistema, la razón de aspecto κ y la aparición y ex-

tensión de la fase nemática es clave para entender la dinámica de las transiciones de fase

observadas. La suavidad afecta directamente las interacciones intermoleculares, permitien-

do que las moléculas se alineen más fácilmente a lo largo de direcciones preferenciales

cuando κ supera un umbral crítico (s > 0.6). Este alineamiento favorece la formación de

la fase nemática, en la cual las moléculas se ordenan con una orientación preferencial, pero

sin un orden posicional de largo alcance, típico de las fases cristalinas.

A medida que κ aumenta, indicando moléculas más elongadas, las fuerzas anisótropas

se vuelven más pronunciadas, lo que facilita la estabilización de la fase nemática incluso a

temperaturas más altas y densidades más bajas. Esta mayor estabilidad de la fase nemática

a su vez influye en la posición de la transición isótropo-cristal. La existencia de una fase

nemática estable puede actuar como intermediaria en la transformación de la fase isótropa

a la cristalina, retrasando esta transición hasta que se alcanzan condiciones termodinámicas

características de este sistema.

Además, la expansión de la región de coexistencia gas-nemático implica una mayor

tolerancia del sistema a las fluctuaciones en la densidad y la temperatura antes de que se

rompa el orden nemático.

Sistema s = 0.8

A medida que se incrementa la suavidad, y en consecuencia la razón de aspecto κ =

1.191, se observan cambios significativos en el diagrama de fases del sistema. En el in-

tervalo de presiones y temperaturas estudiadas, la transición directa de isótropo a cristal
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Figura 8.9: Panel (a): diagrama de fases del sistema s = 0.7, κ = 1.161. Panel (b): paráme-
tro de orden nemático como función de la temperatura para presiones P ∗ = 0.1, 0.5, 1, 2, 3, 4
en orden ascendente de izquierda a derecha.

desaparece, siendo reemplazada por una secuencia más compleja de transiciones de isó-

tropo a nemático y posteriormente a cristal. Este fenómeno se evidencia claramente en la

figura (8.10a), donde la fase nemática no solo se manifiesta, sino que también se extiende

hacia regiones de temperaturas y densidades más altas.

La transición de isótropo a nemático y finalmente a cristal, facilitada por un aumento

en la suavidad, es un indicador de control sobre el comportamiento del sistema mediante

ajustes en la razón de aspecto molecular. Esto subraya la importancia de estudiar cómo

variables moleculares como la suavidad y la razón de aspecto influencian las transiciones

de fase. Además, proporcionan datos valiosos para el desarrollo de modelos teóricos que

puedan predecir el comportamiento de sistemas complejos bajo condiciones variables.

Sistema s = 0.9

Con una suavidad caracterizada por κ = 1.224, se observa, en la figura (8.11a) una

distinción más clara de la fase nemática, junto con transiciones definidas entre las fases

isótropa, nemática y cristalina. El parámetro de orden nemático, ilustrado en la figu-

ra (8.11), resalta estas transiciones de fase, demostrando una marcada diferencia en la

orientación y alineación molecular que caracteriza cada fase. A medida que aumenta la
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Figura 8.10: Panel (a): diagrama de fases del sistema s = 0.8, κ = 1.191. Panel (b): paráme-
tro de orden nemático como función de la temperatura para presiones P ∗ = 0.1, 0.5, 1, 2, 3, 4
en orden ascendente de izquierda a derecha.

suavidad, la fase nemática se hace más prominente y extensa.

Comparando con suavidades más bajas, donde las transiciones de fase pueden ser menos

pronunciadas y la fase nemática menos estable, la suavidad aumentada a κ = 1.224 muestra

un comportamiento transicional más claro y robusto.

Con este análisis el ajuste de la suavidad puede ser utilizado estratégicamente para

manipular y controlar las propiedades de sistemas líquido-cristalinos, especialmente en

aplicaciones donde la anisotropía y las transiciones de fase son críticas. Por ejemplo, en

la fabricación de cristales líquidos para pantallas, hay estudios que buscan manipular las

transiciones de fase, las propiedades anisótropas y autoensamblado de los cristales líquidos

para optimizar dispositivos de visualización avanzados [164].

Desde un punto de vista teórico, estos resultados enriquecen nuestra comprensión de la

física de la materia condensada y proporcionan datos valiosos para el desarrollo de modelos

que puedan predecir y simular el comportamiento de sistemas anisótropos bajo diversas

condiciones.
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Figura 8.11: Panel (a): diagrama de fases del sistema s = 0.9, κ = 1.224. Panel (b): paráme-
tro de orden nemático como función de la temperatura para presiones P ∗ = 0.1, 0.5, 1, 2, 3, 4
en orden ascendente de izquierda a derecha.

Sistema s = 1.0

El análisis del caso con s = 1.0 y κ = 1.260 revela una notable estabilidad de la

fase nemática en condiciones de temperaturas y densidades elevadas. Al examinar la figu-

ra (8.12a), se observa que la curva de coexistencia demuestra que el sistema es relativamente

insensible a las fluctuaciones tanto de temperatura como de densidad. Esto resulta en una

región claramente definida donde coexisten las fases cristal-gas (rosa), nemático-gas (ama-

rillo) y líquido-gas (verde). Además, la temperatura crítica en este caso es alrdedor de 70 %

mayor, un valor significativamente más alto en comparación con una suavidad de s = 0.5.

En contraste, para una suavidad menor (s = 0.5), el diagrama de fases tiende a mostrar

una mayor sensibilidad a cambios en las condiciones externas, resultando en transiciones

más abruptas entre las fases. Las regiones de coexistencia entre las distintas fases son

menos extensas y el punto crítico se presenta a temperaturas y densidades más bajas.

Esto indica que una suavidad más alta permite una mayor flexibilidad y adaptabilidad

molecular, facilitando la estabilidad de fases más complejas como la nemática bajo un

intervalo más amplio de condiciones.

Estos datos conllevan a que manipular la suavidad en sistemas de mesógenos puede

ser una estrategia eficaz para controlar la estabilidad y la aparición de diversas fases. Al
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Figura 8.12: Panel (a): diagrama de fases del sistema s = 1.0, κ = 1.260. Panel (b): paráme-
tro de orden nemático como función de la temperatura para presiones P ∗ = 0.1, 0.5, 1, 2, 3, 4
en orden ascendente de izquierda a derecha.

aumentar la suavidad, se promueve la elongación de las moléculas y se mejora la compa-

tibilidad entre ellas, lo que favorece la formación de estructuras nemáticas más estables.

El parámetro de orden nemático como función de la temperatura, figura (8.12b), propor-

ciona la evidencia de la fase nemática y su estabilidad para las presiones y temperaturas

estudiadas.

En el estudio de las transiciones de fase y las características de las fases en los me-

sógenos, un fenómeno notable es la presencia de histéresis térmica [149]. Este efecto se

manifiesta cuando las temperaturas asociadas a las transiciones de fase, específicamente

entre las fases isótropa-nemática durante el enfriamiento y nemática-sólida durante el ca-

lentamiento, no coinciden. Esta discrepancia se ha justificado experimentalmente debido a

un retraso temporal molecular, el cual ocurre debido a reajustes estructurales durante los

cambios de temperatura. Los estudios de simulación han atribuido este fenómeno a efectos

de tamaño finito.
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Figura 8.13: Un estudio sobre la histéresis térmica: parámetro de orden S2 como función
de la temperatura T ∗. Se muestran los casos para un parámetro de suavidad s = 0.6 [(a)
y (b)] y s = 0.9 [(c) y (d)], para una presión de P ∗ = 0.1 [(a) y (c)] y P ∗ [(b) y (d)].
Las curvas azules (cuadrados) son trayectorias de enfriamiento (comenzando desde la fase
isótropa) y las curvas rojas (círculos) son trayectorias de calentamiento (comenzando desde
la fase cristalina).

En nuestro trabajo, abordamos esta cuestión mediante la exploración del parámetro

de orden nemático S2 para valores de suavidad de s = 0.6 y s = 0.9, bajo condiciones de

presión baja (P ∗ = 0.1) y alta (P ∗ = 4.0). Los resultados, presentados en la figura (8.13),

indican que la histéresis es más pronunciada en el caso menos anisótropo (s = 0.6) y a

presiones más altas (P ∗ = 4), con una diferencia de temperatura entre los procesos de

calentamiento y enfriamiento que varía desde ∆T ∗ = 0.3 hasta ∆T ∗ = 0.1.

En algunos modelos, como se observa en los paneles (b), (c) y (d) de la figura (8.13), el
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sistema puede pasar a estado líquido sin pasar por la fase nemática. Es importante destacar

que los límites de los diagramas de fase en este estudio se basan en curvas de enfriamien-

to, lo cual típicamente establece un límite inferior de temperatura para las transiciones

observadas.

Clasificación Parámetro Presión Temperatura
de fases de suavidad, (s) reducida (P ∗) Reducida (T ∗)

Isótropo (I) 0.5 2.0 1.0
1.0 3.0 1.2

Nemático (N) 0.6 0.5 0.66
1.0 3.0 0.96

Cristal (C) 0.5 7.0 0.83
0.6 0.5 0.6
1.0 3.0 0.8

Tabla 8.4: Resumen de las instantáneas utilizadas para comparar arreglos homogéneos.

Para comprender cómo la anisotropía energética afecta las configuraciones moleculares,

analizamos visualmente las fases de moléculas en diversos estados de suavidad (s = 0.5,

s = 0.6, y (s = 1.0), como se presenta en la figura (8.14). Los datos correspondientes a

cada configuración se detallan en la tabla (8.4). Cada configuración muestra colores que

corresponden a la orientación molecular, proporcionando una comparativa visual directa

entre las diferentes fases.

La fase isótropa, como se anticipaba, revela una coloración aleatoria que refleja la falta

de orientación fija entre las moléculas. En contraste, la fase cristalina presenta una unifor-

midad en la coloración, lo que indica una mínima variación en la orientación molecular.

Observamos que la configuración cristalina con s = 0.5 exhibe una mayor cantidad de

fluctuaciones en la coloración. Las unidades moleculares más esféricas, resultado de una

mayor anisotropía energética, contribuyen a una menor estabilidad en la orientación.

Las fluctuaciones visibles en la configuración s = 0.5 tienden a disminuir a medida que

incrementamos la suavidad a s = 0.6 y luego a s = 1. Este comportamiento implica que un

incremento en la suavidad conduce a una mayor uniformidad en la orientación molecular.

Aunque las fases nemáticas de s = 0.6 y s = 1 se consideran indistinguibles. Así, pequeñas
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variaciones en la anisotropía pueden tener efectos notables sobre la homogeneidad de la

fase.

(a) (b)

(c) (d )

(e) ( f ) (g)

Figura 8.14: Instantáneas de configuraciones moleculares para fases homogéneas. Se mues-
tran la fase isótropa (I) para (a) s = 0.5 y (b) s = 1; la fase nemática (N) para (c) s = 0.6
y (d) s = 1; la fase cristalina (C) para (e) s = 0.5, (f) s = 0.6 y (g) s = 1. Los colores
denotan la orientación molecular; la distribución de colores es homogénea para la fase cris-
talina, en la que las partículas permanecen orientadas con mínimas fluctuaciones. La fase
N para s = 0.5 no se observa, pero la fase N para s = 0.6 se compara con la de s = 1.
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Conclusiones

En este estudio, se presenta un nuevo modelo de potencial anisótropo de grano grueso

para simular sistemas líquido cristalinos, basado en la teoría Aproximate Non Confor-

mal (ANC). La teoría ANC da forma al potencial de interacción isotrópico subyacente,

sobre el cual se introduce la anisotropía mediante un término energético dependiente de

la orientación, siguiendo el enfoque anteriormente descrito por Hess-Su [6]. La caracte-

rística distintiva de esta representación es que permite incorporar la anisotropía en las

interacciones entre unidades sin requerir una proporción molecular explícita. Además, la

representación ANC facilita la modulación precisa de las interacciones a través del pará-

metro de suavidad s, que regula tanto la intensidad de las interacciones repulsivas como

la extensión de las atracciones.

Un desafío significativo del modelo analizado es establecer un umbral adecuado para el

parámetro de suavidad s que permita mantener fases liquido cristalinas. La preocupación

surge debido a que la anisotropía energética empleada en este estudio resulta en mesógenos

cuasi-esféricos. Para investigar este aspecto, efectuamos simulaciones de dinámica molecu-

lar, elaborando diagramas de fase ortobáricos para distintos valores de s. Los resultados

indican que el sistema logra mantener una fase nemática cuando s ≈ 0.6. Además, obser-

vamos que la capacidad del sistema para sostener una fase nemática aumenta conforme s

se aproxima a 1, valor que coincide con el límite donde se recupera la interacción de LJ

convencional ya reportada antes por Hess-Su [6].

Para analizar la estructura de las fases formadas en función del parámetro de suavidad

111
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Figura 9.1: Funciones de distribución radial paralelas [arriba, g∥(r∥)] y perpendiculares
[abajo, g⊥(r⊥)] al director nemático (n̂) para las fases nemáticas (N, paneles izquierdos) y
cristalinas (C, paneles derechos). Se muestran trazas para s = 0.5 (azul), s = 0.6 (púrpura)
y s = 1 (rosa). Note que no existe la fase N cuando s = 0.5.

s, utilizamos el parámetro de orden nemático (n̂) y funciones de distribución radial, eva-

luando el orden orientacional y traslacional. Nuestro análisis revela que para s = 0.5, la

fase nemática no aparece, determinando así un umbral en s = 0.6 conforme a la resolución

de nuestro estudio. Observamos que, desde s = 0.6 hasta s = 1, la fase nemática mantiene

características cualitativas similares. En contraste, la fase cristalina exhibe una estructura

estratificada alineada con la dirección del director nemático, presentando un orden de em-

paquetamiento de tipo hexagonal en cada estrato. Notamos también un cambio marcado

en los picos de la función de distribución radial entre s = 0.5 y s = 0.6, extendiéndose a

s = 1, lo cual se atribuye a la reducción efectiva del tamaño del núcleo molecular en s = 1.

La teoría ANC se ha aplicado en la representación de unidades mesogénicas, resultando

en un potencial de interacción que requiere menos esfuerzo computacional en comparación
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con la conocida interacción de Gay-Berne. El modelo destaca por su habilidad para incor-

porar una anisotropía ligera mediante contribuciones energéticas, evitando la necesidad de

una relación de aspecto molecular definida. Esta simplificación facilita la comprensión de

la física fundamental, derivada solo de consideraciones energéticas, que fomenta la forma-

ción y estabilidad de fases liquido cristalinas. Un desarrollo futuro de esta investigación

incluirá el análisis de sistemas más complejos, como mezclas, para descubrir principios de

diseño aplicables a sistemas micro-estructurados, heterogéneos y sus dinámicas.
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Perspectivas

Una cuestión que emerge de esta investigación es qué ocurre en el caso límite cuando

κ = 1, es decir, en la configuración esférica. En la literatura, se encuentran bien docu-

mentados potenciales discontinuos que simulan esferas, destacándose por su simplicidad

representativa, como el pozo cuadrado (SW) [165], el pozo triangular (TW) [166–168] y, en

investigaciones recientes, el denominado pozo parabólico (PW) [169–171], demostrándose

que este último exhibe propiedades críticas intermedias entre el SW y el TW.

Actualmente se han propuesto nuevos potenciales continuos que reproducen con éxito

el SW [172] y el PW [173], además sus expresiones permiten modular la suavidad del

potencial de forma diferente a la teroría ANC. Al contar con las expresiones analíticas

de estos potenciales, es posible realizar simulaciones de DM para aprovechar sus ventajas

y explorar el diagrama de fases. lo que se propone es integrar la función de anisotropía,

descrita por la ecuación (7.23), en la parte atractiva de estos potenciales continuos. Esta

inclusión permite estudiar cómo la orientación de las partículas afecta las propiedades del

sistema. Este enfoque ofrece una perspectiva única para examinar cómo la orientación, al

mantener fija la suavidad del potencial, influye en la estructura del diagrama de fases y en

las propiedades críticas, estáticas y dinámicas del sistema.
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Apéndice

A.1. Operador de Liouville

El operador de Liouville descrito en (6.35), puede separarse en dos contribuciones, a

saber

iL1 =
∂H
∂p

∂

∂r
=

p

m

∂

∂r
(A.1)

iL2 = −∂H
∂r

∂

∂p
= f

∂

∂p
(A.2)

la suma sobre la cantidad de coordenadas y momentos generalizados s eha omitido, ya

que para los propositos de este trabajo r = (x, y, z) y p = (px, py, pz) y f = −∂H
∂r

es la

fuerza sobre el i-ésimo átomo. entonces iL tomo la forma iL = iL1 + iL2. Por otra parte,

se propone una función del espacio fase Γ(r,p) tal que

iL1Γ(r,p) =
p

m

∂Γ

∂r
(A.3)

iL2Γ(r,p) = f
∂Γ

∂p
(A.4)

luego
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(iL1)(iL2)Γ(r,p) =
p

m

∂

∂r

(
f
∂f

∂p

)
(A.5)

=
p

m
f
∂2f

∂p∂r
+

p

m

∂f

∂p

∂f

∂r
(A.6)

(iL2)(iL1)Γ(r,p) =f
∂

∂p

(
p

m

∂f

∂r

)
(A.7)

=f
p

m

∂2f

∂p∂r
+

f

m

∂f

∂r
(A.8)

de lo anterior se puede notar que

(iL1)(iL2)Γ(r,p) ̸= (iL2)(iL1)Γ(r,p) (A.9)

o, equivalentemente

(iL1iL2 − iL2iL1)Γ(r,p) ̸= 0 (A.10)

Estos operadores no conmutan entre sí. Pero se propone escribirlos de la siguiente manera

eiLt = eiL1eiL2 (A.11)

luego se hace una expansión en series de Taylor a orden 2, para el lado izquierdo de (A.10)

eiLt = 1 + (iL1 + iL2)t+
1

2
(iL1 + iL2)

2t2 + ... (A.12)

eiLt = 1 + (iL1 + iL2)t+
1

2
(iL2

1iL
2
2 + iL1iL2 + iL2iL1)t

2 + ... (A.13)

para el lado derecho

eiL1t = 1 + iL1t+
1

2
iL2

1t
2 + ... (A.14)
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eiL1t = 1 + iL1t+
1

2
iL2

1t
2 + ... (A.15)

eiL1teiL1t = 1 +

(
iL1 + iL2)t+ (iL1iL2 +

1

2
iL2

1 +
1

2
iL2

2

)
t2 + ... (A.16)

Al igualar (A.13) y (A.16) se llega a

eiLt ̸= e(iL1+iL2)t (A.17)

Para eliminar el problema de la no conmutación se usa el llmado teorema de Trotter [133],

el cual establece que

e(iL1+iL2)t ≈ ĺım
M→∞

(
eiL2t/2MeiL1t/MeiL2t/2M

)M

(A.18)

cuya utilidad para el propósito de este trabajo es considerando que M es muy grande pero

finito.

e(iL1+iL2)t ≈
(
eiL2t/2MeiL1t/MeiL2t/2M

)M

(A.19)

luego se extrae la raíz M -ésima de ambos lados

e(iL1+iL2)t/M ≈ eiL2t/2MeiL1t/MeiL2t/2M (A.20)

expresión que nos indica que se han aplicado M veces el operador entre paréntesis hasta

un tiempo t dando como resultado la propagación deseada.

A.2. Relación de Maxwell-Boltzmann

La relación de Maxwell-Boltzmann determina la distribución probabilística de veloci-

dades de partículas en función de la temperatura. Esta distribución permite calcular la

energía cinética media de las partículas en un sistema [117]. La energía cinética ϵi asociada

con el movimiento traslacional de una partícula de masa m y velocidad v se define como:
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ϵi =
1

2
mv2 (A.21)

En el contexto de la dinámica molecular, la distribución de Maxwell-Boltzmann se utiliza

para modelar la distribución de velocidades de las partículas para entender su comporta-

miento energético. Dicha distribución se expresa como:

f(v) = Cv2e
− mv2

2kBT (A.22)

donde C es un factor de normalización, kB la constante de Boltzmann y T la temperatu-

ra. Para deducir la energía cinética promedio, consideramos la distribución de todas las

posibles velocidades. La energía cinética promedio de una partícula en el sistema se ob-

tiene integrando sobre todas las velocidades posibles, ponderadas por la distribución de

Maxwell-Boltzmann:

⟨ϵ⟩ =
∫ ∞

0

1

2
mv2f(v)dv (A.23)

realizando la integración y aplicando la normalización de la función de distribución, se llega

a la conocida relación para la energía cinética promedio en términos de la temperatura

⟨ϵ⟩ = 3

2
kBT (A.24)

Esto demuestra que la energía cinética promedio de las partículas en un gas ideal es

proporcional a la temperatura absoluta del sistema, un resultado fundamental de la teoría

cinética de los gases.
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