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Prologo

El objetivo de esta tesis es comprender la demostracion de una parte de las conje-
turas de Weil, a saber la racionalidad de la funcién zeta de una curva. En sf este es
un problema de geometria diofantina, es decir de geometria algebraica en un prin-
cipio, s6lo que el campo base no tiene que ser un campo algebraicamente cerrado
sino practicamente cualquier anillo o campo de interés en la teoria de nlimeros.

Las conjeturas en si se enfocan en el problema de contar el nimero de puntos
de una variedad algebraica definida sobre un campo finito k. Para ello resulta na-
tural pensar en una cerradura algebraica, k, del campo k y fijarnos en todas las
subextensiones L de k, contenidas en k, tal que L/k es una extensién finita. Cabe
mencionar que una parte de estas conjeturas se probd, sin utilizar cohomologia,
por B. Dwork utilizando anélisis p-ddico. La desventaja es que no tenemos infor-
macién sobre la hipétesis de Riemann, otra de las conjeturas de Weil. Otro intento
se debe a A. Grothendieck y su escuela. El enfoque de Grothendieck, por medio de
la cohomologia étale, ha permitido la demostracidn de todas estas conjeturas y mas
aln, provee un marco referencial para formular algunas conjeturas de Tate sobre
ciclos algebraicos y andlogos geométricos de las conjeturas de Birch y Swinnerton-
Dyer. La primera topologia que se definié en una variedad abstracta arbitraria, es la
topologia de Zariski, la cual, gracias al trabajo fundamental de Serre, puede ser usa-
da para definir una teoria de cohomologia de gavillas coherentes en la variedad, es
decir, de gavillas que provienen de mddulos sobre los anillos de coordenadas. M4s
aun, como Serre mismo mostrd, para una variedad proyectiva definida sobre C, la
cohomologia obtenida con la topologia de Zariski coincide con la inducida por la
estructura holomorfa, de tal manera que la topologia de Zariski, cuya definicién
es meramente algebraica, es la adecuada para el estudio de las gavillas coherentes.
Sin embargo, la topologia de Zariski tiene ciertas limitaciones, por lo que en oca-
siones es necesario cambiar la topologia del objeto geométrico-algebraico que se
estd estudiando de tal manera que la nueva topologia refleje mejor la estructura que
se requiere. Para precisar la afirmacién anterior, considere el caso cldsico de una
variedad algebraica X definida sobre el campo complejo C de tal manera que se
tienen dos topologias naturales en X, a saber, la topologia como variedad compleja
y la topologia de Zariski como variedad algebraica y asi se tienen dos tipos de co-
homologia de gavillas en X que reflejan las dos topologias anteriores. Recordemos
ahora que: (1) Usando la topologia compleja en X, se sabe que dimgH F(X,Q)
son los nimeros de Betti de X. (2) Sin embargo, si X es una variedad algebraica
irreducible y F' es cualquier gavilla constante en X, entonces Hj, (X, F) = 0
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para k > 0, ya que como cada abierto de X es conexo, entonces F es fldccida, en
particular HE (X, F) = 0.

Se sigue que la topologia de Zariski en X no refleja la geometria compleja de
X. Asi, si queremos una teoria de cohomologia de gavillas que sea andloga a la
cohomologia de una variedad compleja, la cohomologia dada por la topologia de
Zariski no es satisfactoria, en general. Una segunda instancia de las limitaciones
de la topologia de Zariski es la falta de un teorema de la funcién inversa: en la
topologia de Zariski un morfismo entre variedades algebraicas puede ser un iso-
morfismo entre los espacios tangentes (de Zariski) sin ser un isomorfismo local.
Por ejemplo, para X = Y = A — {0} la funcién z — 22 da un isomorfismo entre
los espacios tangentes, pero no es un isomorfismo local (ya que, si el campo base
es C, sabemos que eliminando una semirecta se tienen inversas locales, i.e., raices
cuadradas, pero en la topologia de Zariski al quitar esa semirecta el conjunto re-
sultante no es abierto de Zariski). Una posible solucion a este problema particular
seria introducir mas conjuntos abiertos, lo cual no siendo posible en la topologia
de Zariski lleva a introducir una topologia con mas abiertos que la de Zariski, la
topologia étale donde si se tiene un teorema de la funcién inversa.' Lo anterior
es importante, porque para un esquema arbitrario ya no se tiene la topologia com-
pleja, pero la topologia étale, de definicion puramente algebraica, sirve como un
reemplazo, proveyendo una teoria de cohomologia cuyas propiedades son pareci-
das a los de los grupos de cohomologia inducidos por la estructura holomorfa en
una variedad compleja, ver [13] Capitulo III seccién 3.

Por otra parte, y esto es de importancia aritmética, cuando el esquema es el espectro
primo de un campo, en cuyo caso la topologia de Zariski es trivial, veremos que los
grupos de cohomologia étale son isomorfos a los grupos de cohomologia de Galois
del campo.

Es importante recordar que, antes de Grothendieck ya se conocia la veracidad de las
conjeturas de Weil en algunos casos importantes, por ejemplo para curvas elipticas
sobre un campo finito K = [, donde la nocién de grado de un morfismo de curvas
tiene una importancia relevante, ya que se obtiene la proposicion, ver [22] capitulo
V proposicién 2.3

Proposicion 0.1. Sea i) € End(FE). Entonces
det(yr) = gr() y tr(ve) = 1+ gr(p) —gr(l - ¢)
En particular, det(1y) y tr(t)y) son enteros e independientes de .

Aplicando la proposicién anterior al endomorfismo 1 — ¢” : E — E, para cada
entero positivo n donde ¢ : E — E es el endomorfismo de Frobenius, se tiene
que, ver [22] capitulo V p. 136

N(E(Kn)) =gr(1 - ¢") =det(l - ¢f') =1 —a" = " +¢"
IPara ver una generalizacion del teorema de la funcién inversa véase, por ejemplo, Artin, M.

The implicit function theorem in algebraic geometry. Algebraic Geometry (Internat. Collog. Tata
Inst. Fund. Res. Bombay, 1968). Oxford University Press, London, 1969, pp 13-34.
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laigualdad N (E(K,,)) = gr(1—¢™) se debe al hecho de que 1—¢" es un morfismo
separable, ver [22] capitulo III teorema 4.10 y corolario 5.5. De la igualdad anterior
se sigue la racionalidad de la funcién zeta de una curva eliptica, puesto que

log Zi(T) = > N(E(K,))T"/n

=Y (1—a"=p"+¢")T"/n
= —log(1 —T) +log(1l — aT') +log(1l — BT") — log(1l — ¢T)

se puede demostrar, ver [22] capitulo V p. 136, que o + (3 es un entero a, tal que
a=1+q—N(E(K)),yque a3 = g, de este modo la expresion para Zpx queda
como sigue

1 —aT + qT?
(1-T)(1—qT)
Volviendo al caso general, tendremos andlogos para la dualidad de Poincaré y la

férmula de traza de Leschfetz, y con esto probaremos la conjetura de la racionali-
dad de la funcidn zeta de una curva algebraica definida sobre un campo finito.

ZE/K(T) =







Agradecimientos

En primer lugar quiero dar las gracias a mi familia, en especial a mi mama
Adriana Mirafuentes Valencia y a mi tia Angela Mirafuentes Valencia por el apoyo
brindado, gracias a ellas, en muchos aspectos, he terminado de escribir esta tesis,
de este modo estas lineas son también una dedicatoria para mi mama y mi tia.

En segundo lugar agradezco a mi asesor de tesis, Dr. Felipe de Jesus Zaldivar
Cruz por aclarar las dudas surgidas durante el presente trabajo y por brindarme
articulos y libros, que fueron muy utiles para comprender algunos conceptos que
no haba tenido oportunidad de estudiar o comprender, cabe resaltar que si la pre-
sente tesis todava tiene algunos errores, son de quien escribe estas lineas. También
agradezco a mis sinodales Dr. Gabriel Villa Salvador y Dr. Pedro Luis del Angel
por las correcciones y sugerencias hechas para mejorar esta tesis, agradezco a los
doctores Laura Hidalgo Solis y Mario Pineda Ruelas el tiempo y haberme pro-
porcionado material, sobre de todo de libros y articulos que complementan los
proporcionados por mi asesor, para terminar esta tesis, finalmente también deseo
dar gracias al Consejo Nacional de Ciencia y Tecnologia por el apoyo brindado a
través de la beca que me fue asignada.



Capitulo 1

Morfismos étales

En este capitulo se introducirdn las propiedades de los morfimos étales que nece-
sitaremos mas adelante. Notemos que la categoria de variedades algebraicas se
puede considerar como una subcategoria de la categoria de esquemas; para las
nociones de esquemas y morfismos entre ellos, consultar la referencia [10] o la
referencia [6].

En lo que sigue todos los anillos y esquemas son noetherianos, a menos que se
especifique otra cosa. Por otro lado una variedad, a menos que se especifique otra
cosa, es un esquema de tipo finito sobre un campo k, que es separado y entero.

Recordemos que una inmersion cerrada es un morfismo f : Y — X de esquemas
tal que f induce un homeomorfismo en Z = f(Y'), donde Z es un subconjunto
cerrado de X y, ademds, la funcién inducida f* : Ox — f.Oy es suprayectiva.

Un subesquema abierto, de un esquema X, es un esquema U cuyo espacio topoldgi-
co subyacente es un subconjunto abierto de X, y la gavilla O es isomorfa a la
gavilla Ox|y, que es la restriccion de la gavilla Ox a U. Una inmersion abierta es
un morfismo f : X — Y de esquemas que induce un isomorfismo en un subesque-
ma abierto de Y. Finalmente dado un morfismo de esquemas f : X — Y por un
cambio de base con respecto al morfismo g : Z — Y queremos decir el morfismo
f'=p: X xy Z — Z, donde p se obtiene del producto fibrado siguiente

XxyZ-2sx

pi J{f

VA Y

Frecuente utilizaremos la expresion cambio de base en lugar de cambio de base
con respecto a un morfismo, si no hay peligro de confusion.

1.1. Morfismos finitos

Definicion 1.1. Un morfismo de esquemas f : X — Y es afin, si para cada abierto
afin U C Y, f~1(U) es un abierto afin en X.

Un morfismo de esquemas f : X — Y se dice que es finito si f es un morfismo
afin y, para cada U C Y abierto afin, I'(f~1(U), Ox) es un I'(U, Oy )-médulo
finitamente generado.
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Un morfismo de esquemas f : X — Y se dice que es de tipo finito si para toda
cubierta de Y, por abiertos afines V,, = Spec(A4,) C Y, se tiene que cada f~1(V,,)
es cubierto por un nimero finito de abiertos afines Uy, ; = Spec(B,,;) C X, tales
que B, ; es una A,-dlgebra finitamente generada.

Un morfismo de esquemas f : X — Y se dice que es localmente de tipo finito si
para toda cubierta de Y, por abiertos afines V,, = Spec(A,) C Y, se tiene que
cada f~1(V,) es cubierto por abiertos afines U, g = Spec(Bag) C X tales que
B, s es una A,-dlgebra finitamente generada.

Comentario 1.2. En las definiciones anteriores pedimos que las propiedades val-
gan para todo abierto afin, sin embargo se puede demostrar, ver [10] capitulo II,
seccion 3, que es suficiente verificar tales propiedades en una cubierta afin del
esquema Y . Esta observacion se aplicard en el trabajo subsiguiente.

Si k es un campo, un k-esquema algebraico es un k-esquema X tal que el morfismo
estructural X — Spec(k) es de tipo finito. En particular, una variedad es un k-
esquema algebraico.

Proposicion 1.3. (a) Toda inmersion cerrada es finita.
(b) La composicion de dos morfismos finitos es finito.
(¢c) Cualquier cambio de base de un morfismo finito es finito.

DEMOSTRACION. (a) Primero consideramos el caso siguiente: El epimorfismo
canénico p : A — A/I, induce el morfismo de esquemas “p : Spec(A/I) —
Spec(A) que es una inmersion cerrada. Por las propiedades generales de Spec, se
tiene que *p~ 1 (D(f)) = D(p(f)), donde D(f) es un abierto afin distinguido de
Spec(A), por lo tanto “p es afin.

También, si g = %p, se tiene que ¢*((D(f)) : Af — (A/T),() donde d*((D(f))
estd dada como sigue:
F(DH)a/f™) = pla)/(p()™

Puesto que A es noetheriano, también lo es A/I, en particular si aj,...a, € A
generan a A entonces p(ai),...p(a,) € A/I generan a A/I. Por lo tanto, si

p(a)/(p(f))™ € (A/T),) se tiene que:

p(@)/ ()™ = plai)pai) [ (p(F))™ =D _(plai) /(p(f)™)plai) /1.

es decir p(a1)/1,...p(a,)/1 generan a (A/I),ry como Ay-médulo y por lo tanto
(A/T) () es un Ay-médulo finitamente generado.

Ahora, si f : Y — X es una inmersion cerrada, y por lo tanto afin, para ver
esto ultimo véase [17], en especial capitulo II, seccion 5, p. 107, sea U C X un
abierto afin; entonces f~!(U) es un abierto afin y I'(U, Ox) — T'(f~1(U), Oy)
es suprayectiva. es decir, si ponemos A = I'(U,Ox)y B = I'(f~1(U), Oy), se
tiene que B = A/I, I C A un ideal.

Por lo tanto podemos identificar a I'(U, Ox) — T'(f~1(U), Oy) con el epimorfis-
mo canénico p : A — A/I, y aplicamos el caso anterior.
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(98]

(b): Supongamos que f : X — Y yg:Y — Z son morfismos finitos. Si U C Z
es un abierto afin, lo es g~ (U) C Y, por ser g afin, por lo que f~1g~'(U) =
(go f)~Y(U) C X es un abierto afin, puesto que f es afin.

Como f es finito, entonces Ox(f~tg~1(U)) es un Oy (g~ (U))-médulo fini-
tamente generado, y asf existen oy, ..., o, € Ox(f g7 (U)) que generan a

Ox(f~1g~H(U)).

Como g es finito, entonces Oy (g~ (U)) es un Oz (U)-médulo finitamente gene-
rado, y asi existen 31, ..., B, € Oy (g~ (U)) que generan a Oy (¢~ *(U)).

Ponemos hy = f*(g=1(U)) : Oy (¢g71(U)) — Ox(f~Lg71(U))y ha = ¢*(U) :
Oz(U) — Oy (g~1(U)). Entonces, dado o € Ox (f g~ (U)) se puede escribir:

a=> h(B)ai=> h ( > hz(%j)ﬁj)ai = > hilha(vi) (By) e
Por lo tanto, hy(3;)c; generan a Ox (f~1g=1(U)) como Oz(U)-médulo.

(c): Considérese un morfismo finito f : X — Sy h : S’ — S un morfismo de
esquemas. Consideramos el siguiente producto fibrado donde queremos probar que
f' es finito:

)()(3'5,4>7r X

)

§——>S

Como f es finito, existe una cubierta {U,} de S, por abiertos afines, tal que
f~Y(U,) es abierto afin, para cada a.. Los {h~1(U,)} forman una cubierta abierta
de S’, y cada uno de ellos se cubre por abiertos afines de S’. Sea V! C h=1(U,)
un tal abierto afin.

Puesto que f om = ho f’ se tiene que 7 1 f~H(U,) = (f)"'h1(U,) y ya
que V! C h=1(U,) esto implica (f')~1(V2) C 7« 1f~1(U,), y por otro lado
(Y (VH N m L f~1(U,) seidentifica con el producto fibrado V! x 7, f~1(Uy).

Poniendo V!, = Spec(Aq), Us = Spec(Cy) y f~1(U,) = Spec(B,) se tiene que
Vo Xuo f7H(Ua) = Spec(Aa @c, Ba)-

De aqui se sigue que:

(1) f’ es afin, ya que:

(VD ()7 7 Ua) = (F) 1 (Va) = Spec(Aa ®c, Ba)-

(2) Para verificar la segunda condicion para que un morfismo sea finito procedere-
mos de la manera siguiente. Del producto fibrado siguiente
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Vo X, f7HUa) —= f71(Ua)

| |

|74 Ua

se obtiene el diagrama conmutativo:

Aoz ®Ca Ba <~ Ba

/| lo

Aa Ca

donde ¢’ y g corresponden a f’y f, respectivamente. Por hipétesis By, es un C,-
modulo finitamente generado, por medio de g. De esta manera existen by ... b, €
B, conb = > ¢ib;, ¢; € C,. A, tiene estructura de C,-médulo. Entonces, para
a€ Ay

a®b= a®Zcibi = Z(cia) Rb; = ch-a(l ® b;).

Por lo tanto 1 ® by, ...,1 ® b, generan a A, ®¢c, B, como A,-médulo. O

Comentario 1.4. Se puede mostrar que si f : ¥ — X es un morfismo finito
entonces f es propio, en particular la funcién continua f : ¥ — X es cerrada.
Para una demostracion ver [13] p. 4, proposicion 1.4.

1.2. Morfismos planos

Definicion 1.5. Un morfismo de anillos f : A — B se dice que es plano si B es
plano visto como A-médulo. Es decir f es plano si y sélo si el funtor — ® 4 B es
exacto.

Un morfismo de esquemas f : Y — X se dice que es plano, siparatodoy € Y, el

morfismo de anillos fﬁ 1 Ox,r(y) — Ovy,y es plano, y diremos que f es fielmente
plano si es plano y suprayectivo.

Ejemplo 1. Sea A una k-dlgebra, con k un campo. Entonces el morfismo de es-
quemas Spec(A) — Spec(k) es plano, puesto que todo k-espacio vectorial es un
k-modulo plano.

La definicién de morfismo plano es de naturaleza técnica, sin embargo necesaria
para la definicién de morfismo étale.

Proposicion 1.6. (a) Toda inmersion abierta es plana.
(b) La composicion de dos morfismos planos es plano.
(¢c) Cualquier cambio de base de un morfismo plano es plano.

DEMOSTRACION. (a): Se sabe que f = (f, f*) : Y — X es una inmersién abierta
siy sélo si f es un homeomorfismo en su imagen, f(Y") es abierto en X y

fzg  Ox f(y) = Ovyy-
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es un isomorfismo, ver [6] capitulo I, p. 122.

Por tanto, si 0 — M’ — M — M" — 0 es una sucesi6n exacta corta de Ox f(,)-
modulos, como N®@X’f(y) Oyy = N®o,, Oy, = N, paracada Oy, t(,)-médulo
N, entonces — @ Oy, es exacto y por lo tanto f es un morfismo plano.

(b):Sean f: X — Y yh:Y — Z morfismos planos. Entonces para cada x € X
los morfismos de anillos

fﬁ(gj) 1Oy () = Oxa-

hi( flz) * Ozn(f) = Ovf@):
son planos y hay que probar que Ox ; es un Oz j((,))-mddulo plano. Ponemos
para abreviar A = Oz (f(2))» B = Oy p(2) Y C = Ox 4, por lo que si tenemos la
siguiente sucesion exacta de A-mddulos

0—-M —-M-—M"—0.
entonces se obtiene
(1) 0—-M®@1B—-M®sB—M"®4B— 0.
que es una sucesion exacta de B-mdédulos, por lo tanto
0— (M ®4B)®pC— (M®sB)®pC— (M"®4B)®pC —0.

es una sucesion exacta. Ahora si N es un A-médulo se tiene que (N®4 B)®@pC =
N ®4 C; por lo tanto de (1) se tiene que la siguiente sucesion es exacta:

0-M@sC—-Mx4C— M 24C —D0.
lo cual demuestra (b).

(c):Sea f : Y — X unmorfismo planoy ¢ : X’ — X otro morfismo de esquemas.
Consideremos el producto fibrado siguiente:

1

X' xxY =Y

A

X' X

Sea z € X’ xx Y. Se puede elegir un abierto afin U C X con f(7!(z)) € U,
aqui 7! y 72 son las proyecciones del producto fibrado anterior, y como f(7!(2)) =
¢(m%(2)), existen abiertos afines W C Y y U’ C X' que satisfacen

() e W C fHU)yr?(2) e U C o HU).

porloque z € (71)~1(W) N (7?)~1(U’) = W x U’. Y por esto sélo falta probar
que si f : A — B es un morfismo de anillos plano y A — A’ es otro morfismo de
anillos, el morfismo de anillos A’ — B® 4 A’ es plano, pero si M es un A’-mddulo
se tiene que:

(BoaAA) @4 M=Bos (A @y M)=BosM

lo que termina la demostracion de la proposicion. (|
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El resultado siguiente serd utilizado a menudo, para una demostracién ver [13]
capitulo I, teorema 2.12.

Proposicion 1.7. Todo morfismo plano f : X — Y es abierto, es decir, siU C X
es abierto entonces f(U) C Y es abierto.

O

1.3. Morfismos no ramificados

Definicion 1.8. Un morfismo de esquemas f : X — Y, de tipo finito, se dice que
es no ramificado en x € X, si se satisfacen las propiedades siguientes:
(D) mf(w)(’)xyx = mg; donde m; es el ideal maximo de Ox , y My, es el
ideal méximo de Oy f(,).
(2) k(z) = Oxjz/m, es una extensién finita y separable de k(f(z)) =
Oy, j(a) /M (a)-
Diremos que f es no ramificado, si para cada z € X, f es no ramificado en z.

Comentario 1.9. El morfismo de gavillas f* : Oy — f,Ox, induce un morfismo
de anillos locales en las fibras

¢ =ft: Oy — Oxa.

ycomo p~!(m,) =m f(«)> entonces ¢ induce un morfismo en los campos residua-
les k(f(x)) — k(z). Asi, (1) dice que mf(,)Ox o = (p(Ms(y))) = my y (2) dice
que la siguiente extension

T
k(f(x))

es finita y separable. En particular esto dice que un morfismo Spec(L) — Spec(K),
con L /K una extensién de campos finita y separable, es no ramificado.

Serd necesario un concepto preliminar antes de ver la proposicién principal de esta
seccion.

Definicion 1.10. Sean A y B anillos, con B una A-adlgebra y M un B-mdédulo.
Una A-derivacién de B en M es una funcién D : B — M tal que:

(1) D es un morfismo A-lineal.

(2) DY) = bD(V') + b’ D(b) para todo b, b" € B.
El médulo de diferenciales relativas (o de diferenciales de Kiihler) de B sobre A es
un B-médulo Q}, /.4 junto con una derivacién dg/4 : B — Q5 /4> que satisface la
siguiente propiedad universal: Para cada B-médulo M y toda derivacion d’' : B —
M, existe un tnico B-morfismo f : 9119 /A~ M tal que el diagrama siguiente
conmuta:
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dp/a
1
B——p/4

d/
P
M
Si D es una derivacién se demuestra por induccién que si n > 1 es un entero y
b € B se tiene que D(b") = nb" 1 D(b); también para cada A-dlgebra B el par
(dpa, Q}B/A) existe y esta dado por

(dpya, 1/17)

donde I es el nicleo del morfismo 6 : B ®4 B — B dado por 6(b® b') = bb'; y
dp)a se define pordg/qy =1®b—b® 1 méd I?, ademas el conjunto {dp/a(b)}

Tf

genera a QE/A, como B-médulo, ver [24], p. 183.

Lema 1.11. Sea L/ K una extension de camposyd : L — QlL /K una K-derivacion.
Sean a € Ly f(x) € Klz] C L[z| entonces df (a) = f'(a)da, donde f' es la
derivada usual del polinomio f(x). En particular si la extension es finita y sepa-

rable QlL/K =0.

DEMOSTRACION. Sea f(z) = >_ oz’ un polinomio en K [z] entonces

df (a) = d(z a;at) = Zd(aiai) = Zaid(ai) = Zaiiai_ld(a) = f'(a)da.
Ahora si L/K es finita y separable ponemos D = dp, i y dado a € L existe
un polinomio f(z) € K|z] que verifica f(a) = 0y f/(a) # 0; por lo anterior
dr/kf(a) =0= f'(a)dr,k(a)y deeste modo dp, i (a) = 0y como los d, /x (a)
generan a Qi /K S€ sigue la conclusioén. ([

Lema 1.12. Si A y k' son k-algebras y ponemos B = A ®y, k'. Entonces Q}B/k/ o
Qh/k ® 4 B.

DEMOSTRACION. Se tiene el diagrama conmutativo siguiente de la suma fibrada:

E—2 A

| @l
K — B
(2

donde los morfismos de anillos ¢ e ¢ son inducidos por los morfismos de anillos
¢1Y 2. Consideramos los pares (d 4/, Q,lq/k)’ (dB/k; Q}B/k,), y (dB/w Q}B/k,).
Como dp ;s es una k-derivacion, por la propiedad universal del par (dp/y, Q}B /k),
existe un tnico B-morfismo vp /i tal que vg 41, 0 dpjp = dpjpr. La composi-
ciondp/, o9 : B — Q}B /i €8 Una k-derivacion, y asi por la propiedad universal
del par (dA/k,Qz/k) existe un tnico A-morfismo w : Qk/k — Q}%/k tal que
wodas, =dpyg e
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Por otro lado tenemos los siguientes morfismos inducidos d 4/, @ 1 : B = A ®y,
K — Qil/k ®a B = Qh/k ®y, k' dado por a @ o +— d/(a) @ o/, que es una
k'-derivacién; un morfismo hj : Qh/k ®a B = Q,l4/l~c Qi k' — Qg/k dado por
T ® b bw(x).

Ponemos ¢ = vp /1, 0 hy Q}L‘/k 4B — Q}B/k,. De esta manera se obtiene:

V(dam @ 1p(a® ) = v o hi(day @ Ly (a®d))
= v k(P (da(a) @ )
= v k(@'w(dayk(a)))
= Vg (0 dp(o(a)))
= a/VB/k//k(dB/k(<P(a)))
= a'dgp(p(a))
= dB/k/(a ® a/).

es decir el diagrama siguiente conmuta:
1 — 0l / 1
Qi ®aB =1y, ®kf — Qp
dA/mwT dWT

B s B

Existe un tinico B morfismo f : Q%%/k’ — Q,l4/k®AB tal que fodp = d /@1y
y observemos que f es suprayectiva puesto que d 4/, @ 1g/ (B) generaa Qi‘ /k®A B,
ya que d 4, (A) genera a 9114/16- Ahora, Yo fodgy = dgp porloque o f =
19113 o’ esta ultima igualdad por la propiedad universal del par (dg iz Q}B /k,); de

esta manera f es inyectiva por lo que f es un isomorfismo. (]

Comentario 1.13. Sea f : X — Y un morfismo de esquemas, considere el morfis-
mo diagonal Ay : X — X xy X, que algunas veces denotaremos por A si no hay
peligro de confusion. Observamos que A ¢ es un isomorfismo de X sobre A ¢(X),
que es localmente un subesquema cerrado de X xy X, es decir, un subesquema
cerradode un W C X xy X abierto.

Si J es la gavilla de ideales de A¢(X) en W, entonces se define la gavilla de
diferenciales relativas de X sobre Y por Q% Iy = A%(3/3*) en X.

Para las afirmaciones siguientes ver [10] p. 172-175.

(D) Qﬁ( /y s una gavilla cuasi coherente de O x-mddulos.
Notacion. Si A es un anillo 'y M es un A-médulo, entonces la gavilla

asociada a M se denota por M o por M™, para mas detalles ver [10], en
especial p.110.
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(2) SiU C Y esun abierto afiny W C X es un abierto afin con f(W) C U,
entonces Q%/V/U = (QlB/A)N, donde U = Spec(A) y W = Spec(B).

(3) Sea g : Y/ — Y un morfismo de esquemas y considere U y W como
en (2) y se elige un abierto afin U’ C Y tal que g(U’) C U. Entonces

9" Q) = (4 @4 B).
En vista de (3) del comentario 1.13 y del lema 1.12 se obtiene la proposicion:

Proposicion 1.14. Sean f : X — Y y g : Y' — Y morfismos de esquemas, y
considere el producto fibrado siguiente:

X xyY -L=Xx

| |

Y’ Y

Entonces Q&,/Y, = g'*(Qk/Y), donde X' = X xy Y’
(]

Proposicion 1.15. Sean X y Y esquemas, f : X — Y un morfismo de tipo finito.
Entonces las condiciones siguientes son equivalentes:

(1) Q%) = 0.
(2) El morfismo diagonal A : X — X Xy X es una inmersion abierta.
3) f es no ramificado.

DEMOSTRACION. (1) = (2): Para mostrar que A es una inmersion abierta bas-
tard probar que, para cada x € X, el morfismo de anillos Ai P Oxxy X,A(x) —
Ox z, s un isomorfismo y que A es un homeomorfismo de X en un subconjunto
abierto de X xy X, ver [6] capitulo I proposicidn 4.2.2. Considere abiertos afines
UCX,W CYconz €U = Spec(B), f(x) € W = Spec(A) y f(U) C W.
De esta manera se tiene el diagrama siguiente:

Que se transforma en:
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B 1p

donde § es el morfismo diagonal, A es una inmersion cerrada (recordar que ¢ es
un epimorfismo y ademads puesto que p o A = 1y se tiene que A es inyectiva). Se

pone x = p’ € Spec(B) y p = 6~ 1(p’). Ademds, sabemos que Q%]/W = Q}B/A.
De esta manera se tiene:

(2 (Qp/a)p = (I/1%)p = Iy/Ij = () = 0.

donde I = ker(J).

Note que I C p, puesto que si ¢ € I entonces §(t) = 0 € p’. Ademds, como [ es
de tipo finito, entonces al morfismo f|y: U — W le corresponde un morfismo de
anillos ¢ : A — B de tipo finito.

Ahora, observe que la familia {1®b—b® 1}, b € B, genera a I como B-médulo,
puessit € I entonces t = ) x ® y por lo que:

dzey=> @el)(ley-—yal)+@e)(yel)
:Z(x®1)(1®y—y®1)+(ny)@l.
Puesto que §(t) = > ay =0,setieneque Y .z Qy=> (2@ 1)(1@y—y®1).
Como ¢ : A — B es de tipo finito, existen b1, ..., b, € B tal que cada b € B es

delaformab =Y ¢(as)bl ---bin. Seafirmaque C = {1®@b; — b ®1,...,1®
by, — b, ® 1} generan a I como B ® 4 B-médulo.

Para ello basta ver que cada 1 ® b — b ® 1 es combinacion lineal de elementos del

conjunto C, y es suficiente ver que {1 ® b;b; — b;b; ® 1} es de la forma requerida.

Ahora

1®bibj —bibj@1=(10b)(1®bj —b;j@1)+ (1®@b;)(b; ®1) — (b; ® 1)(b; ® 1)
=(1®b)1®bj—b;®1)+(1®b —b;®1)(b; ®1).

Por lo tanto I es finitamente generado como B ® 4 B-mddulo y puesto que I, C

Rad((B ®4 B)y), ya que I C p. Entonces I, = I2, por (2), y, por el lema de
Nakayama, I, = 0, donde Rad(C') denota al radical de Jacobson del anillo C.

Por lo tanto existe un abierto U CUxwU,conyp € Ue Iy = 0 para cada
q € U, ya que el soporte de I es cerrado, ver [6] Capitulo 0, p. 45, Proposicién
5.2.2. Observe que UC A(U),yaque I C qparacadaq € U y esto implica que
5(q) es un ideal primo de B'y §~1(6(q)) = g, es decir, A(6(q)) = *6(6(q)) = g.
Ademids como ker(dq) = Iq = 0, para cada q € U, esto implica que Ay es un
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isomorfismo. Entonces A es una funcidn abierta y los morfismos de anillos Ag son
isomorfismos para cada x € X, por lo tanto A x/y €s una inmersion abierta.

(2) = (3) Pongamos y = f(x). Por (2) se tiene que Ay : X — X Xy X esuna
inmersion abierta. Considere el diagrama siguiente:

Xy =X xy Spec(k(y)) — X
fyl f
Spec(k(y)) Y

donde f, : X, — Spec(k(y)) es el morfismo obtenido de f, por cambio de
base. Entonces Ay, también es una inmersién abierta, esto se sigue de (5.3.4) y

(4.3.2) de [6] capitulo L. Sea k una cerradura algebraica de k(y); sabemos que X,
es homeomorfo a f~1(y), asi, podemos pensar a x en Xy, y encontrar un abierto
afin U C X, con z € U. Consideremos el diagrama siguiente:

U XSpec(k(y)) Spec(k) U

gl lfy

Spec(k) Spec(k(y))

Ponemos X' = U Xgpec(k(y)) Spec(k), Y’ = Spec(k) entonces A, : X' —
X' xy+ X’ es una inmersion abierta, esto nuevamente es por (5.3.4) y (4.3.2) de [6]
capitulo I. Asi X" = Spec(A) donde A = A @y, k. U = Spec(A). Primero se
probaré que A es una k-dlgebra finita, ya que, en vista de la proposicién 3.1 de [13]
capitulo I seccién 3, ésto ya mostraria que A es un producto finito de extensiones
finitas y separables de k(y). Para ello serd suficiente mostrar que cada punto cer-
rado € X' es aislado, es decir, {x} es abierto. Considere el morfismo canénico
s' : Spec(k(x)) — X' con s(e) = {z}y, ya que k(x) = k, podemos escribir

s’ : Spec(k) — X'y se cumple que g o s = 1y.

De esta manera se tiene el diagrama:

X' Ty

\FR‘
X' xyp X Lo x

NG i

X' Y’

donde I'y/o, denota la grafica del morfismo s’ o g. De las igualdades:

polgegos =5, golgogo0s =5
polAgos' =5, qgoAjos =¢

se tiene que el diagrama siguiente conmuta:
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s/

Y’ X'

S/l \Lrslog

X' —% X' xyr X'
g

-1
s’og s’og
por diagrama conmutativo anterior. Ahora, recordando que s'(e) = x, por otra

parte si z € T} Ay (X”) entonces T'yoq(2) = Ay(2'), y aplicando los morfismos

Porlotanto I

s’og
Py ¢, las proyecciones del producto fibrado X’ xy+ X', a la igualdad anterior, se
obtiene que 2’ = xy z = 2.

Asi ({z}, Ox’ |(5)) es unesquemay, por lo tanto, existe un anillo 53 con ({z}, Ox-
) = (Spec(B), Ogpec(p))- Entonces, B es artiniano, ya que se tiene un morfismo
Spec(B) — Spec(k), inducido por g, por lo que B es una k-dlgebra finita. Si
consideramos la inmersién abierta A, : X’ — X’ xy+ X’ se puede suponer que
X' xyr X' se reduce a un sélo punto, asi A4 es un isomorfismo de X’ en X’ xy X’
por lo que B ®z B — B es un isomorfismo y esto implica que, B = k, ya que
dimy (B ®7 B) = (dimg B)?, pero esto dice que f es no ramificadoenz € X y,
puesto que x es arbitrario, entonces f es no ramificado.

3= Qﬁ(/y es un O x-modulo finito ya que si U C X, W C Y son abiertos

—_~

afines, conx € U,y = f(z) € Wy f(U) C W, entonces QlU/W = Q}B/A, con
U = Spec(B), W = Spec(A) y como f : X — Y es localmente de tipo finito,
entonces Q}J Jw es finitamente generado como B-mddulo.

Por el lema de Nakayama (Qﬁ(/y)x = 0 es equivalente a (Q}(/Y)x/mz (Q}(/Y)w =
0 es decir, (Q&y /spec(k(y)))w = 0, y esta tltima afirmacién se sigue de la proposi-
cién 3.2 (b) de [13] capitulo I seccidén 3, junto con el hecho de que, por 1.14,
(Qé(y/spec(k(y))')x = (g’*QX/y)w. donde ¢’ es la p.royec.:cic’.)n X, — U, ver [10]
capitulo II seccién 5 p. 110. Del diagrama conmutativo siguiente:

Xy =U xw Spec(k(y)) —=U

fyl if

Spec(k(y)) W

vemos que X, es un espacio discreto, ya que f es no ramificado. En particular
{z} es un conjunto abierto y como la cuestion es local podemos reemplazar a X,
por {z}, puesto que k(x) es una extension finita y separable de k(y). Aplicando el
lema 1.11 se tiene que (Qk/y)x = 0, y como esto vale para todo z € X se sigue

que Qk/y =0. ]

Proposicion 1.16. (a) Toda inmersion es no ramificada.
(b) La composicion de dos morfismos no ramificados es no ramificado.

A4(X') = {x} pues obsérvese que, en primer lugar, z € T'_,! A (X")
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(c) Cualquier cambio de base de un morfismo no ramificado es no ramifica-
do.

DEMOSTRACION. (a): Considere primero una inmersion abierta f : X — Y.
Sabemos que, ver [6] p. 122, ¢ = i Oy, f(z) — Ox, €s una biyeccién; en
particular se tiene que (my(,)) = m por lo que la primera parte de la definicién

1.8 se cumple. Y ya que ¢ es biyectiva en particular k(f(z)) = k(x), es decir, se
verifica la segunda parte de la definicién 1.8.

Si f: X — Y es una inmersion cerrada sabemos que, ver [6] p. 122, ¢ = fﬁ :
Oy, (@) — Ox  es suprayectiva, y por la definicion de ¢ se tiene que p(my(,)) C
m,. Puesto que ¢ es suprayectiva y es un morfismo de anillos locales, se tiene que
m; C @(My(y)), por lo tanto p(my(,)) = my, en particular se cumple la primera
condicién de la definicion 1.8, y por ser ¢ suprayectiva se tiene que k(f(x)) =
k(x), es decir, se verifica la segunda parte de la definicion 1.8.

(b): Sean f: X — Y yh:Y — Z dos morfismos no ramificados, y considere la
composicién

hof: X —>2Z2
Dado x € X se tienen los morfismos siguientes:

¥ = ffc(x) : OY,f(x) — Ox

_ pt .
U =Ty P Oznii@) = O

Se quiere probar que my(1(;))Ox . = my y, por definicion, my(¢()Ox . es el
ideal generado, en O ;, por el conjunto @ (1 (My(f(z))))-
Si w € my(fu)Ox, entonces w = Yaip(p(x;)) cona; € Oxyy x; €
Mh(f(a))-
Pero se sabe que:

(a) mf(:c)OX,x = my.

®) M(1(2)) O, p(@) = Mf(a)-
Por lo que, de (b), ¥(z;) € my,) y de (@) Y aip(Y(z;)) € my, por lo tanto
My (1) O, f(2) & Ma-
Ahora, si w € m,, se tiene que, por (a), w = Y a;p(y;), a; € Oxz e y; € My ()
y por (b) y; = > b; j9(z; ), por lo tanto:
w=> a;p(yi) = > > aip(bi;)e((x;;)), de esto se sigue que:
w € Mp(1(2)) Oy, f(x)» €8 decir e € Myy(7(2)) Oy, r(a)-
Por consiguiente se cumple la primera condicién de la definicién 1.8.
Ademds, las extensiones siguientes son finitas y separables:
E(h(f(z))) C k(f(x))yk(f(x)) C k(x), puesto que f y h son no ramificados.

Por lo tanto k(h(f(x))) C k(z) es finita y separable, lo cual prueba la segunda
parte de la definici6n 1.8.
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(c) Sea f : X — S un morfismo no ramificado y sea h : S — S’ otro morfismo.
En el producto fibrado:

X xg8 —~=X

| |’

S’ S

se sabe, por la proposicién 1.14, que Q&,/S, = ”*(Qk/s)-

Y como f es no ramificado se tiene que Qﬁ( /s = 0, por la proposicién 1.15, es
decir, f es no ramificado, por la proposicién 1.15. U

1.4. Morfismos étales

Definicion 1.17. Un morfismo de esquemas (de tipo finito) f : Y — X se dice
que es étale, si es plano y no ramificado.

Proposicion 1.18. (a) Toda inmersion abierta es étale.
(b) La composicion de dos morfismos étales es étale.
(c) Cualquier cambio de base de un morfismo étale es étale.

DEMOSTRACION. (a): Puesto que una inmersion abierta es plana y no ramificada,
por 1.16 y por 1.6, tal inmersion es étale.

(b): Como la composicién de morfismos planos es plano, y como la composicién
de morfismos no ramificados es no ramificado, por 1.16 y por 1.6, se sigue que la
composicién de dos morfismos étales es étale.

(c): Sea f : Y — X un morfismo étale. Entonces es plano y no ramificado, por lo
que si g : Z — X es cualquier morfismo de esquemas, de la proposicién 1.6 se
sigue que f' : Z xx Y — Z es plano y de la proposicion 1.16 se sigue que es no
ramificado, por lo tanto f’ es étale. (]

Ejemplo 2. Sea k uncampoy f : X — Spec(k) un morfismo étale. Entonces X =
LIi~, Spec(k;) donde cada k;/k es una extensién de campos, finita y separable.

Para ver esto observe que f es no ramificado por lo que se tiene que X es un
esquema artiniano, por lo tanto discreto y asi cada Ox ; es una extension finita y
separable de k para cada « € X y por lo tanto X = | | ; Spec(k;).

El resultado siguiente serd utilizado a menudo, y se sigue de la proposicién 1.7, ya
que f es plano.

Proposicion 1.19. Si f : X — Y es étale, entonces f es abierto.

La proposicién siguiente es una propiedad util de los morfismo étales.
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Proposicion 1.20. Sean f : X — Y yg:Y — Z morfismos de esquemas. Si g es
no ramificado y g o f es étale, entonces f es étale.

DEMOSTRACION. En primer lugar sabemos que A = (1y,1y) : Y - Y xz Y es
una inmersion abierta, por 1.15, y por tanto étale, lo que implica que I'; es también
étale, puesto que se obtiene como un cambio de base del morfismo A. Por el lema
A.12 del apéndice, vemos que f = (g o f x 1y) o I'y se factoriza por morfismos
étales, asi por 1.18 inciso (b), f es étale. U

Definicion 1.21. Sea X un esquema. Un punto geométrico de X es un morfismo
T — X donde T = Spec(k) con k es un campo separablemente cerrado que
contiene al campo residual k(z) y T — X = Spec(k) — Spec(k(z)) — X donde
Spec(k(z)) — X es el morfismo canonico.






Capitulo 2

La topologia étale

2.1. Sitios

Sea E una clase de morfismos de esquemas tales que:

(e1) Todos los isomorfismos estan en E.

(e2) La composicién de dos morfismos en F estd en E.

(e3) Cualquier cambio de base de un morfismo en E estden E.
Un morfismo de tal clase E se dird que es un E-morfismo. La subcategoria plena
de Esq /X de X-esquemas cuyos morfismos estructurales son F-morfismos, se
denotara por £/ X.

Las clases siguientes son importantes para el trabajo posterior:

(a) F = (Zar) todas las inmersiones abiertas.

(b) E = (ét) todos los morfismos étales de tipo finito.

(c) E = (P1) todos los morfismos planos que son localmente de tipo finito.
Por los resultados del capitulo 1, las clases anteriores verifican (e1), (e2) y (e3),
ademds los E-morfismos son abiertos, por 1.19.

Fijamos un esquema X, una clase E ya sea (a), (b) o (c), y una subcategoria plena
¢/X de Esq/X tal que si Y — X estien /X y U — Y es cualquier E-
morfismo entonces U — Y — X estd en ¢/ X. Un E-cubriente de un objeto Y
de €/ X es una familia {U; -2 Y}, de E-morfismos tales que Y = (J g;(U5).
En ocasiones nos referiremos a un E-cubriente como una familia suprayectiva de
morfismos. Obsérvese que si tenemos un E-cubriente {Ui g, Y}i > entonces,
por la condicién impuesta a ¢’/ X, el diagrama siguiente conmuta, para cada i € [

U, —2>y

|7

X

donde g = fog;y f: Y — X esel morfismo estructural de Y, como la categoria
¢/ X es plena entonces los X morfismos g; : U; — Y pertenecena ¢’/ X.

La clase de todos los FE-cubrientes de todos los objetos de 4’/ X se dice que forman
una E-fopologia en ¢ /X. La categoria % /X junto con una E-topologia se dice
que es un E-sitio, y lo denotamos por Xg o (¢'/X) k.

El E-sitio pequerio en X es (E/X)g y en el caso de que todos los E-morfismos
son localmente de tipo finito, el E-sitio grande en X es (LFT/X)g, donde LFT/X

17
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la subcategoria plena de Esq/X cuyos morfismos estructurales son localmente de
tipo finito.

El sitio de Zariski, Xz,,, es por definicién el Zar-sitio pequeiio. El sitio étale es
el ét-sitio pequefio (ét/X )4, también denotado por Xgt, a este sitio también se le
conoce como la topologia étale de X. El sitio plano, Xpi, es el dado por el sitio
grande (LFT/X)p

Comentario 2.1. Una topologia de Grothendieck es una categoria 4 junto con una
coleccion de familias de morfismos de ¢ llamados cubrientes, que denotaremos
por cub(%), que satisfacen las propiedades siguientes:

(i) SiU — V es un isomorfismo, entonces {U — V'} € cub(%).
(i) Si{U; — U} € cub(¥) y {Us; — U;} € cub(¥) para toda i, entonces
{Uij — U} S cub(‘f).
(iii) Si {U; — U} € cub(¥)y V — U es un morfismo en %, entonces
U; xy V existen para todo 7 y se tiene que {U; xy V' — V'} € cub(%).
Un sitio cumple las propiedades anteriores por (el), (e2), (e3), asi un sitio es una
topologia de Grothendieck.

En lo que sigue la palabra cubriente sera sinbnimo de la frase familia E-cubriente,
a menos que se especifique otra cosa.

La nocién de topologia de Grothendieck generaliza la nocién usual de topologia
en un conjunto X, pensando a los abiertos en el espacio X no como subconjuntos
de X sino como otros objetos, no necesariamente contenidos en X, junto con fun-
ciones con codominio X cuyas imdgenes se piensan como los abiertos de X. Por
otra parte, los morfismos entre abiertos de X se deben pensar como inclusiones de
conjuntos abiertos, sélo que en el caso general de una topologia de Grothendieck
XFE estas inclusiones tan s6lo son morfismos entre estos objetos, y puede haber
mds de una manera en que se tengan estos morfismos por lo que si los pensamos
como inclusiones se tiene que tomar en cuenta que podrian haber distintas maneras
en las que un objeto se puede incluir en otro. Por otra parte, se quiere que la inter-
seccién de dos conjuntos abiertos sea otro abierto; en este caso se recuerda que la
interseccion se puede ver como un producto fibrado y en el caso general lo que se
requiere es que los productos fibrados pertenezcan a la clase de objetos que van a
jugar el papel de los abiertos de la topologia. Sin embargo, notemos que para tomar
la unién de una coleccién arbitraria de abiertos es necesario pensar a éstos como
metidos en algin conjunto abierto mayor comun y asi no se tiene, para topologias
de Grothendieck, el andlogo de uniones arbitrarias.

Ejemplo 3. Si X es cualquier esquema, viendo a X como un esquema sobre
Spec(Z) y para Xyz,, la clase de todas las inmersiones abiertas U — X, iden-
tificando a U con su imagen en X lo pensamos como un abierto en la topologia
de Zariski de X, y ciertamente una cubierta en Xyz,, es lo mismo que una cubierta
abierta de X en el sentido usual, es decir, es una familia de abiertos {U; — X} tal

que
X:Um
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donde notamos que en este ejemplo el producto fibrado de dos abiertos de X es su
interseccion: U; X Spec(Z) U =U;NU'. Asi, el sitio de Zariski, Xz, en un esque-
ma X es lo mismo que la topologia de Zariski en el sentido usual, identificando
cualquier inmersién abierta j : U — X con su imagen.

Definicion 2.2. Considere ahora sitios X7, y Xg. Un morfismo 7 : X/ — X
de esquemas define un morfismo de sitios 7® : Xp — X, mediante: 7*(Y) =
Yixn =Y xx X " que se obtiene del producto fibrado:

Y xx X 4~y

g

X' X

™

De esta manera se tiene que

(a) paracadaY € Xp, Y x) pertenece a X'
(b) paracada E-morfismo U — Y en Xp, Ux/y — Y(x)esun E’-morfismo.

Para ver que los cambios de base de familias suprayectivas de morfismos dan fa-
milias suprayectivas de morfismos, se necesita el lema siguiente.

Lema2.3. Sean f1 : X1 — Y y fo : Xo — Y morfismos de esquemas, si x1 € X1,
x9 € Xy verifican que fi(x1) = fo(x2), entonces existe un punto z € X1 Xy Xo
tal que T1(z) = x1 y ma(2) = w9, donde 71 y To denotan las proyecciones del
producto fibrado X1 Xy X»

DEMOSTRACION. Pongamos y = fi(x1) = fa(x2), y considere las extensiones
k(y) € k(w1)y k(y) C k(x2); entonces k(71) ®yy) k(z2) # 0, puesto que k(1)
y k(z2) son k(y)-espacios vectoriales no nulos. Por lo tanto k(1) ®y,) k(z2) tiene
un ideal mdximo, m, y el campo K := (k(z1) ®j(,) k(z2))/m es una extensién de
k(y) que contiene a k(x1) y k(x2).

Las composiciones

(p1 = Spec(K) o, Spec(k(z1)) = X1) —» Y

can

(2 = Spec(K) % Spec(k(z2)) — X2) = Y

son iguales. Para probar esta dltima afirmacién procedemos como sigue: se tiene
un diagrama conmutativo

Spec(K) — 2~ Spec(k(zs))

| |

Spec(k(z1)) — — Spec(k(y))

de este dltimo diagrama se obtiene el diagrama conmutativo siguiente
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Spec(K) e Spec(k(z2) P — X,

T

Spec(h(r1)) ——= Spec((y) “— ¥

1
can \L

X1

y de aqui se sigue lo afirmado. Por lo que existe un morfismo dnico A : Spec(K) —
X1 xy Xy tal que w1 o h = 1 y 9 0 h = 5. En particular poniendo z = h(e) se
cumplen las conclusiones del lema. ]

Si tenemos un cubriente {Ui RN Y}l. eI de Y se sabe, ver el comentario A.8 en el
apéndice, que el siguiente diagrama es un producto fibrado, para cada i € I:

Uixny = X" xx Ui —=Uj;

}/(X/):X/XXYHY

SeaU = |J ¢i(Uj(x7y). Siw € X' xxY, en el espacio subyacente, entonces existe
un j € I yunz; € Ujtal que p(w) = ¢;(z;) =y € Y, aplicando el lema 2.3
vemos que U = X' x x Y. Asi, el funtor

™ =Y —Yx)): €/ X ->¢/X
lleva cubrientes en cubrientes, y diremos entonces 7 es un morfismo continuo.

Ejemplo 4. Sea 7 : X — Y un morfismos de esquemas, entonces 7 define un
morfismo de sitios Yz, — X¢; como sigue: para cada U € Y ponemos 7. (U) =
m*(U) = Uix)y-

2.2. Pregavillas y gavillas

Una pregavilla de grupos abelianos en un sitio (4’/ X ) g es un funtor contravariante
P : ¥/X — Ab. Asi, P asocia a cada U en ¢ /X un grupo abeliano P(U),
que algunas veces se denota por I'(U, P) y cuyos elementos a veces llamaremos
secciones de Pen U.

Con cada morfismo f : U’ — U de /X, P asocia un morfismo de grupos
abelianos P(f) : P(U) — P(U’) que algunas veces se le llama morfismo de re-
striccion. En ocasiones usaremos la notacion pg, = P(f) para denotar al morfismo
de restriccion de U a U’. La notacién pgi es ambigua ya que puede existir mas de
un morfismo U — U’, sin embargo la seguiremos utilizando teniendo en mente
este hecho, con la salvedad de que si tenemos mas de una pregavilla (o gavilla)
P, P; etc, utilizaremos la notacién P(y;), Pi(p;), etc.

Un morfismo ¢ : P — P’ de pregavillas en (¢'/ X ) g es una transformacién natural
entre los funtores contravariantes Py P’. Asi, un morfismo de pregavillas n : F' —
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F’ es una coleccién de morfismos (de grupos abelianos) n : F(U) — F'(U), uno
para cada E-morfismo U — X, tales que si V' — X es otro E-morfismo tal que
se tiene un X-morfismo j : U — V, entonces los cuadrados siguientes conmutan

F(V) s F/(V)
F (j)i lF ")
F(U) e F'(U)
Considere un morfismo de pregavillas 1) : P — P’. Definimos la pregavilla niicleo,
que denotamos por ker(v), como sigue: si U € % /X ponemos ker(¢)(U) =
ker (P(U) Y, pr (U)) y los morfismos de restriccién son los inducidos por P.
La pregavilla imagen, que denotaremos por im(v), se define como sigue: Si U €

%'/ X ponemos im(¢)(U) = im(P(U) Yo, P'(U)) y los morfismos de restriccion
son los inducidos por P’.

Las pregavillas y los morfismos de pregavillas sobre (4'/X)p forman una cate-
goria abeliana P((4'/ X)), ver por ejemplo [8], p. 126-130.

Ejemplo 5. Si M es un grupo abeliano, la pregavilla constante Py en X i esta defini-
da por Py (U) = M, para cada U y Py (f) = 1 para cada morfismo f : U —
U’; y si () es el esquema vacio Py () = {0}.

Ejemplo 6. La pregavilla aditiva G, en el sitio (¢'/ X ) g estd dada por G,(U) =
(U, Oy), visto s6lo como grupo aditivo para cada U,y si f : U — U’ es un
morfismo G, (f) es el morfismo aditivo I'(U’, Op) — T'(U, Oy ) inducido por f.

Ejemplo 7. La pregavilla multiplicativa G,,, en el sitio (¢'/X ) estd dada por
Gm(U) =T(U, Op)*, el grupo de unidades del anillo I'(U, Oy ),y si f : U — U’
es un morfismo G, (f) es el morfismo multiplicativo I'(U’, Oy )* — I'(U, Op)*
inducido por f.

Ejemplo 8. Si Z es un X-esquema, el funtor contravariante Homx (—, Z) es una
pregavilla en Xg. En general, si &/ es cualquier categoria y F' : &/ — Conj
es un funtor contravariante (o covariante), diremos que es F' representable si ex-
iste un objeto B de <7 tal que el funtor F' es naturalmente equivalente al funtor
Hom,/(—, B). (En el caso covariante se debe tener que F' es naturalmente equiva-
lente al funtor Hom (B, —)).

Definicion 2.4. Una pregavilla P en X g es una gavilla si satisface que:

(1) Sis € P(U) y existe una cubierta {¢; : U; — U }ier de U tal que pgi(s) =0
para cada i € I, entonces s = 0. Aqui pgi = P(yi)

(2) Si {g; : U; — U};cr es una cubierta de U y se tiene una familia {s;}, s; €
P(U;) tal que pngUUj(si) = pngUUj (s) para todos los i, j € I, entonces existe
un s € P(U) tal que pgi(s) = s; paracadai € I.
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Notemos que ésta es la definicién usual de gavilla sélo reemplazando la intersec-
cién de abiertos con el producto fibrado de dos objetos de X .

La definicién anterior de gavilla se puede expresar diciendo que el diagrama sigui-
ente es exacto:

pPU) = [[PW) =] P xv U;)
Es decir, el morfismo P(U) — [][ P(U;) es inyectivo y dado {s;} € [[ P(U; xu
. , U; .
Uj) que satisface que ngxUUj (si) = pUZxUUj(Sj) existe un s € [[ P(U;) tal que
pgz (S) = SZ"
Otra manera de decir lo anterior es que el primer morfismo es el igualador de los

otros dos morfismos.

Sean F'y G gavillas en un sitio X g; un morfismo de gavillas es un morfismo de
pregavillas entre las pregavillas F'y G.

También es posible definir pregavillas y gavillas con valores en una categoria arbi-
traria ¢ sin embargo en lo que sigue, a menos que se especifique otra cosa, una pre-
gavilla, o una gavilla, significa una pregavilla, o una gavilla, de grupos abelianos.

Proposicion 2.5. Supongamos que P es una pregavilla en Xg y P satisface las
condiciones siguientes:

(a) la restriccion de P a Xyz,,, es gavilla.
(b) Si W — U es un cubriente étale, con W y U esquemas afines, entonces
el siguiente diagrama es exacto: P(U) — P(W) = P(W xy W)

Entonces P es una gavilla en X

DEMOSTRACION. Primero supongamos que W es un esquema de la forma W =
[ Wi. Por tanto, tenemos morfismos ¢; : W; — W (inmersiones abiertas) en
particular W = | ;(W;) y como P es gavilla en el sitio de Zariski entonces
PW) — [[PW:) = [ PWi xw W;).
es exacta. Aqui se recuerda que W; xyw W; = W; (\W;. Si {x;} € [[ P(W;) se
verifica que:
Wi _ Wi
Pw; nw; (51) = Pw;, Nw; (Sj)-

puesto que si W; (\W; = 0 P(W; \W;) = {0} y si W; (W # 0 esto implica
W; = W; = W; (Y W;, por que W es unién disjunta de los esquemas W; y en este

esquema W los W; son ajenos por pares. Y como P es gavilla, en Xz,,, existe un
tinico s € P(W) con me/i(s) = s;. De esta manera P(W) = [[ P(W,).

Ahora, considere un cubriente étale {U; — U} arbitrario. Si tenemos la sucesion
(3) PW) — [ Pw:) =[] P xu Uy).

por lo anterior [[ P(U;) = P(U' = [1U;) y P(11(U;s xv Uj)) = [[P(U; xu
U;) = P(U' xy U’). Entonces (3) se transforma en:

PWU)— PU) = PU xy U").
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y debemos probar que la sucesion anterior es exacta.

Por otro lado, si tenemos un cubriente étale {U; — U };¢ 7, con I un conjunto finito,
y cada U; afin, por (b) se tiene que:

PWU) — PU) = PU xy U").

es exacta, ya que U’ = [ [ U; es afin.

Sea f : [[Uj — U, donde {Uj — U} es un cubriente étale. Por propiedades de
[1U ]’ se tiene que f es suprayectiva. Escribiendo U como unién de abiertos afines
U = \U; Ui, para cada i, f~1(U;) = JUj,, con cada Uj, un abierto afin y como
[ es suprayectiva, entonces U; = | f(U], ) y cada f(U], ) es abierto en Uj, por la
proposicién 1.19.

Puesto que cada U; es casi compacto, existe un conjunto finito de indices K;, para

cada i, tal que U; = Uy, f(U] ), es decir {U] — Ui}kek, es un cubriente
finito.

/ .77 .
Observe entonces que U; — U; son los morfismos f | vy U;, — Ui, y notemos
también que:

U= J U,

i,k€K;

Abhora, para cada ¢, por la hipétesis (b), la sucesion:

) pw) — [[PwWi) =[] P, xu Uj).
k k.l

es exacta, donde recordamos que el conjunto de indices K es finitoy k,l € K;.

También, por la hipétesis (a), la sucesion siguiente es exacta:

(5) r)y— [ Pwi) = ] PUL U}
ik

,L'7j7k:’l

Notemos que la condicién para que P sea una gavilla, también se puede expresar
diciendo que la sucesién siguiente es exacta:

0— P(X) - [[PX:) = [ P(Xi xx X;).

donde {X; — X} esuncubrientey [[ P(X;) — [[ P(X; xx Xj) es el morfismo
[1(P(7;) = P(};)). Considere ahora el diagrama siguiente:



24 2. LA TOPOLOGIA ETALE

0 0
0 P(U) ? PU) Y P xp U
% 1 1/12l
[1PU:) [1PU,) [1PU], xuUj)
¥ 1

0—[1PW:;NU;) —2=T1PW,NU})

Y observe que las columnas son exactas por (5), el renglén de enmedio es exacto,
ya que es producto de sucesiones exactas de grupos abelianos, por (4), y todo el
diagrama es conmutativo.

Ahorasi p(s) = ¢(s’) ésto implica que 11 (p(s)) = Y1(p(s')), es decir, p(1)(s))
¢(¥(s")) y por la exactitud del renglén de enmedio 1(s) = ¢(s’) es decir s = &,

en particular esto prueba que 6 es inyectiva.

/

Sea s € P(U’) con ¢(s) = 0; de ésto se sigue que 12(p(s)) = 0, por lo que
¢1(¢1(s)) = 0y asiexiste un 5 € [[ P(U;) con ¢(s) = #1(s). Esto implica
que :/Jz(gb(éj) = 17)1(1/11(5)) = 0 y entonces se sigue que 6(¢)(3)) = 0 por lo que
¥(3) = 0, y por lo tanto existe s € P(U) con (s") = 5. Entonces ¢(t(s)) =
¢(5) = Y1(p(s")) = ¥1(s), es decir, s = (). 0

Antes de ver ejemplos concretos de gavillas necesitaremos el lema y proposicién
siguientes, y para un resultado més completo véase [13] p. 16.

Lema 2.6. Para todo morfismo fielmente plano ¢ : A — B, la sucesion:
0—-A—B—B®uB.
es exacta, donde el morfismo 1) : B — B ® 4 B estd dado por: b — 1b—0® 1.

DEMOSTRACION. (1) El lema es cierto si ¢ : A — B admite una seccion, es
decir, si existe un morfismo de anillos s : B — A tal que s o o = 1 4. Para probar
esto, ponemos f : B ®4 B — B dado en los generadores por b @ b’ — bp(s(b')).
Entonces f(1®@b—b® 1) = p(s(b)) —b.Porlotantosi 1 @b —b® 1 =0, se
tiene que b = p(s(b)) € p(A), es decir, ker(v)) C Im(¢p) y ciertamente Im(yp) C
ker(¢)). Como ¢ tiene una seccién entonces ¢ es inyectiva, lo cual junto con el
razonamiento anterior muestra que la sucesion:

0—-A—B—B®uB.
es exacta.

(2) Si el lema es verdadero para el morfismo @’ — da’ ® 1 : A’ — A’ ®4 B,
donde A — A’ es alglin morfismo fielmente plano, entonces es verdadero para
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¢ : A — B. Para ver esto, observe que si el lema es valido para A’ — A’ ® 4 B se
tiene que

0—-A—-A®sB— (A ®sB)os (A ®4B).
Ahora observemos que (A’ ®4 B) @4/ (A’ ®4 B) 2 A’ ®4 (B ®4 B) y como
A’ — A es fielmente plano tenemos que la sucesion:

0—-A—B—B®uB.
es exacta.

(3) Observe ahora que el morfismo b — b® 1 : B — B ® 4 B tiene una seccidn, a
saber b @ b’ — bb'.

Ahora como ¢ : A — B es fielmente plano esto implica, por cambio de base, que
Spec(B® 4 B) — Spec(B) es fielmente plano, y por (1) y por (3) el lema es vélido
para Spec(B ®4 B) — Spec(B) y por (2), utilizando el morfismo ¢ : A — B,
que es fielmente plano, se prueba que el lema es valido para ¢ : A — B. O

Proposicion 2.7. Si F' es una pregavilla en el sitio X¢, que es representable por
un X -esquema afin Z, entonces F' es gavilla.

DEMOSTRACION. Considere una pregavilla representable por un X -esquema afin
Z = Spec(C); sean U,U; C X abiertos con U = | JU;, y consideremos la suce-
sion:

Homx (U, Z) — | [ Homx (U;, Z) = [ [ Homx (U; N Uy, Z).

donde los morfismos son ¢ +— (¢ |y,) : Homx(U,Z) — [[Homx(U,Z) y
(pi) = (@i |lvinw; —@5 luinw;) = TTHomx (Ui, Z2) = [[Homx (Us N Uj),
respectivamente. Dado un morfismo ¢ : U — Z, éste estd determinado de modo
tinico por sus restricciones ¢|y,: U; — Z; Ahora, dado un sistema de morfismos
@i+ Uiy — Z tales que @; |u,nu,; = ¥j |u;nu;» existe un dnico morfismo ¢ : U — Z
tal que ¢|y,= ;. Esto dice que la sucesion anterior es exacta y asi se cumple la
condicién (1) de la proposicién 2.5.

Para verificar la condicién (2) de dicha proposicion considere un cubriente étale
{Y" — X'} de esquemas afines, digamos que X' = Spec(A) y Y’ = Spec(B)
notando que este morfismo es fielmente plano. Por el lema 2.6 se tiene que la
sucesion siguiente es exacta:

0—A—B— B®uyB.
por lo tanto la sucesion siguiente es exacta:
0 — Hom(C, A) — Hom(C, B) — Hom(C, B ®4 B).

y recordando que Homy4(B1, B2) = Homggq(Spec(B2), Spec(B2)) se obtiene
que la sucesion:

Homx (X', Z) — Homx (Y', Z) = Homx (Y' xx/ Y', Z).

es exacta, y ésto termina la demostracién de la proposicion. U
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Ejemplo 9. Considere un esquema X y el sitio X¢. Las pregavillas G, y G, son
gavillas, puesto que ambas son representables. En efecto G, es representada por el
esquema Spec(Z[t]) Xgpec(z) X ya que:

Gu(U) =T(U,0r) = Hom(Z[t], (U, Oy)) = Homx (U, Spec(Z[t]) X spec(z) X )-
y G, es representada por el esquema Spec(Z[t,t~1]) X Spec(z) X» ya que:
Gm(U) =T(U,0p)* = Hom(Z[t,t'],I(U, Op))
= Homx (U, Spec(Z[t, t_l]) X $pec(z) X )-

y asi por la proposicién 2.7 las pregavillas anteriores son gavillas.

Esquemas en grupos. Tanto G, como G, son ejemplos de gavillas definidas por
esquemas en grupos conmutativos. Recordemos que si un funtor contravariante
F : X4 — Grp, donde Grp es la categoria de grupos, es representable por un
esquema G € Esq /X, decimos que G es un esquema en grupos (y algunas veces,
por abuso de lenguaje, decimos que el funtor F' es un esquema en grupos). Asi,
por definicion, se tiene una equivalencia natural F' ~ Homy,, (—, G), es decir,
para todo Y € Xy, se tiene que F(Y) ~ Homx,, (Y, G) y para cada morfismo
f:Y' — Y en Xg se tiene que F(f) : F(Y) — F(Y') es un homomorfismo
de grupos tal que el diagrama siguiente conmuta, donde para abreviar la notacién
ponemos h¢ := Homy,, (—, G):

Fv) L povy

:l lz

ha(Y) — > ha(Y')
Entonces, como para cada Y € X, he(Y') es un grupo, denotemos su operacién
mediante uy : hg(Y) X hg(Y) — ha(Y) y observemos que para cualquier X -
morfismo f : Y/ — Y, los cuadrados siguientes conmutan
py

h(;(Y) X hg(Y) —_— h(;(Y)

f*Xf*l lf*

hg(Y/) X h(;(Y/) ?> h(;<Y/)

Y/
por lo que las operaciones py definen una transformacién natural
Y hG X hG — hg.

que, por el lema de Yoneda, corresponde a un X-morfismo i : G X x G — G que
hace de G un X-esquema en grupos. (No estd de mds recordar que la categoria
X tiene productos directos finitos dados por los productos fibrados y que X es un
objeto final en esta categoria).

Reciprocamente, si G = (G, u,€,¢) es un objeto grupo en la categoria Esq /X,
recordemos que se tienen los morfismos

u: GxG — G (multiplicacién), ¢: X — G (neutro), ¢: G — G (inverso),
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tales que los diagramas siguientes conmutan:

i ,id i L,id
cxaxd Y axa "% vy 2N Gy o o

- 1 o

GxG G G X

que corresponden, respectivamente, a la asociatividad de la multiplicacidn, la ex-
istencia de neutro por la izquierda y la existencia de inversos izquierdos. Aqui p :
G — X es el unico morfismo al objeto terminal X .

Ahora, para el morfismo y : G X G — G y para cada T" € X, por el lema de
Yoneda se tiene asociada una aplicacién

ha(T) X ha(T) ~ ha(T,G x G) 25 ha(T).
y, similarmente, el morfismo € : X — G induce
ha(X) =5 ha(T).
y lo mismo para el morfismo de inversion ¢, de tal forma que se verifica ficilmente

que, para cada T' € X, hq(T) = (ha(T), w1, e, t7) es un grupo, en el sentido
usual, por lo que el funtor contravariante h¢ tiene codominio Grp, es decir,

h¢ = Homy,, (—,G) : Esq /X — Grp.

En resumen, hemos mostrado que un objeto grupo G en Esq /X corresponde a
un funtor contravariante hg : Xg — Grp, en particular, si G es conmutativo,
entonces hg : X¢ — Ab, es una pregavilla de grupos abelianos. Nétese que en el
sitio étale toda pregavilla representable, en particular un esquema en grupos, es ya
una gavilla, esto se sigue de la proposicién 2.7.

La categoria de pregavillas sobre un sitio Xz la denotaremos por P(Xpg) y la
categoria de gavillas en Xf; se denota por G(Xg). Sea 7 : X, — X continuo.
Dada una pregavilla P’ en X7, le asociamos la pregavilla m,(P") = P’ o 7*. De
este modo tenemos un funtor, inducido por 7, llamado el funtor imagen directa
mp: P(Xg) — P(XE).

Considere un morfismo de esquemas 7 : ¥ — X, y el morfismo de sitios corres-
pondiente 7* : X¢ — Yz, como en la definicién 2.2.

Lema 2.8. Si F' es una gavilla en Yy entonces my(F') es una gavilla en X.

DEMOSTRACION. Sea {U; — U} un cubriente en X¢;. Entonces por el lema 2.3
se tiene que {7*(U;) — 7*(U)} es un cubriente en Y; por lo tanto la sucesion
siguiente es exacta:

F(n*(U)) = [[F(* () = [T F(*(U:) xy =*(U)))-

pero como 7*(U;) xy 7*(U;) = n*(U; x x Uj); entonces la sucesion siguiente es
exacta:

(mp(F)(U) = [ [(mp(F))(U:) = [ (mp(E)) (Ui xx Uy).
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O

El funtor imagen inversa 7P : P(Xg) — P(X},) se define como el adjunto
izquierdo de 7, es decir, 7P verifica que

HOmP(X/)(T('pP, P,> = I’IOH’IP(‘X)(P7 7TpP/).
funtorialmente en P y P’. Para demostrar que tal funtor adjunto izquierdo existe

véase el apéndice A.5.

Otra situacion que nos interesa considerar es la siguiente: considere un esquema
X y una inmersién abierta j : U — X si P es una pregavilla en Ug y () es una
pregavilla en X¢;; existe una pregavilla P, ver apéndice A.6, tal que:

HomXét (Rv Q) = HomUét (P7 ij)
funtorialmente.
Definicion 2.9. Sea X un esquemay u : T — X un punto geométrico de X. Si
P es una pregavilla en X la fibra de P en T, que denotamos por Pg, es el grupo
abeliano (uk P)(T).
Comentario 2.10. Se puede demostrar, véase el apéndice A.5, que Py = lim P(U)

donde el limite corre sobre todos los diagramas conmutativos
U<~—-=2
|
X

con U étale sobre X, es decir, sobre todas las vecindades étales de * en X .

2.3. La gavilla asociada a una pregavilla

Dada una pregavilla P, le podemos asociar una gavilla, a P, llamada la gavilla aso-
ciada a la pregavilla P. Para obtener tal gavilla necesitaremos algunos resultados
preliminares.

Lema 2.11. Sea F una gavilla en X¢. Si s € F(U) cumple que s # 0, entonces
existe un x € X y un punto T de U tal que sz # 0.

DEMOSTRACION. Se probard la afirmacién equivalente: si para todo punto T de
U sz = 0 entonces s = 0.

Sean p : U — X étaley u € U. El morfismo ¢ : Ox — ¢,Op induce un mor-
fismo de campos k(p(u)) — k(u). Por otra parte tenemos el morfismo candnico
Spec(k(u)) — U y componiendo con ¢ se tiene un morfismo, Spec(k(u)) — X,
y utilizando un resultado de [6] p. 102, 103, este morfismo es igual a:

Spec(k(u)) — Spec(k(p(u))) — X.

Si se escoge un campo k separablemente cerrado que contenga a k(u), entonces
cada u € U es la imagen de un punto geométrico = de U, donde = = p(u).
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Entonces, para cada u € U se tiene que sz = 0 y por lo tanto existe W,, — X,
étale, tal que u € p(Wy) y piy, (s) = 0. La familia {W, — U}y es un cubriente
y como F' es gavilla esto implica que s = 0. (]

Definicion 2.12. Sea F' una gavilla (o pregavilla) en X g, una subpregavilla de F',
es una pregavilla, Fjy en X, tal que para cada U € Xp Fy(U) es un subgrupo de
FU)ysih: W — U es un morfismo en Xg, el morfismo Fy(h) : Fo(U) —
Fo(W) es la restriccion del morfismo F'(h) : F(U) — F(W), es decir si s €
Fyo(U) entonces Fy(h)(s) = F(h)(s) € Fo(W). Una subgavilla de una gavilla F,
es una subpregavilla de F' que es gavilla.

Ejemplo 10. Si ¢ : P — F es un morfismo de pregavillas, con P pregavillay F'
una gavilla, entonces im(¢)) es una subpregavilla de F'.

Ejemplo 11. Siv : P — F es un morfismo de pregavillas, con P pregavillay F'
una gavilla, entonces ker (7)) es una subpregavilla de P.

Definicion 2.13. Si {F,, },cs es una familia de gavillas en Xg, [ | F, es la pregav-
illa siguiente: si U € X se tiene que [ [ Fo(U) = [[ Fo(U) y, dado un morfismo
¢ : W — Uen Xg el morfismo ([[ Fu)(¢) : [[ Fa(U) — [[ Fa(W) se define

por:
(ITF2) (@) =] Fale)

Lema 2.14. Sea X un sitio. Si {F, }aecr es una familia de gavillas en Xp, en-
tonces || F,, es una gavilla.

DEMOSTRACION. Sean {U; % U}, uncubrientey s, t secciones de (I Fu)(U)
tales que para cada i:

(6) pir.(s) = pg, (1)

Ya que s = (Sq) yt = (ta), de laigualdad (6) vemos que, fijado v, Fio(;)(sq) =
Fo(p;)(tq) para cada i, lo cual implica que s,, = t,, por ser Fy, gavilla, por lo que
s =1.

Ahora, supongamos que, para cada i, se tiene una familia de s; € (]| F)(U;) que
satisface:

Ui U;
Considere entonces los productos fibrados siguientes:

2
™
UZ' XU Uj E— Uj

ﬂilj \L l@j

Ui—; u

Fijando o y recordando que s; = (s4,;), de la igualdad (7) se obtiene que:

Fa(ﬂilj)(sa,i) = Fa(ﬁgj)(sad)'
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para cada par de indices i, j. Como F, es gavilla, existe un s,, en F,(U), con
Fo(¢i)(sa) = Sq, para cada 7, por lo tanto pgi (s) = s; para cada i, y por lo tanto
[] F. es gavilla. O

Definicion 2.15. Sea X un esquema y considere el sitio X¢. Un morfismo de
gavillas (o pregavillas) o : F' — F’ se dice que es localmente suprayectivo si para

todo U € X¢y y s € F'(U), existe un cubriente {U; RN U}ie[ tal que F'(p;)(s)
estd en la imagen de F'(U;) — F'(Uj;).
Si P es una pregavilla, dos secciones s1, sy € P(U) se dice que son localmente
iguales si existe un cubriente {U; U},ep tal que piy (s1) = pg. (s2).
Lema 2.16. Sea X un esquema y considere el sitio Xg. Seat : P — F un
morfismo de pregavillas, con P pregavilla y F gavilla, supongase que:

(a) Las unicas secciones de P(U) cuyas imdgenes estin en F(U) son las

localmente iguales.
(b) @ es localmente suprayectivo.

Entonces el par (F,i) cumple la propiedad siguiente:

Sii : P — F' es un morfismo de pregavillas, con F' gavilla, existe un iinico
morfismo de gavillas o : F — F' tal que el diagrama siguiente conmuta:

p—tsF

N

F/

DEMOSTRACION. Sea i’ : P — F’ un morfismo de pregavillas, con F’ gavilla;
sean U € Xg y s € F(U). Por (b) existe un cubriente {Uj BLR U}jel tal que
F(p;)(s) estd en la imagen del morfismo P(U;) — F'(U;) y por lo tanto existen
sj € P(Uj) tales que iy, (sj) = F(¢;)(s) para todo j.

Si existieran otros elementos s € P(U;) con iy, (sj) = F(p;)(s), por (a) para
cada Uj existe un cubriente {Uj; ALIN U}zgjtal que P(p;1)(sj) = P(pj)(s])
para todo [. De esta manera obtenemos el diagrama conmutativo siguiente:

P(@j)l 3 J{F’(%)
P(U;) —> F'(U;)
P(éojl)l ., ‘LFI(%Z)

/ .

Por lo tanto F’(gojl)(z"Uj (s5)) = F’(cpﬂ)(z"Uj(sg ) para todo [ y como F’ es una
gavilla, y j es arbitrario, se sigue que (z’UJ (s5)) = (Z/UJ (s})) para todo j. Ademds
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para j y | tenemos que las restricciones de i’Uj (87) ¥ iy, (s1) en F'(U; xp Uy) son
iguales; para ver esto considere el producto fibrado siguiente:

2
7'('-l
Uj XU UlgUl

7r]1,l i \L‘Pl

Uj U

?j

De la condicién iy, (s;) = F(¢;)(s) obtenemos que:
F(mj))iv, (sj) = F(m)F () (s).
F(m3)iv (s1) = F(75)F (1) (s).

Por (a) existe un cubriente {Wm Pm, U; xu Ul} tal que

P(tm) P(m)(37) = P(tm) P(m5) (s1)-
y consecuentemente F,(wm)F/(le'l)(i/Uj(Sj)) = F’(wm)F’(W?l)(i’Ul(sl)). Puesto
que F” es gavilla entonces F’(ﬂ}l)(i?]j (s)) = F'(n5)(iy;,(s1)) y por lo tanto ex-
iste un dnico s € F'(U) tal que F'(p;)(5) = z"Uj (s;j) para todo j.

Lo anterior permite definir un morfismo de gavillas o : F' — F’ de la manera
siguiente: sea U € Xg; dado s € F'(U) existe un cubriente {Uj 2, U}jer 8; €
P(Uj) tal que iy, (s;) = F(p;)(s). Por lo tanto existe un tnico ay(s) € F'(U)
tal que ' (p;)(aw(s)) = ibj (s;) para todo j.

De la descripcién de « se infiere que el diagrama siguiente conmuta:

p—tsp

F/
Si existiera otro morfismo o’ : ' — F’ que hace conmutar el diagrama anterior,
sean U € Xg y s € F(U). Existe un cubriente {U; BER U}jel y s; € P(Uj)
tal que iy, (sj) = F'(v;)(s) y por lo tanto, existe un dnico ay(s) € F'(U) tal
que pgj (ay(s)) = i’Uj(sj) para todo j. Por lo tanto F’(¢;)a;(s) = F'(gi)aw(s)
y como F’ es gavilla entonces oy, (s) = ay(s); y como esto es vélido para todo
Ue Xgys e F(U) se tiene que a = o/ O

Lema 2.17. Sea P una subpregavilla de la gavilla F'. Para cada U € Xy, sea
P'(U) el conjunto formado por los s € F(U) tales que existe un cubriente {U; £,
U}iel tal que F(p;)(s) € P(U;) para cada i. Entonces P’ es una subgavilla de
Fy P — P’ es un morfismo localmente suprayectivo. Decimos que P’ es la sub-
gavilla de F' generada por P.
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DEMOSTRACION. Seap : U’" — U un morfismo en X y defina P'(yp) :
P'(U’) de la manera siguiente' si s € P/(U) ponemos P'(¢)(s) =

Oberve que si {U — U } es un cubriente de U, entonces {U Xy
U’ } es un cubriente de U’; se sigue que P’ es una subpregavilla de F'.

PU) —
(s@)()
o

Ahora se define ¢ : P — P’ como sigue: si U € X, entonces by : P(U) —
P'(U) esel morﬁsmo Yy (s) = s, paratodo s € P(U). Si s € P'(U) existe un

cubriente {U — U } tal que F(p;)(s) € P(U;) vy, ciertamente, P'(p;)(s)
estd en la imagen de P(UZ-) — P'(U;). Por lo tanto ¢ : P — P’ es localmente
suprayectiva.

Finalmente, sea {U U} un cubriente y considere la sucesion:

U) - [[P'W) = [P xu Uy).

Si s € P'(U) satisface que P'(;)(s) = 0 para cada i, entonces s = 0 puesto que
F es gavilla. Sea (s;) € [[ P'(U;) y considere el producto fibrado siguiente:

2

T
Ui XU Uj e Uj

7TZ.1J. \L l@j

U

Pi
Si (s;) satisface que P’( lel)( si) = W]l)(Sj) para cada par de indices i, j, en-
tonces existe un s € F'(U) tal que F'(p;)(s) = s; por que F es gavilla. Se sigue
que P’ es una gavilla. O

El resultado principal en este contexto es:

Teorema 2.18. Para cualquier pregavilla P en X, existe una gavilla aP, en X,
y un morfismo de pregavillas ¢ : P — aP tal que si ¢' : P — F es un morfismo
de pregavillas, con F' gavilla, entonces existe un tinico morfismo de gavillas 1) :
aP — F tal que el diagrama siguiente conmuta:

P i%aP

R
F

DEMOSTRACION. Considere primero el caso cuando X = Spec(k), con k un
campo separablemente cerrado. Si U es un esquema étale sobre X, entonces por
el ejemplo 2 se tiene que U = | |;_, Spec(k;), donde cada extension k;/k es finita
y separable y, puesto que k es separablemente cerrado, se tiene que k; = k; por lo
tantoU = | |I_; Xj,con X; = X parai=1,...,n
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La gavilla asociada, a P, a la pregavilla P estd definida como sigue: dado U € X
ponemos

U ﬁp(xi) = P(X)".

i=1

y ¢u es el morfismo P(U) — [[;_; P(X;) siguiente: tenemos una inclusién natu-
ral ; : X; — U ysis € P(U) ponemos ¢ (s) = (P(;)(s)).
Ahora, considere un esquema X, arbitrario. Paracadax € X seau, : T — X un
punto geométrico de X, y considere el isomorfismo de adjuncidn:
(8) Hom(u? P, P") =2 Hom(P, (uy),P’).
Considere ahora la pregavilla u%(P) en Tg. Aplicando la construccién anterior se
obtiene una gavilla a(uk(P)) junto con un morfismo
9 uf (P) — a(uf (P)).
Por el lema 2.8 se sigue que (uy), P2, donde P = a(ukP), es una gavilla, y por
el lema 2.14, P* = ],y (uz), Py es una gavilla en Xg;.
De (8), con P’ = u% P, se obtiene que

Hom(u?, P, uf, P) = Hom(P, (uz),(ubP)).

en particular, para el morfismo identidad uk(P) — uk(P) se obtiene un tnico

morfismo P — (ug)p(ubP), y de (9) se obtiene (uy),(uk)(P) — (ug)pPi. De
esta manera tenemos el morfismo

P — (ug)p(uh P) — (ug)pPx.

que denotaremos por ¢,. Definimos ¢ : P — P* como sigue:

U = H Py -

Considere ahora la pregavilla im(¢), que es una subpregavilla de P*. Aplicamos
el lema 2.17 a im(¢) y obtenemos la gavilla aP = im(¢)’, que por el lema 2.11
cumple la condicién (a) del lema 2.16; por lo tanto aplicando este ultimo lema
termina la demostracion. ]

Comentario 2.19. El teorema 2.18 puede parafrasearse como sigue: el funtor de
inclusion i : G(X¢) — P(Xg) tiene un funtor adjunto izquierdo a : P(X¢) —
G(Xet). Es decir tenemos un isomorfismo natural

Homg(x,,)(aP, F') = Hompx, (P, iF).

Lema 2.20. Si v : F — F’ es un morfismo de gavillas, entonces ker () es una
gavilla.

DEMOSTRACION. Considere un cubriente {Ui U }1 ¢ Y lasucesion siguiente:

ker($) (U) — [ ker(w)(U;) = [ ker(w)(U; xv U).

Dado un s € ker(¢)(U) tal que ker(1)(y;)(s) = 0 para cada i, como estos mor-
fismos de restriccion son de la forma F'(¢;) y puesto que F' es gavilla, se sigue que
s =0.
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Ahora sea (s;) € []ker(¢)(U;) tal que ker(w)(ﬂ}j(si) = ker(d))(ﬂl-?j(sj). En-
tonces, como F' es gavilla, existe un s € F(U) tal que F(y;)(s) = s; para cada
i; ahora F'(¢;)Yu(s) = Yu, F(v;i)(s) = 0, puesto que F” es gavilla. Se sigue que
wU(S) =0. ([

El teorema siguiente muestra que la categoria de gavillas de grupos abelianos en el
sitio X, s una categoria abeliana.

Teorema 2.21. (a) El funtor inclusion G(X¢) — P(Xg) es exacto izquierdo y
preserva limites inversos. El funtor a : P(X¢) — G(Xg) es exacto y preserva
limites directos.

(b) Las afirmaciones siguientes son equivalentes:

(i) 0= F' — F — F" es exacta en G(Xg).
(i) 0 = F' — F — F" es exacta en P(Xg).
(iii) 0 = F'(U) — F(U) — F"(U) es exacta para todo U en Xg.
(iv) 0 — FL — Fy — FY es exacta para todo punto geométrico T — X.

(¢) ¢ : F — F’ es suprayectiva en G(Xg) si 'y solo si para cada U € X4 y cada
s € F'(U), existe un cubriente {U; — U} de U y elementos s; € F(U,) tales que
o(si) = pgi (s) para cada i. Esto es equivalente a que Fz — F. sea suprayectiva
para todo 7.

(d) G(X¢t) es una categoria abeliana.

DEMOSTRACION. (a) S6lo se probara la exactitud izquierda del funtor a. Sea P —
P’ un monomorfismo. Utilizando la notacién del teorema 2.18 se tiene que P* —
P’ es inyectivo en P(Xg;), puesto que uk es exacto y aP y aP’ son subgavillas
de P*y P'*, respectivamente. Asi aP — aP’ es inyectiva en P(Xg;). Sea F el
nicleo de aP — aP’ en G(Xg;). Como el funtor de inclusion G(X¢) — P(Xet)
es exacto izquierdo entonces F' = 0y asi, aP — aP’ es inyectiva en G(Xg).

(b) Ahora, por (a), (i) es equivalente a (ii), de manera directa (ii) es equivalente a
(iii) y, ciertamente, (iii) implica (iv), por lo que falta probar es que (iv) implica (iii).

Sea U € X y considere la sucesion
0 — F'(U) 2% FU) 2% F'(W).

Para cada punto geométrico w de U se tienen los diagramas conmutativos sigu-
ientes:

(10) FU) "> Fy

oo Jon

F'(U) —> F.
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(11) FU) 2

Si s’ € F'(U) satisface que ¢y (s’) = 0, entonces, para cada punto geométrico, u,
de U se tiene que ¢y (sy;) = 0y, como ¢y es inyectiva, entonces s = 0, y asi por
el lema 2.11 se tiene que s’ = 0, es decir, py es inyectiva.

Ahora, considere s’ € F'(U). De los diagramas conmutativos (10) y (11) se tiene
que para cada punto geométrico, u, de U, ¢u(pu(sy))) = Yalpu(vu(s))) =
o, (W (pu(s'))) = 0. Finalmente aplicando el lema 2.11 a ¢y (¢r(s’)) se obtiene
que Y (pu(s) = 0.

Si s € F(U) satisface que 9r7(s) = 0, considere v € U y un punto geométrico
u, de U, cuya imagen es u. Utilizando (11) vemos que ¢z (pu(s)) = ¢u(sw) = 0,
y por lo tanto existe un ¢. € Fy, tnico, con ¢y (t,;) = sy. Se observa que t,; =
Py, (') y t'" € F'(Ur), donde U es una vecindad étale de u y por consiguiente el
diagrama siguiente conmuta:

Uj<—mu

W

U
en particular existe un u; € Uj tal que ¢(u1) = u.

Del diagrama conmutativo siguiente:

(12) F'(Uy) F(Uy) F"(Uy)

| | i

FI(Ul XxU)HF(Ul XXU)HF”(Ul X)(U)

se tiene que:

P v (eun () = v (00 s ()
Si se pone s’ = pg&XU(t’ ), W! = Uy xx U, se observa que W, es una vecindad
étale de w que cubre a u, p%é (s) € F(W,)yow: (s') € F(Wy) con pw:pw: (s') =
PW&P%IQ(S)-

. W/
!z u / —
De esta manera existe un X -morfismo W, — W,,, étale, tal que py“ (ow; (s')) =
U
P, (8)-
Se puede entonces suponer que W, = W,,, y asi la condici6n anterior se lee como
sigue:

(13) ew, (s),) = piy, ().
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Asf, tenemos un cubriente {W,, — U},cy y secciones s,, € F'(W,,) que satis-
facen (13). Sean s}, y s, , secciones de la familia anterior, entonces:

Wy — W _
SOWuXXWul (quXXWul (S{LL)) - ’OWuXqul (SOWu (S:L)) - p%uXXWul (8)

Wa Wy U
W xWay (P, (1)) = P cwa, (OWa, (80,)) = P x xw, (5)-
ambas igualdades por (13).

. Wy
Por lo tanto, se tiene que p%ZXXWu (%) = Pw. % w,. (Su,)- Recuerde que se ha
1 1

probado que las o son inyectivas. Como F’ es gavilla, existe un s’ € F'(U) tal

que plj. (s') = s, y por lo tanto plf, ou(s') = i, (s,) = pl (s) y como F es

gavilla ésto implica que ¢y (s’) = s lo cual prueba (iii).

(c) Sea F' — F’ un morfismo de gavillas, y P el conticleo en P(Xg;) del morfismo
anterior. La sucesién F — F' — aP — 0 es exacta puesto que a es exacto. Por
lo tanto F' — F’ es suprayectiva si y s6lo si aP = 0 lo cual sucede si y sélo si
P = P, (en la notacién del teorema 2.11 del capitulo II de [13]) o equivalentemente
si la afirmacion (c) es cierta. Entonces aP = 0 si y s6lo si (aP)z = 0 para todo
x € X, ésto es, siy s6lo si Fiy — FZ es suprayectiva para todo .

(d) En G(Xg;) se considera un morfismo ¢ : F' — F’ y hay que probar que ¢ :
Coim(¢) — Im(¢) es un isomorfismo. Ahora, P(Xg;) es una categoria abeliana
y, en P(Xg), ¢ : Coim(¢p) — Im(¢) es un isomorfismo, aplicando el funtor a
al morfismo anterior vemos que ¢ : Coim(¢) — Im(¢) es un isomorfismo en
G(Xet). O

Ejemplo 12. Considere un grupo abeliano M y la pregavilla constante Pj;. Ponemos
Fyr = a(Pyy), considere el X-esquema Mx = [, o5 Xom » donde X, = X para
cadam € M, por lo que tenemos una pregavilla Hom(-, Mx ) que, por la proposi-
cién 2.7, es gavilla. Entonces Fj; = Hom(-, Mx) es representable. En algunas
ocasiones a esta gavilla la denotaremos simplemente por M, si no hay peligro de
confusion. Para una demostracion de este hecho ver [13], en especial el capitulo I
seccion 2.18.

Ejemplo 13. La sucesion de Kummer. Sea X un esquema entero y considere la
subgavilla u,, de la gavilla G, definida por u,,(U) = grupo de raices n-ésimas de
la unidad en T'(U, Oy). Entonces ., es una gavilla ya que es representada por el
esquema Spec(Z[T]/(T" —1)) X spec(z) X - Consideramos la sucesién de Kummer:

0— pn — Gy, —» Gy, — 0
donde el morfismo G,,, — G, estd dado por (u — u") : G, (U) — G, (U). La
sucesion 0 — u, — G,, — G, es exacta en P(X¢) y, por lo tanto, en G(Xg),

sin embargo G,,, — G, en general no es suprayectiva en P(Xg;) ya que es no es
usual que todo elemento de I'(U, Op) sea una potencia n-ésima.

Sin embargo si n cumple que car(k(z)) t n para todo x € X, consideremos
Y un X - esquema étale arbitrario y s € G,,(Y). Sea U = Spec(A) C Y un
abierto afin no vacio cualquiera y ay = p}(j(s). Entonces se tiene que V,,, =
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Spec(A[T]/(T™ — ay)) es étale sobre U, ya que tal A-dlgebra es de rango finito
sobre Ay el morfismo 9, : V,,, — U es no ramificado, ademds este morfismo es
suprayectivo. Obsérvese que el elemento 7"+ (7™ — ay7) satisface que (7' + (1T —
ay))” = ay + (T" —ay) y ay + (I™ — ay) es la imagen de s en V;,,, y note
también que la familia {ngaU : Vap — Y}, donde ©V,,, es la composicion de la
inmersion abierta , que induce U, con 9,,, es un cubriente étale de Y, recordemos
que los abierto afines forman una cubierta abierta de Y. Asi aplicando el inciso
(c) del teorema 2.21, con el cubriente {chaU : Vo, — Y}, concluimos que la
sucesion:

0— up — Gy, — Gy, — 0.

€s exacta.

Definicién 2.22. Supongamos que 7 : X’ — X define un morfismo de sitios
(C"/X") g — (C/X)E. La imagen directa de una gavilla F’ en X7, estd dada
por T F' = m, F".

Si F es una gavilla en Xg, la imagen inversa de F en X1, viene dada por 7*F =
a(mPF'), donde a es el funtor definido en el teorema 2.18.

Obsérvese que se tienen isomorfismos naturales
Homg(XE) (F, 7T*F/> = HOHIP(X;E/)(ﬂ'pF, F/) = Hom(;(X;E/)(ﬂ*F, F/)

el primer isomorfismo es por adjuncion entre 7, y 7 y el segundo isomorfismo por
el comentario 2.19. Por lo tanto 7, y 7* son funtores adjuntos. De este modo 7, es
exacto izquierdo y conmuta con limites inversos, y 7* es exacto derecho y conmuta
con limites derechos. Ademas si 7P es exacto entonces 7* es exacto izquierdo.

Sij : U — X esunainmersion abierta, se define la extension por cero de la gavilla
F, en Ug, por ji(F') = a(F}). Obsérvese que si G es una gavilla en X¢; tenemos
isomorfismos canénicos

Homg(x,,)(j1(F), G) = Hompx,,)(F, G) = Homg(,,) (F, j°G)
por lo tanto ji es adjunto izquierdo de j*.

Comentario 2.23. Sea 7w : Y — X un morfismo étale y considere el funtor 7P.
Si P es una pregavilla en X, de la demostracion del teorema A.5 del apéndice C
vemos que el diagrama conmutativo siguiente

1
V—=V

,

Y —X

es un objeto final en el conjunto dirigido definido en dicha demostracién. De esta
manera 7’ P(V') = P(V). En particular, si P es una gavilla se tiene que 7P es
una gavilla y por lo tanto 7*P = 7P P. A esta gavilla la denotaremos por Ply y
diremos que es la restriccionde Pa 'Y .
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2.4. Cubrientes de Galois

Sea k un campo y considere el sitio étale en X = Spec(k). Sabemos que si U €
X, entonces U = [ [}, U; con cada U; = Spec(k;) y cada k; es una extension
finita y separable de k. Si consideramos una cerradura algebraica de k, se obtiene
una extension k5P /k, donde k5P es una cerradura separable de k. En ésta seccién
se fija esta cerradura.

Considere G = Gal(k*°P /k) y las familias siguientes:
I={E:kCECK®E: k| <ocoy E/kes de Galois}.

N ={N CG:N = Gal(k*?/E) paraalgin E € I}.
La topologia de Krull en GG se define de la manera siguiente: X C G es abierto si
X =0o X =J,0:N; para algunos 0; € Gy N; € N. Entonces G es un grupo
topolégico, més atn, un grupo profinito. Para la demostracién de estos resultados
ver, por ejemplo, [24] p 84-92.

Sea P una pregavilla en X¢;. Si k' es una extension finita y separable, con k C
k' C k%P, se escribe P(k') en lugar de P(Spec(k')).

Se observa que, dadas extensiones finitas y separables, &}, k5, de k, se tiene que la
composicion de los campos kf, k% es finita y separable, ademds:

(14) Ky C kky y ko C ik,

De esta manera la definicién siguiente tiene sentido:

Mp = lim P(K).

donde el limite se toma sobre todos los subcampos k' de k%P tal que &’ /k es finita
y separable. Es decir, si dados £/, k" subcampos de k*°P tales que las extensiones
k' /k,k"” /k son finitas y separables, definimos k¥’ < k" siy sélo si k' C k”. La
relacion < es reflexiva y transitiva y por (14) el conjunto de subcampos &’ de k5P,
que contienen a k y tales que k’/k es finita y separable, es un conjunto dirigido.
Con este conjunto indexamos a P (k') y los morfismos entre ellos.

Se tiene definida una accién de G en P(k'), si la extension k'/k es finita y de
Galois, del modo siguiente: sea o € G, entonces o |: k' — k*P, y como la
extension k' /k es finita y de Galois, en particular, normal, de aqui se deduce que
o | (k') = kK, por teoria de Galois. Siu € P (k') se define o ©u = P(“(o|x))(u).
Note que 1 ®u = P(“(1 |g))(u) = u, y si 7,0 € G, se tiene que
(roo)©u=P((To0) |k))(u)

= P(*(( | o0 [11)))(w)

= P(°(7 )P (@ [1))(w)

=70 (0 Ou).

De esto se sigue que tenemos una accién izquierda de G en P(k').
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Hemos visto que Mp = lim P(k") estd bien definido, ahora considere o € G'y
w € Mp. Asiw = pp(u') conu’ € P(k'), y ya podemos suponer que k' /k es una
extension finita y de Galois. Ponemos o @ w = ppr(p © u').

Siw = pgr(u”) conu” € P(K")y k”/k finita y de Galois, entonces o @ w =
pr(p © u") y hay que ver que estas dos definiciones coinciden.

Existe un campo k, con k. k" C k C k*P tal que p’i/(u’ ) = p’Tz” (u), esto es por
la igualdad w = pp(u') = pg(u”). Note ademds que podemos suponer que E/ k
es una extension finita de Galois.

Se sigue que

(“(@)(P(*(alr)) ()
(“(0 [ 00) (') = P(“(o [;)Pf (')

= P("(o [k (") = (o 0 ).
es decir, o @ w estd bien definiday ademds 1 ew =w'y
(ro0)sw = p((r00) Ou) = pu (7@ (00W)) = Tepp (0 OU) = Te (0 ew).
Esto demuestra que (G actiia sobre Mp, y asi, Mp es un G-médulo. Notemos ahora
que siw € Mp, w = pp(u') y H= Gal(K*P/K'), con k' /k finita y de Galois,
dado o € H esto implicaque o @ w = py/(0 © u) = pgr(u) = w y esto es valido
para cada ¢ € H y por lo tanto, w € Mﬁ. De esto se sigue que Mp = |JMH,

donde H recorre todos los subgrupos abiertos de G, es decir, M p es un G-mdédulo
discreto.

Ahora, supongamos dado un G-médulo discreto M. Si U € Xy, definimos
F(U) = Homx (z,U).

Notemos que F'(U) es un G-conjunto, por tanto Fi;(U) = Homg(F(U), M) es
el conjunto de todas las G-funciones y, como M es un G-médulo, F;(U) tiene
estructura de grupo abeliano. Notese que:
(1) F(K') = G/H con H = Gal(k*P/k'), yaque F(k') = Homx (T, Spec(k’))
se puede identificar con Gal(k’/k) que es isomorfo a G/H, ver [24] p.
82.
(2) F(I] ki) =[] F(ki), puesto que Homx (%, Spec([ [ ki)) = [ [ Homx (T, k).
De aqui se sigue que
(@) Fay(kK) =M1,
() Far([Tki) =TT Fm(ki).

Antes de probar que la pregavilla F; es gavilla, necesitamos unos preliminares.

Sean ¢ : Y — X un morfismo de esquemas y (G un grupo finito; al grupo de
X -automorfismos de Y lo denotamos por Autx (Y). Una accidn derecha de G en
Y sobre X es una funcion o : G — Autx(Y), tal que a(e) = 1y y a(gh) =
a(h) o a(g) paratodo g, h € G.



40 2. LA TOPOLOGIA ETALE

Sean ¢ : Y — X un morfismo de esquemas y GG es un grupo finito que actda en
Y sobre X. Denotamos por Y x G al esquema [ [ . Yy, donde Y, =Y para todo
g€ @q.

geG

Comentario 2.24. Se tiene el diagrama conmutativo siguiente, para cada g € G:

Por lo tanto existe un dnico hy : Y, = Y xx Y, talque tl o hy = 1y ymt o hy =
a(g). Ademds, tenemos un morfismo candnico de esquemas, para cada g € G, ver
[6] capitulo I 3.1:

0g: Yy =Y xG.

Entonces, existe un tnico morfismo ¢ : Y x G — Y xx Y con ¢ o ¢, = h, para
cada g € G, ver [6] p. 104.

Definicion 2.25. Sean ¢ : Y — X un morfismo de esquemas fielmente planoy G
un grupo finito que actiia en Y sobre X por la derecha. Diremos que ¢ : ¥ — X
es un cubriente de Galois si el morfismo ¢ : ¥ x G — Y X x Y, anteriormente
definido, es un isomorfismo.

Ejemplo 14. Sean k£ un campo, k£°P una cerradura separable de k, que en este
ejemplo permanecera fija, y k' una extension finita de Galois de k, contenida en
ks¢P. Considere el morfismo Spec(k’) — Spec(k), y pongamos Y = Spec(k’),
X = Spec(k). El anterior morfismo es fielmente plano y poniendo G = Gal(k'/k)
y @ : G — Autx Y dada por a(g) = “%g se observa que a(gh) = “(gh) =
“ho%g = a(h)oa(g)yque ale) =1, por lo tanto « es una accién derecha. Del
diagrama siguiente:

K <—"k

Se sigue que existe un dnico 6, : k' @4 k' — k' que hace conmutar el diagrama
anterior, y esto ocurre para toda g € G.

Definimos 0 : k' @ k' — ngG k' como O — (.991’ o 79%). Y notemos que
dimy, (k' @ k') = n? = dimy [[ ¥, donde n = [k’ : k] =| G |.
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Siai,...,a, esunabase de k' sobre k, la matriz:

gi(a) ... gi(an)
A . . .

on(@) .. gn(@n)

es invertible. Por lo tanto, dado un vector (a1, ...,a,) en [[ ¢ k' el sistema de

ecuaciones:
ai

AX =
Qan
tiene solucidn tnica. Entonces 6 es un isomorfismo de k-algebras y 1) = %6 es un
isomorfismo. (]

Comentario 2.26. Supongamos que ¥ — X es de Galois, con grupo G y con-
sidere una pregavilla, P, en X¢;. Dados u € P(Y) y g € G definimos:

g-u=Pla(g))(u) € P(Y).
Observe que e - u = u y también que:
(gh)-u = P(a(gh))(u) = P(a(h)oa(g))(u) = P(a(g))P(a(h))(u) = g-(h-u).
Por lo tanto, G actia en P(Y') por la izquierda.

Proposicion 2.27. Sea Y — X un cubriente de Galois con grupo finito G. Sea
P una pregavilla en Xg que lleva uniones disjuntas en productos, y supongamos
que si X; — [[ X; es el morfismo canénico, entonces P(][ X;) = [[ P(X;) —
P(X}) es la proyeccion natural. Entonces, P satisface la condicion de gavilla para
el cubriente Y — X, es decir:

(15) P(X)— P(Y)= P(X xxY).

es una sucesion exacta, si'y sélo si P(X) — P(Y') identifica P(X) con P(Y)C.

DEMOSTRACION. Considere el producto fibrado siguiente

2
Y xyY =Y

SN

Y X

Pongamos #; = m!' 04y 3 = w2 0 ¢, donde 1 es el morfismo que se obtiene en
2.24, que es un isomorfismo, ya que Y — X es un cubriente de Galois. Entonces
el diagrama conmutativo siguiente es un producto fibrado:

92
Y xG——Y
ol
Y X

De estos tltimos diagramas derivamos el diagrama conmutativo siguiente:
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P(X) P(Y) P(Y xxY)
| |
P(X) P(Y) [lyec P(Y)

Ahora, 1 o ¢, = 1y paracada g € G, yaque §; = 7! 0 1) y esto implica que
0100y = (mlop)op, =mloh, =1y.
Del mismo modo 63 o ¢, = a(g).

De esto se sigue que P(61)(u) = (u,...,u)y P(62)(u) = (g1 - u,y...,gn - w).
De esta manera 15 es exacta si y sélo si P(X) — P(Y') identifica a P(X) con
P(Y)C. a

Proposicion 2.28. Iy es una gavilla en X.

DEMOSTRACION. Basta verificar que F); satisface la condicién de la proposi-
ci6n 2.5. De la definicién de F)y, propiedad (b), y recordando que [] Fas (ki) —
Fir(kj) es la proyeccion natural, vemos que [y es gavilla en X7z,,. Recordar
aqui que U — X se escribe como U = [ U;.

De la demostracion de la proposicién 2.5, vemos que para verificar (b) de la proposi-
cién 2.5, basta tomar U’ y U que sean pequefios y afines y, para esto, sean U’ =
Spec(L') y U = Spec(L), con L' D L extensiones finitas y separables de k, con-
tenidas en k°°P. Sea L” una extension finita de Galois de L que contiene a L'.
Entonces 0 : Spec(L”) — Spec(L) es un morfismo de Galois con grupo de
Galois G = {7 | 7 € Gal(L"/L)}, por lo tanto podemos considerar el diagrama
conmutativo siguiente:

Fa(L) —% Py (L) — Fa (L' ®p, L)

1J{ iw J/
Fu(L) — Fy (L") — Fy (L' ©1, L")

01

La accién de G en Fy (L"), descrita en el comentario 2.26, es la siguiente: sea
a € Fy(L")yer € ? Entonces “7 - « = « o F(*7). Por lo tanto se tiene
que Fyr(L) = Far(L")C y de la proposicién 2.27 el renglén inferior es exacto, y
también Fy (L) — Fp (L) y ¢ : Far(L) — Far(L”) son inyectivos.

Sea x € Fy(L') con py1(x) = pa(z). Entonces p1p(z) = pap(x) y existe un
z € Fy(L), tinico, con = = 61 (z) y como @(z — 01 (2)) = 0 entonces z = 61 (2).

Por lo tanto, el renglén superior es exacto y esto termina la demostracion. (]
Si¢ : M — M'es un morfismo de G-médulos discretos, éste induce un morfismo

de gavillas como sigue: dados U € X4 y o € F(U) ponemos oy () = ¢ o .
Por lo tanto, de esta dltima observacién y de la proposicion 2.28, se tiene definido
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un funtor de la categoria de G-médulos discretos a la categoria de gavillas en Xgy;
y de modo natural tenemos un morfismo:

(16) Homg(M, M/) — HomG(Xét)(FM,FM/).

Ahora si ¢ : I — F’ es un morfismo de gavillas, éste induce un morfismo de
G-médulos discretos del modo siguiente: puesto que Mp = lim F(k') y Mp =
lim F’(k’) tenemos un morfismo natural lim ¢y, : Mp — Mp. Sea H un sub-

grupo abierto de G'y pongamos k' = (k*°P)7 ysean 7 € Gy u € F(k'). Tenemos
que T e u = F((7 |x)®)(u) y de esto se sigue que:

P (T 0 w) = P (F((7 [p)")(w) = F'((7 [)*) (rr) (w) = 7 @ ps ().
Es decir, 1, conmuta con la accidon de G, y por lo tanto lim ¢y : Mp — Mp: es

un G-morfismo. De esto se sigue que tenemos definido un funtor de la categoria de
gavillas a X a la categoria de G-mddulos discretos. Se sigue que:

Teorema 2.29. Las correspondencias F' < Mgy M < F); inducen una equiva-
lencia entre la categoria G(Xg) y la categoria de G-mddulos discretos.

DEMOSTRACION. Utilizando [12] teorema 1, p. 91, para mostrar la equivalencia
deseada bastara probar que el morfismo (16) es un isomorfismo para cada par de G-
modulos discretos M y M’y que para cada gavilla F| en X existe un isomorfismo
- FMF1 de gavillas.

Ahora, dados M y M’, G-mddulos discretos, considere el morfismo
6 : Homg (M, M') — Hom(Fys, Fayr).

Si O(p) = 0, en particular en cada H C G abierto se tiene que ¢ |;a= 0y,
puesto que M = | J,; M Hdonde H recorre la familia de subgrupos abiertos de G,
tenemos que ¢ = 0y asi 6 es inyectiva.

Si ¢ : Fpr — Fyy es un morfismo, entonces para cada &’ = (k*°P)#, se tiene un
morfismo ¢y : M7 — (M')H,

La familia de todos los subgrupos abiertos de G es un conjunto dirigido. Puesto
que M = lim M H se tiene un morfismo de G-médulos @ = lim ¢y : M — M’

y este verifica que 0(p) = ¢.

Si F1 es gavilla se define un morfismo de gavillas ¢, : F1 — Farp, como sigue:
sea k' /k una extensi6n finita y separable. Dado s’ € Fy(k'), si %7 € F(K') se
tiene que prm(r)(s) € Mp,. De esta manera se define una funcion ¢, (k')(s) :
F(k') — Mp, mediante ¢p, (k') (5)(*T) = prm(r)(8'). Por lo tanto hemos definido
un morfismo de gavillas ¢, y este es un isomorfismo. ([






Capitulo 3

La cohomologia étale

3.1. Cohomologia

Para la existencia de los funtores derivados del funtor dado por las secciones glob-
ales de una gavilla en el sitio étale, necesitaremos el resultado siguiente:

Proposicion 3.1. La categoria G(Xg) tiene suficientes inyectivos.

DEMOSTRACION. Sea u, : T — X un punto geométrico de X. La categoria
G (Te) es isomorfa a Ab y ésta ultima tiene suficientes inyectivos. Ahora, sea
F € G(Xg) y tomese, para cada © € X, un inyectivo F, en G(Tg), y un
monomorfismo uy ' — F. Se definen F* = [[(ugup F') y F** = [ uy.F),.

Por el lema A.3 F™** es una gavilla inyectiva, como u,. €s exacto, se tiene un
monomorfismo F* — F** y un monomorfismo F' — F™* (recordar la construccién
del funtor a que asocia una gavilla a una pregavilla). ([

Ejemplo 15. El funtor I'(X, -) : G(X¢) — Abcon I'(X, F') = F(X), es exacto
izquierdo y sus funtores derivados derechos se denotan por:

RT(X,-) = H (X, -).

El grupo abeliano H*(Xg, F'), que a veces denotaremos por H'(X, F) si no hay
peligro de confusion, se llama el i-ésimo grupo de cohomologia de X¢ con valores
en F.

Ejemplo 16. Para cada U — X en X, el funtor F' — F(U) : G(Xg) — Abes
exacto izquierdo, y sus funtores derivados derechos se denotan por H*(Ug, F').

Ejemplo 17. El funtor de inclusién i : G(X¢) — P(Xet) es exacto izquierdo. Sus
funtores derivados derechos se denotan por H'( X, F') o simplemente por H*(F').

Ejemplo 18. Para cada morfismo de esquemas 7 : ¥ — X, el funtor 7, : Xg —
Y es exacto izquierdo, sus funtores derivados derechos se denotan por R'w,. Las
gavillas R'm, F’ se dicen que son las imdgenes directas superiores de F.

Ejemplo 19. Sea k un campo y X = Spec(k). Sabemos, por el teorema 2.29,
que la categoria de gavillas en Xy es equivalente a la categoria de G-mddulos
discretos, donde G = Gal(k*P/k). Por lo tanto dada una gavilla F' en X ésta
tiene asociada un G-médulo discreto M, y se tiene que T'(X, F) = M& por lo
que:

H' (X4, F) = H(G,M) = H'(k, M)

45
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donde los grupos de la derecha son los grupos de cohomologia de Galois de G con
coeficientes en M, ver [24].

Comentario 3.2. Dada una gavilla F' en X se tiene que Homx (Z, F') = F(X),
y asi Exty(Z, F) = H"(X, F') para cada r > 0, ver [14] p. 65 ejemplo 9.5.

Ahora se considera el problema de calcular las fibras de las imagenes directas supe-
riores de una gavilla, para ello empezamos demostrando la proposicién siguiente.

Proposicion 3.3. Sea 7 : Y — X un morfismo de esquemas. Sea I' una gavil-
la en Y, entonces R'm, F' es la gavilla asociada, en X¢, a la pregavilla U +—

HY(U',F), donde U' = U xx X'

DEMOSTRACION. Por definicién 7, = ampi, donde i : G(X¢) — P(Xg) es la
inclusién. Sea F' — I*® una resolucién inyectiva de ' en G(X'). Entonces Rir, F'
es el i-ésimo grupo de cohomologia del complejo de gavillas amy(iI®). Pero a es
exacto, por el teorema 2.21, y m, es exacto, y ambos conmutan con la formacién
de cohomologia. De esta manera se tiene que:

R'n.F = H'(amp(il*)) = amy(H' (iI*)) = am,(H'(F)).

De aqui obtenemos el teorema siguiente

Teorema 3.4. Sea w : Y — X un morfismo cuasi compacto y sea F una gavilla
en Yg. Sea T un punto geométrico de X tal que k() es la cerradura separable de
k(x). Ponemos X = Spec(Oxz)yY =Y xx X. Sea F la imagen inversa de F'

| |

enY:
X<~—X

-~

entonces (RPm,(F))z — HP(Y, F) es un isomorfismo.
DEMOSTRACION. Se tiene por 3.3 y (capitulo IT comentario 2.14¢ de [13]), que:
(RPrry(F))z = liLan(U xx Y, F|UxxY).
donde el limite se toma sobre todos los esquemas afines U tales que X = {in U.
También se nota que
17:(1;31 U)xx Y =lm(U xx Y).

y que los morfismos de transicion, del limite inverso, son morfismos afines de es-
quemas casi compactos. Como la cohomologia étale conmuta con limites inversos
de esquemas, se tiene el resultado deseado. U
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Comentario 3.5. Considere un esquema X y U un subesquema abierto de X, de
esta manera se tiene un subesquema cerrado de X, Z, cuyo espacio topoldgico
subyacente es X — U, asi pues se tienen morfismos de inclusiéon ¢ : 7 — X'y
j : U — X.Sedemuestra, ver [13] p. 74, teorema 3.10, que la categoria de gavillas
en X es equivalente a la categoria T(X), cuyos objetos son ternas (F}, Fs, ¢),
donde Fy € G(Zg), Fo € G(Uet) y ¢ s un morfismo F; — i*j, Fa; y dados dos
objetos (F1, Fa,¢) y (F{, Fj,¢') un morfismo (Fy, Fa,¢) — (Fy, F5,¢'), es un
par (11, 2), con 11 un morfismo F; — FY, 1o un morfismo Fy — F} tal que el
diagrama siguiente conmuta

P —L R

Y1 l J{i*j*%

F—— %, F
1 JxL'2

De este modo es posible definir seis funtores:

¥ Jr
G(Za) = G(Xa) == G(Ua)

cuya descripcion es la siguiente:

’i* : (F17F2,¢) HFl jg :ng—> (O,FQ,(])
Z.*:Fl'_)(FbO)O) j*:(FlaF27¢)'_)F2
i (Fuy By @) v ker(9) it By v (%] F2, F3, 1)
ver [13] p. 76. En particular se tiene la sucesion exacta siguiente para toda gavilla
Fen Xg:
0— jij*F — F — i,i"F — 0.

Definicion 3.6. Sea X un esquema Z — X un subesquema cerrado de X y U =
X — Z. Sea F'una gavilla en X;. El grupo:

[(Z,i'F) = ker(F(X) — F(U)).

se conoce como el grupo de secciones de F' con soporte en Z. El funtor F' —
I'(Z,i'F) : G(X¢) — Ab, es exacto izquierdo y sus funtores derivados derechos,
que se denotan por H (X, F), son llamados los grupos de cohomologia de F con
soporte en Z.

Una propiedad importante de estos grupos de cohomologia es:

Proposicion 3.7 (Escisién). Sean Z C X y Z' C X' subesquemas cerrados y
7 : X' — X un morfismo étale tal que la restriccion a Z' es un isomorfismo v |z
7' — Zym(X'—Z') C X — Z, entonces se tienen isomorfismos Hy (X, F) —
Hy/(X',7*F), para toda i > 0y cualquier gavilla F en Xg;.
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DEMOSTRACION. Puesto que 7* es exacto y preserva inyectivos, es suficiente
probar la proposicién para i = 0. Pongamos U = X — Zy U = X' — Z'. Si
W — X’ es un objeto de X/, entonces, componiendo con 7, tenemos un objeto
de Xet, W - X' = X,y n*F(W) = F(W), viendo a W como un elemento de
Xét.

De esta manera se tiene el diagrama conmutativo siguiente:

0 — HY(X, F) I(X,F) 21U, F)

‘ | |

0 —— HY (X', Flx:) —=T(X', F) —— (U, F)
2

Notemos que HY (X, F) = ker(6 : I'(X,F) — I'(U,F)) y H), (X', F|x/) =
ker(fy : T'(X', F) — T'(U', F)) y 6 es la restriccion de ¢ a los niicleos de 6, y 62,
respectivamente.

Queremos ver que 6 es un isomorfismo. Paraello seay € Hy (X, F) con 6(v) = 0,
considere a v como un elemento de I'(X, F'), esto es por la exactitud del primer
renglén. Considere el cubriente {U — X, X’ — X}; note que es un cubriente
puesto que si z € X y x no pertenece a U entonces z € Z = w(Z').

Ahora, puesto que vy|y= 0 = 7| x’ y F es gavilla, se sigue que v = 0.

Supongamos que v’ € HY, (X', F|x/) y note que este se puede considerar como
un elemento de I'(X’, F'). Considere ahora el producto fibrado siguiente:

2

X/XxUL>U

X' X

™

Ahora, 7= H(U) = U’, y se sabe que (7)1 (U") (72?)~L(U) es el producto fibra-
do U’ xy U = U’. Entonces

()~ U N (=*) 7N (U) =

=X ! XX U.
Por lo tanto, el diagrama anterior se transforma en:

|y
Ul >

L

!
X' =
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Asi, las secciones 7/ € T'(X', F) y 0 € T'(U, F) son iguales en sus restricciones
aX' xx U = U,y como F es gavilla, existe una seccién v € I'(X, F') con
o) = 7. O

También necesitaremos la nocidn de grupos de cohomologia con soporte compacto
que a continuacion definiremos

Definicion 3.8. Sea X un esquema de tipo finito y separado sobre un campo k. Por
un teorema de Nagata, ver [19] y [20], o [11], existe un esquema X propio sobre k
y una inmersién abierta j : X — X. Si F es una gavilla de grupos abelianos en
X¢t se definen los grupos de cohomologia con soporte compacto como:

Hg(XvF) = Hq(YaJ'F)
para cada g > 0.

Proposicién 3.9. Con las hipdtesis en X, X y F como antes:

(a) Los funtores HY (X, —) forman un § funtor.
(b) Para toda subvariedad completa Z de X, existe un isomorfismo candnico
de d-funtores H (X, —) — HE(X, —).

DEMOSTRACION. (a) Como 7 es exacto, dada una sucesion exacta 0 — F/ —
F — F” — 0en X, esta da lugar a una sucesién exacta 0 — jiF" — jF —
JiF” — 0 en X y esto da la propiedad requerida.

(b) Existe un morfismo canénico H(X, F) — HY(X, F) para cada gavilla F,
esto se sigue de [13] p. 93 en especial la definicién del grupo I'.(X, F'), aplicando
la propiedad universal de los funtores derivados se obtiene el morfismo candénico
deseado. ]

Comentario 3.10. Nétese que en esta definicién los grupos de cohomologia de-
penden de la inmersién abierta utilizada. Se probara despues que tales grupos no
dependen de la inmersion abierta utilizada, siempre que nos restrinjamos a gavillas
de torsién F', donde decimos que F' es de rorsion si F'(U) es un grupo de torsion,
para cada U € X ét casi compacto.

En el sitio X podemos considerar gavillas no s6lo de grupos abelianos, sino tam-
bién gavillas més generales que definiremos a continuacion.

Definicion 3.11. Considere una gavilla de anillos conmutativos A en X, y de-
notamos con G/( X, A) la categoria de A-mddulos en X¢;. Dadas dos gavillas de
A-médulos Fy y Fa, Hom 4 (F, F3) es la gavilla definida por:

U — Homg(U,A‘U)(Fl ’U7F2 ‘U)

Dadas dos gavillas de A-médulos Fy y Fy, definimos la gavilla F} ® F» como la
gavilla asociada a la pregavilla U +— F1(U) ® 417y F2(U).

Para cada gavilla Fjy de A-médulos, en X, el funtor F' — F ®4 Fy : G(Xe) —
G(X¢t) es exacto derecho. Para una demostracion de este hecho ver [13], en es-
pecial el capitulo II, proposicion 3.20. La gavilla Fyy de A-mddulos se dice que es
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plana si el funtor anterior es exacto izquierdo, asi F{ es plana si y sélo si en las
fibras es plana.

Finalmente se dice que una gavilla de A-médulos es pseudocoherente en un punto
geométrico T de X si existe una vecindad étale U — X de 7 y una sucesion exacta

(Alv)™ = (Alv)" = Flg— 0
de gavillas en Uy, con m,n € Zyn,m > 0.
La sucesion espectral siguiente es util en el cdlculo de grupos de cohomologia étale,

para una demostracién de la existencia de tal sucesion espectral ver [13] capitulo
III, teorema 1.18.

Teorema 3.12 (La sucesién espectral de Leray). Sea 7 : Y — X un morfismo de
esquemas. Para toda gavilla F' en Yy, existe una sucesion espectral:
H" (X, R°m F) = H™5(Yg, F).
O

Ejemplo 20. Sea X un esquema entero, reducido, de dimensién 1 y propio sobre
un campo k algebraicamente cerrado, es decir una curva completa y n un entero
tal que car(k) 1 n. Asi, X tiene un punto genérico 1 y por lo tanto se tiene el
morfismo canénico j :  — X, ademds G, es el grupo de unidades del campo
de fracciones k(X)) de X, cuyo grado de transcendencia sobre k es 1. Para cada
punto cerrado = de X, sea i, : * — X el morfismo candnico y Z, la gavilla
constante de valor Z en z. De este modo la sucesion siguiente, ver [13] capitulo II
ejemplo 3.9 p. 73, es exacta:

(17) 0= Gm — Gy — P iasZe — 0.
zeX

Lema 3.13. Para cada q > 0 se tiene que R13j,G,, ,, = 0.

DEMOSTRACION. Serd suficiente probar que la fibra de R?5,G, , en cada punto
geométrico T de X, es nula. Por el teorema 3.4 se tiene que

(R1jsGp )z = HY(n xx Spec(Oxz), Gp).
Ahora si K es el campo de fracciones del anillo Ox z entonces Spec(K) =
n xx Spec(Ox z), ademds K es una extension algebraica de k(X)) de grado de
transcendencia 1 sobre k, y aplicando el teorema Tsen, ver [2] p. 31, se tiene que
H1(Spec(K),G,,) = 0y esto termina la demostracion. O

Lema 3.14. Para cada q > 0, se tiene que H1(X, j,Gy, ) =0
DEMOSTRACION. Del lema 3.13 y de la sucesion espectral de Leray para j:
HP(X,R1§,G ) = HP (1, Gpyy)-

se tiene que HY(X, j,Gy, ) = H4(n, Gy, ) para cada ¢ > 0, donde los grupos de
la derecha son nulos por el teorema Tsen. ([

Lema 3.15. Para cada q > 0 se tiene que HY(X, @D, ¢ x 1z+Ly) = 0.
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DEMOSTRACION. Considere un punto cerrado = de X, entonces la gavilla R%i,,Z, =
0, para ¢ > 0, ya que por el teorema 3.4 se tiene que:

(RigsZy)zr = Hq()?a i;)

donde X = z x x Spec(O xz7)- Puesto que i, es finito se tiene que, ver [2] p. 24
proposicién 3.6, H4(X, Z,) = 0 para cada punto geométrico 71 de X ; esto prueba
la afirmacidn anterior.

De la sucesion espectral de Leray para i,.:
HP(X, RYi . 7,) = HP (2, Z,).

se tiene que HY(X,iz«Zy) = H(x,Z;) y como z = Spec(k(z)) y k(z) es
algebraicamente cerrado, entonces H?(z,Z,) = 0. Puesto que la cohomologia
conmuta con sumas directas, ver [13] capitulo III comentario 3.6 inciso (d), se tiene
que HY(X, P, c x twsle) = PByex HI (X, ig4Z;) = 0 para cada ¢ > 0. O

Proposicion 3.16. Sea k un campo algebraicamente cerrado y X una curva proyec-

tiva no singular conexa sobre k. Entonces

(a) H(X,G,,) = k*.
(b) HY(X,G,,) = Pic(X).
(¢c) HY(X,Gy,) =0 para q > 2.

DEMOSTRACION. De la sucesion exacta (17) y de los lemas 3.14 y 3.15 se obtiene,
por medio de la sucesion larga exacta de cohomologia, las igualdades H4( X, G,,,) =
0 para cada ¢ > 2.

Y también la sucesion exacta siguiente:
0 — HY(X,Gp) — H(X, juGm,n) — HYX, @D ixsZ0a) — H' (X, Gyn) — 0.
reX
que se puede reescribir como sigue
0 — k* — k(X)* — Div(X) — HY(X,G,,) — 0.

y de esta tltima sucesién exacta se sigue que H'(X, G,,) = Pic(X). O

En lo que sigue, a menos que se especifique otra cosa, la palabra gavilla quiere
decir gavilla de grupos abelianos.

Definicion 3.17. Una gavilla F, en X, es finita si F'(U) es finito para cada U €
Xt cuasi compacto. Se dice que F' tiene fibras finitas si Fx es finito para todo
punto geométrico T de X. Diremos que F' es localmente constante si existe un
cubriente {U; — X}, en Xg, tal que F|y, es la gavilla constante.

Lema 3.18. Sea F' localmente constante en X¢. Si F tiene fibras finitas, entonces
F es finita.
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DEMOSTRACION. Sea {U; — X} un cubriente tal que las restricciones F'|y, son
constantes. Entonces el grupo abstracto que corresponde a F'|y; es finito, puesto
que una pregavilla constante tiene fibras isomorfas al grupo abeliano que define a
tal pregavilla y, su gavilla asociada tiene fibras isomorfas a las fibras de la pregavilla
constante considerada. Ahora dado U € Xg, cuasi compacto, entonces {W; =
U; xx U — X} es un cubriente de U. Por la cuasi compacidad de U, podemos
suponer que el cubriente es finito, es decir s6lo tiene un nimero finito de W, y
como F’ es gavilla la sucesién siguiente es exacta:

FU) = [[FwWy) = [ FWi xu W)
Ademads se observa, del producto fibrado siguiente

W, ——U

L

U1'4>X

que F(W;) = Fl|y, (W;), es decir, F(U) es un subgrupo de un producto finito de
grupos finitos, y asi F' es finita. U

Definicion 3.19. Una gavilla ' en X se dice que es construible si:

(a) Para toda inmersién cerrada 7 : Z — X, con Z irreducible, existe un
subesquema no vacio U C Z, tal que (i*F')|y es localmente constante.
(b) F tiene fibras finitas.

En particular, del lema anterior se sigue que una gavilla construible es finita.

Ahora, considere la categoria G(X¢,Z/(n)) de gavillas de Z/(n)-médulos. Una
gavilla F' de Z/(n)-médulos es localmente constante (construible), si la gavilla F,
vista como gavilla de grupos abelianos, es localmente constante (construible). Es
localmente libre (de rango finito) si existe un cubriente {U; — X}, en X, tal que
F'|y, es una gavilla constante definida por un médulo libre (de rango finito) para
cada i. Si F es localmente constante y construible, se define

Definicion 3.20. Sea X un esquema cuyas caracteristicas residuales no sean di-
visibles por n. Entonces i, es una gavilla localmente libre de Z/(n)-mddulos de
rango uno, en Xgg, y definimos:

T veces

U @ ... Q up sir >0
(Z/(n))(r) = Z/(n)  sir=0.

Z/(n)(—r)¥ sir<O.
Para cada gavilla F', de Z/(n)-médulos, el r-ésimo torcimiento (de Tate) de F' se
define por F'(r) = F ® (Z/(n)(r)).

Sea ¢ un nimero primo. Una gavilla ¢-ddica (o gavilla de Z,-mddulos) en X es
un sistema proyectivo F' = (F,, ¢, : Ft1 — Fp)nen de gavillas y morfismos
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de gavillas, en X, tal que los morfismos dados ¢, : F,+1 — F, inducen iso-
morfismos vy, : Fyy1/0"F,41 — F,. Nétese que el isomorfismo anterior indica
que cada F,,, n > 1, es una gavilla de Z/(¢™)-md6dulos, ya que si U € Xg y
s € F,(U) entonces (¢,z) ' ({"sz) = 0 por lo tanto £"sz = 0 para cada punto
geométrico, T, de X, asi, por el lema 2.11, se tiene que ¢"s = 0, es decir, F},(U)
es un Z/(¢™)-médulo, esto prueba la afirmacién anterior.

Los grupos de cohomologia de una gavilla ¢-adica, F, se definen mediante

H"(Xg, F) = im H" (Xa, F),).

donde H" (X, F},) son los grupos de cohomologia étale de X con coeficientes en
F,.

Una gavilla ¢-adica F es construible si cada F), es construible. Si F' = (F),) es una
gavilla construible de Z,;-mddulos entonces F' ® Q, = (F,, ® Q) es una gavilla
de Qg-espacios vectoriales y es una gavilla construible. Una gavilla construible de
Qy-espacios vectoriales es una gavilla de la forma F' ® g, con F' una gavilla de
Zy-mddulos. Para estas dltimas gavillas definimos sus grupos de cohomologia de
la manera siguiente:

H"(Xet, F © Q¢) = (im H" (X4, F)) ®z, Qe

El morfismo de traza. Antes de probar el teorema de dualidad de Poincaré, nece-
sitaremos definir el morfismo de traza, lo cual se hard en los lemas siguientes.

Lema 3.21. Sea 7 : X' — X un morfismo étale finito de grado constante d. Para
cada gavilla F en X existe el morfismo de traza tr : m,m*F — F, que es funtorial
en F, y tal que ¢ — trom.(¢) es un isomorfismo

Homy/ (F',7*F) — Homy (7. F', F)

para cada F' en X'. Asi, w, = m, es decir, 7, es el adjunto izquierdo de 7* y tr es
el morfismo de adjuncion. Las composiciones

F-->F

| A

T F

H™(X', F|x/)

son multiplicaciones por d, donde w,m*F — Festry H (X', F|x/) — H" (X, F)
es inducido por tr.
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DEMOSTRACION. Por el lema (4.4.1.8) de [18] p. 77, existe un morfismo de Galois
X" — X con grupo G y un morfismo X” — X’ tal que el diagrama siguiente
conmuta

X' —X
|
| /
v ™
Xl
Entonces X” — X’ es un morfismo de Galois, con grupo H C G, y nétese que
[G : H| = d. Para cada U étale sobre X considere el diagrama conmutativo
siguiente:

U' = X' sy U —os U = X iy U —o> U

| | |

X" X' X

De este diagrama se sigue que ) o ¢’ : U” — U es un morfismo de Galois con
grupo G y que ¢’ : U” — U’ es un morfismo de Galois con grupo H. Por lo tanto
se obtienen los siguientes morfismos inyectivos:

LU, F)—TU,F)—TU"F)

y, por la proposicion 2.27, se tiene que

(U, F)=TU", F)¢
y
(18) L', F)=rU”, F)"
Para s € I'(U, mon*F) = I'(U’, F') definimos:

tI‘(S) = Z U(S‘UU)

ceG/H

donde o (s|y») = F(a(o))F (') (s), (ver definicién de morfismo de Galois). Este
elemento es fijado por G'y puede identificarse con un elemento de I'(U, F’). Nétese
que tr estd bien definido y define un morfismo 7, 7*F — F' cuya composicién con
F — m,.m*F es multiplicacion por d, ya que si s € F'(U) entonces:

HE@)) = D oFw)s) V) = 3 s =ds
ceG/H

donde en la pendltima igualdad utilizamos el isomorfismo (18), y en la dltima el
hecho de que [G : H] = d.

Para mostrar que 7, = 7 ver [3], en especial capitulo I seccion 8 lema 8.4.
Sea F' una gavilla en X¢;. Sea

0—-F—1°—>71t— .
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una resolucion inyectiva de F', asi se tienen resoluciones inyectivas para 7*F'y
w7 F', de este modo obtenemos el diagrama conmutativo siguiente

0 F IO Il

adj l adj l adj l

04>7T*7T*F4>7r*7r*104>7r*7r*[14>“‘

N

0 F IO Il

donde adj es el morfismo de adjuncion, nétese que la composicion tr oadj es multi-
plicar por d. Aplicando el funtor de secciones globales al diagrama anterior obten-
emos que:

H"(X,F) — H(X,mn*F) — H"(X, F) es multiplicar por d
pero como H" (X, m,w*F) = H" (X', F|x), entonces
H"(X,F)— H" (X' F|x/) — H"(X, F)es multiplicar por d
y esto termina la demostracién. ([

Proposicion 3.22. Sea 7 : X' — X un morfismo étale separado y sea X' —
X' — X una factorizacion de ©, con j : X' — X' una inmersién abierta y

7 : X' — X finito. Entonces m = T.j1 y definimos tr : mn*F — F como el
morfismo de adjuncion. Para gavillas F en X y F' en X',

Ext'y, (F',7*F) — Exts (mF',mm*F) — Ext’y,(mF’, F)
es un isomorfismo y el diagrama

H"™ (X', jiF") x Ext%/ (F',m*F) — H" (X', jim*F)

1 -

H™(X,mF'") x Exty (mF', F) H™ (X, F)

conmuta. Los morfismos verticales en el diagrama anterior son isomorfismos.

DEMOSTRACION. Sean Fj una gavillaen X, Fy y F3 gavillasen X',y ¢ : F} —
Ty, ¢« Fy — F3 morfismos. Entonces la composicién de los morfismos sigu-
ientes

adj: F| = T F y To(d) : T Fy — T F3
es el morfismo siguiente
f*(w)(b By — 7 s

donde ¢’ : T F| — F5 corresponde, por adjuncién, a ¢. En efecto, ¢’ es el dnico
morfismo 7*F} — F tal que 7, (¢') o can = ¢, por lo tanto el diagrama siguiente
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Homy(ﬁ*Fl,Fg) X HOH]T(FQ,Fg) Hom?(ﬁ*Fl,Fg)

Homx<F1,f*Fg) X Homx(f*FQ,f*Fg) —_— HOHlX(Fl,f*F;;)

conmuta, donde los apareamientos estan dados por la composicién de morfismos,
es decir, para el renglon de arriba («, 3) — [ o v y para el renglon inferior el
apareamiento se define de modo similar.

Sean F' — I*y jF' — J*® resoluciones inyectivas de F'y jiF”, respectivamente.
Considérese el diagrama siguiente

Hom(Z, J*[r]) x Homs7(J®[r], sir*I®[r + s]) Home(Z, jim*I°[r + s])

F -

Homy (Z, 7. J®[r]) x Homx (7. J*[r], mm*I*[r + s]) —— Homx (Z, mm*I*[r + s])

A |

Homx (Z, 7 J*[r]) x Homx (7. J®[r], I*[r + s]) Homx (Z, I*[r + s))

Por los comentarios anteriores, la parte superior del diagrama anterior conmuta,
y la parte inferior conmuta por la funtorialidad de tr. Pasando a clases de homo-
topia en todo el diagrama anterior y usando el hecho de que mF’ — 7,J® es una
resolucion inyectiva de m F”, se obtiene el diagrama requerido.

Para demostrar que m = 7,.j) ver la referencia [3], en especial capitulo I seccion 8
lema 8.4. O

Comentario 3.23. Sea 7 : X’ — X un morfismo finito y étale de grado constante
d que es parte de un cuadrado cartesiano (producto fibrado)

X
X

con 7 finito, de grado constante d, y 7, j' inmersiones abiertas. Para cada gavilla F
en X se tiene que, por el lema 3.21:

-/

J

~

ol

-
Bl

>

J

<F — M F — F> = multiplicar por d
Obsérvese que T.jj = jims, para ver esto considere una gavilla G en X, sea
zZ — X un punto geométrico de X, entonces 7.j{(G)z = (j{(G)5)?, por lo tan-
to tenemos dos casos: z € X 02 € X — X' , en el primer caso se tiene que
Gl = G’% = jim.G=, en el segundo tenemos que (j{(G)7)? = 0 =
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J1m.Gz, esto prueba lo afirmado, y por lo tanto
<ng — T F — j;F) = multiplicacién por d.

Si X es una variedad completa, esto ultimo implica que estos morfismos inducen
morfismos en cohomologia:

<HZ(X, F)— H.(X',F |x/) — H.(X, F)) = multiplicacién por d.
Ademds, el mismo argumento de la proposicion 3.22 muestra que el diagrama:

HT(X', F') x Exts, (F', 7*F) — H' (X', 1*F)

- :

H (X, 7, F') x Ext (m, ', F) HI*5(X, F)

conmuta.

3.2. Dualidad de Poincaré

En lo que sigue, a menos que se especifique otra cosa, X denota una curva proyec-
tiva lisa.

Usamos la notacién Exty;, (F, F”) en lugar de Exty g, 7)) (£ F')
Teorema 3.24 (Dualidad de Poincaré para curvas). Supongamos que k es un campo

algebraicamente cerrado y que n es un entero coprimo con car(k).
(a) Para cada subesquema abierto, no vacio, U de X existe un isomorfismo candnico

n(U) : HE(U, ptn) — Z/(n)
(b) Para cada gavilla construible F de 7./ (n)-médulos, dado un subesquema abier-

to, no vacio, U de X, los grupos H. (U, F') y ExtQU% (F, pp) son finitos para todo
ry se anulan para r > 2. El apareamiento candnico

HI(U, F) x BxtE"(F, 1) — H2(U, ) > Z/(n)
es no degenerado.
DEMOSTRACION. (a): Primero se define 7(X). Se recuerda que la funcién grado
gr: Pic(X) - Z

es suprayectiva con nicleo Jx (k), donde Jx es la Jacobiana de X y que Jx (k) es
divisible por n, ver [16] p. 42. Puesto que H!(X, G,,) = Pic(X)y H%(X,G,,) =
0 (ver [13] p. 107 y 108), utilizando la sucesién de Kummer y la sucesion larga de
cohomologia asociada se obtiene el diagrama conmutativo siguiente

HY(X,G,,) ——= HY(X,G,,) — H*(X, i) —= 0

|

0 Z = Z Z/(n) — 0
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y, por el lema de la serpiente, se tiene la sucesién exacta
ker(gr) — ker(gr) — ker(n(X)) — coker(gr) — coker(gr) — coker(n(X)) — 0

ahora coker(gr) = 0, puesto que la funcién gr es suprayectiva, ademds como
ker(gr) es divisible por n se tiene que la imagen del primer morfismo de la sucesion
anterior es 0, asi la sucesion anterior se transforma en la sucesion exacta

0 — ker(n(X)) — 0 — coker(n(X)) — 0
por lo tanto 7(X) es un isomorfismo.

Si U C X es abierto, tenemos la sucesidn exacta siguiente, que se obtiene del
comentario 3.5

= HI(U, pn) — H" (X, ) — H' (X, 050" pp) — ...
donde i es la inmersion cerrada X —U < X . Esta sucesién muestra que H2(U, ji,) —
H?(X, i1, es un isomorfismo, puesto que X — U es discreto y H" (X, i,i* pip,) =
H"(X —U,i*puy,) = 0 parar > 0,y se define (U) como la composicién de n(X)
y este dltimo isomorfismo. De esta manera 1(U) es el inico isomorfismo que hace
conmutar el diagrama siguiente

HNU, Gy) <22 HY(X, Gyn) 2 7
| ) l
H2(U, 1) o Z/(n)

SiV C U C X, entonces se tiene que

H2(V, i) L 2,/ (n)

|

HCQ(U7 Nn) W Z/(n)

conmuta.

Seré necesaria otra descripcion de n(U). Sea i : z < U la inclusion de algtin punto

cerrado en U, y sea g : Spec(K') — U el punto genérico. Entonces R°¢.G,, x =

0 para s > 0, ver [13] capitulo III 2.22, e i'g, = 0, la tltima afirmacién se sigue de

la definicién del funtor 4', ver el comentario 3.5. De esto y la sucesién espectral
R R*g.Gp i = R (i'g)Gpir = 0

se sigue que (R"i')(g«Gy, i) = 0 para todo r. Un argumento similar demuestra
que:

siv. | Z sis=0,
(RZ)Z*Z_{ 0 sis>1.

Asi, de la sucesion exacta siguiente, ver [13] p. 73
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se sigue que:

0 sis=0,
RY'G,, ={ Z sis=1.
0 sis>2.

La sucesién espectral
H"(2, R®i'Gy) = H (U, Gp,)

demuestra que H(U,G,,) = 0 para r # 1y que existe un isomorfismo ¢ :
HY(U,G,,) — Z. Si se identifica H}(U,G,,,) con H}(X, G,,), por la proposicién
3.7, entonces ( es el inico isomorfismo que hace conmutar el diagrama siguiente

I'X -2zG,) — H\X,G,,) —= HYX,G,,) — HY(X — 2,G,)

| | | |

T(X — 2,0%) 2% Z Pic(X) Pic(X — 2)

Donde Z — Pic(X) lleva 1 a la clase de divisores de z. Como
H;(U7 Gn)(= H;(X, Gm)) — Hl(Xa Gm)
es la composicién
HNU,Gp) — H (U,Gy) — HY(X,Gp)
y C es la composicién
HNU,G,,) - H(X,G,,) —» Z

vemos que 7(U) es el tinico morfismo que hace conmutar el diagrama siguiente

HL(U,Gn) Z

| o |

HZQ(U7 Nn) - HE(U7 /~Ln) - Z/(n)

(b): Para una gavilla F' en U se escribe ¢" (U, F') o simplemente ¢"(F’) para el
morfismo Ext?;, " (F, p,,) — HI (U, F)¥ (V = dual) definido por el apareamiento
en (b). La prueba consta de varios pasos:

Paso 1. Sea w : U' — U un morfismo de Galois de curvas. Para una gavilla F en
U', ¢"(U’, F) es un isomorfismo si y s6lo si ¢ (U, 7, F') es un isomorfismo

DEMOSTRACION. El morfismo anterior se extiende a un morfismo finito plano
m : X' — X de las cerraduras proyectivas lisas de U’ y U, respectivamente.
Utilizando el comentario 3.23, se obtiene el diagrama conmutativo

HI(U',F) x Ext?,"(F, jn) H2(U', i)

- -

H!(U,m.F) x ExtQU_T(ﬂ'*F’,un) —— H2(X, uy)
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por lo que basta probar que el diagrama

n(U")
HZ(U', pin) — 1L/ (n)

g

HCQ(U’ Mn) W Z/(n)

conmuta. Para esto, note que existe un diagrama conmutativo

H}(U',G,,) — Pic(X’)

| ltr

H(U, G) — Pie(X)

donde tr : Pic(X’) — Pic(X) es inducida por la funcién en los divisores

Z N,z — Z n.7(2)

La conmutatividad del diagrama anterior se sigue de la igualdad tr(div(f)) =
div(norm(f)). Puesto que tr : Pic(X’) — Pic(X) preserva grados, la conmu-
tatividad del diagrama requerido se sigue de la primera descripcién del morfismo
n(U). O

Paso 2. El teorema es verdadero si F' tiene soporte en un subesquema cerrado
propio de U.

DEMOSTRACION. Podemos suponer que tenemos la gavilla i, F', donde i : z — U
es la inclusién de un punto cerrado y F' es una gavilla en z¢. Puesto que ¢ es un
morfismo finito se tiene que:

H'(U,i,F) = H"(X, jiis F) = H'(X,i,F) ~ H'(2,F) = 0

para r # 0. Asi, debemos mostrar que Ext{; (i, F, 1) = 0, para s # 2. Se tiene
que

.l | Z sis=1,
RZGm_{O sis#1.
(ver la demostracién de (a)). Ademas

, Z/(n) sis=2
s ! _ )
R”‘”_{ 0 sis#2

De la sucesién espectral
Ext!(F, R%'p1,) = Exty; ™ (i, F, i)

se sigue que Ext, (i, F, j1,) — Hom,(F,Z/(n)) es un isomorfismo y que Ext (i, F, y1,) =
Extf; ?(F,Z/(n)) = 0, para s # 2.

Considere ahora el diagrama siguiente
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U
HOU, i, F) x Ext®(iuF, jin) —— H2(U, )~ 7,/ (n)

- -

HY(U, i, F) x Ext} (ix F, pn) — H2(U, i)

|

H'(z,F) x Hom,(F,Z/(n)) — H%(2,Z/(n)) =—=17Z/(n)

Los apareamientos son los apareamientos canénicos de los Ext definidos ante-
riormente (ndtese que H. (U, G) = Ext{;(i«Z/(n),G), esto se debe al comen-
tario 3.2 y a la proposicién 3.14 de [13] capitulo II). Puesto que el apareamien-
to inferior es no degenerado, resta mostrar que el diagrama conmuta. Que los
apareamientos superiores son iguales puede verse interpretando todo como Ext
en X; que los apareamientos inferiores son iguales se sigue de que el morfismo
Ext? (i F, j1n) — Hom,(F,Z/(n)) es funtorial en F. Y que el rectangulo dere-
cho conmuta se sigue de la segunda descripcion de n(U). U

Paso 3. Sea V una subvariedad abierta de U; ¢" (U, F') es un isomorfismo si ¢" (V, F' |
V) es un isomorfismo y ¢"1(V, F | V) es suprayectiva; ¢"(V, F | V) es un iso-
morfismo si ¢" (U, F') es un isomorfismo y ¢"~1 (U, F) es inyectiva

DEMOSTRACION. Sea j : V < U una inmersion abierta e 7 : Z <— U la inmer-
sioén cerrada complementaria. La sucesion exacta de gavillas en U,

0O—-Ffy—-F—>F;—0

donde Fy = ji(F | V) y Fz = i.i*F, que se obtiene de la sucesién 3.5, da lugar
al diagrama conmutativo siguiente

o —— Bxt? " (Fz, pin) — Bxt? " (F, pn) — Bxt3 " (Fy, p) — -+
¢"(Fz)l l¢’"(F) lW(Fv)
Hg(Uv FZ)V Hg(U> F)V Hg(U7FV)V
Por definicion H. (U, Fy) = HL(V, F | V) y Ext{; (Fv, pn) = Ext{(F | V, 5% un)
puesto que j* es exacto, preserva inyectivos y es adjunto a j;. Ademds, ¢" (U, Fy')
se puede identificar con ¢"(V, F' | V') puesto que n(V) y n(U) son compatibles.

Como ¢"(Fy) es un isomorfismo, para cada r, por el paso 2, asi el lema del quinto
termina la demostracion. O

Paso 4. El grupo H" (U, F) = 0 parar > 2. Asi H (U, F') = O parar > 2.

DEMOSTRACION. Sea g : Spec(K) < U la inclusién del punto genérico, y
considere una gavilla construible Fjy en Spec(K). Ya sabemos que (R*g.Fp)z =
H?* (K7, Fp) para todo z € X, donde Kz es el campo de fracciones del anillo es-
trictamente local en z. Como Kz = K*° si x es el punto genérico, toda seccién
de R?g.F) tiene soporte en un subconjunto propio y cerrado de U para s > 0,y
K7 tiene grado de transcendencia uno sobre k; un teorema de Tate, [21], Thm. 28,
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p. 119, muestra que R°g,Fy = 0 para s > 1. Asi en la sucesion espectral de Leray
H"™(U,R%g.Fy) = H""%(K, Fp), casi todos los términos del lado izquierdo son
cero con excepcion, tal vez, de s = 0 o (r,s) = (0,1). Como H" (K, Fy) = 0
parar > 1, ver [21], esto muestra que H" (U, g.Fp) = 0 parar > 2. Se aplica este
resultado con F = ¢g*F'. Como el niicleo y conticleo de F' — g,g* F tiene soporte
en un subconjunto propio, cerrado, de U, H" (U, F') = H" (U, g.g*F') parar > 1,
esto prueba la primera afirmacion, la segunda es un caso especial de la primera con
Paso 5. Si F' es localmente constante, entonces Exty; (F, ) = 0 parar > 2.
DEMOSTRACION. F' es pseudocoherente y Ext®(F, iu,,) = 0 para s > 0, por lo
que
Ext"(F, pn,) = H"(U,Hom(F, up,)) = 0

parar > 2. (]
Paso 6. Si ¢"°(X,7Z/(n)) es un isomorfismo y si ¢" (U, F') es un isomorfismo para

todo U, y toda gavilla localmente constante F, y todo r < 7, entonces ¢" (U, F)
es un isomorfismo para todo U y toda gavilla localmente constante F'.

DEMOSTRACION. El paso 3 muestra ¢"(X,Z/(n)) es un isomorfismo para todo
U. Primero supondremos que F' es constante. Entonces existe una sucesion exacta
0—-F—Fy— F —0

donde Fj es libre, es decir, de la forma Z/(n) @ ... Z/(n), y Fi es constante.
Considere el diagrama

Ext?fm (F1, pon) — ExtQU*TO (Fo, pon) — Ext2U*T0 (F, pip) — Ext2U7r0+1(F1, ) —> E}(t?fTOJrl (Fo, pin)

J{WO(Fl)
Hgo (U7 Fl)v

J{WO(FO) lWO(F) ldfo—l(Fl)
HgO(U7 FO)V HgO(Uv F)V

Hgo_l(Uv Fl)v

Puesto que ¢"°(Z/(n)) es un isomorfismo, también lo es ¢"°(Fy), y por el lema
del quinto se tiene que ¢"°(F) es suprayectiva, y ahora el argumento del lema del
quinto muestra que ¢"°(F’) es inyectiva. Si F' es localmente constante, existe un
morfismo finito étale (que puede tomarse como un morfismo de Galois) 7 : U’ —
U tal que 7* F es constante; entonces tenemos una sucesion exacta

0—F - mn'F —-F —0

con F} localmente constante; por el paso 1 se tiene que ¢" (7, 7w*F’) es un isomor-
fismo, y el argumento anterior del lema del quinto puede ser aplicado para concluir
la demostracion. ]

Paso 7. Si F es localmente constante, entonces ¢" (U, F') es un isomorfismo.

DEMOSTRACION. Por el paso 5, ¢"(U, F') es un isomorfismo para r < 0. Para
(U,F,r)=(X,Z/(n),0) el apareamiento

Z/(n) x HX(X, ) — H*(X, ) = Z/(n)

\Ld)ro_l(FO)
Hgo_l (Uv FO)\/
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es no degenerado. Asi ¢°(X,Z/(n)) es un isomorfismo y la afirmacién, parar = 0,
se sigue del paso 6.

Seay € HY(X,Z/(n)) y m : X’ — X el cubriente de Galois que corresponde a
7, ver ([13] capitulo III seccién 4, p. 121). Entonces v — 0 bajo el morfismo

HY(X,Z/(n)) — H'(X, mn*Z/(n))(= H' (X', Z/(n)))
Ahora empezando con la sucesién exacta
0—Z/(n) — ma*Z/(n) — F1 — 0
se induce el diagrama conmutativo

HO(X, 7w/ (n)) HO(X, FY) HY(X,Z/(n)) HY(X, 77/ (n))

| | | |

ExtX(m.m*Z/ (n), ptn)V —> Ext2(Fy, in)" — Bxt'(Z/(n), jin)” — Ext! (.72 (n), )"

y una caceria en el diagrama anterior muestra que la imagen de ~y bajo
¢'(X,Z/(n))" : H(X,Z/(n)) — Ext'(Z/(n), pin)"

es distinto de cero, De esta manera ¢'(X,7Z/(n))" es inyectiva y ¢'(X,Z/(n))
es suprayectiva. Este es un isomorfismo puesto que H'(X,7Z/(n)) y H* (X, pn)
tiene el mismo orden finito ny,, ya que la gavilla Z/(n) es isomorfa a p; porque
X es completa y K es algebraicamente cerrado. Para esta dltima afirmacién ver [2]
p- 35 corolario 3.5. Asi, la afirmacién, para r = 1, se sigue del paso 6.

Para (U, F,r) = (X,Z/(n),2) el apareamiento
H*(X,Z/(n)) X pn(k) — H*(X, pn) = Z/(n)

es no degenerado. Asi el caso 7 = 2 se ha probado. Para r > 2, el paso 4 muestra
que ¢" es igual al morfismo 0 — 0. ]

Finalmente de acuerdo a 3.19 existe un subconjunto abierto V', de U, tal que F|V/
es localmente constante. El paso 7 muestra que ¢" (V, F|V') es un isomorfismo para
cada r, y por el paso 3 ¢" (U, F') es un isomorfismo para cada . U

Serd necesaria la definicion siguiente:

Definicion 3.25. Sea f : X — S un morfismo de esquemas. Una compactacion
de f es un diagrama conmutativo

X —5%

N

S

donde j es una inmersién abierta y f es un morfismo propio. Un morfismo de
esquemas f : X — S se dice que es compactable si f admite una compactacion.
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El teorema y corolario siguientes son importantes ya que demuestran, entre otras
cosas, que si I’ es una gavilla de torsién, la definicién 3.8 de los grupos de coho-
mologia con soporte compacto es independiente de la compactacion usada.

Teorema 3.26. Si m : Y — X es un morfismo de esquemas propio y F' es una
gavilla construible en X¢, entonces R'm, I es una gavilla construible en X¢; para
1>0

O
Y el corolario al que nos referimos es el siguiente:

Corolario 3.27. Sea m : Y — X un morfismo propio, sea * — X un punto
geométrico de X, y sea Yz — T la fibra geométrica de w sobre T. Si F' es una
gavilla de torsion en Y, entonces existe un isomorfismo candnico (RimF )z —
H'(Yz, Fly,) para i > 0. Si, adicionalmente, todas las fibras de Y/ X tiene di-
mension < n entonces R, F = 0 para i > 2n; si X tiene caracteristicapy F es
de p-torsion, entonces R'm,F = 0 parai > n.

O
Una demostracion del teorema y corolario anterior puede encontrarse en [13] (capitu-
lo VI seccién 2).

Corolario 3.28. La definicion 3.8 de los grupos de cohomologia con soporte com-
pacto es independiente de la compactacion usada.

DEMOSTRACION. Para demostrar el corolario considere dos compactaciones del
morfismo f : X — Spec(k), es decir:

X N, X, X 7, X,
N
Spec(k) Spec(k)

De esto se deriva el diagrama de producto fibrado siguiente

X J2
h
71 X Spec(k) 72 L> YQ
J J/ i
P1 f2
X — Spec(k)
f1

y de aqui deducimos que h es una inmersién cerrada. Ponemos X3 = h(X), en-
tonces se tiene la compactacion siguiente para f : X — Spec(k):
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hx

x lfQOPQ

Spec(k)

X

Asi se obtiene el diagrama conmutativo siguiente

X1

A

\ lpz
J2
X

Por lo tanto, es suficiente considerar un diagrama conmutativo de la forma:

x—2x,
14
X1
Con j; y jo inmersiones abiertas y p un morfismo propio.
Lema 3.29. En la situacion anterior se tiene que
pe(()F) = (W Fy  Rip((j2)F) =0.

DEMOSTRACION. Por el corolario 3.27 basta calcular H?(Xg, F'), pero como p
es un morfismo étale entonces del producto fibrado siguiente:

Xs — Xy

|

5—>X;

se infiere que X; — S es étale, y puesto que S = Spec(k) y k es un campo
separablemente cerrado, entonces H9( X, F') = 0. O

Considere la sucesion espectral de Leray, para p:
H" (X1, R°p.G) = H'*(X5,G)

donde G es una gavilla en YLPoniendo G = (j2)1 I del lema anterior se obtiene
que H" (X, (o) F') = H" (X1, (ji)i ). O
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3.3. Variedades Jacobianas

Esta seccion sélo se presenta un bosquejo de variedades abelianas y jacobianas,
para mas detalles consultar [1] capitulos V y VIL..

Sea k un campo, una variedad en grupos es un variedad sobre k que es un esquema
en grupos, ver definicion 2.2. Una variedad en grupos sobre k, que es completa, se
dice que es una variedad abeliana. Ahora considérese una curva completa, C', no
singular sobre k, se define un funtor, P2, de la categoria de los esquemas sobre &
a la categoria de grupos abelianos como sigue

P2(T) = {& € Pic(C x T) | gr(£;) = 0 para cada t}/q* Pic(T)
el funtor anterior es representable, lo cual es el contenido principal del teorema

siguiente:

Teorema 3.30. Existe una variedad abeliana J, sobre k, y un morfismo de funtores
v P — Jtal que v : PA(T) — J(T) es un isomorfismo cuando C(T) es no
vacio.

g
A la variedad J, del teorema anterior, se le llama la variedad jacobiana de C.
Para una demostracion del teorema anterior consultar [1], en especial capitulo VII,
secciones 1,2, 3 y 4.

Utilizando las propiedades de J es posible construir un morfismo canénico

Poo—J
El morfismo anterior satisface la propiedad siguiente:
Cada morfismo « : €' — C induce un morfismo o’ : J — J tal que fPoa=
o o f¥ para cada punto P en C/(k), para las pruebas se puede consultar [1] capitulo
VII, seccién 2 p. 171 y seccién 11, p. 200.
La variedad J tiene varias propiedades, entre ellas se tienen

(1) La dimensién de J es g, donde g denota el genero de la curva C.
(2) La variedad J es completa.

Para una demostracion de las propiedades anteriores consultar [1] capitulo VII, sec-
cién 2, proposicion 2.1 y seccion 7, proposicion 7.4, respectivamente. Para nuestros
propositos cabe resaltar el teorema y corolario siguientes:

Teorema 3.31. Sea A una variedad abeliana de dimension g sobre un campo al-
gebraicamente cerrado k, y sea { un niimero primo diferente de car(k). Entonces
(a) Existe un isomorfismo candnico H'(Ag, Ze) — Homg, (Ty A, Zy).

(b) Los apareamientos producto cup definen isomorfismos, para cada r
ATHI (Aét7 Zé) :> HT(Aéta Zf)

En particular, H" (Ag, Zy) es un Zg-médulo libre de rango (27;‘7).
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Corolario 3.32. Para todos los primos ¢, el morfismo f¥ : C — J induce un
isomorfismo en los grupos de cohomologia étale

Hl(*LZZ) - Hl(CaZZ)

g
Para las demostraciones de los hechos anteriores consultar [1] capitulo V, seccién
15, teorema 15.1 y capitulo VII, seccién 9, corolario 9.6, respectivamente.






Capitulo 4

Racionalidad de la funcion zeta de una
curva

4.1. Introduccion

En este capitulo, siguiendo a Grothendieck y usando métodos cohomolégicos se
demostrara una de las conjeturas de Weil, a saber, la racionalidad de la funcién
zeta de una curva'. Necesitaremos algunos resultados preliminares.

Lema 4.1. Sea k un campo finito con q elementos, entonces la cardinalidad de
P*(k)esl+q+...+q"

DEMOSTRACION. Defina ¢ : k"1 — {0} — P"(k) como sigue:

o(xo, ... Tn) = [T0,. .. Tp].

Entonces, ¢ es suprayectiva y dado [z, . . . z,,] en P" (k) se tiene que ¢~ [z, . .. zn] =
{(A\xg,...Axp) : A € k — {0}}. Por lo tanto el conjunto ¢~ ![zg,...z,] tiene
q — 1 elementos y puesto que ¢ es suprayectiva, se tiene que ¢"t! — 1 = (¢ —
1)N(P™(k)), donde N (P™(k)) denota el nimero de elementos del espacio proyec-
tivo considerado, es decir, N(P"(k)) =1+4+q¢+ ...+ ¢". O

Sea k es un campo finito, con g elementos, para cada s € N existe un campo, K,y
solo uno, tal que k C K y N(K) = ¢°, estos campos los denotaremos por k.

Sea X una variedad proyectiva en P" (k). Como los polinomios homogéneos que
definen a X pertenecen a k[xo, ..., x,|, podemos pensar a X como una variedad
proyectiva en P (k;), de esta manera Ny = nimero de puntos de la variedad X en
el espacio proyectivo P"(k;) tiene sentido.

Definicion 4.2. La funcion zeta de la variedad proyectiva X es la serie:

Zx(u) = exp (i Nsué’).

S

s=1

e}

donde exp(u) = Z

s=0

,LLS

sl’

IDe hecho, ésto habfa sido demostrado por Weil.

69
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La variable u toma valores en C, por lo tanto podemos pensar a Zx como una serie
formal de potencias o, utilizando la desigualdad (que se obtiene del lema 4.1):

s(n+1) _q

N, < ¢

STeo1 < (n+1)¢".

de este modo Zx define una funcién holomorfa, en el disco abierto | u |< Qq%
1

aplicar el criterio M de Weierstrass con Mg = 5.

Antes de continuar recordemos la formulacién de las conjeturas de Weil. Sea X
una variedad proyectiva lisa de dimension n definida sobre k = [, sea Zx (u) la
funcién zeta de X . Entonces las conjeturas de Weil son:

(1) La racionalidad de la funcion zeta 7 x es una funcién racional, es decir,
es un cociente de polinomios con coeficientes racionales.

(2) Ecuacion funcional Sea E el nimero de autointerseccion de la diagonal
A de X x X, entonces Zx satisface la ecuacion funcional siguiente:

£ E
Z(qn—u) =+q¢"2u" Zx(u).

(3) Analogia con la hipdtesis de Riemann Es posible escribir

_ Pl(u)Pg(u) e Pgnfl(u)
Zx(U) = Po(w)Py(u) . .. Pon(u)

donde Py(u) = 1 —u; Py, =1 — q"u; yparacadal < i < 2n — 1,
P;(u) es un polinomio con coeficentes enteros, que se puede escribir de
la forma siguiente:

Pi(u) = [T(1 = ajju).
donde los «;; son enteros algebraicos con | o |= q%.

Ejemplo 21. Calculamos la funcién zeta de P"(k) usando el lema 4.1; ya que el
resultado es independiente del campo finito usado, se tiene que Ny = 1 + ¢° +
...+ ¢°", por lo que:

1 S . sn S s S ny\s
Yoo, bt =Yy Tl bl 4y, L)

S S S

Y recordando que —In(1 — u) = 32°  obtenemos:

1
(1—uw)(1—qu)...(1—q™u)

En particular esto afirma que Zp» es una funcién racional, en concordancia con la
conjetura de Weil sobre la racionalidad de la funcién zeta.

Zpn(u) =
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4.2. La racionalidad de la funcion zeta

En esta seccion se demostrara la racionalidad de la funcién zeta de una curva lisa
proyectiva, X, sobre un campo finito k. En lo que sigue ¢ denotard un nimero
primo.

Recordemos que si k es un campo algebraicamente cerrado, entonces H%(X, Q) =
Qy, también se tiene que:

HY(X,Qu(1)) = Vi(Jx (k) = Hom(Qe/Z¢, J (k)) @7, Q.

H?(X,Q¢(1)) = lim(Pic(X)/£" Pic(X)) ©z, Q¢ = Qe

Teorema 4.3 (Férmula de traza de Lefschetz). Supongamos que k es algebraica-
mente cerrado. Sea ¢ : X — X un morfismo no constantey (I'y - A) el niimero de
puntos fijos de ¢ (donde Iy es la grafica de ¢ y A es la diagonal de X. Entonces,
para cada { # car(k)

(Ts.8) = 3 2(=1)" ()

Comentario 4.4. En topologia diferencial se pueden estudiar los puntos fijos de
una funcién lisa f : X — X, donde X es una variedad diferencial, para ello se
puede considerar la variedad A = {(z,z) | z € X} C X x X, conocida como
la diagonal y la grdfica de f, que denotaremos, en este contexto, por I's, donde
I'y = {(z, f(z)) | * € X} C X x X, que también es una variedad diferencial.
Entonces € X es un punto fijo de f si (x, f(x)) pertenece aI'y N A =T'; - A,
asi se puede utilizar la teorfa de interseccion para contar los puntos comunes de A
y I' ¢, este niimero lo denotaremos por I (A, I'¢), que puede considerarse el andlogo
a(I'y - A),y selellama el mimero de Lefschetz global de f 'y lo denotaremos por
L; por lo tanto se tiene el teorema:

Teorema 4.5 (Teorema liso de punto fijo de Lefschetz). Sea f : X — X una
funcion lisa sobre una variedad compacta orientable. Si L(f) # 0, entonces f
tiene un punto fijo.

O
Este dltimo teorema es el andlogo, parcialmente, del teorema 4.3. Para las defini-
ciones y demostraciones de los hechos anteriores, consultar [9].

DEMOSTRACION. (De (4.3)): Primero note que tr’(¢) = 1. Como
H"(X,Q(1)) = H"(X, Q) ® Qu(1)

try(¢) es también la traza de endomorfismo de H" (X, Q,(1)) definida por ¢. De

esta manera H'(X,Q,(1)) = Vi(J(k)) y tr}(¢) se puede identificar con la traza

del endomorfismo J(¢) de J definida por ¢. También tr2(¢) = gr(¢), por lo que
tenemos que mostrar que

(Tp-8) =1 —tr(J(9)) + gr(¢)
pero este es un caso especial de la igualdad o(X) = tr(7) de Lang, para esta
ultima afirmacion consultar [15] capitulo II seccién 11, proposicion 11.2. ]
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Antes de probar el corolario siguiente, que nos da la racionalidad de la funcién
zeta, necesitaremos un lema:

Lema 4.6. Sea o un endomorfismo de un k-espacio vectorial de dimension finita
V, entonces log(det(1 — at | V)™1) =3 o tr(a™ | V)" /n.

DEMOSTRACION. Si V' tiene dimensién uno entonces « actda como multipli-
cacion por a, para algin a € k, entonces la férmula es la identidad

ntn
log(1l — at) = —Z a

n

La formula general es la suma de dim (V") de tales identidades, puesto que se puede
escoger una base de V' de tal modo que la matriz de tal endomorfismo sea triangular
superior. U

Corolario 4.7. Ponemos k = F, y sea F : X — X el morfismo de Frobenius de
X = X ®y, k°°P. Entonces la funcion zeta de X, Z(X,t), es igual a
P (X,T)
Py(X,t)P(X,t)
donde P,(X,t) = det(1 — Ft | H"(X,Q,)) para cada { # car(k).
DEMOSTRACION. Se recuerda que Z(X,t) es la serie formal

exp (Z Vn(X)t"/n)

n>0

donde v,,(X) es el nimero de puntos de X con coordenadas en k,, = Fyn. Por F'
denotamos el k-morfismo Fy /k®1donde Fly esel k-morfismo X — X queesla
identidad en el espacio subyacente de X y es el morfismo g-ésima potencia en Ox.
Este actua en X (k*°P) elevando las coordenadas de cualquier punto a la g-ésima
potencia. Asf v,(X) es el ndimero de puntos fijos de F™ : X (k*P) — X (k*°P).
Pero este es también el nimero de puntos fijos de F™ puesto que todo punto de
I'pn.A tiene multiplicidad uno. Por el teorema 4.3 se tiene que

va(X) = Tr)(F") = Try (F") + T (F")

y el corolario se sigue del lema 4.6. (]



Apéndice A
Generalidades de categorias abelianas

A.l. Categorias aditivas y abelianas

Definicion A.1. Una categoria <7 se dice que es aditiva si satisface que:

a) Para cada par de objetos A, B € o/ el conjunto Hom(A, B) tiene estruc-
tura de grupo abeliano tal que la composicién de morfismos es bilineal.

b) El producto y la suma de dos objetos de <7 existe en 7.

¢) &/ tiene un objeto cero, es decir, un objeto que es inicial y final.

Si o7 es una categoria aditivay ¢ : A — B es un morfismo en .27, un niicleo para ¢
es un par (A’,7) donde A’ € &7 e i : A’ — A es un monomorfismo de la categoria
o/, de modo que ¢ o i = 0y dado cualquier morfismo ¢ : C' — A que verifica
¢ o1 = 0 existe un morfismo f : C — A’ tal que i o f = 1), si el nicleo de ¢
existe, este es unico salvo isomorfismo y se denota por ker ¢.

De modo similar se define un coniicleo de ¢, como un par (B’, j), donde B’ € o/
y j : B — B’ es un epimorfismo de < tal que j o ¢ = 0y todo morfismo que
anula a ¢ se factoriza por medio de j.

Definimos la imagen y coimagen de un morfismo ¢ como Im(¢) = ker(Coker(¢))
y Coim(¢) = Coker(ker(¢)), respectivamente, si existen la imagen y coimagen
de un morfismo ¢, existe un inico morfismo:

¢ : Coim(¢) — Im(¢)
tal que la composicién siguiente es el morfismo ¢:

A — Coim(¢) — Im(¢) — B.

si ademds o7 satisface las condiciones siguientes:

Ab 1) Cada morfismo en .o/ tiene nicleo y contcleo.
Ab 2) Para cada morfismo ¢ en o/ el morfismo canénico ¥ : Coim(yp) —
Im(¢p) es un isomorfismo.

diremos que &7 es una categoria abeliana.

Ejemplo 22. si A es un anillo conmutativo con 1 entonces la categoria de A-
modulos es una categoria abeliana.

73
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Definicion A.2. Sea o/ una categoria abeliana. Un objeto I de .7 es inyectivo, si el
funtor M +— Hom,, (M, I) : o — <f es exacto. Se dice que <7 tiene suficientes
inyectivos si para cada objeto M de 7 existe un monomorfismo de M en un objeto
inyectivo de <7.

En el capitulo 3 usamos el resultado siguiente:
Lema A.3. (1) Un producto directo arbitrario de objetos inyectivos es inyectivo.

(2) Si F : of — P es un funtor que tiene un adjunto izquierdo G que es exacto
izquierdo, entonces I preserva inyectivos.

DEMOSTRACION. (1) Si {1, }aen es una familia de objetos inyectivos, como

Hom(—, H I,) ~ l_IHom(—7 I,)
entonces | [ I, es inyectivo.

(2) Sea I un objeto inyectivo en /. Como G es adjunto izquierdo de F', en-
tonces Hom /(G(—), ) ~ Homg(—, F(I)), y como el primer funtor es la com-
posicién de los funtores Hom,,(—,I) y G que son exactos izquierdos, entonces
Homg(—, F(I)) también lo es y asi F'(I) es inyectivo. O

Definicion A.4. Si una categoria .7 tiene suficientes inyectivos y F' : & — A
es un funtor exacto izquierdo, con % una categoria abeliana; entonces existe una
sucesion tnica de funtores R'F : o/ — 2 i > 0, llamados los funtores derivados
derechos de F', que cumplen las siguientes propiedades:
(a) R°F = F.
(b) R'F(I) = 0ssi I es inyectivo e i > 0.
(c) Para toda sucesion exacta 0 — M’ — M — M"” — 0 en &, existen
morfismos §° : RIF(M") — R™IF(M’) i > 0, tales que la sucesion
siguiente es exacta:

. RIF(M) — RF(M") % RFAVF(MY) — ...

(d) La correspondencia de (c) que asocia a una sucesién exacta corta en la
sucesion exacta larga es d-funtorial, es decir, si:

0 M’ M M 0
0 N’ N N’ 0

es un diagrama conmutativo en 27, con renglones exactos, entonces el diagrama
siguiente es conmutativo:

. — > RIF(M) —— RF(M") —> R (M) — -
-— R'F(N) —— R'F(N") — RHAIFP(N") — - --

Se dice entonces que los funtores derivados R'F son d-funtores.
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Ejemplo 23. Considere una categoria abeliana ./ con suficientes inyectivos. Para
un objeto B de o/ sabemos que el funtor Hom, (B, —) es exacto izquierdo por
lo que tiene asociada una familia de funtores derivados a los que se denota por
Ext"(B, —) y que explicitamente se definen, para un objeto C' de ./ tomando una
resolucion inyectiva de C, C' — I°, y formando los r-ésimos grupos de coho-
mologia del complejo

Hom(B, I°) — Hom(B, I') —

Necesitamos otra descripcion de estos grupos y para este propdsito, se recuerda que
un morfismo de complejos de grado r, ¢ : B®* — C*, es una familia de morfismos
¢* : BS — O™ tal que ¢*T1dyy = (—1)"dj*¢°, es decir, el siguiente diagrama
conmuta, excepto por un factor (— 1

BS *> Bs+1

N

Cr+s Cr+s+1
dr+s

En otras palabras ¢ es un morfismo de complejos B®* — C*[r], donde C*[r| es el
siguiente complejo: (C*[r])* = C"** y dgef,) = (—1)"dce. Dos tales morfismos
¢y 1 son homotGpicos si existe una familia de morfismos 0% : B* — C*T"~! tal
que ¢° — ¥° = df* + 0°T1d, es decir, el siguiente diagrama conmuta, donde los
morfismos verticales son ¢° y ¢*:

dS

BS 5 Bs+1

s

Cr-i—s ldﬁ Cr+s

Ejemplo 24. Si B*® es el complejo con B = By B® = ( para cada s # 0,
entonces un morfismo de grado r, B®* — I°, es un morfismo ¢ : B — I" tal
que d o ¢ = 0. Ademas, ¢ es homotopico a cero si 'y sélo si existe un morfismo
Y:B—I"ltalque d" ' o) = ¢.

Por lo tanto, si /® es una resolucién inyectiva de C, el grupo de clases de homotopia
de los morfismos B — I°[r] es Ext"(B, C). Nétese que por el ejemplo anterior
podemos definir una relacién entre los morfismos f,g : B — I°®[r] como sigue:
f ~ g siexiste un morfismo 1) : B — I" ' talque d o1 = f — g, esta
es una relacién de equivalencia, por lo que tiene sentido considerar las clases de
homotopia. También se puede mostrar que si B — B* es cualquier resolucién de
B, es decir, 0 — B — B° — B! — ... es exacta pero los B® no tienen por que
ser objetos inyectivos, entonces el grupo de clases de homotopia de los morfismos
B® — I*[r] es isomorfo al grupo de clases de homotopia de los morfismos B® —
I*[r] y por lo tanto a Ext" (B, C).
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Lo anterior permite definir un apareamiento candnico:
Ext"(A, B) x Ext®(B,C) — Ext"5(4,C)
de la siguiente manera:

Se toman resoluciones inyectivas B — B®*y C' — C* de B y C, respectivamente,
e interpretamos Ext como grupos de clases de homotopia de morfismos A —
Be[r], B*[r] — C®[r + s],y A — C®[r + s|, y definimos el apareamiento como
la composicién de los morfismos A — B®[r] y B*[r] — C®[r + s]. Para un
tratamiento mas detallado de estas cuestiones ver [13] capitulo V, seccién 1.

A.2. Algunos funtores importantes

Dado un morfismo de esquemas 7w : ¥ — X, en este apéndice se demostrara la
existencia del funtor adjunto izquierdo al funtor imagen directa 7.

Teorema A.5. Si P es una pregavilla en X¢ y G una pregavilla en Yy, entonces
existe un funtor P : P(X¢) — P(Y&) y un isomorfismo natural

Hom(n?(P),G) — Hom(P, m,G)
funtorial en Py G.

DEMOSTRACION. Para cada V — Y étale considere los diagramas conmutativos
siguientes:
V U

Y —X

l

con U — X étale.Diremos que el diagrama conmutativo

l

’
0 U

i

_

domina al diagrama conmutativo

[4
V—U
Y X
si existe un X -morfismo, en Xy, p : U' — U tal que po 8’ = 6. Se observa que la

relacién de dominacion es simétrica y transitiva. Ademads si tenemos dos diagramas
conmutativos:

_—
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1]

Y —X Y —X

/

—77 ) —

existe un tercer diagrama conmutativo que domina a ambos, a saber:
U xxU——=U
U’ X

Ahora tal coleccién es un conjunto y la relacién de dominacién da lugar a un con-
junto dirigido. Podemos entonces definir:

7P(P)(V) = lim P(U)

donde el limite se toma sobre los diagramas anteriores. Por lo tanto tenemos morfis-
mos naturales i)} : P(U) — «P(P)(V') para cada uno de los diagramas anteriores.

Si se da un morfismo V’ — V en Yy y tenemos un diagrama conmutativo:

V—U

]

Y —X

se obtiene un diagrama conmutativo:

Vi—V——U
TR
Y —Y —X

Por lo tanto tenemos un morfismo 7 P(V) — 7P P(V’) que hace conmutar el
diagrama siguiente:

TP P(V) ——= nPP(V")

Vv !

P(U) —— P(U)

De esta manera tenemos una pregavilla 77 P en Y. Considere ahora una pregavilla
G en Y, y un morfismo de pregavillas ¢ : 7P P — G.Si V — Y es étale se tienen
morfismos P(U) — G(V') indexados por los diagramas

V—U

L

Y —X
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asaber iy, =y on); : P(U) — G(V). Estos morfismos cumplen las propiedades
siguientes:

(1) Si se da un morfismo V' — V en Y el diagrama siguiente conmuta:

vy

PU) —G(V)

|

P(U) ——= G(V)

!
vy

<

(2) Si se da un morfismo U’ — U en X el diagrama conmuta:

pg/ 1
PU’) —=G(V)

Reciprocamente, si se da una familia de morfismos P(U) — G(V'), indexada por

los diagramas
Vv U
Y X

que verifican las condiciones (1) y (2) anteriores se obtiene un morfismo v :
m(P) — G. Esto es, utilizando (1) para definir un morfismo ¢y : 7?(P)(V) —
G (V) y con la condicién (2) verificamos que con los morfismos 1y se obtiene el
morfismo deseado. Observamos que esta asociacién es biunivoca.

_

—_—

Abhora si, para cada V' — Y étale, damos una familia de morfismos P(U) — G(V')
indexada por los diagramas

|

V U
Y —X
que verifican las condiciones (1) y (2) anteriores queremos definir un morfismo de

pregavillas ¢y : P — m,G para ello procedemos como sigue: sea U — X étale,
por lo que se tiene un diagrama conmutativo de la forma:

UXXYHU

L

Y X

Poniendo V' = U X x Y se tiene un morfismo ¢y : P(U) — m.G(U), si se da
un morfismo U’ — U en X, tenemos un morfismo U’/ x x Y — U xx Y, ver la
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definicién de u X v en este apéndice; de esta manera utilizando (1) y (2) se obtiene
Y P— mG.

Si se da un morfismo de pregavillas ¢ : P — .G, se considera V' — Y étale y
sus cuadrados conmutativos asociados:

V—U

]

Y—X

considerando uno de tales cuadrados conmutativos se obtiene:

UXXY4>U

L

Y X

Del diagrama conmutativo siguiente

V\\K\

YXXUHU

i

V4h>UXXY4>U

SN

Y Y X

\\ l
Y

obtenemos el diagrama conmutativo:

De aqui obtenemos morfismos P(U) — G(U xx Y) — G(V) y se cumplen las
condiciones (1) y (2). De esto se concluye que tenemos una biyeccién

Hom(7?(P),G) — Hom(P, 7. (G))
que es funtorialen Py G. ]

Considere, ahora, un esquema X y una inmersion abierta j : U — X. Se tiene el
resultado siguiente.

Teorema A.6. Existe el adjunto izquierdo del funtor jP, es decir, existe un funtor
(1 : P(Us) — P(Xa,) tal que

HomXét (P'a Q) = HOInUét (P’ ij)

es un isomorfismo funtorial.
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DEMOSTRACION. Sea P una pregavilla en Ug;. Para cada ¢ : V — X étale se

define W) W)
[ P(V) sig(V)CU.
AV) = { 0 en otro caso.

y los morfismos de restriccién se dan como sigue: sean @y : V. — X, pyr : V! —
X, morfismos étales y ¢ : V' — V un X-morfismo en X¢. Si oy (V) C Uy
oy (V') C U, entonces Pi(¢)) = P(y). Enel caso (V) € U se pone P () = 0,
el morfismo cero. Por lo tanto P, es una pregavilla.

Considere un morfismo de pregavillas v : P — jP(Q. Este define un morfismo de
pregavillas ¢ : P, — () de la manera siguiente: si ¢ : V' — X es étale

_{ Yy sip(V) CU.
Py =

0 en otro caso.

Y si tenemos un morfismo de pregavillas ¢ : P, — ( se obtiene un morfismo
de pregavillas ) : P — jP(@) de la manera siguiente: dado W — U étale, com-
ponemos este morfismo con la inmersién abierta j y de esta manera tenemos un
morfismo étale W — X y ponemos ¢y = ¢ .

Por lo tanto las funciones anteriores son inversas una de la otra. O

A.3. Algunos diagramas tiles

En este apéndice se recolectaran algunos diagramas categdricos, necesarios en el
cuerpo principal del texto.

Empezaremos con el siguiente lema.

Lema A.7. Sitenemos el siguiente diagrama conmutativo:

A f1 B f2 c

Bll ﬂzi J{Bg
A —> B —/> O

donde el rectdngulo exterior y el cuadrado de la derecha son productos fibrados,
entonces el cuadrado de la izquierda es un producto fibrado.

DEMOSTRACION. Se considera el diagrama conmutativo:

D ¥1
‘x\
\
N
A——DB
P2\

N

A1*>Bl

Asi B2 0 p1 = e1 0 2 y esto implica ez o (B2 0 1) = ez o (€1 o p2), es decir
Bz o (faopr) = (e20e1)0 o
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Por lo tanto, como el rectdngulo es un producto fibrado, existe un tinico morfismo

h: D — Atalque f10h = pay (feof1)oh = faopi. Ahora foo(fioh) = foopr
y Bao(fioh) = (e10B1)oh = ej0py = B30 ¢1; puesto que el cuadrado derecho
es un producto fibrado se sigue que f; o h = .

Si existiera otro morfismo A’ : D — A con fi o h/ = @1y 31 o h’ = (5 entonces
(fao fi)oh! = faopryProh’ = pyyporlotanto h = 1. O

Dados dos S-morfismos f : T'— X, g : T — Y se denota por (f, g) el morfismo,
h, obtenido del diagrama de producto fibrado siguiente:

En particular si f : X — Y es un morfismo de esquemas, el morfismo diagonal es
Ay = (1x,1x): X — X xy X; por simplicidad alguna veces se escribira A por
A, cuando no haya peligro de confusion.

También, dados dos S-morfismos u : X’ — X, v : Y’ — Y se define el morfismo
u X v, llamado el producto de u por v, como el morfismo, h, inducido por el
diagrama siguiente:

XSY,HY/

X/

XxSYHY
q

X

S

Sea f : 8" — X un S-morfismo, y considere un diagrama de la forma:

X

|

S —
donde las flechas no etiquetadas indican los morfismos estructurales.

Se forma el producto fibrado:
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S8
y al morfismo inducido (1g/, f) : S" — 8" xg X que verifica:

po(lg, f)=f
go(lg, f) =1y

se le llama la grafica del morfismo f'y se denota por I';.

Sea f : X — Y un S-morfismoy ¢ : S — S es un morfismo de esquemas.
Considere el diagrama siguiente:

X(S’) =9 XSX*)X

S’XSY4>Y

(S

S’ ———S

:\

Por definicién tenemos que fgy) = f X 1g.

Comentario A.8. Se observa que por el lema A.7 se puede considerar a f( gy como
un cambio de base del morfismo f.

Lema A.9. Sean f : X — X', g: Y — Y’ dos S-morfismos, entonces f x g =
(Ixs x g)o (f x1y).

DEMOSTRACION. Considere los diagramas siguientes:
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XXSYHY

X’XsYHY

\\

X’XSY’HY’

Xl

X ! S

Estos diagramas se reducen al diagrama siguiente:

XXSYHY

X5Y/*>Y’

q

X/
Como

plo(lX/Xg) (ley)—lX/Op O(ley): O(ley) fop
q'o(Lxrx g)o(f x1y) =(q'o(lxrxg))o(f x1y) =(gog")o(f x1y) =
go(q"o(fx1y))=goq.

Por unicidad se tiene que f x g = (1x/ X g) o (f X 1y) O

Lema A.10. Sea p : X — S es un morfismo de esquemas y considere el producto
fibrado:

XXSSLX

l l@o

ST)S

entonces X = X xg S.



84 A. GENERALIDADES DE CATEGORIAS ABELIANAS

DEMOSTRACION. El siguiente cuadrado es un producto fibrado para X y S:

Para probar ésta ultima afirmacién sea 1" es un S-esquema y @1 y @2 son S-
morfismos. Considere el diagrama siguiente:

T o1

\ \\ﬁ\
X—lﬁ

(%25))

S
1x 15i
S

X
Supongamos que 1g o 1 = ¢ o 9, Si ponemos h= 2 : T'— X entonces:

Ixoh =2, poh=pops =

puesto que el diagrama conmuta:

Ademds, sih/ : T — X cumple que:
lXoﬁ’:g@ywof;’:gpl entoncesfz’:apgzﬁ.

Por lo tanto, el cuadrado anterior es un producto fibrado, en particular X = X X g
S. O

Lema A.11. Seanvy : Y — Sy ¢ : X — S morfismos de esquemas; considere el
producto fibrado:

X xgY 25y

n| lw

S ——F—5

©
entonces podemos identificar wo con f X ly.

DEMOSTRACION. Considere el producto h = ¢ x 1y, por el lema A.10 se obtiene
el diagrama conmutativo siguiente:
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I NN\

X - .
1y
o Y —Y
of e
STS
Por lo tanto ¢ X 1y = h = mo. O

De modo andlogo se prueba que X xg Y — Y se identifica con ¢ x ly.

De esto dltimo deducimos lo siguiente: supongamos que tenemos dos morfismos
de esquemas f : X — Y, g : Y — Z, se puede formar el producto fibrado
siguiente

gof

Por el lema A.11, identificamos ps con go f X 1y, por lo tanto, f se factoriza como
f=(gofx1ly)oIsyestolopodemos expresar como un lema:

Lema A.12. Sean f : X — Y y g : Y — Z morfismos de esquemas, entonces
podemos factorizar a f como sigue f = (go f x 1y) o'y

O
De todas estas observaciones se tiene que:

Proposicion A.13. (a) El producto cartesiano de dos morfismos no ramifi-
cados es no ramificado.
(b) Si g o f es no ramificado, entonces f es no ramificado.
(c) Si f es no ramificado, lo es también fqq.






Notaciones

End(FE) Anillo de endomorfismos de una curva eliptica E, VI
gr(y) Grado del morfismo de variedades proyectivas ¢ : V. — W, VI
1y Representacion de ¢ € End(F) en el médulo de Tate Ty(E), VI
ft: Ox — f.Oy Morfismo entre las gavillas estructurales, 1
I'(U, G) Funtor de secciones locales o globales de una gavilla G, 1
Spec(A) El espectro de un anillo A, 2
Ox , Fibra de un esquema, 4
fgg : Ox,f(y) — Oy,y Morfismo entre fibras, 4
f=(ff":Y — X Morfismo de esquemas, 4
f*F Imagen inversa de una gavilla (en la topologia de Zariski), 8

[1;c; Xi Suma directa de la familia de esquemas, {X;};c7, 14
I'y Grifica del morfismo g, 11

Esq /X La categoria de esquemas sobre X, 17

Spec(k(z)) & X El morfismo canénico, 19
Ab Categoria abeliana, 20
Homx (U, V) El conjunto de X morfismos de esquemas de U a V, 25
~ Isomorfismo entre los grupos considerados, 59
P"(k) Espacio proyectivo de dimension n sobre k, 69
X ®j k%P Producto fibrado X Xgpec(k) Spec(k>P), 72
Fx /i, ® 1 Extension del morfismo de Frobenius a X @y £°°P, 72
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