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PRESENTADA POR: MARCO ANTONIO SÁNCHEZ MIRAFUENTES
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Prólogo

El objetivo de esta tesis es comprender la demostración de una parte de las conje-
turas de Weil, a saber la racionalidad de la función zeta de una curva. En sı́ este es
un problema de geometrı́a diofantina, es decir de geometrı́a algebraica en un prin-
cipio, sólo que el campo base no tiene que ser un campo algebraicamente cerrado
sino practicamente cualquier anillo o campo de interés en la teorı́a de números.
Las conjeturas en sı́ se enfocan en el problema de contar el número de puntos
de una variedad algebraica definida sobre un campo finito k. Para ello resulta na-
tural pensar en una cerradura algebraica, k, del campo k y fijarnos en todas las
subextensiones L de k, contenidas en k, tal que L/k es una extensión finita. Cabe
mencionar que una parte de estas conjeturas se probó, sin utilizar cohomologı́a,
por B. Dwork utilizando análisis p-ádico. La desventaja es que no tenemos infor-
mación sobre la hipótesis de Riemann, otra de las conjeturas de Weil. Otro intento
se debe a A. Grothendieck y su escuela. El enfoque de Grothendieck, por medio de
la cohomologı́a étale, ha permitido la demostración de todas estas conjeturas y más
aún, provee un marco referencial para formular algunas conjeturas de Tate sobre
ciclos algebraicos y análogos geométricos de las conjeturas de Birch y Swinnerton-
Dyer. La primera topologı́a que se definió en una variedad abstracta arbitraria, es la
topologı́a de Zariski, la cual, gracias al trabajo fundamental de Serre, puede ser usa-
da para definir una teorı́a de cohomologı́a de gavillas coherentes en la variedad, es
decir, de gavillas que provienen de módulos sobre los anillos de coordenadas. Más
aún, como Serre mismo mostró, para una variedad proyectiva definida sobre C, la
cohomologı́a obtenida con la topologı́a de Zariski coincide con la inducida por la
estructura holomorfa, de tal manera que la topologı́a de Zariski, cuya definición
es meramente algebraica, es la adecuada para el estudio de las gavillas coherentes.
Sin embargo, la topologı́a de Zariski tiene ciertas limitaciones, por lo que en oca-
siones es necesario cambiar la topologı́a del objeto geométrico-algebraico que se
está estudiando de tal manera que la nueva topologı́a refleje mejor la estructura que
se requiere. Para precisar la afirmación anterior, considere el caso clásico de una
variedad algebraica X definida sobre el campo complejo C de tal manera que se
tienen dos topologı́as naturales enX , a saber, la topologı́a como variedad compleja
y la topologı́a de Zariski como variedad algebraica y ası́ se tienen dos tipos de co-
homologı́a de gavillas enX que reflejan las dos topologı́as anteriores. Recordemos
ahora que: (1) Usando la topologı́a compleja en X , se sabe que dimQH

k(X,Q)
son los números de Betti de X . (2) Sin embargo, si X es una variedad algebraica
irreducible y F es cualquier gavilla constante en X , entonces Hk

Zar(X,F ) = 0

V



VI PRÓLOGO

para k > 0, ya que como cada abierto de X es conexo, entonces F es fláccida, en
particular Hk

Zar(X,F ) = 0.
Se sigue que la topologı́a de Zariski en X no refleja la geometrı́a compleja de
X . Ası́, si queremos una teorı́a de cohomologı́a de gavillas que sea análoga a la
cohomologı́a de una variedad compleja, la cohomologı́a dada por la topologı́a de
Zariski no es satisfactoria, en general. Una segunda instancia de las limitaciones
de la topologı́a de Zariski es la falta de un teorema de la función inversa: en la
topologı́a de Zariski un morfismo entre variedades algebraicas puede ser un iso-
morfismo entre los espacios tangentes (de Zariski) sin ser un isomorfismo local.
Por ejemplo, para X = Y = A− {0} la función z 7→ z2 da un isomorfismo entre
los espacios tangentes, pero no es un isomorfismo local (ya que, si el campo base
es C, sabemos que eliminando una semirecta se tienen inversas locales, i.e., raı́ces
cuadradas, pero en la topologı́a de Zariski al quitar esa semirecta el conjunto re-
sultante no es abierto de Zariski). Una posible solución a este problema particular
serı́a introducir más conjuntos abiertos, lo cual no siendo posible en la topologı́a
de Zariski lleva a introducir una topologı́a con más abiertos que la de Zariski, la
topologı́a étale donde sı́ se tiene un teorema de la función inversa.1 Lo anterior
es importante, porque para un esquema arbitrario ya no se tiene la topologı́a com-
pleja, pero la topologı́a étale, de definición puramente algebraica, sirve como un
reemplazo, proveyendo una teorı́a de cohomologı́a cuyas propiedades son pareci-
das a los de los grupos de cohomologı́a inducidos por la estructura holomorfa en
una variedad compleja, ver [13] Capı́tulo III sección 3.
Por otra parte, y esto es de importancia aritmética, cuando el esquema es el espectro
primo de un campo, en cuyo caso la topologı́a de Zariski es trivial, veremos que los
grupos de cohomologı́a étale son isomorfos a los grupos de cohomologı́a de Galois
del campo.
Es importante recordar que, antes de Grothendieck ya se conocı́a la veracidad de las
conjeturas de Weil en algunos casos importantes, por ejemplo para curvas elı́pticas
sobre un campo finito K = Fq donde la noción de grado de un morfismo de curvas
tiene una importancia relevante, ya que se obtiene la proposición, ver [22] capı́tulo
V proposición 2.3

Proposición 0.1. Sea ψ ∈ End(E). Entonces

det(ψ`) = gr(ψ) y tr(ψ`) = 1 + gr(ϕ)− gr(1− ϕ)

En particular, det(ψ`) y tr(ψ`) son enteros e independientes de `.

Aplicando la proposición anterior al endomorfismo 1 − φn : E → E, para cada
entero positivo n donde φ : E → E es el endomorfismo de Frobenius, se tiene
que, ver [22] capı́tulo V p. 136

N(E(Kn)) = gr(1− φn) = det(1− φnl ) = 1− αn − βn + qn

1Para ver una generalización del teorema de la función inversa véase, por ejemplo, Artin, M.
The implicit function theorem in algebraic geometry. Algebraic Geometry (Internat. Colloq. Tata
Inst. Fund. Res. Bombay, 1968). Oxford University Press, London, 1969, pp 13-34.
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la igualdadN(E(Kn)) = gr(1−φn) se debe al hecho de que 1−φn es un morfismo
separable, ver [22] capı́tulo III teorema 4.10 y corolario 5.5. De la igualdad anterior
se sigue la racionalidad de la función zeta de una curva elı́ptica, puesto que

logZE/K(T ) =
∑

N(E(Kn))Tn/n

=
∑

(1− αn − βn + qn)Tn/n

= − log(1− T ) + log(1− αT ) + log(1− βT )− log(1− qT )

se puede demostrar, ver [22] capı́tulo V p. 136, que α + β es un entero a, tal que
a = 1+q−N(E(K)), y que αβ = q, de este modo la expresion para ZE/K queda
como sigue

ZE/K(T ) =
1− aT + qT 2

(1− T )(1− qT )

Volviendo al caso general, tendremos análogos para la dualidad de Poincaré y la
fórmula de traza de Leschfetz, y con esto probaremos la conjetura de la racionali-
dad de la función zeta de una curva algebraica definida sobre un campo finito.
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Capı́tulo 1

Morfismos étales

En este capı́tulo se introducirán las propiedades de los morfimos étales que nece-
sitaremos más adelante. Notemos que la categorı́a de variedades algebraicas se
puede considerar como una subcategorı́a de la categorı́a de esquemas; para las
nociones de esquemas y morfismos entre ellos, consultar la referencia [10] o la
referencia [6].

En lo que sigue todos los anillos y esquemas son noetherianos, a menos que se
especifique otra cosa. Por otro lado una variedad, a menos que se especifique otra
cosa, es un esquema de tipo finito sobre un campo k, que es separado y entero.

Recordemos que una inmersión cerrada es un morfismo f : Y → X de esquemas
tal que f induce un homeomorfismo en Z = f(Y ), donde Z es un subconjunto
cerrado de X y, además, la función inducida f ] : OX → f∗OY es suprayectiva.

Un subesquema abierto, de un esquemaX , es un esquemaU cuyo espacio topológi-
co subyacente es un subconjunto abierto de X , y la gavilla OU es isomorfa a la
gavilla OX|U , que es la restricción de la gavilla OX a U . Una inmersión abierta es
un morfismo f : X → Y de esquemas que induce un isomorfismo en un subesque-
ma abierto de Y . Finalmente dado un morfismo de esquemas f : X → Y por un
cambio de base con respecto al morfismo g : Z → Y queremos decir el morfismo
f ′ = p : X ×Y Z → Z, donde p se obtiene del producto fibrado siguiente

X ×Y Z
q //

p

��

X

f

��
Z g

// Y

Frecuente utilizaremos la expresión cambio de base en lugar de cambio de base
con respecto a un morfismo, si no hay peligro de confusión.

1.1. Morfismos finitos
Definición 1.1. Un morfismo de esquemas f : X → Y es afı́n, si para cada abierto
afı́n U ⊆ Y , f−1(U) es un abierto afı́n en X .

Un morfismo de esquemas f : X → Y se dice que es finito si f es un morfismo
afı́n y, para cada U ⊆ Y abierto afı́n, Γ(f−1(U),OX) es un Γ(U,OY )-módulo
finitamente generado.

1



2 1. MORFISMOS ÉTALES

Un morfismo de esquemas f : X → Y se dice que es de tipo finito si para toda
cubierta de Y , por abiertos afines Vα = Spec(Aα) ⊆ Y , se tiene que cada f−1(Vα)
es cubierto por un número finito de abiertos afines Uα,i = Spec(Bα,i) ⊆ X , tales
que Bα,i es una Aα-álgebra finitamente generada.

Un morfismo de esquemas f : X → Y se dice que es localmente de tipo finito si
para toda cubierta de Y , por abiertos afines Vα = Spec(Aα) ⊆ Y , se tiene que
cada f−1(Vα) es cubierto por abiertos afines Uα,β = Spec(Bα,β) ⊆ X tales que
Bα,β es una Aα-álgebra finitamente generada.

Comentario 1.2. En las definiciones anteriores pedimos que las propiedades val-
gan para todo abierto afı́n, sin embargo se puede demostrar, ver [10] capı́tulo II,
sección 3, que es suficiente verificar tales propiedades en una cubierta afı́n del
esquema Y . Esta observación se aplicará en el trabajo subsiguiente.

Si k es un campo, un k-esquema algebraico es un k-esquemaX tal que el morfismo
estructural X → Spec(k) es de tipo finito. En particular, una variedad es un k-
esquema algebraico.

Proposición 1.3. (a) Toda inmersión cerrada es finita.
(b) La composición de dos morfismos finitos es finito.
(c) Cualquier cambio de base de un morfismo finito es finito.

DEMOSTRACIÓN. (a) Primero consideramos el caso siguiente: El epimorfismo
canónico ρ : A → A/I , induce el morfismo de esquemas aρ : Spec(A/I) →
Spec(A) que es una inmersión cerrada. Por las propiedades generales de Spec, se
tiene que aρ−1(D(f)) = D(ρ(f)), donde D(f) es un abierto afı́n distinguido de
Spec(A), por lo tanto aρ es afı́n.

También, si g = aρ, se tiene que g]((D(f)) : Af → (A/I)ρ(f) donde g]((D(f))
está dada como sigue:

g]((D(f))(a/fm) = ρ(a)/(ρ(f))m.

Puesto que A es noetheriano, también lo es A/I , en particular si a1, . . . an ∈ A
generan a A entonces ρ(a1), . . . ρ(an) ∈ A/I generan a A/I . Por lo tanto, si
ρ(a)/(ρ(f))m ∈ (A/I)ρ(f) se tiene que:

ρ(a)/(ρ(f))m =
∑

ρ(αi)ρ(ai)/(ρ(f))m =
∑

(ρ(αi)/(ρ(f))m)ρ(ai)/1.

es decir ρ(a1)/1, . . . ρ(an)/1 generan a (A/I)ρ(f) como Af -módulo y por lo tanto
(A/I)ρ(f) es un Af -módulo finitamente generado.

Ahora, si f : Y → X es una inmersión cerrada, y por lo tanto afı́n, para ver
esto último véase [17], en especial capı́tulo II, seccion 5, p. 107, sea U ⊆ X un
abierto afı́n; entonces f−1(U) es un abierto afı́n y Γ(U,OX) → Γ(f−1(U),OY )
es suprayectiva. es decir, si ponemos A = Γ(U,OX) y B = Γ(f−1(U),OY ), se
tiene que B ∼= A/I , I ⊆ A un ideal.

Por lo tanto podemos identificar a Γ(U,OX) → Γ(f−1(U),OY ) con el epimorfis-
mo canónico ρ : A→ A/I , y aplicamos el caso anterior.
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(b): Supongamos que f : X → Y y g : Y → Z son morfismos finitos. Si U ⊆ Z
es un abierto afı́n, lo es g−1(U) ⊆ Y , por ser g afı́n, por lo que f−1g−1(U) =
(g ◦ f)−1(U) ⊆ X es un abierto afı́n, puesto que f es afı́n.

Como f es finito, entonces OX(f−1g−1(U)) es un OY (g−1(U))-módulo fini-
tamente generado, y ası́ existen α1, . . . , αm ∈ OX(f−1g−1(U)) que generan a
OX(f−1g−1(U)).

Como g es finito, entonces OY (g−1(U)) es un OZ(U)-módulo finitamente gene-
rado, y ası́ existen β1, . . . , βn ∈ OY (g−1(U)) que generan a OY (g−1(U)).

Ponemos h1 = f ](g−1(U)) : OY (g−1(U)) → OX(f−1g−1(U)) y h2 = g](U) :
OZ(U) → OY (g−1(U)). Entonces, dado α ∈ OX(f−1g−1(U)) se puede escribir:

α =
∑

h1(βi)αi =
∑

h1

( ∑
h2(γij)βj

)
αi =

∑ ∑
h1(h2(γij))h1(βj)αi.

Por lo tanto, h1(βj)αi generan a OX(f−1g−1(U)) como OZ(U)-módulo.

(c): Considérese un morfismo finito f : X → S y h : S′ → S un morfismo de
esquemas. Consideramos el siguiente producto fibrado donde queremos probar que
f ′ es finito:

X ×S S′
π //

f ′

��

X

f

��
S′

h
// S

Como f es finito, existe una cubierta {Uα} de S, por abiertos afines, tal que
f−1(Uα) es abierto afı́n, para cada α. Los {h−1(Uα)} forman una cubierta abierta
de S′, y cada uno de ellos se cubre por abiertos afines de S′. Sea V ′α ⊆ h−1(Uα)
un tal abierto afı́n.

Puesto que f ◦ π = h ◦ f ′ se tiene que π−1f−1(Uα) = (f ′)−1h−1(Uα) y ya
que V ′α ⊆ h−1(Uα) esto implica (f ′)−1(V ′α) ⊆ π−1f−1(Uα), y por otro lado
(f ′)−1(V ′α)

⋂
π−1f−1(Uα) se identifica con el producto fibrado V ′α×Uα f

−1(Uα).

Poniendo V ′α = Spec(Aα), Uα = Spec(Cα) y f−1(Uα) = Spec(Bα) se tiene que
V ′α ×Uα f

−1(Uα) ∼= Spec(Aα ⊗Cα Bα).

De aquı́ se sigue que:

(1) f ′ es afı́n, ya que:

(f ′)−1(V ′α)
⋂
π−1f−1(Uα) = (f ′)−1(V ′α) ∼= Spec(Aα ⊗Cα Bα).

(2) Para verificar la segunda condición para que un morfismo sea finito procedere-
mos de la manera siguiente. Del producto fibrado siguiente
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V ′α ×Uα f
−1(Uα) //

f ′

��

f−1(Uα)

f

��
V ′α

// Uα

se obtiene el diagrama conmutativo:

Aα ⊗Cα Bα Bαoo

Aα

g′

OO

Cαoo

g

OO

donde g′ y g corresponden a f ′ y f , respectivamente. Por hipótesis Bα es un Cα-
módulo finitamente generado, por medio de g. De esta manera existen b1 . . . bn ∈
Bα con b =

∑
cibi, ci ∈ Cα. Aα tiene estructura de Cα-módulo. Entonces, para

a ∈ Aα:

a⊗ b = a⊗
∑

cibi =
∑

(cia)⊗ bi =
∑

cia(1⊗ bi).

Por lo tanto 1⊗ b1, . . . , 1⊗ bn generan a Aα ⊗Cα Bα como Aα-módulo. �

Comentario 1.4. Se puede mostrar que si f : Y → X es un morfismo finito
entonces f es propio, en particular la función continua f : Y → X es cerrada.
Para una demostración ver [13] p. 4, proposición 1.4.

1.2. Morfismos planos
Definición 1.5. Un morfismo de anillos f : A → B se dice que es plano si B es
plano visto como A-módulo. Es decir f es plano si y sólo si el funtor − ⊗A B es
exacto.

Un morfismo de esquemas f : Y → X se dice que es plano, si para todo y ∈ Y , el
morfismo de anillos f ]y : OX,f(y) → OY,y es plano, y diremos que f es fielmente
plano si es plano y suprayectivo.

Ejemplo 1. Sea A una k-álgebra, con k un campo. Entonces el morfismo de es-
quemas Spec(A) → Spec(k) es plano, puesto que todo k-espacio vectorial es un
k-módulo plano.

La definición de morfismo plano es de naturaleza técnica, sin embargo necesaria
para la definición de morfismo étale.

Proposición 1.6. (a) Toda inmersión abierta es plana.
(b) La composición de dos morfismos planos es plano.
(c) Cualquier cambio de base de un morfismo plano es plano.

DEMOSTRACIÓN. (a): Se sabe que f = (f, f ]) : Y → X es una inmersión abierta
si y sólo si f es un homeomorfismo en su imagen, f(Y ) es abierto en X y

f ]y : OX,f(y) → OY,y.
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es un isomorfismo, ver [6] capı́tulo I, p. 122.

Por tanto, si 0 →M ′ →M →M ′′ → 0 es una sucesión exacta corta de OX,f(y)-
módulos, comoN⊗OX,f(y)

OY,y ∼= N⊗OY,y
OY,y ∼= N , para cadaOX,f(y)-módulo

N , entonces −⊗OY,y es exacto y por lo tanto f es un morfismo plano.

(b): Sean f : X → Y y h : Y → Z morfismos planos. Entonces para cada x ∈ X
los morfismos de anillos

f ]f(x) : OY,f(x) → OX,x.

h]h(f(x)) : OZ,h(f(x)) → OY,f(x).

son planos y hay que probar que OX,x es un OZ,h(f(x))-módulo plano. Ponemos
para abreviar A = OZ,h(f(x)), B = OY,f(x) y C = OX,x, por lo que si tenemos la
siguiente sucesión exacta de A-módulos

0 →M ′ →M →M ′′ → 0.

entonces se obtiene

(1) 0 →M ′ ⊗A B →M ⊗A B →M ′′ ⊗A B → 0.

que es una sucesión exacta de B-módulos, por lo tanto

0 → (M ′ ⊗A B)⊗B C → (M ⊗A B)⊗B C → (M ′′ ⊗A B)⊗B C → 0.

es una sucesión exacta. Ahora siN es unA-módulo se tiene que (N⊗AB)⊗BC ∼=
N ⊗A C; por lo tanto de (1) se tiene que la siguiente sucesión es exacta:

0 →M ′ ⊗A C →M ⊗A C →M ′′ ⊗A C → 0.

lo cual demuestra (b).

(c): Sea f : Y → X un morfismo plano yϕ : X ′ → X otro morfismo de esquemas.
Consideremos el producto fibrado siguiente:

X ′ ×X Y
π1
//

π2

��

Y

f

��
X ′ ϕ

// X

Sea z ∈ X ′ ×X Y . Se puede elegir un abierto afı́n U ⊆ X con f(π1(z)) ∈ U ,
aquı́ π1 y π2 son las proyecciones del producto fibrado anterior, y como f(π1(z)) =
ϕ(π2(z)), existen abiertos afines W ⊆ Y y U ′ ⊆ X ′ que satisfacen

π1(z) ∈W ⊆ f−1(U) y π2(z) ∈ U ′ ⊆ ϕ−1(U).

por lo que z ∈ (π1)−1(W )∩ (π2)−1(U ′) = W ×U U ′. Y por esto sólo falta probar
que si f : A→ B es un morfismo de anillos plano y A→ A′ es otro morfismo de
anillos, el morfismo de anillosA′ → B⊗AA′ es plano, pero siM es unA′-módulo
se tiene que:

(B ⊗A A′)⊗A′ M ∼= B ⊗A (A′ ⊗A′ M) ∼= B ⊗AM
lo que termina la demostración de la proposición. �
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El resultado siguiente será utilizado a menudo, para una demostración ver [13]
capı́tulo I, teorema 2.12.

Proposición 1.7. Todo morfismo plano f : X → Y es abierto, es decir, si U ⊆ X
es abierto entonces f(U) ⊆ Y es abierto.

�

1.3. Morfismos no ramificados
Definición 1.8. Un morfismo de esquemas f : X → Y , de tipo finito, se dice que
es no ramificado en x ∈ X , si se satisfacen las propiedades siguientes:

(1) mf(x)OX,x = mx; donde mx es el ideal máximo de OX,x y mf(x) es el
ideal máximo de OY,f(x).

(2) k(x) = OX,x/mx es una extensión finita y separable de k(f(x)) =
OY,f(x)/mf(x).

Diremos que f es no ramificado, si para cada x ∈ X , f es no ramificado en x.

Comentario 1.9. El morfismo de gavillas f ] : OY → f∗OX , induce un morfismo
de anillos locales en las fibras

ϕ = f ]x : OY,f(x) → OX,x.

y como ϕ−1(mx) = mf(x), entonces ϕ induce un morfismo en los campos residua-
les k(f(x)) ↪→ k(x). Ası́, (1) dice que mf(x)OX,x = 〈ϕ(mf(x))〉 = mx y (2) dice
que la siguiente extensión

k(x)

k(f(x))

OO

es finita y separable. En particular esto dice que un morfismo Spec(L) → Spec(K),
con L/K una extensión de campos finita y separable, es no ramificado.

Será necesario un concepto preliminar antes de ver la proposición principal de esta
sección.

Definición 1.10. Sean A y B anillos, con B una A-álgebra y M un B-módulo.
Una A-derivación de B en M es una función D : B →M tal que:

(1) D es un morfismo A-lineal.
(2) D(bb′) = bD(b′) + b′D(b) para todo b, b′ ∈ B.

El módulo de diferenciales relativas (o de diferenciales de Kähler) deB sobreA es
un B-módulo Ω1

B/A junto con una derivación dB/A : B → Ω1
B/A, que satisface la

siguiente propiedad universal: Para cada B-módulo M y toda derivación d′ : B →
M , existe un único B-morfismo f : Ω1

B/A → M tal que el diagrama siguiente
conmuta:
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B
dB/A //

d′

��

Ω1
B/A

f}}
M

Si D es una derivación se demuestra por inducción que si n ≥ 1 es un entero y
b ∈ B se tiene que D(bn) = nbn−1D(b); también para cada A-álgebra B el par
(dB/A,Ω1

B/A) existe y esta dado por

(dB/A, I/I
2)

donde I es el núcleo del morfismo δ : B ⊗A B → B dado por δ(b ⊗ b′) = bb′; y
dB/A se define por dB/A = 1⊗ b− b⊗ 1 mód I2, ademaś el conjunto {dB/A(b)}
genera a Ω1

B/A, como B-módulo, ver [24], p. 183.

Lema 1.11. SeaL/K una extensión de campos y d : L→ Ω1
L/K unaK-derivación.

Sean a ∈ L y f(x) ∈ K[x] ⊆ L[x] entonces df(a) = f ′(a)da, donde f ′ es la
derivada usual del polinomio f(x). En particular si la extensión es finita y sepa-
rable Ω1

L/K = 0.

DEMOSTRACIÓN. Sea f(x) =
∑
αix

i un polinomio en K[x] entonces

df(a) = d(
∑

αia
i) =

∑
d(αiai) =

∑
αid(ai) =

∑
αiia

i−1d(a) = f ′(a)da.

Ahora si L/K es finita y separable ponemos D = dL/K y dado a ∈ L existe
un polinomio f(x) ∈ K[x] que verifica f(a) = 0 y f ′(a) 6= 0; por lo anterior
dL/Kf(a) = 0 = f ′(a)dL/K(a) y de este modo dL/K(a) = 0 y como los dL/K(a)
generan a Ω1

L/K se sigue la conclusión. �

Lema 1.12. Si A y k′ son k-algebras y ponemos B = A⊗k k′. Entonces Ω1
B/k′

∼=
Ω1
A/k ⊗A B.

DEMOSTRACIÓN. Se tiene el diagrama conmutativo siguiente de la suma fibrada:

k
ϕ2 //

ϕ1

��

A

ϕ

��
k′

i
// B

donde los morfismos de anillos ϕ e i son inducidos por los morfismos de anillos
ϕ1 y ϕ2. Consideramos los pares (dA/k,Ω1

A/k), (dB/k,Ω1
B/k), y (dB/k′ ,Ω1

B/k′).

Como dB/k′ es una k-derivación, por la propiedad universal del par (dB/k,Ω1
B/k),

existe un único B-morfismo νB/k′/k tal que νB/k′/k ◦ dB/k = dB/k′ . La composi-
ción dB/k ◦ ϕ : B → Ω1

B/k es una k-derivación, y ası́ por la propiedad universal
del par (dA/k,Ω1

A/k) existe un único A-morfismo w : Ω1
A/k → Ω1

B/k tal que
w ◦ dA/k = dB/k ◦ ϕ.
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Por otro lado tenemos los siguientes morfismos inducidos dA/k ⊗ 1k′ : B = A⊗k
k′ → Ω1

A/k ⊗A B = Ω1
A/k ⊗k k

′ dado por a ⊗ α′ 7→ dA/k(a) ⊗ α′, que es una
k′-derivación; un morfismo h1 : Ω1

A/k ⊗A B = Ω1
A/k ⊗k k

′ → Ω1
B/k dado por

x⊗ b 7→ bw(x).

Ponemos ψ = νB/k′/k ◦ h1 : Ω1
A/k ⊗A B → Ω1

B/k′ . De esta manera se obtiene:

ψ(dA/k ⊗ 1k′(a⊗ α′)) = νB/k′/k ◦ h1(dA/k ⊗ 1k′(a⊗ α′))

= νB/k′/k(h1(dA/k(a)⊗ α′)

= νB/k′/k(α
′w(dA/k(a)))

= νB/k′/k(α
′dB/k(ϕ(a)))

= α′νB/k′/k(dB/k(ϕ(a)))

= α′dB/k′(ϕ(a))

= dB/k′(a⊗ α′).

es decir el diagrama siguiente conmuta:

Ω1
A/k ⊗A B = Ω1

A/k ⊗k k
′

ψ
// Ω1

B/k′

B

dA/k⊗1k′

OO

1B

// B

dB/k′

OO

Existe un únicoB morfismo f : Ω1
B/k′ → Ω1

A/k⊗AB tal que f◦dB/k′ = dA/k⊗1k′
y observemos que f es suprayectiva puesto que dA/k⊗1k′(B) genera a Ω1

A/k⊗AB,
ya que dA/k(A) genera a Ω1

A/k. Ahora, ψ ◦ f ◦ dB/k′ = dB/k′ por lo que ψ ◦ f =
1Ω1

B/k′
, esta última igualdad por la propiedad universal del par (dB/k′ ,Ω1

B/k′); de

esta manera f es inyectiva por lo que f es un isomorfismo. �

Comentario 1.13. Sea f : X → Y un morfismo de esquemas, considere el morfis-
mo diagonal ∆f : X → X ×Y X , que algunas veces denotaremos por ∆ si no hay
peligro de confusión. Observamos que ∆f es un isomorfismo de X sobre ∆f (X),
que es localmente un subesquema cerrado de X ×Y X , es decir, un subesquema
cerrado de un W ⊆ X ×Y X abierto.

Si I es la gavilla de ideales de ∆f (X) en W , entonces se define la gavilla de
diferenciales relativas de X sobre Y por Ω1

X/Y = ∆∗f (I/I
2) en X .

Para las afirmaciones siguientes ver [10] p. 172-175.

(1) Ω1
X/Y es una gavilla cuasi coherente de OX -módulos.

Notación. Si A es un anillo y M es un A-módulo, entonces la gavilla
asociada a M se denota por M̃ o por M∼, para más detalles ver [10], en
especial p.110.
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(2) Si U ⊆ Y es un abierto afı́n yW ⊆ X es un abierto afı́n con f(W ) ⊆ U ,
entonces Ω1

W/U
∼= (Ω1

B/A)∼, donde U = Spec(A) y W = Spec(B).
(3) Sea g : Y ′ → Y un morfismo de esquemas y considere U y W como

en (2) y se elige un abierto afı́n U ′ ⊆ Y ′ tal que g(U ′) ⊆ U . Entonces
g′∗(Ω1

W/U ) ∼= (Ω1
B/A ⊗A B).

En vista de (3) del comentario 1.13 y del lema 1.12 se obtiene la proposición:

Proposición 1.14. Sean f : X → Y y g : Y ′ → Y morfismos de esquemas, y
considere el producto fibrado siguiente:

X ×Y Y ′
g′ //

f ′

��

X

f

��
Y ′ g

// Y

Entonces Ω1
X′/Y ′

∼= g′∗(Ω1
X/Y ), donde X ′ = X ×Y Y ′.

�

Proposición 1.15. Sean X y Y esquemas, f : X → Y un morfismo de tipo finito.
Entonces las condiciones siguientes son equivalentes:

(1) Ω1
X/Y = 0.

(2) El morfismo diagonal ∆ : X → X ×Y X es una inmersión abierta.
(3) f es no ramificado.

DEMOSTRACIÓN. (1) ⇒ (2): Para mostrar que ∆ es una inmersión abierta bas-
tará probar que, para cada x ∈ X , el morfismo de anillos ∆]

x : OX×Y X,∆(x) →
OX,x, es un isomorfismo y que ∆ es un homeomorfismo de X en un subconjunto
abierto de X ×Y X , ver [6] capı́tulo I proposición 4.2.2. Considere abiertos afines
U ⊆ X , W ⊆ Y con x ∈ U = Spec(B), f(x) ∈ W = Spec(A) y f(U) ⊆ W .
De esta manera se tiene el diagrama siguiente:

U

%%

""

∆

$$H
HHHHHHHH

U ×W U
q //

p

��

U

��
U // W

Que se transforma en:
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B

B ⊗A B
δ

ccHHHHHHHHH

Boo

1B
oo

B

1B

RR

OO

A
ϕoo

ϕ

OO

donde δ es el morfismo diagonal, ∆ es una inmersión cerrada (recordar que δ es
un epimorfismo y además puesto que p ◦∆ = 1U se tiene que ∆ es inyectiva). Se
pone x = p′ ∈ Spec(B) y p = δ−1(p′). Además, sabemos que Ω1

U/W
∼= Ω̃1

B/A.
De esta manera se tiene:

(2) (Ω1
B/A)p = (I/I2)p = Ip/I

2
p = (Ω1

U/W )x = 0.

donde I = ker(δ).

Note que I ⊆ p, puesto que si t ∈ I entonces δ(t) = 0 ∈ p′. Además, como f es
de tipo finito, entonces al morfismo f |U : U → W le corresponde un morfismo de
anillos ϕ : A→ B de tipo finito.

Ahora, observe que la familia {1⊗ b− b⊗ 1}, b ∈ B, genera a I como B-módulo,
pues si t ∈ I entonces t =

∑
x⊗ y por lo que:∑

x⊗ y =
∑

(x⊗ 1)(1⊗ y − y ⊗ 1) + (x⊗ 1)(y ⊗ 1)

=
∑

(x⊗ 1)(1⊗ y − y ⊗ 1) + (
∑

xy)⊗ 1.

Puesto que δ(t) =
∑
xy = 0, se tiene que

∑
x⊗ y =

∑
(x⊗ 1)(1⊗ y − y ⊗ 1).

Como ϕ : A → B es de tipo finito, existen b1, . . . , bn ∈ B tal que cada b ∈ B es
de la forma b =

∑
ϕ(aJ)bi11 · · · binn . Se afirma que C̃ = {1⊗ b1 − b1 ⊗ 1, . . . , 1⊗

bn − bn ⊗ 1} generan a I como B ⊗A B-módulo.

Para ello basta ver que cada 1⊗ b− b⊗ 1 es combinación lineal de elementos del
conjunto C̃, y es suficiente ver que {1⊗ bibj − bibj ⊗ 1} es de la forma requerida.

Ahora

1⊗ bibj − bibj ⊗ 1 = (1⊗ bi)(1⊗ bj − bj ⊗ 1) + (1⊗ bi)(bj ⊗ 1)− (bi ⊗ 1)(bj ⊗ 1)

= (1⊗ bi)(1⊗ bj − bj ⊗ 1) + (1⊗ bi − bi ⊗ 1)(bj ⊗ 1).

Por lo tanto I es finitamente generado como B ⊗A B-módulo y puesto que Ip ⊆
Rad((B ⊗A B)p), ya que I ⊆ p. Entonces Ip = I2

p , por (2), y, por el lema de
Nakayama, Ip = 0, donde Rad(C) denota al radical de Jacobson del anillo C.

Por lo tanto existe un abierto Ũ ⊆ U ×W U , con p ∈ Ũ e Iq = 0 para cada
q ∈ Ũ , ya que el soporte de Ĩ es cerrado, ver [6] Capı́tulo 0, p. 45, Proposición
5.2.2. Observe que Ũ ⊆ ∆(U), ya que I ⊆ q para cada q ∈ Ũ y esto implica que
δ(q) es un ideal primo de B y δ−1(δ(q)) = q, es decir, ∆(δ(q)) = aδ(δ(q)) = q.
Además como ker(δq) = Iq = 0, para cada q ∈ Ũ , esto implica que ∆q es un
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isomorfismo. Entonces ∆ es una función abierta y los morfismos de anillos ∆]
x son

isomorfismos para cada x ∈ X , por lo tanto ∆X/Y es una inmersión abierta.

(2) ⇒ (3) Pongamos y = f(x). Por (2) se tiene que ∆f : X → X ×Y X es una
inmersión abierta. Considere el diagrama siguiente:

Xy = X ×Y Spec(k(y)) //

fy

��

X

f

��
Spec(k(y)) // Y

donde fy : Xy → Spec(k(y)) es el morfismo obtenido de f , por cambio de
base. Entonces ∆fy también es una inmersión abierta, esto se sigue de (5.3.4) y
(4.3.2) de [6] capı́tulo I. Sea k una cerradura algebraica de k(y); sabemos que Xy

es homeomorfo a f−1(y), ası́, podemos pensar a x en Xy, y encontrar un abierto
afı́n U ⊆ Xy, con x ∈ U . Consideremos el diagrama siguiente:

U ×Spec(k(y)) Spec(k) //

g

��

U

fy

��
Spec(k) // Spec(k(y))

Ponemos X ′ = U ×Spec(k(y)) Spec(k), Y ′ = Spec(k) entonces ∆g : X ′ →
X ′×Y ′X ′ es una inmersión abierta, esto nuevamente es por (5.3.4) y (4.3.2) de [6]
capı́tulo I. Ası́ X ′ = Spec(A) donde A = A ⊗k(y) k, U = Spec(A). Primero se
probará que A es una k-álgebra finita, ya que, en vista de la proposición 3.1 de [13]
capı́tulo I sección 3, ésto ya mostrarı́a que A es un producto finito de extensiones
finitas y separables de k(y). Para ello será suficiente mostrar que cada punto cer-
rado x ∈ X ′ es aislado, es decir, {x} es abierto. Considere el morfismo canónico
s′ : Spec(k(x)) → X ′ con s(•) = {x} y, ya que k(x) = k, podemos escribir
s′ : Spec(k) → X ′ y se cumple que g ◦ s′ = 1Y ′ .

De esta manera se tiene el diagrama:

X ′

s′◦g

%%

1X′

$$

Γs′◦g

%%JJJJJJJJJJ

X ′ ×Y ′ X ′
q //

p

��

X

��
X ′ // Y ′

donde Γs′◦g denota la grafica del morfismo s′ ◦ g. De las igualdades:

p ◦ Γs′◦g ◦ s′ = s′, q ◦ Γs′◦g ◦ s′ = s′

p ◦∆g ◦ s′ = s′, q ◦∆g ◦ s′ = s′

se tiene que el diagrama siguiente conmuta:
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Y ′
s′ //

s′

��

X ′

Γs′◦g

��
X ′

∆g

// X ′ ×Y ′ X ′

Por lo tanto Γ−1
s′◦g∆g(X ′) = {x} pues obsérvese que, en primer lugar, x ∈ Γ−1

s′◦g∆g(X ′)
por diagrama conmutativo anterior. Ahora, recordando que s′(•) = x, por otra
parte si z ∈ Γ−1

s′◦g∆g(X ′) entonces Γs′◦g(z) = ∆g(z′), y aplicando los morfismos
p y q, las proyecciones del producto fibrado X ′ ×Y ′ X ′, a la igualdad anterior, se
obtiene que z′ = x y z = z′.

Ası́ ({x},OX′ |{x}) es un esquema y, por lo tanto, existe un anilloB con ({x},OX′ |{x}
) = (Spec(B),OSpec(B)). Entonces, B es artiniano, ya que se tiene un morfismo
Spec(B) → Spec(k), inducido por g, por lo que B es una k-álgebra finita. Si
consideramos la inmersión abierta ∆g : X ′ → X ′ ×Y ′ X ′ se puede suponer que
X ′×Y ′X ′ se reduce a un sólo punto, ası́ ∆g es un isomorfismo deX ′ enX ′×Y ′X ′

por lo que B ⊗k B → B es un isomorfismo y esto implica que, B ∼= k, ya que
dimk (B ⊗k B) = (dimk B)2, pero esto dice que f es no ramificado en x ∈ X y,
puesto que x es arbitrario, entonces f es no ramificado.

(3) ⇒ (1) Ω1
X/Y es un OX -módulo finito ya que si U ⊆ X , W ⊆ Y son abiertos

afines, con x ∈ U , y = f(x) ∈ W y f(U) ⊆ W ; entonces Ω1
U/W

∼= Ω̃1
B/A, con

U = Spec(B), W = Spec(A) y como f : X → Y es localmente de tipo finito,
entonces Ω1

U/W es finitamente generado como B-módulo.

Por el lema de Nakayama (Ω1
X/Y )x = 0 es equivalente a (Ω1

X/Y )x/mx (Ω1
X/Y )x =

0 es decir, (Ω1
Xy/ Spec(k(y)))x = 0, y esta última afirmación se sigue de la proposi-

ción 3.2 (b) de [13] capı́tulo I sección 3, junto con el hecho de que, por 1.14,
(Ω1

Xy/ Spec(k(y)))x
∼= (g′∗ΩX/Y )x donde g′ es la proyección Xy → U , ver [10]

capı́tulo II sección 5 p. 110. Del diagrama conmutativo siguiente:

Xy = U ×W Spec(k(y)) //

fy

��

U

f

��
Spec(k(y)) // W

vemos que Xy es un espacio discreto, ya que f es no ramificado. En particular
{x} es un conjunto abierto y como la cuestión es local podemos reemplazar a Xy

por {x}, puesto que k(x) es una extensión finita y separable de k(y). Aplicando el
lema 1.11 se tiene que (Ω1

X/Y )x = 0, y como esto vale para todo x ∈ X se sigue
que Ω1

X/Y = 0. �

Proposición 1.16. (a) Toda inmersión es no ramificada.
(b) La composición de dos morfismos no ramificados es no ramificado.
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(c) Cualquier cambio de base de un morfismo no ramificado es no ramifica-
do.

DEMOSTRACIÓN. (a): Considere primero una inmersión abierta f : X → Y .
Sabemos que, ver [6] p. 122, ϕ = f ]x : OY,f(x) → OX,x es una biyección; en
particular se tiene que ϕ(mf(x)) = mx por lo que la primera parte de la definición
1.8 se cumple. Y ya que ϕ es biyectiva en particular k(f(x)) = k(x), es decir, se
verifica la segunda parte de la definición 1.8.

Si f : X → Y es una inmersión cerrada sabemos que, ver [6] p. 122, ϕ = f ]x :
OY,f(x) → OX,x es suprayectiva, y por la definición de ϕ se tiene que ϕ(mf(x)) ⊆
mx. Puesto que ϕ es suprayectiva y es un morfismo de anillos locales, se tiene que
mx ⊆ ϕ(mf(x)), por lo tanto ϕ(mf(x)) = mx, en particular se cumple la primera
condición de la definición 1.8, y por ser ϕ suprayectiva se tiene que k(f(x)) =
k(x), es decir, se verifica la segunda parte de la definición 1.8.

(b): Sean f : X → Y y h : Y → Z dos morfismos no ramificados, y considere la
composición

h ◦ f : X → Z

Dado x ∈ X se tienen los morfismos siguientes:

ϕ = f ]f(x) : OY,f(x) → OX,x

ψ = h]h(f(x)) : OZ,h(f(x)) → OY,f(x)

Se quiere probar que mh(f(x))OX,x = mx y, por definición, mh(f(x))OX,x es el
ideal generado, en OX,x, por el conjunto ϕ(ψ(mh(f(x)))).

Si w ∈ mh(f(x))OX,x entonces w =
∑
aiϕ(ψ(xi)) con ai ∈ OX,x y xi ∈

mh(f(x)).

Pero se sabe que:
(a) mf(x)OX,x = mx.
(b) mh(f(x))OY,f(x) = mf(x).

Por lo que, de (b), ψ(xi) ∈ mf(x) y de (a)
∑
aiϕ(ψ(xi)) ∈ mx, por lo tanto

mh(f(x))OY,f(x) ⊆ mx.

Ahora, si w ∈ mx se tiene que, por (a), w =
∑
aiϕ(yi), ai ∈ OX,x e yi ∈ mf(x),

y por (b) yi =
∑
bi,jψ(xi,j), por lo tanto:

w =
∑
aiϕ(yi) =

∑∑
aiϕ(bi,j)ϕ(ψ(xi,j)), de esto se sigue que:

w ∈ mh(f(x))OY,f(x), es decir mx ⊆ mh(f(x))OY,f(x).

Por consiguiente se cumple la primera condición de la definición 1.8.

Además, las extensiones siguientes son finitas y separables:

k(h(f(x))) ⊆ k(f(x)) y k(f(x)) ⊆ k(x), puesto que f y h son no ramificados.

Por lo tanto k(h(f(x))) ⊆ k(x) es finita y separable, lo cual prueba la segunda
parte de la definición 1.8.
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(c) Sea f : X → S un morfismo no ramificado y sea h : S → S′ otro morfismo.
En el producto fibrado:

X ×S S′
π //

f ′

��

X

f

��
S′

h
// S

se sabe, por la proposición 1.14, que Ω1
X′/S′

∼= π∗(Ω1
X/S).

Y como f es no ramificado se tiene que Ω1
X/S = 0, por la proposición 1.15, es

decir, f ′ es no ramificado, por la proposición 1.15. �

1.4. Morfismos étales
Definición 1.17. Un morfismo de esquemas (de tipo finito) f : Y → X se dice
que es étale, si es plano y no ramificado.

Proposición 1.18. (a) Toda inmersión abierta es étale.
(b) La composición de dos morfismos étales es étale.
(c) Cualquier cambio de base de un morfismo étale es étale.

DEMOSTRACIÓN. (a): Puesto que una inmersión abierta es plana y no ramificada,
por 1.16 y por 1.6, tal inmersión es étale.

(b): Como la composición de morfismos planos es plano, y como la composición
de morfismos no ramificados es no ramificado, por 1.16 y por 1.6, se sigue que la
composición de dos morfismos étales es étale.

(c): Sea f : Y → X un morfismo étale. Entonces es plano y no ramificado, por lo
que si g : Z → X es cualquier morfismo de esquemas, de la proposición 1.6 se
sigue que f ′ : Z ×X Y → Z es plano y de la proposición 1.16 se sigue que es no
ramificado, por lo tanto f ′ es étale. �

Ejemplo 2. Sea k un campo y f : X → Spec(k) un morfismo étale. EntoncesX =⊔n
i=1 Spec(ki) donde cada ki/k es una extensión de campos, finita y separable.

Para ver esto observe que f es no ramificado por lo que se tiene que X es un
esquema artiniano, por lo tanto discreto y ası́ cada OX,x es una extensión finita y
separable de k para cada x ∈ X y por lo tanto X =

⊔n
i=1 Spec(ki).

El resultado siguiente será utilizado a menudo, y se sigue de la proposición 1.7, ya
que f es plano.

Proposición 1.19. Si f : X → Y es étale, entonces f es abierto.

�

La proposición siguiente es una propiedad útil de los morfismo étales.
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Proposición 1.20. Sean f : X → Y y g : Y → Z morfismos de esquemas. Si g es
no ramificado y g ◦ f es étale, entonces f es étale.

DEMOSTRACIÓN. En primer lugar sabemos que ∆ = (1Y , 1Y ) : Y → Y ×Z Y es
una inmersión abierta, por 1.15, y por tanto étale, lo que implica que Γf es también
étale, puesto que se obtiene como un cambio de base del morfismo ∆. Por el lema
A.12 del apéndice, vemos que f = (g ◦ f × 1Y ) ◦ Γf se factoriza por morfismos
étales, ası́ por 1.18 inciso (b), f es étale. �

Definición 1.21. Sea X un esquema. Un punto geométrico de X es un morfismo
x → X donde x = Spec(k) con k es un campo separablemente cerrado que
contiene al campo residual k(x) y x→ X = Spec(k) → Spec(k(x)) → X donde
Spec(k(x)) → X es el morfismo canónico.





Capı́tulo 2

La topologı́a étale

2.1. Sitios
Sea E una clase de morfismos de esquemas tales que:

(e1) Todos los isomorfismos están en E.
(e2) La composición de dos morfismos en E está en E.
(e3) Cualquier cambio de base de un morfismo en E está en E.

Un morfismo de tal clase E se dirá que es un E-morfismo. La subcategorı́a plena
de Esq /X de X-esquemas cuyos morfismos estructurales son E-morfismos, se
denotará por E/X .

Las clases siguientes son importantes para el trabajo posterior:
(a) E = (Zar) todas las inmersiones abiertas.
(b) E = (ét) todos los morfismos étales de tipo finito.
(c) E = (Pl) todos los morfismos planos que son localmente de tipo finito.

Por los resultados del capı́tulo 1, las clases anteriores verifican (e1), (e2) y (e3),
además los E-morfismos son abiertos, por 1.19.

Fijamos un esquema X , una clase E ya sea (a), (b) o (c), y una subcategorı́a plena
C /X de Esq/X tal que si Y → X está en C /X y U → Y es cualquier E-
morfismo entonces U → Y → X está en C /X . Un E-cubriente de un objeto Y
de C /X es una familia

{
Ui

gi−→ Y
}
i∈I de E-morfismos tales que Y =

⋃
gi(Ui).

En ocasiones nos referiremos a un E-cubriente como una familia suprayectiva de
morfismos. Obsérvese que si tenemos un E-cubriente

{
Ui

gi−→ Y
}
i∈I , entonces,

por la condición impuesta a C /X , el diagrama siguiente conmuta, para cada i ∈ I

Ui
gi //

q

��

Y

f~~~~
~~

~~
~~

X

donde q = f ◦ gi y f : Y → X es el morfismo estructural de Y , como la categorı́a
C /X es plena entonces los X morfismos gi : Ui → Y pertenecen a C /X .

La clase de todos losE-cubrientes de todos los objetos de C /X se dice que forman
una E-topologı́a en C /X . La categorı́a C /X junto con una E-topologı́a se dice
que es un E-sitio, y lo denotamos por XE o (C /X)E .

El E-sitio pequeño en X es (E/X)E y en el caso de que todos los E-morfismos
son localmente de tipo finito, elE-sitio grande enX es (LFT/X)E , donde LFT/X

17
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la subcategorı́a plena de Esq/X cuyos morfismos estructurales son localmente de
tipo finito.

El sitio de Zariski, XZar, es por definición el Zar-sitio pequeño. El sitio étale es
el ét-sitio pequeño (ét/X)ét, también denotado por Xét, a este sitio también se le
conoce como la topologı́a étale de X. El sitio plano, XPl, es el dado por el sitio
grande (LFT/X)Pl

Comentario 2.1. Una topologı́a de Grothendieck es una categorı́a C junto con una
colección de familias de morfismos de C llamados cubrientes, que denotaremos
por cub(C ), que satisfacen las propiedades siguientes:

(i) Si U → V es un isomorfismo, entonces {U → V } ∈ cub(C ).
(ii) Si {Ui → U} ∈ cub(C ) y {Uij → Ui} ∈ cub(C ) para toda i, entonces

{Uij → U} ∈ cub(C ).
(iii) Si {Ui → U} ∈ cub(C ) y V → U es un morfismo en C , entonces

Ui ×U V existen para todo i y se tiene que {Ui ×U V → V } ∈ cub(C ).
Un sitio cumple las propiedades anteriores por (e1), (e2), (e3), ası́ un sitio es una
topologı́a de Grothendieck.

En lo que sigue la palabra cubriente será sinónimo de la frase familia E-cubriente,
a menos que se especifique otra cosa.

La noción de topologı́a de Grothendieck generaliza la noción usual de topologı́a
en un conjunto X , pensando a los abiertos en el espacio X no como subconjuntos
de X sino como otros objetos, no necesariamente contenidos en X , junto con fun-
ciones con codominio X cuyas imágenes se piensan como los abiertos de X . Por
otra parte, los morfismos entre abiertos de X se deben pensar como inclusiones de
conjuntos abiertos, sólo que en el caso general de una topologı́a de Grothendieck
XE estas inclusiones tan sólo son morfismos entre estos objetos, y puede haber
más de una manera en que se tengan estos morfismos por lo que si los pensamos
como inclusiones se tiene que tomar en cuenta que podrı́an haber distintas maneras
en las que un objeto se puede incluir en otro. Por otra parte, se quiere que la inter-
sección de dos conjuntos abiertos sea otro abierto; en este caso se recuerda que la
intersección se puede ver como un producto fibrado y en el caso general lo que se
requiere es que los productos fibrados pertenezcan a la clase de objetos que van a
jugar el papel de los abiertos de la topologı́a. Sin embargo, notemos que para tomar
la unión de una colección arbitraria de abiertos es necesario pensar a éstos como
metidos en algún conjunto abierto mayor común y ası́ no se tiene, para topologı́as
de Grothendieck, el análogo de uniones arbitrarias.

Ejemplo 3. Si X es cualquier esquema, viendo a X como un esquema sobre
Spec(Z) y para XZar la clase de todas las inmersiones abiertas U ↪→ X , iden-
tificando a U con su imagen en X lo pensamos como un abierto en la topologı́a
de Zariski de X , y ciertamente una cubierta en XZar es lo mismo que una cubierta
abierta de X en el sentido usual, es decir, es una familia de abiertos {Ui ↪→ X} tal
que

X =
⋃
Ui
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donde notamos que en este ejemplo el producto fibrado de dos abiertos de X es su
intersección: Ui×Spec(Z) U

′ = Ui ∩U ′. Ası́, el sitio de Zariski, XZar, en un esque-
ma X es lo mismo que la topologı́a de Zariski en el sentido usual, identificando
cualquier inmersión abierta j : U ↪→ X con su imagen.

Definición 2.2. Considere ahora sitios X ′E′ y XE . Un morfismo π : X ′ → X
de esquemas define un morfismo de sitios π• : XE → X ′E′ mediante: π•(Y ) =
Y(X′) := Y ×X X ′ que se obtiene del producto fibrado:

Y ×X X ′
p //

q

��

Y

f

��
X ′ π

// X

De esta manera se tiene que

(a) para cada Y ∈ XE , Y(X′) pertenece a X ′E′ .
(b) para cadaE-morfismoU → Y enXE ,U(X′) → Y(X′) es unE′-morfismo.

Para ver que los cambios de base de familias suprayectivas de morfismos dan fa-
milias suprayectivas de morfismos, se necesita el lema siguiente.

Lema 2.3. Sean f1 : X1 → Y y f2 : X2 → Y morfismos de esquemas, si x1 ∈ X1,
x2 ∈ X2 verifican que f1(x1) = f2(x2), entonces existe un punto z ∈ X1 ×Y X2

tal que π1(z) = x1 y π2(z) = x2, donde π1 y π2 denotan las proyecciones del
producto fibrado X1 ×Y X2

DEMOSTRACIÓN. Pongamos y = f1(x1) = f2(x2), y considere las extensiones
k(y) ⊆ k(x1) y k(y) ⊆ k(x2); entonces k(x1)⊗k(y) k(x2) 6= 0, puesto que k(x1)
y k(x2) son k(y)-espacios vectoriales no nulos. Por lo tanto k(x1)⊗k(y)k(x2) tiene
un ideal máximo, m, y el campo K := (k(x1)⊗k(y) k(x2))/m es una extensión de
k(y) que contiene a k(x1) y k(x2).
Las composiciones

(ϕ1 = Spec(K) θ1→ Spec(k(x1))
can→ X1) → Y

y

(ϕ2 = Spec(K) θ2→ Spec(k(x2))
can→ X2) → Y

son iguales. Para probar esta última afirmación procedemos como sigue: se tiene
un diagrama conmutativo

Spec(K)
θ2 //

θ1
��

Spec(k(x2))

ψ2

��
Spec(k(x1))

ψ1

// Spec(k(y))

de este último diagrama se obtiene el diagrama conmutativo siguiente
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Spec(K)
θ2 //

θ1
��

Spec(k(x2))

ψ2

��

can // X2

f2

��
Spec(k(x1))

ψ1

//

can

��

Spec(k(y))can // Y

X1

f1

33hhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhh

y de aquı́ se sigue lo afirmado. Por lo que existe un morfismo único h : Spec(K) →
X1×Y X2 tal que π1 ◦ h = ϕ1 y π2 ◦ h = ϕ2. En particular poniendo z = h(•) se
cumplen las conclusiones del lema. �

Si tenemos un cubriente
{
Ui

ϕi−→ Y
}
i∈I de Y se sabe, ver el comentario A.8 en el

apéndice, que el siguiente diagrama es un producto fibrado, para cada i ∈ I:

Ui(X′) = X ′ ×X Ui //

ϕ̃i

��

Ui

ϕi

��
Y(X′) = X ′ ×X Y // Y

Sea U =
⋃
ϕ̃i(Ui(X′)). Siw ∈ X ′×X Y , en el espacio subyacente, entonces existe

un j ∈ I y un xj ∈ Uj tal que p(w) = ϕj(xj) = y ∈ Y , aplicando el lema 2.3
vemos que U = X ′ ×X Y . Ası́, el funtor

π• = (Y 7→ Y(X′)) : C /X → C ′/X ′

lleva cubrientes en cubrientes, y diremos entonces π es un morfismo continuo.

Ejemplo 4. Sea π : X → Y un morfismos de esquemas, entonces π define un
morfismo de sitios Yét → Xét como sigue: para cada U ∈ Yét ponemos π∗(U) =
π•(U) = U(X).

2.2. Pregavillas y gavillas
Una pregavilla de grupos abelianos en un sitio (C /X)E es un funtor contravariante
P : C /X → Ab. Ası́, P asocia a cada U en C /X un grupo abeliano P (U),
que algunas veces se denota por Γ(U,P ) y cuyos elementos a veces llamaremos
secciones de P en U .

Con cada morfismo f : U ′ → U de C /X , P asocia un morfismo de grupos
abelianos P (f) : P (U) → P (U ′) que algunas veces se le llama morfismo de re-
stricción. En ocasiones usaremos la notación ρUu′ = P (f) para denotar al morfismo
de restricción de U a U ′. La notación ρUUi

es ambigua ya que puede existir más de
un morfismo U → U ′, sin embargo la seguiremos utilizando teniendo en mente
este hecho, con la salvedad de que si tenemos mas de una pregavilla (o gavilla)
P, P1 etc, utilizaremos la notación P (ϕi), P1(ϕi), etc.

Un morfismo φ : P → P ′ de pregavillas en (C /X)E es una transformación natural
entre los funtores contravariantes P y P ′. Ası́, un morfismo de pregavillas η : F →
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F ′ es una colección de morfismos (de grupos abelianos) ηU : F (U) → F ′(U), uno
para cada E-morfismo U → X , tales que si V → X es otro E-morfismo tal que
se tiene un X-morfismo j : U → V , entonces los cuadrados siguientes conmutan

F (V )
ηV //

F (j)

��

F ′(V )

F ′(j)
��

F (U) ηU

// F ′(U)

Considere un morfismo de pregavillas ψ : P → P ′. Definimos la pregavilla núcleo,
que denotamos por ker(ψ), como sigue: si U ∈ C /X ponemos ker(ψ)(U) =

ker
(
P (U)

ψU−→ P ′(U)
)

y los morfismos de restricción son los inducidos por P .
La pregavilla imagen, que denotaremos por im(ψ), se define como sigue: Si U ∈
C /X ponemos im(ψ)(U) = im

(
P (U)

ψU−→ P ′(U)
)

y los morfismos de restricción
son los inducidos por P ′.

Las pregavillas y los morfismos de pregavillas sobre (C /X)E forman una cate-
gorı́a abeliana P ((C /X)E), ver por ejemplo [8], p. 126-130.

Ejemplo 5. SiM es un grupo abeliano, la pregavilla constantePM enXE está defini-
da por PM (U) = M , para cada U y PM (f) = 1M para cada morfismo f : U →
U ′; y si ∅ es el esquema vacı́o PM (∅) = {0}.

Ejemplo 6. La pregavilla aditiva Ga en el sitio (C /X)E está dada por Ga(U) =
Γ(U, OU ), visto sólo como grupo aditivo para cada U , y si f : U → U ′ es un
morfismo Ga(f) es el morfismo aditivo Γ(U ′, OU ′) → Γ(U, OU ) inducido por f .

Ejemplo 7. La pregavilla multiplicativa Gm en el sitio (C /X)E está dada por
Gm(U) = Γ(U, OU )∗, el grupo de unidades del anillo Γ(U,OU ), y si f : U → U ′

es un morfismo Gm(f) es el morfismo multiplicativo Γ(U ′, OU ′)∗ → Γ(U, OU )∗

inducido por f .

Ejemplo 8. Si Z es un X-esquema, el funtor contravariante HomX(−, Z) es una
pregavilla en XE . En general, si A es cualquier categorı́a y F : A → Conj
es un funtor contravariante (o covariante), diremos que es F representable si ex-
iste un objeto B de A tal que el funtor F es naturalmente equivalente al funtor
HomA (−, B). (En el caso covariante se debe tener que F es naturalmente equiva-
lente al funtor HomA (B,−)).

Definición 2.4. Una pregavilla P en XE es una gavilla si satisface que:

(1) Si s ∈ P (U) y existe una cubierta {ϕi : Ui → U}i∈I de U tal que ρUUi
(s) = 0

para cada i ∈ I , entonces s = 0. Aquı́ ρUUi
= P (ϕi)

(2) Si {ϕi : Ui → U}i∈I es una cubierta de U y se tiene una familia {si}, si ∈
P (Ui) tal que ρUi

Ui×UUj
(si) = ρ

Uj

Ui×UUj
(sj) para todos los i, j ∈ I , entonces existe

un s ∈ P (U) tal que ρUUi
(s) = si para cada i ∈ I .
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Notemos que ésta es la definición usual de gavilla sólo reemplazando la intersec-
ción de abiertos con el producto fibrado de dos objetos de XE .

La definición anterior de gavilla se puede expresar diciendo que el diagrama sigui-
ente es exacto:

P (U) →
∏

P (Ui) ⇒
∏

P (Ui ×U Uj)
Es decir, el morfismo P (U) →

∏
P (Ui) es inyectivo y dado {si} ∈

∏
P (Ui ×U

Uj) que satisface que ρUi
Ui×UUj

(si) = ρ
Uj

Ui×UUj
(sj) existe un s ∈

∏
P (Ui) tal que

ρUUi
(s) = si.

Otra manera de decir lo anterior es que el primer morfismo es el igualador de los
otros dos morfismos.

Sean F y G gavillas en un sitio XE ; un morfismo de gavillas es un morfismo de
pregavillas entre las pregavillas F y G.

También es posible definir pregavillas y gavillas con valores en una categorı́a arbi-
traria C sin embargo en lo que sigue, a menos que se especifique otra cosa, una pre-
gavilla, o una gavilla, significa una pregavilla, o una gavilla, de grupos abelianos.

Proposición 2.5. Supongamos que P es una pregavilla en Xét y P satisface las
condiciones siguientes:

(a) la restricción de P a XZar, es gavilla.
(b) Si W → U es un cubriente étale, con W y U esquemas afines, entonces

el siguiente diagrama es exacto: P (U) → P (W ) ⇒ P (W ×U W )
Entonces P es una gavilla en Xét

DEMOSTRACIÓN. Primero supongamos que W es un esquema de la forma W =∐
Wi. Por tanto, tenemos morfismos ϕi : Wi → W (inmersiones abiertas) en

particular W =
⋃
ϕi(Wi) y como P es gavilla en el sitio de Zariski entonces

P (W ) →
∏

P (Wi) ⇒
∏

P (Wi ×W Wj).

es exacta. Aquı́ se recuerda que Wi ×W Wj = Wi
⋂
Wj . Si {xi} ∈

∏
P (Wi) se

verifica que:
ρWi

Wi
⋂
Wj

(si) = ρ
Wj

Wi
⋂
Wj

(sj).

puesto que si Wi
⋂
Wj = ∅ P (Wi

⋂
Wj) = {0} y si Wi

⋂
Wj 6= ∅ esto implica

Wi = Wj = Wi
⋂
Wj , por que W es unión disjunta de los esquemas Wi y en este

esquema W los Wi son ajenos por pares. Y como P es gavilla, en XZar, existe un
único s ∈ P (W ) con ρWWi

(s) = si. De esta manera P (W ) ∼=
∏
P (Wi).

Ahora, considere un cubriente étale {Ui → U} arbitrario. Si tenemos la sucesión

(3) P (U) →
∏

P (Ui) ⇒
∏

P (Ui ×U Uj).

por lo anterior
∏
P (Ui) = P (U ′ =

∐
Ui) y P (

∐
(Ui ×U Uj)) =

∏
P (Ui ×U

Uj) = P (U ′ ×U U ′). Entonces (3) se transforma en:

P (U) → P (U ′) ⇒ P (U ′ ×U U ′).
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y debemos probar que la sucesión anterior es exacta.

Por otro lado, si tenemos un cubriente étale {Ui → U}i∈I , con I un conjunto finito,
y cada Ui afı́n, por (b) se tiene que:

P (U) → P (U ′) ⇒ P (U ′ ×U U ′).

es exacta, ya que U ′ =
∐
Ui es afı́n.

Sea f :
∐
U ′j → U , donde {U ′j → U} es un cubriente étale. Por propiedades de∐

U ′j se tiene que f es suprayectiva. Escribiendo U como unión de abiertos afines
U =

⋃
i Ui, para cada i, f−1(Ui) =

⋃
U ′ik , con cada U ′ik un abierto afı́n y como

f es suprayectiva, entonces Ui =
⋃
f(U ′ik) y cada f(U ′ik) es abierto en Ui, por la

proposición 1.19.

Puesto que cada Ui es casi compacto, existe un conjunto finito de ı́ndices Ki, para
cada i, tal que Ui =

⋃
k∈Ki

f(U ′ik), es decir {U ′ik → Ui}k∈Ki
es un cubriente

finito.

Observe entonces que U ′ik → Ui son los morfismos f |U ′
ik

: U ′ik → Ui, y notemos
también que:

U ′ =
⋃

i,k∈Ki

U ′ik .

Ahora, para cada i, por la hipótesis (b), la sucesión:

(4) P (Ui) →
∏
k

P (U ′ik) ⇒
∏
k,l

P (U ′ik ×U U
′
jk

).

es exacta, donde recordamos que el conjunto de ı́ndices Ki es finito y k, l ∈ Ki.

También, por la hipótesis (a), la sucesión siguiente es exacta:

(5) P (U ′) →
∏
i,k

P (U ′ik) ⇒
∏
i,j,k,l

P (U ′ik
⋂
U ′jl).

Notemos que la condición para que P sea una gavilla, también se puede expresar
diciendo que la sucesión siguiente es exacta:

0 → P (X) →
∏

P (Xi) →
∏

P (Xi ×X Xj).

donde {Xi → X} es un cubriente y
∏
P (Xi) →

∏
P (Xi×X Xj) es el morfismo∏

(P (π1
ij)− P (π2

ij)). Considere ahora el diagrama siguiente:
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0

��

0

��
0 // P (U)

ϕ //

ψ

��

P (U ′)
ϕ̃ //

ψ1

��

P (U ′ ×U U ′)

ψ2

��
0 //

∏
P (Ui)

φ //

ψ

��

∏
P (U ′ik)

φ1 //

ψ̃1

��

∏
P (U ′ik ×U U

′
il
)

0 //
∏
P (Ui

⋂
Uj)

θ //
∏
P (U ′ik

⋂
U ′jl)

Y observe que las columnas son exactas por (5), el renglón de enmedio es exacto,
ya que es producto de sucesiones exactas de grupos abelianos, por (4), y todo el
diagrama es conmutativo.

Ahora siϕ(s) = ϕ(s′) ésto implica queψ1(ϕ(s)) = ψ1(ϕ(s′)), es decir, φ(ψ(s)) =
φ(ψ(s′)) y por la exactitud del renglón de enmedio ψ(s) = ψ(s′) es decir s = s′,
en particular esto prueba que θ es inyectiva.

Sea s ∈ P (U ′) con ϕ̃(s) = 0; de ésto se sigue que ψ2(ϕ̃(s)) = 0, por lo que
φ1(ψ1(s)) = 0 y ası́ existe un s̃ ∈

∏
P (Ui) con φ(s̃) = ψ1(s). Esto implica

que ψ̃1(φ(s̃)) = ψ̃1(ψ1(s)) = 0 y entonces se sigue que θ(ψ̃(s̃)) = 0 por lo que
ψ̃(s̃) = 0, y por lo tanto existe s′ ∈ P (U) con ψ(s′) = s̃. Entonces φ(ψ(s′)) =
φ(s̃) = ψ1(ϕ(s′)) = ψ1(s), es decir, s = ϕ(s′). �

Antes de ver ejemplos concretos de gavillas necesitaremos el lema y proposición
siguientes, y para un resultado más completo véase [13] p. 16.

Lema 2.6. Para todo morfismo fielmente plano ϕ : A→ B, la sucesión:

0 → A→ B → B ⊗A B.

es exacta, donde el morfismo ψ : B → B ⊗A B está dado por: b 7→ 1⊗ b− b⊗ 1.

DEMOSTRACIÓN. (1) El lema es cierto si ϕ : A → B admite una sección, es
decir, si existe un morfismo de anillos s : B → A tal que s ◦ ϕ = 1A. Para probar
esto, ponemos f : B ⊗A B → B dado en los generadores por b⊗ b′ 7→ bϕ(s(b′)).
Entonces f(1 ⊗ b − b ⊗ 1) = ϕ(s(b)) − b. Por lo tanto si 1 ⊗ b − b ⊗ 1 = 0, se
tiene que b = ϕ(s(b)) ∈ ϕ(A), es decir, ker(ψ) ⊆ Im(ϕ) y ciertamente Im(ϕ) ⊆
ker(ψ). Como ϕ tiene una sección entonces ϕ es inyectiva, lo cual junto con el
razonamiento anterior muestra que la sucesión:

0 → A→ B → B ⊗A B.

es exacta.

(2) Si el lema es verdadero para el morfismo a′ 7→ a′ ⊗ 1 : A′ → A′ ⊗A B,
donde A → A′ es algún morfismo fielmente plano, entonces es verdadero para
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ϕ : A→ B. Para ver esto, observe que si el lema es valido para A′ → A′ ⊗A B se
tiene que

0 → A′ → A′ ⊗A B → (A′ ⊗A B)⊗A′ (A′ ⊗A B).

Ahora observemos que (A′ ⊗A B) ⊗A′ (A′ ⊗A B) ∼= A′ ⊗A (B ⊗A B) y como
A′ → A es fielmente plano tenemos que la sucesión:

0 → A→ B → B ⊗A B.

es exacta.

(3) Observe ahora que el morfismo b 7→ b⊗ 1 : B → B ⊗A B tiene una sección, a
saber b⊗ b′ 7→ bb′.

Ahora como ϕ : A→ B es fielmente plano esto implica, por cambio de base, que
Spec(B⊗AB) → Spec(B) es fielmente plano, y por (1) y por (3) el lema es válido
para Spec(B ⊗A B) → Spec(B) y por (2), utilizando el morfismo ϕ : A → B,
que es fielmente plano, se prueba que el lema es válido para ϕ : A→ B. �

Proposición 2.7. Si F es una pregavilla en el sitio Xét que es representable por
un X-esquema afı́n Z, entonces F es gavilla.

DEMOSTRACIÓN. Considere una pregavilla representable por un X-esquema afı́n
Z = Spec(C); sean U,Ui ⊆ X abiertos con U =

⋃
Ui, y consideremos la suce-

sión:

HomX(U,Z) →
∏

HomX(Ui, Z) ⇒
∏

HomX(Ui ∩ Uj , Z).

donde los morfismos son ϕ 7→ (ϕ |Ui) : HomX(U,Z) →
∏

HomX(U,Z) y
(ϕi) 7→ (ϕi |Ui∩Uj −ϕj |Ui∩Uj ) :

∏
HomX(Ui, Z) ⇒

∏
HomX(Ui ∩ Uj),

respectivamente. Dado un morfismo ϕ : U → Z, éste está determinado de modo
único por sus restricciones ϕ|Ui : Ui → Z; Ahora, dado un sistema de morfismos
ϕi : Ui → Z tales que ϕi |Ui∩Uj= ϕj |Ui∩Uj , existe un único morfismo ϕ : U → Z
tal que ϕ|Ui= ϕi. Esto dice que la sucesión anterior es exacta y ası́ se cumple la
condición (1) de la proposición 2.5.

Para verificar la condición (2) de dicha proposición considere un cubriente étale
{Y ′ → X ′} de esquemas afines, digamos que X ′ = Spec(A) y Y ′ = Spec(B)
notando que este morfismo es fielmente plano. Por el lema 2.6 se tiene que la
sucesión siguiente es exacta:

0 → A→ B → B ⊗A B.

por lo tanto la sucesión siguiente es exacta:

0 → Hom(C,A) → Hom(C,B) → Hom(C,B ⊗A B).

y recordando que HomA(B1, B2) ∼= HomEsq(Spec(B2),Spec(B2)) se obtiene
que la sucesión:

HomX(X ′, Z) → HomX(Y ′, Z) ⇒ HomX(Y ′ ×X′ Y ′, Z).

es exacta, y ésto termina la demostración de la proposición. �
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Ejemplo 9. Considere un esquema X y el sitio Xét. Las pregavillas Ga y Gm son
gavillas, puesto que ambas son representables. En efecto Ga es representada por el
esquema Spec(Z[t])×Spec(Z) X , ya que:

Ga(U) = Γ(U,OU ) = Hom(Z[t],Γ(U,OU )) = HomX(U,Spec(Z[t])×Spec(Z)X).

y Gm es representada por el esquema Spec(Z[t, t−1])×Spec(Z) X , ya que:

Gm(U) = Γ(U,OU )∗ = Hom(Z[t, t−1],Γ(U,OU ))

= HomX(U,Spec(Z[t, t−1])×Spec(Z) X).

y ası́ por la proposición 2.7 las pregavillas anteriores son gavillas.

Esquemas en grupos. Tanto Ga como Gm son ejemplos de gavillas definidas por
esquemas en grupos conmutativos. Recordemos que si un funtor contravariante
F : Xét → Grp, donde Grp es la categorı́a de grupos, es representable por un
esquema G ∈ Esq /X , decimos que G es un esquema en grupos (y algunas veces,
por abuso de lenguaje, decimos que el funtor F es un esquema en grupos). Ası́,
por definición, se tiene una equivalencia natural F ' HomXét

(−, G), es decir,
para todo Y ∈ Xét, se tiene que F (Y ) ' HomXét

(Y,G) y para cada morfismo
f : Y ′ → Y en Xét se tiene que F (f) : F (Y ) → F (Y ′) es un homomorfismo
de grupos tal que el diagrama siguiente conmuta, donde para abreviar la notación
ponemos hG := HomXét

(−, G):

F (Y )
F (f) //

'
��

F (Y ′)

'
��

hG(Y )
f∗
// hG(Y ′)

Entonces, como para cada Y ∈ Xét, hG(Y ) es un grupo, denotemos su operación
mediante µY : hG(Y ) × hG(Y ) → hG(Y ) y observemos que para cualquier X-
morfismo f : Y ′ → Y , los cuadrados siguientes conmutan

hG(Y )× hG(Y )
µY //

f∗×f∗
��

hG(Y )

f∗

��
hG(Y ′)× hG(Y ′) µY ′

// hG(Y ′)

por lo que las operaciones µY definen una transformación natural

µ : hG × hG → hG.

que, por el lema de Yoneda, corresponde a un X-morfismo µ : G×X G→ G que
hace de G un X-esquema en grupos. (No está de más recordar que la categorı́a
Xét tiene productos directos finitos dados por los productos fibrados y queX es un
objeto final en esta categorı́a).

Recı́procamente, si G = (G,µ, ε, ι) es un objeto grupo en la categorı́a Esq /X ,
recordemos que se tienen los morfismos

µ : G×G→ G (multiplicación), ε : X → G (neutro), ι : G→ G (inverso),
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tales que los diagramas siguientes conmutan:

G×G×G
µ×idG //

idG×µ
��

G×G

µ

��

G
(p,idG) //

idG
))TTTTTTTTTTTTTTTTTTTTT X ×G

ε×idG // G×G

µ

��

G
(ι,idG) //

p

��

G×G

µ

��
G×G µ

// G G X ε
// G

que corresponden, respectivamente, a la asociatividad de la multiplicación, la ex-
istencia de neutro por la izquierda y la existencia de inversos izquierdos. Aquı́ p :
G→ X es el único morfismo al objeto terminal X .

Ahora, para el morfismo µ : G × G → G y para cada T ∈ Xét, por el lema de
Yoneda se tiene asociada una aplicación

hG(T )× hG(T ) ' hG(T,G×G)
µT−→ hG(T ).

y, similarmente, el morfismo ε : X → G induce

hG(X) εT−→ hG(T ).

y lo mismo para el morfismo de inversión ι, de tal forma que se verifica fácilmente
que, para cada T ∈ Xét, hG(T ) = (hG(T ), µT , εT , ιT ) es un grupo, en el sentido
usual, por lo que el funtor contravariante hG tiene codominio Grp, es decir,

hG = HomXét
(−, G) : Esq /X → Grp .

En resumen, hemos mostrado que un objeto grupo G en Esq /X corresponde a
un funtor contravariante hG : Xét → Grp, en particular, si G es conmutativo,
entonces hG : Xét → Ab, es una pregavilla de grupos abelianos. Nótese que en el
sitio étale toda pregavilla representable, en particular un esquema en grupos, es ya
una gavilla, esto se sigue de la proposición 2.7.

La categorı́a de pregavillas sobre un sitio XE la denotaremos por P (XE) y la
categorı́a de gavillas en XE se denota por G(XE). Sea π : X ′E′ → XE continuo.
Dada una pregavilla P ′ en X ′E′ le asociamos la pregavilla πp(P ′) = P ′ ◦ π•. De
este modo tenemos un funtor, inducido por πp, llamado el funtor imagen directa
πp : P (X ′E′) → P (XE).

Considere un morfismo de esquemas π : Y → X , y el morfismo de sitios corres-
pondiente π• : Xét → Yét, como en la definición 2.2.

Lema 2.8. Si F es una gavilla en Yét entonces πp(F ) es una gavilla en Xét.

DEMOSTRACIÓN. Sea {Ui → U} un cubriente en Xét. Entonces por el lema 2.3
se tiene que {π•(Ui) → π•(U)} es un cubriente en Yét; por lo tanto la sucesión
siguiente es exacta:

F (π•(U)) →
∏

F (π•(Ui)) ⇒
∏

F (π•(Ui)×Y π•(Uj)).

pero como π•(Ui)×Y π•(Uj) = π•(Ui ×X Uj); entonces la sucesión siguiente es
exacta:

(πp(F ))(U) →
∏

(πp(F ))(Ui) ⇒
∏

(πp(F ))(Ui ×X Uj).
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�

El funtor imagen inversa πp : P (XE) → P (X ′E′) se define como el adjunto
izquierdo de πp, es decir, πp verifica que

HomP (X′)(π
pP, P ′) ∼= HomP (X)(P, πpP

′).

funtorialmente en P y P ′. Para demostrar que tal funtor adjunto izquierdo existe
véase el apéndice A.5.

Otra situación que nos interesa considerar es la siguiente: considere un esquema
X y una inmersión abierta j : U ↪→ X; si P es una pregavilla en Uét y Q es una
pregavilla en Xét; existe una pregavilla P!, ver apéndice A.6, tal que:

HomXét
(P!, Q) ∼= HomUét

(P, jpQ).

funtorialmente.

Definición 2.9. Sea X un esquema y u : x → X un punto geométrico de X . Si
P es una pregavilla en Xét la fibra de P en x, que denotamos por Px, es el grupo
abeliano (upxP )(x).

Comentario 2.10. Se puede demostrar, véase el apéndice A.5, que Px = ĺım
−→

P (U)
donde el lı́mite corre sobre todos los diagramas conmutativos

U

��

xoo

ux����
��

��
��

X

con U étale sobre X , es decir, sobre todas las vecindades étales de x en X .

2.3. La gavilla asociada a una pregavilla
Dada una pregavilla P , le podemos asociar una gavilla, aP , llamada la gavilla aso-
ciada a la pregavilla P . Para obtener tal gavilla necesitaremos algunos resultados
preliminares.

Lema 2.11. Sea F una gavilla en Xét. Si s ∈ F (U) cumple que s 6= 0, entonces
existe un x ∈ X y un punto x de U tal que sx 6= 0.

DEMOSTRACIÓN. Se probará la afirmación equivalente: si para todo punto x de
U sx = 0 entonces s = 0.

Sean ϕ : U → X étale y u ∈ U . El morfismo ϕ] : OX → ϕ∗OU induce un mor-
fismo de campos k(ϕ(u)) → k(u). Por otra parte tenemos el morfismo canónico
Spec(k(u)) → U y componiendo con ϕ se tiene un morfismo, Spec(k(u)) → X ,
y utilizando un resultado de [6] p. 102, 103, este morfismo es igual a:

Spec(k(u)) → Spec(k(ϕ(u))) → X.

Si se escoge un campo k separablemente cerrado que contenga a k(u), entonces
cada u ∈ U es la imagen de un punto geométrico x de U , donde x = ϕ(u).
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Entonces, para cada u ∈ U se tiene que sx = 0 y por lo tanto existe Wu → X ,
étale, tal que u ∈ ϕ(Wu) y ρUWu

(s) = 0. La familia {Wu → U}u∈U es un cubriente
y como F es gavilla esto implica que s = 0. �

Definición 2.12. Sea F una gavilla (o pregavilla) en XE , una subpregavilla de F ,
es una pregavilla, F0 en XE , tal que para cada U ∈ XE F0(U) es un subgrupo de
F (U) y si h : W → U es un morfismo en XE , el morfismo F0(h) : F0(U) →
F0(W ) es la restricción del morfismo F (h) : F (U) → F (W ), es decir si s ∈
F0(U) entonces F0(h)(s) = F (h)(s) ∈ F0(W ). Una subgavilla de una gavilla F ,
es una subpregavilla de F que es gavilla.

Ejemplo 10. Si ψ : P → F es un morfismo de pregavillas, con P pregavilla y F
una gavilla, entonces im(ψ) es una subpregavilla de F .

Ejemplo 11. Si ψ : P → F es un morfismo de pregavillas, con P pregavilla y F
una gavilla, entonces ker(ψ) es una subpregavilla de P .

Definición 2.13. Si {Fα}α∈I es una familia de gavillas en XE ,
∏
Fα es la pregav-

illa siguiente: si U ∈ XE se tiene que
∏
Fα(U) =

∏
Fα(U) y, dado un morfismo

ϕ : W → U en XE el morfismo (
∏
Fα)(ϕ) :

∏
Fα(U) →

∏
Fα(W ) se define

por: ( ∏
Fα

)
(ϕ) =

∏
Fα(ϕ)

Lema 2.14. Sea XE un sitio. Si {Fα}α∈I es una familia de gavillas en XE , en-
tonces

∏
Fα es una gavilla.

DEMOSTRACIÓN. Sean
{
Ui

ϕi−→ U
}
i∈I un cubriente y s, t secciones de (

∏
Fα)(U)

tales que para cada i:

(6) ρUUi
(s) = ρUUi

(t).

Ya que s = (sα) y t = (tα), de la igualdad (6) vemos que, fijado α, Fα(ϕi)(sα) =
Fα(ϕi)(tα) para cada i, lo cual implica que sα = tα, por ser Fα gavilla, por lo que
s = t.

Ahora, supongamos que, para cada i, se tiene una familia de si ∈ (
∏
Fα)(Ui) que

satisface:

(7) ρUi
Ui×UUj

(si) = ρ
Uj

Ui×UUj
(sj).

Considere entonces los productos fibrados siguientes:

Ui ×U Uj
π2

ij //

π1
ij

��

Uj

ϕj

��
Ui ϕi

// U

Fijando α y recordando que si = (sα,i), de la igualdad (7) se obtiene que:

Fα(π1
ij)(sα,i) = Fα(π2

ij)(sα,j).



30 2. LA TOPOLOGÍA ÉTALE

para cada par de ı́ndices i, j. Como Fα es gavilla, existe un sα, en Fα(U), con
Fα(ϕi)(sα) = sα,i para cada i, por lo tanto ρUUi

(s) = si para cada i, y por lo tanto∏
Fα es gavilla. �

Definición 2.15. Sea X un esquema y considere el sitio Xét. Un morfismo de
gavillas (o pregavillas) α : F → F ′ se dice que es localmente suprayectivo si para
todo U ∈ Xét y s ∈ F ′(U), existe un cubriente

{
Ui

ϕi−→ U
}
i∈I tal que F ′(ϕi)(s)

está en la imagen de F (Ui) → F ′(Ui).

Si P es una pregavilla, dos secciones s1, s2 ∈ P (U) se dice que son localmente
iguales si existe un cubriente

{
Ui

ϕi−→ U
}
i∈I tal que ρUUi

(s1) = ρUUi
(s2).

Lema 2.16. Sea X un esquema y considere el sitio Xét. Sea i : P → F un
morfismo de pregavillas, con P pregavilla y F gavilla, supóngase que:

(a) Las únicas secciones de P (U) cuyas imágenes están en F (U) son las
localmente iguales.

(b) i es localmente suprayectivo.
Entonces el par (F, i) cumple la propiedad siguiente:

Si i′ : P → F ′ es un morfismo de pregavillas, con F ′ gavilla, existe un único
morfismo de gavillas α : F → F ′ tal que el diagrama siguiente conmuta:

P
i //

i′

��

F

α~~}}
}}

}}
}

F ′

DEMOSTRACIÓN. Sea i′ : P → F ′ un morfismo de pregavillas, con F ′ gavilla;
sean U ∈ Xét y s ∈ F (U). Por (b) existe un cubriente

{
Uj

ϕj−→ U
}
j∈I tal que

F (ϕj)(s) está en la imagen del morfismo P (Uj) → F (Uj) y por lo tanto existen
sj ∈ P (Uj) tales que iUj (sj) = F (ϕj)(s) para todo j.

Si existieran otros elementos s′j ∈ P (Uj) con iUj (s
′
j) = F (ϕj)(s), por (a) para

cada Uj existe un cubriente
{
Ujl

ϕjl−→ U
}
l∈Ij

tal que P (ϕjl)(sj) = P (ϕjl)(s′j)
para todo l. De esta manera obtenemos el diagrama conmutativo siguiente:

P (U)
i′U //

P (ϕj)

��

F ′(U)

F ′(ϕj)
��

P (Uj)
i′Uj //

P (ϕjl)

��

F ′(Uj)

F ′(ϕjl)

��
P (Ujl)

i′Ujl // F ′(Ujl)

Por lo tanto F ′(ϕjl)(i′Uj
(sj)) = F ′(ϕjl)(i′Uj

(s′j)) para todo l y como F ′ es una
gavilla, y j es arbitrario, se sigue que (i′Uj

(sj)) = (i′Uj
(s′j)) para todo j. Además
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para j y l tenemos que las restricciones de i′Uj
(sj) y i′Ul

(sl) en F ′(Uj ×U Ul) son
iguales; para ver esto considere el producto fibrado siguiente:

Uj ×U Ul
π2

jl //

π1
jl

��

Ul

ϕl

��
Uj ϕj

// U

De la condición iUj (sj) = F (ϕj)(s) obtenemos que:

F (π1
jl)iUj (sj) = F (π1

jl)F (ϕj)(s).

F (π2
jl)iUl

(sl) = F (π2
jl)F (ϕl)(s).

Por (a) existe un cubriente
{
Wm

ψm−→ Uj ×U Ul
}

tal que

P (ψm)P (π1
jl)(sj) = P (ψm)P (π2

jl)(sl).

y consecuentemente F ′(ψm)F ′(π1
jl)(i

′
Uj

(sj)) = F ′(ψm)F ′(π2
jl)(i

′
Ul

(sl)). Puesto
que F ′ es gavilla entonces F ′(π1

jl)(i
′
Uj

(sj)) = F ′(π2
jl)(i

′
Ul

(sl)) y por lo tanto ex-
iste un único s̃ ∈ F ′(U) tal que F ′(ϕj)(s̃) = i′Uj

(sj) para todo j.

Lo anterior permite definir un morfismo de gavillas α : F → F ′ de la manera
siguiente: sea U ∈ Xét; dado s ∈ F (U) existe un cubriente

{
Uj

ϕj−→ U
}
j∈Iy sj ∈

P (Uj) tal que iUj (sj) = F (ϕj)(s). Por lo tanto existe un único αU (s) ∈ F ′(U)
tal que F ′(ϕj)(αU (s)) = i′Uj

(sj) para todo j.

De la descripción de α se infiere que el diagrama siguiente conmuta:

P
i //

i′

��

F

α~~}}
}}

}}
}

F ′

Si existiera otro morfismo α′ : F → F ′ que hace conmutar el diagrama anterior,
sean U ∈ Xét y s ∈ F (U). Existe un cubriente

{
Uj

ϕj−→ U
}
j∈I y sj ∈ P (Uj)

tal que iUj (sj) = F (ϕj)(s) y por lo tanto, existe un único αU (s) ∈ F ′(U) tal
que ρUUj

(αU (s)) = i′Uj
(sj) para todo j. Por lo tanto F ′(ϕi)α′U (s) = F ′(ϕi)αU (s)

y como F ′ es gavilla entonces α′U (s) = αU (s); y como esto es válido para todo
U ∈ Xét y s ∈ F (U) se tiene que α = α′. �

Lema 2.17. Sea P una subpregavilla de la gavilla F . Para cada U ∈ Xét, sea
P ′(U) el conjunto formado por los s ∈ F (U) tales que existe un cubriente

{
Ui

ϕi−→
U

}
i∈I tal que F (ϕi)(s) ∈ P (Ui) para cada i. Entonces P ′ es una subgavilla de

F y P → P ′ es un morfismo localmente suprayectivo. Decimos que P ′ es la sub-
gavilla de F generada por P .
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DEMOSTRACIÓN. Seaϕ : U ′ → U un morfismo enXét y definaP ′(ϕ) : P ′(U) →
P ′(U ′) de la manera siguiente: si s ∈ P ′(U) ponemos P ′(ϕ)(s) = F (ϕ)(s).
Oberve que si

{
Ui

ϕi−→ U
}
i∈I es un cubriente de U , entonces

{
Ui ×U U ′

ϕi−→
U ′

}
i∈I es un cubriente de U ′; se sigue que P ′ es una subpregavilla de F .

Ahora se define ψ : P → P ′ como sigue: si U ∈ Xét, entonces ψU : P (U) →
P ′(U) es el morfismo ψU (s) = s, para todo s ∈ P (U). Si s ∈ P ′(U) existe un
cubriente

{
Ui

ϕi−→ U
}
i∈I tal que F (ϕi)(s) ∈ P (Ui) y, ciertamente, P ′(ϕi)(s)

está en la imagen de P (Ui) → P ′(Ui). Por lo tanto ψ : P → P ′ es localmente
suprayectiva.

Finalmente, sea
{
Ui

ϕi−→ U
}
i∈I un cubriente y considere la sucesión:

P ′(U) →
∏

P ′(Ui) ⇒
∏

P ′(Ui ×U Uj).

Si s ∈ P ′(U) satisface que P ′(ϕi)(s) = 0 para cada i, entonces s = 0 puesto que
F es gavilla. Sea (si) ∈

∏
P ′(Ui) y considere el producto fibrado siguiente:

Ui ×U Uj
π2

ij //

π1
ij

��

Uj

ϕj

��
Ui ϕi

// U

Si (si) satisface que P ′(π1
jl)(si) = P ′(π2

jl)(sj) para cada par de ı́ndices i, j, en-
tonces existe un s ∈ F (U) tal que F (ϕi)(s) = si por que F es gavilla. Se sigue
que P ′ es una gavilla. �

El resultado principal en este contexto es:

Teorema 2.18. Para cualquier pregavilla P enXét, existe una gavilla aP , enXét,
y un morfismo de pregavillas φ : P → aP tal que si φ′ : P → F es un morfismo
de pregavillas, con F gavilla, entonces existe un único morfismo de gavillas ψ :
aP → F tal que el diagrama siguiente conmuta:

P
φ //

φ′

��

aP

ψ}}
F

DEMOSTRACIÓN. Considere primero el caso cuando X = Spec(k), con k un
campo separablemente cerrado. Si U es un esquema étale sobre X , entonces por
el ejemplo 2 se tiene que U =

⊔r
i=1 Spec(ki), donde cada extensión ki/k es finita

y separable y, puesto que k es separablemente cerrado, se tiene que ki = k; por lo
tanto U =

⊔r
i=1Xi, con Xi = X para i = 1, . . . , n.
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La gavilla asociada, aP , a la pregavilla P está definida como sigue: dado U ∈ Xét

ponemos

U 7→
r∏
i=1

P (Xi) = P (X)r.

y φU es el morfismo P (U) →
∏r
i=1 P (Xi) siguiente: tenemos una inclusión natu-

ral ψi : Xi ↪→ U y si s ∈ P (U) ponemos φU (s) = (P (ψi)(s)).

Ahora, considere un esquema X , arbitrario. Para cada x ∈ X sea ux : x → X un
punto geométrico de X , y considere el isomorfismo de adjunción:

(8) Hom(upx P, P
′) ∼= Hom(P, (ux)pP ′).

Considere ahora la pregavilla upx(P ) en xét. Aplicando la construcción anterior se
obtiene una gavilla a(upx(P )) junto con un morfismo

(9) upx (P ) → a(upx (P )).

Por el lema 2.8 se sigue que (ux)pP ∗x , donde P ∗x = a(upxP ), es una gavilla, y por
el lema 2.14, P ∗ =

∏
x∈X(ux)pP ∗x es una gavilla en Xét.

De (8), con P ′ = upxP , se obtiene que

Hom(upx P, u
p
x P ) ∼= Hom(P, (ux)p(upxP )).

en particular, para el morfismo identidad upx(P ) → upx(P ) se obtiene un único
morfismo P → (ux)p(u

p
xP ), y de (9) se obtiene (ux)p(u

p
x)(P ) → (ux)pP ∗x . De

esta manera tenemos el morfismo

P → (ux)p(upxP ) → (ux)pP ∗x .

que denotaremos por ϕx. Definimos φ : P → P ∗ como sigue:

φU =
∏

ϕxU .

Considere ahora la pregavilla im(φ), que es una subpregavilla de P ∗. Aplicamos
el lema 2.17 a im(φ) y obtenemos la gavilla aP = im(φ)′, que por el lema 2.11
cumple la condición (a) del lema 2.16; por lo tanto aplicando este último lema
termina la demostración. �

Comentario 2.19. El teorema 2.18 puede parafrasearse como sigue: el funtor de
inclusión i : G(Xét) → P (Xét) tiene un funtor adjunto izquierdo a : P (Xét) →
G(Xét). Es decir tenemos un isomorfismo natural

HomG(Xét)(aP, F ) ∼= HomP (Xét)(P, iF ).

Lema 2.20. Si ψ : F → F ′ es un morfismo de gavillas, entonces ker(ψ) es una
gavilla.

DEMOSTRACIÓN. Considere un cubriente
{
Ui

ϕi−→ U
}
i∈I y la sucesión siguiente:

ker(ψ)(U) →
∏

ker(ψ)(Ui) ⇒
∏

ker(ψ)(Ui ×U Uj).

Dado un s ∈ ker(ψ)(U) tal que ker(ψ)(ϕi)(s) = 0 para cada i, como estos mor-
fismos de restricción son de la forma F (ϕi) y puesto que F es gavilla, se sigue que
s = 0.
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Ahora sea (si) ∈
∏

ker(ψ)(Ui) tal que ker(ψ)(π1
ij(si) = ker(ψ)(π2

ij(sj). En-
tonces, como F es gavilla, existe un s ∈ F (U) tal que F (ϕi)(s) = si para cada
i; ahora F ′(ϕi)ψU (s) = ψUiF (ϕi)(s) = 0, puesto que F ′ es gavilla. Se sigue que
ψU (s) = 0. �

El teorema siguiente muestra que la categorı́a de gavillas de grupos abelianos en el
sitio Xét, es una categorı́a abeliana.

Teorema 2.21. (a) El funtor inclusión G(Xét) → P (Xét) es exacto izquierdo y
preserva lı́mites inversos. El funtor a : P (Xét) → G(Xét) es exacto y preserva
lı́mites directos.

(b) Las afirmaciones siguientes son equivalentes:

(i) 0 → F ′ → F → F ′′ es exacta en G(Xét).
(ii) 0 → F ′ → F → F ′′ es exacta en P (Xét).

(iii) 0 → F ′(U) → F (U) → F ′′(U) es exacta para todo U en Xét.
(iv) 0 → F ′x → Fx → F ′′x es exacta para todo punto geométrico x→ X .

(c) φ : F → F ′ es suprayectiva en G(Xét) si y sólo si para cada U ∈ Xét y cada
s ∈ F ′(U), existe un cubriente {Ui → U} de U y elementos si ∈ F (Ui) tales que
φ(si) = ρUUi

(s) para cada i. Esto es equivalente a que Fx → F ′x sea suprayectiva
para todo x.

(d) G(Xét) es una categorı́a abeliana.

DEMOSTRACIÓN. (a) Sólo se probará la exactitud izquierda del funtor a. Sea P →
P ′ un monomorfismo. Utilizando la notación del teorema 2.18 se tiene que P ∗ →
P ′∗ es inyectivo en P (Xét), puesto que upx es exacto y aP y aP ′ son subgavillas
de P ∗ y P ′ ∗, respectivamente. Ası́ aP → aP ′ es inyectiva en P (Xét). Sea F el
núcleo de aP → aP ′ en G(Xét). Como el funtor de inclusión G(Xét) → P (Xét)
es exacto izquierdo entonces F = 0 y ası́, aP → aP ′ es inyectiva en G(Xét).

(b) Ahora, por (a), (i) es equivalente a (ii), de manera directa (ii) es equivalente a
(iii) y, ciertamente, (iii) implica (iv), por lo que falta probar es que (iv) implica (iii).

Sea U ∈ Xét y considere la sucesión

0 −→ F ′(U)
ϕU−→ F (U)

ψU−→ F ′′(U).

Para cada punto geométrico u de U se tienen los diagramas conmutativos sigu-
ientes:

(10) F (U)
ρU // Fu

F ′(U)

ϕU

OO

ρ′U

// F ′u

ϕu

OO
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(11) F ′′(U)
ρ′′U // F ′′u

F (U)

ψU

OO

ρU

// Fu

ψu

OO

Si s′ ∈ F ′(U) satisface que ϕU (s′) = 0, entonces, para cada punto geométrico, u,
de U se tiene que ϕu(s′u) = 0 y, como ϕu es inyectiva, entonces s′u = 0, y ası́ por
el lema 2.11 se tiene que s′ = 0, es decir, ϕU es inyectiva.

Ahora, considere s′ ∈ F ′(U). De los diagramas conmutativos (10) y (11) se tiene
que para cada punto geométrico, u, de U , ψu(ϕu(s′u))) = ψu(ρU (ϕU (s′))) =
ρ′′U (ψU (ϕU (s′))) = 0. Finalmente aplicando el lema 2.11 a ψU (ϕU (s′)) se obtiene
que ψU (ϕU (s′)) = 0.

Si s ∈ F (U) satisface que ψU (s) = 0, considere u ∈ U y un punto geométrico
u, de U , cuya imagen es u. Utilizando (11) vemos que ψu(ρU (s)) = ψu(su) = 0,
y por lo tanto existe un t′u ∈ F ′u, único, con ϕu(t′u) = su. Se observa que t′u =
ρ′U1

(t′) y t′ ∈ F ′(U1), donde U1 es una vecindad étale de u y por consiguiente el
diagrama siguiente conmuta:

U1

φ

��

uoo

ux��~~
~~

~~
~~

U

en particular existe un u1 ∈ U1 tal que φ(u1) = u.

Del diagrama conmutativo siguiente:

(12) F ′(U1) //

��

F (U1) //

��

F ′′(U1)

��
F ′(U1 ×X U) // F (U1 ×X U) // F ′′(U1 ×X U)

se tiene que:
ρU1
U1×XU

(ϕU1(t
′)) = ϕU1×XU (ρU1

U1×XU
(t′)).

Si se pone s′ = ρU1
U1×XU

(t′), W ′u = U1 ×X U , se observa que W ′u es una vecindad
étale de u que cubre a u, ρUW ′

u
(s) ∈ F (W ′u) yϕW ′

u
(s′) ∈ F (W ′u) con ρW ′

u
ϕW ′

u
(s′) =

ρW ′
u
ρUW ′

u
(s).

De esta manera existe un X-morfismo Wu → W ′u, étale, tal que ρW
′
u

Wu
(ϕW ′

u
(s′)) =

ρUWu
(s).

Se puede entonces suponer que W ′u = Wu, y ası́ la condición anterior se lee como
sigue:

(13) ϕWu(s′u) = ρUWu
(s).
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Ası́, tenemos un cubriente {Wu → U}u∈U y secciones s′u ∈ F ′(Wu) que satis-
facen (13). Sean s′u y s′u1

secciones de la familia anterior, entonces:

ϕWu×XWu1
(ρWu
Wu×XWu1

(s′u)) = ρWu
Wu×XWu1

(ϕWu(s′u)) = ρUWu×XWu1
(s).

ϕWu×XWu1
(ρWu1
Wu×XWu1

(s′u1
)) = ρ

Wu1
Wu×XWu1

(ϕWu1
(s′u1

)) = ρUWu×XWu1
(s).

ambas igualdades por (13).

Por lo tanto, se tiene que ρWu
Wu×XWu1

(s′u) = ρ
Wu1
Wu×XWu1

(s′u1
). Recuerde que se ha

probado que las ϕU son inyectivas. Como F ′ es gavilla, existe un s′ ∈ F ′(U) tal
que ρUWu

(s′) = s′u, y por lo tanto ρUWu
ϕU (s′) = ϕWu(s′u) = ρUWu

(s) y como F es
gavilla ésto implica que ϕU (s′) = s lo cual prueba (iii).

(c) Sea F → F ′ un morfismo de gavillas, y P el conúcleo en P (Xét) del morfismo
anterior. La sucesión F → F ′ → aP → 0 es exacta puesto que a es exacto. Por
lo tanto F → F ′ es suprayectiva si y sólo si aP = 0 lo cual sucede si y sólo si
P = P0 (en la notación del teorema 2.11 del capı́tulo II de [13]) o equivalentemente
si la afirmación (c) es cierta. Entonces aP = 0 si y sólo si (aP )x = 0 para todo
x ∈ X , ésto es, si y sólo si Fx → F ′x es suprayectiva para todo x.

(d) En G(Xét) se considera un morfismo φ : F → F ′ y hay que probar que φ :
Coim(φ) → Im(φ) es un isomorfismo. Ahora, P (Xét) es una categorı́a abeliana
y, en P (Xét), φ : Coim(φ) → Im(φ) es un isomorfismo, aplicando el funtor a
al morfismo anterior vemos que φ : Coim(φ) → Im(φ) es un isomorfismo en
G(Xét). �

Ejemplo 12. Considere un grupo abelianoM y la pregavilla constantePM . Ponemos
FM = a(PM ), considere elX-esquemaMX =

∐
m∈M Xm , dondeXm = X para

cada m ∈M , por lo que tenemos una pregavilla Hom(·,MX) que, por la proposi-
ción 2.7, es gavilla. Entonces FM = Hom(·,MX) es representable. En algunas
ocasiones a esta gavilla la denotaremos simplemente por M , si no hay peligro de
confusión. Para una demostración de este hecho ver [13], en especial el capı́tulo II
sección 2.18.

Ejemplo 13. La sucesión de Kummer. Sea X un esquema entero y considere la
subgavilla µn de la gavilla Gm definida por µn(U) = grupo de raı́ces n-ésimas de
la unidad en Γ(U,OU ). Entonces µn es una gavilla ya que es representada por el
esquema Spec(Z[T ]/(Tn−1))×Spec(Z)X . Consideramos la sucesión de Kummer:

0 → µn → Gm → Gm → 0

donde el morfismo Gm → Gm está dado por (u 7→ un) : Gm(U) → Gm(U). La
sucesión 0 → µn → Gm → Gm es exacta en P (Xét) y, por lo tanto, en G(Xét),
sin embargo Gm → Gm en general no es suprayectiva en P (Xét) ya que es no es
usual que todo elemento de Γ(U,OU ) sea una potencia n-ésima.

Sin embargo si n cumple que car(k(x)) - n para todo x ∈ X , consideremos
Y un X - esquema étale arbitrario y s ∈ Gm(Y ). Sea U = Spec(A) ⊆ Y un
abierto afı́n no vacio cualquiera y aU = ρYU (s). Entonces se tiene que VaU =
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Spec(A[T ]/(Tn − aU )) es étale sobre U , ya que tal A-álgebra es de rango finito
sobre A y el morfismo ψaU : VaU → U es no ramificado, además este morfismo es
suprayectivo. Obsérvese que el elemento T +(Tn−aU ) satisface que (T +(Tn−
aU ))n = aU + (Tn − aU ) y aU + (Tn − aU ) es la imagen de s en VaU , y note
también que la familia {ϕVaU

: VaU → Y }, donde ϕVaU
es la composición de la

inmersión abierta , que induce U , con ψaU , es un cubriente étale de Y , recordemos
que los abierto afines forman una cubierta abierta de Y . Ası́ aplicando el inciso
(c) del teorema 2.21, con el cubriente {ϕVaU

: VaU → Y }, concluimos que la
sucesión:

0 → µn → Gm → Gm → 0.

es exacta.

Definición 2.22. Supongamos que π : X ′ → X define un morfismo de sitios
(C ′/X ′)E′ → (C/X)E . La imagen directa de una gavilla F ′ en X ′E′ , está dada
por π∗F ′ = πpF

′.

Si F es una gavilla en XE , la imagen inversa de F en X ′E′ , viene dada por π∗F =
a(πpF ), donde a es el funtor definido en el teorema 2.18.

Obsérvese que se tienen isomorfismos naturales

HomG(XE)(F, π∗F
′) ∼= HomP (X′

E′ )
(πpF, F ′) ∼= HomG(X′

E′ )
(π∗F, F ′)

el primer isomorfismo es por adjunción entre πp y πp y el segundo isomorfismo por
el comentario 2.19. Por lo tanto π∗ y π∗ son funtores adjuntos. De este modo π∗ es
exacto izquierdo y conmuta con lı́mites inversos, y π∗ es exacto derecho y conmuta
con lı́mites derechos. Además si πp es exacto entonces π∗ es exacto izquierdo.

Si j : U ↪→ X es una inmersión abierta, se define la extensión por cero de la gavilla
F , en Uét, por j!(F ) = a(F!). Obsérvese que si G es una gavilla en Xét tenemos
isomorfismos canónicos

HomG(Xét)(j!(F ), G) ∼= HomP (Xét)(F!, G) ∼= HomG(Uét)(F, j
∗G)

por lo tanto j! es adjunto izquierdo de j∗.

Comentario 2.23. Sea π : Y → X un morfismo étale y considere el funtor πp.
Si P es una pregavilla en Xét, de la demostración del teorema A.5 del apéndice C
vemos que el diagrama conmutativo siguiente

V
1V //

��

V

��
Y // X

es un objeto final en el conjunto dirigido definido en dicha demostración. De esta
manera πpP (V ) = P (V ). En particular, si P es una gavilla se tiene que πpP es
una gavilla y por lo tanto π∗P = πpP . A esta gavilla la denotaremos por P |Y y
diremos que es la restricción de P a Y .
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2.4. Cubrientes de Galois
Sea k un campo y considere el sitio étale en X = Spec(k). Sabemos que si U ∈
Xét, entonces U =

∐n
i=1 Ui con cada Ui = Spec(ki) y cada ki es una extensión

finita y separable de k. Si consideramos una cerradura algebraica de k, se obtiene
una extensión ksep/k, donde ksep es una cerradura separable de k. En ésta sección
se fija esta cerradura.

Considere G = Gal(ksep/k) y las familias siguientes:

Ĩ = {E : k ⊆ E ⊆ ksep, [E : k] <∞ y E/k es de Galois}.

y
Ñ = {N ⊆ G : N = Gal(ksep/E) para algúnE ∈ Ĩ}.

La topologı́a de Krull en G se define de la manera siguiente: X ⊆ G es abierto si
X = ∅ o X =

⋃
i σiNi para algunos σi ∈ G y Ni ∈ Ñ . Entonces G es un grupo

topológico, más aún, un grupo profinito. Para la demostración de estos resultados
ver, por ejemplo, [24] p 84-92.

Sea P una pregavilla en Xét. Si k′ es una extensión finita y separable, con k ⊆
k′ ⊆ ksep, se escribe P (k′) en lugar de P (Spec(k′)).

Se observa que, dadas extensiones finitas y separables, k′1, k
′
2, de k, se tiene que la

composición de los campos k′1, k
′
2 es finita y separable, además:

(14) k′1 ⊆ k′1k
′
2 y k

′
2 ⊆ k′1k

′
2.

De esta manera la definición siguiente tiene sentido:

MP = ĺım
−→

P (k′).

donde el lı́mite se toma sobre todos los subcampos k′ de ksep tal que k′/k es finita
y separable. Es decir, si dados k′, k′′ subcampos de ksep tales que las extensiones
k′/k, k′′/k son finitas y separables, definimos k′ ≤ k′′ si y sólo si k′ ⊆ k′′. La
relación ≤ es reflexiva y transitiva y por (14) el conjunto de subcampos k′ de ksep,
que contienen a k y tales que k′/k es finita y separable, es un conjunto dirigido.
Con este conjunto indexamos a P (k′) y los morfismos entre ellos.

Se tiene definida una acción de G en P (k′), si la extensión k′/k es finita y de
Galois, del modo siguiente: sea σ ∈ G, entonces σ |k′ : k′ → ksep, y como la
extensión k′/k es finita y de Galois, en particular, normal, de aquı́ se deduce que
σ |k′ (k′) = k′, por teorı́a de Galois. Si u ∈ P (k′) se define σ�u = P (a(σ|k′))(u).
Note que 1� u = P (a(1 |k′))(u) = u, y si τ, σ ∈ G, se tiene que

(τ ◦ σ)� u = P (a((τ ◦ σ) |k′))(u)
= P (a((τ |k′ ◦σ |k′)))(u)
= P (a(τ |k′))P (a(σ |k′))(u)
= τ � (σ � u).

De esto se sigue que tenemos una acción izquierda de G en P (k′).
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Hemos visto que MP = ĺım
−→

P (k′) está bien definido, ahora considere σ ∈ G y

w ∈MP . Ası́ w = ρk′(u′) con u′ ∈ P (k′), y ya podemos suponer que k′/k es una
extensión finita y de Galois. Ponemos σ • w = ρk′(ρ� u′).

Si w = ρk′′(u′′) con u′′ ∈ P (k′′) y k′′/k finita y de Galois, entonces σ • w =
ρk′′(ρ� u′′) y hay que ver que estas dos definiciones coinciden.

Existe un campo k̃, con k′, k′′ ⊆ k̃ ⊆ ksep tal que ρk
′

k̃
(u′) = ρk

′′

k̃
(u′′), esto es por

la igualdad w = ρk′(u′) = ρk′′(u′′). Note además que podemos suponer que k̃/k
es una extensión finita de Galois.

Se sigue que

ρk
′

k̃
(σ � u′) = ρk

′

k̃
(P (a(σ|k′)(u′)))

= P (a(i))(P (a(σ|k′))(u′))

= P (a(σ |
k̃
◦i))(u′) = P (a(σ |

k̃
))ρk

′

k̃
(u′)

= P (a(σ |
k̃
))ρk

′′

k̃
(u′′) = ρk

′′

k̃
(σ � u′′).

es decir, σ • w está bien definida y además 1 • w = w y

(τ ◦σ)•w = ρk′((τ ◦σ)�u′) = ρk′(τ�(σ�u′)) = τ •ρk′(σ�u′) = τ •(σ •w).

Esto demuestra queG actúa sobreMP , y ası́,MP es unG-módulo. Notemos ahora
que si w ∈ MP , w = ρk′(u′) y H = Gal(Ksep/k′), con k′/k finita y de Galois,
dado σ ∈ H esto implica que σ • w = ρk′(σ � u) = ρk′(u) = w y esto es válido
para cada σ ∈ H y por lo tanto, w ∈ MH

P . De esto se sigue que MP =
⋃
MH
P ,

donde H recorre todos los subgrupos abiertos de G, es decir, MP es un G-módulo
discreto.

Ahora, supongamos dado un G-módulo discreto M . Si U ∈ Xét, definimos

F (U) = HomX(x, U).

Notemos que F (U) es un G-conjunto, por tanto FM (U) = HomG(F (U),M) es
el conjunto de todas las G-funciones y, como M es un G-módulo, FM (U) tiene
estructura de grupo abeliano. Nótese que:

(1) F (k′) = G/H conH = Gal(ksep/k′), ya queF (k′) = HomX(x,Spec(k′))
se puede identificar con Gal(k′/k) que es isomorfo a G/H , ver [24] p.
82.

(2) F (
∏
ki) =

∏
F (ki), puesto que HomX(x,Spec(

∏
ki)) ∼=

∏
HomX(x, ki).

De aquı́ se sigue que
(a) FM (k′) = MH .
(b) FM (

∏
ki) =

∏
FM (ki).

Antes de probar que la pregavilla FM es gavilla, necesitamos unos preliminares.

Sean ϕ : Y → X un morfismo de esquemas y G un grupo finito; al grupo de
X-automorfismos de Y lo denotamos por AutX(Y ). Una acción derecha de G en
Y sobre X es una función α : G → AutX(Y ), tal que α(e) = 1Y y α(gh) =
α(h) ◦ α(g) para todo g, h ∈ G.
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Sean ϕ : Y → X un morfismo de esquemas y G es un grupo finito que actúa en
Y sobre X . Denotamos por Y ×G al esquema

∐
g∈G Yg, donde Yg = Y para todo

g ∈ G.

Comentario 2.24. Se tiene el diagrama conmutativo siguiente, para cada g ∈ G:

Yg

1Y

%%

α(g)

""

hg

##H
HHHHHHHH

Y ×X Y
π2
//

π1

��

Y

��
Y // X

Por lo tanto existe un único hg : Yg → Y ×X Y , tal que π1 ◦ hg = 1Y y π1 ◦ hg =
α(g). Además, tenemos un morfismo canónico de esquemas, para cada g ∈ G, ver
[6] capı́tulo I 3.1:

ϕg : Yg → Y ×G.

Entonces, existe un único morfismo ψ : Y ×G→ Y ×X Y con ψ ◦ ϕg = hg para
cada g ∈ G, ver [6] p. 104.

Definición 2.25. Sean ϕ : Y → X un morfismo de esquemas fielmente plano y G
un grupo finito que actúa en Y sobre X por la derecha. Diremos que ϕ : Y → X
es un cubriente de Galois si el morfismo ψ : Y × G → Y ×X Y , anteriormente
definido, es un isomorfismo.

Ejemplo 14. Sean k un campo, ksep una cerradura separable de k, que en este
ejemplo permanecera fija, y k′ una extensión finita de Galois de k, contenida en
ksep. Considere el morfismo Spec(k′) → Spec(k), y pongamos Y = Spec(k′),
X = Spec(k). El anterior morfismo es fielmente plano y poniendoG = Gal(k′/k)
y α : G → AutX Y dada por α(g) = ag se observa que α(gh) = a(gh) =
ah ◦ ag = α(h) ◦ α(g) y que α(e) = 1, por lo tanto α es una acción derecha. Del
diagrama siguiente:

k′

k′ ⊗k k′
θg

ccGGGGGGGGG

k′oo

g
oo

k′

1k′

RR

OO

koo

OO

Se sigue que existe un único θg : k′ ⊗k k′ → k′ que hace conmutar el diagrama
anterior, y esto ocurre para toda g ∈ G.

Definimos θ : k′ ⊗k k′ →
∏
g∈G k

′ como θ = (θg1 , . . . , θgn). Y notemos que
dimk(k′ ⊗k k′) = n2 = dimk

∏
k′, donde n = [k′ : k] =| G |.
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Si ã1, . . . , ãn es una base de k′ sobre k, la matriz:

A =

 g1(ã1) . . . g1(ãn)
...

...
...

gn(ã1) . . . gn(ãn)


es invertible. Por lo tanto, dado un vector (a1, . . . , an) en

∏
g∈G k

′ el sistema de
ecuaciones:

AX =

 a1
...
an


tiene solución única. Entonces θ es un isomorfismo de k-algebras y ψ = aθ es un
isomorfismo. �

Comentario 2.26. Supongamos que Y → X es de Galois, con grupo G y con-
sidere una pregavilla, P , en Xét. Dados u ∈ P (Y ) y g ∈ G definimos:

g · u = P (α(g))(u) ∈ P (Y ).

Observe que e · u = u y también que:

(gh)·u = P (α(gh))(u) = P (α(h)◦α(g))(u) = P (α(g))P (α(h))(u) = g ·(h·u).
Por lo tanto, G actúa en P (Y ) por la izquierda.

Proposición 2.27. Sea Y → X un cubriente de Galois con grupo finito G. Sea
P una pregavilla en Xét que lleva uniones disjuntas en productos, y supongamos
que si Xj →

∐
Xi es el morfismo canónico, entonces P (

∐
Xi) =

∏
P (Xi) →

P (Xj) es la proyección natural. Entonces, P satisface la condición de gavilla para
el cubriente Y → X , es decir:

(15) P (X) → P (Y ) ⇒ P (X ×X Y ).

es una sucesión exacta, si y sólo si P (X) → P (Y ) identifica P (X) con P (Y )G.

DEMOSTRACIÓN. Considere el producto fibrado siguiente

Y ×X Y
π2
//

π1

��

Y

��
Y // X

Pongamos θ1 = π1 ◦ ψ y θ2 = π2 ◦ ψ, donde ψ es el morfismo que se obtiene en
2.24, que es un isomorfismo, ya que Y → X es un cubriente de Galois. Entonces
el diagrama conmutativo siguiente es un producto fibrado:

Y ×G
θ2 //

θ1

��

Y

��
Y // X

De estos últimos diagramas derivamos el diagrama conmutativo siguiente:
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P (X) //

1
��

P (Y ) //

1
��

P (Y ×X Y )

��
P (X) // P (Y ) //

∏
g∈G P (Y )

Ahora, θ1 ◦ ϕg = 1Y para cada g ∈ G, ya que θ1 = π1 ◦ ψ y esto implica que
θ1 ◦ ϕg = (π1 ◦ ψ) ◦ ϕg = π1 ◦ hg = 1Y .

Del mismo modo θ2 ◦ ϕg = α(g).

De esto se sigue que P (θ1)(u) = (u, . . . , u) y P (θ2)(u) = (g1 · u, . . . , gn · u).
De esta manera 15 es exacta si y sólo si P (X) → P (Y ) identifica a P (X) con
P (Y )G. �

Proposición 2.28. FM es una gavilla en Xét.

DEMOSTRACIÓN. Basta verificar que FM satisface la condición de la proposi-
ción 2.5. De la definición de FM , propiedad (b), y recordando que

∏
FM (ki) →

FM (kj) es la proyección natural, vemos que FM es gavilla en XZar. Recordar
aquı́ que U → X se escribe como U =

∐
Ui.

De la demostración de la proposición 2.5, vemos que para verificar (b) de la proposi-
ción 2.5, basta tomar U ′ y U que sean pequeños y afines y, para esto, sean U ′ =
Spec(L′) y U = Spec(L), con L′ ⊇ L extensiones finitas y separables de k, con-
tenidas en ksep. Sea L′′ una extensión finita de Galois de L que contiene a L′.
Entonces

a
θ̃1 : Spec(L′′) → Spec(L) es un morfismo de Galois con grupo de

Galois G̃ = {aτ | τ ∈ Gal(L′′/L)}, por lo tanto podemos considerar el diagrama
conmutativo siguiente:

FM (L)
θ1 //

1
��

FM (L′)

ϕ

��

// FM (L′ ⊗L L′)

��
FM (L)

θ̃1

// FM (L′′) // FM (L′′ ⊗L L′′)

La acción de G̃ en FM (L′′), descrita en el comentario 2.26, es la siguiente: sea
α ∈ FM (L′′) y aτ ∈ G̃. Entonces aτ · α = α ◦ F (aτ). Por lo tanto se tiene
que FM (L) = FM (L′′)G̃ y de la proposición 2.27 el renglón inferior es exacto, y
también FM (L) → FM (L′) y ϕ : FM (L) → FM (L′′) son inyectivos.

Sea x ∈ FM (L′) con ρ1(x) = ρ2(x). Entonces ρ̃1ϕ(x) = ρ̃2ϕ(x) y existe un
z ∈ FM (L), único, con x = θ̃1(z) y como ϕ(x− θ1(z)) = 0 entonces x = θ1(z).

Por lo tanto, el renglón superior es exacto y esto termina la demostración. �

Si ϕ : M →M ′ es un morfismo de G-módulos discretos, éste induce un morfismo
de gavillas como sigue: dados U ∈ Xét y α ∈ FM (U) ponemos ϕU (α) = ϕ ◦ α.
Por lo tanto, de esta última observación y de la proposición 2.28, se tiene definido
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un funtor de la categorı́a de G-módulos discretos a la categorı́a de gavillas en Xét;
y de modo natural tenemos un morfismo:

(16) HomG(M,M ′) → HomG(Xét)(FM , FM ′).

Ahora si ψ : F → F ′ es un morfismo de gavillas, éste induce un morfismo de
G-módulos discretos del modo siguiente: puesto que MF = ĺım

−→
F (k′) y MF ′ =

ĺım
−→

F ′(k′) tenemos un morfismo natural ĺım
−→

ψk′ : MF → MF ′ . Sea H un sub-

grupo abierto de G y pongamos k′ = (ksep)H y sean τ ∈ G y u ∈ F (k′). Tenemos
que τ • u = F ((τ |k′)a)(u) y de esto se sigue que:

ψk′(τ • u) = ψk′(F ((τ |k′)a)(u)) = F ′((τ |k′)a)(ψk′)(u) = τ • ψk′(u).
Es decir, ψk′ conmuta con la acción de G, y por lo tanto ĺım

−→
ψk′ : MF → MF ′ es

un G-morfismo. De esto se sigue que tenemos definido un funtor de la categorı́a de
gavillas a Xét a la categorı́a de G-módulos discretos. Se sigue que:

Teorema 2.29. Las correspondencias F ↔MF y M ↔ FM inducen una equiva-
lencia entre la categorı́a G(Xét) y la categorı́a de G-módulos discretos.

DEMOSTRACIÓN. Utilizando [12] teorema 1, p. 91, para mostrar la equivalencia
deseada bastará probar que el morfismo (16) es un isomorfismo para cada par deG-
módulos discretosM yM ′ y que para cada gavilla F1 enXét existe un isomorfismo
F1 → FMF1

de gavillas.

Ahora, dados M y M ′, G-módulos discretos, considere el morfismo

θ : HomG(M,M ′) → Hom(FM , FM ′).

Si θ(ϕ) = 0, en particular en cada H ⊆ G abierto se tiene que ϕ |MH = 0 y,
puesto que M =

⋃
U M

H , donde H recorre la familia de subgrupos abiertos de G,
tenemos que ϕ = 0 y ası́ θ es inyectiva.

Si ϕ : FM → FM ′ es un morfismo, entonces para cada k′ = (ksep)H , se tiene un
morfismo ϕk′ : MH → (M ′)H .

La familia de todos los subgrupos abiertos de G es un conjunto dirigido. Puesto
que M ∼= ĺım

−→
MH , se tiene un morfismo de G-módulos ϕ̃ = ĺım

−→
ϕk′ : M → M ′

y este verifica que θ(ϕ̃) = ϕ.

Si F1 es gavilla se define un morfismo de gavillas φF1 : F1 → FMF1
como sigue:

sea k′/k una extensión finita y separable. Dado s′ ∈ F1(k′), si aτ ∈ F (k′) se
tiene que ρIm(τ)(s′) ∈ MF1 . De esta manera se define una función φF1(k

′)(s) :
F (k′) →MF1 mediante φF1(k

′)(s)(aτ) = ρIm(τ)(s′). Por lo tanto hemos definido
un morfismo de gavillas φF1 y este es un isomorfismo. �





Capı́tulo 3

La cohomologı́a étale

3.1. Cohomologı́a
Para la existencia de los funtores derivados del funtor dado por las secciones glob-
ales de una gavilla en el sitio étale, necesitaremos el resultado siguiente:

Proposición 3.1. La categorı́a G(Xét) tiene suficientes inyectivos.

DEMOSTRACIÓN. Sea ux : x → X un punto geométrico de X . La categorı́a
G(xét) es isomorfa a Ab y ésta ultima tiene suficientes inyectivos. Ahora, sea
F ∈ G(Xét) y tómese, para cada x ∈ X , un inyectivo F ′x, en G(xét), y un
monomorfismo u∗xF → F ′x. Se definen F ∗ =

∏
(ux∗u∗xF ) y F ∗∗ =

∏
uy∗F

′
y.

Por el lema A.3 F ∗∗ es una gavilla inyectiva, como uy∗ es exacto, se tiene un
monomorfismo F ∗ → F ∗∗ y un monomorfismo F → F ∗ (recordar la construcción
del funtor a que asocia una gavilla a una pregavilla). �

Ejemplo 15. El funtor Γ(X, ·) : G(Xét) → Ab con Γ(X,F ) = F (X), es exacto
izquierdo y sus funtores derivados derechos se denotan por:

RiΓ(X, ·) = H i(Xét, ·).

El grupo abeliano H i(Xét, F ), que a veces denotaremos por H i(X,F ) si no hay
peligro de confusión, se llama el i-ésimo grupo de cohomologı́a deXét con valores
en F .

Ejemplo 16. Para cada U → X en Xét, el funtor F 7→ F (U) : G(Xét) → Ab es
exacto izquierdo, y sus funtores derivados derechos se denotan por H i(Uét, F ).

Ejemplo 17. El funtor de inclusión i : G(Xét) → P (Xét) es exacto izquierdo. Sus
funtores derivados derechos se denotan porH i(Xét, F ) o simplemente porH i(F ).

Ejemplo 18. Para cada morfismo de esquemas π : Y → X , el funtor π∗ : Xét →
Yét es exacto izquierdo, sus funtores derivados derechos se denotan por Riπ∗. Las
gavillas Riπ∗F se dicen que son las imágenes directas superiores de F .

Ejemplo 19. Sea k un campo y X = Spec(k). Sabemos, por el teorema 2.29,
que la categorı́a de gavillas en Xét es equivalente a la categorı́a de G-módulos
discretos, donde G = Gal(ksep/k). Por lo tanto dada una gavilla F en Xét ésta
tiene asociada un G-módulo discreto M , y se tiene que Γ(X,F ) = MG por lo
que:

H i(Xét, F ) ∼= H i(G,M) = H i(k,M)

45
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donde los grupos de la derecha son los grupos de cohomologı́a de Galois de G con
coeficientes en M , ver [24].

Comentario 3.2. Dada una gavilla F en Xét se tiene que HomX(Z, F ) ∼= F (X),
y ası́ ExtrX(Z, F ) ∼= Hr(X,F ) para cada r ≥ 0, ver [14] p. 65 ejemplo 9.5.

Ahora se considera el problema de calcular las fibras de las imágenes directas supe-
riores de una gavilla, para ello empezamos demostrando la proposición siguiente.

Proposición 3.3. Sea π : Y → X un morfismo de esquemas. Sea F una gavil-
la en Yét, entonces Riπ∗F es la gavilla asociada, en Xét, a la pregavilla U 7→
H i(U ′, F ), donde U ′ = U ×X X ′

DEMOSTRACIÓN. Por definición π∗ = aπpi, donde i : G(Xét) → P (Xét) es la
inclusión. Sea F → I• una resolución inyectiva de F en G(X ′). Entonces Riπ∗F
es el i-ésimo grupo de cohomologı́a del complejo de gavillas aπp(iI•). Pero a es
exacto, por el teorema 2.21, y πp es exacto, y ambos conmutan con la formación
de cohomologı́a. De esta manera se tiene que:

Riπ∗F = H i(aπp(iI•)) = aπp(H i(iI•)) = aπp(H i(F )).

�

De aquı́ obtenemos el teorema siguiente

Teorema 3.4. Sea π : Y → X un morfismo cuasi compacto y sea F una gavilla
en Yét. Sea x un punto geométrico de X tal que k(x) es la cerradura separable de
k(x). Ponemos X̃ = Spec(OX,x) y Ỹ = Y ×X X̃ . Sea F̃ la imagen inversa de F
en Ỹ :

Y

��

Ỹoo

��
X X̃oo

entonces (Rpπ∗(F ))x → Hp(Ỹ , F̃ ) es un isomorfismo.

DEMOSTRACIÓN. Se tiene por 3.3 y (capı́tulo II comentario 2.14c de [13]), que:

(Rpπ∗(F ))x = ĺım
−→

Hp(U ×X Y, F | U ×X Y ).

donde el lı́mite se toma sobre todos los esquemas afines U tales que X̃ = ĺım
←−

U .
También se nota que

Ỹ = (ĺım
←−

U)×X Y = ĺım
←−

(U ×X Y ).

y que los morfismos de transición, del lı́mite inverso, son morfismos afines de es-
quemas casi compactos. Como la cohomologı́a étale conmuta con lı́mites inversos
de esquemas, se tiene el resultado deseado. �
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Comentario 3.5. Considere un esquema X y U un subesquema abierto de X , de
esta manera se tiene un subesquema cerrado de X , Z, cuyo espacio topológico
subyacente es X − U , ası́ pues se tienen morfismos de inclusión i : Z → X y
j : U → X . Se demuestra, ver [13] p. 74, teorema 3.10, que la categorı́a de gavillas
en Xét es equivalente a la categorı́a T(X), cuyos objetos son ternas (F1, F2, φ),
donde F1 ∈ G(Zet), F2 ∈ G(Uet) y φ es un morfismo F1 → i∗j∗F2; y dados dos
objetos (F1, F2, φ) y (F ′1, F

′
2, φ
′) un morfismo (F1, F2, φ) → (F ′1, F

′
2, φ
′), es un

par (ψ1, ψ2), con ψ1 un morfismo F1 → F ′1, ψ2 un morfismo F2 → F ′2 tal que el
diagrama siguiente conmuta

F1
φ//

ψ1

��

i∗j∗F2

i∗j∗ψ2

��
F ′1 φ′

// i∗j∗F
′
2

De este modo es posible definir seis funtores:

G(Zét)
i∗ // G(Xét)

i∗oo

i!oo

j∗ // G(Uét)

j!oo

j∗oo

cuya descripción es la siguiente:

i∗ : (F1, F2, φ) 7→ F1 j! : F2 7→ (0, F2, 0)

i∗ : F1 7→ (F1, 0, 0) j∗ : (F1, F2, φ) 7→ F2

i! : (F1, F2, φ) 7→ ker(φ) j∗ : F2 7→ (i∗j∗F2, F2, 1)
ver [13] p. 76. En particular se tiene la sucesión exacta siguiente para toda gavilla
F en Xét:

0 → j!j
∗F → F → i∗i

∗F → 0.

Definición 3.6. Sea X un esquema Z → X un subesquema cerrado de X y U =
X − Z. Sea F una gavilla en Xet. El grupo:

Γ(Z, i!F ) = ker(F (X) → F (U)).

se conoce como el grupo de secciones de F con soporte en Z. El funtor F 7→
Γ(Z, i!F ) : G(Xét) → Ab, es exacto izquierdo y sus funtores derivados derechos,
que se denotan por H i

Z(X,F ), son llamados los grupos de cohomologı́a de F con
soporte en Z.

Una propiedad importante de estos grupos de cohomologı́a es:

Proposición 3.7 (Escisión). Sean Z ⊆ X y Z ′ ⊆ X ′ subesquemas cerrados y
π : X ′ → X un morfismo étale tal que la restricción a Z ′ es un isomorfismo π |Z′ :
Z ′ → Z y π(X ′ − Z ′) ⊆ X − Z, entonces se tienen isomorfismos H i

Z(X,F ) →
H i
Z′(X ′, π∗F ), para toda i ≥ 0 y cualquier gavilla F en Xét.
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DEMOSTRACIÓN. Puesto que π∗ es exacto y preserva inyectivos, es suficiente
probar la proposición para i = 0. Pongamos U = X − Z y U ′ = X ′ − Z ′. Si
W → X ′ es un objeto de X ′ét entonces, componiendo con π, tenemos un objeto
de Xet, W → X ′ → X , y π∗F (W ) = F (W ), viendo a W como un elemento de
Xét.

De esta manera se tiene el diagrama conmutativo siguiente:

0 // H0
Z(X,F ) //

θ
��

Γ(X,F )
θ1 //

ϕ

��

Γ(U,F )

��
0 // H0

Z′(X ′, F |X′) // Γ(X ′, F )
θ2
// Γ(U ′, F )

Notemos que H0
Z(X,F ) = ker(θ1 : Γ(X,F ) → Γ(U,F )) y H0

Z′(X ′, F |X′) =
ker(θ2 : Γ(X ′, F ) → Γ(U ′, F )) y θ es la restricción de ϕ a los núcleos de θ1 y θ2,
respectivamente.

Queremos ver que θ es un isomorfismo. Para ello sea γ ∈ H0
Z(X,F ) con θ(γ) = 0,

considere a γ como un elemento de Γ(X,F ), esto es por la exactitud del primer
renglón. Considere el cubriente {U → X, X ′ → X}; note que es un cubriente
puesto que si x ∈ X y x no pertenece a U entonces x ∈ Z = π(Z ′).

Ahora, puesto que γ|U= 0 = γ|X′ y F es gavilla, se sigue que γ = 0.

Supongamos que γ′ ∈ H0
Z′(X ′, F |X′) y note que este se puede considerar como

un elemento de Γ(X ′, F ). Considere ahora el producto fibrado siguiente:

X ′ ×X U
π2
//

π1

��

U

i

��
X ′ π

// X

Ahora, π−1(U) = U ′, y se sabe que (π1)−1(U ′)
⋂

(π2)−1(U) es el producto fibra-
do U ′ ×U U = U ′. Entonces

(π1)−1(U ′) ∩ (π2)−1(U) = (π1)−1(π−1(U)) ∩ (π2)−1(i−1(X))

= (π2)−1(i−1(U)) ∩ (π2)−1(i−1(X))

= (π2)−1(i−1(X)) ∩ (π2)−1(i−1(X))

= X ′ ×X U.

Por lo tanto, el diagrama anterior se transforma en:

U ′
π|U′ //

��

U

i
��

X ′ π
// X
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Ası́, las secciones γ′ ∈ Γ(X ′, F ) y 0 ∈ Γ(U,F ) son iguales en sus restricciones
a X ′ ×X U = U ′, y como F es gavilla, existe una sección γ ∈ Γ(X,F ) con
θ(γ) = γ′. �

También necesitaremos la noción de grupos de cohomologı́a con soporte compacto
que a continuación definiremos

Definición 3.8. SeaX un esquema de tipo finito y separado sobre un campo k. Por
un teorema de Nagata, ver [19] y [20], o [11], existe un esquema X propio sobre k
y una inmersión abierta j : X → X . Si F es una gavilla de grupos abelianos en
Xét se definen los grupos de cohomologı́a con soporte compacto como:

Hq
c (X,F ) = Hq(X, j!F )

para cada q ≥ 0.

Proposición 3.9. Con las hipótesis en X , X y F como antes:
(a) Los funtores Hp

c (X,−) forman un δ funtor.
(b) Para toda subvariedad completa Z deX , existe un isomorfismo canónico

de δ-funtores Hp
Z(X,−) → Hp

c (X,−).

DEMOSTRACIÓN. (a) Como j! es exacto, dada una sucesión exacta 0 → F ′ →
F → F ′′ → 0 en X , esta da lugar a una sucesión exacta 0 → j!F

′ → j!F →
j!F
′′ → 0 en X y esto da la propiedad requerida.

(b) Existe un morfismo canónico H0
Z(X,F ) → H0

c (X,F ) para cada gavilla F ,
esto se sigue de [13] p. 93 en especial la definición del grupo Γc(X,F ), aplicando
la propiedad universal de los funtores derivados se obtiene el morfismo canónico
deseado. �

Comentario 3.10. Nótese que en esta definición los grupos de cohomologı́a de-
penden de la inmersión abierta utilizada. Se probará despues que tales grupos no
dependen de la inmersión abierta utilizada, siempre que nos restrinjamos a gavillas
de torsión F , donde decimos que F es de torsión si F (U) es un grupo de torsión,
para cada U ∈ X ét casi compacto.

En el sitio Xét podemos considerar gavillas no sólo de grupos abelianos, sino tam-
bién gavillas más generales que definiremos a continuación.

Definición 3.11. Considere una gavilla de anillos conmutativos A en Xét, y de-
notamos con G(Xét, A) la categorı́a de A-módulos en Xét. Dadas dos gavillas de
A-módulos F1 y F2, HomA(F1, F2) es la gavilla definida por:

U 7→ HomG(U,A|U )(F1 |U , F2 |U ).

Dadas dos gavillas de A-módulos F1 y F2, definimos la gavilla F1 ⊗ F2 como la
gavilla asociada a la pregavilla U 7→ F1(U)⊗A(U) F2(U).

Para cada gavilla F0 de A-módulos, en Xét, el funtor F 7→ F ⊗A F0 : G(Xét) →
G(Xét) es exacto derecho. Para una demostración de este hecho ver [13], en es-
pecial el capı́tulo II, proposición 3.20. La gavilla F0 de A-módulos se dice que es
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plana si el funtor anterior es exacto izquierdo, ası́ F0 es plana si y sólo si en las
fibras es plana.
Finalmente se dice que una gavilla de A-módulos es pseudocoherente en un punto
geométrico x deX si existe una vecindad étale U → X de x y una sucesión exacta

(A|U )m → (A|U )n → F|U→ 0

de gavillas en Uét, con m,n ∈ Z y n,m ≥ 0.

La sucesión espectral siguiente es útil en el cálculo de grupos de cohomologı́a étale,
para una demostración de la existencia de tal sucesión espectral ver [13] capı́tulo
III, teorema 1.18.

Teorema 3.12 (La sucesión espectral de Leray). Sea π : Y → X un morfismo de
esquemas. Para toda gavilla F en Yét, existe una sucesión espectral:

Hr(Xét, R
sπ∗F ) ⇒ Hr+s(Yét, F ).

�

Ejemplo 20. Sea X un esquema entero, reducido, de dimensión 1 y propio sobre
un campo k algebraicamente cerrado, es decir una curva completa y n un entero
tal que car(k) - n. Ası́, X tiene un punto genérico η y por lo tanto se tiene el
morfismo canónico j : η → X , además Gm,η es el grupo de unidades del campo
de fracciones k(X) de X , cuyo grado de transcendencia sobre k es 1. Para cada
punto cerrado x de X , sea ix : x → X el morfismo canónico y Zx la gavilla
constante de valor Z en x. De este modo la sucesión siguiente, ver [13] capı́tulo II
ejemplo 3.9 p. 73, es exacta:

(17) 0 → Gm → Gm,η →
⊕
x∈X

ix∗Zx → 0.

Lema 3.13. Para cada q > 0 se tiene que Rqj∗Gm,η = 0.

DEMOSTRACIÓN. Será suficiente probar que la fibra de Rqj∗Gm,η en cada punto
geométrico x de X , es nula. Por el teorema 3.4 se tiene que

(Rqj∗Gm,η)x = Hq(η ×X Spec(OX,x),Gm).
Ahora si K es el campo de fracciones del anillo OX,x entonces Spec(K) =
η ×X Spec(OX,x), además K es una extensión algebraica de k(X) de grado de
transcendencia 1 sobre k, y aplicando el teorema Tsen, ver [2] p. 31, se tiene que
Hq(Spec(K),Gm) = 0 y esto termina la demostración. �

Lema 3.14. Para cada q > 0, se tiene que Hq(X, j∗Gm,η) = 0

DEMOSTRACIÓN. Del lema 3.13 y de la sucesión espectral de Leray para j:

Hp(X,Rqj∗Gm,η) ⇒ Hp+q(η,Gm,η).

se tiene que Hq(X, j∗Gm,η) = Hq(η,Gm,η) para cada q ≥ 0, donde los grupos de
la derecha son nulos por el teorema Tsen. �

Lema 3.15. Para cada q > 0 se tiene que Hq(X,
⊕

x∈X ix∗Zx) = 0.
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DEMOSTRACIÓN. Considere un punto cerrado x deX , entonces la gavillaRqix∗Zx =
0, para q > 0, ya que por el teorema 3.4 se tiene que:

(Rqix∗Zx)x1 = Hq(X̃, Z̃x).

donde X̃ = x ×X Spec(OX,x1). Puesto que ix es finito se tiene que, ver [2] p. 24
proposición 3.6,Hq(X̃, Z̃x) = 0 para cada punto geométrico x1 deX; esto prueba
la afirmación anterior.

De la sucesión espectral de Leray para ix:

Hp(X,Rqix∗Zx) ⇒ Hp+q(x,Zx).

se tiene que Hq(X, ix∗Zx) = Hq(x,Zx) y como x = Spec(k(x)) y k(x) es
algebraicamente cerrado, entonces Hq(x,Zx) = 0. Puesto que la cohomologı́a
conmuta con sumas directas, ver [13] capı́tulo III comentario 3.6 inciso (d), se tiene
que Hq(X,

⊕
x∈X ix∗Zx) =

⊕
x∈X H

q(X, ix∗Zx) = 0 para cada q > 0. �

Proposición 3.16. Sea k un campo algebraicamente cerrado yX una curva proyec-
tiva no singular conexa sobre k. Entonces

(a) H0(X,Gm) = k∗.
(b) H1(X,Gm) = Pic(X).
(c) Hq(X,Gm) = 0 para q ≥ 2.

DEMOSTRACIÓN. De la sucesión exacta (17) y de los lemas 3.14 y 3.15 se obtiene,
por medio de la sucesión larga exacta de cohomologı́a, las igualdadesHq(X,Gm) =
0 para cada q ≥ 2.

Y también la sucesión exacta siguiente:

0 → H0(X,Gm) → H0(X, j∗Gm, η) → H0(X,
⊕
x∈X

ix∗Zx) → H1(X,Gm) → 0.

que se puede reescribir como sigue

0 → k∗ → k(X)∗ → Div(X) → H1(X,Gm) → 0.

y de esta última sucesión exacta se sigue que H1(X,Gm) = Pic(X). �

En lo que sigue, a menos que se especifique otra cosa, la palabra gavilla quiere
decir gavilla de grupos abelianos.

Definición 3.17. Una gavilla F , en Xét, es finita si F (U) es finito para cada U ∈
Xét cuasi compacto. Se dice que F tiene fibras finitas si Fx es finito para todo
punto geométrico x de X . Diremos que F es localmente constante si existe un
cubriente {Ui → X}, en Xét, tal que F|Ui es la gavilla constante.

Lema 3.18. Sea F localmente constante en Xét. Si F tiene fibras finitas, entonces
F es finita.
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DEMOSTRACIÓN. Sea {Ui → X} un cubriente tal que las restricciones F |Ui son
constantes. Entonces el grupo abstracto que corresponde a F |Ui es finito, puesto
que una pregavilla constante tiene fibras isomorfas al grupo abeliano que define a
tal pregavilla y, su gavilla asociada tiene fibras isomorfas a las fibras de la pregavilla
constante considerada. Ahora dado U ∈ Xét, cuasi compacto, entonces {Wi =
Ui ×X U → X} es un cubriente de U . Por la cuasi compacidad de U , podemos
suponer que el cubriente es finito, es decir sólo tiene un número finito de Wi, y
como F es gavilla la sucesión siguiente es exacta:

F (U) →
∏

F (Wi) ⇒
∏

F (Wi ×U Wj)

Además se observa, del producto fibrado siguiente

Wi
//

��

U

��
Ui // X

que F (Wi) = F |Ui (Wi), es decir, F (U) es un subgrupo de un producto finito de
grupos finitos, y ası́ F es finita. �

Definición 3.19. Una gavilla F en Xét se dice que es construible si:
(a) Para toda inmersión cerrada i : Z ↪→ X , con Z irreducible, existe un

subesquema no vacı́o U ⊆ Z, tal que (i∗F )|U es localmente constante.
(b) F tiene fibras finitas.

En particular, del lema anterior se sigue que una gavilla construible es finita.

Ahora, considere la categorı́a G(Xét,Z/(n)) de gavillas de Z/(n)-módulos. Una
gavilla F de Z/(n)-módulos es localmente constante (construible), si la gavilla F ,
vista como gavilla de grupos abelianos, es localmente constante (construible). Es
localmente libre (de rango finito) si existe un cubriente {Ui → X}, en Xét, tal que
F |Ui es una gavilla constante definida por un módulo libre (de rango finito) para
cada i. Si F es localmente constante y construible, se define

F∨ = Hom(F,Z/(n)).

Definición 3.20. Sea X un esquema cuyas caracterı́sticas residuales no sean di-
visibles por n. Entonces µn es una gavilla localmente libre de Z/(n)-módulos de
rango uno, en Xét, y definimos:

(Z/(n))(r) =


r veces︷ ︸︸ ︷

µn ⊗ . . .⊗ µn si r > 0.
Z/(n) si r = 0.

Z/(n)(−r)∨ si r < 0.

Para cada gavilla F , de Z/(n)-módulos, el r-ésimo torcimiento (de Tate) de F se
define por F (r) = F ⊗ (Z/(n)(r)).

Sea ` un número primo. Una gavilla `-ádica (o gavilla de Z`-módulos) en Xét es
un sistema proyectivo F = (Fn, ϕn : Fn+1 → Fn)n∈N de gavillas y morfismos
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de gavillas, en Xét, tal que los morfismos dados ϕn : Fn+1 → Fn inducen iso-
morfismos ψn : Fn+1/`

nFn+1 → Fn. Nótese que el isomorfismo anterior indica
que cada Fn, n ≥ 1, es una gavilla de Z/(`n)-módulos, ya que si U ∈ Xét y
s ∈ Fn(U) entonces (ψnx)−1(`nsx) = 0 por lo tanto `nsx = 0 para cada punto
geométrico, x, de X , ası́, por el lema 2.11, se tiene que `ns = 0, es decir, Fn(U)
es un Z/(`n)-módulo, esto prueba la afirmación anterior.

Los grupos de cohomologı́a de una gavilla `-ádica, F , se definen mediante

Hr(Xét, F ) = ĺım
←−

Hr(Xét, Fn).

donde Hr(Xét, Fn) son los grupos de cohomologı́a étale de X con coeficientes en
Fn.

Una gavilla `-ádica F es construible si cada Fn es construible. Si F = (Fn) es una
gavilla construible de Z`-módulos entonces F ⊗ Q` = (Fn ⊗ Q`) es una gavilla
de Q`-espacios vectoriales y es una gavilla construible. Una gavilla construible de
Q`-espacios vectoriales es una gavilla de la forma F ⊗ Q`, con F una gavilla de
Z`-módulos. Para estas últimas gavillas definimos sus grupos de cohomologı́a de
la manera siguiente:

Hr(Xét, F ⊗Q`) = (ĺım
←−

Hr(Xét, Fn))⊗Z`
Q`.

El morfismo de traza. Antes de probar el teorema de dualidad de Poincaré, nece-
sitaremos definir el morfismo de traza, lo cual se hará en los lemas siguientes.

Lema 3.21. Sea π : X ′ → X un morfismo étale finito de grado constante d. Para
cada gavilla F en X existe el morfismo de traza tr : π∗π∗F → F , que es funtorial
en F , y tal que φ 7→ tr ◦π∗(φ) es un isomorfismo

HomX′(F ′, π∗F ) → HomX(π∗F ′, F )

para cada F ′ en X ′. Ası́, π∗ = π!, es decir, π∗ es el adjunto izquierdo de π∗ y tr es
el morfismo de adjunción. Las composiciones

F
d //____

��

F

π∗π
∗F

tr

;;xxxxxxxxx

y

Hr(X,F ) d //____

��

Hr(X,F )

Hr(X ′, F |X′)
tr

77oooooooooooo

son multiplicaciones por d, donde π∗π∗F → F es tr yHr(X ′, F |X′) → Hr(X,F )
es inducido por tr.
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DEMOSTRACIÓN. Por el lema (4.4.1.8) de [18] p. 77, existe un morfismo de Galois
X ′′ → X con grupo G y un morfismo X ′′ → X ′ tal que el diagrama siguiente
conmuta

X ′′ //

���
�
� X

X ′
π

==||||||||

Entonces X ′′ → X ′ es un morfismo de Galois, con grupo H ⊆ G, y nótese que
[G : H] = d. Para cada U étale sobre X considere el diagrama conmutativo
siguiente:

U ′′ = X ′′ ×X U
ψ′ //

��

U ′ = X ′ ×X U
ψ //

��

U

��
X ′′ // X ′ // X

De este diagrama se sigue que ψ ◦ ψ′ : U ′′ → U es un morfismo de Galois con
grupo G y que ψ′ : U ′′ → U ′ es un morfismo de Galois con grupo H . Por lo tanto
se obtienen los siguientes morfismos inyectivos:

Γ(U,F ) ↪→ Γ(U ′, F ) ↪→ Γ(U ′′, F )

y, por la proposición 2.27, se tiene que

Γ(U,F ) ∼= Γ(U ′′, F )G

y

(18) Γ(U ′, F ) ∼= Γ(U ′′, F )H

Para s ∈ Γ(U, π∗π∗F ) = Γ(U ′, F ) definimos:

tr(s) =
∑

σ∈G/H

σ(s|U ′′)

donde σ(s|U ′′) = F (α(σ))F (ψ′)(s), (ver definición de morfismo de Galois). Este
elemento es fijado porG y puede identificarse con un elemento de Γ(U,F ). Nótese
que tr está bien definido y define un morfismo π∗π∗F → F cuya composición con
F → π∗π

∗F es multiplicación por d, ya que si s ∈ F (U) entonces:

tr(F (ψ)(s)) =
∑

σ(F (ψ)(s) | U ′′) =
∑

σ∈G/H

s = ds

donde en la penúltima igualdad utilizamos el isomorfismo (18), y en la última el
hecho de que [G : H] = d.

Para mostrar que π∗ ∼= π! ver [3], en especial capı́tulo I sección 8 lema 8.4.

Sea F una gavilla en Xét. Sea

0 → F → I0 → I1 → . . .
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una resolución inyectiva de F , ası́ se tienen resoluciones inyectivas para π∗F y
π∗π

∗F , de este modo obtenemos el diagrama conmutativo siguiente

0 // F //

adj

��

I0 //

adj
��

I1 //

adj
��

. . .

0 // π∗π
∗F //

tr

��

π∗π
∗I0 //

tr
��

π∗π
∗I1 //

tr
��

. . .

0 // F // I0 // I1 // . . .

donde adj es el morfismo de adjunción, nótese que la composición tr ◦adj es multi-
plicar por d. Aplicando el funtor de secciones globales al diagrama anterior obten-
emos que:

Hr(X,F ) → Hr(X,π∗π∗F ) → Hr(X,F ) es multiplicar por d

pero como Hr(X,π∗π∗F ) = Hr(X ′, F |X′), entonces

Hr(X,F ) → Hr(X ′, F |X′) → Hr(X,F ) es multiplicar por d

y esto termina la demostración. �

Proposición 3.22. Sea π : X ′ → X un morfismo étale separado y sea X ′ ↪→
X ′ ↪→ X una factorización de π, con j : X ′ ↪→ X ′ una inmersión abierta y
π : X ′ ↪→ X finito. Entonces π! = π∗j! y definimos tr : π!π

∗F → F como el
morfismo de adjunción. Para gavillas F en X y F ′ en X ′,

ExtrX′(F ′, π∗F ) → ExtrX(π!F
′, π!π

∗F ) → ExtrX′(π!F
′, F )

es un isomorfismo y el diagrama

Hr(X ′, j!F ′)× ExtsX′(F ′, π∗F )

≈
��

// Hr+s(X ′, j!π∗F )

tr
��

Hr(X,π!F
′)× ExtsX(π!F

′, F )

≈

OO

// Hr+s(X,F )

conmuta. Los morfismos verticales en el diagrama anterior son isomorfismos.

DEMOSTRACIÓN. Sean F1 una gavilla en X , F2 y F3 gavillas en X ′, y φ : F1 →
π∗F2, ψ : F2 → F3 morfismos. Entonces la composición de los morfismos sigu-
ientes

adj : F1 → π∗π
∗F1 y π∗(ψφ′) : π∗π∗F1 → π∗F3

es el morfismo siguiente

π∗(ψ)φ : F1 → π∗F3

donde φ′ : π∗F1 → F2 corresponde, por adjunción, a φ. En efecto, φ′ es el único
morfismo π∗F1 → F2 tal que π∗(φ′) ◦ can = φ, por lo tanto el diagrama siguiente
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HomX′(π∗F1, F2)×HomX′(F2, F3) //

π∗
��

HomX′(π∗F1, F3)

≈
��

HomX(F1, π∗F2)×HomX(π∗F2, π∗F3)

≈

OO

// HomX(F1, π∗F3)

conmuta, donde los apareamientos estan dados por la composición de morfismos,
es decir, para el renglon de arriba (α, β) 7→ β ◦ α y para el renglon inferior el
apareamiento se define de modo similar.

Sean F → I• y j!F ′ → J• resoluciones inyectivas de F y j!F ′, respectivamente.
Considérese el diagrama siguiente

HomX′(Z, J•[r])×HomX′(J•[r], j!π∗I•[r + s]) //

��

HomX′(Z, j!π∗I•[r + s])

≈
��

HomX(Z, π∗J•[r])×HomX(π∗J•[r], π!π
∗I•[r + s])

≈

OO

//

tr
��

HomX(Z, π!π
∗I•[r + s])

tr
��

HomX(Z, π∗J•[r])×HomX(π∗J•[r], I•[r + s]) // HomX(Z, I•[r + s])

Por los comentarios anteriores, la parte superior del diagrama anterior conmuta,
y la parte inferior conmuta por la funtorialidad de tr. Pasando a clases de homo-
topı́a en todo el diagrama anterior y usando el hecho de que π!F

′ → π∗J
• es una

resolución inyectiva de π!F
′, se obtiene el diagrama requerido.

Para demostrar que π!
∼= π∗j! ver la referencia [3], en especial capı́tulo I sección 8

lema 8.4. �

Comentario 3.23. Sea π : X ′ → X un morfismo finito y étale de grado constante
d que es parte de un cuadrado cartesiano (producto fibrado)

X ′
j′ //

π

��

X
′

π
��

X
j
// X

con π finito, de grado constante d, y j, j′ inmersiones abiertas. Para cada gavilla F
en X se tiene que, por el lema 3.21:(

F → π∗π
∗F → F

)
= multiplicar por d

Obsérvese que π∗j′! = j!π∗, para ver esto considere una gavilla G en X ′ét, sea
z → X un punto geométrico de X , entonces π∗j′!(G)z = (j′!(G)z′)

d, por lo tan-
to tenemos dos casos: z ∈ X o z ∈ X

′ − X ′, en el primer caso se tiene que
(j′!(G)z′)

d = Gd
z′

= j!π∗Gz , en el segundo tenemos que (j′!(G)z′)
d = 0 =
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j!π∗Gz , esto prueba lo afirmado, y por lo tanto(
j!F → π∗j

′
!π
∗F → j!F

)
= multiplicación por d.

Si X es una variedad completa, esto último implica que estos morfismos inducen
morfismos en cohomologı́a:(

Hr
c (X,F ) → Hr

c (X
′, F |X′) → Hr

c (X,F )
)

= multiplicación por d.

Además, el mismo argumento de la proposición 3.22 muestra que el diagrama:

Hr
c (X

′, F ′)× ExtsX′(F ′, π∗F )

≈
��

// Hr+s
c (X ′, π∗F )

tr
��

Hr
c (X,π∗F

′)× ExtsX(π∗F ′, F )

≈

OO

// Hr+s
c (X,F )

conmuta.

3.2. Dualidad de Poincaré
En lo que sigue, a menos que se especifique otra cosa, X denota una curva proyec-
tiva lisa.

Usamos la notación ExtrUét
(F, F ′) en lugar de ExtrG(Uét,Z/(n))(F, F

′)

Teorema 3.24 (Dualidad de Poincaré para curvas). Supongamos que k es un campo
algebraicamente cerrado y que n es un entero coprimo con car(k).
(a) Para cada subesquema abierto, no vacı́o,U deX existe un isomorfismo canónico

η(U) : H2
c (U, µn) → Z/(n)

(b) Para cada gavilla construibleF de Z/(n)-módulos, dado un subesquema abier-
to, no vacı́o, U de X , los grupos Hr

c (U,F ) y Ext2−rU (F, µn) son finitos para todo
r y se anulan para r > 2. El apareamiento canónico

Hr
c (U,F )× Ext2−rU (F, µn) → H2

c (U, µn)
∼→ Z/(n)

es no degenerado.

DEMOSTRACIÓN. (a): Primero se define η(X). Se recuerda que la función grado

gr : Pic(X) → Z
es suprayectiva con núcleo JX(k), donde JX es la Jacobiana de X y que JX(k) es
divisible por n, ver [16] p. 42. Puesto que H1(X,Gm) = Pic(X) y H2(X,Gm) =
0 (ver [13] p. 107 y 108), utilizando la sucesión de Kummer y la sucesión larga de
cohomologı́a asociada se obtiene el diagrama conmutativo siguiente

H1(X,Gm) n //

gr

��

H1(X,Gm) //

gr

��

H2(X,µn) //

η(X)

��

0

0 // Z n // Z // Z/(n) // 0
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y, por el lema de la serpiente, se tiene la sucesión exacta

ker(gr) → ker(gr) → ker(η(X)) → coker(gr) → coker(gr) → coker(η(X)) → 0

ahora coker(gr) = 0, puesto que la función gr es suprayectiva, además como
ker(gr) es divisible por n se tiene que la imagen del primer morfismo de la sucesión
anterior es 0, ası́ la sucesión anterior se transforma en la sucesión exacta

0 → ker(η(X)) → 0 → coker(η(X)) → 0

por lo tanto η(X) es un isomorfismo.

Si U ⊆ X es abierto, tenemos la sucesión exacta siguiente, que se obtiene del
comentario 3.5

. . .→ Hr
c (U, µn) → Hr(X,µn) → Hr(X, i∗i∗µn) → . . .

donde i es la inmersión cerradaX−U ↪→ X . Esta sucesión muestra queH2
c (U, µn) →

H2(X,µn) es un isomorfismo, puesto que X − U es discreto y Hr(X, i∗i∗µn) ∼=
Hr(X−U, i∗µn) = 0 para r > 0, y se define η(U) como la composición de η(X)
y este último isomorfismo. De esta manera η(U) es el único isomorfismo que hace
conmutar el diagrama siguiente

H1
c (U,Gm) canon //

��

H1(X,Gm)
gr // Z

canon

��
H2
c (U, µn)

η(U) // Z/(n)

Si V ⊆ U ⊆ X , entonces se tiene que

H2
c (V, µn)

η(V ) //

��

Z/(n)

H2
c (U, µn) η(U)

// Z/(n)

conmuta.

Será necesaria otra descripción de η(U). Sea i : z ↪→ U la inclusión de algún punto
cerrado en U , y sea g : Spec(K) ↪→ U el punto genérico. Entonces Rsg∗Gm,K =
0 para s > 0, ver [13] capı́tulo III 2.22, e i!g∗ = 0, la última afirmación se sigue de
la definición del funtor i!, ver el comentario 3.5. De esto y la sucesión espectral

Rri!Rsg∗Gm,K ⇒ Rr+s(i!g∗)Gm,K = 0

se sigue que (Rri!)(g∗Gm,K) = 0 para todo r. Un argumento similar demuestra
que:

(Rsi!)i∗Z =
{

Z si s = 0,
0 si s ≥ 1.

Ası́, de la sucesión exacta siguiente, ver [13] p. 73

0 → Gm → g∗Gm,K →
⊕

ix∗Z → 0
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se sigue que:

Rsi!Gm =

 0 si s = 0,
Z si s = 1.
0 si s ≥ 2.

La sucesión espectral

Hr(z,Rsi!Gm) ⇒ Hr+s
z (U,Gm)

demuestra que Hr
z (U,Gm) = 0 para r 6= 1 y que existe un isomorfismo ζ :

H1
z (U,Gm) → Z. Si se identifica H1

z (U,Gm) con H1
z (X,Gm), por la proposición

3.7, entonces ζ es el único isomorfismo que hace conmutar el diagrama siguiente

Γ(X − z,Gm) //

��

H1
z (X,Gm) //

ζ

��

H1(X,Gm) //

��

H1(X − z,Gm)

��
Γ(X − z,O∗X)

ordz // Z // Pic(X) // Pic(X − z)

Donde Z → Pic(X) lleva 1 a la clase de divisores de z. Como

H1
z (U,Gm)(= H1

z (X,Gm)) → H1(X,Gm)

es la composición

H1
z (U,Gm) → H1

c (U,Gm) → H1(X,Gm)

y ζ es la composición

H1
z (U,Gm) → H1(X,Gm) → Z

vemos que η(U) es el único morfismo que hace conmutar el diagrama siguiente

H1
z (U,Gm) //

��

Z

��
H2
z (U, µn) // H2

c (U, µn)
η(U) // Z/(n)

(b): Para una gavilla F en U se escribe φr(U,F ) o simplemente φr(F ) para el
morfismo Ext2−rU (F, µn) → Hr

c (U,F )∨ (∨ = dual) definido por el apareamiento
en (b). La prueba consta de varios pasos:

Paso 1. Sea π : U ′ → U un morfismo de Galois de curvas. Para una gavilla F en
U ′, φr(U ′, F ) es un isomorfismo si y sólo si φr(U, π∗F ) es un isomorfismo

DEMOSTRACIÓN. El morfismo anterior se extiende a un morfismo finito plano
π : X ′ → X de las cerraduras proyectivas lisas de U ′ y U , respectivamente.
Utilizando el comentario 3.23, se obtiene el diagrama conmutativo

Hr
c (U

′, F )× Ext2−rU ′ (F, µn)

≈
��

// H2
c (U

′, µn)

tr

��
Hr
c (U, π∗F )× Ext2−rU (π∗F ′, µn)

≈

OO

// H2
c (X,µn)
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por lo que basta probar que el diagrama

H2
c (U

′, µn)
η(U ′) //

tr
��

Z/(n)

H2
c (U, µn) η(U)

// Z/(n)

conmuta. Para esto, note que existe un diagrama conmutativo

H1
c (U

′,Gm) //

tr
��

Pic(X ′)

tr
��

H1
c (U,Gm) // Pic(X)

donde tr : Pic(X ′) → Pic(X) es inducida por la función en los divisores∑
nzz 7→

∑
nzπ(z)

La conmutatividad del diagrama anterior se sigue de la igualdad tr(div(f)) =
div(norm(f)). Puesto que tr : Pic(X ′) → Pic(X) preserva grados, la conmu-
tatividad del diagrama requerido se sigue de la primera descripción del morfismo
η(U). �

Paso 2. El teorema es verdadero si F tiene soporte en un subesquema cerrado
propio de U .

DEMOSTRACIÓN. Podemos suponer que tenemos la gavilla i∗F , donde i : z ↪→ U
es la inclusión de un punto cerrado y F es una gavilla en zét. Puesto que i es un
morfismo finito se tiene que:

Hr
c (U, i∗F ) = Hr(X, j!i∗F ) = Hr(X, i∗F ) ≈ Hr(z, F ) = 0

para r 6= 0. Ası́, debemos mostrar que ExtsU (i∗F, µn) = 0, para s 6= 2. Se tiene
que

Rsi!Gm =
{

Z si s = 1,
0 si s 6= 1.

(ver la demostración de (a)). Además

Rsi!µn =
{

Z/(n) si s = 2,
0 si s 6= 2.

De la sucesión espectral

Extrz(F,R
si!µn) ⇒ Extr+sU (i∗F, µn)

se sigue que Ext2U (i∗F, µn) → Homz(F,Z/(n)) es un isomorfismo y que Ext2U (i∗F, µn) =
Exts−2

U (F,Z/(n)) = 0, para s 6= 2.

Considere ahora el diagrama siguiente
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H0
c (U, i∗F )× Ext2U (i∗F, µn) // H2

c (U, µn)
η(U) // Z/(n)

H0
z (U, i∗F )× Ext2U (i∗F, µn)

≈

OO

≈
��

≈
��

// H2
z (U, µn)

≈

OO

≈
��

H0(z, F )×Homz(F,Z/(n)) // H0(z,Z/(n)) Z/(n)

Los apareamientos son los apareamientos canónicos de los Ext definidos ante-
riormente (nótese que Hr

z (U,G) = ExtrU (i∗Z/(n), G), esto se debe al comen-
tario 3.2 y a la proposición 3.14 de [13] capı́tulo II). Puesto que el apareamien-
to inferior es no degenerado, resta mostrar que el diagrama conmuta. Que los
apareamientos superiores son iguales puede verse interpretando todo como Ext
en X; que los apareamientos inferiores son iguales se sigue de que el morfismo
Ext2U (i∗F, µn) → Homz(F,Z/(n)) es funtorial en F . Y que el rectángulo dere-
cho conmuta se sigue de la segunda descripción de η(U). �

Paso 3. Sea V una subvariedad abierta deU ; φr(U,F ) es un isomorfismo si φr(V, F |
V ) es un isomorfismo y φr+1(V, F | V ) es suprayectiva; φr(V, F | V ) es un iso-
morfismo si φr(U,F ) es un isomorfismo y φr−1(U,F ) es inyectiva

DEMOSTRACIÓN. Sea j : V ↪→ U una inmersión abierta e i : Z ↪→ U la inmer-
sión cerrada complementaria. La sucesión exacta de gavillas en U ,

0 → FV → F → FZ → 0

donde FV = j!(F | V ) y FZ = i∗i
∗F , que se obtiene de la sucesión 3.5, da lugar

al diagrama conmutativo siguiente

. . . // Ext2−rU (FZ , µn) //

φr(FZ)

��

Ext2−rU (F, µn) //

φr(F )

��

Ext2−rU (FV , µn) //

φr(FV )

��

. . .

. . . // Hr
c (U,FZ)∨ // Hr

c (U,F )∨ // Hr
c (U,FV )∨ // . . .

Por definiciónHr
c (U,FV ) = Hr

c (V, F | V ) y ExtrU (FV , µn) = ExtrV (F | V, j∗µn)
puesto que j∗ es exacto, preserva inyectivos y es adjunto a j!. Además, φr(U,FV )
se puede identificar con φr(V, F | V ) puesto que η(V ) y η(U) son compatibles.
Como φr(FZ) es un isomorfismo, para cada r, por el paso 2, ası́ el lema del quinto
termina la demostración. �

Paso 4. El grupo Hr(U,F ) = 0 para r > 2. Ası́ Hr
c (U,F ) = 0 para r > 2.

DEMOSTRACIÓN. Sea g : Spec(K) ↪→ U la inclusión del punto genérico, y
considere una gavilla construible F0 en Spec(K). Ya sabemos que (Rsg∗F0)x =
Hs(Kx, F0) para todo x ∈ X , donde Kx es el campo de fracciones del anillo es-
trictamente local en x. Como Kx = Ksep si x es el punto genérico, toda sección
de Rsg∗F0 tiene soporte en un subconjunto propio y cerrado de U para s > 0, y
Kx tiene grado de transcendencia uno sobre k; un teorema de Tate, [21], Thm. 28,
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p. 119, muestra que Rsg∗F0 = 0 para s > 1. Ası́ en la sucesión espectral de Leray
Hr(U,Rsg∗F0) ⇒ Hr+s(K,F0), casi todos los términos del lado izquierdo son
cero con excepción, tal vez, de s = 0 o (r, s) = (0, 1). Como Hr(K,F0) = 0
para r > 1, ver [21], esto muestra que Hr(U, g∗F0) = 0 para r > 2. Se aplica este
resultado con F0 = g∗F . Como el núcleo y conúcleo de F → g∗g

∗F tiene soporte
en un subconjunto propio, cerrado, de U , Hr(U,F ) = Hr(U, g∗g∗F ) para r > 1,
esto prueba la primera afirmación, la segunda es un caso especial de la primera con
(U,F ) = (X, j!F ). �

Paso 5. Si F es localmente constante, entonces ExtrU (F, µn) = 0 para r > 2.

DEMOSTRACIÓN. F es pseudocoherente y Exts(F, µn) = 0 para s > 0, por lo
que

Extr(F, µn) = Hr(U,Hom(F, µn)) = 0
para r > 2. �

Paso 6. Si φr0(X,Z/(n)) es un isomorfismo y si φr(U,F ) es un isomorfismo para
todo U , y toda gavilla localmente constante F , y todo r < r0, entonces φr0(U,F )
es un isomorfismo para todo U y toda gavilla localmente constante F .

DEMOSTRACIÓN. El paso 3 muestra φr0(X,Z/(n)) es un isomorfismo para todo
U . Primero supondremos que F es constante. Entonces existe una sucesión exacta

0 → F → F0 → F1 → 0

donde F0 es libre, es decir, de la forma Z/(n)
⊕
. . .

⊕
Z/(n), y F1 es constante.

Considere el diagrama

Ext2−r0U (F1, µn) //

φr0 (F1)

��

Ext2−r0U (F0, µn) //

φr0 (F0)

��

Ext2−r0U (F, µn) //

φr0 (F )

��

Ext2−r0+1
U (F1, µn) //

φr0−1(F1)

��

Ext2−r0+1
U (F0, µn)

φr0−1(F0)

��
Hr0
c (U,F1)∨ // Hr0

c (U,F0)∨ // Hr0
c (U,F )∨ // Hr0−1

c (U,F1)∨ // Hr0−1
c (U,F0)∨

Puesto que φr0(Z/(n)) es un isomorfismo, también lo es φr0(F0), y por el lema
del quinto se tiene que φr0(F1) es suprayectiva, y ahora el argumento del lema del
quinto muestra que φr0(F ) es inyectiva. Si F es localmente constante, existe un
morfismo finito étale (que puede tomarse como un morfismo de Galois) π : U ′ →
U tal que π∗F es constante; entonces tenemos una sucesión exacta

0 → F → π∗π
∗F → F1 → 0

con F1 localmente constante; por el paso 1 se tiene que φr0(π∗π∗F ) es un isomor-
fismo, y el argumento anterior del lema del quinto puede ser aplicado para concluir
la demostración. �

Paso 7. Si F es localmente constante, entonces φr(U,F ) es un isomorfismo.

DEMOSTRACIÓN. Por el paso 5, φr(U,F ) es un isomorfismo para r < 0. Para
(U,F, r) = (X,Z/(n), 0) el apareamiento

Z/(n)×H2(X,µn) → H2(X,µn) ∼= Z/(n)
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es no degenerado. Ası́ φ0(X,Z/(n)) es un isomorfismo y la afirmación, para r = 0,
se sigue del paso 6.

Sea γ ∈ H1(X,Z/(n)) y π : X ′ → X el cubriente de Galois que corresponde a
γ, ver ([13] capı́tulo III sección 4, p. 121). Entonces γ 7→ 0 bajo el morfismo

H1(X,Z/(n)) → H1(X,π∗π∗Z/(n))(= H1(X ′,Z/(n)))

Ahora empezando con la sucesión exacta

0 → Z/(n) → π∗π
∗Z/(n) → F1 → 0

se induce el diagrama conmutativo

H0(X,π∗π∗Z/(n)) //

��

H0(X,F1) //

��

H1(X,Z/(n)) //

��

H1(X,π∗π∗Z/(n))

��
Ext2(π∗π∗Z/(n), µn)∨ // Ext2(F1, µn)∨ // Ext1(Z/(n), µn)∨ // Ext1(π∗π∗Z/(n), µn)∨

y una cacerı́a en el diagrama anterior muestra que la imagen de γ bajo

φ1(X,Z/(n))∨ : H1(X,Z/(n)) → Ext1(Z/(n), µn)∨

es distinto de cero, De esta manera φ1(X,Z/(n))∨ es inyectiva y φ1(X,Z/(n))
es suprayectiva. Este es un isomorfismo puesto que H1(X,Z/(n)) y H1(X,µn)
tiene el mismo orden finito n2g, ya que la gavilla Z/(n) es isomorfa a µj porque
X es completa y K es algebraicamente cerrado. Para esta última afirmación ver [2]
p. 35 corolario 3.5. Ası́, la afirmación, para r = 1, se sigue del paso 6.

Para (U,F, r) = (X,Z/(n), 2) el apareamiento

H2(X,Z/(n))× µn(k) → H2(X,µn) ∼= Z/(n)

es no degenerado. Ası́ el caso r = 2 se ha probado. Para r > 2, el paso 4 muestra
que φr es igual al morfismo 0 → 0. �

Finalmente de acuerdo a 3.19 existe un subconjunto abierto V , de U , tal que F |V
es localmente constante. El paso 7 muestra que φr(V, F |V ) es un isomorfismo para
cada r, y por el paso 3 φr(U,F ) es un isomorfismo para cada r. �

Será necesaria la definición siguiente:

Definición 3.25. Sea f : X → S un morfismo de esquemas. Una compactación
de f es un diagrama conmutativo

X
j //

f   @
@@

@@
@@

@ X

f
��
S

donde j es una inmersión abierta y f es un morfismo propio. Un morfismo de
esquemas f : X → S se dice que es compactable si f admite una compactación.
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El teorema y corolario siguientes son importantes ya que demuestran, entre otras
cosas, que si F es una gavilla de torsión, la definición 3.8 de los grupos de coho-
mologı́a con soporte compacto es independiente de la compactación usada.

Teorema 3.26. Si π : Y → X es un morfismo de esquemas propio y F es una
gavilla construible enXét, entoncesRiπ∗F es una gavilla construible enXét para
i ≥ 0

�
Y el corolario al que nos referimos es el siguiente:

Corolario 3.27. Sea π : Y → X un morfismo propio, sea x → X un punto
geométrico de X , y sea Yx → x la fibra geométrica de π sobre x. Si F es una
gavilla de torsión en Yet, entonces existe un isomorfismo canónico (Riπ∗F )x →
H i(Yx, F |Yx) para i ≥ 0. Si, adicionalmente, todas las fibras de Y/X tiene di-
mensión ≤ n entonces Riπ∗F = 0 para i > 2n; si X tiene caracterı́stica p y F es
de p-torsión, entonces Riπ∗F = 0 para i > n.

�
Una demostración del teorema y corolario anterior puede encontrarse en [13] (capı́tu-
lo VI sección 2).

Corolario 3.28. La definición 3.8 de los grupos de cohomologı́a con soporte com-
pacto es independiente de la compactación usada.

DEMOSTRACIÓN. Para demostrar el corolario considere dos compactaciones del
morfismo f : X → Spec(k), es decir:

X
j1 //

f ##F
FFFFFFFF X1

f1
��

Spec(k)

X
j2 //

q ##F
FFFFFFFF X2

f2
��

Spec(k)

De esto se deriva el diagrama de producto fibrado siguiente

X

j1

%%

j2

&&

h

&&LLLLLLLLLLL

X1 ×Spec(k) X2
p2 //

p1

��

X2

f2
��

X1
f1

// Spec(k)

y de aquı́ deducimos que h es una inmersión cerrada. Ponemos X3 = h(X), en-
tonces se tiene la compactación siguiente para f : X → Spec(k):
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X
h //

f ##G
GG

GG
GG

GG X

f2◦p2
��

Spec(k)

Ası́ se obtiene el diagrama conmutativo siguiente

X1

X
h
//

j2 ��?
??

??
??

?

j1
??��������
X3

p1

OO

p2
��
X1

Por lo tanto, es suficiente considerar un diagrama conmutativo de la forma:

X
j2 //

j1
��

X2

p~~}}
}}

}}
}

X1

Con j1 y j2 inmersiones abiertas y p un morfismo propio.

Lema 3.29. En la situación anterior se tiene que

p∗((j2)!F ) = (j1)!F y Rqp∗((j2)!F ) = 0.

DEMOSTRACIÓN. Por el corolario 3.27 basta calcular Hq(XS , F ), pero como p
es un morfismo étale entonces del producto fibrado siguiente:

Xs
//

��

X2

��
s // X1

se infiere que Xs → s es étale, y puesto que s = Spec(k) y k es un campo
separablemente cerrado, entonces Hq(Xs, F ) = 0. �

Considere la sucesión espectral de Leray, para p:

Hr(X1, R
sp∗G) ⇒ Hr+s(X2, G)

donde G es una gavilla en X2. Poniendo G = (j2)!F del lema anterior se obtiene
que Hr(X2, (j2)!F ) = Hr(X1, (j1)!F ). �
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3.3. Variedades Jacobianas
Esta seccion sólo se presenta un bosquejo de variedades abelianas y jacobianas,
para más detalles consultar [1] capı́tulos V y VII..

Sea k un campo, una variedad en grupos es un variedad sobre k que es un esquema
en grupos, ver definición 2.2. Una variedad en grupos sobre k, que es completa, se
dice que es una variedad abeliana. Ahora considérese una curva completa, C, no
singular sobre k, se define un funtor, P 0

C , de la categorı́a de los esquemas sobre k
a la categorı́a de grupos abelianos como sigue

P 0
C(T ) = {L ∈ Pic(C × T ) | gr(Lt) = 0 para cada t}/q∗ Pic(T )

el funtor anterior es representable, lo cual es el contenido principal del teorema
siguiente:

Teorema 3.30. Existe una variedad abeliana J , sobre k, y un morfismo de funtores
ι : P 0

C → J tal que ι : P 0
C(T ) → J(T ) es un isomorfismo cuando C(T ) es no

vacio.

�
A la variedad J , del teorema anterior, se le llama la variedad jacobiana de C.
Para una demostración del teorema anterior consultar [1], en especial capı́tulo VII,
secciones 1, 2, 3 y 4.

Utilizando las propiedades de J es posible construir un morfismo canónico

fP : C → J

El morfismo anterior satisface la propiedad siguiente:

Cada morfismo α : C → C induce un morfismo α′ : J → J tal que fP ◦ α =
α′◦fP para cada punto P en C(k), para las pruebas se puede consultar [1] capı́tulo
VII, sección 2 p. 171 y sección 11, p. 200.

La variedad J tiene varias propiedades, entre ellas se tienen
(1) La dimensión de J es g, donde g denota el genero de la curva C.
(2) La variedad J es completa.

Para una demostración de las propiedades anteriores consultar [1] capı́tulo VII, sec-
ción 2, proposición 2.1 y sección 7, proposición 7.4, respectivamente. Para nuestros
propositos cabe resaltar el teorema y corolario siguientes:

Teorema 3.31. Sea A una variedad abeliana de dimension g sobre un campo al-
gebraicamente cerrado k, y sea ` un número primo diferente de car(k). Entonces

(a) Existe un isomorfismo canónico H1(Aét,Z`)
∼→ HomZ`

(T`A,Z`).
(b) Los apareamientos producto cup definen isomorfismos, para cada r

ΛrH1(Aét,Z`)
∼→ Hr(Aét,Z`)

En particular, Hr(Aét,Z`) es un Z`-módulo libre de rango
(
2g
r

)
.

�
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Corolario 3.32. Para todos los primos `, el morfismo fP : C → J induce un
isomorfismo en los grupos de cohomologı́a étale

H1(J,Z`) → H1(C,Z`)

�
Para las demostraciones de los hechos anteriores consultar [1] capı́tulo V, sección
15, teorema 15.1 y capı́tulo VII, sección 9, corolario 9.6, respectivamente.





Capı́tulo 4

Racionalidad de la función zeta de una
curva

4.1. Introducción
En este capı́tulo, siguiendo a Grothendieck y usando métodos cohomológicos se
demostrará una de las conjeturas de Weil, a saber, la racionalidad de la función
zeta de una curva1. Necesitaremos algunos resultados preliminares.

Lema 4.1. Sea k un campo finito con q elementos, entonces la cardinalidad de
Pn(k) es 1 + q + . . .+ qn.

DEMOSTRACIÓN. Defina ϕ : kn+1 − {0} → Pn(k) como sigue:

ϕ(x0, . . . xn) = [x0, . . . xn].

Entonces,ϕ es suprayectiva y dado [x0, . . . xn] en Pn(k) se tiene queϕ−1[x0, . . . xn] =
{(λx0, . . . λxn) : λ ∈ k − {0}}. Por lo tanto el conjunto ϕ−1[x0, . . . xn] tiene
q − 1 elementos y puesto que ϕ es suprayectiva, se tiene que qn+1 − 1 = (q −
1)N(Pn(k)), donde N(Pn(k)) denota el número de elementos del espacio proyec-
tivo considerado, es decir, N(Pn(k)) = 1 + q + . . .+ qn. �

Sea k es un campo finito, con q elementos, para cada s ∈ N existe un campo, K, y
sólo uno, tal que k ⊆ K y N(K) = qs, estos campos los denotaremos por ks.

Sea X una variedad proyectiva en Pn(k). Como los polinomios homogéneos que
definen a X pertenecen a k[x0, . . . , xn], podemos pensar a X como una variedad
proyectiva en Pn(ks), de esta manera Ns = número de puntos de la variedad X en
el espacio proyectivo Pn(ks) tiene sentido.

Definición 4.2. La función zeta de la variedad proyectiva X es la serie:

ZX(u) = exp
( ∞∑
s=1

Nsu
s

s

)
.

donde exp(u) =
∞∑
s=0

us

s!
.

1De hecho, ésto habı́a sido demostrado por Weil.

69



70 4. RACIONALIDAD DE LA FUNCIÓN ZETA DE UNA CURVA

La variable u toma valores en C, por lo tanto podemos pensar a ZX como una serie
formal de potencias o, utilizando la desigualdad (que se obtiene del lema 4.1):

Ns ≤
qs(n+1) − 1
qs − 1

≤ (n+ 1)qsn.

de este modo ZX define una función holomorfa, en el disco abierto | u |< 1
2qn

aplicar el criterio M de Weierstrass con Ms = 1
s2s .

Antes de continuar recordemos la formulación de las conjeturas de Weil. Sea X
una variedad proyectiva lisa de dimensión n definida sobre k = Fq, sea ZX(u) la
función zeta de X . Entonces las conjeturas de Weil son:

(1) La racionalidad de la función zeta ZX es una función racional, es decir,
es un cociente de polinomios con coeficientes racionales.

(2) Ecuación funcional Sea E el número de autointersección de la diagonal
∆ de X ×X , entonces ZX satisface la ecuación funcional siguiente:

Z(
1
qnu

) = ±qn
E
2 uEZX(u).

(3) Analogı́a con la hipótesis de Riemann Es posible escribir

ZX(U) =
P1(u)P3(u) . . . P2n−1(u)
P0(u)P2(u) . . . P2n(u)

donde P0(u) = 1 − u; P2n = 1 − qnu; y para cada 1 ≤ i ≤ 2n − 1,
Pi(u) es un polinomio con coeficentes enteros, que se puede escribir de
la forma siguiente:

Pi(u) =
∏

(1− αiju).

donde los αij son enteros algebraicos con | αij |= q
1
2 .

Ejemplo 21. Calculamos la función zeta de Pn(k) usando el lema 4.1; ya que el
resultado es independiente del campo finito usado, se tiene que Ns = 1 + qs +
. . .+ qsn, por lo que:∑∞

s=1
(1+qs+...+qsn)us

s =
∑∞

s=1
us

s +
∑∞

s=1
(uq)s

s + . . .
∑∞

s=1
(uqn)s

s

Y recordando que − ln(1− u) =
∑∞

s=1
us

s obtenemos:

ZPn(u) =
1

(1− u)(1− qu) . . . (1− qnu)

En particular esto afirma que ZPn es una función racional, en concordancia con la
conjetura de Weil sobre la racionalidad de la función zeta.
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4.2. La racionalidad de la función zeta
En esta sección se demostrará la racionalidad de la función zeta de una curva lisa
proyectiva, X , sobre un campo finito k. En lo que sigue ` denotará un número
primo.

Recordemos que si k es un campo algebraicamente cerrado, entoncesH0(X,Q`) =
Q`, también se tiene que:

H1(X,Q`(1)) = V`(JX(k)) = Hom(Q`/Z`, J(k))⊗Z`
Q`.

y
H2(X,Q`(1)) = ĺım

←−
(Pic(X)/`n Pic(X))⊗Z`

Q` = Q`.

Teorema 4.3 (Fórmula de traza de Lefschetz). Supongamos que k es algebraica-
mente cerrado. Sea φ : X → X un morfismo no constante y (Γφ ·∆) el número de
puntos fijos de φ (donde Γφ es la grafica de φ y ∆ es la diagonal de X . Entonces,
para cada ` 6= car(k)

(Γφ.∆) =
∑

(−1)r trr`(φ).

Comentario 4.4. En topologı́a diferencial se pueden estudiar los puntos fijos de
una función lisa f : X → X , donde X es una variedad diferencial, para ello se
puede considerar la variedad ∆ = {(x, x) | x ∈ X} ⊆ X × X , conocida como
la diagonal y la gráfica de f , que denotaremos, en este contexto, por Γf , donde
Γf = {(x, f(x)) | x ∈ X} ⊆ X × X , que también es una variedad diferencial.
Entonces x ∈ X es un punto fijo de f si (x, f(x)) pertenece a Γf ∩∆ = Γf ·∆,
ası́ se puede utilizar la teorı́a de intersección para contar los puntos comunes de ∆
y Γf , este número lo denotaremos por I(∆,Γf ), que puede considerarse el análogo
a (Γφ ·∆), y se le llama el número de Lefschetz global de f y lo denotaremos por
L; por lo tanto se tiene el teorema:

Teorema 4.5 (Teorema liso de punto fijo de Lefschetz). Sea f : X → X una
función lisa sobre una variedad compacta orientable. Si L(f) 6= 0, entonces f
tiene un punto fijo.

�
Este último teorema es el análogo, parcialmente, del teorema 4.3. Para las defini-
ciones y demostraciones de los hechos anteriores, consultar [9].

DEMOSTRACIÓN. (De (4.3)): Primero note que tr0(φ) = 1. Como

Hr(X,Q`(1)) = Hr(X,Q`)⊗Q`(1)

trr`(φ) es también la traza de endomorfismo de Hr(X,Q`(1)) definida por φ. De
esta manera H1(X,Q`(1)) = Vl(J(k)) y tr1`(φ) se puede identificar con la traza
del endomorfismo J(φ) de J definida por φ. También tr2`(φ) = gr(φ), por lo que
tenemos que mostrar que

(Γφ.∆) = 1− tr(J(φ)) + gr(φ)

pero este es un caso especial de la igualdad σ(X) = tr(τ) de Lang, para esta
última afirmación consultar [15] capı́tulo II sección 11, proposición 11.2. �
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Antes de probar el corolario siguiente, que nos da la racionalidad de la función
zeta, necesitaremos un lema:

Lema 4.6. Sea α un endomorfismo de un k-espacio vectorial de dimensión finita
V , entonces log(det(1− αt | V )−1) =

∑
n>0 tr(αn | V )tn/n.

DEMOSTRACIÓN. Si V tiene dimensión uno entonces α actúa como multipli-
cación por a, para algún a ∈ k, entonces la fórmula es la identidad

log(1− at) = −
∑ antn

n

La fórmula general es la suma de dim(V ) de tales identidades, puesto que se puede
escoger una base de V de tal modo que la matriz de tal endomorfismo sea triangular
superior. �

Corolario 4.7. Ponemos k = Fq y sea F : X → X el morfismo de Frobenius de
X = X ⊗k ksep. Entonces la función zeta de X , Z(X, t), es igual a

P1(X,T )
P0(X, t)P2(X, t)

donde Pr(X, t) = det(1− Ft | Hr(X,Ql)) para cada ` 6= car(k).

DEMOSTRACIÓN. Se recuerda que Z(X, t) es la serie formal

exp
( ∑
n>0

νn(X)tn/n
)

donde νn(X) es el número de puntos de X con coordenadas en kn = Fqn . Por F
denotamos el k-morfismo FX/k⊗1 donde FX/k es el k-morfismoX → X que es la
identidad en el espacio subyacente deX y es el morfismo q-ésima potencia enOX .
Este actua en X(ksep) elevando las coordenadas de cualquier punto a la q-ésima
potencia. Ası́ νn(X) es el número de puntos fijos de Fn : X(ksep) → X(ksep).
Pero este es también el número de puntos fijos de Fn puesto que todo punto de
ΓFn .∆ tiene multiplicidad uno. Por el teorema 4.3 se tiene que

νn(X) = Tr0l (F
n)− Tr1l (F

n) + Tr2l (F
n)

y el corolario se sigue del lema 4.6. �



Apéndice A

Generalidades de categorı́as abelianas

A.1. Categorı́as aditivas y abelianas
Definición A.1. Una categorı́a A se dice que es aditiva si satisface que:

a) Para cada par de objetos A,B ∈ A el conjunto Hom(A,B) tiene estruc-
tura de grupo abeliano tal que la composición de morfismos es bilineal.

b) El producto y la suma de dos objetos de A existe en A .
c) A tiene un objeto cero, es decir, un objeto que es inicial y final.

Si A es una categorı́a aditiva y φ : A→ B es un morfismo en A , un núcleo para φ
es un par (A′, i) donde A′ ∈ A e i : A′ → A es un monomorfismo de la categorı́a
A , de modo que φ ◦ i = 0 y dado cualquier morfismo ψ : C → A que verifica
φ ◦ ψ = 0 existe un morfismo f : C → A′ tal que i ◦ f = ψ, si el núcleo de φ
existe, este es único salvo isomorfismo y se denota por kerφ.

De modo similar se define un conúcleo de φ, como un par (B′, j), donde B′ ∈ A
y j : B → B′ es un epimorfismo de A tal que j ◦ φ = 0 y todo morfismo que
anula a φ se factoriza por medio de j.

Definimos la imagen y coimagen de un morfismo φ como Im(φ) = ker(Coker(φ))
y Coim(φ) = Coker(ker(φ)), respectivamente, si existen la imagen y coimagen
de un morfismo φ, existe un único morfismo:

φ : Coim(φ) → Im(φ)

tal que la composición siguiente es el morfismo φ:

A→ Coim(φ) → Im(φ) → B.

si además A satisface las condiciones siguientes:

Ab 1) Cada morfismo en A tiene núcleo y conúcleo.
Ab 2) Para cada morfismo ϕ en A el morfismo canónico ϕ : Coim(ϕ) →

Im(ϕ) es un isomorfismo.

diremos que A es una categorı́a abeliana.

Ejemplo 22. si A es un anillo conmutativo con 1 entonces la categorı́a de A-
modulos es una categorı́a abeliana.
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Definición A.2. Sea A una categorı́a abeliana. Un objeto I de A es inyectivo, si el
funtor M 7→ HomA (M, I) : A → A es exacto. Se dice que A tiene suficientes
inyectivos si para cada objetoM de A existe un monomorfismo deM en un objeto
inyectivo de A .

En el capı́tulo 3 usamos el resultado siguiente:

Lema A.3. (1) Un producto directo arbitrario de objetos inyectivos es inyectivo.

(2) Si F : A → B es un funtor que tiene un adjunto izquierdo G que es exacto
izquierdo, entonces F preserva inyectivos.

DEMOSTRACIÓN. (1) Si {Iα}α∈Λ es una familia de objetos inyectivos, como

Hom(−,
∏

Iα) '
∏

Hom(−, Iα)

entonces
∏
Iα es inyectivo.

(2) Sea I un objeto inyectivo en A . Como G es adjunto izquierdo de F , en-
tonces HomA (G(−), I) ' HomB(−, F (I)), y como el primer funtor es la com-
posición de los funtores HomA (−, I) y G que son exactos izquierdos, entonces
HomB(−, F (I)) también lo es y ası́ F (I) es inyectivo. �

Definición A.4. Si una categorı́a A tiene suficientes inyectivos y F : A → B
es un funtor exacto izquierdo, con B una categorı́a abeliana; entonces existe una
sucesión única de funtores RiF : A → B i ≥ 0, llamados los funtores derivados
derechos de F , que cumplen las siguientes propiedades:

(a) R0F = F .
(b) RiF (I) = 0 si I es inyectivo e i > 0.
(c) Para toda sucesión exacta 0 → M ′ → M → M ′′ → 0 en A , existen

morfismos δi : RiF (M ′′) → Ri+1F (M ′) i ≥ 0, tales que la sucesión
siguiente es exacta:

. . .→ RiF (M) → RiF (M ′′) δi

→ Ri+1F (M ′) → . . .

(d) La correspondencia de (c) que asocia a una sucesión exacta corta en la
sucesión exacta larga es δ-funtorial, es decir, si:

0 // M ′ //

��

M //

��

M ′′ //

��

0

0 // N ′ // N // N ′ // 0

es un diagrama conmutativo en A , con renglones exactos, entonces el diagrama
siguiente es conmutativo:

. . . // RiF (M) //

��

RiF (M ′′) δi
//

��

Ri+1F (M ′) //

��

. . .

. . . // RiF (N) // RiF (N ′′)
δi
// Ri+1F (N ′′) // . . .

Se dice entonces que los funtores derivados RiF son δ-funtores.
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Ejemplo 23. Considere una categorı́a abeliana A con suficientes inyectivos. Para
un objeto B de A sabemos que el funtor HomA (B,−) es exacto izquierdo por
lo que tiene asociada una familia de funtores derivados a los que se denota por
Extr(B,−) y que explı́citamente se definen, para un objeto C de A tomando una
resolución inyectiva de C, C → I•, y formando los r-ésimos grupos de coho-
mologı́a del complejo

Hom(B, I0) → Hom(B, I1) → . . .

Necesitamos otra descripción de estos grupos y para este propósito, se recuerda que
un morfismo de complejos de grado r, φ : B• → C•, es una familia de morfismos
φs : Bs → Cr+s tal que φs+1dsB = (−1)rdr+sC φs, es decir, el siguiente diagrama
conmuta, excepto por un factor (−1)r:

Bs
ds

B //

φs
""E

EEEEEEE Bs+1

φs+1

$$J
JJJJJJJJ

. . . // Cr+s
dr+s

C

// Cr+s+1

En otras palabras φ es un morfismo de complejos B• → C•[r], donde C•[r] es el
siguiente complejo: (C•[r])s = Cr+s y dC•[r] = (−1)rdC• . Dos tales morfismos
φ y ψ son homotópicos si existe una familia de morfismos θs : Bs → Cs+r−1 tal
que φs − ψs = dθs + θs+1d, es decir, el siguiente diagrama conmuta, donde los
morfismos verticales son φs y ψs:

. . . // Bs
ds

B //

θs

zztttttttttt

����

Bs+1

θs+1{{vvv
vv

vv
vv

Cr+s−1

dr+s−1
C

// Cr+s

Ejemplo 24. Si B• es el complejo con B0 = B y Bs = 0 para cada s 6= 0,
entonces un morfismo de grado r, B• → I•, es un morfismo φ : B → Ir tal
que d ◦ φ = 0. Además, φ es homotópico a cero si y sólo si existe un morfismo
ψ : B → Ir−1 tal que dr−1 ◦ ψ = φ.

Por lo tanto, si I• es una resolución inyectiva deC, el grupo de clases de homotopı́a
de los morfismos B → I•[r] es Extr(B,C). Nótese que por el ejemplo anterior
podemos definir una relación entre los morfismos f, g : B → I•[r] como sigue:
f ∼ g si existe un morfismo ψ : B → Ir−1 tal que dr−1 ◦ ψ = f − g, esta
es una relación de equivalencia, por lo que tiene sentido considerar las clases de
homotopı́a. También se puede mostrar que si B → B• es cualquier resolución de
B, es decir, 0 → B → B0 → B1 → . . . es exacta pero los Bs no tienen por que
ser objetos inyectivos, entonces el grupo de clases de homotopı́a de los morfismos
B• → I•[r] es isomorfo al grupo de clases de homotopı́a de los morfismos B• →
I•[r] y por lo tanto a Extr(B,C).
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Lo anterior permite definir un apareamiento canónico:

Extr(A,B)× Exts(B,C) → Extr+s(A,C)

de la siguiente manera:

Se toman resoluciones inyectivas B → B• y C → C• de B y C, respectivamente,
e interpretamos Ext como grupos de clases de homotopı́a de morfismos A →
B•[r], B•[r] → C•[r + s], y A → C•[r + s], y definimos el apareamiento como
la composición de los morfismos A → B•[r] y B•[r] → C•[r + s]. Para un
tratamiento más detallado de estas cuestiones ver [13] capı́tulo V, sección 1.

A.2. Algunos funtores importantes
Dado un morfismo de esquemas π : Y → X , en este apéndice se demostrará la
existencia del funtor adjunto izquierdo al funtor imagen directa πp.

Teorema A.5. Si P es una pregavilla en Xét y G una pregavilla en Yét, entonces
existe un funtor πp : P (Xét) → P (Yét) y un isomorfismo natural

Hom(πp(P ), G) → Hom(P, πpG)

funtorial en P y G.

DEMOSTRACIÓN. Para cada V → Y étale considere los diagramas conmutativos
siguientes:

V //

��

U

��
Y // X

con U → X étale.Diremos que el diagrama conmutativo

V
θ′ //

��

U ′

��
Y // X

domina al diagrama conmutativo

V
θ //

��

U

��
Y // X

si existe un X-morfismo, en Xét, ϕ : U ′ → U tal que ϕ◦ θ′ = θ. Se observa que la
relación de dominación es simétrica y transitiva. Además si tenemos dos diagramas
conmutativos:
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V //

��

U ′

��
Y // X

V //

��

U

��
Y // X

existe un tercer diagrama conmutativo que domina a ambos, a saber:

U ′ ×X U //

��

U

��
U ′ // X

Ahora tal colección es un conjunto y la relación de dominación da lugar a un con-
junto dirigido. Podemos entonces definir:

πp(P )(V ) = ĺım
−→

P (U)

donde el lı́mite se toma sobre los diagramas anteriores. Por lo tanto tenemos morfis-
mos naturales ηVU : P (U) → πp(P )(V ) para cada uno de los diagramas anteriores.

Si se da un morfismo V ′ → V en Yét y tenemos un diagrama conmutativo:

V //

��

U

��
Y // X

se obtiene un diagrama conmutativo:

V ′ //

��

V //

��

U

��
Y

1 // Y // X

Por lo tanto tenemos un morfismo πpP (V ) → πpP (V ′) que hace conmutar el
diagrama siguiente:

πpP (V ) // πpP (V ′)

P (U)

ρV
U

OO

1 // P (U)

ρV ′
U

OO

De esta manera tenemos una pregavilla πpP en Yét. Considere ahora una pregavilla
G en Yét, y un morfismo de pregavillas ψ : πpP → G. Si V → Y es étale se tienen
morfismos P (U) → G(V ) indexados por los diagramas

V //

��

U

��
Y // X
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a saber ψVU = ψV ◦ηVU : P (U) → G(V ). Estos morfismos cumplen las propiedades
siguientes:

(1) Si se da un morfismo V ′ → V en Yét el diagrama siguiente conmuta:

P (U)
ψV

U //

1
��

G(V )

ρV
V ′
��

P (U)
ψV ′

U

// G(V )

(2) Si se da un morfismo U ′ → U en Xét el diagrama conmuta:

P (U)
ψV

U //

ρU
U′
��

G(V )

1
��

P (U ′)
ψV

U

// G(V )

Recı́procamente, si se da una familia de morfismos P (U) → G(V ), indexada por
los diagramas

V //

��

U

��
Y // X

que verifican las condiciones (1) y (2) anteriores se obtiene un morfismo ψ :
πp(P ) → G. Esto es, utilizando (1) para definir un morfismo ψV : πp(P )(V ) →
G(V ) y con la condición (2) verificamos que con los morfismos ψV se obtiene el
morfismo deseado. Observamos que esta asociación es biunı́voca.

Ahora si, para cada V → Y étale, damos una familia de morfismos P (U) → G(V )
indexada por los diagramas

V //

��

U

��
Y // X

que verifican las condiciones (1) y (2) anteriores queremos definir un morfismo de
pregavillas ψ : P → π∗G para ello procedemos como sigue: sea U → X étale,
por lo que se tiene un diagrama conmutativo de la forma:

U ×X Y //

��

U

��
Y // X

Poniendo V = U ×X Y se tiene un morfismo ψU : P (U) → π∗G(U), si se da
un morfismo U ′ → U en Xét, tenemos un morfismo U ′ ×X Y → U ×X Y , ver la
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definición de u× v en este apéndice; de esta manera utilizando (1) y (2) se obtiene
ψ : P → π∗G.

Si se da un morfismo de pregavillas ψ : P → π∗G, se considera V → Y étale y
sus cuadrados conmutativos asociados:

V //

��

U

��
Y // X

considerando uno de tales cuadrados conmutativos se obtiene:

U ×X Y //

��

U

��
Y // X

Del diagrama conmutativo siguiente

V

%%

""

h

$$H
HHHHHHHH

Y ×X U //

��

U

��
Y // X

obtenemos el diagrama conmutativo:

V
h
//

��

U ×X Y //

��

U

��
Y

1 // Y // X

De aquı́ obtenemos morfismos P (U) → G(U ×X Y ) → G(V ) y se cumplen las
condiciones (1) y (2). De esto se concluye que tenemos una biyección

Hom(πp(P ), G) → Hom(P, π∗(G))

que es funtorial en P y G. �

Considere, ahora, un esquema X y una inmersión abierta j : U ↪→ X . Se tiene el
resultado siguiente.

Teorema A.6. Existe el adjunto izquierdo del funtor jp, es decir, existe un funtor
()! : P (Uét) → P (Xét) tal que

HomXét
(P!, Q) ∼= HomUét

(P, jpQ)

es un isomorfismo funtorial.
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DEMOSTRACIÓN. Sea P una pregavilla en Uét. Para cada ϕ : V → X étale se
define

P!(V ) =
{
P (V ) si ϕ(V ) ⊆ U.

0 en otro caso.
y los morfismos de restricción se dan como sigue: sean ϕV : V → X , ϕV ′ : V ′ →
X , morfismos étales y ψ : V ′ → V un X-morfismo en Xét. Si ϕV (V ) ⊆ U y
ϕV ′(V ′) ⊆ U , entonces P!(ψ) = P (ψ). En el caso ϕ(V ) * U se pone P!(ψ) = 0,
el morfismo cero. Por lo tanto P! es una pregavilla.

Considere un morfismo de pregavillas ψ : P → jpQ. Este define un morfismo de
pregavillas φ : P! → Q de la manera siguiente: si ϕ : V → X es étale

φV =
{
ψV si ϕ(V ) ⊆ U.
0 en otro caso.

Y si tenemos un morfismo de pregavillas φ : P! → Q se obtiene un morfismo
de pregavillas ψ : P → jpQ de la manera siguiente: dado W → U étale, com-
ponemos este morfismo con la inmersión abierta j y de esta manera tenemos un
morfismo étale W → X y ponemos ψW = φW .

Por lo tanto las funciones anteriores son inversas una de la otra. �

A.3. Algunos diagramas útiles
En este apéndice se recolectarán algunos diagramas categóricos, necesarios en el
cuerpo principal del texto.

Empezaremos con el siguiente lema.

Lema A.7. Si tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

A
f1 //

β1

��

B
f2 //

β2

��

C

β3

��
A1 e1

// B1 e2
// C1

donde el rectángulo exterior y el cuadrado de la derecha son productos fibrados,
entonces el cuadrado de la izquierda es un producto fibrado.

DEMOSTRACIÓN. Se considera el diagrama conmutativo:

D

ϕ2

""

ϕ1

��
A //

��

B

��
A1

// B1

Asi β2 ◦ ϕ1 = e1 ◦ ϕ2 y esto implica e2 ◦ (β2 ◦ ϕ1) = e2 ◦ (e1 ◦ ϕ2), es decir
β3 ◦ (f2 ◦ ϕ1) = (e2 ◦ e1) ◦ ϕ2.
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Por lo tanto, como el rectángulo es un producto fibrado, existe un único morfismo
h : D → A tal que β1◦h = ϕ2 y (f2◦f1)◦h = f2◦ϕ1. Ahora f2◦(f1◦h) = f2◦ϕ1

y β2 ◦ (f1 ◦h) = (e1 ◦β1)◦h = e1 ◦ϕ2 = β2 ◦ϕ1; puesto que el cuadrado derecho
es un producto fibrado se sigue que f1 ◦ h = ϕ1.

Si existiera otro morfismo h′ : D → A con f1 ◦ h′ = ϕ1 y β1 ◦ h′ = ϕ2 entonces
(f2 ◦ f1) ◦ h′ = f2 ◦ ϕ1 y β1 ◦ h′ = ϕ2 y por lo tanto h = h′. �

Dados dos S-morfismos f : T → X , g : T → Y se denota por (f, g) el morfismo,
h, obtenido del diagrama de producto fibrado siguiente:

T

f

%%

g

""

h

##H
HHHHHHHH

X ×S Y
q //

p

��

Y

��
X // S

En particular si f : X → Y es un morfismo de esquemas, el morfismo diagonal es
∆f = (1X , 1X) : X → X ×Y X; por simplicidad alguna veces se escribira ∆ por
∆f , cuando no haya peligro de confusión.

También, dados dos S-morfismos u : X ′ → X , v : Y ′ → Y se define el morfismo
u × v, llamado el producto de u por v, como el morfismo, h, inducido por el
diagrama siguiente:

X ′ ×S Y ′
p′ //

q′

��
h

$$I
IIIIIIIIIIIIIIIIIIIII Y ′

�� v

##H
HHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHH

X ′ //

u

$$I
IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII S

X ×S Y
p //

q

��

Y

��
X // S

Sea f : S′ → X un S-morfismo, y considere un diagrama de la forma:

X

��
S′ // S

donde las flechas no etiquetadas indican los morfismos estructurales.

Se forma el producto fibrado:
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S′

1S′

%%

f

""

f ′

$$H
HHHHHHHH

S′ ×S X
p //

q

��

X

��
S′ // S

y al morfismo inducido (1S′ , f) : S′ → S′ ×S X que verifica:

p ◦ (1S′ , f) = f
q ◦ (1S′ , f) = 1S′

se le llama la grafica del morfismo f y se denota por Γf .

Sea f : X → Y un S-morfismo y ϕ : S′ → S es un morfismo de esquemas.
Considere el diagrama siguiente:

X(S′) = S′ ×S X
p //

π

��
f(S′)

&&MMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMM
X

�� f

&&MMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMM

S′ //

1S′

&&MMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMM S

Y(S′) = S′ ×S Y
p′ //

π′

��

Y

��
S′ ϕ

// S

Por definición tenemos que f(S′) = f × 1S′ .

Comentario A.8. Se observa que por el lema A.7 se puede considerar a f(S′) como
un cambio de base del morfismo f .

Lema A.9. Sean f : X → X ′, g : Y → Y ′ dos S-morfismos, entonces f × g =
(1X′ × g) ◦ (f × 1Y ).

DEMOSTRACIÓN. Considere los diagramas siguientes:
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X ×S Y
p //

q

��

$$H
HHHHHHHHHHHHHHHHHHHHH Y

�� 1Y

$$H
HHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHH

X //

f

##H
HHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHH S

X ′ ×S Y
p′′ //

q′′

��

$$H
HHHHHHHHHHHHHHHHHHHHH Y

�� g

$$I
IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII

X ′ //

1X′

$$H
HHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHH S

X ′ ×S Y ′ //

��

Y ′

��
X ′ // S

Estos diagramas se reducen al diagrama siguiente:

X ×S Y
p //

q

��

$$H
HHHHHHHHHHHHHHHHHHHHH Y

�� g

$$I
IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII

X //

f

$$H
HHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHH S

X ′ ×S Y ′
p //

q

��

Y ′

��
X ′ // S

Como

p′ ◦ (1X′ × g) ◦ (f × 1Y ) = 1X′ ◦ p′′ ◦ (f × 1Y ) = p′′ ◦ (f × 1Y ) = f ◦ p
q′ ◦ (1X′ × g) ◦ (f × 1Y ) = (q′ ◦ (1X′ × g)) ◦ (f × 1Y ) = (g ◦ q′′) ◦ (f × 1Y ) =
g ◦ (q′′ ◦ (f × 1Y )) = g ◦ q.

Por unicidad se tiene que f × g = (1X′ × g) ◦ (f × 1Y ) �

Lema A.10. Sea ϕ : X → S es un morfismo de esquemas y considere el producto
fibrado:

X ×S S
π2 //

π1

��

X

ϕ

��
S

1S

// S

entonces X ∼= X ×S S.
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DEMOSTRACIÓN. El siguiente cuadrado es un producto fibrado para X y S:

X
ϕ //

1X

��

S

1S

��
X ϕ

// S

Para probar ésta ultima afirmación sea T es un S-esquema y ϕ1 y ϕ2 son S-
morfismos. Considere el diagrama siguiente:

T

ϕ2

""

ϕ1

��

h̃

  @
@@

@@
@@

X
ϕ //

1X

��

S

1S

��
X ϕ

// S

Supongamos que 1S ◦ ϕ1 = ϕ ◦ ϕ2, si ponemos h̃ = ϕ2 : T → X entonces:

1X ◦ h̃ = ϕ2, ϕ ◦ h̃ = ϕ ◦ ϕ2 = ϕ1

puesto que el diagrama conmuta:

T
ϕ2 //

ϕ1

��

X

ϕ
~~~~

~~
~~

~~

S

Además, si h̃′ : T → X cumple que:

1X ◦ h̃′ = ϕ2 y ϕ ◦ h̃′ = ϕ1 entonces h̃′ = ϕ2 = h̃.

Por lo tanto, el cuadrado anterior es un producto fibrado, en particular X ∼= X ×S
S. �

Lema A.11. Sean ψ : Y → S y ϕ : X → S morfismos de esquemas; considere el
producto fibrado:

X ×S Y
π2 //

π1

��

Y

ψ

��
S′ ϕ

// S

entonces podemos identificar π2 con f × 1Y .

DEMOSTRACIÓN. Considere el producto h = ϕ×1Y , por el lema A.10 se obtiene
el diagrama conmutativo siguiente:
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X ×S Y
π2 //

π1

��

h

""E
EEEEEEEEEEEEEEEEEEE Y

ψ

�� 1Y

��@
@@

@@
@@

@@
@@

@@
@@

@@
@

X ϕ
//

ϕ

""E
EE

EE
EE

EE
EE

EE
EE

EE
EE

EE
S

Y
1Y //

ψ

��

Y

ψ

��
S

1S

// S

Por lo tanto ϕ× 1Y = h = π2. �

De modo análogo se prueba que X ×S Y → Y se identifica con ϕ× 1Y .

De esto último deducimos lo siguiente: supongamos que tenemos dos morfismos
de esquemas f : X → Y , g : Y → Z, se puede formar el producto fibrado
siguiente

X

1X

%%

f

""

Γf

$$H
HHHHHHHH

X ×Z Y
p2 //

��

Y

f

��
X

g◦f
// Z

Por el lema A.11, identificamos p2 con g◦f×1Y , por lo tanto, f se factoriza como
f = (g ◦ f × 1Y ) ◦ Γf y esto lo podemos expresar como un lema:

Lema A.12. Sean f : X → Y y g : Y → Z morfismos de esquemas, entonces
podemos factorizar a f como sigue f = (g ◦ f × 1Y ) ◦ Γf .

�
De todas estas observaciones se tiene que:

Proposición A.13. (a) El producto cartesiano de dos morfismos no ramifi-
cados es no ramificado.

(b) Si g ◦ f es no ramificado, entonces f es no ramificado.
(c) Si f es no ramificado, lo es también fred.

�





Notaciones

End(E) Anillo de endomorfismos de una curva elı́ptica E, VI
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Γg Gráfica del morfismo g, 11
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