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Introducción

El problema fundamental del progreso cient́ıfico, y uno fundamental en la
vida diaria, es el de aprender de la experiencia. El conocimiento obtenido de
esta manera es precisamente una descripción de lo que ya hayamos observado,
pero una parte consiste en la realización de inferencias de la experiencia
pasada para predecir la experiencia futura. Una de las principales tareas de
la estad́ıstica es poder realizar algún tipo de inferencia sobre la distribución
de probabilidad que mejor ayude a modelar el fenómeno que se desea estudiar
todo esto con ayuda de un conjunto de observaciones. Debemos observar que
los modelos que se usan deberán tener algún sustento probabiĺıstico esto para
que se puedan tomar como válidos.

Uno de los enfoques estad́ısticos que estaremos tomando es el enfoque ba-
yesiano el cual trabaja con la actualización de la evidencia considerando los
conocimientos adquiridos previos a una investigación (llamada inicial) y uti-
liza el teorema de Bayes para actualizar la información. El enfoque bayesiano
ha tomado una gran fuerza en los últimos años, debido a su gran efectividad
para resolver problemas que no se pueden atacar con otros métodos.

Por otro lado la estad́ıstica espacial estudia procesos que ocurren en el
espacio y de los que, de una manera u otra, se conoce su ubicación. Trata
de los métodos estad́ısticos que utilizan relaciones espaciales (tales como dis-
tancia, longitud, orientación, centralidad, entre otros) directamente en sus
cómputos matemáticos. La estad́ıstica espacial se emplea para toda una va-
riedad de tipos de análisis, modelado y predicciones. Entre los muchos tipos
de estad́ısticas espaciales están las estad́ısticas descriptivas, inferenciales, ex-
ploratorias, geoestad́ısticas y econométricas.

Adicionalmente el análisis de conglomerados lo contribuye un conjunto
de técnicas mediante las cuales se clasifican datos en grupos relativamente
homogéneos llamados conglomerados.

Con base a todo lo que se ha mencionados y sabiendo que este trabajo se
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2 ÍNDICE GENERAL

enfocará principalmente en analizar datos espaciales para encontrar agrupa-
ciones sobre redes lineales, entonces algunos problemas de interés están dados
por las siguientes preguntas ¿Será muy dif́ıcil poder encontrar agrupaciones
teniendo datos espaciales?¿Qué tanto afectara trabajar con redes lineales en
estad́ıstica espacial? ¿De qué manera podremos hacer uso de la estad́ıstica
bayesiana para encontrar agrupaciones?

En el primer caṕıtulo se da una breve introducción a la estad́ıstica ba-
yesiana, posteriormente una vez entendido cómo es que podemos usar la es-
tad́ıstica desde el enfoque bayesianos y algunas de sus aplicaciones se estudia
un par de modelos probabiĺısticos.

En la sección 1.3 podremos introducir un poco a las bases para los algo-
ritmos Monte Carlo v́ıa cadenas de Márkov (MCMC) más utilizados en la
estad́ıstica bayesiana que son: el Metropolis-Hastings y un caso part́ıcular,
Gibbs-Sampler.

Terminando el caṕıtulo mostrando el tipo de datos sobre los que vamos a
estar trabajando y dedicarnos a comprender un concepto que es fundamental
para el análisis de este tipo de datos el cual es el de conglomerados partiendo
de la definición de partición (la cual será usada para el modelo).Una vez se
entiende este concepto clave pasamos a analizar y explicar el proceso por
el cual se pueden generar estos conglomerados y algunas caracteŕısticas que
posee, como poder calcular la probabilidad de obtener cierta partición u
obtener el conjunto de todas las particiones.

El segundo caṕıtulo está dedicado al planteamiento, desarrollo y análi-
sis del modelo, pasando aśı a la sección 2.5 donde se realiza un análisis de
sensibilidad de algunos parámetros para ver los efectos que tienen sobre el
modelo, esto con datos simulados.

El tercer caṕıtulo se tiene la aplicación del modelo que se propuso en
el capitulo dos esto para un tema de inseguridad en la Ciudad de México
tomando datos reales recabados de la página de la PGR.

Finalmente, el último caṕıtulo consta de las conclusiones finales sobre el
trabajo realizado aśı como futuras aplicaciones y ĺıneas de investigación.

Se incluye un apéndice que sirve como gúıa rápida para la elaboración
de una red, como cargar los datos reales y una pequeño ejemplo de cómo se
realizó la simulación de datos.



Caṕıtulo 1

Marco teórico

Uno de los propósitos de la estad́ıstica es el estudio de fenómenos de-
sarrollados en ambiente de incertidumbre (aleatorios). El estudio se lleva a
cabo a partir de una cierta cantidad de observaciones que se recolectan y
analizan con el fin de poder describir dicho fenómeno, gracias a la estad́ıstica
logramos realizar inferencia para saber cuál es su comportamiento. Para esto
podemos hacer estimaciones sobre parámetros y pruebas de hipótesis lo que
nos ayudará a obtener conclusiones.

Uno de los enfoques de la estad́ıstica es la llamada estad́ıstica bayesiana
la cual surgió gracias al matemático Thomas Bayes, que nació en Londres,
Inglaterra en 1702 y murió en Tunbridge Wells, Kent, Inglaterra el 17 de
Abril de 1761.

Bayes fue uno de los primeros en utilizar la probabilidad inductivamente
y establecer una base matemática para la inferencia probabiĺıstica. Actual-
mente se ha desarrollado una poderosa teoŕıa que ha conseguido notables
aplicaciones en las más diversas áreas del conocimiento. Estudió el problema
de la determinación de la probabilidad de las causas a través de los efectos
observados. El teorema que lleva su nombre se refiere a la probabilidad de un
suceso condicionado por la ocurrencia de otro suceso. Más espećıficamente,
con su teorema se resuelve el problema conocido como “la probabilidad in-
versa”; esto es, valorar probabiĺısticamente las posibles condiciones que rigen
bajo el supuesto que se ha observado cierto suceso.

El principal objetivo de este teorema es determinar la probabilidad de que
ocurra el evento A, dado que ha ocurrido B, en función de la probabilidad
de que ocurra B dado que ha ocurrido A, de la probabilidad de A y de la
probabilidad de B. Este se describe mediante el siguiente resultado:
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4 CAPÍTULO 1. MARCO TEÓRICO

P (A | B) =
P (B | A)P (A)

P (B)
, (1.1)

este teorema tiene muchas aplicaciones como en la tecnoloǵıa, en los negocios
y la medicina por mencionar algunos. A continuación se presenta un ejemplo
del uso de este teorema en un contexto deportivo.

El Ejemplo 1 ilustra el funcionamiento del teorema de Bayes y la relación
que tienen las probabilidades para poder resolver el problema de la probabi-
lidad inversa.

Ejemplo 1. En una escuela, la probabilidad de que a un alumno seleccionado
al azar le guste el fútbol es del 50%, por otro lado la probabilidad de que
a un alumno le guste el basquetbol es del 26%. Además, sabemos que la
probabilidad de que a un alumno le guste el basquetbol dado que le guste el
fútbol es del 30%. Deseamos calcular la probabilidad de que a un alumno le
guste el fútbol, dado que le guste el basquetbol.

Solución. Sabemos que hay 2 eventos :

• A : Un alumno le gusta el fútbol

• B : Un alumno le gusta el basquetbol

Además, tenemos la siguiente información

• P (A) = 0.5

• P (B) = 0.26

• P (B | A) = 0.3

Por lo que basta calcular P (A | B),usando el teorema de Bayes obtenemos:

P (A | B) =
P (B | A)P (A)

P (B)
=

0.3 ∗ 0.5
0.26

= 0.5769.

de esta manera la probabilidad de que a un alumno le guste el fútbol, dado
que le guste el basquetbol es del 57.69%.
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Desde la perspectiva bayesiana de la estad́ıstica todas las cantidades que
se desconocen van a hacer tratadas como variables aleatorias. Se asumirá
que las observaciones son generadas en base a variables aleatorias condicio-
nalmente independientes con una distribución de probabilidad en común, la
cual depende de parámetros desconocidos que va a pertenecer a alguna fa-
milia paramétrica de funciones de distribución, indexada por un parámetro
con dimensión finita donde este último parámetro es desconocido. Para una
revisión más profunda sobre el tema el lector puede dirigirse a [1, pag.17-28]
y [2, pag.1-28]. A continuación abordaremos los conceptos principales sobre
la estad́ıstica bayesiana aśı como los elementos que la conforman.

1.1. Estad́ıstica bayesiana

El proceso de inferencia estad́ıstico, tanto en el enfoque frecuentista co-
mo en el enfoque bayesiano, se basa en la presencia de observaciones y cuyos
valores son inicialmente inciertos y que son descritos por una distribución de
probabilidad con función de densidad o función de masa fy|θ(y | θ). La canti-
dad θ es un parámetro que indexa la familia de posibles distribuciones para
las observaciones, éste representa caracteŕısticas de interés que el investiga-
dor deseaŕıa conocer con la finalidad de obtener una descripción completa
del proceso.

La diferencia entre el enfoque frecuentista y bayesiano, ya que en el en-
foque frecuentista no admite la incorporación de alguna información inicial
(el cual podŕıa ser cualquier tipo de conocimientos previos sobre el tema por
parte del investigador). Por otro lado el enfoque bayesiano permite la incor-
poración, de manera formal, este tipo de información inicial a través de una
distribución con función de densidad fθ(θ), sin importar que la información
sea imprecisa, mucha o poca.

Recordemos que trabajaremos con observaciones los cuales son descritas
por una distribución de probabilidad con función de densidad, por lo que
para nuestros intereses tendremos que escribir la ecuación (1.1) en términos
de estas distribuciones, de esta forma obtenemos la ecuación (1.2).

fθ|y(θ | y) =
fy|θ(y | θ)fθ(θ)

fy(y)
. (1.2)

Para fines prácticos estaremos denotando las funciones de densidad como
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p(y | θ) entonces podremos reescribir la ecuación (1.2) como se muestra en
ecuación (1.3).

p(θ | y) = p(y | θ)p(θ)
p(y)

. (1.3)

Los elementos usados en este enfoque bayesiano a partir del teorema de Bayes
son:

• θ el cual es un parámetro que representa caracteŕısticas de interés que
deseaŕıamos conocer con la finalidad de obtener una descripción com-
pleta de algún fenómeno .

• p(θ) denota la distribución inicial, la cual modela conocimientos previos
sobre el parámetro.

• p(y | θ) es la función de verosimilitud de θ dados los datos

• p(θ | y) la distribución final de θ dados los datos, esta es la resultan-
te de combinar la información contenida en distribución inicial y la
verosimilitud de los datos.

El objetivo es obtener una distribución final p(θ | y) la cual actualizará
a p(θ) dado los datos y. Hasta el momento tomamos a y como una sola
observación pero en general no tendremos sólo una observación sino n ob-
servaciones, es decir, y ∈ Rn que será un vector de observaciones, entonces
ahora tomaremos y = (y1, . . . , yn).

Por lo que ahora tendremos un problema con la verosimilitud ya que
ahora cada una de las observaciones dependerán del parámetro θ, por lo que
introduciremos la Definición 1.

Definición 1 (independencia condicional). Las variables aleatorias y1, . . . , yn
se denominan condicionalmente independientes dado θ, si se tiene:

p(y1, . . . , yn | θ) = p(y1 | θ)× · · · × p(yn | θ) =
n∏

i=1

p(yi | θ).

Entonces decimos que las variables aleatorias y1, . . . , yn se generan a partir
de un proceso común dado θ.
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Por lo que el problema de la verosimilitud para un vector de observaciones
se soluciona, además en este caso diremos que y = (y1, . . . , yn) son condicio-
nalmente independientes e idénticamente distribuidas (iid) condicionadas a
θ y lo denotaremos como se muestra en la ecuación (1.4)

yi | θ ∼ p(yi | θ) [iid] i = 1, .., n. (1.4)

Gracias a estos conceptos básicos de la estad́ıstica bayesiana en conjunto
de la Definición 1 podemos relacionar la distribución inicial y la distribución
final para distribuciones de probabilidad con función de densidad.

Podemos observar en la ecuación (1.3) que la marginal p(y) es una cons-
tante pues no depende de θ. Por lo que podemos tener:

p(θ | y) = p(θ)p(y | θ)
p(y)

=
p(θ)p(y | θ)∫
p(y | θ)p(θ)dθ

,

p(θ | y) ∝ p(θ)p(y | θ).

Lo cual denota una equivalencia salvo una constante (la cual es la mar-
ginal p(y)), es decir, ambos valores son proporcionales Este ultimo es usado
en ocasiones o por simplicidad pues en la mayoŕıa de los casos no se necesita
calcular p(y) (esto cuando conocemos esta constante).

Cuando conocemos la distribución final se podrá realizar cualquier tipo
de inferencia sobre el parámetro θ, por ejemplo podremos calcular la media
o varianza.

Una vez entendido cuales son los elementos de la estad́ıstica bayesiana,
analizaremos un modelo en particular.

1.1.1. Modelo Poisson

La distribución de Possion fue creada por el matemático y filósofo francés
Simeón-Denis Poisson en el siglo XVII, esta es una distribución de probabi-
lidad discreta que esta relacionada a la ocurrencia de algún evento, es decir,
esta distribución solo necesita saber los eventos y su frecuencia media de que
ocurra para que de esta manera podamos conocer la probabilidad de que
ocurra dicho evento. En general esta distribución se utiliza cuando deseamos
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calcular alguna probabilidad donde requerimos contar el número de veces que
produce algún suceso.

Por lo antes mencionado el modelo de conteo más utilizado es el “modelo
Poisson”,ya que algunas medidas, como lo son el numero de carros accidenta-
dos en alguna ciudad o el número de asaltos, tienen valores que son números
enteros y obtenemos ocurrencia la cual es una de las principales caracteŕısti-
cas de este modelo.

Se dice que una variable Y tiene distribución de probabilidad de Poisson
con parámetro θ si y solo si

P (Y = y) =
θy

y!
e−θ y = 0, 1, ... θ > 0,

si Y es una variable aleatoria que posee una distribución Poisson con paráme-
tro θ, entonces se tiene que E[Y | θ] = V ar[Y | θ] = θ.

Para comprender mejor los conceptos que se han visto hasta ahora y
cuál es el funcionamiento del teorema de Bayes procederemos a realizar un
pequeño ejemplo donde involucre el modelo de Poisson.

Supongamos que tenemos datos y (recordemos que y = (y1, . . . yn)) y
los modelamos con una distribución Poisson(θ), ahora para la distribución
inicial tomaremos una gamma p(θ) = gamma(θ | a, b) esto para hacer uso
del teorema de Bayes, entonces tenemos:
• Modelo de muestreo Poisson

yi | θ ∼ Poisson(θ) iid i = 1, ..., n

• Distribución inicial

θ ∼ gamma(a, b)

Se dice que una variable θ tiene distribución de probabilidad gamma(a, b) si:

p(θ | a, b) = ba

Γ(a)
θa−1e−bθ, a, b > 0.

Si θ es una variable aleatoria que posee una distribución gamma con paráme-
tro (a, b), entonces obtenemos que E[θ] = a/b y V ar[θ] = a/b2.
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Deseamos obtener mediante el teorema de Bayes una distribución final
de la forma

p(θ | y) ∝ p(θ)p(y | θ) (1.5)

Primero veamos que la verosimilitud p(y1, .., yn | θ) de (y1, .., yn) asociada a
θ está dada por:

p(y1, .., yn | θ) =
n∏

i=1

θyi

yi!
e−θ =

θ
∑

yi∏
yi!

e−nθ

Por otro lado sabemos que la inicial p(θ) tiene distribución gamma por lo
que (1.5) queda de la forma

p(θ | y) ∝ ba

Γ(a)
θa−1e−bθ θ

∑
yi∏
yi!

e−nθ

Se puede observar que ba∏
yi!Γ(a)

las podemos tomar como constantes pues no
dependen de θ, obteniendo aśı:

p(θ | y) ∝ θa−1e−bθθ
∑

yie−nθ

= θ
∑

yi+a−1e−θ(n+b)

Si tomamos an =
∑

yi + a y bn = b+ n se deduce:

p(θ | y) ∝ θan−1e−bnθ

Es decir que podemos concluir que nuestra final tiene una distribución gamma
con parámetros an y bn

θ | y ∼ gamma(an, bn)
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Ya entendimos cómo se usa la función de verosimilitud y una distribu-
ción inicial para poder obtener nuestra distribución final, por lo que ahora
realizaremos un ejemplo práctico para poder ver cómo es que funciona. Este
ejemplo fue tomado de [2, pag. 39].

Ejemplo 2 (Caso de accidentalidad). En cierta localidad el número de acci-
dentes anuales de automóvil se puede modelar como una v.a. Y ∼ Poisson(θ),
donde θ depende del conductor y asumimos una distribución inicial gamma
digamos gamma(a = 10, b = 2). Si se observan dos registros de accidentes,
supongamos que los datos son y1 = 12 y y2 = 10, ¿Cuál es la distribución
final de θ, dado y1 = 12 y y2 = 10?.

Solución. Al saber que la distribución inicial es gamma(10, 2) podemos de-
ducir cual es el número promedio de accidentes anuales. Recordemos que la
esperanza de una distribución gamma con parámetros (a, b) esta dada por
a/b, entonces E[θ] = 10/2 = 5.

Observamos que tenemos una distribución inicial gamma y el problema se
puede modelar como una distribución Poisson, es decir, la verosimilitud será
Poisson, entonces podremos hacer uso de lo realizado anteriormente, es decir,
podremos usar la ecuación (2.1) para obtener nuestra distribución final, de
esta manera se tiene:

θ | y ∼ gamma(an, bn),

donde y = {y1, y2}, an = y1 + y2 + a y bn = b+ n.
Entonces obtenemos:

θ | y ∼ gamma(32, 4),

Ahora observemos que los parámetros de nuestra distribución inicial se
actualizaron por lo que podŕıamos volver a obtener la esperanza de los acci-
dentes anuales, entonces E[θ | y] = 32/4 = 8.

Del ejemplo anterior podemos resaltar que una vez obtenida la distribu-
ción final se puede hacer el calculo de la esperanza y varianza.

Ahora en este ejemplo particular al actualizar la información del paráme-
tro θ (para este ejemplo son los parámetros de la distribución gamma), po-
demos realizar el cálculo de la esperanza que esta dado por E[θ | y] = 8
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y compararla con la esperanza obtenida inicialmente podemos observar que
hubo un cambio.

1.2. Modelos jerárquicos

Siguiendo con el Ejemplo 2 del caso de accidentalidad dados los datos que
se tienen que dependen del parámetro θ y que corresponde a una localidad
se pudo obtener información, pero podŕıamos extender esta idea aún más,
podŕıamos realizar inferencia sobre mas localidades supongamos que son k
localidades y cada una cuenta con mk datos, entonces con base en los resul-
tados obtenidos obtendŕıamos θ1, ..., θk parámetros, ahora estos parámetros
los utilizaremos como datos los cuales se podrán modelar a través de una dis-
tribución π con hiperparámetro ϕ, este hiperparámetro es el que nos podrá
dar información sobre las k localidades.

A este tipo de modelos son llamados modelos jerárquicos e involucran
precisamente varios parámetros de tal manera que uno de los parámetros
depende de los valores de otros. En otras palabras, los modelos jerárquicos
ayudan a modelar problemas en los cuales tenemos uno o varios parámetros
los cuales dependen de otro parámetro. Veremos que esto se logra si usamos
una distribución inicial en la que los θ′ks se ven como una muestra de una
distribución poblacional común.

Esta estructura jerárquica resulta muy útil al analizar modelos con al
menos un par de parámetros que dependan uno del otro. Por ejemplo en
el estudio de accidentes automoviĺısticos para pronosticar el número medio
de accidentes anuales podemos considerar factores a nivel local, nacional,
regional, etc.

Precisamente los modelos jerárquicos involucran varios parámetros de tal
manera que unos de los parámetros dependen de los valores de otros paráme-
tros como se muestra en la Figura 1.1. Para más información sobre el tema
el lector puede dirigirse a [3, Cap. 5].

El modelo jerárquico que corresponde a la Figura 1.1 es el que se muestra a
continuación, en la primer fila podremos observar la distribución de nuestra
muestra (los cuales podŕıamos pensarlos como los accidentes registrados),
posteriormente en se muestra la distribución de los parámetros (las cuales
podŕıamos pensar las k localidades) y finalmente en la ultima fila podremos
observar la distribución del hiperparametro.
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Figura 1.1: Modelo Jerárquico.

yi,j | θi ∼ Poisson(θi) [iid] i = 1, ..,m; j = 1, .., k
θi | ϕ ∼ gamma(ϕ) [iid]
ϕ ∼ π

(1.6)

1.3. Monte Carlo v́ıa cadenas de Márkov

En esta sección presentaremos un método de simulación para generar
muestras de cualquier distribución final, conocido como Monte Carlo v́ıa
cadenas de Márkov (MCMC). El método MCMC simula valores de manera
iterativa, observaciones de distribuciones multivariadas que dif́ıcilmente se
podŕıan simular usando otros métodos numéricos. La idea general se basa
en construir una cadena de Márkov tal que esta pueda ser fácil de simular y
la cual su distribución estacionaria va a corresponder a la distribución que
tendremos como objetivo.

1.3.1. Monte Carlo

Uno de los problemas que aparecen en estad́ıstica es la integración, el
cual está ligado a la obtención de valores esperados. Dado que no siempre
podremos obtener el resultado de forma anaĺıtica, entonces una alternativa
será obtener el resultado de forma numérica.
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La idea básica de cualquier método de Monte Carlo es escribir la integral
que se desea como el valor esperado de alguna función con respecto a alguna
distribución de probabilidad. Para esto necesitamos encontrar una variable
aleatoria X con soporte en [a, b] y distribución π, con densidad g y una

función h = f(x)
g(x)

tales que cumpla

I =

∫ b

a

f(x)dx =

∫ b

a

h(x)g(x)dx = E[h(X)] (1.7)

Ahora si tenemos x1, . . . xn una muestra de tamaño n con distribución π
y usamos la ley de los grandes números podremos hacer una estimación de
(1.7), ya que

Î =
1

n

n∑
i=1

h(xi)→ E[h(X)] cuando n→∞

Este método es mucho más factible pues una de sus ventajas es que se
puede extender fácilmente al caso multidimensional.

Como se mencionó anteriormente en el análisis bayesiano se requiere rea-
lizar integraciones sobre distribuciones de probabilidad de dimensiones gran-
des para poder hacer inferencias sobre los parámetros de algún modelo y una
solución serán los modelos MCMC la cual es una herramienta muy efectiva
para la modelación estad́ıstica. Ya vimos un poco de lo que trata el méto-
do de Monte Carlo, ahora introduciremos algunos conceptos sobre cadenas
de Márkov los cuales serán utilizados para comprender de mejor manera el
método MCMC.

1.3.2. Cadenas de Márkov

Ya sabemos que el método de Monte Carlo es utilizado cuando no se
pueden obtener integrales directamente de una distribución π pero podemos
extender este método un poco más a los métodos conocidos como Monte
Carlo v́ıa cadenas de Markov (MCMC).

Estos son métodos que simulan valores sucesivamente para generar mues-
tras de la distribución final y aśı estimar cantidades de la misma. Estas
cantidades que se simulan de manera sucesiva dependerán del valor simulado
anteriormente, de ah́ı viene la noción de cadenas de Markov.

La idea de estos métodos es construir una cadena de Markov con una
distribución estacionaria. Esto con la finalidad de poder asegurar la conver-
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gencia de la cadena sin importar en que estado empecemos lo cual será muy
útil para métodos que serán usados posteriormente.

A continuación, se presentan algunos conceptos básicos. Para más infor-
mación sobre resultados el lector se puede dirigir a [4] & [5].

Sea {Xn} una sucesión de variables aleatorias con espacio de estados S
n = 0, 1, 2, ...,. Para todo x0, x1, .., xn−1, x, y ∈ S para todo n ⩾ 0..Diremos
que {Xn} es una cadena de Márkov si se cumple:

p[Xn+1 = y | X0 = x0, ..., Xn−1 = xn−1, Xn = x] = p[Xn+1 = y | Xn = x] = p(x, y).

A esta distribución se le llama “kernel de transición” o “kernel de Márkov”.
Sean x, y ∈ S. Diremos que x alcanza a y si existe n ⩾ 1 tal que pn(x, y) =

0, donde p denota la probabilidad de transición, es decir, la probabilidad de
pasar del estado x al estado y. En este caso escribimos

x→ y.

Diremos que x y y se comunican si x → y y y → x y lo denotaremos
x←→ y

La distribución de probabilidad estacionaria f es tal que si x(t+1) ∼ f ,
entonces, el kernel de transición y la distribución estacionaria satisfacen la
siguiente igualdad: ∫

x

k(x, y)f(x)dx = f(y).

La existencia de la distribución estacionaria f impone algunas restricciones
en k :

Irreducibilidad, el kernel nos permite “movernos libremente” por todo
el espacio de estados.

Recurrencia, la cadena puede regresar a cualquier estado.

Para cadenas recurrentes, la distribución estacionaria también es la dis-
tribución ĺımite, esto es, la distribución ĺımite de x(t) es f para casi todos los
valores iniciales x(0). Esto se conoce también como ergocicidad.
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Teorema 1 (érgodico). Sea Y1, Y2, . . . una secuencia de variables aleatorias
no negativas e idénticamente distribuidas con E[Y1] = µ. Entonces

P

(
Y1 + Y2 + ...+ Yn

n
→ µ

)
= 1 cuando n→∞.

1.3.3. Metropolis-Hasting

Este algoritmo genera una muestra de una distribución. Este algoritmo
construye una cadena de Markov que converge a la distribución final i.e., al
final del algoritmo también se generará una muestra de dicha distribución.

Esta cadena se genera de la siguiente manera. Dado θ(t)

1. Generar Yt ∼ q(y | θ(t)) donde q es una densidad auxiliar

2. Hacer

θ[t+1] =

{
yt; con prob. ρ(θ[t], yt)

θ[t]; con prob. 1− ρ(θ[t], yt)

donde ρ(θ[t], yt) = mı́n
{

f(y)
f(θ)

q(θ|y)
q(y|θ) , 1

}
y f la distribución final.

1.3.4. Muestreo de Gibbs

El algoritmo de muestreo de Gibbs nos permite simular una cadena de
Márkov con distribución π(x) de la siguiente manera. Para valores iniciales,

θ
[0]
j j = 1, ..., k, ϕ[0], para t = 1, ..., T , simular

θ
[t]
1 ∼ p(θ1 | y, θ[t−1]

2 , θ
[t−1]
3 , ..., θ

[t−1]
k , ϕ[t−1])

θ
[t]
2 ∼ p(θ2 | y, θ[t]1 , θ

[t−1]
3 , ..., θ

[t−1]
k , ϕ[t−1])

...

θ
[t]
k ∼ p(θk | y, θ[t]1 , θ

[t]
2 , ..., θ

[t]
k−1, ϕ

[t−1])

ϕ
[t]
k ∼ p(ϕ[t] | y, θ[t]1 , θ

[t]
2 , ..., θ

[t]
k )

El proceso anterior completa una transición de θ[t−1] = (θ
[t−1]
1 , ..., θ

[t−1]
k ) a

θ[t] = (θ
[t]
1 , ..., θ

[t]
k ). Por lo que al realizar iteraciones sucesivas nos produciŕıa la
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serie θ[0], θ[1], .., θ[T ] la cual es una cadena de Markov y dado que este proceso
se repite para cada uno de los j parámetros aśı como para ϕ entonces al
final de las T iteraciones tendremos que (θ

[t]
1 , .., θ

[t]
k , ϕ[t]) es una muestra de

los parámetros.
El objetivo principal de estos dos algoritmos presentados es el poder ge-

nerar una muestra de una distribución final para que con base a esta se pueda
realizar cálculos como lo es la esperanza, varianza, etc. Para una revisión más
profunda sobre le tema el lector puede dirigirse a [2]

1.4. Datos espaciales

El objetivo principal del presente trabajo es poder realizar un modelo
de particiones aleatorias para observaciones espaciales, es decir, que desea-
mos trabajar particularmente con datos espaciales. Entonces nos podŕıamos
preguntar ¿Qué es un dato espacial?

Un dato espacial es un dato que tiene asociada una referencia geográfica
a través de coordenadas, de tal manera que se pueda localizar en un mapa,
por lo que este tipo de datos ayudan a dar información sobre hechos sobre el
espacio. Un dato espacial puede ser cualquier dato que hace referencia a una
localización o zona geográfica especifica.

La representación visual de la información espacial se puede hacer en
una esfera o en una superficie plana como un mapa. A este proceso de asig-
nar un punto de la superficie de la Tierra sobre un mapa se conoce como
proyección cartográfica la cual es una conversión de coordenadas desde un
sistema de coordenada geodésicas a uno plano, por tanto, permiten trans-
formar una superficie esférica irregular (la Tierra), en una lisa como en un
mapa, el principal objetivo es poder representar una parte de la superficie
terrestre (o toda), en un mapa convertido en coordenadas geográficas. Por lo
que se representan mediante este tipo de coordenadas geográficas (longitud,
latitud, altura) las cuales no suelen ser universales y dependen de un sistema
Geodésico de Referencia o Datum, pero para nuestro caso estaremos usando
WGS8 que es un Datum global.

Entonces si nosotros introdujéramos una ubicación en un GPS (o Goo-
gle Maps), esta ubicación quedaŕıa transformada directamente en un vector
con dos posiciones: latitud y longitud. Por ejemplo “Av. Juárez S/N, Cen-
tro Histórico de la Cdad. de México, Centro, Cuauhtémoc, 06050 Ciudad de
México, CDMX” (Palacio de Bellas Artes) se convirtió en (19.435292,−99.141187)
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y “Av. San Rafael Atlixco 186, Leyes de Reforma 1ra Secc, Iztapalapa, 09340
Ciudad de México, CDMX” en (19.362581,−99.0728495).

Las latitudes y longitudes se expresan en grados, aśı que ya podemos
establecer una diferencia cuantitativa entre nuestras dos posiciones incluso
podemos expresarlo en una unidad de distancia como metros o kilómetros, es
decir, ya tenemos una unidad de medida para poder trabajar con los datos
espaciales. Para más información sobre el tema el lector puede dirigirse a [6],
[7] & [8]

1.5. Análisis de conglomerados

El análisis de conglomerados está orientado a la colección de métodos
especializados en descubrir grupos, los cuales serán llamados conglomerados,
alrededor de una colección de datos.

El poder descubrir conglomerados conduce a menudo a una mejor com-
presión del conjunto de datos, mostrando posibles relaciones que se tienen
entre las observaciones.

El principal objetivo del análisis de conglomerados se basa en encontrar
grupos cuyos elementos tengan algo en común y que no comparten con ele-
mentos de otros grupos. El grado de (di)similitud puede ser definido por
alguna métrica o de acuerdo con algún modelo probabiĺıstico asignado a ca-
da grupo, Entre los métodos más usados para hacer conglomerados están el
de agrupación jerárquica, agrupación de k−medias y agrupación basada en
algún modelo (mediante alguna estructura probabiĺıstica).

Por otro lado, podemos definir una clasificación como un ordenamiento o
una organización de cosas en una serie de categoŕıas o clases. Es decir dadas
la categoŕıas o clases ya establecidas se irán anexando los datos de acuerdo a
las caracteŕısticas del mismo, por ejemplo podŕıamos clasificar los datos por
edad, tamaño, color, etcétera.

En conclusión, para generar los conglomerados tendremos que recurrir a
métodos para descubrir las agrupaciones mientras que para hacer clasificación
bastara con ordenar los datos dependiendo de las categoŕıas ya establecidas
(una caracteŕıstica que se desee destacar sobre los datos). Para una revisión
más profunda sobre el tema el lector puede dirigirse a [9, Cap.1].

Un concepto que viene acompañado del análisis de conglomerados es la
división de estos por grupos es el de partición, como lo muestra [10] será de
gran ayuda para entender más este tema.
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Definición 2 (Partición). Una partición del conjunto K, no vaćıo, que está
formada por los subconjuntos π1, π2, π3, ..., πk, los cuales deben cumplir:

• πi ⊆ K y πi ̸= ∅, para i = 1, .., k

• Para cada par i ̸= j, πi ∩ πj = ∅

• ∪ki=1πi = K

Para ilustrar la Definición 3 tomaremos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3. Sea K = {1, 2, 3} las posibles particiones de K son:
{{1}, {2}, {3}} ,{{1, 2}, {3}}, {{1, 3}, {1}}, {{2, 3}, {1}}, {{1, 2, 3}}
Aśı podemos observar que cada una de las posibles particiones cumple

con nuestra definición.Observemos que en los casos particulares {{1, 2, 3}}
significa que todos los elementos pertenecen a un mismo grupo y por otra parte
para la partición conformada por {{1}, {2}, {3}} cada elemento pertenece a
su propio grupo.

Todas estas particiones forman una clase combinatoria conocida como
particiones de conjuntos (de K); su cardinalidad viene dada por el número
de Bell (Bn) con n el tamaño de K. El número de Bell es el número de
particiones de un conjunto K con n elementos, para el Ejemplo 3 tenemos
que B3 = 5, ya que se obtuvieron 5 particiones a partir de los tres elementos
de K. Denotaremos esta clase por ρ[n].

Una vez que se ha entendido que es el análisis de conglomerados y sa-
biendo que existen varios métodos para poder encontrarlos una pregunta
natural que se puede hacer es ¿Qué método podremos usar para encontrar
conglomerados? En la siguiente sección daremos una forma de encontrar con-
glomerados para un conjunto especial de datos.

1.5.1. Proceso del restaurante chino

Como se mencionó en la sección anterior tendremos que usar algún méto-
do para encontrar conglomerados el cual permita trabajar con dichos datos,
por lo que usaremos un método basado en modelo particularmente usaremos
el proceso del restaurante chino (PRC), se llama espećıficamente proceso de
restaurante chino ya que los creadores vieron la gran cantidad de gente que
se atend́ıa y el proceso de sentar clientes en las mesas de los restaurantes en
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un barrio chino.Para más información sobre el tema el lector puede dirigirse
a [11] & [12]

Entre las aplicaciones de este proceso se encuentran en las finanzas, me-
dicina, detección de objetos en imágenes, etc.

Supongamos que se tiene un restaurante chino el cual puede tener número
infinito de mesas, donde en cada mesa se pueden sentar un infinito número
de clientes. El primer cliente entra al restaurante y se sienta en la primera
mesa, el segundo cliente entra y decide sentarse ya sea con el primer cliente
o en una nueva mesa. En general el n-ésimo cliente se sienta en una mesa k
ya ocupada previamente o en una nueva mesa.

La probabilidad para el primer caso es nk

n−1+α
donde nk es el número de

clientes ya sentados y si decide sentarse en una nueva mesa la probabilidad
es α

n−1+α
.

Identificando los clientes con enteros i = 1, 2, ...n, los grupos que se irán
formando los representaremos como πj con j = 1, . . . , k. Para poder denotar
que algún cliente se sienta en una mesa estaremos usando las variables de
pertenencia d = (d1, . . . , dn) que definiremos como di = j si y solo si i ∈ πj

para algún 1 ≤ j ≤ k y para i = 1, .., n, lo cual servirá para referirnos a que
el cliente i se sentó en la mesa j.

En la ecuación (1.8) se muestra cual será la probabilidad de que el nk−ési-
mo cliente se siente en la mesa j o decida sentarse en una nueva mesa.

P (di = δ | d1, ..., dn−1) =

{
α

n−1+α
; δ /∈ {d1, ..., dn−1}

nk

n−1+α
; δ = dl p.a. dl ∈ {d1, ..., dn−1}

(1.8)
Para una revisión más profunda sobre le tema el lector puede dirigirse a [13,
pag. 65-68]

Ejemplo 4. Realicemos el ejemplo cuando tenemos 3 clientes. Sea α > 0.

Solución. Primero suponemos que el primer cliente se sienta en la primera
mesa. Ahora para el segundo cliente se tiene la probabilidad mostrada en la
ecuación (1.9)

P (d2 = δ | d1) =
{

α
1+α

; δ ̸= d1
1

1+α
; δ = d1

(1.9)

Aqúı tenemos dos opciones, la opción de sentarse con con el primer cliente
o la opción de sentarse en una nueva mesa.
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(a) Primer caso

(b) Segundo caso

Figura 1.2: Ejemplos de partición usando PRC

Finalmente para el tercer cliente. Si suponemos que el cliente 2 se sentó
con el cliente 1 se tendrá la probabilidad que se muestra en la ecuación (1.10)

P (d3 = δ | d2, d1) =
{

α
2+α

; δ /∈ {d1, d2}
2

2+α
; δ = dl p.a. dl ∈ {d1, d2}

(1.10)

Para este primer caso podemos observar que las mesas quedaŕıan como
se muestra en la Figura 1.2 a).

Aśı una posible partición de este grupo para este caso es {{1, 2}, {3}}
Ahora, si suponemos que el segundo cliente decidió sentarse en una nueva

mesa. se tendrá la probabilidad que se muestra en la ecuación (1.11)

P (d3 = δ | d2, d1) =


α

2+α
; δ /∈ {d1, d2}

1
2+α

; δ = d1
1

2+α
; δ = d2

(1.11)

La Figura 1.2 b) ilustra el segundo caso.
Entonces otra posible partición de este grupo para este caso es {{1}, {2}, {3}}.

Del ejemplo anterior podemos concluir que para la asignación del último
cliente en el PRC dependerá del anterior. Por otro lado, al final de este
proceso encontramos una partición de nuestros clientes.
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En la siguiente tabla mostramos las probabilidades:

Partición * Resultado para cada posible valor de *

{{1, 2, 3}} (π1, π1, π1) 1( 1
1+α

)( 2
2+α

) = 2
(1+α)(2+α)

{{1}, {2, 3}} (π1, π2, π2) 1( α
1+α

)( 1
2+α

) = α
(1+α)(2+α)

{{1, 2}, {3}} (π1, π1, π2) 1( 1
1+α

)( α
2+α

) = α
(1+α)(2+α)

{{1, 3}, {2}} (π1, π2, π1) 1( α
1+α

)( 1
2+α

) = α
(1+α)(2+α)

{{1}, {2}, {3}} (π1, π2, π3) 1( α
1+α

)( α
2+α

) = α2

(1+α)(2+α)

Recordemos que en la sección 1.5 definimos el conjunto de todas las parti-
ciones de un conjunto como ρ[n], el Ejemplo 4 ilustra el caso particular cuando
tenemos 3 elementos. Ahora denotaremos como ρk[n] para obtener un número
exacto de grupos de una partición, por ejemplo retomando el Ejemplo 4 si
buscamos las particiones que constan de 1 grupo lo podremos denotar como
ρ1[3], entonces tendŕıamos que:

ρ1[3] = {{1, 2, 3}}.

Para ρk[n] podemos encontrar la probabilidad (que es la probabilidad del nu-

mero de grupos) el cual está dado por:

P (Kn = k) =
∑
π∈ρk

[n]

P (Π = π).

Donde Π es una partición aleatoria es decir una variable aleatoria que
toma valores en ρ[n] y P (Π = π) es la probabilidad de que π sea un grupo
dado (π = {π1, π2, .., πk} ∈ ρ[n] ) que se calcula como:

P (Π = π) =
αk−1

∏k
j=1(nj − 1)!

(1 + α)(2 + α) · · · (n− 1 + α)
.

Donde nj = #πj para j = 1, ..., k.

Mientras que su esperanza está dada por:

E[Kn] =
n∑

i=1

α

α + i− 1
.



22 CAPÍTULO 1. MARCO TEÓRICO

Retomando el Ejemplo 4 dado que tenemos n = 3 (podemos tener a lo
más tres grupos) calculamos que la probabilidad de obtener el número de
grupos es:

k P (Kn = k) Particiones

1 2
(1+α)(2+α)

(π1, π1, π1)

2 3α
(1+α)(2+α)

(π1, π2, π2),(π1, π1, π2),(π1, π2, π1)

3 α2

(1+α)(2+α)
(π1, π2, π3)



Caṕıtulo 2

Modelo propuesto

Este caṕıtulo está dedicado a construir un modelo que esta enfocado en
particiones aleatorias para observaciones espaciales. Como se mencionó en la
sección 1.4 estaremos usando el PRC para poder encontrar conglomerados
para datos espaciales en particular estaremos trabajando con delitos sobre
las calles de la ciudad de México los cuales serán nuestros datos espaciales.

A lo largo de este caṕıtulo podremos observar los conceptos previamente
analizado en el capitulo anterior como lo son conglomerados y cómo se hace
uso del PRC para este tipo de problemas. Aśı como las complicaciones que se
tienen al trabajar con los datos espaciales y cuáles fueron las caracteŕısticas
principales que se necesitarán para poder construir el modelo.

2.1. Desarrollo del modelo

Sabemos que los datos con los que vamos a trabajar son datos espaciales
espećıficamente para el ejemplo práctico se estará trabajando con eventos
(delitos) sobre alguna región de la ciudad de México para probar el modelo
resultante, en general los delitos se hacen sobre las calles y avenidas de algún
lugar de la ciudad la cual tiene una forma particular sobre la superficie.

Observemos que una red lineal esta incrustado en alguna región U ⊂ R2,
es decir, puede ser una manzana, una colonia, etc. en la ciudad de México.

Por lo que se mencionó anteriormente será necesario tomar en cuenta la
parte geométrica ya que los datos estarán sobre las calles y avenidas.

Para esto tendremos que empezar por definir una red lineal, L, la cual
consta de segmentos de ĺınea que terminan en vértices. Los segmentos de

23



24 CAPÍTULO 2. MODELO PROPUESTO

ĺınea sólo pueden encontrarse en los vértices. Si dos caminos se cruzan, su
punto de cruce debe ser un vértice de la red, y cada uno de los caminos debe
dividirse en segmentos que terminan en el punto de cruce y con un conjunto
finito de aristas:

E = {ξ′1, .., ξ′m}

Entonces los datos pertenecen a la red L, por lo que al realizar las agrupa-
ciones se estarán haciendo sobre L, para los cuales tenemos dos conjuntos
de medidas que son: variables de ubicación espacial digamos vi ∈ L para
i = 1, .., n y sus respectivas respuestas xi. Estas últimas pueden ser constan-
tes por ejemplo xi = 1, lo que significa que ocurrió un evento en la ubicación
vi, gracias a estas respuestas podremos identificar el tipo de evento que se
presentará para análisis posteriores.

Estas variables de ubicación van a influir en la agrupación, en el sentido
de que es más probable que las respuestas cercanas entre si estén en un mismo
grupo por lo que se nos da un patrón de puntos en L, i.e., un conjunto de
ubicaciones vj ∈ L , j = 1, . . . ,m que indican la ocurrencia de algún evento,
entonces vamos a definir yi la variable aleatoria definida como el numero de
eventos ocurridos en la arista ξ′i, es decir,

yi = #{vj ∈ ξ′i : j = 1, ....,m}

Aqúı contamos el número de eventos ocurridos en cada una de las aristas
sobre la red (esta variable nos ayudará a contar el número de eventos sobre
las calles ) pero sólo requerimos trabajar con las variables yi distintas de cero
(ya que es donde existen los eventos) de esta manera por simplicidad solo
tomaremos yi > 0 para i = 1, .., n para algún n.

Observamos que el principal objetivo es analizar el número de eventos
ocurridos por lo que al tener que realizar procesos de conteos escogeremos
una distribución Poisson desplazada de parámetro λ. Será una distribución
desplazada ya que nos interesan los eventos tales que yi > 0 por lo que el
caso cuando yi = 0 no nos interesará. Esta distribución está dada por :

P (Y = y) =
λy−1

(y − 1)!
y = 1, 2... (2.1)

Hasta el momento sólo tendremos el número de eventos en cierta región
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pero no sabemos donde están ubicados por lo que es necesario definir una
variable de localización espacial para yi, digamos ei.

2.2. Un problema topológico

Si vi1 , .., vim ∈ L son tal que vil ∈ e′i l = 1, ..,m para algún m definimos el
centroide como (ubicación promedio de los eventos sobre una misma arista)

ei =
1

m

m∑
j=1

vij.

Gracias a la variable ei ya no será necesario preocuparnos por la topoloǵıa
de la red lineal (la cual es muy complicada de analizar), sino solo por la región
U , además, agrupar las aristas de la red tiene sentido, ya que nos permitirá
detectar los grupos de eventos.

Una pregunta natural que nos podŕıamos hacer es ¿Por qué es dif́ıcil
analizar la topoloǵıa de la red? la cual se responde en seguida. Tengamos en
cuenta que el espacio donde estamos trabajando es una red lineal U ∈ R2 por
lo que una métrica que se podŕıa usar es la métrica Manhattan (o métrica del
taxista) que es muy útil para las redes lineales y funcionaŕıa muy bien para
poder generar los grupos dependiendo la distancia. Para más información
sobre el tema el lector puede dirigirse a [14, pag. 12-16].

Uno de los problemas que principales de seguir trabajando con la topo-
loǵıa en la red lineal es poder definir una distribución de probabilidad sobre
todos los elementos que conforman a L, si pensamos cuando solo tenemos una
arista no existe problema alguno ya que se puede definir una distribución,
aśı como se muestra en la Figura 2.1.

Cuando tenemos dos o más segmentos la construcción de dicha distri-
bución se vuelve más complicada, podemos pensar en dar una distribución
normal bivariada sobre L y hacer un “recorte” o proyección sobre cada uno
de los elementos de L, de esta manera obtendremos algo como se muestra en
la Figura 2.2.

Posteriormente se tendrá que estandarizar para que de esta manera la
intersección de cada una de las curvas obtenidas sean los vértices, aśı como
se muestra en la Figura 2.3, además tendŕıamos que cerciorarnos que la suma
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Figura 2.1: Distribución normal sobre elemento de la red lineal.

Figura 2.2: Distribución sobre la red lineal.

del área bajo la curva obtenida nos de como resultado 1. Todo esto para
verificar que se definió correctamente la distribución sobre L.

Si se tuviera de manera exitosa la distribución sobre L viene otro proble-
ma y es el de poder hacer conglomerados ya que para esto se necesitaŕıan
varias distribuciones de este tipo y el problema está en que si existen dos
conglomerados donde tomen uno o más datos entonces existiŕıa un traslape
entre las distribuciones y no sabŕıamos a donde iŕıan los datos.

Por lo que se menciona anteriormente es que se trabaja dejando de lado
este método e introducir la variable ei para trabajar en el método basado en
modelos (que es precisamente como se ha estado trabajando).
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Figura 2.3: Distribución sobre la red lineal.

2.3. Función de penalización

Ahora nuestro interés es agrupar las aristas E de L a través de su co-
rrespondiente yi usando ei como ubicación espacial (aqúı tomamos aquellas
aristas donde existe algún evento).

Para un agrupamiento π = π1/.../πk se introduce una variable de ubi-
cación uj, j = 1, .., k asociado a cada grupo πj, esta nos ayudara a ver la
ubicación de cada grupo.

Por lo tanto, deseamos que los conteos yl, cuyos puntos asociados el están
mas cercanos de la ubicación uj se junten en el grupo correspondiente πj

(pues tienen una misma ubicación).
Una forma de medir la cercańıa de un punto e, y una localización u es a

través de una función de penalización, por ejemplo

w(e, u | τ) = exp{−τ(e− u)′(e− u)} (2.2)

para algún τ > 0.

Esta función de penalización nos ayudará a castigar los puntos que están
más alejados de la ubicación u, es decir, si dos puntos tienen una distancia
muy grande entre ellos la probabilidad de estar en el mismo grupo será chica.

Como se vio en la sección 1.4.1 al querer encontrar agrupamientos el
proceso con la cual se trabajará es el del restaurante Chino.
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Por lo que para este caso el proceso en conjunto con la función de pena-
lización queda de la forma:

p(di = δ | d−i, e, u, u
∗, τ) ∝

{
α

n−1+α
w(el, u

∗ | τ) si δ ̸∈ d−i
nk

n−1+α
w(el, ul | τ) si δ = dl p.a. dl ∈ d−i

(2.3)

Donde d−i = {d1, ..., di−1, di+1, ..., dn} para 1 ≤ i ≤ n, e = {e1, .., en} es el
conjunto de variables espaciales, u es el conjunto de ubicaciones y u∗ es un
valor simulado sobre U . Este proceso lo llamaremos el proceso del restaurante
chino con penalización (PRCP).

2.4. Planteamiento del modelo

Del análisis realizado anteriormente podemos observar que nuestro mode-
lo a usar se trata de un modelo jerárquico aśı como se muestra en el Caṕıtulo
1, por lo que nuestro modelo es de la forma:

yi | π, λ, e, u ∼ κ(λj)1(i ∈ πj) [ind] i = 1, .., n
π | e, u ∼ ρ0(e, u)
λj | π ∼ ν0 [iid] j = 1, .., k
uj ∼ µ0 [iid]

(2.4)

Observemos que para nuestro problema κ al realizar conteos tomaremos
la distribución de Poisson(λ), ρ0 ayudara a generar los grupos y tomaremos
el proceso del restaurante chino con penalización, ν0 será una distribución
gamma(a, b) y finalmente µ0 es la distribución uniforme(U) por lo que (2.4)
queda de la forma:

yi | π, λ, e, u ∼ Poisson(λj)1(i ∈ πj) [ind] i = 1, .., n
π | e, u ∼ PRCP (e, u)
λj | π ∼ gamma(a, b) [iid] j = 1, .., k
uj ∼ Unif(U) [iid]

(2.5)

Deseamos encontrar la distribución final que está dada por

p(u, λ, π | y, e) ∝ L(y | π, λ, e, u)p(λ | π)p(π | e, u)p(u)
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Bastará con calcular las densidades condicionales completas, aśı como la
verosimilitud entonces calculemos

1. L(y | π, λ, e, u)
Sabemos que esta función de verosimilitud tiene la forma

L(y | π, λ, e, u) =
n∏

i=1

λyi−1e−λi

(yi − 1)!
1(i ∈ πi)

=
1∏n

i=1(yi − 1)!

[
λ
∑n

i=1 yi−1e−
∑n

i=1 λi

]
1(i ∈ πi).

Dada la función indicadora para cada una de la partición π = π1/. . . /πk

se cumple que di = j si y solo si i ∈ π para algún 1 ≤ j ≤ k, es decir, a
cada observación le vamos a asignar una partición j entonces tendremos
que:

L(y | π, λ, e, u) =
k∏

j=1

1∏
i∈πj

(yi − 1)!

[
λ
∑

i∈πj
yi−njenjλj

]
.

Donde nj = |πj| es el tamaño del j−ésimo grupo

2. p(λ | π)

p(λ | π) = p(λ1, ..., λk | π)

=
k∏

j=1

p(λj | π).

Esto es para cada λj, j = 1, ..., k, entonces

p(λj | λ−j, u, d, y, e) ∝ p(λj | π)L(y | π, λ, e, u)

Por otro lado, sabemos que se cumple



30 CAPÍTULO 2. MODELO PROPUESTO

L(y | π, λ, e, u) =
k∏

j=1

∏
di=j

κ(yi | λj).

Por lo que para este caso tendremos que

p(λj | λ−j, u, d, y, e) ∝ p(λj | π)
∏
di=j

κ(yi | λj) j = 1, .., k

∝ λa−1
j e−bλj

∏
di=j

λyi−1
j e−λi j = 1, .., k

∝ λa−1
j e−bλjλ

∑
di=j(yi−1)

j e−λinj j = 1, .., k

∝ λa−1
j e−bλjλ

(
∑

di=j yi)−nj

j e−λinj j = 1, .., k

∝ λ
(
∑

di=j yi)−nj+a−1

j e−λinj−bλj j = 1, .., k

∝ λ
(
∑

di=j yi)−nj+a−1

j e−λi(nj+b) j = 1, .., k

∴ p(λj | λ−j, u, d, y, e) ∝ λ
(
∑

di=j yi)−nj+a−1

j e−λi(nj+b) j = 1, .., k

La cual es una distribución gamma con parámetros (
∑

di=j yi − nj +
a− 1, nj + b)

3. p(π | e, u)
Este se realizará usando las variables de pertenencia di, i = 1, ...n. Para
esta probabilidad tendremos dos casos ya que para estas variables de
pertenencia se utilizó el proceso del restaurante chino con penalización
(el cual tiene dos probabilidades) por tanto

• Caso 1

Cuando la variable de pertenencia está en un nuevo grupo, enton-
ces tomaremos δ ̸∈ d−i

p(di = δ | d−i, u, u
∗, λ, λ∗, y, e, τ)κ(yi, λ

∗)

• Caso 2

Cuando la variable de pertenencia se queda en algún grupo ya
predeterminado, entonces tomaremos δ = dl para algún dl ∈ d−i
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p(di = δ | d−i, u, u
∗, λ, λ∗, y, e, τ) ∝ w(ei, ul | τ)κ(yi, λl)

4. p(u)

Recordemos que este parámetro es una de las ubicaciones uj , j = 1, .., k
por lo que la probabilidad anterior se tiene para cada ubicación, es decir,
para cada j = 1, .., k, entonces

p(uj | u−j, λ, d, y, e) ∝ p(uj)L(y | π, λ, e, u)

∝ p(uj)
∏
di=j

w(ei, uj | τ)

Dado que p(uj) para cada j = 1, .., k es una uniforme se tiene que

p(uj | u−j, λ, d, y, e) ∝
∏
di=j

w(ei, uj | τ)1(uj ∈ U)

Pero también sabemos que w(ei, uj | τ) = e−τ(e−u)′(e−u)

Por lo que al realizar la multiplicación obtendremos que

∏
di=j

e−τ(e−u)′(e−u) = e−τ
∑

di=j(ei−u)′(ei−u)

= e−τ
∑

di=j(e
2
i−2eiu

′−u′u)

= e−τ
∑

di=j e
2
i e(−2τu′ ∑

di=j ei−τnju
′u)

∴ p(uj | u−j, λ, d, y, e) ∝ e(−2τu′ ∑
di=j ei−τnju

′u)1(uj ∈ U)

Una vez obtenido cada una de las densidades condicionales podemos ob-
servar que el modelo con el que trabajaremos es de la forma:

p(π, λ, u | y) ∝ l(y | π, λ, e, u)p(λ | π)p(π | e, u)p(u)

Ya obtenidas las densidades condicionales completas procederemos a usar
el algoritmo de Gibbs-Sampler entonces:



32 CAPÍTULO 2. MODELO PROPUESTO

1. Iniciamos λ0, u0, d0 y hacemos t = 1

2. Obtenemos λ(t), u(t), d(t) con ayuda de λ(t−1), u(t−1), d(t−1) y generamos

λ
(t)
1 ∼ p(λ1 | λ(t−1)

2 , ..., λ
(t−1)
k , d

(t−1)
1 , ..., d(t−1)

n , u
(t−1)
1 , ..., u

(t−1)
k , y, e)

...

d
(t)
i ∼ p(di = r | λ(t)

1 , ..., λ
(t)
k , d

(t)
1 , d

(t)
2 , ..., d

(t)
i−1, d

(t−1)
i+1 , ..., d(t−1)

n , u
(t−1)
1 , ..., u

(t−1)
k , y, e)

...

u
(t)
j ∼ p(u2 | λ(t)

1 , ..., λ
(t)
k , d

(t)
1 , d

(t)
2 , ..., d

(t)
n−1, u

(t)
1 , ..., u

(t)
j−1, u

(t−1)
j+1 , ..., u

(t−1)
k , y, e)

3. Hacer t = t+ 1 y repetir 2)

Los parámetros τ y α los podremos tomar como aleatorios y aśı incluirlos
en el algoritmo de Gibbs-Sampler.

Estos se podrán actualizar en el paso 2).

Para el parámetro τ vamos a obtener la distribución condicional tomando
como distribución inicial una gamma(c, d).

p(τ | π, u, y, e) ∝ p(τ)p(d | τ)

∝ p(τ)
n∏

i=1

w(ei, u, di | τ)

∝ τ c−1e−bτ exp{−τ
d∑

i=1

(ei − u)′(ei − u)}

∝ τ c−1e−bτ exp{−τ
k∑

j=1

∑
di=j

(ei − u)′(ei − u)}

∝ τ c−1 exp{−τ(b
k∑

j=1

∑
di=j

(ei − u)′(ei − u))}
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Ahora para el parámetro α se asumirá como en [15] que los datos
y1, ..., yn serán inicialmente condicionalmente independientes de α dado los
demás parámetros obteniendo p(α | k) ∝ p(α)p(k | α), para la distribución

inicial se tomará como gamma(a, b) y la función de verosimilitud será
cn,kα

k

(α)n↑

para n el tamaño de la muestra, donde cn,k es el valor absoluto del número
de Stirling de primera clase y (α)n↑ es el śımbolo de Pochhammer.

Sea α > 0, el reciproco del śımbolo de Pochhammer se puede escribir
como:

1

(α)n↑
=

Γ(α)

Γ(α + n)
=

(α + n)β(α + 1, n)

αΓ(n)
.

Donde β(., .) es la función beta.Entonces tendremos

p(α | k) = p(α)p(k | α) k = 1, ..., n

= p(α)
cn,kα

k(α + n)β(α + 1, n)

αΓ(n)
k = 1, ..., n

∝ p(α)αk−1(α + n)β(α + 1, n) k = 1, ..., n

∝ p(α)αk−1(α + n)

∫ 1

0

ηα(1− η)n−1dη k = 1, ..., n.

Por tanto p(α | k) es la distribución marginal de la distribución conjunta
para α y una variable continua η, con 0 < η < 1, por lo que ahora tendremos
que calcular p(α, η | k) ∝ p(α)αk−1(α + n)ηα(1− η)n−1.Bastará con calcular
las distribuciones condicionales.

1. p(α | η, k)

p(α | η, k) = p(α)αk−1(α + n)ηα(1− η)n−1 k = 1, ..., n

=
αa−1ba

Γ(a)
e−bααk−1(α + n)ηα(1− η)n−1 k = 1, ..., n

∝ αa+k−2(α + n)ηαe−bα k = 1, ..., n

∝ αa+k−2(α + n) exp(−α(b− logη)) k = 1, ..., n

∝ αa+k−1 exp(−α(b− logη)) + nαa+k−2 exp(−α(b− logη)) k = 1, ..., n

Entonces p(α | η, k) ∝ gamma(α | a + k, b − logη) + gamma(α |
a+ k−, b− logη)
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2. p(η | α, k)

p(η | α, k) ∝ ηα(1− η)n−1.

Entonces η ∼ beta(η | α + 1, n) con 0 < η < 1.

2.5. Análisis de sensibilidad del modelo

A lo largo de este caṕıtulo hemos realizado el diseño del modelo que
estaremos usando aśı como los valores que se involucran pero existen dos
valores que no son fijos como lo son τ y λ el primero usado en la función de
penalización (2.2) y el segundo valor está incluido en la distribución Poisson.

Al tener valores que nosotros podemos manipular será necesario realizar
un análisis de sensibilidad sobre estos valores pues al estar dentro de nuestro
modelo puede influir con el número de grupos que se genera o que tan grande
sea la distancia que tome para formar grupos.

En la sección 2.4 se realizó el planteamiento del modelo, aśı como su
implementación mediante el muestreador de Gibbs, el cual será usado para
poder realizar dicho análisis de sensibilidad de los valores antes mencionados.

2.5.1. Análisis de τ

Para el primer análisis procederemos a tomar 200 puntos sobre nuestra
red lineal previamente elaborada (en el apéndice A.1 se muestra cómo se
realiza la red lineal), posteriormente al querer observar el impacto que tiene
τ sobre nuestro modelo tendremos que fijar los siguientes parámetros, α =
4.8986 y los parámetros de la distribución inicial Gamma los tomaremos como
(1.1, 0.1).

Una vez fijados estos parámetros realizaremos diferentes corridas cam-
biando los valores de τ . Estas corridas serán de 10, 000 iteraciones de las
cuales se tomaron las ultimas 5, 000.

Observamos que la Figura 2.4 corresponde a un conjunto de datos simula-
dos (en el apéndice A.3 se muestra cómo se realiza la simulación de los datos
sobre la red lineal) estos puntos (los cuales representan nuestros delitos) se
muestran en color gris y el centroide e se presenta de color azul. El tamaño de
cada ćırculo corresponde al número de eventos contabilizados en cada arista.
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Figura 2.4: τ .

Ya entendido cómo funcionan los elementos (gráficos) dentro de la red,
procederemos a realizar el análisis del parámetro τ el cual está incluido en
nuestra función de penalización w. Recordemos que esta nos ayuda a deter-
minar cuáles son puntos cercanos entre si y de esta manera podemos observar
cómo es que afecta en la distribución final, es decir como quedarán las agru-
paciones sobre la red lineal.

Una vez que se fijaron los parámetros y se entendió cómo funcionan los
elementos (gráficos) dentro de la red, procederemos a tomar diferentes valores
de τ obteniendo aśı la Figura 2.5.

Podemos observar que conforme el parámetro τ va aumentando las agru-
paciones van mejorando, es decir, si nos fijamos en la Figura 2.5 a) podemos
observar en la parte inferior izquierda existen tres tipos de agrupaciones para
τ = 102 (que es un valor pequeño) el cual no es muy bueno ya que en ese
segmento de la red debido a su cercańıa debe corresponder a un mismo color
(agrupación).

En comparación a esta última Figura 2.6 con τ = 109 podemos enfocarnos
nuevamente en la parte inferior izquierda para observar que efectivamente ob-
tenemos una misma agrupación es decir los cuatro ćırculos que corresponden
a esa zona son del mismo color.

En conclusión, el parámetro τ incorporado en la función de penalización
w es de mucha utilidad ya que como se mencionó antes efectivamente es
muy útil para poder determinar las agrupaciones dependiendo su distancia.
Conforme se va aumentando τ la función de penalización w es mejor y en
consecuencia nuestro modelo es más preciso.
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(a) τ = 102 (b) τ = 105

(c) τ = 107

Figura 2.5: Resultados de las agrupaciones para diferentes valores de τ .

2.5.2. Análisis de λ

Para realizar el análisis de λ a diferencia del análisis anterior se fijarán los
parámetros para α = 1 y τ = 1. Estaremos modificando los hiperparametros
a y b de tal forma que el valor esperado inicial λ vaya aumentando, de esta
manera podremos observar cual es el efecto que tiene este parámetro en el
modelo.

A diferencia de las corridas realizadas para el análisis de τ aqúı tomaremos
corridas de 10,000 iteraciones de las cuales se tomaron las ultimas 5,000.

Una vez fijados los parámetros procederemos a dar diferentes valores para
a y b y como afecta en el modelo.Los resultados se muestran en la Cuadro
2.1.

En este cuadro podremos observar tres columnas, en la primera se en-
cuentran los valores que se estuvo asignando a a y b, en el segundo se puede
ver el E(λ) para cada valor y finalmente en la última columna se muestra el
número de agrupaciones que se estuvieron encontrando.

En las Figuras 2.7 (a) y 2.7 (b) no se logra observar ningún cambio debido
a que solo difieren por 2 grupos. Cuando movemos más los valores a y b
para que la esperanza aumente podremos observar un cambio como el que se
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Figura 2.6: τ = 109.

(a, b) E(λ) No. Agrupaciones

(4, 0.1) 40 46
(5, 0.05) 100 38
(5, 0.010) 200 11
(15, 0.01) 1500 7

Cuadro 2.1: Resultados obtenidos para diferentes valores de λ

muestra en la Figura 2.7 (c).
Finalmente para los últimos valores de a y bmostrados en la Figura 2.7 (d)

el número de grupos disminuyó a 7 y se ve en comparación como los colores
disminuyeron considerablemente pues para este último caso E(λ) es mucho
mayor. Por lo que podemos observar mediante el análisis de λ que entre más
aumenta E(λ) el número de grupos son menores es decir el parámetro λ nos
ayudara a determinar el número de agrupaciones dentro de L.

En conclusión, los parámetros τ y λ influyen en el modelo para que sea
más preciso mediante la función de penalización y con el número de agrupa-
ciones que se encuentran, es decir, nos ayuda a encontrar la menor cantidad
de agrupaciones, pero en distancias grandes.

2.6. Estimadores puntuales

Debido a que las poblaciones están caracterizadas por medidas descrip-
tivas numéricas llamadas parámetros, el objetivo de muchas investigaciones
estad́ısticas es calcular el valor de uno o más parámetros relevantes.

Por ejemplo, podŕıamos estimar la media del tiempo de espera µ en una
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(a) E(λ) = 40 (b) E(λ) = 100

(c) E(λ) = 200 (d) E(λ) = 1500

Figura 2.7: Resultados de las agrupaciones para diferentes valores de λ.
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caja registradora del supermercado o la desviación estándar del error de me-
dición σ de un instrumento electrónico. Para simplificar nuestra terminoloǵıa,
al parámetro de interés le llamaremos parámetro objetivo en el experimento.
La información de la muestra se puede emplear para calcular el valor de una
estimación puntual.

Un estimador es una regla, a menudo expresada como una fórmula, que
indica cómo calcular el valor de una estimación con base en las mediciones
contenidas en una muestra.

Recordemos que el principal objetivo de nuestro modelo es poder reali-
zar agrupaciones aleatorias con datos espaciales. Por lo que para el modelo
establecido anteriormente nuestro parámetro “objetivo” es la partición π so-
bre la red (mientras que los demás son parámetros auxiliares). Al tener este
parámetro en nuestro modelo y mediante la muestra obtenida por el mismo
podemos obtener el estimador puntual de la siguiente manera.

Para las agrupaciones π hay un problema particular que a continuación
ejemplificaremos para el caso cuando tenemos 3 datos, es decir, 1, 2, 3 y su-
pongamos que tenemos m = 5 el número de agrupaciones obtenida, por
ejemplo, podŕıamos pensar que el modelo encontró las siguientes agrupacio-
nes (el cual será nuestra muestra).

· π(1) = 1/2, 3

· π(2) = 1/2/3

· π(3) = 1/2, 3

· π(4) = 1/2, 3

· π(5) = 1, 2/3

Como se muestra en el ejemplo anterior las muestras que se obtengan
serán la forma de agrupar los centroides,por lo que el calcular la media de
una seria de agrupaciones no es posible (el problema es que los elementos en
este caso son grupos y no un número que se pueda promediar) por lo que
recurriremos a usar la moda. Podemos hacer uso de la moda ya que tenemos
un conjunto discreto el cual se puede contar, de esta manera al usar la moda
será más fácil identificar que grupo se repite más veces y aśı es más probable
que se genere.

Sabiendo que la moda es el elemento que se repite la mayor cantidad de
veces en un conjunto de datos para nuestro ejemplo es claro que la moda
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(que tomaremos como estimador puntual) es el dado por π̂ = 1/2, 3, pues
aparece en tres ocasiones (para π(1), π(3) y π(4)).



Caṕıtulo 3

Aplicación: Detección de focos
rojos

Una vez entendido cómo se comporta el modelo, aśı como el funciona-
miento de los parámetros pondremos en práctica lo estudiado en los caṕıtu-
los anteriores en un problema común en nuestro páıs que es la inseguridad
como se muestra en [16] & [17] la violencia e inseguridad que se sufre hoy
actualmente en la Ciudad de México se volvieron temas importantes para
los ciudadanos. Según la Encuesta Nacional de Victimización y Percepción
sobre Seguridad Pública (ENVIPE) 2022 del INEGI, en septiembre del 2022,
el 64.4% de la población de 18 años en adelante se considera inseguro en
la ciudad donde vive. Aśı como se ilustra en la Figura 3.1 fueron encuestas
de la percepción de los ciudadanos sobre la inseguridad por lo que podemos
observar que una de las principales necesidades y más urgentes es erradicar
el problema.

Una de las demandas más urgentes a los poĺıticos y al alcalde de la Ciudad
de México es implementar mejores métodos de vigilancia y control del crimen
el cual para poder realizar esto uno de los pasos iniciales es poder identificar
los principales lugares con mayor incidencia delictiva en la ciudad para que
posteriormente los encargados puedan controlar estas incidencias.

Observamos que al tratarse de delitos sobre algún lugar de la Ciudad de
México podemos tomar estos como datos espaciales y el lugar a estudiar como
nuestra red lineal (el cual podŕıa ser una colonia, alcald́ıa o sección dentro de
la ciudad) y al aplicar el modelo propuesto en el Caṕıtulo 2 encontraremos las
agrupaciones las cuales tienen mayores elementos y de esta manera podremos
saber cuáles son los lugares con alta incidencia delictiva (que serán nuestros
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Figura 3.1: Percepción social sobre la delincuencia pública por ciudad de
interés septiembre 2022 (porcentaje).

focos rojos).

3.1. Modelo propuesto en la aplicación

Primero obtendremos los datos (los cuales serán delitos de cualquier tipo)
sobre algunas regiones de la CDMX, para obtener estos datos nos dirigiremos
a la siguiente liga:

https://datos.cdmx.gob.mx/dataset/carpetas-de-investigacion-pgj-cdmx.

En esta página se encuentran las carpetas de investigación de la PGJ de
la CDMX la cual nos proporciona los delitos ocurridos en diferentes Alcald́ıas
de la CDMX. Cabe mencionar que esta información tiene una actualización
del 23 de Diciembre del 2022.

Una vez recopilado los datos (este proceso se detalla en el apéndice A.4 )
los descargaremos sobre la red lineal (el cual se generó en apéndice A.1) con
sus respectivos centroides obteniendo aśı la Figura 3.2.

Posteriormente tomamos en cuenta una corrida de 10,000 iteraciones to-
mando como observaciones las ultimas 5,000 aśı mismo se tomó una distribu-
ción gamma de parámetros (1.1, 0.1) para el parámetro α, análogamente para
el parámetro τ se fijó una distribución gamma con parámetros (1011, 104).

Ya que el objetivo de esta aplicación es poder encontrar los lugares con
alto ı́ndice delictivo procederemos a tomar distintos valores para λ y de esta
manera tener varios modelos y ver el comportamiento sobre nuestra red lineal.
Los valores seleccionados, aśı como su esperanza teórica están dados en el
cuadro 3.1.

https://datos.cdmx.gob.mx/dataset/carpetas-de-investigacion-pgj-cdmx.
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Figura 3.2: Datos reales sobre red lineal.

Modelo (a, b) E(λ)

A (4, 0.1) 40
B (10, 0.10) 100
C (15, 0.05) 300
D (15, 0.03) 500
E (10, 0.01) 1000

Cuadro 3.1: Modelos propuestos
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Figura 3.3: Diagrama de caja para el modelo A.

Los resultados obtenidos para cada uno de los modelos se mostrarán me-
diante un diagrama de caja donde tomaremos en cuenta el numero de grupos
que se genera (estos sobre el eje x), aśı como la cantidad de incidentes en
cada uno de los grupos.

Recordemos que para cada grupo πj, j = 1, .., k se tiene una muestra de
tamaño m cada uno con parámetro de intensidad λj por lo que para cada uno
de estas m muestras obtendremos λjl con l = 1, ..,m para cada j. De esta

manera podremos calcular la intensidad media de cada grupo, λ̂j, definida
como:

λ̂j :=
1

m

m∑
l=1

λjl j = 1, .., k

Finalmente tomaremos diferentes valores (los cuales denotaremos por λ∗)

y los valores que cumplan la desigualdad λ̂j > λ∗ serán los lugares que vamos
a considerar como las zonas peligrosas sobre la red lineal, estos resultados se
ilustraran para observar cuales son zonas más peligrosas.

Para el modelo D, observamos que se obtuvieron 21 grupos. En este mo-
delo podemos observar que disminuyeron bastante el número de grupos en
comparación de los modelos anteriores, aśı como las intensidades de algunos
grupos (aunque siempre existen un par que sobresale de los demás) lo que
hace que el diagrama de caja se pueda visualizar de mejor manera.

Como se muestra en los modelos anteriores, conforme aumentamos el
valor de λ∗ las zonas que se consideraŕıan como peligrosas seŕıan cada vez
menos pero con una mayor intensidad de delitos (es decir, que serán zonas
con mayor incidencias).

Podemos observar que el grupo ubicado en la esquina superior de la dere-
cha, aśı como el que está en la parte inferior derecha están en la mayoŕıa las
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(a) λ∗ = 7 (b) λ∗ = 10

(c) λ∗ = 15

Figura 3.4: Detección de zonas “peligrosas” con λ∗ = 7, 10 y 15.Modelo A.

Figura 3.5: Diagrama de caja para el modelo B.
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(a) λ∗ = 5 (b) λ∗ = 7

(c) λ∗ = 10

Figura 3.6: Detección de zonas “peligrosas” con λ∗ = 5, 7 y 10.Modelo B.

Figura 3.7: Diagrama de caja para el modelo C.
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(a) λ∗ = 2 (b) λ∗ = 4

(c) λ∗ = 5

Figura 3.8: Detección de zonas “peligrosas” con λ∗ = 2, 4 y 5.Modelo C.

Figura 3.9: Diagrama de caja para el modelo D.
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(a) λ∗ = 2 (b) λ∗ = 4

Figura 3.10: Detección de zonas “peligrosas” dependiendo λ∗ = 2 y 4.Modelo
D.

Figura 3.11: Diagrama de caja para el modelo E.

(a) λ∗ = 2 (b) λ∗ = 4

Figura 3.12: Detección de zonas “peligrosas” con λ∗ =2 y 4.Modelo E.
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redes para cada uno de los modelos realizados, esto se debe a que la cantidad
de delitos en esa zona espećıfica de la red es mayor a la de los demás grupos
y eso se puede notar en los diagramas de cajas de todos los modelos, por lo
que sin importar los cambios que realicemos esa zona siempre estará ubicada
como peligrosa (son puntos rojos sobre esta zona).

Gracias al parámetro λ en el modelo propuesto podemos controlar el
número de grupos que se generan sobre la red lineal, por consecuencia con
un grupo podremos abarcar más regiones sobre la red y aśı podremos saber
que tan alta es la incidencia de eventos sobre la red. Esto ayuda a detectar las
calles las cuales son mas peligrosas o con un gran ı́ndice delictivo que es pre-
cisamente el objetivo principal del problema, por lo que al final observamos
que el modelo es útil.

Por lo que podemos concluir que el modelo estad́ıstico propuesto funcionó
exitosamente ya que pudimos generar agrupaciones sobre datos espaciales
(que son los delitos) y gracias a esto se pudo encontrar las áreas con una
gran incidencia delictiva en esta red lineal que es el objetivo principal de la
aplicación.
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Caṕıtulo 4

Conclusiones

La primera parte de este trabajo de tesis fue introducir al lector a la pers-
pectiva de la estad́ıstica conocida como bayesiana partiendo del Teorema de
Bayes para eventos y posteriormente introducir las funciones de densidad que
son las que nos interesaban y mostrando cada uno de los elementos que la con-
formaban. Culminamos esta primera parte mostrando un modelo, aśı como
los elementos como lo fueron los modelos jerárquicos, métodos de simulación
(MCMC) y proceso de restaurante chino todos estos usados posteriormente.

Para la segunda etapa procedimos a la elaboración del modelo sin dejar
de lado el objetivo principal este trabajo el cual fue trabajar con datos espa-
ciales. Este problema lo abordamos de tal manera que logramos hacer que la
partición aleatoria dependa de la función de penalización w(e, u | τ), la cual
nos ayuda a ver cuáles son los grupos que tienen una alta incidencia sobre la
red lineal.

Durante el desarrollo del modelo que se propuso se tuvo un problema
topológico debido al lugar en el que se estuvo trabajando (que fueron sobre
redes lineales) pero se pudo resolver gracias a que se anexaron dos variables
más (los centroides e para los conteos yi y u que ayudara a generar las
agrupaciones ayudándonos del proceso del restaurante Chino) el cual ataca
este problema de la ubicación espacial enfocándonos en modelar la ocurrencia
de eventos en cada borde de la red lineal. De esta manera se pudo agrupar
las aristas, preservando la ubicación espacial de los datos para aśı finalizar
con el modelo que se muestra en la ecuación (2.5).

Finalmente, en la última etapa una vez obtenido el modelo de particiones
aleatorias para observaciones espaciales se procedió a ponerlo en práctica
para un problema de delincuencia el cual fue exitoso pues el objetivo principal
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del trabajo se realizó adecuadamente ya que al generar las agrupaciones de
manera correcta sobre la red propuesta ayudo a observar los lugares donde
exist́ıa un gran ı́ndice delictivo.

Si bien el modelo propuesto en este trabajo es bueno, cabe señalar que
para el desarrollo de este se tuvieron que revisar una gran variedad de te-
mas como el enfoque bayesiano de la estad́ıstica, aśı como la creación de
redes espaciales, métodos de simulación estocástica, agrupaciones de datos,
el análisis de los datos espaciales. Este último en conjunto con la estructura
que tiene la red es lo que se llevó más tiempo hablando computacionalmente,
pero a su vez hace que el trabajo obtenido sea una herramienta atractiva y
también fácil de manipular.

El trabajo realizado se puede extender de varias maneras. Una de ellas
es cambiar la distribución de Poisson usada para la verosimilitud por una
distribución Binomial negativa pues ambas son usadas para conteos.

Incluso podŕıamos proponer otro problema que se acomode al modelo
propuesto en este trabajo, por ejemplo, pensemos en una enfermedad en
base a el trabajo realizado podŕıamos encontrar los lugares donde existe una
mayor infección de alguna ciudad. O saber cuales son los lugares con un alto
ı́ndice de accidentes automoviĺısticos.



Apéndice A

Apéndice A

A.1. Elaboración de la red y carga de datos

espaciales

En este apéndice daremos las herramientas necesarias para elaborar y
crear redes lineales, aśı como la obtención de una muestra de datos espaciales
(primero realizaremos una muestra simulada y posteriormente procederemos
a cargar datos reales) para trabajar posteriormente.

Cabe mencionar que para cualquier tipo de muestra (simulados o datos
reales) existirán datos los cuales no estarán sobre las aristas de la red lineal
L pero este problema se resolverá fácilmente con ayuda de la proyección
ortogonal las cual ayudará precisamente a colocar los datos que estén fuera
de las aristas en estas y de esta forma poder trabajar adecuadamente con la
muestra.

A.2. Elaboración de la red

Para la elaboración de la red usamos el lenguaje R.

1. Con ayuda de las libreŕıas Maptpool la cual nos ayudará a cargar carto-
gramas de alguna ciudad, Mapview que nos permite incorporar datos
geoespaciales aśı como la visualización de los mismo sobre la red, aśı
como las libreŕıas rgdal, sf, sp entre otras que serán usadas para la
lectura y manipulación de los datos espaciales.
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Ahora procederemos a leer el cartograma de alguna ciudad previamente
guardado y usando el comando readORG, posteriormente se transfor-
mará usando el comando spTransform, este permitirá convertirlo a un
archivo WGS84 el cual es un sistema de coordenadas el cual evitará
confusiones ya que es algo estándar para este tipo de datos espacia-
les. Finalmente podremos visualizar el cartograma que elegimos en un
principio esto gracias al comando mapview.

mx_nw <- readOGR("C:/Users/Luis_/OneDrive/Escritorio/

Proyecto_de_Investigacion/Programas/mapa/bbox/data/North1_Nw.shp")

mx_proj <- spTransform(mx_nw,CRS("+proj=longlat

+ellps=WGS84 +datum=WGS84"))

mapview(mx_proj)

2. Una vez que tenemos el mapa procederemos a seleccionar la sección con
la que vamos a trabajar, para esto damos las coordenadas espećıficas y
las guardamos, después se convierten y anexan en la zona que se usara,
de esta manera al volver a generar la gráfica de la zona obtendremos
la delimitación de la zona con la cual estaremos trabajando (esta es la
que denotamos como red lineal).

min_lon <- -99.19

min_lat <- 19.435

max_lon <- min_lon + 0.04

max_lat <- min_lat + 0.015

bbx <- as(raster::extent(min_lon, max_lon, min_lat, max_lat),

"SpatialPolygons")

mapview(bbx)
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3. Finalmente convertiremos sólo la red lineal (y no todo el cartograma)
en un objeto sf y se guarda para una futura manipulación. Observemos
que hasta este punto solo hemos seleccionado la red lineal con la que
vamos a trabajar.

ss <- st_as_sf(crop_poly)

st_write(ss, dsn=paste(path,"/map",sep=""), layer="medtoy",

driver="ESRI Shapefile")

De esta manera para estas coordenadas se genera la Figura A.1. Para una
investigación más profunda sobre la redes lineales el lector puede dirigirse a
[18, Cap 7].

Figura A.1: Red lineal generada.

Una vez que se generó la red lineal podremos incorporar los datos sobre
esta, primero mostraremos como se hace para datos reales y posteriormente
para datos simulados cabe mencionar que para cada uno de los datos debido a
que existen casos donde los datos no están sobre las aristas de la red será ne-
cesario hacer uso de la proyección ortogonal para que los datos queden sobre
las aristas. El concepto de proyección ortogonal se mostrará a continuación.
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A.3. Proyección ortogonal

Se llama proyección ortogonal del punto P sobre la recta l al punto P ′

que se obtiene de la intersección de la recta l con el plano que contiene al
punto P y es perpendicular a ella como se ilustra en la Figura A.2.

Figura A.2: Proyección Ortogonal de P sobre la recta l.

Para poder calcular la proyección P ′ de P sobre l se necesita:

1. Calcular l⊥ que contiene a P .

2. Hallar el punto P ′ que es la intersección de ambas rectas, para esto se
necesita resolver el sistema planteado por ambas ecuaciones.

Adicionalmente también se puede calcular la distancia del punto P (x, y) a
la recta l. Para que la longitud de ese segmento sea la mı́nima, el segmento y
la recta deben de ser perpendiculares. Conociendo las coordenadas del punto
P y la ecuación general de la recta l la distancia de ese punto a la recta está
dada por:

d =

∣∣∣∣Ax+By + C√
A2 +B2

∣∣∣∣
Ejemplo 5. Hallar la proyección del punto P (−8, 12) sobre la recta l : 4x+
7y = −13 y su distancia.

Empecemos por calcular d, dado que l esta en su forma general y teniendo
P bastara con usar la formula para calcular la distancia, entonces tenemos
que:
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d =

∣∣∣∣∣4(−8) + 7(12) + 13√
(4)2 + (7)2

∣∣∣∣∣
d =

∣∣∣∣ 65√
65

∣∣∣∣
Por lo que d =

√
65

Ahora procederemos a calcular la proyección ortogonal, es decir, calcular
lar coordenadas de P ′ usando los pasos anteriormente mencionados.

1. Primero calculemos l⊥ que contiene a P .

Dado dos puntos A(2,−3) y B(−5, 1) que pertenecen a l podemos obte-
ner su vector dirección u⃗ = (−7, 4) y al buscar l⊥ calculamos el vector
ortogonal a u⃗ el cuál esta dado por (4, 7) que será vector director de l⊥.
Como deseamos que la recta pase por P se debe cumplir que P ∈ l⊥

De esta manera l⊥ la obtenemos en su forma continua como:
x+8
4

= y−12
7

Convertida en su forma genera es:

l⊥ : 7x− 4y + 104

2. Una vez obtenida la recta procederemos a hallar P ′ que es el punto de
intersección de ambas rectas.{

4x+ 7y + 13
7x− 4y + 104

Al resolver este sistema obtenemos que el punto P ′(−12, 5)

Realizando lo anterior obtenemos que la proyección ortogonal del punto
P sobre la recta l es P ′(−12, 5) como se muestra en la Figura A.3.

Una vez entendido como funciona la proyección ortogonal procederemos
a obtener la muestra para un red lineal, primero realizaremos una simulación
de la muestra y en esta sección se explicara detalladamente como se usa la
proyección ortogonal y finalmente se explicara como es que se obtienen los
datos reales para su uso, para este último caso la proyección es la misma que
para los datos simulados.
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Figura A.3: Proyección Ortogonal de P sobre la recta l.

A.4. Datos simulados

La red lineal que se tomará como ejemplo para esta sección será la mos-
trada en la Figura A.4. Se tomo esta red L ya que ayudará a observar el
proceso de ortogonalización de datos que se simularon.

Figura A.4: Red lineal L.

Una vez que se tiene cargada la red L sobre la cual estaremos trabajando
vamos a simular puntos sobre la misma. Para que se pueda realizar el análi-
sis sobre el modelo existen algunos problemas pues recordemos que la red L
pertenece a una región U tal que U ⊂ R2, es decir, la red está en R2 por
esto para poder realizar la simulación de puntos sobre esta red se usaron dis-
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tribuciones normales bivariadas, estas se generaron sobre U , cabe mencionar
que no necesariamente estos puntos estaban sobre L como se muestra con los
puntos negros en la Figura A.5.

Veamos que existe un problema pues estos puntos están sobre U y no
necesariamente sobre L y el modelo propuesto esta dirigido para las obser-
vaciones sobre redes lineales por lo que para solucionar este problema se usó
la proyección ortogonal (explicada en el apéndice A.2) sobre L.

El procedimiento para calcular las proyecciones ortogonales de algún pun-
to sobre una recta se elaboró para cada uno de los puntos simulados esto para
todas las calles (segmentos de recta) posteriormente se calcula la mı́nima de
las proyecciones para saber en cual de todas estas calles será dirigido cada
punto una vez realizado este procedimiento se obtuvieron los puntos rojos de
la Figura A.5.

Figura A.5: Datos proyectados sobre L.

Observemos que los ćırculos están sobre U mientras que los puntos en
rojo ya están sobre L, es decir, ya son las proyecciones mı́nimas dadas para
cada uno de los segmentos de L. Por lo que estos serán los datos usados
posteriormente para nuestro modelo. Este ultimo proceso de la proyección
ortogonal también se realizó sobre los datos reales, pero no se notaban tanto
pues en su gran mayoŕıa están sobre los segmentos de la red.

A.5. Cómo cargar los datos reales

Primero obtendremos los datos (los cuales serán delitos de cualquier tipo)
sobre algunas regiones de la CDMX, para obtener estos datos nos dirigiremos
a la siguiente liga:

https://datos.cdmx.gob.mx/dataset/carpetas-de-investigacion-pgj-cdmx.

https://datos.cdmx.gob.mx/dataset/carpetas-de-investigacion-pgj-cdmx.
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Posteriormente procederemos a descargar un archivo que contiene todos
los datos sobre delitos de la CDMX.Como se muetsra en la Figura A.6.

Figura A.6: Archivo para usar.

Descargado el archivo lo abriremos y podremos observar toda la informa-
ción como el tipo de delito, alcald́ıa, municipio, fecha, etc., como se muestra
en el Cuadro A.1.

Columnas que contiene el archivo

Fecha de los hechos
Hora de los hechos
Delito
Fiscaĺıa
Fecha de los hechos
Alcald́ıa
Colonia
Longitud
Latitud

Cuadro A.1: Tabla con datos de la PJG.

Ya que el archivo que se descargó, observamos que contiene los delitos de
todas las alcald́ıas de la CDMX, la información es demasiada por lo que se
tendrá que seleccionar solo una parte de toda la información contenida en el
archivo. Para poder realizar un buen manejo de los datos tomaremos varios
factores en cuenta:
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1. Para fines prácticos consideraremos indistintos el tipo de delito.

2. Sólo tomaremos en cuenta los delitos que se ejecutaron en el año 2019.

3. Ya que en el apéndice A.1 se generó la red lineal tomaremos los datos
que correspondan a esta misma (por lo que debemos tener en cuenta
que las dos variables que nos interesan en realidad son la longitud y
latitud) los cuales son las alcald́ıas Cuauhtémoc y Miguel Hidalgo. De
esta manera la selección de los datos se redujo a 3458 (ya que en un
principio eran más de 500000 datos).

Ahora para poder cargar los datos a R se hará uso de la libreŕıa readxl
el cual ayudará a leer este tipo de archivo y seguiremos los siguientes pasos
para poder cargar los datos sobre la red lineal:

1. Cargamos la red lineal que se usará (siguiendo los pasos del apéndice
A.1).

red <- maptools::readShapeSpatial(’C:/Users/Luis_/OneDrive/Escritorio/

Proyecto_de_Investigacion/Programas/map/medtoy’)

red <- maptools::as.linnet.SpatialLines(red,fuse=TRUE,trace=TRUE)

2. Usando el comando read excel incorporado en la libreŕıa anterior lee-
mos los datos y los guardamos en una variable para nuestro caso la
llamamos “dts”.

datos1 <-read_excel("C:/Users/Luis_/OneDrive/Escritorio/

Proyecto_de_Investigacion/Programas/Carga de datos/datos1.xlsx")

dts<-datos1
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3. Seleccionamos los datos de longitud y latitud de la variable dts la cual
contienen las coordenadas para anexarlas en la red lineal.

dts<-dts%>%dplyr::select(longitud,latitud)

4. Cambiamos los datos seleccionados para que tengan una representación
espacial aśı como asignarle un sistema de referencia (esta es la ubicación
espacial que tiene en este caso México).

coordinates(dts)<-~longitud+latitud

crs(dts)<- ’+proj=longlat +ellps=WGS84 +datum=WGS84’

5. Se grafica primero la red lineal y posteriormente los datos generados.
Obteniendo aśı la Figura A.7.

plot(red)

points(dts)
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Figura A.7: Datos reales sobre la red lineal.
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[13] Pacheco Góngora, Rafael Eduardo: Mezcla infinita de Gaussianas. Tesis
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