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Resumen

La teoría o ciencia de redes surgió hace casi veinte años como un nuevo

campo para caracterizar sistemas complejos que interactúan, como la inter-

net, las redes biológicas, sociales, etcétera [3]. Por otra parte, ésta teoría es

por su propia naturaleza multidisciplinaria. A medida que se obtienen nue-

vos conocimientos y datos de los diferentes tipos de redes, surgen retos tanto

para las matemáticas, como para la física.

La aplicación del conocimiento matemático en la biología no es nuevo y,

a cambio, ha tenido una influencia notable sobre la misma matemática, la

cual se ha inspirado en los fenómenos biológicos generando nuevos campos

de estudio. Quizás no podríamos afirmar lo mismo para la biología, que es

donde encontramos barreras para que, en la práctica, se adopte otra actitud

respecto a las matemáticas. No obstante, la inclusión del lenguaje matemá-

tico se ha dado poco a poco conforme se acumula evidencia de la necesidad

de describir, por ejemplo, grandes conjuntos de datos en la biología o esta-

blecer de forma analítica y abstracta relaciones entre variables que, de otra

forma, llevaría mucho tiempo lograr descubrir sólo de manera experimental.
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Sin duda la estadística es, de las ciencias matemáticas, la que más ha nu-

trido las metodologías en las ciencias experimentales, pero estamos viviendo

un momento en la historia de las ciencias en las que las herramientas de la

física y las matemáticas están mostrando su utilidad en el momento de ob-

tener nuevo conocimiento. Una de estas áreas que mejor podría tener mejor

soporte teórico es la epidemiología, en la cual se estudia, desde el punto de

vista médico y biológico, la distribución y los factores de riesgo de las enfer-

medades. Vamos a ejemplificar nuestra metodología partiendo de un ejemplo

de esta ciencia.

Inicialmente presentamos un modelo epidemiológico genérico pero sen-

cillo. El sistema evoluciona tanto en el tiempo como en el espacio, pero de

forma discreta en éste último. Consideramos, por tanto, una región geográ-

fica dividida en tres subregiones, en donde en cada una de ellas la dinámica

poblacional es distinta pero relacionada con las otras dos. En concreto, supon-

dremos que en cada subregión aparece un brote epidémico con una dinámica

descrita por el modelo SI (susceptibles-infecciosos). El modelo completo lo

estudiaremos, hasta donde sea posible, como un sistema dinámico discreto y

con herramientas de teoría de señales.
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Introducción

¿En qué consiste el proceso de modelación? Un modelo matemático es

una síntesis de la realidad (en este caso realidad biológica) que nos ayuda

a entenderla. Se trata de traducir aspectos de la naturaleza al lenguaje ma-

temático. Si logramos, por ejemplo, traducir a relaciones matemáticas los

mecanismos subyacientes de transmisión de enfermedades en una población,

dispondremos de una valiosísima herramienta para comprender y controlar

dichos procesos. El problema es lograr una traducción adecuada y realista,

que encierre todos los elementos clave del sistema. Este es el paso crucial

que requiere altas dosis de imaginación, intuición y conocimientos biológicos.

Además, como es habitual en la ciencia, necesitamos un inagotable proceso

de ensayo-error, hasta dar con el modelo más adecuado. Inevitablemente,

esta procedimiento lleva a una simplificación. Un modelo que pretenda ser

tan complejo como el mundo real es una utopía. Además, englobaría tan-

1
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tas variables y ecuaciones que sería intratable incluso para las computadoras

más potentes. Es más práctico trabajar con modelos sencillos, sin un grado

de complicación mayor que el necesario para englobar todos los factores de

importancia vital.

En la literatura encontramos múltiples formas para proponer un modelo

matemático. Entre las principales tenemos: Modelos estadísticos, modelos en

ecuaciones diferenciales, probabilísticos, ecuaciones en diferencias y más re-

cientemente los modelos en redes. En este trabajo presentamos tres tipos de

modelos para un mismo problema. Nos centramos en los modelos de ecuacio-

nes en diferencias por la simplicidad computacional, su maleabilidad y, sobre

todo, por lo adecuado para describir la dinámica determinista que sigue un

fenómeno dado. Por otro lado, introducimos modelos probabilísticos y esto-

cásticos, ya que describen apropiadamente la aleatoriedad de los fenómenos,

y nos ayudan a tener una idea más precisa del comportamiento de un sistema

complejo bajo perturbaciones. Y, por último, los modelos basados en la teoría

de redes, que es una de las teorías más completa y al mismo tiempo elegante,

que nos permite comprender un fenómeno a partir de describir los diferentes

estados por los que transita el sistema, que sirve de modelo del fenómeno en

cuestión, y nos permite cuantificar la forma en que estos estados se acoplan;

además esta teoría poseen una amplia variedad de aplicaciones [4]. Al inte-

grar estos tres tipos de modelos buscamos un modelo general para identificar

y tratar problemas complicados que se dan en muchas aplicaciones, que van

desde la física hasta las ciencias sociales.

Entre la enorme colección de modelos con la que se cuenta actualmente
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en epidemiología matemática [21, 13], decidimos trabajar con el sistema en

ecuaciones en diferencias conocido como sistema SI, porque es uno de los más

adecuados, de acuerdo con las inquietudes que se nos presentaron, así como

por su simplicidad computacional, además estamos seguros que es una buena

base para comenzar a entender mecanismos complejos [12]. Para los modelos

probabilísticos utilizamos la distribución de Poisson, ya que se especializa en

la probabilidad de ocurrencia de sucesos con probabilidades muy pequeñas,

o eventos “raros”. En cuanto al modelo en teoría de redes comenzamos con

una red de tres nodos. En el segundo capítulo hacemos una revisión de al-

gunos modelos en ecuaciones. En el tercer capítulo planteamos los modelos

presa-predador, parásito-hospedero, SIS y SI. El modelo SI será “montado” en

cada nodo de la red. También estudiamos los temas clave de la biología para

plantear el modelos de acuerdo a las exigencias del problema. En el cuarto

capítulo revisamos brevemente la teoría de redes, algunas definiciones prin-

cipales, la topología de la red, la matriz de adyacencia, los distintos tipos de

redes, etc. Ahí calculamos los parámetros topológicos de un red dirigida de

tres nodos. También revisamos la teoría necesaria para el análisis de series

de tiempo: medidas de dependencia, estacionalidad de series de tiempo y es-

timación de la correlación, ya que una forma de cuantificar el impacto de la

dinámica de un nodo en los otros es analizar los gráficos de correlación que

se obtienen. En el quinto capítulo planteamos el modelo completo, es decir

montamos en una red o grafo de tres nodos el modelo SI y los estudiamos

con detenimiento en dos formas: como un modelo determinista (los paráme-

tros son fijos y la poblacione sólo se mezclan entre nodos, pero permanece

constante en el tiempo) y como modelo estocástico (las tasas de transmisión
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entre los nodos siguen una distribución de probabilidad). Obtendremos varias

observaciones computacionales y algunas analíticas. Lo anterior nos arroja

luz sobre continuar con el trabajo en varias direcciones. Finalmente, en el

capítulo 6 presentamos las conclusiones del trabajo.



2

Modelos matemáticos discretos

El empleo de las ecuaciones en diferencias es adecuado como modelos

de una realidad discreta (datos), además de ser fáciles de plantear con una

interpretación biológica directa. A fin de elaborar este capítulo, fueron varias

las obras consultadas y están listadas en la bibliografía [11, 2, 15, 22, 7, 8, 9,

6, 12, 16, 21, 18, 13]. Son usados en la modelación de fenómenos en diversas

disciplinas como la genética, epidemiología, ecología, fisiología, redes neuro-

nales, psicología, ingeniería, física, química, ciencias sociales entre otras. Su

maleabilidad computacional y su simplicidad matemática, son fuertes atrac-

tivos para los especialistas de muchas disciplinas, entre ellas las mencionadas

anteriormente [14]. De este modo, tras plantear el modelo preliminar, vamos

analizar algunos aspectos numéricos del mismo. En este capítulo nos concen-

tramos en la modelación matemática de sistemas biológicos. En la Sección 2

planteamos varios modelos matemáticos discretos también inspirados en la

5
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biólogia.

La Sección 3 es una introducción de los modelos SI y SIS. Detallamos al

modelo SIS, ya que este es el que utilizaremos para montarlo en la red.

2.1. Sistemas de ecuaciones discretas

Los retos que nos presentan las múltiples aplicaciones, los abordamos

mediante la adaptación de una colección de modelos a distintas situaciones.

Como hemos mencionado con aterioridad, nos enfocamos en los sistemas de

ecuaciones en diferencias.

2.1.1. Modelo presa-predador

El modelo presa-predador o Lotka-Volterra es uno de los modelos más

estudiados desde la modelación matemática, el cual consiste en una descrip-

ción y explicación de la interacción entre dos especies, una predadora y otra

presa. En la literatura, se inicia el estudio de este sistema de forma contínua

pero, en el caso de un conteo temporal discreto de muestras es más apropiado

emplear una versión discreta del modelo [12]. Las hipótesis sobre las que se

basa el modelo son las siguientes

El ecosistema está aislado.

La población de las presas en ausencia de predadores crece exponen-

cialmente (la velocidad de reproducción es proporcional al número de

individuos).
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Las presas sólo mueren cuando son cazadas por el predador.

La población de predadores, en ausencia de presas, decrece de manera

exponencial.

Las presas decrecen de forma proporcional al número de encuentros

posibles entre éstas y los predadores.

Los predadores se ven beneficiados de manera proporcional al número

de encuentros con las presas.

Bajo estas consideraciones obtenemos el modelo Lotka-Volterra discreto

xn+1 = xn + αxn − βxnyn,

yn+1 = yn − γyn + δxnyn,
(2.1)

donde xn es el número de presas al tiempo n y yn es número de predadores al

tiempo n, con n = 0, 1, 2, . . .. Los parámetros son constantes y representan

α la tasa de crecimiento de las presas.

β la tasa de éxito del predador al cazar.

γ la tasa de crecimiento de los predadores.

δ la tasa de éxito y aprovechamiento del recurso del predador.
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(a) Poblaciones (b) Retrato fase

Figura 2.1: Intregración numérica del modelo Lotka-Volterra, con condiciones
iniciales x0 = 10, y0 = 5 y parámetros α =0.07, β =0.01, γ =0.07 y δ =0.01.

2.1.2. Modelo parásito-hospedero

Este modelo se refiere a la interacción entre un insecto parasitoide y un

hospedero. El parásito ocupa los huevos de otro insecto para desarrollar su

progenie. Así, una vez infectado el huevo del hospedero, el desarrollo de las

larvas del parásito lleva a la destrucción de esté. Dada la estacionalidad,

que suele caracterizar a los ciclos biológicos de estos organismos, es más

factible establecer un modelo discreto [12]. La forma general del modelo puede

expresarse como sigue

Hn+1 = αHnf(Hn, Pn),

Pn+1 = βHn [1− f(Hn, Pn)] ,
(2.2)

donde

Hn es la población del hospedero al tiempo n.
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Pn es la población del parásito al tiempo n.

α es la tasa de crecimiento percápita de la población de los hospederos.

β es la eficiencia de conversión de los hospederos en nuevos parásitos.

f(Hn, Pn) es la fracción de hospederos que no han sido parasitados, en

la generación n.

Tenemos, por tanto, que

f(Hn, Pn)Hn = número de hospederos no parasitados.

[1− f(Hn, Pn)]Hn = número de hospederos parasitados.

Falta especificar la forma funcional de f(Hn, Pn). Supongamos que los en-

cuentros entre los hospederos y los parásitos ocurren de manera aleatoria y

que son independientes (esto último significa que un parásito no distingue

entre los hospederos que ya fuerón parasitados y los que no). Por la ley de

acción de masas [16], tenemos que el número de encuentros es proporcional

al producto HnPn; es decir, γHnPn, donde γ es la constante de proporciona-

lidad. Dicha constante representa la búsqueda eficiente de los parásitos. El

número de encuentros por hospedero es, por tanto,

δ =
γHnPn
Hn

= γPn. (2.3)
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Por supuesto, no todos los hospederos experimentan los mismos encuentros,

de hecho algunos experimentan más que otros. Sea

p(i) = probabilidad de que un hospedero experimente i encuentros. (2.4)

Dado que suponemos que los encuentros se dan de una manera aleatoria

e independiente, se dice que los eventos siguen un Proceso de Poisson. Así

entonces, introducimos a la ditribución de Poisson para p(i) con intensidad

δ. En particular tenemos que

p(i) =
δie−δ

i!
. (2.5)

Recordemos que definimos f(Hn, Pn) como la fracción de hospederos no pa-

rasitados, por lo que, en término de la distribución de Poisson, tenemos que

f(Hn, Pn) = p(0) =
δ0e−δ

0!
= e−δ = e−γPn . (2.6)

Por lo que substituyendo la Ecuación (2.6) en la Ecuación (2.2) obtenemos

Hn+1 = αHne
−γPn ,

Pn+1 = βHn

[
1− e−γPn

]
.

(2.7)
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(a) Poblaciones (b) Retrato fase

Figura 2.2: Integración numérica del modelo parásito-hospedero estocástico,
con condiciones iniciales H0 = 50, P0 = 10 y parámetros α =1.05, β =3 y
γ =0.005.

2.2. Modelos epidemiológicos discretos

Los modelos epidemiológicos han sido adaptados y mejorados con el paso

del tiempo. En esta sección describiremos dos de estos modelos que han

sido de gran utilidad para comprender de forma sencilla a los fenómenos

epidemiológicos.

2.2.1. Conceptos biológicos

El conocimiento biológico del problema juega un papel fundamental para

definir al modelo matemático, ya que nos permite hacer suposiciones apega-

das a la realidad de forma simple, resaltando los aspectos más importantes.

Uno de los problemas prototipo, que más se estudia en la biología mate-

mática, es la interacción susceptible-infecioso, el cual consiste de un modelo

matemático que determina la dispersión de algunas enfermedades.
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Específicamente, sabemos que las enfermedades causadas por virus o bac-

terias se pueden transmiten por contacto físico, ya sea directo o indirecto. El

virus necesita a un nuevo individuo para continuar con la infección provo-

cando un nuevo contagio [13].

Definición 2.1. Tasa de contacto: Número de veces que un individuo in-

feccioso entra en contacto con otros individuos por unidad de tiempo.

Consideraremos que la tasa de contacto, ϕ, es proporcional al número

total de individuos. Esta tasa describe dos puntos importantes

La manera como los individuos están interaccionando entre ellos.

La capacidad del virus para infectar.

La intensidad de la infección dependerá de varios factores: tiempo, espa-

cio, interacción entre los individuos, diversidad genética, entre otros tantos.

Para nuestro estudio, consideraremos la tasa de infección más simple. Su-

pongamos que la probabilidad de infección por contacto sea β0, el término

ϕβ0 es la capacidad que tiene un individuo infeccioso para infectar a otros

individuos. Sabiendo que este individuo no puede infectar a otros que no sean

susceptibles, por lo tanto la capacidad esta dada por

β0ϕS

T
,

que es la llamada razón de infección. Así, la cantidad de nuevos individuos
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infecciosos al tiempo n está dada por

β0ϕS(n)I(n)

T (n)
,

y se llamada incidencia de la enfermedad, que representa la transición de

los individuos del estado susceptible al estado infeccioso. Cuando la tasa de

contacto es constante, es decir ϕ = k, la incidencia está dada por

βS(n)I(n)

T (n)
, (2.8)

donde β = β0k se llamada incidencia estándar.

2.2.2. Número reproductivo básico.

El número reproductivo básico R0 de una enfermedad se define como

sigue:

Definición 2.2. Número promedio de infecciones secundarias causadas por

un infeccioso, durante el periodo donde puede transmitir la infección en una

comunidad donde todos son susceptibles.

R0 es el parámetro de mayor importancia en epidemiología matemática

ya que, con él, se puede conocer el desarrollo de la enfermedad. Si R0 < 1, en

promedio se producen menos de un caso infeccioso en una comunidad donde

todos son susceptibles, por lo tanto la enfermedad no progresará. Si por el

contrario, R0 > 1, se produce en promedio más de un infeccioso secundario y

habrá un brote epidémico o la enfermedad permanecerá de forma endémica.
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R0 es una combinación de parámetros epidemiológicos y demográficos, y la

forma que adopte dependerá de la enfermedad en cuestión. Definimos el valor

de R0 de la siguiente forma:

R0 =
∞∑
n=0

bnFn, (2.9)

donde Fn es la probabilidad de que un nuevo infeccioso lo continué siendo

hasta un tiempo n, y bn es el número medio de nuevos infecciosos producidos

por un individuo infectado por unidad de tiempo, si éste permanece infeccioso

por un tiempo n.

2.2.3. Sistema SIS

En esta subsección presentamos el modelo SIS con dinámica vital. Dicho

modelo es utilizado cuando la recuperación no le confiere inmunidad a un

individuo. En este caso, un individuo que pasa de la clase susceptible S a

la clase de los infecciosos I, retorna posteriormente a la clase susceptible S

cuando se recupere de la infección. Consideremos las siguientes hipótesis

1. Todos los individuos nacen susceptibles. Esta condición refleja que no

hay una transmisión de anticuerpos de la madre al feto.

2. El tamaño de la población es constante. La tasa de natalidad es igual a

la tasa de mortalidad; denotada por µ con la condición de que 0 < µ < 1

así, el número de individuos que mueren en las clases S e I en el periodo

n y n+1 es, respectivamente, µS y µI. Además, nacen un número igual

de susceptibles en el mismo período.
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3. Los infecciosos se recuperan y vuelven a ser susceptibles a una tasa β.

4. Los susceptibles pasan a ser infecciosos con una tasa λ.

5. Las interacciones entre individuos se supone como una mezcla completa

y homogénea.

6. La enfermedad se da en un ambiente cerrado. No existe inmigración,

emigración.

En términos de compartimentos, el sistema SIS está representado en la

Figura 2.3.

b +3 Suceptibles

λ

��

µ

��

infecciosos

β

]]
µ

��

Figura 2.3: Esquema de compartimentos para el modelo SIS con dinámica
vital.

Bajo las hipótesis establecidas podemos formular el modelo SIS con el

siguiente sistema de ecuaciones en diferencias

Sn+1 =Sn(1− µ) + µTn −
λSnIn
Tn

+ βIn, (2.10)

In+1 =In +
λSnIn
Tn

− In(µ+ β), (2.11)
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donde

Tn es la población total al tiempo n.

Sn es el número de suceptibles al tiempo n.

µ es la tasa de natalidad y mortalidad (0 < µ < 1).

λ es la tasa de transmisión (proporcional al contacto entre individuos)

(0 < λ < 1).

β es la tasa de recuperación de los infecciosos (0 < β < 1).

(a) Poblaciones. (b) Retrato fase.

Figura 2.4: Gráficas obtenidas integrando numéricamente el modelo de SIS,
con condiciones iniciales S0 = 15, I0 = 25 y parámetros λ = 0.7, β = 0.1 y
µ = 0.2.

2.2.4. Sistema SI discreto con población constante

En esta subsección describimos un modelos simple dividido en dos po-

blaciones: susceptibles e infecctados, este modelo se denomina SI y lo utili-
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zaremos para estudiar la dinámica de una red dirigida con tres nodos. Con-

sideremos las siguientes hipótesis

1. Todos los individuos nacen susceptibles. Esta condición refleja que no

hay una transmisión de anticuerpos entre madre y el hijo.

2. El tamaño de la población es constante; es decir, la tasa de natalidad

es igual a la tasa de mortalidad y la denotamos por µ, con la condición

de que 0 < µ < 1. Por lo tanto, el número de individuos que mueren

en las clases S e I en el periodo n y n+ 1 es µS y µI, respectivamente

nacen un número igual de susceptibles en el mismo período.

3. No existe recuperación de los infecciosos; es decir, no regresan a ser

susceptibles.

4. Las interacciones entre individuos se da como nates, como una mezcal

completa y homogénea.

5. La enfermedad se da en un ambiente cerrado; es decir, no existe inmi-

gración o emigración.

Un esquema en compartimentos esta representado en la Figura 2.5.

b +3 Suceptibles
β +3

µ

��

infecciosos

µ

��

Figura 2.5: Esquema de compartimentos para el modelo SI con dinámica
vital.
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De este modo, y de acuerdo con las hipótesis arriba mencionadas, establece-

mos el modelo de epidemia en tiempo discreto de la siguiente forma:

Sn+1 =Sn + µTn −
βSnIn
Tn

− µSn, (2.12)

In+1 =In +
βSnIn
Tn

− µIn, (2.13)

donde

Tn es la población total al tiempo n.

Sn es el número de susceptibles al tiempo n.

µ es la tasa de natalidad (y mortalidad) tal que 0 < µ < 1.

β es la tasa de transmisión (proporcional al contacto entre individuos),

tal que 0 < β < 1.

A partir de este modelo tenemos lo siguiente

Proposición 2.1. La población total del modelo SI se mantiene constante.

Demostración. Sabemos que en el sistema, Ecuaciones 2.12 y 2.13, la tasa de

natalidad es igual a la tasa de mortalidad µ. Si sumamos ambas ecuaciones

obtendremos

Tn+1 = Sn+1 + In+1 = Sn + µTn − µSn + In − µIn = Tn.
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Así, la población total se mantendrá constante y se denotara por T .

2.2.5. Número reproductor básico del sistema SI

Al estudiar modelos descritos por estados, cobra importancia la varia-

ción de cada un de tales estados en el tiempo. El flujo de nuevos infecciosos

está relacionado con las densidades de la población sana e infecciosa, que

representa el número de contactos entre ambas poblaciones. Por lo tanto, la

fracción βSnIn/Tn, representa el flujo de contagios entre individuos sanos e

infecciosos por unidad de tiempo; siendo 0 < β < 1 la tasa de contactos ade-

cuados (es decir, un contacto suficiente para la transmisión) por unidad de

tiempo. Por otro lado, los individuos infecciosos permanecerán con la enfer-

medad durante un periodo determinado hasta que mueran. El flujo de paso

del estado infeccioso al estado de muerte es µI, tal que 0 < µ < 1, lo cual re-

presenta la tasa de individuos infecciosos que mueren por unidad de tiempo.

Sea In el número de infecciosos al tiempo n que fueron infecciosos al tiempo

0. Por lo tanto, tenemos que

In+1 = In − µIn = In(1− µ),

cuya solución, en diferencias, está dada por

In = (1− µ)nI0, (2.14)

la cual que corresponde al número de individuos que quedan en el estado In,

después de n unidades de tiempo, con población inicial I0. En consecuencia, la
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proporción de infecciosos que permanecen al tiempo n es 1−µ. Para calcular

el número reproductor básico, R0, utilizamos la expresión (2.9), asignando

valores numéricos a las funciones bn y Fn. La función bn representa el número

medio de infecciosos producidos por un individuo infeccioso por unidad de

tiempo, si éste permanece en dicho estado por un tiempo n. Debido a que los

nuevos infecciosos provienen del flujo βSn/Tn, tenemos que bn = βSn/Tn = β

ya que, al principio de la infección, toda la población es susceptible; es decir,

Sn = Tn. La función Fn representa la probabilidad de que un nuevo infeccioso

continúe dicho estado hasta el tiempo n. Debido a que el único flujo de

salida del estado infeccioso es µI y, dada la Ecuación (2.14), tenemos que

Fn = (1− µ)n. De esta forma concluimos que

R0 =
β

µ
(2.15)

2.2.6. Puntos fijos

Dado que la población Tn, de modelo (2.12) y (2.13), permanece constante

a través del tiempo, la denotaremos por T , entonces es conveniente considerar

las fracciones xn = Sn/T y yn = In/T como un escalamiento de las variables

originales. Por lo tanto, estudiaremos el sistema equivalente en las variables

x e y, de tal forma que

xn+1 =xn(1− µ) + µ− βxnyn,

yn+1 =yn(1− µ) + βxnyn.
(2.16)
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Los puntos fijos del sistema (2.16), en las variables x y y, son soluciones que

no dependen del tiempo. Esta situación puede ser obtenida cuando conside-

ramos xn+1 = xn y yn+1 = yn, precisamente porque éstas últimas representan

la discretización de la primer derivada igualada a cero. Por lo tanto, en el

contínuo, si (x, y) es un punto fijo del sistema (2.16), se debe de cumplir:

µ(1− x)− βxy = 0, (2.17)

(βx− µ)y = 0. (2.18)

De donde tenemos la siguiente

Proposición 2.2. Si R0 < 1, el sistema (2.16) admite un único punto fijo

llamado libre de enfermedad dado por E0 = (1, 0). En caso contrario, el

sistema admite dos puntos de fijos, el libre de enfermedad E0 y el punto fijo

endémico dado por

E1 =

(
1

R0

,
R0 − 1

R0

)

Demostración. Del sistema de Ecuaciones (2.17) y (2.18), tenemos que y = 0

o x = µ/β. Sí y = 0, no tenemos infecciosos y x = 1, por lo tanto tenemos el

punto fijo E0 = (1,0). En caso contrario, cuando x = µ/β, sustituyendo en la

primera ecuación del sistema (2.17) y (2.18) tenemos y = 1− µ/β, sabiendo

que R0 = β/µ, obtenemos el segundo punto fijo,

E1 =

(
1

R0

,
R0 − 1

R0

)
(2.19)

Observemos que, cuando R0 > 1, tenemos un valor positivo para un número
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positivo de infecciosos, por lo tanto existe un segundo punto de equilibrio E1,

en caso contrario sólo tenemos el punto fijo E0, por lo tanto la enfermedad

acaba desapareciendo.

2.2.7. Estabilidad de los puntos fijos

El sistema (2.16) tiene los puntos fijos E0 y E1. El análisis de los puntos

fijos lo realizaremos a partir de la matriz jacobiana de este sistema (véase

[14],[17]). Reescribimos al sistema de la siguiente forma

f(x, y) = x(1− µ) + µ− βxy,

g(x, y) = y(1− µ) + βxy,
,

entonces tenemos que

J(x, y) =

Dxf Dyf

Dxg Dgy

 =

1− (µ+ βy) −βx

βy 1− µ+ βx

 .

Sabemos que un punto fijo, de un sistema de ecuaciones en diferencias, es

estable si todos los valores propios de la matriz jacobiana tienen módulo

menor a uno. A continuación analizaremos la estabilidad de los puntos fijos

E0 y E1, en función del número reproductivo básico.

Proposición 2.3. El punto fijo E0 sera estable si R0 < 1 e inestable si

R0 > 1.

Demostración. Para analizar la estabilidad de E0 = (1,0) usaremos el poli-
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nomio característico de la matriz jacobiana evaluada en este punto, la cual

esa dada por:

J(1, 0) =

1− µ −β

0 1 + β − µ


Así, el polinomio característico es

PJ(1,0)(λ) = (1− µ− λ)(1 + β − µ− λ),

obteniendo los siguiente valores propios:

λ1 = 1− µ,

λ2 = 1 + β − µ,

El punto fijo (1,0) será estable si, |λ1| < 1 y |λ2| < 1. Analizando los auto-

valores λ1 y λ2, para R0 < 1, encontramos que |λ1| < 1, ya que λ1 = 1− µ y

0 < µ < 1, para el autovalor λ2. Entonces,tenemos que demostrar que

|1 + β − µ| < 1.

Para ello, multiplicando la expresión por 1/µ, y obtenemos∣∣∣∣ 1µ +
β

µ
− 1

∣∣∣∣ < 1

µ
,

comoR0 = β/µ < 1, se cumple la desigualdad y tenemos el resultado deseado.

En el caso R0 > 1, el valor propio λ1 sigue teniendo módulo menor que 1,

pero el valor propio λ2 tiene módulo mayor a uno, por lo tanto el punto fijo

E0 = (1,0), es inestable.
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Proposición 2.4. Si R0 > 1, entonces el punto fijo E1 sera localmente

estable.

Demostración. Para análizar la estabilidad del punto fijo

E1 =

(
1

R0

,
R0 − 1

R0

)
,

calculamos el polinomio característico de J(E1),

PJ(E1)(λ) = λ2 + (β − 2)λ+ (1− β + µβ − µ2).

Ahora bien, para demostrar que los valores propios de este polinomio carac-

terístico tienen módulo menor que 1, utilizaremos el criterio de Jury [20].

Consideremos α1 = β− 2, α2 = 1− β +µβ−µ2, y probaremos las siguientes

desigualdades

1 + α1 + α2 > 0,

1− α1 + α2 > 0,

1− α2 > 0.

La primera desigualdad es verdadera, ya que si substituimos α1 y α2 y sim-

plificando obtendremos

µ(β − µ) > 0,
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ya que R0 > 1. Para la segunda desigualdad tenemos que

4− 2β + µ(β −mu) > 0,

pues R0 > 1 y 0 < β < 1. Para la tercera desigualdad después de sustituir el

punto α2 tenemos:

β(1− µ) + µ2

y, sabiendo que 0 < µ < 1, se sigue la desigualdad deseada. Por lo tanto,

|λ1,2| < 1 y E1 es un punto fijo localmente estable.

Una vez producida la infección, se buscará mantener ésta por debajo de

un umbral K; es decir, se cumplirá que

R0 − 1

R0

< K, (2.20)

o bien,

R0 <
1

1−K
. (2.21)

Por ejemplo, si se requiere que la población de los enfermos no sobrepase a

los sanos, se debe cumplir que R0 < 2. El análisis del modelo (2.16), (2.17)

y (2.18) nos produce los resultados desplegados en la Figura 2.6. En las

gráficas de la 2.2.7 a la 2.2.7, mostramos algunas simulaciones numéricas del

sistema de ecuaciones en diferencias (2.16).
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Reproductividad básica Punto de equilibrio Punto de equilibrio
R0 E0 trivial E1no trivial

R0 < 1 Estable @
R0 > 1 Inestable Estable

Figura 2.6: Resultados obtenidos para el modelo (2.16).

(a) Poblaciones (b) Retrato fase

Figura 2.7: Gráficas obtenidas para el modelo (2.16), con las condiciones
iniciales S0 = 100, I0 = 50 y R0 =1.2, (β =0.6, µ =0.5).

[26]
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(a) Poblaciones (b) Retrato fase

Figura 2.8: Gráficas obtenidas para el modelo (2.16), con las condiciones
iniciales S0 = 100, I0 = 50 y R0 =0.83, (β =0.5, µ =0.6).

(a) Poblaciones (b) Retrato fase

Figura 2.9: Gráficas obtenidas para el modelo (2.16), con las condiciones
iniciales S0 = 100, I0 = 50 y R0 =2, (β =0.6, µ =0.3).
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(a) Poblaciones (b) Retrato fase

Figura 2.10: Gráficas obtenidas para el modelo (2.16), con las condiciones
iniciales S0 = 100, I0 = 50 y R0 =2.3, (β =0.7, µ =0.3).



3

Introducción a los modelos en

redes

En este capítulo presentaremos una pequeña introducción a la teroría

de redes y análisis de señales. Además, introduciremos la terminología que

vamos a usar de ahora en adelante.

3.1. Redes y grafos

La teoría de redes surgío hace casi 23 años como un nuevo campo para

caracterizar los sistemas complejos que interactúan, como el Internet, las

redes biológicas de la célula y las redes sociales. Inicialmente, la perspectiva

de la física, en particular el enfoque de la física estadística, ha dominado el

campo de la teoría de redes [5]. Este punto de vista a desempeñado un papel

29
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fundamental para caracterizar las propiedades universales de la estructura

de redes complejas.

La necesidad de caracterizar sistemas complejos, extraer información re-

levante de ellos y comprender cómo los procesos dinámicos se ven afectados

por la estructura de la red, nunca ha sido más importante que en siglo XXI,

cuando vivimos una explosión del “Big Data” en las ciencias sociales, infor-

mación y tecnologías de la comunicación y en la biología [5].

Para entender las muchas formas en que las redes pueden afectar las pro-

piedades de un sistema, necesitamos familiarizarnos con la teoría de grafos.

En este capítulo se introduce la representación de una red como un grafo así

como las características elementales de las redes. Introduciremos un formalis-

mo y lenguaje de teoría de grafos que serán utilizados a lo largo del presente

trabajo.

3.1.1. Algunas definiciones

Si queremos entender un sistema complejo, primero necesitamos saber

cómo sus componentes interactúan entre si. Una red es un catálogo de los

componentes de un sistema denominados nodos o vértices y las interacciones

directas entre ellos, llamadas enlaces o bordes. La representación en forma

de red ofrece un lenguaje común para estudiar sistemas que pueden diferir

mucho en naturaleza, aspecto o alcance.

Definición 3.1. Número de nodos. Representa el número de componentes del

sistema. Con frecuencia llamaremos N al tamaño de la red. Para distinguir
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los nodos, los etiquetaremos con i = 1, 2, . . . , N .

Definición 3.2. Una red es llamada direccionada, si todos los enlaces en

ella son direccionados. Una red es no direccionada si todos sus enlaces son

no direccionados.

Definición 3.3. Una red es llamada mixta si tiene enlaces direccionados y

no direccionados.

Definición 3.4. Número de enlaces, que denotamos por L, representa el

número total de las interacciones entre los nodos. Los enlaces pueden ser

direccionados o no direccionados.

Las elecciones que hacemos, cuando representamos un sistema como una

red, determinarán nuestra capacidad de utilizar el conocimiento que nos ofre-

ce la ciencia de la red con éxito, para resolver un problema particular. Por

ejemplo la forma en que definimos los vínculos entre dos individuos dicta la

naturaleza de las preguntas que podemos explorar.

3.1.2. Grado, grado promedio y distribución del grado

Definición 3.5. El grado de un nodo es el número de enlaces que tiene con

otros nodos.

Nosotros denotaremos con ki el grado del nodo i-ésimo en la red. En una

red no direccionada el número total de enlaces, L, puede ser expresado como
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la suma de los grados de todos los nodos:

L =
1

2

N∑
i=1

ki. (3.1)

Donde el factor 1/2 corrige el hecho de que en la suma (3.1) cada enlace es

contado dos veces.

Definición 3.6. El grado promedio de una red no direccionda se define como:

〈k〉 =
1

N

N∑
i=1

ki =
2L

N
. (3.2)

En las redes direccionadas distinguimos entre grado entrante, kini , que

representa el número de enlaces que llegan al nodo i, y grado saliente, kouti ,

que representa el número de enlaces que salen del nodo i hacia otros nodos.

Finalmente, el grado total kt esta dado por

kt = kini + kouti . (3.3)

El número total de enlaces en una red no direccionada es

L =
N∑
i=1

kini =
N∑
i=1

kouti . (3.4)

El factor 1/2 visto en (3.1) aquí está ausente, ya que para las redes direccio-

nadas las dos sumas cuentan separadamente los grados saliente y entrante
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respectivamente. El grado promedio de una red dirigida es

〈kin〉 =
1

N

N∑
i=1

kini = 〈kout〉 =
1

N

N∑
i=1

kouti =
L

N
. (3.5)

3.1.3. Matriz de adyacencia

Una descripción completa de una red nos obliga a realizar un seguimiento

de sus enlaces. La forma más sencilla de lograr esto es proporcionar una lista

completa de ellos. Con fines matemáticos, representamos una red a través de

su matriz de adyacencia. La matriz de adyaciencia de una red dirigida de N

nodos tiene N filas y N columnas siendo sus elementos:

Aij = 1 si hay un enlace que va del nodo j al nodo i,

Aij = 0 si los nodos i y j no estan conectados entre si.

La matriz de adyacencia para una red no dirigida tiene dos entradas para

cada enlace, por lo tanto la matriz de adyacencia para una red no dirigida

es simétrica; es decir, Aij = Aji. Por otro lado, el grado ki del nodo i puede

obtenerse de los elementos de la matriz de adyacencia (ver [3]). Para una red

no dirigida el grado de un nodo es la suma sobre las filas o columnas de la

matriz,

ki =
N∑
j=1

Aji =
N∑
i=1

Aji. (3.6)

Para una red direccionada la suma sobre los renglones y las columnas de la

matriz de adyacencia proporcionan los grados entrantes y salientes, respecti-
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vamente,

kini =
N∑
j=1

Aij, kouti =
N∑
j=1

Aji. (3.7)

Dado que en una red no dirigida el número de enlaces salientes es igual al

número de enlaces entrantes, tenemos,

2L =
N∑
i=1

kini =
N∑
i=1

kouti =
N∑
ij

Aij. (3.8)

3.1.4. Gometría y topología de red

La atención se ha dirigido recientemente a la caracterización geométri-

ca y topolólgica de las redes. En este campo, el interés de la investigación

científica ha seguido cuatro direcciones principales: La caracterización de la

hiperbolicidad de las redes, la formulación de la geometría de red emergente,

la caracterización de la geometría del cerebro y la topología de red.

Caracterización de la hiperbolicidad de las redes : la caraterización de la

hiperbolicidad de la curvatura de las redes es un problema matemático fun-

damental abordado por distintos matemáticos que proporcionan diferentes

definiciones alternativas. Excepto por la curvatura combinatoria de los gra-

fos planos, no existe un consenso establecido sobre la definición de curvatura

más apropiada para las estructuras de red. A pesar de este hecho, se utilizan

varios enfoques para caracterizar la geometría, la complejidad y la hiperbo-

licidad de las redes. Una forma de lograr esto es medir la hiperbolicidad δ de

Gromov [19], otras formas incluyen incrustar la red en espacios hiperbólicos,

o en general en una geometría de Riemann.
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Geometría emergente de redes : el campo de la geometría emergente tiene

como objetivo generar redes con geometría oculta sin usar ninguna informa-

ción del espacio subyacente.

Geometría cerebral : la geometría cerebral es fundamental para compren-

der el cerebro. Se cree que la modularidad juega un papel de especial im-

portancia, junto con la propiedad del mundo pequeño, al generar una fase

dinámica de sincronización frustrada, donde la sincronización se mantiene

pero no es estacionaria.

Topología de redes : el análisis topológico, permite extraer información de

conjuntos de datos de red que no es posible extraer utilizando otras técnicas

menos recientes de la teoría de redes. El análisis topológico de procesos diná-

micos como la propagación epidémica puede revelar la topología subyacente

de la red sobre la cual se produce la propagación.

3.1.5. Caminos y distancias

La distancia física juega un papel clave en la determinación de las in-

teracciones entre los componentes de los sistemas. Por ejemplo, la distancia

entre átomos en un cristal o entre dos galaxias determina las fuerzas que

actúan entre ellos. En las redes, la distancia física se reemplaza por longitud

de trayectoria.

Definición 3.7. Una trayectoria es una ruta que recorre los enlaces de la

red.
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Definición 3.8. La longitud de una trayectoria, representa el número de

enlaces que la trayectoria contiene.

3.1.6. La trayectoria más corta

La trayectoria más corta entre los nodos i y j es la trayectoria con el

mínimo número de enlaces. La trayectoria más corta a menudo es llamada

la distancia entre los nodos i y j. Se denota por dij, o simplemente por d.

Podemos tener múltiples trayectorias cortas para la misma longitud d entre

un par de nodos. Las trayectorias más cortas núnca contienen lazos o se

intersecan ellas mismas.

En una red no direccionada dij = dji, es decir la distancia entre el nodo

i y el nodo j es la misma que la distancia entre el nodo j y el nodo i. En

una red direccionada a menudo dij 6= dji además, en una red direccionada la

existencia de una trayectoria del nodo i al nodo j, no garantiza la existencia

de una trayectoria del nodo j al nodo i.

3.1.7. Diámetro de la red

El diámetro de una red, denotado por dmax, es la máxima trayectoria

mas corta en la red, en otras palabras es la mayor distancia registrada entre

cualquier par de nodos.

3.1.8. Longitud de trayectoria media

La longitud de trayectoria media, denotada por 〈d〉, es la distancia media

entre todos los pares de nodos en la red. Para una red direccionada de N
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nodos, tenemos

〈d〉 =
1

N(N − 1)

N∑
i,j=1,i 6=j

dij (3.9)

3.1.9. Conexiones

Definición 3.9. En una red no direccionada los nodos i y j están conectados

si existe una trayectoria entre ellos. Están desconectados si no existe una

trayectoria entre ellos, en este caso se tiene que dij =∞.

Definición 3.10. Una red es conectada si cualquier par de nodos en la red

estan conectados.

Definición 3.11. Una red es desconectada si existe al menos un par de

nodos desconectados.

Mientras que para una red pequeña una inspección visual es suficiente

para decidir si la red es conectada o desconectada, para una red con millones

de nodos es una pregunta difícil de contestar. Herramientas matemáticas y

algorítmicas pueden ayudarnos a identificar los componentes conectados de

una red.

3.1.10. Tipos de redes

El objetivo de esta subsección es definir algunas redes y ver su principales

características.

Redes aleatorias : Una red aleatoria es una red en la cual cada par de
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nodos está conectado con probabilidad p. Características.

• La distancia entre los nodos es corta.

• Hay presencia de un gran componente de conectividad.

• La presencia o ausencia de una arista particular es una variable

aleatoria X con una distribución de probabilidad (uniforme, ex-

ponencial, etc.).

Ejemplos.

• Una persona con gripe en un aeropuerto, donde la probabilidad de

contagiar a otra persona es la misma para todas aquellas personas

que entran en contacto con ella, es una red aleatoria con una

distribución uniforme.

• Publicación de artículos científicos: hay pocas personas que publi-

can muchos artículos anuales y muchas publican pocos. En este

caso la variable aleatoria sigue una distribución de Poisson.

Red regular. Una red regular es aquella en la que todos los nodos tienen

el mismo grado k; dicha red se denomina k−regular. Casos especiales.

• Completa: Es una red en la cual, cada par de nodos están unidos

por una arista.

• Red de retículo: Es una red regular en la que podemos definir una
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noción de distancia, que no necesariamente coincide con la noción

de distancia definida anteriormente. La caracerística principal de

un retículo es que la vecindad de un nodo corresponde a los nodos

adyacentes según la distancia espacial.

Ejemplos.

• Alumnos en un internado.

• Un monasterio de clausura, donde los monjes se conocen todos

entre ellos y no tienen contacto con otras personas del mundo

exterior.

Red de mundo pequeño: Es una red que esta basada en una red de

retículo, pero cada nodo se reconecta a otro nodo aleatorio o se le

añaden aristas con probabilidad p. Una particularidad de este tipo de

red es que, a diferencia de una red de retículo, un nodo puede conectarse

a nodos espacialmente lejanos, lo cual acorta la distancia entre nodos.

Ejemplos.

• Una cárcel. Si consideramos que los presos sólo se comunican con

las personas de su mismo patio, los guardias y las personas de su

mismo patio, los guardias y los visitantes serán las conexiones con

las personas de otros patios y del mundo exterior.

Redes multicapa: Son aquellas que están formadas por varias redes que

interaccionan entre si.
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Casos especiales.

• Multiplexada: Es una red formada por el mismo conjunto de no-

dos, que interactúan a través de diferentes redes. Por ejemplo, un

conjunto de personas que interactúan a través de diferentes medios

de comunicación.

• Red de redes: Están formadas por redes que interactúan entre

si, pero que están formadas por diferentes tipos de nodos. Por

ejemplo, el internet, la red eléctrica.

Redes libres de escala. Este tipo de redes se generan añadiendo nodos

a una red que llamaremos red semilla. Cada uno de los nodos que se le

añaden se conecta a los existentes con una probabilidad proporcional

al número de conexiones que estos tengan,

p =
ki∑
j kj

,

donde kj es el grado del nodo j; es decir, si un nodo tienen muchos

vecinos, el nuevo nodo tendrá mayor probabilidad de conectarse con él.

Ejemplos.

• Redes sociales : una persona que conoce a mucha gente, tienen

mayor probabilidad conocer más individuos que una persona que

es más aislada [5].
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(a) Aleatoria. (b) Regular. (c) Mundo pequeño.

(d) Multiplexada. (e) Red de redes. (f) Libre de escala.

Figura 3.1: Distintos tipos de redes [5].

3.1.11. Red dirigida para tres nodos

El modelo que deseamos estudiar es una red dirigida de tres nodos. Hay

múltiples combinaciones de como se conectan los nodos, por lo que la primer

tarea consiste clasificar los tipos de conexiones que se presentan. De esta

manera, podemos contabilizar un poco más de trecientos casos a considerar.

3.1.11.1. Número de combinaciones posibles.

Para calcular el número de combinaciones posibles para una red dirigida

de tres nodos, consideramos las siguientes combinaciones.
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Ningún cero hay en la matriz de adyacencia, es decir todos los nodos

estan conectados y tienen un lazo, obteniendo
(
9
0

)
= 1.

Hay un cero en la matriz de adyacencia,
(
9
1

)
= 9.

hay dos ceros en la matriz de adyacencia,
(
9
2

)
= 36.

Hay tres ceros en la matriz de adyiacencia,
(
9
3

)
= 84.

Hay cuatro ceros en la matriz de adyacencia,
(
9
4

)
= 126.

Hay cinco ceros en la matriz de adyacencia,
(
9
5

)
= 126.

Hay seis ceros en la matriz de adyacencia,
(
9
6

)
= 84.

Obtuvimos un total de 466 formas posibles de conexiones para trabajar con

esta red. Hay estructuras de la red que dejamos a un lado, como son

Todas aquellas donde la fila completa de la matriz de adyacencia, consta

solo de ceros.

Donde no tenemos bucles es decir la diagonal de la matriz de adyacencia

consta solo de ceros.

Bajo estas consideraciones, contemplamos 325 forma posibles de conexión.

Ahora bien, clasificamos las posibles formas de la red de tal modo que, sólo

tomamos un representante de un conjunto de grafos isomorfos, y obtenemos

la siguiente clasificación:
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No. de ceros Matriz de adyacencia

1

0 1 1
1 1 1
1 1 1

 1 0 1
1 1 1
1 1 1


2

0 0 1
1 1 1
1 1 1

 0 1 1
1 0 1
1 1 1

 0 1 1
0 1 1
1 1 1

 1 0 1
0 1 3
1 1 1

0 1 1
1 1 1
1 0 1

 1 0 0
1 1 1
1 1 1

 1 0 1
1 1 0
1 1 1

 1 1 1
0 1 1
0 1 1


3

0 0 1
0 1 1
1 1 1

 0 0 1
1 0 1
1 1 1

 0 0 1
1 1 1
0 1 1

 0 0 1
1 1 0
1 1 1

0 1 0
1 1 0
1 1 1

 0 0 1
1 1 1
1 1 0

 1 0 0
0 1 1
1 1 1

 1 0 0
1 0 1
1 1 1

1 0 0
1 1 0
1 1 1

 0 1 1
0 1 1
0 1 1

 0 1 1
1 0 1
0 1 1

 0 1 1
1 1 0
0 1 1

0 1 1
1 1 0
1 0 1

 1 0 1
1 1 0
0 1 1

 1 0 1
0 1 1
0 1 1

 0 1 1
1 0 1
1 1 0



3.2. Análisis de series de tiempo

Introducción

Una gran cantidad de información acerca de las características de múlti-

ples fenómenos, es comúnmente recopilada con fines de análisis, para poste-

riormente llevar a cabo la planeación y toma de decisiones. Entre las múltiples

disciplinas científicas que recurren a este método están: la economía, ciencias

sociales, epidemiología, medicina, etcétera. Al registro metódico de la me-
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No de ceros Matriz de Adyacencia

4

0 0 1
0 0 1
1 1 1

 0 0 1
0 1 0
1 1 1

 0 0 1
1 0 0
1 1 1

 0 0 1
1 1 1
1 0 0

0 1 0
0 1 0
1 1 1

 1 0 0
0 1 0
1 1 1

 0 0 1
1 1 1
0 0 1

 0 0 1
0 1 1
0 1 1

0 0 1
0 1 1
1 0 1

 0 0 1
0 1 1
1 1 0

 0 0 1
1 0 1
0 1 1

 0 0 1
1 0 1
1 0 1

0 0 1
1 1 0
0 1 1

 0 0 1
1 1 0
1 0 1

 0 0 1
1 1 0
1 1 0

 1 0 0
0 1 1
1 0 1

1 0 0
0 1 1
1 1 0

 1 0 0
1 0 1
1 0 1

 1 0 0
1 0 1
1 1 0

 1 0 0
1 1 0
1 0 1

1 0 0
0 1 1
0 1 1

 0 0 1
1 0 1
1 1 0


5

1 1 0
1 0 0
1 0 0

 1 1 0
1 0 0
0 1 0

 1 1 0
1 0 0
0 0 1

 1 1 0
0 1 0
1 0 0

1 1 0
0 1 0
0 1 0

 1 1 0
0 1 0
0 0 1

 1 1 0
0 0 1
1 0 0

 1 1 0
0 0 1
0 1 0

1 1 0
0 0 1
0 0 1

 0 1 1
1 0 0
0 0 1

 0 1 1
0 1 0
0 1 0

 0 1 1
0 1 0
0 0 1


6

1 0 0
1 0 0
1 0 0

 1 0 0
0 1 0
1 0 0

 1 0 0
0 0 1
1 0 0

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

0 0 1
0 1 0
1 0 0


Cuadro 3.1: Representación de los posibles casos para una red dirigida de
tres nodos.
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dición de una observación numérica, efectuada a intervalos de tiempo fijos,

se conoce como serie de tiempo. En esta sección consultamos las siguientes

obras [1, 25, 24, 10, 23, 27]. El objetivo principal del análisis de series de

tiempo, es desarrollar modelos matemáticos que proporcionan descripciones

plausibles para los datos de una muestra, para proporcionar una configu-

ración estadística que describe el carácter de los datos que aparentemente

fluctúan de forma aleatoria a lo largo del tiempo.

Definición 3.12. Una serie de tiempo es una colección de variables aleato-

rias indexadas de acuerdo con el orden en que se obtienen en el tiempo.

Esta es la definición de proceso estocástico, los valores observados de un

proceso estocástico se conoce como una realización. Se usara el término serie

de tiempo ya sea que nos estamos refiriendo al proceso o a una realización en

particular y no haremos ninguna distinción notoria entre los dos conceptos.

3.2.1. Medidas de dependencia: autocorrelación y co-

rrelación cruzada

Una descripción completa de una serie de tiempo, observada como una

colección de variables aleatorias en puntos de enteros arbitrarios t1, t2, . . . , tn

para cualquier entero positivo n, es proporcionado por la función de distri-

bución conjunta, evaluada como la probabilidad de que los valores de la serie

sean conjuntamente menores que las constantes c1, c2, . . . , cn, i.e.,

F (c1, c2, . . . , cn) = P (xt1 ≤ c1, xt2 ≤ c2, · · ·xtn ≤ cn). (3.10)
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Desafortunadamente, la función de distribución multidimensional no se pue-

de obtener fácilmente, aunque la función de distribución multidimensional

describe los datos completamente, es una herramienta difícil de manejar pa-

ra mostrar y analizar datos de series de tiempo. La función de distribución

(3.10) debe evaluarse como una función de n argumentos, por lo tanto, cual-

quier trazado de las correspondientes funciones de densidad multivariable es

virtualmente imposible. Las funciones de distribución unidimensional

Ft(x) = P{xt ≤ x)}

y la correspondiente función de densidad unidimensional

ft(x) =
∂Ft(x)

∂x
,

cuando existen, en ocasiones son informativos para determinar si una de-

terminada coordenada de la serie temporal tiene una función de densidad

conocida.

Definición 3.13. La función media es definida como

µxt = E(xt) =

∫ ∞
−∞

xft(x)dx, (3.11)

siempre que exista, donde E denota el operador de valor esperado habitual.

Algo importante que notar sobre µt, es que es un promedio teórico para la

serie en un punto de tiempo particular, donde la media se toma sobre todos

los posibles eventos que podrían haber producido xt
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La falta de independencia entre dos valores adyacentes xs y xt puede

evaluarse numéricamente, como en las estadísticas clásicas, usando las nocio-

nes de covarianza y correlación. Suponiendo que dos valores en los puntos de

tiempo s y t, son variables aleatorias distribuidas conjuntamente con la fun-

ción de distribución F (xs, xt), conduce a una expresión de la probabilidad de

que dos puntos en la serie sean menores a iguales a los valores especificados.

Definición 3.14. La función de autocovarianza se define como el producto

de segundo momento

γx(s, t) = E [(xs − µs)(xt − µt)] , ∀s, t ∈ Z. (3.12)

La autocovarianza mide la dependencia lineal entre dos puntos de la mis-

ma serie observados en diferentes tiempos. Las series muy uniformes exhiben

funciones de autocovarianza que permanecen grandes incluso cuando las t y

s están muy separadas, mientras que las series discontinuas tienden a tener

funciones de autocovarianza que son casi nulas para las separaciones gran-

des. De la estadística clásica tenemos que si γx(s, t) = 0, xs y xt no están

relacionados linealmente, pero puede existir algún tipo de dependencia entre

ellas. En la estadística clásica, es conveniente que la medida de asociación

este entre -1 y 1, esto nos conduce a la siguiente definición.

Definición 3.15. La función de autocorrelación (ACF) se define como

ρ(s, t) =
γ(s, t)√

γ(s, s)γ(t, t)
. (3.13)
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La ACF mide la dependencia lineal de la serie en el tiempo t, es decir

predice xt usando solo xs. Si podemos predecir xt perfectamente usando sólo

a xs a través de la relación xt = β0 + β1xs, entonces la correlación será 1 si

β1 > 0, y -1 si cuando β1 < 0. Por lo tanto, tenemos una medida aproximada

de la capacidad de predecir la serie al tiempo t desde el valor del tiempo s. En

ocasiones, nos gustaría medir la predictibilidad de una serie yt en términos

de la serie xs. Suponiendo que ambas series tienen varianzas finitas, tenemos

Definición 3.16. La función de covarianza cruzada, entre dos series xt y yt

es

γxy(s, t) = E [(xs − µxs)(yt − µyt).] (3.14)

Una versión escalonada de la función de correlación cruzada (CCF) es

Definición 3.17. La función de correlación cruzada (CCF):

ρxy(s, t) =
γxy(s, t)√

γx(s, s)γy(t, t)
. (3.15)

En las definiciones anteriores, las funciones de autocovarianza y covarian-

za cruzada pueden cambiar a medida que uno se mueve a lo largo del tiempo,

ya que dependen de s y t.

3.2.2. Estacionalidad de series de tiempo

En las definiciones anteriores la funciones de media y autocovarianza

son completamente generales. A pesar de que no hemos hecho suposiciones
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especiales sobre el comportamiento de las series de tiempo, no es descabellado

pensar que puede existir una cierta regularidad en el comportamiento de las

series temporales a través de tiempo.

Definición 3.18. Una serie de tiempo estrictamente estacionaria, es aquella

para la cual el comportamiento probabilístico de cada conjunto de valores

{xt1 , xt2 , . . . , xtk} ,

es identico al conjunto de valores

{xt1+h, xt2+h, . . . , xtk+h} ,

tal que,

P {xt1 ≤ c1, . . . , xtk ≤ ck} = P {xt1+h ≤ c1, . . . , xtk+h ≤ ck} , (3.16)

para todo k = 1, 2, . . ., para todos los tiempos t1, t2, . . . , tk, para todos los nú-

meros c1, c2, . . . , ck y todos los desplazamientos de tiempo h = 0,±1,±2, . . ..

Si una serie de tiempo es estrictamente estacionaria, entonces todas las

funciones de distribución multivariable para subconjuntos de variables deben

ser iguales al conjunto desplazado para todos los valores del parámetro de

cambio h. La versión de estacionalidad in (3.16) es muy fuerte para muchas

aplicaciones. Además, es difícil evaluar la estacionalidad estricta a partir de

un único conjunto de datos. En lugar de imponer condiciones a todas las

distribuciones posibles de una serie temporal, usaremos una versión más leve
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que impone condiciones sólo en los dos primeros momentos de la serie.

Definición 3.19. Una serie de tiempo xt, es débilmente estacionaria si es

un proceso de varianza finita tal que

i La función media, µt, es constante y no depende del tiempo.

ii La función covarianza, γ(s, t) depende de s y t solamente a través de la

diferencia |s− t|

De ahora en adelante, usaremos el término estacionario para significar esta-

cionalidad débil; si un proceso es estacionario en sentido estricto, utilizare-

mos el término estrictamente estacionario.

Dado que la función media, E(xt) = µt, de un proceso estacionario no

depende del tiempo, podemos escribir

µt = µ = cte. (3.17)

Además, debido a la función de covarianza de una serie temporal estacionaria,

γ(s, t), depende de s y t sólo a través de su diferencia |s − t|, podemos

simplificar la notación. Sea s = t + h, donde h representa el cambio de

tiempo o retraso, entonces

γ(t+ h, t) = E [(xt+h − µ)(xt − µ)]

= E [(xh − µ)(x0 − µ)]

= γ(h, 0)

(3.18)
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no depende del tiempo; hemos supuesto que var(xt) = γ(0, 0) <∞.

Definición 3.20. La función de autocovarianza para una serie de tiempo

estacionaria es

γ(h) = E [(xt+h − µ)(xt − µ)] (3.19)

Definición 3.21. La funcion de autocorrelación (ACF) de una serie de

tiempo estacionaria es

ρ(h) =
γ(t+ h, t)√

γ(t+ h, t+ h)γ(t, t)
(3.20)

La función de autocovarianza para un proceso estacionario tiene varias

propiedades utilies:

Si h = 0, γ(0) = E [(xt − µ)2], la cual es la varianza de la serie de

tiempo.

Por la desigualad de Cauchy-Schwarz tenemos |γ(h)| ≤ γ(0).

La función de autocovarianza para un proceso estacionario es simétrica

respecto al origen, γ(h) = γ(−h) para toda h.

Definición 3.22. Dos series de tiempo xt, yt, son llamadas conjuntamente

estacionarias si son estacionarias y la función de covarianza cruzada

γxy(h) = E [(xt+h − µx)(yt − µy)] (3.21)
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es función solamente de la longitud de h.

Definición 3.23. La función de correlacion cruzada (CCF) de dos procesos

conjuntamente estacionarios es definida como

ρxy(h) =
γxy(h)√
γx(0)γy(0)

(3.22)

3.2.3. Estimación de la correlación

Aunque las funciones de autocorrelación teórica y correlación cruzada

son útiles para describir las propiedades de ciertos modelos hipotéticos, la

mayoría de los análisis deben realizarse utilizando datos muestreados. Es-

ta limitación significa que los puntos muestreados x1, x2, . . . , xn sólo están

disponibles para estimar las funciones de media, autocovarianza y autocorre-

lación. Desde el punto de vista de las estadísticas clásicas, esto plantea un

problema ya que normalmente no tendremos copias idénticamente distribui-

das de xt disponibles para estimar las funciones de covarianza y correlación.

Sin embargo, en la situación habitual de una sola realización, la asunción de

la estacionalidad se vuelve crítica. De alguna manera, debemos usar prome-

dios sobre esta realización única para estimar las medias de población y las

funciones de covarianza.

Como consecuencia, si una serie de tiempo es estacionaria, la función

media, µt es una constante y puede ser estimada por la media de la muestra

x̄ =
1

n

n∑
t=1

xt. (3.23)
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La función de autocovarianza teórica se estima mediante la función de auto-

covariación de la muestra definida de la siguiente manera.

Definición 3.24. La función de autocovariación de la muestra es definida

como

γ̂(h) = n−1
n−h∑
t=1

(xt+h − x̄)(xt − x̄). (3.24)

con γ̂(−h) = γ̂(h), para h = 1, 2, . . . , n− 1.

La suma (3.24) solo esta definida sobre un rango restringido ya que no

podemos tener t+ h > n.

Definición 3.25. La función de autocorrelación para la muestra se define

como

ρ̂(h) =
γ̂(h)

γ̂(0)
(3.25)

Definición 3.26. El estimador para la función de covarianza cruzada, γx,y(h)

esta dado por

γ̂xy(h) = n−1
n−h∑
t=1

(xt+h − x̄)(yt − ȳ), (3.26)

donde γ̂xy(−h) = γ̂xy(h).

Definición 3.27. La función de correlación cruzada de la muestra es

ρ̂(h) =
γ̂xy(h)√
γ̂x(0)γ̂y(0)

(3.27)

La función de correlación cruzada de la muestra se puede examinar grá-
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ficamente como la función de lag(h), para buscar relaciones iniciales o reza-

gadas en los datos.



4

Formulación general del modelo

Introducción

Los modelos clásicos fallan a la hora de tratar de explicar la diseminación

de enfermedades en una región en donde las poblaciones están separadas por

barreras naturales, en la teoría clásica de la epidemiología se estudian mode-

los en una región cerrada, las ecuaciones diferenciales parciales nos ayudan

a entender como avanza una enfermedad en un a región, pero el inconve-

niente es que consideran a las poblaciones uniformemente distribuidas. En

el presente trabajo proponemos un modelo, en el cual hacemos uso de la

epidemiología matemática clásica, teoría de redes y series temporales para

el estudio de estos fenómenos. En el modelo que proponemos estudiamos la

dinámica global del sistema pero considerando que las poblaciones tienen su

propia dinámica.

55
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4.1. Planteamiento del modelo

En esta sección construiremos un modelo simple, que consta de tres no-

dos. Consideremos las siguientes hipótesis

1. En cada nodo se considera que la dinámica local es dictada por el

sistema de ecuaciones en diferencias SI discreto. Ésta condición refleja

que las poblaciones en estudio tienen una dinámica parecida (ésta la

puerta abierta para explorar otras opciones donde la dinámica local no

tiene por que ser la misma en todos los nodos).

2. El tamaño de la población total se mantiene constante a través del

tiempo.

3. Las interacciones entre los nodos se da de manera homogénea.

4. El estudio de la enfermedad se da en un ambiente cerrado, no hay

inmigración o emigración.

5. Las tasas de migración de sanos αij y enfermos entre los nodos es la

misma.

6. La suma de las tasas de migración cumple que
∑N

j=1
j 6=i

αij ≤ 1.

7. El grafo en el que se montaron las dinámicas locales es un grafo dirigido,

es decir la dirección del flujo de la información es importante.

8. Sólo consideramos grafos que cumple con la propiedad
∑N

i=1 αji = 1.
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Estamos quitando todos aquellos casos donde no hay población que se

quede a contribuir con la dinámica local en algún nodo.

De acuerdo con las hipótesis de arriba podemos construir el modelo final,

el cual consistirá en la relación de tres sistemas de ecuaciones en diferencias

con un grafo dirigido. Un esquema de compartimentos esta representado en

la siguiente figura

(SI)1

(SI)2 (SI)3

α11

α22 α33

α31

α13

α12

α21

α32

α23

Figura 4.1: Representación de la dinámica global con un modelo SI en cada
nodo.

De este modo, y de acuerdo con la hipótesis de arriba, establecemos el
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modelo de epidemia en tiempo discreto de la siguiente forma:

Sin+1 =

1−
3∑
j=1
j 6=i

αij

[Sin(1− µi) + µiT
i
n − βi

SinI
i
n

T in

]
+

3∑
j=1
j 6=i

αjiS
j
n

I in+1 =

1−
3∑
j=1
j 6=i

αij

[I in(1− µi) + βi
SinI

i
n

T in

]
+

3∑
j=1
j 6=i

αjiI
j
n,

i = 1, 2, 3,

(4.1)

donde

T in es la población total del nodo i al tiempo n.

Sin es la población de susceptibles en el nodo i, al tiempo n.

I in es la población de infecciosos en el nodo i, al tiempo n.

µi es la tasa de natalidad y mortalidad del nodo i, 0 < µi < 1.

βi es la tasa de transmisión del nodo i (proporcional al contacto entre

individuos) 0 < βi < 1.

αji es la fracción de la población del nodo j que emigra a la población

del nodo i. Siguen una distribución de Poisson con parámetro λ.

αii es la fracción de la población del nodo i que se queda a contribuir

con la dinámica local.
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αij es la fracción de la población del nodo i que emigra al nodo j. Sigue

una distribución de Poisson con parámetro λ.

De lo anterior, se desprende la siguiente

Proposición 4.1. La población total del sistema (4.1) se mantiene constan-

te.

Demostración. Como en el sistema (4.1) la tasa de natalidad y la tasa de

mortalidad en el nodo i es la misma. Sumando todas las ecuaciones tenemos:

P T
n+1 =

3∑
i=1

(Sin+1 + I in+1)

=
3∑
i=1

αii
[
(Sin + I in)(1− µi) + µiT

i
n

]
+

3∑
j=1
j 6=i

αji(S
j
n + Ijn)


=

3∑
i=1

αiiT in +
3∑
j=1
j 6=i

αjiT
j
n



=
3∑
i=1

αii +
3∑
j=1
j 6=i

αij

T in

=
3∑
i=1

T in = P T
n

dado que αii +
∑3

j=1
j 6=i

αij = 1,∀i = 1, 2, 3. Por lo tanto la población total se

mantendrá constante y se denotara por Pt.
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Proposición 4.2. Las poblaciones locales dependen sólo de las tasas de

transmisión y las poblaciones iniciales.

Demostración. Sea T in+1 la población del nodo i al tiempo n+ 1, entonces

T in+1 = Sin+1 + I in+1

=

1−
3∑
j=1
j 6=i

αij

[(1− µi)Sin + µi(S
i
n + I in)− β SinI

i
n

Sin + I in

]
+

3∑
j=1
j 6=i

αjiS
j
n

+

1−
3∑
j=1
j 6=i

αij

[(1− µi)I in + β
SinI

i
n

Sin + I in

]
+

3∑
j=1
j 6=i

αjiI
j
n

=

1−
3∑
j=1
j 6=i

αij

(Sin + I in
)

+
3∑
j=1
j 6=i

αji
(
Sjn + Ijn

)

=

1−
3∑
j=1
j 6=i

αij

T in +
3∑
j=1
j 6=i

αjiT
j
n

Las poblaciones locales siguen el sistema de ecuaciones en diferencias
T 1
n+1

T 2
n+1

T 3
n+1

 =


1− (α12 + α13) α21 α31

α12 1− (α21 + α23) α32

α13 α23 1− (α31 + α32)



T 1
n

T 2
n

T 3
n
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El cual tiene por solución
T 1
n+1

T 2
n+1

T 3
n+1

 =


1− (α12 + α13) α21 α31

α12 1− (α21 + α23) α32

α13 α23 1− (α31 + α32)


n

T 1
0

T 2
0

T 3
0


por lo tanto las poblaciones locales sólo depende de las tasas de transmisión

y de las poblaciones iniciales.

Corolario 4.1. Si las tasas de transmisión son iguales entonces la poblacio-

nes locales al tiempo n+ 1 son


T 1
n+1

T 2
n+1

T 3
n+1

 =


T 1
0+T

2
0+T

3
0

3
+

(1−3α)n(2T 1
0−T 2

0−T 3
0 )

3

T 1
0+T

2
0+T

3
0

3
+

(1−3α)n(2T 2
0−T 1

0−T 3
0 )

3

T 1
0+T

2
0+T

3
0

3
+

(1−3α)n(2T 3
0−T 2

0−T 1
0 )

3

 (4.2)

Demostración. Si las tasas de transmisión son iguales, el sistema tiene por

solución

Tn+1 = AnT0

donde

Tn+1 =


T 1
n+1

T 2
n+1

T 3
n+1

 , A =


1− 2α α α

α 1− 2α α

α α 1− 2α

 , T0 =


T 1
0

T 2
0

T 3
0


la matriz A es diagonalizable por lo tanto existe una matriz C tal que A =

CDC−1 donde, C es la matriz cuyas columnas corresponde a los vectores
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propios asociados a A y D es una matriz diagonal cuyos elementos son los

valores propios de A por lo tanto

An =


1 −1 −1

1 0 1

1 1 0




1n 0 0

0 (1− 3α)n 0

0 0 (1− 3α)n




1
3

1
3

1
3

−1
3
−1

3
2
3

−1
3

2
3
−1

3


así
T 1
n+1

T 2
n+1

T 2
n+1

 =


1 −1 −1

1 0 1

1 1 0




1n 0 0

0 (1− 3α)n 0

0 0 (1− 3α)n




1
3

1
3

1
3

−1
3
−1

3
2
3

−1
3

2
3
−1

3



T 1
0

T 2
0

T 3
0



=


T 1
0+T

2
0+T

3
0

3
+

(1−3α)n(2T 1
0−T 2

0−T 3
0 )

3

T 1
0+T

2
0+T

3
0

3
+

(1−3α)n(2T 2
0−T 1

0−T 3
0 )

3

T 1
0+T

2
0+T

3
0

3
+

(1−3α)n(2T 3
0−T 1

0−T 2
0 )

3



Corolario 4.2. Si las tasas de transmisión son iguales entonces las pobla-

ciones locales convergen al promedio de las poblaciones iniciales.

Demostración. Consideremos las sucesión (1−3α)n, como α ∈
(
0, 1

2

)
entonces

ĺım
n→∞

(1− 3α)n = 0
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Por el corolario 4.1 tenemos que las poblaciones al tiempo n+ 1 son


T 1
n+1

T 2
n+1

T 3
n+1

 =


T 1
0+T

2
0+T

3
0

3
+

(1−3α)n(2T 1
0−T 2

0−T 3
0 )

3

T 1
0+T

2
0+T

3
0

3
+

(1−3α)n(2T 2
0−T 1

0−T 3
0 )

3

T 1
0+T

2
0+T

3
0

3
+

(1−3α)n(2T 3
0−T 2

0−T 1
0 )

3


de este modo las poblaciones al tiempo n + 1 convergen al promedio de las

poblaciones locales iniciales, más aún si α ∈
(
0, 1

3

)
, entonces converge de

manera suave y si α ∈
(
1
3
, 1
2

)
entonces converge de manera oscilatoria.

Corolario 4.3. Si las poblaciones iniciales son iguales para cada nodo, es

decir T 1
0 = T 2

0 = T 3
0 y las tasas de transmisión son iguales, es decir αi,j =

αj,i,∀i, j = 1, 2, 3 entonces las poblaciones locales se mantienen constantes.
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Modelo SI montado sobre un

grafo de 3 nodos

Introducción

En este capítulo hacemos un estudio del modelo SI montado en un grafo

de tres nodos. En la primera sección mostramos los resultados de estudiar al

modelo general cuando las tasas de trasmisión son deterministas, mostrando

varias formas del modelo al variar parámetros, los cuales son los mas im-

portantes de acuerdo a lo observado en el trabajo. En la segunda sección

consideramos que las tasas de transmisión siguen una distribución de Pois-

son con tasa λi (αi,j ∼ P (λi)) y la forma en la que analizamos esta variación

es con la teoría de señales, en particular con los diagramas de correlación

cruzados.

64
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5.1. Tasas de trasmisión deterministas

En esta sección, estudiaremos el modelo (2.11), montado en un grafo 3

nodos con las tasas de trasmisión deterministas considerando el caso cuando

el grafo es no dirigido.

5.1.1. Grafo no dirigido

Por la definición de grafo no dirigido tenemos que la emigración de indivi-

duos entre los nodos no tiene una orientación. Un esquema de compartimentos

para esta situación se representa en la siguiente figura.

(S.I.)1

(S.I.)2 (S.I.)3

1− (α1 + α2)

1− (α1 + α3) 1− (α3 + α2)

α2α1

α3

Figura 5.1: Representación de la dinámica global cuando montamos el modelo
SI en un grafo no dirigido de tres nodos.

Como estamos en un grafo no dirigido, la información que fluye entre

los nodos conectados es la misma, por lo tanto tenemos la simplificación

αij = αji así, las tasas de transmisión descritas en la Figura 5.1 son

α12 = α21 = α1.
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α23 = α32 = α2.

α13 = α31 = α3.

De este modo, establecemos el modelo de epidemia en tiempo discreto de

la siguiente forma:

S1
n+1 = (1− (α1 + α2))

[
S1
n(1− µ1) + µ1T

1
n − β1

S1
nI

1
n

T 1
n

]
+ α2S

3
n + α1S

2
n

I1n+1 = (1− (α1 + α2))

[
I1n(1− µ1) + βi

SinI
1
n

T 1
n

]
+ α2I

3
n + α1I

1
n

S2
n+1 = (1− (α1 + α3))

[
S2
n(1− µ2) + µ2T

2
n − β2

S2
nI

2
n

T 2
n

]
+ α1S

1
n + α3S

3
n

I2n+1 = (1− (α1 + α3))

[
I2n(1− µ2) + β2

S2
nI

2
n

T 2
n

]
+ α1I

1
n + α3I

3
n

S3
n+1 = (1− (α2 + α3))

[
S3
n(1− µ3) + µ3T

3
n − β3

S3
nI

3
n

T 3
n

]
+ α3S

2
n + α2S

1
n

I3n+1 = (1− (α2 + α3))

[
I3n(1− µ3) + β3

S3
nI

3
n

T 3
n

]
+ α3I

2
n + α2I

1
n,

(5.1)

donde

T in es la población total del nodo i al tiempo n.

Sin es la población de susceptibles en el nodo i, al tiempo n.

I in: Población de infecciosos en el nodo i, al tiempo n.

µi es la tasa de natalidad y mortalidad del nodo i, 0 < µi < 1.

βi es la tasa de transmisión del nodo i (Proporcional al contacto entre
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individuos) 0 < βi < 1.

αi es la tasa de migracioń entre nodos con i = 1, 2, 3.

1− (α1 + α2) es la fracción de la población del nodo 1 que se queda a

contribuir con la dinámica local.

1− (α1 + α3) es la fracción de la población del nodo 2 que se queda a

contribuir con la dinámica local.

1− (α2 + α3) es la fracción de la población del nodo 3 que se queda a

contribuir con la dinámica local.

5.1.1.1. Poblaciones iniciales iguales

Las poblaciones iniciales juegan un papel crucial para entender la di-

námica local de cada nodo. El caso más simple a considerar es cuando las

poblaciones iniciales son iguales en cada nodo. Por el corolario 4.3, las pobla-

ciones locales se mantendrán constantes y la dinámica será dictada sólo por

las tasas de trasmisión entre nodos y los parámetros internos, y dado que el

número de parámetros es alto consideramos sólo dos casos.

Parámetros internos iguales. Cuando nos referimos a que los pará-

metros internos son iguales, estamos considerando que se cumplen las

condiciones µ1 = µ2 = µ3 y β1 = β2 = β3. Tenemos dos casos a consi-

derar

• El sistema esta libre de enfermedad
(
βi
µi

)
< 1 para i = 1, 2, 3.
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• El sistema esta completamente infectado
(
βi
µi

)
> 1 para i = 1, 2, 3.

Parámetros internos distintos. Cuando nos referimos a que los pará-

metros internos son distintos, estamos considerando que se cumplen las

condiciones µi 6= µj y βi 6= βj si i 6= j. Dado el número tan alto de casos

a considerar, y por la naturaleza no lineal del modelo sólo hicimos un

análisis numérico de los siguientes casos

• El sistema esta libre de enfermedad,
(
βi
µi

)
< 1 para i = 1, 2, 3.

• Algun nodo esta infectado
(
βi
µi

)
> 1 para algún i = 1, 2, 3.

• El sistema esta completamente infectado,
(
βi
µi

)
> 1 para i =

1, 2, 3.

Parámetros internos iguales. Sólo para este caso particular, pudimos

hacer un análisis más profundo con las herramientas que la teoría de siste-

mas dinámicos discretos nos ofrece. Encontramos el R0 del sistema global

en términos de los parámentros internos, los puntos fijos se exhiben y su

estabilidad es descrita.

Por ser el modelo más simple que planteamos lo llamaremos modelo sim-

plificado el cual se rige por las siguientes hipótesis.

1. Los parámetros para cada nodo son iguales, las tasas de contagio, naci-

miento, muerte, y las condiciones iniciales serán las mismas para cada

nodo, βi, µi, Si0,I i0 serán iguales ∀i = 1, 2, 3.
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2. Las tasas de migración entre nodos se mantendrán iguales, es decir αi,j,

∀i, j = 1, 2, 3 y se denotaran por α.

3. Las poblaciones iniciales son iguales, por el corolario (4.1) tenemos que

T 1
n = T 2

n = T 3
n y la denotaremos por T .

Con las hipótesis descritas arriba tenemos el modelo:

Sin+1 = (1− 2α)

[
Sin(1− µ) + µT − βS

i
nI

i
n

T

]
+

3∑
j=1
j 6=i

αSjn

I in+1 = (1− 2α)

[
I in(1− µ) + β

SinI
i
n

T

]
+

3∑
j=1
j 6=i

αIjn

i = 1, 2, 3

(5.2)

Proposición 5.1. El R0 global denotado por RG
0 , es

RG
0 =

β

µ
(5.3)

Demostración. Para calcular el R0 global utilizamos la definición 2.9. El nú-

mero total de infecciosos al tiempo n es

ITn+1 =
3∑
i=1

I in(1− (1− 2α)µ)

= (1− (1− 2α)µ)ITn

(5.4)
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esta ecuación en diferencias tiene como resultado

ITn = (1− (1− 2α)µ)nIT0 (5.5)

por lo tanto Fn = (1− (1− 2α)µ)n.

Por otro lado tenemos que el número promedio producido por un infec-

tado por nodo es (1−2α)βi
Si
n

T i
n
por lo tanto el número promedio de infecciosos

producidos es bn = (1− 2α)β así

RG
0 =

∞∑
n=0

= (1− (1− 2α)µ)n(1− 2α)β =
β

µ
(5.6)

Puntos fijos

Proposición 5.2. Si RG
0 < 1 el sistema (5.2) admite un único punto fijo

llamado libre de enfermedad dado por: E0 = (T, 0, T, 0, T, 0) . En caso con-

trario el sistema admite dos puntos de fijos, el punto fijo libre de enfermedad

E0 y el punto fijo endémico dado por:

E1 =

(
T

RG
0

,
T (RG

0 − 1)

RG
0

,
T

RG
0

,
T (RG

0 − 1)

RG
0

,
T

RG
0

,
T (RG

0 − 1)

RG
0

)
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El modelo simplificado tiene la forma

S1
n+1 = (1− 2α)

[
(1− µ)S1

n + Tµ− βS
1
nI

1
n

T

]
+ α(S2

n + S3
n)

S2
n+1 = (1− 2α)

[
(1− µ)S2

n + Tµ− βS
2
nI

2
n

T

]
+ α(S1

n + S3
n)

S3
n+1 = (1− 2α)

[
(1− µ)S3

n + Tµ− βS
3
nI

3
n

T

]
+ α(S2

n + S1
n)

I1n+1 = (1− 2α)

[
(1− µ)I1n + β

S1
nI

1
n

T

]
+ α(I2n + I3n)

I2n+1 = (1− 2α)

[
(1− µ)I2n + β

S2
nI

2
n

T

]
+ α(I1n + I3n)

I3n+1 = (1− 2α)

[
(1− µ)I3n + β

S3
nI

3
n

T

]
+ α(I2n + I1n)

(5.7)

Demostración. Para calcular los puntos fijos debemos resolver el sistema

(1− 2α)

[
(1− µ)S1 + Tµ− βS

1I1

T

]
+ α(S2 + S3) = S1

(1− 2α)

[
(1− µ)S2 + Tµ− βS

2I2

T

]
+ α(S1 + S3) = S2

(1− 2α)

[
(1− µ)S3 + Tµ− βS

3I3

T

]
+ α(S2 + S1) = S3

(1− 2α)

[
(1− µ)I1 + β

S1I1

T

]
+ α(I2 + I3) = I1

(1− 2α)

[
(1− µ)I2 + β

S2I2

T

]
+ α(I1 + I3) = I2

(1− 2α)

[
(1− µ)I3 + β

S3I3

T

]
+ α(I2 + I1) = I1

(5.8)
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o bien

(1− 2α)

[
Tµ− βS

1I1

T

]
+ S1(2αµ− (2α + µ)) + α(S2 + S3) = 0

(1− 2α)

[
Tµ− βS

2I2

T

]
+ S2(2αµ− (2α + µ)) + α(S1 + S3) = 0

(1− 2α)

[
Tµ− βS

3I3

T

]
+ S3(2αµ− (2α + µ)) + α(S1 + S2) = 0

I1
[
2αµ− (2α + µ) + (1− 2α)

βS1

T

]
+ α(I2 + I3) = 0

I2
[
2αµ− (2α + µ) + (1− 2α)

βS2

T

]
+ α(I1 + I3) = 0

I3
[
2αµ− (2α + µ) + (1− 2α)

βS3

T

]
+ α(I1 + I2) = 0

(5.9)

De las ultimas tres ecuaciones tenemos que si I1 = I2 = I3 = 0, entonces

S1 = S2 = S3 = T , por lo tanto el punto fijo es

E0 = (T, 0, T, 0, T, 0) (5.10)

Para que exista el otro punto fijo se necesita que I1 = I2 = I3 y S1 =

S2 = S3 así que el sistema se simplifica a un sistema de dos ecuaciones con

dos variables, sea I i = I, Si = S, ∀i = 1, 2, 3, tenemos

(1− 2α)

[
Tµ− βSI

T
− Sµ

]
= 0

I(1− 2α)

[
−µ+

βS

T
+

]
= 0

(5.11)
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por lo tanto, el otro punto fijo es

E1 =

(
T

RG
0

,
T (RG

0 − 1)

RG
0

,
T

RG
0

,
T (RG

0 − 1)

RG
0

,
T

RG
0

,
T (RG

0 − 1)

RG
0

)
(5.12)

Estabilidad de los puntos fijos. Con la ayuda de la matriz jacobiana

analizaremos la estabilidad de los puntos (5.10) y (5.12) sean

f1(S
1, I1, S2, I2, S3, I3) = (1− 2α)

[
(1− µ)S1 + µT − βS

1I1

T

]
+ α(S2 + S3)

g1(S
1, I1, S2, I2, S3, I3) = (1− 2α)

[
(1− µ)I1 + β

S1I1

T

]
+ α(I2 + I3)

f2(S
1, I1, S2, I2, S3, I3) = (1− 2α)

[
(1− µ)S2 + µT − βS

2I2

T

]
+ α(S1 + S3)

g2(S
1, I1, S2, I2, S3, I3) = (1− 2α)

[
(1− µ)I2 + β

S2I2

T

]
+ α(I1 + I3)

f3(S
1, I1, S2, I2, S3, I3) = (1− 2α)

[
(1− µ)S3 + µT − βS

3I3

T

]
+ α(S2 + S1)

g3(S
1, I1, S2, I2, S3, I3) = (1− 2α)

[
(1− µ)I3 + β

S3I3

T

]
+ α(I2 + I1)

(5.13)
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la matriz jacobiana es

J =



DS1f1 DI1f1 DS2f1 DI2f1 DS3f1 DI3f1

DS1g1 DI1g1 DS2g1 DI2g1 DS3g1 DI3g1

DS1f2 DI1f2 DS2f2 DI2f2 DS3f2 DI3f2

DS1g2 DI1g2 DS2g2 DI2g2 DS3g2 DI3g2

DS1f3 DI1f3 DS2f3 DI2f3 DS3f3 DI3f3

DS1g3 DI1g3 DS2g3 DI2g3 DS3g3 DI3g3


=



a11 b11 α 0 α 0

a21 b21 0 α 0 α

α 0 a12 b12 α 0

0 α a22 b22 0 α

α 0 α 0 a13 b13

0 α 0 α a23 b23


(5.14)

donde

a11 = (1− 2α)(1− µ− βI1

T
) b11 = −(1− 2α)βS

1

T

a21 = (1− 2α)βI
1

T
b21 = (1− 2α)(1− µ+ βS1

T
)

a12 = (1− 2α)(1− µ− βI2

T
) b12 = −(1− 2α)βS

2

T

a22 = (1− 2α)βI
2

T
b22 = (1− 2α)(1− µ+ βS2

T
)

a13 = (1− 2α)(1− µ− βI3

T
) b13 = −(1− 2α)βS

3

T

a23 = (1− 2α)βI
3

T
b23 = (1− 2α)(1− µ+ βS3

T
)

Proposición 5.3. El punto E0 sera estable si RG
0 < 1 y será inestable si

RG
0 > 1

Demostración. Para analizar la estabilidad de E0, utilizaremos la matriz ja-
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cobiana evaluada en dicho punto.

J(E0) =



a b α 0 α 0

0 c 0 α 0 α

α 0 a b α 0

0 α 0 c 0 α

α 0 α 0 a b

0 α 0 α 0 c


(5.15)

donde

a = (1− 2α)(1− µ)

b = −(1− 2α)β

c = (1− 2α)(1− µ+ β)

con la ayuda del sofware “Maple” se obtuvierón los siguientes valores

propios
λ1 = 2αµ− µ+ 1

λ2 = −2αβ + 2αµ+ β − µ+ 1

λ3 = 2αµ− 3α− µ+ 1

λ4 = −2αβ + 2αµ− 3α + β − µ+ 1

λ5 = 2αµ− 3α− µ+ 1

λ6 = −2αβ + 2αµ− 3α + β − µ+ 1

(5.16)

El punto E0 será estable si todos los valores propios tienen modulo menor
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que 1, es decir

|λi| < 1 ∀i = 1 . . . , 6

para λ1, tenemos que

0 <(1− 2α)µ < 1, ya que α ∈
(

0,
1

2

)
y µ ∈ (0, 1)

⇒− 1 < (2α− 1)µ < 0

⇒− 2 < (2α− 1)µ < 0

⇒− 1 < (2α− 1)µ+ 1 < 1

∴ |2αµ− µ+ 1| < 1

Para λ2, tenemos que

β < µ

⇒ β − µ < 0

⇒ −1 < β − µ < 0, β ∈ (0, 1), µ ∈ (0, 1)

⇒ −1 < (β − µ)(1− 2α) < 0

⇒ −2 < (β − µ)(1− 2α) < 0

⇒ −1 < (β − µ)(1− 2α) + 1 < 1

∴ | − 2αβ + 2αµ+ β − µ+ 1| < 1

Para λ3, consideramos la función

f(x, y) = x(2y − 1)− 3y + 1,



5.1. TASAS DE TRASMISIÓN DETERMINISTAS 77

donde x ∈ (0, 1) y y ∈ (0, 1 / 2), la cual alcanza su máximo en (x, y) = (0,0),

f(0, 0) = 1 y su mínimo en (x, y) = (0, 1/2), f(0, 1/2) = - 1/2; por lo tanto

|2αµ− 3α− µ+ 1| < 1.

Para λ4, tenemos que |λ3| < 1, por lo que

−1 < 2αµ− 3α− µ+ 1 < 1,

−1 < 2αµ− 3α− µ+ 1 + β(1− 2α) < 1, ya que β < µ,

∴ | − 2αβ + 2αµ− 3α + β − µ+ 1| < 1,

como λ5 = λ3 y λ6 = λ4, tenemos que el punto E0 será estable sí

RG
0 =

β

µ
< 1. (5.17)

Para ver que es inestable, observemos que el valor propio λ2 = −2αβ+2αµ+

β − µ+ 1, el cual tendrá valor absoluto mayor que 1 si (β − µ)(1− 2α) > 0,

lo cual se cumple puesto que β > µ y α ∈ (0, 1/2).

Proposición 5.4. Si RG
0 > 1, el punto E1, será estable.

Demostración. Para análizar la estabilidad del punto E1, utilizamos la matriz
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jacobiana

J(E1) =



w x α 0 α 0

y z 0 α 0 α

α 0 w x α 0

0 α y z 0 α

α 0 α 0 w x

0 α 0 α y z


(5.18)

donde

w = (1− 2α)(1− β)

x = −µ(1− 2α)

y = (1− 2α)(β − µ)

z = 1− 2α

con la ayuda del sofware “Maple”, se obtuvieron los siguientes valores propios

λ1 = 2αµ− µ+ 1

λ2 = 2αβ − 2αµ− β + µ+ 1

λ3 = 2αµ− 3α− µ+ 1

λ4 = 2αβ − 2αµ− 3α− β + µ+ 1

λ5 = 2αµ− 3α− µ+ 1

λ6 = 2αβ − 2αµ− 3α− β + µ+ 1

(5.19)

como los valore propios λ1 y λ3 se repiten en los dos casos solo resta analizar
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los valore propios λ2 y λ4. Para λ2 tenemos que

−1 < µ− β < 0

⇒ −1 < (µ− β)(1− 2α) < 0,

⇒ −2 < (µ− β)(1− 2α) < 0,

⇒ −1 < (µ− β)(1− 2α) + 1 < 1,

∴ |λ2| < 1.

Para λ4, consideramos la función

f(x, y) = x(1− 2y)− 3y + 1 donde x ∈ (−1, 0), y ∈ (0, 1/2).

La cual alcanza su máximo en (x, y) = (0, 0), f(0, 0) = 1 y su mínimo en

(x, y) =
(
0, 1

2

)
, f(0, 1/2) = −1/2, por lo tanto

|2αβ − 2αµ− 3α− β + µ+ 1| < 1

como λ3 = λ5 y λ4 = λ6, tenemos que el punto E1 será estable si

RG
0 =

β

µ
> 1 (5.20)
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(a) Nodo 1 (b) Nodo 2

(c) Nodo 3 (d) Global.

Figura 5.2: Gráficas obtenidas para el modelo simplificado con condiciones
iniciales Si0 = 100, I i0 = 50, y parámetros βi =0.3, µi =0.7, i = 1, 2, 3,
RG

0 < 1.
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(a) Nodo 1 (b) Nodo 2

(c) Nodo 3 (d) Global.

Figura 5.3: Gráficas obtenidas para el modelo simplificado con condiciones
iniciales Si0 = 100, I i0 = 50, y parámetros βi =0.7, µi =0.3, i = 1, 2, 3, RG

0 > 1
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(a) Nodo 1 (b) Nodo 2

(c) Nodo 3

Figura 5.4: Gráficas obtenidas para los sanos, al variar las tasas de transmi-
sión α ∈

(
0, 1

2

)
con condiciones iniciales Si0 = 100, I i0 = 50, y parámetros

βi =0.3, µi =0.8, i = 1, 2, 3, RG
0 < 1
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(a) Nodo 1 (b) Nodo 2

(c) Nodo 3

Figura 5.5: Gráficas obtenidas para los infecciosos, al variar las tasas de trans-
misión α ∈

(
0, 1

2

)
con condiciones iniciales Si0 = 100, I i0 = 50, y parámetros

βi =0.3, µi =0.8, i = 1, 2, 3, RG
0 < 1

En las figuras 5.4 y 5.5, podemos apreciar como impacta la variación del

parámetro α, en las poblaciones tanto de los individuos sanos como de los

infecciosos. A mayor tasa de transmisión mas lentamente se llega al estado

de equilibrio.
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(a) Sanos. (b) infecciosos.

Figura 5.6: Gráficas obtenidas para las poblaciones de los sanos e infecciosos
de manera global, al variar las tasas de transmisión α ∈

(
0, 1

2

)
con condiciones

iniciales Si0 = 100, I i0 = 50, y parámetros βi =0.3, µ =0.8, i = 1, 2, 3, RG
0 < 1

El impacto la variación de las tasas de trasmisión no solo se refleja en

las poblaciones locales, también podemos ver un impacto significativo en las

poblaciones globales tanto de sanos como de infecciosos. En la figura 5.6

podemos apreciar las poblaciones globales de sanos e infecciosos, las tasas de

transmisión impactan directamente en la velocidad a la que se llega al estado

de equilibrio.

Basados en el análisis hecho y en las gráficas mostradas podemos concluir

lo siguiente en cuanto al modelo simplificado.

La dinámica global se comporta como la dinámica local.

Al variar las tasas de transmisión, siempre y cuando sean las mismas

para cada nodo, afecta la velocidad a la que se llega a los puntos equi-

librio.
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Las tasas de transmisión no afectan la cantidad de puntos fijos que se

tiene.

El RG
0 = β/µ fue relativamente fácil de encontrar analíticamente.

Parámetros internos distintos. Aun bajo la hipótesis de que las pobla-

ciones locales sean iguales, las variaciones siempre estarán presentes. Con

esta idea en mente proponemos un modelo en donde damos un paso mas a la

realidad al considerar que los parámetros internos son distintos. Los caso mas

significativos son: sistema libre de enfermedad, sistema con un nodo infectado

y sistema completamente infectado.

Sistema libre de enfermedad. Para el sistema libre de enfermedad

consideraremos los siguientes parámetros

Nodo 1 Nodo 2 Nodo 3
β1 =0.3 β2 =0.4 β3 =0.2
µ1 =0.8 µ =0.5 µ3 =0.7

Cuadro 5.1: Parámetros para el sistema libre de enfermedad con poblaciones
iniciales iguales.
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(a) Nodo 1 (b) Nodo 2

(c) Nodo 3

Figura 5.7: Gráficas obtenidas para los sanos, al variar las tasas de trans-
misión α ∈

(
0, 1

2

)
con condiciones iniciales Si0 = 100, I i0 = 50, i = 1, 2, 3 y

parámetros β1 =0.3, µ1 =0.8, β2 =0.4, µ2 =0.5, β3 =0.2, µ3 =0.7.
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(a) Nodo 1 (b) Nodo 2

(c) Nodo 3

Figura 5.8: Gráficas obtenidas para los infecciosos, al variar las tasas de
transmisión α ∈

(
0, 1

2

)
con condiciones iniciales Si0 = 100, I i0 = 50, i = 1, 2, 3

y parámetros β1 =0.3, µ1 =0.8, β2 =0.4, µ2 =0.5, β3 =0.2, µ3 =0.7.

En las figuras 5.7 y 5.8 mostramos las poblaciones locales de sanos e

infecciosos respectivamente, en ellas podemos observar que tenemos un punto

fijo único y que este no se ve afectado por las tasas de transmisión, la forma

en la que se llega al estado de equilibrio es suave. El parámetro α afecta a

la velocidad con la que se llega al estado de equilibrio. La enfermedad tiende

a desaparecer y las poblaciones locales al final del proceso constan de solo

individuos sanos.
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(a) Sanos. (b) infecciosos.

Figura 5.9: Gráficas obtenidas para las poblaciones de los sanos e infecciosos
de manera global, al variar las tasas de transmisión α ∈

(
0, 1

2

)
con condiciones

iniciales Si0 = 100, I i0 = 50, i = 1, 2, 3 y parámetros β1 =0.3, µ1 =0.8, β2 =0.4,
µ2 =0.5, β3 =0.2, µ3 =0.7.

En la figura 5.9 mostramos las gráficas de las poblaciones globales de

sanos e infecciosos. La dinámica del sistema SI esta muy marcada en la

dinámica global. Se tiene un sólo estado de equilibrio, la forma de llegada a

dicho estado es suave. La velocidad es en único factor que se ve afectado por

las tasas de transmisión. Al final del proceso se tendrá que las población de

sanos prevalece, mientras que la población de infecciosos desaparece.

Con la finalidad de reforzar la hipótesis de que solo tenemos un punto

de equilibrio mostramos las siguientes gráficas, en las cuales se observa la

distancia entre las trayectorias obtenidas al variar la intensidad de la enfer-

medad en el nodo 1 (δ = β1/µ1), pretendemos observar si la intensidad de

la enfermedad repercute en la forma en que evoluciona la infección. Dado

que no fue posible hacerlo de forma análitica, nos apoyamos en el análisis

numérico para hacer y reforzar ciertas conjeturas.
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(b) Nodo 2
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(c) Nodo 3

Figura 5.10: Gráficas obtenidas para las distancias entre las trayectorias de
los sanos cuando n = 10,000, al variar las tasas de transmisión α ∈ (0, 1 /
2), con condiciones iniciales Si0 = 100, I i0 = 50, i = 1, 2, 3 y parámetros β1
= 0.3, µ1 =∈ (0.31, 1), β2 = 0.4, µ2 = 0.5, β3 = 0.2, µ7 = 0.7.
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(b) Nodo 2
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(c) Nodo 3

Figura 5.11: Gráficas obtenidas para las distancias entre las trayectorias de
los infecciosos cuando n = 10000, al variar las tasas de transmisión α ∈

(
0, 1

2

)
con condiciones iniciales Si0 = 100, I i0 = 50, i = 1, 2, 3 y parámetros β1 =0.7,
µ1 ∈(0.31,1), β2 =0.4, µ2 =0.5, β3 =0.2, µ7 =0.7.
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En la figura 5.10 mostramos las gráficas de las distancias entre las trayec-

torias de las poblaciones sanos, mientras que en la figura 5.11 se muestra las

distancias entre las trayectorias de infecciosos, ambas son locales y tomamos

el valor absoluto entre las trayectorias cuando n=10,000. En ellas podemos

observar que al variar la intensidad de la enfermedad δ y las tasas de trans-

misión, la distancia entre las trayectorias se mantiene muy cercana al cero,

también observamos que dichas distancia crecen cuando las tasas de transmi-

sión y la intensidad de la enfermedad son muy cercanas a su limite superior

pero no sobrepasan más allá del orden de 6× 10−8 unidades, lo cual refuerza

nuestra hipótesis, más no la demuestra del todo ya que numéricamente no

podemos ver que sucede cuando el tiempo tiende a infinito.
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(b) infecciosos.

Figura 5.12: Gráficas obtenidas para las distancias entre las trayectorias de
los sanos e infecciosos cuando n = 10000 de manera global, al variar las
tasas de transmisión α ∈

(
0, 1

2

)
con condiciones iniciales Si0 = 100, I i0 = 50,

i = 1, 2, 3 y parámetros β1 =0.7, µ1 =∈(0.31,1), β2 =0.4, µ2 =0.5, β3 =0.2,
µ7 =0.7.

En la figura 5.12, se muestran las gráficas de las distancias entre las

trayectorias de las poblaciones de los sanos e infecciosos de manera global.

Se tomo la distancia cuando n=10000. En ellas mostramos como al variar

el parámetro δ y las tasas de transmisión, la distancia entre las trayectorias

de las poblaciones globales tanto de sanos como de infecciosos, se mantienen

cerca del cero. También se observa que cuando la intensidad de la enfermedad

como la tasa de transmisión se acercan a su limite superior, se aprecian saltos

pero estos no rebasan, mas allá del orden de 1.6×10−8.
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A pesar de que no se pudo realizar un análsis teorico mas profundo,

podemos dar las siguientes conclusiones.

Sólo se tiene un estado de equilibrio (T, 0, T, 0, T, 0) para la dinámica

local.

Sólo se tiene un estado de equilibrio para la dinámica global (Pt, 0).

El impacto que tienen las tasas de transmisión (α), se ve reflejado en

la velocidad a la que se llega al estado de equilibrio, entre mas grande

sea la velocidad disminuye.

La forma en la que se llega al estado de equilibrio es suave

La dinámica global no cambia en lo absoluto, al parecer se comporta

como si estuviéramos en un sistema SI local.

Sistema con un nodo infectado. Consideraremos que los parámetros

internos son los siguientes:

Nodo 1 Nodo 2 Nodo 3
β1 =0.7 β2 =0.4 β3 =0.2
µ1 =0.1 µ2 =0.5 µ3 =0.7

Cuadro 5.2: Parámetros para el sistema con un nodo infectado, con pobla-
ciones iniciales iguales.
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(a) Nodo 1 (b) Nodo 2

(c) Nodo 3

Figura 5.13: Gráficas obtenidas para los sanos, al variar las tasas de trans-
misión α ∈

(
0, 1

2

)
con condiciones iniciales Si0 = 100, I i0 = 50, i = 1, 2, 3 y

parámetros β1 =0.7, µ1 =0.1, β2 =0.4, µ2 =0.5, β3 =0.2, µ3 =0.7.
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(a) Nodo 1 (b) Nodo 2

(c) Nodo 3

Figura 5.14: Gráficas obtenidas para los infecciosos, al variar las tasas de
transmisión α ∈

(
0, 1

2

)
con condiciones iniciales Si0 = 100, I i0 = 50, i = 1, 2, 3

y parámetros β1 =0.7, µ1 =0.1, β2 =0.4, µ2 =0.5, β3 =0.2, µ3 =0.7.

En las figuras 5.13 y 5.14, mostramos las poblaciones de sanos e infeccio-

sos respectivamente para los nodos 1, 2, 3 ordenados de izquierda a derecha.

Tenemos una infección en el nodo 1, observamos que para este nodo, si la

tasas de transmisión son pequeñas la población de sanos disminuye mientras

que la de infecciosos crece. Existe un mínimo local para los infecciosos y un

máximo local para los sanos si α esta en el intervalo (0.4,0.5). Si tomamos

el extremo superior del intervalo donde esta definido α observamos que hay

un repunte en la enfermedad, por lo tanto una disminución en el número de
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individuos sanos.

En caso del nodo dos observamos que el impacto que tiene la variación

de las tasas de transmisión es muy marcado. Si tomamos un tiempo t0 fijo,

observamos que conforme α crece la población de individuos sanos decrece

hasta alcanzar un mínimo local, una vez alcanzado este mínimo la población

vuelve a crecer hasta alcanzar un máximo local y después vuelve a disminuir

de nuevo. De igual manera se observa que se tiene un máximo y un mínimo

absoluto, los cuales se dan en el extremos inferior y superior del intervalo

(0, 1
2
) respectivamente. En contra parte la población de individuos infeccio-

sos crece cuando las tasas de transmisión crecen hasta alcanzar un máximo,

posteriormente decrece hasta llegar a un mínimo y por último vuelve a crecer

hasta alcanzar un máximo absoluto. Para el nodo 3 tenemos una situación

muy similar a la del nodo 2. La variación del parámetro que representa las

tasas de transmisión tiene un fuerte impacto en la dinámica local, ahora las

poblaciones no tienden a un único punto de equilibrio, lo que nos hace sospe-

char que los puntos de equilibrio están en función de las tasas de transmisión.

Otro punto a observar es este aspecto de crecimiento y decrecimiento de las

poblaciones tanto de infecciosos como de sanos, el cual se ve mas reflejado en

el nodo 2 y nodo 3, en ellos a pesar de que la infección tiende a desaparecer

si consideramos solo la dinámica local, una vez estando en contacto, esta

infecta a la población sana, y no solo eso, se queda de manera endémica en

los dos nodos. Es muy interesante ver como un cambio tan pequeño, como

el insertar una infección en un nodo repercute de manera muy significativa

en la dinámica local de los otros dos. La infección no tiende a desaparecer

nunca en ninguno de los nodos.
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(a) Sanos.

(b) infecciosos.

Figura 5.15: Gráficas obtenidas para las poblaciones de los sanos e infecciosos
de manera global, al variar las tasas de transmisión α ∈

(
0, 1

2

)
con condiciones

iniciales Si0 = 100, I i0 = 50, i = 1, 2, 3 y parámetros β1 =0.7, µ1 =0.1, β2 =0.4,
µ2 =0.5, β3 =0.2, µ3 =0.3.

En la figura 5.15 mostramos las poblaciones globales de los individuos

que participan en la dinámica. En la parte (a) podemos ver la población

global de individuos no infecciosos, y en la parte (b) la poblacion de indivi-

duos infecciosos. En estas gráficas observamos como es el impacto que tiene

el hecho de que en algún nodo exista una infección permanente, en este caso



98 5. MODELO SI MONTADO SOBRE UN GRAFO DE 3 NODOS

es el nodo 1. Las tasas de transmisión también impactan significativamente

en la dinámica global, a pesar que aun estamos considerando que las pobla-

ciones locales son iguales hay un cambio muy marcado en cuanto a los casos

estudiados anteriormente. Si el parámetro α es muy pequeño la población

de individuos sanos sufre un deceso muy marcado al principio de la simu-

lación, pero al pasar el tiempo se recupera, mientras que la población de

los individuos infecciosos tiene un incremento considerable. Conforme crece

dicho parámetro la poblacioón de individuos no infecciosos se recupera pau-

latinamente, y la población de infecciosos decrece hasta alcanzar un mínimo

y vuelve a crecer. Otro aspecto a resaltar es el de los estados de equilibrio,

estos al parecer se ven afectados tanto por las tasas de transmisión como por

la infección que hay en el nodo 1 mostrando que ahora no solo se tiene un

estado de equilibrio, nos hace sospechar que se tendrá uno por cada α.

En las siguientes gráficas, mostramos las distancias entre las trayectorias

al final de la simulación, cuando esta consta de 10,000 unidades de tiempo,

tanto para las poblaciones locales como las globales de sanos e infecciosos.
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(c) Nodo 3

Figura 5.16: Gráficas obtenidas para las distancias entre las trayectorias de
los sanos cuando n = 10000, al variar las tasas de transmisión α ∈

(
0, 1

2

)
con condiciones iniciales Si0 = 100, I i0 = 50, i = 1, 2, 3 y parámetros β1 =0.7,
µ1 =∈(0.1,0.7), β2 =0.4, µ2 =0.5, β3 =0.2, µ7 =0.7.
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(b) Nodo 2
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(c) Nodo 3

Figura 5.17: Gráficas obtenidas para las distancias entre las trayectorias de
los infecciosos cuando n = 10000, al variar las tasas de transmisión α ∈

(
0, 1

2

)
con condiciones iniciales Si0 = 100, I i0 = 50, i = 1, 2, 3 y parámetros β1 =0.7,
µ1 ∈(0.1,0.7), β2 =0.4, µ2 =0.5, β3 =0.2, µ7 =0.7.
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En las figuras 5.16 y 5.17 mostramos las distancias entre las trayecto-

rias de sanos e infecciosos respectivamente de las poblaciones locales. Para

el nodo 1 podemos ver que las distancias entre trayectorias se ven afectadas,

tanto por las tasas de transmisión como por la intensidad de la enfermedad.

Se observa que cuando la intensidad de la enfermedad está en el intervalo

comprendido entre el 1 y 10 existen oscilaciones, en las cuales la amplitud

se va incrementando conforme crece α. Después de que la intensidad de la

enfermedad rebasa 10, se observa un decaimiento suave conforme α crece y

si variamos la intensidad de la enfermedad, al parecer la distancia entre las

trayectorias no muestra un cambio considerable. Tanto para el nodo 2 como

el nodo 3 al parecer la dinámica de la evolución de la distancia entre las

trayectorias es muy similar. Podemos ver de nuevo que cuando la intensidad

de la enfermedad esta comprendida entre 0 y 10, y si la tasas de transmisión

están cercanas a su punto máximo existe una oscilación. Conforme el pará-

metro α crece las distancias entre las trayectorias decrece. La intensidad de

la enfermedad también es un parámetro que impacta significativamente, al

variar éste, se observa que cambia el lugar donde se toca el cero. Luego de

que las distancias entre las trayectorias tocan el cero, comienzan a crecer de

nuevo. Con esto podemos concluir que no tenemos un punto fijo único, pa-

ra las poblaciones involucradas en las dinámicas locales, este varía conforme

movemos este par de parámetros y la dinámica para la distancia entre las

trayectorias es muy similar para la población local de sanos e infecciosos.
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(b) infecciosos.

Figura 5.18: Gráficas obtenidas para las distancias entre las trayectorias de
los sanos e infecciosos cuando n = 10000 de manera global, al variar las
tasas de transmisión α ∈

(
0, 1

2

)
con condiciones iniciales Si0 = 100, I i0 = 50,

i = 1, 2, 3 y parámetros β1 =0.7, µ1 =∈(0.1,0.7), β2 =0.4, µ2 =0.5, β3 =0.2,
µ7 =0.7.

En la figura 5.18, mostramos la distancia entre las trayectorias de las

poblaciones globales de sanos e infecciosos. En ellas podemos ver que la

dinámica para las dos poblaciones es muy similar. Conforme crece la tasa

de migración entre los nodos la distancia se incrementa y después comienza

a disminuir para volver a crecer nuevamente. La intensidad de la enfermedad

al parecer no impacta significativamente mas allá del intervalo (1,10), en cual

observamos la oscilación antes mencionada.
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5.1.1.2. Algunas conclusiones.

El sistema no tiene un punto fijo único, este depende tanto de las tasas

de migración entre los nodos, como de la intensidad de la enfermedad

introducida.

Al introducir una infección en algún nodo, esta contagia a todo el sis-

tema, este responderá en función de las tasas de migración y de la

intensidad de la infección.

Observamos que se tienen un máximo y un mínimo local, así como un

máximo y un mínimo global.

La dinámica del modelo SI ya no está presente tanto en la dinámica

local como el la global.

Sistema completamente infectado. En este sistema estamos consi-

derando que tenemos una infección en cada nodo y los parámetros internos

son los siguientes

Nodo 1 Nodo 2 Nodo 3
β1 =0.8 β2 =0.6 β3 =0.7
µ1 =0.1 µ2 =0.3 µ3 =0.5

Cuadro 5.3: Parámetros para el sistema completamente infectado con pobla-
ciones iniciales iguales.
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(a) Nodo 1 (b) Nodo 2

(c) Nodo 3

Figura 5.19: Gráficas obtenidas para los sanos, al variar las tasas de trans-
misión α ∈

(
0, 1

2

)
con condiciones iniciales Si0 = 100, I i0 = 50, i = 1, 2, 3 y

parámetros β1 =0.8, µ1 =0.1, β2 =0.6, µ2 =0.3, β3 =0.7, µ3 =0.5.
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(a) Nodo 1 (b) Nodo 2

(c) Nodo 3

Figura 5.20: Gráficas obtenidas para los infecciosos, al variar las tasas de
transmisión α ∈

(
0, 1

2

)
con condiciones iniciales Si0 = 100, I i0 = 50, i = 1, 2, 3

y parámetros β1 =0.8, µ1 =0.1, β2 =0.6, µ2 =0.3, β3 =0.7, µ3 =0.5.
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En las Figuras 5.19 y 5.20, se muestran las gráficas obtenidas para las

poblaciones locales de sanos e infecciosos respectivamente. En ellas podemos

observar como la infección avanza por el sistema, presentando una posible

tendencia hacia un punto para cada α. Las poblaciones locales de sanos tien-

den a descender muy rápido cuando las tasas de transmisión son pequeñas,

en cambio si nos acercamos a el extremo final donde están definidas esta, la

forma en la que decaen es muy lenta. Al parecer no hay oscilaciones ni otra

dinámica extraña, lo cual nos indica que se llega al punto fijo de forma suave.

(a) Sanos. (b) infecciosos.

Figura 5.21: Gráficas obtenidas para las poblaciones de los sanos e infecciosos
de manera global, al variar las tasas de transmisión α ∈

(
0, 1

2

)
con condiciones

iniciales Si0 = 100, I i0 = 50, i = 1, 2, 3 y parámetros β1 =0.8, µ1 =0.1, β2 =0.6,
µ2 =0.3, β3 =0.7, µ3 =0.5.
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En la figura 5.21 mostramos las poblaciones de sanos e infecciosos de

manera global al variar las tasas de transmisión, iniciando con una infección

en cada nodo. En ellas podemos observar que al mover el parámetro que

representa las tasas de transmisión no se llega a un estado de equilibrio

único.
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(c) Nodo 3

Figura 5.22: Gráficas obtenidas para las distancias entre las trayectorias de
los sanos cuando n = 10000, al variar las tasas de transmisión α ∈

(
0, 1

2

)
con condiciones iniciales Si0 = 100, I i0 = 50, i = 1, 2, 3 y parámetros β1 =0.8,
µ1 =∈(0,0.8), β2 =0.5, µ2 =0.4, β3 =0.7, µ7 =0.2
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(c) Nodo 3

Figura 5.23: Gráficas obtenidas para las distancias entre las trayectorias de
los infecciosos cuando n = 10000, al variar las tasas de transmisión α ∈

(
0, 1

2

)
con condiciones iniciales Si0 = 100, I i0 = 50, i = 1, 2, 3 y parámetros β1 =0.8,
µ1 ∈(0,0.8), β2 =0.6, µ2 =0.3, β3 =0.7, µ7 =0.5
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En las figuras 5.22 y 5.22 mostramos las distancia entre trayectorias para

las poblaciones de sanos e infecciosos respectivamente al variar la tasa de

infección descrita anteriormente en el nodo 1, para las poblaciones locales.

En ellas se puede observar que nunca se llega a un estado de equilibrio al

variar alguno de los parámetros que están involucrados, los cuales son las

tasas de migración y la intensidad de infección en el nodo 1 . Este aspecto es

muy importante, ya que en la dinámica local para un nodo sin conexión con

los otros, si se tenía una infección, sólo teníamos un punto fijo único.
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(b) infecciosos.

Figura 5.24: Gráficas obtenidas para las distancias entre las trayectorias de los
sanos e infecciosos cuando n = 2500 de manera global, al variar las tasas de
transmisión α ∈

(
0, 1

2

)
con condiciones iniciales Si0 = 100, I i0 = 50, i = 1, 2, 3

y parámetros β1 =0.8, µ1 =∈(0.1,0.7), β2 =0.5, µ2 =0.4, β3 =0.7, µ7 =0.2
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En la figura 5.24 mostramos las gráficas de las trayectorias para las pobla-

ciones de los sanos e infecciosos de manera global, en ellas se puede observar

que tampoco se alcanza un estado de equilibrio único, éste dependerá de la

intensidad de la infección en el nodo donde se tenga la infección. Otro factor

que también impacta de manera muy significativa en los estados de equilibrio

es la tasa de migración entre los nodos.

5.1.1.3. Conclusiones

No se llega a un estado de equilibrio único, tanto para las poblaciones

locales como las globales, dichos estados de equilibrio dependerán de

las tasas de migración, si sólo variamos este parámetro.

Una vez variando el parámetro que nos representa la intensidad de la

infección en algún nodo, se puede apreciar que determina como son los

estados de equilibrio.

La dinámica del sistema SI se ve muy mermada tanto en lo local como

en lo global.

5.1.1.4. Poblaciones iniciales distintas.

Una hipótesis muy frecuente al plantear modelos matemáticos sobre la

dinámica de poblaciones, es considerar que las poblaciones son constantes.

Si bien en nuestro modelo la población total cumple con esta condición, las

poblaciones locales no tienen porqué seguirla. Por el corolario 4.2 tenemos que

las poblaciones locales convergen al promedio de las poblaciones iniciales, mas



112 5. MODELO SI MONTADO SOBRE UN GRAFO DE 3 NODOS

aún se convergerá de manera suave si α ∈
(
0, 1

3

]
y de manera oscilatoria si α ∈(

1
3
, 1
2

)
. Basados en este hecho solo vamos a mostrar un caso particular para

ilustrar este hecho. Los parámetros internos para tal fin son los siguientes:

Nodo 1 Nodo 2 Nodo 3
β1 =0.7 β2 =0.4 β3 =0.2
µ1 =0.1 µ2 =0.5 µ3 =0.4

Cuadro 5.4: Parámetros para un sistema con un nodo infectado y poblaciones
iniciales distintas.

Con estos parámetros estamos considerando que el sistema tiene un no-

do infectado y que los otros dos están libres de enfermedad, pero que sus

parámetros internos no tienen por que ser iguales. Dado el alto número de

parámetros con los que contamos, consideraremos que las poblaciones de sa-

nos e infecciosos iniciales, están relacionadas de forma lineal, es decir:

Ij0 = 0.05Sj0, j = 1, 2, 3;

es decir, la población local de individuos infecciosos es el 5% de la población

de individuos sanos en el nodo j y representa menos del 5% de la población

local total en cada nodo. Con base en la suposición anterior consideraremos

que las poblaciones locales iniciales son las siguientes

Nodo 1 Nodo 2 Nodo 3
S1
0 = 1000 S2

0 = 3000 S3
0 = 600

I10 = 50 I20 = 150 I30 = 30

Cuadro 5.5: Poblaciones iniciales distintas.
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Por el corolario 4.2, tenemos que T i0 → 1610 para i = 1, 2, 3 cuando

n → ∞. Al verse afectadas las poblaciones locales, es claro que también se

verán afectadas las poblaciones de sanos e infecciosos por el planteamiento

del modelo SI en cada nodo y heredaran el carácter oscilatorio o suave, según

sea el caso.

(a) Nodo 1 (b) Nodo 2

(c) Nodo 3

Figura 5.25: Gráficas para las poblaciones locales, al variar las tasas de trans-
misión α ∈

(
0, 1

2

)
, con condiciones iniciales S1

0 = 1000, I10 = 50, S2
0 = 3000,

I20 = 150, S3
0 = 600, I30 = 30 y parámetros β1 =0.7, µ1 =0.1, β2=0.4, µ2 =0.5,

β1 =0.2, µ3 =0.7, .

En la figura 5.25 podemos observar como cambian las poblaciones locales

a través del tiempo al considerar que las poblaciones iniciales son distintas y
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variando las tasas de transmisión entre nodos. El carácter oscilatorio descrito

en el corolario 4.22 esta presente cuando α ∈
(
1
3
, 1
2

]
, en otro caso esta ausente.

(a) Nodo 1 (b) Nodo 2

(c) Nodo 3

Figura 5.26: Gráficas para las poblaciones locales de sanos, al variar las tasas
de transmisión α ∈

(
0, 1

2

)
, con condiciones iniciales S1

0 = 1000, I10 = 50,
S2
0 = 3000, I20 = 150, S3

0 = 600, I30 = 30 y parámetros β1 =0.7, µ1 =0.1,
β2=0.4, µ2 =0.5, β1 =0.2, µ3 =0.7, .
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(a) Nodo 1 (b) Nodo 2

(c) Nodo 3

Figura 5.27: Gráficas para las poblaciones locales de infecciosos, al variar las
tasas de transmisión α ∈

(
0, 1

2

)
, con condiciones iniciales S1

0 = 1000, I10 = 50,
S2
0 = 3000, I20 = 150, S3

0 = 600, I30 = 30 y parámetros β1 =0.7, µ1 =0.1,
β2=0.4, µ2 =0.5, β1 =0.2, µ3 =0.7, .

En las figuras 5.26 y 5.27, mostramos las poblaciones de sanos e infec-

ciosos respectivamente. En ella se puede observar que se hereda el carácter

oscilatorio mostrado en las poblaciones locales. Dado que los sistemas locales

están en función de las poblaciones en cada nodo es de esperar que el impacto

de variar las poblaciones permee hasta las poblaciones de sanos e infecciosos

en cada nodo.
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(a) Nodo 1 (b) Nodo 2

Figura 5.28: Gráficas para las poblaciones globales de sanos e infecciosos, al
variar las tasas de transmisión α ∈

(
0, 1

2

)
, con condiciones iniciales S1

0 = 1000,
I10 = 50, S2

0 = 3000, I20 = 150, S3
0 = 600, I30 = 30 y parámetros β1 =0.7,

µ1 =0.1, β2=0.4, µ2 =0.5, β1 =0.2, µ3 =0.7, .

En la figura 5.28, se muestran las gráficas para las poblaciones de sa-

nos e infecciosos respectivamente. En ellas podemos observar que no se ven

afectadas por la variación de las poblaciones iniciales locales.

5.2. Tasas de transmisión estocásticas

En esta sección nos enfocaremos en la posibilidad de que las tasas de

transmisión entre nodos sigan un comportamiento estocástico. Supondremos

que éstas siguen una distribución de Poisson con parámetro λ, (αi,j ∼ P (λ)).

También abordaremos la situación cuando el grafo es no dirigido, con esto

queremos ver como impacta la topoloía del grafo en el sistema global y en la

poblaciones locales. A pesar de que estamos montando el modelo SI en una

red relativamente pequeña, tenemos alrededor de 446 formas para conside-

rar el grafo dirigido, por esta razón solo consideraremos 3 casos, los cuales
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consideramos que valen la pena ser estudiarlos.

5.2.1. Hipótesis

1. Las tasas de transmisión siguen una distribución de Poisson con inten-

sidad λ, αi,j ∼ P (λ) ∀i, j = 1, 2, 3.

2. En todos ellos vamos a considerar que tenemos una infección en el nodo

1 y los otros dos están libres de enfermedad al inicio. Los parámetros

internos con los que trabajaremos en esta sección son los siguientes:

Nodo 1 Nodo 2 Nodo 3
β1 =0.7 β2 =0.4 β3 =0.2
µ1 =0.1 µ2 =0.5 µ3 =0.7

Cuadro 5.6: Parámetros para el sistema con un nodo infectado, con pobla-
ciones iniciales iguales y tasas de transmisión estocásticas

3. Las poblaciones iniciales serán iguales al inicio de la infección. Con esto

en mente las poblaciones iniciales son:

Nodo 1 Nodo 2 Nodo 3
S1
0 = 1000 S1

0 = 1000 S1
0 = 1000

I20 = 200 I20 = 200 I20 = 200

Cuadro 5.7: Poblaciones iniciales para el sistema con un nodo infectado y
tasas de transmisión estocásticas.



118 5. MODELO SI MONTADO SOBRE UN GRAFO DE 3 NODOS

5.2.2. Casos estudiados

5.2.2.1. Todos los nodos están conectados.

En este apartado, estudiaremos el caso cuando todos los nodos están

conectados, esto se da en muchas situaciones de la vida real, por ejemplo

las personas que se desplazan en la zona metropolitana del valle de México.

Los municipios aledaños siguen su propia dinámica y una cierta zona de la

ciudad de México tiene la suya pero hay personas que se desplazan hacia

estos municipios con algún propósito, es decir la información fluye de ida y

vuelta el todo el sistema.

(SI)1

(SI)2 (SI)3

α11

α22 α33

α31

α13

α12

α21

α32

α23

Figura 5.29: Representación del caso en el que todos los nodos están conec-
tados en términos de un grafo.
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(a) Poblaciones. (b) Sanos.

(c) infecciosos.

Figura 5.30: Promedio de sanos, infecciosos y poblaciones por nodos, de un
total 100 realizaciones, con condiciones iniciales Si0 = 100, I i0 = 50, i = 1, 2, 3
y parámetros β1 =0.7, µ1 =0.1, β2 =0.4, µ2 =0.5, β3 =0.2, µ3 =0.7, y
αij ∼ P (15), i, j = 1, 2, 3.

En la Figura 5.30 mostramos las trayectorias que representan los pro-

medios para cien ensayos del evento. Al introducir el componente aleatorio

en la simulación observamos que tan sensible es el sistema a pequeñas per-

turbaciones, dicha sensibilidad esta muy marcada en las poblaciones locales

y con ellas la repercusión en la dinámica local. Al introducir una infección

en el nodo 1 podemos observar que está presente en toda la simulación sin

importar que dos nodos estén sin ella al principio.
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En la subfigura (a) están representados los promedios de las trayectorias

que siguen las poblaciones locales. En ellas podemos ver que el comporta-

miento es completamente distinto al presentado en los casos cuando las tasas

de transmisión eran deterministas, se rompe por completo el comportamien-

to que se tenía. Ahora las poblaciones iniciales no se mantienen constantes

a través del tiempo, esto es por que dichas trayectorias son muy sensibles

al impacto que tienen las tasas de transmisión. La población del nodo 1,

que es donde está la infección se mantiene por encima siempre de la pobla-

ción del nodo 3 y las poblaciones del nono 2 y tres al parecer exhiben un

comportamiento tipo presa depredador entre ellas.

En la subfigura (b) se muestran los promedios de las trayectorias que

siguen los sanos. Los nodos 2 y 3 al parecer oscilan entre ellos como un

sistema presa-predador. Con una infección en el nodo 1, el promedio de la

población de individuos sanos decae de manera muy significativa hasta llegar

a estacionarse en un conjunto de individuos muy cercano a 60 individuos.

Para el nodo 2 y 3 la historia es distinta, si bien hay una reducción de sanos,

estos se ven muy poco mermados por la infección.

En la subfigura (c) se muestran los promedios de infecciosos, al contrario

de las poblaciones de sanos, en éstos no hay oscilación para el nodo 2 y 3,

pero se mantienen muy cerca uno del otro, si bien ambas poblaciones oscilan,

no hay cruces entre ellas, la población del nodo 2 siempre se mantiene por

encima de la del nodo 3, como hay una infección en el nodo 1 y todos los

nodos están conectados, éste contagia de manera significativa a los nodos 2

y 3 manteniendo la infeccion en todo el sistema.
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(a) Nodo 1 (b) Nodo 2

(c) Nodo 3

Figura 5.31: Funciones de correlación entre los sanos con condiciones iniciales
Si0 = 100, I i0 = 50, i = 1, 2, 3 y parámetros β1 =0.7, µ1 =0.1, β2 =0.4,
µ2 =0.5, β3 =0.2, µ3 =0.7, y αij ∼ P (15), i, j = 1, 2, 3.
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(a) Nodo 1 (b) Nodo 2

(c) Nodo 3

Figura 5.32: Funciones de correlación entre los infecciosos condiciones inicia-
les Si0 = 100, I i0 = 50, i = 1, 2, 3 y parámetros β1 =0.7, µ1 =0.1, β2 =0.4,
µ2 =0.5, β3 =0.2, µ3 =0.7. y αij ∼ P (15), i, j = 1, 2, 3.
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(a) Nodo 1 (b) Nodo 2

(c) Nodo 3

Figura 5.33: Funciones de correlación entre las poblaciones locales con condi-
ciones iniciales Si0 = 100, I i0 = 50, i = 1, 2, 3 y parámetros β1 =0.7, µ1 =0.1,
β2 =0.4, µ2 =0.5, β3 =0.2, µ3 =0.7. y αij ∼ P (15).

5.2.2.2. La información fluye en un solo sentido.

Este caso, visto en el mismo contexto de epidemias, nos serviría para

estudiar como es que una colonia de individuos es infectada. Un individuo en

una colonia de animales puede salir a buscar una fuente de alimento, en este

lugar habrá individuos de otras colonias, con los que establece una dinámica,

(competencia por alimento, depreciación, etc.), posteriormente buscar otra

fuente de alimento o una fuente de agua en la cual puede entablar otra

dinámica y al final regresar a su colonia sin la necesidad regresar por el
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mismo camino que tomó en un principio.

(SI)1

(SI)2 (SI)3

α11

α22 α33

α31α12

α23

Figura 5.34: Representación en términos de un grafo cuando la información
fluye en un solo sentido, considerando que las tasas de transmisión son las
mismas.
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(a) Sanos. (b) infecciosos.

(c) Poblacuiones.l

Figura 5.35: Promedio de las poblaciones locales cuando la información fluye
en un solo sentido de un total 100 realizaciones, con condiciones iniciales
Si0 = 100, I i0 = 50, i = 1, 2, 3 y parámetros β1 =0.7, µ1 =0.1, β2 =0.4,
µ2 =0.5, β3 =0.2, µ3 =0.7, y αij ∼ P (15), i, j = 1, 2, 3.

En las figura 5.35 mostramos las trayectorias que representan los prome-

dios para cien ensayos evento cuando la información fluye en un solo sentido.

El componete aleatorio sigue exhibiendo la sensibilidad del sistema, la cual

se observa mas en las poblaciones locales y con ello el impacto en la dinámica

local.

En la subfigura (a) se observa los promedios de las trayectorias que siguen

las poblaciones locales. En ella se observa como al principio de la simulación
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las tres poblaciones oscilan entre ellas pero en algún momento, estas comien-

zan a separarse quedando por encima de todas la del nodo 1, mientras las

del nodo 2 y 3 tienden a decrecer pero siguiendo una dinámica muy parecida

al un modelo tipo presa-predador entre ellas.

En la subfigura (b) mostramos como evolucionan los promedios de las

poblaciones sanas por nodo. Podemos observar que los sanos del nodo dos

y tres ya no oscilan entre ellos, al menos no antes de que el tiempo llegue

a 1000 unidades, pero al parecer se acercan mucho entre ellas al final de

la simulación que realizamos. Otro aspecto a rescatar de esta variante del

modelo es que la población de individuos susceptibles del nodo 1 cae por

debajo de la mostrada en la variante anterior.

En la subfigura (c) esta representado el promedio de las poblaciones de

individuos infecciosos. Para el nodo uno tenemos que los infecciosos tienden a

crecer alejándose bastante de la condición inicial que se tenia al principio de la

simulación, el nodo dos muestra un comportamiento, en el cual se observa un

decaimiento de los infecciosos, pero este es muy tenue, ya que no baja mas allá

de treinta individuos y comenzamos con 50 en cada nodo, el comportamiento

que mas vale la pena observar es el mostrado por la población de infecciosos

del nodo tres, esta al parecer es muy estable y tiende a estacionarse alrededor

de diez individuos.

Con las descripciones anteriores podemos concluir la infección permane-

cerá en todo el sistema, también que las poblaciones del nodo dos y tres se

ven afectadas de manera distinta en comparación con la variante anterior,
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donde los nodos 2 y tres recibían un impacto muy parecido.

(a) Nodo 1 y Nodo 2. (b) Nodo 1 y Nodo 3.

(c) Nodo 2 y Nodo 3.

Figura 5.36: Funciones de correlación entre los sanos con condiciones iniciales
Si0 = 100, I i0 = 50, i = 1, 2, 3 y parámetros β1 =0.7, µ1 =0.1, β2 =0.4,
µ2 =0.5, β3 =0.2, µ3 =0.7, y αij ∼ P (15), i, j = 1, 2, 3.
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(a) Nodo 1 y Nodo 2. (b) Nodo 1 y Nodo 3.

(c) Nodo 2 y Nodo 3.

Figura 5.37: Funciones de correlación entre los infecciosos, cuando la infor-
mación fluye en un solo sentido, condiciones iniciales Si0 = 100, I i0 = 50,
i = 1, 2, 3 y parámetros β1 =0.7, µ1 =0.1, β2 =0.4, µ2 =0.5, β3 =0.2, µ3 =0.7.
y αij ∼ P (15), i, j = 1, 2, 3.
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(a) Nodo 1 (b) Nodo 2

(c) Nodo 3

Figura 5.38: Funciones de correlación entre las poblaciones locales, cuando
la información fluye en un sólo sentido, con condiciones iniciales Si0 = 100,
I i0 = 50, i = 1, 2, 3 y parámetros β1 =0.7, µ1 =0.1, β2 =0.4, µ2 =0.5, β3 =0.2,
µ3 =0.7. y αij ∼ P (15)

5.2.2.3. El nodo uno y el nodo tres están desconectados.

Para cerrar esta sección consideraremos el caso cuando la información

fluye de ida y vuelta entre nodos pero en los cuales dos están completamente

desconectados. Este caso nos podría ayudar a estudiar poblaciones de indi-

viduos, tienen en común una necesidad que satisfacer, en una cierta región

geográfica y luego regresan a sus respectivos lugares de origen. En nuestro

caso seguiremos suponiendo el nodo 1 tiene una infección, entre el nodo uno
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y dos, al igual que entre el nodo dos y tres la información fluye de ida y

vuelta, pero entre el ndo uno y el nodo tres el flujo de la información es nulo.

(SI)1

(SI)2 (SI)3

α11

α22 α33

α12

α21

α32

α23

Figura 5.39: Representación del caso cuando tenemos flujo de información de
ida y vuelta entre los nodos pero dos de ellos están completamente desconec-
tados.
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(a) Poblaciones locales. (b) Sanos.

(c) infecciosos.

Figura 5.40: Promedio de las poblaciones locales, sanos e infecciosos para el
sistema con un nodo desconectado, de un total 100 realizaciones, con condi-
ciones iniciales Si0 = 100, I i0 = 50, i = 1, 2, 3 y parámetros β1 =0.7, µ1 =0.1,
β2 =0.4, µ2 = 0.5, β3 = 0.2, µ3 = 0.7, y αij ∼ P (15) con i, j = 1, 2, 3.

En las Figuras 5.40 mostramos las trayectorias que representan los pro-

medios para cien ensayos evento cuando la información fluye de ida y vuelta

entre los nodos: uno y dos, dos y tres. Desconectados los nodos uno y tres.

El componete aleatorio sigue exhibiendo la sensibilidad del sistema como en

los casos anteriores evidenciando dicha condicion con las poblaciones locales.

En la subfigura (a) mostramos resultados obtenidos para las poblaciones

locales cuando desconectamos el nodo uno y el nodo tres, estas se ven impac-
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tadas fuertemente al considerar que las tasas de transmisión son estocástica,

a diferencia de las gráficas mostradas anteriormente la población del nodo

dos es la que mas se beneficia, mientras que las poblaciones del nodo dos y

tres decrecen.

En la subfigura (b) mostramos los resultados para los sanos, en ellas po-

demos ver que las poblaciones del nodo dos y tres están muy cercanas entre

si en toda la simulación, mientras que la del nodo uno disminuye significa-

tivamente estacionándose alrededor de cuarenta individuos, manteniéndose

bastante estable en comparación con la de los otros nodos si tomamos en

cuenta el factor aleatorio con el que estamos trabajando.

Por ultimo, en la subfigura (c) están los resultados para los infecciosos,

podemos ver que la estabilidad se invierte para los infecciosos, al aparecer

ahora las poblaciones que son mas estables o que no muestran tanta variación

a lo largo del tiempo corresponden a los nodos dos y tres.

En general podemos ver que aunque aparentemente a lo largo de la simu-

lación los nodos uno y tres están desconectados, esto no es cierto del todo, el

impacto que tienen la infección del nodo uno en el nodo tres es muy marcada

ya que este se contamina y permanece así en toda la simulación.
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(a) Nodo 1 (b) Nodo 2

(c) Nodo 3

Figura 5.41: Funciones de correlación entre los sanos para un sistema con un
nodo desconectado, con condiciones iniciales Si0 = 100, I i0 = 50, i = 1, 2, 3
y parámetros β1 = 0.7, µ1 =0.1, β2 =0.4, µ2 =0.5, β3 =0.2, µ3 =0.7, y
αij ∼ P (15), i, j = 1, 2, 3.
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(a) Nodo 1 (b) Nodo 2

(c) Nodo 3

Figura 5.42: Funciones de correlación entre los infecciosos para el sistema
con un nodo desconectado, condiciones iniciales Si0 = 100, I i0 = 50, i = 1, 2, 3
y parámetros β1 =0.7, µ1 =0.1, β2 =0.4, µ2 =0.5, β3 =0.2, µ3 =0.7. y
αij ∼ P (15), i, j = 1, 2, 3.
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(a) Nodo 1 (b) Nodo 2

(c) Nodo 3

Figura 5.43: Funciones de correlación entre las poblaciones locales para un
sistema con un nodo desconectado, con condiciones iniciales Si0 = 100, I i0 =
50, i = 1, 2, 3 y parámetros β1 =0.7, µ1 =0.1, β2 =0.4, µ2 =0.5, β3 =0.2,
µ3 =0.7. y αij ∼ P (15)
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Conclusiones

El objetivo principal de nuestra tesis fue estudiar tanto la dinámica global

como la local en un sistema, el cual se encuentra dividido en tres subregio-

nes, donde ellas están conectadas y cada una sigue su propia dinámica. Las

conclusiones que mostramos están organizadas de acuerdo al capítulo que se

obtuvieron.

En el capítulo dos estudiamos los modelos matemáticos discretos con la

finalidad de tener una colección que nos permitiera elegir el más adecuado a

nuestras inquietudes. Los modelos que estudiamos son los siguientes:

Presa-Depredador. Como el nombre lo indica, este modelo nos permite

entender como es la interacción entre dos especies, donde una devora

a la otra en un ambiente cerrado. Damos las hipótesis que se requiere

para plantearlo y mostramos un ejemplo hipotético para un par de

136
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especies, mostrando como evolucionan sus poblaciones en el tiempo y

retrato fase del sistema.

Parásito-Hospedero. Éste se refiere a la interacción entre un insecto

parasitoide y un hospedero, donde el parásito ocupa los huevos de otro

insecto para desarrollar su progenie. Damos la forma general del modelo

y planteamos el sistema de ecuaciones en diferencias que representa di-

cha interacción, mostrando las gráficas para un caso particular así como

el retrato fase. A pesar que éste par de modelos son muy estudiados y

pueden ocuparse para describir muchos fenómenos de interacción entre

especies, nuestro objetivo fue solo presentarlos ya que nuestra atención

se centro en los modelos epidemiológicos discretos.

Modelos epidemiológicos discretos. De ellos damos la descripción de

todos los parámetros que se requieren para ser planteados, los conoci-

mientos biológicos involucrados y los diagramas en términos de compar-

timentos para su mayor entendimiento. De la amplia gama que tenemos

en la actualidad solo describimos un par de ellos:

• Susceptibles-infecciosos-Susceptibles. Es un modelo muy utilizado

cuando se estudia la dispersión de una enfermedad donde los indi-

viduos no se les confiere inmunidad al recuperarse, como es el caso

de la gripe. Para este sistema damos las hipótesis que se necesi-

tan, un esquema de compartimentos y el sistema de ecuaciones en

diferencias que describe la interacción de individuos involucrados,

así como las gráficas de las poblaciones y un retrato fase como
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ilustración del modelo.

• Susceptibles-infecciosos. Es un caso particular de los modelos epi-

demiologicos en el cual los individuos infecciosos nunca se recupe-

ran de la infección, como el caso del SIDA. Decidimos montar el

modelo SI en la red ya que se adapta a muchas situaciones biológi-

cas que eran de nuestro interés, por lo cual se hizo un análisis mas

profundo: demostramos que la población total se mantiene cons-

tante, mostramos el número reproductor básico de la infección,

exhibimos los puntos fijos del sistema y describimos la estabilidad

de estos.

En el capítulo tres comenzamos introduciendo los modelos en redes resal-

tando el vinculo que existe entre el concepto de red y grafo. Una vez dejando

claro dicha relación, estudiamos los conceptos básicos de la teoría de grafos

como los son: grado, grado promedio, distribución del grado, matriz de ad-

yacencia, geometría y topología del grafo, caminos y distancias. En cuanto

a las redes se estudiaron: diámetro de una red, conexiones, longitud de tra-

yectoria media y tipos de redes. Para cerrar la primera sección hicimos una

clasificación en términos de la matriz de adyacencia para los posibles casos

que podíamos considerar en una red dirigida de tres nodos contabilizando

todos los casos posibles.

En la segunda sección introducimos el concepto de series de tiempo, las

medidas de autucorrelación y correlación cruzada, estacionalidad y la es-

timación de la correlación, esto con la finalidad de tener las herramientas
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necesarias para el análisis de los modelos cuando las tasas de transmisión

son estocásticas.

En el capítulo cuatro planteamos en modelo en forma general describien-

do claramente cuales son las hipótesis consideradas, los parámetros involu-

crados, el sistema de ecuaciones discretas montado en cada nodo y el tipo

de red utilizada. Para un mejor entendimiento del modelo mostramos una

representación gráfica y concluimos con un sistema de seis ecuaciones en di-

ferencias. Dicho modelo se puede generalizar a un numero N de nodos como

se exhibe.

Demostramos analíticamente que la población global del sistema se man-

tiene constante a través del tiempo siempre y cuando se cumpla con las

condiciones establecidas. Otro aspecto importante que demostramos es que

las poblaciones locales dependen sólo de las tasas de transmisión y las po-

blaciones iniciales dejando afuera los aspectos internos del modelo SI.

Bajo la hipótesis donde las tasas de transmisión entre los nodos son

iguales mostramos el valor de las poblaciones locales a cualquier tiempo n en

términos de las poblaciones iniciales y dichas tasas, mas aun demostramos

que estas convergerán al promedio de las poblaciones iniciales.

En el capítulo cinco montamos el sistema SI en un grafo de tres nodos

considerando dos casos: las tasas de transmisión están fijas, es decir son

deterministicas. Las tasas de transmisión son variables y siguen una cierta

distribución de probabilidad, es decir son estócasticas.



140 6. CONCLUSIONES

1. Tasas de transmisión deterministas. En ésta sección estudiamos el

sistema completo considerando un grafo no dirigido completamente co-

nectado. Dado que las poblaciones locales son cruciales para entender

la dinámica local como la global, consideramos los casos:

Cada nodo comenzara con la misma cantidad de individuos en la

simulación.

Las poblaciones al inicio de la simulación son distintas en cada

nodo.

En ambos casos consideraremos las siguientes hipótesis:

El sistema está libre de enfermedad,

El sistema está completamente infectado,

este par de casos los estudiamos cuando tenemos parámetros internos

iguales. Es decir las tasas de nacimiento y muerte al igual que las tasas

de transmisión de la enfermedad son iguales para cada nodo. El otro

caso que consideramos es cuando los parámetros internos son distintos,

supusimos que las tasas de nacimiento y muerte al igual que las de

transmisión de la enfermedad son distintas para cada nodo donde el

sistema podría tomar los siguientes estados.

El sistema esta libre de enfermedad.

Algún nodo esta infectado.
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El sistema esta completamente infectado.

Sólo cuando los parámetros internos son iguales nos fue posible hacer un

análisis más profundo. Con las herramientas que la teoría de sistemas

dinámicos discretos nos ofrece, encontramos el número de reproducción

básico global en términos de los parámetros internos, logramos calcular

los puntos fijos de forma analítica y su estabilidad fue descrita. Un fac-

tor muy importante en la dinámica global, son las tasas de transmisión

entre nodos por tal motivo presentamos los resultados de la simulación

representados en gráficas tridimensionales las cuales tienen por ejes que

representan al plano, las tasas de transmisión entre nodos y el tiempo

y por el eje z, las poblaciones de individuos. En este caso hipotético

observamos que, tanto el sistema global como local se comportan como

un sistema SI.

Cuando consideramos que los parámetros internos son distintos, ya no

fue posible encontrar los puntos de equilibrio, pero si hacer un análisis

numérico de posibles situaciones. Obtuvimos las gráficas tridimensio-

nales, donde variamos las tasas de transmisión y el tiempo obteniendo

la evolución de las poblaciones estudiadas (sanos e infecciosos) de ma-

nera global y local. Un parámetro que resulto sumamente importante

fue la intensidad de la enfermedad, ya que éste repercute en la forma

y el numero de puntos fijos del sistema.

Sistema libre de enfermedad. Con la ayuda de las gráficas descritas

anteriormente, podemos concluir que se tiene un solo punto fijo y que
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estos no dependerán de los parámetros internos, siempre y cuando el

sistema permanezca libre de enfermedad.

Sistema con un nodo infectado. Apoyándonos en las gráficas, éste sis-

tema no converge a un punto fijo único, es más estos dependerán de

la intensidad de la enfermedad en el nodo infectado, así como de las

tasas de transmisión. Otro aspecto que es importante rescatar, es que

la enfermedad prevalecerá en el sistema con solo un nodo infectado, por

ultimo la dinámica del sistema SI desaparece del comportamiento local

y global.

Sistema completamente infectado. El ultimo caso que consideramos es

cuando tenemos una infección en cada nodo, en éste ejemplo tampoco

se llega a un estado de equilibrio único, dependerá de las tasas de

transmisión entre nodos y la intensidad de enfermedad. La dinámica

del sistema SI se ve muy mermada tanto en lo local como en lo global.

Para cerrar esta sección consideramos el caso cuando las poblaciones

iniciales no son iguales para todos los nodos, dado que se demostró que

cuando las tasas de transmisión son iguales las poblaciones tenderán al

promedio de las iniciales. El aspecto mas rescatable es como convergen a

dicho promedio. Dependerá de las tasas de transmisión, éstas decidirán

si se llega de manera suave o de manera oscilatoria.

2. Tasas de transmisión estocásticas. La ultima variante que consideramos

es cuando las tasas de transmisión son estocásticas, pero todas tienen

la misma intensidad.
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La topología del grafo juega un papel fundamental para la comprensión

del fenómeno, por ello nos dimos a la tarea de considerar tres grafos

distintos.

Todos los nodos están conectados y la información fluye de ida y

vuelta.

La información fluye en un solo sentido y todos los nodos están

conectados.

El nodo uno y el nodo tres están completamente desconectados,

mientras la información fluye de ida y vuelta entre el nodo 1 y 2

así como entre el 2 y 3.

Para las tres variantes obtuvimos los promedios de las trayectorias pa-

ra: sanos, infecciosos y poblaciones locales, para un experimento de 100

realizaciones y 1,000 unidades te tiempo. Una medida para cuantificar

si están relacionados los sanos, infecciosos y poblaciones locales son los

diagramas de correlación cruzada. Mostramos los diagramas de corre-

lación cruzada, para las combinaciones de los nodos: uno y dos , uno y

tres, dos y tres sólo para: sanos, infectados y poblaciones locales para

cada combinación. Con la ayuda de estas herramientas exhibimos la

sensibilidad de las poblaciones locales al considerar el caso estocásti-

co, ya que aunque comenzábamos con la misma cantidad de individuos

en cada nodo, estas se comportaban de una manera muy distinta a la

exhibida anteriormente.
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