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Resumen

En el primer capitulo, se definen los conceptos basicos de la teoria de espacios pre-
uniformes, tipos importantes de pre-uniformidades, filtros de Cauchy y tipos especiales de
filtros de Cauchy. También nos concentramos en el estudio de espacios pre-uniformes com-
pletos, por ltimo analizamos y nos enfocamos en la existencia de la completacién de todo
espacio Ty-pre-uniforme.

El segundo capitulo contiene las definiciones bésicas de la teoria de espacios casi-uniformes,
plasmada en algunos hechos importantes y algunos ejemplos. También analizamos una de las
muchas técnicas de completacion de esta teoria, apoyandonos en el siguiente concepto de
filtro de Cauchy: Un filtro de F sobre un espacio casi-uniforme (X,U) se dice Pervin-Sieber
o filtro PS-Cauchy (ver [50]) si para cada U € U existe x € X tal que U(z) € F. Una
ventaja obvia de esta definiciéon es que todo filtro 7,-convergente posee esta propiedad. Un
espacio casi-uniforme (X,U) es llamado PS-completo, si todo filtro PS-Cauchy tiene un punto
adherente.

En el tercer capitulo de nuestra tesis se basa en el estudio de las bases anulares, es decir
una base B de un espacio topoldgico (X, 7) que es cerrada bajo uniones e intersecciones
finitas.

También estudiamos las casi-uniformidades y casi-proximidades transitivas, es decir casi-
uniformidades con la propiedad de que cada U € U cumple que U? = U. En este capitulo
probamos que existe una biyeccion entre el conjunto de todas las bases anulares de un espacio
topolégico (X, 7) y el conjunto de todas las casi-proximidades transitivas sobre X que inducen
aT.

Se establecen algunas propiedades de los espacios topoldgicos (X, 7) las cuales implican
que 7 es la tnica base anular, respondiendo parcialmente al problema planteado en ([12],
Problema B).

Finalmente en el capitulo cuatro estudiamos las estructuras pre-casi-uniformes. Estas
estructuras son estructuras mas generales que las estructuras casi-uniformes con la ventaja de
que cada espacio pre-casi-uniforme tiene una extensién candnica en la que cada filtro minimal
Cauchy es filtro de vecindades de alguno de sus puntos. Este tipo débil de completacion puede
mejorarse se se requiere que el espacio original posea algunas propiedades adicionales: por
ejemplo, la extension candnica es completa por convergencia si y sélo si todo filtro de cauchy
en el espacio original tiene un subfiltro el cual es minimal Cauchy.
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Introduccion

Si se elimina la simetria en la definicién de pseudo-métrica, obtenemos la definicién de
casi-pseudo-métrica.

Las funciones de distancia asimétrica ya se conocian en la obra de Hausdorff al inicio del
siglo X X cuando en su libro sobre Teorfa de Conjuntos (ver [20]), él analiza la llamada métrica
de Hausdorff de un espacio métrico. Una familia de pseudo-métricas sobre un conjunto genera
una uniformidad. Similarmente, una familia de casi-pseudo-métricas sobre un conjunto genera
una casi-uniformidad (ver [46]).

En 1937 Weil public6 un libro sobre (entornos) uniformidades, el cual es considerado como
el inicio de la teoria moderna de uniformidades. Tres anos después Tukey sugirié6 una apro-
ximacion a las uniformidades via cubiertas uniformes. El estudio de las casi-uniformidades
inicié en 1948 con las investigaciones de Nachbin’s (registrada en [39]) sobre espacios uni-
formes pre-ordenados, esto es, espacios topoldgicos pre-ordenados cuyo pre-orden esta dado
por la interseccion de los entornos de una casi-uniformidad (filtro) U y cuya topologia es
inducida por la uniformidad supremo asociada U VU ~*. El probo que los espacios topoldgicos
ordenados de este tipo se pueden caracterizar por la propiedad de que todos ellos admiten
compactificaciones ordenadas T5.

El filtro U~! de relaciones inversas de una casi-uniformidad U es también una casi-
uniformidad. Similarmente, toda casi-seudo-métrica tiene una conjugada obvia intercam-
biando el orden de los puntos. Por lo tanto las casi-uniformidades y las casi-pseudo-métricas
producen de manera natural espacios bi-topoldgicos (en el sentido de Kelley ver [24]), esto
es, un conjunto dotado de dos topologias.

El termino de casi-proximidad aparece por primera vez en los articulos de Perviny Steiner
(Ver [43] y [51]). La conexién entre las casi-uniformidades totalmente acotadas y las casi-
proximidades generaliza la muy conocida correspondencia entre las uniformidades totalmente
acotadas y las proximidades.

Los trabajos de Fox, Junnila y Kofner mostrarén que en la clase de los espacios Tj
los conceptos de y-espacio (= un espacio topoldgico admite una casi-uniformidad local con
una base numerable), espacios casi-pseudo-metrizables y no arquimedianamente casi-pseudo-
metrizables son todos distintos (ver [13] y [25]) y que la casi-uniformidad fina de un espacio
metrizable y subordenable (= espacio ordenado generalizado) tiene una base consistente de
entornos transitivos (ver [23] y [26]).

Csdszar en [4], desarroll6 la teorfa de la bi-completacién para espacios casi-uniformes, que
fue popularizada después por Fletcher, Lindgren y Salbany (ver [10] y [49]).
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En 1962, W. Pervin (ver [44]), muestra que todo espacio topolégico (X, 7) es casi-uniformizable,
esto es que la topologia 7, es compatible con una casi-uniformidad dada U (7 = 7). Este

resultado establecié una interesante analogia entre los espacios metrizables y los espacios

topolégicos. Asi como un espacio metrizable puede ser estudiado con referencia a métricas

compatibles particulares, un espacio topolégico también puede ser estudiado con referen-

cias a casi-uniformidades compatibles particulares. Por ejemplo, el Teorema de Niemytzki-

Tychonoff (“Un espacio metrico es compacto si y solamente si es completo en toda metrica

equivalente”) tiene un perfecto andlogo en espacios casi-uniformes. En esto y muchos otros

aspectos, una casi-uniformidad es una generalizacién mas natural de una métrica que una

uniformidad.

La idea mas simple de completacion se presenta en espacios métricos cuando extendemos
el espacio y también la métrica con objeto de que el espacio extendido sea completo, es
decir, que tenga la propiedad de que todas sus sucesiones de Cauchy sean convergentes. En
estructuras un poco mas generales, como los espacios uniformes, sustituimos la métrica por
una familia de cubiertas con propiedades especificas y las sucesiones de Cauchy por filtros
en el espacio los cuales intersectan a todas las cubiertas. Estos filtros reciben el nombre de
filtros de Cauchy (respecto a la estructura). El proceso de completacién consiste entonces en
extender el conjunto, las cubiertas y los filtros, conservando las propiedades de cubiertas y de
manera que los filtros de Cauchy respecto a la estructura extendida sean todos convergentes.

A. Csaszar y J. Dedk, estudiaron en detalle el siguiente problema acerca de extensiones
de casi-uniformidades (Ver [4] y [5]): Sea U una casi-uniformidad sobre un conjunto X, 7
la topologia inducida por U, y 7 una extensién de 7, definida en el conjunto Y O X;
describir aquellas casi-uniformidades V que extienden a U y que son compatibles con 7.
El caso especial donde V es transitiva o totalmente acotada, o el residuo Y \ X es finito, o
X es denso, doblemente denso (esto es, denso en (Y, V), también como en su conjugado), o
sup-denso (esto es, denso en (Y, V?)) en Y han atraido interés especial. J. Dedk en [5] y [6]
mostré que varios métodos desarrollados por Bing y Hausdorff para el caso de extensiones
de (pseudo)métricas, se podian aplicar también ajustando la asimetria.

El objetivo de esta tesis es presentar una estructura mas general, que la estructura casi-
uniforme, en donde se pueda llevar a cabo este proceso de completacién. De hecho probaremos
que todo espacio pre-casi-uniforme (X, ), tiene una extensiéon canénica (X, ), con un tipo
débil de completez en el que todo filtro minimal LA{—Cauchy es un filtro de 73-vecindades estos
resultados se pueden ver en [18].

La completez clasica de esta extension se obtiene si y solo si todo filtro U-Cauchy en el
espacio original contiene un subfiltro minimal /-Cauchy. Entre estos espacios que podriamos
llamar completables se encuentran los espacios casi-uniformes precompactos y, desde luego,
todos los espacios uniformes.
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Capitulo 1
Espacios pre-uniformes y sus
completaciones

En este capitulo se establecen algunas definiciones y propiedades basicas, sobre espacios
pre-uniformes, necesarias para la comprensién de esta tesis. Las referencias que se pueden
consultar, que son relevantes para este capitulo son las siguientes: (Ver [16] y [36]).

1.1. Filtros y bases de filtros

Definicién 1.1. Sea X un conjunto. Decimos que F es un filtro sobre X, donde F es una
subfamilia no vacia de P(X), si cumple las siguientes condiciones:

(F1) 0 ¢ F.
(F2) Si Ay, Ay € F, entonces Ay N Ay € F.
(F3) SiAe Fy AC A; C X, entonces A; € F.

Un filtro F en X es un filtro mazximal 6 un ultrafiltro sobre X, si para todo filtro F' en X
que contiene a F, tenemos F' = F.
Una base de filtro en X es una familia no vacia B C P(X) tal que:

(FB1) 0 ¢ B.
(FB2) Si Ay, Ay € B, entonces existe un Az € B tal que A3 C A3 N As.
El lector puede ver en ([52]. 3.2) una muy buena referencia de los siguientes resultados.

Observacién 1.2. Sea (X, 7) un espacio topoldgico, y N, (x) la familia de todas las vecin-
dades de x € X. Entonces {N,(z)}.cx tiene las siguientes propiedades:

i) Para toda r € X, N.(z) es un filtro.
ii) © € X, E € N.(z) implica que existe F' € N;(z) tal que para toda y € F, E € N;(y).

Definicién 1.3. Una familia v C P(X) no vacia se llama centrada, si Np # () para todo
finito p C 7.
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Proposiciéon 1.4. 1. Cualquier filtro es base de filtro.
2. Toda base de filtro es una familia centrada.

Demostracion. 1. El primer axioma es el mismo para el filtro y la base de filtro. El segundo
axioma de filtro es méas fuerte, asi que todo filtro es base de filtro.

2. Sea ~ una base de filtro. Por definicién tenemos que v # (). Dada una familia p =
{A,...,A,} C 7, demostraremos que Nu # () utilizando la induccién sobre n. Si
n = 1, entonces N = Ay # () debido a (1.1 (FB1)).

Supongamos que para cualesquiera k elementos de v su interseccion no es vacia y
fijemos Ay,..., Ak, Ax+1 € 7. De acuerdo con (1.1 (FB2)) existe un Aj € 7 tal que
Al C Ay N Agrr. Demodo que Ay N+ NANAgr DA N--NA_1NA) #0D por la
hipdtesis inductiva. De aqui se sigue que A; N--- N Ap N Ay # 0y (2) estd probado.

O

Proposicién 1.5. Sea B una base de filtro en X. Entonces, la familia:
Fg={A C X: existe un B € B tal que B C A} es un filtro en X. En particular, toda base
de filtro es subfamilia de un filtro.

Demostracion. Es claro que B C Fg, por lo que Fi # (). Si ) € F, entonces existe un B € B
tal que B C (). Esto quiere decir que B = () 1o que contradice a (1.1 (FB1)). Por tanto, Fz
tiene la propiedad (1.1 (F1)). Verifiquemos (1.1 (F2)) para F. Dados A;, Ay € Fp, tomemos
B1 C Ay y By C As tales que B; € B, i = 1,2. Como B es base de filtro, existe un B € B tal
que B C B1NBy. Ahora vemos que B C B1N By C A1N A, v esto significa que A;NAy € Fg.

Finalmente, si A € Fgy A C A’, entonces tomando algin B € B tal que B C A,
obtenemos B C A’ por lo que A’ € Fg. ]

Definicién 1.6. Sea X un conjunto arbitrario. Una relacion < en X se llama orden parcial,
Si:

1) z < z para todo = € X;
2) Six <yyy<x, entonces r = y;
3) Sizx <yyy< z entonces r < z.
El par (X, <) se llama conjunto parcialmente ordenado.

Definicién 1.7. Sea (X, <) un conjunto parcialmente ordenado. Un elemento zp € X se
llama maximal, si xg < y € X implica g = y. Un subconjunto A C X se llamara cadena,
sia < bo6b < apara cualesquiera a,b € A. El conjunto (X, <) tiene todas sus cadenas
acotadas, si para toda cadena A C X existe un z € X tal que a < x para cada a € A.

Ejemplo 1.8. 1) Cualquier X C R con el orden natural en R es parcialmente ordenado.
Dependiendo de X, X puede tener cadenas acotadas o no acotadas y puede tener mas
de un elemento maximal.
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2) Sea Y un conjunto y v € P(Y). Dados U,V € ~, diremos que U < V' si U C V. Enton-
ces, (7, <) es parcialmente ordenado. Existen familias 7 que tienen cadenas acotadas
y elementos maximales, los que pueden ser muchos. También hay +’s con cadenas no
acotadas y sin elementos maximales.

3) Si se tiene un conjunto F de funciones de R en R (no necesariamente continuas),
definimos la relacién < como f < g siy sélosi f(z) < g(z) para todo x € R. Entonces,
< es un orden parcial en F. Dependiendo de F', el orden definido puede tener o no tener
todas sus cadenas acotadas. Existen familias F sin elementos maximales, o familias con
un nuimero infinito de los mismos.

Los siguientes teoremas son muy conocidos, por lo que omitiremos sus demostraciones,
pero daremos las referencias exactas donde pueden consultarse (Ver [19], capitulo 2).

Teorema 1.9. [Lema de Zorn| Todo conjunto parcialemente ordenado, con todas sus cadenas
acotadas, tiene un elemento maximal.

Teorema 1.10. Sea X un conjunto arbitrario. Entonces:
1) Para todo filtro F en X, existe un ultrafiltro £ en X tal que F C &;

2) Para toda familia centrada F en X, existe una familia centrada maximal £ en X tal
que F C &.

Teorema 1.11. [Caracterizacién de los ultrafiltros] Sea X un conjunto arbitrario. Las si-
guientes condiciones son equivalentes:

1) £ es un ultrafiltro en X;
2) £ es una familia centrada maximal en X;

3) £ es base de filtro y para toda A C X tal que A ¢ ¢, existe un B € £ tal que BNA = ();
4) ¢ es base de filtro y para toda A C X si AN B # () para cada B € £, entonces A € &;
5) £ es una familia centrada y para toda A C X, se tiene A€ £ 6 X\ A € €.

Definicién 1.12. Sean F y G filtros en X. Decimos que F y G se mezclan, en simbolos
F < G, si FNG # () para todo F € F y para todo G € G. Equivalentemente:

= F < G siysolo si existe un filtro H en X tal que F y G son subfiltros de H.
Definicién 1.13. Sea F un filtro en un espacio topolégico (X, 7).

1) El conjunto:
Adh(F) =n{CU(F): F € F}

recibe el nombre de adherencia del filtro F.
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2) Si x € Adh(F), z recibe el nombre de punto adherente a F.

3) Se dice que el filtro F converge a un punto p € X, si F 2 1.

4) El conjunto:

Conv(F) = {p € X: p es punto de convergencia de F}
recibe el nombre de convergencia del filtro F.

Notacién 1.14. i) Si p € Adh(F), entonces escribimos: F — p.

ii) Si p € Conv(F), entonces escribimos: F — p.
Observacion 1.15. Si X es un espacio topoldgico, es un hecho muy conocido que:

Adh(F) D Conv(F), es decir, si F — p, entonces F — p.

Ademas ambos conjuntos son cerrados en X.

Definicién 1.16. Sea (X, 7) un espacio topoldgico y F un filtro en X. F se dice 7-balanceado
o simplemente balanceado, si siempre que F — p, entonces F — p.

Ejemplo 1.17. Todo ultrafiltro en un espacio topolégico (X, 7) es un filtro balanceado.

Demostracion. En efecto, si F es un filtro, entonces es claro que F +— p si y sélo si F y 1,
estdn contenidos en un mismo filtro. Si F es un ultrafiltro en X tal que F +— p y si G es
un filtro en X tal que n, € G y F C G, entonces F = §. Por tanto, 7, C F por lo cual
F —=p. m

En el ejemplo que sigue observaremos lo que ocurre cuando F es tinicamente filtro.

Ejemplo 1.18. En el espacio topolégico (R, 7,) con 7, la topologia euclidiana de R, es decir,
la inducida por el valor absoluto, la sucesién {a,}, con término general a, = (—1)"(1 — 2),
genera un filtro F que no converge, pero que tiene a 1 y —1 en su adherencia. En otras

palabras, Adh(F) = {1,—1} y Conv(F) = 0.

Definicién 1.19. Sea (X, 7) un espacio topolégico y F un filtro en X.
1. F se dice regular si para cada F' € F existe G € F tal que CI(G) C int(F).
2. F se dice regular maximal si:

i) F es regular.

ii) F = G para todo filtro regular tal que F C G.

3. F se dice abierto® si para cada F' € F también int(F') € F. Equivalentemente, si F N7
es una base del filtro F.

2Notemos que la definicién de filtro abierto es algo distinta a la tratada en [8]
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4. F se dice abierto mazximal si:

i) F es abierto.
ii) F = G para todo filtro abierto tal que F C G.

Teorema 1.20. Sean (X, 7) un espacio topoldgico, F un filtro abierto maximal en X y
V C X un conjunto abierto no vacfo. Entonces V € F si y sélo si VN F # () para todo
FeF.

Demostracion. (=) Obvia.

(<) Sea G el filtro de superconjuntos de V. La hipdtesis V N F # () para todo F € F
implica que G <> F, es decir G y F se mezclan, y esto sucede si y solo si existe un filtro
H tal que F,G C H (véase (1.12)). Ademds, en este caso, H es también abierto, pues
int(G N F) = int(G) Nint(F) para todo G € G, F' € F. Pero F es maximal, de modo que
F=HyGCH. PortantoG C FyasiV eF. O

Notemos que si {F;: ¢ € J} es una cadena de filtros abiertos, (respectivamente, regulares)

en un espacio topolégico X, entonces | J F; es un filtro abierto, (respectivamente regular)
icJ

en X. Usando el Lema de Zorn deducimos que existen elementos maximales en la familia de

filtros abiertos y en la familia de filtros regulares en X, lo que permite establecer el siguiente

corolario:

Observacién 1.21. Sea (X, 7) un espacio topolégico. Entonces cada filtro abierto (regular)
estd contenido en un filtro abierto maximal (regular maximal).

Teorema 1.22. Sean (X, 7) un espacio topoldgico, F un filtro regular maximal en X y sea
V' C X un abierto no vacio. Entonces V' € F si y sélo si existe una sucesién {V, },en de
abiertos no vacios en X tales que:

i) V2 Cl(1h).
ii) Cl(V,y1) €V, para todo n € N.
iii) V,, N F # () para todo n € N y para todo F € F.

Demostracion. (=) Trivial. En efecto, supongamos V' € F. Por la regularidad de F existe
O; € 7\ {0}, tal que

Tomemos Vi = int(O;) y apliquemos nuevamente la regularidad. De manera inductiva cons-
truimos una sucesion de abiertos no vacios V,, de X, los cuales satisfacen 1), 1) y iii).
(<) Tomemos:

G={GC X:V, CG para algin n € N}.

Claramente G es un filtro regular en X. Ademés G <+ F por lo que existe un filtro H tal
que G,F C H. De hecho H = {GNF:G € G, F € F}. Probemos que H es regular.
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Fijemos G € G,F € F y tomemos Gy € Gy F| € F de manera que Cl(Gy) C int(G) y
Cl(Fy) C int(F'). Ahora bien G; N Fy € ‘H y ademds se cumple que:

Cl(GyN Fy) CCUG) NCUFY) Cint(G) Nint(F) = int(G N F).
Esto demuestra que H es regular. Por tanto, F = H,GC FyV € F. O

Teorema 1.23. Sea (X, 7) un espacio topoldgico regular y F un filtro regular en X con
la propiedad de que Adh(F) = (). Sea p ¢ X y sea Y = X U {p}. Entonces, las siguientes
condiciones:

i) n,={FU{p}: F eF}.
ii) Para cada x € X, 1, es el filtro de vecindades de z en (X, 7).
iii) A CY es abierto en Y si para todo z € A, AN X € n,,

definen una topologia 7* para Y tal que (Y,7*) es regular, X es un subespacio abierto y
denso de Y y 7*|x = 7.

Demostracion. Primero notemos que si x € X, el filtro de vecindades 1, de = en X es una
base de filtro en Y. Sea y € W € 7. Si y € X, existe V}, € n, (filtro de vecindades de y en
X) tal que V, CW. Como Adh(F) = 0 existen F, € F y T, € n, tales que F, N T, = (. Sea
ahora U, € T tal que:

Yy < Uy Q Clx(Uy) Q Ty N V;J

Afirmacion: Clx(U,) es cerrado en Y. En efecto, como ({p} U F,) N U, = 0 se tiene que
p ¢ Cly(Uy), por lo que:
Clx(Uy) = Cly (Uy).

Asi vemos que Clx(Uy) es cerrado en Y. Por tanto, Y es regular en cada punto de X. Ahora
siy=pconpéeW € 7" entonces por definicién {p} U F C W para algin F' € F. Por ello
existe G € F tal que Clx(G) C intx(F). Finalmente notemos que:

Cly({p} U G) = {p} U CIx(G),
pues Cly (G) C Clx(G) U{p}. De donde, Cly ({p} UG) = {p} UClx(G) C {p} U F. Por lo
cual Y es regular en p. O

1.2. Pre-uniformidades

Los resultados més importantes sobre pre-uniformidades se pueden consultar en [16].

Definicién 1.24. Sea X un conjunto no vacio.
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1. Si a0 es una cubierta de X y B C X, entonces se define la estrella de B con respecto a
Q Ccomo:

St(B,a) = | J{L € a: BN L # 0} (1.1)
o ={St(A,a): A€ a}.

2. Sea « una cubierta de X. Para cada p € X, definase la coestrella de p respecto a o con

la formula:
Cost(p,a) =nN{L:pe L € a} (1.2)

La cubierta {Cost(p,a): p € X} se denota como oV y recibe el nombre de cubierta
cobaricéntrica de o.

3. Sean a y [ dos cubiertas de X. Se dice que a es un refinamiento de 8 si para cada
U € aexiste V € f tal que U C V (en simbolos o < ).

4. Sea U una familia de cubiertas de X dirigida por refinamientos. La topologia generada
por U, denotada por 7, se define mediante la siguiente condicién:

» L € 7y siy sélo si para toda p € L, existe oy, € U tal que St(p, a,) C L.

Definicién 1.25. Sea U una familia no vacia de cubiertas de X. La familia U recibe el
nombre de base de pre-uniformidad en X si :

i) Dados «, 5 € U, existe y € U tal que y < ay v < B.

ii) Dada o € U, existe 5 € U tal que § < {int, A: A € a}, en donde 7 es la topologia
asociada a U.

Una pre-uniformidad en X es una base de pre-uniformidad U/ en X tal que si v es cubierta
de X y existe « € U con o < vy, entonces v € U.

Un espacio pre-uniforme es una pareja (X,U), en donde X es un conjunto no vacio y U
es una pre-uniformidad en X.

Definicién 1.26. 1. Sean B; y Bs bases de pre-uniformidad en X. Se dice que B; precede
a Bs, lo cual se denota por By < Bs, si para toda o € By existe 5 € By tal que 8 < a.

2. Sean By y By bases de pre-uniformidad en X. By, By se dicen equivalentes, lo cual se
denota por: By ~ By, si para toda o € B existe 8 € By tal que f < «, y para toda
B € By existe v € By tal que v < 5.

Observacion 1.27. i) Si By y B, son bases de pre-uniformidad en X y si By < Bs,
entonces 75, C 75,. También se tiene que B; C By implica B < Bs.

ii) De la definicién 1.25, se deduce que By ~ By siy sblo si By < By y By < B;.

iii) ~ es una relacion de equivalencia en el conjunto de todas las bases de pre-uniformidad
sobre el conjunto X.
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Definicién 1.28. Sea B una base de pre-uniformidad en X. Se define:
F(B) = {~: v es cubierta de X y existe o € B tal que a < 7} (1.3)

Observemos que B es pre-uniformidad si y sélo si B = F(B).
De la observacién (1.27) se obtienen los siguientes resultados:
Proposicién 1.29. Si B, B; y By son bases de pre-uniformidad en un conjunto X, se tiene:
1. By < By siy sélo si F(By) C F(By). Por tanto By ~ By siy sdlo si F(By) = F(Ba).
2. B~ F(B).
3. Si By ~ By con By = F(By) y By = F(Bs), entonces By = Bs.

Demostracion. 1. Supongamos que By ~ B,. Entonces F(By) C F(By) € F(B2) y
F(By) = F(Bs). Reciprocamente, F(By) = F(By) implica F(By) C F(By) y F(B1) C
F(B3) vy, por tanto, By ~ Bs.

2. y 3. Son inmediatas.

]

Corolario 1.30. Sea X un conjunto no vacio. Sea D el conjunto de todas las bases de
pre-uniformidad sobre X y sea D/~ el conjunto cociente que consta de todas las clases de
equivalencia de la relacion dada en la definicién 1.25. Entonces cada clase de equivalencia
contiene una sola pre-uniformidad.

Demostracion. Para cada base de pre-uniformidad B, se tiene que F(B) es una pre-uniformidad
equivalente a B. Por la proposicién (1.29) inciso 3, dos pre-uniformidades equivalentes coin-
ciden.

Por otra parte, nétese que el reciproco de la observacién (1.27 (i)), no es valido, es decir,
T8, = T, # B1 ~ By (Ejemplo: Sea (X, 7) es un espacio regular 77 no numerablemente
compacto, B; =cubiertas abiertas finitas, By =cubiertas abiertas numerables). O

Definicién 1.31. 1. Sea B una base de pre-uniformidad en el conjunto X.
= B3 se dice abierta, si cada o € B esta contenida en 73.

2. La base de pre-uniformidad U, en el espacio topoldgico (X, 7), se dice que es compatible
SiTy =T.

Teorema 1.32. Todo espacio topolégico (X, 7) que sea Ry® admite una base de pre-uniformidad
abierta U que induce la topologia 7. Esto es, todo espacio topoldgico Ry tiene una base de
pre-uniformidad admisible y compatible.

bUn espacio topoldgico (X, 7) se dice que cumple el axioma de separacién Ry si todo subconjunto abierto
de X es unién de subconjuntos cerrados de X.
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Demostracion. Sea B la familia de todas las cubiertas abiertas de X. Claramente B es una
base de pre-uniformidad en X y 75 C 7. Por otro lado, por ser X un espacio Ry, pe V € 7
implica Cl({p}) C V. Por tanto, si a = {V, X \ Cl({p})}, se tiene que St(p,a) = V y por
ello 7 C 15. O

Es posible establecer un reciproco del teorema (1.32).
Teorema 1.33. Si B es una base de pre-uniformidad abierta en X, entonces 75 es Rj.
Demostracion. Bastarda demostrar que para cada o € B y para toda C' C X se tiene que:
Cl(C) C St(C, ).

En efecto, si p € CI(C) y p € L € a, entonces LN C # () (pues L es abierto y p € Cl(C)).
Por tanto, p € L C St(C,a) y CI(C) C St(C, ). O

Definicién 1.34. Sean (X,U), (Y,V) dos espacios pre-uniformes y sea ¢: X — Y una
funcion.

1. Se dice que ¢ es uniformemente continua si para todo v € V,

§={pNL): Lev}el.

2. Se dice que ¢ es un unimorfismo si ¢ es una biyeccién y ¢ y ¢! son ambas uniforme-
mente continuas. En este caso se dice que los espacios (X,U) y (Y, V) son unimérficos.

3. Se dice que ¢ es un encaje unimdrfico si ¢ es un unimorfismo de (X,U), sobre un
subespacio denso de (Y, V).

De la definicién anterior, es inmediata la siguiente relacién entre la continuidad uniforme
y la continuidad en el sentido tradicional. Esto nos recuerda a los espacios métricos.

Teorema 1.35. Sean (X,U) y (Y, V) dos espacios pre-uniformes. Si ¢: (X,U) — (Y, V) es
una funcién uniformemente continua, entonces ¢: (X, 7,) — (Y, 7) es una funcién continua.

Demostracion. La prueba completa se puede ver en [16]. ]

1.3. Existencia de cierta pre-uniformidad en un espacio
15

Este es el resultado principal de trabajo realizado por A. Garcia-Maynez y R. Mancio-
Toledo en [16].

Definicién 1.36. Sea (X, 7) un espacio topoldgico.
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1) X es un espacio topoldgico R-cerrado si X es Ty y siempre que exista ¢: X — Z
homeomorfismo, en donde Z es un subespacio de un espacio Y el cual es T3, entonces
Z es cerrado en Y.

2) X es un espacio topoldgico H-cerrado® si X es Ty y siempre que exista ¢: X — Z
homeomorfismo, en donde Z es un subespacio de un espacio Y el cual es Ty, entonces
Z es cerrado en Y.

Teorema 1.37. En todo espacio topologico T3 X, las siguientes condiciones son equivalentes:
i) X es T3-cerrado.
ii) Todo filtro regular F en X es tal que Adh(F) # 0.

Demostracion. (i) = ii)) Por el teorema 1.33 en [16], si F fuera un filtro regular en X sin
puntos de adherencia, entonces X tiene una extension propia T3 (véase [16]). De manera que
X no podria ser Ts-cerrado.

(17) = 1)) Si X no fuera T3-cerrado, X tendria alguna extensién T3 agregando un tinico punto
cerrado Y = X U {p}. Es decir,

X <= Y con Y espacio topolégico T3 y Cly (X) \ X = {p}.

Sea
F={VnX:Venl}

F es una base de filtro en Y y el filtro que genera converge a p. Por tanto, F es un filtro en
X que por ser Y espacio Ty debe cumplir con que Adhy (F) = (). Para terminar esta parte,
probemos que F es un filtro regular en X. Sean V' y W vecindades abiertas de p en Y tales
que Cly (W) C V. Entonces, Clxy(WNX)=Cly(W)NX CVNX,lo que demuestra que F
es regular en X. Esto es una contradiccion a la hipdtesis 7). O

Teorema 1.38. Todo espacio T3 (X, 7) tiene una extensién 75 Y con las siguientes propie-

dades:
i) Todo filtro regular en Y tiene al menos un punto de adherencia en Y.
ii) X es abierto en Y.
Demostracion. Si X es Ts-cerrado, el teorema es obvio. Si esto no sucede, la familia:
{&: 1€ J}

de filtros regulares maximales de X sin puntos de adherencia en X no es vacia. Para cada
i € J, tomemos un punto p; ¢ X, de tal forma que ¢,j € J, i # j implica que p; # p; y
definamos:

Y =XU{p:ielJ}

°Estos espacios también reciben casi siempre el nombre de Hausdorff- Cerrados 6 simplemente H-cerrados.
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Para cada ¢ € J, sea
Np; = {17 V e &}, en donde V=Vvu {&:V €&}

Claramente cada 7, es una base de filtro en Y formada por subconjuntos de Y que contienen
a p;. Ademas, para cada r € X sea 7, el filtro de vecindades de x en el espacio X. Con
todas estas bases de filtro construimos una topologia 7" para Y tal que (Y, 7*) resulte ser
una extensién Ty de (X, 7). En efecto, primero es claro que cualesquiera dos puntos distintos
de X tienen 7*-vecindades ajenas. Ahora consideremos x € X e ¢ € J. Existen W vecindad
de x y V € ¢ tales que W NV = (esto por no terner & puntos de adherencia). Por tanto,
W NV =0. Para terminar, dados 4,5 € J tales que i # j. Sabemos que existe V € £\ & y
por el teorema (1.22), existe un abierto W C X y un elemento F' € &; tales que CI{(W) CV
y WNF = (. Por tanto WnEF = (). De esta manera hemos probado que Y es T5.
Tomemos ahora un filtro regular G en Y. Entonces G|y es también un filtro regular. Por
el corolario (1.21), existe £ filtro regular maximal en X tal que G|y C &. Si € tiene un punto
de adherencia zy € X, entonces claramente xy es punto de adherencia de G. Si £ carece
de puntos de adherencia, entonces £ = &;, para algin ¢ € J y, por tanto, p; es punto de
adherencia de G. Por otra parte se sigue de la definicién de Y que X es abierto en Y. O

Observacion 1.39. La extension Y del espacio X descrita en el teorema anterior nunca es
regular, a menos, que Y = X, es decir, Y es regular tinicamente si X mismo es T3-cerrado.

Definicién 1.40. Un filtro n en un espacio pre-uniforme (X,U) es U-Cauchy (o Cauchy en
(X,U)) si para todo « € U, tenemos nn N a # . Si no hay problema de confusién un filtro
U-Cauchy sera llamado simplemente filtro de Cauchy.

Definicién 1.41. Para todo filtro de Cauchy F en un espacio pre-uniforme (X, ), definimos:

F = {Sp(F,a): Fe FaelU}™
F'o= {S5(F,a):aclU}”
Fro— {Sr(F.a):a U}t

donde Si(F,a) = U{A € a: ANF # (), para todo F € F}y Si*(F,a) =U{A: A€ Fna}.

Observacion 1.42. Si F es un filtro de Cauchy en un espacio pre-uniforme (X, ), entonces
F',F", F", son también filtros en X y tenemos:

F CF CF"CF.
Definicién 1.43. Sea (X,U) un espacio pre-uniforme y sea F un filtro de Cauchy en X.

1. F se llama minimal Cauchy si F es de Cauchy y no contiene propiamente a ningin
otro filtro de Cauchy.

2. F se dice débilmente redondo si F = F'".
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3. F se dice redondo si F = F.
4. F se dice fuertemente redondo si F = F.

Resumimos en un teorema, las mas importantes relaciones entre estos diferentes tipos de
filtros. Las pruebas se pueden encontrar en [16] y [36].

Teorema 1.44. 1. Todo filtro fuertemente redondo es redondo.
2. Todo filtro redondo es débilmente redondo.
3. Todo filtro débilmente redondo es minimal.

4. Dos filtros redondos Fi, F5 en un espacio pre-uniforme (X,U) se mezclan si y sélo si
]:1 - .FQ.

5. Todo filtro de vecindades es débilmente redondo.

Definicién 1.45. Un espacio pre-uniforme (X,U) se dice completo si todo filtro en (X,U)
converge.

Lema 1.46. Sea ¢: (X,U) — (Y,V) un unimorfismo entre espacios pre-uniformes y sea 7
un filtro débilmente redondo en X. Entonces ¢(n) = {¢(N): N € n} es un filtro débilmente
redondo en (Y, V).

Demostracion. Fijemos un elemento N € n y sea a € U tal que:
H(a)=U{L: Lenna} C N.

Sea 5 €V tal que 8 < p(a) = {¢(A): A € a}. Vamos a demostrar que K () = U{B: B €
©(n) N B} C p(N). Para cada B € 8 tomemos un elemento Ag € « tal que B C p(Ag). Por
lo tanto, si también B € ¢(n), tenemos p(Ag) € p(n) vy Ap € n (recordemos que ¢ es una
funcién biyectiva). Por lo tanto.

K(B) CU{p(A): Aenna} = p(H(a)) C p(N).
0

Lema 1.47. Sea n un filtro débilmente redondo en un espacio pre-uniforme (X,U) y sea
A C X. Entonces 7|4 es un filtro débilmente redondo en (A,Uy).

Demostracion. Ver [16]. O

Definicién 1.48. Un espacio pre-uniforme completo (Y, V) es una completacion de un espacio
pre-uniforme (X,U) si existe un encaje unimérfico ¢: (X,U) — (Y, V).

Definicién 1.49. Un espacio pre-uniforme (X, U) es propio si todo filtro Cauchy en (X,U)
contiene un filtro débilmente Cauchy.
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Notacién 1.50. Sea (X,U;) un espacio pre-uniforme 7T y escojamos una base de pre-
uniformidad abierta i equivalenete alf;. Sea X = {£: € es un filtro débilmente redondo en (X,U)}.
Para todo A C X y todo a € U, definimos:

= {(eX: Ac¢)
= {E:Aea}

Q) )

y sea U = {G: a € U}. Para todo = € X, sea ¢(z) = 1, = filtro de 7-vecindades de z.

Teorema 1.51. Mantengamos la notacion dada en (1 50) y supongamos que 7 es Tp. En-
tonces Z/l es una base de pre-uniformidad abierta en X Yy @ esun encaje unimoérfico de (X, U)
(X u ). Ademas, todo filtro débilmente redondo en (X U ) es convergente.

Demostracion. Todo se prueba en [16] y [36], excepto la ultima parte. Sea F un filtro débil-
mente redondo en (X,U). Definamos:

n:{AGU{a:aEU}:A\E}-}.

Es claro que 7 es filtro de Cauchy en (X,U). Sélo nos resta probar que 7 es débilmente
redondo. Escojamos un elemento L € 7). Por la defincion de 7, existe una cubierta a € U y un
elemento A € atalque AC Ly A € F. Dado que F es débilmente redondo en (X u ), existe
una cubierta ablerta B € U tal que U{B BeFn 6} C A. Tomemos un elemento B € nNgG.
Por lo tanto, B€ FNJ3y B C A. Reciprocamente, B = ¢~ Y(B) C ¢ (A) = A C L. Por lo
tanto, n es débilmente redondo en (X, U) y n € X. Nos resta probar que F — 7. Tomemos
un conjunto W € 7;; que contiene a 7. Dado que U{@: a € U} es una base para la topologia
757, podemos suponer que W coincide con E, donde A € « para algin a € U. Esto implica
que A € 1y, por lo tanto, Ae F. Asf , el filtro de 73-vecindades de 7 esta contenido en F y
F = O

Teorema 1.52. Sea (X,U) un espacio pre-uniforme Tj. (X,U) admite a lo mas una com-
pletacién si y sélo si (X,U) es propio.

Demostracion. (=) Sea (Y,V) una completacion de (X,U) y sea ¢: (X, U) — (Y,V) un
encaje unimérfico. Sea n un filtro de Cauchy en (X,U). Entonces F = (1) es un filtro de
Cauchy en (Y,V) y por lo tanto, existe un elemento y € Y tal que F — y. Sea F, el filtro
de my-vecindades de y. Por (1.44, 5)), F, es un filtro débilmente redondo en (Y, V). Ademas,
F, C F porque F — y. Usando los lemas (1.46) y (1.47), deducimos que 19 = ¢~ (Fylu(x))
es un filtro débilmente redondo en (X, ) contenido en 7.

(<) Probaremos ahora que (X,U) es una completacién de (X,U). Sea F un filtro de
Cauchy en (X,U) y sca:

n={A¢€ Uoz:zzl\E]:}.
acl

Es fécil probar que 7 es un filtro de Cauchy en (X,U). Dado que (X,U) es propio, existe un
filtro débilmente redondo 79 en (X,U) contenido en 7. Probemos que F — 1. Sea e € U y
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A € a tal que ny € A. Por lo tanto, A €ny Cny Ae F. Asi, todo filtro de 7;-vecindades
de ng, vive en F, esto es, F — 1ng. n

Definicién 1.53. Una cubierta abierta o de un espacio topolégico (X, 7) es densamente
finita si existen Ay, ..., A, € «a tales que:

X = Cl(A) UCHA) U -+ U CU(A).

Teorema 1.54. En todo espacio T, X, las siguientes condiciones son equivalentes:

1

X es H-cerrado.

ii) Todo filtro abierto en X tiene al menos un punto de adherencia.

)
)
iii) Todo filtro abierto maximal en X tiene al menos un punto de adherencia.
iv) Todo filtro abierto maximal es convergente.

)

v) Toda cubierta abierta de X es densamente finita.

Demostracion. (i) = 4i)) Demostraremos que si F es un filtro abierto en X sin puntos de
adherencia, entonces X tiene una extensiéon Ty Y a un sélo punto cerrado p (y, por tanto,
X no serfa H-cerrado). En efecto, escojamos p ¢ X y pongamos Y = X U {p}. Enseguida
definamos una topologia en Y como sigue:

n, ={FU{p}: FeF}
y para cada r € X, sea:
n. = {H: H es vecindad de z en X}.

Afirmamos que la topologia 7* inducida en Y por todos los filtros de vecindades es T5. En
efecto, si x € X, existen V € n, y F € F tales que VN F = (). Por tanto, V' y F U {p} son
vecindades ajenas de = y p, respectivamente. Ademas X es un subespacio abierto y denso de
Y, lo cual demuestra que Y es la extensiéon buscada.

(73) = 7)) Obvio.

(1i1) = iv)) Sea JF un filtro abierto maximal en X y sea p C Adh(F). Si ahora V' C X
es abierto y p € V, tenemos que V N F # () para todo F € F, pero segin el teorema (1.20),
V € F. Por tanto, F — p.

(iv) = ii)) Usese el hecho de que todo filtro abierto esté contenido en un filtro abierto
maximal.

(17) = v)) Sea o = {V;: i € J} una cubierta por abiertos para X, Si a no fuese densamente
finita, para cada Jy C J finito, el conjunto T'(Jy) = X \ U{CI(V;): i € Jo} seria un abierto
no vacio de X y el conjunto:

F = {T(JO) Jo g J, JO ﬁHItO}
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seria un filtro abierto en X sin puntos de adherencia.

(v) = 7)) Procediendo por contradiccién, supongamos que X no es To-cerrado. Entonces
X tiene una extensién Tp Y a un sélo punto p. Es decir, Y\ X = {p}. Para cada = € X,
usemos la propiedad Ty de Y y encotremos un abierto U, en Y tal que x € u, pero p ¢
Cly(U,). La familia {U,: + € X} es entonces una cubierta abierta de X. Por hipétesis,

existen x...,x, € X tales que Y = Cly(|J U,,). Pero esto contradice al hecho de que
i=1

p ¢ Cly(U,,) paracadai=1,...,n. O

Corolario 1.55. Sea U/ la familia de cubiertas densamente finitas de un espacio topolégico
T, (X, 7). Entonces:

i) U es base de pre-uniformidad compatible en X.
ii) Todo filtro U-Cauchy tiene un subfiltro U-redondo.

iii) La completacion (X,U) es una extension Ty-cerrada de X. Es decir, (X ,T;) €s una
completacién Ty-cerrada de (X, 7).

Demostracion. La demostracion se puede ver en detalle en ([36]). O
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1.3. Existencia de cierta pre-uniformidad en un espacio 7,




Capitulo 2
Completacion de espacios
casi-uniformes

En este capitulo se establecen algunas definiciones y propiedades bésicas, sobre espacios
pre-uniformes, necesarias para la comprensién de esta tesis. Las referencias que se pueden
consultar, que son relevantes para este capitulo son las siguientes: (Ver [4], [12] y [38]).

2.1. Casi-uniformidades

Definicién 2.1. Sea X # () un conjunto. La diagonal A(X) de X se define como A(X) =
{(z,z): x € X}. Decimos que F C X x X es un conector de X si A(X) C E 6 equivalen-
temente, si F es una relacion reflexiva en X. Un filtro U en X x X es una casi-uniformidad
en X si:

i) Cada U € U es un conector de X.
ii) Para cada U € U, existe V € U tal que VoV CU.
(Aqui V2=VoV ={(z,y) € X x X: 3z € X tal que (z,2) €V A (z,y) € V}.)
iii) Una casi-uniformidad en X es uniformidad en X, si U € U implica que U~! € U, donde

Ul={(z,y) e X x X: (y,x) e U}

» El par (X,U) es llamado un espacio casi-uniforme. Notemos que para cualquier casi-
uniformidad U sobre X, el filiro ™! = {U~: U € U} es también una casi-uniformidad
sobre X llamada la conjugada de U.

Definicién 2.2. Un conector U € X es transitivo si U? = U.

Observacion 2.3. Toda casi-uniformidad U sobre un conjunto X induce una topologia T
como sigue:

T ={V CX:VreV,3U el tal que U(x)* CV}
Ux)={ye X: (z,y) €U}, cuando U e U y x € X.

17
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Ejemplo 2.4. Sea R el conjunto de los nimeros reales. Para cada ¢ > 0, definamos los
conectores U, Q). en R como siguen:

Ue={(z,y) e RxR: |z —y| < €}
Qe={(r,y) eERxR:z—y<e}

Sean Ug y Q los filtros en R x R que tienen como base a {U.: € > 0} y {Q.: € > 0}. Entonces
Ur es una uniformidad en R, mientras que Q es una casi-uniformidad en R.

Observacién 2.5. Una casi-uniformidad U sobre un conjunto X es llamada totalmente
acotada, si para cada U € U, existe una cubierta finita A de X tal que A x A C U cuando
A € A. Un espacio casi-uniforme (X,U) es precompacto, si para cada U € U, existe un
subconjunto finito /' de X tal que U(F') = X. Aqui (U(F) = U{U(x): x € F} para F C X).

Ejemplo 2.6. (a) Sea (X, 7) un espacio topoldgico y F la coleccién de todas las funciones
semi-continuas inferiormente en X, tal que si G € 7 y ¢ € X, entonces existe f € F
tal que f(x) =1y f(X \ G) = 0. El filtro generado por la base:

{Uee,py: [ € E,e >0} en X x X es llamado casi-uniformidad semi-continua SC de X.
(Donde U,y = {(z,y): f(z) — f(y) < €}).

(b) Sea (X, 7) un espacio topolégico. El filtro generado por la base:

{[G x GIU[(X \G) x X]: G es abierto en X} en X x X es llamado casi-uniformidad
de Pervin P de X. La casi-uniformidad P es compatible con la topologia de X.

(c) Sea (X, 7) un espacio topoldgico y sea B la coleccién de todos los conectores transitivos
V en X para el cual V(z) € 7 para todo z € X. Entonces B es una base(filtro) para la
casi-uniformidad transitiva fina FT de X. (Esta casi-uniformidad es compatible con la
topologia de X, i.e. 777 = T.)

Definicién 2.7. Una cubierta indicada de X es una funciéon ¢: X — P(X), en donde
x € p(z) para cada z € X. La notacién més usada es {U,: z € X}, en donde = € U, = p(z)
para cada x € X.

Cada conector V' de X tiene asociada una cubierta indicada, a saber: A\(V) = {V(z): x €
X}, endonde V(z) ={y € X: (z,y) € V}.
Reciprocamente, cada cubierta indicada: & = {A,: z € X} tiene asociado un conector de X,
asaber: V(o) = J{{z} x A,: z € X}. La inversa a~! de a se define como: ™' = {A!: z €
X}, en donde y € A, siy solo si x € A,. Ademds, para cada conector F' de X, se tiene:
F =V(A(F)) y para cada cubierta indicada a de X, a = A\(V(«)).

Ejemplo 2.8. Sea ¢ una cubierta arbitraria de X. Entonces ¢& = {St(z,£): z € X}, es
una cubierta indicada de X, en donde St(z,¢) = |J{L: x € L € £} y su conector E(£2) es
simétrico. De hecho: E(£2) = Ey(¢) = U{G x G: G € &}.

Definicién 2.9. Sea X un conjunto (no vacio). Una funcién real no negativa d sobre X x X
es llamada una casi-seudo-métrica si:
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(i) d(xz,z) =0, para todo x € X.
(i) d(z,y) < d(z,z)+ d(z,y), para cualesquiera x,y, z € X.

El filtro generado por {U.: € > 0}” en X x X, recibe el nombre de casi-uniformidad
mducida por la casi-seudo-métrica d en X y es denotada por U,.
La topologia 7, es llamada la topologia inducida por d en X.

Observacién 2.10. Una casi-seudo-métrica d es llamada:
» casi-mélrica si para cada z,y € X, d(x,y) = 0 implica que = = y.
» seudo-métrica si para cada x,y € X, d(z,y) = d(y, x).
» no arquimediana si satisface d(z,y) < max{d(z, z),d(z,y)}, cuando z,y, z € X.

Ejemplo 2.11. » Sea X = R, definamos d: X x X — R, como sigue: d(z,y) = 1, si
x>y, ydz,y) =y—asiz <y. Entonces (X,d) es un espacio casi-métrico, llamado
recta de Sorgenfrey.

Definicién 2.12. Sean o = {A,: v € X} y = {B,: v € X} dos cubiertas indicadas de X.
Decimos que «a <, si A, C B, paracadaz € X y a <p 8 si A, N A7 # () implica que
z € B,.

Observacion 2.13. De lo anterior observamos que:
a) a <y, f <= E(a) C E(p);
b) a <g f <= FE(a)o E(a) C E(B).

Demostracion. b)) Supongamos que a <g . Sea (z,z) € E(a) o E(«a). Por tanto, existe
y € X tal que (z,9), (y,2) € E(a). De aqui que y € A, N AZL. Por hipétesis, z € B, y
(z,2) € E(B).

Reciprocamente, supongamos que E(a) o E(a) C E(f) y sean z,z € X tales que
A, N A;Y # (. Escojamos y € A, N AJ!. Por tanto, (z,y) € E(«a), (z,y) € E(a)™!.
De donde, (z,v), (y,2) € E(a) y (z,2) € E(a) o E(a). Por hipétesis, (z,2) € E(f) y
z € B,.

[

Observaciéon 2.14. Si B es una base para una casi-uniformidad i/, entonces, para cada
n € N, {B™: B € B} es también una base para U.

Demostracion. Sea F € F. Por tanto, existe G € F tal que G*" C F. Si B € B es tal que
B C G, entonces:
B"CG'CG¥ CF

bU = {(z,y) € X x X:d(z,y) < €}.
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Definicién 2.15. Si By, B, son bases para casi-uniformidades de X, decimos que B; es mas
fina que By (6 que By es més gruesa que By) si By es subdireccién de B, (equivalentemente, si
By C Bf). En particular, una casi-uniformidad ¢, es m4s fina que una casi-uniformidad U,
si Uy C U,. Dos bases de casi-uniformidad que determinan la misma casi-uniformidad reciben
el nombre de equivalentes.

Definicién 2.16. Sea {U;: ¢ € I} una familia de casi-uniformidades en un conjunto X. El
supremo de {U;: © € I} es la mds gruesa casi-uniformidad en X que es més fina que cada U;.
Y lo denotaremos por:

sup{U;: i € I} = \/L{i

el
De hecho:
\/Lli:{ElﬁEgﬂ---ﬂEn: n €N, i,t0,...,1, €1, E; EZ/{il,...,EnGL{in}.
el

Obsérvese que si £y N Ey---NE, C F, entonces F' = (FUE)N(FUEy)N---N(FUE,).
Definimos el infimo de {U;: i € I} como la mas fina casi-uniformidad que es mas gruesa que
cada U;. Y lo denotaremos por:

mf{th: i€ I} = \Us.

il
En este caso:
At =\t 16 < (i
iel il

Observacién 2.17. Sil es una casi-uniformidad en X, entonces la familia {UNU~': U € U}
es base para una uniformidad U*, la cual es la més gruesa de las que contienen a U y a U ™!,
(es decir, U* =U NV U).

La uniformidad que tiene a {A(X)} como base (es decir, la familia de todos los conectores
de X) recibe el nombre de uniformidad discreta de X y es el supremo de todas las casi-
uniformidades de X. Cada conjunto no vacio tiene una uniformidad mas gruesa que cualquier
casi-uniformidad de X. Esta consiste de un sélo elemento, a saber X x X y es la uniformidad
indiscreta de X.

Proposicion 2.18. Sea B una base para una casi-uniformidad U en X. Entonces existe una
tunica topologia 75 en X con la propiedad W € 75 < Vo € W 3B, € B tal que B,(z) C W.
Ademas, si B, B’ son bases de casi-uniformidad y B es mas fina que B’, entonces 75 C 75.
Por tanto, si B y B’ son equivalentes, entonces 75 = 751 = T5+.

Proposicién 2.19. Sea B una base para una casi-unifomidad ¢/ en X. Entonces, para cada
r € X y cada B € B, B(x) es 1s-vecindad de x.

Demostracion. Sean © € X y B € B. Debemos probar que existe B’ € B tal que para cada
y € B'(z), existe B, € B tal que By(y) C B(z). Sea C' € B tal que C'o C' C By pongamos
B'=Cy B, =C paracaday € B'(z). Siy € C(z) y z € C(y), tenemos (z,y) € C'y
(y,z) € C. Por tanto, (x,z) € CoC C By z € B(x), es decir, C(y) C B(z). O




2. Completaciéon de espacios casi-uniformes 21

En la demostracién de la proposicién (2.19), se utiliza el siguiente lema:

Lema 2.20. Sea X un conjunto. Supongamos que para cada x € X existe una base de filtro
N, formada de subconjuntos de X que contienen a z, Sea:

T={VeP(X): Ve e V,IN € N tal que N C V}.
Entonces 7 es una topologia de X. Si cumple ademas la siguiente condicién:

*) Siz e Xy N eN,, existe N' € N, tal que para cada y € N, existe N” € N, tal que
N" C N, entonces, para cada A C X se tiene:

) int, A={x € A: IN € N, tal que N C A}.
Por tanto, en este caso, six € X y N € N, entonces N es 7-vecindad de .

Demostracion. Omitimos la obvia demostracién de que 7 es una topologia de X. Supongamos
que se cumple x) y probemos *x). Llamemos B al conjunto {z € A: AN € N, tal que N C A}.
Es claro que int; A C B C A. Bastara probar entonces que B € 7. Sea x € B. Por tanto
existe N € N, tal que N C A. Por %), existe N’ € N, tal que para cada y € N’, podemos
encontrar N” € N,, tal que N” C N. Esto implica que N’ C B. Por tanto, B € 7. H

Veremos ahora una forma alternativa de definir uniformidades en un conjunto X.
Para cada cubierta a en X y cada B C X, definimos:

St(B,«a) = U{LEO[:BOL#@}
a = {St(A,a): Aca}

Si B = {z}, escribimos St(z, ) en lugar de St({x}, ). Definimos también:

o = {St(z,a): zc X}
Ey(a) = | J{LxL:Lea}
a|B = {LNB:Le€a}

Si ap, ap son cubiertas de X, decimos que a4 refina a as si cada elemento de a; esta contenido
en un elemento de as. Este hecho se denota como a; < as. oy <, ap significa que ay refina
débilmente a oy es decir, que para cada x € X se tiene St(z,a1) C St(x,as). En terminos
de cubiertas indicadas a; <,, as es equivalente a alA <w 042A. a1 <g a9 simboliza el hecho
de que aq refina reqularmente a s, es decir, que cada par de puntos en la union de dos
elementos intersectantes de «y pertenecen a un mismo elemento de as. En el lenguaje de
cubiertas indicadas a; < as es equivalente a OélA <p aQA. Por tanto:

o <y Qg & E(OélA) - E(OéQA) ~ E()(Oél) - Eo(OéQ)

o) <p oy & E(&f)2 - E(aQA) & Eo(a1)2 C Ey(ay)
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Veremos dos formas alternativas de definir uniformidades.

Primera definicion. Sea B una familia de cubiertas del conjunto X. B es una base de uni-
formidad en X si dadas o, 8 € B existe v € B tal que v < a y v® < B. En este caso,
{Ey(a): o € B} es base de uniformidad a través de conectores.

Sequnda definicion. Sea B una familia de cubiertas del conjunto X. B es una base de unifor-
midad en X si dadas o, 5 € B existe v € B tal que v <gp ay v <g S.

Con la primera definicién {F(a®): a € B} es una base de conectores simétricos. Con la
segunda definicién la base es { Ey(a): a € B}. Como Ey(a) = E(a®), ambas bases coinciden.

Definicién 2.21. Sea U/ una casi-uniformidad de X y sean A C B C X. Decimos que B es
un U-entorno de A si existe U € U tal que U(A) C B.

Proposicion 2.22. Toda 7~-vecindad W de un conjunto compacto K es un U-entorno de
K.

Demostracion. Existen conectores Vi, Vs, ..., V, € U y puntos zy, xs, ..., 2z, € K tales que:
K CVi(z)U---UVp(z,) CVE(x) U UV2(z,) CW.

Sivin---NV,=VyzeV(zx)conz € K, tenemos = € V;(x;) para alguna j € {1,2,...,n}.
Por tanto (z;,2) € V7 y z € V7(z;) € W, es decir V(K) C W. O

Observacién 2.23. La topologia inducida por el supremo de una familia {U;: i € I} de
casi-uniformidades en un conjunto X es el supremo de las topologias inducidas por las ;.
Por tanto, si 7, = 7 para toda V; € I, tenemos et =T

Demostracion. Sea 1y, = 7y 7% = \/,c; 7i- Un conjunto V' C X pertenece a 7" si y s6lo
si para toda z € V existen iy,%9,...,i, € [ y V1 € 7,,,Vo € 7,,...,V,, € 7;, tales que
xr e VinVy---NV, C V. Portanto V € 7" si y sélo si para toda x € V, existen 41,29, ...,%, € [
yUi €y, Us €y, Uy € 7y, tales que (UyNnU;N---NU,)(x) CV, es decir, V € 7*
siysolosiV ey, u,. ]

Observaciéon 2.24. Sea d una casi-seudo-métrica en el conjunto X. Entonces los conectores
B, = {(z,y): d(z,y) < 5=)}, n € N constituyen una base para una casi-uniformidad U en
X y 1y, = 74. La conjugada de la casi-seudo- métrica d se denota como d~' y se define como:

d~'(z,y) = d(y,x) Va,y € X.
Si d genera la casi-uniformidad U, entonces d~! genera a /1.

Lema 2.25. Sean X = Uy, Uy, Us, . .. conectores en un conjunto X tales que U2 C U,,_; para
cada n € N. Entonces existe una casi-seudo-métrica p en X tal que:

1
Unt1 C {(%,y) p(ﬂc,y) < 2_n} C Un—

para cada n € N. Si cada U, es simétrica, p puede escogerse de manera que sea seudo-métrica.
Si para cada x € X, [, Un(x) = {2}, p puede escogerse de manera que sea casi-métrica.
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Demostracion. Definamos d: X x X — R mediante la férmula:

0 siye()—, Unlx)
dlz,y)=q 1 siy#U(z)
27" siy € Uy(z) — Upsr(2).

d satisface las siguientes propiedades:
a) d(z,z) =0 para toda x € X;
b) Sie > 0es tal que d(x,y) < ey d(y,z) < e, entonces d(z, z) < 2¢.

Verifiquemos b). Observemos que d(z,y) < 27" si y sélo si y € Uy,(xz). Si d(z,y) > % o
d(y,z) > %, la conclusiéon es clara pues 2¢ > 1. Supongamos entonces que existe un entero

k € N tal que:

1 1
dz,y) < g <eydy,2) < gpp <=

Se tiene entonces que (x,y), (y,z) pertenecen ambos a Uyyq. Por tanto, como U2, C Uy,
tenemos (z, z) € Uy y d(z,2) < 55 < 2¢. Definamos ahora p: X x X — R como sigue:

plz,y) = mf{d(z,21) +d(z1,22) + - + d(Tp-1,20) + d(@0,y):

T1,Xa, ..., T, sucesion finita en X'}.

Comprobemos que p es una casi-seudo-métrica en X. Si p no cumple la desigualdad triangular,
existen puntos x,y,z € X tales que pasa lo siguiente p(zx,z) > p(x,y) + p(y, z). Si 2 =
p(x,z) — plz,y) — p(y, z) > 0, existen sucesiones finitas 1, Ta,...,Tn Y Y1,Y2, .-+, Ym en X
tales que p(y, =) + = > dy, y1) + d(yn,12) + - + d(gm, 2) ¥ p(,y) + 2 > d(z,21) + dlw,2)
+ -+ d(z,,y). En consecuencia:

p(z,2) > d(z, 1) + -+ d(zn,y) + dy, y1) + -+ + d(ym, 2),

lo cual contradice la definicién de p(z,z). Probemos ahora que para cada sucesién finita
T, T1, ..., %,y € X se tiene la desigualdad:

C) d(ﬂf, y) S 2d($a xl) + 4d(2§'1,$2) +oe At 4d($n—1a xn) + Qd(xna y)

Suponiendo falsa la desigualdad c), sea N el minimo natural tal que existen x,y, z1,..., x5 €
X con la propiedad:
d(xz,y) > 2d(z,z1) + 4d(x1,22) + - - + 4d(xy_1,2N) + 2d(zN, V). (%)

Obviamente N > 0. Si N = 1, se tendria

d(z,y) > 2d(x,x1) + 2d(z1,y).

d(z,y)
2

que d(x,y) < 2¢ < d(x,y), una contradicciéon. Asi pues, N > 1. La propiedad b) también
implica que para cada v, con 1 < v < N, se tiene que d(z,y) < 2d(z,x,) o d(z,y) < 2d(z,,y),

Tomando ¢ tal que d(x,x1) +d(x1,y) <e <

,y d(z,x1) < e,d(xq,y) < e b) implicaria




24 2.1. Casi-uniformidades

pues si ambos nimeros d(z, z,) y d(x,,y) son menores que 3d(z, y) podemos escoger ¢ tal que
d(x,x,) Vd(x,,y) <e< @. Aplicando la propiedad b), tendriamos d(x,y) < 2¢ < d(z,y),
una contradiccién. Para v = 1, se tiene d(z,y) < 2d(x1,y) porque en el caso contrario se
tendria:

d(ill, y) < Qd(ﬂf, 1'1) < Qd(l’, xl) + 4d(£l§1,1’2) +ooet 4d(xN*17:EN) + 2d(CEN,y)
contrario a la desigualdad (x). Tiene sentido entonces definir:
E=méx{v: 1 <v < Nyd(ry) <2dx,y)}

Sabemos que k£ > 1. Veamos que k no puede ser N. Si k = N, entonces d(z,y) < 2d(zy,y) <
2d(x, zq)+4d(xy, z0)+- - +4d(xy_1,2N5) +2d(z N, y), lo cual contradice nuevamente a *). Asi
pues 1 < k < Ny, por definicién de k, se sigue que d(z,y) < 2d(z,xpr1) y d(x,y) < 2d(zk,y).
Luego d(z,y) < d(x, Tgp1)+d(zr, y) < [2d(z, x1)+4d(21, 22)+ - +4d(x)—1, 28) +2d (28, Tt 1)]
+2d(zg, Tpi1) H4d(Tpy1, Tra2)+ - H4d(ey 1, 2N ) +2d(2 N, y)] = 2d(2, 1) +4d(21, 22) 4+ - -+
dd(xy_1,2Nn) + 2d(zyN,y), lo cual es una contradiccion, y la desigualdad ¢) queda probada.
Como caso particular de c¢), tenemos que:

d(z,
WY < e, v) + d(ar,22) 4 -+ dlaxr,an) + dlan )
para cada sucesién finita z,zq, ..., 2xn,y en X. Por tanto, % < p(z,y) para cada (z,y) €

X x X. Ademas es claro que p(z,y) < d(x,y). Falta probar que
1
Unt1 € {(l’,y) p(xvy) < 2_”} CUpa VnelN

Si (z,y) € Uyi1, tenemos y € U,y1(x) y, por tanto, d(z,y) < 2771 De donde p(z,y) <
d(z,y) < 271 < 27" Ahora, si p(x,y) < 27", entonces d(z,y) < 4p(z,y) < 272 Esto
implica que d(z,y) < 27" es decir, (x,y) € U,_; . Si los conectores U,, son simétricos,
entonces d(x,y) = d(y,x) para toda (z,y) € X x X y, por tanto, p es seudo-métrica. p es
casi-métrica si y sélo si d(z,y) = 0 implica que = = y, es decir, siy s6lo si (2, Uy(z) = {z}
para cada x € X.

]

Corolario 2.26. Un espacio casi-uniforme (X, ) es casi-seudo metrizable si y s6lo si U tiene
una base numerable.

Corolario 2.27. Si (X,U) es un espacio casi-uniforme, existe una familia {d;: i € I} de
casi-seudo métricas en X tal que 7, = \/iE 1 Td;
Corolario 2.28. Si (X,U) es un espacio uniforme, la topologia 7; es completamente regular.

Definicién 2.29. Sea (X, 7) un espacio topolégico y sea W un conector de X tal que para
cada x € X, W(x) es una 7-vecindad de z. W recibe entonces el nombre de covecindad de
(X, 7). Una covecindad W de (X, 7) es simétrica (respectivamente, transitiva) si W = W~!
(respectivamente, si W = W?) y abierta (respectivamente, cerrada) si para cada x € X,
W (x) es T-abierto (respectivamente, T-cerrado). W' es indistinta si para cada x € X, y €
W (z) N W~ (x) implica que W (x) = W (y).
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Observacién 2.30. Sea W una covecindad de (X,U). Entonces W es indistinta si para
cualesquiera z,y € X, x € W(y) y y € W(x) implica que W (z) = W (y). Si ademés W es
simétrica, entonces W es transitiva si y sélo si W es indistinta si y sélo si W es relaciéon de
equivalencia.

Definicién 2.31. Una sucesién de covecindades Uy, Us, ... de un espacio (X, 1) es normal
si U2,, C U, para cada n € N. Una covecindad U es normal si pertenece a una sucesién
normal de covecindades.

Observacion 2.32. Para toda sucesion de covecindades Uy, Us, . .. tenemos lo siguiente:
1. Toda covecindad transitiva es normal;

2.8t U,Uy,... es una sucesion normal de  covecindades, entonces
UyoUyo---0U;, C U{“ y U*® = ﬂff:l U,, es una relacién transitiva;

3. Si (X,U) es un espacio casi-uniforme, cada U € U es una covecindad normal en (X, 7).

Demostracion. 2) Obviamente Uy o Uy C U12. Inductivamente, supongamos que Uy o Us o
coU,_1 C U{“il y tomemos (xz,z) € Uy o Us o -+ o Uy. Por tanto, existe y tal que
(x,y) €Ury (y,2) € Uy oUyo---0U_;. Por las hipétesis previas tenemos (z,y) € U;

y (y,2) € UF™'. Por tanto, (z,2) € UF.

3) Tomemos (x,y), (y,2z) € U* y sea k € N. Como (x,y), (y,2) € Ugy1, tenemos (z,z) €
Uz, C Uy. Por tanto, (z,z) € U y U™ es transitiva.
O

Observacién 2.33. Sea (X, 7) un espacio topoldgico y sea V' una covecindad de (X, 7).
Entonces, para cada A C X, A C V1(A) y los siguientes enunciados son equivalentes:

(a) V1 es covecindad de (X, T);
(b) V contiene una covecindad simétrica de (X, 7);
(c) Para cada subconjunto A de X, A C V(A).

Demostracion. Sea A C X. Si p € A, tenemos V(p) NA # 0, asi que p € V1(A) y A C
V~1(A). Las implicaciones (a) = (b) y (b) = (c) son evidentes. Probemos que (¢) = (a).
Sabemos que para subconjunto A de X, tenemos A C V(A). Fijemos z € X. Evidentemente
z ¢ (X \ V-1(x)). Esto implica que z pertenece al interior de V~!(x) y, por tanto, V! es
covecindad de (X, 7). O

Proposicién 2.34. Sea B una base para una casi-uniformidad ¢ en conjunto X y sea A C X.
Entonces la 7y-cerradura de A coincide con (J{U*(A): U € B}.

Demostracion. Por la observacién anterior, A C N{U'(A): U € B}. Reciprocamente, si
p € U7Y(A) para toda U € B, entonces U(p) N A # () para toda U € B, es decir, p€ A. [
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Definicién 2.35. Un espacio topolégico (X, 7) es Ry si siempre que z € V € 7, se tiene
{z} C V. Equivalentemente, (X, 7) es Ry si las cerraduras de cada dos puntos coinciden o
son ajenas.

Proposicién 2.36. Sea (X,U) un espacio casi-uniforme. Entonces:
a) (X,7my) es Ry siysélosi({U: U €U} es simétrica;

b) (X, 7y) es Ty siy solo si (\{U: U € U} es un orden parcial, es decir, es transitiva y
antisimétrica;

c) (X,7y) es Ty siy sélo si (X, 7+) es Ty, en donde U* =U VU™;
d) (X,my)esTysiysblosi ([ {U: U elU} =A(X);
e) (X,my)esTysiysolosi (YU 1oU:Uel}=A(X).

Demostracion. a) (=) Sean z,y € X tales que y € U(x) para cada U € U. Por tanto,
v € Nyeu U™ ( ) = {y}. Como (X, 7) es Ry y {z} N {y} # 0, tenemos {x} = {y}. Por
tanto, y € U~!(z) para cada U € Y. De donde, (\{U: U € U} es simétrica.

(<) Sean z € X y y € {z} = Ny U~ (). Por tanto, (y,x) € N{U: U € U}. Por
hipétesis, (z,y) € ({U: U € U}, es decir, z € U~*(y) para cada U € U, por lo que

€ {y} vy {z}={y}.

b) (=) Probemos que (J{U: U € U} es transitiva. Sean (z,y), (y,2) € ({U: U € U}. Por
tanto, x € {y} y y € {#} . De donde, z € {y} C{z} y (z,2) e ({U: U e U}.
Probemos ahora que (\{U: U € U} es antisimétrica. Sean z,y € X tales que (z,y), (y,7) €
M{U: U € U}. Por tanto, y € {z} y 2 € {y}. Como (X, 7y) es Ty, tenemos = = y y
hemos terminado.
(<) Tomemos z,y € X tales que = € {y} y y € {z}. Por tanto, (z,y),(y,z) €
(Y{U: U € U}. Por hipétesis, x =y v (X, 7y) es To.

¢) (=) Sean z,y € X puntos distintos. Por b), no es posible que ambas parejas (z, y), (v, x)
pertenezcan a ({U: U € U}, digamos (z,y) ¢ ({U: U € U}. Esto implica que
y ¢ {x}.Sea U € U tal que = ¢ U(y). Por tanto,y ¢ U~ (z). Sea V € U tal que V> C U.
Aseguramos que V~'(z) N V(y) = 0. Si, por el contrario, existe z € V~!(x) NV (y),
tendriamos (z,z) € V! (y,2) € V. De donde, (y,z) € V2 C Uy z € Uly), en
contradiccién con y ¢ U~'(z). Por tanto, (X, 74+) es un espacio Tb.
(<) Sean z,y € X tales que x € {y} y y € {z}. Debemos probar que x =y, Si = # y,
existirfa, por hipétesis, V' € U tal que (VNV=H(2)N(VNV 1) (y) = 0. Como z € V(y)
y y € V(x), tendrfamos que (z,y) e VNV yye (VNVH(z)n(VNV1H(y), una
contradiccion.

d) (=) Sean z,y € X, x # y. Como (X, 7y) es Ty, existe U € U tal que y ¢ U(x) y
z ¢ U(y). Por tanto, (z,y), (y,x) ¢ ({U: U U}y ({U: U eU} = A(X).
(<) Sean z,y € X, ¢ # y. Como (z,y) ¢ A(X), existe U € U tal que (z,y) ¢
U,(y,z) ¢ U. De donde, y ¢ U(z) y x ¢ U(y) y (X, 1) es T7.
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e) (=) Sean z,y € X, x # y. Por hipétesis, existe U € U tal que U(z) N U(y) = 0. Por
tanto, (z,y) ¢ U Lo Uy (WU toU: U e U} = A(X).
(<) Sean z,y € X, x # y. Por hipdtesis, existe U € U tal que (x,y) ¢ U~ o U. Esto
implica que U(z) NU(y) =0y (X, 1) es To.
L]

Proposicién 2.37. Sea (X,U) un espacio casi-uniforme. Entonces (X, 1) es T} si y sélo si
la siguiente condicién se cumple:

= Si un filtro F en X 7-1-converge a un punto x € X, entonces F tiene a lo mas a x
como punto de 7,~adherencia.

Demostracién. (=) Por hipdtesis, U~!(z) € F para toda U € U. Sea y € X tal que U(y) N
F # () para toda U € U y toda F € F. Por tanto, U(y) N U~(z) # () para toda U € U.
Supongamos que x # 3. Sea U € U tal que x ¢ U(y) y sea V € U tal que V2 C U. Escojamos
z € V(y) N V~=Y(z). Por tanto, (z,2) € V71 (y,z) € V lo que implica que (y,x) € V2 C Uy
x € U(y), una contradiccién.

(<) El filtro F = {U ' (x): U € U} es my-1-convergente a x. Por hipétesis, x es el tnico
punto posible de 7-adherencia de F. Siy # z, existe U € U tal que U(y) NU ! (x) = (). Por
tanto, x ¢ U(y) y el conjunto {z} es 7-cerrado. O

Definicién 2.38. Sean (X,U),(Y,V) espacios casi-uniformes. Una funcién ¢: X — Y es
uniformemente continua si para cada V € V existe U € U tal que ¢ (U(z)) C V(¢ (z)) para
cada x € X. Equivalentemente, si para cada V € V, el conjunto (¢ x ¢~1)(V) € U.

Observacién 2.39. La composicion de dos funciones uniformemente continuas es uniforme-
mente continua.

Observacion 2.40. Si¢: (X,U) — (Y, V) es uniformemente continua, entonces ¢: (X, 7y) —
(Y, ) es continua.

Definicién 2.41. Una biyeccién ¢: (X,U) — (Y,V) es unimorfismo si ambas funciones
1,1t son uniformemente continuas.

Proposicién 2.42. Sean {U;: i € 1} y {V;: i € I} familias de casi-uniformidades en X,Y,
respectivamente, y sean U = sup{l;: i € I} y V = sup{V;: i € I}. Si para cada i € I,
Y (X, U;) — (Y, V;) es uniformemente continua, también ¢: (X,U) — (Y, V) lo es.

Demostracion. Sean n € N, 4y,%9,...,i, € [ y V € V; para k = 1,2,...,n. Entonces
V=VinVy,nNn---NV, es un elemento tipico de V. Para cada k = 1,2,...,n, existe un
elemento Uy € U;, tal que ¥ (Ux(z)) C Vi(¢(z)) para toda x € X. Consideremos el conector
U=UNnU;N---NU, € U. Debemos demostrar que (U(z)) C V(¢»(z)) para cada = € X. Si
r € XyzeU(x), tenemos z € Ug(z) para cada k = 1,2,...,ny, por tanto, ¥ (z) € Vi(¢(z))
para cada k = 1,2,...,n. Esto implica que ¢(z) C V(¢ (z)) y ¥(U(x)) C V(¢ (z)). O

Proposiciéon 2.43. Si ¢: (X,U) — (Y,V) es uniformemente continua, también lo son
v (XU 5 VYV )y (X UuvUuh) — (Y, Vv Y.
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Proposicién 2.44. Sea X un conjunto. Para cada i € I, sea (Y, V;) un espacio casi-uniforme
y sea ¢;: X — Y;. La familia de todos los conjuntos de la forma (¢; x ;)" (V) con i € I,
V' € V; constituyen una sub-base para una casi-uniformidad en X y es la minima que hace a
cada 1; uniformemente continua.

Definicién 2.45. Sea (X,U) un espacio casi-uniforme y sea F C X. Definimos Uy = {U N
(Ex E): U €U}y es una casi-uniformidad en F, llamada la casi-uniformidad inducida por

Uu.
Observacion 2.46. Sea (X,U) un espacio casi-uniforme y sea £ C X. Entonces:
1. TuE = TM‘E;

2. Si¢: (X,U) — (Y,V) es uniformemente continua, también ¢ |E: (E,Ug) — (Y, V) es
uniformemente continua;

3. Si F C ECX, entonces Ur = (Ug)p-

Definicién 2.47. Un espacio casi-uniforme (X, ) estd encajado en un espacio casi-uniforme
(Y, V) si existe una funcion inyectiva ¢o: X — Y tal que:

a) ¥: (X,U) — (Y,V) es uniformemente continua;
b) 1(X) es un subespacio denso de (Y, 1y,);
¢) vt (P(X), Vyx)) — (X, U) es uniformemente continua.

Definicién 2.48. Sea {(X;,U;): i € I} una familia de espacios casi-uniformes y sea X =
[Lic; Xi- La casi-uniformidad producto en X es la minima casi-uniformidad en X para la cual
todas las proyecciones 7;: X — X; son uniformemente continuas.

La familia de conjuntos de la forma {(x,y) € X x X: (m(z),m(y)) € U} para cada
1 € I yU € U;, es una sub-base para la casi-uniformidad producto o , con cubiertas in-
dicadas, A(i,U), = {m; "(U(m;(z))): * € X}. En particular, si (X,U),(Y,V) son espacios
casi-uniformes, una base para la casi-uniformidad producto en X x Y con cubiertas indica-
dases, paraU eUUyV €V,

MU, V) ={U(z) x V(y): (z,y) € X x Y}.

Observacion 2.49. La topologia inducida en X = []
es la topologia producto de {(X;, my,): @ € I}.

ser X por la casi-uniformidad producto

Proposicién 2.50. Sea ¢: (X,U) — [[,;(Yi, Vi). Entonces 1 es uniformemente continua si
y solo si para cada ¢ € I, m; o1 es uniformemente continua.
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Demostracion. Sélo tenemos que probar la suficiencia. Fijemos ¢ € I, V € V;. Dado que
mo: (X,U) — (Y;,V;) es uniformemente continua, existe U € U tal que m;(¢(U(z))) C
V(m;(¢(x))) para cada = € X. Equivalentemente:

¥(U(2)) € m ' (V(mi(e(2) Vo € X,
es decir, (U(x)) € A(i,V)y () para cada z € X. Por tanto, ¢ es uniformemente continua. [

Proposicion 2.51. Sean U, V casi-uniformidades en X ysean U e U,V € Vy M C X x X.
Entonces U o M o V' es una vecindad de M en el espacio producto (X, my-1) x (X, 7).

Demostracién. Fijemos (1, 13) € M. Si(p,q) € V' (x1)xU(x), tenemos (p,x1) € V, (x9,q) €
U. Por tanto, (p,q) e Uo Mo V. O

Corolario 2.52. Sea (X,U) un espacio casi-uniforme. Entonces:
B={U €U: U es abierto en (X, 1-1) x (X, )}
es una base de U.

Demostracion. Sea 7 la topologia producto de (X, 73-1) x (X, 74). Por la proposicién anterior,
sabemos que para cada V' € U, se tiene V' C int, V3. Por tanto, dado U € U, tomemos V € U
tal que V3 C U. De donde, int, V3 e Ud y V Cint, V3 C U, es decir, int, V? € B. O

Ejemplo 2.53. Sea U la casi-uniformidad en R que tiene como base B = {Q.: ¢ > 0}, en
donde (z,y) € Q. siy sélosi x —y < e.

Claramente Q.(z) = (x — ,400) y Q. consta de los puntos del plano arriba de la recta
r—y=c¢. Si(r,x) € A(R), claramente Q. no es vecindad de A(z), pues para cada d > 0,
existen puntos de Qs(z) x Qs(z) debajode z —y =«

Proposiciéon 2.54. Sean 71,7, topologias en un conjunto X, sea (Y,V) un espacio casi-
uniforme y sea v¥: X — Y una funcion 7 — 7y, y 79 — 7,-1 continua. Entonces, para cada
VeV, (¢¥xy) V) es una 7, x 1-vecindad de A(X).

Demostracion. Sea V€V ysea W € V tal que W2 C V. Sea z € X. Existen G; € 71 y
Gy € 1 tales que © € G1 N Gy y ademds ¥(G1) C W((z)) y v(G2) € W (¢(x)). Es facil
verificar que (z,z) € Gy X Gy C (¢ x )" (V). O

Proposiciéon 2.55. Sean U,V casi-uniformidades en X y sea M C X x X. Entonces la
cerradura de M en la topologia 7, X 1y esta dada por:

CLM=M=({V'oMoU:U€clUV eV}

Demostracién. Por la proposicién (2.19), cada V™' o M o U es vecindad de M respecto a
la topologfa 7, x 7. De hecho, para cada (z,y) € M, cada U € U y cada V € V, se tiene
(r,y) eV ioMoU.

En efecto, sean p, q tales que (p,q) € (U(z) x V(y)) N M. Por tanto, (x,p) € U, (p,q) € M,

(q,y) € V71, lo que implica (z,y) € V="' o M o U. Reciprocamente, si (z,y) ¢ M, existen
UeUyV eV tales que (U(z) x V(y)) N M = (. Por tanto, (x,y) ¢ V-'o MoU. O
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Corolario 2.56. Sea U una casi-uniformidad en X. Entonces {U: U € U y U es 1y X -1 —
cerrado} es una base de U.

Demostracién. Dado U € U y sea V € U tal que V? C U.Por (2.55), la cerradura de V' en
Ty X Ty-1 estd contenida en V3. Por tanto, tales cerraduras forman una base de U. O]

Teorema 2.57. Sea (X, 7) un espacio compacto T y sea G un orden parcial en X tal que G
es 7 x T-cerrado. Entonces existe exactamente una casi-uniformidad ¢ en X tal que U = G

y Tyx =T.

Demostracion. Sea U la familia de 7 x 7 vecindades de G. Claramente U es un filtro en
X x X y (U = G. Supongamos que U no es una casi-uniformidad en X. Por tanto, existe
un 7 X 7-abierto U € U tal que para toda V € U, V*\ U # (). Para cada V € U, sea:

V' ={((z,y),2) € X* x X: (z,y) ¢ U, (x,2) € V,(2,y) € V}.

La familia B = {V': V € U} es una base de filtro en (X?\ U) x X (pues V,\W e U,V C W
implica V' C W’). Como (X?\U) x X es compacto, B tiene un punto de adherencia ((a, b), c).
Aseguramos que (a,c) € G. Supongamos, por el contrario, que (a,c) ¢ G. Como G es
compacto, existen abiertos ajenos V, H en X? tales que G C V' y (a,c) € H. Pongamos
W = {((x,y),2): (x,z) € H}. Entonces ((a,b),c) € Wy WnNV' =, contradiciendo el
hecho de que ((a,b),c) es punto de adherencia de B. Por tanto, (a,c) € G. En forma similar
se prueba que (¢,b) € G. Como G es transitiva, se tiene (a,b) € G C U, una contradiccion.
(Siempre podemos tomar V' C U). U es entonces una casi-uniformidad en X. Finalmente es
evidente que 1+ C 7. Como (U es un orden parcial, 7« es una topologia T5. Por ser (X, 7)
compacto y 15, tenemos 7+ = 7.

Para probar la unicidad de U, supongamos que U; es una casi-uniformidad en X tal que
Uy = Gy nyz = 7. Debemos probar que U; = U. Por (2.19), todos los miembros de U
son 7 X 7-vecindades de G (pues 1y, C Ty Tut 7). De aqui deducimos que U; C U.
supongamos ahora que existe V € U \ U;. Por tanto {U \ V: U € U, } es base de de un filtro
Fen X x X. Como (X, 7) es compacto, F tiene un 7 x 7-punto de adherencia (x,y) el cual
no pertence a G, pues G C V. Como U; C F, (z,y) es también punto de adherencia de
U, . Pero por el corolario (2.56) deducimos que la interseccion de las 7 x 7-cerraduras de los
miembros de U; es GG, una contradiccion. O

Corolario 2.58. Sea (X, 7) un espacio compacto T5. Entonces la tinica uniformidad compa-
tible con 7 es la familia de todas las vecindades de A(X).

Teorema 2.59. Sean (X,U) y (Y, V) espacios casi-uniformes y supongamos que (X,U*) es
compacto Ts. Si: X — Y es 7y — 7 continua y 7,-1 — 7y,-1 continua, entonces ¢: (X,U) —
(Y, V) es uniformemente continua.

Demostracién. Sea V € V. Por el corolario (2.52), (¢ x ¢)~1(V) es una 7,1 — 74 vecindad
de A(z) y, por tanto, de (U (pues U C U~(z) x U(x) para cada x € X y cada U € U).
Por el teorema (2.57), concluimos que (¢ x ¥)~1(V) € U. (Recuérdese que U estd formada
por todas las 7« X 1+ vecindades de (U). O
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Definicién 2.60. Un espacio casi-uniforme (X,U) es totalmente acotado si para cada U € U
existe una cubierta finita o de X tal que para cada A € a, A x A C « (esta definicién podria
aplicarse a un solo conector U en X).

Observacién 2.61. Para un espacio uniforme (X,U) son equivalentes:
1. (X,U) es totalmente acotado;
2. (X,U™1) es totalmente acotado;
3. (X,U*) es totalmente acotado.

Observacion 2.62. La propiedad de ser totalmente acotado se preserva por funciones uni-
formemente continuas y por productos cartesianos. Por tanto, cada factor de un producto
totalmente acotado de espacios casi-uniformes es también totalmente acotado. El supremo
de una familia de casi-uniformidades totalmente acotadas es totalmente acotada.

2.2. Resultados importantes

Notacién 2.63. Dada 1 una base de filtro en un espacio casi-uniforme (X,U), notaremos
por F(n), al filtro generado por 7.

Definicién 2.64. Una base de filtro 1 en un espacio casi-uniforme (X,U) es U-Cauchy si
para cada U € U existe zy € X tal que U(xy) € F(n). Por tanto, un filtro F(n) es (X,U)
es U-Cauchy si para cada U € U, existe, zy € X tal que U(zy) € F(n).

Observacion 2.65. Sea F un filtro convergente en un espacio casi-uniforme (X, ). Entonces

F es U-Cauchy.

Demostracion. Supongamos F — p, p € X. Si U € U, claramente U(p) es my-vecindad de p
y, por tanto, U(p) € F. O

Observacién 2.66. Sean 1, y 72 bases de filtro en un espacio casi-uniforme (X,U). Si
F(m) C F(no) y si m es U-Cauchy, también 7y es U-Cauchy.

Observacion 2.67. Si U y V son casi-uniformidades en X y si U C V), entonces toda base
de filtro V-Cauchy es también U-Cauchy.

Observacién 2.68. Sea 1 una base de filtro en un espacio uniforme (X,U). Si n es U*-
Cauchy, en donde U* = U VU™, entonces 7 es simultanedmente U-Cauchy y U~ -Cauchy.

Proposicién 2.69. Sea 1 una base de filtro en un espacio uniforme (X,U). Entonces n es
U*-Cauchy si y sélo si para cada U € U, existe N € n tal que N x N C U.
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Demostracion. (<) Fijemos U € U y sea N € n tal que N x N C U. Para cada x € N
tenemos N C (U NU™1)(z) por tanto, n es U*-Cauchy.

(=) Sea n una base de filtro U*-Cauchy y sea U € U. Escojamos V € U tal que V2 C U.
Como 7 es U*-Cauchy, existe x € X tal que (VN V=1 (z) € F(n). Si N € n es tal que
N C (VnV=YH(z), claramente se tiene N x N C U, pues si (a,b) € N x N, entonces
(a,z) € V y (z,b) € V. Por tanto (a,b) € V2 C U. O

Definicién 2.70. Una casi-uniformidad, se dice:

1. Punto-simétrica, si para cada U € U y x € X, existe un V € U tal que V=1 (z) C U(x).

2. Localmente-simétrica, si paracadalU € Uy x € X, existeun V € U tal que V=1V (x)) C
U(zx).

Ejemplo 2.71. Existe un espacio casi-uniforme localmente simétrico (X,U) y un filtro 7~
convergente que no es U*-Cauchy.

Demostracion. Sea X = {0}U{%: n € N}. Para cadan € Nsea U, = A(X)U{(0,1): k > n}.
Cada U, es transitivo, pues (0,y) € U, o U, implica que existe z tal que (0, z), ( y) € Up.
z = 0, obviamente (0,y) € U, y si z # 0, necesariamente z = y en cualquier caso, (0, y) € U,.
si (z,y) € U, o U, con x # 0, existe z tal que (z,z2),(z,y) € U,. En este caso z = y y, por
tanto, (z,y) € U,. La familia {U,,: n € N} es entonces base de una casi-uniformidad U es X.
Para probar que U es localmente simétrica, hacemos los siguientes caculos:

Un(%) - {%} U,,(0) = {0, n+1 n%z .
CJO={0) U'C) =0} sim>n

%)—{ } sim<n

o
Por tanto, (U, !0 U,)(0) = U,(0) y

e = S

Esta tltima igualdad implica que (U,' o Uy)(+) = U,(+). Por tanto, U es una casi-
uniformidad transitiva y localmente simétrica en X. El filtro 7;-vecindades de 0 no es U*-

Cauchy, pues para cada vecindad B de 0, B x B — U,, # () para cada € N. O

Proposicion 2.72. Sea f: (X,U) — (Y,V) una funcién uniformemente continua entre los
espacios casi-uniformes (X,U) y (Y, V). Si n es una base de filtro U-Cauchy, entonces f(n)
es una base de filtro V-Cauchy.

Demostracion. Si A, B € n, tenemos f(ANB) C f(A)N f(B). Por tanto, si C' € i) es tal que
C' C AN B, entonces f(C) es un elemento de f(n) contenido en f(A)N f(B), es decir, f(n) es
una base de filtro en Y. Si V' € V es arbitrario, la hipétesis de continuidad uniforme implica
que existe U € U tal que la cubierta indicada {U(z): x € Y} refina a {f~'((V(y)): y € Y}.
siU(z) entysiy €Y estal que U(z) C f~1(V(y)), concluimos que V(y) € f(n)'. O
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Proposicién 2.73. Sea X un conjunto, sea {(Y;,V;): i € I} una familia de espacios unifor-
mes y para cada ¢ € I, sea f;: Y; una funcion. Sea U la mas pequena casi-uniformidad en X
que convierte a cada f; en una funcion uniformemente continua. Entonces una base de filtro
n en X es U-Cauchy si y sélo si para cada i € I, f;(n) es V;-Cauchy.

Demostracion. Supongamos que todos los espacios uniformes estan definidos a través de cu-
biertas. Si 1 es U-Cauchy, la proposicién 2.72 implica que cada f;(n) es V;-Cauchy. Recipro-
camente, supongamos que cada f;(n) es V;-Cauchy. Un elemento tipico de U es una cubierta
a de X de la forma:

FEB)NFHB) A A FHB)

en donde B, € V;,, para alguna i, € I, K = 1,2,...,n. Por hipdtesis existen elementos
T, € Br N fi,(n)*. Escogiendo N, € n tal que f;, (Ny) C T} y tomando N € n tal que

NC N NNyN---N N, tenemos N C () f1(T}) y por tanto a "™ # (. O
k=1

Proposicién 2.74. Sea X un conjunto y sea (Y,)) un espacio casi-uniforme. Sea f: X — Y
una funcién suprayectiva y sea U la mas pequena casi-uniformidad en X que convierte a f en
una funcién uniformemente continua. Sea 1 una base de filtro en X tal que f(n) es V-Cauchy.
Entonces n es U-Cauchy.

Demostracién. Basta probar que para cada V € V, (f x f)7*(V)(z), para alguna z € X,
contiene un elemento de 7. Sea y € Y tal que V(y) 2O f(n) para alguna N € n y escojamos
z € f~Yy). Si z € N es arbitrario, tenemos f(z) € V(y), es decir, (y, f(z)) € V. Por tanto,

(r,2) € (fx /)Y V) yze (fxf)y Y (V)(x), es decir, N C (f x f)~1(V)(z). O

Ejemplo 2.75. Sea X =Y, = = R y sean f; = fy el mapeo idéntico de R. Sean
Vi, = {V C RxR: paraalguna z € R,AR) U (z,00) x R C V}y Vy, = {V C R x
R: para alguna z € R,A(R) U (—o0,z) x R C V}. Sea U la mas pequena casi-uniformidad
en R que convierte a f; y fa en funciones uniformemente continuas. Entonces A(R) € U y,
por tanto, U es la uniformidad discreta en R. Sin embargo, n = {R} no es un filtro #-Cauchy
aun cuando f;(n) (i = 1,2) es V;-Cauchy.

Definicién 2.76. Un espacio casi-uniforme (X,U) es completo (respectivamente, completo
por convergencia) si todo filtro U-Cauchy tiene un punto de adherencia (respectivamente, un
punto de convergencia).

Observacion 2.77. Un espacio casi-uniforme (X,U) es completo si y sélo si todo ultrafiltro
en X converge.

Observacién 2.78. Un espacio casi-uniforme regular (X,U) es completo si y sélo si toda
base de filtro abierta tiene un punto de adherencia.

Demostracion. Sea n una base de filtro en X. Si 1 no tiene puntos de adherencia, para
cada p € X existen un abierto W, y un elemento N, € n tales que p € W, € W, C
X \ N,. Esto implica que cada N, es interseccion de cerraduras de abiertos, digamos N,
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{W,..: W,; abierto, i € J,} con ({{W,;:i € J,} = N,. Por tanto, la familia de inter-
secciones finitas de los W,,;, con p € X, i € J,, es una base de filtro abierta sin puntos de
adherencia, una contradiccion. O

Ejemplo 2.79. Existe un espacio casi-uniforme punto simétrico (X,U) que es completo pero
que no es completo por convergencia. (Ver Ejemplo 3.8 en [12]).

Proposicion 2.80. Sea (X,U) un espacio casi-uniforme localmente simétrico. Si 1 es una
base de filtro U-Cauchy, entonces todo punto de adherencia de n es punto de convegencia de

n.

Demostracion. Sea p € X tal que n — p. Sea U € U y sea V € U, simétrico, tal que
V3(p) C U(p). Como 1 es U-Cauchy, existe z € X tal que V(z) € n. Como n — p, tenemos
V(z)NV(p) #0.Siy € V(z)NV(p) y si z € V(x) es arbitrario, tenemos (z, x), (z,y), (y,p) €
V' y, por tanto, (z,p) v (p,z) € V3, es decir, z € U(p) y V(z) C U(p). Esto implica que
N+ p. O

Corolario 2.81. Todo espacio casi-uniforme completo y localmente simétrico es completo
por convergencia.

Proposicién 2.82. Sea (X,U) un espacio casi-uniforme completo (por convergencia) y sea
F un cerrado en (X, 7). Entonces (F,U|pxr) es completo (por convergencia).

Ejemplo 2.83. Un subespacio completo de un espacio casi-uniforme (localmente simétrico)
y Hausdorff no es necesariamente cerrado.

Demostracion. Sea (X,U) el espacio casi-uniforme descrito en el ejemplo 2.71. Entonces U
induce la topologia discreta en el subespacio Y = {% : n € N}. Por tanto, Y es un subespacio
completo el cual no es cerrado en (X, 7). O

Proposicion 2.84. Sea {(X;,V;): i € J} una familia de espacios casi-uniformes y sea (X, )
el espacio casi-uniforme producto. Entonces (X,U) es completo (por convergencia) si y sélo
si (X;,V;) es completo (por convergencia) para cada i € J.

Demostracion. Supongamos que cada (X;,V;) es completo por convergencia y sea 7 un filtro
U-Cauchy. Por la proposicién 2.72; cada m;(n) es un filtro V;-Cauchy y, por tanto, converge,
digamos m;(n) — x; (i € J). Como (X, 1) es el producto topoldgico de {(X;,m,): 1 € J},
concluimos que 7 +— x, en donde ;(z) = z; para cada i € J. Reciprocamente, supongamos
que (X,U) es completo por convergencia. Escojamos i € J y sea 1; una base V;-base de
filtro de Cauchy. Para cada j € J, j # ¢ escojamos un punto z; € X; y sea n; el filtro de

7y,-vecindades de x;. Definamos la base de filtro 7 en X como el conjunto de cajas [] Nj,
Jj€J

en donde N; € n; para cada j € J y con un numero finito de excepciones, N; = X;. Es

claro que 7 es una base de filtro U-Cauchy y, por hipdtesis, existe z € X tal que n — x. Por

tanto, m;(n) = n; — x(i) y el espacio (X;,V;) es completo por convergencia. El resto de la

demostracion de la proposicién de prueba de forma similar. n
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Proposicién 2.85. Sea f: (X,7) — (Y,7’) una funcién perfecta. Denotemos por U a la
casi-uniformidad de Pervin (respectivamente, punto finita, localmente finita, semi-continua,
fina-transitiva, fina) de (X, 7) y denotemos como V a la casi-uniformidad correspondiente en
(Y, 7"). Entonces (X,U) es completo cuando (Y, V) lo sea.

Demostracion. Supongamos que (Y,V) es completo y sea n un filtro U-Cauchy sin puntos
de adherencia. Utilizando la proposicién 2.17 en [12], f es uniformemente continua y por la
proposicién 2.72, f(n) es un filtro V-Cauchy. Por tanto, existe p € Y tal que f(n) — p. Como
[ es perfecta, existe ¢ € f~1(p) tal que  — ¢, y esto es una contradiccién. Por tanto, (X, )
es completo.

Por el corolario 2.81, esta proposicion también se cumple para espacios completos por
convergencia siempre y cuando el espacio (X, 7) sea regular. O

Definicién 2.86. Un espacio casi-uniforme (X, U) es precompacto si para cada U € U, existe
un conjunto finito Fy € X tal que X = U(Fy).

Proposicién 2.87. a) Todo producto de espacios precompactos es precompacto.

b) Si U,V son casi-uniformidades en un conjunto X, si U es precompacta y si U O V,
entonces V es precompacta.

¢) El supremo de dos casi-uniformidades precompactas no es necesariamente precompacta.

o

) Todo conector totalmente acotado es precompacto.
e) El cuadrado de todo conector simétrico y precompacto es totalmente acotado.
f) Un subespacio de un espacio precompacto (X,U) no es necesariamente precompacto
La demostracion de los incisos ¢) y f) las daremos més adelante.
Proposicién 2.88. Sea (X,U) un espacio casi-uniforme.
a) (X,U) es precompacto si y s6lo si todo ultrafiltro en X es U-Cauchy.
b) (X,U) es totalmente acotado si y s6lo si todo ultrafiltro en X es U*-Cauchy.

Demostracion. a) Supongamos que (X,U) es precompacto y sea H un ultrafiltro en X.
Fijemos U € U y sea FF C X finito tal que X = U(F). Como H es ultrafiltro, existe un
elemento x € F tal que U(x) € H, asi que H es U-Cauchy. Reciprocamente, supongamos
que cada ultrafiltro en X es UCauchy y sea U € U. Si para cada subconjunto finito F' C X
tuviéramos X # U(F), la familia:

B={X\U(F): F C X finito}

seria una base de filtro en X y existiria un ultrafiltro H en X tal que H O B. Para alguna
r € X tendriamos U(z) € H, pero por otro lado X \ U(x) € B C H, lo cual es una
contradiccién. Por tanto, existe F' C X, finito, tal que X = U(F).
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b) Supongamos que U es totalmente acotada y sea H un ultrafiltro en X. Fijemos U € U
y sea « = {Li,Lo,...,L,} una cubierta finita de X en donde L; x L; C U para cada
i € {1,2,...,n}. Escojamos z; € L; para cada i €{1,2,...,n}. Por tanto U(z;) 2 L; y
también U~!(z;) 2 L;. Por consiguiente, X = U (UNU ) () yexiste i € {1,2,...,n} tal

=1
que (UNU Y (x;) € H, es decir H es U*- Cauchy

Reciprocamente, supongamos que cada ultrafiltro en X es U*-Cauchy, y sea U € U. Sea
V € U* simétrico tal que V2 C UNUtyseaW €U tal que WNW= CV pora), Wy
W1 son precompactos. Por tanto, W N W™= y V' son precompactos. Por la proposicién 2.87
inciso €), V? es totalmente acotado. Como V2 C UNU~! C U, U también es totalmente
acotado y la demostracion esta completa. n

Corolario 2.89. Sea (X,U) un espacio uniforme. Entonces (X,U) es precompacto si y sélo
si es totalmente acotado.

Proposicién 2.90. Sea (X,U) un espacio casi-uniforme completo el cual contiene un subes-
pacio denso y precompacto (Y, V). Entonces toda base de filtro abierta n en X tiene al menos
un punto de adherencia.

Demostracion. Claramente 7]y estd contenida en un ultrafiltro H en Y. Por la proposi-
cién 2.88 inciso a), H es V-Cauchy. Por tanto, H es también U-Cauchy. Como (X,U) es
completo, H — p para alguna p € X. Como n|y C H, tambien n — p. O

Proposicién 2.91. Sea (X,U) un espacio casi-uniforme. Entonces (X, 7/) es compacto si y
sélo si (X,U) es precompacto y completo.

Corolario 2.92. Sea (X,U) un espacio casi-uniforme completo y regular el cual tiene un
subespacio denso precompacto. Entonces (X, 7/) es compacto.

Lema 2.93. Sea G = {Agf): n € Z}, i € N una familia de espectros punto finitos. Para
cada m € N, sea G,, la familia de conjuntos no vacios de la forma:

AL D AG) -0 A — (AL

ni—1

2
U A’Sl2)_1 U U AnnL_l)

Entonces G,, es una particién numerable de X y E)ara cada Y C X Y puede ser cubierta con
una cantidad finita de elementos de la forma A(l (2) N Anm .

Demostracion. Sea v € X. Para cada i € {1,2,... ,m} existe un unico entero n; tal que

ze A —Affi)_l. Claramente A% NAZ N---NATY — (Am 1ﬂAn2 (N---NA,) m) ). Por tanto,

G, es cubierta de X. G, es particién de X, pues si ﬂ A — U Am_1 y ﬂ AS,_ - U Afj,_)_l
i=1 i=1 Ji=1 !

i=1
son elementos intersectantes y distintos de G,, y si, por ejemplo, n; < n;, entonces n, < n; — 1

y Anz A ) 1y A ! serfan intersectantes por contener a elementos intersectantes de G,,. esta

contradlccmn prueba que G,, es una particiéon de X. Falta probar que cada Y C X puede

ser cubierto por una cantidad finita de elementos de la forma ﬂ Am.: si esto no fuera cierto,
=1

existirfan enteros \; < Ay < - tales que Ym(A A(Z ") # 0 paraalgunai € {1,2,...,m},

contradiciendo la finitud local de G®. m
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Proposicién 2.94. Sea (X, 7) un espacio topoldgico y sea A la coleccién de todos los espec-
tros finitos en (X, 7). Entonces todo subespacio de (X,U4) es precompacto, en donde Uy es
la casi-uniformidad de X generada por los conectores de los espectros finitos de (X, 7).

Demostracion. Sea U € Uy y sea Y C X. Existen espectros finitos ay,as, ..., a, € A tales
que Y C By UByU---U B en donde cada By, es de la forma () Aﬁf}, en donde A,(fi) €a; (i=

=1

1,2,...,m). Por tanto existe un conjunto finito FF C Y talque Y C (| U,,)(F) CU(F). O
=1

7
Proposicién 2.95. Sea (X, 7) un espacio topologico. Entonces los siguientes enunciados son
equivalentes:
(
(

a) (X, 7) es numerablemente compacto;

b) Toda cubierta abierta numerable preservadora de interiores tiene subcubierta finita;

(
(d

)
)
¢) SC es hereditariamente precompacta;
) SC es precompacta;

)

(e) Toda funcién s.c.i tiene una cota inferior.

Demostracion. (a) = (b) y (¢) = (d) son obvias, (b) = (c) se desprende de la proposi-
cién 2.88 y de la proposicién 2.94. Probemos que (d) = (e) sea f: X — R una funcién s.c.i.
Supongamos que f(X) no tiene cotas inferiores. Por tanto, existen z,xs,... € X tales que
f(@iy1) < f(z;) — 1 para cada i € N. Como el conector Uy 5 es precompacto, para alguna
z € X, Uqy,y)(2) contiene una infinidad de x;. Pero z; € Uy 5)(2) implica que f(z)— f(z;) < 1,
es decir, f(x;) € (f(z) — 1,+00). Por tanto, la semirrecta (f(z) — 1, +00) no puede contener
una infinidad de z;. Falta demostrar que (e) = (a). Supongamos que X no es numerable-
mente compacto. Existe entonces un subconjunto numerable D = {z1,xs,...} sin puntos de
acumulacién. Definase f: X — R mediante f(x,) = —n (n € N) y f(x) = 0siz ¢ D.
Claramente f~'(a,+00) = @ sia > 0.si a < 0, f~(a,+00) es la unién de X — D y un
subconjunto finito de D. Al tener complemento cerrado, concluimos que cada f~!(a,+00) es
abierto en X. Por tanto, f es s.c.i pero no tiene cota inferior, una contradiccién. O

Observacion 2.96. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Entonces PF es precompacta si y sélo
si toda cubierta abierta punto finita tiene subcubierta finita.

Proposicién 2.97. Sea (X, 7) un espacio regular y 7). Entonces PF es precompacta si y
sélo si (X, 7) es numerablemente compacto.

Demostracion. Supongamos primero que (X, 7) no es numerablemente compacto. Existe en-
tonces un conjunto infinito numerable D = {x1,zs,...} sin puntos de acumulacién. Como
(X, 1) es regular y Ti, para cada i € N existe un abierto V; tal que z; € V;, V,;N D = {x;} y
para i # j, ViN'V; = 0. Entonces {X — D} U{V;: i € N} es una cuberta abierta punto finita
sin subcubierta finita. Por la observacion 2.96, PF no es precompacta. Supongamos ahora
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que (X, 7) es numerablemente compacto, y sea C una cubierta abierta punto finita de X. Sea
G la colecciéon de todas las subcolecciones ”superfluas” A de C, es decir, tales que C — A sigue
cubriendo a X. Aplicando el lema de Zorn, podemos hallar una subcoleccién superflua n de C
que sea maximal entre las subcolecciones superfluas de C. Por el teorema de Arens-Dugundji,
C — 7 es una subcubierta finita de C. ]

Proposicién 2.98. Sea (X, 7) un espacio 7;. Entonces los siguientes enunciados son equi-
valentes:

(a) LF es totalmente acotado;

)
(b) LF es precompacto;
(c) Toda cubierta abierta localmente finita de tiene subcubierta finita;
)

(d) Toda cubierta abierta localmente finita es finita.

Demostracion. Como (d)=-(a)=(b)=>(c) son evidentes, sélo debemos probar que (c)=-(d).
Sea C una cubierta abierta infinita y localmente finita de X. Sin pérdida de generalidad
podemos suponer que C es numerable, digamos C = {C,,: n € N}. Para cadan € N escojamos
z, € C, y pongamos G, = C,, — {x;: z; # x,}. Entonces {G,,: n € N} es una cubierta
abierta localmente finita de X la cual no tiene subcubierta finita, una contradicciéon. Por
tanto, LF = P y P es totalmente acotada. O

Observacion 2.99. En espacios T3%, la condicién (c) en la proposicién anterior es equiva-
lente a pseudocompacidad y en espacios T pseudocompacidad es equivalente a compacidad
numerable. Por tanto, en espacios T, todas las propiedades en las tres proposiciones anteriores
son equivalentes.

Proposicién 2.100. Sea F' un cerrado G en un espacio topolégico (X, 7). Tenemos entonces

SCx|F x F = SCp.
Demostracion. Sea {G,,: n € Z} un espectro abierto de F'y sea A; 2 As D -+ una sucesién
decreciente de abiertos en X tal que F' = (| A,. Sean H; O Hy D --- abiertos en X tales

que G_, = H,NF ysean Sy C S; C - -~ a%ielrtos en X tales que G,, = S, N F. Paran > 0,
definase K,, = S, U(X — F) y paran >0, K_, = H,N A, N Sy. Es claro que {K,,: n € Z}
es un espectro abierto en X y K, N F' = G,, para cada n € Z. Por tanto, SCr C SCx|F x F.
La inclusién contraria SCx|F x F C SCr es obvia. O

Proposicién 2.101. Sea (X, 7) un espacio de Hausdorff. Entonces los siguientes enunciados
son equivalentes:

(a) SC es totalmente acotada;
(b) PF es totalmente acotada;

(¢) X es un conjunto finito.
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Demostracion. (a)=-(b). Por la proposicién (2.95), (b)<(c), concluimos que SC = PF.
(b)=(c) usando ahora la equivalencia (a)<(b) en (2.95), concluimos que PF = P. Su-
pongamos que el conjunto X es infinito. Entonces existe una coleccion infinita numerable
C la cual consta de abiertos mutuamente ajenos. Entonces C U {X} es una cubierta punto
finita de X sin subcubierta finita, una contradiccion. Deducimos entonces que el conjunto X
es finito. La implicacién (c)=-(a) es obvia. O

Proposicién 2.102. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Si toda cubierta abierta de X bien
ordenada por la inclusién tiene subcubierta finita, entonces (X, 7) es compacto.

Corolario 2.103. Sea X un espacio infinito, 75 y numerablemente compacto. Entonces SCx
es hereditariamente precompacta pero no totalmente acotada.

Demostracion. Sea C una cubierta abierta de X y sea m = min{|C’|: C’ es una subcubierta de C}.
Supongamos que m es infinito y sea C’ = {G,: @ < m} una subcubierta de C de cardinalidad
m. Para cada o < m, sea

H,=|JGs

Entonces {H,: o < m} es una cubierta bien ordenada por inclusién de X. Por hipétesis,
existe ap < m tal que H,, = X. Pero esto contradice la definicién de m. ]

Teorema 2.104. Sea (X, 7) un espacio topolégico. Los siguientes enunciados son equivalen-
tes:

(a) Toda casi-uniformidad compatible es completa;
(b) Existe una casi-uniformidad compatible la cual es completa y precompacta;

(¢) Toda casi-uniformidad compatible es completa y precompacta;

)
)
)
(d) Toda casi-uniformidad compatible es precompacta;
e) FT es precompacta;

)

(

(
Demostracion. Son evidentes (f)=(a)=(b)=(f)=(c)=-(d)=(e). Basta probar entonces que
(e)=(f). Sea U una cubierta preservadora de interiores de X si X U = {U;: i < m}, m
cardinal infinito, si i« < m y ({U;: j < i} # 0, el conjunto V; = intN{U;: j < i} es un
abierto no vacio y {V;: i < m} es una cubierta abierta de X bien ordenada por inclusién.
Como FT es precompacta, existe i < m tal que V; = X. Por la proposicién (2.88), (X, 7) es
compacto. O

f) (X, 1) es compacto.

Ejemplo 2.105. Existe un espacio topolégico T} (X, 7) en el que ninguna casi-uniformidad
compatible es completa por convergencia.
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Demostracion. Para cada entero no negativo n, sea X,, = Rx{n}ysea X = |J X,, = RxN.
n=0
Defl'nase g: Nx X — P(X) como sigue: Para cada x € R, m € Ny p = (z,0), sea g(m,p) =

(910 U (X~ {(00})y pasap = (5.1) € RxNy m € N seaglim.p) = (6= %0+ 1) x ).
Sea T la topologia de X para la cual {g(n,p): n € N,p € X} es una base.

Sea F = {F C X: existe n € N tal que UXZ-QF}

1=n

y sea U la casi-uniformidad fina de X. Probemos que F es U-Cauchy pero no es convergente.
Supongamos por el contrario, que F no es U-Cauchy. Existe entonces U € U tal que U(p) ¢ F
para cada p € X. Sea V € U tal que V? C U. Entonces para cada x € R,

{neN: (z,n) ¢ V((2,0))}
es infinito. Para cada n € N, sea:
A, ={z eR: U((z,0) N X, } =V ((z,0)) N X,, = X,, — {(z,n)}.
Existe n € N tal que A,, es no numerable y, por tanto, existe z € R tal que para cada € > 0,
(z—¢g,z4+¢e)N (A, —{z}) #0.

Sea A = A, — {z}. Entonces (z,n) € () V((z,0)) y X, NV ((z,n)) C X, N () V3((,0)) C
€A €A
(R—A) x {n}, una contradiccién. Por tanto, F es un U-filtro de Cauchy no convergente. [

2.3. Técnicas de completacién en espacios casi-uniformes

Sea (X,U) un espacio casi-uniforme y sea Z la familia de filtros ¢-Cauchy sin adherencia.
Sea X = XUZ. Sea ® = {9: Z - P(X): g(n) e nparacadan € Z}. DadasU e U y g € P,
sea S(U,9) =UUAX)U{(n,2) € Zx X:z€U(g(n)} .

Probemos que U,V € U, V2 C U y g € ® implican que S(V,g)? C S(U,g). En efecto,
supongamos que (1, z), (z,y) € S(V, g) con (z,y) € V Debemos probar que (n,y) € S(U,g).
La hipétesis (n,z) € S(V, g) implica que z € V(g(n)). Si N = g(n), tenemos N € n y para
alguna z € N, x € V(2). Por tanto, (z,z), (z,y) pertenecen ambos a V' y (z,y) € V2 C U. De
donde, y € U(z) CU(N) =U(g(n)) v (n,y) € S(U,g). Observemos ahora que si Uy, Us € U
y 91,92 € ®, se tiene S(Uy, g1) N S(Us, g2) 2 S(Uy N Us,gs), en donde g3(n) = g1(n) N ga(n)
para cada 1 € Z. Hemos probado entonces que la familia {S(U,g): U € U, g € P} es base
de una casi-uniformidad #/ en X. Es claro ademds que (X Z/I) contiene a (X,U) como un
subespacio denso.
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Lema 2.106. Sea (X,U) un espacio casi-uniforme 77. Entonces ()?, Z/A{) es T} siy sélo si para
cada n € Z, n no tiene adherencia en (X, 7;-1).

Demostracion. Supongamos que ()A(,LA{) es un espacio Ty y sean n € Z y p € X. Entonces

existen U € U y g € ® tales que p ¢ S(U,g)(n). Sea N = g(n). Por tanto, p ¢ U(N) y

U=1(p)NN = (). Reciprocamente, supongamos que ningtin € Z tiene adherencia en (X, 7,-1)

y sea p € X. Si p € X, tenemos ({S(U,g)(p): U €U, g € Y =({U(p): U €U} = {p}.
Sip=mn € Z, entonces:

(YSW.g9)m): Uet,ged}={n}U{zeX:zeU(gn))VU €U, ge d}

Este dltimo conjunto es vacio, pues si x € X fuera tal que = € U(g(n)) para cada U € U y
g € ® ysi N € n es arbitrario, existe g € ® tal que g(n) = N vy, por tanto, x € U(N) para
cada U € U, es decir, U~ (x) N N # () para cada U € U, una contradiccion. O

Lema 2.107. Sea (X,U) un espacio casi-uniforme y sea p un ultrafiltro Cauchy no conver-
gente en (X,U). Entonces X € py p]|X es un ultrafiltro Cauchy no convergente en (X,U).

Demostracion. Sean Uy € U 'y ¢ € ®. Como g es Z;—Cauchy, existe p; € X tal que
S(U1,91)(p1) € p. Como p no se adhiere a py, existen Uy € U, go € & y M € pu tales que
S(Usz, g2)(p1) N M = . Por tanto, L = S(Uy, g1)(p1) — S(Uz, 92)(p1) € p. Ademds, L C X,
pues si n € Z N L, necesariamente n = p; y n = p; € S(Us, g2)(p1), una contradiccion.
Tenemos entonces que X € py u|X C u. Esto implica que p|X no es convergente. Es fécil
probar que p|X es un ultrafiltro en X, pues si L C X y L ¢ p|X, tenemos X-Le¢ LY, por
tanto, (X —L)NX =X — L € p|X.

Para probar que p|X es U-Cauchy, tomemos U € U y sea V € U tal que V? C U. Sea
g € ®, tal que para cada n € Z, existe z,, € X tal que g(n) = V(z,) € n. Como p es
U-Cauchy, existe p € X tal que S(V,g)(p) € u.Sipe X, S(V,g)(p) =V(p) € u|X;Sipe Z,
entonces S(V,¢g)(p) = {p} U V(g(p)). Tomando = € X tal que V(z) € py g(p) = V(x),
concluimos que U(z) € plX. O

Teorema 2.108. Sea (X,U) un espacio casi-uniforme 77. Entonces los siguientes enunciados
son equivalentes:

(a) (X,U) tiene una completacion 7.
(b) Para cada filtro -Cauchy n, Adh, _, n C Adh,, 7.
(c) Para cada filtro Y-filtro 7, si Adh, _, 1 # (), también Adh,, n # 0.

Demostracion. (a)=-(b). Supongamos que v: (X,U) — (Y,V) es un encaje unimoérfico de
(X,U) en un espacio casi-uniforme, completo y 77 (Y,V). Sea n un filtro U-Cauchy y sea
z € Adh; , n. Entonces 7 estd contenido en un ultrafiltro u el cual converge a x en 7-1.
Claramente v(u) es base de un ultrafiltro V-Cauchy el cual converge a v(z) en 1-1. Como
(Y, V) es completo, v(u) converge en 7, a un punto y. Por la proposicién (2.37), tenemos
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y =z ) Ademéds v™'v(u) es una base de filtro en X contenida en i que converge a x en
(X, 7). Por tanto, x € Adh,, .

(b)=(c) obvio.

(c)=(a). Suponemos ahora que para cada filtro «-Cauchy 7, se tiene Adh,, n # () siempre

que Adh, -1 7l - (). Probaremos que (X,U) es una completacién Ty de (X,U). Por el lema

(2.107), (X, Z/{) es un espacio 7j. Sabemos también que (X,U) es un subespacio denso y
abierto de (X L{) Para probar que (X Z/{) es completo, supongamos, por el contrario que
existe un ultrafiltro U- Cauchy p el cual es no convergente. Por el lema (2.107), u|X es un
ultrafiltro U-Cauchy no convergente. Por tanto, u|X € Z. Pero u|X es un T(Z;{\) punto de
adherencia de p, una contradiccion. O]

Corolario 2.109. Sea (X, 7) un espacio topoldgico 17 y sean U,V casi-uniformidades en X
compatibles con 7. Sid C V y (X,U) tiene una completacién 77, lo mismo vale para (X, V).

Corolario 2.110. Todo espacio casi-uniforme punto simétrico y 77, tiene una completacién
T;.

Demostracion. Sea (X,U) un espacio casi-uniforme, punto simétrico y Tj. Segun (2.106),
Ty € 14-1. Por tanto, se cumple la condicién (c) del teorema. O]

Proposicién 2.111. Sea (X, 7) un espacio topoldgico tal que cada casi-uniformidad compa-
tible con 7 tiene completacion. Entonces (X, 7) es compacto.

Demostracion. Supongamos que existe un filtro F en X sin puntos de adherencia. Sea B =
{Be€r: BNF ={ para alguna F € F} U{X}. Es ficil probar que B es una base cerrada
bajo uniones e intesecciones finitas en X. La casi-uniformidad U asociada a B estd generada
por todos los conectores de la forma Ug = B x BU[(X — B) x X] en donde B € B. Por
tanto, si B € B, siempre existe un punto xp tal que Ug(zp) = X. Esto prueba que F es un
Up-filtro de Cauchy. Para demostrar que (X,Up) no tiene completacién T;, bastard probar,
usando el teorema anterior, que Adh, , F # (). De hecho probaremos que Adh, , F=X.
Seanx € X, UelUyF € F. SeaV €U tal que V? C U. Existe entonces un espectro finito:

WS BICB G CB 1 CX,
en donde cada B; € B, 1 =1,...,n — 1y tal que:
Bl><B1U(BQ—Bl)XBQU"'U(Bn_l—Bn_Q)XBn_1U(X—Bn_1)XXgV

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que B,,_; € X — F~. Por tanto, para cada 2’ €
X —B,,_1, se tiene V(z') = X. Tomando 2/ € F~, tenemos (/,x) € V. y V-1 (z)NF~ # (). Por
tanto, U~'(z) 2 V' (V" (z)) y V7 '(z) Cint, _, U~'(z). Esto implica que U~'(z) N F # ()
y, por tanto, z € Adh, , F. n




Capitulo 3
Bases anulares, espacios unibasicos y
espacios casi-proximos

3.1. Bases anulares y casi-uniformidades transitivas

El resultado principal de esta seccién establece una biyeccion entre el conjunto de todas
las bases anulares de un espacio topoldgico (X, 7) y el conjunto de todas las casi-proximidades
transitivas en X que inducen 7. Los resultados sobre bases anulares y espacios unibasicos, se
encuentran en [17].

Definicién 3.1. Una base B de un espacio topoldgico (X, 7) es anular si satisface las si-
guientes condiciones:

) DeBy X e B;
ii) By, By € B implica que BiN By € By B U By € B.

Como un ejemplo de base anular tenemos, las uniones finitas de intervalos con extremos
en un denso numerable.

Definicién 3.2. 1. Un abierto V en (X, 7) es siempre bdsico (s.b.) si V pertenece a toda
base anular de X.

2. Un espacio topoldgico (X, 7) es unibdsico si T es la tinica base anular de X.

3. (X,7) es minimamente bdsico si X tiene una base anular By contenida en todas las
bases anulares B de X.

Observacion 3.3. 1. Todos los elementos de una base anular minima By de X son s.b.
y todos los espacios unibdasicos son minimamente bésicos.

2. Todo subconjunto compacto y abierto de un espacio topolégico X es s.b.. Por lo tanto,
todo espacio hereditariamente compacto es unibasico.

Notacién 3.4. Si G es una familia de subconjuntos de X, definimos: C(G) = {H: X\H € G}.

43
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Definicién 3.5. Sea B una base anular de un espacio topolégico (X, 7).

a) B es disyuntiva (o una base de Wallman) si siempre que x € B € B, existe un elemento
H, € C(B) tal que z € H, C B.

b) B es reqular si siempre que x € B € B, existen un elemento D € B y un elemento
H e C(B) talesquex € DC H C B.

¢) B es normal si para todo par H, K de elementos disjuntos de C(B), existe un par B, D
de elementos disjuntos de B tales que H C By K C D.

Claramente, toda base anular regular es disyuntiva y toda base anular normal y disyuntiva
es regular.
Un resultado bien conocido sobre bases de Wallman normales es el siguiente:

Teorema 3.6. (Ver [11]). Un espacio topoldgico (X, 7) es completamente regular si y sélo si
7 admite una base de Wallman normal.

Ejemplos 3.7. Ahora daremos algunos ejemplos de bases de Wallman normales:

1. Si (X, 7) es un espacio completamente regular, B = {U C X : U es un cocero en X }.

[\

Si (X
i (X

)
,7) es localmente compactoy To, B={V € 7: V- 6 X — V es compacto}.
i )

w
wn

- Si(
- Si(
. Si (X, 7) es periféricamente compacto, B={V € 7: FrV compacto}.

4. Si (X, 7) es cero dimensional, B={V € 7: FrV = (}.

Definicién 3.8. Un espacio topolégico (X, 7) es Ry si siempre que » € V € 7 existe un
conjunto cerrado H, tal que z € H, C V' y (X, 7) es R si siempre que x,y € X y {z} # {y},
existen abiertos disjuntos V, W tales que x € V y y € W.

Observacion 3.9. Un espacio topologico (X, 7) es Ry si y sélo si 7 es una base de Wallman
de (X, 7). También (X, 7) es regular si y s6lo si admite una base de Wallman regular. También
es claro que todo espacio Ry es Rg y que todo espacio regular o Hausdorff es R;.

Definicién 3.10. Un subconjunto S de X es un semi-bloque de un conector E de X si
S x S C FE. Un semi-bloque S de un conector E es un bloque de E si S no esta propiamente
contenido en ningun otro semi-bloque de F.

Usando el Lema de Zorn es facil probar que todo semi-bloque S de E esta contenido en
un bloque de E. También es facil probar que la coleccién de bloques de un conector E de
X constituye una cubierta de X que se llama la cubierta de bloque de X. Un conector E es
totalmente acotado si X lo podemos cubrir con un niimero finito de semi-bloques de F.

Definicién 3.11. Una relacién 6 en P(X) es una casi-prozimidad de X si satisface las
siguientes condiciones:
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a) (X, 0)¢dy (0,X) ¢ 0;

b) (C,AUB) €dsiysélosi (C,A)€do (C,B)€d;

¢) (AUB,C)edsiysdlosi (4,C)edo (B,C) e d;

d) ({z},{x}) € ¢ para cada x € X

e) Si (A, B) ¢ 9, existe C C X tal que (A,C) ¢dy (X \C,B) ¢6.

Una casi-proximidad § en X es prozimidad si § = 61, esto es (A, B) € ¢ si y sélo si
(B,A) €90.

Al para (X, 9), se le dice espacio casi-préozimo o espacio de casi-prozimidad(ver [11], [15]

y [40]).
Por brevedad, escribiremos AJB en lugar de (A, B) € § y A6B en lugar de (A, B) & 6.

Teorema 3.12. (ver [11],1.27) Si (X, 0) es un espacio de casi-proximidad. Para cada A C X,
definimos A = {z € X: {z}dA}. Entonces la asignacion A — A es un operador clausura de
Kuratowski sobre X.

Definicién 3.13. Una casi-proximidad § en un conjunto X es punto-simétrica si Ad{x}
implica {x}0A. Equivalentemente, § es punto-simétrica si 75 C 75-1.

Definicién 3.14. Una casi-proximidad 0 en un conjunto X es localmente-simétrica si A0G
para toda G 7-vecindad de x implica que {x}JA.

Observacion 3.15. Toda proximidad en X es localmente-simétrica y toda casi-proximidad
localmente-simétrica es punto-simétrica.

Definicién 3.16. 1. Sea ¢ una casi-proximidad en un conjunto X. Dos conjuntos A, B C
X se dicen d-remotos si existen conjuntos disjuntos H, K’ C X talesque A C H, B C K,
(X\H)0H y (X \ K)0K.

2. Una casi-proximidad d en un conjunto X es de tipo Wallman si para todo par A, B de
conjuntos d-remotos, existe una vecindad G de A tal que A6(X \ G) y BoG.

Tenemos una lista de algunos teoremas sobre casi-uniformidades y casi- proximidades que
seran necesarios en esta seccion.

Teorema 3.17. Sea U una casi-uniformidad en X y sea d la relacion en P(X) definida por:
AdyB & VU eU,(Ax B)NU # 0.

Entonces d, es una casi-proximidad de X y 7(U) = 7(&y). Ademas,
A <<, B < existe U € U tal que U(A) C B.
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Demostracion. Es claro que X0 y 00y, X. Si Cy(AU B) tenemos [C x (AU B)|NU # ()
para toda U € U. Si CoyA y CoyB, existirfan Uy, U, € U tales que (C x A)NU, = ()
y (C x ByNnUy = 0. Por tanto, Uy NU; € Uy [C x (AUB)NU, NU; = 0 * Por
otro lado, CéoyAy A C D C X implica que CoyD. De donde, CdyA o CoyB implica que
C6(AU B). La propiedad {z}d{z} para cada = € X es obvia, pues cada U € U es conector.
Finalmente, supongamos que AdB. Por tanto, existe U € U tal que (A x B) N U = (). Sea
V e U tal que V2 C U y sea C = V71B). Si AfC, tendriamos (A x V-1(B)) NV # 0.
Por tanto, existirian a € A,b € B,c € X tales que (a,c) € V,(b,c) € VL. De donde,
(a,c),(c,b) € Vy (a,b) € V2 C Uy (a,b) € (Ax B)NU lo cual es una contradiccién.
De donde, A&,V ~'(B). Si (X \ V~Y(B))dyB, tendriamos [(X \ V~'(B)) x B|NV # . Por
tanto, existirian @ € X \ V"}(B) y b € B tales que (a,b) € V. De donde, (b,a) € V' y
a € V7Y B) (una contradiccién). De donde, (X \ V~1(B)) fyB. Ahora, para cada A C X,
ClrgpA = {z: {z}oyA} = {z: U(x) N A # 0 VU € U} = Cly@yA. Si A <<y, B, tenemos
Ay (X \ B). Por tanto, existe U € U tal que [A x (X \ B)]NU =0y U(A) C B. O

Definicién 3.18. Si (X,U) es un espacio casi-uniforme, la casi-prozimidad inducida por
U es dy. Una casi-uniformidad U es compatible con una casi-proximidad ¢ si dyy = d. Si 0
es una casi-proximidad en X, entonces m(d) denota la clase de todas las casi-uniformidades
compatibles con d. Dos casi-uniformidades que pertenecen a la misma clase de casi-proximidad
reciben el nombre de ¢p-equivalentes.

Proposicion 3.19. Sean U,V casi-uniformidades en un conjunto X. Si & C V), entonces
T(U) S T(V) y by € du-

Demostracién. Supongamos que Ady B. Por tanto, para toda V' € V), se tiene (Ax B)NV # ().
Como U C V, se tiene también (A x B) NU # () para toda U € U y Aoy B. ]

Proposiciéon 3.20. Sea § una casi-proximidad en un conjunto X y sea £ C X. Entonces
dp =0N(P(F) x P(F)) es una casi-proximidad en E y 7(0g) = 7(9)|E. Ademés U|(E x E)
induce a dg

Ejemplo 3.21. Sea (X,0) un espacio seudo-métrico. Dados A, B C X, definamos AéB <
A#0,B#0ydA B)=inf{d(a,b): a € A,b € B} = 0. Entonces ¢ es una proximidad en
Xy Ts="14.

Demostracion. Probemos unicamente la condicién d) de la definicién (3.11). Sean A, B C X
tales que ASB. Si A = (), pongamos C' = X. Por tanto, A5C' y (X \ C)dB. Si A # () # B,
tenemos d(A, B) = 2¢ > 0. Pongamos C = V4(B). Por tanto, d(A,C) > ¢y d(X\C, B) > ¢.
De donde, A0C' y (X \ C)0B. Para cada A C X, tenemos:

ClT(g)A = {m: d(SL’,A) = O} = CleA.
O]

Teorema 3.22. Sea (X,0) un espacio de casi-proximidad. Entonces existe una unica casi-
uniformidad totalmente acotada compatible con ¢ y ésta es la més chica casi-uniformidad
compatible con 9.
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Demostracion. Si A, B C X, definamos T(A,B) = X x X \Ax B=[(X\A4) x X]U[X x
(X \ B)]. Obsérvese que si AN B = (), entonces T(A, B) es conector de X. Sea:

S={T(A, B): ASB}.

Probaremos que S es sub-base para una casi-uniformidad totalmente acotada Us compatible
con 0 que Us C U para cada casi-uniformidad U compatible con 6 y que Us es el tnico
miembro totalmente acotado de 7(4).

i)

ii)

iii)

Toda interseccién finita de miembros de S es no vacia. En efecto, supongamos A;6B;
para cadai € {1,2,...,n}. Entonces cada T'(A4;, B;) contiene a A(X) y lo mismo sucede
n

para () T(4;, B;).

=1

Cada T'(A, B) € S contiene el cuadrado de la interseccién de dos miembros de S. En
efecto, si AdB, existe C' C X tal que AJC' y (X \ C)dB. Probaremos que:

[T(A,C)NT(X\C,B)?CT(A B).

Tomemos (z,y) € [T(A,C)NT(X\C, B)]?. Existe entonces z € X tal que (z, 2), (2,y) €
T(A,C)NT(X \ C,B). Debemos probar que (z,y) € T(A, B), es decir, que z ¢ A o
y ¢ B. Si, por el contrario, z € Ay y € B, entonces (z, z) € T(A, C) implica que z ¢ C
y (z,y) € T(X \ C, B) implica que z € C, una contradiccién.

Cada T(A, B) € S es totalmente acotado. En efecto:
X =X\AUKX\B), (X\A4) x(X\A)U(X\B)x(X\B)CT(A,B). Por

tanto, las intersecciones finitas de elementos de § constituyen una base para una casi-
uniformidad totalmente acotada Us. Probemos que Us es compatible con §. En efecto,
sea « la casi-proximidad inducida por Us. Tenemos entonces:

AaB < YU elUs, (Ax B)NU # 0.

Si AdB, tenemos (A x B)NT(A,B) = y AaB. Supongamos ahora que AaB. Existen
entonces, Fy, Es, ..., E,, F1,F5, ..., F, C X tales que E;0F; paratodai=1,2,...,ny
(Ax B)N mT(Ei,Fi) = (), es decir :

i=1
(Ax B)n[ (X x X\ (E; x F;)) = 0.
i=1
Por tanto, A x B C |JI_,(E; x F;). Si n = 1, deducimos inmediatamente que AdB.
Procediendo por induccion, supongamos que:

n—1

GxHC| J(E; x F;)
1

%
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implica que GOH. Como A x B\ (E, x F,) = [(A\ E,) x BJU[A x (B\ F,)], deducimos,
por la hipétesis inductiva:

(A\ E,)0B y AS(B\F,).

Como: Ax B=[(A\ E,) x (B\ F,)JU[(A\ E,) x (BN FE,)]

U[(ANE,) x (B\ F,)]U[(ANE,) x (BN F,)] y como cada una de las cuatro parejas
en los paréntesis rectangulares satisfacen la relacién 9, deducimos que AdB. Hemos
probado entonces que AaB <= AJB, es decir a = §. De donde, Us € 7(9).
Probemos que Us C U para cadald € 7(8): Si ASB, existe U € U tal que (Ax B)NU = .
Por tanto, U C T(A,B) y Us CU.

Finalmente probemos que Uy es la tnica casi-uniformidad totalmente acotada compa-
tible con 9:

Sea U una casi-uniformidad totalmente acotada compatible con §. Debemos probar que
U = Uy. Bastara probar entonces que U C Us. Sea U € U y escojamos W € U tal que
W? C U. Como U es totalmente acotada, existe una cubierta finita {A;: 1 <i < n} de
X tal que A; x A; CW para cada 1 <i<n. Como A; x (X \W(A;))NW =0 (pues
(r,y) € Ay x (X\W(4))=xe A, Aix{y} CX x X\ W = (x,y) ¢ W), tenemos
A;i0(X \ W(4;)). Sea:

V= (T(AL X\ W(A)).
i=1
Por tanto, V € Us y V C U} (A; x W(4;)) € W? C U (pues cada A; x A; C W).
Desglosando: (z,y) € V € A; = y € W(A;). De ahi la inclusién V' C J;'_ (A; x W (4;)).
Concluimos entonces que U € Us y que U = Us.

]

Corolario 3.23. Sea (X, ) un espacio de proximidad. La coleccién de todos los conjuntos
de la forma T(A, B), con ASB es una sub-base para una uniformidad totalmente acotada Us,
la cual es compatible con §. Ademads, Us es la méas pequena casi-uniformidad en 7(4) y es el
tnico miembro totalmente acotado de m(d).

Corolario 3.24. 5i d y p son casi-proximidades de X tales que d C p, entonces U, C Us.

Demostracion. § C p = (ASB = ApB). Por tanto, ApB = AJB y todo basico T(A, B) € U,
pertenece también a Us y U, C U;. n

Corolario 3.25. Sea (X, ) un espacio de casi-proximidad. Una base para Us es la coleccién
N de todos los conjuntos de la forma | J{A; x B;: 1 <i < n}, en donde {A;: 1 <i < n}es
una cubierta finita de X y A; << B; para cada i € {1,2,...,n}.

Demostracion. Sea V = J{A; x B;: 1 <i <n} un elemento de V. Sea U = (L, T(A;, X \
B;). Como A; << B; implica que A;0(X \ B;), deducimos que U € Us y U(A;) C B;. O
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Definicién 3.26. Si U es una casi-uniformidad en X, entonces U,, denota al iinico miembro
totalmente acotado de m(dy).

Proposicion 3.27. U, es la maxima casi-uniformidad totalmente acotada en X contenida
enU.

Demostracion. Sea V una casi-uniformidad totalmente acotada contenida en U. Por tanto,
por el corolario (3.24), Us, =V C U, = Uy, O

Observacion 3.28. La familia de todas las casi-proximidades en un conjunto X puede ser
parcialmente ordenada como sigue: § < p si y solo si p C §. Por tanto, cada conjunto X
tiene una mdrima y una minima casi-proximidad. La méaxima (o discreta) estd dada por
A0B < AN B # () y la minima (o indiscreta) estd dada por A0B < A # () # B.

Proposicién 3.29. Sea {0;: i € I} una familia no vacia de casi-proximidades en un conjunto
X y definase dy como sigue: AdyB siy sélo si para cada cubierta finita A de A y cada cubierta
finita B de B, existen A’ € Ay B’ € B tales que A’d; B’ para cada i € I. Entonces §y es una
casi-proximidad en X y es el supremo de la familia {d;: i € I} con el orden parcial definido
en 3.28.

Demostracion. Claramente 0y C §; para cada i € [ y AN B # () implica que AdyB. También
es claro que X0l y 060 X. Supongamos ahora que Ady(B U C) y supongamos también que
AdyC. Existen entonces una cubierta finita {A4;, As,..., A} de A y una cubierta finita
{C1,Cs,...,C,} de C tales que para cada pareja (A, u) € {1,...,m} x {1,...,n}, existe
i(A\, p) € I tal que Aydi(x)Cyi- Probemos que AdyB. Sean {A}, A, ..., AL}y {B1, By, ..., B}
cubiertas finitas de A y B, respectivamente. Como Ady(BUC'), existe algin alemento AN A},
de la cubierta de A formada por todas las posibles intersecciones A; N A’ y algin elemento
D de la cubierta { By, By, ..., B;,C1,Cy,...,C,} de BUC tales que (AyN A),)d;D para cada
i € I. No podemos tener D = C), para alguna p € {1,...,n} pues de lo contrario tendriamos
Ay6;C,, para cada ¢ € I, una contradiccién. Por tanto, D = B; para alguna j € {1,...,t}
y A),6;B; para toda i € I, es decir, AdyB. Probaremos ahora que AéyB y B C C implica
que AdyC'. En efecto, sean {Aq, As,..., Ay}, {C1,Cs, ..., C,} cubiertas finitas de A y C,
respectivamente. Como {B N Cy, BN Cy, ..., BN C,} es una cubierta finita de B y como
AbdgB, existen A € {1,2,...,m} y p € {1,2,...,n} tales que Ax0,(B N C,) para toda ¢ € I.
Por tanto, A,6;C, para toda i € I y AdyC. La propiedad {z}dp{z} para cada z € X es
trivial. Supongamos ahora que AdyB. Debemos encontrar un conjunto C tal que AdyC' y
(X \ C)6oB. Como AdyB existen cubiertas finitas {A;, Ay, ..., A} de Ay {By, By, ..., B,}
de B tales que para cada pareja (A, u) € {1,2,...,m} x {1,2,...,n}, existe i(\, u) € I tal
que AA&()W)BM. Por tanto, para cada pareja (A, p) en {1,2,... ,m} x {1,2,...,n} existe un
conjunto C) , tal que AAgi(,\,u)C’,w y (X\ Cx\,u)gi(&u)Bw Definamos:

C,\:CA71UC)\72U"'UO>\7m, )\6{1,2,...,m}
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Demostraremos que AdyC' y (X \ O)dpB. Si tuviéramos AdyC, existiria A\ € {1,2,...,m}
tal que A56;C para toda i € I. En particular, Ad;»,)C para cada p € {1,2,...,n}. Como
C C C,, también Axd;x,)Cx para cada p € {1,2,...,n}. Por la definicién de C), existe
pe{1,2,...,n} tal que Axd;(x,)Chu, una contradiccién. Si tuviéramos (X\C’)éoB existiria
pe{1,2,...,n} tal que (X \ C)4;B, para toda i € I. Como X \ C = U (X \ C)), existiria

Ae{l,2,...,m} tal que (X \ C\)d;B, para toda i € I. Pero X \ C) C X \ C, . Por tanto,
tendrlamos (X \ Cx11)0i(x ) By, una contradiccion. Falta probar que si 0 C d; para cada i € 1,

entonces d C dy. Sean A B tales que AdB ysean {Ay, Ay, ..., A}, {B1, Ba, ..., B,} cubiertas
finitas de A 'y B, respectivamente. Existen entonces A € {1, 2, o,mlypE {1, 2,...,n} tales
que A\0B,,. Por tanto, A\0,B,, para cada i € I, es decir, AdyB. n

Corolario 3.30. Sea ¢ una casi-proximidad en X y sea 0* = sup{d,d'}. Entonces AJ*B si
y sblo si para cada cubierta finita {Aq, ..., A,,} de A y cada cubierta finita { By, ..., B,} de
Bexisteni € {1,...,m} y j€{l,...,n} tales que A;0B; y Bj0A,.

Ejemplo 3.31. Definamos la casi-uniformidad @) de R que tiene como base a {Q.: ¢ > 0},
en donde Q. = {(x,y): v —y < ¢}. Entonces dg- # (dg)*-

Demostracion. Claramente QQ* es la uniformidad usual de R. Por tanto, Adg+«B si y sélo si
d(A, B) = 0. Si A son los enteros positivos pares y B los enteros positivos impares, tenemos
d(A,B) = 1y, por tanto, Adg-B. Sin embargo, A(dg)*B pues si {A;, As,..., A} es una
cubierta finita de Ay {By, B ..., B,} es una cubierta finita de B y escogemos A;, B; ambos
finitos, entonces A;69B; y B;dqA;. O

Proposicién 3.32. Sea X un conjunto, sea {U;: i € I} una coleccién de casi-uniformidades
totalmente acotadas, sea 0y = sup{dy,: ¢ € I} y seald = sup{U;: i € I}. Entonces &y = dy.

Demostracion. Para cada ¢ € I, tenemos U; C U y &y C &y,. Por tanto, dyy C . Notemos
ahora que si Ady, B entonces AdyB (pues &y C Oy, para cada i € I) y si T(A,B) € U;
también T'(A, B) € Us, (pues &g = dy;, C dy; lo que implica que U; C Us,). Por tanto,
U =sup{l;: i € I} CUs,, lo que implica que dy C dy. O

Corolario 3.33. Si {6;: ¢ € I} es una familia de casi-proximidades en un conjunto X,
entonces sup{d;: ¢ € I} induce sup{7(d;): i € I}.

Demostracion. Seald; = Us,. Por la proposicion (3.32), tenemos que dg = sup{d;: i € 1} = dy,
en donde U = sup{l;: i € I1}. Por tanto:

7(00) = 7(0y) = T7(U) = sup{7(U;): i € I} = sup{m,: i € I}.
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Lema 3.34. Sea (X, ) un espacio de casi-proximidad y sea V' C X x X tal que para cada
C C X, C<<V(C). Entonces C' << (UNV)(C) para cada C C X y cada U € U;.

Demostracion. Sea C C X y sea U € Us. Por el teorema (3.22), podemos suponer que
U = N, T(A;,B;), en donde, para cada i € {1,2,...,n} se tiene A;0B;. Verifiquemos
primero que C << (U N V)(C) para el caso n = 1, es decir, cuando U = T(A,B) =
[(X\A)x X]U[AX (X \ B)]. En este caso, (UNV)(C)=(UNV)(CNA)UUNV)(C\A) =
[VNAXx (X\B)(CNAJUVN(X\A)xX)(C\A)]=[(X\B)NV(CNAJUV(C\A).
Por hipétesis, CNA << V(CNA)y C\A << V(C\A)ycomo AJB, también (CNA)IB y
CNA << X\ B. Por tanto, C << (UNV)(C). El resultado se sigue entonces por induccién
sobre n: si W = (1! T(A;, Bi), tenemos C << (W N V)(C). Por el caso n = 1,

C << (T(A,, B, NV)(C).
Por tanto, C' << (W NT(A,, B,) NV)(C)=(UNV)(C). O

Proposiciéon 3.35. Sean U, V casi-uniformidades en un conjunto X. Si U es totalmente
acotada, entonces 9y = 0y V Oy

Demostracion. Como U C W implica que dyy C dy, tenemos vy C 0y V 0y. Denotemos
por << y <<’ las inclusiones fuertes determinadas por &y V dy y vy, respectivamente.
Demostraremos que &y V 0y C dyvy estableciendo que A <<’ B implica A << B. (Esto es
equivalente a probar que el complemento de d;y esta contenido en el complemento de 0V dy).
Supongamos entonces que A <<’ B. Existe entonces T' € U V'V tal que (Ax (X \B))NT = 0.
Por tanto, T(A) C B. Como T' € U V V, existen U € U y V € V tales que UNV C T.
Por tanto, (U NV)(A) C B. Para cada subconjunto C' C X, se tiene C' <<;, V(C), pues
Cx (X\V(C)NV =0. Como &y V oy C &y, tenemos U = Us,, C Us,,vs,- Por el lema (3.34),
tenemos A << (UNV)(A) C B. O

Corolario 3.36. Sea X un conjunto y sea {U;: i € I} una coleccién de casi-uniformidades
en X y supongamos que para a lo mas una ¢ € I, U; no es totalmente acotada. Entonces la
casi-proximidad inducida por el sup{lf;: i € I} es el supremo de {0y, : i € I}.

Corolario 3.37. Sean U, V casi-uniformidades en un conjunto X. Entonces U, VY yUV V.,
son gp-equivalentes.

Corolario 3.38. Si U es una casi-uniformidad totalmente acotada, entonces:
5“* == 61/{\/1/{71 — 5],[ \/ (51/{71 — (6(/{)*

Proposicién 3.39. Sealf una casi-uniformidad en el conjunto X, y sea d una casi-proximidad
en X. Entonces:

(a) (du)™" =0y ;
(b) Us,)™" =Us, .;
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(c) Us)™t =Us-;
(d) (Us)" = Us-.

Demostracion.  a) (A, B) € (6y) ' siysélosi (B x A)NU # () para toda U € U si y sélo
si (Ax B)NU! # () para toda U € U si y sélo si (A, B) € 1.

b) V € (Us,) ' siysélosi V7! €U, siysolosi (T (A, B;) €V~ en donde A;0yB;

=1

para cada i =,...,n, siy sélosi (| T(4;, B;)) CV =ty (A; x B;) NU; = ) para ciertas
i=1

U €eU,i=1,...,nsiyso6losi T(B;,A) CVy (B XAZ-)ﬂUfl = () para

=1

n —

ciertas U; ' € U™, i =1,--- ,nsiysélosi (T (B;,A;) CV con B;ioy1A; para cada
i=1

i=1...,nsiysdlosiV el ,

¢) U e (Us) ' siysolosi U™t €U, siysélosi (| T(Ai,B;) C U en donde A3 ' B;
i=1
para cada i = 1,2,...,n, si y s6lo si (| T(B;, 4;) € U en donde B;6—1A; para cada
i=1
1=1,2,...,n,siysélosi UéeUs-.

d) (Us)* =Us V (Us)™' = Us V Us-1. Como 6* = §V 6L, tenemos §* C § y §* C 6. Por
otro lado, por la proposicién (3.35),

Susvit,y = Oys V Oy, =0V 0 =6

Por tanto, U* C Us V Us—1 y Us V Us—1 = U™
H

Proposicién 3.40. Sea (X, 0) un espacio de casi-proximidad. Entonces son equivalentes:
(a) AdB ;
(b) Cls«AdCls« B;
(¢) Cls-1ASClsB.

Demostracion. (a) = (b). Es claro del hecho A C Cls«Ay B C Cls«B.

(b) = (c). Como 6* C 4y §* C 6! tenemos Cls<A C Cls1 Ay Cls-B C ClsB. Por tanto,
(b) = (c). ~

(¢) = (a). Procediendo por contradiccién, supongamos que Cls-1AJClsB pero AdB.
Entonces existe C C X tal que A5C y (X \ C)0B. De aqui se sigue que ClsB C C, de
manera que ASCI;By Cl;B5  A. Existe entonces D C X tal que ClsB5 Dy (X \ D)3 A.
Esto tdltimo implica que Cls-1A C D, de manera que C’l(ng_lCl(;qA y Cls-1ASC1sB, una
contradiccion. m
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Teorema 3.41. Sea (X, 7) es un espacio topolégico. Entonces existe una biyeccién entre la
familia de las casi-uniformidades totalmente acotadas en X que inducen 7 y la familia de
todas las casi-proximidades en X que inducen 7.

Definicién 3.42. Una casi-proximidad en un conjunto X es transitiva si la casi-uniformidad
Us es transitiva.

Teorema 3.43. Si (X, 7) es un espacio topolégico, la relacién AdyB si y sélo si AN B # ()
define una casi-proximidad transitiva en X que induce 7. Por lo tanto, P = U, es una casi-
uniformidad transitiva totalmente acotada que induce 7. P es llamada la casi-uniformidad
de Pervin (ver [43]) en el espacio (X, 7) y P es la casi-uniformidad més chica en (X, 7) que
induce a dy, esto es, op = Oy = Jp.

Lema 3.44. Sea B una base anular de un espacio topolédgico (X, 7). Definamos AJB si y
sélo si AN H # () para toda H € C(B) que contiene a B. Entonces ¢ es una casi-proximidad
transitiva en X que induce 7.

Demostracion. Claramente X0 y 06X . Si (AU B)§C, tenemos que ASC o BSC. En efecto,
ASC y B6C implican la existencia de Hy, Hy € C(B) tales que HHNHy, D C, ANH, =0 =
BN H,. Por tanto (AU B)NHy N Hy =0y H; N Hy es un elemento de C'(B) que contiene a
C, esto es, (AU B)dC, una contradiccién. Andlogamente se prueba que C3(A U B) implica
que CSA o C6B. Es claro que {x}d{x} para cada z € X. Finalmente supongamos que AdB.
Por tanto, existe un elemento H € C(B) tal que H O By AN H = (. Por tanto, ASH y
(X \ H)0B.

Observe que (X \ H)dH paratoda H € C(B) y T(X\H,H) = X x X\ [(X\ H) x H] =
(H x X)U[X x (X \ H)]. Por lo tanto, si A0B y H € C(B) satisface B C H C X\ A, tenemos
T(X\H,H) C[(X\A)x X|U[X x(X\B)] =T(A, B). Esto prueba que la casi-uniformidad
Us es transitiva.

Finalmente, debemos probar que 75 = 7. Para esto, tomemos cualquier conjunto C' C X
y consideremos el conjunto C; = {z € X: {z}6C}. Es suficiente probar que C; = C. Si
x € X\ C, existe un conjunto B € B tal que # € B C X \ C. Por tanto, X \ B € C(B) y
X\ B DC,estoes, {2}0C y X\ C C X\ C,. Por otro lado, si € X \ C1, esto es, si {x}0C,
existe un conjunto H € C(B) tal que H D C'y x ¢ H. Por tanto, + € X \ C'y la prueba esta
completa. O

Teorema 3.45. Si B es una base anular de un espacio topolégico (X, 7) y si 0 es la casi-
proximidad en X asociada a B. Entonces:

i) B es disyuntiva si y s6lo si 0 es punto simétrica.
ii) B es regular si y sélo si ¢ es localmente simétrica.
iii) B es normal si y so6lo si 0 es de tipo Wallman.

Demostracion. Sélo probaremos #ii). Supongamos que ¢ es de tipo Wallman y sean H, K €
C(B) disjuntos. Como H y K son - remotos, existe una vecindad G' de H tal que H§(X \ G)
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y K6G. Esta ultima condicién implica la existencia de un elemento H, € C(B) tal que
K C X\ H; C X\ G. La primera condicién implica la existencia de un elemento K; € C(B)
tal que X \ G C K; C X \ H. Por lo tanto, X \ K7 y X \ H; son elementos disjuntos de By
B es normal.

Supongamos ahora que B es normal. Sean A, B conjuntos d-remotos y sean H, K € C(B)
conjuntos disjuntos tales que A C Hy B C K. Como B es normal, existen elementos disjuntos
C,D € B tales que H C C'y K C D. Definiendo G = C, tenemos Hé(X \ G) y K6G, esto
es, 0 es de tipo Wallman. O

Corolario 3.46. Toda casi-proximidad transitiva punto-simétrica de tipo Wallman es local-
mente simétrica y su topologia inducida es completamente regular

Lema 3.47. Sea 4 una casi-proximidad transitiva en un espacio topoldgico (X, 7) y supon-
gamos que 75 = 7. Entonces B = {V € 7: V§(X \ V)} es una base anular de (X, 7).

Demostracion. Claramente () € By X € B. Supongamos que By, By estén en B. Si ByUBy &
B, tendriamos (By U B2)d(X \ By) N (X \ By). Por tanto B16(X \ By) N (X \ Bs) 0 Bad(X \
By)N (X \ By). Esto implicarfa que B16(X \ By) 0 B2d(X \ Bz), una contradiccion. Por tanto,
B{UB;y € B. De manera similar probamos que B;N B, € B. Falta probar que B es una base de
(X, 7). Supongamos entonces que x € V € 7. Por tanto {z}5(X\V) (recordemos que 75 = 7).
Sea R € Uy un conector transitivo contenido en T'({z}, X \ V') .Probaremos que R(z) C V. Si
y € R(z), tenemos que (z,y) € RC T({z}, X\ V) =[(X\{z}) x X]U[{z} x V]. Por tanto,
(z,y) € {x} x V, esto es, y € V. Por otra parte R(x)6(X \ R(z)) porque R(z)d(X \ R(z))
implica que [R(z) x (X \ R(x))] N R # 0. Dado que R es un conector transitivo, esta ultima
afirmacion es falsa. Por lo tanto, debemos tener que R(z)0(X \ R(z)). Esto implica que
R(x)N (X \ R(x)) = 0. De lo anterior deducimos que R(x) es abierto. Por lo tanto, R(x) € B

y B es una base anular de (X, 7). O

Teorema 3.48. Si (X, 7) es un espacio topoldgico, entonces existe una correspondencia
biyectiva entre la coleccién de bases anulares de (X, 7) y la coleccién de casi-proximidades
transitivas en X que inducen a 7. Por lo tanto, (X, 7) es minimamente bdsico si y sélo si
la familia de casi-uniformidades transitivas totalmente acotadas de X que inducen a 7 tiene
un elemento minimo y (X, 7) es unibésico si y sélo si P = Uy, es la tnica casi-uniformidad
transitiva totalmente acotada que induce a 7.

Teorema 3.49. Sea B un conjunto siempre bésico en un espacio topolégico (X, 7) y supon-
gamos que B # X. Si K C X es cerrado y K C B, entonces K es compacto.

Demostracion. Supongamos que K no es compacto. Entonces existe una familia G = {B;: i €
J} C 7 tal que K CU{B;: i € J} C B, pero para cada subconjunto finito Jy C J, tenemos
K\NU{B;:i€ Jo} #0. Sea B ={L € 7: L CU{B;: i € Jy} para algin Jy C J, finito} y
sea B"={Ler: LNK =0} U{X}. Es facil ver que B={L1 U Ly: Ly € B'y Ly € B"} es
una base anular de (X, 7). Pero B ¢ B, contradiciendo el hecho de que B es siempre bésico.
Por lo tanto, K es compacto. [
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Teorema 3.50. Sea B un subconjunto siempre béasico de un espacio topoldgico (X, 7) Ry
tal que B # X. Entonces B es compacto.

Demostracion. Por el teorema (3.49), es suficiente probar que Fr(B) = (). Supongamos lo
contrario, esto es, que existe un punto p € Fr(B). Definamos By = {V € 7:p € V} y
By={Wer:peWhLSiB={VUW:V € B yW € By} es claro que B es una base
anular de (X, 7). Observemos que para todo T =V UW € B, se tiene que p € Fr(T) (porque
Fr(T) C Fr(V)U Fr(W) C X \ {p}). Esto implica que B ¢ B, contradiciendo el hecho de
que B es siempre basico. O

Definicién 3.51. Un espacio topoldgico (X, 7) es hiperconezo si todo conjunto abierto no
vacio V' € 7 es denso en X. Equivalentemente, (X, 7) es hiperconexo si todo par de subcon-
juntos abiertos no vacios de X tienen interseccion no vacia.

Teorema 3.52. Sea B # X un subconjunto siempre basico de un espacio topologico (X, 7).
Si X \ B es hiperconexo, entonces B es compacto.

Demostracion. Sea U una cubierta abierta de B. Si B’ es la familia de conjuntos abiertos

L € 7 que estdn contenidos en una unién finita de miembros de U y si B” = {0} U {M €
7: M\ B # 0}, claramente B={LUM: L € By M € B"} es una base anular de (X, 7).
Sin embargo, B ¢ B, una contradiccién. n

Como consecuencia de los teoremas (3.50) y (3.52), tenemos los siguientes resultados:

Teorema 3.53. Un espacio topolégico Ry (X, 7) es minimamente bésico si y sélo si (X, 7)
es localmente compacto y cero-dimensional.

Teorema 3.54. Si (X, 7) es un espacio unibésico y si x € X, entonces X \ {x} es compacto.
Por lo tanto, si X tiene un subespacio compacto cerrado y no vacio, entonces X es compacto.

Teorema 3.55. Todo espacio unibasico R; (X, 7) tiene topologia finita. De hecho, para todo
z € X, {x} es abierto y X es una unién finita de clausuras de puntos.

3.2. Espacios unibasicos
Definicién 3.56. Sea (X, 7) un espacio topoldgico Ry.

a) (X, 7) es R} si todo subconjunto compacto abierto de X es cerrado.

b) (X, 7)es RY si toda intersecciéon de subespacios compactos y abiertos de X es compacta.
Observacién 3.57. R, = R} = R| = R,.

Demostracion. (Ry = R)) Es suficiente observar que si (X, 7) es Ry, K C X es compacto,
V C X es abierto y K C V, entonces K C V. O
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Lema 3.58. Sea R es un conector transitivo de un conjunto X;sixz € X ysi A C X es un
semi-bloque de R que intersecta a R(z), entonces A C R(x).

Demostracion. Tomemos y € ANR(z) y sea z € A. Por tanto, (z,y) € Ry (y,2) € AxA C R.
Dado que R es transitivo, deducimos que (z, z) € R, esto es, z € R(x). ]

Definicién 3.59. Sea « una cubierta de un conjunto X. Para cada p € X, definimos
Cost(p,a) = N{L: p € L € a}. La cubierta indicada {Cost(z,a): z € X} la denotamos
como aV y es llamada la cubierta cobaricéntrica de a.

Observacién 3.60. Sea a una cubierta de un conjunto X. Entonces el conector E(aY) de
la cubierta cobaricéntrica v es un conector transitivo de X. Reciprocamente, si R es un
conector transitivo de X, tenemos A(E)Y = \(E).

Definicién 3.61. Una cubierta o de un espacio topolédgico (X, 7) es preservadora de in-
teriores si para toda x € X, Cost(x,a) es una 7-vecindad de x. Equivalentemente, o es
preservadora de interiores si el conector E(aV) es una 7-covecindad.

Comentario: Sea (X, 7) un espacio topolégico y consideremos la familia G de todas las
cubiertas preservadoras de interiores de X . Entonces la coleccién { E(aY): a € G} es una base
para una casi-uniformidad en X. La casi-uniformidad correspondiente es transitiva e induce
a 7. Esta casi-uniformidad contiene a cualquiera casi-uniformidad transitiva que induzca
a 7 y recibe el nombre de casi-uniformidad transitiva fina en X y la denotaremos como
FT. La familia ‘H de todas las cubiertas finitas preservadoras de interiores de X determina
también una base de casi-uniformidad { E(aV): a € H} y la casi-uniformidad correspondiente
es la casi-uniformidad de Pervin P (ver [38]). Cualquier otra casi-uniformidad transitiva
totalmente acotada que induzca a 7 esta contenida en P.

Lema 3.62. Sea R un conector transitivo totalmente acotado en un conjunto X. Entonces
la familia {L: L = R(x) para algin x € X'} es finita.

Demostracion. Sea {Aj, As, ..., A,} una cubierta finita de X que consiste de semi-bloques
de R. Por el lema (3.58), cada R(x) es unién de conjuntos A; que intersectan a R(x). Por
tanto la familia {L: L = R(z) para algin x € X} tiene a lo mas 2" elementos. O

En el siguiente resultado damos una respuesta positiva a la pregunta planteada por P.
Fletcher and W. Lindgren, planteado en ([12], p.19).

Teorema 3.63. (Ver, [17]). Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Consideremos las siguientes
propiedades:

1. 7 es finita.
2. P es la unica casi-uniformidad en X que induce a 7.

3. Toda cubierta preservadora de interiores de X es finita.
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4. (X, 1) es hereditariamente compacto.

5. 0p es la tnica casi-proximidad en X que induce a 7.

6. 0p es la tnica casi-proximidad transitiva en X que induce a 7.
7. (X, 7) es unibasico.

Entonces 1) = 2) = 3) = 4) = 5) = 6) = 7);si (X,7) es R, 7) = 4) ysi (X,7) es R,
7)=1).

Demostracion. Las pruebas de las implicaciones 1) = 2) = 3) = 4) = 5) aparecen en [11].
Sin embargo, usando el lema (3.62) obtenemos una prueba rapida de la implicacién 2) = 3).
Suponiendo 2), deducimos que P = FT. Por tanto, si o es una cubierta preservadora de
interiores de X, el conector R = E(aV) es transitivo y totalmente acotado. Por lo tanto,
por el lema (3.62), la familia {L: L = R(x) para algin z € X} es finita. Esto, a su vez,
implica que « es finita. En efecto, consideremos la topologia de X cuyos conjuntos cerrados
son uniones arbitrarias de intersecciones de elementos de «. Las clausuras de puntos en esta
topologia son precisamente los conjuntos Cost(x,«), donde z € X. Dado que todo conjunto
cerrado en esta topologia es una unién de clausuras de puntos, concluimos que esta topologia
es finita y, por tanto, « es finita. La implicacién 5) = 6) es evidente y 6) = 7) es una
consecuencia del teorema (3.48). Si (X,7) es RY y V € 7, V # X, claramente V es la
interseccién de todos los conjuntos compactos abiertos de X \ {z}, donde z € X \ V. Por
hipétesis, V' debe ser compacto. Hemos probado entonces que 7) = 4) cuando (X, 7) es un
espacio RY. Finalmente , si (X, 7) es R}, cada conjunto X \ {z} es compacto y abierto y, por
tanto, es también cerrado. Por ende, cada clausura de punto es abierta. Como X es compacto,
X es la cerradura de un subconjunto finito de X. Dado que (X, 7) es Ry, la topologia 7 debe
ser finita. O]

Kiinzi. H.-P en [33] probé que las propiedades 3), 4), 5), 6), 7) y
2" P es la unica casi-uniformidad totalmente acotada en X que induce 7

son equivalentes (ver [29]).

La validez de la implicacién 7)=-2) todavia sigue abierta.

Ejemplos tipicos de espacios topolégicos que admiten una tnica casi-uniformidad total-
mente acotada, son los espacios hereditariamente compactos y el conjunto w dotado con la
topologfa inferior {[0,n]: n € w} U {0, w}.

El espacio con el conjunto w+2 y la topologia {[0,a]: a € w+2}U{(w+2)\{w+1},w+
2, (w+2)\ {w}, 0} admite una tnica casi-uniformidad totalmente acotada, mientras que esto
no es cierto para el subespacio (w + 2) \ {w} (ver ejemplo de la pagina 148 en [28]).

Ejemplo 3.64. (Ver ¢jemplo 1 en [33]). Sea N el conjunto de los enteros positivos dotado de
la topologia 7 = {{1,...,n}: n € N}U{0, N}. Obviamente, todo subconjunto propio abierto
de N es compacto, pero N no es compacto. Este ejemplo muestra que un espacio topolégico
que admite una tnica casi-proximidad compatible no necesariamente debe ser compacto.
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Pregunta: Son las propiedades “(X,7) es unibdsico” y “P es la tnica casi-uniformidad
compatible” equivalentes?
Aqui P, representa la casi-uniformidad de Pervin.




Capitulo 4

Una Técnica de Completaciéon y
Compactificaciéon en espacios
pre-casi-uniformes

4.1. Completacién de espacios pre-casi-uniformes

El objetivo de esta secciéon es proporcionar una técnica para completar espacios pre-
casi-uniformes. La mayoria de los conceptos utilizados en espacios casi-uniformes, se pueden
aplicar a los espacios pre-casi-uniformes. Vamos a estudiar las principales propiedades de esta
clase de espacios que contiene la clase de los espacios casi-uniformes.

Todos los resultados de este capitulo, se encuentran en [18]

Definicién 4.1. Sea X un conjunto no vacio y ¢ un filtro en X x X formado por conectores.
La topologia 7, inducida por U en X es:

7 ={V CX:VzeV,3U e tal que U(z) C V}
AquiU(z) ={y € X: (z,y) € U}, cuando U e U y x € X.

Definicién 4.2. Sea X un conjunto no vacio. Un filtro U sobre X x X formado por conectores
de X, se dice pre-casi-uniformidad en X si cumple:

YU e U,3V € U tal que V(z) CintU(z) Vo € X. (4.1)

Un espacio pre-casi-uniforme es un par (X,U), donde X es un conjunto no vacio y U es una
pre-casi-uniformidad en X.

Observacion 4.3. Es claro que toda casi-uniformidad sobre X es una pre-casi-uniformidad
sobre X.

Definicién 4.4. Una cubierta indicada de X es una funciéon ¢: X — P(X), en donde
x € p(z) para cada z € X. La notacion més usada es {U,: z € X}, en donde z € U, = p(z)
para cada x € X.

29
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Cada conector F' de X tiene asociada una cubierta indicada, a saber: A(F') = {F(z): = €
X}, endonde F(x) ={y € X: (z,y) € F}.

Reciprocamente, cada cubierta indicada: « = {A,: x € X} tiene asociado un conector
de X, a saber: E(a) = J{{z} x A,: * € X}. La inversa o' de a se define como: a™! =
{A;': 2 € X}, en donde y € A, ! siy sblo si z € A,. Ademds, para cada conector F de X,
se tiene: F' = E(A(F)) y para cada cubierta indicada o de X, a = A(E(«)).

Ejemplo 4.5. Sea ¢ una cubierta arbitraria de X. La cubierta baricéntrica €2, es la cubierta
indicada & = {St(x,€): x € X}, donde St(z,€) = |J{G € &: x € G}. En este caso:

E(?) =U{G xG: G e ¢}

es un conector simétrico.
La cubierta cobaricéntrica £V es la cubierta indicada

¢V = {Cost(r,&): v € X},
donde Cost(z,£) = N{G € £&: x € G}. En este caso:
E(&Y) = u{{z} x Cost(z,£): z € X}
es un conector transitivo.

Definicién 4.6. Una base de filtro B en un espacio pre-casi-uniforme (X,U) es U-Cauchy si
para cada U € U existen un punto x € X y B € B tales que B C U(x). Por tanto un filtro F
sobre (X,U) se dice U-Cauchy si para cada U € U, existe un punto p € X tal que U(p) € F.

Definicién 4.7. Un filtro U-Cauchy F se dice U-Cauchy minimal si F no contiene propia-
mente a ningun otro filtro U-Cauchy.

Observacién 4.8. Sea F un filtro convergente en un espacio pre-casi-uniforme (X, ). En-
tonces F es U-Cauchy.

Demostracion. Supongamos F — p, p € X. Si U € U, claramente U(p) es 1-vecindad de p
y, por tanto, U(p) € F. ]

Observacién 4.9. a) Sean B, By bases de filtro en un espacio pre-casi-uniforme (X,U).
Si F(By)* C F(B,)? y si By es U-Cauchy, entonces By es U-Cauchy.

b) SilU y V son pre-casi-uniformidades sobre X y si i C V), entonces toda base de filtro
V-Cauchy es también una base de filtro ¢/-Cauchy.

c) Sea B una base de filtro en un espacio pre-casi-uniforme (X,U). SiU* =UNVU ' y B
es U*-Cauchy, entonces B es simultdneamente U-Cauchy y U~ !-Cauchy.

aF(By) = filtro generado por B .
b F(By) = filtro generado por Bs.
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d) Sea B una base de filtro en un espacio pre-casi-uniforme (X,U). Entonces B es U*-
Cauchy si y s6lo si para todo U € U, existe un elemento N € B tal que N x N C U.

Definicién 4.10. Un espacio casi-uniforme (X, U) es localmente simétrico si para todo U € U
y todo r € X, existe V' € U simétrico tal que V2(z) C U(z).

Ejemplo 4.11. Existe un espacio casi-uniforme localmente simétrico (X,U) y un filtro 7(U)-
convergente que no es U*-Cauchy.

Demostracion. Sea X = {0}U{%: n € N}. Paracadan € N, sea U, = A(X)U{(0, 1): k > n}.
Cada U, es transitivo, pues (0,y) € U, o U, implica que existe z tal que (0, 2), (z,y) € U,. Si
z = 0, obviamente (0,y) € U, y si z # 0, necesariamente z = y. En cualquier caso, (0,y) € U,.
Si (z,y) € U, o U, con x # 0, existe z tal que (z,2), (2,y) € U,. En este caso z = y y, por
tanto, (x,y) € U,. La familia {U,: n € N} es entonces base de una casi-uniformidad U en
X. Para probar que U es localmente simétrica, hacemos los siguientes calculos:

NENTIRP N
U-1(0) = {0} U;l(l) _ {l,o} sim>n

(D)= (2 wmen

Por tanto, (U0 U,)(0) = U,(0) y

n

1
m

_ 1 {£,0} sim>n
1 ) = m’
(U e Un)<m> { {f} sim<n
Esta tltima igualdad implica que (U,,' o Uy)(:) = U,(+). Por tanto, U es una casi-
uniformidad transitiva y localmente simétrica en X. El filtro de 7(U)-vecindades de 0 no
es U*-Cauchy, pues para cada vecindad B de 0, B x B — U,, # () para cada n € N. O

Definicién 4.12. [Comparar [12], 3.8] Un espacio pre-casi-uniforme (X,U) se dice completo
si todo filtro U-Cauchy tiene un punto adherente. Si todo filtro U/-Cauchy converge, el espacio
(X,U) se dice completo por convergencia.

Definicién 4.13. Sean F,G filtros en X. Decimos que F y G se mezclan (en simbolos
F < G), st FNG # () para todo F € F y para todo G € G.

Observacién 4.14.  a) Dos filtros F, G en un conjunto X son filtros que se mezclan si y
solo si F y G son subfiltros de un filtro H en X.

b) Si un filtro F en un espacio topolégico se adhiere a un punto p € X (i.e., si F — p)
entonces F y el filtro de vecindades F,, son filtros que se mezclan.

Definicién 4.15. Un filtro U-Cauchy F en un espacio pre-casi-uniforme (X, U) es débilmente
redondo si para cada L € F, existe V € U, simétrico, tal que:

H(V) = U{V(y): V(y) € F} C L.




62 4.1. Completacion de espacios pre-casi-uniformes

Lema 4.16. Todo filtro débilmente redondo en un espacio pre-casi-uniforme (X,U) es U-
Cauchy minimal.

Demostracion. Sea F un filtro débilmente redondo. Procediendo por contradiccién, supon-
gamos que existe un filtro G, U-Cauchy, tal que G ; F.

Tomemos L € F —G. Por hip6tesis, existe un conector V' € U, simétrico, tal que H(V') =
U{V(y): V(y) € F} C L. Sea yp € X tal que V(yo) € G. Como G C F, también V(y,) € F.
Pero entonces V(yo) € H(V) C Ly L € G, una contradiccion. O

Definicién 4.17. Un filtro #-Cauchy F en un espacio pre-casi-uniforme (X,U) es redondo
si para cada L € F, existe V € U, simétrico, tal que:

SHFV)=U{V(y): NnV(y) £0 VN e F} C L

Observacion 4.18. Todo filtro redondo F en un espacio pre-casi-uniforme (X,U) es débil-
mente redondo.

Demostracion. Siy(n,V) 2 H(V) O

Proposicién 4.19. a) Dos filtros redondos que se mezclan F; y F» en un espacio pre-
casi-uniforme (X,U) coinciden.

b) Si p es un punto adherente de un filtro redondo F, entonces F converge a p siempre
que el filtro de vecindades F,, sea redondo.

c¢) Todo filtro de vecindades F, en un espacio casi-uniforme localmente simétrico (X, i)
es redondo.

Demostracion.  ¢) Tomemos U(z) € F,, con U € U. Sea V € U, V simétrico, tal que
V3(z) CU(z). Seay € X tal que V(y)NL # O VL € F,, en particular, V(y)NV (z) # 0.
Elijamos un punto z € V(y) N V(z). Por tanto (z, 2), (z,y) € V. Por tanto y € V?(x).
Por tanto V(y) C V3(z) C U(x).

[

Proposicién 4.20. Sea (X,U) un espacio casi-uniforme precompacto. Entonces todo filtro
U-Cauchy en X contiene un filtro «-Cauchy minimal.

Demostracion. Si la proposicién es falsa, existe una sucesion transfinita estrictamente decre-

ciente {F;: i < a} de filtros U-Cauchy, donde « es un ordinal limite y F* = ({F;: i < a}

no es un filtro U-Cauchy. Obtendremos una contradiccion si probamos que F* es U-Cauchy.

Sea U € U arbitrario y sea V € U tal que V2 C U. Dado que (X,U) es pre-compacto, existe
S

un conjunto finito {y1,y2,...,ys} € X tal que X = |J V(y;). Para cada i < «, al menos
j=1

un conjunto de la familia {U(y1),U(y2),...,U(ys)} pertenece a F;. De hecho, ya que F; es

U-Cauchy, existe un punto z € X tal que V(z) € F;. Dado que X = (J V(y;), existe un
j=1
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indice k (1 < k < s), tal que z € V(). Entoncces V(2) C V2(yr) C U(yr) v U(yx) € Fi.
Paracadaj=1,2,...,s,sea A; = {i < a: U(y;) € n;}. Sialgin A; es cofinal con a, entonces
U(y;) € F*. Pero no puede suceder que ningin conjunto A; sea cofinal con a porque en este
caso cada A; tiene un ultimo elemento ¢; y tomando ¢* como el maximo de los i1, 2, .., s,
ninguno de los filtros F;, con i* < i < « seria U-Cauchy. Por lo tanto F* es U-Cauchy, lo
cual es una contradiccion. O

Definicién 4.21. Un espacio (X,U) Ty-pre-casi-uniforme, se dice concreto si todo filtro U-
Cauchy minimal es redondo y todo filtro 73, de vecindades es U-Cauchy minimal.

Observacién 4.22.  a) Todo espacio pre-casi-uniforme concreto es Ts.
b) Todo espacio uniforme-Ty (X,U) es concreto.

Definicién 4.23. Sean U y V pre-casi-uniformidades sobre un mismo conjunto X.
a) (X,U) y (X,V) son similares si 7y = Ty.
b) (X,U) y (X,V) son comparables si tienen los mismos filtros de Cauchy.

Ejemplo 4.24. Sea U, la casi-uniformidad de Sorgenfrey sobre la recta real R and sea U,
la uniformidad usual sobre R. Entonces (R,U;) and (R,U,) son comparables pero no son
similares.

Ejemplo 4.25. Sea d una métrica totalmente acotada sobre R equivalente a la métrica usual
d,. Entonces (R,Uy) y (R,Uy,) son similares pero no son comparables, puesto que todos los
ultrafiltros sobre R son Uy-Cauchy pero no todos ellos son Uy, -Cauchy (véase [12], 3.14 (a)).

Observaciéon 4.26. Sean U y V pre-casi-uniformidades similares sobre un mismo conjunto
X. 81V CUyYV es completo por convergencia, entonces U y ¥V son comparables.

Ahora probaremos que todo espacio pre-casi-uniforme (X, ) tiene una extension (X,U)
donde cada filtro Z-Cauchy minimal es un filtro de 73;-vecindades.

Teorema 4.27. Sea (X,U) un espacio pre-casi-uniforme arbitrario. Entonces (X,U) tiene
una extensién pre-casi-uniforme (X,U) donde todo filtro U-Cauchy minimal es convergente
y, por lo tanto, es un filtro de 7;;- vecindades.

Demostracion. Sea Z la familia de los filtros U-Cauchy minimales no convergentes en (X, )
y sea X = X U Z (unién disjunta). Para cada A C X, sea A =int AU{¢ € Z: A € £}. Es
claro que para todo par A, B de subconjuntos de X, se tiene que (AN B) = ANB y A C B
cuando A C B. Si £ € Z, consideremos la familia &, de todas las posibles intersecciones del
tipo:

int Uy (z1) Nint Uz (x2) N -+ N int Uy (z)

donde Uy,..., Uy € U, z1,...,2, € X y cada intU;(z;) € . Es claro que F(&) = {L C
X : para algin M € &, M C L} es un subfiltro ¢-Cauchy de £. Dado que & es U-Cauchy
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minimal, se tiene que { = F(&). Por lo tanto, si L € £, también int L € £. Observe que para
cada A C X, tenemos que AN X =int A.

Sea U € U. Una funcién g: X — P(X) es U-selectiva si para cada x € X, g(z) =U(x) y
para cada £ € Z, g(§) = U(y), donde y € X es tal que U(y) € €. SiU € U y g es U-selectiva,
definimos la cubierta indicada:

{S(U,9)(€): € € X}

donde S(U, g)(€) = g(£) para cada ¢ € X. Consideremos el filiro ¢ de conectores de X
generado por todos los conectores de la forma:

U.g) = 1€} x SW.9)(©).

ceX

Debemos probar que U es una pre-casi-uniformidad sobre X. De hecho, vamos a probar que
la familia G = {U(z): U € U,z € X} es una sub-base de 7;;. Llamemos 7T la topologfa de X
generada por la familia G. Si & € S(U, g)(€), tenemos &' € g(£) € G y por lo tanto 7; C T.
Por otro lado, cada U(y) es de la forma:

Uly) = S(U,9)(§)

para algin ¢ € U(y) y alguna funcién U-selectiva g, de modo que T C 7;;- Hemos probado

entonces que 7;; = 7. Esto implica que U es una pre-casi-uniformidad sobre X. También
tenemos la férmula:

SU,g)N (X x X)=U

y por lo tanto (X,U) es una extensién pre-casi-uniforme de (X, ).
Tomemos ahora un filtro U-Cauchy F en X. Definamos:

Fo={ACX:AecF}

Es claro que Fy es un filtro U-Cauchy en X. De aqui se deduce que si F es un filtro U-
Cauchy minimal, entonces Fy es un filtro /-Cauchy minimal. Si tomamos un elemento tipico
Up(zy) N - N Uk(xy) € Fo, donde cada Uj(z;) € Fo, tenemos Fo € Up(x1) N -+ N Up(xy).
Por lo tanto, todo filtro Z;{\—Cauchy minimal en X es un filtro de T-vecindades y la prueba es
completada. O

Probaremos ahora algunas propiedades del espacio pre-casi-uniforme (X, ).

Proposicién 4.28. Siempre que U € U, 21, 22,...,0m € X v X = U()UU(z)U---U
U(x), el conector simétrico E = |J U%(z;) x U%(x;) pertenece a U.
i=1

Demostracion. Definamos una funcién U-selectiva g: X = P(X) como sigue: if &€ € Z,
g(&) = U(x;), donde i es el primer indice tal que & € U(x;).Vamos a probar la inclusién
S(U,g) C E.Six € X eies el primer indice tal que € U(x;), tenemos = € U(z;) y por
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lo tanto U(z) C U?(x;). De donde, tanto cuando (z,y) € U = S(U,g) N (X x X), U?(x;)
es una vecindad comin de x e y y por consiguiente U C E. Si (z,£) € S(U,g), cuando
reXyéeZ entonces U(zr) € £y U(x) es una 7y-vecindad de X. Obtenemos, como antes
(z,6) € U(z;) x U*(x;) C E. Si & € Z y el par (£,&) pertenece a S(U, g), tenemos que
Ulx;) € £N¢. Dado que U(z;) € U?(xy), se tiene que (&,¢') € U%(x;) x U%(x;) C E. Esto
implica que E € u. O]

Proposicién 4.29. (X,U) es completo por convergencia si y sélo si todo filtro 2-Cauchy no
convergente contiene un filtro ¢/-Cauchy minimal.

Demostracion. Supongamos primero que (X,U) es completo por convergencia y sea M un
filtro U-Cauchy no convergente. Si F = {J/\i\ M e M}, Fes ﬁ—CauChy. En efecto, si U € U
y ¢ es una funcién U-selectiva arbitraria, tenemos un elemento = € X tal que U(x) € My
por lo tanto S(U, g)(z) = U(z) € F. Por tanto, F converge a un punto £ € Z y £ es un filtro
U-Cauchy minimal contenido en M.

Supongamos ahora que todo filtro ¢-Cauchy no convergente contiene un filtro ¢/-Cauchy
minimal y sea F un filtro #-Cauchy. Sea Fy = {A C X: A € n}. Si para algin z € X,
Fo — x también F — x. Si Fy es no convergente, entonces Fy contiene un filtro U-Cauchy
minimal ', donde F' € Z. Entonces F — F'y (X,U) es completo por convergencia. ]

Proposicién 4.30. (X,U) es completo por adherencia si y sélo si todo filtro ¢/-Cauchy no
adherente se mezcla con un filtro ¢/-Cauchy minimal.

Demostracion. Supongamos primero que (X,U) es completo por adherencia y sea JF, un
filtro U-Cauchy no adherente. Si F = {2 : A € Fy}, entonces F es un filtro U-Cauchy. Por
hipétesis, existe un punto z € X tal que F +— z. Dado que F; es no adherente, z € Z. Por
lo tanto, F se mezcla con el filtro de 7;-vecindades de z. Esto implica que Fy se mezcla con
el filtro U-Cauchy minimal z.

Reciprocamente, supongamos que todo filtro «4-Cauchy no adherente Fy se mezcla con un
filtro U-Cauchy minimal £ y sea F un filtro U-Cauchy arbitrario. Si Fo ={A C X: A € F}
y si Fp — x para algin x € X, entonces también F — x. Si Fy es no adherente, entonces
existe { € Z tal que F <+ £. Entonces F se mezcla con el filtro de 7;-vecindades de &, i.e.,
F + & Por lo tanto, (X,U) es completo por adherencia. ]

~

Corolario 4.31. Si (X,U) es un espacio pre-casi-uniforme concreto, entonces (X, 7;;) es un
espacio de Hausdorff.

Demostracion. Esto es consecuencia de la proposicién 4.19 a). O

Definicién 4.32. Un espacio pre-casi-uniforme concreto es especial si siempre que & € X ,
U €U,z e X satisfacen que U(x) € &, existe T' € U, simétrico, y un y € X tal que T'(y) €

y T*(y) € U(a).

Proposicién 4.33. Si (X,U) es concreto y U es una casi-uniformidad, entonces (X,U) es
especial.
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Demostracion. Sea & € )/(\', U e U, x € X que satisfacen que U(x) € £ Dado que ¢ es
U-redondo, existe un conector simétrico W € U tal que St*(¢,W) C U(z). Ademéds como
U es una casi-uniformidad, existe un conector T € U tal que T? C W. Sea p € X tal que
T(p) € & Dado que & es U-redondo, podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que T'
es simétrico. Tenemos entonces T?(p) € W(p) y W(p) € £. De lo anterior tenemos que
W(p) C St*(§,W) C U(x). Por lo tanto T?(p) C U(x). O

Teorema 4.34. Sea (X,U) un espacio casi-uniforme pre-compacto y concreto. Entonces las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. (X,U) es pre-compacto.
2. El espacio ()/(\' ,T;) es compacto y T.
3. U contiene una uniformidad Uy tal que 17 = 7,.

4. U contiene una uniformidad Uy tal que U y Uy son comparables y similares.

Demostracion. (1) = (2) Por las proposiciones 4.20 y 4.29, (X,U) es una completacién por
convergencia Ty de (X,U). Usando (1), concluimos que la topologia 7y es compacta y Tp.
(2) = (3) La hipdtesis implica que cualquier base anular en (X Tu) es una base de

Wallman normal y por lo tanto ella genera un tnica uniformidad I/, en X compatible con

5.
7

Para continuar con la demostracién de (2) = (3) probaremos primero los siguientes tres
lemas:

Lema 4.35. Para cada cubierta finita X = H,UH,U---UH,,, donde H; = Ull(mﬂ) NUi(2i2) N
N U, (zir,) (Ui € U, x5 € X Vi, §), definamos G; = UR (z1) N Uk (zi2) N -+ NUZ (k)

Entonces el conector simétrico U G; x G; pertenece a U
i=1

Demostracion. Definamos la funcién Ujj-selectiva g;; como sigue:

9:(8) = Usj(xi5)
si ¢ X eies el indice mas pequeﬁo tal que £ € H;. Naturalmente, g;;(§) = U;;(z) si € € X.
Afirmamos que () S(Uy, gi5) C U (G; x G;). Tomemos entonces un par (£,£') € ﬂ S(Uij, gij)-

7]

Por lo tanto g;;(§) = U;j(x;;) si 5 ¢ Xygijx)=U;),ifE=rec X Enel pr1mer caso:
(£,€) € Uj(wy) x Uyjlwy) C Ul(ay) x Un(xy) Vi=1,2,... k,
y por lo tanto (§,&') € G; x G;. Si € € X, afirmamos que { = x € X,
(&€ € Uy(x) x Uyj(z).

Dado también que Uy;(x;) € £ = x, tenemos que x € Uy;(xi;) y por lo tanto Us;(x) C U (x5)
y (§¢) € Gix G O
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Corolario 4.36. Sea U, el filtro en XxX generado por todos los conectores simétricos del
n

tipo |J (Gi x G;). Entonces 73 es una topologia compacta contenida en 7.
i=1

Demostracion. So6lo tenemos que observar que la funcién identidad id: ()A( ,LAI) — (X, Uyp) es
uniformemente continua. [l

Lema 4.37. {U?(z): U € U,z € X} es una sub-base de 73,

Demostracion. Sean ¢ € U?(z), & € )?, Uel,zre X.Si1¢ € )?, ¢ £ &, los filtros &, &
tiene entonces elementos disjuntos L € £, L’ € &'. Podemos suponer (ver Teorema 4.27) que
L = Ui(x1) N Us(wg) N -+ N Ug(ay) € U(x) y L' = Vi(yr) N Valya) N -+ N Vi(ys), donde
U,V eU, zi,y; € X, Ui(z;) € €, Vi(y;) € £ Vi, 5. Dado que U es especial, existen conectores
simétricos Ly, Lo, ..., Li, My, My, ..., My € U y puntos x, x5, ..., 25, Y1, Ys, ..., yp, € X tales
que L?(x ) C U(xz) MQ(y]) C V(y]) y con Li(x;) € & M;(y;) € & Vi, j. Como el conjunto
S=X-— ﬂ L;(}) es compacto, podemos cubrir a S con un nimero finito de conjuntos de la
1

=
forma W (z) con el requerimiento extra que & ¢ W?2(2). Tenemos entonces la cubierta finita

de X:
a_{ﬂL }U{W(zs). = 1,2,...,t}.
Si
{ﬂL2 }U{W2(zs). —1,2,...,1},

Tenemos entonces:

= (L) ﬂ ) CU(a).

]

Corolario 4.38. U, es una pre-uniformidad (i.e., una pre-casi-uniformidad con una base
consistente de conectores simétricos)

Lema 4.39. La topologia 73, es Hausdorff.

Demostracién. Tomemos &,& € X, & #+ 5’ Razonando Como en la prueba del lema 4.37,

podemos encontrar elementos disjuntos ﬂ L3(x) € &, ﬂ ]\/[Q(y]) € &. Por lo tanto & €
i=1 j=1
h o~ A~
Li(x ) &e MJQ(%) y (X, 75,) es Ta. 0
L

1 J

D?r

7

Corolario 4.40. 7; = Ty
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Con estos tres lemas, se completa la prueba de (2) = (3).

(3) = (4). Sea Uy = Uy|X. Dado que Uy C U, tenemos que Uy C U. Por la observacion
4.26, u v Uy tienen los mismos filtros de Cauchy. Deducimos entonces que U y U, son similares
y comparables.

(4) = (1). Dado que (X,U) es pre-compacto y Uy C U, Uy es también pre-compacto.
Como U y Uy son similares y comparables, la completacion canénica (X, U) y la completacion
uniforme (X,Uy) son idénticas como espacios topolégicos. Pero (X, Uy) es compacto y Ty. Por
lo tanto la topologfa 73; es también compacta y T5. En conclusién (X, U ) es precompacto. [

Ejemplo 4.41. Una completacion de la recta de Sorgenfrey (R,Us).
Sea n(0) la coleccién de 7, -vecindades del 0. Para cada V' € n(0), consideremos la cubierta
indicada:
ay ={x+V:zx R}

Es claro que la familia de conectores {E(ay): V € 1(0)} es una base para Us. Claramente U
contiene la uniformidad usual U, de R. Concluimos que (R,U;) y (R,U,) tienen los mismos
filtros de Cauchy, es decir, los filtros convergentes en (R,,, ). Inferimos del teorema 4.27 que
la completacién canodnica de (R, Us) consiste de los filtros de Us-vecindades de puntos de R y
los puntos al infinito son los filtros de U, -vecindades de puntos de R. Ambas copias de R son
disjuntas y la primera es densa en (R,U,). Desafortunadamente, la topologia de (R,,) no
es homogenea, por lo que (R,U,) no es un candidato para una completacién de (R,U,) como
un grupo paratopolégico.

Ejemplo 4.42. El espacio casi-uniforme (X,U4~!), donde U es como en el ejemplo 4.11 no
produce una compactificacion (X,U1).
Demostracion. Si (X,U™"') fuera compacto, existirfa una uniformidad Uy C U~ tal que
T, = Ty Yy Uy, U™ tienen los mismos filtros de Cauchy.
El filtro convergente 7 contiene el filtro de 73,-vecindades de un punto z € X. Dado que
Uy C U, n es también Uy-Cauchy. Pero entonces 1 es U ~1-Cauchy, lo cual es una contradiccién.
m




Conclusiones y perspectivas

Hemos demostrado en esta tesis que todo espacio pre-casi-uniforme (X,U), tiene una
extensiéon canénica (X,U), con un tipo débil de completez en el que todo filtro minimal
Z:{\—Cauchy es un filtro de 7;;-vecindades.

La completez clasica de esta extension se obtiene si y solo si todo filtro U-Cauchy en el
espacio original contiene un subfiltro minimal /-Cauchy.

Falta un estudio que decida cudndo la extensién canénica (X,U), de un espacio casi-
uniforme (X,U) sea también un espacio casi-uniforme.

La precompacidad del espacio original implica que la extension candnica sea completa por
convergencia. Serfa interesante encontrar otras condiciones en el espacio original para que
esto suceda. Tal vez cuando la pre-casi-uniformidad original sea punto simétrica o localmente
simétrica se logre esta meta.

No conocemos si otras propiedades como la equinormalidad o la propiedad de Lebesgue
produzcan propiedades parecidas en la extension canodnica.

Algunos problemas

En el siguiente apartado se enuncian algunos problemas, que los autores encontraron en
la revisién de la literatura y en la realizacion de este proyecto.

Problema 1:

[Ver [31]] ¢ Es todo espacio topolégico (X, 7), T, cuya topologia es la tinica base anular,
hereditariamente compacto ?

Resultado:

Se puede ver en ([31], proposicién 2.4) que este problema tiene una solucién positiva si
todo punto de X es un conjunto Gj.

Definicién 4.43 ([12]). Una casi-uniformidad U se dice transitiva si tiene una base B con-
sistente de conectores transitivos (i.e. cada B € B cumple que B* = B).

Un espacio topoldgico (X, 7) es llamado transitivo si la casi-uniformidad mas fina com-
patible sobre X es transitiva.

69
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Observacion 4.44. Es conocido que la casi-uniformidad semi-continua SC de cualquier
espacio topoldgico es transitiva (ver [12], corolario 2.13).

Muchas preguntas acerca de espacios transitivos que son faciles de afirmar permanecen
abiertos.

Problema 2:

[Ver [12], problema M] ; Son los espacios Hausdorff compactos transitivos 7

Resultado:

Podemos ver en ([31]) que los espacios hereditariamente compactos son transitivos.

Problema 3:

[Ver [12], problema P] ; Son los espacios no arquimedianamente casi-seudo-metrizables
transitivos 7

Definicién 4.45. Una coleccién B de subconjuntos de un espacio topolégico (X, 7) es una
red si para cada conjunto abierto G de X y cada punto x € G, existe B€ Beconx € B C G.

Observacion 4.46. Parece que no se sabe si todo espacio topoldgico (X, 7) con una base
o-disjunta es transitiva. Sin embargo, se demuestra en ([31]) que todo espacio no arquimedia-
namente casi-seudo-metrizable con una red o-localmente finita es transitiva. Por otra parte,
los espacios topoldgicos con una red numerable son transitivos (ver [31]).

Definicién 4.47. Un filtro U de conectores sobre un conjunto X # 0, se dice casi-uniformidad
local, si para cualquier ¥ € X y U € U, existe V € U tal que V?(z) C U(x).

Definicién 4.48. Un espacio T3, (X, 7) es llamado:

» desarrollable, si existe una sucesién {G,},en de cubiertas abiertas de X tal que si
x € X y G es un conjunto abierto que contiene a x, entonces existe un n € N yal que
St(x,G,) C G. Un espacio desarrollable regular es llamado un espacio Moore.

= monotonicamente normal, si a cada par de subconjuntos cerrados disjuntos de X, po-
demos asignar un conjunto abierto D(H,K) tal que:

i) HC D(H,K)C D(H,K) C X\ K;
ii) si HC H' y K O K', entonces D(H,K) C D(H', K").

m y-espacto si posee una casi-uniformidad local con una base numerable. Cada espacio
casi-metrizable es un y-espacio. El reciproco no se cumple (ver [14]).
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Problema 4:

a) [[12], Problema R] ; Son los espacios casi-metrizables de Moore no arquimedianamente
casi-metrizables?

b) [[12], Problema R] ; Son los espacios de Moore transitivos?
¢) ¢ Son los espacios monoténicamente normales transitivos?
d) ; Es la imagen (continua) compacto abierta de cualquier espacio transitivo transitiva?

Definicién 4.49. Un espacio topolégico (X, 7) es llamado submetalindeldf, si toda cubierta
abierta de X tiene una sucesiéon {G, },en de refinamientos abiertos tal que para cada =z € X,
existe un n € N, con ord(z,G,) < wp.

Problema 5:

i, Es todo v-espacio localmente compacto (no arquimedianamente) casi-metrizable?

Resultado:
[Ver [33]]

» Cada espacio submetalindelof regular es un espacio de Moore no arquimedianamente
casi-metrizable.

= Cada vy-espacio localmente compacto cero-dimensional es no arquimedianamente casi-
metrizable.

Definicién 4.50 (ver [30]). Un bi-espacio (X, 7,7'), es una terna consistente de un conjunto
X # () equipado con dos topologias 7 y 7. Es llamado completamente reqular si existe una
casi-uniformidad U sobre X tal que 7 = 7 y 74—1 = 7’. Un bi-espacio completamente regular
es llamado fuertemente cero-dimensional, si su casi-uniformidad mas fina totalmente acotada
es transitiva. Se observa en ([30], proposicién 4) que la casi-uniformidad més fina compatible
sobre un bi-espacio no arquimedianamente casi-seudo-metrizable es transitiva.

Problema 6:

a) Caracterizar aquellos bi-espacios fuertemente cero-dimensionales cuya casi-uniformidad
mas fina compatible es transitiva.

b) Sea (X, 7,7’) un bi-espacio casi-seudo-metrizable fuertemente cero-dimensional tal que
sus dos topologias son no arquimedianamente casi-seudo-metrizables. ; Es (X, 7,7’) no
arquimedianamente casi-seudo-metrizable?

Observacién 4.51. Por (ver [33], proposicién 3), la casi-uniformidad més fina compatible
sobre un bi-espacio fuertemente cero-dimensional (X, 7,7’) es transitiva, si cada coleccién
finita de conjuntos abiertos en el espacio topolégico (X, 7V 7') es numerable.
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Resultado:

[Ver [33], proposicién 5] La parte b) del problema anterior, tiene una respuesta positiva
si las dos topologias de X tienen una base o-punto finita.

Observacion 4.52. Algunas preguntas abiertas sobre casi-uniformidades transitivas, estan
relacionadas con problemas bésicos en la teoria de cubiertas abiertas de espacios topolégicos.

Definicién 4.53. Un espacio topoldgico (X, 7) es llamado:

o-ortocompacto, si para cualquier cubierta C de X, existe una sucesion {7, }nen de
covecindades transitivas de X tal que para cada x € X, existe unn € Ny un C € C
con T, (x) C C.

débilmente Lindeldf, si cada cubierta abierta C de X tiene una subfamilia numerable
cuya union es densa en X.

numerablemente punto-estrella preortocompacto, si para toda cubierta abierta numera-
ble C de X, existe una covecindad V de X tal que V?(z) C St(x,C) cuando = € X.

a lo mds preortocompacto (= 2 completamente preortocompacto (ver [32])), si para cada
cubierta abierta C de X existe una covecindad V de X tal que si z € X, a € V?(z) y
b € V(x), entonces {a,b} C C para algin C € C.

p-espacio, si la interseccion de cualquier coleccion numerable de conjuntos abiertos es
abierta.

Problema 7:

[[12], Problema I, p. 102] ; Es todo espacio topoldgico numerablemente ortocompacto
o-ortocompacto un espacio ortocompacto?

Resultados parciales:

Todo espacio metacompacto o-ortocompacto es ortocompacto. Por lo tanto todo espacio
Ty separable numerablemente ortocompacto o-ortocompacto es ortocompacto (ver [[12],
Proposicién 5.9 y 5.13]).

Todo espacio regular débilmente Lindel6f numerablemente punto-estrella preortocom-
pacto es numerablemente metacompacto (ver [[34] |).

El espacio X’ de los puntos no aislados de un espacio a lo mdas preortocompacto X con
diagonal G5 es numerablemente metacompacto (ver [[34] | ).

Un espacio normal a lo mas preortocompacto con diagonal Gs es numerablemente
paracompacto. Cada P-espacio o-ortocompacto es orthocompacto (ver [[34] | ).
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Observacion 4.54. Otro criterio 1til para mostrar que ciertos espacios no admiten casi-
uniformidades completas se establecen en (ver [34], proposicién 3.2). El siguiente problema,
sin embargo atin continua abierto.

Problema 8:

(ver [9]); Es la casi-uniformidad fina de todo espacio casi-seudo-metrizable (regular) com-
pleta?

Definicién 4.55. (ver [12]) Un espacio casi-uniforme (X,U) es llamado bi-completo, si su
uniformidad U* es completa.

Observaciéon 4.56. La casi-uniformidad fina de la topologia cofinita sobre un conjunto no
numerable no es bi-completa. Aquellos espacios topoldgicos que tienen una casi-uniformidad
semi-continua bi-completa son caracterizados en [9], proposicién 8. Entre otras cosas se prueba
en ([9]) que la casi-uniformidad semi-continua de un espacio casi-sober hereditariamente
numerablemente metacompacto X es bi-completa si y sélo si X es hereditariamente cerrada
y completa. Ademds la casi-uniformidad semi-continua de cualquier espacio completamente
regular hereditariamente realcompacto se demuestra que es bi-completa.

Problema 9:

a) [[9])¢ Es la casi-uniformidad fina de un espacio topoldgico completa (bi-completa) si y
sblo si su casi-uniformidad transitiva fina es completa (bi-completa).

b) [[48]] { Qué espacios casi-seudo-metrizables admiten casi-seudo-métricas bi-completas?
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