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Presentado por el

Mat. Hugo Jiménez Pérez
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Índice general

Introducción v

Agradecimientos xi
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Caṕıtulo 5. Conclusiones y perspectivas. 113

5.1 Regularización de colisiones. 113

5.2 Coordenadas acción-ángulo y solución anaĺıtica. 114
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C.3 Funciones eĺıpticas de Jacobi. 145

C.4 Argumento imaginario. 147

C.5 Derivadas de las funciones eĺıpticas de Jacobi. 148
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Introducción

La mecánica celeste es un tema que tiene una larga y diversa historia.

A través de muchos años, tanto filósofos como cient́ıficos han tratado de

responder a una serie de preguntas acerca de la dinámica del sistema solar

y particularmente de su estabilidad. De manera simple podemos decir que

la mecánica celeste es el estudio de la solución de un sistema de ecuacio-

nes diferenciales, conocido como el problema de N -cuerpos. Este problema

está relacionado con el movimiento de N masas puntuales que se atraen

unas a otras bajo las fuerzas gravitacionales Newtonianas, en el espacio f́ısi-

co tridimensional.

En este trabajo se presenta un problema restringido de 4 cuerpos en una

configuración original que presenta muchas simetŕıas. La configuración con

4-cuerpos es la siguiente: dos cuerpos de masas m1 = m2 = 1/2 evolucionan

en el plano horizontal XY describiendo órbitas Keplerianas y dos cuerpos

infinitesimales m3 ≈ m4 ≈ 0 moviéndose en el eje Z sin ejercer atracción

sobre los primarios. Esta configuración es una generalización del problema

de Sitnikov que se obtiene al agregar un segundo cuerpo infinitesimal en la

recta vertical de dicho problema. De esta forma, el problema será llamado

el Problema de Sitnikov con 2+2 cuerpos.
Las aportaciones de este trabajo de investigación son las siguientes:

Presentación de un problema restringido de 4 cuerpos que permite

un estudio detallado de la interacción entre los cuerpos infinitesi-

males.

Estudio del proceso de regularización para colisiones binarias coli-

neales en un sistema que presenta fuerzas externas.

Obtención de las coordenadas acción-ángulo para el problema cir-

cular restringido de Sitnikov con 2+2 cuerpos. Método alternativo

para encontrar las soluciones anaĺıticas.

Aplicación de técnicas de la transferencia de momento en un pro-

blema de mecánica celeste. Es de gran importancia notar que la

existencia de colisiones binarias en un sistema con fuerzas ajenas

a los cuerpos que colisionan no permite un cambio de coordenadas
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donde el conjunto de colisiones se reduzca al centro de masa del

sistema.

Uso de la transferencia de momento para continuación de órbitas

periódicas cuando no existe simetŕıa en las superficies de enerǵıa

constante de un sistema mecánico.

Clasificación de la dinámica del problema circular restringido de

Sitnikov de 2+2 cuerpos.

Reseña histórica. El problema de Sitnikov es un caso particular

del problema restringido de tres cuerpos, cuyas soluciones muestran una

dinámica muy diversa. De hecho, en un estudio realizado por el astrónomo

francés J. Chazy sobre las evoluciones finales del problema restringido de tres

cuerpos (1922-1931 [20]), incluyó en su clasificación un tipo de movimientos

que llamó oscilatorios, sin tener conocimiento de alguna configuración que

pudiera presentar estos movimientos.

En 1954, Kolmogorov propuso una configuración del problema de tres

cuerpos en la cual se teńıan dos cuerpos de masas iguales m1 = m2 en el

plano XY , situados de manera simétrica con respecto del eje vertical Z y un

tercer cuerpo de masa m3 sobre la recta vertical con velocidad en dirección

vertical también. Los cuerpos de masas m1 y m2 tendŕıan aśı una evolución

en órbitas simétricas (no cerradas en general) y el tercer cuerpo permaneceŕıa

sobre la vertical debido a la simetŕıa del problema [2]. Esta configuración,

con la restricción que m3 = 0, le permitió a Sitnikov demostrar la existencia

de órbitas oscilatorias en el problema restringido de tres cuerpos [94, 1960].

Cuando las órbitas de los cuerpos masivos son circulares, las ecuacio-

nes que describen el movimiento del cuerpos infinitesimal no dependen del

tiempo f́ısico expĺıcitamente. Esto reduce las dimensiones del sistema de

ecuaciones y permite su integración expĺıcita. Este caso, ya se hab́ıa estu-

diado por Pavinini en 1907 y también por Macmillan en 1911 [65], quien

presentó la solución en términos de funciones e integrales eĺıpticas y su apro-

ximación mediante series de funciones trigonométricas. Esto permitió hacer

cálculos expĺıcitos y durante muchos años se conoció como el problema de

MacMillan. Actualmente se conoce como el problema circular de Sitnikov.

En la decada de los 60s, el problema adquirió mucho interés entre f́ısicos,

astrónomos y matemáticos. Alekseev presentó un estudio detallado sobre

sistemas dinámicos, ecuaciones diferenciales y dinámicas simbólicas y uti-

lizó como principal ejemplo la configuración de Sitnikov [2]. Una afirmación

importante en dicho trabajo (en el segundo y tercer art́ıculo) es que en el

caso en que la masa del tercer cuerpo es positiva m3 > 0, la dinámica del

problema es equivalente al caso m3 = 0, en el sentido que se presenta un

conjunto hiperbólico invariante donde se puede sumergir un corrimiento de

Bernoulli. En 1973, Moser presenta una obra donde simplifica los trabajos de

Alekseev utilizando dinámicas simbólicas [77] y demuestra la no integrabili-

dad del problema de Sitnikov en general. A partir de ese momento, decenas

de cient́ıficos han trabajado sobre este problema, entre los que podemos
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mencionar (sin un orden en particular) a Llibre, Simó, Xia, Dankowicz, Hol-

mes, Belbruno, Ollé, Garćıa-Rodŕıguez, Pérez-Chavela, Chesley, Lacomba,

Corbera, Jie Liu, Yi-Sui Sun, Robinson, Dvorak, Fernández-Hevia, Rañada,

Jalali, Pourtakdoust, entre muchos otros. Algunas generalizaciones de este

problema incluyen las siguientes:

El problema de Sitnikov con tres masas iguales propuesto por Dvo-

rak [30, 1993].

El problema de Sitnikov en R4 propuesto por Lacomba, Llibre y

Pérez-Chavela [57, 2002].

El problema circular de Sitnikov con 4-cuerpos en una configuración

3+1 propuesto por Soulis, Papadakis y Bountis [95, 2008].

El problema circular de Sitnikov con 2+2 cuerpos propuesto en este

trabajo de investigación [49, 2009].

Acerca del presente documento. Este trabajo detalla el problema

de Sitnikov con 2+2 cuerpos en el caso restringido circular y explora el caso

en que las masas de los secundarios tienden a cero con una razón lineal

m4 = c m3 para 0 < c ≤ 1. En particular se puso mucha atención al

estudio del problema con intercambio de momento que sufren los cuerpos

secundarios durante una colisión. Este caso llega a ser de mucho interés en

mecánica celeste y astrodinámica para aplicaciones inmediatas a problemas

de satelites y asteroides.

Cuando se tienen masas iguales en los secundarios (c = 1) no existe

transferencia de momento durante las colisiones. En este caso se encuentran

las condiciones bajo las cuales se tienen órbitas periódicas y posteriormente

se buscan las condiciones para generar familias de órbitas periódicas que

se puedan extender al caso c 6= 1 considerando el intercambio de momento

durante la colisión.

Cuando se tienen masas diferentes en los secundarios (0 < c < 1) el

comportamiento cambia. Para continuar una solución después de una coli-

sión, si esta se presenta fuera del origen de coordenadas, la transferencia de

momento genera una discontinuidad en el espacio fase. Esto se debe a que

la proyección de las superficies de nivel y de los conjuntos de colisión en el

espacio de momentos son elipses en lugar de circunferencias y la simetŕıa

con respecto de las rectas (diagonales) que determinan el intercambio de

momento se ha perdido.

Otra dificultad es que el proceso de regularización reduce la dimensión

del conjunto de colisiones creando una transformación cuyo rango no es

completo en dicho conjunto. Al revertir el proceso debemos determinar la

forma de “pegar” las soluciones y esto se deberá hacer solución a solución.

Este comportamiento se utiliza en este trabajo para hacer la continuación

de órbitas periódicas.

A continuación se da un bosquejo general del documento: En el Caṕıtulo

1, se presentan los antecedentes relacionados con la geometŕıa simpléctica,

sistemas Hamiltonianos, y sus aplicaciones al problema de N -cuerpos. El
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Caṕıtulo 2 está dedicado a la descripción de nuestro problema. Se inicia con

la exposición del problema de Sitnikov clásico y posteriormente se presenta

el Problema de Sitnikov con 2+2 cuerpos, sus ecuaciones de movimiento y

una clasificación basada en los valores de los parámetros que aparecen en

las ecuaciones. En el mismo caṕıtulo se presenta la regularización de las

colisiones del problema y finalizamos con un caso particular con condiciones

iniciales simétricas que llamamos el problema circular simétrico de Sitnikov

con 2+2 cuerpos; se demuestra que este caso es integrable por cuadraturas

y se determina la dinámica de los cuerpos secundarios.

En el Caṕıtulo 3 se hace un estudio del problema circular cuando no

existe interacción entre los secundarios. Este caso lo llamaremos el problema

circular restringido de Sitnikov con 2+2 cuerpos. Al ser un caso restringi-

do, las ecuaciones de movimiento se desacoplan y obtenemos un problema

integrable de 2 grados de libertad. Posteriormente se obtienen las coorde-

nadas acción-ángulo, las soluciones anaĺıticas y la foliación del espacio fase

por subvariedades Lagrangianas. También se hace un estudio del conjunto

de colisiones que resulta ser una 3-variedad foliada por esferas S2 y cilindros

S1×R. (Esta variedad de colisión no coincide con el concepto clásico definido

por McGehee [70] y otros autores.) Se inicia un estudio sobre la transferen-

cia de momento y se caracteriza la forma de “pegar” las soluciones después

de una colisión. Finalizamos con la caracterización de las órbitas periódicas

sobre toros Lagrangianos resonantes para el caso m3 = m4.

El Caṕıtulo 4 está dedicado a extender las órbitas periódicas simétricas

que se encuentran en el caso con m3 = m4 a órbitas periódicas para pe-

queñas variaciones de las masas m3 6= m4. Este método de continuación es

equivalente al método de continuación de Poincaré para órbitas periódicas

de segunda especie, sin embargo, aqúı se utiliza la transferencia de momento

y el rebote elástico para obtener las nuevas órbitas periódicas. El Caṕıtulo

5 está reservado para algunos problemas abiertos que han surgido durante

la investigación y para establecer nuestras conclusiones. Adicionalmente se

tienen tres Apéndices: el primero da antecedentes de Formas diferenciales

que se utiliza para algunos resultados sobre simplectomorfismos. El segundo

apéndice da los antecedentes de Grupos y álgebras de Lie que se necesitan

para entender otros conceptos adicionales sobre reducción simpléctica, ac-

ciones Hamiltonianas y del mapeo momento. El tercer y último apéndice

es una breve intoducción a la teoŕıa de funciones e integrales eĺıpticas de

Jacobi.

El problema se aborda como un problema integrable y se utiliza la teoŕıa

de sistemas Hamiltonianos completamente integrables para comprender la

geometŕıa y la topoloǵıa de las subvariedades donde se encuentran las so-

luciones. El caso integrable corresponde al problema circular restringido de

Sitnikov con 2+2 cuerpos. En particular, se utiliza herramienta de la geo-

metŕıa simpléctica y teoŕıa de Lie, espećıficamente de álgebras de Lie y

acciones Hamiltonianas sobre variedades simplécticas.
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Algunos resultados son generales, como la regularización de las ecuacio-

nes del problema. Bajo la misma técnica se puede regularizar toda confi-

guración de n+2 cuerpos con n primarios en el plano en equilibrio relativo

poligonal y los secundarios evolucionan en la recta perpendicular que pasa

por el centro del poĺıgono. Asimismo, se puede utilizar para los problemas de

2n+2 cuerpos donde se tienen 2 poĺıgonos regulares anidados con n cuerpos

en sus vértices y los secundarios que se mueven en la recta perpendicular

que pasa por el centro de masas del sistema primario.





Agradecimientos

——O——

Agradezco al CoNaCyT por el apoyo ecónomico para realizar mis estu-

dios doctorales a través de la beca número 184728, incluyendo la estancia

de investigación en el Observatorio de Paris. Agradezco también al Institut
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a Federiqua Pasquotto por explicarme su trabajo sobre órbitas periódicas
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Jacques Fejoz por la sencillez de sus conversaciones y algunas ideas simples

pero efectivas, a Alain Chenciner por las palabras de aliento y por darme los
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Hamiltonianas.
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llermo Gómez por discusiones sobre billares y colisiones.



CAPÍTULO 1

Antecedentes

El objetivo de este caṕıtulo es presentar los fundamentos de los sistemas

Hamiltonianos y de la geometŕıa simpléctica que son necesarios para com-

prender el contenido de este trabajo. Sólo se incluirán los resultados más

relevantes de dicha teoŕıa con la finalidad de que el trabajo sea autoconte-

nido.

Para una introducción más detallada a la dinámica de los sistemas Ha-

miltonianos y la geometŕıa simpléctica, recomendamos al lector consultar

los textos de Abraham y Marsden [1] y el excelente libro de Arnold [4] que

son dos de las referencias más completas. También se recomienda el texto

de Meyer [74] para sistemas Hamiltonianos y su aplicación al problema de

N-cuerpos, Cannas da Silva[15], Audin [5], y por supuesto Hoffer y Zender

[43] para geometŕıa Hamiltoniana y geometŕıa simpléctica y el libro de Mac-

Duff [69] para topoloǵıa simpléctica. Para la sección de redución simpléctica

se pueden revisar los textos de Berndt [9], Perelomov [83] y Mircea Puta

[87]. En particular, el último es un texto excelente que cubre muchos de los

casos que se presentan en los sistemas mecánicos.

• • •

1.1 Espacios simplécticos.

Iniciemos este caṕıtulo con un punto de vista geométrico y que consiste

en obtener los sistemas Hamiltonianos como funciones definidas sobre varie-

dades simplécticas exactas y donde el campo vectorial se obtiene de manera

natural mediante la 2-forma diferencial ω que le da la estructura simpléctica

a la variedad.

1.1.1. Espacios vectoriales simplécticos. La noción de espacio

vectorial simpléctico se basa en proveer a un espacio vectorial lineal con una
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estructura simpléctica, proporcionada por una 2-forma diferencial conocida

como forma simpléctica.

Definición 1.1. Sea E un espacio vectorial lineal sobre el campo R.
Una forma simpléctica ω0 sobre el espacio E es una forma diferencial que
cumple las condiciones

ω es bilineal,
antisimétrica,
y no degenerada.

Definición 1.2. Sea E un espacio vectorial de dimensión finita sobre
R y sea ω : E × E → R una forma bilineal antisimétrica no degenerada. A
la pareja (E,ω) se le llama un espacio vectorial simpléctico sobre R.

Definición 1.3. La 2-forma diferencial

ω0 =
∑

i

dpi ∧ dqi,

se denomina la forma simpléctica canónica del espacio vectorial E.

Visto como un producto interno, la forma simpléctica canónica se puede

escribir de la siguiente manera

ω0(u, v) = 〈u, Jv〉, u, v ∈ E,
donde J es la matriz simpléctica canónica de dimensión 2n definida por

J =

(
0n In
−In 0n

)

,

donde 0n, In ∈ Mn×n son las matrices cero e identidad respectivamente. El

operador 〈·, ·〉 es el producto interno usual en el espacio vectorial E.

Es evidente que J es una matriz antisimétrica, pero también es una

matriz ortogonal, i.e., JJT = I2n. Por ejemplo, en el caso n = 1 tenemos

J =

(
0 1

−1 0

)

,

que corresponde a una rotación por π/2 del espacio T ∗R.

Del hecho que JJT = I2n se desprende inmediatamente que J−1 = JT

además, J2 = −I por lo tanto JT = −J .

1.1.2. Subespacios de un espacio simpléctico.

Definición 1.4. Un subespacio vectorial W de un espacio simpléctico
E, es un subconjunto W ⊂ E tal que W es un espacio vectorial.

Aunque la definición de subespacio vectorial es equivalente a la de los

espacios vectoriales comunes, en un espacio vectorial simpléctico existen

distintos tipos de subespacios y para ello se requiere el concepto de ortogo-

nalidad simpléctica
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Definición 1.5. Sean u, v ∈ E dos vectores en un espacio simpléctico.
Diremos que u es ω-ortogonal1 a v o que u y v son ω-ortogonales si se
cumple que

ω(u, v) = 0.

Cuando haya riesgo de confusión, utilizaremos la notación u ⊥ω v para

denotar dos vectores ω-ortogonales u ortogonales con respecto de la forma

simpléctica ω.

Definición 1.6. Sea W ⊂ E un subespacio vectorial del espacio simplécti-
co E. El subespacio ω-ortogonal a W es el conjunto

W ω = {x ∈ E|ω0(x, y) = 0, ∀y ∈W}.
W ω es claramente un subespacio vectorial.

Como u ⊥ω v es equivalente a v ⊥ω u, vemos que (W ω)ω = W . Tomando

en cuenta que la forma ω es no degenerada, tenemos la siguiente propiedad

Proposición 1.1. Sea W ⊂ E un subespacio vectorial del espacio simplécti-
co E entonces se cumple

dimW + dimW ω = dimE.

Demostración. Consideremos el espacio (E,ω0) con la forma simplécti-

ca canónica

ω0(v,w) = 〈v, Jw〉,
en R2n.

Si v ∈ W y w ∈ W ω, entonces 〈v, Jw〉 = 0, por lo tanto, v es ortogonal

a Jw en el sentido clásico de la ortogonalidad definida por 〈, 〉. El conjunto

{Jw|w ∈W ω} nos genera un subespacio de dimensión 2n− dimW . Si apli-

camos J−1 = JT para obtener W ω, la dimensión del nuevo subespacio es

también 2n− dimW . Esto nos indica finalmente que

dimW ω = 2n− dimW.

�

A diferencia de los subespacios ortogonales bajo el producto interno

usual 〈·, ·〉 donde W ∩W⊥ = {0}, la ortogonalidad con respecto a una forma

simpléctica genera un subespacio vectorial W ω que no siempre es comple-

mentario al subespacio W y por lo tanto se puede dar que la intersección

W ∩W ω = V sea otro subespacio vectorial. Los subespacios vectoriales de

un espacio simpléctico se clasifican de la siguiente manera

Definición 1.7. Sea W ⊂ E un subespacio vectorial del espacio simplécti-
co E y sea W ω el subespacio ω-ortogonal a W , entonces W se dice

1. isotrópico si W ⊂W ω,

1En diversos textos se utiliza el término antiortogonal haciendo referencia a la termi-
noloǵıa inglesa skew-orthogonal
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2. coisotrópico si W ω ⊂W ,
3. lagrangiano si W ω = W ,
4. simpléctico si W ∩W ω = {0}.

Proposición 1.2. Los subespacios vectoriales de un espacio simpléctico
cumplen las siguientes propiedades

1. W es isotrópico si y sólo si W ω es coisotrópico.
2. W es coisotrópico si y sólo si W ω es isotrópico.
3. Si dimW = n y W es isotrópico, entonces W es lagrangiano.

Nota 1.1. Nótese que un subespacio lagrangiano es isotrópico y coisotrópi-
co al mismo tiempo.

Los subespacios lagrangianos cumplen con ser subespacios isotrópicos

maximales y subespacios coisotrópicos minimales, en el sentido que la di-

mensión de un espacio isotrópico está acotado por 0 ≤ dimW ≤ n y la de

un espacio coisotrópico cumple con n ≤ dimW ≤ 2n.

Es posible restringir la forma bilineal ω(·, ·) a un subespacio W ⊂ E pero

la restricción en general va a ser degenerada. La restricción es no degenerada

si y sólo si W ∩W ω = {0}. Esto es equivalente a decir que

W ⊕W ω = E

y también a decir que W es un subespacio simpléctico

Proposición 1.3. Las siguientes afirmaciones son equivalentes

1. W ∩W ω = {0},
2. W ⊕W ω = E,
3. W es un subespacio simpléctico,
4. ω|W es inyectiva.

1.1.3. Los fibrados tangente y cotangente. Los espacios natu-

rales donde se trabajan los sistemas mecánicos han sido muy importantes

para el nacimiento y desarrollo de la geometŕıa simpléctica y Hamiltoniana.

De hecho, el primer ejemplo de espacio vectorial simpléctico es el espacio

fase de un sistema Hamiltoniano que corresponde a un objeto geométrico

conocido como el fibrado cotangente. Por otra parte, los sistemas Lagran-

gianos2 utilizan como espacio fase el fibrado tangente y aunque se le puede

dotar de una estructura simpléctica, dicha estructura no es natural.

Definición 1.8. El fibrado tangente o haz tangente de un espacio
vectorial W es el conjunto definido por

TW = {(q, v); q ∈W,v ∈ TqW},(1.1)

donde q es un punto del espacio vectorial y v es un vector sobre el plano
tangente TqW en el punto q.

2Reciben ese nombre porque las ecuaciones de movimiento cumplen con las ecuaciones
de Euler-Lagrange y no tiene relación con la definición de subespacios Lagrangianos
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Es importante notar que en la definición anterior, TxW ∼= W , sin em-

bargo, esta definición se utiliza en general cuando W es una variedad dife-

renciable. Si W = Rn entonces TRn ∼= Rn × Rn ∼= R2n. Este es el espacio

simpléctico para los campos vectoriales que utilizan posiciones y velocidades

(x, ẋ) ∈ TRn.

Definición 1.9. El fibrado cotangente o haz cotangente de un espacio
vectorial W es el conjunto definido por

T ∗W = {(q, p); q ∈W,p ∈W ∗},(1.2)

donde p es una 1-forma diferencial en W ∗.

T ∗W tiene una estructura simpléctica natural que podemos ver de la

siguiente manera: consideremos dos puntos x1, x2 ∈ T ∗W con coordenadas

x1 = (q1, p1) y x2 = (q2, p2), donde qi ∈W y pi ∈W ∗.
Definimos la forma simpléctica natural del fibrado cotangente por

ω(x1, x2) = p2(q1)− p1(q2) ∈ R.

De manera directa podemos ver que ω es una forma bilineal, y antisimétrica.

Además, es fácil verificar que es no degenerada.

Definición 1.10. Sean (E,ω) y (E′, ω′) dos espacios vectoriales simplécti-
cos. Un simplectomorfismo ϕ : E → E′ es un isomorfismo lineal tal que
preserva la estructura simpléctica entre los espacios, es decir

ϕ∗ω′ = ω,

donde ϕ∗ω′(u, v) = ω′(ϕ(u), ϕ(v)). Si existe un simplectomorfismo entre dos
espacios vectoriales, se dice que son simplectomorfos.

• • •

1.2 Variedades simplécticas.

Definición 1.11. Una 2-forma diferencial ω definida sobre una variedad
diferencial M se dice que es de de Rham si para cada x ∈M , la aplicación

ωx : TxM × TxM → R,

es bilineal y antisimétrica sobre el espacio tangente a M en x, y ωx vaŕıa de
manera lisa en x. Se dice que ω es cerrada si satisface la ecuación diferencial
dω = 0, donde d es la derivada exterior o diferencial de de Rham.

Definición 1.12. Una 2-forma ω definida sobre la variedad M , se dice
simpléctica si es cerrada y si ωx es simpléctica sobre TxM para todo x ∈M .

Una estructura simpléctica sobre una variedad diferencial M es una 2-
forma diferencial ω que es una forma simpléctica sobre M .

Definición 1.13. Una variedad simpléctica es una pareja (M,ω) donde
M es una variedad diferencial y ω es una forma simpléctica.

Es importante notar que una variedad simpléctica tiene dimensión par,

ya que una forma antisimétrica sobre un espacio de dimensión impar es

degenerada.
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Teorema 1.1 (Darboux). Sea (M,ω) una variedad simpléctica de di-
mensión 2n y sea x ∈ M un punto cualquiera sobre la variedad. Entonces
existe una carta coordenada (U, q1, · · · , qn, p1, · · · , pn) centrada en el punto
x tal que sobre U se tiene

ω =
∑

dpi ∧ dqi.

Demostración. Consideremos una base simpléctica para TxM y cons-

truyamos las coordenadas (q′1, · · · , q′n, p′1, · · · , p′n) centradas en x y que son

válidas para una vecindad U ′, aśı tenemos

ωx =
∑

dp′i ∧ dq′i
∣
∣
∣
x
.

Existen dos formas simplécticas sobre U ′: la que se obtiene por ω0 =

ω y ω1 =
∑
dp′i ∧ dq′i. Entonces existen vecindades U0 y U1 de x, y un

difeomorfismo ϕ : U0 → U1 tal que

ϕ(x) = x, y ϕ∗
(∑

dp′i ∧ dq′i
)

= ω.

Como ϕ∗ (
∑
dp′i ∧ dq′i) =

∑
d(p′i ◦ ϕ) ∧ d(q′i ◦ ϕ) solo falta definir las

nuevas coordenadas como qi = q′i ◦ ϕ y pi = p′i ◦ ϕ. �

Definición 1.14. Una carta definida por (U, q1, · · · , qn, p1, · · · , pn) se
conoce como una carta de Darboux.

1.2.1. El fibrado cotangente a una variedad. De manera equi-

valente a los espacios vectoriales donde se tiene una estructura simpléctica

natural para su fibrado cotangente, el fibrado cotangente a una variedad

M = T ∗Q tiene una estructura natural de variedad simpléctica, para Q una

variedad diferenciable de dimensión n.

Definición 1.15. Sean Q1 y Q2 dos variedades de dimensión n con
fibrados cotangentes M1 = T ∗Q1 y M2 = T ∗Q2 y 1-formas α1 y α2. Suponga
que se tiene un difeomorfismo f : Q1 → Q2. El levantamiento cotangente3

de f es el difeomorfismo natural

F := T ∗f : M1 →M2,(1.3)

entre los fibrados cotangentes.

Para ser precisos, tenemos que si x1 = (q1, ξ1) ∈ M1 con q1 ∈ Q1 y

ξ1 ∈ T ∗
q1Q1, entonces se define

F (x1) = x2,

donde x2 = (q2, ξ2) ∈M2 con q2 = f(q1) ∈ Q2 y (dfq1)
∗ξ2 = ξ1, y además se

tiene que

(dfq1)
∗ : T ∗

q2Q2 → T ∗
q1Q1,

de tal forma que la restricción de F |T ∗

q1
es la aplicación inversa de (dfq1)

∗.

3El autor utiliza este término como traducción del original: cotangent lift
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Proposición 1.4. El levantamiento cotangente F = T ∗f de un difeo-
morfismo f : Q1 → Q2 lleva una 1-forma de Liouville sobre T ∗Q2 en una
1-forma canónica o de Liouville sobre T ∗Q1, es decir

(F )∗α2 = α1.

Se debe notar que el diagrama

M1
F // M2

Q1

T ∗

OO

f // Q2

T ∗

OO

conmuta.

Corolario 1. El levantamiento F de un difeomorfismo f : Q1 → Q2

es un simplectomorfismo, es decir

(F )∗ω2 = ω1,

donde ω1 y ω2 son las formas simplécticas canónicas sobre los fibrados co-
tangentes.

En resumen, un difeomorfismo de variedades induce un simplectomorfis-

mo canónico entre los fibrados cotangentes:

T ∗Q1
T ∗f // T ∗Q2

Q1

T ∗

OO

f // Q2 .

T ∗

OO

En términos del grupo de difeomorfismos Dif(N) y del grupo Sp(M,ω) de

simplectomorfismos, decimos que la aplicación

T ∗ : Dif(N) → Sp(M,ω)

f 7→ F = T ∗f,

es un homomorfismo de grupos.

Definición 1.16. sea X ∈ X(M) un campo vectorial sobre la variedad
simpléctica M y ω ∈ Ω2(M) una 2-forma diferenciable, el producto interno

de X y ω, denotado por i(X)ω, está definido por

i(X)ω(Y ) = ω(X,Y ), para Y ∈ X(M).

Si ω es no degenerada, esta aplicación genera un isomorfismo

X(M)
ω♭−−−→←−−−
ω♯

Ω1(M).
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En coordenadas simplécticas canónicas x = (q, p) sobre M tenemos entonces

que ω =
∑n

j=1 dpj ∧ dqj y por lo tanto ϑ = iXω es una 1-forma

ϑ =

n∑

j=1

(a′jdqj + a′′jdpj) ∈ Ω1(M),

el campo vectorial ω♯(ϑ) = X ∈ X(M) corresponde a

X =

n∑

j=1

(a′′j
∂

∂qj
− a′j

∂

∂pj
) ∈ X(M).

1.2.2. Transformaciones simplécticas. Veamos ahora como se rea-

liza la equivalencia entre dos variedades que posean una estructura simplécti-

ca. De hecho, bajo el Teorema de Darboux se tiene que para cada n ∈ N,

todas las variedades simplécticas de dimensión 2n, son localmente difeomor-

fas al haz cotangente M2n ∼= T ∗Rn.

Sea (M1, ω1) y (M2, ω2) dos variedades simplécticas de dimensión 2n.

Definición 1.17. Un difeomorfismo simpléctico o simplectomorfismo

entre las variedades (M1, ω1) y (M2, ω2) es un difeomorfismo

ϕ : M1 →M2,

tal que bajo ϕ se preserva la estructura simpléctica, es decir que el “pullback”
cumple

ϕ∗ω2 = ω1.

Por definición si u, v ∈ TpM2 se tiene que

(ϕ∗ω2)p(u, v) = (ω2)ϕ(p)(dϕp(u), dϕp(v)).

Se puede clasificar las variedades simplécticas módulo simplectomorfis-

mos. El teorema de Darboux considera esta clasificación de manera local: la

dimensión es el único invariante local de una variedad simpléctica módulo

simplectomorfismos. De la misma forma en que una variedad diferencial de

dimensión n se ve localmente como Rn, cualquier variedad simpléctica de

dimensión 2n se ve localmente como (T ∗Rn, ω0).

Definición 1.18. Dos variedades (M1, ω1) y (M2, ω2) se dicen simplec-

tomorfas si existe un difeomorfismo ϕ : M1 →M2 tal que ϕ∗ω2 = ω1.

Definición 1.19. (M1, ω1) y (M2, ω2) se dicen isotópicas si existe una
isotoṕıa ρt : M1 →M2 tal que ρ∗1ω2 = ω1 y una familia suave ωt := ρ∗tω2 de
formas simplécticas que unen a ω1 y ω2 que son independientes de t.

Cuando se trabajan con la familia de simplectomorfismos sobre una mis-

ma variedad se tiene que ϕ : (M,ω) → (M,ω) debe preservar la estructura

simpléctica, y por lo tanto

ϕ∗ω = ω.
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Podemos ver que si ϕ1 y ϕ2 son dos simplectomorfismos entonces ϕ1 ◦ ϕ2

cumple (véase la sección B.2)

(ϕ1 ◦ ϕ2)
∗ω = ω.

Definición 1.20. La familia de simplectomorfismos forman un grupo
conocido como el grupo simpléctico de la variedad M y se designa por
Sp(M).

Por definición se puede considerar que

ωx(u, v) = ωϕ(x)(ϕ(u), ϕ(v)), u, v ∈ TxM.

y entonces podemos identificar al grupo simpléctico, con el grupo de iso-

metŕıas sobre TxM bajo la forma ωx para todo x ∈M .

1.2.3. Transformaciones simplécticas con multiplicador. Exis-

te otro tipo de transformaciones que preserva la estructura simpléctica de

una variedad, pero a diferencia de las transformaciones simplécticas canóni-

cas, el elemento de área (el volumen en general) de la variedad se transforma

mediante un multiplicador constante µ ∈ R (o C, y más generalmente K).

Definición 1.21. Un transformación φ : (M,ω)→ (M,ω) que pertenece
a los difeomorfismos de la variedad Dif(M) se dice que es simpléctica con

multiplicador µ si se cumple

φ∗ω =
1

µ
ω,

para µ 6= 0.

Este tipo de transformaciones se utilizan para normalizar la atracción

gravitacional, las unidades de masa o la velocidad angular de los sistemas

de N cuerpos de la mecánica celeste y trabajar con sistemas adimensionales

preferentemente. En los casos en los que los sistemas Hamiltonianos son

autónomos, al realizar una transformación simpléctica con multiplicador, la

función Hamiltoniana solo se multiplicará por el factor µ (como se verá más

adelante).

Proposición 1.5. Sea ϕ : (M,ω)→ (M,ω) una transformación simplécti-
ca con multiplicador µ 6= 0 sobre una variedad de dimensión 2n. Considere-
mos que M está parametrizada en coordenadas simplécticas x = (q, p) con
q, p ∈ Rn. Entonces se cumple

J = µ

(
∂ϕ

∂x

)t

J

(
∂ϕ

∂x

)

,

donde
(
∂ϕ
∂x

)

es la matriz Jacobiana de la transformación.
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1.2.4. Subvariedades. En esta sección solo vamos a considerar subva-

riedades que están sumergidas de manera apropiada en la variedad simplécti-

ca y de la cual heredan su topoloǵıa.

Definición 1.22. Sea (M,ω) una variedad simpléctica de dimensión
2n. Una subvariedad W ⊂M es una subvariedad simpléctica ( isotrópica o
coisotrópica) si, en cada punto x ∈ W se tiene que TxW es un subespacio
simpléctico (isotrópico o coisotrópico respectivamente) de TxM .

Nosotros estaremos interesados particularmente en las subvariedades La-

grangianas que se encuentran en los sistemas completamente integrables y

en las subvariedades coisotrópicas de codimensión 1 que corresponden a los

niveles de enerǵıa de un sistema Hamiltoniano.

Definición 1.23. Sea (M,ω) una variedad simpléctica de dimensión 2n.
Una subvariedad L ⊂ M se dice Lagrangiana si, en cada punto x ∈ L se
tiene que TxL es un subespacio Lagrangiano de TxM , es decir, ωx|TxL ≡ 0

y dimTxL = 1
2 dimTxM .

De manera equivalente, si se tiene la aplicación inclusión

ı : L →֒M,

entonces L es una subvariedad Lagrangiana si y solo si ı∗ω = 0 y dimL =
1
2 dimM .

Si consideramos una variedad Q de dimensión n conM = T ∗Q su fibrado

cotangente y designamos por (q1, · · · , qn) ∈ U ⊂ Q sus coordenadas con las

coordenadas cotangentes (q1, · · · , qn, p1, · · · , pn) ∈ T ∗U ⊂ M , entonces la

1-forma de Liouville sobre M es

α =
∑

i

pidqi,

y la 2-forma canónica4 es

ω = dα =
∑

i

dpi ∧ dqi.

Definición 1.24. Se define la sección cero de un fibrado cotangente
M = T ∗Q como el conjunto de puntos

Q0 := {(q, ξ) ∈ T ∗Q|ξ = 0, ξ ∈ T ∗
qQ}.

La sección cero forma una subvariedad Q0 ⊂ T ∗Q de dimensión n y cuya

intersección con T ∗U de un abierto U ⊂ Q está dada por las ecuaciones

ξ1 = · · · = ξn = 0. Evidentemente se tiene que la 1-forma de Liouville

α =
∑

i

ξidqi ≡ 0,

4Algunos autores consideran la forma simpléctica canónica como ω = −dα =
P

i dqi∧

dpi.
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se cancela sobre Q0 ∩ T ∗U . En particular, si ı0 : Q0 →֒ T ∗Q es la aplicación

inclusión, tenemos que ı∗0α = 0. Consecuentemente ı∗0ω = ı∗0dα = 0 y por lo

tanto la sección cero Q0 es una subvariedad Lagrangiana.

Se puede construir toda una familia de subvariedades Lagrangianas que

sean secciones caracterizadas por

Qβ = {(q, βq)|q ∈ Q, βq ∈ T ∗
qQ},

donde el covector βq depende de manera suave de q y β : Q → T ∗Q es una

1-forma de de Rham. No es dif́ıcil probar que existe una correspondencia

biuńıvoca entre el conjunto de subvariedades Lagrangianas de T ∗Q definidas

como secciones Qβ y el conjunto de 1-formas sobre Q.

Definición 1.25. Sea (M,ω) una variedad simpléctica de dimensión 2n,
es decir, ω es una forma bilineal, antisimétrica cerrada (dω = 0). Un campo
vectorial X sobre M se dice que es campo vectorial de Liouville si se cumple
LXω = ω, donde LX denota la derivada de Lie de la forma simpléctica a lo
largo del campo vectorial X (ver Apéndice A).

Con la ayuda de la fórmula de Cartan

LX = d ◦ iX + iX ◦ d,

se puede reescribir la condición para un campo vectorial de Liouville como

d(iXω) = ω. Entonces la 1-forma α = iXω define una forma de contacto

sobre cualquier hipersuperficie Σ ⊂M transversal al campo X. De hecho

α ∧ (dα)n−1 = iXω ∧ (d(iXω))n−1 = iXω ∧ ωn−1 =
1

n
iX(ωn)

es una forma de volumen sobre Σ ⊂M indicando que el campo X es trans-

versal a la hipersuperficie Σ.

Proposición 1.6. Toda superficie de nivel correspondiente a un valor
regular de una función Hamiltoniana H sobre la variedad simpléctica (M,ω)

es una variedad de contacto.

1.2.5. Reducción simpléctica. En esta sección enunciaremos un re-

sultado que nos permite analizar los detalles más interesantes de un campo

vectorial (Hamiltoniano) sobre una variedad simpléctica considerando el co-

ciente de la variedad M entre algún grupo de simetŕıas G. Para tal efecto,

se requiere que G sea un grupo de Lie y que actúe de manera Hamiltonia-

na sobre la variedad M , esto generará una foliación de la variedad M por

subvariedades determinadas por G.

Los resultados siguientes están escritos en términos de geometŕıa simplécti-

ca en una forma abstracta como se describe en [6]. Sin embargo, utilizaremos

la reducción simpléctica para la reducción de sistemas Hamiltonianos en la

Sección 1.5 de una forma más concreta como se detalla en [83].
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Proposición 1.7. Consideremos un espacio vectorial simpléctico (E,ω).
Sea L ⊂ E un subespacio Lagrangiano y W ⊂ E un subespacio coisotrópi-
co de E de tal forma que W + L = E. Consideremos el espacio vectorial
cociente N = W/W ω. Entonces

N es un subespacio vectorial simpléctico,
ω|N es inyectiva,
la imagen de la proyección de L ∩W en N es un subespacio La-
grangiano.

Demostración. Primero veremos que la forma simpléctica induce una

forma no degenerada sobre N , ya que W ω es el kernel de la restricción de

ω|W al subespacio W .

Al ser W un subespacio coisotrópico entonces W ω ⊂ W y por lo tanto

L∩(W ∩W ω) = L∩W ω. Ahora, L = Lω pues es un subespacio Lagrangiano

y tendŕıamos sucesivamente

L ∩W ω = (Lω +W )ω = (L+W )ω = Eω = 0.

Entonces el kernel de la proyección

L ∩W → N,

es trivial y la proyección es inyectiva. De manera inmediata tenemos que la

restricción ω̃ = ω|N es no degenerada y por lo tanto (N, ω̃) es un espacio

simpléctico y por lo tanto un subespacio simpléctico de E.

Ahora debemos probar que L ∩ W es un subespacio Lagrangiano de

(N, ω̃). Como W es coisotrópico y L+W = E entonces L∩W es un subes-

pacio isotrópico de E, y tiene dimensión

dimL ∩W = dimL+ dimW − dim(L+W ) = dimW − n,

además la dimensión de N es

dimN = dimW − (2n − dimW ) = 2(dimW − n).

Entonces L ∩W ⊂ N es un subespacio que tiene la mitad de la dimensión

del superespacio. También debemos ver que L ∩W ⊂ L y ω|L∩W = 0 por

ser lagrangiano. De manera directa tenemos que ω̃|L∩W = 0, lo que indica

que es un subespacio Lagrangiano. �

• • •

1.3 Sistemas Hamiltonianos.

1.3.1. Campos vectoriales simplécticos y Hamiltonianos. Las

principales familias de campos vectoriales que se encuentran sobre las varie-

dades simplécticas son los campos vectoriales simplécticos y Hamiltonianos.

En el primer caso, se encuentran estos campos como el álgebra de Lie del

grupo de simplectomorfismos Sp(M), es decir el espacio de campos vectoria-

les cuyo flujo preserva la forma simpléctica. En el segundo caso, se considera
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aquellos campos vectoriales que corresponden a las 1-formas exactas sobre

M bajo el isomorfismo

ω♯ := (iXω)∗ : Ω1(M)→ X(M).

Definición 1.26. Sea (M,ω) una variedad simpléctica. Un campo vec-
torial X sobre M se dice que es un campo vectorial simpléctico si

LXω = 0,

es decir, que la forma simpléctica es invariante bajo el flujo del campo vec-
torial.

El conjunto de campos vectoriales simplécticos sobre M se denotará por

sp(M). Es fácil ver que los campos vectoriales simplécticos forman un álgebra

de Lie, para ello seleccionemos dos campos arbitrarios X,Y ∈ sp(M) y

veamos que

L[X,Y ]ω = [LX , LY ]ω = LX(LY ω)− LY (LXω) = 0.

Adicionalmente, los campos vectoriales simplécticos se encuentran como

el álgebra de Lie del grupo de simpléctomorfismos sobre la variedad.

Ahora utilicemos la identidad de Cartan para determinar quienes son

los campos Hamiltonianos, como subconjunto de los campos simplécticos

LXω = diXω + iXdω = 0,

y como se tiene que dω = 0 se tiene realmente que LXω = diXω aśı que los

campos simplécticos son aquellos donde iXω es una 1-forma cerrada. Ahora

se debe caracterizar a aquellos campos que cumplen que la 1-forma iXω sea

exacta.

Definición 1.27. Dada una función H ∈ F(M) sobre la variedad simplécti-
ca (M,ω), el campo vectorial

XH = ω♯(dH),

es llamado un campo vectorial Hamiltoniano asociado a H. El conjunto de
los campos vectoriales Hamiltonianos se denotará por ham(M) ⊂ sp(M).

Se puede mostrar que si consideramos X,Y ∈ sp(M) y Z ∈ X(M) bajo

el producto interno i[X,Y ]ω(Z) := w([X,Y ], Z) se obtiene

i[X,Y ]ω = d(ω(Y,X)),(1.4)

([88], pag 13). Es decir, que la inclusión del campo [X,Y ] con la forma

simpléctica ω equivale a considerar la diferencial de una función f : M → R,

lo que indica que la forma ω es exacta y por lo tanto el campo [X,Y ] es un

campo Hamiltoniano es decir que

[sp(M), sp(M)] ⊂ ham(M).

Como sp(M) es un álgebra de Lie entonces ham(M) hereda la estructura

de álgebra de Lie y adicionalmente es un ideal de sp(M).
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Finalmente, podemos considerar el cociente sp(M)/ham(M) := H1
dR(M)

que tendrá una estructura inducida de álgebra de Lie que generará la suce-

sión exacta

0→ ham(M) →֒ sp(M)→ H1
dR(M)→ 0.

H1
dR(M) se conoce como el primer grupo de Homoloǵıas de de Rham de M

y en este caso se considera como un álgebra de Lie conmutativa.

Definición 1.28. Sea (M,ω) una variedad simpléctica y sea H ∈ F(M)

una función sobre M con campo vectorial Hamiltoniano XH . A la terna
(M,ω,XH) se le llama un sistema Hamiltoniano.

Se debe notar que las condiciones

i(XH )ω = dH,

XH = ω♯(dH),

son equivalentes.

Para verificar las ecuaciones del campo vectorial en coordenadas locales,

se debe determinar un conjunto de cartas (U, φ) para la variedad M de tal

forma que φ : U → V con V ⊂ R2n con regla de correspondencia φ(q) = x

para q = (q1, . . . , qn, p1, . . . , pn) ∈ M y x = (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) ∈ R2n.

Por lo tanto, como i(XH)ω = dH entonces obtenemos

q̇ = J∇H(q).

Si consideramos q = (q, p) el sistema se puede escribir de la forma

q̇i =
∂H

∂pi
,(1.5)

ṗi = −∂H
∂qi

,

para i = 1, 2, . . . , n. Estas son las ecuaciones de Hamilton.

En la teoŕıa de ecuaciones diferenciales son utiles los siguientes conceptos

Definición 1.29. Si un sistema Hamiltoniano está definido sobre una
variedad simpléctica de dimensión 2n, entonces al valor n se le conoce como
el número de grados de libertad del sistema.

Definición 1.30. Decimos que un sistema Hamiltoniano (1.5) es autóno-

mo si H no depende expĺıcitamente de t. En este caso H es una constante
de movimiento y se dice que es una integral primera.

1.3.2. Sistemas completamente integrables. La relación (1.4) se

puede esribir de manera alternativa como

[X,Y ] = Xw(Y,X),

para X,Y ∈ sp(M). Si consideramos funciones f, g ∈ F(M) y sus correspon-

dientes campos vectoriales simplécticos Xf ,Xg, podemos escribir

[Xf ,Xg] = Xw(Xg ,Xf ),
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que es un campo vectorial Hamiltoniano. Esta campo esta definido por dos

funciones suaves f, g sobre la variedad simpléctica M , entonces tenemos la

siguiente

Definición 1.31. Definimos el corchete de Poisson de dos funciones
f, g ∈ F(M) como la función

{f, g} = w(Xf ,Xg).

Proposición 1.8. Sean f, g ∈ F(M) funciones suaves sobre la variedad
M entonces se cumple

1. {f, g} = Xf (g),
2. [Xf ,Xg] = X{g,f}.

Demostración. 1. Aplicamos directamente la definición

{f, g} = (iXgω)(Xf ),

= (dg)(Xf ),

= Xfg.

2. De la expresión (1.4) tenemos

[Xf ,Xg] = Xw(Xg ,Xf ),

= X{g,f}.

�

Teorema 1.2. El corchete de Poisson es una estructura de álgebra de
Lie sobre F(M) y la aplicación

j : F(M) → ham(M,ω),

f 7→ Xf .

es un homomorfismo de álgebras de Lie.

El kernel del homomorfismo j corresponde a todas las funciones tales

que df = 0. Si M es conexo entonces el kernel corresponde a todas las

funciones constantes y se puede identificar una copia de R ⊂ F(M) como

el subconjunto de funciones constantes sobre M . De aqúı se puede obtener

otra sucesión exacta

0→ R
ı−֒→ F(M)

j−→ ham(M,ω)→ 0.

Definición 1.32. Consideremos una variedad simpléctica (M,ω) de di-
mensión 2n y un conjunto de m ≤ n funciones F1, · · · , Fm ∈ F(M). Decimos
que las funciones {Fi}mi=1 están en involución si se cumple

{Fi, Fj} = 0, i, j = 1, · · · ,m,
y sus diferenciales son linealmente independientes punto a punto en un con-
junto abierto U ⊂M .
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Definición 1.33. Sea (M,ω,XH ) un sistema Hamiltoniano y F ∈ F(M)

una función lisa sobre la variedad M . F se dice que es una integral primera

si está en involución con la función Hamiltoniana H.

Definición 1.34. Un sistema Hamiltoniano (M,ω,XH) con n grados
de libertad 5 se dice que es completamente integrable si existen n funciones
F1, · · · , Fn que están en involución para toda i = 1, · · · , n y se tiene F1 = H.

Nótese que la condición de independencia lineal sobre los puntos de un

abierto de U ⊂ M se ha considerado dentro de la definición de involución.

Esto se debe a que deseamos realizar diversos procesos como la reducción

simpléctica de sistemas Hamiltonianos mediante foliaciones no degeneradas.

Teorema 1.3. Sea (M,ω,XH) un sistema Hamiltoniano completamen-
te integrable entonces el flujo del campo vectorial XH corresponde a lineas
rectas sobre cilindros de la forma Rk × Tn−k para alguna 1 ≤ k ≤ n.

1.3.3. Hamiltonianos no-autónomos. A menudo es útil considerar

funciones Hamiltonianas que dependen del tiempo

H : M × [0, 1]→ R,

que denotaremos por H(p, t) = Ht(p). El campo vectorial se define de ma-

nera análoga al caso original XHt y entonces se tiene una familia de difeo-

morfismos φHt , tal que φH0 = id que al tiempo t son tangentes a XHt , es

decir

d

dt
(φHt (p)) = XHt(φ

H
t (p)), p ∈M, t ∈ [0, 1].

Dicha familia de difeomorfismos preserva la estructura simpléctica y de he-

cho forman una familia de simplectomorfismos llamada una isotoṕıa Hamil-
toniana.

• • •

1.4 Acciones Hamiltonianas y la

aplicación momento.

Toda función suave F ∈ F(M) definida sobre una variedad simpléctica

con un sistema Hamiltoniano H = (M,ω,XH) genera una familia de sim-

plectomorfismos y si además {F,H} = 0, entonces los valores de la función

F se conservan a lo largo del campo vectorial XH y por lo tanto, los simplec-

tomorfismos serán una familia de transformaciones simétricas. Un sistema

Hamiltoniano H puede tener diversas cantidades conservadas Fi. Si la va-

riedad simpléctica tiene dimensión 2n y existen n cantidades conservadas

independientes funcionalmente Fi, con H = F1, y que están en involución

(i.e., {Fi, Fj} = 0), entonces el sistema Hamiltoniano es integrable en el

sentido de Liouville.

5Es decir, la variedad simpléctica M tiene dimensión 2n.
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Definición 1.35. Una acción de un grupo de Lie G sobre una variedad
M es un homomorfismo de grupos

ϕ : G → Dif(M),(1.6)

g 7→ ϕg,

donde Dif(M) es el grupo de difeomorfismos sobre M .

Es conveniente pensar en el flujo ϕt = ϕ(t) de un campo vectorial como

la acción de un grupo de Lie sobre la variedad M . Entonces la evaluación

de la acción del grupo será

evalϕ : G×M → M,

(g, p) 7→ ϕg(p).

Ahora consideremos una variedad simpléctica (M,ω) y un grupo de Lie

G con la acción (1.6).

Definición 1.36. Decimos que la acción ϕ es una acción simpléctica si
ésta actúa por simplectomorfismos,

ϕ : G→ Sp(M),

es decir, para cada g ∈ G se tiene que ϕ∗
g(ω) = ω.

Si además consideramos el álgebra de Lie g = Lie(G) y su espacio vecto-

rial dual g∗, podemos definir una acción hamiltoniana de la siguiente manera

Definición 1.37. Decimos que una acción ϕ es una acción hamiltoniana

si existe una aplicación

µ : M → g∗,

que satisface las condiciones siguientes:

Para cada X ∈ g caracterizamos a la componente de µ a lo largo
de X como

µX : M → R,

p 7→ 〈µ(p),X〉,

y designamos X̂ el campo vectorial sobre M generado por el sub-
grupo de un parámetro {exp(tX)|t ∈ R} ⊆ G. Entonces

dµX = iX̂ω,

es decir, la función µX es una función Hamiltoniana para el campo
vectorial X̂.
La aplicación µ es equivariante con respecto de la acción ϕ de G
sobre M y la acción coadjunta Ad∗ de G sobre g∗ cumple

µ ◦ ϕg = Ad∗
g ◦ µ, ∀g ∈ G,
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es decir, el siguiente diagrama conmuta

M

µ

��

ϕ // M

µ .

��
g∗

Ad∗

// g∗

De esta forma (M,ω,G, µ) es llamado un G-espacio hamiltoniano y µ es

llamada la aplicación momento. A la configuración (M,ω,G, µ) también se le

conoce como un sistema Hamiltoniano con G-simetŕıa, aunque este término

es más conocido cuando la variedad tiene una estructura de Poisson.

Teorema 1.4. Si la función Hamiltoniana H : M → R de un sistema
mecánico es invariante bajo la acción Hamiltoniana del grupo de Lie G sobre
la variedad M , la aplicación momento correspondiente µ : M → g∗ es una
primera integral del sistema.

Si restringimos esta situación al toro Tk = S1×· · ·×S1 entonces el grupo

de Lie G = Tk = (S1)k que actúa sobre una variedad simpléctica (M,ω)

tiene la caracteŕıstica de que tanto el álgebra de Lie g como su dual g∗ se

identifican con el espacio euclidiano Rk. Como la acción coadjunta del toro es

trivial entonces la aplicación momento µ : M → Rk sólo necesita satisfacer

que para la proyección µX : M → Rk sobre cada campo X ∈ g ∼= Rk se

cumpla

dµX = iX̂ω,

y que sea invariante bajo la acción del toro. Cada campo fundamental Xi

de un sistema Hamiltoniano integrable es generado por una integral primera

Fi, 1 ≤ i ≤ n. La aplicación

µ = (H = F1, . . . , Fk) : M → g∗ ∼= Rk,

es precisamente una aplicación momento como fue definido en la sección

anterior. Si k < n el sistema es parcialmente integrable, por otro lado si

k = n el sistema se dice Liouville integrable o completamente integrable.

También se debe notar que para una acción Hamiltoniana de un toro

Tk, la condición de equivariancia se convierte en invariancia.

Es un dato conocido que la imagen inversa µ−1(x) de cada x ∈ Img(µ)

es una subvariedad Lagrangiana de (M,ω). En el caso más general cuando

la variedad simpléctica donde se define el sistema Hamiltoniano es no com-

pacta, la imagen de la aplicación momento se puede separar en regiones, que

determinan la topoloǵıa de cada fibra µ−1(x). Si la fibra define una variedad

compacta, entonces será isomorfa a un toro. En otros casos, será isomorfa a

cilindros o planos de acuerdo de la región donde se encuentre x. Más adelante

se verá esta correspondencia en el problema circular doble de Sitnikov.
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• • •

1.5 Reducción de sistemas

Hamiltonianos con simetŕıa.

En esta sección retomamos el concepto de reducción simpléctica que ya

se ha estudiado para espacios vectoriales lineales, y lo generalizaremos para

ser aplicado a variedades simpléctias.

Supongamos que se tiene una acción Hamiltoniana de un grupo de Lie

G sobre una variedad simpléctica (M,ω) y consideremos la aplicación mo-

mento µ : M → g∗ correspondiente. Consideremos el conjunto de nivel de

la aplicación, es decir, la imagen inversa de un punto regular x ∈ g∗ bajo µ
y denotemos a este conjunto por Mx = µ−1(x). Como x es un valor regular

de µ se tiene que la diferencial dµ en todo punto c ∈Mx env́ıa

TcM → g∗,

o en otro caso Mx = ∅. Mx es una variedad suave y de hecho es una subva-

riedad coisotrópica de M . Si dimG = 1
2 dimM entonces Mx será una sub-

variedad Lagrangiana. En el último caso se cumple que la forma simpléctica

de la variedad restringida al conjunto de nivel es ω|Mx ≡ 0.

Definición 1.38. El subgrupo de isotroṕıa6 de x relativo a la acción
coadjunta del grupo de Lie G está dado por

Gx = {g ∈ G|Ad∗gx = x}.
Definición 1.39. La órbita de un punto m ∈M bajo la acción del grupo

G es el conjunto

Gm = {φgm|g ∈ G}.
Lema 1.1. El subgrupo de isotroṕıa de x deja invariante a Mx.

Se asume que Gx es un grupo compacto y que actúa sobre Mx de manera

efectiva y sin puntos fijos (en realidad basta con que la acción de Gx sobre

Mx sea propia y no se requiere la compacidad del grupo). El espacio Mx se

descompone en órbitas de la acción de Gx y bajo estas hipótesis el espacio

de las órbitas Ox = Mx/Gx es una variedad suave llamada el espacio fase
reducido.

Teorema 1.5. Sea (M,ω,G, µ) un G-espacio Hamiltoniano con una
aplicación momento equivariante µ que satisface las condiciones anterio-
res. Entonces Ox = µ−1(x)/Gx tiene una forma simpléctica ωx definida de
manera única con

π∗xωx = i∗xω,(1.7)

donde πx : µ−1(x)→ Ox es la proyección canónica e ix : µ−1(x) →֒M es la
inclusión.

La prueba del teorema requiere de un resultado previo

6A este subgrupo también se le conoce como subgrupo estabilizador.
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Lema 1.2. Sea m ∈ µ−1(x), entonces las siguientes propiedades se cum-
plen

1. Gxm ⊂ µ−1(x),
2. TmGxm = Tm(Gm) ∩ Tm(µ−1(x)),
3. Tm(µ−1(x)) y Tm(Gm) son espacios ω-ortogonales.

Básicamente, este lema establece las relaciones entre los espacios tan-

gentes a m en las dimensiones adecuadas de forma que se pueda utilizar la

Proposición 1.7 para reducción simpléctica en espacios vectoriales (lineales).

Las pruebas de estos resultados pueden consultarse en [1, 9, 83, 87].

Con la forma ωx, Ox hereda una estructura simpléctica de forma natural

y entonces la pareja (Ox, ωx) será una variedad simpléctica.

Sea (M,ω,XH , G) un sistema Hamiltoniano con una G-simetŕıa. Como

sabemos, XH es G-invariante y tangente a Mx = µ−1(x). Entonces se ob-

tiene un campo vectorial X̃H = XH |Ox sobre Ox llamado el campo vectorial
reducido.

Teorema 1.6. El campo vectorial reducido sobre el espacio fase reducido
es Hamiltoniano. La función Hamiltoniana correspondiente H̃ coincide con
la función Hamiltoniana original restringida a Ox.

De hecho, la función Hamiltoniana original es invariante bajo la acción

del grupo G, lo que implica que H(m) = H(gm) para m = (q, p) ∈ M y

para toda g ∈ G.

• • •

1.6 Funciones generatrices.

Como ya vimos anteriormente, la condición para tener un simplectomor-

fismo entre dos variedades simplécticas ϕ : (M1, ω1) → (M2, ω2) es que el

“pullback” de la forma simpléctica de la imagen de ϕ sea la forma simpléctica

del dominio, es decir

ϕ∗ω2 = ω1,

al menos localmente.

Uno de los métodos que se utilizan para definir simplectomorfismos es el

que utiliza funciones generatrices y que aprovecha diversas propiedades de

las variedades simplécticas y de sus simplectomorfismos. Necesitaremos los

siguientes resultados:

Proposición 1.9. Sean (M1, ω1) y (M2, ω2) dos variedades simplécticas.
Consideremos el producto cartesiano de las variedades M = M1 ×M2 y las
proyecciones canónicas πi : M1×M2 →Mi, i = 1, 2, sobre cada componente.
Entonces la variedad (M1 ×M2,Ω) con

Ω = π∗1ω1 − π∗2ω2,

es una veriedad simpléctica.
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Proposición 1.10. La gráfica Γρ de un simplectomorfismo

ρ : M1 →M2,

es una subvariedad Lagrangiana de M = M1 ×M2.

Demostración. Probaremos que el “pullback” de la inclusión es idénti-

camente cero i∗ρΩ = 0 en M . Primero veamos que ρ induce un difeomorfismo

de M1 → Γρ, aśı que podemos escribir

T(x,ρ(x))Γρ = {(v, Tρ(v))|v ∈ TxM1}.
Ahora, por la definición de Ω tenemos

i∗ρΩ ((v1, Tρ(v1)), (v2, Tρ(v2))) = ω1(v1, v2)− ω2(Tρ(v1), Tρ(v2)),

= ω1(v1, v2)− ρ∗ω2(v1, v2),

= (ω1 − ρ∗ω2)(v1, v2),

y por lo tanto i∗ρΩ ≡ 0 si y sólo si ρ∗ω2 = ω1. �

Ahora veamos como funciona el proceso para generar simplectomorfis-

mos con funciones generadoras:

Primero se considera la variedad producto de dos variedades simplécticas

de la misma dimensión (M1×M2,Ω) con una forma simpléctica adecuada. A

continuación se considera una subvariedad Lagrangiana L ⊂ (M1×M2,Ω) y

se considera una involución σ : M2 →M2 que definiremos más adelante. Es-

ta involución torcerá 7 a la subvariedad Lagrangiana y a la forma simpléctica

por lo que tendremos la subvariedad torcida Lσ ⊂ (M1 ×M2,Ω
σ). Poste-

riormente verificamos si Lσ es la gráfica de un difeomorfismo ρ : M1 → M2

en caso afirmativo, entonces ρ : M1 →M2 es un simplectomorfismo.

Para toda f ∈ F(N1 ×N2), df es una 1-forma cerrada sobre (N1 ×N2).

La subvariedad Lagrangiana generada por f es

Lf := {((x, y), (df)(x,y))|(x, y) ∈ N1 ×N2}.
Adoptaremos la notación

dxf := πx(df)(x,y) : TxN1 × TyN2 → TxN1 × {0},
dyf := πy(df)(x,y) : TxN1 × TyN2 → {0} × TyN2,

que nos permite escribir

Lf = {(x, y, dxf, dyf)|(x, y) ∈ N1 ×N2}
y

Lσf = {(x, y, dxf,−dyf)|(x, y) ∈ N1 ×N2}.
Cuando Lσf es de hecho la gráfica de un difeomorfismo φ : M1 → M2,

llamaremos a φ el simplectomorfismo generado por f , y llamaremos a f la

función generadora de φ : M1 →M2.

7Traducción literal del autor para el término twist
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Pero ¿cuando sabremos que Lσf es la gráfica de un difeomorfismo? Sea

(U1, x1, · · · , xn), (U2, y1, · · · , yn) cartas coordenadas para N1 y N2, con las

cartas asociadas (T ∗U1, x1, · · · , xn, ξ1, · · · , ξn), (T ∗U2, y1, · · · , yn, η1, · · · , ηn)
para M1 y M2. El conjunto

Lσf = {(x, y, dxf,−dyf)|(x, y) ∈ N1 ×N2},

es la gráfica de φ : M1 → M2 si y sólo si, para cualquier (x, ξ) ∈ M1 y

(y, η) ∈M2 se tiene

φ(x, ξ) = (y, η),

y esto se da si y sólo si

ξ = dxf y η = −dyf.

Por lo tanto, dado un punto (x, ξ) ∈M1, para encontrar su imagen (y, η) =

φ(x, ξ), debemos resolver las ecuaciones Hamiltonianas

ξi =
∂f

∂xi
(x, y),

ηi = − ∂f
∂yi

(x, y).

Si existe una solución y = φ1(x, ξ), debemos revisar la otra ecuación para

obtener η = φ2(x, ξ), de tal forma que

φ(x, ξ) = (φ1(x, ξ), φ2(x, ξ)).

Ahora por el teorema de la función impĺıcita, para resolver la prime-

ra ecuación de manera local para y en términos de x y ξ, necesitamos la

condición

det

(
∂

∂yj

(
∂f

∂xi

))n

i,j=1

6= 0.

Esta es una condición local necesaria y suficiente para que f pueda

generar un simplectomorfismo ρ. Sin embargo, globalmente se requiere bi-

yectividad.

1.6.1. Coordenadas acción-ángulo. Las coordenadas acción-ángu-

lo, se utilizan en los sistemas Hamiltonianos completamente integrables

cuando el álgebra de Lie g asociada a la imagen de la aplicación momento µ es

conmutativa. En este caso, cada campo vectorial fundamental Y ∈ Img(µ)

permite reconstruir localmente, a través de la aplicación exponencial, un

campo vectorial Hamiltoniano en una subvariedad de dimensión 2. Esto

permite considerar la acción Hamiltoniana de S1 o de R sobre la restricción

del campo a N = (qi, pi) para 1 ≤ i ≤ n.

Si (M,ω) es una variedad simpléctica compacta de dimensión 2n, en-

tonces existe una 1-forma tal que ω = dλ. Para todo simplectomorfismo
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ϕ ∈ Sp(M), la 1-forma λ− ϕ∗λ es cerrada ya que

d(λ− ϕ∗λ) = ω − dϕ∗λ,

= ω − ϕ∗dλ,

= ω − ϕ∗ω,

= 0.

Aplicando el Lemma de Poincaré (véase la sección B.2.5) sabemos que lo-

calmente existe f : M → R tal que df = λ − ϕ∗λ. Integremos sobre una

curva simple cerrada γ para obtener

f =

∫

γ
λ =

∫

γ
ϕ∗λ

y finalmente veremos que
∫

γ
λ =

∫

ϕ(γ)
λ.(1.8)
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Figura 1.1. Coordenadas acción-ángulo.

Definimos la acción sobre una curva simple cerrada γ como J(γ) =
∫

γ λ.

Una consecuencia inmediata de la expresión (1.8) es que la acción sobre una

curva cerrada simple es invariante bajo simplectomorfismos

Por lo tanto es posible construir un simplectomorfismo para cada sistema

Hamiltoniano integrable (M,ω,XH ) con órbitas periódicas que sólo depen-

da de los valores de la aplicación momento. Sea x ∈ M un punto regular y

tomemos la imagen bajo la aplicación momento y = µ(x) ∈ g∗. Ahora consi-

deremos la fibra µ−1(y) y supongamos que es una subvariedad compacta, es

decir, es un toro Lagrangiano de M . Entonces, existe un simplectomorfismo

ρ : M →M donde el sistema Hamiltoniano transformado sólo depende de la

acción de las curvas integrales (simples cerradas). Las coordenadas obteni-

das bajo el isomorfismo se conocen como coordenadas acción-ángulo y están



24 Antecedentes

definidas por

J(γhi
) =

1

2π

∫

γhi

λ y θ(hi) =
1

Ω(hi)
t+ θ0,

donde Ω(hi) = ∂J
∂hi

. En particular, si se tiene un sistema Hamiltoniano sepa-

rable, la 1-forma de Liouville λ = pidqi permitirá obtener las coordenadas

de acción de manera directa como n sistemas Hamiltonianos de un grado de

libertad.

• • •

1.7 Sistemas mecánicos.

Los primeros ejemplos de sistemas Hamiltonianos surgen en los sistemas

mecánicos. Aunque en general, estos sistemas se determinan como sistemas

Hamiltonianos sobre variedades pre-simplécticas [4, 45], su estudio está más

difundido como sistemas Hamiltonianos sobre variedades simplécticas y de

Poisson que corresponden a sistemas mecánicos conservativos.

1.7.1. Sistemas mecánicos conservativos. Los sistemas mecánicos

conservativos están dados por una ecuación de la forma

q̈ = ∇V (q),(1.9)

donde V : Rn \∆→ R es una función diferenciable y ∆ ⊂ Rn es el conjunto

de singularidades de V .

V es llamada la función potencial y la función Hamiltoniana definida

de tal forma que el sistema de segundo orden (1.9), se convierta en uno de

primer orden, está dada por

H(q, p) =
1

2
|p|2 − V (q).(1.10)

Considerando al espacio de configuración Q := (Rn \∆) como una varie-

dad abierta con frontera, definimos la variedad simpléctica (M := T ∗Q, ω)

para ser el espacio (co)fase del sistema Hamiltoniano (M,ω,XH ) donde el

campo vectorial Hamiltoniano XH corresponde a la función (1.10). En este

caso, el isomorfismo que manda TqQ → T ∗
qQ tiene como matriz asociada a

In que es el elemento identidad en Mn×n(R).

De esta forma tenemos una identificación natural de TQ ∼= T ∗Q dada

por p = q̇.
Como la función Hamiltoniana H : M → R es una primera integral para

el campo vectorial Hamiltoniano XH , ésta define un conjunto invariante

(nivel de enerǵıa)

Σh = {(q, p) ∈M |H(q, p) = h} ,
para cada valor fijo de h ∈ Img(H) ⊂ R.

Si h es un valor regular para la función H, el conjunto Σh = H−1(h)
corresponde a una subvariedad diferenciable de codimensión 1 en M . Esta

variedad se conoce como la superficie de enerǵıa constante o simplemente
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superficie de enerǵıa que son variedades de contacto dentro de la variedad

M .

Consideremos la proyección natural en la base

π1 : M → Q
(q, p) 7→ q,

que corresponde a las secciones del espacio cotangente. La imagen de cada

superficie de enerǵıa bajo la proyección π1(Σh) se le conoce como la región

de Hill con enerǵıa h.

Hillh := π1(Σh).

Esto implica que si φ(t) ⊂ Σh es una solución del sistema Hamiltoniano

con enerǵıa h, entonces π1(φ(t0)) ∈ Hillh para todo tiempo t0 ∈ I ⊂ R.

La frontera de esta región ∂Hillh corresponde a la sección cero y se

le conoce como la superficie de velocidad cero, o curva de velocidad cero
dependiendo de la dimensión del sistema Hamiltoniano.

En general se llamará conjunto de velocidad cero, y se obtiene cuando

V (q) = −h.
Las fibras deM restringidas a Σh forman conjuntos convexos, topológica-

mente equivalentes a esferas Sn−1 con radio
√

2(h+ V (q)), que se obtienen

a partir de la relación

0 ≤ 1

2
|p|2 = h+ V (q).

Teorema 1.7. Las soluciones de equilibrio del sistema mecánico

q̇ = p,

ṗ = ∇V (q)

están dadas por (q0, p0) = (0, 0), y corresponden a los puntos cŕıticos de la
función potencial V .

Demostración. Debemos notar que si

H =
1

2
|p|2 − V (q),

entonces su gradiente es

∇H = (−∇V (q), p) .

Para que h ∈ R sea un valor regular de H, se debe verificar que dH(x) 6= 0

para cada x ∈ Σh. por lo tanto, dH(q, p) = 0 si, y sólo si las siguientes

igualdades se cumplen simultáneamente

−∇V (q) = 0,

p = 0,

por consecuencia, si y sólo si (q, p) es un punto de equilibrio para el campo

vectorial Hamiltoniano. �
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Proposición 1.11. El nivel de enerǵıa Σh corresponde a un valor regular
para H si y sólo si Σh no contiene puntos de equilibrio del campo vectorial
hamiltoniano asociado a H.

La demostración de esta proposición puede revisarse en [78].

Todo sistema mecánico es reversible, en el sentido de que la transforma-

ción lineal

R : Rn × Rn → Rn × Rn

(q, p) 7→ (q,−p),

deja invariante al sistema.

Es claro que R es un isomorfismo cuya inversa es ella misma, a este tipo

de isomorfismos se les llama involución, R2 = R ◦R = Id.
En efecto

XH ◦R(q, p) = XH(q,−p)
= (Hp(q, p),−Hq(q,−p))
= (−p,∇V (q)) .

Por otro lado se tiene que

R ◦XH(q, p) = R (Hp(q, p),−Hq(q, p))

= (Hp(q, p),Hq(q, p))

= (p,−∇V (q)) .

De las identidades anteriores podemos ver que

XH ◦R = −R ◦XH ,

donde se ha sustituido t 7→ −t, y por lo tanto se tiene la simetŕıa (q, p, t) 7→
(q,−p,−t).

Teorema 1.8. Todo sistema mecánico es reversible y admite la involu-
ción

(q, p; t) 7→ (q,−p;−t).
En particular, si una curva solución (q(t), p(t)) es tal que q(t) tiene dos
puntos de intersección con el conjunto de velocidad cero, entonces (q(t), p(t))
es necesariamente periódica.

Enunciamos una variación de una proposición encontrada en [58] que

nos permitirá reducir el estudio del espacio fase de sistemas mecánicos a los

casos mas relevantes cuando se tiene h > 0, h < 0 y h = 0.

Proposición 1.12 (Lacomba). Dado un sistema mecánico con potencial
homogéneo de grado α,

bαV (q) = V (bq),
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para cada λ > 0 existe una transformación simpléctica con multiplicador λ
que lleva la superficie de enerǵıa Σh 7→ Σλh, para cualquier h ∈ R. Un cam-
bio en la escala de tiempo lleva soluciones del sistema original en soluciones
del nuevo sistema.

1.7.2. Sistemas generales Newtonianos. Los sistemas generales

Hamiltonianos tienen la forma

Mẍ+∇V (x) = g(t),

donde x ∈ Q := (Rn \∆) con ∆ el conjunto de singularidades de V (x) yM
es una matriz simétrica no singular de orden n × n, V : Q → R y g es una

función vectorial de la variable real (t) definida en un intervalo t ∈ I ⊂ R.

Definamos la variedad M := T ∗Q con la forma simpléctica natural ω =
∑

i dpi∧dqi, de tal forma que (M,ω) es una variedad simpléctica. El sistema

Hamiltoniano asociado está dado por (M,ω,XH ) donde XH = ω♯(dH), es

decir iXH
ω = dH y H : M → R está definida por

H =
1

2
pTM−1p+ V (x)− xT g(t),

con p ∈ T ∗
qQ.

• • •

1.8 El problema de los N cuerpos.

El problema de los N cuerpos es un problema mecánico con 3N ecua-

ciones de movimiento de segundo grado de la forma

miq̈i =

N∑

i,j=1,i<j

Gmimj
qj − qi
r3ij

,(1.11)

donde las mi > 0 son las masas de cada cuerpo, qi ∈ R3 son las posiciones,

q̈i ∈ R3 son sus aceleraciones, rij =
√
qi − qj son las distancias entre los

cuerpos mi y mj con i, j ∈ {1, · · · , N}, y G es la constante de gravitación

universal.

Este sistema está definido en (R3N \ ∆) donde el ∆ es el conjunto de
singularidades dado por

∆ = {(q1, · · · , qN ) ∈ R3N |qi = qj, i 6= j, i, j = 1, · · · , N}.(1.12)

Este conjunto contiene a todas las singularidades por colisión que se pue-

den presentar en la ecuación (1.11). Adicionalmente, las singularidades que

corresponden a escapes de alguno de los cuerpos en tiempo finito también

se encuentran en ∆. Esto es consecuencia de un teorema probado por Pain-

levé en 1895 y que se incluye en [81]. En la siguiente sección ofreceremos

una breve discusión de las singularidades del problema de N -cuerpos.

Consideremos el vector q = (q1, · · · , qN ) ∈ R3N , que corresponde a las

posiciones de los N cuerpos y definamos la variedad Q := (R3N \∆) abierta,

no compacta, con frontera como el espacio de configuración de este sistema.
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El problema de los N cuerpos admite una formulación como sistema

Hamiltoniano (M,ω,XH ) sobre la variedad simpléctica con frontera (M,ω)

dondeM := T ∗Q, ω =
∑

i dpi∧dqi y XH es el campo vectorial Hamiltoniano

asociado a la función

H(q,p) =
1

2
p
TM−1

p− U(q),(1.13)

donde p ∈ T ∗
qQ,

U(q) =
∑

i6=j

Gmimj

rij
,(1.14)

yM∈M3N×3N (R+) es la matriz de masas dada por

M =








m1I 0 · · · 0

0 m2I 0
...

. . .
...

0 0 · · · mNI







,

con 0, I ∈M3×3(R+) las matrices nula e identidad respectivamente.

• • •

1.9 Singularidades en el problema de

N -cuerpos.

Seguiremos el tratamiento establecido por Boccaletti y Pucacco en [10].

Definición 1.40. El momento de inercia del problema de N -cuerpos,
es la distribución de los cuerpos con respecto de su centro de masa (o centro
de rotación) y se determina por la expresión

I =

N∑

i=1

mir
2
i ,(1.15)

donde ri es la distancia del i-ésimo cuerpo al centro de masa del sistema.

Denotemos por

r = mı́n
1≤i<j≤n

rij y R = máx
1≤i<j≤n

rij ,(1.16)

a la mı́nima y máxima distancias entre las parejas de los N cuerpos.

El objetivo de los siguientes cálculos es dar una estimación de los valores

de r y R en términos de la función potencial U y del momento de inercia I
definidos en (1.14) y (1.15) respectivamente.

Fijemos un valor de k ∈ {1, . . . , N} y desarrollemos el cuadrado de las

distancias entre los cuerpos k-ésimo y j-ésimo. Multiplicando el cuadrado

de esa distancia por la masa del j-ésimo cuerpo y sumando en j tenemos la

identidad
N∑

j=1

mj(rj − rk)2 =

N∑

j=1

mjr
2
j − 2rk

N∑

j=1

mjrj +

N∑

j=1

mjr
2
k.(1.17)
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Si las coordenadas toman como origen al centro de masa, el término cruzado

es nulo aśı que
∑

j

mj(rj − rk)2 = I +Mrk.(1.18)

Multiplicando por mk y sumando todos los términos en k tenemos que
∑

k

∑

j

mkmjr
2
jk = 2MI,(1.19)

o de manera equivalente
∑

1≤j<k≤N
mkmjr

2
jk = MI.(1.20)

Como r ≤ rjk para toda j, k = 1, ..., N con j 6= k entonces tenemos que

U ≤
∑

1≤j<k≤N

mjmk

r
,(1.21)

y como

∑

1≤j<k≤N
mjmk =

M2

2
,(1.22)

tenemos que U ≤ M2

2r . Ahora denotemos por

m = mı́n
1≤j≤N

{mj}

el valor de la masa más pequeña de los N cuerpos. Esto nos indica que

U ≥
∑

1≤j<k≤N

mjmk

rjk
≥ m2

rjk
,(1.23)

para todo j, k = 1, ..., N , de donde se deduce inmediatamente que m2

r ≤ U .

Entonces existen dos constantes positivas a = m2 y b = M2/2 tal que

a

U
≤ r ≤ b

U
.(1.24)

Por otro lado, se tiene que R2 ≤
∑

j<k

r2jk y utilizando la expresión (1.20)

podemos ver que

m2

M
R2 ≤ m2

M

∑

j<k

r2jk ≤
1

M

∑

j<k

mjmkr
2
jk = I.(1.25)

Además tenemos que

I =
1

M

∑

j<k

mjmkr
2
jk ≤

1

M

∑

j<k

mjmkR
2 =

1

2
MR2,(1.26)
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de forma que

m2

M
R2 ≤ I ≤ 1

2
MR2.(1.27)

De manera análoga, tenemos dos constantes positivas a′ =
√

2/M y

b′ =
√
M/m tal que

a′
√
I ≤ R ≤ b′

√
I.(1.28)

Por lo tanto, 1
U es una estimación para el valor de r mientras que

√
I lo

es para el valor de R.

Veamos ahora el resultado obtenido por Painlevé acerca de la existencia

de singularidades en el problema de N cuerpos.

Teorema 1.9 (Painlevé 1897). Definamos por

r(t) = mı́n
j<k
{rjk}

a la más pequeña de las distancias mutuas al instante t. Si el movimiento
es regular para t < t1 pero no en t1, entonces r(t) → 0 cuando t → t1: es
decir que para t suficientemente cerca de t1, r(t) es inferior a toda cantidad
ǫ dada.

El teorema anterior nos indica que una condición necesaria y suficiente

para tener una singularidad en el instante t = t1 es que r → 0 cuando

t → t1. Sin embargo, Painlevé también observó que la condición de que

r → 0 cuando t → t1 no implica que la singularidad se deba a un colisión

[81, pp. 583]. De hecho, podŕıa suceder que algunas de las distancias rjk
oscilen de tal forma que

ĺım ı́nf rjk = 0 y ĺım sup rjk > 0,(1.29)

mientras que r → 0. Es decir, que r puede tender a cero y se puede deber

a una singularidad sin colisión. Painlevé llamó pseudocolisiones a estas sin-

gularidades siguiendo una sugerencia hecha por Poincaré [10, 81]. Para el

caso en que N = 3, Painlevé obtuvo el siguiente resultado:

Teorema 1.10 (Painlevé 1897). En el problema de 3-cuerpos, todas las
singularidades son colisiones.

Sin embargo, el problema de determinar si exist́ıan pseudocolisiones para

N ≥ 4 quedó sin respuesta hasta 1988 cuando Z. Xia demostró la existencia

de singularidades sin colisión para N = 5 [104].

En 1908 Von Zeipel da un paso importante en la caracterización de las

singularidades del problema de N -cuerpos al demostrar el siguiente resulta-

do:

Teorema 1.11 (Von Zeipel 1908). Si alguno de los puntos materiales no
tiende a una posición ĺımite finita cuando t→ t1, entonces necesariamente

ĺım
t→t1

R→∞.
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Este resultado nos indica que cuando una singularidad es debida a una

colisión, el sistema permanece acotado y la única forma de tener pseudoco-

lisiones es que el sistema “explote” al infinito en tiempo finito. El resultado

anterior fue demostrado por Von Zeipel en [106] y en 1986 R. McGehee

dió una demostración alternativa en un lenguaje más actual [72].

El comportamiento de los sistemas con este tipo de singularidades tienen

fuertes oscilaciones cuando la solución se aproxima a ∆ [66, sec 3.2.2], lo

que permite ver que son singularidades esenciales no son removibles.

• • •

1.10 Reducción simpléctica del

problema de N cuerpos.

Para realizar la reducción del sistema Hamiltoniano, debemos considerar

la acción de un grupo de Lie G que actúe de manera Hamiltoniana sobre el

fibrado cotangente T ∗R3N . Para ello se necesita considerar una aplicación

momento construida por las integrales conocidas del problema de N cuerpos.

1.10.1. Momento lineal. La función potencial V : M → R es in-

dependiente de los ejes coordenados ya que solo depende de las distancias

mutuas de los cuerpos. Por lo tanto, consideremos el grupo de Lie G1 = R3,

con la adición como operación del grupo. Ahora consideremos la acción de

G1 sobre M de la forma

Rz : G1 ×M → M

(z, (q,p)) 7→ (q + z,p),

donde z = (z, · · · , z) ∈ R3N y que consiste en trasladar la posición qi de

cada cuerpos a qi + z para i = 1, · · · , N . Aplicando la acción8 Rz a XH

tendremos en coordenadas

q̇i = m−1
i pi,

ṗi = 2G
∑

j<i

mimj
(qj + z)− (qi + z)

|(qj + z)− (qi + z)|3

= 2G
∑

j<i

mimj
qj − qi
|qj − qi|3

,

para i = 1, · · · , N y qi, pi ∈ R3. Por lo tanto vemos que R∗
z(XH) = XH y

como R−z = Lz, entonces XH es invariante bajo la acción de G1. Es decir,

que el problema de N cuerpos es invariante bajo translaciones.

Esto indica que debe existir una constante de movimiento o integral

primera que obtenemos al buscar las variaciones del momento lineal bajo la

8Elegimos aplicar una translación derecha Rz para evitar confusiones con la notación
Lz de las translaciones izquierdas y LX de la derivada de Lie
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acción del grupo de Lie. Por lo tanto tenemos

N∑

i=1

ṗi = 0,

que se conoce como la conservación del momento lineal. Integrando con

respecto del tiempo tenemos

N∑

i=1

pi = c1,

donde c1 ∈ R3 es un vector constante. Considerando la identidad mq̇i = pi
para i = 1, · · · , 4, tendremos

N∑

i=1

miqi = c1t+ c0,

donde c0 ∈ R3 es también un vector constante yM =
∑N

i=1miqi es el centro

de masa del sistema.

Teorema 1.12. Si N cuerpos están sujetos únicamente a sus fuerzas de
atracción mutua, entonces su centro de masa se mueve en una ĺınea recta
con velocidad uniforme.

Ahora realicemos la reducción del espacio fase mediante reducción simplécti-

ca.

(M,ω,XH , G) forma un sistema Hamiltoniano con una G-simetŕıa bajo

la acción de G = (R3,+) por translaciones. El momento lineal P =
∑

i pi es

una integral primera y consideramos una aplicación momento

µ1 : T ∗R3N → (R3)∗

(q,p) 7→ P =
∑

i

pi,

donde q,p ∈ R3N , pi ∈ R3 y p = (p1, · · · , pN ).

Para cada p ∈ g∗ = (R3)∗ su conjunto de nivel

Mp = µ−1
1 (p) ∼= R3N × (R3(N−1))∗,

es un subespacio isotrópico de dimMp = dimM − dim g∗. Además, como el

álgebra de Lie de R3
+ es trivial entonces la acción coadjunta es invariante,

por lo tanto el grupo de isotroṕıas Gp es todo R3
+.

Aplicando el teorema de la sección 1.5 podemos hacer la reducción

simpléctica del sistema original y tener

M̃p = Mp/Gp

=
(

R3N ×
(

R3(N−1)
)∗)

/R3
+

∼= T ∗
(

R3(N−1)
)

.
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En particular consideramos c1 = c0 = (0, 0, 0) lo que indica que el cen-

tro de masa M = 0 se encuentra fijo en el origen. Denotemos por M̃0 =

T ∗ (R3(N−1)
)
, ω̃ = ω|M̃0

y

H̃ = H|M̃0
: M̃0 → R,

tenemos el siguiente resultado:

Teorema 1.13. El sistema Hamiltoniano reducido (M̃0, ω̃,XH̃) es la
restricción del problema de N -cuerpos a la condición

∑

i

miqi = 0.

1.10.2. Momento angular. El problema de N -cuerpos tiene otra si-

metŕıa que son las rotaciones del sistema. Entonces podemos considerar la

acción de un segundo grupo de Lie G2 = SO(3) que actuará por rotaciones

de la forma

rA : G2 ×M → M

(A, (q,p)) 7→ (Aq1, · · · , AqN , Ap1, · · · , ApN ).

Tomemos una matriz de rotación A ∈ SO(3) y apliquemos la acción al

campo vectorial XH

q̇i = Api,

ṗi = 2G
∑

j<i

mimj
Aqj −Aqi
|Aqj −Aqi|3

.

La norma euclidiana es invariante bajo rotaciones, |A(qi − qj)| = |qi − qj| lo
que implica

q̇i = Api,

ṗi = A



2G
∑

j<i

mimj
qj − qi
|qj − qi|3



 .

De manera equivalente tenemos que r∗A(XH) = A(XH), lo que indica que el

campo conmuta con la acción del grupo de Lie. Cada elemento A ∈ SO(3)

puede identificarse con un vector v ∈ R3 que indica el eje de rotación y la

norma del vector se asocia a la velocidad angular mediante el isomorfismo

A ∼= x definido por




0 −a b
a 0 −c
−b c o



 ∼=





a
b
c



 .

Teorema 1.14. Si N cuerpos están sujetos únicamente a su fuerzas
de atracción mutuas, la suma de los productos de las masas y la razón de
cambio de las proyecciones de sus áreas son constantes. Es decir,

∑

i

pi × qi = c0.
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Como vemos que el campo vectorial Hamiltoniano XH conmuta bajo la

acción del grupo de Lie G = SO(3) entonces existe una aplicación momento9

µ2 : M → so∗(3) definido por

µ2(q,p) = p× q

=
∑

i

pi × qi

= p0,

donde p0 ∈ so∗(3). En este caso, tenemos que los coeficientes caracteŕısticos

del álgebra de Lie son

c31,2 = c12,3 = c23,1 = 1,

cki,j = 0 en los otros casos.

Esto significa que el álgebra de Lie no es conmutativa y por lo tanto el grupo

de isotroṕıa es un subgrupo propio de SO(3). Se tiene

Gp = SO(2).

Sea p ∈ so(3)∗ ∼= R3, entonces Gp corresponde a las rotaciones del sistema

alrededor del vector p ∈ R3 que están dadas por A · p con A ∈ SO(2). En

coordenadas tenemos

A · p =





cos θ − sin θ 0

sin θ cos θ 0

0 0 1









p1

p2

p3



 .

y por lo tanto A tiene dimensión 1. A la reducción del espacio fase por

las simetŕıas de los grupos SO(3) y SO(2) se le conoce clásicamente como

eliminación de los nodos [28].

Consideremos un conjunto de nivel de la aplicación momento Mp =

µ−1
2 (p) para p ∈ so∗(3). Ésta es una variedad suave tal que dimMp =

dimM−dim so∗(3), es decir, de codimensión 3. Y considerando el cociente de

esta subvariedad con el grupo de isotroṕıa Gp = SO(2) que tiene dimensión

1 tenemos

M̃p = Mp/Gp

= µ−1
2 (p)/SO(2).

Teorema 1.15. El sistema Hamiltoniano reducido (M̃p, ω̃,XH̃) es la
restricción del problema de N -cuerpos a la condición

∑

i

pi × qi = c0.

Finalmente, en el problema general de losN -cuerpos se ha podido reducir

el espacio fase de un espacio de dimensión 6N a un espacio de dimensión

6N−10. Las primeras 6 dimensiones corresponden a la reducción simpléctica

del momento lineal (que corresponden a 6 integrales primeras), mientras

9Abusando de la notación, volveremos a denotar por M al espacio fase reducido M̃p
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que las últimas cuatro pertenecen a la reducción por simetŕıa del momento

angular.

Corolario 2. El problema de dos cuerpos es completamente integrable.

Este problema se encuentra definido por un sistema Hamiltoniano con

un espacio fase reducido de dimensión 6N − 10 = 2. Por lo tanto es un

Hamiltoniano con un grado de libertad y una primera integral H.

1.10.3. La integral de enerǵıa. Integramos esta sección para te-

ner un estudio completo sobre la obtención de las 10 integrales conocidas

del problema de N -cuerpos. Para ello utilizaremos las ecuaciones originales

escritas a partir de la segunda ley de Newton.

Consideremos las ecuaciones de movimiento del problema de N cuerpos

de la forma

miq̈i =
∂U

∂qi
, i = 1, · · · , N.

Escrito en componentes en R3 tendremos

miẍi =
∂U

∂xi
, miÿi =

∂U

∂yi
, miz̈i =

∂U

∂zi
, i = 1, · · · , N.

Multiplicando cada ecuación por ẋi, ẏi, żi, respectivamente, y sumando ele-

mento a elemento con respecto de i tenemos

∑

i

mi (ẍiẋi + ÿiẏi + z̈iżi) =
∑

i

(
∂U

∂xi
ẋi +

∂U

∂yi
ẏi +

∂U

∂zi
ẋi

)

.

El potencial U es función de las variables xi, yi, zi únicamente, aśı que

el miembro derecho de la igualdad es la derivada total de U con respecto del

tiempo t. Integrando ambos miembros de la ecuación tendremos

1

2

∑

i

mi

(
ẋ2
i + ẏ2

i + ż2
i

)
= U + h,

donde h es una constante de integración. Veamos que el miembro izquierdo

de la ecuación corresponde a la enerǵıa cinética de todo el sistema y el

miembro de la derecha corresponde a la enerǵıa potencial más una constante.

Reescribimos la ecuación de la forma

h =
1

2

∑

i

mi

(
ẋ2
i + ẏ2

i + ż2
i

)
− U.

Aśı tenemos el siguiente resultado

Teorema 1.16. En un sistema de N cuerpos sujetos exclusivamente a
sus fuerzas de atracción mutua, la suma de las enerǵıas cinética y potencial
es constante.
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1.10.4. Existencia de otras integrales. Las diez integrales del

sistema de N cuerpos (6 del momento lineal, 3 del momento angular y 1

de la enerǵıa), son las únicas integrales conocidas del problema general y

durante muchos años se cuestionó si exist́ıa alguna integral adicional. Bruns

demostró que el problema en coordenadas rectangulares no tiene otra in-

tegral algebraica. Esto no elimina la posibilidad de encontrar otra integral

algebraica en otro sistema de coordenadas.

Por su parte, Poincaré demostró que utilizando como referencia los ele-

mentos de las órbitas de cada cuerpo, el problema de tres cuerpos no ad-

mite otra integral uniforme trascendente, aún cuando las masas de dos de

los cuerpos sean muy pequeñas comparadas con la masa del tercer cuerpo.

Nuevamente, esto no indica que no exista otra integral de dicho tipo en otro

marco de referencia o con otras coordenadas.

Sin embargo, debe considerarse que la importancia práctica de estos

resultados es que han sido establecidos bajo condiciones particulares lo que

no implica su validez absoluta.



CAPÍTULO 2

El problema de Sitnikov con 2+2

cuerpos

En este caṕıtulo presentamos los antecedentes y la descripción del pro-

blema que será estudiado en el resto de este trabajo. Como el problema pro-

puesto es una extensión del problema de Sitnikov iniciaremos con una breve

descripción de dicho problema. Posteriormente presentaremos el problema

con 4 cuerpos, sus ecuaciones de movimiento y un sistema regularizado que

nos permitirá estudiar el problema cerca de sus singularidades. Finalizamos

este caṕıtulo presentando un caso reducido bajo simetŕıas que es integrable

por cuadraturas.

• • •

2.1 El problema de Sitnikov.

El problema de Sitnikov es un caso especial del problema restringido de

tres cuerpos donde dos cuerpos masivos con masas m1 = m2 = 1
2 evolucio-

nan en órbitas Keplerianas alrededor de su centro de masas y un cuerpo de

masa infinitesimal m3 ≈ 0 se mueve sobre la recta perpendicular al plano

donde evolucionan los cuerpos masivos y que pasa por su centro de ma-

sas. La atracción que ejerce el cuerpo infinitesimal sobre los primarios es

despreciable por lo que no perturba la evolución de éstos sobre las órbitas

Keplerianas. El problema de Sitnikov consiste en determinar la dinámica del

cuerpo infinitesimal (secundario) bajo la atracción de los cuerpos masivos

(primarios) con potencial gravitacional Newtoniano.

La ecuación de movimiento para el cuerpo secundario en forma Newto-

niana es

m3z̈ = − 2Gm1m3
√

z2 +R(t)2/4
,(2.1)
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Figura 2.1. El problema de Sitnikov.

donde G es la constante de gravitación universal m1 = m2 es la masa de los

cuerpos primarios y R(t) es la distancia entre ellos. Como 0 < m3 cancelamos

este término de ambos lados de la ecuación diferencial y consideramos el

momento pz = ż para obtener un sistema Hamiltoniano a partir de (2.1)

cuya función Hamiltoniana es

H(z, pz, t) =
1

2
p2
z −

2Gm1
√

z2 +R(t)2/4
.(2.2)

La solución para la distancia R(t) esta dada por la anomaĺıa excéntrica

ψ ∈ [0, 2π] mediante

R = a(1− e cosψ),(2.3)

que satisface la ecuación de Kepler

ψ − sinψ =
2π

T
t,(2.4)

donde T es el periodo orbital [13, 47, 80, 85]. La tercera ley de Kepler

afirma que el cuadrado del periodo de revolución es proporcional al cubo del

semieje mayor [41, pp 198-201], por lo tanto

T 2

a3
=

4π2

2Gm1
,(2.5)

donde a es el semieje mayor de las eĺıpses que describen las órbitas de los

primarios. Adicionalmente, se tiene que el momento angular l de los cuerpos

primarios cumple la relación

a(1− e2) =
2l2

2Gm3
1

.(2.6)
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Figura 2.2. El espacio fase del problema circular de Sitnikov.

Utilizando la anomaĺıa excéntrica como la nueva variable independiente,

el cambio de variables

q =
z

α
, p =

pz
α

√

α3

2Gm1
, T =

√

2Gm1

α3
t.(2.7)

permite escribir la función Hamiltoniana (2.2) de la forma

H(q, p, t) =
1

2
p2 − 1

√

q2 + r(t)2
,(2.8)

donde r(t) = 1
2(1− e cos(ψ(t))) y α = a(1− e2).

Las nuevas variables dadas en (2.7) no poseen dimensiones f́ısicas al igual

que r(t) = R(ψ(t))/α y la función Hamiltoniana (2.8) [47].

La función (2.8) depende del parámetro e ∈ [0, 1) que corresponde a

la excentricidad de las órbitas de los cuerpos primarios. Cuando e = 0 los

primarios se mueven en órbitas circulares y por lo tanto (2.8) define el pro-

blema circular de Sitnikov (también conocido como problema de MacMillan

[65]). El caso circular del Problema de Sitnikov tiene un grado de libertad

ya que es autónomo y por lo tanto es integrable por cuadraturas.

Las órbitas del problema circular de Sitnikov son descritas por los niveles

de enerǵıa H = h, donde h ∈ [−2,∞). El espacio fase (q, p) está foliado por

diferentes tipos de curvas [63]:

1. si h < −2 no existen órbitas,

2. si h = −2 tenemos un punto de equilibrio,

3. si −2 < h < 0 tenemos órbitas periódicas,

4. si h = 0 tenemos dos órbitas parabólicas (es decir, dos órbitas que

vienen y se escapan al infinito con velocidad nula),

5. si h > 0 tenemos dos órbitas hiperbólicas (es decir, dos órbitas que

vienen y se escapan al infinito con velocidad positiva).
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Si el valor de la excentricidad e ∈ (0, 1), entonces la función (2.8) corres-

ponde al problema eĺıptico de Sitnikov. En este caso, el sistema Hamiltoniano

es no autónomo y se ha demostrado que es no integrable [2, 33, 77].

• • •

2.2 El problema de Sitnikov con 2+2

cuerpos.

En este trabajo se propone una extensión del problema de Sitnikov en

donde se consideran cuatro cuerpos en una configuración de tipo 2+2. Lo

anterior significa que se tendrán dos cuerpos primarios y dos secundarios

bajo las condiciones descritas a continuación. Los dos cuerpos primarios de

masas m1 = m2 = 1/2 evolucionan en órbitas Keplerianas en el plano Π

con centro de masa fijo en el origen, de manera equivalente al problema

de Sitnikov clásico. Adicionalmente se tienen dos cuerpos secundarios de

masas m3 y m4 (con m3 ≈ m4 ≪ 1/2) que evolucionan sobre una recta

perpendicular al plano Π que pasa por el centro de masa de los cuerpos

primarios. El problema de 2+2 cuerpos consiste en determinar la dinámica de

los dos cuerpos secundarios bajo la atracción gravitacional de los primarios

cumpliendo las leyes de Newton.

A este problema lo denominaremos el problema de Sitnikov con 2+2
cuerpos o, de manera equivalente, el problema de Sitnikov con 4 cuerpos en
configuración 2+2.

Elegimos un sistema de coordenadas ortogonales (x, y, z) de tal forma

que las órbitas de los primarios se encuentren en el plano XY y la dinámica

de los cuerpos secundarios se desarrolle sobre el eje Z. Utilizando un siste-

ma de coordenadas adimensionales equivalente a (2.7) para cada secundario

establecemos la siguiente

Definición 2.1. El espacio de posiciones o espacio de configuración

para el problema de Sitnikov con 2+2 cuerpos está dado por el conjunto

Q = {(q3, q4) ∈ R2|q3 > q4},(2.9)

donde q3 es la posición del cuerpo con masa m3 y q4 es la posición del cuerpo
con masa m4.

El potencial del problema es una función cuyo dominio es el espacio de

configuración V̄ : Q → R y que está dada por

V̄ (q3, q4) =
m3

√

q23 + r(t)2
+

m4
√

q24 + r(t)2
+
m3m4

q3 − q4
.(2.10)

Un breve análisis a la función (2.10) nos permite ver que el conjunto de

configuraciones prohibidas o singularidades ∆ = {(q3, q4) ∈ R2|q3 = q4}
es un subconjunto de la frontera del espacio de configuraciones ∆ ⊂ ∂Q y

corresponde a las colisiones entre los secundarios.

Genéricamente las masas de los secundarios m3 6= m4 son distintas,

sin embargo, ambas son del mismo orden por lo que podemos reescribirlas
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Figura 2.3. El problema de Sitnikov de 2+2 cuerpos

mediante los parámetros

m =
m3 +m4

2
y ǫ =

m3 −m4

m3 +m4
,(2.11)

de donde obtenemos m3 = (1 + ǫ)m and m4 = (1 − ǫ)m para 0 < m≪ 1/2
y con ǫ ∈ (−1, 1).

El nuevo potencial utilizando m y ǫ es

V̄ (q3, q4) =
(1 + ǫ)m
√

q23 + 1/4
+

(1− ǫ)m
√

q24 + 1/4
+m2 1− ǫ2

q3 − q4
,

y satisface la ecuación diferencial de segundo orden M̄q̈ + ∂V̄
∂q = 0, donde

M̄ =

(
(1 + ǫ)m 0

0 (1− ǫ)m

)

,(2.12)

es la matriz de masas de los cuerpos secundarios.

Como m 6= 0 podemos definir la función V (q3, q4) = 1
m V̄ (q3, q4) y la

matriz M = 1
mM̄ y reescribir el sistema equivalente como Mq̈ + ∂V

∂q = 0.

En coordenadas tenemos el nuevo sistema de la forma

(1 + ǫ)q̈3 +
(1 + ǫ)q3

(q23 + r(t)2)
3
2

+m
1− ǫ2

(q3 − q4)2
= 0,

(1− ǫ)q̈3 +
(1− ǫ)q4

(q24 + r(t)2)
3
2

−m 1− ǫ2
(q3 − q4)2

= 0.

Introducimos los momentos

p3 = (1 + ǫ)q̇3, y p4 = (1− ǫ)q̇4,(2.13)

que nos permitirán escribir la formulación Hamiltoniana del problema me-

diante la función

H(q,p) = p
TM−1

p− 1 + ǫ
√

q23 + r(t)2
− 1− ǫ
√

q24 + r(t)2
−m 1− ǫ2

q3 − q4
,(2.14)
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donde q = (q3, q4) son las posiciones, p = (p3, p4) son los momentos conju-

gados yM = diag(1 + ǫ, 1− ǫ) es la matriz de masas reducidas.

Definimos el sistema Hamiltoniano asociado al problema de Sitnikov

con 2+2 cuerpos por H = (M,ω,XH ), donde M = T ∗Q es el espacio fase

y corresponde al fibrado cotangente del espacio de configuración (2.9), ω =
∑

i dpi ∧ dqi es la forma simpléctica canónica sobre M y XH es el campo

vectorial Hamiltoniano asociado a la función Hamiltoniana H : M → R
dada en (2.14).

El campo vectorial Hamiltoniano XH en coordenadas tiene la siguiente

forma

q̇3 = 1
1+ǫp3, ṗ3 = − (1+ǫ)q3

(q23+r(t)2)
3
2
−m 1−ǫ2

(q3−q4)2 ,

q̇4 = 1
1−ǫp4, ṗ4 = − (1−ǫ)q4

(q24+r(t)2)
3
2

+m 1−ǫ2
(q3−q4)2 .

(2.15)

Es de vital importancia en el resto de este trabajo, notar que la función

Hamiltoniana (2.14) puede escribirse como

H =

(

1
2(1+ǫ)p

2
3 − 1+ǫ√

q23+r(t)2

)

+

(

1
2(1−ǫ)p

2
4 − 1−ǫ√

q24+r(t)2

)

+m 1−ǫ2
q3−q4

︸ ︷︷ ︸ ︸ ︷︷ ︸ ︸ ︷︷ ︸

H3 H4 Ĥ

que corresponde a dos problemas de Sitnikov H3 y H4 acoplados por el

término Ĥ.

Nota 2.2. La simetŕıa (q3, p3, q4, p4, ǫ)↔ (q4, p4, q3, p3,−ǫ) permite res-
tringir el análisis a valores no negativos del parámetro ǫ.

La evolución de ambos secundarios esta restringida a la ĺınea perpen-

dicular que pasa por el centro de masas de los primarios. Esto significa

que debemos considerar solamente una colisión unidimensional. Entonces,

la transformación que regularizará el sistema es equivalente a la del proble-

ma colineal de Kepler.

Para realizar el estudio consideraremos los diferentes casos que separa-

mos bajo los siguientes criterios: la excentricidad de las órbitas de los cuerpos

primarios e ∈ [0, 1) nos permiten separar los casos siguientes:

si e = 0 tendremos el problema circular, que será integrable por

cuadraturas,

si e ∈ (0, 1) tendremos el problema eĺıptico que es un problema no

integrable.

Por otro lado, el promedio de las masas infinitesimales m ∈ [0,m0) para

m0 ≪ 1/2 nos ofrece los casos siguientes:

si m = 0 no existirá interacción entre los cuerpos secundarios y el

problema se estudia como un producto cartesiano de dos problemas

de Sitnikov desacoplados.
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si 0 < m < m0 existirá una interacción entre los cuerpos secunda-

rios y el sistema describirá una dinámica diferente al caso anterior.

Finalmente, el término ǫ ∈ [0, ǫ0) que relaciona las masas infinitesimales nos

permite distinguir los siguientes casos:

si ǫ = 0 los cuerpos secundarios tienen masas iguales y el flujo del

problema se puede extender a un flujo completo.

si ǫ ∈ (0, ǫ0) entonces los cuerpos secundarios tienen masas diferen-

tes y el flujo no se podrá extender a un flujo completo y en general

existirá un intercambio de momento.

Los elementos anteriores son independientes, por lo que se tendrán 23

casos diferentes. Considerando notación binaria y asignando los valores bi-

narios {0, 1} para cada condición como se muestra en el Cuadro 1, podemos

ver que el caso con más restricciones corresponde al caso circular, sin inter-

acción entre los secundarios y con masas iguales: 000. Por otro lado, el caso

más general corresponde al caso eĺıptico, con interacción y masas distintas

entre los secundarios: 111.

¿Es eĺıptico? ¿Hay interacción? ¿Tienen masas diferentes?

Si 1 1 1

No 0 0 0

Cuadro 1. Clasificación de los diferentes casos

en el problema de Sitnikov con 2+2 cuerpos.

• • •

2.3 Regularización de colisiones.

El sistema (2.15) tiene una singularidad cuando q3 = q4, i.e. cuando

los secundarios están en colisión. El procedimiento para trabajar con es-

te tipo de singularidades ha sido estudiado por diversos matemáticos como

Euler, Burrau, Thiele, Sundman, Levi-Civita, Birkhoff, Lamâıtre, Kustaan-

heimo y Stiefel, Conley, Easton, Waldvogel, entre otros y se conoce como

regularización de singularidades. Existen muchas referencias que estudian

detalladamente este proceso aplicado a problemas de la mecánica celeste, en

particular Stiefel y Scheifel [96], Szebehely [97] y Hagihara [39] son de las

más completas. Otra referencia más reciente es el libro editado por Celleti

[18] mientras que Marchal [66] hace una clasificación sobre la regularización

de los diferentes tipos de singularidades del problema de N cuerpos.

Actualmente, el proceso de regularización de singularidades se utiliza

en muchos otros campos de la f́ısica-matemática y cada campo tiene proce-

sos adecuados para regularizar problemas particulares. En muchas teoŕıas

f́ısicas, particularmente en teoŕıas de campos de norma (gauge), las singula-

ridades aparecen y están directamente relacionadas con los invariantes de la

teoŕıa. Este es el caso para las teoŕıas de Yang-Mills, Chern-Simons, teoŕıa
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de campos cuánticos, gravitación, entre otros [45]. Este es un impedimento

para establecer una definición de regularización de manera precisa.

Heuŕısticamente podemos decir que la regularización de una singulari-

dad en un campo vectorial es una transformación local aplicada al campo

vectorial que permite extender el flujo del nuevo campo vectorial al conjunto

de singularidades. Fuera del conjunto de singularidades, el flujo de ambos

campos vectoriales, el original y el transformado, es equivalente.

En la Sección 1.8 del Caṕıtulo 1, se caracterizó a las singularidades del

problema de los N -cuerpos que corresponden a escapes de algún cuerpo

en tiempo finito. Dichas singularidades son esenciales y por lo tanto no

son regularizables. Esto indica que las singularidades del problema de los N
cuerpos que se pueden regularizar corresponden a algunos tipos de colisiones

donde las masas de los cuerpos cumplen ciertas caracteŕısticas particulares.

Un ejemplo es en el problema de 3-cuerpos, donde se sabe que la colisión

triple no es regularizable para valores arbitrarios de las masas. Sin embargo,

C. Simó [93] ha determinado un conjunto de valores para las masas de los

tres cuerpos que permiten regularizar la colisión triple. Lo mismo sucede para

otras colisiones multiples y colisiones binarias simultáneas que se pueden

regularizar cuando las masas de los cuerpos que colisionan cumplen algunas

restricciones. Un hecho importante es que las colisiones binarias aisladas

siempre se pueden regularizar.

La clasificación de C. Marchal [66] establece dos tipos de regularizacio-

nes para el problema de N -cuerpos: las anaĺıticas, que utilizan un cambio

de variables y un rescalamiento en el tiempo, y las topológicas, que utili-

zan bloques aislantes y el método de ciruǵıa. Los bloques aislantes en una

regularización topológica deben contener soluciones regulares alrededor de

la solución xs(t) que lleva a la singularidad (xs, ts). Si después de la sin-

gularidad las soluciones regulares permanecen acotadas entonces la solución

singular se extiende por continuidad. En caso contrario se dice que la singu-

laridad no es regularizable por el método de ciruǵıa.

Las regularizaciones topológicas no dependen de la existencia de las re-

gularizaciones anaĺıticas y viceversa. En este sentido, decimos que son inde-

pendientes unas de la otras. De hecho, algunas singularidades por colisión

múltiple pueden ser regularizadas por el método de ciruǵıa pero no por el

método anaĺıtico. También existen singularidades que pueden ser regula-

rizadas por ambos métodos y generalmente se llega a la misma extensión

[71].

Para sistemas binarios podemos clasificar las colisiones en tres grupos:

1. colisiones entre dos cuerpos con masa finita,

2. colisiones entre dos cuerpos de masa infinitesimal,

3. colisiones entre un cuerpo de masa finita y un cuerpos de masa

infinitesimal.
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Las singularidades debidas a colisiones binarias para sistemas rectiĺıneos

no pueden regularizarse por el método de ciruǵıa debido a que toda solu-

ción en cualquier vecindad va a colisión. Es decir, no podemos encontrar

soluciones regulares que eviten la colisión para alguna vecindad de una solu-

ción singular. El problema de Sitnikov con 2+2 cuerpos consiste en estudiar

un subsistema rectiĺıneo, por lo que no será regularizable por el método de

ciruǵıa.

Por otro lado, las regularizaciones anaĺıticas se realizan mediante un

cambio de coordenadas local ρ ∈ Dif0(M) y una función g : M → R apli-

cadas al campo vectorial X ∈ X(M) sobre la variedad M . En mecánica

celeste, este proceso se puede aplicar directamente a la función Hamiltonia-

na H : M → R que define el problema mecánico, de tal forma que la nueva

función

ð(x;h) = g(x) · (H ◦ ρ(x)− h), x ∈M, h ∈ R(2.16)

y el nuevo campo vectorial XH(ρ(x)), x ∈ M , no tengan singularidades

(localmente). El conjunto de nivel Σ{ð,h} := ð−1(0;h) ⊂M corresponderá a

un nivel de enerǵıa fija h ∈ Img(H) ⊂ R del sistema regularizado (que en

general no será un conjunto invariante). Si además, el cambio de coordenadas

ρ : M → M es un simplectomorfismo local, entonces se tendrá un sistema

Hamiltoniano (M,ω,Xð) equivalente fuera del conjunto de singularidades y

por lo tanto los niveles de enerǵıa Σ{ð,h} serán conjuntos invariantes.

La función g(x), x ∈ M , actuará como un rescalamiento en el tiempo e

identificará el tiempo real de las soluciones con un nuevo tiempo ficticio de

la siguiente forma

dt = g(x)dτ, x ∈M.(2.17)

También son comunes la siguientes notaciones

dt

dτ
= g(x) y τ =

∫ t

t0

dt

g(x)
.

Es importante notar que el nuevo sistema depende del tiempo ficticio τ y

la función g(x) puede determinar una obstrucción a la regularización de un

sistema por el método anaĺıtico.

Este método fue denominado por Siegel y Moser como el truco de Poin-

caré [92, pág 35].

Definición 2.2. Decimos que una regularización anaĺıtica para un sis-
tema Hamiltoniano (M,ω,XH) es simpléctica, si el cambio de coordenadas
ρ : M →M es un simplectomorfismo local.

Esto quiere decir que el sistema regularizado (ð,XH(ρ)), vuelve a ser un

sistema Hamiltoniano de la forma (M,ω,Xð), pero que depende del nuevo

tiempo ficticio τ y del valor de la enerǵıa h como parámetro.

Definición 2.3. Sea (M,ω,XH) un sistema Hamiltoniano tal que la
función H : M → R sólo tiene singularidades removibles. Decimos que
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una regularización anaĺıtica es global si la función g : M → R cancela
todas las singularidades de la función H; de otra forma diremos que es una
regularización local.

Esta definición de regularización global únicamente concierne al proble-

ma que estamos considerando y no es global en el sentido estricto. Es decir

que no elimina todas las singularidades de un problema de N cuerpos si

no sólo aquellas que se perciben en las ecuaciones. Siendo más espećıficos,

consideremos una configuración de equilibrio relativo para N cuerpos y con-

sideremos otros ν cuerpos restringidos. Entonces el equilibrio relativo es un

sistema integrable de dimensión 6N y el sistema de N + ν cuerpos es un

problema cuyo espacio fase tiene dimensión 6(N + ν). Nuestra definición de

regularización global únicamente considera una vecindad de la variedad de

dimensión 6ν dentro del espacio de dimensión 6(N + ν) correspondiente al

equilibrio relativo.

• • •

2.4 La transformación de Euler.

Se sabe que Euler1 aplicaba la transformación u =
√
x y el rescalamiento

en el tiempo dt = xdτ para reducir el problema unidimensional de Kepler al

oscilador armónico unidimensional cuando h < 0, ver [7]. Esta transforma-

ción puede reescribirse en coordenadas simplécticas naturales (q, p) ∈ T ∗R
como se verá a continuación.

Definición 2.4. Para R+ = {x ∈ R|x ≥ 0}, la transformación de Euler

ξ : T ∗R+ → T ∗R+ es la aplicación dada por

ξ : (Q,P ) 7→
(
Q2/2, P/Q

)
.(2.18)

Llamaremos regularización de Euler a la pareja formada por la transforma-
ción de Euler y el rescalamiento en el tiempo dado por dt = Q2dτ .

Lema 2.3 (Jiménez-Pérez). La transformación de Euler ξ : L → L es
un simplectomorfismo (local).

Demostración. El resultado se obtiene al comprobar de manera direc-

ta que la matriz Jacobiana

dξ =

(
Q −P/Q
0 1/Q

)

(2.19)

es una matriz simpléctica. �

Es posible considerar la inclusión de la transformación de Euler en el gru-

po de difeomorfimos locales Dif0(M) sobre una variedad simpléctica (M,ω),

que contenga un subespacio simpléctico lineal L ⊂ M de dimensión 2, tal

que M ∼= L ⊕ Lω.

1El autor no ha tenido acceso al art́ıculo original Euler: Novi Comm. Acad. Sci. Imp.
Petrop. 11, 144 (1767) que aparece como referencia en [7] y en otros art́ıculos recientes.
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Definición 2.5. La inclusión canonica de la transformación de Euler
en el grupo Dif0(M) de una variedad simpléctica (M,ω) es el difeomorfismo

iξ : L ⊕ Lω →M,(2.20)

tal que

iξ |L = ξ and iξ|Lω = idLω .(2.21)

Tenemos la equivalencia ı ◦ ξ = iξ ◦ ı, y por lo tanto el diagrama

M
iξ // M

T ∗R+

ı

OO

ξ // T ∗R+

ı

OO

conmuta. En dicho diagrama se ha identificado ı(T ∗R+) ∼= L.

Lema 2.4 (Jiménez-Pérez). La inclusión canónica de la transformación
de Euler en el grupo Dif0(M) es un simplectomorfismo local, es decir que
iξ ∈ Sp(U,ω) para U ⊂M abierto.

Demostración. Este resultado es una consecuencia inmediata de la

suma directa de L⊕Lω, entonces la matriz jacobiana de la diferencial de iξ
es exactamente

d(iξ) =

(
(dξ) 0

0 I2(n−1)

)

,(2.22)

donde dξ ∈M2×2 es la matriz jacobiana de la diferencial de la transforma-

ción de Euler y I2(n−1) es la matriz identidad en M2(n−1)×2(n−1) �

Teorema 2.17 (Jiménez-Pérez). Toda solución particular del problema
de N cuerpos donde se tenga un único subsistema de dos cuerpos evolu-
cionando de manera rectiĺınea (y tal que todas sus singularidades sean las
colisiones binarias de ese subsistema) puede ser regularizada por una trans-
formación simpléctica lineal y por la inclusión canónica de la transformación
de Euler en el grupo simpléctico del espacio fase.

Demostración. Para el problema deN cuerpos, la evolución de 2 cuer-

pos sobre una recta fija L del espacio f́ısico R3, implica que el momento

angular de dichos cuerpos es nulo y que el resto de los cuerpos evolucionan

manteniendo su centro de masa sobre L . Si consideramos el centro de ma-

sa en el origen, la ecuación de L se puede escribir de manera paramétrica

mediante

L (τ) = aτ, a ∈ R3, τ ∈ R, .(2.23)

donde a = (a1, a2, a3)
T y |a| = 1. Seleccionemos la matriz B ∈ SO(3) que

lleva el vector a sobre el vector e1 = (1, 0, 0)T mediante un rotación alrededor

del vector a× e1. De esta forma se cumple simultáneamente las condiciones

B · a = e1 y B · (a× e1) = a× e1,(2.24)



48 El problema de Sitnikov con 2+2 cuerpos

que determinan de manera única a B.

Consideremos el espacio fase del problema de N cuerpos como la varie-

dad abierta con frontera M = T ∗(R3N \ ∆), de tal forma que los cuerpos

que evolucionan sobre L tengan posiciones q1, q2 ∈ R3 y momentos con-

jugados p1, p2 ∈ (R3)∗. Aplicando la rotación B al espacio fase mediante

acción diagonal tenemos

B · (q,p)T = (x1, 0, 0, x2, 0, 0, . . . , q̂N ,m1ẋ1, 0, 0,m2ẋ2, 0, 0, . . . , p̂N )T

donde

B = diag(B,B, . . . , B) ∈M6N×6N , q = (q1, . . . , qN )T ∈ R3N ,

p = (p1, . . . , pN )T ∈ R3N , q̂i = B · qi, y p̂i = B · pi, i = 3, . . . , N.

Consideremos las matrices elementales Eij ∈ O(6N) que intercambian

los renglones i-ésimo y j-ésimo. Entonces tenemos que

E(3N+2,3N+4)E2,4B · (q,p)T = (x1, x2, 0, . . . , q̂N ,m1ẋ1,m2ẋ2, 0, . . . , p̂N )T .

Consideramos la matriz C ∈ GL(6N) que lleva las componentes

(x1, x2) 7→
(

x1 − x2,
m1x1 +m2x2

m1 +m2

)

(m1ẋ1,m2ẋ2) 7→ (m1m2(ẋ1 − ẋ2),m1ẋ1 +m2ẋ2) ,

que tiene la forma

C =











[
1 −1

µ1 µ2

]

[I3N−2] [
m2 −m1

1 1

]

[I3N−2]











,

donde I3N−2 es la matriz identidad de dimensión 3N − 2 × 3N − 2 y las

componentes restantes son cero.

Finalmente apliquemos la transformación elemental E(2,3N+1) que lle-

vará la componente colocada en la entrada 3N + 1 a la segunda posición y

visceversa.

Definamos la matriz A ∈ GL(6N) por

A = E(2,3N+1) · C · E(3N+2,3N+4) ·E(2,4) ·B.(2.25)

Un cálculo sencillo nos muestra que JTAJ = J y por lo tanto A ∈
Sp(6N). Además

A · (q,p)T = (x1 − x2,m1m2(ẋ1 − ẋ2), 0, . . . , p̂N )T .

Las dos primeras componentes definen un subespacio simpléctico (L, ω|L)

del espacio fase (M,ω). Existe otro subespacio simpléctico (Lω, ω|Lω) ω-

ortogonal tal que M = L ⊕ Lω. El subespacio (L, ω|L) contiene las singula-

ridades del sistema cuando la primera componente vale cero y por hipótesis

no existen otras singularidades.
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Ahora podemos aplicar la inclusión de la transformación de Euler tal

que el espacio regularizado solo es afectado en el subespacio que contiene a

las colisiones

L⊕ Lω iξ−→ R⊕Lω.(2.26)

donde R es el subespacio simpléctico L bajo la regularización de Euler.

�

• • •

2.5 Regularización del problema

circular 2+2 de Sitnikov.

Para eliminar las singularidades tanto en la función Hamiltoniana (2.14)

como en el campo vectorial (2.15), aplicaremos una regularización simplécti-

ca. De esta forma podemos extender anaĺıticamente las ecuaciones del siste-

ma al hiperplano q3 = q4. Aplicamos la transformación ρ : M →M definida

por

q3 = Q4 + (1− ǫ)Q
2
3

2 , p3 = (1 + ǫ)P4 + P3
Q3
,

q4 = Q4 − (1 + ǫ)
Q2

3
2 , p4 = (1− ǫ)P4 − P3

Q3

(2.27)

y el reescalamiento en el tiempo

dt

dτ
= (1− ǫ2)Q2

3.(2.28)

Teorema 2.18 (Jiménez-Pérez). La transformación (2.27) es la com-
posición de una transformación lineal simpléctica A ∈ Sp(M,ω) y de la
inclusión canónica de la transformación de Euler iξ : T ∗R+ → T ∗R+. Es
decir

ρ = iξ ◦ A.(2.29)

La transformación lineal A lleva el espacio de configuración Q a coordenadas
baricéntricas relativas.

Demostración. Para llevar el espacio de configuración a coordenadas

baricéntricas relativas, es necesario aplicar la transformación lineal

r3 = q3 − q4, r4 =
1

2
((1 + ǫ)q3 + (1− ǫ)q4)

donde r3 es la distancia entre los secundarios y r4 es su baricentro relativo.

Despejando q3 y q4 obtenemos

q3 = r4 + (1− ǫ)r3, q4 = r4 − (1 + ǫ)r3.(2.30)

Esta transformación pertenece al grupo Dif(Q) y por lo tanto aplicando

la Proposición 1.4 tenemos que su levantamiento cotangente producirá un

simplectomorfismo lineal A ∈ Sp(M,ω), tal que (q,p)T = A · (r, s)T . Po-

demos utilizar funciones generatrices para obtener dicho simplectomorfismo
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de la siguiente forma: ya que conocemos tanto p como r, entonces busca-

mos una función generatriz de tercer género W (r,p). Se debe verificar que

q = ∂W
∂p (r,p) y s = ∂W

∂r (r,p), entonces

W (r,p) = p3[r4 + (1− ǫ)r3] + p4[r4 − (1 + ǫ)r3],

que producirá

s3 = (1− ǫ)p3 − (1 + ǫ)p4, s4 = p3 + p4.

Despejando p3 y p4 tenemos

p3 =
(1 + ǫ)s4 + s3

2
, p4 =

(1− ǫ)s4 − s3
2

.(2.31)

Aplicando las transformaciones (2.30) y (2.31) concluimos queA ∈ Sp(M,ω).

La composición de ambos nos dará

(Q3, Q4, P3, P4)
iξ−→

(
1
2Q

2
3, Q4,

P3
Q3
, P4

)

A−→
(

Q4 + β
2Q

2
3, Q4 − α

2Q
2
3, αP4 + P3

Q3
, βP4 − P3

Q3

)

,

donde α = 1 + ǫ y β = 1− ǫ. Este es el resultado buscado. �

Como Sp(M,ω) es un grupo bajo la composición, inmediatamente tene-

mos que la transformación (2.27) es también una transformación simpléctica

sobre (M,ω) y por lo tanto, el diagrama

M
iξ //

H◦ρ
((Q

Q

Q

Q

Q

Q

Q

Q

Q

Q

Q

Q

Q

Q

Q

ρ

  
M

H◦A

!!B
B

B

B

B

B

B

B

A // M

H
��

R

conmuta.

Lema 2.5 (Jiménez-Pérez). La expresión

W (Q,p) = p3

(

Q4 + (1− ǫ)Q
2
3

2

)

+ p4

(

Q4 − (1 + ǫ)
Q2

3

2

)

determina una función generatriz para el simplectomorfismo (2.27).

Demostración. La función generatriz debe cumplir

q =
∂W

∂p
y P =

∂W

∂Q
.(2.32)

Se tiene de manera inmediata que

q3 = Q4 + (1− ǫ)Q
2
3

2
y q4 = Q4 − (1 + ǫ)

Q2
3

2
.

Derivando W con respecto de Q3 y Q4 se tiene

P3 = Q3((1− ǫ)p3 − (1 + ǫ)p4), P4 = p3 + p4.
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Finalmente despejamos p3 y p4 para obtener la transformación (2.27).

�

Con esta regularización se obtiene una nueva función ð(Q,P;h) que

depende del valor fijo de la enerǵıa H = h como parámetro. Este proce-

so se realiza de la siguiente forma: primero se aplica el simplectomorfis-

mo H(ρ(Q,P)) = H(q,p) y la función en las nuevas variables H(Q,P) =

H(ρ(Q,P)) es nuevamente Hamiltoniana. Fijemos el valor de la función

h = H(ρ(Q,P)) reacomodemos los términos y multipliquemos por el tiem-

po reescalado para obtener dt
dτ (H ◦ ρ− h) = 0.

La función Hamiltoniana regularizada es

ð = (1− ǫ2)Q2
3 (H − h) ◦ ρ

esta función Hamiltoniana depende de ǫ, h como parámetros y es válida sólo

en el nivel de enerǵıa ð = 0 para cada h fija. Para evitar cargar la notación

escribiremos z = (Q3, Q4, P3, P4), α = (1 + ǫ) y β = (1− ǫ) para tener

ð = 1
2

(
αβP 2

4Q
2
3 + P 2

3

)
− 2α2β2m

−αβQ2
3

[

2α
q

(2Q4+βQ2
3)

2
+1

+ 2β
q

(2Q4−αQ2
3)

2
+1

+ h

]

.
(2.33)

Denotaremos por ðh(z,m; ǫ) = ð(z,m; ǫ, h) a esta función.

Definición 2.6. Llamamos a la terna Rh = (M,ω,Xðh(z,m)) el sistema

Hamiltoniano regularizado asociado a la función regularizada ðh(z,m), con
campo Hamiltoniano Xðh(z,m) dado por

Q
′ =

∂ðh
∂P

(z,m) y P
′ = −∂ðh

∂Q
(z,m),(2.34)

donde ′ = d
dτ corresponde a la derivación con respecto del tiempo ficticio τ .

Aunque la forma de la nueva función Hamiltoniana (2.33) es algo com-

plicada, la ventaja es que esta función y el campo vectorial Hamiltoniano

Xðh
pueden extenderse al conjunto de colisiones ∆ de manera regular.

En las siguientes secciones, estudiaremos algunas reducciones del sistema

Hamiltoniano bajo simetŕıas discretas. Para ello será necesario escribir de

manera expĺıcita el campo vectorial (2.34). El campo vectorial regularizado
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Figura 2.4. Curvas de velocidad cero para H = h fija.

Xðh
escrito en coordenadas tiene la forma siguiente

Q′
3 = P3,

Q′
4 = αβQ2

3P4,

P ′
3 = −αβQ3P

2
4 + 4αβQ3

[

α(2(2Q4+Q2
3)Q4+1)

[(2Q4+βQ2
3)

2+1]
3
2

−β(2(2Q4−Q2
3)Q4+1)

[(2Q4−αQ2
3)

2+1]
3
2

+ h

]

,

P ′
4 = −4αβQ2

3

[

α(2Q4+βQ2
3)

((2Q4+βQ2
3)

2+1)
3
2

+
β(2Q4−αQ2

3)

((2Q4−αQ2
3)

2+1)
3
2

]

.

(2.35)

2.5.1. Simetŕıas discretas. La función Hamiltoniana regularizada

tiene un conjunto de simetŕıas que incluye algunas simetŕıas ficticias ad-

quiridas por la regularización. Otro conjunto de simetŕıas puede extenderse

si ǫ = 0 y finalmente existen las simetŕıas caracteŕısticas de los sistemas

mecánicos.

Definición 2.7. Para M = T ∗(Rn), n ∈ N, el conjunto de simetŕıas

lineales de un sistema Hamiltoniano (M,ω,XH) está dado por el conjunto
de transformaciones lineales A ∈ L (M) que preservan la función Hamilto-
niana H ◦ A = H, y el campo vectorial XH(Ax) = XH(x).

Definición 2.8. Consideremos un sistema Hamiltoniano (M,ω,H) don-
de M = T ∗Q es el espacio fase. Al conjunto Γ = {(x, t) ∈ M × R} se le
conoce como el espacio fase extendido.

Las simetŕıas que deseamos considerar son básicamente las permutacio-

nes e involuciones del espacio fase extendido Γ ∼= R2n+1. De manera precisa,

sea β = {β1, . . . , β2n} una base de M . Las simetŕıas que consideraremos

serán las permutaciones σji (β) 7→ Aut(M) tal que

σji (β1, . . . , βi, . . . , βj , . . . , β2n) = (β1, . . . βj , . . . , βi, . . . , β2n), 1 ≤ i, j ≤ n
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y las involuciones en Γ

̺i(β1, . . . βi, . . . , β2n+1) = (β1, . . . ,−βi, . . . , β2n+1), i ∈ {1, . . . , 2n+ 1}.
En nuestro problema, podemos ver de manera inmediata que no existe

ninguna simetŕıa bajo permutaciones en los elementos de una base para

M . Por lo que nos restará estudiar las simetŕıas que se obtienen bajo las

involuciones de Γ

Consideremos las simetŕıas siguientes:

S que corresponden a la reflexión con respecto de un subespacio

simpléctico

• S1(Q3, Q4, P3, P4, τ) = (Q3,−Q4, P3,−P4,±τ),
• S2(Q3, Q4, P3, P4, τ) = (−Q3, Q4,−P3, P4,±τ).

L que corresponden a la reflexión con respecto de un subespacio

Lagrangiano

• L1(Q3, Q4, P3, P4, τ) = (Q3, Q4,−P3,−P4,±τ),
• L2(Q3, Q4, P3, P4, τ) = (−Q3,−Q4, P3, P4,±τ).

I que corresponden a la reflexión con respecto de un subespacio

isotrópico

• I1(Q3, Q4, P3, P4, τ) = (Q3,−Q4,−P3,−P4,±τ),
• I2(Q3, Q4, P3, P4, τ) = (−Q3, Q4,−P3,−P4,±τ),
• I3(Q3, Q4, P3, P4, τ) = (−Q3,−Q4, P3,−P4,±τ),
• I4(Q3, Q4, P3, P4, τ) = (−Q3,−Q4,−P3, P4,±τ).

C que corresponden a la reflexión con respecto de un subespacio

co-isotrópico

• C1(Q3, Q4, P3, P4, τ) = (−Q3, Q4, P3, P4,±τ),
• C2(Q3, Q4, P3, P4, τ) = (Q3,−Q4, P3, P4,±τ),
• C3(Q3, Q4, P3, P4, τ) = (Q3, Q4,−P3, P4,±τ),
• C4(Q3, Q4, P3, P4, τ) = (Q3, Q4, P3,−P4,±τ).

Como la regularización agrega una simetŕıa ficticia para Q2
3 = q3 − q4 y

por hipótesis Q sólo considera los casos q3 > q4, entonces descartamos las

simetŕıas S2, L2, I2, I3, I4 y C1.
La simetŕıa L1 refleja la reversibilidad con respecto del tiempo ficticio τ

(Q3, Q4, P3, P4, τ) 7→ (Q3, Q4,−P3,−P4,−τ),(2.36)

que es una propiedad genérica de los sistemas mecánicos.

Mientras que si deseamos cambiar Q4 ↔ −Q4, se invierten los valores

de P ′
3 y P ′

4 pero no los de P3 y P4, entonces la simetŕıa I2
(Q3, Q4, P3, P4, τ) 7→ (Q3,−Q4,−P3,−P4,−τ)(2.37)

invierte los valores de las masas relativas (1− ǫ)↔ (1 + ǫ).
Podemos enunciar el siguiente resultado:

Proposición 2.13 (Jiménez-Pérez). El sistema Hamiltoniano regulari-
zado (M,ω,Xðh

) es simétrico con respecto del hiperplano Q4 = 0 si y sólo si
ǫ = 0. Además, este plano es invariante bajo el flujo del campo Hamiltoniano
regularizado Xðh

.
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Demostración. La simetŕıa se obtiene de manera trivial a partir de las

ecuaciones (2.33) y (2.35) que implican la condición α = β y esto se cumple

si y sólo si ǫ = 0.

Ahora si Q4 ≡ 0 para todo tiempo τ , entonces de la cuarta ecuación en

(2.35) se tiene que P ′
4 = 0 y por lo tanto P4 = constante. Además, Q′

4 ≡ 0,

pero α 6= 0, β 6= 0 y Q3 6= 0 no es idénticamente cero. Entonces P4 = 0 y

tenemos el sistema reducido

Q′
3 = P3,

P ′
3 = 4Q3

(

2

(Q4
3+1)

3
2

+ h

)

,

Q′
4 = 0,

P ′
4 = 0,

(2.38)

lo que indica que Q4 = 0 es un plano invariante bajo el flujo del campo

vectorial (2.35). �

Los sistemas Hamiltonianos (M,ω,XH ) que poseen planos de simetŕıa

invariantes bajo el flujo ϕHt , permiten reducir el sistema al plano invariante.

Como el plano invariante Q4 = P4 = 0 implica que el centro de masas se

encuentra en el origen, entonces la evolución de los secundarios es simétrica

con respecto del plano donde evolucionan los primarios.

Definición 2.9. Decimos que una solución σ(t) del problema de Sitnikov
con 2+2 cuerpos tiene condiciones iniciales simétricas, si para el tiempo
inicial t = t0 se tiene que q3(t0) = −q4(t0) y p3(t0) = −p4(t0).

Proposición 2.14 (Jiménez-Pérez). El problema circular de Sitnikov
de 2+2 cuerpos con masas de los secundarios iguales (ǫ = 0) y condiciones
iniciales simétricas es integrable por cuadraturas.

Demostración. Esta es una consecuencia inmediata de la Proposición

2.13, ya que tenemos un problema Hamiltoniano autónomo con un grado de

libertad. Entonces

ð̃h(Q3, P3;m) =
1

2
P 2

3 − 2m−Q2
3

(

2
√

Q4
3 + 1

+ h

)

(2.39)

es una primera integral con ð̃h(Q3, P3;m) = 0. A partir del campo vectorial

(2.38) obtenemos dQ3

dτ = P3. Sustituyendo en (2.39) y despejando llegamos

a

τ − τ0 =

∫ q

0

dQ3

√
2

(

2m+Q2
3

(

2√
Q4

3+1
+ h

)) 1
2

.(2.40)

�

El sistema Hamiltoniano reducido (N,ω,X
ð̃h(x;m)), x ∈ N , está defini-

do sobre la subvariedad simpléctica bidimensional N = T ∗R+ con campo
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vectorial X
ð̃h(x;m) dado por

Q′
3 = P3,

P ′
3 = 4Q3

(

2

(Q4
3 + 1)

3
2

+ h

)

.

Mediante la regularización, este sistema Hamiltoniano también es regular

en el conjunto reducido de singularidades ∆̃ = {Q3 = 0} ⊂ ∆. Por lo tanto,

la función y el campo vectorial se han extendido a Ñ = N ∪ ∆̃.

Considerando el rebote elástico en las colisiones, sólo el semiplano dere-

cho de la Figura 2.5 es válido y corresponde precisamente a Ñ . Sin embargo

como ǫ = 0 es posible continuar las soluciones a través de la recta Q3 = 0

mediante la simetŕıa (Q3, P3, τ) ↔ (−Q3, P3, τ) y obtener las curvas de ni-

vel del espacio fase regularizado reducido en todo el plano (Q3, P3) como se

muestra en dicha figura.

En el caṕıtulo siguiente, veremos que para identificar ambos semiespacios

es necesario que ǫ = 0.

-4 -2 2 4
Ξ

-15

-10

-5

5

10

15

Η

Figura 2.5. Curvas de nivel del problema circular de Sitni-

kov de 2+2 cuerpos con condiciones iniciales simétricas.

Proposición 2.15 (Jiménez-Pérez). El problema circular de Sitnikov
con 2+2 cuerpos con condiciones iniciales simétricas tiene la siguiente dinámi-
ca:

Si h < 0 se tienen órbitas cerradas periódicas, donde los secunda-
rios colisionan en el origen.
Si h = 0 se tiene una órbita parabólica donde los secundarios vienen
de infinito con velocidad nula, pasan por una colisión en el origen y
se escapan a infinito en sentidos opuestos con velocidad asintótica
a 0.
Si h > 0 se tienen órbitas hiperbólicas donde los secundarios vie-
nen de infinito con velocidad positiva, pasan por una colisión en el
origen y se escapan a infinito en sentidos opuestos con velocidad
positiva.

Demostración. Un sistema Hamiltoniano con un grado de libertad es

integrable y por lo tanto el grupo de Lie que actúa sobre el espacio fase
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solo puede ser G = (S1, ·) o G = (R,+). Para el caso en que h < 0 se

tiene la acción Hamiltoniana de S1 sobre el abierto U ⊂ R2 que contiene al

origen del espacio fase regularizado. Aqúı se tienen órbitas periódicas donde

los cuerpos secundarios tienen posiciones simétricas con respecto al origen:

q3 = −q4 y con momentos p3 = −p4. Por lo tanto un periodo consiste en

que los dos cuerpos salen del origen (expulsión) con velocidad infinita y

en sentidos opuestos, de forma que su evolución siempre es simétrica con

respecto del origen. En un tiempo finito τ/2 llegan a una distancia máxima

finita y regresan al origen al tiempo τ donde se producirá la colisión.

Para el caso h ≥ 0 se tiene el grupo de Lie (G = R,+) actuando sobre

R2 \ U donde U = U ∪ ∂U . Aqúı se tienen órbitas que no son periódicas

y que mediante la regularizacíıon y la identificación (−q3,−q4) ↔ (q3, q4),
podemos extender las soluciones para todo τ ∈ R. Si τ → ±∞ tenemos

que q3 → ±∞ y dada la simetŕıa q3 = −q4 tenemos la dinámica siguiente:

los cuerpos inician su evolución en infinito de lados opuestos del plano de

evolución de los primarios. Se acercan al origen de manera simétrica para

colisionar en el origen con rebote elástico y finalizar con un escape simultáneo

a infinito en sentidos opuestos. La velocidad de escape (e inicio de evolución)

se obtiene con el ĺımite ĺımqi→∞ q̇i donde

q̇i = ±
√
√
√
√h+

2
√

q2i + 1/4
+
m

2qi
(2.41)

Obtenemos el ĺımite

ĺım
qi→∞

q̇i = ±
√
h

de donde se concluye que los cuerpos secundarios se escapan con velocidad

cero si y sólo si h = 0. Por lo tanto para h = 0 se tiene una órbita parabólica

para cada secundario y si h > 0 se tienen órbitas hiperbólicas para cada

secundario. �

Nota 2.3. En el problema simétrico, las ecuaciones permiten obtener
dos órbitas parabólicas si h = 0 y dos órbitas hiperbólicas si h > 0 una que
corresponde a q3 → ∞ y la otra a q3 → −∞. Por hipótesis q3 > q4 aśı que
podemos considerar solamente el valor positivo de la ráız.



CAPÍTULO 3

Estudio del caso restringido

En este caṕıtulo se realiza un estudio detallado del problema circular

de Sitnikov con 2+2 cuerpos cuando los cuerpos secundarios no interactúan

entre ellos. Éstos equivalen a los casos 000 y 001 del Cuadro 1 y corresponde

a los valores m = 0 y r(t) = 1/2 en la función (2.14) y las ecuaciones (2.15).

Iniciamos el caṕıtulo obteniendo el caso restringido m → 0. El siste-

ma Hamiltoniano se desacoplará y las ecuaciones de movimiento pueden

integrarse de manera independiente, lo que nos dará, efectivamente, el caso

integrable del problema de Sitnikov de 2+2 cuerpos. Posteriormente, obte-

nemos las soluciones expĺıcitamente y las coordenadas acción-ángulo para

proseguir con un estudio de las superficies de enerǵıa constante y su folia-

ción por subvariedades Lagrangianas. Finalizamos el caṕıtulo caracterizando

las órbitas periódicas del problema cuando las masas infinitesimales de los

secundarios son iguales, es decir, cuando ǫ = 0.

• • •

3.1 El problema circular restringido

de Sitnikov con 2+2 cuerpos.

En el Caṕıtulo 2 se estudió la regularización del sistema Hamiltoniano

singular (M,ω,XH) donde

H =

(

1
2(1+ǫ)p

2
3 − 1+ǫ√

q23+1/4

)

+

(

1
2(1−ǫ)p

2
4 − 1−ǫ√

q24+1/4

)

+m 1−ǫ2
q3−q4 ,

y que tiene como función regularizada a ðh(z,m; ǫ) definida por la expresión

(2.33).

El sistema Hamiltoniano regularizado ð̂h = (M,ω,Xðh(z,m;ǫ)) es equi-

valente al sistema original sobre la variedad abierta M . Sin embargo, para

estudiar el caso sin interacción entre los secundarios debemos encontrar el
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ĺımite

ĺım
m→0

ðh(z,m; ǫ) = ðh(z, 0; ǫ),

que eliminará el término 2(1− ǫ2)2m = 2α2β2m en (2.33).

Como la función Hamiltoniana regularizada cumple

ðh(z, 0; ǫ) = g · (H|m=0 − h) ◦ (ρ)(z) = 0,

para todo tiempo, y g(z) no es idénticamente cero, entonces

(H|m=0 − h) ◦ (ρ)(z) = 0.

Finalmente, aplicamos la transformación inversa ρ−1 ∈ Sp(M) y obtenemos

H =

(

1
2(1+ǫ)p

2
3 − 1+ǫ√

q23+1/4

)

+

(

1
2(1−ǫ)p

2
4 − 1−ǫ√

q24+1/4

)

.(3.1)

Podemos escribir la función Hamiltoniana del problema circular restringido

como

H = H3 +H4,

donde Hi con i = 3, 4 son las funciones Hamiltonianas para dos problemas

de Sitnikov independientes (desacoplados). Sin embargo, en estas ecuaciones

no se percibe la interacción de los secundarios al momento de la colisión.

En las siguientes secciones haremos un estudio de los niveles de enerǵıa

fijos y del comportamiento de las soluciones cuando se pasa a través de

colisión. Con esto veremos que aunque se tiene un sistema integrable, las

colisiones pueden dar paso a dinámica muy diversa.

• • •

3.2 Solución anaĺıtica del caso

circular restringido.

Para poder hacer un estudio de las soluciones del problema completo,

primero haremos un estudio extenso del caso integrable. Utilizando la ex-

presión para el caso circular restringido podemos ver que se tiene el caso

integrable para m3 = m4 = 0, lo que corresponde a dos problemas circula-

res de Sitnikov desacoplados (de ah́ı el nombre de doble Sitnikov). El caso

integrable fue estudiado por Pavanini en 1907 [82] y por MacMillan en 1910

[65] quienes expresaron la solución en términos de funciones eĺıpticas de

Weierstrass y Jacobi respectivamente. A partir de este momento y en lo que

resta de este caṕıtulo se asume que ǫ = 0.

Nota 3.4. Escribiremos a lo largo del trabajo y por abuso de notación
que las enerǵıas relativas de cada secundario son

h3 =
h̃3

1 + ǫ
y h4 =

h̃4

1− ǫ .(3.2)

Esta relación tiene impacto en los tres casos siguientes:

en los módulos de las funciones e integrales eĺıpticas k3, k4,
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en la imagen de la aplicación momento µ y
en el cálculo del tiempo de colisión para la continuación de órbitas
simétricas.

En cada uno de estos casos se establece un recodatorio para que no haya
riesgo de confusión.

Iniciemos con un resultado adicional que no se encuentra en la literatura.

Teorema 3.19 (Jiménez-Pérez). Las coordenadas acción-ángulo para el
problema circular restringido de Sitnikov con 2+2 cuerpos tienen la forma

J(hi) =

√
2

π

(
2E(ki)−K(ki)−Π(2k2

i , ki)
)
,(3.3)

θi(t;hi) =
1

Ωi
t(νi, ki) + θ0,i,(3.4)

donde Ωi =
√

2
4π(1−2k2

i )
(2E(ki) −K(ki) + Π(2k2

i , ki)) es el tiempo de retorno

de los secundarios y θ0,i, i = 3, 4,, son constantes determinadas por las
condiciones iniciales. K(ki), E(ki) y Π(2k2

i , ki), i = 3, 4, son las integrales
eĺıpticas completas de primera, segunda y tercera especie respectivamente,
donde los módulos están dados por

k3 =

√

2 + h3
1+ǫ

2
, y k4 =

√

2 + h4
1−ǫ

2
.(3.5)

Demostración. Como tenemos un sistema Hamiltoniano separable en-

tonces cada nivel fijo de enerǵıa H = h se puede escribir como h = h3 + h4

con h3, h4 fijos. La acción está definida por la integral de la 1-forma de Liou-

ville Ji(hi) = 1
2π

∮
pi dqi, i = 3, 4, sobre un periodo completo. Debido a que

cada solución periódica γhi
es simétrica en pi y qi, podemos integrar sobre

un cuarto del periodo y multiplicar dicho resultado por cuatro

Ji(hi) =
2
√

2

π

∮ qimax

0

√
√
√
√hi +

1
√

q2i + 1
4

dqi,(3.6)

donde qimax se obtiene cuando pi = 0, entonces qimax =
√

1
(−hi)2

− 1
4 .

Construimos un cambio de variables adecuado (qi, pi) 7→ (yi, si) que

“normalice” la integral, es decir, tal que las siguientes condiciones se cum-

plan:

a) La función Hamiltoniana tenga la forma ĥ = y2
i /2 + a s2i , de aqúı se

tendrá que

− 1
√

q2i + 1
4

= a s2i + b.
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b) Para qi = 0 debemos tener que si = 0, y por lo tanto

− 1
√

q2i + 1
4

∣
∣
∣
∣
∣
∣
qi=0

= −2,

de donde b = −2.

c) Para qi = qimax (y pi = 0) se requiere que si = 1,

− 1
√

q2i + 1
4

∣
∣
∣
∣
∣
∣
qi=

q

1
(−hi)

2 − 1
4

= hi,

hi = (a s2i − 2)
∣
∣
si=1

,

de donde a = 2 + hi.
El cambio de variables



− 1
√

q2i + 1/4
, pi



 =
(
(2 + hi)s

2
i − 2, yi

)
,(3.7)

transforma el integrando (3.6) en

√

hi +
1√

q2i +1/4
=
√

2 + hi

√

1− s2i . Escri-

bamos ki =
√

2 + hi/2 y resolvamos (3.7) para qi, después calculemos dqi
para obtener

√
√
√
√hi +

1
√

q2i + 1/4
dqi = 2k2

i

√

1− s2i
√

1− k2
i s

2
i (1− 2k2

i s
2
i )

2
dsi.(3.8)

La integral (3.6) toma la forma

Ji(hi) =
4
√

2

π
k2
i

∮ 1

0

√

1− s2i
√

1− k2
i s

2
i

(
1− 2k2

i s
2
i

)2
dsi.(3.9)

Esta es una integral eĺıptica general completa. Es posible escribir toda in-

tegral eĺıptica general en términos de funciones algebraicas racionales de la

variable independiente y de integrales eĺıpticas de primera, segunda y ter-

cera especie [40]. Procedamos a escribir la integral (3.9) de esa forma. Pri-

mero integremos por partes considerando que pidqi = piqi − qidpi y donde

pi =

√

1− s2i y qi =
si

√
1−k2

i s
2
i

1−2k2
i s

2
i

. Con ello tenemos

∫
√

1− s2i dsi
√

1− k2
i s

2
i

(
1− 2k2

i s
2
i

)2
=

si

√

1− s2i
√

1− k2
i s

2
i

1− 2k2
i s

2
i

+

∫ s2i

√

1− k2
i s

2
i dsi

√

1− s2i (1− 2k2
i s

2
i )
.
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Reescribamos la última integral de la siguiente forma

1

2k2
i

∫ 2k2
i s

2
i

√

1− k2
i s

2
i dsi

√

1− s2i (1− 2k2
i s

2
i )

= − 1

2k2
E(si, ki) +

1

2k2
i

∫
√

1− k2
i s

2
i dsi

√

1− s2i (1− 2k2
i s

2
i )
,

y nuevamente la última integral se reescribirá como

1

4k2
i

∫
[1 + (1− 2k2

i s
2
i )]dsi

√

1− k2
i s

2
i

√

1− s2i (1− 2k2
i s

2
i )

=
1

4k2
i

F (si, ki) +
1

4k2
i

Π(2k2
i , si, ki).

Colocando todos los términos juntos tenemos

∫
√

1− s2i dsi
√

1− k2
i s

2
i

(
1− 2k2

i s
2
i

)2
dsi =

si

√

1− s2i
√

1− k2
i s

2
i

1− 2k2
i s

2
i

−

1

4k2
i

(
2E(si, ki)−Π(2k2

i , si, ki)− F (si, ki)
)
.

Finalmente, evaluando en los ĺımites de integración, obtenemos (3.4). �

Teorema 3.20 (Jiménez-Pérez 2009, Corbera y Llibre 2002). Las so-
luciones del problema circular restringido de Sitnikov con 2+2 cuerpos se
expresan en términos de las funciones eĺıpticas de Jacobi de la forma

φ(t) =

(

k3
s3d3

1− 2k2
3s

2
3

, 2
√

2k3c3, k4
s4d4

1− 2k2
4s

2
4

, 2
√

2k4c4

)

,(3.10)

donde si = sn(νi, ki), ci = cn(νi, ki) y di = dn(νi, ki) son las funciones

eĺıpticas de Jacobi, k3 =

q

2+
h3
1+ǫ

2 , k4 =

q

2+
h4
1−ǫ

2 y νi = νi(t, ki) se obtiene al
invertir la función

t(νi, ki) =
1

2
√

2

∫ νi

0

dη
(
1− 2k2

i sn2(η, ki)
)2 ,(3.11)

para i = 3, 4.

Demostración. Como la solución de un sistema Hamiltoniano New-

toniano con un grado de libertad que tiene la forma H = p2/2 − V (q) es

t + t0 =
∫ dq

p con p =
√

2(h+ V (q)), podemos usar el cambio de variables

(3.7) en la diferencial

dt =
dqi

√

hi +
1√

q2i +1/4

=
1

2
√

2

dsi
√

1− s2i
√

1− k2
i s

2
i (1− 2k2

i s
2
i )

2
,(3.12)

reescalar el tiempo por dsi
dν dν para obtener

dt

dν
=

1

2
√

2(1− 2k2
i s

2
i )

2
y dν =

dsi
√

(1− s2i )(1− k2
i s

2
i )
.(3.13)
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Como podemos ver, el valor de la derivada dt/dν depende indirectamente

del valor de la enerǵıa hi mediante ki = k(hi), se puede considerar que la

variable uniformizante o el tiempo dependen de hi. En este caso el tiempo

es la variable independiente por lo tanto consideraremos νi = ν(hi) y las

expresiones (3.13) deberán leerse como dt/dνi y dνi.
Primero resolveremos la segunda integral directamente, ya que esta es

una integral eĺıptica de primera especie. La solución es si = sn(νi, ki) y esta

solución se sustituye en la primera integral para obtener la relación entre el

viejo y el nuevo tiempo

t =

∫
dνi

2
√

2(1− 2k2
i sn2(νi, ki))2

.(3.14)

Finalmente, resolviendo para qi en (3.7) y sustituyendo la solución para

si = sn(νi, ki) se obtiene

qi = ki
si

√

1− k2
i s

2
i

1− 2k2
i s

2
i

= ki
sn(νi, ki)dn(νi, ki)

1− 2k2
i sn2(νi, ki)

.(3.15)

El momento conjugado se obtendrá al diferenciar la solución anterior y

considerar el rescalamiento en el tiempo, es decir

pi =
dqi
dνi

dνi
dt

= 2
√

2ki cn(νi, ki).(3.16)

�

Como vemos en el resultado anterior, las soluciones del problema circular

de Sitnikov con 2+2 cuerpos, se escriben en términos de las funciones eĺıpti-

cas de Jacobi sn(ν, k), cn(ν, k) y dn(ν, k) definidas sobre el plano complejo

con imagen en la superficie de Riemann R1
k de género 1. Dicha superficie de

Riemann está construida a partir de la diferencial meromorfa

ω =
dz

√

(1− z2)(1 − k2z2)
,(3.17)

que se ramifica en los puntos {±1,±1/k} ⊂ C.

En el caso general, las funciones eĺıpticas de Jacobi aceptan argumentos y

módulos complejos, y se sabe que estas funciones son anaĺıticas con respecto

del módulo k ∈ C \ {−1, 1} [59]. Nosotros estamos interesados a los casos

en los que estas funciones mapean la recta real en ella misma y esto se da

si y sólo si k ∈ R \ {−1, 1}. Los valores de los módulos dependen del valor

de las enerǵıas relativas mediante las relaciones

k3 =

√

2 + h3
1+ǫ

2
, y k4 =

√

2 + h4
1−ǫ

2
,(3.18)

donde h3 ∈ (−2(1 + ǫ),∞) y h4 ∈ (−2(1 − ǫ),∞), por lo que se tiene

ki ∈ (0,∞).
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Si ki ∈ (0, 1) las soluciones se expresan directamente por la ecuación

(3.10). Si ki > 1 debemos considerar transformaciones modulares para ma-

pear el segmento (0, 1) 7→ (1,∞) mediante ki 7→ 1
ki

, y sustituir las relaciones

sn(ν, k) =
1

k
sn

(

kν,
1

k

)

,

cn(ν, k) = dn

(

kν,
1

k

)

,

dn(ν, k) = cn

(

kν,
1

k

)

,

en la expresión (3.10). Finalmente, para el caso particular ki = 1 la diferen-

cial meromorfa (3.17) estará asociada a una superficie de Riemann R0
1 de

género 0. Las soluciones se escriben entonces en términos de las funciones

hiperbólicas sinh(ν) y cosh(ν) de la siguiente manera

sn(ν, 1) =
sinh(ν)

cosh(ν)
,

cn(ν, 1) =
1

cosh(ν)
,

dn(ν, 1) =
1

cosh(ν)
.

Sustituyendo estos valores en la expresión (3.10) recuperamos las solu-

ciones determinadas por M. Corbera y J. Llibre en [24] para toda hi > −2.

Lema 3.6 (Jiménez-Pérez). La integral eĺıptica incompleta de tercera
especie de Jacobi Π(α, ν, k) se puede escribir de la forma

Π(α, ν, k) = (1− α)

∫ ν

0

dx

y(x)(1 − αx2)2
+ α

∫ ν

0

(1− x2)dx

y(x)(1 − αx2)2
,

donde y(x) =
√

(1− x2)(1 − k2x2) y α ∈ R.

Demostración. La integral eĺıptica incompleta de tercera especie está da-

da por

Π(α, ν, k) =

∫ ν

0

dx
√

(1− x2)(1 − k2x2)(1− αx2)
.



64 Estudio del caso restringido

Si denotamos y(x) =
√

(1− x2)(1− k2x2) entonces podemos escribir suce-

sivamente

Π(α, ν, k) =

∫ ν

0

dx

y(x)(1− αx2)
,

=

∫ ν

0

(1− αx2)dx

y(x)(1− αx2)2
,

=

∫ ν

0

(1− α+ α− αx2)dx

y(x)(1 − αx2)2
,

=

∫ ν

0

(1− α+ α(1 − x2))dx

y(x)(1− αx2)2
,

= (1− α)

∫ ν

0

dx

y(x)(1− αx2)2
+ α

∫ ν

0

(1− x2)dx

y(x)(1− αx2)2
,

que es el resultado deseado. �

La identidad del lema anterior nos servirá para relacionar las expresiones

de la acción J(hi) y del tiempo t(νi), lo que nos permitirá utilizar el mismo

cambio de variable que en el Teorema 16. Esta relación se utilizará en la

demostración del siguiente resultado.

Lema 3.7 (Corbera, Llibre, 2002). La relación del tiempo f́ısico con el
tiempo rescalado νi, i = 3, 4, está dada por

t(νi, ki) =
k2
i√

2(1− 2k2
i )

(
1

4k2
i

(2E(νi, ki)− νi + Π(νi, 2k
2
i , ki))−

sn(νi, ki) cn(νi, ki) dn(νi, ki)

1− 2k2sn(νi, ki)2

)

.

Demostración. La relación entre el tiempo f́ısico t y el nuevo tiempo

νi está determinado por la integral eĺıptica general siguiente

t(νi, ki) =
1

2
√

2

∫ νi

0

dη
(
1− 2k2

i sn2(η, ki)
)2 .

Utilizando el cambio de variable x = sn(η, ki) escribimos la integral de ma-

nera algebraica como

t =
1

2
√

2

∫ x0

0

dx

y(x)
(
1− 2k2

i x
2
)2 ,

donde x0 = sn(νi, ki) y y(x) =
√

(1− x2)(1 − k2x2). Entonces

2
√

2 t =

∫ x0

0

dx

y(x)
(
1− 2k2

i x
2
)2 .
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La ultima relación en la demostración del Teorema 16 nos indica que
∫ x0

0

(1− x2)dx

y(x)
(
1− 2k2

i x
2
)2 dx =

sn(νi, ki) cn(νi, ki) dn(νi, ki)

1− 2k2
i sn(νi, ki)2

−

1

4k2
i

(
2E(x0, ki)−Π(2k2

i , x0, ki)− F (x0, ki)
)
.

El Lema 4 nos permite relacionar estas expresiones en la forma

Π(νi, 2k
2
i , ki) = (1− 2k2

i )2
√

2 t+ 2k2
i

sn(νi, ki) cn(νi, ki) dn(νi, ki)

1− 2k2
i sn(νi, ki)2

−

1

2
(2E(x0, ki)−Π(2k2

i , x0, ki)− F (x0, ki)).

Despejando la variable t de la última expresión tendremos

t(νi, ki) =
k2
i√

2(1− 2k2
i )

(
1

4k2
i

(2E(x0, ki) + Π(2k2
i , x0, ki)− F (x0, ki))

−sn(νi, ki) cn(νi, ki) dn(νi, ki)

1− 2k2
i sn(νi, ki)2

)

.

Finalmente, tenemos que x0 = sn(νi, ki) y mediante la identidad

F (sn(νi, ki), ki) = νi se obtiene el resultado buscado. �

Proposición 3.16 (Corbera, Llibre, 2002). El tiempo de retorno de cada
secundario está dado por

T (hi) =
1√

2(1− 2k2
i )

(
2E(ki)−K(ki) + Π(2k2

i , ki)
)

(3.19)

Demostración. El resultado se obtiene al evaluar la función del tiempo

t(νi, ki) en los valores νi = 0 y νi = K(ki) que corresponde a un cuarto de

periodo. Entonces T (ki) = 4(t(K(ki), ki)−t(0, ki)). Como la función se anula

en cero t(0, ki) = 0 y el coseno eĺıptico cumple cn(K(ki), ki) = 0 el último

término desaparece y tendremos

t(Ki, ki)− t(0, ki) =
k2
i√

2(1− 2k2
i )

(
1

4k2
i

(2E(Ki, ki) + Π(2k2
i ,Ki, ki)−Ki)

)

.

donde Ki = K(ki). Directamente obtenemos el resultado al reacomodar los

términos, verificar que E(K(ki), ki) = E(ki), Π(2k2
i ,K(ki), ki) = Π(2k2

i , ki)
y multiplicar por 4 el resultado obtenido. Es decir T (hi) = 4t(K(ki)). �

Nota 3.5. Este resultado también se puede obtener mediante las coor-
denadas acción-ángulo ya que el periodo (de cada secundario independiente)
es proporcional a la derivada de la coordenada de acción con respecto de la
enerǵıa

T (hi) = 2π
∂Ji
∂hi

(hi).(3.20)
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Aunque este resultado no es dif́ıcil de obtener, se requiere un poco más de
herramientas de las derivadas de las funciones eĺıpticas consideradas como
funciones anaĺıticas del módulo ki. En particular, los caṕıtulos 3 y 6 del libro
de Lawden [59] contienen toda la herramienta teórica para realizar dichos
cálculos.

• • •

3.3 Hiper-superficies de enerǵıa

constante.

En esta sección describimos la topoloǵıa de los conjunto de nivel para

la función Hamiltoniana (3.1) para ǫ ∈ [0, 1), con la ayuda de la aplicación

momento y de su imagen. Primero demostraremos un resultado relacionado

con la estructura de las superficies de nivel de un sistema Hamiltoniano con

función H separable y posteriormente utilizaremos este resultado en nuestro

caso particular.

3.3.1. Hamiltonianos completamente separables. Supongamos

que se tiene un sistema Hamiltoniano (M,ω,XH ) completamente integrable

sobre la variedad simpléctica (M,ω) de, dimensión 2n. Esto nos indica que

existen n integrales primeras {Fi}ni=1 donde F1 = H y las cuales son indepen-

dientes y están en involución, es decir, que el determinante del Wronskiano

no se anule y que {Fi, Fj} = 0 para i, j ∈ {1, 2, . . . , n} con i 6= j.
Consideremos ahora una aplicación momento µ : M → g∗ ∼= Rn definida

por las integrales primeras como componentes de la siguiente manera

µ = (F1 = H,F2, . . . , Fn)

Si consideramos un punto en la imagen de la aplicación y buscamos su

imagen inversa lo que obtendremos son subvariedades Lagrangianas, una

por cada punto en la imagen de µ. Dicho de otra forma, se tiene que para

cada x ∈ Img(µ) la fibra µ−1(x) es una subvariedad Lagrangiana, que puede

ser un toro, un cilindro o un plano. En este sentido, tendremos una fibración
Lagrangiana

Primero probaremos un resultado relacionado con la imagen de las su-

perficies de enerǵıa constante de sistemas Hamiltonianos completamente in-

tegrables (separables) bajo su aplicación momento.

Proposición 3.17 (Jiménez-Pérez). Sea (M,ω) una variedad simplécti-
ca exacta de dimensión 2n, y sea H = (M,ω,XH ) un sistema Hamiltoniano
sobre (M,ω). Supongamos que existe un simplectomorfismo ρ : M →M tal
que la nueva función Hamiltoniana F = H ◦ρ es separable. Entonces, existe
una fibración Lagrangiana π : M → Rn tal que las superficies de enerǵıa
constante Σh se mapean a hiperplanos de Rn ∼= g∗ que son perpendiculares
al vector 1 := (1, 1, . . . , 1) ∈ Rn.

Demostración. Como existe un simplectomorfismo ρ : M → M tal

que F = H ◦ ρ es separable entonces existen coordenadas globales (Q,P )
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donde F (Q,P ) = H(ρ(Q,P )) se puede escribir de la forma

F (Q,P ) = F1(Q1, P1) + · · ·+ Fn(Qn, Pn)

donde Fi(Qi, Pi) = constante son n integrales primeras para XF . Además

{F,Fi} = 0 para i = 1, . . . , n. El sistema Hamiltoniano es integrable por

cuadraturas y podemos considerar el flujo combinado ϕt de todos los campos

vectoriales Hamiltonianos XFi como una acción del grupo de Lie G = Rk ×
Tn−k sobre (M,ω) para alguna 1 ≤ k ≤ n.

Como G es conmutativo, la acción Hamiltoniana G ×M → M induce

una aplicación momento

µ = (F1, F2, . . . , Fn) : M → g∗

donde g∗ ∼= Rn es el espacio dual del álgebra de Lie g = Lie(G) asociada

a G = ϕt. (En realidad sólo se requiere que la acción adjunta de G sobre

g∗ sea equivariante.) Su imagen Img(µ) ⊂ Rn es un poliedro convexo, un

ortante o una combinación de ambos, cuyos vértices son los valores extre-

mos de la aplicación µ [36]. La imagen µ(Σ) de cada superficie regular de

enerǵıa constante Σ = F−1(h) bajo la aplicación momento corresponde a un

subconjunto convexo K de un subespacio af́ın de codimensión 1 de g∗ dado

por

x1 + x2 + · · ·+ xn − h = 0

donde x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn. De aqúı, podemos escribir 〈x,1〉−h = 0, y en

particular tendremos

K := {x ∈ Rn|x ∈ (Img(µ) ∩ 〈x,1〉 = h)} ⊂ {x ∈ Rn|〈x,1〉 = h}
Entonces π := µ ◦ ρ : M → Rn es la aplicación suave que estamos buscando.

M
π

  A
A

A

A

A

A

A

A

M
ρoo

µ

��
g∗

Solo falta probar que π−1(x) es una subvaridad Lagrangiana para toda

x ∈ Img(µ) ⊂ g∗. Sabemos que las fibras L = µ−1(x) donde x ∈ g∗ son

subvariedades Lagrangianas de M para cada x ∈ Img(µ), esto implica que

ω|L ≡ 0. Finalmente se tiene que ρ−1 ∈ Sp(M,ω) si y sólo si (ρ−1)∗ω = ω,

entonces

ω(x, y) = ω(ρ−1(x), ρ−1(y)) = 0, ∀ x, y ∈ L(3.21)

por lo tanto L̂ = ρ−1(L) es también subvariedad Lagrangiana. Concluimos

que π : M → Rn es una fibración Lagrangiana. �

Nota 3.6. Es importante ver que los puntos interiores del conjunto K
corresponden a subvariedades Lagrangianas de M . Por otro lado, los pun-
tos que se encuentran sobre la frontera ∂K corresponden a subvariedades
isotrópicas que tienen la forma Rr × Ts con 0 ≤ r, s < n y r + s < n.
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3.3.2. Foliación del espacio fase por superficies de enerǵıa

constante. Para aplicar el teorema anterior a nuestro problema, conside-

ramos que nuestro sistema es completamente integrable según Liouville, y

además tiene una función Hamiltoniana separable H = H3+H4, y modifica-

remos la selección de integrales primeras para tener a la aplicación momento

en una forma simétrica.

Definición 3.1. La aplicación momento µ : M → g∗ para el problema
circular-colineal restringido de 2+2 cuerpos está dada por

µ : M → g∗ ∼= R2

(q3, q4, p3, p4) 7→
(

1
2(1+ǫ)p

2
3 − 1+ǫ√

q23+1/4
, 1

2(1−ǫ)p
2
4 − 1−ǫ√

q24+1/4

)

,
(3.22)

donde ǫ ∈ [0, 1)

Utilizando la proposición anterior tenemos de manera inmediata el si-

guiente resultado

Proposición 3.18 (Jiménez-Pérez). Las superficies de enerǵıa constan-
te del problema circular restringido de Sitnikov con 2+2 cuerpos, bajo la
aplicación momento (3.22) corresponden a segmentos de ĺınea con pendiente
m = −1 en Img(µ) ⊂ R2

Demostración. El problema circular restringido de Sitnikov de 2+2

cuerpos es un sistema Hamiltoniano separable sobre la variedad M ∼= R4.

Entonces, la imagen de la aplicación (3.22) es un subespacio af́ın de R2 que

es perpendicular al vector 1R2 = (1, 1). Por lo tanto son ĺıneas rectas con

pendiente m = −1. �

Ahora describiremos las superficies de enerǵıa constante y sus foliacio-

nes, para lo cual, consideraremos la función Hamiltoniana separable de la

siguiente forma

H(q,p) = h = h3 + h4

donde hi corresponde a un valor fijo de la enerǵıa para el problema circular

clásico de Sitnikov, para cada i = 3, 4. Entonces consideramos el producto

cartesiano que corresponderá a la aplicación momento x = (h3, h4) ∈ Img(µ)

y finalmente construimos la foliación siguiendo las ĺıneas rectas asociadas a

cada nivel de enerǵıa en Img(µ).

Primero debemos establecer la relación entre h3 y h4 puesto que son

dos problemas equivalentes, pero con diferente enerǵıa. Consideremos h0 la

enerǵıa del caso ǫ = 0. Entonces H0 es exactamente un problema circular de

Sitnikov dado por

H0 =
1

2
p2 − 1

√

q2 + 1/4
.
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Haciendo un reescalamiento lineal en el tiempo t̂ = (1± ǫ)t y una transfor-

mación simpléctica con multiplicador (1± ǫ) tenemos que

H3 = (1 + ǫ)H0 y H4 = (1− ǫ)H0.

y las relaciones en el tiempo son t = 1
(1+ǫ)t3 = 1

(1−ǫ)t4 de donde tenemos que

t4 = c t3 con c = 1−ǫ
1+ǫ .

Utilizando las soluciones para el problema circular de Sitnikov [8], sa-

bemos que h0 tienen su imagen en [−2,∞) y las órbitas tienen el siguiente

comportamiento: si −2 < h0 < 0 el problema circular de Sitnikov tiene órbi-

tas periódicas, para h0 = 0 tiene una órbita parabólica mientras que para

h0 > 0 se tienen órbitas hiperbólicas. Debido a la restricción para cada valor

de la enerǵıa relativa hi, i ∈ {3, 4}, la enerǵıa del sistema

h = h3 + h4 = (1 + ǫ)h0 + (1− ǫ)h0 = 2h0

tiene su imagen en (−4,∞) ⊂ R. En el caso ǫ > 0 tenemos que la imagen

de la aplicación momento es el subconjunto

M = {(h3, h4) ∈ R2| − 2(1 + ǫ) < h3,−2(1 − ǫ) < h4}

En la Figura 3.1 puede verse este conjunto y las ĺıneas cuya imagen inversa

corresponden a los niveles de enerǵıa fija del sistema.

Figura 3.1. Ĺıneas de los niveles de enerǵıa, ǫ > 0.

Considerando que cada punto de las ĺıneas corresponde a un toro, un

cilindro o un plano dependiendo del cuadrante donde se encuentre podemos

ver como es la foliación de los niveles de enerǵıa. Para el caso ǫ > 0 tene-

mos que las superficies de nivel equivalen topológicamente a los siguientes

objetos:

Si h = −4 este nivel de enerǵıa no existe en el problema real ya que

se encuentra en el conjunto de singularidades ∆ (los secundarios

están en el origen en el mismo tiempo: imposible)
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Si −4 < h < −2(1+ǫ) los niveles de enerǵıa corresponden topológi-

camente a esferas S3 foliadas por toros T2 y contienen dos curvas

cerradas singulares en los extremos.

Si h = −2(1+ǫ) la superficie de enerǵıa es una esfera S3 agujereada

en 2 puntos.

Si −2(1 + ǫ) < h < −2(1 − ǫ) las superficies de enerǵıa son esfera

S3 con 2 discos D2 como frontera.

Si h = −2(1 − ǫ) la superficie de enerǵıa es una esfera S3 con 2

discos D2 como frontera y agujereada en 2 puntos adicionales.

Si −2(1− ǫ) < h < 0 las superficies de enerǵıa son esferas S3 con 4

discos D2 como frontera.

Si h = 0 la foliación contiene cilindros disjuntos que contienen a

cuatro planos en el punto medio (cuando h3 = h4 = 0).

Si h > 0 la foliación contiene cilindros y planos únicamente.

Algunas de estas foliaciones se muestran en la figura 3.2.

Figura 3.2. Foliación de los niveles de enerǵıa constante,

ǫ > 0.

Es importante notar que cuando ǫ→ 0 entonces la franja que se encuen-

tra entre −2(1+ ǫ) < h < −2(1− ǫ) desaparece y los casos extremos se unen

en uno sólo. De esta forma, la foliación para el caso ǫ = 0 es un poco más

simple:

Si h = −4 este nivel de enerǵıa no existe en el problema real ya que

se encuentra en el conjunto de singularidades ∆ (los secundarios

están en el origen en el mismo tiempo: imposible)
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Si −4 < h < −2 los niveles de enerǵıa corresponden topológicamen-

te a esferas S3 foliadas por toros T2 y contienen dos curvas cerradas

singulares en los extremos.

Si h = −2 la superficie de enerǵıa es una esfera S3 agujereada en 4

puntos.

Si −2 < h < 0 las superficies de enerǵıa son esferas S3 con 4 discos

D2 como frontera.

Si h = 0 la foliación contiene cilindros disjuntos que contienen a

cuatro planos en el punto medio (cuando h3 = h4 = 0).

Si h > 0 la foliación contiene cilindros y planos únicamente.

Algunas de estas foliaciones se muestran en la figura 3.3.

Figura 3.3. Foliación de los niveles de enerǵıa constante,

ǫ = 0.

Por supuesto, los niveles de enerǵıa más interesantes son h = −2(1 + ǫ),
h = −2(1 − ǫ) y h = 0 ya que estos son valores de bifurcación para la

topoloǵıa de las superficies de nivel. Otros valores interesantes para la enerǵıa

son −4 < h < −2(1 + ǫ) ya que las superficies de enerǵıa son equivalentes

a esferas S3 foliadas por toros de dimensión 2 y tienen todas sus soluciones

acotadas. Muchas de ellas ofrecen la posibilidad de encontrar soluciones

periódicas interesantes que se preservarán bajo pequeñas perturbaciones del

sistema; ya sea a través de perturbaciones a la excentricidad e de las órbitas

keplerianas o de perturbaciones en el parámetro ǫ.
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• • •

3.4 El conjunto de colisión.

El conjunto de las colisiones para el problema de Sitnikov con 2+2 cuer-

pos es el hiperplano ∆. Este conjunto es una variedad, aunque no corres-

ponde con el concepto de variedad de colisión definida por McGehee en

[71].

Cuando se considera el problema con atracción entre los secundarios, se

debe utilizar el sistema regularizado dado en las expresiones (2.33) y (2.35).

En este caso, la intersección de una superficie de enerǵıa constante con el

conjunto ∆ corresponde a subvariedades no compactas equivalentes a esferas

bidimensionales con 2, 4 o 6 finales ciĺındricos, dependiendo del valor de la

enerǵıa y de las masas infinitesimales.

Si las masas de los cuerpos infinitesimales son diferentes m3 6= m4, en-

tonces ellos deben experimentar un intercambio de momento al pasar por la

colisión. Sin embargo, la regularización reduce el conjunto de colisiones en 1

dimensión y es d́ıficil determinar la continuación de las soluciones de manera

única. Para comprender mejor la forma de hacer esa continuación haremos

un estudio detallado del caso sin atracción entre los cuerpos infinitesimales.

Esto nos lleva al caso integrable donde el conjunto de colisiones tiene codi-

mensión 1 y la intersección con lo niveles de enerǵıa fija h son variedades

compactas cuando h < 0.

Proposición 3.19 (Jiménez-Pérez). El conjunto de colisiones para una
superficie de enerǵıa fija H(q,p) = h es topológicamente equivalente a:

una esfera S2 de dimensión 2 si h ∈ (−4, 0),
una esfera S2 \{x+, x−} de dimensión 2 sin dos puntos para h = 0,
un cilindro C ∼= S1 × R de dimensión 2 si h > 0

Demostración. Fijemos un nivel de enerǵıa H(q,p) = h y considere-

mos la intersección de la superficie de nivel con el conjunto de colisiones

Σh ∩∆.(3.23)

La función Hamiltoniana para q ∈ ∆ se convierte en

h =
1

2(1 + ǫ)
p2
3 +

1

2(1 − ǫ)p
2
4 −

2
√

q2 + 1/4
,(3.24)

de donde obtenemos la relación

0 ≤ h+
2

√

q2 + 1/4
=

1

2(1 + ǫ)
p2
3 +

1

2(1 − ǫ)p
2
4.(3.25)

Si pi = 0 para i = 3 o i = 4 se tiene la proyección de curvas equivalentes

a las curvas de nivel del problema de Sitnikov clásico. Por otro lado, para

cada q = q0 fija se tienen como secciones elipses con semiejes a y b dados
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por

a =

√

2(1 + ǫ)

(

h+ 2/
√

q20 + 1/4

)

,(3.26)

b =

√

2(1 − ǫ)
(

h+ 2/
√

q20 + 1/4

)

.(3.27)

Esto nos indica que para ciertos valores de h se tienen superficies to-

pológicamente equivalentes a esferas y para otros las superficies son equiva-

lentes a cilindros. Determinemos los valores de h para los cuales se tienen se

tiene cada una de las equivalencias anteriores.

La relación (3.25) determina el intervalo válido para q. Los extremos de

este intervalo se encuentran al considerar la igualdad 0 = h + 2√
q2+1/4

y

obtener q como función de h.
Expĺıcitamente los extremos son

q(h) = ±
√

4

h2
− 1

4

y los valores de q están en el intervalo

−
√

4

h2
− 1

4
≤ q ≤

√

4

h2
− 1

4
.

Inmediatamente vemos los siguientes casos:

Si h < −4 el intervalo es vacio y no existe conjunto de colisiones.

Si h = −4 se tiene un punto y el conjunto de colisión es un punto

también.

Si −4 < h < 0 el intervalo es acotado y por lo tanto los conjun-

tos de colisiones son superficies compactas, cerradas y simplemente

conexas. Es decir

(Σh ∩∆) ∼= S2.

Si h = 0 el intervalo corresponde a todo el eje de las qs y las pro-

yecciónes en pi = 0, i = 3, 4, corresponden a las órbitas parabólicas

del problema de Sitnikov clásico. Entonces

(Σh ∩∆) ∼= (S2 \ {x−∞, x∞}).

donde x−∞ = (−∞, 0, 0) y x∞ = (∞, 0, 0).
Si h > 0 el intervalo corresponde a todo el eje de las qs y las proyec-

ciónes en pi = 0, i = 3, 4, corresponden a las órbitas hiperbólicas

del problema de Sitnikov clásico. Entonces

(Σh ∩∆) ∼= S1 × R.

�
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Para estudiar el comportamiento del sistema al pasar a través de una

colisión, estudiaremos con más detalle cómo se descompone el conjunto de

colisiones en curvas asociadas a los toros invariantes Lagrangianos. Esta

descomposición se puede ver como una foliación por curvas obtenidas por la

intersección de cada fibra de la aplicación momento µ−1(x) con el conjunto

de colisiones. Estaremos interesados en los valores de la función Hamilto-

niana H(q,p) = h tal que h < 0 dado que en esa región existen órbitas

periódicas y el conjunto de colisiones es un conjunto acotado difeomorfo a

S2, como se estableció en la sección 3.3.2 y en la Proposición 3.19.

U h

4

3

h

−2

−2

Figura 3.4. El subconjunto de Im(µ) que cumple h < 0.

Sea U ⊂ Im(µ) un sunconjunto abierto en la imagen de la aplicación

momento (3.22), determinado por las condiciones

h3 > −2(1 + ǫ), h4 > −2(1− ǫ) y h3 < −h4,

como se muestra en la Figura 3.4. Para cada x ∈ U , donde x = (h3, h4)

la fibra Tx = µ−1(x) corresponde a un toro o a un cilindro invariante en

R4 donde se encuentran las soluciones del problema integrable con enerǵıas

relativas h3 y h4. Designemos por Cx = Tx ∩∆ al conjunto formado por la

intersección de la fibra Tx con el conjunto de colisiones. Entonces se tienen

los siguientes resultados

Lema 3.8. La proyección del conjunto Cx sobre el subespacio de momen-
tos (p3, p4) corresponde a segmentos de

1. dos rectas transversales en el origen con pendientes p4 = ±
√

1−ǫ
1+ǫp3

cuando h3 = h4,
2. las dos hojas de una hipérbola asintótica a las rectas del punto

anterior cuando h3 6= h4.

Demostración. A partir de la función Hamiltoniana separable (3.1)

vemos que la intersección de la fibra Tx con el conjunto de colisiones ∆
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está determinado por las ecuaciones

h3 = 1
2(1+ǫ)p

2
3 − 1√

q2+1/4
,

h4 = 1
2(1−ǫ)p

2
4 − 1√

q2+1/4
.

(3.28)

donde q ∈ ∆. Restando las 2 ecuaciones para eliminar la variable q obtene-

mos

h3 − h4 =
1

2(1 + ǫ)
p2
3 −

1

2(1− ǫ)p
2
4.(3.29)

La ecuación (3.29) corresponde a la proyección del conjunto Cx sobre el plano

(p3, p4). Ahora obtenemos los siguientes casos

1. si h3 = h4 entonces la expresión (3.29) se descompone en las ecua-

ciones

1
√

2(1 + ǫ)
p3 −

1
√

2(1− ǫ)
p4 = 0,

1
√

2(1 + ǫ)
p3 +

1
√

2(1− ǫ)
p4 = 0,

que corresponde a las dos rectas transversales p4 = ±
√

1−ǫ
1+ǫp3.

2. si h3 6= h4 la ecuación (3.29) es una hipérbola asintótica a las rectas

del punto anterior.

�

p3

K2 K1 0 1 2

p4

K2

K1

1

2

Figura 3.5. Proyección del conjunto de colisiones de los to-

ros invariantes sobre (p3, p4) con ǫ =0.1.
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Las curvas anteriores están sujetas a la condición

4 + (h3 + h4) ≤
1

2(1 + ǫ)
p2
3 +

1

2(1 − ǫ)p
2
4,

que es el interior de la elipse con semiejes a y b, dados en (3.26) y (3.27)

respectivamente, y donde h = h3 + h4. En la Figura 3.5 se muestran las

hipérbolas obtenidas mediante la proyección del conjunto Cx para diversos

valores de x = (h3, h4) sobre el mismo nivel de enerǵıa h = h3 + h4.

Definición 3.2. La proyección canónica del espacio fase del problema
circular de Sitnikov en el subespacio simpléctico Si = (qi, pi) está dada por

πi : M → Si,
(q3, p3, q4, p4) 7→ (qi, pi), i = 3, 4.

Nota 3.7. El lector debe considerar en los siguientes resultados que la
proyección πi(Σh∩∆) ⊂ Si tiene coordenadas (q3, p3, 0, 0) o (0, 0, q4, p4). Por
lo tanto el sub́ındice i aparece en la variable qi en casi todas las expresiones
de lo que resta de la sección. Cuando el sub́ındice no aparezca en q, entonces
se trata de un subconjunto de Σh ∩∆.

El siguiente resultado determina cómo es la proyección del conjunto de

colisiones Cx en cada subespacio simpléctico.

Lema 3.9. La proyección πi(Cx) del conjunto Cx en el subespacio simplécti-
co Si, i = 3, 4, corresponde a uno de los dos casos siguientes:

1. Si hi ≤ hj , j = 3, 4, y i 6= j, entonces πi(Cx) corresponde a una
curva de nivel completa del espacio fase del problema circular de
Sitnikov clásico.

2. Si hi > hj, entonces πi(Cx) corresponderá a dos segmentos de una
curva de nivel del problema de Sitnikov clásico determinados por la
condición

−
√

1

h2
j

− 1

4
≤ qi ≤

√

1

h2
j

− 1

4
.(3.30)

Demostración. Consideremos el conjunto de colisiones para un nivel

de enerǵıa H = h < 0, dado por la ecuación (3.24) y el conjunto Cx asociado

a la fibra Tx para x = (h3, h4) tal que h = h3+h4. A partir de las expresiones

(3.28) vemos directamente que πi(Cx) corresponde a una curva de nivel del

problema circular de Sitnikov clásico. Designemos por Γi = Γi(hi) a la curva

de nivel del problema circular de Sitnikov clásico con enerǵıa hi, para i =

3, 4. Dicha curva de nivel puede o no estar completamente contenida en la

proyección πi(Σh ∩ ∆) del conjunto de colisión. Una curva sobre Σh ∩ ∆

alcanza la frontera en πi(Σh ∩∆) ⊂ Si cuando pj = 0, j = 3, 4 e i 6= j. Por

lo tanto, la frontera de πi(Σh ∩∆) está dada por la curva

h =
1

2(1 + εi)
p2
i −

2
√

q2i + 1/4
,(3.31)
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donde εi = (−1)i+1ǫ. Dicha curva servirá como frontera de la proyección del

conjunto Cx para cualquier fibra Tx dada.

Considerando que

0 ≤ h+
2

√

q2i + 1/4
=

1

2(1 + εi)
p2
i ,

entonces la variable qi está restringida a

−
√
√
√
√

1
(
hi+hj

2

)2 −
1

4
≤ qi ≤

√
√
√
√

1
(
hi+hj

2

)2 −
1

4
.(3.32)

Veamos ahora cada caso independiente.

1. Supongamos que hi ≤ hj , directamente tenemos hi ≤ hi+hj

2 < 0

que implica h2
i ≥

(
hi+hj

2

)2
. Entonces los valores que puede tomar

qi estan acotados por

|qi| ≤
√

1

h2
i

− 1

4
≤
√
√
√
√

1
(
hi+hj

2

)2 −
1

4
.(3.33)

q3
K2 K1 0 1 2

p3

K2

K1

1

2

Figura 3.6. Proyección del conjunto de colisiones Cx sobre

(q3, p3). Su frontera es la curva (3.31).

Además, de las expresiones (3.28) en el conjunto de colisiones,

tenemos la desigualdad

1

2(1 + εi)
p2
i = hi +

1
√

q2 + 1/4
.(3.34)

Sumando el término 0 ≤ hj + 1√
q2+1/4

en el miembro del lado

derecho obtenemos

1

2(1 + εi)
p2
i ≤ h+

2
√

q2 + 1/4
.
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La proyección πi del conjunto anterior únicamente env́ıa q 7→ qi, es

decir que finalmente tenemos la restricción

1

2(1 + εi)
p2
i ≤ h+

2
√

q2i + 1/4
.(3.35)

Las expresiones (3.33) y (3.35) indican que la curva de nivel Γi
está contenida en la región delimitada por la curva (3.31), y por lo

tanto πi(Cx) = Γi. Lo que prueba el primer punto del lema.

2. Supongamos ahora que hj < hi. Por el punto anterior con desigual-

dad estricta, tenemos que h2
j >

(
hi+hj

2

)2
de donde se obtiene

|qi| ≤
√

1

h2
j

− 1

4
<

√
√
√
√

1
(
hi+hj

2

)2 −
1

4
≤
√

1

h2
i

− 1

4
.(3.36)

Las expresiones (3.28) deben cumplirse simultáneamente para i y

j por lo que qi no alcanza sus valores máximo ni mı́nimo (conside-

rada como una solución del problema de Sitnikov clásico) bajo la

condición

−
√

1

h2
j

− 1

4
≤ qi ≤

√

1

h2
j

− 1

4
.(3.37)

Esto indica que πi(Cx) ⊂ Γi pero Γi * πi(Cx). Despejando pi de

(3.34) y proyectando en Si obtenemos

pi = ±
√

2(1 + εi)

√
√
√
√hi +

1
√

q2i + 1/4
,

y πi(Cx) corresponderá a dos segmentos de Γi uno para la ráız

positiva de pi y otro para la ráız negativa bajo la condición (3.37).

�

En la Figura 3.6 se pueden ver las proyecciones πi(Cx) para distintos

valores de x = (h3, h4) sobre el mismo nivel de enerǵıa h = h3 + h4.

Teorema 3.21 (Jiménez-Pérez). El conjunto de colisiones Cx para cada
fibra Tx = µ−1(x) corresponde a curvas parametrizadas por







q = k sn(ν,k)dn(ν,k)

2dn2(ν,k)−1

pj = 2k
√

2(1 + εj) cn(ν, k)

pi = ±
√

2(1 + εi)
√

hi − hj + 4k2cn2(ν, k)

(3.38)

donde εi = (−1)i+1ǫ, k =
√

2 + hj/2, hj ≤ hi para i, j = 3, 4 i 6= j.

Demostración. El conjunto Cx está determinado por las ecuaciones

(3.28). Por el Lema 3.9 sabemos que el valor de q(= qi = qj) estará acotado
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por la condición (3.37), donde hj = mı́n{h3, h4}. Trabajemos con la ecuación

correspondiente al sub́ındice j

1

2(1 + εj)
p2
j = h+

1
√

q2 + 1/4
.(3.39)

Como nuestro objetivo es parametrizar el conjunto, utilizaremos el cambio

de variable q = 1
2 tan θ y despejaremos pj del resultado obtenido. Esto nos

dará

q =
1

2
tan θ,

pj =
√

2(1 + εi)
√

hj + 2cos θ,

Considerando ahora θ = 2φ y utilizando identidades trigonométricas obte-

nemos

q =
sinφ cosφ

2 cos2 φ− 1
,

pj =

√

2(1 + εj)
√

hj + 2(1− 2 sin2 φ),

=

√

2(1 + εj)

√
hj + 2

2

√

1− 4

hj + 2
sin2 φ.

Finalmente, mediante el cambio de variable

sinφ =

√
hj + 2

2
sn(ν, k), k =

√
hj + 2

2
,

se obtiene

q = k
sn(ν, k) dn(ν, k)

2dn2(ν, k)− 1
,(3.40)

pj = 2k
√

2(1 + εj) cn(ν, k).(3.41)

Esta es la solución al problema circular de Sitnikov si consideramos q = q(t)
para t = t(ν) dada en el Lema 3.7.

Ahora encontremos la expresión para el momento pi. Por el Lemma 3.8

y dado que hj ≤ hi se cumple

0 ≤ hi − hj =
1

2(1 + εi)
p2
i −

1

2(1 + εj)
p2
j .

Despejando pi obtenemos

pi = ±
√

2(1 + εi)

√

hi − hj +
1

2(1 + εj)
p2
j .

Sustituyendo pj en la expresión anterior tenemos

pi = ±
√

2(1 + εi)
√

hi − hj + 4k2cn2(ν, k).(3.42)

La parametrización está dada por (3.40), (3.41) y (3.42) �
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h=−3 h=−1.5 h=−1

Figura 3.7. Intersección de las fibras Tx con el conjunto ∆

para los niveles de enerǵıa h = −3, h = −1,5 y h = −1.

Un conjunto de estas curvas sobre las variedades de colisión para distin-

tos valores de H = h se pueden ver en la Figura 3.7.

Figura 3.8. Proyecciones de las fibras Tx sobre los planos

simplécticos S3, S4 y sobre el espacio de momentos (p3, p4).

Corolario 1. El conjunto de colisiones Cx para cada toro invariante
Tx = µ−1(x) corresponde a dos curvas simples cerradas, ajenas y simétricas
si h3 6= h4. Para el caso h3 = h4 este conjunto corresponde a dos curvas

planas transversales que pertenecen a los planos p4 = ±
√

1−ǫ
1+ǫp3.

Demostración. Cuando h3 6= h4, consideramos hj = mı́n{h3, h4} y

tendremos hj < hi. Consideremos nuevamente a Γj = (qj , pj) como una
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curva de nivel del problema circular de Sitnikov clásico con enerǵıa hj sobre

el subespacio simpléctico Sj . Por el Lemma 3.9 se tiene que πj(Cx) = Γj
y por lo tanto Cx = π−1

j (Γj) corresponde a un levantamiento de Γj en la

variedad de colisión con coordenadas

(qj , pj) 7→
(

qj, pj , qj,±
√

2(1 + εi)

√

hi − hj +
1

2(1 + εj)
p2
j .

)

,

Definamos las curvas γ+, γ− : I ⊂ R→ ∆ mediante

γ+(ν) = (q, pj , p
+
i )

γ−(ν) = (q, pj , p
−
i )

donde p+
i corresponde a la ráız positiva de pi y p−i corresponde a la ráız

negativa. Entonces γ+ es simétrica a γ− con respecto del plano pi = 0. Las

parametrizaciones (3.40) y (3.41) nos indican que las curvas γ+ y γ− son

suaves, y serán cerradas si el denominador de (3.40) no se anula.

El mı́nimo valor que puede tomar la función dn(ν, k) con argumento

real es cuando ν = K (véase el Apéndice C). Utilizando la identidad (C.33)

tenemos sucesivamente que

2dn2(K,k) − 1 = 2(k′)2 − 1

= 2(1 − k2)− 1

= 1− 2 + hj
2

= −hj/2
> 0

Finalmente, el radicando de (3.42) siempre es positivo ya que hj < hi, esto

indica que p+
i > 0 y p−i < 0 para toda ν ∈ R, y podemos concluir que las

curvas son ajenas.

En el caso en que hi = hj la expresión para pi se reduce a

pi = 2k
√

2(1 + εi)cn(ν, k).

La primera parte del Lema 3.8 nos afirma que la imagen de las curvas γ+ y

γ− debe satisfacer
(

1
√

2(1 + ǫ)
p3 −

1
√

2(1 − ǫ)
p4

)(

1
√

2(1 + ǫ)
p3 +

1
√

2(1− ǫ)
p4

)

= 0

y por lo tanto estará sobre los planos p4 = ±
√

1−ǫ
1+ǫp3. �

Corolario 2. Consideremos que i = 4 y j = 3, es decir que h3 < h4.
Entonces la curva cerrada simple γ+ corresponde a colisiones mientras que
la curva γ− corresponde expulsiones. Cuando h4 < h3 el comportamiento de
γ+ y γ− se invierte.
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Demostración. Sea h3 < h4, entonces se obtiene que

0 < h4 − h3 =
1

2(1 − ǫ)p
2
4 −

1

2(1 + ǫ)
p2
3,

de donde ±p4 >
√

1−ǫ
1+ǫ |p3|. γ+ corresponde al valor positivo de p4 es decir

p4 >
√

1−ǫ
1+ǫ |p3| mientras que γ− corresponde al valor negativo. Considerando

que p3 = (1 + ǫ)q̇3 y p4 = (1− ǫ)q̇4 se obtiene que
√

1 + ǫ

1− ǫ |q̇3| − q̇4 ∼ |q̇3| − q̇4 < 0.

Consideremos el valor positivo para q̇3. Por lo tanto, para ǫ suficientemente

pequeña tenemos que la distancia q3 − q4 va decreciendo con el tiempo y

por hipótesis solo consideramos el semiespacio q3 > q4, entonces la curva

γ+ corresponde a colisión. De manera análoga se tiene que para la ráız

negativa −p4 >
√

1−ǫ
1+ǫ |p3|, considerando el valor negativo de p3 se cumplirá la

desigualdad
√

1 + ǫ

1− ǫ q̇3 − q̇4 ∼ q̇3 − q̇4 > 0.

Esto indica que los cuerpos se están separando y por lo tanto γ− corresponde

a eyecciones.

Por otro lado, si h4 < h3 se intercambian p3 y p4 en las desigualdades,

pero la hipótesis que q3 > q4 establecerá el intercambio de comportamiento

entre γ+ que correspondera a eyecciones y γ− que serán colisiones. �

Nota 3.8. La parametrización del Teorema 3.21 se puede extender a
una parametrización ψ(h, ν) : U ⊂ R2 → ∆ de la variedad de colisión
para cada h > −4 fija donde U es la región bajo la gráfica de la función

f(x) = 4K
(√

4+x
2

)

y con x ∈ (−4, h). Dicha parametrización se realizará en

un trabajo futuro.

• • •

3.5 Transferencia de momento.

La regularización nos permite continuar las soluciones de manera anaĺıti-

ca al conjunto ∆. Sin embargo, cuando las masas infinitesimales de los secun-

darios son diferentes m3 6= m4, debemos dar algunas condiciones adicionales

para extender las soluciones más allá de la singularidad. Esto es consecuencia

inmediata de las condiciones para tener rebote elástico y de la conservación

del momento lineal en el instante de la colisión. A estos fenómenos se les

conoce como transferencia de enerǵıa y transferencia de momento [41].

Iniciemos con definir la notación que utilizaremos a lo largo de esta

sección. Un acento circunflejo (ˆ ) sobre una variable, denotará el valor de

esa variable después de una colisión. La letra vi denotará la velocidad de la

i-ésima part́ıcula y se introduce para evitar que la notación ˆ̇qi sea cansada.
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Por lo tanto, v3 y p3 corresponden a la velocidad y al momento de la part́ıcula

con posición q3 antes de una colisión, mientras que v̂3 y p̂3 corresponden a

la velocidad y al momento de la misma part́ıcula después de una colisión.

En mecánica de particulas, se utiliza la ecuación

v̂i − v̂j = −δ(vi − vj), i 6= j,

para determinar la velocidad relativa de dos part́ıculas después de una co-

lisión. El término δ ∈ [0, 1] se conoce como el coeficiente de restitución y

determina la conservación de enerǵıa cinética durante una colisión.

Definición 3.3. Si el coeficiente de restitución es δ = 1 se dice que se
tiene un rebote elástico durante la colisión. Si δ < 1 se dice que se tiene un
rebote inelástico. Para el caso extremo δ = 0 se dice que se tiene un rebote

totalmente inelástico.

Un rebote elástico implica que no habrá pérdida de la enerǵıa cinética

durante una colisión, mientras que en un rebote inelástico si existirá pérdida

de enerǵıa cinética. En particular, un sistema conservativo con colisiones

tendrá un coeficiente de restitución δ = 1.

La condición de rebote elástico en nuestro sistema se escribe como

v̂3 − v̂4 = −(v3 − v4).(3.43)

Adicionalmente, uno de los invariantes principales de un sistema mecáni-

co con colisiones es el momento lineal

p̂3 + p̂4 = p3 + p4,(3.44)

que es independiente de la existencia de fuerzas externas (véase el caṕıtulo

3 de [41]). Por medio de las relaciones (3.43) y (3.44) vamos a determinar

el intercambio de momento entre los secundarios del problema circular de

Sitnikov cuando pasan a través de una colisión.

Lema 3.10 (Jiménez-Pérez). En el problema circular de Sitnikov de 2+2
cuerpos, el intercambio de momento entre los secundarios al instante de una
colisión está dado por p̂ = Ap donde p = (p3, p4)

T y

A =

(
ǫ 1 + ǫ

1− ǫ −ǫ

)

.(3.45)

Demostración. Utilizando la relación entre momentos y velocidades

dada en (2.13), podemos escribir la expresión (3.43) en términos de momen-

tos de la forma

1

(1 + ǫ)
p̂3 −

1

(1− ǫ) p̂4 = −
(

1

(1 + ǫ)
p3 −

1

(1− ǫ)p4

)

,(3.46)

Resolviendo de manera simultánea (3.44) y (3.46), para p̂3 y p̂4 obtene-

mos

p̂3 = ǫ p3 + (1 + ǫ)p4

p̂4 = (1− ǫ)p3 − ǫ p4.
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Matricialmente tenemos p̂ = Ap donde p = (p3, p4)
T y

A =

(
ǫ 1 + ǫ

1− ǫ −ǫ

)

.(3.47)

�

Diremos que A es la matriz de transición en las colisiones. En el espacio

tangente TqR2 el sistema se escribe como v̂ = ATv. Ahora que estableci-

mos el intercambio de momento entre los secundarios durante una colisión,

podemos enunciar el siguiente resultado

Lema 3.11 (Jiménez-Pérez). El intercambio de enerǵıa entre los secun-
darios está dado por la relación

ĥ3 = h4 + ǫ2
(

1

2(1 + ǫ)
p2
3 −

1

2(1− ǫ)p
2
4

)

+ ǫp3p4,

ĥ4 = h3 − ǫ2
(

1

2(1 + ǫ)
p2
3 −

1

2(1− ǫ)p
2
4

)

− ǫp3p4.

Demostración. Primero veamos que

ĥ3 =
1

2(1 + ǫ)
p̂2
3 −

1
√

q20 + 1/4
,

ĥ4 =
1

2(1− ǫ) p̂
2
4 −

1
√

q20 + 1/4
.

Considerando el lema anterior, tenemos que

ĥ3 =
1

2(1 + ǫ)
(ǫ p3 + (1 + ǫ)p4)

2 − 1
√

q20 + 1/4
,

ĥ4 =
1

2(1 + ǫ)
((1− ǫ) p3 − ǫp4)

2 − 1
√

q20 + 1/4
.

Desarrollando el cuadrado en la ecuación para ĥ3 tenemos sucesivamente

ĥ3 =
ǫ2

2(1 + ǫ)
p2
3 + ǫp3p4 +

1 + ǫ

2
p2
4 −

1
√

q20 + 1/4
,

=
ǫ2

2(1 + ǫ)
p2
3 + ǫp3p4 +

1− ǫ2
2(1− ǫ)p

2
4 −

1
√

q20 + 1/4
,

=

(

1

2(1 − ǫ)p
2
4 −

1
√

q20 + 1/4

)

+
ǫ2

2(1 + ǫ)
p2
3 + ǫp3p4 −

ǫ2

2(1− ǫ)p
2
4,

= h4 + ǫ2
(

1

2(1 + ǫ)
p2
3 −

1

2(1− ǫ)p
2
4

)

+ ǫp3p4,

Resolviendo de manera análoga para el valor de ĥ4 obtenemos el resultado

deseado. �
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Lema 3.12 (Jiménez-Pérez). En el problema restringido circular de Sit-
nikov con 2+2 cuerpos las soluciones que parten de un toro invariante, se
preservan en dicho toro a través de las colisiones si y sólo si la colisión se
da en el plano p3 + p4 = 0.

Demostración. Supongamos primero que p3 + p4 = 0. Cada toro in-

variante Tx = µ−1(x) está determinado de manera única por el valor de

x ∈ g∗, con x = (h3, h4). La solución se preserva en el mismo toro invariante

si (ĥ3, ĥ4) = (h3, h4). Utilizando la primera expresión del Lema 3.11 para

ĥ3 = h3 obtenemos

h3 = h4 + ǫ2
(

1

2(1 + ǫ)
p2
3 −

1

2(1 − ǫ)p
2
4

)

+ ǫp3p4,

h3 − h4 = ǫ2
(

1

2(1 + ǫ)
p2
3 −

1

2(1 − ǫ)p
2
4

)

+ ǫp3p4.

La ecuación (3.29) del Lema 3.8 reduce la condición anterior a

(1− ǫ2)
(

1

2(1 + ǫ)
p2
3 −

1

2(1− ǫ)p
2
4

)

= ǫp3p4,

y finalmente tenemos

1− ǫ
2

p2
3 − ǫp3p4 −

1 + ǫ

2
p2
4 = 0.

Resolviendo para p3 por la fórmula general de segundo grado tenemos

las dos soluciones

p3 = −p4 y p3 =
1 + ǫ

1− ǫp4.

La segunda solución implica que

q̇3 =
1

1 + ǫ
p3 =

1

1− ǫp4 = q̇4.

Es decir, ambos cuerpos tienen la misma velocidad y la misma posición en

la colisión y corresponde a la única solución σ(t) que se encuentra sobre la

variedad de colisión Σh∩∆ para toda t ∈ R, lo que es f́ısicamente imposible.

Por lo tanto, la única solución posible es que al instante de la colisión el

momento lineal sea nulo p3 + p4 = 0. �

Este mismo resultado se obtiene si consideramos que para preservar las

enerǵıas relativas ĥ3 = h3 y ĥ4 = h4 se deben preservar los momentos

relativos, es decir que p̂2
3 = p2

3 y p̂2
4 = p2

4. Como la igualdad p̂i = pi no es

posible, ya que en la colisión existe un rebote, se requiere que p̂i = −pi para

i = 3, 4. Utilizando este hecho y la condición que p̂ = Ap tenemos el sistema

−p3 = ǫp3 + (1 + ǫ)p4

−p4 = (1− ǫ)p3 − ǫp4
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Figura 3.9. Soluciones a través de las colisiones.

cuya solución es p3 +p4 = 0. Sin embargo, la solución p3 = 1+ǫ
1−ǫp4 no aparece

espećıficamente mediante este análisis, por lo que la resolución mediante el

Lema 3.11 es la más adecuada.

Proposición 3.20 (Jiménez-Pérez, Lacomba). En el problema circular
restringido de Sitnikov de 2+2 cuerpos, con función Hamiltoniana

H =
1

2(1 + ǫ)
p2
3 +

1

2(1− ǫ)p
2
4 −

1 + ǫ
√

q23 + 1/4
− 1− ǫ
√

q24 + 1/4
(3.48)

el flujo ϕt(x) puede extenderse a un flujo completo cuando ǫ = 0. La exten-
sión se realiza de manera natural considerando que los cuerpos se atraviesan
en las colisiones en vez de considerar rebote elástico, mediante la simetŕıa

(q3, q4, p3, p4, t) 7→ (q4, q3, p4, p3, t),(3.49)

que extiende el sistema Hamiltoniano a todo el espacio fase.

Demostración. Al considerar que los cuerpos se atraviesan durante la

colisión se debe aplicar la simetŕıa (q3, q4, p3, p4, t) 7→ (q4, q3, p4, p3, t), y las

condiciones de transición p̂3 = p4, p̂4 = p3, v̂3 = v4, y v̂4 = v3. Por lo tanto

se tiene

A = AT =

(
0 1

1 0

)

,(3.50)

que se cumple si y sólo si ǫ = 0. Consecuentemente, la singularidad es

imperceptible para los secundarios. �

La conversa de este resultado también se cumple, sin embargo necesitare-

mos algunos resultados adicionales que detallaremos en el siguiente caṕıtulo.

Como vimos en la proposición anterior, si ǫ = 0 (m3 = m4) las soluciones

se extienden de manera suave si se considera que los cuerpos se atraviesan

en las colisiones. Por otro lado, si p3 + p4 = 0 tenemos que p3 = −p4 y por

lo tanto p̂3 = −p3 y p̂4 = −p4. Esto nos indica que la solución es reversible

a partir de la colisión (véase la Figura 3.9).

Este hecho sugiere un especial interés en las soluciones que llegan al

plano P ⊂ ∆ de dimensión 2 definido por

P := {(q3, q4, p3, p4) ∈ ∆|p3 = −p4} .
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Las únicas soluciones que podemos extender a través de las colisiones y que

preserven el momento y la enerǵıa relativa de cada cuerpo son las que llegan

y parten de P.

Esto nos permite clasificar las soluciónes en los casos siguientes

1. Si ǫ = 0 entonces las masas infinitesimales de los secundarios son

iguales m3 = m4 y las soluciones cambian de toro Tx 7→ Tx◦ al toro

simétrico asociado al punto x◦ = (h4, h3). Mediante la simetŕıa

(q3, q4, p3, p4, t) 7→ (q4, q3, p4, p3, t), se puede considerar que están

en el mismo toro.

2. Si las masas infinitesimales son distintas m3 6= m4 entonces las

soluciones permanecen en el mismo toro si y sólo si pasan por el

plano P.

Para estudiar las órbitas periódicas a través de colisión, tendremos que

estudiar los dos casos anteriores. En particular, para el primer caso no se

requiere conocer el instante en que ocurren las colisiones, ya que no existe

ningún cambio en las órbitas además de la simetŕıa

(q3, q4, p3, p4, t) 7→ (q4, q3, p4, p3, t).

Este caso lo estudiaremos en lo que resta de este caṕıtulo.

Por otra parte, la situación donde ǫ > 0 cambia completamente ya que

el flujo no se puede extender a un flujo completo. En este caso las soluciones

que generan órbitas periódicas a través de colisión deben ser buscadas de

una manera muy particular. Las órbitas periódicas que se preservan en ese

caso serán estudiadas en el caṕıtulo siguiente.

• • •

3.6 Soluciones periódicas en el

problema circular: m3 = m4.

Cuando las masas de los cuerpos infinitesimales son iguales m3 = m4, el

parámetro que aparece en la función Hamiltoniana (3.1) se anula, y dicha

función se convierte en

H =

(

1
2p

2
3 − 1√

q23+1/4

)

+

(

1
2p

2
4 − 1√

q24+1/4

)

.

En este caso las soluciones del problema circular de Sitnikov con 2+2

cuerpos tiene la forma

φ(t) =

(

k3
s3d3

1− 2k2
3s

2
3

, 2
√

2k3c3, k4
s4d4

1− 2k2
4s

2
4

, 2
√

2k4c4

)

,(3.51)

donde si = sn(νi, ki), ci = cn(νi, ki) y di = dn(νi, ki), son las funciones

eĺıpticas de Jacobi, ki =
√

2+hi
2 y νi = νi(t, ki). Como ǫ = 0, los valores de

los módulos son equivalentes para ambos secundarios.

Cuando los valores de la aplicación momento se encuentran en el abierto

(−2, 0)×(−2, 0), la evolución del sistema es acotada. En esta región es posible

tener órbitas periódicas pasando por colisión bajo condiciones espećıficas.
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Necesitaremos algunas propiedades adicionales acerca de la función del

periodo T (k) = T (h), donde k = k(h) mediante la relación k(h) =
√

2+h
2 .

Dichas propiedades se resumen en el siguiente resultado:

Teorema 3.22 (Belbruno, Ollé, Llibre 1994). Sea T (k) = T (h) el perio-
do de la solución del problema circular de Sitnikov con enerǵıa h; entonces
las siguientes afirmaciones se cumplen

1. ĺımh→−2+ T (h) = π√
2
,

2. ĺımh→0− T (h) =∞,
3. dT

dh > 0, ∀h ∈ (−2, 0),

4. ĺımh→−2+
dT
dh =

π(1+4
√

2)
16 ,

5. ĺımh→0−
dT
dh =∞.

La demostración de este teorema se obtiene de manera directa a partir de

la definición del periodo T (k(h)) = T (h) como función de h. Este resultado

se estableció en el Lema 6 y la demostración puede revisarse en [8].

Por supuesto, T (h) es continua en el dominio h ∈ (−2, 0), y el Teorema

3.22 asegura la existencia de órbitas periódicas para el problema de Sitnikov

clásico con periodo T para toda T > π√
2
. Ahora debemos considerar las

órbitas periódicas del sistema con 3 cuerpos (considerando aún en el pro-

blema de Sitnikov clásico). Para ello es necesario que T = 2πp
q con p, q ∈ N

coprimos, ya que el periodo de los primarios es 2π.

Nota 3.9. Dados l números naturales {n1, n2, . . . , nl} usaremos la no-
tación (n1, n2, . . . , nl) = m para indicar que m ∈ N es el máximo común

divisor de {n1, n2, . . . , nl}.

En particular, si p, q, n ∈ N son tres números naturales arbitrarios, en-

tonces (p, q, n) = 1 indica que dichos números no tienen factores en común.

Proposición 3.21 (Corbera, Llibre 2002). Dados p, q ∈ N con p > q

2
√

2

y (p, q) = 1 existe una única ĥ ∈ (−2, 0) tal que la solución de problema
circular de Sitnikov con condiciones iniciales

q(0) = q0, p(0) = ±

√
√
√
√
√2



ĥ+
1

√

q20 + 1
4





es una solución periódica de periodo T = 2πp
q .

La demostración se puede revisar en [25].

Cuando estudiamos el problema restringido doble de Sitnikov como dos

problemas de Sitnikov desacoplados, podemos ver que las soluciones periódi-

cas se obtienen mediante dos soluciones periódicas del problema clásico de

Sitnikov.
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El cuerpo con posición qi tendrá tiempo de retorno νi = 4K(ki) en el

tiempo reescalado y t(4K) = T (ki) o T (hi) = t(4K(k(hi))) − t(0) en el

tiempo real t = t(νi), para i = 3, 4, es decir

T (k(hi)) =
1√

2(1− 2k2
i )

[
2E(ki)−K(ki) + Π(2k2

i , ki)
]

(3.52)

donde ki =
√

2+hi
2 y K(ki), E(ki), y Π(2k2

i , ki) son las integrales eĺıpticas

completas de primera, segunda y tercera especie respectivamente (véase el

Apéndice C).

Con estos elementos, caracterizaremos las órbitas periódicas del proble-

ma circular doble de Sitnikov.

A continuación daremos algunas definiciones y estableceremos las con-

diciones que producirán órbitas periódicas en nuestro sistema.

Definición 3.4. Decimos que ϕ(t) es una solución periódica de periodo
τ con τ > 0 si ϕ(t+ τ) = ϕ(t) para toda t ∈ R y no existe τ̂ ∈ (0, τ) tal que
ϕ(t+ τ̂) = ϕ(t), i.e., τ es el periodo mı́nimo.

Proposición 3.22 (Jiménez-Pérez). Para cada solución periódica del
problema circular doble de Sitnikov existen ternas (p, q, n) ∈ Z3 tal que
(p, q, n) = 1, donde se cumple que p > q

2
√

2
y p > n

2
√

2
. Los periodos de

dichas soluciones están relacionados a las enerǵıas parciales mediante

τ = 2pπ = qT (h1) = nT (h2)

Nota 3.10. Las parejas (p, q) y (p, n) no son necesariamente coprimos,
sin embargo, alguna de las tres combinaciones (p, q), (p, n), (q, n) debe ser
coprimos para asegurar que (p, q, n) = 1.

Nota 3.11. La superficie de enerǵıa del problema circular doble de Sit-
nikov que acepta la solución periódica con periodo τ = 2π = T (h3) = T (h4)

es una superficie no compacta. El valor de T (h) en h = −1 es

T (−1) =
√

2

(

2E

(
1

2

)

− F
(

1

2

)

+ Π

(
1

2
,
1

2

))

.

La estimación numérica de este valor es

T (−1)

2π
= 0·824429907123718 < 1.

Como T (h) es una función creciente de h entonces T (hi) = 2π se obtiene
para hi > −1 y −2 < h3 +h4, por lo tanto Σ = H−1(h3 +h4) es no compacta
(véase la Figura 3.3).

Definición 3.5. Decimos que una superficie de enerǵıa Σ = H−1(h)
acepta una solución periódica si existe una terna (p, q, n) ∈ N3 con las
siguientes propiedades:

P1. (p, q, n) = 1,
P2. p > q

2
√

2
, p > n

2
√

2
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tal que

Σ = H−1

(

T−1

(
p

q
2π

)

+ T−1
( p

n
2π
))

.

Escribiremos Σh = H−1(h) para indicar la dependencia con respecto a h.

Denotaremos al conjunto de superficies de enerǵıa que aceptan órbitas

periódicas mediante

M =

{

Σ = H−1(h∗)|h∗ = T−1

(
p

q
2π

)

+ T−1
(r

s
2π
)

, P1, P2 se cumplen

}

.

Teorema 3.23 (Jiménez-Pérez). En el problema circular doble de Sit-
nikov, el conjunto de superficies de nivel Σ ∈ M que contienen toros fo-
liados por órbitas periódicas es numerable. Además, el conjunto de valores
h∗ ∈ H(T ∗R2) ⊂ R tal que Σh∗ ∈M, es denso en (-4,0) y tiene medida cero
en R.

En la literatura, se tiene bien documentado el hecho que los toros re-

sonantes forman un conjunto denso en la imagen de la aplicación momen-

to. Sin embargo, Pugh y Robinson probaron en 1983 [86] que de manera

genérica, las órbitas periódicas de los sistemas Hamiltonianos son densas en

un subconjunto abierto contenido en la unión de las superficies de enerǵıa

compactas y regulares. Además, afirman que utilizando un argumento de

Fubini, este resultado se aplica a cualquier superficie de enerǵıa compacta y

regular.

En contraste, el teorema anterior asegura que existe un conjunto de

valores para h∗ ∈ R de medida total, tal que Σh∗ /∈ M. Este es el compor-

tamiento genérico de los sistemas Hamiltonianos separables completamente

integrables.

La demostración de este teorema se sigue de inmediato de los siguientes

dos lemas

Lema 3.13. Para cada N ∈ N el problema circular doble de Sitnikov
tiene soluciones periódicas de periodo 2Nπ

Demostración. Basta con exhibir al menos una solución periódica de

periodo τ = 2Nπ. Esto es inmediato del hecho que estas soluciones existen

en el problema circular de Sitnikov (2+1 cuerpos).

Para cada N ∈ N se puede elegir como terna, la combinación p = N y

q = n = 1 que producirá

(p, q) = 1 and (p, n) = 1

con

p >
q

2
√

2
and p >

n

2
√

2
,(3.53)
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utilizando la Proposición 2.8 en [25] sabemos que existen valores h3, h4 ∈
(−2, 0) tal que

T (h3) =
2πp

q
and T (h4) =

2πp

n

y por lo tanto la superficie de enerǵıa Σh3+h4 = H−1(h3 + h4) contiene un

toro resonante foliado por una familia de órbitas periódicas de periodo

τ = 2πN = T (h3) = T (h4)

�

Antes de enunciar el segundo lema necesario para la demostración del

teorema debemos definir la función ϕ de Euler, que se utiliza en la teoŕıa de

números.

Definición 3.6. Se define la función totient o función ϕ de Euler ϕ(p)
de un número entero p como

ϕ(p) = p
∏

n|p

(

1− 1

n

)

donde el producto incluye a todos los enteros n que son coprimos de p. Dicha
función representa el número de enteros positivos menores o iguales a p que
son coprimos con p.

El siguiente lema se refiere a la finitud de toros resonantes foliados con

órbitas periódicas con un periodo predeterminado τ .

Lema 3.14. Para cada N ∈ N fija, el problema circular doble de Sitnikov
tiene un número finito de toros resonantes foliados por órbitas periódicas con
periodo τ = 2Nπ. El número

8Nϕ(N) +
∑

q < 2
√

2N,
(N, q) 6= 1

ϕ(q)

es una cota superior (aunque no es una cota óptima).

Demostración. Para cada N ∈ N fija, existen ternas (N, q, n) ∈ N3,

que satisfacen las propiedades P1 y P2 de la Definición 3.5. Por lo tanto,

buscamos el número CN de ternas que no tengan factores en común, es decir

que (N, q, n) = 1. Es fácil ver que para cada q < 2
√

2N y (N,n) = 1, la

terna (N, q, n) no tiene divisores comunes. Estas ternas son exactamente

(2
√

2N) · (2
√

2ϕ(N)) = 8Nϕ(N).

Adicionalmente, debemos agregar todas las parejas (q, n) de números

coprimos tales que (N, q) y (N,n) no sean coprimos. Esto significa que pa-

ra cada entero q < 2
√

2N con (N, q) 6= 1 debemos agregar el número de
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coprimos ϕ(q). Entonces tenemos

CN < 8Nϕ(N) +
∑

q < 2
√

2N
(N, q) 6= 1

ϕ(q)(3.54)

Finalmente, debemos eliminar los elementos que se encuentran en ambos

conjuntos, no obstante, el número en el segundo miembro de (3.54) es una

cota superior para las ternas (N, q, n) ∈ N3 donde las propiedades P1 y P2

se cumplen. Definamos la aplicación T : g∗ → R2 por

(h3, h4) 7→
(
T (h3)

2π
,
T (h4)

2π

)

.

Esta aplicación tiene como dominio Dom(T ) = (−2, 0)×(−2, 0) y su imagen

es Img(T ) = ( 1
2
√

2
,∞)× ( 1

2
√

2
,∞).

R4 ⊃M
µ // g∗

T // R2

La terna (N, q, n) ∈ N3 induce un punto y ∈ T (g∗) con componentes

y =
(
N
q ,

N
n

)

tal que el toro Lagrangiano T ⊂ R4 obtenido mediante

T = (µ−1 ◦ T −1)(y),

está foliado por órbitas periódicas de periodo 2Nπ, Por lo tanto es un toro

resonante (T ∩M) ⊂ Σ ∈M. �

Demostración. [Teorema 3.23] La primera parte del teorema es una

consecuencia del hecho que la unión numerable de conjuntos finitos es un

conjunto numerable. Usando los Lemas 3.13 y 3.14 tenemos que el número

de toros resonantes es numerable y debido a que cada toro pertenece exac-

tamente a una superficie de enerǵıa, el conjunto M también es numerable.

Ahora debemos probar que el conjunto de valores h∗ de superficies de

enerǵıa que contienen toros resonantes es denso en (−4, 0), y tiene medida

cero.

Para cada punto racional y ∈ Img(T ) con y = ( rs ,
u
v ), (r, s) = 1 y (u, v) =

1, construimos el punto (rum ,
su
m ,

rv
m ) ∈ N3 donde m = mcd(ru, su, rv). Como

este punto cumple las propiedades P1 y P2 de la Definición 3.5, existe un

toro resonante foliado por órbitas periódicas con periodo

τ = 2
ru

m
π =

su

m
T (h3) =

rv

m
T (h4)

El conjunto de valores racionales de T que llamaremos Q := Img(T ) ∩ Q2

es un subconjunto denso de medida cero en Img(T ). La aplicación T es

continua ya que cada componente es continua y entonces T −1(Q) ⊂ g∗

es un subconjunto denso en la imagen de la aplicación momento µ. Ahora

construimos la función H : g∗ → R tal que env́ıa x = (h3, h4) 7→ h3 +

h4. Es inmediato que H(T −1(Q)) ⊂ (−4, 0) es un subconjunto denso por

continuidad, y tiene medida cero ya que Q es un conjunto numerable. �
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M

H   A
A

A

A

A

A

A

A

µ // g∗

H
��

T // R2

R

Nota 3.12. Debemos recordar en todos los cálculos que debido a la sin-
gularidad y a la condición q3 > q4, todas las fibras µ−1(x) deben restringirse
a la variedad abierta M .





CAPÍTULO 4

Continuación de órbitas

periódicas

Como hemos visto en el caṕıtulo anterior, las soluciones del problema se

mantienen en un mismo toro invariante si y sólo si la condición ǫ(p3+p4) = 0

se cumple. En caso contrario, se tendrá un intercambio de enerǵıa entre

los secundarios y la solución deberá continuarse en un toro diferente. Esto

provoca una gran sensibilidad a producir órbitas aleatorias bajo pequeñas

perturbaciones de las condiciones iniciales.

En este caṕıtulo, estudiaremos la forma de continuar órbitas periódicas

a través de colisiones que se preserven sobre el mismo toro invariante para el

caso en que las masas de los secundarios son diferentes. La forma de hacerlo

es considerar que el parámetro ǫ pasa de cero a un valor positivo y pequeño.

• • •

4.1 Continuación de órbitas

simétricas

4.1.1. Condiciones Uno de los métodos para encontrar órbitas pe-

riódicas es considerar las soluciones que pasan por la sección cero en dos

puntos distintos. En el argot de mecánica celeste se dice que son soluciones

que “tocan” al conjunto de velocidad cero en dos puntos distintos. En parti-

cular, las órbitas simétricas del problema de Sitnikov con 2+2 cuerpos pasan

por la sección cero y esto se cumple aún en el caso eĺıptico. Sin embargo,

sólo en el caso circular se obtienen órbitas cerradas para cualquier valor de

h ∈ (−4, 0).
Las órbitas simétricas en el problema circular de Sitnikov de 2+2 cuer-

pos, sólo existen para el caso ǫ = 0, es decir, cuando las masas infinitesimales

de los secundarios son iguales. Estas órbitas se encuentran sobre las fibras
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Tx = µ−1(x) de los elementos que pertenecen a la diagonal de la imagen de

la aplicación momento

D = {x ∈ µ(M) ⊂ g∗| x = (h3, h3)},(4.1)

formalicemos estas afirmaciones.

Lema 4.15 (Jiménez-Pérez). El problema de Sitnikov de 2+2 cuerpos
tiene órbitas simétricas no triviales si y sólo si las masas infinitesimales de
los secundarios son iguales.

Demostración. Supongamos primero que m3 = m4, entonces para

las condiciones iniciales q3(0) = −q4(0) y p3(0) = −p4(0) se tendrá que

q3(t) = −q4(t) y p3(t) = −p4(t) para toda t ∈ I ⊂ R ya que los subsistemas

H3(q3, p3) y H4(q4, p4) son idénticos.

Por el otro lado, suponiendo que se tiene una órbita simétrica entonces

tenemos que q3(t) = −q4(t) y p3(t) = −p4(t) para toda t ∈ I ⊂ R, por ello

q̇3(t) = −q̇4(t). Por la definición de los momentos (2.13) se debe satisfacer

simultáneamente que

q̇3(t) = −(1− ǫ)
(1 + ǫ)

q̇4(t), y q̇3(t) = −q̇4(t).(4.2)

Como la órbita periódica no debe ser trivial debemos excluir el punto fijo

q3(t) ≡ q4(t) = 0. Por lo tanto (4.2) se satisface si y sólo si ǫ = 0. Es decir,

m3 = m4. �

Es importante ver que el resultado anterior se aplica tanto al caso circu-

lar como al eĺıptico. En el caso eĺıptico no existe certeza que las condiciones

iniciales simétricas elegidas generen una órbita periódica. El siguiente resul-

tado se relaciona con el caso circular en donde podemos utilizar la aplicación

momento definida en (3.22).

Lema 4.16 (Jiménez-Pérez). En el problema circular de Sitnikov con
2+2 cuerpos con aplicación momento µ : M 7→ g∗ definida en (3.22), la
fibra Tx = µ−1(x) tiene una órbita periódica simétrica (no trivial) si y sólo
si x ∈ D y ǫ = 0.

Demostración. Por el Lema 4.15 sabemos que las órbitas simétricas

implican ǫ = 0. La expresión para la aplicación momento será simétrica en

las coordenadas (q3, p3) y (q4, p4)

µ(q3, p3, q4, p4) =

(

1

2
p2
3 −

1
√

q23 + 1/4
,
1

2
p2
4 −

1
√

q24 + 1/4

)

.

Utilizando que las órbitas simétricas deben cumplir q3(t) = −q4(t) y p3(t) =

−p4(t) para toda t ∈ I ⊂ R, tenemos

µ(q3, p3,−q3,−p3) =

(

1

2
p2
3 −

1
√

q23 + 1/4
,
1

2
p2
3 −

1
√

q23 + 1/4

)

= (h3, h3) = x.
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Esto indica que x ∈ D .

Para demostrar la inversa sólo debemos ver que dado ǫ = 0 entonces

la fibra Tx corresponde a un toro con generadores idénticos. Sea ϕ(t) =

(q(t), p(t)) una solución del problema circular clásico de Sitnikov con enerǵıa

h3. Las soluciones sobre Tx tienen la forma σ(t) = (ϕ(t), ϕ(t + t1)) para

t1 ∈ (0, T ) donde T = T (h3) es el periodo de la solución ϕ(t) con enerǵıa h3.

Si t1 = T/2 entonces ϕ(t + T/2) = −ϕ(t) y designando (q3(t), p3(t)) = ϕ(t)
y (q4(t), p4(t)) = ϕ(t+ T/2) se tendrá

σ(t0) = (q3(t0), p3(t0), q4(t0), p4(t0))

= (q3(t0), p3(t0),−q3(t0),−p3(t0)),

para toda t0 ∈ I ⊂ R. La solución anterior corresponde a una órbita simétri-

ca sobre Tx. La órbita es periódica porque estamos en el problema circu-

lar. �

Para hacer la continuación de soluciones, debemos considerar las carac-

teŕısticas que deseamos preservar de las soluciones simétricas anteriormente

descritas. Supongamos que ǫ 6= 0, entonces las ecuaciones de movimiento y

la función Hamiltoniana ya no tienen la simetŕıa

(q3, p3, q4, p4) 7→ (q4, p4, q3, p3).

La forma de proceder será considerar que la solución debe pasar por

la sección cero para un tiempo τ0 = T/2 que consideraremos la mitad del

periodo

σ(τ0) = (q3(τ0), q4(τ0), 0, 0).(4.3)

Además, debemos buscar que al momento de la colisión se preserve la enerǵıa

de cada secundario. Por el Lema 3.12 sabemos que se preserva la enerǵıa si

y sólo si p3 = −p4 en el momento de la colisión por lo que se tendrá que

cumplir

σ(0) = (q0, q0, p0,−p0),(4.4)

o sea σ(0) ∈ P y σ(T/2) ∈ L0 donde L0 es la sección cero y es un plano

Lagrangiano que corresponde a la inclusión canónica del espacio de configu-

ración Q →֒M . La sección cero contiene los conjuntos de velocidad cero de

un sistema mecánico para todos los valores fijos de la enerǵıa H = h.
Para simplificar el análisis consideraremos una solución como el produc-

to cartesiano de dos soluciones del problema de Sitnikov independientes y

graficaremos las posiciones con respecto del nuevo tiempo uniformizante τ .
Es decir, para la solución σ(τ) = (q3(τ), q4(τ), p3(τ), p4(τ)) graficaremos en

un mismo marco de referencia (τ, q) las soluciones (τ, q3(τ)) y (τ, q4(τ)) con

la condición q3(τ) ≥ q4(τ) para toda τ ∈ R. En la Figura 4.1 se pueden

apreciar las dos soluciones independientes del problema de Sitnikov dibuja-

das de esta manera. Las imágenes son ilustrativas y no preservan la escala

real.
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q (  )τ
3

q (  )τ
4

Reflexion

Colision

τ

’

’

Figura 4.1. Continuación por reflexión y rebote elástico.

4.1.2. Cadenas de soluciones a través de colisiones. En esta

sección se considerarán las definiciones básicas para estudiar las órbitas de

soluciones periódicas y cuasi-periódicas a través de colisiones. Para este fin,

se utiliza el concepto de cadena donde se consideran como eslabones a los

intervalos de soluciones que van de expulsión a colisión.

Definición 4.1. Decimos que un sistema Hamiltoniano para el problema
de N -cuerpos tiene una trayectoria de colisión si existe una solución σ(t) =

(q(t), p(t)) contenida en M , tal que la componente q : (t0, t1) → Q, tiene
al menos uno de los extremos en el conjunto ∆. Es decir, q(ti) ∈ ∆, para
i = 0, 1 y q(t∗) ⊂ Q para toda t∗ ∈ (t0, t1).

En general se puede dar que t0 = −∞ o t1 = ∞ pero no se pueden

dar ambos a la vez. Para el primer caso tendremos entonces una trayectoria

de captura por colisión y en el segundo caso tendremos una trayectoria de

escape a partir de colisión

Definición 4.2 (Bolotin-MacKay [12]). Sea ai ∈ A un conjunto or-
denado numerable, una secuencia de trayectorias de colisión (qai)ai∈A se
llamará una cadena si se cumple simultáneamente que

qai((t1)ai) = qai+1((t0)ai+1) y
pai((t1)ai) 6= pai+1((t0)ai+1),

para toda ai ∈ A.

Note que la segunda condición indica que la solución pasa por una sin-

gularidad. Es decir que en cada extremo, los segmentos son continuos pero

no diferenciables en el espacio de configuración Q.

De manera inmediata, deducimos que existe una discontinuidad en los

fibrados tangente TQ y cotangente T ∗Q.

Definición 4.3. Definimos una cadena periódica de periodo tn si dada
una cadena definida por (ai)i∈Z con ai ∈ A, existe n ∈ N tal que

qai+n((t1)ai+n) = qai((t0)ai) y
qai+m((t1)ai+m) 6= qai((t0)ai) para 1 ≤ m < n.
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El periodo está dado por tn = ((t1)ai+n − (t0)ai).

Definición 4.4. Se define el orden de una cadena, como el número de
elementos #(qai) de la secuencia que la define.

En la definición de cadena periódica, el número n es precisamente el

orden y diremos que es una cadena periódica de orden n o una n-cadena

periódica.

Es importante ver que una solución del problema circular restringido de

Sitnikov con 2+2 cuerpos a través de colisiones se puede estudiar mediante

la dinámica de los puntos sobre la variedad de colisión.

Si consideramos el problema restringido de 2+2 cuerpos de tal forma que

las masas de los secundarios tienden a cero con una relación m4 = 1−ǫ
1+ǫm3 y si

el valor del parámetro es ǫ 6= 0, entonces toda solución que pasa a través de

una colisión se mantiene en el mismo toro invariante si y sólo si p3 + p4 = 0.

En este caso es fácil encontrar soluciones periódicas como una extensión de

las órbitas periódicas del caso ǫ = 0, cuando los tiempos de retorno de los

cuerpos secundarios son iguales T (h3) = T (h4) con −2 < h3, h4 < 0.

Otro caso interesante para estudiar son las órbitas periódicas para ca-

denas de orden n > 1 con intercambio de enerǵıa. Este tipo de soluciones

producen un “salto” de la solución entre distintos toros y se tiene cuando

al momento de la colisión la velocidad del centro de masa relativo de los

secundarios es diferente de cero 1+ǫ
2 q̇3 + 1−ǫ

2 q̇4 6= 0 [41]. Como consecuencia

inmediata se tiene que p3 + p4 6= 0. Una solución de este tipo para una

cadena de orden 2 donde la relación entre los tiempos de retorno de cada

secundario es 2 : 1 se puede ver en la Figura 4.2b. Nótese que al momento

de la colisión se ha perdido la simetŕıa entre las soluciones antes y después

de la colisión.

T3
T4

T3

q
4

q
3

q

q
4

q
3q

T4
τ τ

(a) (b)

Figura 4.2. Dos órbitas periódicas para la relación 2 : 1.

En lo que resta de este caṕıtulo estaremos interesados en estudiar la ex-

tensión de las órbitas periódicas para cadenas de orden 1 tal que los tiempos

de retorno sean iguales T (h3) = T (h4).
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• • •

4.2 Cadenas de orden 1 en el

problema 2+2

En esta sección determinaremos la existencia de soluciones que pasan

por los planos P y L0 de dimensión 2 en M := M ∪ ∆, en el sistema con

función Hamiltoniana

H =

(

1
2(1+ǫ)p

2
3 − 1+ǫ√

q23+1/4

)

+

(

1
2(1−ǫ)p

2
4 − 1−ǫ√

q24+1/4

)

(4.5)

asociado al problema circular de Sitnikov de 2+2 cuerpos. Una vez que se

tiene la existencia de dichas soluciones, la construcción de la órbita periódica

es relativamente fácil. Iniciemos con algunos lemas que caracterizan las con-

diciones iniciales que se tomarán sobre el conjunto de colisiones y la sección

cero.

Lema 4.17 (Jiménez-Pérez). Para toda h ∈ (−4, 0) fija y ǫ ∈ [0, ǫ0)
arbitraria pero pequeña, el momento inicial p0 = p3(0) = −p4(0) asociado
a la solución con condiciones iniciales σ0 ∈ P, es una función localmente
suave de la posición q0 y de los parámetros h y ǫ fijos, en una vecindad de
(q0, ǫ) = (0, 0).

Demostración. Sean h y ǫ fijas en su dominio de definición. Conside-

rando la solución con condiciones iniciales σ0 = σ(0) ∈ P, se debe cumplir

que

p0 := p3(0) = −p4(0) y q0 := q3(0) = q4(0).(4.6)

Substituyendo estos valores en la relación de enerǵıa, para H = h fija se

tiene

h =
1

(1− ǫ2)p
2
0 −

2
√

q20 + 1/4
.(4.7)

Resolviendo para p0 = p0(q0;h, ǫ) obtenemos

p0(q0;h, ǫ) = ±

√
√
√
√2(1 − ǫ2)

(

h

2
+

1
√

q20 + 1/4

)

.(4.8)

Esta es una función suave para valores de q0 en el intervalo

q0 ∈
(

−
√

4

h2
− 1

4
,

√

4

h2
− 1

4

)

.(4.9)

La elección del signo para p0(q0;h, ǫ) se realiza analizando la solución de

manera local. �

Por lo tanto, para toda q0 adecuada, se tienen condiciones iniciales sobre

el plano P dadas por σ0 = (q0, q0, p0,−p0). Estas son las condiciones iniciales

para una solución que sale de manera perpendicular de la recta q3 = q4 en

la proyección sobre el plano L0 (véase la Figura 4.3.)
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Figura 4.3. Soluciones con condiciones iniciales σ(0) ∈ P.

Lema 4.18 (Jiménez-Pérez). Sea x ∈ g∗ con x = (h3, h4) y consideremos
una solución σ(t) sobre la fibra Tx, tal que σ(0) ∈ P. Entonces, los niveles
de enerǵıa relativa h3 y h4 cumplen

h3 =
h

2
− ǫ




h

2
+

2
√

q20 + 1
4



 y h4 =
h

2
+ ǫ




h

2
+

2
√

q20 + 1
4



 ,(4.10)

donde h = h3 + h4 es la enerǵıa del sistema.

Demostración. Sea H = h fija y consideremos h = h3 + h4

h =

(

1
2(1+ǫ)p

2
3 − 1+ǫ√

q23+1/4

)

+

(

1
2(1−ǫ)p

2
4 − 1−ǫ√

q24+1/4

)

︸ ︷︷ ︸ ︸ ︷︷ ︸

h3 h4

Como la solución particular cumple con las condiciones iniciales σ0 ∈ P, con

q0 = q3(0) = q4(0) y p0 = p3(0) = −p4(0) entonces se tiene

h3 =
1

2(1 + ǫ)
p2
0 −

1 + ǫ
√

q20 + 1/4

h4 =
1

2(1− ǫ)p
2
0 −

1− ǫ
√

q20 + 1/4
.

Utilizando la expresión (4.8) para p0 se obtiene el resultado deseado. �

Ahora debemos considerar las condiciones para que la solución pase por

el plano L0, es decir, las soluciones tales que para T (h0)/4 = τ0 se tenga

σ(τ0) = (q3, q4, 0, 0). Estas soluciones se conocen como las soluciones que

“tocan” el conjunto de velocidad cero, que en este caso es una curva.

A partir de este momento, solo estaremos interesados en este tipo de

soluciones, en una vecindad alrededor del hiperplano q3 = −q4, es decir, de

la solución con relación de periodos de los secundarios 1 : 1. Esta curva debe

intersectar a la curva de velocidad cero Z (véase la Figura 4.4.).
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τ

0τ
q

q

q

3

4

Colisiones

Figura 4.4. Soluciones con condiciones σ(τ0) ∈ L0.

Dado que ambas condiciones dependen de manera continua de ǫ, ahora

buscaremos una solución σ̂ que pase por ambos planos L0 y P y se verá de

manera parecida al de la Figura 4.5

q

q

3

4

Colisiones

τ 0q

τ

Figura 4.5. Solución buscada.

Proposición 4.23 (Jiménez-Pérez). Para todo valor 0 ≤ ǫ < ǫ0 fijo y

pequeño y para toda h ∈ (−4, 0), existe un valor q0 ∈
(

−
√

4
h2 − 1

4 , 0
)

, tal

que la solución con condiciones iniciales σ(0) ∈ P pasa por el plano L0.

Demostración. La demostración de este resultado lo haremos utili-

zando las propiedades de continuidad de las soluciones.

Consideremos q0 = 0. Evaluando en las expresiones (4.10) de las enerǵıas

relativas obtenemos

h3 =
h

2
− ǫ
(
h

2
+ 4

)

h4 =
h

2
+ ǫ

(
h

2
+ 4

)

Además, h ∈ (−4, 0) de donde 2 <
(
h
2 + 4

)
< 4 y por lo tanto tenemos la

relación h3 < h/2 < h4.
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El inciso 3 del Teorema 3.22 nos asegura que la función periodo para

las soluciones del problema de Sitnikov es una función creciente. Por lo

tanto T (h3) < T (h/2) < T (h4). Por hipótesis q3 > q4 y considerando que

pi(τ ;σ0) = miq̇i(τ, σ0) es el momento asociado a la solución con condiciones

iniciales σ0 al tiempo τ , entonces

p3(τ ;σ0)







> 0 si 0 ≤ τ < T (h3)
4 ,

= 0 si τ =
T (h3)

4 ,

< 0 si
T (h3)

4 < τ < 3T (h3)
4 ,

mientras que

p4(τ ;σ0) < 0 si 0 ≤ τ < T (h4)

4
.

Como T (h3) < T (h4) entonces

p3(τ ;σ0) = 0

p4(τ ;σ0) < 0

}

si τ =
T (h3)

4
.

Recordemos que p0(q0;h, ǫ) es una función suave de q0 y de los paráme-

tros aśı como del tiempo. Consideremos τ3 el tiempo que tarda en llegar la

variable p3(τ) de la condición inicial p3(0) = p3(0, q0;h, ǫ) al valor p3(τ3) = 0

y definimos de la misma forma el tiempo τ4 para la variable p4(τ). Si ǫ = 0

y q0 = 0 entonces τ3 = τ4 = T (h/2)/4 mientras que si ǫ > 0 con q0 = 0

entonces τ3 = T (h3)/4 y τ4 = T (h4)/4 con τ3 < τ4 (véase la Figura 4.6

izquierda).

Disminuyamos la variable independiente q0 de manera continua, entonces

el valor de τ3 se incrementa mientras que el valor de τ4 disminuye.

Consideremos el intervalo entre los cuartos de periodo

∆τ =
1

4
(T (h4)− T (h3))

y evaluemos la solución del problema de Sitnikov para los valores de la

enerǵıa h3 y h4 en el tiempo τ = ∆τ . A estos valores los denotaremos por

q̂3 y q̂4.

T3

q
4

q
3

q
4

q
0

τ

q

τ
T4

q

q
3

f
τ0 τi τ0 τ

Figura 4.6. Soluciones para q0 = 0 y q0 = −máx{q̂3, q̂4}.

La solución con condiciones iniciales q0 = −máx{q̂3, q̂4} y p3(0) =

p3(0, q0;h, ǫ) cumple que τ3 ≥ 1
4T (h3) + ∆τ y τ4 ≤ 1

4T (h4) − ∆τ , es de-

cir τ3 ≥ 1
4T (h4) y τ4 ≤ 1

4T (h3). Esto indica que para la condición inicial
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q0 = −máx{q̂3, q̂4}, se tiene

p3(τ ;σ0) = 0

p4(τ ;σ0) > 0

}

si τ = τ3.

Por continuidad existe q0 ∈ (−máx{q̂3, q̂4}, 0) tal que a un tiempo τ3 se

tiene p4(τ3;σ0) = 0. y por lo tanto, la solución cumple p3(τ3) = p4(τ3) = 0

es decir que cruza el plano L0. �

Como corolario se tiene una aplicación directa al problema circular de

Sitnikov de 2+2 cuerpos.

Corolario 3 (Jiménez-Pérez). Para toda h ∈ (−4, 0) fija y para toda
ǫ ∈ (0, ǫ0) arbitraria y pequeña, el sistema Hamiltoniano (M,ω,XH ) definido
por la función (4.5) tiene al menos una solución σ̂(τ) tal que σ(0) ∈ P y
σ(τcol) ∈ L1 para algún τcol > 0.

Demostración. La demostración de la Proposición 4.23 muestra una

solución a través de una cadena de orden 1 y cuya relación entre T (h3) y

T (h4) de tipo 1:1. �

Lema 4.19 (Jiménez-Pérez). Supóngase que se tiene el valor de q0 ∈
(−máx{q̂3, q̂4}, 0) tal que la solución σ(τ) con condiciones iniciales σ0 ∈ P
cruza el plano L0. Entonces el tiempo que toma la solución para ir de P a

L0 se encuentra en el intervalo τ0 ∈
(
T (h3)

4 , T (h4)
4

)

.

Demostración. Esto es inmediato del hecho que para ǫ > 0 se tiene la

relación entre las enerǵıas relativas h3 < h4 y por lo tanto T (h3) < T (h4).

Consideremos la solución σ̂ que cumple σ̂(0) ∈ L0 y para alguna τ > 0

cumple σ̂(τ) ∈ P.

T3

q
4

q
3

τ
T4

q

τ0

Figura 4.7. Estimación para τ0.

Se tiene q3(T (h3)/4) = 0 y q4(T (h4)/4) = 0; si consideramos la función

Q = q3 − q4 en los extremos del intervalo obtenemos Q(T (h3)/4) > 0 y

Q(T (h4)/4) < 0. Por lo tanto, existe τ0 ∈
(
T (h3)

4 , T (h4)
4

)

tal que Q(τ0) = 0.

Dicha τ0 es el valor buscado ya que σ̂(τ0) ∈ P (véase la Figura 4.7)

�
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Lema 4.20 (Jiménez-Pérez). El valor τ0 del Lema 4.19 cumple la con-
dición

∂τ0
∂ǫ

∣
∣
∣
∣
ǫ=0

6= 0(4.11)

Demostración. Consideremos las soluciones sobre un toro invariante

Tx = µ−1(x) para x ∈ U ⊂ g∗ donde U = (−2, 0) × (−2, 0). Como x tiene

la forma x = (h3, h4), entonces los momentos asociados p3 y p4 cumplen

p2
3 = 2(1 + ǫ)

(

h3 +
1

√

q23 + 1/4

)

,

p2
4 = 2(1− ǫ)

(

h4 +
1

√

q24 + 1/4

)

.

Ahora sustituyamos las expresiones (4.10) del Lema 4.18 para obtener

p2
3 = 2(1 + ǫ)

(

h

2
− ǫ
(

h

2
+

2
√

q20 + 1/4

)

+
1

√

q23 + 1/4

)

,(4.12)

p2
4 = 2(1 − ǫ)

(

h

2
+ ǫ

(

h

2
+

2
√

q20 + 1/4

)

+
1

√

q24 + 1/4

)

.(4.13)

De cualquiera de ambas expresiones se obtiene el tiempo que utiliza la

solución para ir del plano P al plano L1; este intervalo de tiempo es el valor

de τ0 del Lema 4.19. Utilicemos la primera relación que produce la ecuación

τ0 =

∫ q3max

q0

dq3
√

1−ǫ
1+ǫh− 4ǫ

1+ǫ
1√

q20+1/4
+ 2

1+ǫ
1√

q23+1/4

.(4.14)

Si ǫ > 0 entonces q0 < 0. Además, la distancia máxima del cuerpo con

posición q3 se obtiene cuando p3 = 0. Utilizando (4.12) con p3 = 0 obtenemos

q3máx =

√
√
√
√
√

(1 + ǫ)2
(

−h
2 + ǫ

(

h
2

2√
q20+1/4

))2 −
1

4
,

donde vemos que q3max = q3max(q0, h, ǫ).
El valor de τ0 = τ0(q3max, q0, h, ǫ) solo depende de q0, de la enerǵıa y de

ǫ. Por hipótesis q0 < 0 es un valor dado, entonces por la regla de la cadena

tenemos

∂ǫ(τ0)|ǫ=0 =

{
∫ q3max

q0

∂ǫ

(

1
√

g(q3; q0, h, ǫ)

)∣
∣
∣
∣
∣
ǫ=0

dq3

}

× (∂ǫ(q3máx)|ǫ=0) ,

donde ∂ǫ = ∂
∂ǫ y

g(q3; q0, h, ǫ) =
2

1 + ǫ

(

h

2
+

1
√

q23 + 1/4
− ǫ
(

h

2
+

2
√

q20 + 1/4

))

.
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Operando de manera independiente sobre los diferentes términos de la ecua-

ción tenemos las derivadas parciales

∂ǫ

(

1
√

g(q3; q0, h, ǫ)

)

= 2

h+ 2√
q20+1/4

g(q3; q0, h, ǫ)
3
2

y

∂ǫ(q3máx) = −
(1 + ǫ)(h+ 2√

q20+1/4
)

√
√
√
√

(1+ǫ)2
 

−h
2
+ǫ

 

h
2

2√
q2
0
+1/4

!!2 − 1
4

(

−h
2 + ǫ

(

h
2

2√
q20+1/4

))3

Evaluando en ǫ = 0 las expresiones para q3máx, g(q3; q0, h, ǫ) y las deri-

vadas parciales tenemos

q3máx|ǫ=0 =

√

4

h2
− 1

4
,(4.15)

g(q3; q0, h, 0) =

(

h+
2

√

q23 + 1/4

)

,(4.16)

∂ǫ

(

1
√

g(q3; q0, h, ǫ)

)∣
∣
∣
∣
∣
ǫ=0

= 2

h+ 2√
q20+1/4

(

h+ 2√
q23+1/4

) 3
2

,(4.17)

y

∂ǫ(q3máx)|ǫ=0 = −
(h+ 2√

q20+1/4
)

√
4
h2 − 1

4

(
−h

2

)3
= −

16

(

h+ 2√
q20+1/4

)

h2
√

16− h2
.(4.18)

Sustituyendo (4.15), (4.17) y (4.18) en ∂ǫ(τ0)|ǫ=0 tenemos

∂ǫ(τ0)|ǫ=0 = −
16

(

h+ 2√
q20+1/4

)

h2
√

16− h2







∫
q

4
h2 − 1

4

q0

2

h+ 2√
q20+1/4

(

h+ 2√
q23+1/4

) 3
2

dq3







,

= −
32

(

h+ 2√
q20+1/4

)2

h2
√

16− h2







∫
q

4
h2 − 1

4

q0

dq3
(

h+ 2√
q23+1/4

) 3
2







,

Consideremos q0 ∈ (−δ, 0) pequeña, como q0 < 0 <
√

4
h2 − 1

4 el integran-

do toma valores distintos en los ĺımites de integración, entonces la integral
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definida no puede ser cero. La única posibilidad para que ∂ǫ(τ0)|ǫ=0 = 0 es

que

(

h+
2

√

q20 + 1/4

)2

= 0,

de donde se obtiene que

q0 = −
√

4

h2
− 1

4
.

Eso implica que la parcial sólo se anula cuando q0 se encuentra en el ı́nfimo

de su dominio. Pero alrededor de ǫ = 0, se tiene que q0 ∈ (−δ, 0) lo que

demuestra el lema. �

Se sabe que para colisiones en un subsistema binario uno de los prin-

cipales invariantes es la velocidad del centro de masa [41, pp. 236]. Para

nuestro caso, la continuación de las órbitas periódicas tiene la caracteŕıstica

que en los planos L0 y P, la velocidad del centro de masa relativo de los

secundarios es nula.

Entonces, la velocidad del centro de masa en dichos planos alcanza sus

puntos extremos y por la simetŕıa del centro de masa tenemos que el máximo

debe ser exactamente el negativo del mı́nimo.

Este hecho nos permite considerar el siguiente resultado.

Lema 4.21. El valor q0 de la Proposición 4.23 cumple la ecuación impĺıci-
ta

−2q0 = (1 + ǫ)

√

(4q20+1)(1+ǫ)2
“

4ǫ−(1−ǫ)h
√
q20+1/4

”2 − 1
4

− (1− ǫ)
√

(4q20+1)(1−ǫ)2
“

4ǫ+(1+ǫ)h
√
q20+1/4

”2 − 1
4

(4.19)

Demostración. Sea H = h fija y consideremos h = h3 + h4

h =

(

1
2(1+ǫ)p

2
3 − 1+ǫ√

q23+1/4

)

+

(

1
2(1−ǫ)p

2
4 − 1−ǫ√

q24+1/4

)

.

︸ ︷︷ ︸ ︸ ︷︷ ︸

h3 h4

Los valores máximo y mı́nimo para q3 y q4 respectivamente se pueden

obtener de esta expresión cuando p3 = p4 = 0, es decir, cuando la solución

pasa por L1; estos valores son

q3máx =

√
(

1+ǫ
h3

)2
− 1

4 y q4mı́n = −
√
(

1−ǫ
h4

)2
− 1

4 .
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Sustituyendo directamente los valores de h3 y h4 encontrados en (4.10)

tenemos

q3máx =

√
√
√
√

(1+ǫ)2
 

2ǫ√
q20+1/4

− (1−ǫ)h
2

!2 − 1
4 y q4mı́n = −

√
√
√
√

(1−ǫ)2
 

2ǫ√
q20+1/4

+ (1+ǫ)h
2

!2 − 1
4 .

El movimiento del punto CM tiene ecuación CM(τ) = 1+ǫ
2 q3(τ)+

1−ǫ
2 q4(τ) y

alcanza sus puntos máximo y mı́nimo en P y L0, es decir cuando p3+p4 = 0.

Los puntos extremos deben ser simétricos lo que implica que

−q0 =
1 + ǫ

2
q3máx +

1− ǫ
2

q4mı́n

Finalmente, sustituyendo los valores de q3máx y q4mı́n en la expresión anterior

se obtiene el resultado deseado. �

4.2.1. Continuación de órbitas. La solución σ(t) encontrada en el

Corolario 3 donde σ(0) ∈ P y σ(τ0) ∈ L0, se puede continuar a través de

L0 hasta su retorno al plano P. Cuando la solución llega al instante τ = 2τ0
se cumple σ(2τ0) ∈ P. Y utilizando los Lemas 3.10 y 3.12 identificamos

σ(0) ∼ σ(2τ0) y hemos generado una órbita periódica mediante una cadena

de orden 1 con periodo 2τ0.
Estas soluciones son periódicas en el sistema binario secundario, indepen-

dientemente de los periodos del sistema binario primario. Para tener órbitas

periódicas del problema completo, debemos considerar los valores de enerǵıa

tal que generan órbitas periódicas para los cuatro cuerpos. Consideremos el

conjunto

H = {h ∈ (−2, 0) | T (h) = 2nπ}(4.20)

de valores de enerǵıa que genera las órbitas periódicas del problema circular

de Sitnikov (clásico) ([63]).

Para cada h∗ ∈ H, el problema circular de Sitnikov de 2+2 cuerpos

con función Hamiltoniana definida en (4.5) y donde ǫ = 0, tiene una órbita

periódica simétrica de periodo nπ. De esta forma, podemos ver que para

un nivel de enerǵıa fijo h ∈ (−4, 0), existe un único elemento x ∈ µ(M)

tal que x ∈ D y tiene la forma x = (h∗, h∗) (el conjunto D ⊂ µ(M) se

definió en (4.1)). La fibra Tx corresponde a un toro Lagrangiano con gene-

radores idénticos que contiene una solución σ(τ) periódica y simétrica. Esta

solución es única salvo por desplazamientos en el tiempo.

Ahora consideremos el conjunto de valores para la enerǵıa del problema

circular restringido de Sitnikov de 2+2 cuerpos y definamos el subconjunto

Ĥ =

{

h ∈ (−4, 0) | h
2
∈ H

}

(4.21)

El siguiente lema es inmediato

Lema 4.22 (Jiménez-Pérez). El problema circular restringido de Sitnikov
de 2+2 cuerpos, con parámetro ǫ = 0 y enerǵıa fija h, posee una órbita
periódica simétrica de periodo nπ si y sólo si h ∈ Ĥ.
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Esta familia de órbitas periódicas se puede extender de manera natural

mediante la construcción detallada en los párrafos anteriores a una familia

de órbitas periódicas para el problema no simétrico donde ǫ 6= 0 es pequeña.

Para ello, se utilizará el teorema de la función impĺıcita

Teorema 4.24 (Jiménez-Pérez). Cada solución periódica simétrica del
problema circular restringido de Sitnikov con 2+2 cuerpos se puede extender
a una solución periódica no simétrica con colisiones, para ǫ 6= 0 suficiente-
mente pequeña.

Demostración. Utilizando la Proposición 4.23 se tiene que para toda

h ∈ (−4, 0) y ǫ ∈ (−ǫ0, ǫ0) existe q0 = q0(h, ǫ) tal que la solución σ(t) con

condiciones iniciales σ(0) ∈ P pasa por el plano L0. Además, utilizando el

Lema 4.17 tenemos que la condición inicial σ0 = σ(0) ∈ P que lleva a L0

solo depende de h y de ǫ. En particular si ǫ = 0, la solución con condiciones

iniciales σ0 = σ0(h, 0) es una solución periódica simétrica si y solo si h ∈ Ĥ.

El valor τ0 es el tiempo que la solución utiliza para ir de P a L0 está dado

expĺıcitamente por

τ0(h, ǫ) =

∫ q3máx

q0

dq3
√

2
1+ǫ

(

h
2 + 2√

q23+1/4
− ǫ
(

h
2 + 2√

q20+1/4

)) .(4.22)

La función τ0(h, ǫ) : (−4, 0) × (−ǫ0, ǫ0) → R es continua y diferenciable.

Adicionalmente, el Lema 4.20 nos indica que

∂τ0
∂ǫ

(h, ǫ)

∣
∣
∣
∣
ǫ=0

6= 0.(4.23)

Debemos notar que τ0 depende de q0 como parámetro fijo. El teorema de

la función impĺıcita nos asegura que localmente existe una función continua

h = h(τ0, ǫ) en una vecindad Vδ alrededor del punto (τ0, 0) tal que h
(
nπ
2 , 0

)
=

h∗. Para ǫ > 0 pequeña, el valor hǫ = h(τ0, ǫ) se encuentra dentro de una

bola abierta de radio δ > 0 es decir hǫ ∈ (h∗ − δ, h∗ + δ). Concluimos que

para ǫ > 0 pequeña, existe un valor hǫ en una vecindad de h∗ tal que,

τ0(hǫ, ǫ) = nπ
2 .

Consideremos el punto x ∈ D ⊂ µ(M) que toma el valor x = (hǫ, hǫ).
La fibra Tx = µ−1(x) contiene una solución σ̂(τ) tal que σ̂(0) ∈ P toma los

valores σ̂(0) = (q0, q0, p0,−p0), donde q0 = q0(hǫ, ǫ) y p0 = p0(q0(hǫ, ǫ), hǫ, ǫ)
se obtienen a partir del Lema 4.17 y de la Proposición 4.23. Por construcción

se tiene que σ̂
(
nπ
2

)
∈ L0 y finalmente σ̂(nπ) ∈ P.

Identificando σ̂(0) ∼ σ̂(nπ) construimos una solución periódica de pe-

riodo τ = nπ con rebote elástico en las colisiones y cuya evolución no es

simétrica con respecto del plano donde evolucionan los primarios. �

Nota 4.13. Es importante ver que estas soluciones para ǫ 6= 0 no se
pueden extender a un flujo completo como en el caso ǫ = 0. De hecho, en
el espacio fase estas soluciones tienen discontinuidades debidas al rebote
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elástico con diferentes masas. A diferencia del problema de Kepler, en este
tipo de sistemas se tienen fuerzas externas (el sistema primario) que hace
evidente la singularidad a pesar de tener un sistema regularizado.

Nota 4.14. Es posible acotar de manera adecuada el valor del paráme-
tro ǫ para valores pequeños de n ∈ N o de manera equivalente para valores
de h que no estén cercanos a cero. Conforme n crece el valor de la enerǵıa
se acerca asintóticamente a cero y las cotas para el parámetro ǫ tenderán
a cero a una tasa demasiado elevada. Esto podŕıa establecer una obstruc-
ción para poder continuar las órbitas simétricas para valores n > N ∈ N
suficientemente grandes.

• • •

4.3 Cadenas de orden mayor y

relación n:m

Bajo las mismas hipótesis que en la sección anterior, se puede considerar

la continuación de órbitas periódicas con enerǵıas relativas h3 y h4 que

generen periodos T (h3) y T (h4) en relación n : m para n,m ∈ N y n 6= m.

Esto se puede considerar si en el caso ǫ = 0 existe una solución periódica

que pase por los planos L0 y P al igual que en el caso 1:1.

Para este caso, se deben cumplir exactamente las mismas hipótesis, sin

embargo para calcular espećıficamente los valores de q0 y p0 aśı como las

cotas para ǫ se deberan refinar las demostraciones.

En general tenemos que para toda h ∈ (−4, 0) y para ǫ = 0 el problema

circular de Sitnikov de 2+2 cuerpos tiene órbitas periódicas donde los tiem-

pos de retorno T (h3) y T (h4) están en relación n : m para n,m ∈ N. Para

poder extender estas órbitas mediante el método utilizado en este caṕıtulo

es necesario que pasen por los planos L0 y P. Véase las figuras 4.8 y 4.9.

T4

T3

q
4

q
3

q

q

q

3

4

Colisiones

τ

Figura 4.8. Órbita generatriz con relación 2:1.
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T4
T3 q
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q
4

q

q

3

4

Colisiones

τ

q

Figura 4.9. Órbita generatriz con relación 3:1.





CAPÍTULO 5

Conclusiones y perspectivas.

En este trabajo se ha presentado una configuración original de un pro-

blema restringido de 4 cuerpos de la mecánica celeste. La configuración pro-

puesta consiste en una extensión del problema de Sitnikov donde se tienen

dos cuerpos primarios que evolucionan en órbitas Keplerianas y dos cuerpos

secundarios que evolucionan en la ĺınea recta, perpendicular al plano de los

cuerpos primarios, y que pasa por su centro de masa.

El estudio cuidadoso del caso circular (integrable), sin atracción gravi-

tacional entre los secundarios, establece una base sólida para comprender el

comportamiento del sistema en algunos casos más generales. En particular,

se hizo un extenso estudio acerca del intercambio de momento que permi-

tirá predecir la dinámica de los secundarios en el caso con masas positivas

pequeñas.

A continuación puntualizaremos las aportaciones que ofrece este trabajo

de investigación y daremos algunas conclusiones basadas en el punto de vista

del autor.

• • •

5.1 Regularización de colisiones.

La regularización de colisiones presentada en este trabajo está basa-

da en la transformación de Euler para colisiones binarias. (Básicamente, la

transformación de Euler es la versión unidimensional de la regularización de

Levi-Civita.) Esta regularización se generaliza de manera natural a sistemas

de N+2 cuerpos donde los secundarios evolucionan sobre una recta perpen-

dicular al plano donde evolucionan los N cuerpos primarios (Teorema 2.14).

Los N primarios deberán estar en un equilibrio relativo y el potencial debe

ser simétrico con respecto a la recta donde evolucionan los secundarios. En
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particular, se puede hacer una extensión inmediata del problema de Sitni-

kov de 3+1 cuerpos propuesto por Soulis, Papadakis y Bountis [95, 2008]

al caso con 3+2 cuerpos. Y en general al problema de N+2 cuerpos con N
primarios en equilibrio relativo sobre un poĺıgono regular de N lados.

Una caracteŕıstica importante en la función Hamiltoniana del problema

estudiado en este trabajo, es que las masas de los secundarios son arbitrarias

(pero del mismo orden) y tienen una relación constante. La regularización

refleja esa relación entre las masas de los secundarios y la preserva cuando

se obtiene el caso ĺımite mi → 0. Después de obtener el ĺımite el sistema se

desacopla, pero los parámetros introducidos en la relación de masas se pre-

servan en la función Hamiltoniana y en las ecuaciones de movimiento. Este

hecho será de gran impacto para estudiar el intercambio de momento que

sufren los secundarios durante las colisiones. Existen art́ıculos donde se rea-

liza la regularización de colisiones binarias bajo circustancias relativamente

parecidas [98], sin embargo, el autor no ha encontrado aplicaciones directas

al intercambio de momento.

• • •

5.2 Coordenadas acción-ángulo y

solución anaĺıtica.

Las coordenadas acción-ángulo son una herramienta muy utilizada en

sistemas Hamiltonianos para determinar estabilidad de soluciones y caotici-

dad de sistemas, entre otras caracteŕısticas dinámicas. En particular, para

sistemas integrables con dos grados de libertad, las coordenadas acción-

ángulo nos permiten determinar secciones de Poincaré bidimensionales [61]

y facilitan el estudio del sistema bajo métodos perturbativos [61, 77].

En este trabajo se encuentran las coordenadas acción-ángulo (del pro-

blema circular) en forma anaĺıtica mediante funciones e integrales eĺıpiticas

de Jacobi. Esto permitirá hacer excelentes aproximaciones númericas para

la aplicación de Poincaré (aún en el problema de Sitnikov clásico) ya que

las coordenadas podrán escribirse como cocientes de funciones θi de Jacobi

o como series de Eisenstein [59, 73]. Estos métodos pueden dar mejores

aproximaciones numéricas que las funciones de Bessel [13] y seŕıa muy in-

teresante estudiar la velocidad de convergencia en ambos casos. Como una

alternativa, se pueden hacer estudios comparativos (para el problema de

Sitnikov clásico) y algunas extensiones (en el caso del problema de Sitnikov

de 2+2) a los trabajos de Liu y Sun [62], Perdios y Markellos [84], Dvorak

[31], Jalali y Pourtakdoust [46], Chesley [21], Jiménez-Lara y Buend́ıa [47],

entre otros.

Como hemos visto, el sistema asociado al problema circular restringido

de Sitnikov con 2+2 cuerpos se desacopla y puede ser estudiado como un

producto cartesiano de dos problemas de Sitnikov clásicos con diferentes es-

cala de tiempo. Entonces, la solución anaĺıtica corresponde es una extensión

de la solución encontrada por [65], detallada por Belbruno, Llibre y Ollé [8]

y reescrita en integrales eĺıpticas canónicas de Jacobi en [25]. Aqúı se da una
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demostración más directa utilizando propiedades de las integrales eĺıpticas

y se hace énfasis en mantener la escala de tiempo que proporcionará el in-

tercambio de enerǵıa en las colisiones.

• • •

5.3 Transferencia de momento.

La transferencia de momento es, sin duda, la parte más interesante de

este trabajo. Cuando se tiene un problema de N + 2 cuerpos con colisiones

binarias entre dos infinitesimales, el problema puede estudiarse como dos

problemas de N + 1 cuerpos independientes [66]. Si el movimiento de los

infinitesimales no es rectiĺıneo en la colisión entonces se considera un cam-

bio en las órbitas que puede ocurrir de diversas manera. Este método es

utilizado por Bolotin, McKay [11, 12] y por Marco, Niederman [66] para

construir órbitas periódicas sin colisión que se encuentran en una vecidad

de una órbita periódica con colisión. Las órbitas construidas de esta forma

se conocen como órbitas de shadowing y se considera que los infinitesima-

les tienen masas (infinitesimal) iguales. Un caso más general es cuando las

masas de los cuerpos que colisionan no son iguales (ya sea del mismo orden

o no) y la colisión puede o no ser rectiĺınea. Para estimar la continuación

de las trayectorias es necesario conocer el momento angular del sistema que

puede generar una dispersión en las órbitas después de la colisión. A este

fenómeno se le conoce como scattering [22, 41] y se utiliza en mecánica ce-

leste para diseño de misiones “asistidas” que utilizan la fuerza de gravedad

de los planetas con masa muy grande (Jupiter o Saturno) para impulsar

sondas espaciales hacia los exoplanetas [41].

En este trabajo se estudia la transferencia de momento sin considerar

atracción entre los secundarios y se extienden las soluciones mediante rebo-

te elástico. Ambas condiciones generan una matriz de transición entre los

momentos de los secundarios y genéricamente existirá un intercambio entre

sus enerǵıas relativas (Lemas 3.9 y 3.10). Esto implica que al pasar por una

colisión, la solución cambia de un toro invariante a otro toro invariante ex-

cepto si la solución pasa por el plano {p3 +p4 = 0}∩∆ (Lema 3.11). Ambos

toros se encuentran dentro de la misma superficie de enerǵıa, y si ésta es no

compacta, se pueden presentar escapes mediante una sucesión adecuada de

colisiones.

Adicionalmente, el autor conjetura que dada la sensibilidad que tienen

los valores de los periodos T (ki) con respecto a variaciones en los módulos

ki =

√

2 + hi
1±ǫ

2
,(5.1)

se puede tener comportamiento caótico o cuasi-aleatório de los “saltos” que

experimenta la solución durante las colisiones. Un comportamiento no espe-

rado para un problema integrable.



116 Conclusiones y perspectivas.

• • •

5.4 Foliación del espacio fase.

La foliación del espacio fase por niveles de enerǵıa constante se realizó me-

diante la acción Hamiltoniana de grupos de Lie y una aplicación momento.

En este sentido, se ofrecen dos breves resultados del autor (Proposiciones

3.19 y 3.20) para determinar la imagen de las superficies de enerǵıa constan-

te bajo la aplicación momento. Los resultados se pueden obtener utilizando

el Teorema de Liouville-Arnold y el Teorema de la función impĺıcita, sin em-

bargo, los últimos resultado son locales, mientras que la técnica de acciones

Hamiltonianas y aplicaciones momento es, en cierta manera, global.

El análisis de la imagen de la aplicación momento nos permite encon-

trar dos valores donde se bifurca la topoloǵıa de las superficies de enerǵıa

constante. Estos valores son h = −2(1 + ǫ) y h = −2(1− ǫ) y corresponde a

la posibilidad de escapes de alguno de los secundarios. Ellos coinciden con

el problema donde se tiene atracción entre los cuerpos secundarios y esos

resultados serán presentados en un trabajo posterior. Los dos niveles de

enerǵıa mencionados anteriormente, poseen un punto fijo (dos puntos fijos

que se identifican por la restricción q3 > q4) de tipo centro-silla al infinito.

Estos puntos fijos permiten demostrar la no integrabilidad meromorfa del

problema de Sitnikov de 2+2 cuerpos como se detalla en [52]. La técnica

que se utiliza es la reducción del sistema a un plano invariante (el centro) y

se aplica una equivalencia entre la Teoŕıa de Galois diferencial y la Teoŕıa

de Melnikov.

• • •

5.5 Continuación de óbitas

periódicas.

Durante el estudio de la transferencia de enerǵıa y de momento se en-

contró evidencia de posibles comportamientos cuasi-aleatorios cuando la so-

lución salta de un toro invariante a otro durante una colisión. La acción

natural es encontrar las condiciones que deben cumplir las soluciones para

mantenerse en un mismo toro invariante y dadas esas condiciones tratar de

determinar si existen órbitas periódicas que se preserven cuando los valores

de las masas son diferentes.

En este sentido, se encontró que la única familia de soluciones que pue-

de extenderse de esa forma son las soluciones simétricas (con respecto del

plano del sistema primario). Para demostrar la existencia de este tipo de

órbitas periódicas, se utilizó una variación de la continuación de órbitas pe-

riódicas de Poincaré [74, 75] aplicando dos veces el teorema de la función

impĺıcita. A diferencia de los problemas clásicos donde se aplica el método

de continuación de Poincaré, nuestras soluciones siguen siendo órbitas con

colisiones (por ser un sistema rectiĺıneo). Una de las aplicaciones inmedia-

tas es en el doble péndulo desacoplado con masas diferentes que tiene un

comportamiento equivalente.
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Finalmente, parece interesante la búsqueda de soluciones periódicas que

pasen por más de una colisión antes de cerrar la órbita. Esto se propone

como un trabajo posterior utilizando un mapeo de Poincaré y propiedades

de las funciones e integrales eĺıpticas de Jacobi.

• • •

5.6 Nuevas posibilidades de

investigación.

El estudio del problema circular de Sitnikov con 2+2 cuerpos marca dife-

rentes caminos para continuar con las investigaciones dentro de la mecánica

celeste. Apenas se vislumbra “la punta del iceberg”, ya que en general, el

problema clásico de Sitnikov es un problema dif́ıcil y complejo. Por lo tan-

to, cada extensión de este problema da lugar a muchas interrogantes. En

las siguientes secciones daremos algunas perspectivas y algunos problemas

abiertos que son interesantes por śı mismos. Varios de los problemas propues-

tos a continuación han surgido de las pláticas con diversos investigadores y

en particular en las discusiones con los miembros del jurado de este trabajo

doctoral.

5.6.1. Una extensión del acelerador de Fermi. El acelerador de

Fermi1 es un sistema dinámico originalmente propuesto por Enrico Fermi

[32] para describir la aceleración de los rayos cósmicos mediante colisio-

nes con un campo magnético que depende del tiempo. El modelo original

de Fermi fue estudiado y modificado por diversos autores y desde diferen-

tes perspectivas, una de las cuales llevó al conocido modelo de Fermi-Ulam

(FUM por sus siglas en inglés). El modelo FUM consiste en un mapeo ob-

tenido como la idealización del movimiento unidimensional de una pelota

rebotando entre una pared fija y otra que se mueve de manera oscilatoria

[61]. Sea vn la velocidad de la pelota, normalizada a la velocidad máxima de

la pared oscilatoria y sea θn la fase de dicha pared justo antes de la n-ésima

colisión con la pelota. El modelo FUM tiene el mapeo siguiente

vn+1 = |vn + sin(θn)|,(5.2)

θn+1 = θn +
2πM

vn+1
,(5.3)

donde M es la distancia normalizada entre las paredes y se considera la

magnitud absoluta de vn+1.

Este es un modelo totalmente simplificado en el cual se introduce una

superficie fija de sección en x = 0 que no es relevante ya que la velocidad de

la pelota entre las paredes es constante, y solo se modifica en cada colisión

con la pared oscilatoria.

Un modelo más sofisticado consiste en considerar el problema circular de

Sitnikov con 2+2 cuerpos en donde la razón de masas entre los secundarios

1El autor agradece al Dr. Arturo Olvera por la sugerencia de este modelo como una
herramienta para determinar escapes en el problema circular de Sitnikov con 2+2 cuerpos.



118 Conclusiones y perspectivas.

cambia de orden (tiende a cero). Este caso representa el ĺımite cuando ǫ→ 1

y corresponde a una nueva versión del caso restringido en donde uno de los

cuerpos (el de mayor masa) evoluciona como el problema de Sitnikov clásico

mientras que el cuerpo de menor masa viaja como una part́ıcula de prueba

bajo la atracción de los primarios y colisiona con el cuerpo de masa media

sin perturbar su movimiento.

Para obtener el modelo consideremos el problema de Sitnikov con 2+2

cuerpos, escribiremos las masas de los secundarios de la forma

m3 = mµ y m4 = m(1− µ),(5.4)

para 0 < m≪ 1/2 y µ ∈ (0, 1/2). Las ecuaciones de movimiento se obtienen

mediante

m3q̈3 = − m3q3

(q23 + 1/4)
3
2

− m3m4

(q3 − q4)2
,

m4q̈4 = − m4q4

(q24 + 1/4)
3
2

+
m3m4

(q3 − q4)2
.

Cancelando los términos de las masas que se pueden simplificar tenemos

q̈3 = − q3

(q23 + 1/4)
3
2

−m 1− µ
(q3 − q4)2

,(5.5)

q̈4 = − q4

(q24 + 1/4)
3
2

+m
µ

(q3 − q4)2
.(5.6)

Considerando el ĺımite cuando µ→ 0 la expresión (5.6) se convertirá en

la ecuación de movimiento del problema circular de Sitnikov clásico. Por

otra parte, la expresión (5.5) será la ecuación del cuerpo con masa m3 de

orden mı́nimo que llamaremos el terciario. La función Hamiltoniana para el

terciario es

H =
1

2
p2 − 1

√

q23 + 1/4
− m

|q3 − σ(t)| ,(5.7)

donde σ(t) es una solución acotada del problema de Sitnikov clásico.

Si se cumple que |q3 − σ(t)| > N para alguna N ∈ N suficientemente

grande, entonces el último término en (5.7) es irrelevante y podemos aproxi-

mar el mapeo únicamente con el intercambio de momento durante la colisión,

como se realiza con el modelo FUM del acelerador de Fermi. Sin embargo,

la dificultad principal en el nuevo modelo es determinar el tiempo entre dos

colisiones sucesivas para estimar el intercambio de enerǵıa.

Cuando la distancia |q3− σ(t)| > N es suficientemente grande, se puede

aproximar la velocidad de la n-ésima colisión como una pequeña variación

de la velocidad de la n-ésima expulsión, es decir

(vcol)n = −(vexp)n + δ,(5.8)

donde 0 ≤ δ es pequeña y depende de la solución particular del secundario.

Al instante posterior a la colisión la velocidad de expulsión será el negativo
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de la velocidad de colisión más la velocidad que agrega el secundario en ese

mismo instante. Por lo tanto tendremos

(vexp)n+1 = −(vcol)n + V (ψn+1),

= (vexp)n − δ + V (ψn+1),

donde V (ψn+1) es la velocidad del secundario en el momento de la colisión.

A partir de las expresiones anteriores, el mapeo puede estimarse únicamen-

te con la velocidad de expulsión del terciario, por lo que eliminaremos el

sub́ındice y escribiremos vn = (vexp)n.
La ecuación en diferencias para el movimiento del cuerpo terciario tam-

bién estará determinada por el movimiento del secundario. Para ello, con-

sideremos una solución periódica del secundario con enerǵıa relativa ĥ < 0

dada por σ̂(t) = (Q(θ), P (θ)) con fase θ = 1
Ω t y periodo 2π. Podemos deter-

minar las ecuaciones de movimiento para el terciario mediante

vn+1 = vn + P (ψn),(5.9)

ψn+1 = (ψn + ∆ψ) mod 2π.(5.10)

donde ∆ψ indicará el instante en que se realizará la siguiente colisión.

Determinar el instante de la siguiente colisión implica resolver la ecua-

ción Q(θ) − q(θ) = 0 para θ, donde ambas funciones son soluciones del

problema de Sitnikov clásico. Espećıficamente, debemos resolver

k
sn(θ, k)dn(θ, k)

1− 2k2sn2(θ, k)
− κ sn(θ, κ)dn(θ, κ)

1− 2κ2sn2(θ, κ)
= 0,(5.11)

donde k =

√
2+ĥ
2 es el valor fijo que determina la evolución del secundario

y κ =
√

2+h
2 se modifica en cada colisión mediante la ganancia o pérdida de

momento del cuerpo terciario. Finalmente ∆ψ estará dada por dos soluciones

consecutivas de la expresión (5.11).

Una aproximación más plausible consiste en considerar la distancia del

secundario a uno de los primarios dada por rs =
√

Q2 + 1/4 y la del terciario

al mismo primario mediante rt =
√

q2 + 1/4. Si Q − q = 0 esto indica que

las tangentes de los ángulos α y β son iguales (véase la Figura 5.1).

Considerando tanα = 2q y tan β = 2Q tenemos que Q − q = 0 implica

tanα− tan β = 0. Además

tan(α− β) =
tanα− tan β

1 + tanα tan β
,

de donde se obtiene

Q− q =
1

2
tan(α− β)(1 + tanα tan β).

En este caso nos interesan las soluciones que cumplen tan(α − β) = 0 que

corresponden a Q− q = 0, ya que α, β ∈ (−π/2, π/2). Consideremos α = 2θ
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Figura 5.1. Nuevas coordenadas para el problema circular

de Sitnikov de 2+2 como un acelerador de Fermi modificado.

y β = 2φ, entonces

tan(α− β) = tan(2(θ − φ)),

=
2 sin(θ − φ) cos(θ − φ)

1− 2 sin2(θ − φ)
.

Esto permite construir una relación del tipo

k̂
sn(θ − φ, k̂)dn(θ − φ, k̂)

1− 2k̂2sn2(θ − φ, k̂)
= 0,(5.12)

para k̂ = k̂(k, κ). Esta relación tiene solución real si sn(θ − φ, k̂) = 0 que

indica que θ − φ = 2nK(k̂), donde K(k̂) es la integral eĺıptica completa de

primera especie. Finalmente, ∆ψ está determinada por K(k̂) y k̂ se debe ob-

tener a partir de la velocidad (o del momento) para cada iteración. Entonces

el modelo se establece mediante tres ecuaciones de la forma

vn+1 = vn + V (ψn),

ψn+1 = ψn + ∆ψ(K(k̂)) mod 2π,

k̂n+1 =

√

2± L(0, vn+1)

2
,

donde V (ψn) = P (ψn) y L(0, vn+1) es la función Lagrangiana obtenida a

partir de la transformación de Legendre de (5.7), para m = 0.

Uno de los primeros objetivos es determinar la formulación más adecuada

para este problema. El acelerador de Fermi se ha estudiado principalmente

en su formulación Lagrangiana, sin embargo, el intercambio de momento

sugiere utilizar la formulación Hamiltoniana para nuestro modelo. Parece

evidente que la identidad V (ψn) = P (ψn) requiere la relación de masas como

parámetro y esto puede determinar cuál será la formulación adecuada.
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Otro comentario acerca de este acercamiento está relacionado con la

ecuación

k̂n+1 =

√

2± L(0, vn+1)

2
,

que tiene relación directa con la enerǵıa del problema. Esta ecuación será con-

jugada a la expresión del tiempo dada por ∆ψ. Para establecer que el mapeo

sea Hamiltoniano, tal vez sea adecuado trabajar directamente con la función

Hamiltoniana H o la Lagrangiana L en lugar del módulo k̂.





APÉNDICE A

Grupos y álgebras de Lie

• • •

A.1 Grupos de Lie.

Definición A.1. Un Grupo de Lie es una variedad de dimensión finita
sobre la cual se define una estructura de grupo, donde las operaciones de
grupo están dadas por las aplicaciónes diferenciables

G×G→ G, y G→ G,

(g, h) 7→ gh, g 7→ g−1.

Como este trabajo se basa en variedades diferenciables sobre el campo

R de los números reales, nos enfocaremos en los grupos de Lie reales; se

pueden definir las propiedades para grupos de Lie con estructura compleja

de manera análoga.

Todo grupo de Lie G genera de manera natural un álgebra de Lie de-

notada por g = Lie(G). Dicha álgebra puede obtenerse como la linelización

de G alrededor del elemento identidad del grupo y cuya estructura queda

determinada por G. Para ello, existen diversas construcciones equivalentes.

Notación. Para cada g0 ∈ G denotamos por Lg0 la función definida por

g 7→ Lg0g := g0g,

que es llamada una translación a la izquierda dada por g0 y de la misma

forma denotaremos por Rg0 a la función

g 7→ Rg0g := gg0,

que llamaremos una translación a la derecha. Para cada g0, las aplicaciones

Lg0 y Rg0 son difeomorfismos de G en si mismo. Ellas pueden utilizarse

también para desplazar campos vectoriales X dados sobre G. Esto hace
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posible los conceptos de campos vectoriales invariantes por la derecha y por

la izquierda sobre G.

Definición. Un campo vectorial X ∈ X(G) se dice que es invariante
izquierdo si se cumple

(Lg0)∗X = X ∀g0 ∈ G.
El espacio de todos los campos vectoriales sobre G que son invariantes iz-

quierdos y que denotamos por XL(G), es un subespacio vectorial de X(G),

y se puede probar que es un subálgebra de Lie del álgebra de Lie X(G). (Es

importante notar que un álgebra de Lie puede tener subálgebras que no sean

subálgebras de Lie y por lo tanto la frase anterior no es redundante.)

Para poder definir un subgrupo de Lie primero debemos recordar al-

gunas propiedades de una subvariedad diferenciable. Sea N una variedad

diferenciable de dimensión n. Una subvariedad M ⊂ N de dimensión m
es un subconjunto que cumple que para cada x ∈ M existe una vecindad

V (x) ⊂ N tal que la intersección M ∩ V (x) puede describirse de alguna de

las siguientes formas:

por funciones diferenciables de manera paramétrica

xi = φi(t1, · · · , tm), (i = 1, · · · , n);

por ecuaciones de la forma

f(x1, · · · , xn) = 0, (i = 1, · · · , n−m);

donde todas las funciones y ecuaciones son diferenciables.

Definición. Un subgrupo H de un grupo de Lie G se dice que es un

subgrupo de Lie si es una subvariedad de la variedad subyacente de G.

Desde el punto de vista topológico y de la geometŕıa diferencial todo

subgrupo H de un grupo de Lie G se ve idéntico en la identidad que en

cualquier h ∈ H ya que dichos grupos son transformados en śı mismos

mediante translaciones por h que es un difeomorfismo de la variedad G. Por

lo tanto, para verificar que un subgrupoH es un subgrupo de Lie es suficiente

establecer que sea una subvariedad en alguna vecindad de la identidad.

Definición. Sean G yH dos grupos de Lie. Una aplicación f : G→ H es

un homomorfismo si se da de manera simultánea que es un homomorfismo

de grupos y a la vez una aplicación diferenciable. Un homomorfismo f :

G→ H se dice que es un isomorfismo si existe una aplicación inversa f−1 :

H → G, es decir, si f es al mismo tiempo un isomorfismo de grupos y un

difeomorfismo de variedades.

Definición. Un homomorfismo α de un grupo de Lie G sobre el grupo

de difeomorfismos Diff(M) sobre una variedad diferenciable M se dice que

es una acción sobre M si la aplicación

G×M → M,

(g, x) 7→ α(g)x

es diferenciable.
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Claramente, la composición de una acción α : G → Diff(M) y de un

homomorfismo f : H → G es una acción del grupo de Lie H sobre la

variedad M .

• • •

A.2 Álgebras de Lie.

Las álgebras de Lie surgen de la teoŕıa de Lie al estudiar problemas

en grupos de Lie de manera local, lo que reduce el estudio a problemas en

álgebras de Lie y de manera consecuente a problemas de álgebra lineal. A

cada grupo de Lie se le asocia un álgebra de Lie sobre los números reales o

complejos y se establece una correspondencia entre los subgrupos anaĺıticos

del grupo de Lie y las subálgebras de su álgebra de Lie, en la cual los

subgrupos invariantes corresponden a ideales, subgrupos abelianos a álgebras

abelianas, etc. La teoŕıa de las álgebras de Lie se puede considerar como un

campo de estudio independiente y autocontenido.

Definición Un espacio vectorial g sobre el campo K se denomina un

álgebra de Lie si se define un producto corchete de Lie que es una aplicación

K-bilineal

[·, ·] : g× g→ g,

que satisface

1. la propiedad antisimétrica dada por [X,X] = 0 para todo X ∈ g,

2. la identidad de Jacobi definida por

[[X,Y ], Z] + [[Y,Z],X] + [[Z,X], Y ] = 0, ∀X,Y,Z ∈ g.

Si g es un espacio de dimensión finita con una base (X1,X2, · · · ,Xn), es

suficiente conocer los valores del corchete de Lie [Xi,Xj ] para cada par

de elementos de la base, para determinar el comportamiento del espacio

total. En otras palabras, se deben conocer los coeficientes cki,j para i, j, k ∈
{1, · · · , n} para las expresiones

[Xi,Xj ] =

n∑

k=1

cki,jXk.

Estos coeficientes se conocen como las constantes de estructura de g relativas

a la base (X1,X2, · · · ,Xn).

En particular podemos considerar a los espacios vectoriales sobre K
como álgebras de Lie cuando se les asigna el corchete de Lie trivial

[X,Y ] = 0 para todo X,Y ∈ g.

En estos casos las álgebras de Lie son llamadas conmutativas o abelianas.
Otro ejemplo de álgebras de Lie surge cuando consideramos un álgebra

asociativa genérica A sobre un campo K y definimos el corchete de Lie de

dos elementos en el álgebra de la siguiente manera

[X,Y ] := XY − Y X para todo X,Y ∈ A.
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Al considerar el espacio de matrices cuadradas de dimensión n × n como

álgebra A = Mn×n(K) y proveerla con este corchete de Lie obtenemos un

álgebra de Lie conocida como gln(K) que corresponde al espacio tangente

a la identidad del grupo general lineal GLn(K) considerado como grupo de

Lie.

Ejemplo 1. El álgebra

[X1,X2] = X3, [X2,X3] = X1, [X3,X1] = X2

es un álgebra de Lie real con tres elementos (r = 3). Dicha álgebra corres-

ponde al producto vectorial de R3 y puede interpretarse como el momento

angular en tres dimensiones, so(3).

Ejemplo 2. El álgebra

[X1,X2] = X3, [X2,X3] = −X1, [X3,X1] = X2

es también un álgebra de Lie real con tres elementos (r = 3). Debemos notar

que el segundo elemento tiene un signo negativo que difiere del caso anterior,

este caso corresponde al álgebra de Lorentz en dimensión 2 + 1, so(2, 1).
Definición. Consideremos una K-álgebra A arbitraria y no necesaria-

mente asociativa, una derivación D : A → A es una aplicación lineal en K
que cumple la regla de Leibnitz

D(X,Y ) = (DX)Y +X(DY ) para todo X,Y ∈ A.
Consideremos el conjunto de todas las derivaciones en A como el subcon-

junto de las aplicaciones lineales L (A; K) sobre A y con valores en K que

definiremos por

D(A) = {D ∈ L (A)| D(X,Y ) = (DX)Y +X(DY ), X, Y ∈ A}.
Adicionalmente, consideremos el operador [D1,D2] := D1D2 −D2D1 como

un corchete de Lie, entonces el conjunto D(A) forma un álgebra de Lie

llamada el álgebra de derivaciones sobre A.

Recordemos que el conjunto de funciones diferenciables definidas sobre

una variedad M con imagen en K forma un álgebra que denotaremos por

F(M). Utilizando la idea del párrafo anterior, podemos considerar el álgebra

de Lie D(F(M)) de las derivaciones del conjunto de funciones diferenciables

sobre M . Entonces se tiene el siguiente resultado (véase [1], p. 83)

Teorema A.25. El espacio vectorial X(M) de todos los campos vectoria-
les diferenciables sobre una variedad diferenciable M , es isomorfo al espacio
de derivaciones D(F(M)) como espacios vectoriales sobre el campo K.

El isomorfismo se define al asignar a un campo vectorial X sobre M , la

derivación LX definida por

LXf(m) = 〈Xm, (df)m〉 f ∈ F(M),m ∈M.

LXf es llamada la derivada de Lie de f relativa a X y debido a las con-

sideraciones locales se puede escribir de manera alternativa como LXf(m) =

LXmf . El isomorfismo del teorema proporciona una estructura de álgebra de
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Lie sobre X(M), donde [X,Y ] es un campo vectorial determinado de manera

única mediante

L[X,Y ] = [LX , LY ] X,Y ∈ X(M).

Si consideramos un difeomorfismo F : M → M ′ entonces F ∗X ∈ X(M ′) es

considerado como la imagen de X ∈ X(M). La aplicación F ∗ es compatible

con el corchete de Lie y es un homomorfismo de álgebras de Lie; es decir,

F ∗ es K-lineal y cumple

F ∗[X,Y ] = [F ∗X,F ∗Y ] X,Y ∈ X(M).

• • •

A.3 Álgebras de Lie de grupos de

Lie.

Ya comentamos que históricamente, las álgebras de Lie nacieron como

aproximaciones lineales a los grupos diferenciables descritos inicialmente en

las notas de Scheffers sobre los cursos impartidos por Sophus Lie en Leipzig

[S. Lie and G. Scheffers, Vorlesungen über Kontinuerliche Gruppen, Leipzig,

1893]. Veamos esta relación de manera más precisa.

El espacio tangente TeG al grupo de Lie G en el elemento identidad

e ∈ G es isomorfo al subespacio XL(G) como espacio vectorial. Recordemos

que XL(G) es el subespacio de campos vectoriales invariantes izquierdos de

X(G). El isomorfismo se da mediante

XL(G)
ϕ1−−−→←−−−ϕ2

TeG,

donde ϕ1 se define por ϕ1(X) := Xe para X ∈ XL(G) y ϕ2 se define por

ϕ2(ξ) := X con Xg := (Lg)
∗ξ para ξ ∈ TeG.

Entonces se tiene que

ϕ1ϕ2(ξ) = ϕ1((Lg)
∗ξ)|g=e = (Lg)

∗ξ = ξ,

además, como X es invariante izquierdo, se tiene

(ϕ2ϕ1(X))g = (Lg)
∗Xe = Xg;

entonces ϕ1ϕ2 = idTeG y ϕ2ϕ1 = idXL(G).

Es importante notar que el subálgebra de Lie XL(G) es estable bajo el

corchete de Lie, es decir, si X,Y ∈ XL(G), entonces [X,Y ] ∈ XL(G) y por

lo tanto las constantes de la estructura se preservan, de hecho tenemos

(Lg)
∗[X,Y ] = [(Lg)

∗X, (Lg)
∗Y ] = [X,Y ].

Entonces podemos dar la siguiente :

Definición. El espacio vectorial TeG con la estructura de álgebra de

Lie inducida por el isomorfismo con XL(G) es llamada el álgebra de Lie
g = Lie G de G.

Veamos algunos ejemplos de álgebras de Lie asociados a grupos de Lie

gln(R) := Lie GLn(R) = Mn×n(R)
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sln(R) := Lie SLn(R) = {X ∈Mn×n(R)|Tr(X) = 0}
spn(R) := Lie Spn(R) = {X ∈Mn×n(R)|XTJ + JX = 0}
on(3) := Lie O(3) ∼= R3, con la identificación X ↔ ξ, y con corchete

de Lie definido por [X,Y ] ↔ ξ × η que corresponde al producto

exterior en R3.

• • •

A.4 Subgrupos a un parámetro y la

aplicación exponencial.

El proceso de obtener un álgebra de Lie g a partir de un grupo de Lie G
puede ser, en cierto sentido, localmente reversible. Daremos un tratamiento

más preciso a este concepto después de definir los siguientes conceptos:

Para cada ξ ∈ TeG denotaremos por X su campo vectorial invariante

izquierdo asociado mediante Xe = ξ. Entonces denotamos por

γξ : R → G,

t 7→ exp(tξ),

a la curva integral de X que en el tiempo t = 0 pasa por la identidad e y

cuyo vector tangente γ̇ξ(t) en cada punto γξ(t) es igual a Xγξ(t). La existencia

de la curva integral γξ(t) es una consecuencia del teorema de existencia y

unicidad para soluciones de sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias.

Para esta curva, se puede mostrar que

exp(t+ s)ξ = exp(tξ) · exp(sξ);

esto nos indica que

γξ : R→ G.

es un homomorfismo de grupos diferenciables. γξ es llamado un subgrupo a
un parámetro de G. Por lo tanto podemos enunciar la siguiente

Definición. La aplicación

exp : TeG → G,

ξ 7→ γξ(1) = expξ,

se denomina la aplicación exponencial del álgebra de Lie g = TeG en G.

Esta aplicación es diferenciable e induce la aplicación identidad sobre el

espacio tangente T0(TeG) ∼= TeG. Sin embargo, es un difeomorfismo local

pero no es un difeomorfismo sobre G.

Para un homomorfismo diferenciable F : H → G entre dos grupos de

Lie H y G y para la aplicación inducida

TeF := (F ∗)e : TeH → TeG

tenemos una regla conmutativa

F (expHη) = expG(TeF )η ∀ξ ∈ TeH = Lie H.
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Como la aplicación

γ : R→ F (expHtη)

es un subgrupo a un parámetro de G, es de la forma

F (expHη) = γ(1) = γξ(1) = expGξ = expG(TeF ).

Un caso especial de suma importancia es el obtenido por conjugación:

κg : G → G,

h 7→ ghg−1 = Rg−1Lgh, g ∈ G.
Esta es una aplicación diferenciable y realmente es un automorfismo interno

de G. Ahora denotemos por

Adg := Teκg = Te(Rg−1Lg) : TeG→ TeG

la aplicación adjunta asociada a g ∈ G. Como una consecuencia se sigue que

exp(Adgξ) = κgexpξ = g(expξ)g−1,

que se cumple para todo ξ ∈ TeG con g ∈ G.

Veamos algunos ejemplos de aplicaciónes exponenciales:

G = Rn, con la adición como operación de grupo, se tiene que

su álgebra de Lie g = Lie G = Rn, y por lo tanto la aplicación

exponencial será la identidad exp = idRn

Sea G = GLn(R) el grupo lineal con coeficientes en los reales. Para

G y sus subgrupos, la aplicación exponencial es la generalización

de la función exponencial para matrices, por lo tanto

exp : Mn×n(R) → GLn(R),

A 7→
∞∑

m=0

1

m!
Am.

A cada A ∈ Mn×n(R) le pertenece un subgrupo de un parámetro

γA, dado por

γA(t) = exp tA =

∞∑

m=0

tm

m!
Am.

y de aqúı podemos calcular para cada C ∈ GLn(R) la exponencial

de una matriz conjugada como

exp(CAC−1) = C(expA)C−1.

• • •

A.5 Derivada de Lie.

A.5.1. Derivada de Lie de una forma diferencial. Consideremos

una forma diferencial β ∈ Ωp(M ;F ) de orden p y un campo diferencial

X ∈ X(M).
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Definición A.2. La derivada de Lie de la forma β con respecto del
campo X se define como

LXβ : X(M)× Ωp(M)→ Ωp(M),

LXβ = iX(dβ) + d(iXβ).(A.1)

Evidentemente, LXβ es nuevamente una forma diferencial de orden p.
Para el caso en que p = 0, el espacio de formas diferenciales de orden 0

son las funciones suaves Ω0(M) ∼= F(M) sobre la variedad. En este caso, la

derivada de Lie se convierte en

LXf = iX(df) + d(iXf),

= iX(df)

= df(X)

= Xf.

donde se utilizó la proposición B.27 del apéndice B. Entonces podemos es-

tablecer la siguiente

Definición A.3. Para toda X ∈ X(M) y para f ∈ F(M), se define la
derivada de Lie de una función f con respecto a un campo vectorial X como

X(M) × F(M) → F(M),

(X, f) 7→ LXf

tal que

LXf(p) = dfp(Xp), p ∈M ;

En coordenadas locales podemos escribir

LXf(p) =
∑

i

ai(x)
∂f

∂xi
(x), si X |U =

∑

i

ai
∂

∂xi
(x);

en la carta (U,ϕ) con coordenadas x.
Mediante la cuarta propiedad de la proposición B.27 se puede ver inme-

diatamente que LX cumple:

LX(ω ∧ υ) = iXd(ω ∧ υ) + d(iX(ω ∧ υ))
= iX(dω) ∧ υ + (−1)piX(ω ∧ dυ) + d(iXω ∧ υ) + (−1)pd(ω ∧ iXυ),
= (LXω) ∧ υ + ω ∧ (LXυ).

Entonces podemos ver que LX es un elemento de las derivaciones de Ωp(M)

D(Ωp(M)) = {D ∈ End(Ωp(M))|D(α ∧ β) = α ∧Dβ +Dα ∧ β;α ∧ β ∈ Ωp(M)}.
Si ω es remplazado por dω en (A.1) uno obtiene

LX(dω) = iXd
2(ω) + d(iX (dω))

= d(iX(dω));
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mientras que la diferenciación exterior de (A.1) lleva a

d(LXω) = d(iX(dω)) + d2(iXω)

= d(iX(dω));

de donde se puede ver que LX y d conmutan

d(LXω) = LX(dω).

A.5.2. Derivada de Lie de un campo vectorial. También se pue-

de definir la derivada de Lie de un campo vectorial Y con respecto de otro

campo vectorial X imponemos la condición adicional de que LX sea una

derivación cuando se aplica a la forma iY ω, es decir

LX(iY ω) = i(LXY )ω + iY LXω.(A.2)

Esto determina de manera única a LXY . Para ver esto, supongamos que

ω = df para alguna f ∈ Ω0(M), tenemos

LX(iY (df)) = LX(df(Y )) = LX(Y f) = XY f,

mientras que

iLXY df = df(LXY ) = (LXY )f.

Utilizando la conmutatividad de LX y d y considerando la derivada de

Lie para una función, tenemos

iY (LX(df)) = iY d(LXf) = iY d(Xf) = d(Xf)(Y ) = Y Xf.

Ahora sustituyamos los tres resultados en (A.2) con df = ω y tenemos

XY f = (LXY )f + Y Xf

de donde obtenemos inmediatamente que

LXY = XY − Y X = [X,Y ].

Recordemos que X(M) es un álgebra de Lie con el corchete de Lie [·, ·] como

producto.





APÉNDICE B

Formas diferenciales

• • •

B.1 Aplicaciones multilineales

alternadas.

Sean E y F dos espacios vectoriales normados. El espacio de las aplica-

ciones p-lineales continuas se determina por Lp(E,F ) y es el conjunto de

funciones continuas lineales en cada componente

f : E × E × · · · × E → F.

(e1, e2, · · · , ep) 7→ y = f(e1, e2, · · · , ep)

Si p = 1 entonces se convierte en el espacio de funciones lineales continuas

canónico L (E;F ), mientras que para p = 0 se convierte en las funciones

constantes L0(E;F ) = F

Definición B.1. Una aplicación f ∈ Lp(E;F ) se le llama alternada si
su valor es nulo cada vez que se tenga xi = xj para algún par de ı́ndices
i 6= j, con 1 ≤ i, j ≤ p.

Se conviene que toda aplicación lineal f : E → F es alternada.

Consideremos ahora que se desea hacer una multiplicación de aplica-

ciones multilineales alternadas, digamos f ∈ Lp(E;F ) y g ∈ Lq(E;G),

entonces necesitamos primero una aplicación bilineal continua

Φ : F ×G→ H

donde E,F,G,H son espacios vectoriales normados. Aśı podemos asociar

una aplicación h : Ep+q → H de la forma

h(x1, · · · , xp+q) = Φ(f(x1, · · · , xp), g(xp+1, · · · , xp+q).(B.1)
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Nótese que h ∈ Ap,q(E;H) no es una aplicación multilineal alternada. Defi-

nimos una aplicación que extiende las aplicaciones bilineales h a aplicaciones

multilineales h̃, a través de la aplicación lineal canónica

ϕp,q : Ap,q(E;F ) → Ap+q(E;F ).

h 7→
∑

σ

ǫ(σ)(σh)

donde σh son las permutaciones de los elementos en h y ǫ(σ) es el signo de

la permutacion.

Definición B.2. Se denomina producto exterior de f ∈ Ap(E;F ) y de
g ∈ Aq(E;F ) relativo a Φ : F ×G→ H y denotado por

f ∧Φ g

al elemento ϕp,q(h) ∈ Ap+q(E;H), donde h está definido por (B.1)

Proposición B.24. Sean f ∈ Ap(E; R) y g ∈ Aq(E; R) dos formas
multilineales alternadas sobre los números reales, entonces

g ∧ f = (−1)pqf ∧ g
Proposición B.25. La multiplicación exterior de formas multilineales

alternadas es asociativa. Es decir, si f ∈ Ap(E; R), g ∈ Aq(E; R) y h ∈
Ar(E; R) se tiene

(f ∧ g) ∧ h = f ∧ (g ∧ h)
• • •

B.2 Formas diferenciales.

Sean E y F dos espacios de Banach U ⊂ E un abierto

Definición B.3. Se denomina una forma diferencial de grado p, definida
en U y con valores en F a una aplicación

ω : U → Ap(E;F ).

Se dice que una p-forma diferencial ω es de clase Cn si la aplicación es de
clase Cn, donde n ∈ N ∪ {0,∞}

En esta introducción a formas diferenciales se considerará que las apli-

caciones son de clase C∞.

Notación. Ωp(U,F ) representará al conjunto de todas las p-formas di-

ferenciales de clase C∞, definidas en U sobre F . Este conjunto tiene la

estructura de un espacio vectorial.

B.2.1. Multiplicación exterior. Sean α ∈ Ωp(U,F ) y β ∈ Ωq(U,F ).

Para cada x ∈ U , tenemos los elementos α(x) ∈ Ap(E,F ) y β(x) ∈ Aq(E,F ),

entonces su producto exterior es

α(x) ∧Φ β(x) ∈ Ap+q(E;H).
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La aplicación

U → Ap+q(E;H)

x 7→ α(x) ∧Φ β(x)

es de clase C∞ ya que es la composición de la aplicación bilineal continua

x 7→ (α(x), β(x))

que es de clase C∞ y de la aplicación bilineal continua

Ap(E;H) ×Aq(E;H)→ Ap+q(E;H)

definida por la multiplicación exterior.

Definición B.4. Sean α ∈ Ωp(U,F ) y β ∈ Ωq(U,F ) Se denomina pro-

ducto exterior de formas diferenciales a la aplicación

U → Ap+q(E;H)

x 7→ α(x) ∧Φ β(x)

Esta es una aplicación bilineal definida por

Ωp(U,F ) × Ωq(U,F )→ Ωp+q(U,F )

Proposición B.26. La multiplicación exterior de formas diferenciales
cumple las siguientes propiedades

β ∧ α = (−1)pqα ∧ β, si α es de grado p y β es de grado q.
(α ∧ β) ∧ γ = α ∧ (β ∧ γ)

Consideremos ahora la suma directa de los espacios vectoriales Ωp(U,R),

para todos los valores de p ≥ 0. De esta forma extendemos la multiplicación

exterior por linealidad y obtenemos

Ω(U,R) =
⊕

0≤p
Ωp(U,R)

como un álgebra graduada que es anticonmutativa y asociativa.

B.2.2. Producto interior. Pasemos ahora al proceso de la multipli-

cación interior de las formas diferenciales. Par ello, se requiere la existencia

de un campo vectorial X ∈ X(E) de clase C∞ definido sobre una vecindad

de una variedad U ⊂M .

Definición B.5. Sean ω ∈ Ωp(U,F ) una forma diferencial de orden p y
un campo vectorial X ∈ X(M) definido sobre U ⊂M . Se denomina producto

interior de una forma diferencial y un campo vectorial a la aplicación

U → Ap−1(M ;F )

x 7→ iXω(x)

Esta es una aplicación definida por

Ωp(U,F )× X(U) → Ωp−1(U,F )

(ω,X) 7→ iXω
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También se conocen las notaciones i(X)ω, 〈X,ω〉 y Xyω

Proposición B.27. Sea ω ∈ Ωp(U,F ) y X ∈ X(M), el producto interior
de la forma diferencial ω con el campo vectorial X cumple las siguientes
propiedades

Para toda 0-forma f ∈ Ω0(M ;F ) ∼= F(M) se tiene que

iXf = 0

Para toda 1-forma α ∈ Ω1(M ;F ) se tiene que

iXω = ω(X) = 〈ω,X〉.
Para ω, υ ∈ Ωp(M ;F ), se tiene que

iX(ω + υ) = iXω + iXυ,

Para ω ∈ Ωp(M ;F ) y υ ∈ Ωq(M ;F ), se tiene que

iX(ω ∧ υ) = iXω ∧ υ + (−1)pω ∧ iXυ,
Con las propiedades de la multiplicación interior que se presentan en

la proposición anterior, tenemos como consecuencia inmedianta el siguiente

resultado

Proposición B.28. Sean X,Y ∈ X(M) y f, g ∈ Ω0(M ;F ) ∼= F(M) se
cumple

i(fX+gX)ω = f(iXω) + g(iY ω)

de igual forma

iX(iY ω) + iY (iXω) = 0

Asociado con el proceso de la multiplicación interior se encuentra el

concepto de la derivada de Lie para formas diferenciales que ya se ha revisado

en el Apéndice A.

B.2.3. Diferencial exterior. Sea ω ∈ Ωp(U,F ) una forma diferen-

cial de orden p, y considerando la aplicación que envia ω → Ap(E;F ) y su

aplicación derivada ω′ : U → L (E;Ap(E;F )); para todo x ∈ U tenemos
(
ω′(x) · ξ0

)
· (ξ1, · · · , ξp) ∈ F

entonce ω′(x) puede considerarse un elemento de A1,p(E;F ) que podemos

extender a

ϕ1,p : A1,p(E;F )→ Ap+1(E;F )

Definición B.6. Definimos la diferencial exterior de una forma diferen-
cial de orden p, como la forma diferencial dω ∈ Ωp+1(U,F ) de orden p + 1

definida por

(dω)(x; ξ0, · · · , ξp) =

p
∑

i=0

(−1)i(ω′(x) · ξi) · (ξ1, · · · , ξ̂i, · · · , ξp)
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La diferencial exterior es una aplicación compuesta que env́ıa

U
ω′

−→ A1,p(E;F )
ϕ1,p−−→ Ap+1(E;F )

Proposición B.29. Si f ∈ F(E) es una función y ω ∈ Ωp(E,F ) es una
p-forma diferencial, se tiene

d(f · ω) = (df) ∧ ω + f · (dω)

Proposición B.30. Si α ∈ Ωp(E,F ) y β ∈ Ωq(E,F ) son formas dife-
renciales de orden p y q respectivamente entonces

d(α ∧ β) = (dα) ∧ β + (−1)pα ∧ (dβ)

La diferencial d(α ∧ β) ∈ Ωp+q+1(E,F ) es de orden p+ q + 1.

Teorema B.26. Sea ω ∈ Ωp(E,F ) una forma diferencial de orden p,
entonces se tiene que

d(dω) = 0

B.2.4. Cambio de variable. Sea U ⊂ E un abierto de un espacio de

Banach E y considere una forma diferencial ω : U → Ap(E;F ) de orden p.
Adicionalmente consideremos una aplicación ϕ entre espacios de Banach

ϕ : U ′ → U(B.2)

con U ′ ⊂ E′. Definimos una forma diferencial de orden p

ϕ∗ω : U ′ → Ap(E;F )

como la forma diferencial deducida de ω [19] por el cambio de variable (B.2).

A esta aplicación de una forma diferencial se conoce en los libros de texto

del idioma inglés como pullback, que no se conoce una traducción aceptada

al español.

Lo que tendremos es que la forma ϕ∗ω nos proporcionará el valor de

la forma diferencial en un punto y ∈ U ′ para un conjunto de vectores

η1, · · · , ηp ∈ E′, y este valor estará dado por

(ϕ∗ω)(y; η1, · · · , ηp) = ω(ϕ(y);ϕ′(y) · η1, · · · , ϕ′(y) · ηp)
donde se tiene que ϕ′(y) ∈ L (E′;E).

Proposición B.31. El cambio de variable ϕ : U ′ → U asocia a toda
forma diferencial ω ∈ Ωp(U,F ) una forma diferencial ϕ∗ω ∈ Ωp(U ′, F ). Por
lo tanto

ϕ∗ : Ωp(U,F )→ Ωp(U ′, F )

es una aplicación lineal.

Teorema B.27. La aplicación ϕ∗ respeta la multiplicación exterior.
Sean α ∈ Ωp(U,F ) y β ∈ Ωq(U,G) dos formas diferenciales y sea Φ :

F ×G→ H una aplicación bilineal entre espacios de Banach, entonces

ϕ∗(α ∧Φ β) = (ϕ∗α) ∧Φ (ϕ∗β).
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Teorema B.28. Si ϕ : U ′ → U y f : U → F son suaves entonces se
tiene

ϕ∗(df) = d(ϕ∗f).

Además, si consideramos ω ∈ Ωp(U,F ) tal que ω : U → Ap(E;F ) se tiene

ϕ∗(dω) = d(ϕ∗ω).

Proposición B.32. Sean U ⊂ E, U ′ ⊂ E′, U ′′ ⊂ E′′ abiertos de tres
espacios de Banach y sean dos aplicaciones

ϕ : U ′ → U, ψ : U ′′ → U ′.

Consideremos la composición (ϕ ◦ ψ) : U ′′ → U , entonces la aplicación

(ϕ ◦ ψ)∗ : Ωp(U,F )→ Ωp(U ′′, F ).

es equivalente a la composición

(ϕ ◦ ψ)∗ = ψ∗ ◦ ϕ∗.

B.2.5. El teorema de Poincaré. Antes de enunciar el teorema de

Poincaré, necesitaremos un par de definiciones

Definición B.7. Un subconjunto U de un espacio vectorial E se dice
estrellado con respecto a uno de sus puntos x0, si para cualquier x ∈ U ,
el segmento x0x, formado por los puntos (1 − t)x0 + tx (para 0 ≤ t ≤ 1)
está contenido en U .

Dada la definición, podemos ver que todo conjunto estrellado es un con-

junto conexo. También vemos que todo conjunto convexo es un conjunto

estrellado.

Definición B.8. Una forma diferencial ω ∈ Ωp(U,F ) de orden p defi-
nida de un abierto U ⊂ E a F espacios de Banach, se dice que es cerrada

si

dω = 0,

Teorema B.29 (Poincaré). Sean E y F dos espacios de Banach y sea U
un abierto de E, estrellado con respecto a uno de sus puntos. Si ω ∈ Ωp(U,F )

satisface

dω = 0,

entonces existe una forma diferencial α ∈ Ωp−1(U,F ) de grado p− 1 tal que

dα = ω.(B.3)

A una forma diferencial ω que cumple la propiedad (B.3) se dice que es
exacta.
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El teorema de Poincaré nos indica una caracteŕıstica muy utilizada en

los sistemas Hamiltonianos sobre variedades simplécticas. Cuando se tiene

un campo vectorial simpléctico X, la 1-forma asociada iXω es una forma

cerrada, es decir

d(iXω) = 0.

Pero si además el campo vectorial es Hamiltoniano X, se tiene que la 1-

forma iXω es exacta lo que indica que existe una función H ∈ F(M) tal

que

iXω = dH.

para especificar esta relación, se denota al campo vectorial X = XH y se

dice que es un campo vectorial Hamiltoniano, con función Hamiltoniana

H : M → R
Entonces, el teorema de Poincaré nos indica que si se tiene una forma

diferencial cerrada definida sobre un abierto U ⊂ E de un espacio de Banach,

tal que ese abierto sea un conjunto convexo simplemente conexo (o que se

pueda encontrar una vecindad con estas caracteŕısticas), entonces esa forma

diferencial es localmente exacta.

En términos de campos vectoriales se puede decir que todo campo vec-

torial simpléctico es localmente Hamiltoniano.

En realidad, el teorema de Poincaré es mucho más poderoso, para ello

debemos notar que la derivada exterior de una forma diferencial nos permite

crear sucesiones entre los espacios vectoriales Ωp(M) para 0 ≤ p ≤ n, donde

n es la dimensión de la variedad M .

B.2.6. Cohomoloǵıa de De Rham. Para toda variedad M de dimen-

sión n existe una sucesión exacta larga de espacios vectoriales

0
i−→ R

i−→ F(M)
d−→ Ω1(M,R)

d−→ · · · d−→ Ωn−1(M,R)
d−→ Ωn(M,R)

d−→ 0

generada por la derivada exterior de formas diferenciales

d : Ωp(M)→ Ωp+1(M).

Entonces, dada una forma diferencial α ∈ Ωp(M) de orden p y un punto x ∈
M podemos encontrar una vecindad U ⊂M de x y una forma β ∈ Ωp−1(M)

de grado (p− 1) tal que α = dβ sobre U .

Sin embargo, puede ser que la forma β ∈ Ωp−1(M) de grado (p − 1) no

este definida o no se pueda extender a toda la variedad M . Como conse-

cuencia, para resolver α = dβ localmente, una condición necesaria es que

dα = 0. Sin embargo para resolver esta ecuación globalmente existen obs-

trucciones topológicas. Para explicarlo se requiere considerar la cohomoloǵıa
de De Rham.

Definición B.9. Denotemos al conjunto de las formas diferenciales ce-
rradas de grado k por F k(M) y por Bk(M) a las exactas. Estos forman
espacios vectoriales y en particular se tiene que Bk(M) ⊂ F k(M) es un
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subespacio. Para 0 ≤ k ≤ n, definimos el k-ésimo grupo de cohomoloǵıa
Hk(M) de M como el cociente

Hk(M) := F k(M)/Bk(M).

Se puede demostrar que estos objetos son invariantes topológicos del

espacio subyacente. De manera más precisa, el teorema de de Rham nos

indica que estos grupos son los duales a los grupos singulares de homoloǵıa

del espacio.



APÉNDICE C

Funciones e integrales eĺıpticas

Se puede ver un tratamiento completo en [40] o [59] sobre este tópico.

• • •

C.1 Integrales eĺıpticas.

Consideremos un polinomio P ∈ C[z] de grado 3 o 4 con ráıces diferentes.

La diferencial holomorfa

du =
dz

√

P (z)
,

se identifica de manera natural con la curva eĺıptica {y2 = P (z)} ∈ C2

mediante el isomorfismo entre el haz tangente TC y C2 dado por y = dz
du .

La curva eĺıptica {y2 = P (z)} define una superficie de Riemann Σ cuya

topoloǵıa es la de un toro agujerado a lo más en 4 puntos.

Sea Q ∈ C(x, y) un cociente de polinomios de dos variables con coeficien-

tes complejos de la forma Q(x, y) =
R(x,y)
S(x,y) , donde R(x, y), S(x, y) ∈ C[x, y] ,

S(x, y) 6= 0 y R(x, y), S(x, y) sin factor común. Entonces la integral compleja

∫ w

w0

Q(x, y)dx, w0, w ∈ C,(C.1)

sobre la curva eĺıptica {y2 = P (x)} es una integral eĺıptica general.

Los polinomios R(x, y) y S(x, y) restringidos a la curva eĺıptica {y2 =

P (x)} se pueden descomponer de la forma

R(x, y) = Pa1(x) + Pa2(x)y,
S(x, y) = Pa3(x) + Pa4(x)y,

(C.2)
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donde Pai ∈ C[x] son polinomios de grado ai ∈ N, i = 1, . . . , 4. Las ex-

presiones (C.2) permiten escribir la integral (C.1) en términos de integrales

eĺıpticas más elementales.

Definición C.1. Una integral eĺıptica se dice que es de primera especie

si Q(x, y)dx induce sobre {y2 = P (x)}, por restricción, una 1-forma que no
tiene polos. Se dice que es de segunda especie si únicamente tiene polos con
residuo cero. Se dice que es de tercera especie si no es de primera o segunda
especie.

De manera canónica tenemos que las integrales eĺıpticas de primera y

segunda especie pueden escribirse como
∫ w

w0

dx

y
,

∫ w

w0

x2dx

y
, x ∈ C, y =

√

P (x).(C.3)

Nota C.15. Si el polinomio P (x) tiene grado mayor que 4 y sus ráıces
son todas distintas entonces la curva {y2 = P (z)} se conoce como una curva
hipereĺıptica y a las integrales del tipo (C.1) se les conoce como integrales
hipereĺıpticas generales.

C.1.1. Integrales eĺıpticas de Jacobi. La teoŕıa de Jacobi para

las funciones e integrales eĺıpticas se refiere a las curvas eĺıpticas

y2 = (1− x2)(1 − k2x2).(C.4)

En ellas, las integrales eĺıpticas de primera, segunda y tercera1 especie están

dadas por

F (u, k) =

∫ u

0

dx
√

(1− x2)(1 − k2x2)
,(C.5)

E(u, k) =

∫ u

0

√

1− k2x2

1− x2
dx,(C.6)

Π(α, u, k) =

∫ u

0

dx

(1− αx2)
√

(1− x2)(1 − k2x2)
,(C.7)

donde u ∈ C.

Nota C.16. El nombre de integrales eĺıpticas proviene de la integral
E(u, k) que corresponde a la longitud de arco de una elipse con excentri-
cidad e = k. La integral F (u, k) también aparece al considerar el área de
un sector de una elipse de excentricidad e = k, de manera menos evidente.
Cuando k = 0 la eĺıpse se convierte en una circunferencia y ambas funciones
coinciden. En este caso, el área de un sector es igual a la mitad de longitud

1No existe una forma canónica para la integral eĺıptica de tercera especie de Jacobi.
En este trabajo adoptamos esta notación que corresponde a la notación utilizada para
las soluciones del problema de Sitnikov en [24] y [40]. En [59] cambia la notación y se le
denomina la función Λ(α, u, k), pero debemos notar que se utiliza el argumento α mientras
que en la integral se utiliza el término (1 − α2x2) con el término α2 al cuadrado.
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de arco sobre la circunferencia unitaria. En el texto de Markusevich [66] se
da un tratamiento geométrico a estas funciones como una generalización del
seno trigonométrico.

Se conoce como integral eĺıptica completa de primera especie, a la inte-

gral

K = K(k) =

∫ 1

0

dz
√

(1− z2)(1− k2z2)
,(C.8)

aśı que formalmente a la integral (C.5) se le llama la integral eĺıptica in-
completa de primera especie. Nótese que K = F (1, k) y está completamente

determinada por el módulo k. De la misma forma se tienen las integrales

eĺıpticas completas de segunda y tercera especie dadas por

E(k) = E(1, k), y Π(α, k) = Π(α, 1, k).(C.9)

La integral completa de primera especie es de vital importancia en la

construcción de la ret́ıcula de periodos de las funciones eĺıpticas, como se

verá más adelante.

C.1.2. Superficies de Riemann. Toda integral eĺıptica es multivalua-

da y su integrando posee cuatro puntos de ramificación que corresponden a

las ráıces del polinomio P (x). Cuando el polinomio es de grado 3, el cambio

de carta x 7→ 1
u permite ver que el valor u = 0 es un punto de ramificación

por lo que en la carta original, el punto de ramificación corresponde a x =∞
en Ĉ = C ∪ {∞}. Para obtener una función univaluada, se construye la su-

perficie de Riemann Σ de género 1 que corresponde a un doble recubrimiento

de Ĉ ramificado en las ráıces de P (x).

1/k−1/k
−1 1

−

Σ

Σ

+

sn(u,k)

sn (u,k)−1

Figura C.1. La superficie de Riemann Σ para F (u, k).
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• • •

C.2 Funciones eĺıpticas.

Partiremos de la definición de función eĺıptica dada en [26].

Definición C.2. Sea L = L(λ1, λ2) una ret́ıcula del plano complejo de
la forma

L =

{

mλ1 + nλ2 ∈ C| m,n ∈ Z, λ1, λ2 ∈ C, ℑ
(
λ1

λ2

)

6= 0

}

.

Una función meromorfa f :→C∪{∞} se llama función eĺıptica con respecto
de L si para todos los z ∈ C y Ω ∈ L, se cumple que f(z + Ω) = f(z).

λ

λ2

1

0

Figura C.2. La ret́ıcula L.

En otras palabras, una función eĺıptica es una función meromorfa, doble-

mente periódica sobre el plano complejo. Esta definición se aplica a funciones

eĺıpticas generales definidas como funciones inversas de la integral eĺıptica

(C.1). A continuación daremos una definición alternativa de función eĺıptica

(de primera especie).

Definición C.3. Sea P (x) = (x − α1)(x − α2)(x − α3)(x − α4) un

polinomio de grado 4 en Ĉ = C ∪∞ con todas sus raices αi distintas. Una
función eĺıptica de primera especie es la función inversa a la integral eĺıptica
de primera especie

∫ x

x0

dx
√

P (x)
, x ∈ C.

El teorema de la inversión de Jacobi [40] nos asegura que la integral

siempre está definida y por lo tanto la función inversa está bien definida. La

relación entre los valores λ1 y λ2 de la Definición C.1 con la inversa de la

integral de la Definición C.2 está dada por

λ1 = 2

∫ αj

αi

dx
√

P (x)
, λ2 = 2

∫ αl

αi

dx
√

P (x)
,



C.3 Funciones eĺıpticas de Jacobi. 145

para alguna permutación σ(α1, α2, α3, α4) = (αi, αj , αk, αl) de las ráıces

del polinomio P (x). (Véase que el ĺımite inferior de ambas integrales es el

mismo.)

Las ráıces de P (x) permitieron desarrollar diferentes notaciones dadas

por Jacobi, Weierstrass [59], Legendre y recientemente por Karcher [53], de

donde se tienen las integrales eĺıpticas de primera especie

Jacobi
∫

dx√
(1−x2)(1−k2x2)

, k ∈ C \ {−1, 0, 1},
Weierstrass

∫
dx√

4x3−g2x−g3
, (g3

2 − 27g2
3) ∈ C \ {0},

Legendre
∫

dx√
x(x−1)(x−λ)

, λ ∈ C \ {0, 1,∞},
Karcher

∫
dx√

(a2−x2)(1−a2x2)
, a ∈ C \ {−1, 0, 1}.

Se puede llevar un polinomio genérico P (x) de grado 4 a cualquiera de

las formas canónicas de la lista anterior, mediante una translación y una

transformación de Möbius. En el caso de la teoŕıa de Jacobi (que revisa-

remos más adelante), se obtienen las transformaciones que llevan cualquier

polinomio de grado 4 con ráıces reales ai ∈ R en

(x− a1)(x− a2)(x− a3)(x− a4) 7→ (1− x2)(1 − k2x2),

donde 0 < k < 1. Para efectos de cálculo práctico ésta es la representación

más utilizada. Dichas transformaciones se pueden revisar en los caṕıtulos 2

y 3 de [59].

• • •

C.3 Funciones eĺıpticas de Jacobi.

Se define al seno eĺıptico de Jacobi como la función inversa de la integral

eĺıptica de primera especie

u =

∫ φ

0

dz
√

(1− z2)(1 − k2z2)
,(C.10)

es decir sn(u, k) = φ donde k ∈ C \ {−1, 0, 1} es el módulo de la función.

A partir de esta función se definen otras dos funciones eĺıpticas, de la

manera siguiente,

cn(u, k) =
√

1− sn2(u, k),(C.11)

dn(u, k) =
√

1− k2sn2(u, k),(C.12)

conocidas como el coseno eĺıptico de Jacobi y y la función delta de Jacobi,

respectivamente.

A la función sn(u, k) también se le conoce como seno de amplitud [68]

ya que se tiene la identidad sn(u, k) = sin(am(u, k)), donde

am(u, k) =

∫ u

0
dn(u, k)du.
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Inmediatamente de la definición de estas funciones podemos establecer

las siguientes identidades:

cn2(u, k) + sn2(u, k) = 1,(C.13)

dn2(u, k) + k2sn2(u, k) = 1,(C.14)

en donde notamos su gran semejanza con las funciones trigonométricas sin(t)
y cos(t).

Existen varias propiedades que pueden deducirse directamente de las

definiciones. De las expresiones (C.11) y (C.12) vemos que las funciones

cn(u, k) y dn(u, k) son pares con respecto de u mientras que sn(u, k) es

impar. A partir de la integral (C.10), podemos ver que si el módulo k de la

función sn(u, k) es igual a cero, entonces:
∫ φ

0

dz
√

(1− z2)(1 − k2z2)
=

∫ φ

0

dz
√

(1− z2)
,

de donde

sn(u, 0) = sin(u),

cn(u, 0) = cos(u),

dn(u, 0) = 1,

K =
π

2
.

Ello que nos permite ver que las funciones eĺıpticas de Jacobi son una genera-

lización de las funciones trigonométricas.

cn(x,0.1)

sn(x,0.1)

dn(x,0.1)

−1

1

−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4

Figura C.3. Gráfica de las funciones eĺıpticas para k = 0.1

con argumento real.

cn(x,0.6)

sn(x,0.6)

dn(x,0.6)

−4 0
−1−2−3 1 2 3 4

−1

1

Figura C.4. Gráfica de las funciones eĺıpticas para k = 0.6

con argumento real.
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• • •

C.4 Argumento imaginario.

Primero se expresará a sn(iu, k) = w en términos de sn(u, k). Tomemos

la función inversa

iu =

∫ w

0

dz
√

(1− z2)(1 − k2z2)
,

y hagamos el cambio de variable z = i ψ√
1−ψ2

para obtener

iu = i

∫ −i w√
1+w2

0

dψ
√

(1− ψ2)(1− k′2ψ2)

.

Cancelando i y aplicando la función sn( ) en ambos miembros de la ecuación

anterior obtenemos

sn(u, k′) = −i w√
1 + w2

,

donde k′ es el módulo complementario definido por k′ =
√

1− k2. Inmedia-

tamente se tiene la identidad k′2 + k2 = 1. Despejemos w y sustituyamos

w = sn(iu, k) para obtener la relación

sn(iu, k) = i
sn(u, k′)

√

1− sn2(u, k′)
,

que estabamos buscando. Para obtener las relaciones equivalentes para cn( )

y dn( ) aplicamos las definiciones (C.11) y (C.12). Finalmente obtenemos

sn(iu, k) = i
sn(u, k′)
cn(u, k′)

,(C.15)

cn(iu, k) =
1

cn(u, k′)
,(C.16)

dn(iu, k) =
dn(u, k′)
cn(u, k′)

.(C.17)

Al considerar el ĺımite del módulo complementario k′ → 0, implica que

k → 1 y se obtienen los siguientes ĺımites

sn(u, 1) =
sinh(u)

cosh(u)
,(C.18)

cn(u, 1) =
1

cosh(u)
,(C.19)

dn(u, 1) =
1

cosh(u)
.(C.20)

Esto es muy interesante porque vemos que las funciones de Jacobi se trans-

forman en cocientes de las funciones hiperbólicas cuando k → 1.
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sn(x,1)=tanh(x)

dn(x,1)=cn(x,1)=

−1

1

0−1−2−3−4 1 2 3 4

cosh(x)

1

Figura C.5. Gráfica de las funciones eĺıpticas para k = 1,

con argumento real.

• • •

C.5 Derivadas de las funciones

eĺıpticas de Jacobi.

Dada la identificación de la diferencial holomorfa

du =
dz

√

(1− z2)(1− k2z2)
,

con una curva eĺıptica y2 = (1− z2)(1− k2z2), podemos escribir

(z′)2 = (1− z2)(1 − k2z2)

que tiene como solución z = sn(u, k). Reescribiendo esta ecuación tenemos

d

du
sn(u, k) = cn(u, k)dn(u, k).(C.21)

Derivando (C.11) y (C.12) tenemos

d

du
cn(u, k) = −sn(u, k)dn(u, k),(C.22)

d

du
dn(u, k) = −k2sn(u, k)cn(u, k).(C.23)

En la Sección C.7, se establece que las singularidades de los miembros

derechos de las expresiones (C.21), (C.22) y (C.23) son polos dobles con

residuos iguales a cero (ver la sección C.7 más adelante). Esto implica que

la integral de dichas expresiones no depende de la trayectoria de integración

y entonces están bien definidas.

• • •

C.6 Teorema de la adición.

A continuación enunciaremos el teorema de la adición para las funciones

eĺıpticas de Jacobi. Para una referencia completa de la demostración del

teorema de la adición, el caṕıtulo 4 de [68], también pueden leer la sección

2.4 de [59].
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Teorema C.30. Sean α y β dos números complejos en el dominio de
sn(z, k), entonces se tiene que

sn(α+ β) =
sn(α)cn(β)dn(β) + sn(β)cn(α)dn(α)

1− k2sn2(α)sn2(β)
.(C.24)

La idea de la demostración del teorema de la adición se basa en encontrar

una integral algebraica a partir de una ecuación diferencial.

Utilizando las definiciones de cn( ) y dn( ), con un poco de álgebra se

obtienen las relaciones

cn(α+ β) =
cn(α)cn(β)− sn(α)sn(β)dn(α)dn(β)

1− k2sn2(α)sn2(β)
,(C.25)

dn(α+ β) =
dn(α)dn(β)− k2sn(α)sn(β)cn(α)cn(β)

1− k2sn2(α)sn2(β)
,(C.26)

donde hemos omitido el módulo para hacer más legible las expresiones.

• • •

C.7 Periodicidad y polos.

Para obtener los valores de los periodos de una función eĺıptica genérica,

se deben considerar dos integrales a lo largo de los contornos simples γ1, γ2

que unen dos puntos de ramificación con un tercer punto común. Es decir,

si los puntos de ramificación son (α1, α2, α3, α4) entonces seleccionamos uno

de ellos como un punto común, digamos α1, y consideramos los dos valores

de la integral de primera especie de la siguiente forma: el primer valor a lo

largo de γ1 que una α1 con α2 y el segundo valor a lo largo de γ2 que una

α1 con α3. Espećıficamente tenemos los periodos determinados por

ω1 = 2

∮

γ1

dx

y
= 2

∫ α2

α1

dx

y
,(C.27)

ω2 = 2

∮

γ2

dx

y
= 2

∫ α3

α1

dx

y
.(C.28)

El coeficiente 2 se requiere para considerar los contornos γ1 y γ2 como ĺımites

de curvas simples cerradas que encierran a los parejas de puntos de ramifi-

cación (α1, α2) y (α1, α3), como se ve en la Figura C.6.

Los periodos del seno eĺıptico de Jacobi son

4K = 4K(k) = 4

∫ 1

0

dz
√

(1− z2)(1 − k2z2)
,(C.29)

2iK ′ = 2iK ′(k) = 2

∫ 1
k

1

dz
√

(1− z2)(1 − k2z2)
.(C.30)

A continuación se muestran diversas identidades de las funciones eĺıpti-

cas de Jacobi que nos permiten determinar los periodos y polos de cada
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α

α

α

α2

3

4

γ

γ2

1

1

Figura C.6. Periodos fundamentales para una función

eĺıptica genérica.

−1 1

0

1/κ

K’

−1/κ

K

Figura C.7. Periodos fundamentales para sn(u, k).

una de las tres funciones. Apliquemos la función sn( ) a ambos lados de la

expresión (C.29), obtendremos las relaciones

sn(K,k) = 1,(C.31)

cn(K,k) =
√

1− sn2(K,k) = 0,(C.32)

dn(K,k) =
√

1− k2sn2(K,k) =
√

1− k2 = k′.(C.33)

Utilizando el teorema de la adición con el argumento K−t, t ∈ R, obtenemos

sn(K − t, k) =
cn(t, k)

dn(t, k)
,(C.34)

cn(K − t, k) = k′
sn(t, k)

dn(t, k)
,(C.35)

dn(K − t, k) =
k′

dn(t, k)
.(C.36)
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Sustituyendo t por −t, tenemos

sn(K + t, k) =
cn(t, k)

dn(t, k)
= sn(K − t, k),(C.37)

cn(K + t, k) = −k′ sn(t, k)

dn(t, k)
= −cn(K − t, k),(C.38)

dn(K + t, k) =
k′

dn(t, k)
= dn(K − t, k).(C.39)

Cambiando ahora t por K + t, encontramos

sn(t+ 2K,k) = −sn(t, k),(C.40)

cn(t+ 2K) = −cn(t, k),(C.41)

dn(t+ 2K) = dn(t, k),(C.42)

de donde se deduce que uno de los periodos de dn(t, k) es 2K. Finalmente,

cambiando t por t+ 2K en las dos primeras fórmulas, obtenemos

sn(t+ 4K,k) = sn(t, k), cn(t+ 4K,k) = cn(t, k).

Una vez establecida la periodicidad en el sentido del eje real, las fórmulas

(C.15), (C.16) y (C.17) nos llevan a obtener las siguientes relaciones

sn(i(u+ 2K ′), k) = sn(iu, k′),

cn(i(u+ 2K ′), k) = −cn(iu, k′),

dn(i(u+ 2K ′), k) = −dn(iu, k′),

donde vemos que sn( ) tiene un periodo i2K ′. Aplicando nuevamente el

argumento i(u+2K ′) a las dos últimas fórmulas, tendremos que tanto cn( )

como dn( ) tienen periodos i4K ′. Aśı, los periodos de las funciones de Jacobi

son

w1 = 4mK + i2nK ′, sn(u, k),(C.43)

w2 = 4mK + i4nK ′, cn(u, k),(C.44)

w3 = 2mK + i4nK ′, dn(u, k),(C.45)

con m,n ∈ Z.

Ahora utilicemos el teorema de la adición y las fórmulas (C.15), (C.16)

y (C.17) para obtener los polos de estas funciones. Si z = x+ iy tendremos

sn(x+ i y, k) =
sn(x, k) dn(y, k′) + i sn(y, k′) cn(x, k) cn(y, k′) dn(x, k)

cn2(y, k′) + k2 sn2(x, k) sn2(y, k′)
,

cn(x+ i y, k) =
cn(x, k) cn(y, k′)− i sn(x, k) sn(y, k′) dn(x, k) dn(y, k′)

cn2(y, k′) + k2 sn2(x, k) sn2(y, k′)
,

dn(x+ i y, k) =
dn(x, k) cn(y, k′) dn(y, k′) − ik2 sn(x, k) cn(x, k) sn(y, k′)

cn2(x, k′) + k2 sn2(x, k) sn2(y, k′)
,

debido a que las funciones sn( ), cn( ) y dn( ), definidas sobre el plano

complejo de la manera anterior, son racionales, entonces estas funciones
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tienen sus polos en aquellos valores de z = x+iy que anulen al denominador.

Esto nos lleva a la relación

cn2(y, k′) + k2 sn2(x, k) sn2(y, k′) = 0,

donde 0 < k, k′ < 1.

Ya que x, y son reales, la relación anterior se cumple si se dan simultánea-

mente las condiciones

cn(y, k′) = 0 y sn(x, k) sn(y, k′) = 0.

Si cn(y, k′) = 0, entonces sn(y, k′) = ±1, por lo tanto sn(x, k) debe ser cero.

De aqui se deduce que

x = 2mK y y = (2n − 1)K ′,

que podemos escribir como

z = 2mK + i (2n − 1)K ′, m, n ∈ Z.(C.46)

Estos valores de z representan todos los polos posibles de las funciones elip-

ticas de Jacobi.

Para establecer cuales de esos polos pertenecen a la misma clase de

equivalencia, necesitamos un concepto adicional.

Definición C.4. Consideremos la ret́ıcula L = L(λ1, λ2) asociada a
una función eĺıptica f . Un dominio fundamental de la función eĺıptica f
con respecto de la ret́ıcula L basado en z0, es el conjunto

Df (z0) = {z0 + µλ1 + δλ2 ∈ C| 0 ≤ µ, δ < 1}.(C.47)

Las singularidades de las tres funciones eĺıpticas se encuentran en u =

2mK + i(2n − 1)K ′. Consideremos el dominio fundamental Dsn(0) de la

función sn(u, k), donde podemos ver que existen dos singularidades: una en

u = iK ′ y la otra en u = 2K + iK ′.
Para conocer el valor de los residuos de estos polos debemos obtener el

desarrollo en serie de cada una de las funciones eĺıpticas en una vecindad de

u = 0. El desarrollo de cada una de las tres funciones es

sn(u, k) = u− 1

3!
(1 + k2)u3 +

1

5!
(1 + 14k2 + k4)u5 − ... ,(C.48)

cn(u, k) = 1− 1

2!
u2 +

1

4!
(1 + 4k2)u4 − ... ,(C.49)

dn(u, k) = 1− 1

2!
k2u2 +

1

4!
(4k2 + k4)u4 − ... .(C.50)

Aplicando el teorema de la adición con argumento z = x+ iy obtenemos

sn(iK ′ + u) =
1

k sn(u, k)
.(C.51)

Mediante el desarrollo en serie en una vecindad de u = 0 tenemos

sn(iK ′ + u) =
1

ku
+

1

6k
(1 + k2)u+ ... ,(C.52)
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de donde vemos que sn( ) tiene un polo simple en u = iK ′ con residuo

1/k. La otra singularidad que existe en el dominio fundamental Dsn(0) es

u = 2K + iK ′. Calculando tenemos que

sn(2K + iK ′ + u) = −sn(iK ′ + u) = − 1

ku
+ ...,(C.53)

por lo tanto sn( ) tiene un polo simple en u = 2K + iK ′ con residuo −1/k.
Aplicando el mismo procedimiento para cn( ) y dn( ), obtendremos los

residuos de las singularidades correspondientes. Sin embargo, sabemos que

los dominios fundamentales de ambas funciones son diferentes (tomados a

partir de las fórmulas (C.43), (C.44) y (C.45)). En un dominio fundamen-

tal Dcn(0) tenemos las singularidades u = iK ′ y u = 2K + iK ′, mientras

que en un dominio Ddn(0), tenemos las singularidades u = iK ′ y u = 3iK ′.
Calculemos cuales son los residuos de cada una de las singularidades ante-

riores.

Para cn( ) tenemos que

cn(iK ′ + u) =
dn(u, k)

ik sn(u, k)
,(C.54)

cn(2K + iK ′ + u) = −cn(iK ′ + u)(C.55)

y utilizando el desarrollo en serie alrededor de u = 0 tenemos

cn(iK ′ + u) =
1

iku
+

1

6ik
(1− 2k2)u+ ... ,(C.56)

cn(2K + iK ′ + u) = − 1

iku
− 1

6ik
(1− 2k2)u+ ... .(C.57)

Las relaciones anteriores muestran que cn( ) tiene un polo simple con residuo

−i/k en u = iK ′, mientras que u = 2K+iK ′ es otro polo simple con residuo

i/k.
Finalmente, para dn( ) tenemos que

dn(iK ′ + u) =
cn(u, k)

i sn(u, k)
,(C.58)

dn(3iK ′ + u) = −dn(iK ′).(C.59)

Utilizando el desarrollo en serie alrededor de u = 0 tenemos

dn(iK ′ + u) =
1

iu
− 1

6i
(2− k2)u+ ... ,(C.60)

dn(3iK ′ + u) = − 1

iu
+

1

6i
(2− k2)u+ ... ,(C.61)

de donde podemos ver que dn( ) tiene dos polos simples en u = iK ′ y

u = 3iK ′ con residuos −i e i respectivamente.

Utilizando un poco de álgebra podemos ver que el producto de cua-

lesquiera dos de estas funciones produce polos dobles en cada singularidad

(por la fórmula (C.46), las tres funciones comparten el mismo conjunto de
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singularidades), con residuo cero. Por lo tanto, las integrales
∫

cn(u, k) dn(u, k)du = sn(u, k),(C.62)

∫

−sn(u, k) dn(u, k)du = cn(u, k),(C.63)

∫

−k2 sn(u, k) cn(u, k)du = dn(u, k)(C.64)

están bien definidas y son univaluadas, aśı que
∫

sn′(u, k) = sn(u, k) está bien

definida. Esto mismo sucede con las integrales de los cuadrados de las fun-

ciones de Jacobi
∫

sn2(u, k) du,(C.65)

∫

cn2(u, k) du,(C.66)

∫

dn2(u, k) du(C.67)

En particular, la última integral se conoce como la función E de Jacobi:

E(u, k) =

∫ u

0
dn2(v, k)dv,(C.68)

que es una integral eĺıptica de segunda especie.

• • •

C.8 Transformaciones del módulo.

Existen dos transformaciones básicas del módulo k. La primera se obtuvo

al considerar el argumento imaginario y enviaba k 7→
√

1− k2. La otra

transformación básica corresponde a enviar k 7→ 1
k .

En esta sección veremos como se transforman las funciones de Jacobi

bajo la transformación del módulo k 7→ 1
k . El método es realizar un cambio

de variable de la forma

φ = k z.(C.69)

Sea sn(w, k) = ϕ, entonces:

w =

∫ ϕ

0

dz
√

(1− z2)(1− k2z2)
.(C.70)

Aplicando el cambio de variable (C.69) en la fórmula (C.70), tenemos

z = 1
kφ y dz = 1

kdφ, de aqúı:

w =
1

k

∫ kϕ

0

dφ
√

(1− 1
k2φ2)(1− φ2)

,

kw =

∫ kϕ

0

dφ
√

(1− 1
k2φ2)(1 − φ2)

,
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con lo cual el nuevo módulo de la función es 1
k . Aplicando la función sn( ) a

ambos lados de la igualdad anterior tenemos:

sn

(

kw,
1

k

)

= kϕ,

1

k
sn

(

kw,
1

k

)

= ϕ.

Finalmente, sabemos que 1
k sn(kw, 1

k ) = ϕ = sn(w, k), por lo que las funcio-

nes de Jacobi quedarán de la siguiente manera:

sn(w, k) =
1

k
sn

(

kw,
1

k

)

,

cn(w, k) = dn

(

kw,
1

k

)

,

dn(w, k) = cn

(

kw,
1

k

)

.

Nota C.17. El módulo k de las funciones eĺıpticas de Jacobi, no es una
función modular en el sentido moderno de este término. Por el contrario,
k2 = λ(τ) donde τ = i KK ′ si es una función modular y las transforma-
ciones descritas en esta sección corresponden a los generadores del grupo
anharmónico H. Estos generadores se escriben como

λ 7→ 1− λ, y λ 7→ 1

λ
,(C.71)

por lo tanto, los campos de funciones meromorfas M (T ) sobre el toro com-
plejo T = C/L que son isomorfos a M(T ) ∼= C(sn, sn′) son conformemente
equivalentes si y sólo si k2 ∈ H. En la teoŕıa de Weierstrass sólo existe un
representante ℘ para cada toro complejo T tal que M(T ) ∼= C(℘,℘′).

Existen varias transformaciones adicionales para el módulo, que pueden

generalizarse considerando transformaciones de tipo

k1 =
c+ d k

a+ b k
,

donde a, b, c, d ∈ Z tal que 0 < (ad−cb). Sin embargo, las funciones eĺıpticas

obtenidas ya no son conformemente equivalentes. Para una discusión más

extensa acerca de las transformaciones modulares, el lector puede revisar el

caṕıtulo 9 de [59].
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Physics 590, Benest and C. Froeschlé (eds), Singularities in Gravitational Systems,
Springer-Verlag, pp 1-24.

[19] H. Cartan, Formas Diferenciales, Editorial Omega, 1972.

 http://web.mit.edu/~cmcaram/www/pubs/ergodic_theory.pdf


158 Bibliograf́ıa

[20] J. Chazy, Sur l’allure du mouvement dans le problème des trois corps quand le temps
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isotrópico

subespacio vectorial, 3
isotroṕıa
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simpléctico, 3

subgrupo de isotroṕıa, 19
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