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Resumen

Los limites inductivos han sido estudiados por diversos autores y en diversas categorias,
cada uno de ellos con su complejidad; sin embargo son muy utilizados pues hay algunas
propiedades que se preservan a través de ellos, pero hay propiedades que no como por ejemplo
el de ser de Hausdorff o de Fréchet.

En este trabajo presentamos y describimos con detalle e ilustramos con ejemplos las prin-
cipales nociones y resultados relacionados con los limites inductivos en la categoria de los
espacios vectoriales localmente convexos, espacios vectoriales bornoldgicos y en diferentes
tipos de dlgebras topoldgicas, a saber las localmente convexas y las localmente m-convexas.

Este trabajo estd dividido en cinco capitulos.

En el capitulo 1 damos una breve introduccién sobre la importancia de, en palabras del
matematico Henri Hogbe Nlend, “A caminar sobre las dos piernas”. Una la topologia, otra
la bornologia.

En el capitulo 2 abordamos algunos de los conceptos, notaciones y propiedades basicas
en espacios localmente convexos, asi como en algebras topolégicas. Ademads en las corres-
pondientes secciones introducimos el estudio de dualidad, el cual juega un papel importante
en el desarrollo de la teoria de espacios localmente convexos, de los limites inductivos, las
diferentes topologias convexas en los espacios duales caracterizadas por el teorema de Mackey-
Arens, cuyo estudio requiere de elementos més profundos de topologia general y a los espacios
barrilados cuya nocién es itil en muchos otros contextos. El material anteriormente mencio-
nado es necesario para hablar ampliamente sobre limites inductivos en las diversas categorias
abordadas en los proximos capitulos.

En el capitulo 3 nos dedicamos a estudiar los limites inductivos de espacios vectoria-
les topoldgicos. Se abordan los dos conceptos importantes para el desarrollo de esta tesis:
la topologia y la bornologia, cuyo estudio ha permitido el avance de la investigacién para
los limites inductivos topolégicos y bornoldgicos y posteriormente los limites inductivos de

algebras topoldgicas. Incluimos una descripcién de las topologias limite inductivo (6 direc-

vil



viii

to) lineal topolégico y algunas consideraciones sobre el limite proyectivo (6 inverso) lineal
topologico. Los casos especiales de cocientes, productos y sumas directas de espacios local-
mente convexos los tratamos de forma particular, asi como los resultados mas importantes de
permanencia de ciertas propiedades en los espacios localmente convexos bajo la formacién de
limites inductivos o proyectivos. Por ejemplo que todo limite inductivo de espacios barrilados
es barrilado y que todo producto o suma directa de espacios completos es completo. Ademas
introducimos las nociones bésicas de bornologia, espacios vectoriales bornolégicos y morfis-
mos lineales acotados, enfocandonos especialmente en una bornologia de un espacio vectorial
topoldgico, la bornologia de Von Neumann-Kolmogorov. Entonces pasamos al concepto de
nuestro interés, el limite inductivo bornolégico y un caso especial; los espacios de Mackey,
cuyas propiedades son muy bien preservadas mediante el limite directo o inductivo. Después
hablamos de un tipo especial de limite, el limite inductivo estricto cuyas caracteristicas per-
miten la preservacion de propiedades como el ser de Hausdorff o el ser un espacio de Montel
y con algunas hipotesis extra, la completitud o el ser un conjunto acotado en los factores asi
como en el limite. Finalmente en este capitulo se abordan algunos casos particulares de los

limites inductivos lineales topoldgicos y ejemplos.

En el capitulo 4 estudiamos los limites inductivos en la categoria de algebras topoldgicas,
para ello introducimos la definicion de limite inductivo en la categoria de algebras, para des-
pués definirlo en algebras topoldgicas. Un tipo de limite inductivo en esta categoria, estudiado
por el estadounidense Seth L. Warner en el ano de 1956, es el limite inductivo algebraico de
algebras localemente m-convexas, estudiamos las propiedades que se preservan mediante este
limite. Ademads se hace una descripcién detallada de cuando el limite inductivo topoldgico y
el limite inductivo algebraico coinciden y cuya relaciéon es importante para las topologias de
ciertos espacios localmente convexos, por ejemplo en la teoria de distribuciones y la teoria de
integracion. Tratamos algunas dlgebras especiales, algebras que poseen propiedades andlogas
a los espacios vectoriales bornolégicos: las i-bornolégicas, las P-dlgebras y las dlgebras me-
trizables. Discutimos la extension de propiedades i-bornoldgicas que se preservan mediante
el limite inductivo algebraico en estas algebras. Todo se ilustra mediante ejemplos. Poste-
riormente abordamos el limite inductivo de algebras mas generales; las algebras localmente
convexas, estudiado por el matematico italiano Alberto Arosio en el ano de 1974. Aqui se
proponemos un estudio reemplazando la m-convexidad por la convexidad. Enfatizamos sobre
la falta de una hipétesis en uno de los resultados importantes para este tipo de limite y ha-
cemos una serie de demostraciones originales para resultados que senalan la descomposicion

de ciertos limites inductivos en factores de algebras mas conocidas.




X

En el capitulo 5 estudiamos en detalle el dlgebra Z(P) de todas las funciones complejo
valuadas infinitamente diferenciables de soporte compacto a modo de ilustracién, pues es una
de las algebras mas completas que posee propiedades que ejemplifican casi todos los conceptos
y propiedades descritas en esta tesis. Ademdas concluimos con un resultado importante, “el
puente” entre la bornologia y la topologia mediante el limite inductivo, cuya demostracion,

aunque sencilla, es original.
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Capitulo 1

Introduccion

Una construccion que se ha utilizado ampliamente en teoria de conjuntos, algebra, topo-
logia y otras areas de las mateméticas es la de limite inductivo o directo. Un caso especial
importante de un limite inductivo es el limite inductivo de una familia dirigida de estruc-
turas matemaéticas del mismo tipo. Sin embargo, las preguntas comienzan a surgir cuando
se conjuntan el algebra lineal, el dlgebra y la topologia, entonces si partimos de un espa-
cio vectorial y lo topologizamos de forma tal que las operaciones suma y multiplicaciéon por
escalar sean continuas y los morfismos lineales sean continuos, entonces nos trasladamos a
los espacios vectoriales topoldgicos. Andlogamente, si partimos de un algebra dotada de una
topologia compatible con su estructura algebraica (i.e. las operaciones suma, multiplicacién
escalar son continuas y el producto es separadamente continuo) y los morfismos de élgebras
son continuos, entonces nos trasladamos a la categoria de dlgebras topoldgicas, cuyo estudio
comenzoé a desarrollarse durante la década de los cuarenta del siglo XX.

Es entonces cuando surge una teoria abundante sobre el estudio de los limites inductivos en
estas dos clases, los espacios vectoriales topologicos, las dlgebras topoldgicas y en otro tipo
de espacios estudiados y caracterizados por el matematico camerunés Henri Hogbe Nlend
en su obra Bornologies and functional analysis en el ano de 1977 (ver [19]); a saber, los
espacios vectoriales bornolégicos. Ademas es importante senalar que para que muchas de
las propiedades se mantengan mediante el limite inductivo es necesario que los conceptos:
topologia y bornologia, vayan de la mano, esto lo cita Hogbe Nlend en 1971 en una de sus

conferencias:

A cada tipo de problema le corresponde necesariamente un tipo
apropiado de estructura. La bornologia y la topologia vectoriales
son dos aspectos necesarios, distintos y complementarios, de una
sola realidad. Utilizar de manera apropiada el uno o el otro es, a

nuestro entender, como saber caminar sobre ambas piernas.



Asi es como nos internamos en el estudio de los limites inductivos tanto topolégicos como
bornoldgicos en las diferentes ramas de la matematica y el puente que pudiera haber entre

la topologia y la bornologia mediante este concepto.




Capitulo 2

Preliminares

2.1. Espacios Vectoriales Topoloégicos

En esta seccién introducimos algunos aspectos basicos de la teoria de espacios vectoriales
topoldgicos .

Sea un espacio vectorial £ sobre el campo K de los nimeros reales o complejos. Es tutil
extender a subconjuntos de E' la notaciéon para combinaciones lineales de elementos. Usamos
las siguientes notaciones:

Seanzr € AyACE x+A={z+y:yec A}

Sean ACEyBCE A+B={zx+y:x€ Ay€ B}
SIANeKyACE, M={)\x:x¢€ A}

Si &7 es un conjunto de subconjuntos de E, z+ .o/ = {x + A: A€ &}

Observaciéon 2.1.1. El conjunto A+ A # 2A. Por ejemplo si consideramos
A={(z,y) eER?*:y=0A-1<2<1d6ax=0AN-1<y<1}
obtenemos que

A+A={(z,y) eR*: -1 <z<1A-1< y <1}
#2A={(z,y) ER? 1 y=0A-2<2<25x=0A-2<y<2}

Definicién 2.1.1. Un subconjunto A de un espacio vectorial E es llamado convexo si
M + pA C A siempre que X > 0,u > 0 y A+ pu = 1 (en otras palabras, pedimos que
Az + (1 — Ny € A para todo par x,y € A y todo X € [0,1]).

Definicién 2.1.2. Un subconjunto A de un espacio vectorial E es llamado balanceado si
AA C A para todo A € C tal que |A| < 1 (es decir, para todo x € A y A € C tal que |\ <1,

3



4 2.1. ESPACIOS VECTORIALES TOPOLOGICOS

tenemos que Ax € A).

Para cualquier subconjunto U de FE, la envolvente balanceada de U se define como

bal (U) = | J AU,
<1

bal (U) es balanceado y es el minimo balanceado que contiene a U.
Observacion 2.1.2. Es importante observar que para cualquier A € K,
bal (vU) =~ bal (U)

ya que para x € bal (yU) existe |\| <1 yu € U tales que x = Myu, si y sélo si x =y u si y
solo st x € y bal (U).

Definicién 2.1.3. Un subconjunto A de un espacio vectorial E es llamado absolutamente

convexo si es convero y balanceado.

Lema 2.1.1. Un subconjunto A es absolutamente convexo si y sélo si para toda x,y € A,

Ax + py € A cuando [N + |u| < 1.

Demostracion. Si A C E satisface la propiedad anterior, entonces para x,y € Ay A > 0, >
0 tales que A+ p = 1, se sigue como caso particular de la propiedad anterior que Az +puy € A,
cuando |A| + |u] = A4+ p = 1, asi A es convexo; ahora, si u = 0, |A] < 1, por lo tanto para
cualesquiera x,y € A, tenemos que Ax + uy = A\x € A, asi A es balanceado.

Inversamente, si suponemos que A es absolutamente convexo, es decir, un subconjunto
de E convexo y balanceado, sean z,y € Ay [N + |ug| < 1. Si A = 0 o u = 0, entonces

Ar + puy € A, ya que A es balanceado. Si A #£ 0 y pu # 0, entonces (‘—:\\l)x € A, (ﬁ)y €A, ya

que A es balanceado y | /\||J/\r‘\u\ + % =1 asi que,
_ Y |l
Az + py = (AL D) G 3+ g ) € 4

por ser A balanceado y convexo.

]

Se sigue inmediatamente de las definiciones que si A es convexo, entonces r+AA es convexo
paracadar € Ey A€ K;sizx e Ey e K, seana', ¢y € x+AAya >0,u > 0cona+pu=1,

entonces existen u,v € A tales que:

ax’ + py' = oz + M) + p(z + M) = (a4 p)x + Mau + pv) € z+ NA.
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Ademas si A y B son absolutamente convexos, entonces también lo son A + B y AA, para
cada A € K. En efecto, sean x,y € A+ By |a]+|u] < 1, entonces existen a,a’ € Ay b,/ € B

tales que:
axr + uy = ala+b) + pld + ') = (aa+ pa’) + (ab+ pb') € A+ B.
Para A € K, sean =,y € AA, y |a| + || < 1,
azr + py = a(ra) + p(Aa’) = Maa + pa’) € AA.
Algunas de las propiedades de la convexidad absoluta son resumidas en el siguiente
Lema 2.1.2. Supongamos que A es un conjunto no vacio absolutamente convezo, entonces:
i) 0€ A,
ii) NA C pA siempre que [N < |p|, y
iii) i(AiA) = (i \)\1]> A, para toda \; € K.
i=1 i=1

Demostracion.
i) Sea z € A; entonces 0 = 32+ (—3)z € A.

ii) Si p =0, entonces AMA = pA = 0;si p # 0y x € A entonces |(ﬁ)| <1y, como A es
balanceado, tenemos que (ﬁ)x € A. Por lo tanto Az € puA; entonces AA C pA.

iii) Hacemos la prueba por induccién, para el caso n = 2 probamos que \A + puA =
(JA| 4 |u])A. Si A = pu = 0 esto es trivial, supongamos que A # 0 o u # 0 entonces dado

que A es absolutamente convexo,

A Iz
A+ ACA
A+ |p] Al + [

y asi AA + pA C (|A| + |u|)A. Por otro lado, por (ii)),
(Al + [e)A S [AJA 4+ |u[A © XA+ pA

El caso general se sigue de forma similar por induccién.
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Observacién 2.1.3.

» Clalquier interseccion de conjuntos converos es un conjunto convexo;

Demostracion. Sean x,y € m F,, donde F, es convexo, para cada 7 € I' y sean
~yel’
az0,p=20cona+pu=1; ax+ py € F, para cada v, asi ax + py € ﬂFw- O]
~yel

= La union de una familia de conjuntos convexos totalmente ordenada por la inclusion,

U C’Y? es un conjunto convero,
yel’

Demostracion. Sean x,y € U C, y A € [0,1], existen v y 9, tales que z € C, y

yel’
y € Cy, pero la familia es totalmente ordenada por la inclusién, entonces sin pérdida

de generalidad podemos suponer que C, C Cj, entonces z,y € Csie. Az + (1 — Ny €
ccl o, O

yel

» Cualquier interseccion (o unidn) de conjuntos balanceados es un conjunto balanceado;

Demostracion. Sea x € ﬂ F,, donde F), es balanceado, para cada v € I' y sea A € K
vyel
con [A\| < 1; \x € F, para cada v € I, asi Az € ﬂ F,. Para la unién es similar: sea
vyel
x € U F,, donde F, es balanceado, para cada v € I' y sea A € K con |A\| < 1;
vyel

Az € F), para alguna v, asi \x € F, C ﬂ F,.
vyel

]

Definicién 2.1. 4 Dado cualquier subcon]unto A de E, el conjunto de todas las combina-

ciones lineales Z)\ x; con \; > 0, Z)\ =1y cada x; € A es un conjunto convero que

i=1 =1
contiene a A llamada la envolvente convexa de A (conv (A)). Esta es la interseccion de

todos los subconjuntos converos de E que contienen a A y asi es el conjunto convexo mds

pequeno que contiene a A.

La envolvente absolutamente convexa de A (T'(A) ) es el conjunto de todas las com-
n

binaciones lineales Z)‘iwi con Z INil < 1y cada z; € A, es el conjunto absolutamente

i=1 i=1
convexro mas pequeno que contiene a A.
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Decimos que un conjunto A C F genera a F si todo elemento de E puede expresarse como
combinacion lineal de los elementos de A.
Si A es un conjunto absolutamente convexo que genera a F, entonces para z € F, existe
n
A > 0 con z € MA. En efecto, si x € E, existe una combinacion lineal x = Z)\ixi con
i=1

cada z; € A, por el Lema 2.1.2 (iii)), Z \iz; € (Z |Ai])A, asi A = Z |Ai|. Méas ain, por el
i=1 i=1 i=1
Lema 2.1.2 (ii)), z € pA para toda p con p > A.

Definicién 2.1.5. Un subconjunto A de un espacio vectorial es absorbente si para cada

x € E existe A > 0 tal que para toda |u| = X tenemos que x € pA.

Esto es equivalente a decir que existe 6 > 0 tal que vz € A para todo v € C con |y| < 4,

1

simplemente considerando el cambio de variables 0 = (%) y Y= (ﬁ .

Observacién 2.1.4. Una interseccion finita de conjuntos absorbentes es claramente absor-
bente, ya que si x € E y {F;}1<icn, €5 un conjunto finito de conguntos absorbentes, para
cada 1 < i < n, existe \; > 0 tal que x € ;A para toda p; con |u;| = Ni; consideramos

A =min{\;1 < i < n}, entonces (por el Lema 2.1.2, ii)) x € pF; para cada 1 < i < ny

lu| = A, asix € ,uﬂFi, para cada |p] = M.
i=1

Un conjunto absolutamente convexo es absorbente si y sélo si este genera a E; esto equivale

a que
E = U MA.

Pero para cada A > 0 existe n € N tal que |\| < n, asi por el Lema 2.1.2, ii),

E = G nA.
n=1

Observacion 2.1.5. Para cualquier A € K, conv (\U) = X conv (U) y ['(AU) = AI'(U).

Para probar esto, consideramos

x€conv (NU) & x= Z i AU, Z wi=1u €Uy p; >0 para toda 1.

1<i<n 1<i<n
S =M Z il s Z wi =1u; €Uy p; >0 para toda .
1<i<n 1<i<n

& zxeXconw (U).
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Por otra parte,

rel'(\W) & z= Z AU, Z |pi) < 1,u; € U, para toda i.

1<i<n 1<i<n

S =\ Z L4, Z lpi| < 1,u; € U, para toda i.
1<i<n 1<i<n

& xe N(U).

Hasta aqui se han estudiado algunas propiedades algebraicas, a continuacién introducimos

algunos conceptos topologicos.

Definicién 2.1.6. Una topologia en un conjunto E, es una coleccion T de subconjuntos de

E que satisfacen las siguientes condiciones:

0.1 Toda union de elementos de T es un elemento de 7;

0.2 Toda interseccion finita de conjuntos de T es un elemento de T;
0.3 El conjunto vacio () y el espacio total E, son elementos de T;

Los elementos de la coleccion T son llamados conjuntos T-abiertos o simplemente conjun-
tos abiertos si la topologia T se sobreentiende; ademds, los conjuntos cuyos complementos
(el complemento de un conjunto A lo denotamos por A°) son T-abiertos se llaman conjun-
tos T-cerrados o simplemente conjuntos cerrados si no es necesario indicar la topologia.
Cualquier interseccion, o cualquier unidn finita de conjuntos cerrados es cerrado; ) y E son
cerrados.

Un conjunto E en el cual se define una familia de subconjuntos abiertos que satisfacen
los axiomas O.1-0.83 se llama un espacio topologico y sus elementos son frecuentemente

llamados puntos.

Dado un punto x de un espacio topolégico F, el conjunto U es una vecindad de x si
existe un conjunto abierto V' tal que x € V C U. El punto x es un punto interior de un
subconjunto A de F si existe una vecindad U de x contenida en A. El conjunto de todos los
puntos interiores de A, o bien, la unién de todos los abiertos contenidos en A es un conjunto
abierto en A, llamado el interior de A denotado como A° y A es abierto si y sdlo si es
idéntico a su interior.

El punto z es llamado un punto de cerradura del conjunto A si cada vecindad de =z
intersecta a A. El conjunto de todos los puntos de cerradura de A, o bien, la intersecciéon de

todos los conjuntos cerrados que contienen a A, es un conjunto cerrado que evidentemente
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contiene a A es llamada la cerradura de A y denotada por A o bien por cl(A) (Si es necesario
indicar el conjunto o la topologia bajo la cual se define la cerradura, entonces la denotamos
por clg(A) o cl;(A) en lugar de A). El conjunto A es cerrado si y sélo si es idéntico a su
cerradura.
Si A v B son subconjuntos de E, A es llamado denso en B si B C A.

Si 7%, denota el conjunto de vecindades del punto x de un espacio topoldgico E, entonces

Y, tiene las siguientes propiedades:
ET.1 z € U para toda U € %,;
ET.2 siU€e % yV € %, entonces UNV € %, ;
ET.3 siU € %, y U CV entonces V € %,;

ET.4 siU € %,, existe V € %, con U € %, paratoday € V.

(En ET.4, podemos considerar a V' como el interior de U).

Inversamente, supongamos que F es cualquier conjunto y que para cada elemento x € E es
dado un conjunto (no vacio) %, de subconjuntos de E. Entonces, si las condiciones ET.1-
ET.4 son satisfechas, exactamente una topologia conjunto-abierto puede ser definida en F la
cual hace de %, el conjunto de vecindades de x para cada z. (Llamamos al conjunto A C E
abierto si para cada x € A, existe algin U € %, con U C A).

Un subconjunto ¥, del conjunto de vecindades de x (%) es una base de vecindades de
x si, dado U € %, existe V € %, tal que V C U. Los conjuntos abiertos que contienen a x
forman una base de vecindades para x. Si ¥, es una base de vecindades de = entonces %, es
el conjunto de todos los U C F tales que existe V € ¥, con V C U.

Es posible definir diferentes topologias en el mismo conjunto E. Si £ y 1 son dos topologias
en F, decimos que ¢ es mas fina que 7 (o 17 es mds gruesa que ) si cada conjunto que es
abierto en el espacio (F,n) es también abierto en (F,§) y lo denotamos por n < &, decimos
que ¢ es estrictamente mas fina que 7 (o 7 es estrictamente mas gruesa que &) si cada
conjunto que es abierto en el espacio (E,n) es también abierto en (E,¢) y ademés existe al
menos un abierto en (E, &) que no es abierto en (E,7), lo denotamos por n < &.

Si ¢ es el conjunto de vecindades de  en la topologia £ y #,° es una base de estas vecin-
dades, entonces & es més fina que 7 si y sélo si %1 C % paratoda x € E, o equivalentemente
si, dada U C ¥/7 existe V € ¥ con V C U.

Es importante senalar que dos topologias en E pueden ser no comparables; cada una puede

tener conjuntos abiertos que no son abiertos en la otra.
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Ejemplo 2.1.1. Consideramos en P(N) los subconjuntos

7 ={0,N}u{{meN:m<n}:neN}y
7 ={0,N}u{{m eN:m >n}:neN}

T1 Y T2 son dos topologias no comparables en N.

Primero observamos que 77 es una topologia:

Es claro que 0.3 se cumple. Ahora si

U= U {172737"~7nk} = {172737"'7nk’}nk/:méx{nk€K}7

np€KCN

entonces U € 11 y O.1 se satisface. Por ultimo, para I C N finito, sea

V= m {17 2a 37 ey nk} = {1a 27 37 ey nk’}nk/:mfn{nkef}a
niel
V €7 y también V N, VNN pertenecen a 7, asi 0.2 se cumple.
De manera similar 7, es una topologia:

0.3 se cumple. Ahora si

W = U {nk,nk+1,nk+2,} = {nk’ank’+]-7nk’+27---}nk,/=m1'n{nk€K}a
nEKCN

entonces W € 1 v O.1 se satisface. Por tltimo, para I C N finito, sea

W/ = n {nka N + 17 ny + 27 } = {nk’7nk/ + 17 % + 27 "'}nk/:méx{nk61}7
np€l
W' e 15 y también W’ N, V NN pertenecen a 7, asi 0.2 se cumple.
Para demostrar la tltima parte observamos que para ng € N, el conjunto {{1,2,3,....,n}

esta en 7; pero no en 7y, lo mismo para {ng,ng + 1,n9 + 1, ...} € 7 pero no en 7.

Observacién 2.1.6. Sean n y £ son dos topologias tales que n = £ en el espacio E, y sea
V. C E; entonces clg(V) C cl,,(V). En efecto, sea x € cle(V); entonces para cualquier V]
vecindad de = en la topologia 1, esta es vecindad de x en la topologia & y como x € cle(V),
entonces V1INV £ ().

Definicién 2.1.7. Un espacio topoldgico es llamado separado o de Hausdorff si cada

dos puntos distintos tienen vecindades disjuntas.
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Observaciéon 2.1.7. §i E es un espacio de Hausdorff con la topologia 1, entonces E es de
Hausdorff con cualquier topologia mds fina que n, digamos &. En efecto, ya que para x,y dos
elementos diferentes en E, existen abiertos U,V enn tales que x € U, y €V yUNV =0;
pero cualquier abierto en (E,n) es abierto en (E,&), asi U,V son los abiertos en (E,&) que

separan a T Y Y.

Definicién 2.1.8. Una funcion real valuada d, definida para cada par de elementos x,y de

un conjunto E, es llamada una métrica si esta satisface:

M.1 d(z,y) >0, d(z,z) =0 yd(z,y) >0 siz #y;

M.2 d(z,y) = d(y,z);

M.3 d(z,z) < d(x,y) +d(y,z) para cada x,y,z € E, la desigualdad del triangulo.

Un conjunto E provisto con una métrica es llamado espacio métrico y d(z,y) es llamada

la distancia entre x y y.

Sea V(z,€) el conjunto de todos los elementos de y € F tales que d(z,y) < €. Entonces,
decimos que U es una vecindad de z si V(z,e¢) C U para algin € > 0, el conjunto %, de
todas las vecindades de x satisfacen ET.1-ET.4 y definen una topologia en E. Un espacio
topolégico es llamado metrizable si su topologia puede ser definida por una métrica. Si
diferentes métricas definen la misma topologia; estas son llamadas equivalentes.

Si E es un espacio topolégico y H un subconjunto de E, H es un espacio topolégico dotado
de la topologia definida al considerar la interseccién de H con conjuntos abiertos de F, siendo
estos ahora conjuntos abiertos de H. Los axiomas O.1- O.3 se satisfacen y la topologia asi
definida en H por estos abiertos es llamada la topologia inducida o relativa a la topologia
original de E. Los subconjuntos cerrados de H en esta topologia son las intersecciones de los
subconjuntos cerrados de F con H y las vecindades de algiin punto de H son las intersecciones
de las vecindades de este punto en £ con H.

Si E es espacio de Hausdorff o metrizable, H tiene la misma propiedad. Efectivamente,
supongamos que FE es un espacio de Hausdorff, para ver que H también es de Hausdorff,
consideramos x,y € H C E para los cuales existen vecindades ajenas U,V en F tales que
x €U yuy eV, entonces las vecindades U N H y V N H son las respectivas vecindades en H
que separan a x y y. Por otro lado, supongamos que E es metrizable con su topologia dada
por una métrica d entonces d|p«py (d restringida a H x H) es una métrica para H, asi H es

un espacio metrizable.
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Sean E y F' dos espacios topoldgicos. La funciéon f con dominio E y codominio F' es
llamada continua en el punto z de E si, para cada vecindad V' de f(x) en F' corresponde
una vecindad U de z en E tal que si z € U, entonces f(x) € V, y asi f(U) C V.

Si f7!(B) denota el conjunto de todas las z € F con f(x) € B, f es continua en x si y
solo si f~1(V) es una vecindad de z para cualquier vecindad V de f(x). Si f es continua
en cada punto de E, se dice que f es continua (en F). Las siguientes dos condiciones son

equivalentes para la continuidad de f:
» f71(B) es un subconjunto abierto de E para cualquier subconjunto abierto B de F
» f71(B) es un subconjunto cerrado de F para cualquier subconjunto cerrado B de F.

Una biyeccién f de E en F es bicontinua si f y su inversa f~! son continuas. Entonces
f lleva a F en F', junto con sus topologias, en una correspondencia uno a uno; decimos que
E vy F son homeomorfos y que f es un homeomorfismo.

Si E, F' son dos espacios topolégicos, para el producto cartesiano de F con F' (E x F'), se
puede construir una topologia que esté convenientemente relacionada con las topologias de

E y F. Para ello consideramos las proyecciones

g E X F — E tal que mg(x,y) =xy
7 E X F — F tal que mp(z,y) = v,

que son funciones que relacionan de manera natural a £ X F' con F' y F'. Entonces la topologia
maés gruesa (o mas débil) que hace a las proyecciones 7 y mp continuas, es tal topologia y

es llamada la topologia producto. Una base para esta topologia es el conjunto
(' (V)na'(U): VeV yUeu},

donde 7 es una base para E y % es una base para F'. En la Subseccion 3.1.3 se abordara

con mas detalle esta topologia, para un caso particular de espacios.

Definicién 2.1.9. Sea E un espacio vectorial sobre el campo real o complejo K. Una topologia
& en E se dice compatible con la estructura algebraica de E si las operaciones algebraicas en

E son continuas, asi la suma

+:ExE — E,
(z,y) — x4y
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es una funcion continua del par de variables “x,y” y la multiplicacion por escalar

KxE — E,
(N z) — Az

es una funcion continua del par de variables “\, x”. Un espacio vectorial topologico sobre

K es un espacio vectorial sobre K con una topologia compatible.
Las siguientes proposiciones dan las consecuencias de las condiciones de continuidad.

Proposicién 2.1.1. Para cada a € E la traslacion f: f(x) = x+a es un homeomorfismo de
E en si mismo. En particular si % es una base de vecindades del origen, % + a es la base

de vecindades de a, es decir % + a = U,.

Demostracion. Sean z,y € E tales que f(x) = f(y) = r4+a=y+a = x =y, asi f es
inyectiva. Paray € B, y=y—a+a= f(y—a) con y —a € E, asi f es sobreyectiva. Dado
que f(r) =x+a =y, entonces f~!(y) =z =y — a entonces f es una funcién inyectiva de F
sobre si mismo, la cual junto con su inversa, es continua. Por lo tanto f es un homeomorfismo.
Ahora veamos que % + a C %,; para U € % , existe un Uy abierto tal que Uy C U, entonces
a+ Uy es abiertoya+ Uy Ca—+U.

Inversamente, %, C % +a, yaquesi V € %,, existe V' € %, abierto, tal que a+ (—a+V"') =
V' C V. De donde (—a) 4+ V' es abierto y como a € V', 0 = (—a) + a € (—a) + V', entonces
(—a)+V'eXy

(—a)+ V' C(~a)+V =U

Por lo tanto, U € % vy V = a+ U para algin U € % . m

Asi, toda la estructura topoldgica de E estd determinada por una base de vecindades del
origen, (en adelante llamamos simplemente vecindades a las vecindades del origen, en caso
contrario se especificard). Si U es una vecindad, U + a corresponde a una vecindad de a, y

re€U+asiysdlosizx—acU.

Observacion 2.1.8. Sea a = 0 € K, entonces para cualquier vecindad V', existe un abierto
W tal que 0-W C W CV, asi el morfismo f(z) =ax =0 -z =0 es continuo.

Proposicién 2.1.2. Para cada o € K diferente de cero, el morfismo f(x) = ax es un
homeomorfismo de E sobre si mismo. En particular, si U es una vecindad, aU para cada

a # 0 también lo es.
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Demostracién. Si f(z) = ax =y, entonces f~!(y) =z = a~'y. Por lo que f es bicontinua y

asi un homeomorfismo. O

Proposicion 2.1.3. Si % es una base de vecindades entonces, para cada U € % , se tiene,

i) U es absorbente ;

i1) existe V€ U tal que V+V CU ;

i11) hay una vecindad balanceada W C U .

Demostracion.

i)

ii)

iii)

Sia€ Ey f(A) =M\, f es continua en A = 0 y asi existe una vecindad {\ : [A\| < €}
de cero cuya imagen esta contenida en U. Entonces Aa € U para |A\| < ey asi a € pU

para |p| > e 1.

Si g(x,y) = x4y, g es continua en x = 0,y = 0 y asi existen vecindades V; y V5 con
x+y € Uparax € V] yy € V. Entonces existe V € % con V C Vi N V,; entonces
V+VCU.

Si h(A\,x) = Az, h es continua en A = 0,z = 0 y existe una vecindad V' y ¢ > 0
con Az € U para |A\| < ey x € V. Por lo tanto AV C U para |A] < ¢, sea p € K
con |u| > 1, |%| < € entonces ﬁV C U, yasi eV C uU para |u| > 1. Por lo tanto

eV CW = ﬂ puU. Pero €V es una vecindad (Proposicién 2.1.2) y asi W es también
[u]>1
una vecindad. Si z € Wy 0 < |A| < 1 entonces, si |u| > 1, x € £U y asi Ax € pU para

|A| < 1. Por lo tanto Az € W, asi que W es balanceada y claramente esta contenida en
U.

]

Definicién 2.1.10. Un espacio vectorial topologico localmente convexo es aquel que tiene

una base de vecindades convexas del origen. Por simplicidad, nos referimos a un espacio

vectorial topoldogico localmente convero como un espacio localmente convezo.

Teorema 2.1.1. Un espacio localmente convexro E tiene una base % de vecindades con las

siquientes propiedades:

i) ssUew, Ve, eristeun W e conWCUNV ;
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i) ssU e ya#0,aU € U ;
iii) cada U € % es absolutamente conveza y absorbente;

Inversamente, dado un conjunto (no vacio) % de subconjuntos de un espacio vectorial E con
las propiedades i)-iii), existe una topologia que hace de E un espacio localmente convezo con

U una base de vecindades.

Demostracion. Si E es un espacio localmente convexo, existe una base de vecindades conve-

xas. Sea U una de ellas; ﬂ pU es una vecindad balanceada contenida en U (ver la construc-

=1
cién en la demostracién de iii), Proposicién 2.1.3); esta es también convexa, ya que es una

interseccién de conjuntos convexos, por lo tanto estos conforman una base ¥ de vecindades

absolutamente convexas, pues m ulU C U para cada vecindad convexa U de la base original.

[ul>1
Entonces el conjunto % de todos los conjuntos aV con o # 0y V' € ¥ es la base requerida.

Los conjuntos de % son vecindades, por la Proposicién 2.1.2, y % es una base, entonces ET.2
implica i), la condicién ii) se sigue de la construccién de % y la condicién iii) también se
sigue de esta y de la Proposiciéon 2.1.3.

Inversamente, supongamos que % es un conjunto de subconjuntos de F con las propiedades
i)-iii), sea ¥ el conjunto de todos los subconjuntos de E que contienen un conjunto de %,
y para cada a € E, tomamos ¥, = ¥ + a, el conjunto de vecindades de a. Probamos las
propiedades ET.1- ET.4 para demostrar que {¥;}.cr define una topologia en E y que esta
topologia es compatible con la estructura algebraica de F.

Es evidente que a € U, para todo U, € 7,, asi se cumple ET.1; para ver que se satisface
ET.2,siU,,V, € ¥, entonces U, = a+U, V, =a+V para U,V € ¥, asi existen U", V' € %
tales que U' C U, V! C V, por i) existe W € % tal que W C UNV y entonces a + W =
W, =U,NV,; para ver ET.3, sean U, € ¥, ya+U =U, CV =(V —a)+a,conU € %;
asi V. —a € ¥, pues U C V — a; por ultimo para ver ET.4, si V, € ¥, con V, = a+V
para alguna V' € ¥ para la cual existe U € % absolutamente convexa y absorbente (por iii))
y U C V, entonces V, = a + V es una vecindad para cada punto de U, = (%) U + a pues
(HUcv,

Para demostrar la continuidad de la suma en x = a, y = b, sea U € % ; entonces si
xr € (%) U+ayuyce (%) U+b, x+y € U+ a+b. Finalmente, para demostrar que Az es
continua en A = «, x = a, es suficiente con encontrar 1 y ¢ tales que Ax — aa € U siempre
que |A—a| < nyz € §U+a. Ahora existe u > 0 con a € uU; elegimos 7 tal que 0 < 2n < pu~*
y entonces § tal que 0 < 26 < (Ja| +n)~'. Entonces
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M —aa= Nz —a)+ (A= a)a € (Ja|+n)oU +quU C LU+ 1U C U,
ya que ||A| — ||| < |\ — a| < n implica que || < n+ |a]. O

Corolario 2.1.1. Sea ¥ un conjunto de subconjuntos absolutamente convexros y absorbentes
de un espacio vectorial E. Entonces existe una topologia en E compatible con la estructura
algebraica en la cual cada conjunto en ¥V es una vecindad. Con esta topologia, E es un espacio
localmente convexo y es la topologia localmente convexa mas gruesa. Una base de vecindades

esta formada por los conjuntos:

€ ﬂ Vi(e>0,V; )

1<i<n
Demostracion. El conjunto % de subconjuntos de la forma
€ m Vi(e>0,V;€?)
1<i<n

satisface las condiciones i)-iii) del teorema 2.1.1 y por lo tanto % es una base de vecindades
de una topologia £ en E que hace de E un espacio localmente convexo. También en cualquier
topologia compatible en la cual los conjuntos de ¥ son vecindades, los conjuntos de % deben

ser vecindades (por 0.2 y Proposicién 2.1.2); entonces £ es dicha topologia mas gruesa. [J

Proposicion 2.1.4. En un espacio vectorial topoldgico, la cerradura de un conjunto conve-
xo es convexa, la cerradura de un conjunto balanceado es balanceada y la cerradura de un

congunto absolutamente convexo es absolutamente conveza.

Demostracion. Sea A un conjunto convexo y sean a,b € Ay A > 0, > 0 tales que A4p = 1.
Por la Proposicién 2.1.3, para cualquier vecindad U existe una vecindad balanceada V' tal

que V +V C U ; entonces existen puntos t € AN(a+V)yye An(b+ V), asi

A+ py € XAN(a+V))+u(An(d+V))
MNANa+V)+pAnpud+V)

A+ pA) N (Aa+ AV 4+ pb+ V)
ANAa+pb+V +V)

ANn(Aa+pb+0U).

N

N

Por lo tanto, Aa + ub € A y entonces A es convexa.
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Sea A un conjunto balanceado y sean a € Ay A € C con |\| < 1. Por la Proposicién 2.1.3
para cualquier vecindad U, existe una vecindad balanceada V con V C U ; entonces existe

reAN(a+V)y asi

Ar € AM(AN(a+V))
M N Na+ V)
AN (Aa+ AV)
An(Aa+V)

AN (Aa+U).

N

N

Por lo tanto, Aa € A y entonces A es balanceada.

Sea A un conjunto absolutamente convexo y sean a,b € Ay |\ + |u| < 1. Para cualquier
vecindad U, existe una vecindad balanceada V con V +V C U (por la Proposicién 2.1.3);
entonces existen puntos z € AN(a+V)yye AN(b+ V) y asi

Ae 4+ py € MAN(a+V)) +u(AN(b+V))
= MnXNa+V)+pAnub+V)
= AM+pA)nAa+ AV +pb+ pV)
ANAa+pb+V +V)
ANn(Aa+pb+U).

N

N

Por lo tanto, Aa + ub € A y entonces A es absolutamente convexa.
O

Corolario 2.1.2. Todo espacio vectorial topoldgico tiene una base de vecindades balanceadas
cerradas; ademdas, todo espacio localmente convexo tiene una base de vecindades cerradas con

las propiedades 1)- iii) del Teorema 2.1.1.

Demostracion. Las cerraduras de los conjuntos en una base % de vecindades balanceadas
(esta existe por la Proposicién 2.1.3) forman una base de vecindades. En efecto, si U € %,
existe una vecindad V € % tal que V. +V C U. Entonces si « € V, x + V intersecta a V' y
por lo tanto x € V —V =V + V C U. De esta forma cualquier espacio vectorial topoldgico
tiene una base de vecindades balanceadas cerradas.

Para un espacio localmente convexo, tomamos % la base del Teorema 2.1.1. La Propo-
sicion 2.1.4 asegura que las cerraduras de los conjuntos de % permanecen absolutamente
convexas, ademés si U,V € % existe W € % tal que W CW CUNV CUNYV. Por otro
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lado, aU = aU por la Proposicién 2.1.2, y por la Proposiciéon 2.1.3 la cerradura de cada

elemento de % es absorbente, asi se satisfacen dichas propiedades. O

Proposicion 2.1.5. Si % es una base de vecindades en el espacio vectorial topologico F,

entonces E es de Hausdorff si y solo si

() U= {0}

Uew

Demostracion. Si E es de Hausdorff y x # 0, existe una U € % tal que = ¢ U y por lo tanto

() U= {0}

Uew
Inversamente, supongamos que esta tltima condicién se satisface, y sean z,y € F tales que
x # vy . Entonces z —y # 0y por lo tanto existe una vecindad U € % tal que x —y ¢ U. Por
la Proposicion 2.1.3 existe una vecindad balanceada V con V 4+ V CU. Asiz+V yy+V
son dos vecindades disjuntas de z y y, ya que si existe z € (x + V) N (y + V') entonces,

r—y=(z—y)—(z—2)eV-V=V4+VCU.

Pero esto es una contradiccion, por lo tanto E es de Hausdorff. O

Definicién 2.1.11. Sea E un espacio vectorial sobre el campo K. Una funcionp : E — [0, 00)

es llamada una seminorma si satisface:
S.1 p(z) > 0;

8.2 p(Ar) = [Alp(x);

8.3 p(z +y) < plx) +p(y);

para cada x,y € E y toda A € K.

En S.2, p(0) = 0, pero puede suceder que p(x) = 0 para alguna x # 0. En efecto,
K = p7'(0) es un subespacio de FE, pues para z,y € K y A € K tenemos p(z + \y) <
p(x) +p(ry) = p(z) + [Ap(y) = 0+ [A0 =0, asi,  + Ay € K.

Definicién 2.1.12. Una seminorma p para la cual p(x) = 0 implica que x = 0 es llamada

una norma.
Se sigue de 8.3 que: p(z) < p(y) + p(zr —y), p(y) < p(z) +ply — x), y asi

Ip(z) — p(y)| < plz —y),
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una desigualdad que frecuentemente es usada. Asi también lo es el

Lema 2.1.3. Supongamos que p y q son dos seminormas en E y que q(x) < 1 siempre que

p(z) < 1. Entonces q(x) < p(x) para toda x € E.

Demostracion. Supongamos que no, entonces existe € E, a > 0 con 0 < p(z) < o < ¢q(x)
y por lo tanto p (%) < 1, pero q (%) > 1, lo que contradice la hipdtesis.
]

Como lo muestra la siguiente Proposicién, las seminormas estan relacionadas con conjuntos

absolutamente convexos y absorbentes:
Proposicién 2.1.6.

i) Sea p una seminorma en E. Entonces para cada o > 0, los conjuntos

{z:p(z) <a} y{z:p(x) <o}
son absolutamente convexros y absorbentes.

it) A cada subconjunto absolutamente convero y absorbente A de E le corresponde una

seminorma pa, definida por
pa(z) =inf{A >0:2 € \A}
y con la propiedad
{z:pale) <1} CAC{z:palr) <1}

Demostracion.

i) Sean z,y € {z : p(x) < a} y sean A, u € K tales que |\ + || < 1, entonces de S.2, S.3
y del hecho de que p es finita, se sigue que

p(Az + py) < p(Az) + p(uy) < [Alp(z) + |plp(y) < Ao+ [pla = (A + |p))a < o

Asfi el conjunto es absolutamente convexo. Veamos que es absorbente; para cada x € F,

existe A > 0 tal que p(x) < A, sea v € C con |y| < %, tenemos que

p(yx) = |v|p(x) < (%) A=1,asi vz € {z: p(x) < a}
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ii)

1
para toda |y| < 5.

Sean x,y € {z : p(z) < a} y sean A, u € K tales que ||+ |u| < 1, entonces de S.2, S.3
y del hecho de que p es finita se sigue que

PO+ py) < pOra) + pluy) < Pp(e) + lulp(y) < [Ma+ il = (A + |u)a < .

Asfi el conjunto es absolutamente convexo. Veamos que es absorbente; para cada x € F,

existe A > 0 tal que p(z) < A, sea v € C con |y| < %, tenemos que

p(yx) = [ylp(z) < (5) A =1, asi yo € {z : p(z) < a}
para toda |y| < 3.

Dado que A es absorbente pa(x) = inf{\ > 0: z € \A} existe para cada x € E, pues
para x € E existe A > 0 tal que € pA para toda || > A, asi pa(x) < A. Por definicién
pa(z) > 0y asi se cumple S.1.

Para ver S.2 sea p € Cy x € E, si p =0, px = 0, entonces
pa(ux) =pa(0) =inf{A >0:0€ XA} = 0.

Ahora supongamos p # 0, entonces || > 0y

\plpa(x) =|p|inf{\ > 0: 2 € \A}
=inf{|u|/A > 0:2 € A\A}

—inf{|pA > 0: v e LAl

1) 1]

Dado que A es balanceado y \l-l’j—|| = 1, ademés por ii) del Lema 2.1.2, entonces

—tf{|plA > 0: Lox € AA}

|1
=inf{t > 0: px € tA}

=pa(p).
Por ltimo, para S.3, considerando

pa(z) =nf{\ > 0:2 € \A},
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A es absolutamente convexo y absorbente; asi por el Lema 2.1.2, AA C uA siempre que

|A| <|p| y entonces dado € > 0 existen ., us > 0 tales que :

pa(x) < pr < pa(z) + 5 conz € pAy
pa(y) < ps <pa(y) + 5 cony € pA .

Ademés se tiene que (s +t)A = sA + tA para todo s,t € R, asf:

pr + s < pa() +paly) + e
y (x + y) € /,LTA + MSA = (,ur + MS)A

Por otro lado, como pa(z +y) = Inf{\ > 0: z+y € A} y palzr +y) < pr + s,
obtenemos que para cada € > 0, pa(z+y) < p, + ps < pa(x) +pa(y) + €. Esto implica

que

pa(x +y) <palz) +paly).

]

Definicién 2.1.13. La seminorma pa(z) = inf{\ > 0: x € AA} correspondiente al conjunto

absolutamente convexo absorbente A es llamado el funcional de Minkowsks.
Sean A, B dos conjuntos absolutamente convexos absorbentes; de la definicién se obtiene:
FM.1 Si a # 0, el funcional de Minkowski de oA es |a| 'pa, ya que para x € F,
Paa(z) = Mmf{A>0:2¢€ X (ad)}
= mf{A>0:2¢€ (\a)A}
= mf{A>0:a v €I}
= pala™'z) = |a]pa(2).
FM.2 El funcional de Minkowski de AN B es sup{pa, pp}; para = € E se tiene
panp(z) = Wmf{A>0:2€ (AN B)}
= mf{A>0:2€ MA}N{B>0:2€ BB})
> sup{{A\>0:2€ A}, {>0:2€ B}}
= sup{pa, ps}.

Supongamos que o = panp(z) > sup{pa, pp} v, sin pérdida de generalidad que, pa(x) <

pp(z); entonces existe € > 0 tal que
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0 < pa(z) < pp(z) < pp(r) +€<a.

Asi, dado que A, B son conjuntos absolutamente convexos, z € (pg(z) + €)(A N B);

pero esto contradice el hecho de que aw = panp(z) y por lo tanto

pans(x) = sup{pa, pp}
FM.3 Si A C B entonces pg(x) < pa(x) para toda z € E. Sea
x € E, paray € {\>0:x € A},
por hipétesis, © € YA CyBy asi x € { > 0:x € SB}. Se sigue que
mf{5>0:2 € BB} <inf{\ >0:2 € A}, pp(x) < pa(z).

Observacion 2.1.9. Si p4 es el funcional de Minkowski de A, este es también el funcional

de Minkowski de todo conjunto absolutamente convexo absorbente B que satisface:
C={z:pa(x) <1} CBCD={x:pa(x) <1}
Demostracion. Por FM.3, para = € E, pp(x) < pg(x) < pc(x); supongamos que existen
r,t > 0 tales que pp(x) < r <t < pc(x), de lo cual
z €rD luego tx € Dy pa(tz) <1,
se sigue que
pa(3z) = pa(tiz) = [Epa(ie) < & <1,
asf 1z € C. Por lo tanto, pc(5z) < 1 = pe(z) < ¢, lo cual contradice la hipdtesis y entonces

pc(z) = pp(z) = pp(w).
O

La conexion entre seminormas y conjuntos absolutamente convexos absorbentes permite des-
cribir la topologia de un espacio localmente convexo en términos de seminormas. Las propie-

dades basicas sobre continuidad que son requeridas se mencionan en la siguiente proposicién:
Proposicién 2.1.7.

i) En un espacio localmente convero E, una seminorma p es continua si y solo si ésta es

continua en el origen.
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it) Si py es el funcional de Minkowski de un conjunto absolutamente convero absorbente

U, py es continua si y solo si U es una vecindad. En este caso el interior de U es

{z :pu(x) < 1} y la cerradura de U es {x : py(x) < 1}.

Demostracion.

i)

ii)

Supongamos que p es continua en el origen y sea € > 0. Existe una vecindad V' con

p(z) < e para x € V. Sea a cualquier punto de E, entonces
Ip(z) —pla)] <p(r —a) <eparax €a+V.

Por otro lado, si p es una seminorma continua, ésta lo es en particular en el origen.

Primero supongamos que U es una vecindad absolutamente convexa y absorbente; sea
e > 0. Por la Proposicién 2.1.6 U C {x : py(x) < 1}, entonces para cada = € €U se
satisface que py(x) < €; entonces py es continua en el origen y por el inciso i) también

lo es en todo E.

Por otro lado, si py es continua entonces el conjunto V' = {z : py(x) < 1} es abierto
pues es la imagen inversa continua del intervalo abierto (—1,1). Pero ademas V C U y

asi U es una vecindad.

Afirmamos que V = {z : py(x) < 1}. En efecto, el conjunto {x : py(z) < 1} es cerrado
pues es la imagen inversa continua del conjunto cerrado [—1,1] y ademds contiene a
V, entonces V C {x : py(z) < 1}. Inversamente, sea = € {z : py(z) < 1} y sea W
cualquier vecindad, entonces como W es absorbente existe § > 0 tal que para todo
A€ Kcon |A < 5, Az € W. En particular para 0 < g < 1,y p < |A] < § tal que

—px € W tenemos que

I-prex+Wypy((l-pz)=10-ppu(r) <1-p<L

Entonces (1 — )z € V y asi o + W intersecta a V, por lo tanto z € V.

Ademés el interior de V es V: sea x € V°, existe una vecindad W tal que z + W C V.
También existe pcon 0 < pu <1y puzr € W,asi (1+p)z €V = pr((1+upr) <1y
asi py(z) < 1, entonces x € V. Por otro lado, dado que V' C V entonces V = V° C V°.
Finalmente, V. C U C V y por la definicién de interior y cerradura de un conjunto,
Ue=vVyU=V.
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]

La Proposicién 2.1.7 muestra condiciones que en conjunto con i), ii) y iii) del Teorema 2.1.1,
formulan el siguiente Teorema en términos de seminormas. Lo que es més 1til para establecer

una topologia de espacio vectorial localmente convexa.

Teorema 2.1.2. Dado un conjunto Q de seminormas sobre un espacio vectorial E/, existe una
topologia mds gruesa en E compatible con la estructura algebraica en la cual cada seminorma
en @ es continua. Con esta topologia E es un espacio localmente convexo y una base de
vecindades cerradas esta formada por los conjuntos:

{z: sup pi(z) <€} (e>0,p; € Q).

1<i<n

Demostracion. Por la Proposicion 2.1.6, () da lugar a ¥ una familia de conjuntos absolu-
tamente convexos y absorbentes. Entonces por el Corolario 2.1.1 existe una topologia mas
gruesa en F compatible con la estructura algebraica en la cual cada conjunto en 7" es una
vecindad y con esta topologia E es localmente convexo. Se sigue de la Proposicién 2.1.7 y
del Corolario 2.1.1 que cada g € () es continua y que para la vecindad basica

€ ﬂ Vi(cone>0y V;e¥),

1<i<n

e~! sup p; es su funcional de Minkowski. Entonces los conjuntos cerrados

1<i<n

{z: sup pi(z) <€} (e>0,p; € Q),

1<i<n
forman una base de vecindades cerradas.

]

En el caso anterior decimos que la topologia de F estd determinada por el conjunto de

seminormas ().

Proposicion 2.1.8. Bajo la topologia determinada por el conjunto de seminormas QQ, E es

de Hausdorff si y sélo si para cada x € E no cero, existe alguna p € @ con p(x) > 0.

Demostracion. Supongamos que E es de Hausdorff y € E no cero, por la Proposicién 2.1.5

y el Teorema 2.1.2, existe € > 0 y n € N tal que

v {y: sup pi(y) <€}, (pi€Q)

1<i<n

asi que p(x) = p;(z) > 0 para alguna 1 <1i <n.
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Supongamos que F no es de Hausdorff pero que para cada x € E no cero, existe alguna

p € Q con p(z) > 0. Por la Proposicién 2.1.5 existe y # 0 en E que pertenece a cada vecindad

bésica correspondiente a la topologia definida por la familia de seminormas @), esto contradice

la hipdtesis puesto que para g > 0 con p(y) > u > 0, y € {x : p(x) < u}, la cual es una
vecindad bésica en tal topologia.

m

Observacion 2.1.10. Si E es un espacio localmente convexo no de Hausdorff, existen x # 0
con p(x) = 0 para toda seminorma continua p. Sea N el conjunto de todos estos puntos
xU{0}, N es un subespacio vectorial de E, ya que si x,y € N , X\ € K, p es una seminorma

continua, tenemos:

p(r +Ay) < p(z) +[Ap(y) =0

yasixt+ Ay € N. Si % es una base de vecindades absolutamente convexas, entonces N =

ﬂ U. En efecto, sea v € N entonces x # 0 y py(x) = 0 para toda U € U y asi x € {z :
Uew
pu(z) <1} CU yx € ﬂ U. Ahora, para toda seminorma continua p, si v € m Uy

Uew Uew
x # 0, se sigue de la continuidad de p que p(x) = 0, en efecto, para cada n € N eziste una

vecindad basica Uy € %, tal que p(x) < % y x € Uy, entonces p(z) = 0, si z = 0 entonces

p(z) =0, por lo tanto ﬂ UCN.
Uew
Afirmamos que N es la cerradura del conjunto que consiste solo del origen: si x € N cada

U € U es vecindad de x. Ademds U N {0} # 0 para cada U, entonces x € 0. Por otro lado,
six €0 entonces x + U N{0} # 0 para cada U € U, asi 0 —x = —x € U. Notamos que U

es balanceada, entonces x € U para cada U € U eso dice que x € N.

Si p es una norma en E, la topologia determinada en E por Q = {p} es de Hausdorff, por

la Proposiciéon 2.1.8.

Definicién 2.1.14. El espacio E es llamado normable si su topologia puede ser definida

DOT UNG NOTMA P.

El campo escalar con su topologia natural, es normable. En efecto, p(A) = |A| es una
norma adecuada ya que para A\, € K, p(A) = [A\| > 0y p(A) = 0 siy sélosi A =0,
p(BA) = |BAl = BlIAl = [B]p(X); finalmente p(A + 3) = [A + 5] < |A[ +[5] = p(A) + p(B).

Definicién 2.1.15. En un espacio normado general, la norma del punto x es usualmente

denotada por ||x||. Entonces el conjunto B(0,1) = {z : ||z|| < 1} es llamada la bola unitaria
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cerrada (con centro en el origen) y los conjuntos €eB(0,1) = B(0,¢) (e > 0) forman una
base de vecindades.

Para x € E denotamos la bola abierta de radio € > 0 con centro en x como: B(x,€) =

{y: llz—yll <€}
Un espacio normado es metrizable y su métrica estd dada por
d(z,y) = [z —yll
En general :

Teorema 2.1.3. FEl espacio localmente convero E es metrizable si y solo si este es de Haus-
dorff y existe una base numerable de vecindades. La topologia de un espacio metrizable puede

ser siempre definida por una métrica que es invariante bajo traslaciones.

Demostracion. Si E es un espacio metrizable, es de Hausdorff, pues si d es la métrica que
induce la topologia y € E es tal que x # 0, d(z,0) = [|z[| = » > 0. Entonces B(x,5) y
B(0, 5) son dos conjunto abiertos disjuntos que contienen a x y 0 respectivamente. Ademds
la colecciéon {B(0,1) : n € N} forma una base numerable de vecindades del origen.

Ahora, si E es de Hausdorff y tiene una base numerable, cada vecindad contiene una
vecindad absolutamente convexa y por lo tanto hay una base % = {U,, : n € N} de vecindades

absolutamente convexas. Sea py, el funcional de Minkowski de U,,. Sea

=Y 27" inf{py, (z), 1}
n=1

Entonces para x,y € E por las propiedades de infimo y la convergencia de la serie geométrica
tenemos que f(z) <2y f(y) < 2, asi

flz+y) = 22 " inf{py, (v + y), 1}<22 (inf{pu, (x), 1} + inf{py, (y),1}) =

Z 2 it (), 1} + 327 b, (1), 1} = £(2) + )

Por otro lado, dado que py, €s una seminorma,

22 " inf{py, (—z), 1} = Zz " inf{| — 1|py, (z),1} = f()

y si f(x) = 0 entonces py, (x) = 0 para todan y x = 0 ya que E es de Hausdorff. Definimos

a d como sigue:

d(z,y) = f(z —y);
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entonces d es una métrica y ademds d(z+z,y+2) = f((x+2)—(y+2)) = f(x—y) = d(x,y),

asi d es invariante bajo traslaciones. En la topologia métrica, los conjuntos
Vo =Ax: f(x) <27}

forman una base de vecindades. Pero V,, es abierto en £ con la topologia original, ya que
cada py, es continua y por lo tanto f también lo es; también V,, C U, ya que si x € V,, pero
x ¢ U,, entonces py, () > 1y por lo tanto f(z) > 27", lo que contradice la hipdtesis. Por lo
tanto d define la topologia original en E. O

Corolario 2.1.3. Si la topologia de un espacio localmente convero de Hausdorff E es la
topologia localmente convexa mds gruesa (débil) que hace a una sucesion de conjuntos abso-
lutamente convexos absorbentes, vecindades (o a una sucesion de seminormas, continuas),

entonces E es metrizable.

Demostracion. Para tal topologia localmente convexa mas gruesa que hace a los conjuntos V,,

vecindades, los conjuntos s+ ﬂ Vp, (r'y s enteros positivos) forman una base de vecindades
1<i<r
(Corolario 2.1.1), la cual es numerable.

]

La funciéon f construida en la demostracién del Teorema 2.1.3 no es una norma, pues

f(Az) no es igual a |\|f(x).

2.1.1. Dualidad

En esta seccion introducimos el estudio de dualidad el cual juega un papel importante en

el desarrollo de la teoria de espacios localmente convexos.

Definicién 2.1.16. Sean E y F' dos espacios vectoriales sobre el mismo campo K (de nimeros
reales o complejos). El morfismo f de E en F es llamado lineal (homomorfismo o morfismo

en la categoria de espacios vectoriales) si

flx+y) = f(x)+ fly), f(Ax) = Af(x),

para cada x € E, y € E, y A\ € K. Un morfismo lineal es usualmente llamado una trans-
formacién lineal. El morfismo lineal f es inyectivo si y sélo si el subespacio vectorial f~1(0)
satisface que f~1(0) = {0}.

En el conjunto L de todos los morfismos lineales de E en F' la suma y multiplicacion por

escalares pueden definirse por:
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(f +9)(x) = f(z) +g9(z), Af)(z) = A(f(2));

asi, L es un espacio vectorial sobre K. Cuando E y F' son ambos espacios vectoriales to-
polégicos, los morfismos lineales continuos de F en F' forman un subespacio vectorial de L,
porque la continuidad de f y ¢ implican la continuidad de f + g y A\f. Existe un criterio

simple para la continuidad de transformaciones lineales:

Proposicion 2.1.9. Si E y F son dos espacios vectoriales topoldgicos y si f es una trans-
formacion lineal de E en F', entonces f es continua en todo E si y solo si f es continua en

el origen.

Demostracion. Si f es continua en el origen y V' es una vecindad en F', existe una vecindad U
en F tal que f(U) C V. Entonces para cada puntoa € E | f(a+U) = f(a)+f(U) C f(a)+V

y asi f es continua en a. O

Corolario 2.1.4. Si (£, ||.|l1y y (F,||.]|2) son dos espacios normados y f es una transforma-
cion lineal de E en F, entonces [ es continua si y solo si existe una constante o > 0 con
| f(2)|l2 < aflz||: para toda x € E.

Demostracion. f es continua en el origen si y sélo si existe o > 0 tal que || f(z)|]2 < aflz|:
para toda x € F. En efecto, para V una vecindad en F' cualquiera, existe A > 0 tal que
ABr(0,1) (bola cerrada con centro en el origen de F, de radio A\ ) estd contenida en V, y
por la continuidad de f, existe € > 0 tal que Bg(0,¢) C f~Y(Br(0,))). Como f es lineal,
f(Be(0,€)) = ef(Bg(0,1)) € ABp(0,1). Entonces para o = 2 > 0, || f(2)||2 < o siempre que
|z||1 < 1. Por lo tanto por el Lema 2.1.3 || f(x)||s < a|z||; para toda x € E.

Por otro lado, supongamos que existe una constante o con || f(x)|2 < «f|z||; para toda

x € E. Sea Bp(0,¢€) una vecindad en F'; entonces
BE(07 i) - f_l(BF(()? 6))

En efecto, si z € Bg(0, £) entonces |z||; < <. Por otro lado, [|f(z)[]2 < alz|l; < a(f) =«

Asi f71(Br(0,€)) es una vecindad en E, por lo tanto f es continua en cero. Se sigue de la

Proposicién 2.1.9 que f es continua en todo E. O

Sea T un subconjunto de L; f € T es continua si y sélo si para cada f € Ty cada vecindad
V en F, existe una vecindad Uy con f(Uy) C V.

Definicién 2.1.17. Si para cada vecindad V' en F existe una vecindad U en E tal que

f(U) CV, para cada f en T, o equivalentemente, para cada vecindad V en F, (| f~1(V)
fer
es una vecindad en E, el conjunto T es llamado equicontinuo.
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Cuando F y F son espacios normados, entonces 1" es equicontinuo si y sélo si existe una
constante a con || f(z)|| < al|z| para toda f € T.

Sean E y F dos espacios vectoriales topologicos y f un morfismo lineal de F en F|,
si f es una biyecciéon de E en F, entonces f~! es un morfismo lineal de F sobre E. Si
ademas f es bicontinua decimos que f es un isomorfismo de E sobre F' y los espacios
vectoriales topoldgicos E y F' son isomorfos. Cuando F y F' son espacios normados se
sigue del Corolario 2.1.4 que la transformacion lineal f es un isomorfismo si y sélo si existen

constantes a, 8 > 0 con :

allzl < [[f ()] < Bl

Definicién 2.1.18. Si E es un espacio vectorial sobre K, un morfismo lineal del espacio E
en el campo escalar K es llamado un funcional o funcion lineal. El conjunto de todos
los funcionales de E es un espacio vectorial (sobre el campo K) llamado el dual algebraico

(o conjugado algebraico) de E y es denotado por E*.

Existen suficientes funcionales en E* para distinguir los elementos de E, en el sentido

siguiente.
Proposicién 2.1.10. Para cada 0 # a € E existe un funcional f € E* con f(a) # 0.

Demostracion. Sia # 0 € E, dado que {a} es un subconjunto linealmente independiente de
E, este puede ser extendido por el axioma de eleccién a una base 8 = {a = ag, a1, ..., a;}jes
de E; definimos f(a) = 1 (por ejemplo) y f(y) = 0 para cada y € 8\ {a}, extendiendo a E

por linealidad, es decir, para cada u € E existen escalares «;, tales que
n
u = E oy,
i=0
entonces definimos la extension f : E — R de f como:

= Z aif<ai)'
=0
O

Si f es un funcional no cero en FE, entonces H = f~1(0) es un subespacio vectorial propio
de E. El conjunto { H, a} genera a E para cadaa ¢ H,yaquesiz € E, entonces x— fgxia e H
pues por la linealidad f(z — —g? )= f(z) — ?Ei;f(a) =0.Asfx =x— fgaga + fE (donde a
y H son linealmente independientes). Entonces no existe un subespacio vectorial propio de
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E que contenga estrictamente a H. En otras palabras, H es un subespacio vectorial propio
maximal de F.

Inversamente, si H es un subespacio vectorial propio maximal de F/, existen funcionales f
tales que f~1(0) = H (porque existe algiin a ¢ H, y entonces cualquier elemento de F es de
la forma x + Aa con x € H; sea f(a) = a € K, a # 0, definimos f(z + Aa) = Aa).

Cuando E es un espacio vectorial topoldgico, el subespacio vectorial de E* que consiste de
todos los funcionales que son continuos es llamado el dual continuo de F, y es denotado
por E'. En un espacio vectorial topolégico general es posible que el tnico funcional continuo
sea el morfismo cero f(x) = 0 para toda x € E. Una propiedad importante de los espacios

localmente convexos es que el dual continuo es no trivial.

Observacion 2.1.11. Un funcional en E es continuo si y solo si este es acotado en alguna
vecindad. (Pues si f es continua, para B(0,€) una vecindad en el campo K, eziste una vecin-
dad 'V en E tal que f(V)) C B(0,¢€), entonces f es acotado en V. Inversamente, si |f(x)] < «
en U, entonces |f(z)] < € en ea™ U y asi f es continuo por la Proposicion 2.1.9). Si E es
un espacio localmente convexo y p es una seminorma continua tal que |f(x)| < p(x) para
toda x € E, entonces [ es continua, pues es acotada en la vecindad {x : p(x) < 1}. Si f es

continua entonces |f| es una seminorma continua.

Un funcional no cero f estd completamente especificado si su espacio nulo f~1(0) = H

esta dado y el valor de f en algin otro punto a € H se conoce. Por ejemplo, H y un punto

a donde f(a) =1, f fijo. (Pues z € E = f(x) = f(z + Aa) = Af(a)).

Lema 2.1.4. Sea f un funcional en un espacio vectorial, f~*(0) = H, f(a)=1yV = {x:
|f(z)| < 1}. Entonces, si U es un conjunto balanceado, (a +U)NH =1 siy sélo siU C V.

Demostracion. =) Supongamos que existe x € U pero que = ¢ V; entonces |f(z)| > 1 =
|ﬁ| < L. Por otro lado por ser U balanceado, y = —775 € Uy por lo tanto fla+y) =0;
asi, (a +U) N H # 0, lo que contradice la hipétesis. Entonces z € V.

<) Supongamos que U C V. Sea y € (a + U), entonces existe z € U con y = a + x, pero
reV =|f(x)] <1,asi f(x) # —1y por lo tanto f(y) = f(a+x) =1+ f(x) # 0. Entonces

ye€ H,asl (a+U)NH=0. O

Teorema 2.1.4. Si f es un funcional en un espacio vectorial topolégico E, entonces [ es

continuo si y sélo si f~1(0) es cerrado.

Demostracion. Si f es continuo, dado que {0} es cerrado en K, entonces la imagen inversa

/71(0) es cerrada. Supongamos ahora que H = f~1(0) es cerrado y sea V = {z : |f(z)| < 1};
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si f es el funcional cero, entonces es continuo, por lo tanto supongamos que f # 0. Entonces
existe un punto a € E con f(a) = 1. Asi, a ¢ H y como H es cerrado, existe una vecindad
balanceada U tal que (a +U) N H = (). Por el Lema 2.1.4, U C V, as{ V es una vecindad en
la cual f es acotada. De esta manera f es continuo (ver la Observacién 2.1.11).

]

La demostracién puede ser adaptada para demostrar que f~1(0) es ya sea cerrado ¢ denso
en todo el espacio E es decir f~1(0) = E, pero una demostracién mas directa estd basada

en:

Proposicion 2.1.11. Si M es un subespacio vectorial de un espacio vectorial topolégico,

entonces M es un subespacio vectorial.

Demostracion. Sean z,y € M y sea U una vecindad. Existe una vecindad V tal que V+V C
U. Entonces z +V y y + V intersectan a M y v +y+V +V C x+ y + U por lo que
x4y + U intersecta a M + M = M. Por lo tanto, z +y € M. Ahora, si A = 0, es claro que
M =0€MC M.Si\+#0eK, para U vecindad, %U es también vecindad, entonces x + %U
intersecta a M, asi \x + U = Az + %U) intersecta a AM = M y por lo tanto \x € M, para
toda A € K. O]

Corolario 2.1.5. f71(0) es cerrado 6 denso en E.
Demostracién. f~1(0) es un subespacio vectorial propio maximal. O

Sea F un espacio localmente convexo con dual continuo E’. Entonces E’ es un subespacio
del dual algebraico E* de F, E' C E*. También a cada elemento x de E le corresponde un
funcional = en E’ definido por Z(f) = f(z). El morfismo x +— Z (definido de E en E™) es
claramente lineal; si £ es de Hausdorff, este morfismo es inyectivo, porque & = ¥ si y sélo
si f(z) = f(y) para toda f € E’, siy s6lo si = y (ver [34], Corolario 3, Teorema 3, pég.
29). Entonces E es identificado con un subespacio vectorial E de E'™. Vamos a ver que esta
simetria algebraica entre F'y E’ en la cual cada uno es (isomorfo a) un subespacio vectorial
del dual algebraico del otro, se extiende a uno topoldgico; existen topologias en E’ bajo las

cuales este es un espacio de Hausdorff convexo con dual continuo F.

Definicién 2.1.19. Sean E, F y G espacios vectoriales sobre el campo K, un morfismo

f de Ex F en G es llamado bilineal si para cada x € E y cada y € F, los morfismos
foiy— f(x,y) y fy:x— f(z,y) son lineales.
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Denotamos los elementos de E’ por 2/,y/, ... y escribimos (x, 2’) para el valor del funcional
z’ en el punto = de E. Entonces (x, z’) es una forma bilineal en F y E’ respectivamente (por
la Definicién 2.1.19, para cada 2’ € E’ fijo, este es un funcional en F y para cada x € F fijo,

este es un funcional en E’), y las siguientes dos condiciones se satisfacen:
D.1 Para cada = # 0 en F, existe algin 2’ € E’ con (z,2') # 0;
D.2 Para cada 2’ # 0 en £, existe algin = € F con (x,z’) # 0;

En general, sean E y F dos espacios vectoriales sobre el mismo campo escalar (real o
complejo), y sea (z,y) # 0 una forma bilineal de ' x F' en K que satisface las condiciones
D.1 y D.2. Entonces existe un morfismo lineal natural de F' en E* (¢ : F — E*), en el
cual la imagen de y € F es el funcional f en E* (¢(y) = f) donde f(z) = (x,y).

Este morfismo es inyectivo por D.2, pues ¢(y) = f = 0 si y sblo si f(z) = (x,y) = 0 para
toda x € E lo que implica que y = 0 y asi F' es (isomorfo a) un subespacio vectorial de E*.
Similarmente, D.1 implica que E es (isomorfo a) un subespacio vectorial de F*; llamamos
entonces a (E, F') un par dual. Claramente si (£, F') es un par dual, asi lo es (F, E).

Mostramos mas adelante que si E es un espacio localmente convexo de Hausdorff con dual
continuo E’, entonces (F, E’) y también (E', E) son pares duales. Para cualquier espacio
vectorial £ con dual algebraico E*, (E, E*) es un par dual (pues D.1 es consecuencia de la

Proposicién 2.1.10).

Definicién 2.1.20. Sea (E, E'), para cada ' € E' corresponde una seminorma “p” en E
definida por p(x) = |(x,2')|. La topologia mds gruesa en E que hace a todas esas seminormas
continuas (ver el Teorema 2.1.2) es llamada la topologia débil en E determinada por E’,
y denotada por o(E, E"). Esta es claramente la topologia mas gruesa en E bajo la cual todos
los funcionales en E' son continuos. En (E,c(E, E'")), los conjuntos
{o: sup [(z,2})| <1} (2] € E)
1<i<n
forman una base de vecindades cerradas. (El ‘¢’ del Teorema 2.1.2 puede ser reemplazado
por 1 ya que, [{x,y')| < € si y sdlo si [{x,e'y')| < 1.) La topologia o(E, E") es localmente

convexa y de Hausdorff, ya que D.1 asequra las condiciones para la Proposicion 2.1.8.

Sea (E, T) un espacio localmente convexo de Hausdorff y consideremos el espacio (F,o(E, E')),
entonces el dual continuo £’ de (E, 7) esta contenido en el dual continuo E/ de (E,o(E, E')).

En efecto, sea f € E’, entonces para cada € > 0, existe una vecindad abierta U en (E, 7) tal
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que | f(z)| < € para cada « € U, sin embargo U = {z € E : sup |2 f(z)| < 1} la cual es una
vecindad en la topologia débil o(E, E").

Ahora mostramos que es exactamente igual a E’. Primero demostramos el siguiente lema.

Lema 2.1.5. Si fo, f1, fo, ..., fn son funcionales en el espacio vectorial E, entonces fy es

una combinacion lineal de f1, fa, ..., fn 0 existe un elemento a de E tal que fo(a) = 1 y

fila) = fola) = ...fu(a) = 0.

Demostracion. Suponemos que fi, fa, ..., f, son linealmente independientes, (en caso contra-
rio, consideramos por eliminacién, el subconjunto linealmente independiente mas grande).
Paran =0y fo # 0 existe ag € I tal que fo(ag) = ¢ # 0 asi fo(*2) = 1, supongamos que el
resultado se satisface para n — 1. Entonces para cada i con 1 < i < n, f; no es combinacién
lineal de f1, fo, ..., fi—1, fiz1, -+, fn- Por hipotesis de induccion existen elementos a; € FE con
fila;) =0 paracada i # jy fi(a;) = 1. Paracadax € £
= Y filw)aie () f7(0)=N,
1<i<n 1<i<n
Entonces existe un elemento a € N con fy(a) = 1y fi(a) = 0 para toda 1 < i < n, o
fo(y) = 0 para toda y € N. En este caso, para cada = € £
folw) =D fila)fola) = Y Nifi(x)
1<i<n 1<i<n

y asi,

]

Corolario 2.1.6. Si f1, fo, ..., fn son funcionales linealmente independientes en un espacio
vectorial E, entonces existen elementos ay,as, ...,a, € E con fi(a;) = 1 y fi(a;) = 0 para
i£j(1<i<n,1<j<n).

Proposicién 2.1.12. Si (E, E’) es un par dual, entonces el dual continuo de (E,o(E, E'))
es B

Demostracion. Sea f un funcional en E continuo en la topologia o(FE, E’). Entonces | f(z)| <

a < 1 en alguna vecindad de la forma

U={z: sup |(z,2))| <1} (] € E).

1<i<n
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Por el Lema 2.1.5, f es combinacién lineal de 2/, 2}, ..., 2/, o existe a € F tal que f(a) =1y
{a,z;) = 0 para 1 < i < n, asi este tltimo caso implica que a € U. Pero |f(a)| =1 > a, lo
que contradice la continuidad de f. Por lo tanto
f=>Y \tieFE
1<i<n
y f es continuo en la topologia de E. Ahora cada 2’ € E’ es continua en la topologia o(F, E')
y asi el dual continuo de (E,o(E, E")) es E'. O

Si E es un espacio localmente convexo con dual continuo E’, entonces (E’, E) es un par
dual y o(E’, E') es una topologia localmente convexa de Hausdorff en £’ con la cual el dual

continuo es F.

Definicién 2.1.21. Si (E, E') es un par dual, cualquier topologia localmente convera en E

con la cual el dual continuo es E' es llamada una topologia del par dual (E,E').

La Proposicién 2.1.12 muestra que o(FE, E’) es una de estas topologias; es la topologia
més gruesa (débil) del par dual (E, E’). Ya que ésta es de Hausdorff, todas las demads lo son.
Aparentemente las propiedades topologicas dependen sélo del par dual y no de la topologia
particular del par dual. Esto significa que el estudio de tales propiedades en espacios local-
mente convexos de Hausdorff pueden ser llevados a la topologia débil si es més conveniente.

Tal propiedad es exhibida por:

Proposicién 2.1.13. Si (E, E’) es un par dual y A es un subconjunto convexo de E, entonces

la cerradura de A, A, es la misma para cada topologia del par dual (E,E').

Demostracion. Sea £ cualquier otra topologia del par dual (E,E’) y denotamos por o =
o(E,E') y A, (resp. A¢) la cerradura en la topologfa correspondiente, dado que o < ¢,
Zg C A, (pues ¢ tiene més abiertos y por consiguiente més cerrados que o). Por otro lado,
para ver que A, C Ag, supongamos que a ¢ Ag, entonces por (ver [34], Proposicién 5,
Corolario 1, pag. 30) existe un funcional continuo #' € E' tal que (a,2’) ¢ (A, z'). Por lo
tanto, existe algin § > 0 tal que |(a —x,2')| > d paratodax € A. Sea U = {z : [{(z,2")| < d}.
Entonces U es una vecindad en ¢ tal que a + U no intersecta a A. Entonces a ¢ A, y asi

A, C A O

Definicién 2.1.22. Sea (E, E') un par dual. Si A es un subconjunto de E, el subconjunto

de E' que consiste de todos los x' para los cuales

sup{|(z,2)| :x € A} <1
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es llamada la polar de A (en E') y es denotada por A°.

Proposicién 2.1.14. Sea (E, E') un par dual. Entonces las polares en E' de subconjuntos

de E satisfacen las siguientes propiedades:
i) AY es absolutamente convera y o(E', E)-cerrada;
i) Si A C B entonces B® C AY;

iii) Si A # 0, entonces (AA)? = (+)A°;

[A]
0
w(U@>:ﬂ£.
Demostracion.

i) Sean x’,y € A° y escalares \, u € K tales que || + || < 1, veamos que \a’ + puy’ € A°.
En efecto, para xz € A

(2, Az’ + py)| = (M (2, ) + [l [z, o) < A+ |l < 1,
esto para cada x € A, asi finalmente
sup{|[{z, \e' + py')| : x € A} < 1.

entonces A° es absolutamente convexa. Ahora veamos que A° es o(FE', E)-cerrada, pero

A= () o+ ()] < 1},

z€EA

la cual es una interseccién de imagenes inversas de conjuntos cerrados por funciones

o(E', E)-continuas; por lo tanto A° es o(E’, E)-cerrada.

ii) Sea 2/ € B entonces sup{|(z,z')] : = € B} < 1, pero A C B, en particular
sup{|{z,2')| : # € A} <1, entonces 2/ € A°.

iii) Sea A # 0,
7' € (AA)? < sup{|[{z,2')|: z € NA} < 1

T

@Sup{\((%) z, 2| Y€ A} <1.
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Por bilinealidad y haciendo un cambio de variable obtenemos:

< sup{[(y, [Al2")] : y € A} < 1
& M2’ e A°

, 1
s e (W)AO.

iv)

r' e <UAQ) & sup{|[(z,2)| 1z € UAQ} <1

& sup{[{z,2')| : z € Ay} <1 paracada «,

&1’ € A para cada «,
/ 0
e’ e[)A.
«

]

Existen algunos casos especiales importantes de los conjuntos polares. Si M es un subes-
pacio vectorial de E, entonces sup{|(x,z’)| : * € M} < 1 implica que (z,z') = 0 para toda
x € M. En efecto, si sup{|(z,2')| : z € M} < 1 entonces 2’ € M°. Supongamos que existe
y € M tal que 0 < [(y,2/)] =A< 1=1< 1, sea pu € K tal que 1 < p; dado que M es un
subespacio, px € M para toda x € M , asf [(uy, ') = |u||(y, 2')| = pl(y, )| < 1= p < 1,
lo cual es una contradiccién. Por lo tanto M° consiste de aquellos elementos de E' que se
anulan en M y asi este es el subespacio de £’ ortogonal a M.

Si F es un espacio localmente convexo de Hausdorff, un subconjunto A’ de su dual continuo
E’ es equicontinuo si y sélo si existe una vecindad U con |(z,2)| = A < 1 para toda = € U
y 2’ € A’. Entonces A’ es equicontinuo si y sélo si A’ estd contenida en la polar de alguna
vecindad.

La operacién de tomar la polar puede ser repetida: si (E, E’) y (E', F) son pares duales
y A es un subconjunto de E, la polar A% de A° en F es llamada la bipolar de A en F, los
casos mas interesantes ocurren cuando F' es E o E™. Estos son cubiertos si consideramos el
caso ain mas general en el cual sélo suponemos que F C F' C E™. Esto asegura que (E', F')
es un par dual siempre que (E, E’) lo sea. Entonces z € A% si y sélo si |(z,2')| < 1 siempre
que ¥’ € A% lo cual sucede siempre que sup{|(z,z')| : © € A} < 1. Entonces z € AV si y

solo si
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(2,2 < sup{[(z, )| - x € A}
por Lema 2.1.3. Ya que A C E C F, entonces A C A%,

Teorema 2.1.5. Sea (E, E') un par dual y F' un subespacio vectorial de E™* que contiene a
E. Entonces la bipolar de A en F' de un subconjunto A de E es la envolvente absolutamente

conveza o(F, E")-cerrada de A.

Demostracion. Sea B la envolvente absolutamente convexa o(F, E')-cerrada de A. Por la
Proposicién 2.1.14, A% es un conjunto absolutamente convexo o(F, E')-cerrado que contiene
a A yasi B C A% Sia ¢ B existe un funcional continuo 2/ € E’ tal que |[(a,2')| > 1
y [{x,2')] < 1 para toda x € B (ver [34], Corolario 1, Proposicién ‘Teorema de separacién
de Hahn- Banach’, pdg.29 ). Ahora A C By asf 2’ € A° ; entonces a ¢ A". Por lo tanto,
AW C Byasi B= A%, m

Corolario 2.1.7. Si E es un espacio localmente convero de Hausdorff con dual continuo E' y
A es un subconjunto de E, entonces la bipolar A de A en E es la envolvente absolutamente

convezxa cerrada de A.

Demostracion. Por el Teorema 2.1.5 A% es la envolvente absolutamente convexa o(E, E')-
cerrada de A y por la Proposicién 2.1.13 o(F, E’) puede ser reemplazada por la topologia
dada en E. O

En un espacio localmente convexo de dimension finita se pueden considerar ciertas pro-

piedades que a continuacién se demostraran. Primero consideramos un espacio vectorial de

*

dimensién finita E y (e, €9, ..., €,) una base para E, existe una base dual (e, e}, ..., e€}) en el

5 Cp

dual algebraico E* de F, con la propiedad de que (e;, e}} esigual a 1 cuando ¢ = j y 0 en otro

caso. En efecto, cualquier elemento x € E se puede expresar de forma tnica como E Ai€;
1<i<n
con (x,e) = \;. Es facil entonces verificar que los e son linealmente independientes, ya que
* . . * *
g pse; = 0 implica que 0 = (e;,0) = (e, E pie;) = E pjleis €;) = pi, esto para
1<j<n 1<j<n 1<j<n
cada i. También los e} generan a E* ya que si 2* € E* y © = E Aie; con (x,ef) =\ € E,
1<i<n
entonces

<$7$*> = Z )\,‘(6,’,1'*) = Z ”i<xvez> = <$v Z Ui‘eZ)’

1<j<n 1<i<n 1<i<n

con
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pi = (e, x*), y asf % = Z Ji€; -
1<i<n
Ahora, si E es de dimensién finita y (F, E’) es un par dual, entonces E' = E*, ya que si £/
y E* tienen la misma dimensiéon entonces también E’' y E™, ademas ' C E*y E C E™,
todos deben tener la misma dimensién (dim £ = dim £* > dim £’ = dim E™, por otro lado
dim F' = dim £ > dim F = dim £*). Por lo tanto F' = E*.

Proposicion 2.1.15. Un espacio vectorial de dimension finita tiene sélo una topologia con

la cual este es un espacio localmente convexo de Hausdorff.

Demostracion. Demostramos que para E un espacio localmente convexo de Hausdorff de
dimensién finita, su topologia (7) es idéntica a o(E, E*). Ya que el dual de E debe ser E*,
su topologia es més fina que o(E, E*) (o(E, E*) < 7). Ahora consideramos (ey, ea, ..., ;)
cualquier base de E'y (e}, €3, ..., eX) la correspondiente base dual de E* y sea U una vecindad
absolutamente convexa en E. Dado que U es absorbente, para cada e; existe u; > 0 tal que
e € U, sea p = max{yu; : 1 <i < n}, entonces por el Lema 2.1.2 e; € ;U C pU para cada
1 <7 <n. Entonces
V= e s [l < (un) )

1<i<n

es una o(FE, E*)- vecindad; si © = Z Aie; € V para algunos \; € K, el Lema 2.1.2 implica

1<i<n
e Y NlplU = ) [a,e)|ulU C n(un) ' ul = U.
1<i<n 1<i<n

Asi se demuestra que toda vecindad en 7 lo es en o(E, E*) (1 % o(E, E*)), por lo tanto

ambas topologias son idénticas. O]

Esta tunica topologia en un espacio de dimensién finita es normable; correspondiente a

cada base (e, e, ..., €,), se puede tomar, por ejemplo, la norma Euclidiana

lzl = | > I
1<i<n

para x = Z Aie;. A esta unica topologia se le llama la topologia Euclidiana.

1<i<n
Teorema 2.1.6. Sea M un subespacio vectorial de dimension finita de un espacio localmente
convexo de Hausdorff. Entonces M es cerrado en E y la topologia inducida en M es la

topologia Fuclidiana.
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Demostracion. La segunda parte es una consecuencia de la Proposicion 2.1.15, porque la
topologia inducida hace a M un espacio vectorial topologico la cual es localmente convexa y
de Hausdorff.

Para la primera parte, si (e, es,...,e,) es una base de M y si a ¢ M, entonces son
linealmente independientes y con respecto a a, e1, s, ..., €, como funcionales definidos del dual
continuo £’ de E en el campo K (por las valuaciones, si z € E se define 7 : E' — K por
(x, 2"y = Z(2") = a'(x)), por el Lema 2.1.5 existe 2’ € E tal que (a,2') =1y (e;,2’) = 0 para
1 <i<mn.SealU ={z:|[{(x,2')| < 1}. Entonces U es una vecindad y a+U es una vecindad de

a que no intersecta a M, ya que si existe x € M y x € a+ U, entonces x = Z e, =a+y
1<i<n

para escalares \; y algin y € U, pero (y,x') = Z Ailei, o'y — {a,x") = —1, pero esto
1<i<n

contradice el hecho de que y € U, asf a &€ M, por lo tanto M C M y M es cerrado.
O

Definicién 2.1.23. Supongamos que (E,E') y (F, F") son dos pares duales y t un morfismo
lineal de E en F. Entonces (t(x),y') es una funcién bilineal en las dos variables x y y'.
Denotamos por t'(y') el funcional en E el cual resulta de esta funcion bilineal fijando a

y € F', asi que t' es definida por la identidad

(z,t'(y)) = (t(),y)

valida para cada v € E y cada y € F'. Entonces para cada y' € F', t'(y) € E* yt' es un
morfismo lineal de F' en E*. Llamamos a t' la transpuesta del morfismo lineal t, (también

llamada adjunta, conjugada o dual).

Proposicién 2.1.16. Sean (E, E') y (F, F') pares duales y sea t un morfismo lineal de E en
F con traspuesta t'. Entonces t'(F') C E' si y solo si est es continuo cuando E y F estdn

dotadas de sus topologias débiles o(E, E') y o(F, F") respectivamente.

Demostracion. Primero supongamos que t es continuo; entonces para cada y € F’ fijo,
(t(z),y’) es un funcional continuo en E con la topologia o(E, E’), pues t y ¢’ lo son; ademés
(t(x),y') = (z,t'(y)) para cada v/ € F', t'(y) € E*, asi t/(y') es continuo y '(y') € F',
entonces t'(F') C E'.
Ahora supongamos que t'(F') C E' y sea
V={y: sup [{y,y))| <1}
1<i<n

una o(F, F')-vecindad. Entonces si
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es una o(FE, E')-vecindad tal que ¢(U) C V, pues para cada x € U C E tenemos
(@, 1'(y)) = (t(x),y) = (2. U'(y)) = (t(x), 47) para todo 1 <i <n.
Puesto que x € U

= sup [(z,1'(y;))] <1

1<i<n
& sup [(t(z),y)] <1

1<i<n

asi t(z) € V, por lo tanto t(U) CV = U C ¢t~V y entonces t es continuo. O

Definicién 2.1.24. Un morfismo lineal t : E — F es débilmente continuo si este es
continuo como una funcion t: (E,o(E,E")) — (F,o(F,F")).

La operacion de tomar la transpuesta de un morfismo lineal puede claramente ser repetida.
En efecto, si (E, E'), (E',E"), (F, F"), (F', F") son todos pares duales, y si ¢t es un morfismo
débilmente continuo de E en F', entonces t' aplica F’ en E’ y su transpuesta t” aplica E”
en F’*. Por la Proposicién 2.1.16, t” aplica E” en F” siy sélo si ' es continua cuando F” y
FE’ tienen las topologias o(F', F") y o(E’, E"). El caso mds simple surge cuando E” = FE y

F" = F'; entonces t” coincide con t y asi tenemos por la Proposicién 2.1.16,
Corolario 2.1.8. Sit es débilmente continuo, entonces su transpuesta t' lo es.

Proposicion 2.1.17. Sit es un morfismo lineal continuo de un espacio localmente convexo
de Hausdorff E (con dual continuo E') en un espacio localmente convero de Hausdorff F

(con dual continuo F'), entonces t también es continuo cuando E y F tienen asociadas las
topologias débiles o(E, E") y o(F, F").

Demostracion. Paracaday’ € F' fijo, (t(x),y’) es un funcional continuo en E'y asi t'(y') € E'.
Por lo tanto t/(F’) C E’ y el resultado se sigue de la Proposicién 2.1.16.
O

La implicacién contraria de este resultado no es vélida en general (tomando, por ejemplo,
el morfismo identidad de E con una topologia ;1 en E con otra topologia 7 estrictamente mas
fina que la topologia del par dual, pues no toda vecindad W en la topologia 7 lo serd en p).

Existe una relacion algebraica que se requerira mas adelante.
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Lema 2.1.6. Sean (E,E') y (F,F') pares duales y sea t un morfismo lineal débilmente

continuo de E en F, con transpuesta t'. Entonces, para cada subconjunto A C F,
(1(A))" = t71(A%).
Demostracidén. Por definicién, para i’ € (t(A))°
|(t(z),y)] <1< [(z,t'(y))] <1, para toda x € A

siy solo si t'(y') € AY, es decir, y € /71 (A). O

2.1.2. Topologias en espacios duales

Continuamos con el estudio de dualidad es esta seccion. Primero consideramos un método
general para definir topologias convexas en el dual de un espacio localmente convexo, to-
mando como vecindades del origen las polares de ciertos conjuntos en el espacio localmente
convexo. Los conjuntos que son adecuados forman la clase importante de conjuntos acotados.
El resultado principal es el teorema de Mackey-Arens el cual caracteriza todas las topologias
localmente convexas con un dual dado. Resulta que para el conjunto de todas estas topo-
logias existe un elemento minimo y un elemento maximo, la topologia débil y una mas fina,
respectivamente. Esta seccion requiere de elementos méas profundos de topologia general que
las anteriores, los subconjuntos compactos y precompactos de un espacio localmente convexo

entran en desarrollo aqui y usamos el concepto de espacio completo.

Definicién 2.1.25. En un espacio vectorial se dice que el conjunto A absorbe al conjunto
B si existe a > 0 tal que B C AA para toda A con || > «a. Un conjunto absorbente A
es aquel que absorbe puntos. En un espacio localmente convero E (en general un espacio
vectorial topoldgico), un conjunto A es llamado acotado (en el sentido de Von Neumann-

Kolmogorov, ver el Ejemplo 3.2.1) si este es absorbido por cada vecindad.

Lema 2.1.7. Si % es una base de vecindades absolutamente convexas, el conjunto A es
acotado si y sdlo si para cada U € % existe un A > 0 tal que A C AU (esto implica que
A C uU para toda |p| > N).

Demostracion. En efecto, si A es acotado, para cada U € %, la cual es vecindad, existe A > 0
tal que A C pU para toda p con || > A; pero U es una vecindad absolutamente convexa, asi
por el Lema 2.1.2, A\U C pU. Inversamente, si W es una vecindad en el espacio localmente
convexo F existe U € % tal que U C W, por hipotesis existe A > 0 tal que A C pU C pW
para toda |u| > A. O
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Lema 2.1.8. Si la topologia de E estd determinada por el conjunto de seminormas @), donde
los conjuntos
{z: sup pi(z) <€} (s € Q)
1<i<n

forman una base de vecindades, entonces A es acotado si y solo si p(A) es un conjunto

acotado de los numeros reales para cada p € Q).

Demostracion. En efecto, si A es acotado, entonces para € > 0, [—¢, €| es una vecindad
basica cerrada en R, y sea p € () la cual es continua por el Teorema 2.1.2. Observamos que
U, ={x : p(x) < e} C p'([—¢,€]), entonces existe un A > 0 tal que A C AU, , lo que implica
que p(A) C A[—¢, €], asi p(A) es acotada, esto para cada p € Q). Por otro lado, sea
Up ={z: sup pi(z) < €}
1<i<n
un elemento de la base en E, para cada p; € @ con 1 < i < n; p;(A) es acotado, es
decir, para la vecindad [—e, €] existe \; > 0 tal que p;(A) C \i[—¢, €], para cada i. Sea
A = max{\; : 1 <i < n}, entonces A C \U,. En particular A es un conjunto acotado en

o(E,E’) siy solo si (A, 2') es acotada para cada a2’ € E'. O
Lema 2.1.9.

i) La cerradura, la envolvente convexa y la envolvente absolutamente convera de un con-

Junto acotado son acotadas;
i) cualquier subconjunto o mailtiplo escalar de un conjunto acotado es acotado;
i11) cualquier union finita o suma finita de conjuntos acotados es acotada.
Demostracion. Sea % una base de vecindades cerradas absolutamente convexas.

i) Si A es un conjunto acotado y B la cerradura, la envolvente convexa o la envolvente
absolutamente convexa de A; entonces A C B. Para U € %, existe A > 0 tal que
A C \U, asi, tomando la cerradura, la envolvente convexa o la envolvente absolutamente
convexa de ambos conjuntos en la contencién y por la Proposicion 2.1.4, B C \U, B

es acotado.

ii) Sea A un conjunto acotado; para U € % existe A > 0 tal que A C A\U. Si B es un
subconjunto de A, B C AU y entonces B es acotado. Sea a € K, entonces puesto que
U es absolutamente convexo y por el Lema 2.1.2, «A C a\U C U con 5 = |a|A > 0,

por lo tanto aA es acotado.
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iii) Sean {A;, Ao, ..., A} conjuntos acotados; para U € % y cada A; con 1 <1i < n, existe
Ai > 0 tal que A; € \U. Sea A = max{\; : 1 < i < n}, puesto que U absolutamente

convexo, por el Lema 2.1.2 \;U C \U para cada ¢ y entonces

J 4c |J awvca,

1<i<n 1<i<n

asi la unién finita de conjuntos acotados es acotada. Por otro lado usando iii) del
Lema 2.1.2, sea [ = Z |\;| se tiene

1<i<n
Y oAC ) (W)cC (Z |A,-|> U < BU,
1<i<n 1<i<n 1<i<n

por lo tanto la suma finita de conjuntos acotados es acotada.
O

Proposicion 2.1.18. La imagen bajo un morfismo lineal continuo de un conjunto acotado

es acotada.

Demostracion. Supongamos que t es un morfismo lineal continuo de E en F' (dos espacios
localmente convexos) y que A es un subconjunto acotado de E. Para cada vecindad absolu-
tamente convexa V en F, t~}(V) es una vecindad en E y de aqui que exista A > 0 tal que
A C M Y(V). Entonces t(A) C t(A1(V)) C Xt(t~1(V)) C AV, por lo tanto t(A) es acotado
en F'. O

En un espacio normado las bolas B(0,¢) = {z : ||z|| < ¢} forman una base de vecindades
que consiste de conjuntos acotados. Es suficiente con demostrar que la bola unitaria lo es,
pues si B(0,€) con € > 0 es un elemento de la base, entonces B(0,1) C (1) B(0,¢€) y por la
Definicién 2.1.25, B(0, 1) es acotada.

Esta propiedad caracteriza a los espacios normados:

Teorema 2.1.7. Si un espacio localmente convero de Hausdorff E contiene una vecindad

acotada, entonces E es normable.

Demostracion. Sea U una vecindad absolutamente convexa contenida en la vecindad acotada;
entonces U es acotada por el Lema 2.1.9, ii). Por lo tanto, si V' es cualquier vecindad, existe
A>0tal que U C AV y asi (3+)U C V. Entonces los conjuntos {¢U}(e > 0) forman una
base de vecindades. Ya que el espacio es de Hausdorff, el funcional de Minkowski de U es una

norma que define la topologia (ver la Proposicién 2.1.7 y la Proposicién 2.1.8). ]
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Este teorema demuestra incidentalmente que las bolas B(0,¢) de un espacio localmente
convexo metrizable no normable no son necesariamente conjuntos acotados. Si £ y 1 son dos
topologias localmente convexas en E tales que & es més fina que 1 (n = £), un conjunto
acotado en & es también acotado en 7; esto por el simple hecho de que todo abierto bésico en
n, es vecindad en £. En particular, si £’ es el dual continuo de E bajo la topologia de Hausdorff
&, entonces los conjuntos &-acotados son también débilmente acotados (o(E, E')-acotados).

Sea (E,E’) un par dual y & cualquier conjunto de subconjuntos débilmente acotados
de E. Entonces los elementos de la familia {A : A € &/} son absolutamente convexos y
absorbentes (Proposicién 2.1.14). Entonces por el Corolario 2.1.1, existe una topologia &’
en F' en la cual éstas son vecindades. Una base de vecindades en £ esta formada por los

conjuntos de la forma

e [V A =(c"J 4) (e>0,4 € )

1<i<n 1<i<n

Resulta que la convergencia en £’ es equivalente a la convergencia uniforme en cada A € 7.

Definicién 2.1.26. La topologia &' es llamada la topologia de convergencia uniforme
en los conjuntos de </, o la topologia de < -convergencia. Llamamos a cualquier

topologia definida en este sentido una topologia polar.
En la practica es necesario saber que &7 satisface:
BP.1 Si A, B € &/, entonces existe C' € & con AUB C C.
BP.2 Si Ae &/ y A € K. entonces A\A € &7
BP.3 U A genera a F.

Acd

Las condiciones BP.1 y BP.2 aseguran que las polares de los conjuntos de ./ forman una

base de vecindades para &', porque entonces si € > 0y A; € o para 1 < i < n, existe algun
C € & con

el U A, CC

1<i<n

y asi, por Proposicién 2.1.14 C° C € ﬂ AY.
1<i<n
También BP.3 es una condicién suficiente para que cada x € F sea acotado en algin A° y

asi definir un funcional {’-continuo en E’. Entonces £’ es més fina que o(E, E’) y por lo tanto
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es de Hausdorff. Una topologia polar puede ser descrita por seminormas. Para cada A € &7

sea
/ / 3 1 / 0
pPa(a’) =mf{\>0: X e A’}

= mf{\ > 0 : sup{|(x, (%) ),z € A} < 1}

= mf{\ > 0 : sup{|[{x,2")|,z € A} < \}
= sup{|(z,2')| : x € A}.

Entonces p/y definido anteriormente, es el funcional de Minkowski de A° y el conjunto {p/, :
A € o/} determina la topologia de la «7-convergencia. Cuando & es el conjunto de todos
los subconjuntos finitos de E, la topologia de la «7-convergencia es o(FE’, E), la cual es la
topologia polar mas gruesa (de BP.3 y la Proposicién 2.1.15). La topologia polar mas fina es
obtenida tomando a &/ como el conjunto de todos los subconjuntos débilmente acotados de
E. Esta topologia es denotada por S(E’, E) y es a veces llamada la topologia mas fuerte
en E'. Si E es un espacio normado y %7 es el conjunto de todas las bolas B(0,€) (e > 0), la

topologia de la .@7-convergencia es normable, cuya norma es:
2] = sup{[(z, )| : [|=]| < 1}.

Proposicion 2.1.19. Cada topologia localmente convexa de Hausdorff es una topologia polar,
llamada, la topologia de la convergencia uniforme sobre subconjuntos equiconti-

nuous del espacio dual.

Demostracion. Sea % una base de vecindades absolutamente convexas cerradas para la to-
pologia localmente convexa de Hausdorff £. Entonces U = U (por el Corolario 2.1.7) y
asi £ es la topologia de la convergencia uniforme en los conjuntos U° (U € ). Si A’ es
equicontinuo, existe U € % con A’ C U°. En efecto, por ser A’ equicontinuo, para € = 1
existe una unica vecindad U € % tal que |(z,d')| < € para cada z € Uy o' € A, es de-
cir, sup{|(z,a’)| : @ € U} < 1, por lo que @’ € U°. Siguiendo con la demostracion, £ es la

topologia de la convergencia uniforme sobre subconjuntos equicontinuos del dual. O]

En un espacio localmente convexo metrizable, el ‘tamano’ de un subconjunto A puede ser

medido por el didmetro

d(A) = sup d(z,y).

z,yeA
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Esto puede ser expresado en términos de vecindades de la forma U, = {z : d(z,0) < €}.
Entonces d(A) < e si y s6lo si  —y € U, para toda z,y € A. De esta forma, la idea se

generaliza al tomar espacios localmente convexos.

Definicién 2.1.27. Si U es una vecindad de un espacio localmente convexo E, el subconjunto
A de FE es llamado de orden pequeno U, six —y € U para todo x,y € A. Un subconjunto
A de un espacio localmente convexo es llamado precompacto, si para cada vecindad absolu-
tamente convexa U, A puede ser cubierto por un nimero finito de conjuntos (Ay, As, ..., Ay)

de orden pequeno U.

Con respecto a la definicion anterior, si a; € A; para cada ¢ entonces
AcC | (a+0).
1<i<n

Esto sucede ya que, si ¢ € A, entonces z € A; para alguna j, pero A; es de orden pequeno

U, entonces v —a; € U, asi ¢ € a; + U, por lo tanto z € U (a; + U). Inversamente, un
1<i<n
conjunto A con la propiedad de que para cada vecindad U existen puntos ai, as, ...a, con

Ac | (a+0),
1<i<n

es precompacto. En efecto, sea U una vecindad absolutamente convexa, por la Proposi-
ci6én 2.1.3, existe una vecindad V' tal que V +V C U, por hipétesis existen a, a), ...a,, tales

que

AC | @+,
1<i<m
entonces AN (aj,+ V) # 0 al menos para algin k, asi podemos considerar todos los conjuntos
Aj=AN(a;+V)#D, con1<j<nyn<m,porlotanto
Ac |J An@+vic | 4

1<i<m 1<j<n
Cada A; es de orden pequenio U, pues para cada z,y € Aj, existen u,v € V tales que
r—y=(a;+u)—(aj+v)=u—veV+V CU,luego A es precompacto.
Lema 2.1.10.

i) La cerradura de un conjunto precompacto es precompacto.

ii) Todo subconjunto o multiplo escalar de un conjunto precompacto es precompacto.
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iii) Toda union o suma finita de conjuntos precompactos es precompacta.

Demostracion. Sea A un subconjunto precompacto de un espacio localmente convexo F.

i)

ii)

Por el Corolario 2.1.2 podemos considerar una base de vecindades absolutamente con-

vexas cerradas %, asi para U € % existen a; € E (1 < i < n) tales que

AC J@+)y=4¢C |J (@+U)= | (@+0)= | (a: + V),

1<i<n 1<i<n 1<i<n 1<i<n
por lo tanto A es precompacto.

Veamos que AA es precompacto para cualquier A € K. Sea # la base de vecindades
del Teorema 2.1.1, para W € # y 0 # X\ € K| %W es una vecindad absolutamente
convexa para la cual existe un nimero finito de conjuntos Ay, ..., A,, de orden pequeno

%W tales que

Ac | A=aac | a4,

1<i<m 1<i<m

donde cada AA; es de orden pequeno W, pues para cada Ay, Ay’ € AA; se tiene que
Ay =N =My —y) € MsW)=W. Ahorasi A =0y a € A, para U una vecindad

absolutamente convexa, existen By, ..., B, conjuntos de orden pequeno U tales que

0ca—ACa-— U B, = U a— B,

1<i<m 1<i<m

donde cada a — B; es de orden pequeno W, ya que para r, s € a — B;, existen r’, s’ € B;

tales que
r—s=(a—r)—(a—s)=5—-1 €U,

asi 0 es precompacto. Por lo tanto AA es precompacto para cualquier escalar \.

Por otro lado si B C A, para la vecindad U

esto demuestra que B es precompacto.
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Ahora procedemos por induccion. Sean A, A; conjuntos precompactos y sea V' una vecindad

absolutamente convexa en el espacio localmente convexo E.

iii) Existen C1,...,Cy y D, ..., D; conjuntos de orden pequeno V tales que

A, C U Ciy Ay C U D;

1<i<t 1<i<l

lo cual implica que

Audc(lJayulYpyc Y Gub;,
1<i<t 1<i<l 1<j<t
1<i<l

si consideramos a Dy = Cy,; para k = 1, ..., [, tenemos:

A UA, C U G,

1<i<t+l
donde cada C; es de orden pequeno V. Se sigue por induccién de forma similar que la
unioén finita de conjuntos precompactos es precompacta.

Finalmente, para la vecindad V' existe una vecindad béasica V' en la base del Teore-
ma 2.1.1, donde V' C V' y %V’ es una vecindad para la cual existen puntos ci,...,c; y

dy,...,dy en E tales que
A< | c~—|—1V'yA c | d-+1V’
1 = : ) 92 2 = ' 1 9 )
1<i<k 1<i<q

entonces

1 ! 1 ! !

1<j<k 1<j<k 1<j<k
1<i<q 1<i<q 1<i<q

De forma similar para cualquier suma finita de conjuntos precompactos, asi cualquier

suma finita de precompactos es precompacta.
[

Lema 2.1.11. La imagen bajo un morfismo lineal continuo de un conjunto precompacto es

precompacto.
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Demostracion. Sea f un morfismo lineal continuo entre dos espacios localmente convexos E'y
F. Consideramos a K un subconjunto precompacto de E, si V' es una vecindad absolutamente
convexa en F'| existe una vecindad absolutamente convexa V' en E tal que f(U) C V y puntos

x1,...,T, € F tales que

1<i<n
fE) ¢ [ wrv)= U fa+r0)=J fa)+fU)
1<i<n 1<i<n 1<i<n
C U f(x:) +V,
1<i<n
por lo tanto f(K) es precompacto. ]

Proposicion 2.1.20. Un conjunto precompacto es acotado.

Demostracion. Si U es una vecindad absolutamente convexa y

Ac | (a+0),
1<i<n
entonces existe A > 0 tal que a; € AU para 1 < i < n. Por lo tanto A C (1 4+ A\)U, debido a
la convexidad de U. O

Un concepto topolégico que nos es de gran utilidad es el de conjunto compacto en espacios

localmente convexos.

Definicién 2.1.28. Sea E un espacio topologico y A un subconjunto de E. Un conjunto
¢ de subconjuntos de E se dice que forma una cubierta de A si A estd contenido en la
union de elementos de €; si los elementos de € son abiertos, € es llamada una cubierta
abierta de A. El conjunto A es llamado compacto si cada cubierta abierta de A contiene

una subcubierta finita.

Lema 2.1.12. Supongamos que & yn son dos topologias en el mismo espacio topolégico y que

& es mds fina que n en el conjunto A. Si A es £-compacto entonces A es también n-compacto.

Demostracion. Sea € una cubierta n-abierta, ésta es una cubierta &-abierta, entonces existe
una subcubierta finita que contiene a A, por lo tanto A es n-compacto.
m
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Si E es un espacio localmente convexo, y A es un subconjunto compacto de £ entonces A es
precompacto. En efecto, para U una vecindad abierta, la familia de conjuntos {z+U : x € A}
es una cubierta abierta de A, entonces existe un nimero finito de puntos, digamos 1, xs, ..., T,

tales que A C U (z; + U). Ademas por la Proposicién 2.1.20 A es acotado. En conclusion,
todo subconjurllfég?clompacto de un espacio localmente convexo es acotado.
Lema 2.1.13. En un espacio localmente convexo:

i) cualquier miltiplo escalar de un conjunto compacto es compacto;

i1) cualquier suma finita de subconjuntos compactos es compacta;

iii) la suma de un conjunto compacto y un conjunto cerrado es un conjunto cerrado.

Demostracion. i) Consideramos A un conjunto compacto y A € K, para A =0 y ¢ una
cubierta abierta de A\A, existe C' € € tal que 0 € C. Si A # 0, y € una cubierta abierta
de \A

1 1
Ce? Ce® Ce®

pero para cada C' € %, %C’ sigue siendo abierto, y todos ellos forman una cubierta

abierta de A que es compacto, asi existe una subcubierta finita tal que

Ac %Ci:Agi U a=xac |

1<i<n 1<i<n 1<i<n

ii) Sean Ay, As, ..., A, conjuntos compactos, procedemos por induccién. Sean A, Ay dos
conjuntos compactos y sea % una cubierta abierta de A; + Ay. Para x € A,y €
Ay, existe una vecindad abierta absolutamente convexa U, del origen para la cual
7+ 1y + Ugy) estd contenido en algin conjunto de €. Si x es fijo, y y varfa en todo A,,

los conjuntos y + %U(m,) forman una cubierta abierta de A,, pero A, es compacto, asi
{?Jj + %U(xvyj) 1<) <n.}

es una subcubierta abierta, sea
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iii)

Entonces los conjuntos x + V,, forman una cubierta abierta de Ay, que es compacto. Sea
{z,+V,, :1<i<m}

una subcubierta finita. Entonces

A1+A2 Q U (Il—f—‘/mz)—i‘AQ

1<i<m

1 1
U U (xz + yj + §U(Cfiayj) + §U($zvy])>

1<i<m 1<j<n,,

N

pero lo anterior esta contenido en una union finita de conjuntos de . Entonces A; + As
n

es compacto. Se sigue para n que E Ay es compacto.
k=1

Sean A un conjunto compacto, B un conjunto cerrado y a ¢ A+ B, entonces a € v+ B,
para cada x € A. Si x € A, x + B es un conjunto cerrado, asi existe una vecindad

absolutamente convexa U, de x tal que
(a+U,)N(x+ B)=0.

Lo cual implica que a ¢ x + U, + B. Pero los conjuntos = + %Um forman una cubierta

abierta del conjunto compacto A, por lo que existe una subcubierta finita
{oi+3Us 1 <i<n}

de A. Ahora consideramos

Entonces

1 1
- 4 =U,) + =U,, C
A+ve Y (i + 5Us) + U © Uz +0..

1<i<n €A

Por lo tantoa ¢ A+V + By (a+ V)N (A+ B) =10, lo que significa que a ¢ A+ B,
A+ B C A+ By finalmente A + B es cerrado.
O
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Muchas de las propiedades de espacios métricos pueden ser descritas de manera conveniente
en términos de sucesiones, como por ejemplo: z € A si y sélo si existe una sucesion de puntos
de A que convergen a z, la funcién f es continua en x si y sélo si f(z,) — f(z) siempre
que x, — x. Estas propiedades se conservan en espacios topoldgicos bajo una nocién de

generalizacién del concepto de sucesion, los filtros.

Definicién 2.1.29. Sea E cualquier conjunto. Un conjunto F no vacio de subconjuntos no
vacios de E (F C P(E)) es llamado un filtro si satisface:

Fil1 0 ¢ F
Fi.2 SiAe . ¥ yBe %, entonces ANB € ..

Fi.3 SiAe .7 yAC B, entonces B € .%.

Por ejemplo, si A es un subconjunto fijo de E, el conjunto de todos los subconjuntos
que contienen a A es un filtro; otro ejemplo ilustrativo de filtro es el conjunto de todas las
vecindades de un punto de un espacio topolégico. Como el conjunto de vecindades de un

punto, un filtro puede ser generado por una base.

Definicién 2.1.30. Un conjunto no vacio % de subconjuntos no vacios de E es llamado una

base de filtro si satisface:
BFi.1 SiAe B yBe A, eriste C € A tal que C C AN B.

El conjunto F de todos los conjuntos que contienen a algin conjunto de la base de filtro 9B

es entonces un filtro, llamado el filtro generado por %.

Si f es una funcién de F en F'y A es una base de filtro (o un filtro) en F, entonces f(%)
es una base de filtro en F', ya que para A’y B’ € f(9%) existen A, B € A tales que f(A) = A’
y f(B) = B’; por ser # una base de filtro (o un filtro), existe C' € # (en caso de ser % un
filtro, C = ANB) con C CANB = f(C)C f(ANB) C f(A) N f(B), pero f(C) € f(A).

Si E es un espacio topoldgico, el filtro (o base de filtro) .7 se dice que converge a z si
cada vecindad de x contiene a algin elemento de .%#, en este caso denotamos la convergencia
por % — x. En el caso de ser .% un filtro, .% — x si y sélo si cada vecindad de x pertenece
a .%#. Ya que si V, es una vecindad de z, existe U € .% tal que U C V,, por Fi.3, V, € .Z.
Inversamente, si V, es una vecindad de z, V, € % y se contiene a si misma, por lo tanto
F — . Una consecuencia inmediata de este resultado es que si .# — x, entonces x € U
para cada U € %, esto ya que para cada V, vecindad de z, V, € %, entonces por Fi.1l y
Fi2siUec Z,UNV,#0=xcU.
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Definicién 2.1.31. En un espacio localmente convexo, el filtro ¥ es un filtro de Cauchy

si para cada vecindad U, F contiene un conjunto de orden pequeno U.

Todo filtro convergente es un filtro de Cauchy. Si .% — a y U es una vecindad abso-
lutamente convexa, a + %U es una vecindad de a, entonces a + %U € %, para F € ¥
(a+3U)NE #£0, asf existe A = (a+ 3U)NF € . tal que A C (a+ 3U) y entonces A es
de orden pequeno U ya que si z,y € A entonces z —y = (a + %u) —(a+ %v) para algunos
u,v € U, pero U es convexo, entonces © —y € %U + %U = U. Si inversamente, cada filtro de
Cauchy es convergente, el espacio E es llamado completo; en general, el subconjunto A

de F es llamado completo si cada filtro de Cauchy al cual pertenece A converge a un punto
de A.

Lema 2.1.14. Sean F un filtro en un conjunto E y f : E'— F una funcion en un conjunto
F,

i) Si f es suprayectiva, f(F) es un filtro en F.

ii) Si E, F son dos espacios localmente converos y f es ademds (de suprayectiva) una
transformacion lineal continua y F es un filtro de Cauchy en E, entonces f(.F) es un
filtro de Cauchy en F.

Demostracion.

i) Veamos que se satisfacen las condiciones para que f(.#) sea un filtro en F. Como
0 & F =0¢g f(F), ast se cumple Fi.1. Sea A’ € f(F)y B’ C A, existe A € .F
tal que f(A) = A" = A C f7Y(f(A) = f1(A), como F es un filtro, por Fi.3
7Y f(A)) € Z. Ademés f es suprayectiva, asi f(f~*(B’)) = B’. Entonces

fYB) C fYA)= fFY(B) e F = B e f(F).

Por lo tanto se satisface Fi.3. Para ver Fi.2, sean A", B’ € f(.%), por la discusion
anterior, f~1(A") y f71(B') € Z, entonces por Fi.2 y la suprayectividad de f

AN UB) e F = f(fTHA)NfTU(BY) € f(F)
FUTHA) N f(fHB)) € f(F) = ANDB € f(F).

ii) Sea U una vecindad en F', por la continuidad de f, f~}(U) es una vecindad en E, asi por
hipétesis existe A € Z de orden pequeno f~(U), entonces f(A)(€ f(.F)) es de orden




54 2.1. ESPACIOS VECTORIALES TOPOLOGICOS

/

pequeno U, ya que para z’,y" € f(A), existen x,y € A tales que f(z)=2"y f(y) =y
pero entonces z — y € f~}(U) para todo z,y € A, por ser f lineal y sobreyectiva se

tiene que

f@)=fly) e f(IU)=U=a" -y €U.

Por lo tanto, por el inciso 7) y lo anterior f(.%#) es un filtro de Cauchy en el espacio

localmente convexo F'.
O]

Definicién 2.1.32. Una sucesion {x,}nen (también denotada por (x,)nen) en un espacio
localmente convezo es llamada una sucesion de Cauchy si para cada vecindad U, existe

k € N tal que para cualesquiera naturales m,n > k se satisface que x,, — x,, € U.
Un teorema fundamental en el estudio de espacios localmente convexos es:

Teorema 2.1.8 (Teorema de Mackey-Arens). Supongamos que (E, E') es un par dual, y que
(E,&) es un espacio localmente convero de Hausdorff. Entonces (E,§) es el dual continuo
de E' si y solo si & es una topologia de la convergencia uniforme sobre un conjunto de

subconguntos absolutamente convexos o(E', E')-compactos de E'.

Demostracion. Si E tiene dual continuo £’ bajo la topologia &, entonces £ es la topologia de
la convergencia uniforme sobre los conjuntos U® (Proposicién 2.1.19), si U es vecindad en la
topologia € y cada U° es absolutamente convexa, entonces por el Teorema 6 ([34], pdg. 61),
U° es o(F', E)-compacto.

Inversamente, si £ es una topologia de la convergencia uniforme sobre un conjunto de
subconjuntos absolutamente convexos o(E’, E')-compactos de E’, entonces por la Proposicién
8 ([34], pag. 55) aplicada a E y E’ intercambiadas y con la topologia o(E’, E) en E’', esto

demuestra que el dual continuo de E es precisamente E’. ]

Este teorema demuestra que existe una topologia mas fina del par dual (E, E’), llamada
la topologia de la convergencia uniforme sobre el conjunto de todos los subconjuntos abso-
lutamente convexos o(E’, E')-compactos de E’. Esta topologia es denotada por 7(E, E’) y
algunas veces es llamada la topologia de Mackey, ésta es mas gruesa que f(E, E'), la
topologia polar més fina; si, bajo S(FE, E’), el dual continuo de E es E’, entonces S(E, E') es
idéntica a 7(F, E").
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2.1.3. Espacios Barrilados

En esta seccion estudiamos y caracterizamos a los espacios barrilados, la nocién de un

espacio barrilado es 1til en muchos otros contextos como lo vemos en capitulos posteriores.

Definicién 2.1.33. En un espacio localmente convezxo, un subconjunto es llamado un barril
si este es absolutamente convexo, absorbente y cerrado. Cada espacio localmente convexo tiene
una base de vecindades que consiste de barriles, un espacio localmente convezro es llamado

barrilado si cada barril es una vecindad.

Si (E, E’) es un par dual, por la Proposicién 2.1.13 la cerradura de un conjunto absolu-
tamente convexo de E es la misma para todas las topologias del par dual (E, E") y por lo

tanto la propiedad de ser un barril en E depende sélo del par dual (F, E').

Proposicion 2.1.21. Sea E un espacio localmente convexo de Hausdorff con dual continuo
E'. Entonces el subconjunto B de E es un barril si y sélo si B es la polar de un subconjunto
o(E', E)-acotado de E'.

Demostracion. Primero demostramos que para un par dual (E, E’), A es un subconjunto
débilmente acotado de E siy sélo si A° es un subconjunto absorbente de E’. En efecto, si A es
débilmente acotado, para cada x’ € E', (A, x') es acotado, asi, existe € > 0 tal que |(z,2)| < €
para toda x € A; entonces %x’ € A asi A% es absorbente en E’. Inversamente, supongamos

que A° es un subconjunto absorbente de E' y {z : sup |(z,z})| < 1}, con x} € E’ para cada
1<i<

i, un elemento bésico para la topologia débil. Para cada x} € E’ existe \; > 0 tal que para

cada |y;| < i, ik € A%, entonces para A = min A\, N\A C {z: sup [(z,z})| < 1}, asil A es
1<i<n 1<i<n

débilmente acotado. Ahora procedemos a la demostracion de la proposicion, la polar de un

conjunto B o(FE’, F)-acotado es absolutamente convexo cerrado por la Proposicién 2.1.14 y

la Proposicion 2.1.13, y por lo anterior, también es absorbente, por lo tanto B es un barril.

Inversamente, si B es un barril, entonces B = BY (por el Corolario 2.1.7) y B° es o(E’, E)-

acotado por la equivalencia anterior. O

Lema 2.1.15. En un espacio localmente convexo, un barril absorbe a cada conjunto compacto

cConvexo.

Demostracion. Sea B un barril y A un conjunto compacto convexo. Es suficiente con de-
mostrar la existencia de un entero positivo n, una vecindad U y un punto = en A tales

que:
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AN(z4+U) CnB, esdecir (A—x)NU CnB —z.

Ya que si esto sucede, dado que A es compacto, por la Proposicién 2.1.20 A es acotado y
entonces A — x también es acotado, asi A — x C AU para algin A > 1; ademas 0 € A — x
y A — z es convexo, asf para cualquier y € A — x tenemos 0(1 — 1) + y(3) € A — z lo que

implica que y € A(A — z). Por lo que
A—x CANA—2)NAU C A\(nB —x)

y entonces A C AnB — (A — 1)z C pB para algun pu, asi B es absorbente.
Veamos que se satisface lo anterior por contradiccién, supongamos que ningun n, U,z
satisface la condicion A N (z + U) C nB. Entonces, para n = 1, algin 27 € A y alguna

vecindad abierta U, existe
xr1 € Aﬂ(x0+U0)ﬂBC

Ahora (z¢ 4+ Uy) N B¢ es abierto, asi por el Corolario 2.1.2 existe U, tal que z; + U; C
(xo + Up) N B¢. Tomando n = 2,z = x1,U = Uy, existe xo € AN (x1 + Up) N 2B°. Ahora
(z1 + Up) N 2B° es abierto, asf existe Us tal que zo + Uy C (2, + U;) N 2B¢. Haciendo esta
construccioén recursivamente (AN (x,+U,)) es una sucesién decreciente de conjuntos cerrados
no vacios. Dado que A es compacto, todos ellos tienen en comin un punto a € A (ver [42],
Teorema 7.1.13, pag. 124). Para cada n, a ¢ nB y asi B no es absorbente, lo cual contradice
el hecho de que B es un barril.

O

Teorema 2.1.9. Los conjuntos acotados son los mismos en cada topologia de un par dual.

Demostracion. Si £ es cualquier topologia del par dual (E, E’), los conjuntos &-acotados son
o(E, E')- acotados. Inversamente, sea A un conjunto o(E, E')- acotado y U una vecindad
absolutamente convexa cerrada en la topologia &. Por la Proposicién 2.1.21 A° es un barril
en E’ (con la topologia o(E’, E)) y U° es absolutamente convexo y o(E’, E)-compacto por
el Teorema 6 ([34], pag. 61); por lo tanto A® absorbe a U° (por el Lema 2.1.15). Ademds por
la Proposicién 2.1.14, U% absorbe a A%. Pero U = U (por el Corolario 2.1.7) y A C A%,
por lo tanto U absorbe a A. Entonces A es &-acotado. O

Los espacios localmente convexos se pueden clasificar, a continuaciéon damos la siguiente:

Definicién 2.1.34. Un espacio localmente convero (E,T) es un espacio de Fréchet si
el espacio vectorial topoldgico (E,T) es completo y metrizable (o completamente metrizable,

como algunos autores lo llaman), es decir, (E,T) es completo (ver la Definicion 2.1.31) y la
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topologia T puede ser definida por una métrica. Un espacio localmente convexo es un espacio

de Banach si es completo y normado.

Es claro que todo espacio de Banach es un espacio de Fréchet, pero no todo espacio de

Fréchet es un espacio de Banach.

Ejemplo 2.1.2. Consideramos E = H R,, con la topologia producto (ver la Subseccion 3.1.3),
n=1
donde cada R,, es una copia de los numeros reales con la topologia euclidiana. Entonces E

es un espacio de Fréchet pero no de Banach ya que un producto de espacios de Banach es un

espacio de Banach si y solo si es finito (ver [37], 2.2, pdg.41).

Teorema 2.1.10. Todo espacio de Fréchet es barrilado. En particular, todo espacio de Ba-

nach es barrilado.

Demostracion. Si E es un espacio de Fréchet, existe %, una base numerable de vecindades
tal que U,y1 C U,, para toda n (ver [42], Lema 5.1.6, padg. 79). Supongamos que E no
es barrilado, entonces si B es un barril en £ y B no es una vecindad en F, para cada n,
%Un Z B, por lo que existe z, tal que x, € U, pero x, ¢ nB. Entonces x,, — 0, pues la
base es anidada, y asi A = {x,} U {0} es compacto, pues toda sucesién en A tiene un punto
de acumulacién. Pero la envolvente convexa cerrada de A es compacta (ver [34], Corolario,
Teorema 5, pag. 60). Por lo tanto, por el Lema 2.1.15, este es absorbido por B, entonces

existe A > 0 con x,, € A\B para toda n, lo cual es una contradiccién. O

Definicién 2.1.35. Para el par dual (E, E") consideramos la topologia 5(E', E) (la topologia
polar mds fina, que es la topologia de la convergencia uniforme sobre los subconjuntos acota-
dos de E). Entonces E" el dual de E’, bajo esta topologia es llamado el bidual de E; como
(E',E") es un par dual, el espacio E" puede ser dotado de varias topologias polares, de las
cuales, la mds fina es B(E", E'), la topologia de la convergencia uniforme sobre el conjun-
to de todos los subconjuntos o(E', E")-acotados de E' (o equivalentemente los subconjuntos
B(E', E)-acotados los cuales también llamamos fuertemente acotados de E'). En su caso

llamamos a los subconjuntos o(E', E)-acotados de E' débilmente acotados.

Sea ¢ una topologia localmente convexa de Hausdorff en £y % una base de vecindades
absolutamente convexas cerradas para esta topologia; las bipolares U, tomadas en £ de los
elementos de % forman una base de vecindades para una topologia . Como U NE = U
(ver el Corolario 2.1.7), £% induce £ en E. Entonces £° puede ser pensada como la topologia

extendida de E en E”. En este caso, para E un espacio localmente convexo de Hausdorff
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con topologia &, dual E’' y bidual E” existen dos topologias naturales consideradas en E”, la
topologia % de la convergencia equicontinua y la topologia fuerte S(E”, E'). (El morfismo
identidad de E en E” es siempre un isomorfismo topolégico sobre su imagen, cuando E” tiene

la topologia £%.)

Proposicion 2.1.22. Sea E un espacio localmente convexo de Hausdorff con dual continuo
E'" y con bidual E" bajo la topologia S(E", E'). Entonces el morfismo identidad de E en E"

es un isomorfismo si y sélo si cada subconjunto fuertemente acotado de E' es equicontinuo.

Demostracion. Se sigue de la observacién anterior y del Corolario del Lema 2 en [34] pag.71,
de identificar las topologias £ y B(E”, E’), donde ¢ es la topologia de E. Ademas de la
Proposicién 2.1.19. O

2.2. Algebras Topolbgicas

Anteriormente introducimos la teoria basica de espacios vectoriales topoldgicos, ahora nos
trasladamos a una categoria més compleja, la categoria de algebras topolégicas. Comenza-
mos por introducir algunas definiciones que nos ayudaran con el desarrollo de las siguientes
secciones.

Sean E, 'y GG tres espacios vectoriales topoldgicos localmente convexos:

Definicién 2.2.1. Un morfismo bilineal f de E x F en G es llamado separadamente
continuo si, para toda v € E, el morfismo f, de F' en G es continuo y para toda y € F, el
morfismo lineal f, de E en G es continuo. (ver [11], III pdg.28, Definicion 1).

Definicién 2.2.2. Un dlgebra topolégica A sobre un campo K (donde K=R ¢ K=C)
es un espacio vectorial topoldogico con una multiplicacion asociativa separadamente continua

que hace de A un dlgebra sobre K.

Definicién 2.2.3. Un dlgebra topolégica A es un dlgebra normada si su topologia estd
dada por una norma de dlgebra ‘p’, i.e. p es una norma (ver la Definicion 2.1.12) y p es

submultiplicativa:

plzy) < p(z)p(y), para toda z,y € A.

Definicién 2.2.4. Un dlgebra localmente convexa A, es un dlgebra topoldgica cuyo es-

pacio vectorial topologico subyacente es un espacio localmente convero, i.e. es un dlgebra
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equipada con una estructura de espacio localmente convexo (no mecesariamente de Haus-
dorff) respecto a la cual la multiplicacion es separadamente continua. Su topologia puede ser

definida por una familia de seminormas {px}ren.

Definicién 2.2.5. Sea A un dlgebra sobre el campo K. Un subconjunto I de A es llama-
do idempotente si 1> C I. Una topologia localmente multiplicativamente convexa
(abreviada “localmente m-convera”) T en A, es una topologia localmente convexa en el espacio
vectorial A tal que tiene un sistema fundamental de vecindades de cero que son idempotentes
(Ver [27] Definicion 2.1). Equivalentemente, T estd definida por una familia de seminormas

{pa} donde cada una satisface la desigualdad multiplicativa

Pa(2y) < pa(®)pa(y), para toda x,y € A.

La multiplicacion es entonces continua (conjuntamente continua) donde quiera. A, dotada

con esta topologia es llamada un dlgebra localmente m-convexa.

Lema 2.2.1. Sea A un dlgebra topologica, entonces para cada subconjuntos C, D C A, se

cumple:

C-DCC-D.
En particular, si C - D C F, entonces C- D C F.

Demostracion. Sean x € C'y y € D, y sean redes (24), (y5) en C'y D respectivamente, tales
que r, — x v ys — y. Entonces, por la continuidad separada de la multiplicaciéon tenemos

que

Ty = (lignxa)y:lign(xay)

= lim(z, lign Ys) = h'm(h’gn Tals)-

De donde z,ys € C-D y el limz,ys € C - D, ya que existe una red en C - D C A que
converge a este producto (ver [42], Teorema 5.2.8, pag.88). Por lo tanto xy € C'- D y asi

C-D C C - D. Para la segunda parte, simplemente observamos que

C-DCF=C-DCF,peroC-DCC-D=C-DCF.
[
Proposiciéon 2.2.1. Si I es un subconjunto idempotente de un dlgebra A, entonces también
lo es su envolvente conveza (conv (I)), su envolvente balanceada (bal (I)), y la imagen directa

o inversa bajo cualquier homomorfismo (de dlgebras) en A. Si A es un dlgebra topoldgica,

entonces la cerradura de un conjunto tdempotente I sigue siendo idempotente.
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Demostracion. Para la primera parte, supongamos que A es un algebra.

» Sea I C A un conjunto idempotente, y sean x,y € conv (I), entonces z = Z Q;T;
1<i<n
yy = Z By, con a, B; € KT U {0}, x;,y; € I (paratoda 1 <i<mn,1<j<m,
1<j<m
m,n € N) y Z a; =1, Z Bj = 1. Entonces
1<i<n 1<j<m
vy = (D ) Y By = > Y () (By;)
1<i<n 1<j<m 1<i<n 1<5<m
= Z aiﬁjxiyj-
1<i<n
1<j<m

Donde o;8; > 0y Z ;B = Z Q; Z B; = 1, ademas I es idempotente, asi

1<i<n 1<i<n  1<j<m
1<j<m

z;y; € I, para toda 7, j. Finalmente zy € conv (I) y conv (I) es idempotente.

» Sea I C A un conjunto idempotente, y sean z,y € bal (I). Entonces existen escalares

A B (JAL 18] < 1) y elementos o',y € I tales que z = Ax’ y y = By’. Por lo tanto
xy = (A2")(BY) = (A\B)x'y' = o2’y
donde |o| < 1y 'y € I. Sesigue que xy € bal (I)y bal (I) es un conjunto idempotente.

= Sea f: A — F un homomorfismo de algebras, con F' cualquier algebra. Sea I C A un

subconjunto idempotente, entonces

[-1CT= f(I-1)=fD)fI) < f(I),
por lo tanto f(/) es un subconjunto idempotente de F'.

= Sea f: A — F un homomorfismo de algebras, con F' cualquier algebra. Sea I C F' un

subconjunto idempotente, entonces
[ ICT= f3I-1) = [ D1y € FA),
por lo tanto f~1(I) es un subconjunto idempotente de A.

Ahora supongamos que A es un algebra topolégica.
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= Sea [ un subconjunto idempotente de A, entonces

I-ICI=1-1CI,

por el Lema 2.2.1 I -1 C I, asf la cerradura de I es idempotente.

O

Por la Proposicion 2.2.1, si A es un algebra localmente m-convexa entonces existe un
sistema fundamental de vecindades de cero que son balanceadas, convexas e idempotentes
(absolutamente convexas e idempotentes). Por otro lado en [11] (Proposicién 4, Capitulo I,

pég 5) se demuestra que:

Proposicion 2.2.2. En un espacio vectorial topologico E sobre un campo K existe un sistema

fundamental de vecindades cerradas de cero, A, tales que:
EVT.1 Cada elemento V € A es balanceado y absorbente.
EVT.2 Para cada Ve B yA#0 en K, \V € A.
EVT.3 Para cada V€ B, existe W € B tal que W +W C V.

Inversamente, sea E un espacio vectorial en K, y sea % una base de filtro en E que satisface
las condiciones EVT.1-EVT.8. Entonces existe una topologia (y es unica) en E, compatible
con la estructura de espacio vectorial de E, y para la cual B es un sistema fundamental de

vecindades de 0.

Demostracion. Para V' cualquier vecindad, bal (V') es también una vecindad. En efecto, por
la continuidad de la multiplicacién por escalar, existe a > 0 y una vecindad W de 0 tal que
si|\| <ayaxe W, entonces Az € V' (ver el Lema 2.1.2). Ademés como K es el campo de
los niimeros reales o complejos, existe u # 0 en K con |u] < ay uW es una vecindad tal que
puW C V. También si v € Ky |y| <1 entonces |yu| < ayyuW CV C bal (V), por lo que
bal (V') es una vecindad. También por la Proposicién 2.1.4, W es balanceada. Entonces
el conjunto # de vecindades cerradas balanceadas de cero, forman un sistema fundamental de
vecindades de cero en E. Como cada vecindad es absorbente, entonces se cumple EVT.1, por
la Proposicion 2.1.2 se satisface EVT.2. Finalmente EVT.3 se sigue de la Proposicién 2.1.3.
Asi se cumple la primera parte.

Ahora sea E un espacio vectorial sobre un campo K y % una base de filtro en E que
satisface EVT.1-EVT.3. El axioma EVT.1 demuestra que para cada V € &, -V =V y
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0 € V, esto junto con el axioma EVT.3, demuestran que & es un sistema fundamental de
vecindades de cero para una topologia en F, compatible con la estructura de grupo aditivo
de E. Por otro lado, los axiomas EVT.1 y EVT.2 aseguran la Proposiciéon 2.1.2, pues para
VeRB, \V CVparatoda |\ <1y AV e A. O

Observacion 2.2.1. Entonces si ¥ es una base de filtro que consiste de subconjuntos de A
idempotentes, absorbentes, balanceados y convexos tal que si V- € ¥ y |A| < 1 implica que
AV € V', entonces existe una topologia localmente m-convexa en A para la cual ¥ forma un
sistema fundamental de vecindades de cero. En efecto, por la Proposicion 2.2.2, es suficiente
que V' satisfaga las condiciones EVT.1- EVT.3. Para EVT.1, evidentemente cada V € ¥V
es balanceado y absorbente. Sea V€ ¥ y X es cualquier escalar no cero; si |\ < 1, entonces
por hipdtesis \V € V'; si |[\| > 1, entonces por el Lema 2.1.2V C AV, pero ¥ es un filtro
asi que EVT.2 se cumple; finalmente EVT.3 se sigue de la Proposicion 2.1.3.

Observaciéon 2.2.2. También observamos que la interseccion de una familia de conjuntos
idempotentes es también idempotente, por lo tanto la topologia generada por una familia de
topologias localmente m-convexas en A es nuevamente localmente m-convexa. Para demostrar

esto:

= Primero supongamos que F es una familia de conjuntos que son idempotentes. Sean

T,y € ﬂ F | entonces para cualquier F € F
FeF

xy € FF C F, entonces xy € m F.
FeF

» Una topologia T es generada por una base que consiste de intersecciones finitas de ele-
mentos de una subbase (ver [42], Definicion 3.2.20, pdg. 52) que en este caso esta
formada por vecindades convexas e idempotentes de correspondientes topologias local-
mente m-convexas T,. Entonces por lo anterior y la Observacion 2.1.3, T tiene una base

de vecindades que son convexas e idempotentes, por lo tanto T es localmente m-convexa.

Si A es un algebra arbitraria, entonces para x,y € A escribimos “zoy =z +y — xy”,
donde o es una composicién asociativa en A con el elemento identidad cero, llamada la casi-
multiplicacién. Si z tiene un inverso z’ para esta composicién ie. zox’ = 2/ oz = 0,
entonces = es llamado casi-invertible y 2’ el casi-inverso de x y en ocasiones es denotado
por z°. Si F' es cualquier subconjunto de A, y F es cualquier subfamilia de subconjuntos de

A, entonces denotamos:
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» Fox={zox:2€F};
» Fox={Foux:FeF}
Y por GY% el conjunto de todos los elementos casi-invertibles de A.

Definicién 2.2.6. Un dlgebra topoldgica A es llamada Q-dlgebra si el conjunto GY es
abierto. A es llamada un dlgebra advertiblemente completa si cada sucesion de Cauchy
(zs) (o filtro de Cauchy F) en A con la propiedad: xsox — 0 y x oxs — 0, para alguna
re€A (o Fox—0yxoF —0), converge en A. En este caso x € G con casi-inverso

x° = lim xs.

Por la Proposicién 6.14 de [17], pag. 80, un dlgebra topoldgica A es una Q-algebra si y

sélo si el conjunto G es una vecindad de cero en A.

Definicién 2.2.7. Un dlgebra topoldgica A es metrizable si A como espacio vectorial to-

poldgico es metrizable.

Definicién 2.2.8. Un dlgebra topologica cuyo espacio vectorial subyacente es metrizable y

completo es una F-dlgebra.

Definicién 2.2.9. Un dlgebra topoldgica localmente convexa, completa y metrizable es lla-

mada un dlgebra de Fréchet.

Definicién 2.2.10. Un dlgebra localmente m-convezra es idempotente barrilada (i-barrilada)
st cada barril idempotente es vecindad. Un dlgebra topologica es una By-dlgebra si es local-

mente m-convexa, completa y metrizable.

Como un caso particular al Teorema 2.1.10, las dlgebras de Fréchet son i-barriladas.
Los conceptos anteriores son relevantes para abordar los capitulos siguientes. Con este
material preliminar pasamos al estudio detallado de los limites inductivos en diversas cate-

gorias.
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Capitulo 3

Limites Inductivos de Espacios

Vectoriales Topolégicos

3.1. Limite Inductivo Topolégico

Dado un espacio vectorial y ciertos morfismos lineales asociados, surge frecuentemente la
pregunta de céomo topologizar el espacio de tal manera que los morfismos sean continuos.
Existen dos casos dependiendo de si los morfismos lineales van de otros espacios localmente
convexos en el espacio dado o parten del espacio dado a otros espacios localmente convexos.
Este capitulo contiene una descripcion de las topologias limite inductivo (directo) lineal to-
polégico y algunas consideraciones sobre el limite proyectivo (inverso) lineal topoldgico , las
cuales proporcionan las respuestas naturales a las preguntas anteriores. Los casos especiales
de cocientes, productos y sumas directas de espacios localmente convexos se tratan de forma
particular. No hay un teorema central en este capitulo; los resultados més importantes ex-
presan la permanencia de ciertas propiedades deseables de los espacios localmente convexos
bajo la formacion de limites inductivos o proyectivos. Por ejemplo, todo limite inductivo de
espacios barrilados es barrilado y todo producto o suma directa de espacios completos es
completo. Hay una dualidad imperfecta entre las nociones de limite inductivo topoldgico y
limite proyectivo lineal topolégico, bien ilustrado por el hecho de que cada espacio localmente
convexo es un limite proyectivo de espacios normados (o inclusive de Banach), mientras que
sélo ciertos espacios localmente convexos pueden expresarse como limites inductivos (lineal

topoldgico) de espacios normados [34].

65
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3.1.1. Espacios cociente

Sea E un espacio vectorial sobre K y sea M un subespacio de E. Entonces la relacién
x —y € M es de equivalencia en E y el conjunto de clases de equivalencia ¥, 7y, ... definen un
espacio vectorial sobre K, llamado espacio cociente de £ por M y denotado por E/M.
Siz,y€ E/M y A € K entonces

T+y = x+y€E/M,
Mo = A € E/M para A # 0

y 0Z = [M], el origen en E/M.
Dado cualquier elemento x € F, la clase de equivalencia 7(z) a la cual = pertenece es

x+ M,y 7 es un morfismo lineal, llamado el morfismo canénico de E sobre E /M
7:E— E/M,n(x) =2+ M.

Si F' es otro espacio vectorial sobre K, cada morfismo lineal t de E en F (t : E — F) que
se anula en M, tiene una descomposiciéon t = u o 7, donde u es un morfismo lineal de E/M

en F; u(T) es el valor comtn de t(x) para x € Z. El morfismo
t—ru

es un isomorfismo del espacio vectorial de todos los morfismos lineales de E en F' que se
anulan en M (L (FE, F)) sobre el espacio vectorial de todos los morfismos lineales de E/M
en F' (L(E/M,F)). En efecto, sea

Y Ly(E,F)— L(E/M,F) tal que t — u

(W(t) =u,cont: E — Fykert =M). Ademés t(x) = (uom)(x) = ulx + M) = u(x),
para cada x € T. Primero veamos que 1 es lineal; sean t1,ty € Ly (FE, F) y A € K, sean u; y

ug € L(E/M, F) tales que ¢(t1) = uy y ¥ (t3) = ug; supongamos que ¥ (t; + Aty) = u, asi

u(T) = (t1 + Ma) () = t1(x) + (M2)(z) = ti(z) + A(t2(x)) = u1(T) + Muz(T)) =
u1 (T) + (Aug)(T) = (u1 + Aug)(7),

para cada x € x. Por lo tanto

Yty + Aa) = u = uy + Aug = Y(t1) + A(t).
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Sit=0,uom =0, asi u = 0, por lo que ¥ esta bien definido. Ademas si ¢(t) = u = 0
entonces u(Z) = t(x) = 0, para toda z € Ty = € E, lo que implica que t = 0, asi 9 es
inyectiva. Por otro lado, sea u € Ly (E, F) asi u(z + M) = w(Z) = t(x) para cada x € T en
E, entonces 1 (t) = u, por lo tanto 1 es sobreyectiva.

Si F es un espacio localmente convexo y % es una base de vecindades absolutamente
convexas, los conjuntos 7(U), (U € %), forman una base de vecindades en una topologia
sobre E/M, llamada la topologia cociente con la cual E/M es un espacio localmente
convexo.

Para U € %, n(U) es convexo, en efecto, sean 7,y € w(U) y A € [0, 1],
M4+ 1=-Ng=Az+M)+Q1-Ny+M) =N+ (1 -Ny) +M enU),
para alguna x € Ty y € y. Ademas w(U) es balanceado, ya que si T € n(U) y |A| < 1,
AT =M x+ M en(U).
Por tltimo 7(% ) es base, en efecto, para U, y Uy € n(%),
U, NU, =r(UNUy) C w(Uy) N7w(Uy) = Uy N Us.

Como U C 7= }(n(U)), para cada U € %, 7 es continua; de hecho la topologia cociente es la
topologia mas fina en /M bajo la cual 7 es continua. Si p es el funcional de Minkowski de

una vecindad absolutamente convexa U, entonces el funcional de Minkowski ¢ de 7(U) es:
q@)=mf{A\>0:7 € A(U)}.

Ahora T € Ar(U) si y sélo si existe algin o € T con @ € AU; veamos, T € Ar(U), si y sélo si

existe 7 € m(U) tal que T = A\j = Ay, si y s6lo si # € AU, y asf,
q(Z) =mf{inf{\>0:2€ \U}:z €T}
por lo que
o(7) = nt{p(z) : 2 € 7}

Proposicién 3.1.1. E/M con la topologia cociente es de Hausdorff si y sdlo si M es un

subespacio vectorial cerrado de E.
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Demostracion. =) Si E/M es de Hausdorff, el conjunto que consiste sélo del origen de E/M
es cerrado, pues todo punto en un espacio de Hausdorff es cerrado, asi su imagen inversa M
por el morfismo continuo 7 (771(0) = M), es un subconjunto cerrado de E.

<) Supongamos que M es un subespacio vectorial cerrado de E'y sea T € E/M,T # 0
entonces para cada x € Ty ¢ ¢ M existe una vecindad absolutamente convexa U, con
(x+U)NM =0, 2 ¢ U+ M . Porlo tanto T & n(U), asi ¢ M = M, entonces E/M es de
Hausdorff. m

Si E es metrizable y M es cerrado, entonces E//M es de Hausdorff, por la Proposicién 3.1.1
y ademds metrizable, ya que F tiene una base local numerable y asi E/M tiene una base
local numerable de vecindades.

Si E es normado y M cerrado, E/M es también normado y
|Z|| = inf{||z| : z € T} = 1r€11f\’4 |z 4+ m]|. (3.1)

Veamos que es norma:

|IZ|| =0 < f{|jz]|:x€T} =0
< iWf{||z]|:x—2€ M} =0
& inf{lz—yl -y € M) =0
< d(z,M)=0
& zeM=M
& T=M.

Donde d es la métrica inducida por la norma en F.

= Sea A € K|

Az = if{|A\z]| : Ax € AT}
= imf{|\[[|z] : Ax € AT}
= mf{|\||z]| : z € T}
= Mzl e 7}
= [Alll=]
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» Sean T,y € E/M y x € T,y € 7, entonces existen €T,y €T;my,me € M tales que

’ ’
my = —x ymg=9Y—Y,

2" +y'l| = [z —m1 +y —moll < |lz —mal| + ly — mo|
entonces,
[7+71 = il +y:a' +y €T+7}
< inf{]|lz —mql| : my € M} + inf{|ly — mal| : mg € M}

1zl + 171l

Si t es un morfismo lineal del espacio localmente convexo F en el espacio localmente
convexo F' que se anula en el subespacio vectorial M (de E), vimos que podemos escribir
t =wuom donde u aplica a E/M en F'y 7 es el morfismo canénico de E sobre E/M. Ahora

t es continua si y sélo si para cada vecindad V € F
(V) = (wom) (V) =77 (u™(V))

es una vecindad en E | i.e. u=! (V) es una vecindad en E/M. Entonces t es continua si y sélo

si u lo es. Un caso especial 1til de este resultado es:

Proposicion 3.1.2. Todo morfismo lineal de un espacio localmente convexo E en el espacio
localmente convexo F' tiene una descomposicion t = u o w, donde u es un morfismo lineal
inyectivo de E/t71(0) en F y m es el morfismo candnico de E sobre E/t™1(0); t es continua

sty solo si u lo es.

Demostracién. Aplicamos los resultados anteriores a M = t~1(0). Veamos que u es inyectiva

bajo estas hipotesis; sea * € keru si y sélo si
w(T) = u(rw(z)) =uomn(x) =0, para cada x € T,
siy sélo si z € t71(0), entonces ker u = t~(0) = 0. Asf u es inyectiva. O

Proposicion 3.1.3. Si M es un subespacio vectorial de un espacio localmente convero E

con dual continuo E'; entonces el espacio dual continuo de E/M es la polar M° de M en E'.
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Demostracion. El espacio de los funcionales continuos en £/M es isomorfo al espacio de los
funcionales continuos en E que se anulan en M, ya que Ly (F,K) = L(E/M,K) y ademés
este isomorfismo conserva la continuidad pues como vimos antes, t = u o7 y t es continuo si
y s6lo si u lo es.

Ahora veamos que M? es el conjunto de funcionales continuos en E que se anulan en M.
Esto es asi pues si t € F’, tal que t(M) = 0, entonces ¢t € M°. Inversamente, si t € MY,
entonces t € E' y

sup [{(z,t)] < 1.
xeM

Pero t(z) = u(z) = u(0) = 0 para cada x € M, asf ¢ es un funcional continuo en E’ que se
anula en M. Con lo cual concluimos que el espacio dual continuo de E/M es M°.
[l

Notamos que la traspuesta 7’ del morfismo candnico de E en E /M es el morfismo identidad
de M° en E'. En efecto, si y € M, por la Proposicién 3.1.3, y es un funcional continuo en
E/M, asi para cada x € F

entonces,

por lo tanto (7'(y)) = y para cada y € M, entonces 7’ es la identidad.

3.1.2. Limite Inductivo Topolégico

Supongamos que {E,}.,er es una familia de espacios localmente convexos, todos ellos
subespacios de un espacio vectorial E, (ain no topologizado), con la propiedad de que su
union genera a FE. Es natural preguntarse si sus topologias pueden ser reconstruidas para
inducir una topologia en E. Especificamente ;puede E ser dotado con una topologia local-
mente convexa de tal manera que cada morfismo lineal definido en E sea continuo si y sélo si
es continuo en cada E,? Probamos la existencia de dicha topologia y estudiamos sus propie-
dades. En lugar de requerir que los E, sean subespacios vectoriales de E, basta con que se
consideren morfismos lineales w, de £, en E, por lo que la topologia en E., puede transferirse

a u,(E,); entonces suponemos que Ur u,(E,) genera a E.
~E
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Proposicién 3.1.4. Para cada v € I', sea I, un espacio localmente convexo y u~, un morfis-

mo lineal de E., en un espacio vectorial E, tal que U uy(E,) genera a E. Entonces existe una

vyel’
topologia localmente convexa mds fina en E bajo la cual todos los u, son continuos. Una base

de vecindades para esta topologia estd formada por el conjunto % de todos los subconjuntos

absolutamente convexos U de E, tales que, para cada 7, u;l(U) es una vecindad en E .

Demostracion. Si U es una vecindad absolutamente convexa para alguna topologia en E que
hace a todos los morfismos u, continuos, entonces cada u. Y(U) es una vecindad en E, y asi

U € % . Pero para cada « € E existen z,, € u,,(E,,) vy A\, € K tales que

n
= § :)"‘/z‘x%'v
=0

pues U uy(E,) genera a E. Para U € % la vecindad u_"(U) es absorbente en ., entonces
~yel’

para x, € E, existe A, > 0 tal que Az, € u;'(U), lo que implica que Aju,(z,) € U, es

decir, U absorbe a todos los elementos de u,(U), para cada . Por lo tanto, para cada z.,,

existen «,, > 0 tales que a.,x,, € U. Por el Lema 2.1.2 y porque:

n

_ )"Yz‘ - )"YZU
x—za Ay, Ty, 6%@—

i=0 Vi Yi

tenemos que:

"\, A,
ZJU:ﬁUsiendoﬁ: Zi .
im0 i im0 i

Entonces € BU con B > 0, es decir U absorbe a E. Por lo que % satisface las condiciones
del Teorema 2.1.1 y es una base de vecindades para una topologia localmente convexa en F,

la cual es la topologia localmente convexa mds fina que hace a cada morfismo w., continuo.
m

Corolario 3.1.1. 5%, para cada vy € I', 7, es una base de vecindades absolutamente convezas
en E., entonces el conjunto ¥ de envolventes absolutamente convezas de los conjuntos de la

forma UF uy(Vy) con V,, € ¥, forman una base de vecindades para E.
ye

Demostracion. De la Proposicion 3.1.4, los elementos de 7 son vecindades en E. Si U es
alguna vecindad absolutamente convexa en E, para cada v, u., L(U) contiene una vecindad
V, € ¥, y entonces la envolvente absolutamente convexa de

U uy(V5)

vyel
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es un elemento de ¥ contenido en U. Entonces ¥ es una base de vecindades para F.
O

El espacio localmente convexo E con esta topologia es llamado el limite inductivo to-

polédgico de los espacios localmente convexos E, para los morfismos . (ver la Figura 3.1).

E, —— E= <U uy(Ey))

vyel
fﬁa
fs
Ep
Figura 3.1

Proposicion 3.1.5. Sea E el limite inductivo topolégico de los espacios localmente convexos
E

Y
F. Entoncest es continua si y sélo si, para cada vy, tou, es un morfismo continuo de E., en

por los morfismos u., y sea t un morfismo lineal de E en un espacio localmente convexo

F. En general, el conjunto T de morfismos lineales de E en F' es equicontinuo si y solo si

cada conjunto T o ., es equicontinuo.

Demostracion. El morfismo lineal ¢ es continuo si y sélo si para cada vecindad absolutamente

convexa V en F', t71(V) es una vecindad en E. Como cada morfismo ., es continuo, entonces

uy (V) = (tou,)"H(V)

5
es una vecindad en E,, para cada . Asf cada t o u_ es continuo.

Inversamente, si V' es una vecindad absolutamente convexa en F, (t o u )~'(V) es una
vecindad en E, para cada . Observamos que ¢ (V) es un conjunto absolutamente convexo:

para los escalares A y u tales que |A| + |u| <1y elementos z,y € t (V)
t(\x + py) = X(z) + pt(y) € \V +uV CV,

por lo tanto Az + py € t~1(V). Por 1ltimo, por la Proposicién 3.1.4 t71(V) es una vecindad

bésica en F, asi t es continua.

T es equicontinuo si para cada vecindad V en F, () t~}(V) es una vecindad en E. Entonces,
teT
sea V' una vecindad absolutamente convexa en /', por la continuidad de cada u,

uy (N V) = Nug (1 (V) = N (Eeuy) (V)

teT teT teT
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es una vecindad en E,, para cada . Asi T'ou_ es equicontinuo.

Inversamente, para v fijo supongamos que T owu,, es equicontinuo, entonces | ) (touw)_l(V)
teT
es una vecindad en E,. Ademds, t~'(V) es un conjunto absolutamente convexo para cualquier

vecindad absolutamente convexa V', por lo tanto para escalares A y p tales que [A| + ] <1

y elementos z,y € () t 1 (V), Az + py € t (V) para cada t € T, asi
teT

Ar+pye N (V) y NEH(V)

teT teT

es un conjunto absolutamente convexo. Por la Proposicién 3.1.4, [ t~1(V) es una vecindad
teT

basica en E. Entonces T' es equicontinuo. ]

Corolario 3.1.2. Una topologia de limite inductivo topologico de Hausdorff es la topologia

de la convergencia uniforme sobre los subconjuntos A’ del dual continuo tal que, para cada

/ / . . /
v, uV(A) es equicontinuo, donde u., es la transpuesta de u..

Demostracion. Se sigue de la Proposicion 2.1.19 que la topologia de limite inductivo to-
poldgico es la topologia de la convergencia uniforme sobre subconjuntos equicontinuos A’ del
espacio dual. Por la Proposicién 3.1.5 A’ es equicontinuo si y sélo si cada u/ (A") = A" ou, es
equicontinuo.

]

Ejemplo 3.1.1. Un caso extremo de una topologia de limite inductivo topolégico es la topo-
logia cociente. Si E = FEo/M y 7 el morfismo candénico de Ey sobre E, la topologia cociente

en E es la topologia localmente convexa mds fina que hace a m continuo.

Frecuentemente los espacios localmente convexos FE, son subespacios vectoriales de E
cuya unién genera a F, y los morfismos lineales u, son todos restricciones a F., del morfismo
identidad en F. Entonces la topologia de limite inductivo topoldgico es la topologia localmente
convexa mas fina en F, la cual induce en cada E, una topologia mas gruesa que la topologia
dada, y un conjunto absolutamente convexo U es una vecindad en £ si y sélo si U N E, es
una vecindad en £, para cada . Finalmente, si ¢ es un morfismo lineal de £ en otro espacio
localmente convexo F', t es continuo si y sélo si este es continuo en cada E., ademas T" (el
conjunto de morfismos lineales de E en F') es equicontinuo si y sélo si T es equicontinuo en
cada E, (Por la Proposicién 3.1.5).

Un limite inductivo topolégico en general de espacios localmente convexos £, con respecto
a los morfismos u., puede ser reducido a un caso especial: si u,(E,) es un subespacio vectorial

de E y la topologia de E, puede ser transferida a u,(E.,), considerando como vecindades en
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u,(E,) a las imagenes de las vecindades en E, bajo el morfismo u,. Es facil ver que E es
también el limite inductivo topolégico de sus subespacios u.(E,) por la caracterizacién de las
vecindades en E dada en la Proposicion 3.1.4. Ya que por lo anterior y por la Proposiciéon 3.1.4,
si V es una vecindad en E, V Nu,(E,) es una vecindad en u,(E,) para cada 7, entonces

existe V, vecindad en £, tal que
Vi< Uil(uw(Vv)) C u;l(V Nuy(Ey)) C Uil(V)

para cada v y u, es continua.
Ciertas propiedades de los espacios localmente convexos se preservan al tomar el limite

inductivo topoldgico.
Proposicion 3.1.6. Un limite inductivo topolégico de espacios barrilados es barrilado.

Demostracion. Sea E el limite inductivo topoldgico de espacios barrilados { £, } por los mor-
fismos u, y B un barril en E. Entonces, por la continuidad de u, para cada v, u; Y(B) es
cerrado.

Ademas la imagen inversa de cualquier morfismo lineal de un subconjunto absolutamente
convexo, absorbente es absolutamente convexa, absorbente. En efecto, dado que B es absolu-
tamente convexo, absorbente y w, un morfismo lineal para cada vy, sean A y u escalares tales

que |A] + [p] < 1y sean z,y, € u;'(B), entonces
Uy ( ATy + piyy) = My (24) + puy (y2) € AB + B C B,

ast Az, + py, € uy ' (B) y u;'(B) es absolutamente convexo. Ahora, si z, € E,, u,(z,) € E
y como B es absorbente entonces existe A > 0 tal que Au,(z,) € B, lo que implica que
u,(Az,) € B por lo tanto Az, € u;'(B), finalmente u;'(B) es absorbente.

Con esto demostramos que u '(B) es un barril en E, y como E, es barrilado, entonces
u;'(B) es una vecindad en E.. Entonces por la Proposicién 3.1.4 B es una vecindad en F,

N
asi E es barrilado.

m
Corolario 3.1.3. Un cociente de un espacio barrilado es barrilado.
Demostracion. Se sigue del Ejemplo 3.1.1 y de la Proposicién 3.1.6. O]

En la siguiente seccién discutimos otra propiedad la cual es preservada bajo el limite induc-
tivo topolégico. Cabe mencionar que un limite inductivo topolégico de espacios localmente

convexos de Hausdorff no necesariamente es de Hausdorff. Ademads es posible definir una
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topologia de limite inductivo en un espacio vectorial E sin suponer que U uy(E,) genera a

verl
E. Entonces las vecindades en E son aquellos conjuntos absolutamente convexos U para los

cuales u, '(U) es una vecindad en E, para cada 7. Con esta modificacién, los resultados de

esta seccién permanecen validos para un limite inductivo topolégico mas general.

3.1.3. Espacios Producto y Sumas Directas

Si {E,}yer es una familia de conjuntos, su producto cartesiano o simplemente el pro-

ducto, denotado por H E., es el conjunto de todas las familias x = (z,) con z, € E,, para

vel
v € I'. Analogo al caso familiar que es cuando I' es un conjunto finito, los elementos z., se

llaman las coordenadas de x y el morfismo p, el cual asigna a cada = su y-ésima coordenada,

i.e. z,, es llamado el morfismo proyeccién de H E, sobre E.,.
vyel
Cuando los FE, son todos espacios vectoriales sobre el mismo campo K, I_IE7 puede

vyer
ser definido como un espacio vectorial sobre K, definiendo las operaciones algebraicas de la

siguiente manera:

(zy) + (yy) = (24 + y5) ¥y M) = (Az)

para (z4), (y,) € H E, y XA € K. La proyeccién p, es entonces un morfismo lineal de H E,

vyel vyel
sobre E,.

Si cada F., es un espacio localmente convexo, el espacio F = H E, puede ser dotado de

vel
una topologia localmente convexa en la cual los morfismos proyeccioén p, son continuos. Esta

topologia es llamada la topologia producto en E y es la topologia mas gruesa bajo la cual
las proyecciones son continuas. Si para cada 7, %, es una base de vecindades absolutamente
convexas en £, el conjunto de intersecciones finitas de los conjuntos p;* (U, ) (U, € %,,v € T')
forma una base de vecindades absolutamente convexas en F, el espacio producto dotado de
esta topologia se considera como un limite proyectivo lineal topolégico (ver [34], Proposicién
11, pag. 84).

Proposicion 3.1.7. El producto HEW es un espacio de Hausdorff si y sélo si para cada

vyer
vel', E, es de Hausdorff.

Demostracion. Primero observamos que un punto x pertenece a cada vecindad del producto

si y sélo si para cada v € I', p,(x) pertenece a cada vecindad de E,.
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Esto sucede ya que si x € V' para cualquier vecindad V' del producto. Para cada v € T" sea

V, cualquier vecindad en E,, por la continuidad de p, se tiene que p;l(Vv) es una vecindad

en HEW’ ast v € po ' (V) y py(2) €V,
yel’
Inversamente, si para cada v € I, p,(z) pertenece a cada vecindad de E, y sea V una

vecindad en el producto, existe un subconjunto finito A C I' y Us abierto en Ej para cada
0 € A, tales que

(ps'(Us) CV.
0EA

Pero para cada § € A, ps(x) € Us lo que implica que = € p;'(Us) y asf x € V. Ahora si ¥
es una base de vecindades absolutamente convexas en el producto y para cada v € I', 7 es

una base de vecindades absolutamente convexas en E.. Si H E., es un espacio de Hausdorff,

~el
por la Proposicion 2.1.5
r] vV ={0},
vey
si y solo si
r} ‘Q/::{0}7
V7,
por lo tanto E, es un espacio de Hausdorff por la misma proposicién. O

Proposicion 3.1.8. El subconjunto A = H A, de E = H E., es completo si y solo si cada
yer ~yel
una de sus proyecciones A, es completa.

Demostracion. Si cada A, es completa y .# es un filtro de Cauchy en E tal que A € Z,
entonces p,(#) es un filtro de Cauchy en E,, para cada v € I' (por el Lema 2.1.14). Pero

ademads p, es sobreyectiva, entonces
py(A) = Ay € py(F)
y A, es completo. Por la observacién inmediata a la Definicion 2.1.31 existe z, € A, tal que
py(F) = x, en A, para cada .

Afirmamos que .# — x = (x,). En efecto, sea V una vecindad de z, existe I C I' un

subconjunto finito, tal que m p’l(VV) C V, con V, vecindad de z, en A,, para cada v € I.

vyel
Pero V., € p,(#), entonces existe W € .Z tal que
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py(W) =V, y W CprH(Vy),

por Fi.3 p;l(Vv) € %, asi por Fi.2 concluimos que ﬂp’l(Vw) € % y de nuevo por Fi.3

vyel
VeZz.

Inversamente, supongamos que A = H A, es completo en F'y que para v € I', ¢, es un

yel’
filtro de Cauchy en E., tal que A, € ¢,. Entonces afirmamos que existe un filtro de Cauchy

Z en E tal que
Ae Fyp(F)=9Y9,.

En efecto, si 0 # 7, elegimos algtn filtro de Cauchy %5 en Es con As € F5, asi el producto
de ¢, y los Z;5 genera en E a tal filtro .#. Por lo tanto, existe x € A tal que .# — z en A
(pues A es completo y .# es de Cauchy en E), y como cada p, es continua, ¢4, — p,(x) € A,.

Entonces A, es completo, para cada ~. O

Corolario 3.1.4. FEl producto E = H E. es completo si y sdlo si cada E., es completo.
yel

Demostracion. Es inmediato de la Proposiciéon 3.1.8. O

Si I es el producto de espacios vectoriales F., existe una forma natural de sumergir cada
E. en E, de la siguiente manera; para cada =, € E., denotamos por j,(E,) el elemento de E
cuyas coordenadas son todas 0 excepto la y-ésima, la cual es z.,. Asf j, es un morfismo lineal

inyectivo llamado el morfismo inyeccién de E, en E = H E.,. Algebraicamente, p, o j, es
vyel
el morfismo identidad en E, y p, restringido a j,(£,) es el morfismo inverso de j,. Si vy §

son dos elementos diferentes de I', ps o j, es el morfismo cero de ., en Ej.

Proposicién 3.1.9. Si cada E., es un espacio localmente convexo y H E., tiene la topologia
~yel
producto, entonces cada inyeccion j., es un isomorfismo de E. sobre su imagen j,(E,). Si

cada E. es un espacio de Hausdorff, entonces j.(E,) es cerrado en H E,.
yerl’

Demostracion. Para v € I fijo, el morfismo j, es continuo pues ps o j, es continuo, para cada
0 € I'. En efecto, sea 0 € ' y V un abierto en el espacio localmente convexo Ejs, si v #£ § el
morfismo ps o j, = 0 es continuo ya que E, C 071(V), si v = 4 entonces el morfismo p, o j,
es la identidad y es continuo ya que V C i~ (V). Entonces por el Teorema 4.1.3 ([42], pég.
62), el morfismo j., es continuo para cada § € I".

1

Ahora jo' = p, (restringido a j,(E,)) y asi j' es también continuo. Entonces j, es un

homeomorfismo. Finalmente,
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Jy(Ey) = ﬂ p(s_l(())a

5€T,6

si Es es un espacio de Hausdorff, entonces {0} es un subconjunto cerrado de Ej, esto para
cada 6 € I'. Entonces por continuidad pgl(O) es cerrado en el producto y asi la interseccion

es cerrada, por lo tanto j,(E,) es cerrado en el producto. ]

Como consecuencia de este resultado, a menudo es conveniente identificar a FE., con su

imagen isomorfa j,(E,) en el producto H E.,. Cuando esto sucede, a los espacios localmen-
~yel'

te convexos E. los consideramos como subespacios vectoriales del producto, los cuales son

disjuntos excepto por el origen. Pues si y es un elemento diferente del origen que pertenece

a I, y a Es, con 7y # 6, entonces

y =~ j,(y) # Js(y) ~ v,

lo cual es una contradiccion. De forma andloga, si A C TI'; el producto topoldgico H E,
YEA
puede ser sumergido, bajo isomorfismo, en el producto H E,, que a su vez es un subespacio

yerl’
cerrado siempre que cada £, es de Hausdorff.

Definicién 3.1.1. En el producto ]‘_[E7 de espacios vectoriales E., el subespacio vectorial
~yel
generado por U E, o precisamente por U Jv(E5), donde j., es el morfismo inyeccion de E.,
yel’ yel’
en el producto, es llamado la suma directa de los espacios vectoriales E,, es denotado por
Z E, y es el conjunto de aquellos elementos del H E, cuyas coordenadas son casi todas 0,

yel yel
es decir, todas son cero excepto un numero finito de ellas.

Cuando I' es un conjunto finito, Z E,, coincide con el producto H E,. Sip, es el morfismo
yel’ yel’
proyeccion del producto sobre F., cualquier elemento x € H E., (z diferente del origen) es
vyel
la suma de un nimero finito de sus coordenadas no cero p.(x).
Es natural escribir z = Z p~(z), interpretada como la suma de sus coordenadas no cero.
vyel
Si z = 0 todas sus proyecciones correspondientes p.,(z) son cero y la expresién z = Z P~y ()
yel’
se interpreta razonablemente como la suma de ceros.
Si cada E, es un espacio localmente convexo, la suma directa £ = X:E7 puede ser
yel’
dotada de la topologia inducida por la topologia producto de H E,, a la cual llamamos
yel’
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la topologia producto en £ = Z E,. Por la Proposicién 3.1.9 esta topologia induce la

vyerl
topologia original en cada £, pero en general ésta no es la topologia localmente convexa mas

fina. La topologia localmente convexa maés fuerte es obtenida considerando a E como el limite
inductivo topoldgico de los espacios localmente convexos E, por los morfismos inyecciones
Jv- A esta topologia la llamamos la topologia suma directa en E y E equipado con esta

topologia es llamado la suma directa topolégica de los espacios localmente convexos ..

Proposicion 3.1.10. La topologia suma directa en E = ZE7 es mas fina que la topologia
yel’
producto. Para cada subconjunto finito A C I', ambas topologias coinciden en Z E. (con-
vEA
siderado como subespacio vectorial de Z E. ). La topologia suma directa induce la topologia

vyel
original en cada E, .

Demostracion. Denotamos por £ a la topologia suma directa y por n a la topologia producto
en
E=) E,
~€er

Cada inyeccion j, : E, — E es continua en la topologfa n (ver la Proposicién 3.1.9).

Veamos que 7 < £. Sea U un abierto en (E,7), j;l(U) es abierto en E., para cada v € I'.
Si W, es una base de vecindades absolutamente convexas en F., existe W € % tal que
W C j1(U), por lo tanto j,(W) C U. Notamos que j, (W) es un conjunto absolutamente
convexo, ya que para p, A € K con |u|+ A <1y x,y € j, (W), existen o',y € W tales que:

J(@) =z y () =y.
Entonces pux’ + Ay’ € W, de aqui que
1y (2") + Ajy (y') € G5 (W) y iz + Ay € jo(W).

Adems3s

W C i (G, (W)) y By € 3Gy (W)) si 6 £ 7.

Asi, por la Proposicién 3.1.4, U es un abierto en el espacio (E, ). Por lo tanto 1 es més
gruesa que &, donde & es la topologia mas fina que hace a los morfismos j, continuos.

Ahora para A un subconjunto finito de I', veamos que £ y n coinciden en Z E,. Supon-

yEA
gamos que A tiene n elementos, y que U es cualquier vecindad absolutamente convexa en la
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topologia ¢. Entonces U N E, es una vecindad en E., para cada 7; en efecto, j YWU)NE, es

una vecindad en E, por lo que existe W, abierto tal que
W, C 71 (U) N Ey, ast i, (W) € 4,035 (U)) N ()
(identificando j,(E,) ~ E.). Entonces W, C U N E,. Luego
V=1Mp'(UNE,)

YEA
es una vecindad en n y U N E, es un abierto en E,, para cada 7.

Ahora bien, existe un elemento basico V, absolutamente convexo en E, tal que V,, C UNE,

ﬂp; Cﬂp_lUﬂE

YEA YEA
Este ultimo es un abierto en la topologia producto y por la Proposicion 2.1.2, V' es una

n-vecindad. Observamos que en ZEV’ si € V entonces p,(x) € %U para cada v € A.

vEA
Efectivamente

nx € ﬂ p; (UN E,), asi np,(z) € ﬂ py(p; (UNE,))

YEA YEA
C(\UnE,C[UCU.

YEA YEA

Como U es convexo
T = va(:v) cU
YEA
Finalmente

VNY) E,CUNY E,

YEA YEA
y n es mas fina que & en E E,.
YEA

Para el caso especial A = {7}, tenemos que Z E, = j,(E,) ~ E,. Y por la Proposi-

YEA
cién 3.1.9, la topologia suma directa induce la topologia original en cada E,.

]

En general, las topologias producto y suma directa coinciden sélo en sumas directas finitas.
En efecto, si A es infinito y cada £, con v € A contiene una vecindad U, diferente de £,

en si mismo, la topologia suma directa es estrictamente mas fina que la topologia producto
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en Z E,. Esto porque ﬂ Py 1(Uﬂy) es una vecindad en la topologia suma directa pero no
vEA yEA
en la topologia producto. Efectivamente, para 0 € A consideramos x € js(Us) y si v # ¢

entonces p,(z) = 0, ademas como 0 € U,, z € p;l(U,y). Por otro lado, si v = 4, ps(x) = x

v asl @ € p5'(Us), por lo que js(Us) € (1) p;'(U,) para cada 6 € A. Luego (] py'(U,)

vEA YEA
es una vecindad en la topologia suma directa y no lo es en la topologia producto ya que la

interseccién no es de un conjunto finito o no contiene alguna interseccién finita de imagenes

inversas de proyecciones.

Proposicion 3.1.11. La suma directa topoldgica Z E, es de Hausdorff si y sélo si cada E,
vyel
es un espacio de Hausdorff. En este caso cada E. es cerrado en Z E,.
el

Demostracion. Supongamos que Z E, es de Hausdorff, entonces cada E. es un espacio de
~yel'
Hausdorff, ya que la topologia suma directa (£) induce en E, la topologia original (ver la

Proposicién 3.1.10).
Por otro lado, si cada £, es un espacio de Hausdorff, entonces por la Proposicién 3.1.7 el

producto H E., con la topologia producto (n) es un espacio de Hausdorft y por lo tanto lo
vyel
es con la topologia més fina (§) (ver la Observacién 2.1.7). Ademads, por la Proposicién 3.1.9,

cada F, es cerrado en H E, con la topologia 7, entonces ES € n C { y E, es cerrado en
vyel

Z E., con la topologia &. O]

vyel’

El siguiente resultado trata con la completitud en sumas directas topoldgicas.

Lema 3.1.1. La suma directa topologica Z E., tiene una base de vecindades absolutamente
~yel

convexas las cuales son cerradas en la topologia producto.

Demostracion. Para cada v € I', consideramos a 7, una base de vecindades absolutamen-
te convexas en FE,. Por el Corolario 3.1.1, las envolventes absolutamente convexas de los
conjuntos de la forma

U 37 (V5) (para V,, € 75)

yel

forman una base de vecindades ¥, para la topologia suma directa £ en E = ZEW' Pero
yerl’
como j.(E,) ~ E,, decimos que las envolventes absolutamente convexas de los conjuntos de
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la forma U V,, constituyen esta base ¥ (bajo isomorfismo). Ahora veamos que las cerraduras

vyel’
en la topologia producto 7 de los elementos de 7', forman la base de vecindades requerida

(a la que denotamos por ¥”). Primero demostramos que cl,(V)) C 3V, para cada V € 7.

Sea x € cl, (V') en el espacio Z E,, para el cual existe un subconjunto finito A C I, tal que

ver
py(z) =0, para v € A, es decir

T = Zp7<5’7)
YEA
Como
w=3 mp';l(vav)
YEA

es una n-vecindad (ver la demostracién de la Proposicién 3.1.10), x + W es una n-vecindad
de z. Entonces z + W NV # 0, por lo que existey e x + W yy eV, asi x —y € W lo que

implica que

py(x—y) ep(W) = ( ﬂprﬂE>

yEA
C %(ﬂpﬁpJ%VﬂEﬂ))
YEA
C %(ﬂ(VmEW)>
YEA
%

para cada v € A. Ahora por la convexidad de V/, va(x —y)eV.
YEA

Asi, como V' es la envolvente absolutamente convexa de U V, (V, vecindad en E., para
vyel
cada v € T'). Si y € V, existe un numero finito (A C I') de escalares diferentes de cero

(A, €K, v €A), tales que

Z|)\7|Slyy:ZAvyVCOHyWEVVQVQEV-

YEA veEA

Entonces

Py (y) = Ay, € AV
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Por lo tanto, por el Lema 2.1.2 y las hipdtesis para los )\’Vs:

Yoope—y) = > p@) -y

~yeMNAe yeETNA®

= Z p’y(x)_ Z p’y(y)

yelNAe yelNAe

= - Z p’y(y)

yel'NA¢

Z AV

yel'NAe®

( 5 w) v
yeI'NAe¢

V.

N

N

N

Por otro lado,

Yplr—y eV =a—y = ) plr—y)

vEA vel
= > pla-y+> plz—y)
yel'NA¢ YEA
€ V4V=2v

y entonces
x:ZpW@—y)er € 3V.
~yel’
Finalmente, para U € &, existe V € ¥ tal que V C U. Entonces por lo anterior %cln(V) C
V C U. Ademas la cerradura de un conjunto absolutamente convexo, es absolutamente

convexo (ver la Proposicién 2.1.4) y por la Proposicién 2.1.2

s, (V) ey,

con ¥’ una base de vecindades para €.

Lema 3.1.2. Cualquier subconjunto cerrado B de un conjunto completo A, es completo.

Demostracion. Si A es completo y B es un subconjunto cerrado de A, sea .# un filtro de
Cauchy tal que B € %, entonces A € % por Fi.2 de la Definicién 2.1.29. Como A es
completo, existe a € A tal que .F — a, asi para U, vecindad de a, U, € F vy B =B € .Z.
Por Fi.1 BNU, € .%, luego BN U, # 0, finalmente a € B. O
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Proposicion 3.1.12. La suma directa topoldgica de espacios localmente convexos de Haus-

dorff E., es completa si y solo si cada E., es completo.

Demostracion. =) Si E = ZE7 es completa, por la Proposicién 3.1.11, cada £, es un
~vel
subespacio vectorial cerrado en (E, &), entonces por el Lema 3.1.2, cada E, es completo.

<) Supongamos que cada £, es completo y consideramos a % un filtro de Cauchy en E

(en la topologia £). Entonces .# es también la base de un filtro de Cauchy en H E, con

~vel
la topologia producto n (ver la observacién inmediata a la Definicién 2.1.30 y considerar el

morfismo inclusién con las topologias: ¢ : (E, &) — (H E..,n)), entonces por el Corolario 3.1.4
vel’
de la Proposicién 3.1.8, H E, es completo. Por lo tanto, existe x € H E, tal que & — o

verl’ yerl’
en la topologia n. Veamos que x € E y que esta convergencia es también en la topologia €.

Consideramos A, el subconjunto de I' de todos los indices v tales que p,(z) # 0. Ademéds como
E., es un espacio de Hausdorff, entonces para cada v € A existe una vecindad absolutamente

convexa U, en E., con p,(z) ¢ U,. Sea

U= % ﬂ py_l(Uv)
YEA
una vecindad en la topologia £. Puesto que .# es de Cauchy en (E, ), existe A € % de orden
pequeno U. Sea y € A C E, supongamos que A es infinito, existe § € A tal que ps(y) = 0.
Como F — zenny A€ .Z, entonces z € cl,(A), por lo tanto la n-vecindad = + 1p; ' (Us)

de z intersecta a A en algin punto z. Por un lado para y, z € A tenemos que y — z € U, asi

1 1
y€z+U:>y€(:v+§pgl(U5))+U = xe(y+§pgl(U5))+U

= pa(e) € poly) + 5ps(p5" (U3)) + po(D)

1 1~
= ps(x) € §U6 +P5(§7pr (U,))

11 B
= ps(z) € §U5 + 5&1%(% (U,))

1 1
= p(s(l‘) S §U5 + §U§ C Us.

Lo cual es una contradiccién, pues ps(xz) ¢ Us. Por lo tanto A es a lo més finito y asi

T = pr(x) €E.

YEA
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Finalmente, sea ¥ la base de vecindades en la topologia £ que son cerradas en la topologia
n (ver la Lema 3.1.1) y sea V € #. Como %V es una vecindad en la topologia £, existe B € .#

de orden pequeno %V, para z € B entonces
1 1
B—z2CJVyBCz+3V.
Ademas x € cl,(B) y V es n-cerrado, entonces
z € cly(B) Cy(z+3V) =2+ 1V,

porloquezEx+%VyasiB§x+%V+%V:$+V. Pero por Fi.3, x +V € .#, con lo

que concluimos que .% — x en la topologia &, entonces E es completo. O

Proposicién 3.1.13. En una suma directa topologica de Hausdorﬁz E.,, el conjunto A es

yell
acotado o precompacto si y solo si A estd contenido en una suma finita de subconjuntos de

los E, (v € 1) con la misma propiedad.

Demostracion. Supongamos que A es acotado o precompacto en E E.,, entonces la imagen

vel
bajo cada una de sus proyecciones, p,(A), tiene la misma propiedad (por la Proposicién 2.1.18

y el Lema 2.1.11). Por lo tanto, como A C va(A), basta con demostrar que a lo més un
vyer
numero finito de estas proyecciones son diferentes de {0}. Supongamos lo contrario, entonces

existe una sucesiéon (vy(n)) en I' y una sucesiéon de puntos {z,}nen tales que x, # 0y
T, € Pym)(A). Por la Proposiciéon 3.1.11, cada E, es de Hausdorff, por lo tanto existen
vecindades absolutamente convexas U, tales que z,, & nU,,). Para los subindices v ¢
{7(n)}, consideramos a U, = E.. Entonces por el Corolario 3.1.1 y la Observacioén 2.1.3, si U
es la envolvente convexa de la unién de todas las vecindades U, entonces U es una vecindad
en la topologfa suma directa y pyn)(U) € Uy, para cada n. Por lo tanto A € nU, para

cualquier n € N, ya que de lo contrario existiria ny € N tal que

Ty € Dy(ng) (A) C Dry(ng) (10U) C M0P~(no) (U) € 10U (o)

lo que es una contradiccion. Pero si para cualquier n € N, A € nU, entonces A no puede
ser acotado y por lo tanto por la Proposicién 2.1.20, A no puede ser precompacto, lo cual
contradice cualquiera de las hipdtesis sobre A. Entonces, hay a lo mas un nimero finito de

proyecciones p.(A) diferentes de cero, es decir, existe I/ C I' conjunto finito tal que

AC ZPW(A)a

yel
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donde cada p,(A) es acotado o precompacto, segin sea el caso de A.

Inversamente, supongamos que A esta contenido en una suma finita de subconjuntos E,
(v € I, con [ finito). Si cada E, (y € I) es acotado, por iii) del Lema 2.1.9 Z E., es acotada

vyel
y por ii) del mismo Lema, A como subconjunto de E:E7 es acotado. Ahora si cada E,
yel
(v € I) es precompacto, se sigue de iii) y ii) del Lema 2.1.10 que A es precompacto. O]

Corolario 3.1.5. En una suma directa topolégica Z E., de Hausdorff, el conjunto cerrado

vyel’
A es compacto si y solo si estd contenido en una suma finita de subconjuntos compactos de

los E,.

Demostracion. Primero supongamos que para A un conjunto cerrado en g E,, A esta con-

vyel
tenido en una suma finita de subconjuntos compactos A, C E,, es decir, existe un conjunto

finito I tal que A C ZAV' Por ii) del Lema 2.1.13, ZA7 es compacta y como todo

vel vel
subconjunto cerrado de un conjunto compacto es compacto, entonces A es compacto.

Ahora, si A es compacto y cerrado entonces A es precompacto. Por la Proposicién 3.1.13

existe I finito tal que

A g Zp’)’(A)a
yel
con p,(A) C E, compacto para caday € I (ya que laimagen bajo un morfismo continuo de un
conjunto compacto es compacto). Asi, A esta contenido en una suma finita de subconjuntos

compactos de los E.. O

Proposicion 3.1.14. El dual continuo del producto topoldgico I_IE7 es la suma directa
~yel'

Z E; de los duales. Si cada E, es de Hausdorff y E., tiene la topologia de la <7,-convergencia
yel’

(donde los elementos de </ son considerados absolutamente convexos), entonces la suma
directa topologica en Z Ef{ es la topologia de la <f -convergencia, donde </ es el conjunto de

~el
todos los productos H A, tal que A, € o, para cada v € T'.
vyerl’

Demostracion. Sea x’ un funcional continuo en el producto, por la Observacién 2.1.11 existe

una vecindad U = ﬂ pgl(Uv), tal que A C I' es finito y cada U, es una vecindad en E,,
vEA
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donde 2’ es acotada. Entonces z’ se anula en E, para cada v ¢ A, asi 2’ = E 1:’7, donde

YEA

xl = 2’ o j, es la restriccién de 2’ a E,, luego 2’ € E E!. Para la otra contencién, de la

~yel
Proposicién 25 ([34], pdg.93)

(se) -1

yerl’ vyel

entonces

vey E C][E = (Zby)/ C (H&)/.

yer vyel vyerl yerl
La suma directa topoldgica tiene una base de vecindades que consta de envolventes abso-

lutamente convexas de conjuntos de la forma U Ag donde A, € <7, (la polar de A, es
vyel
considerada en E!). Demostramos que los conjuntos A° (A € &7) definen la misma topologfa.

La demostracion estara completa si para cada

A:I_IA7 € o, se tiene que V! C AY C 2V,

vyel

donde V' es la envolvente absolutamente convexa de U Ag.
ver
La contencién V' C A° es vélida. En efecto, primero considerando la observacién anterior,

recordamos que

={y e>d E :sw{|(y,y):ycA=]]A} <1}

~ver ~yel

Ahora para 2’ € V', existe un nimero finito de escalares \; y de elementos z/ € U Ag, con

~yel’
i € I (finito), tales que

iel iel
entonces para cada i € [ existe una vy € I" tal que 2, € A?Y. Por otro lado, para y € A
[y, 2) = [y, Y ) =1 Ay, @
i€l iel
aplicando supremo sobre los y € A en ambos lados de la desigualdad tenemos :

sup | (y, 2/ I<Z|A\Sup\y, N=> |\ sup <Y I <1

yeA iel iel YETy (Ay)=Ay iel
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por lo tanto 2’ € A°.

Para demostrar la segunda contencién A° C 2V, sea ' € A°. Asi 2’ pertenece al dual
continuo del producto de los E., que por la primera parte de la Proposicion, es igual a la
suma de los E.. Por lo tanto 2’ = Zx; Sea A el subconjunto finito de I' para el cual

vyel

Ay = sup |<I7,x;>| > 0.

TyEAy

Entonces z' — E :Bi/ se anula en A, ademds como
YEA

- Zx; € L_J{:Jc'7 € Al: sup [(zy,27)] <1} € V' implica que 2’ € V' + Z:I:’7

vEA v&Ay YEA
Pero
1
S - e Taacy,
yEA yEA v YEA
pues
sup (2. 2%) = 3 n < 1
z€A ~eA
Entonces en conclusion ' € V! + V' =2V, 0

Proposicion 3.1.15. Sea E el limite inductivo topolégico de los espacios localmente converos

E., con respecto a los morfismos u~. Entonces E es isomorfo a un cociente de la suma directa

> E,

vyel

Demostracion. Sea u : Z E, — E el morfismo lineal definido para x € Z E, mediante:
vel ~vel

u(z) = U(Z Ty) = Zu7<$7)a

vyerl yel

donde Z uy(z,) € E = <U uy(E,)). u es sobreyectivo ya que para 2’ € E, existen escalares
vyel’ ~vel
a; y elementos 7} € U uy(E,), coni=1,...,n tales que :
~yel

r' = E ;.

1<i<n
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. , . o
Para cada 7 existe y; € I tal que z € u.,(E.,,), por lo tanto existe z,, € E,, con u,(z,) = .
Sea r = g a;x, para el cual z,, es cero excepto para un ndimero finito de 7;, entonces
Y€l
T € g E,yu(zr) = g Qi (T4,) = E a;x; = 2. Ademds u es lineal por como se definen
~ver vl 1<i<n
las operaciones algebraicas en el producto y por ser cada w, un morfismo lineal. Asi u es un
morfismo lineal sobreyectivo. Por otro lado, observamos que para cada v, u o j, = u,, donde

U, y J, son continuas, entonces u es continua.

Ahora u puede ser descompuesta en u = vom, donde 7 es el morfismo canénico de la suma

directa sobre F' = Z E,/u™(0) y v es el morfismo inyectivo continuo de F sobre E (ver la
yel’
Proposicién 3.1.2). Veamos que v~

vlo U, = o j,, que es una composiciéon continua. Por la Proposicién 3.1.5, v~! es continuo.

! es continuo. En efecto, para cada 7, u, = vomo j, asf

Entonces v es el isomorfismo de F' sobre E que buscamos.

]

3.2. Limite Inductivo Bornolégico

En esta seccion introducimos las nociones basicas de bornologia, espacios vectoriales bor-
nologicos y morfismos lineales acotados, enfocandonos especialmente en una bornologia de

un espacio vectorial topoldgico, la bornologia de Von Neumann-Kolmogorov.

Denotamos por I # (), al conjunto parcialmente ordenado de indices el cual es dirigido,

i.e. para cada par (i,j) € I x [ existe k € [ tal que i < ky j <k.

Sea {E;}ier una familia de espacios vectoriales sobre un campo K. Supongamos que para
cada par (7,7) € I x I tal que i < j, existe un morfismo lineal u;; : E; — E; tal que el sistema

de morfismos {w;; }i jeri<; satisface las siguientes condiciones:
i) Para cada i € I, u; : E; — E; es el morfismo identidad,
ii) Para cada i, j, k elementos de I tales que ¢ < j < k tenemos que uy; = Ug; 0 Ujj.

El sistema (E;,u;;) es llamado un sistema inductivo de espacios vectoriales (ver la
Figura 3.2).
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Uki
Ei : > Ek

m %j

E.

J

Figura 3.2

Sea (E;, uj;) un sistema inductivo de espacios vectoriales sobre K. Por la Definicién y la
Proposicién 7.94 de [35], pags. 505-506, existe un espacio vectorial E sobre el campo K y

para cada ¢ € I un morfismo lineal u; : F; — E| tales que:
LI.1 u; = u; o uj; siempre que 7 < j;

LI.2 Para cada espacio vectorial F' y familia de morfismos lineales v; : E; — F tales que
v; = vj o uy; para cada ¢ < j, existe un inico morfismo lineal v : E — F' que satisface

v; = vouy; (ver la Figura 3.3).

Figura 3.3

El espacio vectorial E existe y es unico salvo isomorfismo y es llamado el limite inductivo
del sistema inductivo (Ej;, uj;). Para cada ¢ € I el morfismo u; : E; — E es llamado el

morfismo candnico de F; en E.

Definicién 3.2.1. Una bornologia es una familia & de subconjuntos de X que satisfacen

los siguientes axiomas:

BR.1 % es una cubierta de X, i.e. X = U B;
Be#

BR.2 A es estable (cerrado) bajo inclusiones, i.e si A € B y B es un subconjunto de X tal
que B C A, entonces B € AB;

BR.3 £ es estable (cerrado) bajo uniones finitas.
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Un par (X, %) que consiste de un conjunto X y una bornologia Z es llamado un conjunto
bornolégico, y los elementos de 4 son llamados subconjuntos acotados de X. Una base
de una bornologia #Z en X es una subfamilia %, de £ tal que cada elemento de & esta
contenido en un elemento de %,. Una familia %, de subconjuntos de X es una base para
una bornologia en X si y solo si %, cubre a X y toda unién finita de elementos de %, esta
contenido en algin elemento de ;. Entonces la coleccion de aquellos subconjuntos de X
que estén contenidos en algiun elemento de %, definen una bornologia % en X teniendo a
Ay como base. Una bornologia se dice que es una bornologia con una base numerable
si posee una base que consiste de una sucesion de conjuntos acotados. Tal sucesién puede
suponerse siempre creciente.

Sea E un espacio vectorial sobre un campo K. Una bornologia % en E se dice que es una
bornologia compatible con la estructura de espacio vectorial de E, o bien una bornologia
vectorial en E, si & es estable bajo la adiciéon, homotecias y formacion de envolventes

balanceadas, en otras palabras, si los conjuntos A + B, AA, U aA pertenecen a 4 siempre
o<1
que A, B pertenezcan a Z y A € K. Con la notacién anterior, (£, %) es un espacio vectorial

bornolégico.
Notamos que cualquier familia estable 8 de subconjuntos balanceados de E que satisfacen
las tres condiciones anteriores es necesariamente estable bajo uniones finitas: en efecto, si

A, B € &, entonces A y B son balanceados, por lo tanto contienen a cero y en consecuencia,
AUB C A+ B.

Definicién 3.2.2. Una bornologia vectorial en un espacio vectorial E es llamada una bor-

nologia vectorial convexa si ésta es estable bajo la formacion de envolventes convexas.

Tal bornologia es estable bajo la formacion de envolventes absolutamente convexas, ya que
la envolvente convexa de un conjunto balanceado es balanceada (ver la Definicién 2.1.3). Un
espacio vectorial bornolégico (E, %) cuya bornologia % es convexa es llamado un espacio
vectorial bornolégico convexo.

Un espacio vectorial bornoldgico separado (o con una bornologia separada %) es aquel

en el cual el conjunto {0} es el unico subespacio vectorial acotado de E.

Definicién 3.2.3. Sean X y Y dos conjuntos bornoldgicos (resp. espacios vectoriales bor-
noldgicos) yu : X — Y una funcion (resp. morfismo lineal) de X en'Y . Decimos que u es un
morfismo acotado (resp. morfismo lineal acotado) si la imagen bajo u de cualquier

subcongunto acotado de X es acotado en'Y (ver la Subseccion 3.2.4).
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Es claro que el morfismo identidad de cualquier conjunto bornoldgico (resp. espacio vecto-
rial bornolégico) es acotado. Ademés si X, Y, Z son tres conjuntos bornolégicos (resp. espacios
vectoriales bornolégicos) y u: X — Y, v : Y — Z dos funciones acotadas (resp. morfismos
lineales acotados), entonces la funcién (resp. el morfismo) composiciéon vowu : X — Z es
acotado. En efecto, sea A un subconjunto de X acotado, u(A) es acotado en Y, y aplicando
v tenemos que v o u(A) = v(u(A)) es acotado en Z.

Una bornologia % en un conjunto bornolégico X (resp. espacio vectorial bornolégico),
es una bornologia maés fina que una bornologia %> en X (0 %, es una bornologia mas
gruesa que %) si el morfismo identidad (X, %) — (X, %) es acotado. Esto equivale a
decir que #; C H. Un isomorfismo bornolégico entre dos conjuntos bornoldgicos (resp.
espacios vectoriales bornolégicos) es una biyeccién u, tal que los morfismos u y u~! son
acotados. Un funcional acotado en un espacio vectorial bornolégico £ es un morfismo
lineal acotado de E en el campo escalar K (con la bornologia usual definida por su valor

absoluto).

3.2.1. Bornologia inicial

Teorema 3.2.1. Sean I un conjunto no vacio, (X;, B;)icr una familia de conjuntos bor-
nologicos indicados por I y X un conjunto. Supongamos que, para cada © € I, existe un
morfismo u; - X — X; y consideramos % el conjunto de todos los subconjuntos A de X con
la siguiente propiedad: para cada i € I, u;(A) es acotado en X;.

Entonces

i) B es una bornologia en X y es la bornologia mds gruesa en X para la cual cada

morfismo u; es acotado;

ii) si X es un espacio vectorial y si para cada i € I, X; es un espacio vectorial, B; es
una bornologia vectorial (resp. convera) en X; y el morfismo u; es lineal, entonces 5B

es una bornologia vectorial (resp. conveza) en X.

Demostracion. i) Observamos que X = U B y sea © € A. Entonces para cada ¢ € I,

Be#
ui(r) C X; C B', para algin B’ € %;. Asi x € u'(B’) con v }(B') € # ya que

uw(u Y (B')) C B'.Sean A € Zy B C X talesque B C A, entonces u;(B) C u;(A), por lo
tanto u(B) es acotado y B € A. Finalmente, sean A, B € A, u;(AUB) = u;(A)Uu;(B)
que es un acotado en X;, por lo tanto AU B € %. Esto demuestra que Z# es una

bornologia.
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Sea %' cualquier bornologia para X, bajo la cual cada u; es acotado. Sea A’ € A,
entonces u;(A’) es acotado en X;, por lo tanto A" € B, i.e. B C A.

ii) Veamos que A es estable bajo la adicién, homotecias y envolventes balanceadas (resp.

envolventes convexas): Para A, B € # y para cada i € I,
Sea A € K, u;(AA) C \u;(A) € B;. Ademas

wi( U aA) C U au;(A) € %;

lal<1 lal<1
(resp. para x un elemento de la envolvente convexa de A, x = Z apxr, donde
1<k<n
0 <ar € R,z € A (para cada k) y Z ar = 1. Entonces u;(x) = Z apu;(xy),
1<k<n 1<k<n

que es un elemento de la envolvente convexa de u;(A) € %;).

Por lo tanto A+ B, \A, U aA € A (resp. la envolvente convexa de A pertenece a A).
laf<1

]

La bornologia & en X definida en el Teorema 3.2.1 es llamada la bornologia inicial en

X para los morfismos u;.

Definicién 3.2.4. Sea (X, ) un conjunto bornoldgico, sea’Y un subconjunto de X ei :Y —
X la inclusion candnica. Entonces la bornologia inducida en'Y por (X, A) es la bornologia
wmacial en'Y por la inclusion i. Y equipado con esta bornologia es llamado un subconjunto
bornoldgico. Si (X, AB) es un espacio vectorial bornoldgico, la bornologia inducida en'Y es

una bornologia vectorial y 'Y es llamado un subespacio bornolégico.

Una base para la bornologia inducida en Y por (X, %) es dada por la familia {ANY :
A€ A}.

Observacién 3.2.1. Para un conjunto X y{%;}icr una familia de bornologias en X, indica-
das por un congunto no vacio I, consideramos el morfismo identidad id; de X sobre (X, %;),
para cada i@ € I. La interseccion de las bornologias %; es la bornologia inicial B en

X para los morfismos id;, ya que si A es un acotado en B, A es acotado en PB;, para cada
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1 € I. Por otro lado A es la bornologia mas gruesa que hace al morfismo id; acotado, entonces
B = ﬂ%’l Ademas ﬂ%z es una base para la bornologia A.

i€l iel
Sea X un conjunto (resp. espacio vectorial) y sea </ una familia de subconjuntos de X . La

bornologia generada por </ es la interseccion de todas las bornologias (resp. bornologias
vectoriales o vectoriales converas) que contienen a o/ . Si o/ cubre a X, la bornologia generada

por o consiste de subconjuntos de uniones finitas de conjuntos de </ (ver [29], pdg. 168).

3.2.2. Bornologia final

Teorema 3.2.2. Sean I un conjunto no vacio, (X;, B;)icr una familia de conjuntos bornoldgi-
cos y un conjunto X. Supongamos que, para cada v € I, existe un morfismo v; : X; = X y
consideramos A la bornologia en X generada por la familia of = le(%l) Entonces

el

i) B es la bornologia mds fina en X para la cual cada morfismo v; es acotado;

i1) Si X es un espacio vectorial y si, para cada i € I, X; es un espacio vectorial, %; es una
bornologia vectorial (resp. convexa) y el morfismo v; es lineal, entonces la bornologia
vectorial (resp. convexa) en X generada por o/ es la bornologia vectorial mds fina (resp.

convera) en X para la cual todos los morfismos v; son acotados.
Demostracion.

i) Por la Observacién 3.2.1, Z es la interseccion de todas las bornologias de X que con-

tienen a o, para cualquier otra bornologia %’ que hace acotados a los morfismos v;
(para cadaie€ I), B C A.

ii) Se sigue de las definiciones y de i).
[

Definicién 3.2.5. La bornologia % en X construida en el Teorema 3.2.2(i))(resp. Teore-
ma 3.2.2(ii)) ) es llamada la bornologia final (resp. la bornologia vectorial final, resp.

la bornologia final convexa) en X para los morfismos v;.

Observaciéon 3.2.2. Sea Y un conjunto bornologico y sea X equipado con la bornologia final
para los morfismos v;. Entonces un morfismo v : X — Y es acotado si y solo si v owv; es
acotado para cada @ € 1. En efecto, si v es acotado, la composicion de morfismos acotados

es acotado, por lo tanto v o v; es acotado para cada © € I. Ahora si C' es un subconjunto
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acotado de X, por el Teorema 3.2.2 y la Observacion 3.2.1, C' C ﬂ v;(B;) lo que implica
Bie%
que v(C) Cvow(B;), para B; € B, (i € 1), entonces por hipdtesis, v(C) es acotado en 'Y .

Ejemplo 3.2.1. La bornologia de Von Neumann-Kolmogorov de un espacio vec-
torial topologico. Un conjunto acotado A de un espacio vectorial topolégico E es un sub-
conjunto que es absorbido por cada vecindad (ver la Definicion 2.1.25). Esta definicion fue
dada por el matemdtico John Von Neumann en el ano de 1935. La coleccion de todos los
subconjuntos acotados de E forman una bornologia vectorial en E (como consecuencia del

Lema 2.1.7 y del Lema 2.1.9), llamada la bornologia de Von Neumann-Kolmogorov de E.

Ejemplo 3.2.2. La bornologia definida por una familia de seminormas es definida
como sigue: consideramos E un espacio vectorial y I' = (p;)ie; una familia de seminormas en
E indicada por un conjunto no vacio I. Un subconjunto A de E es un subconjunto acotado

para la familia de seminormas T, si para cada i € I, p;(A) es acotada en R.

Los subconjuntos de E que estan acotados para la familia I" definen una bornologia convexa
en E, la bornologia definida por I" (por como se define la envolvente absolutamente convexa
de un conjunto y las propiedades que satisface una seminorma).

Tal bornologia es separada si y sélo si ' separa a F, i.e. si para cada v € E con x # 0,
existe ¢ € I tal que p;(z) # 0. En efecto, si la bornologia es separada, sea = # 0 en E, entonces
el espacio generado por x, (), no es acotado, por lo que existe i € I tal que p;({x)) # 0, i.e.
pi(z) # 0.

Inversamente, supongamos que existe un espacio vectorial acotado B # {0} de E. Asi
existe z # 0 en B e i € [ tal que p;(z) = a # 0. Ademés nx € B, para cada n € N pero
pi(nz) = nx — oo, por lo que B no es acotado, lo que es una contradiccion.

En un espacio localmente convexo con la bornologia . definida por una familia de semi-
normas ', la bornologia de Von Neumann-Kolmogorov en E coincide con la bornologia .
(ver la Lema 2.1.8).

3.2.3. Limite Inductivo Bornolégico

Sea I un conjunto no vacio dirigido y sea (X;,v;;) un sistema inductivo de espacios, in-
dicados por I, tal que para cada @ € I, X; es un conjunto bornolégico con bornologia %,;.
Entonces el sistema (X;,v;;) es llamado un sistema inductivo de conjuntos bornolégi-
cos si los morfismos vj; : X; — X son acotados, siempre que 7 < j. Si los X;’s son espacios

vectoriales bornolégicos (resp. espacios bornoldgicos convexos) y todos los morfismos v;; son
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acotados y lineales, entonces el sistema (X;, v;;) es llamado un sistema inductivo de es-
pacios vectoriales bornolégicos (resp. espacios bornoldgicos convexos).

Sea (Xj,v;;) un sistema inductivo de conjuntos bornoldgicos (resp. espacios vectoriales
bornolégicos, resp. espacios bornolégicos convexos) y sea X el limite inductivo del sistema
(X, vj;). Para cada i € I, denotamos por %, a la bornologia de X; y por v; al morfismo
candnico de X; en X.

El limite inductivo bornolégico en X con respecto a las bornologias %; es el espacio

X dotado de la bornologia final en X para los morfismos v;. Para cada i € I, sea

Entonces la familia £ = U v;(%;) es precisamente la bornologia final en X. En efecto, del
iel
Teorema 3.2.2 tenemos que % genera la bornologia final, ademas X = Uvz(%’l) y B es
iel
necesariamente una bornologfa. Se sigue que si (X;, v;;) es un sistema inductivo de espacios

vectoriales bornolégicos (resp. espacios bornoldgicos convexos), entonces el limite inductivo
bornolégico en X es necesariamente una bornologia vectorial (resp. convexa). X es llamado el

limite inductivo bornolégico del sistema inductivo bornolégico (X;,v;;) y denotado por:

—b

3.2.4. Espacios de Mackey

Supongamos que E es un espacio localmente convexo y que t es un morfismo lineal de F
en otro espacio localmente convexo F', vimos en la Proposicién 2.1.18 que si t es continuo,
entonces t manda subconjuntos acotados de E en subconjuntos acotados de F. Cualquier
morfismo lineal ¢ que satisface esta propiedad es llamado un morfismo acotado. Probamos
mas adelante que si E es en espacio normado o metrizable, inversamente la propiedad de ser

t acotado asegura su continuidad.

Definicién 3.2.6. Un espacio localmente convexo E con la propiedad de que cada morfismo
lineal acotado en E es continuo, es llamado espacio de Mackey, algunas veces bornologi-

CO.

Un espacio de Mackey y ademéas de Hausdorff £ con dual continuo E’ tiene la topologia
de Mackey (7(F,E")), porque si £ es la topologia de E entonces el morfismo identidad,
id: (E,¢) — (E,7(E,E")) es acotado (por el Teorema 2.1.9) y asi continuo.
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Definicién 3.2.7. En un espacio vectorial topologico E, un subconjunto B es llamado bornivo-

ro si este absorbe a cada subconjunto acotado de E.

Observacion 3.2.3. Es importante senalar que algunos autores usan el término ‘Espacio
de Mackey’ para un espacio localmente convexro equipado con la topologia de Mackey, pero
nosotros reservamos este término para una clase mds restrictiva de espacios. Ademds en la
teoria es comin ver que un espacio localmente convexo es bornoldgico si cada subconjunto
absolutamente convezo, bornivoro (ver la Definicion 3.2.7) de E es vecindad. La equivalencia

entre estas dos definiciones se demuestra en [29], (teorema 13.2.7, pdg. 444).

Proposicion 3.2.1. Un limite inductivo topolégico de espacios de Mackey es un espacio de
Mackey.

Demostracion. Sea E el limite inductivo topoldgico de espacios de Mackey E, mediante los
morfismos u., v € I'. Sea t un morfismo lineal acotado de E en un espacio localmente convexo
F. Si A es un subconjunto acotado de £, por la continuidad de u, y la acotabilidad de t,
(touy)(A) = t(u,(A)) es acotado en F. Entonces, para cada v € I' t o u, es acotado y asi

continuo. Por lo tanto ¢ es continuo por la Proposicion 3.1.5. O
Proposicion 3.2.2. Cada espacio localmente convexo metrizable es un espacio de Mackey.

Demostracion. Sea E un espacio localmente convexo metrizable, existe (U,) una base de
vecindades absolutamente convexas numerable tal que U,y1 C U,, para cada n (ver [42],
Lema 5.1.6, pdg. 79). Sea t un morfismo lineal acotado de E' en un espacio localmente convexo
F', supongamos que ¢t no es continuo, entonces existe una vecindad V' en F' para la cual
t~1(V) no es una vecindad en E. Por lo tanto, para cada n existen puntos x, € U, tales que
z, €nt~ 1 (V), asl t(x,) € nV. Ademés {z, }nen €s un conjunto acotado. En efecto, para cada
U, se tiene que z, € U, para toda r > m, pero U, es absorbente, asi para cada z, con
r < m existe A, > 0 tal que \,.z, € U,, lo que implica que x, € A%Um. Ahora como U, es una
vecindad absolutamente convexa, para A = méx{/\%, 1:7r < m} se tiene que {z, }nen € AUp,
asi ${n}nen € Un. Pero {t(z,)} no es acotado, lo que contradice el hecho de ser ¢ acotado,

asi t es continuo y entonces F es un espacio de Mackey. O

Corolario 3.2.1. Cada limite inductivo topologico de espacios localmente converos metriza-

bles es un espacio de Mackey.

Demostracion. Sea E el limite inductivo topologico de espacios localmente convexos me-
trizables E,, v € I'. De la Proposicion 3.2.2 cada E, es un espacio de Mackey y por la
Proposicién 3.2.1, E es un espacio de Mackey. O
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Este nos conduce a una forma conversa del Corolario 3.2.1, de la siguiente forma:

Lema 3.2.1. Sea E un espacio localmente convexo de Hausdorff con topologia &. Entonces
existe una topologia localmente convexa mds fina n en E, con la cual E tiene los mismos
conjuntos acotados que . (E,n) es un espacio de Mackey y es el limite inductivo topoldgico
de una familia de subespacios vectoriales normados que generan a E. Las topologias & y 1

son idénticas si y solo si E es un espacio de Mackey con la topologia &.

Demostracion. Denotamos por ¢ al conjunto de todos los subconjuntos absolutamente con-
vexos de E que son cerrados y acotados en la topologia &. Sea A € 4 yv E 4 el subespacio
vectorial generado por A, como A es acotado y F es de Hausdorff con la topologia &, enton-
ces el funcional de Minkowski de A es una norma en E,. En efecto, sea % una base para la
topologia &, para cada U € % existe Ay > 0 tal que A C A\yU, sea z € E 4, supongamos que
pa(z) =0y x # 0, entonces:

Prgu () < pa(r) =0, asi py,v(2) = [\v|"'pu(z) = 0y py(z) = 0 para cada U € %,

pero por ser F de Hausdorff existe W € % tal que x ¢ W, asi py(z) > 1, lo que es una
contradiccion. Por lo tanto E 4 es un espacio normado con la topologia 4 dada por la norma
pa en E 4, esta topologia es mas fina que la topologia inducida en E4 por &, pues si Uy es
un abierto en F4 con la topologia inducida, existe U abierto en (E, &) tal que Uy = U N Eg4,

como A es acotado, existe Ay > 0 tal que %A C U, asi

EAQ%AQUQEA:UA
@%AQUA

:>pUA(.T) < p%A(l‘)ax € EA7

asi {x : p%A(x) < 1} C Uy, y Ua es un abierto en E4 con la topologia 1.

Ahora, sea & una base de vecindades en una topologia localmente convexa ( en E. El
conjunto A es acotado en la topologia ¢ si y sélo si para cada V € %, existe un A > 0 tal
que NA C V N Ey4, es decir, si y sélo si ¢ induce en E4 una topologia més gruesa que 74, ya
que si AA C VN Ey, entonces {x : pya(z) < 1} C VN Ey, e inversamente, si ¢ induce en E4
una topologia més gruesa que 1,4, existe a > 0 tal que {x : pa(z) < a} CV N E4, entonces
LACVNE,.

Ahora bien, cada conjunto &-acotado B, estd contenido en un conjunto absolutamente
convexo cerrado y acotado en la topologia &, digamos B’ € ¢ (simplemente tomando su

envolvente absolutamente convexa {-cerrada), entonces la topologia localmente convexa més
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fina (, para la cual cada conjunto -acotado es (-acotado, es la topologia de limite inductivo
topoldgico n con respecto a los espacios normados (F4,7n4) y las inclusiones ig : Fy — E |
para cada A € 9.

En efecto, primero veamos que E es generado por la unién de los subespacios EF4, A € ¥4,
claramente F4 C F para cada A € ¢4. Por otro lado, si © € E, {z} es acotado en &, pues
¢ tiene una base de vecindades absolutamente convexas absorbentes, asi {x} es absorbido
por cada elemento de la base. Consideramos entonces la envolvente absolutamente convexa

&-cerrada de {x} que también es £-acotada (digamos C' € ¢), entonces x € E¢ lo que implica
que E C <U ia(E4)).

AcY
Ahora si B es acotado en &, el morfismo inclusién ig : (Ep/,np) < (E,n) es continuo,

asi, para V un abierto en (E,n), V N Ep es abierto en (Ep/,np), entonces n induce en Ep
una topologia mas gruesa que 7p/, y por lo anterior, B’ es n-acotado, por consiguiente, B es
n-acotado. Ademds observamos que 7 es més fina que £ (£ < 7), cada n-acotado es &-acotado,
pues si B es un conjunto n-acotado, para U un abierto en E con la topologia & (i.e. en n),
existe un elemento basico W de una base para la topologia £ y A > 0 tales que A\B C W, C U.

Entonces B es n-acotado, en conclusién 7 es la topologia localmente convexa mas fina la
cual tiene los mismos conjuntos acotados que £. Por el Corolario 3.2.1, dado que (E,n) es
el limite inductivo topoldgico de espacios normados que generan a F, en particular espacios
localmente convexos metrizables, entonces (E,7) es un espacio de Mackey.

Finalmente, si £ con la topologia £ es un espacio de Mackey, el morfismo identidad d :
(E,£) — (E,n) es acotado (pues los acotados son los mismos en ambas topologias), por lo
tanto también continuo, asi £ es mas fina que 1 (n =< &), por lo que son idénticas ambas
topologias, inversamente si £ = 7 entonces (F, ) es un espacio de Mackey.

O

Lema 3.2.2. Si, en el Lema 3.2.1, (E,£) es completo, entonces bajo (E,n) es el limite

iductivo topoldgico de una familia de espacios Banach.

Demostracion. Demostramos que cada E4 es completo en la topologia n4. Sea {z,}n,en una
sucesiéon de Cauchy en E4, entonces {x, nen es también una sucesién de Cauchy en (E,€).
En efecto, como n4 es mas fina que la topologia inducida en E4 por &, para cada abierto W
en (E,£), W N E4 contiene a algin W4 € na para el cual existe k entero tal que x,, — z,, €
Wi CWnNE4 C W para todo entero m,n > k. Entonces como E es completo en la topologia
¢, existe x € E tal que z,, — x en la topologia £. Veamos que x € E4 vy que x, — x en la

topologia n4. Para e > 0, {x : pa(x) < €} es un abierto en E4 con la topologia n4 para el cual
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existe un entero positivo [ tal que pa(x, — x,,) < € para toda n,m > [, asi %pA(a:n —Tpy) <1
Y Pea(Tn — ) < 1, entonces x,, — z,,, € €A, para toda n,m > [. Pero el conjunto €A es
cerrado (pues A se toma cerrado en el Lema 3.2.1), por lo tanto, sin — oo , x — x,, € €A
para toda m > [. Esto demuestra que x € E4 y pa(x — x,,) < €, para toda m > [, entonces

T, — x en ny. Asi E4 es completo. O

En la demostracién del Lema 3.2.2 es suficiente ver que cada sucesion de Cauchy en (E, &)
es convergente, la cual es una condicion mas débil que la completitud de F si F no es

metrizable.

Teorema 3.2.3. Un espacio localmente convexo de Hausdorff es un espacio de Mackey si y
solo si este es un limite inductivo topologico de espacios normados. Un espacio de Mackey

completo y de Hausdorff es un limite inductivo topologico de espacios de Banach.

Demostracion. Si E es un espacio localmente convexo de Hausdorff, supongamos que E es
un espacio de Mackey, entonces por el Lema 3.2.1, E' es un limite inductivo topoldgico de
subespacios normados, cuya unién genera a FE. Inversamente, si £ es un limite inductivo
topoldgico de espacios normados, i.e. metrizables, por el Corolario 3.2.1, E es un espacio de
Mackey.

Ahora supongamos que ademéas E es un espacio completo, entonces por el Lema 3.2.1,
las topologias & y n son las mismas, ya que E es un espacio de Mackey. Entonces por el

Lema 3.2.2, E es el limite inductivo topoldgico de una familia de espacios de Banach. n

Es facil extender el Teorema 3.2.3 a espacios que no son de Hausdorff, reemplazando cada

espacio normado por un espacio cuya topologia esta dada por una sola seminorma.

Proposicion 3.2.3. En el dual continuo E' de un espacio de Mackey y de Hausdorff E, cada

subcongunto B(E', E)-acotado es equicontinuo.

Demostracion. La topologia en E de la convergencia uniforme en los subconjuntos S(E’, E)-
acotados de E’ es mas fina que la topologia inicial de E'y tiene los mismos conjuntos acotados
(ver el Teorema 2.1.9). Por el Lema 3.2.1 ambas topologias coinciden, ya que por hipétesis
E es un espacio de Mackey, asi por la Proposicién 2.1.19 cada subconjunto S(E’, E)-acotado

es equicontinuo. O

Corolario 3.2.2. El morfismo identidad de un espacio de Mackey y de Hausdorff en su

bidual es un isomorfismo.
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Demostracion. Por la Proposicién 3.2.3, en E (un espacio de Mackey y de Hausdorff) cada
subconjunto B(E’, E)-acotado es equicontinuo, asi por la Proposicién 2.1.22, el morfismo

identidad es un isomorfismo. O
Proposicion 3.2.4. Un espacio de Mackey completo y de Hausdorff es barrilado.

Demostracion. Por el Lema 3.2.2, un espacio de Mackey completo y de Hausdorff £ es un
limite inductivo topoldgico de espacios de Banach y cada uno de ellos es barrilado (ver el

Teorema 2.1.10) y asi por la Proposicién 3.1.6, E es barrilado. O]

3.3. Limite Inductivo Estricto

Tanto los espacios de Fréchet como los limites inductivos de espacios de Fréchet, sur-
gen frecuentemente en las aplicaciones. En la practica cierto tipo especial de estos limites
inductivos lineales tienen algunas propiedades adicionales que no poseen en general los limi-
tes inductivos lineales de espacios de Fréchet. Algunas de estas propiedades no dependen
de la definicion de los espacios de Fréchet y entonces estudiamos limites inductivos lineales
especiales sin ninguna restriccién inicial en los espacios definidos.

Supongamos que E es un espacio vectorial y que {E,} es una sucesién estrictamente
creciente de subespacios vectoriales cuya uniéon es F. Supongamos también que cada F,
tiene una topologia &, con la cual este es un espacio localmente convexo y que para cada n,
es la topologia inducida en FE,, por la topologia &,,1 en E, ;1. Entonces cada F,, es sumergida
algebraica y topoldgicamente en F,; (y entonces en F, ., para cada r). Sea ¢ la topologia
de limite inductivo en E, asi que £ es la topologia localmente convexa mas fina en E que
induce en cada F, una topologia mas gruesa que &,. Entonces E con la topologia localmente
convexa & es llamado el limite inductivo estricto de los subespacios F,. En este caso

veamos que la topologia en E induce exactamente &, en cada F,.

Proposiciéon 3.3.1. Sea E el espacio localmente convero con la topologia &, el cual es el
limite inductivo estricto de los espacios localmente convexos E,, con las topologias &, respec-

tivamente. Entonces £ induce &, en cada E,.

Demostracion. Supongamos que &/, es la topologia inducida en E,, por £, entonces por defini-
cion del limite, £|,, < &, para cada n. Por otro lado, sea U,, cualquier vecindad absolutamente
convexa en (E,,&,), demostramos que existe una &-vecindad U en E con UNE,, = U, y asi
¢ induce en F, una topologia mas fina idéntica a &,. En efecto, como &, induce &, en E,,,

existe una &, 1-vecindad U, tal que U,,.1 N E,, C U,.
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Haciendo lo mismo por recursién, definimos para cada r una &, ,.-vecindad U, ., absolu-

tamente convexa tal que

Upir NEp s CUs para 0 < s <1,

pues
Un+r N EnJrrfl g Un+7‘717
UnJrr N En+r72 = UnJrr N En+7‘71 N En+r72 g Un+r71 N En+r72 g Un+r72
o0
y asi sucesivamente. Sea U =T (U Un+r), entonces como Uy, C Ep 4,
r=0

Upir CUNE,,, parar > 0.

Ademas param <n, UNE,, CU,NE,, ya que si suponemos lo contrario existe x € UNE,,,
pero x &€ U, N E,,, entonces x € U pero x & U,, por lo anterior v € E, 6 v € U,,1. En
el primer caso, x ¢ FE,, y tenemos una contradiccion. En el segundo caso, © &€ F,,11 0
x & Up,.a, recursivamente. En cualquier caso se llega a una contradiccion. Entonces para
m<n, UNE, =U,NE, yvU esla ¢vecindad requerida. O

Proposicién 3.3.2. El limite inductivo estricto de una sucesion de espacios localmente con-
veros de Hausdorff es de Hausdorff.

Demostracion. Si E es el limite inductivo estricto de espacios localmente convexos de Haus-
dorff E, y si z # 0, entonces existe n con x € E,. Por la hipétesis existe U,, vecindad en FE,
tal que x & U,,. Por la Proposicion 3.3.1, existe una vecindad U en E tal que UNE, C U, y
asi x & U. Por lo tanto F es de Hausdorff. m

Proposicién 3.3.3. El limite inductivo estricto de una sucesion de espacios localmente con-

vexos completos de Hausdorff es completo.

Demostracion. Sea E el limite inductivo estricto de espacios localmente convexos completos
de Hausdorff E,,, supongamos que E no es completo, entonces existe x € E (donde E esla
completacién del espacio E, ver [38], Teorema 5.2, pag.41) pero no en F, i.e. para cualquier
n, x & E,. Por la Proposicion 3.3.1, cada FE,, es cerrado en F i.e. en E, entonces existe una
vecindad absolutamente convexa W, en E tal que (x +W,) N E, = (. Lo mismo pasa para
n—+ 1, existe U, 1 en E tal que (z+U,11)NEpy =0, sea W,y y = U,y NW,, € W, entonces

(x+ (Upt "W)) N Epy1 C(x+ Upyr) N Epyy = 0.
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oo

1
Por lo tanto se puede elegir W,y C W, para cada n. Sea U = I’(U(§Wn N E,)) una
n=1

vecindad en E (ver el Corolario 3.1.1) y entonces su cerradura U es una vecindad en E. Por
definicién de E , F es isomorfo a un subespacio denso en E , por lo que z + U intersecta a E
y entonces a algun FE,,. Pero U C W, +E,, en efecto, U C U + %Wn y cualquier elemento de
U es de la forma Z AT, con x, € %W,« NE,y Z |A-] = 1. Entonces

1<r<s 1<r<s
S A € SONE, € By Y Aa € YA, € LW,
r<n r<n r>n >n

y por lo tanto U C %Wn + E,. Esto implica que U C %Wn + E, + %Wn =W, + E,. Por lo
anterior, x4+ W, + E,, intersecta a E,, i.e. v+ W,, intersecta a F, , lo cual es una contradiccion.
Entonces E es completo.

O

Proposicion 3.3.4. Supongamos que E es el limite inductivo estricto de los espacios lo-
calmente convexos E,, y que para cada n, E, es un subespacio vectorial cerrado de E, ;.
Entonces un subconjunto de E es acotado si y solo si este estd contenido y es acotado en

algin E,.

Demostracion. Si B es un subconjunto acotado en FE,, entonces B es acotado en E por la
continuidad del morfismo inclusién en el limite inductivo. Ahora supongamos que B no esta
totalmente contenido en cualquiera de los subespacios F,. Entonces es posible elegir una
sucesion {x, ey tal que x, € BN EC.

Construimos una subsucesion {z,, } tal que para cada k > 1,

Ty, & En, y Tpy, € By

Existe una sucesion creciente de conjuntos absolutamente convexos {V}} tales que V; es una

vecindad en E,, ,
Vk+1 ﬂ Enk - Vk y %Ink g ‘/k+1'

En efecto, si V;, es una vecindad absolutamente convexa en £, y como E,, es cerrado en
en I

Enyivs By, /En, es un espacio de Hausdorff. Por lo tanto existe una vecindad U, b1

k+1

tal que

U,

Nk+1

NE, CViy Unpyy N (R, + Eny) = 0.




104 3.4. SUPLEMENTOS TOPOLOGICOS

Consideramos Vi1 = I'(Uy,

Vi. Si suponemos que %xnk € Vi, entonces %xnk = ar + Py, donde x € V, y y € U,

(a+ f =1). Por lo tanto Sy = ;x,, —ax €U,

UVk). Vi1 es una vecindad en En,., parael cual Vi1 NE,, =

k+1

1 . .
et () 5%, + By, 10 cual es imposible.

Entonces V' = U Vi es una &-vecindad y %mnk ¢V, para toda k > 1, i.e. la sucesion %xnk
k=1

no tiende a cero en E, entonces B no puede ser acotado (ver [36], Teorema 1.30, pag. 22). [

Proposicion 3.3.5. Supongamos que E es el limite inductivo estricto de los espacios local-

mente convexos E, y que, para cada n, F, es un subespacio cerrado de F, ... Entonces E no

es metrizable.

Demostracion. Si {U,} es una sucesiéon decreciente de vecindades en F, existen puntos x,, €
U, con z,, ¢ E,. Entonces por la Proposicién 3.3.4, el conjunto {z,, },en no puede ser acotado.
Por ser decreciente tal sucesién de vecindades, {x,},en es absorbida por cada U,. Por la
Definicién 2.1.25, {U, } no puede ser una base de vecindades, por lo tanto E no es metrizable.
(ver [42], Ejemplo 3.2.5, pag. 49). O

Definicién 3.3.1. Un espacio barrilado (ver la Definicion 2.1.33) de Hausdorff en donde
cada subconjunto acotado es relativamente compacto (i.e. su cerradura es compacta) es un

espacto de Montel.

Observacion 3.3.1. Cualquier limite inductivo estricto E de una sucesion de espacios de

Montel {E,} es un espacio de Montel.

Demostracion. Por la Proposicion 3.1.6, E es barrilado, por la Proposicion 3.3.2, E es de
Hausdorff. Sea B un subconjunto acotado de E, B es cerrado y estd contenido en algiin £,
(n' € N), asi por hipétesis E, es un espacio de Montel y B es compacto en E,/, pero por
la continuidad de los morfismos inclusién, B es compacto en E. Finalmente E es un espacio

barrilado de Hausdorff donde cada conjunto acotado es relativamente compacto. O

3.4. Suplementos Topoldgicos

Sea F un espacio localmente convexo y M, N subespacios vectoriales de E tales que E es la
suma algebraica de M y N (las condiciones necesarias y suficientes para ello son: M +N = E
y M NN = {0}). E no tiene por que ser la suma directa topoldgica de M y N cuando se
equipan de la topologia inducida. Por otro lado, el isomorfismo algebraico natural entre E /M

y N no tiene por que ser topologico.
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Proposicion 3.4.1. Sea E un espacio localmente convezro la suma directa algebraica de los
subespacios M y N, sean p y q las proyecciones de E sobre M y N y sean h y k los morfismos

candnicos de E sobre E/M y E/N. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:
i) E es la suma directa topolégica de M y N ;
it) p es continua;
iii) q es continua,
i) h es un isomorfismo de N sobre E /M ;
v) k es un isomorfismo de M sobre E/N .

Demostracion. Observamos que p + ¢ es el morfismo identidad de E sobre si mismo, por
hipétesis £ = M + N, p(F) = M y q(E) = N, por lo que idg(F) = E = M + N =
p(E) +q(E) = (p+ q)(E). Entonces ii) y iii) son equivalentes.

Ahora, si E = M + N es la suma directa topoldgica i.e. la topologia mas fina que coincide
con la topologia dada en M y N. Por la Proposicién 3.1.10, ésta coincide con la topologia
producto y es la mas débil que hace continuos a los morfismos p y ¢. Inversamente si p es
continuo, entonces ¢ es continuo y E tiene la topologia producto, asi por la Proposicién 3.1.10
E es la suma directa topolégica y por lo tanto i), ii) y iii) son equivalentes.

Para las otras equivalencias primero demostramos lo siguiente:

» Para cada vecindad U en E, k(UNM) es una vecindad en E//N siy sélosi (UNM)+N =
p Y (U N M) es una vecindad en E.

En efecto, porque siz € k(UNM)=UNM+N,x=14+zconl € UNM y z € N, entonces
p(x) = p(l+2) =1, por lo tanto x € p~1(U N M). Por otro lado, si x € p~ (U N M), entonces
p(z) € UN M, pero x = p(z) + q(z), asi x € UN M + N. Ademés, observamos que k es la

restriccién a M del morfismo candénico
7:FE— FE/Nie k: M — E/N,

k es continuo con respecto a la topologia cociente y que también es un isomorfismo algebraico.
Consideramos a U una vecindad en E entonces U N M es una vecindad en M, asi k(U N M)

es una vecindad en E/N, por lo tanto:

W C k™Y (k(W)) C k=Y (k(UN M)) = U N M, para algtin abierto W en E.
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Esto significa que U N M es una vecindad en F i.e. U N M + N es una vecindad en F.

Inversamente, supongamos que p~ (U N M) = k(U N M) es una vecindad en E, entonces
existe W abierto en E tal que W C k(U N M), k(W) C k(UNM + N) = k(UNM) es
vecindad en FE/N.

Ya demostrada la propiedad anterior, procedemos con la equivalencia de ii) y v). Primero
supongamos que p es continua, como U N M es un abierto en M (para U un abierto en F),
p Y (U N M) es una vecindad en E y por lo anterior, k es un morfismo abierto.

Ademéas m = p o k también es continua, entonces k es continua. Pero sabemos que k es
un isomorfismo algebraico de M en E/N, entonces k es un isomorfismo topolégico. Ahora
supongamos V), para cada vecindad U en E, k(U N M) es una vecindad en E/N si y sélo si
p 1 (U N M) es una vecindad en E, entonces p es continuo. De manera similar se demuestra

la equivalencia de iii) y iv). O

Corolario 3.4.1. Si el espacio localmente convero E es la suma directa algebraica del subes-
pacio vectorial de dimension finita M y el subespacio vectorial cerrado N, entonces E es la

suma directa topologica de M y N.

Demostracion. Por la Proposicién 3.1.1, E/N es un espacio de Hausdorff. Ahora, k es un
morfismo lineal inyectivo de M sobre E/N que ademds es continuo pues k es el morfismo
canénico de E sobre E/N. Por la Observacién 2.1.7, M también es de Hausdorff y por la
Proposicién 2.1.15 k es un isomorfismo topolégico de M sobre E/N, lo cual demuestra v) de

la Proposicién 3.4.1. Entonces F es la suma directa topolégica de M y N. O

Para E un espacio localmente convexo y M un subespacio vectorial de F, si NV es cualquier
subespacio vectorial tal que E es la suma directa topologica de M y N; este es llamado el
suplemento topoloégico de M en E. Desafortunadamente, esto no significa que siempre
sea posible encontrar un suplemento topoldgico como siempre ocurre en el caso simplemente
algebraico.

En primer lugar, bajo las hipétesis anteriores, si E' es de Hausdorff por la Proposicién 3.1.11
M es cerrado en la suma topologica £ = M + N. Pero no es cierto que todo subespacio
vectorial cerrado tenga suplementos topoldgicos. Cualesquiera dos suplementos topoldgicos

de M en E son isomorfos y ambos son ademés isomorfos a E /M (ver la Proposicién 3.4.1).

Proposicion 3.4.2. El subespacio vectorial M del espacio localmente convero E tiene un

suplemento topolégico si y solo si existe un morfismo lineal continuo p de E sobre M tal que

P> =p.
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Demostracion. Si N es un suplemento topolégico de M en E y p es el morfismo proyeccién
de M + N sobre M, entonces p tiene las propiedades requeridas. Inversamente, si p es tal
morfismo y N = p~1(0); entonces p es el morfismo proyeccién de M + N sobre M y por la
Proposicién 3.4.1 E es la suma directa topolégica de M y N. O

Un morfismo lineal p de un espacio vectorial E en si mismo con la propiedad p? = p es

llamado un proyector; E es entonces la suma directa algebraica de p(E) y p~1(0).

Proposicion 3.4.3. En un espacio locamente convexo de Hausdorff, cada subespacio vectorial

de dimension finita tiene suplemento topoldgico.

Demostracion. Sea eq, e, ..., e, una base para el subespacio vectorial de dimension finita. Por
el Corolario 2.1.6 existen funcionales continuos fi, fa, ..., f, tales que fi(e;) = 0sii # jy
fi(e;) =1 (viendo a los e; como funcionales en el espacio dual). Por lo tanto
= file,
1<i<n

entonces

PPy = Y L) fil@e)ey =Y > filz)file)e

1<j<n 1<i<n 1<i<n 1<5<n
= E fi(@) fi(e)es § fi(z)e; = p(x).
1<i<n 1<i<n

Por la continuidad de las operaciones en un espacio vectorial topoldgico, p es un proyector
continuo sobre M y por la Proposicion 3.4.2 M tiene un suplemento topoldgico.
m

3.4.1. Algunas caracterizaciones

Concluimos este capitulo con la descripcién de algunos casos particulares de los limites

inductivos lineales topoldgicos y ejemplos.

3.4.1.1. La topologia localmente convexa mas fina

Si I' es cualquier conjunto de indices, el conjunto H E, en el cual cada E, es identificado
vel
con el conjunto fijo E, es denotado usualmente por E vy es el conjunto de todas las funciones

definidas en I' que toman valores en E. Si E es un espacio vectorial, entonces también lo es

el producto E'. Como por ejemplo, si S es cualquier conjunto, el espacio vectorial de todas
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las funciones K-valuadas (K =R o K = C) en S dotado con la topologia de la convergencia

puntual determinada por las seminormas
pi(x) = |x(t)|, para cada t € S

es un espacio localmente convexo, mas ain, esta es la topologfa producto en K* (ver [42],
Teorema 5.2.14).

Algunas ocasiones conviene considerar el dual algebraico E* de un espacio vectorial F,
como un subespacio vectorial de K” y alternativamente, si 3 es cualquier base de E, E* puede
ser identificado con K” y la topologia débil o(E*, E) es entonces la topologia producto en K”.
Ademas, el espacio vectorial E/ puede ser identificado con una suma directa de copias de K
(uno para cada elemento de la base 3 de E). La topologia suma directa, la més fina que induce
la topologia usual (Euclidiana) en cada copia de K, es ademas la topologia localmente convexa
mas fina 7(F, £*). Otra forma 1til de ver a 7(E, E*) es considerandola como la topologia de
limite inductivo definida por todos los subespacios vectoriales de E de dimensién finita con

su (Unica) topologia Euclidiana.

3.4.1.2. Topologia de Hausdorff asociada

En la practica es comun que los espacios localmente convexos son de Hausdorff, pero en
caso contrario pueden ser convertidos en espacios de Hausdorff mediante la identificacion de
elementos cuya diferencia pertenece a N (ver la Observacién 2.1.10), i.e. tomando cocientes.
Asi que podemos restringirnos a espacios de Hausdorff. En efecto, si ¥ no es de Hausdorff y
N es como en la Observacién 2.1.10 (la cerradura del conjunto que consiste sélo del origen),
entonces N es un subespacio vectorial cerrado de E y por la Proposicién 3.1.1, E/N es un
espacio localmente convexo de Hausdorff.

El morfismo canénico m de E sobre E/N, asi como la funcién g que manda conjuntos
abiertos sobre conjuntos abiertos, tiene la propiedad adicional de que la imagen de un conjunto
cerrado es cerrado. En efecto, si A es un subconjunto cerrado de E y m(A) no es cerrado,
entonces existe a € E tal que 7(a) € n(A) pero 7(a) & w(A), lo que significa que a ¢ A.
Pero como A es cerrado entonces existe una vecindad absolutamente convexa U tal que
(a+20)NA=10.Y ademds

(NV=NcU
ver
donde ¥ es cualquier base en E, por lo tanto (a + U + N)N A =0 y asi n(a) + 7(U) no

intersecta a m(A), lo que es una contradiccién. Ahora, si A es un conjunto cerrado entonces
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A° es un conjunto abierto que bajo la funcién sobreyectiva g, g(A¢) es abierto y entonces
g(A) cerrado.

Cualquier morfismo lineal continuo ¢ de F en un espacio localmente convexo de Hausdorff
F' que debe anularse en N. En efecto, para cualquier vecindad W en F existe U vecindad en
E tal que U C t71(W), pero N C U, entonces

N Ct 1 (W) = t(N) C W esto para toda vecindad W en F

y por lo tanto

tN) S (W = {0}.

Entonces por la Proposicion 3.1.2, ¢ tiene una descomposicion canoénica t = u o m, donde u
es un morfismo lineal continuo de E/N en F. En particular £'y E/N tienen el mismo dual
continuo, ya que por la observacién anterior, para cualquier 2’ € E', 2/(N) =0y 2’ € NY,

ast N° = F’, por lo tanto por la Proposicién 3.1.3 E'y E/N tienen el mismo dual.

3.4.1.3. Limites Inductivos Topolégicos

Supongamos que E es un espacio vectorial y que { £, : v € I'} es una familia de subespacios
vectoriales de F, donde cada F, es un espacio localmente convexo con una topologia &,.
Denotamos la topologia de limite inductivo topolédgico en E por & con respecto a los morfismos
inclusiones {f,},er. Si ahora {Fs : § € A} es otra subfamilia de subespacios vectoriales de
E, cada Fs con una topologia localmente convexa 7s, en E puede considerarse también la
topologia de limite inductivo topoldgico 1 con respecto a esta ultima familia y a los morfismos
inclusiones {gs}sea.

Un criterio para relacionar ambas topologias (1 y &) es el siguiente: si para cada E., existe
Fs tal que E, C F5 y 15 es mas gruesa que &,, entonces 7 es mas gruesa que ¢ (para esto
aseguramos que 7 induce en cada E. una topologia més gruesa que ¢, ). En efecto, si V' € 7,

g5 ' (V) € s y por la hipétesis g5 ' (V) € &,, entonces g; ' (V) N E,, es un abierto en E., pero
95 (V)N E, C f7H(V)

ast f '(V)) es un abierto en E., para cada v, por lo que V € ¢. Cuando el criterio también
se satisface con los papeles invertidos para E, y Fj5 junto con sus respectivas topologias,
entonces 7 y £ son idénticas.

Una consecuencia usual de lo anterior es que el limite inductivo topoldgico de la familia

{E, : v € '} de subespacios es el mismo que el limite inductivo topolégico de la subfamilia
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{E, : v € A} donde A C T, siempre que para cada E, exista algin E; que lo contenga,
con 6 € A, y que la topologia en E, inducida por E; es mas gruesa que la topologia original
de E,. En efecto, si n es la topologia de limite inductivo topolégico en E por la subfamilia
{E, : v € A} y & la topologia de limite inductivo topoldgico por la familia {E, : v € T'},
entonces por la observacién anterior n < £. Por otro lado, si V' € , V N E, es una vecindad
en E, para toda v € I', en particular para toda v € A, asi £ < nyn =& A continuaciéon

ilustramos esto con un ejemplo:

Ejemplo 3.4.1. Sea K(S) el conjunto de todas las funciones K-valuadas (K=R ¢ K=C)
continuas y de soporte compacto, con dominio en el espacio localmente compacto de Hausdorff
S. El soporte de una funcion es el conjunto cerrado mdas pequeno fuera del cual f se anula,

es denotado por supp(f) y entonces

supp(f) :=A{t € 5: f(t) # 0}.

En él consideramos la topologia de la convergencia uniforme dada por la norma
[flloe = sup [£(2)]
tes

o la topologia de la convergencia compacta (la mds fuerte) o cualquier otra topologia rele-

vante para la teoria de integracion. Para cada subconjunto compacto A de S, sea K4(S) el
subespacio vectorial de KC(S) que consiste de las funciones que tienen soporte contenido en
A. Sea % el conjunto de todos los subconjuntos U absolutamente convexos absorbentes de
IC(S) tales que, para el conjunto compacto A, U N K 4(S) es una vecindad en KA(S) (con la
topologia de la convergencia uniforme en A). Entonces % es una base de vecindades para una
topologia localmente convexa en K(S), la cual es en efecto, la topologia localmente convezxa
mds fina que induce en cada K4(S) una topologia mds gruesa que su topologia original, la
de la convergencia uniforme. La anterior es una topologia de limite inductivo topoldgico y es
mds fina que la topologia de la convergencia compacta o la topologia de la convergencia uni-
forme; bajo la cual K(S) es de Hausdorff. Cuando S =R, la topologia no es metrizable (ver
la Proposicion 3.3.5). Ahora si consideramos </ una base de subconjuntos compactos de S
con la propiedad de que cualquier conjunto compacto en S estda contenido en algin elemento
de o, y tomamos el limite inductivo topoldgico con respecto a la familia {KA(S) : A € o/},
entonces ambas topologias de limite inductivo coinciden, ya que para cualquier subconjunto

compacto C' de S, existe A € of tal que
Ko(S) € Ka(S)

y la topologia de ambos espacios es la de la convergencia uniforme, ademds la topologia de

Kc(S) coincide con la topologia inducida por K 4(S).
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3.4.1.4. Limites Inductivos de Topologias Extremas

Consideramos la topologia de Mackey (7) (ver el Teorema 2.1.8). Cualquier limite inductivo
topoldgico (de Hausdorff) de espacios con la topologia 7 tiene la topologia 7. En efecto, si
E es el limite inductivo de los espacios £, con respecto a los morfismos ., la topologia de
limite inductivo £ es la méas fina que hace a los morfismos w, continuos. Ademds £’ es el
dual continuo de E y cada E, tiene la topologia 7(E,, E!), la topologia mas fina 7(E, £')
también hace continuos a los morfismos u., (ver [34], Proposicién 14, pag.62) y por lo tanto
¢ es idéntica a T7(E, E').
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Capitulo 4
Limites Inductivos de Algebras

Topologicas

Anteriormente estudiamos limites inductivos en la categoria de espacios vectoriales to-
poldgicos, ahora los estudiamos en la categoria de algebras topoldgicas. Comenzamos la

construccién de este nuevo limite desde su forma puramente algebraica.

4.0.1. Limite Inductivo de Algebras

Sea (E,, fs) un sistema inductivo de élgebras (E,)qer con respecto a los morfismos fz,
(ver la Seccién 3.2). Cuando cada E, tiene unidad e,, entonces suponemos que fg,(es) = €3,
siempre que a < 3.

Sea Fy = ZEa la unién disjunta de la familia (E,)aer; ,y € Ep (entonces existen

ael
a,B €T tales que z € E, y y € Eg) son equivalentes (z ~ y) si existe v € I tal que a < v,

5 S Yy fva(w> = f’yﬁ(y)'

El élgebra cociente ‘Ey/ ~' es llamada el limite inductivo o directo del sistema induc-
tivo (Ea, fga). Y es denotado por

lgl E, 6 lin(Ea, f8a)-

Para cada o € T' sea i, : F, — FEp la inclusion y 7 : Ey — Ey/ ~ el morfismo cociente.

Entonces,
fa=moiy: E,— F

es un morfismo llamado el morfismo canénico (del limite inductivo) de E, en E. Cuando
el limite inductivo tiene elemento unidad e, entonces suponemos que f,(e,) = e para cada
ael.

Es sabido que

113
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E, —=— Fy/ ~=1lim E,, Ea—">E:11’LnEa
H
. T f[‘ioz
ia fs
Eqy L
Figura 4.1

E = fu(Ed).

acl

Ademds, fs 0 fga = fa siempre que a < By fo(E,) C fs(Ep), para cualquier o, 8 € I' con

a < f3. Por lo tanto las operaciones algebraicas pueden ser definidas en el lim £, (ver [26],
pags. 110,111). -

Si consideramos el limite inductivo de dlgebras topolégicas (Aq, 7, ), donde ahora los mor-

fismos fsq 1 Aa — Ap (o, f € I, a < [3) son continuos y el limite inductivo
A=1imA,
_>
es equipado con la topologia final (7;) definida por los morfismos f,, es decir,
n={UCA: f;'(U) € 7, para cada a € T'}.

Entonces los morfismos canénicos f, : A, — A son continuos para cada a € I'(ver [26],
pag.113).

A, —I° s A—1lim A,

N
fﬁoz
fs

Ap

Figura 4.2

Proposicién 4.0.1. Sea (A, T) un dlgebra topoldgica conmutativa, la cual es el limite induc-
tivo de Q-dlgebras conmutativas (Ag, Ta)acr, St T €S la topologia de limite inductivo en A.

Entonces, (A,T) es una Q-dlgebra.

Demostracion. Para ver que (A, 7) es una Q-algebra, veamos que el grupo G es una vecindad
en A (ver la Observacién inmediata a la Definicién 2.2.6). Para cada o € ', sea f, : A, — A

el morfismo canénico, con (A,, 7,) una Q-algebra. Existe un abierto U, en A, tal que
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Us € GY .
Entonces
fa(Us) C fa(GY,) € GY, para cada a € T'.

Veamos que se cumple esta tltima contencién. Como A = U fa(Aq) entonces fo(GY ) C A,
acl
para cada a € I'. Sea x € f,(GY ), por lo que existe z, € G C A, tal que 2 = f4(zq).

También existe y, € GY  tal que
Lo OYa = Yo © Ty = 0.

Sea y = fo(ya), entonces

N

(a) © fa(Ya)

= fa(@a) + fa(Ya) = fa(@a) fa(Ya)
= fa(Ta + Ya) = fa(TaYa)

= Jfa(Ta +Ya — Tala) = fa(0) =0

roy =

De forma similar

yor = folYa)o falTa)

= fa(¥a) + fa(za) = fa(Ya) fa(za)
= fa(Ya +2a) = fa(YaTa)

= fa(Ya + Ta = YaTa) = fa(0) =0

Esto demuestra que z € GY. Ademads

U= U fa(Ua) g GqA

ael’
Pero U, C U N (fs(Up)) U f5(Us)) = f,'(U) y entonces f;1(U) es un abierto
ger Ber
en A,, para cada «. Concluimos que U es una vecindad en A y asi GY es una vecindad en
(A, 7). O

4.1. Limite Inductivo de Algebras Localmente m-Convexas

En esta seccion damos algunos de los resultados més importantes sobre los limites induc-

tivos de algebras topoldgicas, especialmente las localmente m-convexas.
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Sea, A un &lgebra sobre un campo K, {A,}ser una familia de algebras localmente m-
convexas, g, un homomorfismo (de édlgebras) de A, en A. Existe una topologia localmente
m-convexa minima en A para la cual todos los homomorfismos g, son continuos, a saber,
la topologia cuyos tinicos conjuntos abiertos son A y . Esto sucede ya que para a € T,
0 C gt (D) y Ax C g5 (A), por tal motivo podemos hallar una topologia mas fuerte que esta
topologia.

Definicién 4.1.1. La topologia de limite inductivo algebraico en A con respecto a las
dlgebras localmente m-convexas { Ay faer y homomorfismos {ga }aer €s la topologia localmente
m-convexa mas fuerte en A, para la cual todos los homomorfismos g, son continuos. A dotada
con esta topologia es llamada el limite inductivo algebraico de las dlgebras {A,}aer

con respecto a los homomorfismos {g,}aer-

Usualmente las algebras {A, }aer son consideradas como subdlgebras del dlgebra Ay g,
los morfismos inclusién de A, en A, para cada a. En este caso omitimos referencia explicita

sobre los ¢/ s.

Proposicién 4.1.1. Sea { A, }oer una familia de dlgebras localmente m-convezras, g, un mor-
fismo (de dlgebras por supuesto) de A, en el dlgebra A, para toda o. Si' V' es un subconjunto
absorbente, convero, balanceado e idempotente de A, entonces V' es una vecindad para la
topologia de limite inductivo algebraico si y sélo si g7 (V) es una vecindad en A, para cada
a. Si F es un dlgebra localmente m-convera A equipada con la topologia de limite inductivo
algebraico y si f es un morfismo de A en F, entonces f es continua si y sélo si f o g, es

continuo para cada o.

Demostracion. La familia % de todos los subconjuntos idempotentes, absorbentes, balan-
ceados convexos (6 absolutamente convexos) V, tales que g, '(V) es una vecindad en A,
para cada «, es un sistema fundamental de vecindades de cero para una topologia localmente
m-convexa 7 en A. En efecto, A € % y si U,V € %, por la Observacién 2.2.2 y la Obser-
vacion 2.1.3 tenemos que U NV es un subconjunto idempotente, absorbente, balanceado y

convexo de A, tal que
g UNV) =g (U)Ng,; (V) es una vecindad en A,, para cada a.

Entonces se satisface el Teorema 3.2.15 de [34] (ver pag. 50) y por lo tanto 7 existe.
Ahora veamos que 7 es la topologia localmente m-convexa mas fina que hace a los mor-
fismos g, continuos. Supongamos que # es un sistema fundamental de vecindades de cero

que son absolutamente convexas e idempotentes para cualquier otra topologia localmente
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m-convexa 7' en A para la cual cada g, es continuo, entonces cada W € # es absorbente
(ver la Proposicién 2.1.3) y g2 1(W) es una vecindad en FE, para toda «; por lo tanto # C %
y entonces 77 < 7, lo que significa que 7 es la topologia mas fuerte, i.e, 7 es la topologia de
limite inductivo algebraico.

Si f es un morfismo continuo de A con la topologia 7 en F'| entonces cada morfismo f o g,
es continuo, pues cada g, lo es. Por otro lado supongamos que f es un homomorfismo tal
que f o g, es continuo, para cada a. Sea U una vecindad absolutamente convexa idempotente
de cero en F. Entonces f~'(U) es absolutamente convexa, idempotente y absorbente (ver
la demostracién de la Proposicién 3.1.6 y la Proposicién 2.2.1). Finalmente, por hipdtesis
9 (f7HU)) = (f o ga) H(U) es una vecindad en A, para cada «; por lo tanto, por la primer
parte de la proposicién, f~1(U) es vecindad en A. Entonces f es continua.

O

Observacion 4.1.1. La topologia de limite inductivo algebraico es localmente convexa y por
lo tanto es mds débil que la topologia mas fuerte localmente convexa en A para la cual todos los
Ja SON continuos, i.e., la topologia de limite inductivo topolégico. Por lo que ambas topologias
cotnciden si y solo si la topologia de limite inductivo topologico es ademds localmente m-

convexa.

A continuacién demostramos mediante un ejemplo que ambas topologias pueden llegar a

ser diferentes atin si se definen por medio de una sucesion creciente { 4, }°°; de subalgebras de
o

A tales que A = U A,,, donde cada A,, estd equipada con la topologia inducida (o relativa)

n=1
por una topologia localmente m-convexa metrizable en A.

Ejemplo 4.1.1. Sea A un dlgebra, A" un subespacio total (i.e, para cada h € A (h # 0),
eziste t* € A’ tal que t*(h) # 0, ver [22], pdg. 68) del dual algebraico de A. Si A es generado
por los funcionales multiplicativos en A’, entonces la topologia débil o(A, A’) definida en A
por A’ es localmente m-covexa. Por el Teorema 1 de [41], pdg. 1026, es necesario y suficiente
demostrar que para cada g € A’, ker g contiene un ideal débilmente cerrado de codimension
finita. En efecto, para g € A’, kerg es un ideal débilmente cerrado de codimension finita,

pues ker g es un subgrupo aditivo de A por la linealidad de g y six € A yy € kerg

g(zy) = g(x)g(y) = g(x) -0 =0 y g(yx) = g(y)g(x) = 0- g(x) = 0.

Por lo tanto ker g es un ideal. Dado que o(A, A") es la topologia mds débil en A que hace

continua a la seminorma p(x) = |g(z)|, entonces ker p = ker g es débilmente cerrado. Por otro
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lado, dim(A/ker g) = codakerg (la codimension de kerg en A) y un resultado del dlgebra
lineal asequra que si p es un funcional en A entonces cada funcional en A que se anula en
el subespacio nulo de p (kerp = kerg) es un maltiplo de p. Si p # 0, entonces ker g tiene
codimension 1. En efecto, si p # 0 eziste xg € A tal que p(xo) #0 y sir € A/ kerg:

r =t+ kerg para alguna t € A, asi p(t + _(p—(t)-iﬂo) =0,

p(zo)

por lo tanto

r=t—t+ pzzg)xo +kerp = pﬁfz) (o + kerp),

donde xo+Kker p es base para el cociente y entonces la codskerg es 1. Sip =10, kerg = A i.e.
codgker g = 0. Concluimos que ker g es un ideal débilmente cerrado de codimension finita,

por lo tanto A dotada de la topologia o(A, A’) es un dlgebra localmente conveza.

Ejemplo 4.1.2. Sean A = K|x;]3°; el dlgebra de todos los polinomios en las indeterminadas
{z:}2,, Ay la subdlgebra K[z;|?_, de A. Para alguna sucesion de escalares t = {t;}3°,, sea
t* el funcional multiplicativo definido en A por t*(h) = h(t). Sea H, = {{t;}32, : t; es un
racional no negativo, para toda i, yt; =0 sii > n} y sea H ={t":t € U H,}. Por un

n=1
Teorema estandar de dlgebra, si t*(h) = 0 para cada t* € H, entonces h = 0. Por lo tanto,

si A" es el subespacio del dual algebraico A* generado por H, A’ es total. La topologia débil
(A, A") es localmente m-convexa (ver el Ejemplo 4.1.1) y dado que {V,} forma una base

numerable para esta topologia, donde

Vo ={h: sup |h(x;)| <1}, z; € | Ha..

1<i<n n—=1

Entonces A’ es metrizable. Veamos que si a cada A, se le dota con la topologia localmente m-

conveza inducida por o(A, A’), entonces las topologias de limite inductivo algebraico y lineal

topoldgico definidas en A por la familia { A}, son diferentes.

Veamos la demostracién. Sea B,, = {t* : t = {t;}3°, € H, y cada t; es un entero menor
o igual a n}. Ya que B, es finito, V,, = {h € A, : [t*(h)| < 27" para toda t* € B,} es una
vecindad en A,, (pues 0 € V,, y B, es finito, entonces V,, tiene la forma de un abierto de la

topologia o (A, A’)) y que ademés es balanceada, convexa e idempotente. En efecto,

» es convexa: sean p,q € V, y0 <A <1 (A €R)

[t*(Ap + (1 = N)g)| < Mta(p)| + (1 = N)[t*(g)| <277
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» es balanceada: sea p € V,, y |A| < 1(A € C)
" (Ap)| < [A[E*(p)] < 277
= es idempotente: sean p,q € V,

[t (pa)| = [t (P)t* ()] = [ (P)||t"(q)] < 272" <27

o.)

Sea V' la envolvente convexa de U V,,. Por el Corolario 3.1.1, V' es una vecindad para el
n=1

limite inductivo topoldgico en A.

Ahora, necesitamos demostrar dos hechos:

i) Seat* € B;, g€ V; yseag= Z Jn, donde g, es la suma de los términos de g en F,
1<n<j ‘
pero no en E, ;. Entonces [t*(g,)] < 2" 177 < 1.

Para ver la demostracion de esto procedemos por induccién sobre j. Sin =1 = j,
t* € By, g € Vi y g = g1, lo que implica que g; € E; tal que [t*(g;)| < 27! < 1. Entonces
supongamos que [t*(g,)| < 2”177 para todos los enteros positivos n < j,(n < j + 1).
Veamos que es valido para j + 1 o bien que [t*(g,)| < 2"~'77 para cada entero positivo

n < j+ 1, por la hipotesis basta ver que es valido para n = j + 1.

Sean t = {t;}2, v v = {v:}2, tales que y; = ¢; parai < n, y; = 0 para i > n, con
n = 7 + 1. Entonces

@)=y (Y. )= Y ¥,

1<k<j+1 1<k<n

Y (gr) = t"(gx), para 1 < k <nyt* € Bjy1 = By, g € Vjyu, por lo que g € Ejyy,
entonces |y*(g)] < 27771

Por hipdtesis de induccion:

ly*(gr)| = [t*(gr)| < 2¥771, para toda k < j=n — 1,
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asi
[t (gie)l = 1 (ga)] = W @)l < W @+ D [y ()]
1<k<j=n—1
< 27074 j{: ok=i—1
1<k<j=n—1
= 27727+ > 22
0<k<n—1
= 271 Y 2Mh), (4.1)
0<k<n-—1

Usando la formula

b1 o Sn—p+1_1
Zs =g —— |,paras#1y0<p<n,

s—1
p<k<n

la ecuacién Ecuacién 4.1 es

_ 2—]'(2—1 2n—21j11—1) — on—j—1 _ 9=j-1 ~ 9—j+n—1
ii) Sih €V es tal que cada uno de sus términos pertenece a A, pero no a A,,_; entonces,
para cada t* € B, [t*(h)| < 1.
Efectivamente, sea h = Z Ajgj, donde r > n, A\; > 0, para toda j; Z A=1y
1<5<r 1<5<r

g; € V. Sea g; = Z gji con gj; la suma de todos los términos de g; en A;, pero no
1<i<j
en A;_;. Entonces por hipdtesis

h=Y" Aigjn.

n<j<r

Para cada j > n, t* € B,, C B;, asi por i), [t*(g;»)| < 1. Por lo tanto

W< S Ml (g < 1.

n<j<r

Ya demostrados ambos hechos, supongamos que V' es una vecindad para la topologia de
limite inductivo algebraico. Entonces V' contiene a una vecindad W idempotente y balanceada
para la topologia de limite inductivo algebraico. Para cada entero positivo n, consideramos

={n;}2,,donde n; > n paratoda j < nymn,; =0 paratoda j > n. Como W es absorbente
n jSi=1 J J Y 1
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y balanceada, para cada entero positivo n escogemos «,, > 0 tal que a,z, € W. Entonces
para algin entero positivo m, (a121)™(nz,) = o a2z, € W C V. Por lo tanto por ii),
dado que n* € B, entonces |[n*af'a,zV'z,| < 1, asi (aqn)™(a,n) < 1, lo que implica que
oan < (ann)_v%. Pero lo anterior pasa para toda m, entonces

ajn < lim (ann)_% =1
m—r0o0

Observamos que a; < % para cada n, entonces a; = 0 lo cual es una contradicciéon. Por
lo tanto V' no es una vecindad para la topologia de limite inductivo algebraico y entonces
concluimos que ambas topologias son distintas. Con lo que concluimos la demostracion del
Ejemplo 4.1.2.

Sin embargo, existen condiciones que aseguran que tanto el limite inductivo algebraico
como el lineal coinciden. La siguiente Proposicion nos indica algunas de ellas y nos sera util

para resultados posteriores.

Proposicién 4.1.2. Sean A un dlgebra normada, {A,} una sucesion de subdlgebras, cada

una dotada con la topologia inducida por A, donde A = UAQ. Si se satisface cualquiera de

(0%
las siguientes dos condiciones:

i) Cada A, es un ideal.
it) {As}, ordenado por las inclusiones, es un conjunto totalmente ordenado.

Entonces la topologia de limite inductivo topolégico y la de limite inductivo algebraico

coinciden.

Demostracion. Sea V una vecindad absolutamente convexa para la topologia de limite induc-
tivo topolégico. Para cada «, sea €, tal que 0 < €, < 1y W, ={zx € A, : [|z]| < e} S VNA,.
Sea W = U W,. Entonces W C V' y en cualquiera de los casos (i), ii)), W es absorbente e

idempotentae. En efecto, si x € A, existe « tal que x € A,, pero W, es absorbente y convexo
en A,, por lo tanto existe 8 > 0 tal que fx € W, C W, concluimos que W es absorbente.
Para ver que W es idempotente, consideramos x,y € W para los cuales existen «, # subindi-
ces tales que x € W, y y € Wjs. Bajo la hipétesis i) cada A, es un ideal, entonces zy € A, y
ademads ||y|| < ez < 1, por lo tanto:

eyl < llzllllyll < llz]] < €,
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concluimos que zy € W, C W. Bajo la hipétesis ii), supongamos sin pérdida de generalidad
que para «, 3, Ag C A,. Entonces z,y € A,, pero A, es subdlgebra de A, ie. 2y € A, y
x € W,, por lo tanto:

lzyll < llzllllyll < [zl < €

concluimos que zy € W, C W. Ahora consideramos U = I'(W), entonces U C V. Por
otro lado W es idempotente y absorbente, entonces por la Proposicion 2.2.1, U es también
absorbente e idempotente. Finalmente, W, C W N A, C UN A, es una vecindad en A, (esto
para cada «). Entonces por la Proposicién 4.1.1, U es una vecindad absolutamente convexa,
absorbente e idempotente de cero para la topologia de limite inductivo algebraico en A. Por
la Observacion 4.1.1, ambas topologias coinciden.

O

Proposicién 4.1.3. Sea 7 una topologia localmente m-conveza en A, { A}, una sucesion
[o.9]

creciente de ideales, cada uno equipado con la topologia inducida por T, tal que A = U A,.
n=1
Entonces las topologias limite inductivo topoldgico y algebraico en A, con respecto a la familia

de ideales A,,, coinciden.

Demostracion. Sea {pg }aer una familia de seminormas submultiplicativas que definen a la
topologia 7. Consideramos V' una vecindad absolutamente convexa para la topologia de limite
inductivo topoldgico. Para cada entero positivo k, elegimos 0 < ¢, < 1, un subconjunto finito
Iyde Ty Vi ={x € Ay : po(x) < € para toda a € 'y} C V N Ag. Para cada entero positivo

n, sea

W, ={x € A, : po(x) <min{e, : 1 <k < n}, para toda o € U Iy}
k=1

o0
Por construcciéon W,, es una vecindad A,. Si W = U W,,por ser cada W, absorbente,
n=1

entonces lo es W y ademds para z € W,,, x € A, y po(z) < minf{e, : 1 < k < n} <e¢,
n

para toda a € U I'y, en particular para cada o € I'y, por lo que z € V,,, asi W,, C V,
k=1

(o)
para toda n. En consecuencia, W C U V, C V, donde W es un conjunto idempotente |,
n=1

efectivamente, si xz,y € W existen n,m € N tales que z € W, y y € W,, sin pérdida de
generalidad supongamos que n < m, entonces F,, C F,, y como E, es un ideal, xy € FE,.
n m

Ademds como U I, C U Tk, a(y) <min{e, : 1 <k <m} <1,
k=1 k=1
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Pa(7Y) < Pa()pa(y) < po(r) min{e, : 1 <k < n}.

Esto demuestra que xy € W,, C W. Si U es la envolvente absolutamente convexa de W.
Por ser V' absolutamente convexa y W C V', entonces U C V' y también U es absorbente e

idempotente. Finalmente
W, CWnNA,CUNA,

es una vecindad en A,. Por la Proposicion 4.1.1, U es una vecindad para la topologia de
limite inductivo algebraico en A que junto con la Observacion 4.1.1 implican la coincidencia

de ambas topologias. O]

4.1.1. Algebras i-bornolégicas

En adelante, todas las algebras localmente m-convexas serdan consideradas de Hausdorff
(i.e el espacio subyacente es de Hausdorff) a menos que se indique lo contrario.

Si C' es un subconjunto de un algebra A, la envolvente idempotente de C (idem (C))
es el conjunto idempotente mas pequeno que contiene a C i.e. es la interseccién de todos los

subconjuntos idempotentes de A que contienen a C'. Entonces

idem (C) = U cn.
n=1

(o)
Efectivamente, primero observamos que U C" es un conjunto idempotente. Sean =,y €
n=1
o0 o0
U C", existen n, m € N tales que x € C" y y € C™, entonces xy € C"C™ = C"*™ C U c"
n=1 n=1

y por definicién idem (C) C U C". Por otro lado, es claro que para cualquier n € N,

n=1

C™ Cidem (C), asi U C" Cidem (O).
n=1
Definicién 4.1.2. Si C' es un subconjunto de un dlgebra A, la envolvente idempotente

de A es el subconjunto idempotente mds pequeno que contiene a C.

Definiciéon 4.1.3. Sea A un dlgebra localmente m-convexra, C C A. C es idempoten-
temente acotado (abreviado i-acotado), si para algin A > 0, \C' estd contenido en algin
subconjunto idempotente y acotado de A, o equivalentemente, si para algin X > 0, idem (AC')

es acotada.
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Definicién 4.1.4. Sea f una funcion de un dlgebra localmente m-convexa A en otra dlgebra
localmente m-conveza E. f es idempotentemente acotada (abreviado i-acotada), si para

cualquier subconjunto i-acotado C de A, f(C') es acotado en E.

Definicién 4.1.5. Un dlgebra localmente m-convera A es i-bornologica si para cada ho-

momorfismo i-acotado de A en cualquier dlgebra localmente m-convexa E, es continuo.

Definicién 4.1.6. Un dlgebra localmente m-convexa A es puntualmente idempotente-

mente acotada (abreviada p.i.a.), si para cada x € A, {x} es i-acotado.

Ejemplo 4.1.3. Cada dlgebra normada A es p.i.a. En efecto, para cada x € A existe t > 0
&
Br € U ya que [|5z|| < [{]||z|| < $t = e. Observamos que U es un conjunto i-acotado ya

tal que ||z|| < t, sea B =€, con 0 < e <1 ysealU = {x € A: |z| < €}, entonces
que si W = {y € A : ||y|| < 6} es cualquier vecindad abierta en A y x € U, entonces
|0z]| < de < 8, asi dx € W y por lo tanto U es acotado. Por otro lado U es idempotente ya
que para cualesquiera x,y € U, ||xy|| < ||z]||ly|| < € < €. Esto demuestra que cada elemento

de A es absorbido por un conjunto idempotente y acotado, entonces A es p.i.a.
Proposicion 4.1.4.

i) Si B es i-acotado, entonces lo son cualquier miltiplo escalar de B, cualquier subcon-

Junto, la cerradura y la envolvente convexa y balanceada de B.
ii) Si A es un dlgebra normada, B es acotado en A si y sélo si B es i-acotado.

iii) Si A es un dlgebra topoldgica con multiplicacion conjuntamente continua conmutativa y
si B y C' son conjuntos acotados e idempotentes de A, entonces BC' y la cerradura de la
envolvente absolutamente convexa e idempotente de BUC' son acotadas e idempotentes;
por lo tanto el producto y la union de cualquier familia finita de subconjuntos i-acotados

de A son i-acotados.

i) Si {x"}nen es acotado, entonces para cualquier o € K tal que |of < 1, (az)™ — 0;

entonces A es p.i.a. si y solo si, para toda x € A, existe A > 0 tal que (Az)" — 0.

v) Si A es el limite inductivo algebraico de dlgebras p.i.a. {An} con respecto a los morfis-

mos go : Ay — A tal que A = Uga(Aa), entonces A es p.i.a.

Demostracion.
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i)

i)

iii)

La siguiente demostracién es original. Como B es i-acotado, existe un conjunto idempo-
tente y acotado U y un escalar § > 0 tales que B C U. Primero veamos que para cual-
quier escalar A € R, AB es i-acotado. Sea A € K, si A = 0, es inmediato que AA = {0}
es idempotente y acotado. Si A # 0, sea v = g, entonces y(AB) = ?)\B =B CU. En-
tonces cualquier multiplo escalar real de B es i-acotado. Ahora consideramos cualquier
subconjunto C' C B, pC C B C U, por lo tanto C' es i-acotado.

Para ver que bal (B) es i-acotado, observamos que [ bal (B) C bal (U), pero bal (U)
es idempotente y acotada. En efecto, por ser U acotado, para cualquier vecindad abso-
lutamente convexa idempotente W en A, existe > 0 tal que U C aW, asi bal (U) C
bal (W) = a bal (W) C aW ie. Lbal (U) € W, lo que significa que bal (U) es acota-
da. Ademas bal (U) es idempotente, ya que para x,y € bal (U) existen || < 1,|8] <1
y ',y € U tales que z = Az’ y y = [y, entonces zy = (A2')(By') = Apa'y’, con
IAB] = |Al|B] < 1y como U es idempotente 'y’ € U, por lo que zy € bal (U). Entonces
bal (B) es i-acotado.

De forma similar, conv (B) es i-acotada. En efecto, conv (B) C B conv (B) C
conv (U), pero por el Lema 2.1.9 y el Proposiciéon 2.2.1, conv (U) es idempotente
y acotado, por lo tanto conv (B) es i-acotado. Y como 8B = BB C U, entonces por el

mismo Lema y la misma Proposicion, U es idempotente y acotado, asi B es i-acotado.

La bola unitaria B(0,1) es una vecindad idempotente y acotada en el dlgebra normada
A | ya que para cualquier z,y € B(0,1), ||zy| = ||lz]|[|y]| < 1, i.e. 2y € B(0,1) y usando
la. Definicién 2.1.15, para € > 0, B(0,1) C %E(O,e). Si B es acotado, existe a > 0
tal que B C aB(0,1), por lo tanto B es i-acotado. Por otro lado si B es i-acotado,
para cualquier vecindad V' de cero en A, existen escalares A\, > 0 y W un conjunto

idempotente y acotado tales que
ABC W C BV,
entonces B es acotado.

Supongamos que B, C son dos subconjuntos idempotentes y acotados del algebra to-
polégica conjuntamente continua conmutativa A, como la multiplicacién en esta algebra
es conjuntamente continua y bilineal, entonces por la Proposiciéon 2.1.18 BC' es acota-
do, ademés por la conmutatividad (BC)? = BCBC = BBCC = B?C? C BC, por lo
tanto BC' es idempotente y acotado. Por el Lema 2.1.9, la unién B U C' U BC' es un

conjunto acotado y
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iv)

(BUCUBC)*C B2UBCUB?*CUC*UCBCUBCBC C BUCUBC,

lo que indica que B U C U BC' es idempotente, ademds (B U C)?> = B2U C?*U BC C
B U C U BC entonces idem (BUC) C BUC U BC' y por otro lado BUC U BC C
(BUC)U (BUC)? C idem (BUC), por lo tanto idem (BUC) = BUC U BC
es idempotente y acotado. Se sigue del Lema 2.1.9 y de la Proposicion 2.2.1 que la
cerradura de la envolvente absolutamente convexa e idempotente de B U C' es acotada

e idempotente.

Ahora si consideramos £ = {F;}! , una familia finita de subconjuntos de A que son
i-acotados, para cada 1 < 7 < n existen A\; > 0 y un conjunto idempotente y acotado

F! tales que \;F; C F!, entonces

Adzdn) | F= Ao AL UM APy U e U A DA APy € Mg A Y U
1<i<n

Pero por el inciso i) y la demostracién anterior, la envolvente idempotente de una
unién finita de conjuntos acotados e idempotentes es acotada e idempotente, por lo que

U F; es i-acotada. Para el producto de la familia .Z, observamos que
1<i<n

(AMA2e M) Ly Fy = (MFD) (Ao F)...(\F,) C FIF)..F!,

pero el producto finito de conjuntos acotados e idempotentes es acotado e idempotente,

entonces FiFs...F,, es i-acotado.

Un subconjunto B de un espacio vectorial topologico es acotado si y sélo si para cual-
quier sucesion {z, }neny C B y cualquier sucesion de escalares {o, }2°; tal que a;, — 0,
entonces a,x, — 0 (ver [36], Teorema 1.30, pag. 22). Se sigue de este resultado que si
{z"}>° | es acotado, entonces para cualquier @ € K con |a] < 1, o™ — 0 y entonces
(x)” = a"z™ — 0. Ahora si A es un algebra p.i.a., para cualquier x € A, {z} es
i-acotado, entonces para algin 5 > 0, idem (x) es acotada, entonces {3"2"}52; es un
conjunto acotado y si |a| < 1, entonces (afz)" — 0, asi para A = fa > 0 (A\x)" — 0.
Inversamente, supongamos que para z € A existe A > 0 tal que (Azx)" — 0, entonces
{(Az)"}5°, es un conjunto acotado e idempotente, en efecto, para {a,, }°°; una sucesién
de escalares que converge a cero, a,(Az)" — 0 y ademés es la envolvente idempotente

de Az, por lo tanto {z} es i-acotado, asi A es p.i.a.




CAPITULO 4. LIMITES INDUCTIVOS DE ALGEBRAS TOPOLOGICAS 127

v) Sea x € A, como A = Uga(Aa), existe vy y € A,, tal que g,(y) = . Por iv), como

(6%
A, es un élgebra p.i.a., existe A > 0 tal que (Az)" — 0, entonces para g, un morfismo

de algebras continuo:

(Az)" = (Agy ()" = (9,(Ay))" = g, ((Ay)") — 0,

por lo tanto, nuevamente por iv) A es p.i.a.

Ejemplo 4.1.4. Un dlgebra normada A es i-bornoldgica.

Demostracion. Primero observamos que por la Proposicion 4.1.4, cualquier subconjunto aco-
tado de un algebra normada es i-acotado. Ahora supongamos que f es un homomorfismo
i-acotado de A en otra algebra localmente m-convexa F', entonces f es un morfismo acotado
ya que para cada acotado B en A, B es i-acotado, entonces f(B) es acotado en F'. Por otro
lado A es un algebra normada, en consecuencia metrizable, entonces por la Proposicién 3.2.2
A es un espacio de Mackey (o bornolégico), lo que implica que f es un morfismo continuo, asi
A es i-bornolégica. En general, si A es un algebra localmente m-convexa bornolégica (élge-
bra localmente m-convexa cuyo espacio vectorial topoldgico subyacente es bornoldgico, ver la

Definicion 3.2.6) tal que cada conjunto acotado es i-acotado, entonces A es i-bornolégica. [

Para 7 una topologia localmente m-convexa de Hausdorff en A, asociamos una topologia
i-bornolégica més fuerte 7* que coincidira con 7 si y sélo 7 es i-bornoldgica. La caracterizacion
de 7* lleva a la demostracion de que un algebra i-bornoldgica es el limite inductivo algebraico
de élgebras normadas de forma similar a la de espacios de Mackey (6 bornoldgicos) (ver
el Teorema 3.2.3). El objetivo es preservar ciertas propiedades de completitud de E a las
algebras normadas inducidas, lo cual permite resolver ciertos problemas sobre algebras i-
bornoldgicas trasladando tales problemas al caso de algebras normadas y por medio de la

topologia 7" conocer mas a 7.

Definicién 4.1.7. Sea 7 una topologia localmente m-convera en A. Un subconjunto B de
A es t-bornivoro si B es absolutamente convexo, absorbente, idempotente y si B absorbe a

cada conjunto i-acotado de (A,T).
Proposicion 4.1.5. Sea 7 una topologia localmente m-convexa en A.

i) La familia de todos los conjuntos i-bornivoros forma un sistema fundamental de vecin-

dades de cero para una topologia localmente m-convera mas fuerte T en A.
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it) T y T tienen los mismos conjuntos i-acotados.

iii) (A,T*) es i-bornoldgica; ademds, si f es un homomorfismo de A en cualquier otra dlge-

bra localmente m-conveza F, entonces f es i-acotado en (A, T) si y sélo f es continua

en (A, 7).
i) (A, T) esi-bornoldgica si y sdlo si T = 7%, i.e., siy sélo si cada conjunto i-bornivoro es
una vecindad.

Demostracion. La siguiente demostracién contiene argumentos originales.

Sea &7 la coleccién de todos los conjuntos i-bornivoros de (A, 7).

i) o es una base de filtro (ver la Definicién 2.1.30) ya que:

s AC o, o £,

» si B;, B; € &/, B;N B, es un conjunto absolutamente convexo, absorbente e idem-
potente (ver la Observacién 2.1.3, la Observacién 2.1.4 y la Observacién 2.2.2).
B;N B; absorbe a cada i-acotado de (A, 7), efectivamente, si B es i-acotado existen
Ai >0y Aj >0 tales que \;B C B; y A\;B C Bj, por lo tanto

/\Z)\]B Q /\]Bz N )\ZBJ Q méX{Ai, )\]}(Bz N Bj),

r Aidj
entonces para \' = T

> 0, B; N B; absorbe a B.

Por otro lado, para cualquier 0 < |A| <1y B’ € &/, AB’ € & en efecto, anteriormente
se demostrd que cualquier miltiplo escalar de un conjunto absolutamente convexo sigue
siendo absolutamente convexo. Como B’ es absorbente, para cualquier x € A existe
B > 0, tal que Sz € B’ lo que implica (Af)x € AB" y asi AB’ es absorbente. Ademés

AB’ es idempotente pues como || < 1, por el Lema 2.1.2,
(AB")(AB') = \*B'B' C A\B'.
Por 1ltimo si C' es un conjunto i-acotado de (A, 1), existe u > 0 tal que
uC C B asi |AuC C [A\B CAB,

entonces A\B’ absorbe a los i-acotados. Concluimos que A\B’ € <.

Por la Observacion 2.2.1, &7 forma un sistema fundamental de vecindades de cero para
una topologia localmente m-convexa 7*. 7 =< 7* ya que cada vecindad absolutamente
convexa idempotente en 7 es absorbente y absorbe a cada conjunto acotado i.e. a cada

conjunto i-acotado.
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ii)

iii)

iv)

Para B un conjunto i-acotado en 7%, existen A > 0 y W un conjunto idempotente y
acotado en 7* tales que AB C W. Pero para cualquier V € 7 < 7% existe 8 > 0 tal que

W C BV. Se sigue que W es acotado en 7 i.e B es i-acotado en 7.

Inversamente, si B es i-acotado en 7 existe § > 0 y W idempotente y acotado (i.e. i-
acotado) en 7. Pero cada B’ € & es i-bornivoro y absorbe a W, entonces W es acotado

en 7%, por lo tanto B es i-acotado en 7*.

Primero veamos que (A, 7*) es i-bornolégica. Sea f un homomorfismo i-acotado en
(A, 7*) y V una vecindad absolutamente convexa idempotente en la imagen de f en F'.
Sabemos que f~!(V) es absolutamente convexa idempotente y absorbente en A (ver la
demostracién de la Proposicién 3.1.6 y la Proposicién 2.2.1). También f~!(V) absorbe
a todos los conjuntos i-acotados de A, en efecto, si B es un conjunto i-acotado, f(B)

es acotado, entonces Af(B) C V, para alguna A > 0 en consecuencia

AB C fH(f(AB)) C f7H(V).
Por lo tanto f~1(V) € & y asi f es continua en (A, 7*). Entonces 7* es una topologia
i-bornolégica en A.

Si f esi-acotado en (A, 7) también lo es en (A, 7*), entonces f es continua en el algebra,
i-bornoldgica (A, 7*). Por otro lado, si f es continua en (A,7*) y B es un conjunto i-
acotado en (A, 1), este es i-acotado en (A, 7*) (por ii)). Pero por la Proposicién 2.1.18,

f(B) es acotado, finalmente f es i-acotado en (A, 7).

Si (A, 7) es i-bornolégica, consideramos
id: (A, 1) — (A, 19,

por ii) todo conjunto i-acotado V en (A, T) es i-acotado en (A,7*). Entonces id es
un morfismo i-acotado i.e. continuo, en consecuencia 7* < 7, por lo tanto 7 = 7.

Inversamente, si 7 = 7%, (A, 7) es i-bornoldgica (por iii)). El resto se sigue de i).

]

Corolario 4.1.1. Si la topologia de un dlgebra localmente m-convera A es la topologia local-

mente m-convexa mds fuerte posible, entonces A es i-bornoldgica. Inversamente, si A es un

algebra i-bornologica tal que el conjunto H de todos los conjuntos i-cotados es una subdlgebra

de A de dimension finita, entonces la topologia de A es la topologia localmente m-convexa

mas fuerte posible.
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Demostracion. Sea T la topologia de A, por hipétesis 7 = 7*, entonces por iv) de la Proposi-
cién 4.1.5; A es i-bornoldgica. Supongamos que A es i-bornolégica y que H es una subdlgebra

de dimensién finita, sea 7’ la topologia localmente m-convexa mas fina en A e
id: (A, 1) — (A, 1)

el morfismo identidad. Sea B un conjunto i-acotado en A (i.e. B € H), por Corolario 2, cap.
I, pdg. 14 de [11], id|y es continuo, asi id(B) es acotado. Asi id es un morfismo i-acotado.

Pero A es i-bornoldgica, entonces id es un morfismo continuo y 7/ = 7. O

Sea B un subconjunto absolutamente convexo, cerrado y acotado de un espacio localmente

convexo de Hausdorff E. En el subespacio generado por B (Ep), el funcional de Minkowski
pp(x) =inf{\>0:2 € AB}

es una norma (ver la demostracién del Lema 3.2.1) cuya bola unitaria cerrada es B. Esto se
debe a que pp en Ep es continua y por la Proposicién 2.1.7 se tiene la afirmacién anterior.

Ademas si F es un algebra y B es idempotente, para x,y €
{A>0:2€ABH{f>0:ye BB} C{y>0:2y €yB} (4.2)
Efectivamente, sean A > 0y 5 > 0 tales que

T _ 2
X% € BB=B*CB,
entonces ry € \GB. Ahora aplicando el infimo a la ecuacién 4.2 tenemos que

pe(zy) < p(*)PB(Y),

concluimos que pp es una norma submultiplicativa.

Teorema 4.1.1. Sea (A, 7) un dlgebra i-bornoldgica, A la familia de todos los subconjuntos
absolutamente converos, cerrados, acotados, e idempotentes de A. Para cada B € A el
subespacio vectorial generado por B, Ag, es una subdlgebra que equipada con la norma pg
es un dlgebra mormada. Denotamos por Tg a la topologia de Ap generada por pg, a Sp
la bola unitaria abierta en (Ap,Tg). Entonces (A,T) es el limite inductivo algebraico de

{(AB,TB)} Bew con respecto a los morfismos inclusion. Ademds:

i) A es p.i.a. siy solo si A= U Ag.
Be#
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ii) Si A es conmutativa y p.i.a., entonces S = U Sp es una vecindad absolutamente

Be#
conveza e idempotente.

iii) Si A es un dlgebra secuencialmente completa, entonces cada Ap, B € B lo es.
iv) Si A es un dlgebra advertiblemente completa, entonces cada Ag, B € A lo es.

Demostracion. Para B € %, Ap es una subdlgebra pues si z,y € Ap existen escalares «;, 3;

y elementos x;,y; € B tales que x = Z Ty Y = Z B;y;, entonces

1<i<n 1<j<m

zy = ( Z ;) ( Z Biy;) = Z i BTy,
1<i<n 1<j<m 1<i<n
1<j<m

donde z;y; € BB C B. Por lo tanto zy € Ag.
Sea V una vecindad balanceada en 7y B € 4, existe A > 0 tal que AB C V. Entonces

ABCVNAg

y como AB es una vecindad en Ag (ver la Proposicién 2.1.7 y la Proposicién 2.1.2) entonces
la topologia inducida en Ag por 7 es mas débil que 75.

Para ver que 7 es efectivamente el limite inductivo algebraico, por la Proposicion 4.1.1,
es suficiente demostrar que si W es un subconjunto absolutamente convexo, absorbente e
idempotente de A tal que W N Ap es una vecindad en el dlgebra normada Ap (para toda
B € %), entonces W es una vecindad para 7. En efecto, para cada B € %, W N Ap es una
vecindad en Ap. Entonces W N Ag absorbe a B ya que existe € > 0 (ver el Teorema 2.1.2)

tal que
sBC{reAp :pp(r) <e} CWUAg CW.

Por lo tanto W absorbe a todo B € %. Ademaés cada subconjunto i-acotado de A esta
contenido en un multiplo escalar de algin B € . En efecto, si U es un conjunto i-acotado

existe un conjunto idempotente y acotado B’ y A > 0 tal que

\UC B CT(B)e®

(ver el Lema 2.1.9 y la Proposicién 2.2.1). Esto significa que W absorbe a cada conjunto
i-acotado de A, por lo tanto W es i-bornivoro. Por iv) de la Proposicién 4.1.5, ésta es una
vecindad para 7. Concluimos que (A, 7) es el limite inductivo algebraico de la familia de
algebras normadas {(Ag, 75) } Bes-

Ahora demostramos los incisos:
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i)

ii)

Supongamos que A es p.i.a., entonces para x € A, {x} es un i-acotado. Asi existe A > 0

y un conjunto idempotente y acotado U tal que

{\z} CU.

Entonces B = idem (I'(Ax)) C idem (I'(U)). Por el Lema 2.1.9 y la Proposicién 2.2.1, B
es i-acotado y por lo tanto acotado. Asf B € By x € Ap (para 8 = 5, f(A\x) =z € Ap

). Por otro lado, si

existe B € 4 tal que v € Agp C A. Finalmente A = U Ap.
Be#

Ahora supongamos que A = U Ap. Para x € A existe B € £ tal que x € Ap, asi
Be#

1<i<m 1<i<m 1<i<m
entonces \x € B,y {z} es i-acotado.

Supongamos que A es conmutativa y p.i.a. Sea

S=J ss.

Be%#

Por ser cada Sp la bola unitaria en (Ap, 7p), ésta es absolutamente convexa e idempo-
tente. Afirmamos que S tiene las mismas propiedades. Para ver que S es absolutamente

convexa, por la Observacion 2.1.3, es suficiente demostrar que la familia
{S s:Be % }

es cofinal con el orden parcial definido por la inclusién. Sean B’, B € £y C la ce-
rradura de la envolvente absolutamente convexa e idempotente de B’ U B. Por iii) de
la Proposicién 4.1.4, C' es acotado y por lo tanto C' € A. Por FM.3 para = € Ap,
pe () > po(z). De forma similar si z € Ap, pp(x) > pe(z). Por lo tanto x € Sp U Sp,
implica que pg(z) < 1 6 pp(x) < 1, asi
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iii)

pe(r) < min{pp (), pp(r)} < 1.

y SprUSp C S¢, lo cual demuestra la afirmacion.

S es idempotente, ya que si x,y € S, existen B', B € A, tales que v € Sp y y € Sp

para los cuales existe C' € # con
xy € SpSp C ScSc C Sc C S.

S es absorbente porque si x € A, existe B € % tal que x € Ag y sea r > 0 tal que

pp(z) < r, entonces
pB(%a:) < %pB(x) <1,

asi %x € Sgp C S. Para ver que S es una vecindad, para cada B € A, Sg absorbe a
B, entonces S absorbe a cada B y por lo tanto a cualquier conjunto i-acotado. Lo que

implica que S es i-bornivoro y por iv) de la Proposicién 4.1.5, S es una vecindad.

La siguiente demostracién es original. Supongamos que A es secuencialmente completa.
Consideramos {x, },en una sucesién de Cauchy en Ag. Por la continuidad de la inclusién
de Ap en A, {z,}nen es también una sucesiéon de Cauchy en (A, 7). En efecto, si W es
una vecindad en 7, existe € > 0 tal que eB C W N Ap. Entonces existe N € N tal que
para toda m,n > N,

Ty — Tm €€B CW.

Siguiendo con la demostracién, por hipétesis existe © € A tal que z,, — = en (A, 7).

Sea €, = 27771 pero {x, }nen es de Cauchy en Ap, asi existe n; € N tal que
pe(z1, — x4,) < € < 27F, para toda Iy, sp > ng,

entonces z;, — x5, € 27*B, lo que implica que z;, € 27*B + x,, para toda [, > nj. Si
k varfa en N, {27%B + x,,, }ren es una sucesién decreciente.

Por otro lado, por ser B cerrado, ﬂ 2°"B + z,, es cerrada en (A7) y {z,} — =,

keN
entonces

z = lim 7;, € lim 27*B +zp, = ﬂ 2°*B +x,, C Ap
k—oo k—o0 kN
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Y Tn, — x en (Ap,7p). Pero el dlgebra es de Hausdorff, entonces x, — = en (Ag, 75).

Asi Ap es secuencialmente completa.

iv) Supongamos que A es advertiblemente completa. Sea % un filtro de Cauchy en (Ap, 75)

tal que
20 -0y Foz—0

en Ap, para algiun z € Ag. Como 75 es mas fuerte que la topologia inducida en Ag por
7, entonces .# es una base de filtro de Cauchy en A (para V' una vecindad en 7, existe
P € % de orden pequenio V tal que z —y € VN Ag C V| para toda x,y € P). Ademas

z0F -0y Foz—0
en (A, 7). Entonces existe 2’ € A tal que .# — 2’ en (A, 7). Por lo tanto,
207 50yz0F —wz07 , Foz—0y Foz— 2oz

Por ser A de Hausdorff 2/ oz =202 = 0.

Veamos que 2z’ € Apg: para la vecindad B en Ap existe F' € % de orden pequeno B
ie. paray € F, FF—y C B, lo que implica que F' C B 4 y. Pero como B es cerrado
en (A, 7) también lo es y + B. Ademads cualquier vecindad V., de 2’ esta contenida en
7, entonces V,y N F # () porlo que 2/ € F Cy+ B =y + B C Ap. Finalmente, por

hipotesis
F=00F =(Foz)oF =Z0(z0F) =2 00=2"en (Ap, 7).

Y entonces Ap es advertiblemente completa.
m

Corolario 4.1.2. Un dlgebra i-bornologica secuencialmente completa es el limite inductivo
algebraico de dlgebras de Banach. Un dlgebra i-bornologica advertiblemente completa es el

limite inductivo algebraico de Q-dlgebras normadas.

Demostracion. Si A es un algebra i-bornoldgica secuencialmente completa. Por el Teore-
ma 4.1.1, A es el limite inductivo algebraico de algebras normadas secuencialemente comple-

tas Ag. Dado que cada espacio métrico es completo si cada sucesion de Cauchy es convergente,
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entonces el dlgebra normada secuencialmente completa Ag es completa, por lo tanto de Ba-
nach. Ahora si A es un dlgebra i-bornolégica advertiblemente completa, por el Teorema 4.1.1,
A es el limite inductivo algebraico de dlgebras normadas advertiblemente completas Ag. Por

el Teorema 6.5 de [17] (pag. 71), cada Ap es una Q-algebra normada. O

Si A’ es un subespacio total (ver el Ejemplo 4.1.1) del dual algebraico de un &lgebra
localmente m-convexa A, tal que existen topologias localmente m-convexas en A para las
cuales A’ es el dual continuo, existe una topologia localmente m-convexa més fuerte que

denotamos por x(A, A).

Definicién 4.1.8. Sea f una transformacion lineal de un dlgebra localmente m-convexa A en
F otra dlgebra localmente m-convexa. Decimos que f es i-bornologica si para cada vecindad

Ven F, f~1(V) contiene a algin conjunto i-bornivoro.

Cualquier transformacion lineal continua f entre dos algebras localmente m-convexas A
y F es i-bornoldgica. En efecto, si V' es una vecindad en F, f~1(V) contiene una vecindad
W absolutamente convexa, absorbente e idempotente en A que absorbe a cualquier conjunto
acotado en A, i.e. a cualquier i-acotado. Entonces f~!(V) contiene al conjunto i-bornivoro
W, asi f es i-bornoldgica.

Ademas cada transformacion i-bornoldgica f es i-acotada, en efecto, para B un conjunto
i-acotado y V una vecindad en F, f~}(V) contiene un conjunto i-bornivoro C, para el cual
existe A > 0 tal que AB C C' C f~1(V). Por lo tanto A\f(B) C V, entonces f(B) es acotado
y f es i-acotado.

También si f es un homomorfismo, entonces f es i-acotado si y sélo si f es i-bornoldgico.
Efectivamente, supongamos que f es i-acotado y V' una vecindad absolutamente convexa e
idempotente en F. Por la Proposicién 3.1.6 y la Proposicién 2.2.1 f~1(V) es absolutamente
convexa, absorbente e idempotente. Si B es un conjunto i-acotado, f(B) es acotado, entonces
existe A > 0 tal que f(B) C AV, lo que implica que B C A\f~}(V). As{ f~1(V) es i-bornivoro
y f es i-bornoldgica. La otra implicacién se sigue de la observacion anterior.

Por ultimo observamos que la imagen lineal continua de un conjunto i-acotado es i-acotada.
Efectivamente, si f es una transformacion lineal continua y C' un conjunto i-acotado en un
algebra localmente m-convexa A. Existe un conjunto idempotente y acotado I y un escalar
S > 0 tales que A\C' C I. Entonces Af(C) C f(I). Por las Proposiciones 2.2.1, 2.1.18, f([) es
idempotente y acotado. Asi f(C') es i-acotado.

Proposicion 4.1.6. El limite inductivo algebraico de dlgebras i-bornoldgicas es i-bornologico.
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Demostracion. Si A es el limite inductivo algebraico de algebras i-bornolégicas

{Aa}Beﬂa

con respecto a los morfismos {g,}. Sea f un homomorfismo i-acotado de A en un élgebra
localmente m-convexa F'. Por ser cada g, un morfismo lineal continuo, sea C' un conjunto

i-acotado en A,, g.(C) es i-acotado en A y entonces
f(9a(C)) = (f 0 ga)(C) es acotado en F,

lo que significa que f o g, es i-acotado para cada a. Pero A, es i-bornoldgica, entonces f o g,
es continuo para cada «. Por la Proposicién 4.1.1, f es un morfismo continuo, por lo tanto

A es i-bornoldgica. m

Corolario 4.1.3. Si A es un dlgebra i-bornolégica y H un ideal cerrado de A, entonces A/ H

es i-bornologica.

Demostracion. La topologia de A/H es la topologia localmente m-convexa mas fuerte que
hace al morfismo canénico 7 : A — A/H continuo (ver [26], padg.70). Ademds 7 es un
homomorfismo de &dlgebras, entonces A/H es el limite inductivo algebraico de A con respecto

al morfismo 7, por la Proposicién 4.1.6, A/H es i-bornoldgica. O

Corolario 4.1.4. Si A es un dlgebra i-bornolégica y f un homomorfismo abierto, continuo

de A sobre F' (dlgebra localmente m-convezxa), entonces F' es i-bornoldgica.

El diagrama de la derecha es ilustrativo para la

demostracion del Corolario 4.1.4. A—" 5 Alker f
Demostracion. Sabemos que F' es algebraicamente p lg
isomorfa a A/ker f por el primer Teorema de iso- FeIm f
morfia de Noether, ademas por la Proposicién 4.1.1

g es continua y ademads es abierta (ver la Figura 4.3), Figura 4.3

entonces el isomorfismo es topoldgico. Concluimos por

el Corolario 4.1.3 que F' es i-bornolégica. ]

Ejemplo 4.1.5. Sea A la suma directa de dlgebras {Ax}32,, cada Ay dotada con una topologia
localmente m-convexa 7. La topologia de limite inductivo algebraico coincide con la topologia
de limite inductivo topoldgico, ya que si F,, es la suma directa de las dlgebras {Ag}r_, con

la topologia producto T/, de HAk (ver la Subseccion 3.1.3); la topologia de limite inductivo
k=1
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topoldgico (resp. algebraico) en A con respecto a las dlgebras {Ax}3, es idéntica con la
topologia de limite inductivo topoldgico (resp. algebraico) con respecto a {F,}2, (ver la

Subsubseccion 3.4.1.3). Ademds {F,}2 | es una sucesion creciente de ideales cuya union es
n

A, ciertamente, six € F,, yy € A, x = Zxk (x), € Ap) yy = Zxa = (donde x, # 0
k=1 «
para un numero finito de o’s), como el producto es componente a componente y cada Ay es

un dlgebra, entonces

m
Ty = E TjTay, M <n.
j=1

Por lo que vy € F,,, C F,,. Si T es la restriccion de la topologia producto a A, T induce T, en

F,, y por la Proposicion 4.1.3 ambos limites coinciden.
Corolario 4.1.5. La suma directa topologica de dlgebras i-bornoldgicas es i-bornoldgica.

Demostracion. Por el Ejemplo 4.1.5, la topologia de limite inductivo algebraico es la suma

directa topoldgica, entonces el resultado se sigue de la Proposicion 4.1.6. O

Teorema 4.1.2. Sea (A, 7) un dlgebra localmente m-conveza de Hausdorff, A" el dual conti-

nuo de A. Las siquientes afirmaciones son equivalentes:
IB.1 A es i-bornoldgica.

IB.2 Ninguna topologia localmente m-convexa estrictamente mds fuerte en A tiene los mis-

mos conjuntos i-acotados.
IB.3 Cada conjunto i-bornivoro es una vecindad.
IB.4 A es el limite inductivo algebraico de dlgebras normadas.

IB.5 7 = x(A, A") y cada funcional i-bornoldgica de A en algin dlgebra localmente m-conveza

es continua.

IB.6 Cada transformacion lineal i-bornologica de A en cualquiera otra dlgebra localmente

m-convexa F es continua.

Demostracion. = Por la Proposicién 4.1.5, IB.1 es equivalente a IB.3 y IB.2 implica
IB.1, ya que 7 < 7" y ambas topologias tienen los mismos acotados, por lo que 7 es la

topologia mas fuerte que hace a A i-bornoldgica.
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» IB.3 implica IB.2: supongamos que 7" es una topologia localmente m-convexa en A més
fuerte que 7 pero con los mismos conjuntos i-acotados. Cada vecindad absolutamente
convexa e idempotente V en 7’ es absorbente y absorbe a cada subconjunto i-acotado
de (A, 1), por lo que V es un i-bornivoro de (A, 7). Por hipétesis concluimos que V' es

una vecindad para la topologia 7, por lo tanto 7 = 7.

» IB.6 implica IB.1: consideramos el morfismo identidad id : (A4,7) — (A, 7*) que por
ii) de la Proposicién 4.1.5 es i-acotado, entonces por las observaciones previas a la
Proposicién 4.1.6, id es una transformacion lineal i-bornoldgica que por hipdtesis es

continua. Lo anterior significa que 7* < 7, entonces 7* = 7 y asi A es i-bornoldgica.

= IB.3 implica IB.6: sea f una transformacién lineal i-bornolégica de A en F'y V una
vecindad en F', f~1(V) contiene a un conjunto i-bornivoro que por hipétesis es vecindad,

asi f es continua.

= IB.2 implica IB.5: por el Teorema 2.1.9, las topologias 7 y x tienen los mismos con-
juntos acotados y por lo tanto los mismos conjuntos i-acotados, entonces por hipdtesis
T = x. Por otro lado, los incisos anteriores demuestran la equivalencia de IB.2 y IB.6,

entonces como 7 = 7%, cada funcional i-bornoldgica es continua.

» IB.5 implica IB.1: bajo las hipétesis de IB.5, afirmamos que (A, 7) y (A, 7*) tienen
el mismo dual continuo. La siguiente demostracién es original, si f es un funcional
T-continuo en A y como 7 = 7%, entonces f es 7*-continuo, por otro lado si f es un
funcional 7*-continuo y B(0,€) (¢ > 0) es una bola abierta en el campo, existe un
conjunto i-bornivoro W en la topologia 7* (y también en la topologia 7 por la Propo-
sicién 4.1.5) tal que W C f~1(B(0,¢)), entonces f es i-bornoldgica i.e. por hipdtesis
f es continua en 7. Siguiendo con la demostracién, por como se define la topologia ¥,
X(AA) =7 =<7" <X x(A,A"), asi 7 = 7" y (A, T) es i-bornoldgica.

» La equivalencia IB.1 y IB.4 se sigue del Teorema 4.1.1 y de la Proposicion 4.1.6, ya
que cada algebra normada es i-bornoldgica (ver el Ejemplo 4.1.4).

[]

Ejemplo 4.1.6. Retomando el Ejemplo 3.4.1, consideramos K(S) con K = R, para cada
subconjunto compacto A de S, K4(S) es un ideal. En efecto, f,g son dos funciones en K 4(S5),

la suma de dos funciones continuas es continua y

supp(f + g) C supp(f) U supp(g) CAUA=A
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(ver [21], pdg.318). Entonces f + g € Ka(S). Ahora si consideramos
g € K(S) y [ € Ka(5),

fg=gf es una funcion continua y

supp(fg) € supp(f) N supp(g) € ANA=A.

Por lo tanto fg = gf € Ka(S). Y también
K(S) = U{ICA(S) : A es un subcongunto compacto de S}.

Entonces, por la Proposicion 4.1.2, K(S) es el limite inductivo algebraico (cuya topologia
coincide con la de limite inductivo topologico y es llamada en ocasiones la topologia de la
medida) con respecto a las subdlgebras {Ka(S) : A es un subconjunto compacto de S}. Y

como cada subdlgebra KC4(S) es normada, por el Teorema 4.1.2, IC(S) es i-bornoldgica.

4.1.2. P-algebras y algebras metrizables

Una de las propiedades importantes de las algebras normadas compartida con una clase
méas grande de algebras localmente m-convexas, es que los elementos cuyas potencias conver-
gen a cero forman una vecindad. Aqui damos algunas de las caracteristicas de estas algebras

y su relacién con tomar el limite inductivo algebraico.

Definicién 4.1.9. Un dlgebra localmente m-convexa A es una P-dlgebra 6 fuertemente

secuencial si el conjunto {x : 2" — 0} es una vecindad.

Ejemplo 4.1.7. FEl dlgebra i-bornolégica K(S) del Ejemplo 3.4.1 y del Ejemplo 4.1.6 dotada

con la topologia de limite inductivo algebraico es una P-dlgebra y una Q-dlgebra.

Demostracion. SiV = {x € K(5) : |z(t)| < 1 para toda t € S}, entonces V' es una vecindad
para la topologia de la convergencia uniforme y por lo tanto para la topologia mas fuerte, la
topologia de limite inductivo algebraico.

Sixz €V yporser S localmente compacto, existe A C S compacto tal que
z€Ka(S)ya™ — 0en Ku(5)

(en la topologia de la convergencia uniforme). Como la inclusién ig : Ka(S) — K(S5) es

continua, " — 0 en la topologia de limite inductivo algebraico. Por lo tanto

V C{x: 2" — 0},
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entonces IC(S) es una P-élgebra.

Ahora demostramos que V' C G g si z € V. C K(S5), z(t) # 1 para toda t € 5, la
funcién —*= es continua en S, ya que para ty € S, existe A’ C S compacto con t; € A’. Sean
e > 0, a tal que |z(ty)] < a < 1y U vecindad de ty tal que |z(t)] < «, para toda t € U,

entonces por una consecuencia de la desigualdad del tridngulo para los niimeros reales
|z(t) — 1| = [J=(£)] — 1],
por lo que
|z (to) — L[=(t) — 1| = |x(to) — L[|z()] = 1] = |z(to) — 1[(1 — a),

ya que 1 — |z(t)] > 1 — « para toda t € U. Por la continuidad de x en ty, para ¢ =
e(1—a)(|z(to) — 1]), existe W tal que |z(t) —x(ty)| < €, para toda t € W. Por lo tanto, para
todat e WNU

. . _ | a(®s(te)—a(®)a(to)a(t)+a(to)
25 =5t = e ety

| —z(t)+x(to) |
(x(t)—1)(x(to)—1)

— |z(t)—z(to)|
|(z(®)=1)[[(z(to)=1)|

< [EO-DIEE)-D]

c-a)(a(to)-1) _
(1=a)(Jz(to)—1]) '

(ya que cada una de las funciones z, x — 1 son continuas en S'y x(t) —1 # 0, para toda t € S).
También supp(-L;) = supp((z)(z15)) C supp(z) N supp(-5) € S, con todo lo anterior se

demuestra que —*5 € K(S5). Ademas

z z z? 2?2 —rta—a?
xoy:a:—l—y—xy:xo(m):;U_F(m)_(_): + _

z—1 z—1
Y+x—yr =youx.
Entonces —% es el casi-inverso de z, i.e. x € G;’C(s). Por lo tanto K(S) es una Q-dlgebra. [

Observacion 4.1.2. Cualquier P-dlgebra A es p.i.a.
Demostracion. Se sigue de iv) de la Proposicién 4.1.4, ya que si y € A y el conjunto {z :

™ — 0} es vecindad, existe o > 0 tal que (ay)™ — 0.
[
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La siguiente Proposiciéon demuestra que la equivalencia de una P-algebra y un algebra

p.i.a. se presenta bajo ciertas restricciones. Primero veamos la siguiente Proposicion.

Proposicién 4.1.7. Si A es conmutativa y si A’ = {x € A: {2"}>°, es acotado}, entonces

A’ es absolutamente convexo, idempotente y 271 A’ C A’.

Demostracion. Consideramos el coeficiente binomial C7' = ademas z,y € A’y 0 <

l(n j l7
a < 1. Si V es una vecindad absolutamente convexa e idempotente, para los conjuntos
acotados {x"}5°,,{y"}5°,, existen escalares Aj, Ay > 0 tales que: 2" € MV y y™ € AV, para
toda n. Tomando A = max{\;, A2}, tenemos que 2™ € \V y y™ € AV, para toda n. Por lo

tanto

(ax + (1 —a)y Za (1—-a) C" gyl GZQ 1—a)JC")\2V NV

7=0

ya que

"1 —-a)Cf =(a+1—-a)" =1
=0
Esto demuestra que {(az+(1—a)y)"}22, es un conjunto acotado, i.e. ax+(1—a)y € A’, por
lo que A’ es convexa. Por otro lado, {(xy)"}52, = {z"y"}22, C {z"}>2 {y"}>°, es acotado
(por la Proposicién 4.1.4), i.e. A" es idempotente. De la Proposicién 4.1.4 se sigue que A’
es balanceado, pues si x € A"y |of < 1, {2"}>°, es acotado y (ax)™ — 0, por lo tanto
{(az)"}2, es acotado. Para demostrar la tltima parte de la Proposicion, sea y € A’y V

una vecindad absolutamente convexa e idempotente de cero, existe x € A’ N (y+ V) i.e.
r—yeVy{z"}2, CAV, para alguna A > 0.

Se sigue que para cualquier n:

27y =27y —2) +27"2)" 22 'Cr(y—x)" a2l €Y 27IC VAV = AV CAV.

n=1

Entonces {(27'y)"}22, es acotado y 27y € A’ O

Proposicion 4.1.8. Sea A un dlgebra i-barrilada conmutativa. Entonces A es p.i.a. si y

solo si A es una P-dlgebra. Ademds, si A es p.i.a. y advertiblemente completa, entonces

{z : — g x" existe y es el casi-inverso de x} es una vecindad y por lo tanto A es una

n=1
Q-dlgebra. En particular, una By-dlgebra conmutativa, p.i.a. es una Py Q-dlgebra.
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Demostracion. Si A es un algebra i-barrilada conmutativay V = {z : 2™ — 0}. Supongamos
que A es una P-dlgebra, de la Observacién 4.1.2, A es p.i.a. Ahorasi A espia.y A = {z:
{2}, es acotado}. Entonces A’ es absorbente, ya que por iv) de la Proposicién 4.1.4 , para
r € A existe A > 0 tal que (Az)" — 0, asi {(Az)"}52, es acotada y Az € A’. De lo cual se
tiene que A, y por lo tanto, };E es absorbente. De la misma Proposicion 4.1.4, si {(Azx)"}52,
es acotada, (27'2)" — 0, entonces 271 A" C V. De la Proposicién 4.1.7, 1A' C V con 1A’ un
i-barril contenido en V', por ser A i-barrilada V' es una vecindad i.e. una P-algebra.

Para la segunda parte de la Proposicién, sea V = {z : 2" — 0} y A un algebra p.i.a.

advertiblemente completa, demostramos que para cualquier x € 271V, — Z " existe y es

n=1
el casi-inverso de x. Sea W una vecindad absolutamente convexa de cero y z € V. Como

2" — 0, para W existe N € N, tal que para toda n < N, z" € W, pero para cada z™
(m < N), existe \,,, > 0 con: z™ € \,,/W. Tomando A = max{\,, : m < N}, z"* € A\W para

toda n. Ahora si S,, = — Z(Q‘lz)j, como

j=1
p ) 2—p—1 _ 2—m—1
Yoy = o =22 -2y = o
j=m+1
entonces
P
2(2 z)? ZQJ)\WCQW)\W para todo entero p > m.
j=m+1 j=m+1

Lo que demuestra que {S }°° | es una sucesién de Cauchy. También (27'205,,) = (S,02712) =

271y — Z (2712) + Z (2712)7 T = (2712)""™ — 0. Pero A es advertiblemente completa,
j=1

entonces la sucesion de Cauchy anterior converge a algin w € A que es el casi-inverso de
2712 por la continuidad en cero. Otra de las hipétesis es que A es p.i.a., se sigue de la primera
parte que A es P-dlgebra y 271 C G, entonces A es Q-algebra.

Finalmente si A es conmutativa, p.i.a. y una By-dlgebra, entonces es completa i.e. adver-
tiblemente completa, ademas es un algebra i-barrilada, entonces por la primera parte de esta

Proposicién, A es una P-algebra y por la segunda parte una Q-algebra. n

Ejemplo 4.1.8. Sea T un espacio de Hausdorff localmente compacto, no compacto, pseudo-
compacto (un espacio T es pseudo-compacto si toda funcion real-valuada continua con domi-
nio T, es acotada, ver [18]). El dlgebra C(T) de todas las funciones real-valuadas continuas
en T, equipada con la topologia compacto-abierta es p.t.a., completa pero no es una

P-dlgebra.
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Demostracion. La siguiente demostracién es original. Sea f € C(T'), f es acotada, entonces

existe A > 0 tal que

| f(t)] < A para toda t € T, asf |+ f(t)] < 1 para toda t € T.

o0

Consideramos la envolvente idempotente de % f,ie I = U(% f)". Veamos que I es aco-

n=1
tada. Sea U un abierto para la topologia compacto-abierta, entonces existen subconjuntos

compactos K; de Ty escalares positivos ¢; > 0 (¢ = 1, ...,n) tales que:
U={ge€C(T):|g(K;)| <e€,paratodai=1,..,n}.

Sie= (min{e;:i=1,..,n})/2, el CU. Yaquesih € el, existe n € N tal que h = e(%f)” y

para cualquier ¢; € K;
|h(t:)] = le]|5f(t:)"] < € < €, para cualquier i = 1,...,n.

Lo que demuestra que [ es acotada, entonces para [§ = % > 0 e [ un conjunto idempotente
y acotado, {f} es i-acotada, asi C(T) es p..a. Ahora como T es de Hausdorff localmente
compacto, por el Teorema 7.2.4 de [42] (pdg. 129), T' es un espacio de Tychonoff, por lo
tanto es completamente regular, entonces por el Teorema 5.8.7 de [29] (pag.131), C(T) es un
espacio completo. Para ver que C(7T') no es una P-algebra, consideramos cualquier subconjunto
compacto K C T y € > 0, por ser T no compacto existe to € T'y tg ¢ K, ademas por el
Lema 7.1.7 de [42], pag.123, K es un subespacio cerrado del espacio completamente regular
T, asi para los reales a = 0 y b > 1, existe una funcién continua real-valuada en T tal que
f(to) =by f(K)=a=0. Por lo tanto

felgec(T):|g(K)| <e}

pero f™ no converge a cero, pues f" — 0 si y sélo si para cualquier subconjunto compacto
K y e >0, existe Ny € N tal que

|f"(t)| <r, para todat € Ky n > N.

Y para el compacto K’ C T tal que ty € K', no pasa lo anterior, con lo que concluimos que
C(T) no es una P-algebra. O

Ejemplo 4.1.9. Sea T un espacio no compacto, completamente reqular. Consideramos el
dlgebra E = (K(T),1.), donde 1. es la topologia compacto-abierta. (K(T'),7.) es un dlgebra

p.t.a. pero no es una P-dlgebra, ni i-bornoldgica.
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Demostracion. Sea 7' la topologia definida por la norma uniforme (ver el Ejemplo 3.4.1).

Entonces
B={ze€E:|z(t)| <1, paratodate T}
es acotado e idempotente en las topologias 7'y 7. ya que si W € 7/ tal que

W={f€E:|f|x<ech

entonces 5B C W. Ahora para U € 7, tal que
U={g€C(T):|g9(K;)| < e, paratodai=1,..,n}.

Con K; subconjuntos compactos de Ty ¢; > 0, para cada i. Si e = (min{e; : i =1,...,n})/2,
eB C U. Ademas claramente B es idempotente. También observamos que cualquier sub-
conjunto idempotente y acotado de (K(T'), 7.)(resp. de (K(T"),7')) esta contenido en B. En
efecto, si D es un subconjunto idempotente y acotado de (K(T),7.) (resp. de (K(T),7.)),
supongamos que existe x € D pero x ¢ B, entonces " € D para toda n € Ny existe tg € T

tal que |z(to)| > 1, por lo que |x(tg)| = s + 1, para algin real s > 0. Luego
|z™(to)| = |x(to)|™ = (s + 1)" > ns,

lo que demuestra que z™ no es acotado, pues para el compacto K’ que contiene atqgy y € D,
no existe un escalar que acote a y(t), para toda t € K’, lo cual contradice la suposicién (de
forma similar para (IC(7"), 7.)). De lo anterior se concluye que tanto 7. y 7/, tienen los mismos
conjuntos i-acotados. Ahora como 7, es completamente regular, pero no compacta, B € 7/
pero B & 7., entonces 7, < 7', asi por el Teorema 4.1.2, E' no es i-bornoldgica.

Para ver que (E, 7.) es p.i.a., observamos que (E,7’) es normada y por el Ejemplo 4.1.3,
entonces (E,7') es p.i.a., pero ambas topologias tienen los mismos conjuntos idempotentes y
acotados, entonces (F,7.) es p.i.a.

Finalmente (E,7.) no es P-dlgebra, ya que si K C T es un subconjunto compacto, existe

y € E tal que y(to) =1y y(K) = 0, entonces para z € F tal que ty € supp(z) y z(to) > 1,
z(to) = (yz)(to), implica que z(K) = 0y z(ty) > 1 para algin to € T

Esto significa que {#™}7° ; no converge uniformemente a cero en el compacto K, por lo tanto
V ={z: 2™ — 0} no es vecindad y F no es una P-algebra.

En particular si ademas 7" es hemicompacto (i.e. tiene una familia numerable {K,}
de subconjuntos compactos, tal que cada subconjunto compacto K de T esta contenido en
algin K,,), por el Teorema 5.8.5 de [29] (pag. 130) F es metrizable, p.i.a., pero no es

una P-algebra, ni i-bornolégica. O]
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Proposicion 4.1.9. Un dlgebra i-bornolégica, p.i.a., conmutativa A es una P-dlgebra.

Demostracion. Por el Teorema 4.1.1, A es el limite inductivo algebraico de algebras normadas

Apg con bola unitaria Sg y

S:USB

Be#

es una vecindad en A. Six € S, x € S para algun B, entonces 2" — 0 en el algebra normada

Ap y por la continuidad del morfismo inclusién (ip : Ag < A) 2" — 0 en A. Entonces
SCV={x:2"— 0},
por lo tanto V' es una vecindad y A es una P-dlgebra. O

Teorema 4.1.3. Sea A un dlgebra localmente m-convexa, metrizable, conmutativa. Entonces

A es p.i.a. e i-bornoldgica si y sélo si A es una P-dlgebra.

Demostracion. Si A es i-bornoldgica y p.i.a., por la Proposicion 4.1.9, A es una P-algebra.
Por otro lado, bajo la hipétesis de que A es una P-algebra, veamos mediante la equivalencia
de IB.1 y IB.3 del Teorema 4.1.2 que A es i-bornolégica. Sea C' un conjunto i-bornivoro y
supongamos que C no es vecindad. Sea V' = {z : 2™ — 0} y como A es localmente m-convexa,
metrizable, existe ¥ = {V},}2% | un sistema fundamental de vecindades de cero absolutamente

convexas, idempotentes tal que para cada n,
VnJrl g Vn g V.

Entonces {1V,} es un sistema fundamental de vecindades de cero. Ahora dado que C' no es
vecindad, para cada n existe un elemento x,, € %Vn pero z,, & C.
Sea B la envolvente idempotente de {nz,}>°,. Veamos que B es acotado: si x € B,
entonces
2= [ tmaw).
mes
donde S es un subconjunto no vacio finito de enteros positivos y r,, > 0 para toda m € S.

Sea V, cualquier vecindad bésica en #'. Para cualquier n, nz, € V,, C V lo que implica que

lim (nx,)" = 0.
r—00

Entonces existe ro > 1 tal que si r > 1o, (mx,,)" € V, para toda m, en particular para
1 <m < p. Ademads V, es absorbente, asi para cada 0 < s,, <19y 1 <m < p, existe \,, >0
tal que
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(mz,)™ € As,, Vp.

Tomando N = méax{\, ,1:s,, <rg}, tenemos que
m)

p—1
[[ (man) = e NVt € (X',

m=1

Asf para A = (XN)P~! > 1,

[ (mem) € AV
m=1
Ahora consideramos los conjuntos:
S = {meS:1<m<pyr,<ro}
So = {meS:1<m<pyry,>r}

Sy = {meS:m>p}

Por lo anterior, observamos que si S; # () entonces

H (may,)™ € AV,

meSy

Si Sy # (), entonces mz,,)'™ € V,, efectivamente, ya que para 1 < m < py r, > o,
P

meSs
mx,,) ™ € V,, la alirmacién se sigue porque V, es idempotente.
b p

Por ultimo, si m € Ss
(may)™ € (Vi)™ CV,, TV,
entonces si Sz # (),

H (may,)™ € V),
meSs

Por hipétesis © € B, en conclusién S; # () al menos para alguno de los i = 1,2,3. Como V,,

es balanceado e idempotente, para A > 1

x = H(mxm)’"m: H (max,,)™

meS meS1USaUS3
= H (max,)"™ - H (may,)™ - H (maxy,)"™
meSi meSa meSs

€ AV, V-V, =V} C AV,
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Por lo tanto B es un conjunto idempotente y acotado, asi C' absorbe a B. Sin embargo, para
todo

n € Z*, nx, € B pero nx, & nC,

es decir, nx, ¢ AC para toda A < n, lo que es una contradiccién. Finalmente C' es una

vecindad, por lo que A es un algebra i-bornoldgica. O

Teorema 4.1.4. Si A es un dlgebra i-barrilada, p.i.a., metrizable, conmutativa (en particular,

si A es una By-dlgebra, p.i.a., conmutativa), entonces A es i-bornoldgica.

Demostracion. Por la Proposicién 4.1.8, A es una P-algebra y por el Teorema 4.1.3, A es

i-bornolégica. [l

Corolario 4.1.6. Si A es una By-dlgebra conmutativa, entonces A es el limite inductivo

algebraico de dlgebras de Banach {Aq}aer con respecto a los morfismos {ga}acr, tal que
A= U 9a(Ay) siy sélo A es p.i.a.

acl’
Demostracion. Supongamos que A es el limite inductivo algebraico de algebras de Banach.

Por el Ejemplo 4.1.3, A es el limite inductivo algebraico de algebras p.i.a., tal que

Go: Aa = Ay A= [ ga(Ad).

ael’
Se sigue de la Proposicién 4.1.4 que A es p.i.a.
Inversamente, supongamos que A es una By-algebra, conmutativa, p.i.a. Por el Teore-
ma 4.1.4, A es i-bornoldgica, entonces por el Teorema 4.1.1 A es el limite inductivo de algebras

normadas {Ap}pes con respecto a las inclusiones {ig}pcz. Como A es p.i.a., entonces

A= is(4p).

Bex
Por otro lado, como A es completa entonces A es secuencialmente completa y por el Corola-

rio 4.1.2, A es el limite inductivo algebraico de algebras de Banach.
]

Para que un algebra localmente m-convexa conmutativa sea p.i.a. e i-bornoldgica, es ne-
cesario que ésta sea una P-dlgebra (ver la Proposicién 4.1.9). Para dlgebras metrizables esta
condicion es también suficiente. Sin embargo, esto en general no es suficiente para algebras

conmutativas no metrizables como se muestra en el siguiente ejemplo:
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Ejemplo 4.1.10. Sea E el dlgebra de todas las funciones R-valuadas acotadas en R que

tienen primera derivada continua. Sea

N(z) = sup|z(t)] (4.3)
teR
y para cada conjunto compacto K
Ni(z) = sup |(Dz)(t)]. (4.4)
teK

Entonces E dotada con la topologia T definida por las seminormas de la Fcuacion 4.3 y

{Ng : K es compacto y numerable }, es una P-dlgebra conmutativa pero no i-bornoldgica.

Demostracion. Sea 7' la topologia definida por las seminormas N y {Ng : K es compacto}.

Las topologias 7 y 7/ son topologias localmente m-convexas:

= Observamos que N es submultiplicativa:

N(xy) = sup |(xy)(t)]

teR

sup [z (t)] sup [y(?)]
teR teR

< N(z)N(y).

VAN

Y para un subconjunto compacto y numerable K de R, cada vecindad absolutamente
convexa V(K,e) = {# € E : N(z) < 3¢ y Ng(z) < 3¢} es idempotente: si a,y €

V(K,e€)
Ng(zy) = Sup |D(zy)(t)]
< Sup lzD(y)(t)] + Sup lyD(x)(?)]
< N(z)Nk(y) + N(y)Nk(z) = %62 < %e.

Por lo tanto, la familia de conjuntos V(K €) da lugar a una base de vecindades abso-

lutamente convexas e idempotentes para la topologia 7.

= De manera similar, para K un subconjunto compacto de R, cada vecindad absoluta-
mente convexa V'(K,¢) = {z € E: N(z) < 3¢ y Ng(x) < 3¢} es idempotente y forma

una base para la topologia 7’.
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Ahora para ver que E es una P-algebra, demostramos que para K subconjunto compacto
y numerable de R, V(K,1) C {z : 2" — 0}: en efecto, para x € V(K,1), N(z) < 1. Por
el Lema 5.1.1, Ng(2") — 0 (con p = 1 y Dz continua), para cada conjunto compacto. En
particular se cumple para los compactos numerables. También N(z™) — 0, asi 2" — 0 en las
topologias 7 y 7. Por lo tanto (F, T) es una P-algebra.

Veamos ahora que (E,7) y (E,7’) tienen los mismos conjuntos i-acotados. Es importante
recalcar que 7 < 7', entonces cada conjunto idempotente y acotado en (F,7’) es idempotente
y acotado en (F, 7). Por otro lado, si B es un conjunto idempotente y acotado en (E, ) pero
no acotado en (E,7’), entonces existe K compacto tal que N (B) no es acotado. En efecto,
sie >0, A\BZ V(K,e¢), es decir, existe

b € B tal que ANg(b) > 5y AN(b) > 3,

para cada A > 0.

Por lo tanto, existe una sucesion {z,},en C B tal que Ng(x,) > n. Elegimos ¢, € K,
asi |(Dxy,)(t,)| > n. Pero (tp,)neny € K y K es compacto, entonces existe una subsucesion
(tn;)jen que converge a s € K.

Sea L = (tn;)nen U {s} que es un conjunto compacto numerable, entonces Nz (B) es un

conjunto acotado en (£, 7). Pero
Ni(2n;) = (D, )(tn,)| > 1 =,

lo que implica que Np(B) no es acotado y ésto es una contradiccién.
De todo lo anterior se concluye que (E,7) y (E,7’) tienen los mismos conjuntos idempo-
tentes y acotados, y por lo tanto los mismos i-acotados. Por IB.2 del Teorema 4.1.2, (E, )

no es i-bornolégica. [

4.2. Limite Inductivo de Algebras Localmente Conve-

Xas

En la seccién 4.1, estudiamos el caso de un algebra A dotada con la topologia localmente
m-convexa mas fina que hace a los morfismos inclusién continuos, con respecto a una familia
de subdlgebras {A;}ic;, donde cada algebra A; es dotada con una estructura de &dlgebra
normada.

Desde la perspectiva de A.Arosio [8] los limites inductivos localmente convexos son mas

importantes que los localmente m-convexos (o algebraicos topoldgicos), aqui se propone un
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estudio del argumento anterior, reemplazando la m-convexidad por la convexidad. Para co-
menzar, en esta seccién cada algebra es considerada sobre el campo complejo (C) y con
unidad e, ademas cada subalgebra contiene, por supuesto, la unidad del algebra.

En esta seccion nos interesamos en la siguiente situacion:

(¥) Sea A un élgebra, {A;};c; una familia de subédlgebras de A tales que

A=A,
iel
donde para cada ¢ € I, (A;,7;) es un élgebra normada, la familia {A;};c; es dirigida

por las inclusiones continuas; es decir, para cada i,j € I, existe k € [ tal que
A; C A, A; C Ay
y los morfismos inclusiéon son continuos.

Si 7 es una topologia localmente convexa en A la cual hace a los morfismos inclusion ¢; : A; —
A continuos, para cada ¢ € I, entonces cada vecindad en (A, 7), absorbe a la bola unitaria de
A;, denotada por 5;, para cada ¢ € I. En efecto, si V' es una vecindad absolutamente convexa
en (A,7), p; (V) es una vecindad en (A;,7;), para cada i € I. Como la bola unitaria S; es

acotada en (A;, ;) (ver la demostracién de ii) en la Proposicién 4.1.4), existe A > 0 tal que
AS; C ¢ 1 (V), ast Api(Si) €V

y por lo tanto AS; C V.

Entonces, entre el conjunto de todas estas topologias, existe la mas fina denotada por 7;
que no es necesariamente de Hausdorff: un sistema fundamental de cero para la topologia 7;
es la familia de todos los subconjuntos absolutamente convexos de A que absorben a S;, para

cada 7 € I.

Observacion 4.2.1. Por la Proposicion 3.1.5, cada morfismo lineal vv : A — E, donde E
es un espacio localmente convexo, es Tj-continuo st y solo si la restriccion 1 o p; es continuo

en el algebra (A;, 1), para cada i € 1.

Como caso especial, para cada z € A, los morfismos p; : y — zy v p2 : ¥y — yT son
7-continuos. Ciertamente, ya que si x € A, existe j € I tal que x € A;. Sea y € A arbitrario
para el cual también existe [ € I con y € A;. Como la familia es dirigida por las inclusiones
continuas, existe k € [ tal que v € A; C Ay y y € Ay C Ai. Pero Ay, es un dlgebra normada,

entonces los morfismos




CAPITULO 4. LIMITES INDUCTIVOS DE ALGEBRAS TOPOLOGICAS 151

Pik Y 2 XYy Py —Yx

son continuos en Ay. En particular, si p; : A — A es tal que pi(y) = zy (resp. po : A — A
es tal que pa(y) = yx) como cada restriccion pi|a, = pix (resp. pala, = par) es continua,

entonces p; y pe son continuas en (A, 7).

Observacion 4.2.2. Si A, {A;}icr y 7 se definen como anteriormente, decimos que {A; }icr
es una L-familia para A y a la topologia 7, la llamamos la topologia de limite inductivo

localmente convexa (LILC), relativa a la familia {A;}ier.

Definicion 4.2.1. Sea A un dlgebra localmente convezxa. Decimos que A es un dlgebra BM-
CA siy solo si es posible encontrar una L-familia para A, para la cual A lleva la topologia de
LILC relativa a esta familia. Ademds decimos que A es un dlgebra de Banach-BMCA,
cuando es posible encontrar una L-familia que consta de dlgebras de Banach. Finalmente,
decimos que A es un dlgebra Ro-BMCA, cuando es posible encontrar una L-familia nume-

rable.

Hemos senalado que la topologia de LILC no tiene que ser necesariamente de Haudorft:
la siguiente Proposicion nos asegura que siempre podemos estar en el contexto preestable-
cido. Ademas es importante senalar que el ideal considerado es esta Proposicién debe ser
necesariamente cerrado, para lo cual se da una prueba original.

Para poder dar una demostracion completa de esta Proposicién veamos lo siguiente: sea
A un élgebra y J un ideal bilateral de A, consideramos el espacio cociente A/J como en la

Subseccién 3.1.1. Entonces definimos una multiplicaciéon en A/J por:
Ty =(r+J)(y+J) =2zy+ J, para cada Ty € A/J. (4.5)

Esta multiplicacién hace de A/J un algebra compleja y a 7 : A — A/J un morfismo de
algebras, sobreyectivo, con kerm = J.

Ahora, pasamos a la Proposicién:

Proposicién 4.2.1. Sea A un dlgebra BMCA (resp. de Banach-BMCA, Xo-BMCA). Para
cada ideal bilateral cerrado J de A, el cociente topoldgico AJJ es, con la multiplicacion
usual definida en 4.5, un dlgebra BMCA (resp. de Banach-BMCA, Ro-BMCA). Como un

caso particular, el espacio de Hausdorff asociado a A (A/m) es, con la multiplicacion usual
definida en 4.5, un dlgebra BMCA (resp. de Banach-BMCA, Ro-BMCA).

Demostracion. Sea {A,;};c;r una L-familia para (A, 7;) donde 7; es la topologia de LILC relativa

a la L-familia anterior. Para J un ideal bilateral cerrado consideramos el morfismo candnico
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T:A— A/

Aseguramos que si w(A;) = A;/J estd equipada con la norma cociente (ver la Ecuacién 3.1)
respecto a A; y m, para cada i € I, entonces la familia {m(A;)}c; es una L-familia para A/.J
mediante los morfismos ¢; (ver la Figura 4.4) y entonces la topologia de LILC relativa a esta
familia (77) coincide con la topologia cociente (7.)(ver la Subseccién 3.1.1) en A/J.

En efecto, primero observamos que para cada i € I, (A;, || - ||;) es un dlgebra normada,

entonces por la Ecuacién 3.1 la norma cociente en cada 7(4;) es:
74,00 = uf 2 +m];

Aqui es importante notar que J debe ser un ideal bilateral cerrado en A, de lo contrario

existirfa z € A con x # 0 tal que z € J \ J. Pero como

A=A,

il

existe ig € I, tal que x € A;, asi z € JN Ay, \ J N A, por lo que

reind, = |7

A/ =0
rdINA, = TAO

lo que es una contradiccién. Entonces J es un ideal cerrado y A;/J es un espacio normado

cuya norma satisface que para cada T,y € A;/J

=ill. . = inf A
1ZY| 4,75 Tgéjll:cyanllz

i |
i @+ )y + )l

IN

IN

Z. f i
dnf fla -+ rlly + sl

IN

1l 4,717 a2y

Por lo tanto, para cada i € I, m(A;) es un algebra normada. Ademads
AT =m(A) ==(JA) = Jm(4).
iel iel
Y para cada par ¢,) € I, existe k € I tal que
A — Ay Aj = Ay, ast m(A;) — w(Ag) y m(A;) — m(Ag).

Ademas ¢;om(A;) = ¢i(A;/J) = mop;(A;) (ver la Figura 4.4). Concluimos que {7(A;)}icr es
una L-familia para A/J y con respecto a los morfismos {¢;}iecr, A/J es un dlgebra BMCA.
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Ahora, para ver la equivalencia de las topologias 7. y 7/, es evidente por definicién que
7. = 7f. Por otro lado, si U € 77, existe W € 7; tal que (W) C U, esto indica que U € 7.

Si la familia {A; }ic; consta de dlgebras de Banach, por el Teorema 2 de [21], pag. 138, cada
7(A;) es completa y normada, por lo tanto es un algebra de Banach. Entonces A/J tiene una
L-familia de dlgebras de Banach y asi es un algebra de Banach-BMCA. Si la familia { A, } nen
es numerable, también lo es la familia {m(A;)}icr v A/J es un dlgebra Xp-BMCA.

Por la Proposicién 3.1.1, A/{0} es de Hausdorff y de lo anterior, A/.J es un dlgebra BMCA
(resp. de Banach-BMCA 6 Ro-BMCA). O

La siguiente Proposicion es muy importante pues es una contra-

A, —T— AT parte interesante del hecho de que cada édlgebra localmente convexa

es isomorfa a una subalgebra densa en un limite inverso o proyectivo

%l l@- de algebras de Banach. Para ello tenemos las siguientes definiciones:
A—— A)J

Definicién 4.2.2. Una sucesion {x,}nen en un espacio vectorial

Figura 4.4 topolégico E, converge en el sentido de Mackey ay € E si y

solo si existe un subconjunto acotado C y una sucesion de niumeros

reales (€,)nen tales que

lime,=0yxz, —vy € €,C, para cada n € N.

n—oo

Y una sucesion de Cauchy {x,}neny C E converge en el sentido de Mackey ay € E si y sdlo

si existe un subconjunto acotado C y una sucesion de nimeros reales (€,)nen tales que

lime, =0y x, — 2, € €,C, para cada m,n € N, m > n.
n—oo

Claramente cada sucesién que converge en el sentido de Mackey es una sucesion de Cauchy

en el sentido de Mackey. En efecto, para cadan € N, seam € Nym >n

Tpn—Y = Tp—Tm+Tm—yEe,C
= z,— Tm € €,C —¢,,C
= Tp— Tm € V,C.

Proposicion 4.2.2. Sea A un dlgebra BMCA de Hausdorff. Entonces A puede ser identifi-
cada con una subdlgebra de un dlgebra de Banach-BMCA A', tal que cada y € A’ es el limite

(en en sentido de Mackey) de una sucesion contenida en A.




154 4.2. LIMITE INDUCTIVO DE ALGEBRAS LOCALMENTE CONVEXAS

Demostracion. Esta demostracion contiene aportaciones originales.

Supongamos que A tiene la topologia de LILC (7;) relativa a una L-familia {A;};c;. Sea
S; la bola unitaria en A;, para cada 7 € I. Podemos suponer que S; es cerrada en A, para
cada i € I. Si no fuera asi, entonces tomamos la cerradura de S; (S;) en A y sea Ag el
espacio generado por S; en A. Afirmamos que S; es un subconjunto absolutamente convexo,
idempotente y acotado de A ya que cada vecindad en 7; absorbe a S;, asi éste es acotado en
la topologia 7; y entonces por la Proposicion 2.1.4, la Proposicion 2.2.1 y el Lema 2.1.9 se
obtiene lo anterior. Ademés cada S; es absorbente en A;, por lo tanto, S; lo es. Entonces A§
dotado con la norma dada por el funcional de Minkowski de S; (pg;), el dlgebra resultante es
normada (ver la Observacién que antecede a la Ecuacién 4.2).

Veamos que {Ag : 4 € I} es una L-familia para A:

= siz € A, existe ig € I tal que x € A;,, entonces Az € S;, para algiin A > 0, por lo

tanto x € A% y

A=|]JAg.
iel
= Para ver que la familia es dirigida por las inclusiones continuas, para 7,7 € [ existe
keI tal que (A [ [:) S (Ae, || - [lx) ¥ (A5, [+ 115) € (Ax, || - [ls) ¥ las inclusiones son

continuas. Asi S, N A; es una vecindad en A;, entonces existe € > 0 tal que
€S; C Sk N A; lo que implica que €S; € S, N A; C Sy,

pero (eS;) = (S;), asf Ag C Ag-. La continuidad de esta inclusién se sigue de FM.3 y
el Corolario 2.1.4.

Entonces, siempre se puede considerar a A con la topologia de LILC relativa a una L-
familia {Ag : i € I}, donde S; es la bola unitaria cerrada de Ag;, para cada i € I.

Se puede identificar a A con un subespacio vectorial de su completacién A (ver [25],
pég. 148 y pdg. 208). También para cada i € I, identificamos sélo algebraicamente a E-, la
completacién de A;, con un subespacio lineal de A. Esto es posible ya que la tinica extension
continua @; a la completacién del morfismo @; : A; — A es inyectiva, para cada i € I (ver la
Figura 4.5). En efecto, sea = € ker(g;), veamos que z =0 € ;\l; Como z € ker(g;), entonces
r = (x,)nen una sucesién de Cauchy en A; tal que lim z, = 0 en A, por lo que existe una

n—o0
sucesion de nimeros reales (€, ),en tal que

lim en =0y x, — 1, € €,5;, para cada m > n,
n (o]




CAPITULO 4. LIMITES INDUCTIVOS DE ALGEBRAS TOPOLOGICAS 155

(recordando que estamos bajo el supuesto de que S; es cerrada en A y es la bola unitaria en

A;, para cada i € I). Entonces si hacemos que m — 0o en la topologia de A, obtenemos que
T, € EnSi-

Por lo tanto h’maznzoenAl-y:czoe/Avi.

n—oo
4 —5
%‘l
A ¢

Figura 4.5

)

A
[

A

Para cada i € I, :4: es un algebra de Banach. En efecto, sean z,y € E, entonces existen
sucesiones de Cauchy en A;, digamos {2, }nen, {Un Inen tales que z,, = z y y, — y. Pero A,

es un algebra normada, entonces
TpYn € A;i ¥ {T0nYn fnen es una sucesién de Cauchy en A;

y la multiplicacién de x con y puede ser definida como
ry = lim x,y,. (4.6)
n—oo

Asi, {A;}icr es una L-familia para el subespacio vectorial

A=A
iel

Efectivamente, pues por las hipotesis, para cada i,j € [ existe k € I tal que A; — Ay
y A; — Aj continuamente. Entonces cl(A4;) — cl(Ax) y cl(A;) — cl(Ay), y por ser un
espacio vectorial topoldgico de Hausdorff denso en su completacién (bajo isomorfismo) (ver
[21] Teorema 1, pag. 131) tenemos que ;1; — :4\; y :45; — ;1; continuamente.

Asi A’ con la multiplicacién de A definida como en 4.6, vy dotado de la topologia de LILC
(7/) relativa a la L-familia {/AVZ}ZE 7, es un algebra de Banach-BMCA. El morfismo inclusion
P Al — A es continuo (ver la Figura 4.6), ya que la restriccion a XZ es el morfismo ¢; para

cada ¢ € I y por una observacién anterior, ésta resulta continua.
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A Y A

Figura 4.6

En consecuencia, la topologia inducida por A" en A (74,) es mas fina que la topologia
inducida por A (TglA = 1), es decir 7} = Ta,. Ademds por como se definen las topologias

Taja = 71, entonces T4/, resulta ser la topologia dada en A. Por otro lado, para i € I cada

la
inclusion &;o(; : A; — A’ es continua, entonces por la Observacion 4.2.1, A es algebraicamente
y topolégicamente una subalgebra de A'.

Siy e A existe i’ € I tal que y € E; Ademas el morfismo (; tiene una imagen densa
en ;47/ (de hecho para cada i € I), asi existe una sucesion {y, }nen € Ay C A tal que y, — y
en ;17/ Veamos que esta convergencia es la convergencia en el sentido de Mackey en A’.
Efectivamente, pues de lo anterior 3, —y — 0 en E;, que es un algebra de Banach y por (5)
de [25] (péag. 380), existe una sucesién de nimeros positivos {t, },en con t, — oo, tal que
tn(yn —y) — 0 en Ay. Por lo tanto la sucesién {%}neN converge a cero y para la bola unitaria

acotada 5‘; de ;1\;
Yn —Y € iSz’ .
Finalmente por la continuidad de la inclusién &;, esta convergencia es de Mackey en A’. [J

Corolario 4.2.1. Sea A un dalgebra BMCA de Hausdorff, si cada sucesion de Cauchy converge
en el sentido de Mackey, entonces A es un dlgebra de Banach-BMCA.

Demostracion. Por la Proposicién 4.2.2 A es identificada con una subalgebra de A’ y cada

y € A es el limite en el sentido de Mackey de una sucesion {y, }nen en A, i.e.

Yn = Y.

Ademas, {y,}nen es una sucesiéon de Cauchy en el sentido de Mackey en A, por hipétesis
existe x € A tal que vy, — x, pero A es de Hausdorff, asi x = y y A’ = A. De nuevo por la
Proposicién 4.2.2, A es un algebra de Banach-BMCA. ]

Lema 4.2.1. Sea A una Q-dlgebra, siy € A y {xa}aca €s una red de Cauchy tal que
limz,y = limyz, = e, (4.7)

entonces y es invertible.




CAPITULO 4. LIMITES INDUCTIVOS DE ALGEBRAS TOPOLOGICAS 157

Demostracion. Sea W una vecindad de e que consiste de elementos invertibles, entonces por
4.7 existe ag € A tal que z,y € W, para cada a > «y, asi z,y es invertible y en consecuencia
y tiene un inverso izquierdo, ya que existe z, € W tal que z,(z,y) = e v (za%a)y = e.

Anélogamente y tiene inverso derecho, asi y es invertible. O
Teorema 4.2.1. Sea A un dlgebra BMCA conmutativa de Hausdorff. Son equivalentes:

i) A es una Q-dlgebra

it) A lleva la topologia de LILC relativa a una L-familia de Q-dlgebras normadas.

Demostracion. ii) = 1i). Se sigue de la Proposicién 4.0.1.

Para i) = ii). Por hipdtesis existe una L-familia {A;};c; para A con la topologia de
LILC, donde S; es la bola unitaria de A;, para cada i € I. Definimos {E}Ze 7 como en la
Proposicién 4.2.2 y consideramos A = :{: N A con la topologia inducida por E, entonces A
es un algebra normada cuya bola unitaria es:

SZ{:A;ﬂg’i:EﬂAﬂgi:@ﬂA, dondegieslabolaunitariade:{:.

n
Fijando i € I: si y € S}, entonces la sucesién z, = Z y* es una sucesién de Cauchy en Ay

k=0
entonces en A. Ademds

yrn =y > v =Yy =) vhy=um.y
k=0 k=0 k=0

Y asi
, . ’ _ Y . k
lim (e —y)zn, = lim zp(e—y) = lim(e—y) } y" =
k=0
n n n n+1
Y .
k=0 k=0 k=0 k=1

en Al, por lo tanto en A. Asi por el Lema 4.2.1, e — y es invertible en A. Por otro lado
Yy € S; C /Avi, ¢ésta ultima es un algebra de Banach, por lo tanto e — y también es invertible
en E, asi e — y es invertible en A. Por el Corolario 6.6 de [17], pdg 72, A, es una Q-algebra.

Finalmente {A}};c; es una L-familia para A:

s A= JAnA)=| A, pues AC A = JA.

icl el icl

= Para,) € I, existe k € [ tal que:{;<—>:4vk y:4?<—>;4\;, por lo tanto
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A= ANA— A =ANnAy A= A4NA— Ay = AN A

» La topologia 7" de LILC relativa a la L-familia {A}};c; es la topologia 7, de LILC
relativa a la L-familia {A;};,c;. En efecto, sea W € 7/, W absorbe a S; = S: N A, pero
en la demostraciéon de la Proposicion 4.2.2 se obtiene que Ti, = Ti, entonces W e .
Por otro lado, si W € 7;, entonces por la misma observacién anterior, W &€ Tl Sea
Verstalque W=VNA U= g (V) es una vecindad en A;, entonces U N Al es

vecindad en A
ANU=VNANA=VNANA=WnNA DV con V/ vecindad en A’

La cual absorbe a la bola unitaria S}, para cada ¢ € I y hace continuo al morfismo
Al — A, entonces W € 7.

]

Para A un élgebra localmente convexa, denotamos por %A, la clase de todos los subcon-

juntos absolutamente convexos, idempotentes, cerrados y acotados de A que contienen a la
unidad de A.

Lema 4.2.2. Sea A un dlgebra topologica, C' un subconjunto idempotente y acotado de A,
entonces existe B € B4 tal que C C B.

Demostracion. El conjunto C'U {e} es idempotente y acotado ya que
(Cu{e})(Cu{e})=C*uCuUCuU{e} =CU{el.
Entonces por la Proposicion 2.2.1, la Proposicién 2.1.4 y el Lema 2.1.9, se sigue que
B =T(CU{e})

es el conjunto buscado. O]

Al igual que en el Seccién 4.1, para A un algebra topologica y B € %4 denotamos por Ap

al espacio vectorial generado por B en A, seminormado con el funcional de Minkowski pg.

Lema 4.2.3. Sea A un dlgebra localmente convera de Hausdorff. Para cada B € By,

(Ap,pp) es un dlgebra normada. A = U Ap si y solo si para cada x € A existe € > 0 tal
BeB 4
que ka (ex)¥ = 0. Para las siguientes afirmaciones:
—00

i) By es dirigida por las inclusiones,
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it) la familia {Ap : B € Ba} es dirigida por las inclusiones continuas,
iii) para cada B', B" € By, el conjunto B'B" es acotado.

Entonces i)=11)=iii). Si A es conmutativa, entonces i),ii) y iii) son equivalentes y son

implicadas por la continuidad conjunta de la multiplicacion de A.

Demostracion. La siguiente demostracion es original. Para B € %,, se demostrd ante-
riormente que el algebra (Ap,pp) es normada. Para la siguiente parte, demostramos que

A= U Ap. Supongamos que para x € A existe € > 0 tal que ka (sx)k = 0, entonces
—00
BeBa
el conjunto {(ex)"}nen es acotado (ver [36], Teorema 1.30, pag. 22) e idempotente. Por el

Lema 4.2.2, existe B € %4 tal que

{(ex)"}nen € B.

Por lo tanto ex € By z € %B, finalmente x € Ag. Ademas es claro que Ag C A, para cada
B e %y.

Inversamente, ahora supongamos que A = U Ap. Asi, para x € A, v € Ap para algin

BeABa
B € %A,. Por lo que existe A\ > 0 tal que Ax € B. Pero B es un conjunto idempotente y
acotado, entonces {(Az)"}nen €s una sucesién en By si 0 < a < 1, lim o" = 0. Lo que

n—oo
implica que

lim o"(Az)" = lim (aAz)" =0,
n—oo n—oo

con € = a\ se tiene que kh_)Irolo (ex)F = 0. Asf queda demostrada la segunda parte.

Para ver que i)=ii), sean Ap y Ac € {Ap : B € B4}, por la hipétesis, existe D € Ba
tal que BC Dy C C D, entonces Ag C Ap v Ac C Ap. Por FM.3 y la Proposicion 2.1.7,
estas inclusiones son continuas.

Para ver que ii)=iii), sean B’, B” € %, para los cuales existe C' € #, tal que Ag C Ac

y Apr C Ae continuamente. Por lo tanto existen A, 8 > 0 tales que
AB'"CCypB"CC,
asi B'B" es acotado ya que
(AB")(BB") C \BB'B" C C* C C.

Si A es conmutativa, para demostrar las equivalencias veamos que iii)=-1). En efecto, sean
B''B"e %4, B C B'B"y B" C B'B”, con B'B” idempotente pues
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(B/B//)(B/B//) — (B/B/)(B//B//) — B/B//’
ademads por hipétesis B’B” es acotado. Por el Lema 4.2.2, B'B"” C (', para algin C' € %,4.
Si ademas el producto es conjuntamente continuo y V' es una vecindad, existen vecindades
de cero U, W tales que UW C V. Como B’, B” son conjuntos acotados
NB' CUy @' B"CW, para algunas X, 5’ > 0.
Por lo tanto,
NG'B'B" CUW CV.

Esto demuestra iii) y asi la dltima parte del Lema.

Para el siguiente resultado, es necesaria la definicion:

Definicién 4.2.3. Un dlgebra bornoldgica (A,T), es un dlgebra topoldgica cuyo espa-
cio subyacente es bornoldgico localmente convero (ver la Observacion 3.2.3), es decir, la

topologia T es bornoldgica.

Proposicién 4.2.3. Sea (A, 1) un dlgebra localmente convexa de Hausdorff y & una subfa-

milia de B4 dotada con una de las siguientes propiedades:
i) cada subconjunto acotado de A es absorbido por un elemento de

it) la familia {Ap : B € '} es dirigida por las inclusiones continuas y si (Tn)nen €S una
sucesion en A entonces lim (x,,) = xy si y sdlo si existe B € K tal que x,, € Ap, para
cadan € NU{0} y nh_g}on(;}% =9 en Ap.
Entonces, {Ap : B € '} es una L-familia para A; la topologia de LILC (1;) relativa a esta
familia es la topologia original T de A si y solo si T es bornoldgica.
Si A’ es una subdlgebra de A y #' = {BNA": B € #}, entonces {Ap, : C' € K"} es una
L-familia para A’; la topologia de LILC (1) relativa a esta familia es la topologia inducida

T|ar por A si y sdlo si 7|4 es bornoldgica.
Demostracion. Primero veamos que {Ap : B € %} es una L-familia para A;
s A= U Apg. En efecto, es claro que Ag C A, para cada B € J#. Ahora, sea x € A,
Bex

{z} es un conjunto acotado y

e bajo la hipdtesis i), existe C' € & y A > 0 tal que Az € C, asi x € Ac.
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1
e por otro lado, la sucesién {:z},en € A es tal que lim (—z) = 0 en A (ver [36],
n—oo N

Teorema 1.30, pag. 22). Entonces bajo la hipétesis ii), existe B € £ con %x € B,
1
para toda NU {0} y lim (=z) =0 en Ag, por lo que = € B, i.e. x € Ap.
n—,oo M,

» La familia {Ap : B € %} es dirigida por las inclusiones continuas. Efectivamente,

e si i) se cumple. Sean By, By € £, entonces By U By es un acotado para el cual
existe D € J# que absorbe a By U By. Por lo tanto, existe A > 0 tal que

Asi Ag, C Ap y A, C Ap continuamente (ver FM.3 y la Proposicién 2.1.7).

e bajo la hipdtesis ii) ya se cumple.

Entonces (A, 7;) es el LILC de la familia {Ap : B € #'}. Si 7y = 7, entonces 7 es bornolégica,
ciertamente ya que cada dlgebra (Ag, pp) es normada, por lo tanto es bornolégica. Entonces
por la Proposicién 3.2.1, (A, 7) es de Mackey, i.e. T es bornolégica.

Inversamente, supongamos que (A, 7) es un algebra bornolégica, demostramos que 7 = 7;;
primero, cada algebra (Apg, pg) es bornolédgica y para cualquier conjunto acotado F en Ap, i.e.
F C A\B, para algun A > 0, F' es acotado en (A, 7). Entonces las inclusiones i’y : (Ap, pp) —
(A, 7) son continuas, para cada B € J (ver la Definicién 3.2.6). 7 es una de las topologias

localmente convexas que hacen a las inlcusiones continuas y 7 < 7;. Para ver que 7; < 7;

» supongamos que i) se cumple, sea W € 7; una vecindad absolutamente convexa que
absorbe a la bola unitaria de Ap (Sp), para cada B € . Si L es un subconjunto
acotado en A, por hipétesis existe C' € # que absorbe a L. Asi existen escalares
A, B> 0 tales que

AL C Cy pC C S, lo que implica que AGL C C.

De esta manera W absorbe a cualquier conjunto acotado de A y W es bornivoro. Pero

T es bornoldgica, entonces W € 7.

» bajo la hipdtesis ii), veamos que el morfismo id : (A,7) — (A, 7;) es continuo. Sea
{Zn}nen una sucesion en (A, 7) tal que lim (z,) = x¢, entonces existe B € £ tal que
z, € Ap, para cadan € NU {0} y nh_)rri?;jl) = xg en Ap, y por la continuidad de la
inclusion ip : Ag — (A, 1), nh_)n()lo(:cn) = x en 7;. Entonces por (4) de [25], pag. 383., id

resulta ser continuo.
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Para demostrar la 1ltima parte de esta Proposicién, observamos que %" C %/, pues si
C" € &' entonces C' = CNA" (con C € # C ABa) es cerrado en A’ e idempotente ya que

C'C'=(CNA)CNA)=CCNACNCANAACCNA =C".

También C’ es absolutamente convexo y acotado en A’; lo primero ya que C' es absolutamente
convexo en A y lo segundo ya que C' es acotado en A’, por lo tanto, para V' N A’ vecindad en
A’ con V es vecindad en A, A\C C V para alguna \ > 0. Asi

AN CANOCNAA CVNA.

De lo anterior concluimos que C’ € % 4.

Siguiendo con la demostracién, las hipétesis 1) y ii) sobre £ son heredadas por J#”:

» sise cumple i) y C’ es un conjunto acotado en A’, éste es acotado en A. En consecuencia
(' es absorbido por un elemento B € ¢, i.e. por BN A" € .

» bajo la hipdtesis ii), la familia {A}, : ¢’ € "} también es dirigida por las inclusiones
continuas. Ciertamente, pues para C', D" € ', C" CCy D' C D (C,D € ¥), existe
E e C Ay tal que

C'"CCCEyD CDCE,asiC'"CE =ENAyD CE =EnA

Esto implica que Ay, C A%, y A, C A%, cuyas inclusiones son continuas.
Si {n }nen es una sucesién en A’ — A, con
lim (z,) =2zpen A — A
n—oo

esto si y solo si existe B € J tal que x,, € Ap, para cadan € NU{0} y lim (z,) = z en
n—oo

n

Ag. Como z,, € Ag, x,, = Z Aiz;, donde x; € B y escalares \;, para cada i. Sin embargo B
i=1

es una vecindad absolutamente convexa en Ap. Asi

i=1

por lo tanto % € BN A'. Por lo que
xn € Agrp = A y nll_{go(xn) =z en Ay,

La demostracion concluye aplicando la primera parte de la Proposicion.
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En general una subélgebra de un dalgebra BMCA no es necesariamente un algebra BMCA,
sin embargo la Proposicion 4.2.3 nos permite saber los casos particulares para cuando esto

es valido.

Definiciéon 4.2.4. Un dlgebra localmente convexa tiene la acotacion de Allan siy solo si

cada conjunto acotado de A es absorbido por un elemento de Ba.

Hay algebras muy particulares que tienen la acotacion de Allan y que a continuacién

describimos.
Proposicion 4.2.4. Toda dlgebra A BMCA es bornoldgica.

Demostracion. La siguiente demostracion es original. Sea (A, 7;) un dlgebra BMCA con res-
pecto a la L-familia {A, }aer, la bola unitaria S, de A, es acotada en A por la continuidad
del morfismo 7, : A, — A. Entonces si B un conjunto absolutamente convexo bornivoro en
A, este absorbe a S, para cada a € I. Pero entonces B es una vecindad en la topologia de
LILC y asi (A, 7;) es bornolégica.

]

Proposicion 4.2.5. Para un dlgebra A localmente conveza de Hausdorff, son equivalentes:

i) A es un dlgebra No-BMCA,

i1) (A, T) es bornoldgica y existe una subfamilia numerable & de B4 tal que cada conjunto

acotado de A es absorbido por un elemento de ¢ .

Demostracion. i)=-ii). Supongamos que A es un algebra Xp-BMCA. Por la Proposicién 4.2.4,
(A, 7) es bornolédgica. Sea {A,}aer una L-familia numerable para A, i.e. [I| = RXg y D un

conjunto acotado en A. Entonces existen acotados D,, € A,, tales que

DC zn:Dai C el (zn: D,,)
i=1 i=1

(ver la Proposicién 3.1.13). Pero la L-familia es dirigida por inclusiones continuas, por lo que
existe k € I tal que A,, — Ag, parai = 1,...,ny D,, es acotado en A (para cada 7). Sea

Sk la bola unitaria de Ay, para cada i existe \; > 0 tal que
D,, C \Sk.

Lo que implica que

zn:Dai - (zn: i) Sk C tSk.
i—1

1=1
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Se sigue que D C t ¢la(Sk). Sin embargo cls(Sy) € HBa y como k es un elemento de I,
efectivamente la unién de todos estos elementos forman la subfamilia J7 .

ii)=1). Se sigue de la Proposicién 4.2.3. O

Proposicion 4.2.6. Sea A un dlgebra localmente m-convexa conmutativa, metrizable, su-

pongamos que existe una vecindad V' tal que

lim 2% = 0 para cada z € V.
k—o0

Entonces {Ap : B € Ba} es una familia dirigida por las inclusiones continuas. Si (Tp)nen
es una sucesion en A entonces lim (x,) = x¢ si y sdlo si existe B € B4 tal que x,, € Ap,
n—oo

para cadan € NU{0} y lim (x,) = 2 en Ap.
n—oo

Demostracion. Como A es un algebra localmente m-convexa conmutativa, la multiplicacion
es conjuntamente continua, entonces por el Lema 4.2.3, la familia {Ap : B € %4} es dirigida
por las inclusiones continuas.

El resto de la demostracién es sustancialmente tomada de la demostracién del Teore-
ma 4.1.3. El édlgebra A es ademas metrizable y por lo tanto i-bornoldgica, entonces por el
Teorema 4.1.1 tenemos que si lim z,, = g en Ag, para algun B € %4, entonces lim x,, = xq

n—»00 n=»00

en A, bajo la inclusiéon continua ig : Ag < A. Antes de proceder con la demostracion, ob-

servamos que si {2, }nen €s una sucesion en V', tal que lim z, = 0. Consideramos
neN

D =idem ({zp}nen U{e}).

Afirmamos que D es acotado. Efectivamente, si fijamos una vecindad W tal que WW C W C
V', existe n’ € N tal que z, € W para todo n > n'. Ahorasi z € D

n'<n
donde {m, },en es una sucesién de enteros no negativos finalmente cero. Y el término 2"
pertenece al conjunto acotado {z" : m = 0,1,...}. Por lo tanto, para cada i = 1, ...,n existe
k; € N tal que

{zl":m=0,1,..} CTkW.

7

Ademas como W es idempotente

[[zmewcv.

n’'<n

Tomamos k = méax{k; : i =1,...,n'},

ze (kW)W C k"W,
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pero k y n’ no depende del z elegido, concluimos que D es acotado.

Prosiguiendo con la demostracién de la Proposicién, sea {x, },en una sucesién en A tal
que lim (z,,) = 29 en A. A es metrizable, asi existe una sucesién de nimeros reales {€, }nen,
tal q@oﬁn — 0y e, (z, —x9) = 0 en A (ver [36], Teorema 1.28, pag. 20).

Sean z, = €, (z, — x9) y n” € N tal que 2, € V para toda n > n”. Entonces por lo

anterior, para la sucesion {z, }nsn7,
C =idem ({zn}nsn U{e}), es un acotado.
Por otro lado, como V' es una vecindad y absorbe puntos, existe ¢ > 0 tal que ex; € V', con
i=1,...,n". En consecuencia, para cada ¢ = 1,...,n" el conjunto C; = {(ex;)™ : m = 0,1, ...}
es acotado. Entonces
C'=C- H C; contienea C'ya C; (i=1,..,n").

0<i<n’

Sin embargo, el producto finito de conjuntos acotados es acotado (ver la Proposicién 4.1.4)

lo que implica que C’ es acotado. C’ es idempotente ya que para xz,y € C’

vy = ([T = I Cexa™)(IT 22~ ] (ex)™

k>n" 0<i<n/! k>n" 0<i<n’
_ ak+B N+t
- ||zk . ” (€x;)™ .

k>n' 0<i<n’

C' es idempotente y acotado en A, por el Lema 4.2.2 existe B € By, tal que C' C B.
Por lo tanto C; C B y entonces x; € Ap para i = 1,...,n"”. También C C B y como
Ty — T = €32, € €,C C €,B, para cada n > n”, entonces z,, € €,B + xy C Ag. Con esto

concluimos que
{Zp}neny € Ap y lim (z,,) = 2 en Ap.
n—oo

[]

Lema 4.2.4. Sea A un dlgebra localmente convexa conmutativa con una topologia metrizable

y completa, con la propiedad:
para cada x € A existe € > 0 tal que lim (ex)* =0
k—o00
Entonces A es un dlgebra localmente m-conveza.

Demostracion. Para un algebra localmente convexa conmutativa metrizable y completa el

ser un algebra localmente m-convexa es equivalente a:
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o0 o0

para cada x € Ay cada funcién entera p(\) = Z ar\¥, la serie Z a,z® converge en A.
k=0 k=0
(ver [43], Teorema 13.8, pag.47). Veamos que esto se cumple. Sea z € Ay ¢(\) = Z apx”
k=0
una funcion entera, sea € > 0 tal que
lim (ex)* =0
k—o0
y consideramos D = T'{(ex)* : k =0,1,...}, y, = Zak)\k. Entonces
k=0
Yn — Ym = Z apx® = Z ar(e ®)(ex)" € ( Z lax|e ) D, para cada m > n.
k=n+1 k=n+1 k=n+1

o

Como la serie Z are " converge absolutamente al niimero ¢(e~!) y D es acotado, entonces
k=0

la sucesién {y, }nen es de Cauchy en A que es completa, entonces {y, }nen converge en A. [

Ahora nos vamos a restringir a algebras localmente convexas conmutativas equipadas con
una topologia completa y metrizable (un algebra de Fréchet) y a la clase generada por éstas

mediante el limite inductivo localmente convexo.

Definicién 4.2.5. Si A es un dlgebra con unidad e, el espectro (spa(z)) de un elemento

reAes
spa(x) ={A€C: e —a & Ga}.
En un dlgebra arbitraria A, el espectro de un elemento x € A es
spa(z) ={AeC: \'z & G4} uU{0}.
El radio espectral (r,(x)) de x es
ra(x) =sup{|A| : X € spa(x)}.

Proposicién 4.2.7. Sea (A, T) una F-dlgebra, localmente convexa, conmutativa (o un dlgebra

de Fréchet conmutativa). Entonces son equivalentes las siguientes afirmaciones:
i) Para cada x € A existe € > 0 tal que kh'm (ex)*.
—00

ii) A es localmente m-conveza y existe una vecindad V' tal que
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lim 2* = 0 para cada z € V.
k—o0
iii) {Ap : B € Ba} es una familia dirigida por las inclusiones continuas. Si (xp)nen €S
una sucesion en A entonces lim (z,) = xo si y solo si existe B € Ba tal que x,, € Ap,
—00

para cadan € NU{0} y lim (x,) = 2 en Ap.
n—o0

i) A es un dlgebra de Banach-BMCA.

1

v) A es una Q-dlgebra y el morfismo x — x~' es continuo.

vi) A es una Q-dlgebra.

Las propiedades anteriores son heredadas para subdlgebras cerradas de A y cocientes topologi-

cos bajo ideales cerrados (equipados con la topologia producto).

Demostracion. Esta demostracién contiene argumentos originales. i)=-ii). Por el Lema 4.2.4,
A es un algebra localmente m-convexa, ademas por la Proposicién 4.1.4, A es un algebra
p.i.a. Finalmente por la Proposicion 4.1.8, V' es una vecindad.

ii)=>iii). Se sigue de la Proposicién 4.2.6.

iii)=-iv). Por hipétesis A es un algebra metrizable y por lo tanto bornolégica (ver [21],
Proposicién 3, pag. 222). Ademds por la Proposicién 4.2.3, (A, 7) es el LILC de la L-familia
{Ap : B € ABa}. Veamos que cada &lgebra normada Ap es completa y asi de Banach.
Efectivamente, sea {x,},eny una sucesion de Cauchy en Ap, ésta es de Cauchy en A. Sin
embargo A es completa, entonces existe x € A tal que lim z, = z, dado que A de de
Hausdorff y por la hipétesis concluimos que x € Ag. Por lont_a);c}to Ap es un algebra completa
i.e. de Banach.

iv)=v). Por el Teorema 4.2.1, A es una Q-dlgebra. Ademas el conjunto de los elementos
invertibles G4 es abierto, entonces es un Gg-conjunto (es decir, es la interseccién numerable
de conjuntos abiertos). Por la Proposicién 2 de [39], pdg. 113, el morfismo x — a1 es
continuo.

v)=>vi). Por hipdtesis A es una Q-algebra.

vi)=). Si A es una Q-algebra, entonces

V={zeA:razx) <1}

es una vecindad (ver [17], Proposicién 6.14, pag. 80). Ademds (e — z)~! = Zxk (ver [9],

)
k=0

Lema 3.3.18, pag. 126), por lo que
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k-1
k— o (o J { k—
¥ =e— (e x)(zox)ykgnmx 0.
j:

Pero como la vecindad V' absorbe puntos, entonces para cualquier x € A, existe ¢ > 0 tal
queex € V'y k@loo(ex)k = 0.

Finalmente si M es una subélgebra cerrada (resp. un ideal cerrado) de A, entonces M
(resp. A/M) es un algebra de Fréchet. Asf es suficiente con demostrar que i) es heredado por
M (resp. A/M). En efecto, para cada x € M i) se cumple (resp. para T € A/M, existe x € A
tal que m(z) =T = x + M, por lo que kEnoo(ex)k = 0 para algun € > 0, lo que implica que
Jim (en(2))* = lim (€7)" = M).

[

Proposicion 4.2.8. Sea A un dlgebra de Fréchet conmutativa. Si A tiene la acotacion de
Allan entonces A cumple las equivalencias de la Proposicion 4.2.7. Si A es un espacio de
Montel y A cumple alguna de las equivalencias de la Proposicion 4.2.7, entonces A tiene la

acotacion de Allan.

Demostracion. Supongamos que A tiene la acotacién de Allan, entonces como cada punto es

acotado, éste es absorbido por algin elemento B € % 4. Entonces
Ax € B, para algin A > 0.

Pero B es un conjunto idempotente y acotado, entonces kﬁnoo()\:n)k = 0. Por lo tanto se
satisface i) de la Proposicién 4.2.7.

Por otro lado si A es un espacio de Montel, entonces cada acotado B de A es relativamente
compacto y por el Corolario de la Proposicién 7 de [8], pag. 346, A tiene la acotacién de Allan.

]

Concluimos esta secciéon definiendo un tipo de LILC, debilitando oportunamente en (%)
una de las hipdtesis para la familia {A;}ic;. Si A; no es necesariamente un algebra normada,
pero si un algebra localmente convexa, podemos hablar de la topologia de limite inductivo
localmente convexo (LILC), la cual es la topologia localmente convexa més fina 7. en A que
hace a los morfismos inclusién de A; en A continuos, para cada i € I. Esta topologia admite
como un sistema fundamental de vecindades de cero a la familia de todos los subconjuntos
de A absolutamente convexos que absorben a alguna vecindad en A;, para cada i € I.

Los siguientes resultados son citados en [8] sin demostracién, por lo que la demostracion

presentada aqui es original.




CAPITULO 4. LIMITES INDUCTIVOS DE ALGEBRAS TOPOLOGICAS 169

Proposicién 4.2.9. Sea A un dlgebra conmutativa y (A;)icr una familia de subdlgebras de

A tales que
A=J4,
iel

donde para cada i € I, (A;,7;) es un dlgebra localmente m-convexa, metrizable y el conjunto
Vi={x € A;: lim 2" = 0}
k—o0

es una vecindad en A; (resp. para cada i € I, (A;,7;) es un dlgebra de Fréchet que satisface
una de las propiedades de la Proposicion 4.2.7). Ademds la familia (A;)ier dirigida por las
iclusiones continuas.

Entonces A con la topologia 1. de LILC respecto a la familia (A;)ier es un dlgebra BMCA
(resp. una Banach-BMCA)

Demostracion. Primero supongamos que cada algebra A; es conmutativa, localmente m-

convexa, metrizable y el conjunto
Vi={x € A;: lim 2" =0}
k—o00

es una vecindad en A;. Por la Proposicién 4.2.6, la familia {(A;)p, : B; € HBa,} es dirigida

por las inclusiones continuas con la propiedad:

si (x,)nen €8 una sucesion en A; entonces lim (x,,) = xg si y s6lo si existe B; € B4, tal que
n—oo

xn € (A;)p,, para cadan € NU{0} y lim (z,) = x¢ en (A4;)p,.
n—oo

Entonces se satisfacen las hipdtesis de la Proposicién 4.2.3, por lo que {(4;)p, : B; € $Ba,}
es una L-familia para (A;,7,) (con 7, la topologia de LILC). Ademés (A;, ;) es metrizable

y asi bornolégica. Esto significa que 7; = 7;,. Y para cada ¢ € I,
—

Veamos que la union de todas estas familias,

{45, : Bi € B4} (4.8)
iel
forman una L-familia para el dlgebra A. En efecto,

= es claro que cada (4;)p, es una subdlgebra normada de A;, asi de A, para cada i €
I, B; € A,4,. También
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A=JA= U s = H(A)s, : Bi € Ba}.
el BZleEQIﬁA el

» La familia 4.8 es dirigida por las inclusiones continuas: sean B; € B4, y C; € HBa;,,
(Az)Bl — Az y (Aj)Cj — Aj.

Por hipétesis, la familia (A;);e; dirigida por las inclusiones continuas. Entonces existe
ke I tal que A; — Ay A; — Aj. Por lo tanto los conjuntos B;, C; son idempotentes

y acotados en A;. Tomando
Ly = cla,(B;) y My = cla,(C5),
por el Lema 2.1.9 y la Proposicién 2.2.1, Ly y Mj, € $a,, asi existe N, € Aa, tal que

(Ai)B, = (Ap)n, ¥ (Aj)cj — (Ax)n, -

Entonces (A, ;) es el LILC relativo a la L-familia 4.8 y A es un dlgebra BMCA. Finalmente
veamos que 7; = 7. Sea W € 7., absolutamente convexa que absorbe a alguna vecindad de
A;, esto para cada ¢ € I. Afirmamos que para cada i € I 'y B; € $,4,, W absorbe a la bola
unitaria Sp, de (A;)p,. En efecto, sea V; la vecindad en 7; = 7;, que W absorbe, por definicién
de una base fundamental de vecindades de cero para 7, V; absorbe a la bola unitaria Sp, de

(Ai)B,, para cada B; € A,,. Asi existen escalares A,  tales que

Lo que significa que W es un elemento basico para la topologia 7, asi 7. < 7.

Por otro lado, sea W € 7; una vecindad absolutamente convexa que absorbe a la bola
unitaria Sg, de (A;)p,, paracadai € [ 'y B; € B4,. Entonces ;,nNW € 7, =7, y AinW C W.
Entonces W absorbe a alguna vecindad de A;, esto se puede obtener para cada i € I. Por
definicion, W es una vecindad basica en la topologia 7. y 77 < 7.

Para la otra parte de la demostracién, observamos que para cada i € I, (A4;, 7;) se supone un
algebra de Fréchet que satisface una de las propiedades de la Proposicién 4.2.7, en particular
que cada A; es una Banach-BMCA. Entonces existe una L-familia {(A;)x}rerx que consta de
algebras de Banach, de manera similar a la prueba anterior, se demuestra que la topologia 7.

con respecto a esta familia es la topologia 7; con respecto a la familia U{ (A))r ke K}, O
iel
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Proposicién 4.2.10. Sea A un dlgebra conmutativa y { A nen una sucesion de subdlgebras
de A tal que

A=A,

neN
supongamos que para cada n € N, (A,,T,) es una By-dlgebra y Q-dlgebra con la topologia
T, de Montel, A, un subespacio topoldgico (cerrado) de A,.1. Entonces A con la topologia
relativa localmente convexra 7. es un dlgebra de Banach-BMCA cuya topologia es completa
de Hausdorff y con la acotacion de Alan:

st {Tpn}nen €s una sucesion en A entonces lim x,, = xo en A si y sdlo si existe B € PB4 tal
n—oo

que x,, € Ag, para todan y lim x, = xq en Ag.
n—oo

Demostracion. Por la Proposicion 3.3.2 y la Proposicién 3.3.3, (A, 7.) es de Haudorff y
completa. Como cada A, es Q-algebra con las hipétesis de la Proposicion 4.2.7, cada A, es
una Banach-BMCA y por la Proposicion 4.2.8 tiene la acotacién de Allan. Entonces para
cada n € N existe una L-familia de dlgebras de Banach {4, : i € I,}, se sigue de la misma

manera a la demostracién de la Proposicion 4.2.9 que

J{An rie L} (4.9)
neN
es una L-familia para (A, 7;), con 7; la topologia de limite inductivo localmente convexo
respecto a la L-familia 4.9 y que 7. = 7.

Ademas A tiene la acotacién de Alan, en efecto, primero observamos que A, = A,;1 NA,,
donde A,,1; es cerrado en 7,41, entonces por la Proposicion 3.3.4 para B un conjunto acotado
en A, B es acotado en A,/ para algiin n’ € N, por lo tanto es absorbido por algin C' € %, ,.
Por la continuidad de la inclusion, C' es acotado, absolutamente convexo, idempotente y

contiene a la unidad de A, i.e. la de A, asi

Donde cl4(C) € %4 (o bien ver el Lema 4.2.2). Por lo tanto, A tiene la acotacién de Alan. [J




172 4.2. LIMITE INDUCTIVO DE ALGEBRAS LOCALMENTE CONVEXAS




Capitulo 5

Ejemplo especial

5.1. El algebra £(P)

Sea P un subconjunto abierto o la cerradura de un subconjunto de R™, £(P) el algebra
de todas las funciones K-valuadas infinitamente diferenciables en R™ que se anulan fuera
de P, con las operaciones algebraicas definidas puntualmente y la topologia de Schwartz
definida de la siguiente manera:

Para cada subconjunto compacto K de P y cualquier multi-indice p = (p1, p2, ..., pm) de
enteros no negativos, donde |p| = Zpi. Sea t = (t1,t2,....tn) € R™ y 0; = a% la j-ésima

i=1
derivada parcial para 7 = 1,...,m. Sea

__ aP1 P2 o alr| .
DY =90 o - - - O = AT e

si |p| =0, DPx = x con z € E(P).
Ahora, sean x,y € £(P) y otro multi-indice ¢ = (¢1, 2, ---, ¢n) de enteros no negativos,

consideramos la regla de Leibnitz para la derivada de un producto

D (®) = 3 (1) 0D (o, t € R

q<p q

donde ¢ < p significa que ¢; < p; paracada j =1,....,my
(o) = GG ()
q a1/ \42 am

Nj (@) = sup | D"z (1) (5.1)

Sea

Si 7 es un entero positivo y 0 < € < 1, sea

173
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V(K,r,e) ={z € E(P) : N}.(x) <2 "¢ para todo multi-indice p tal que |p| < r}.

La regla de Leibniz para la derivada de un producto demuestra que cada V (K, r, €) es
idempotente con K C P compacto, 7 € Ny 0 < e < 1. En efecto, sean z,y € V (K, r,¢).

Primero observamos que como
supp(zy) C supp(x) N supp(y) C PNP =P

(ver el Ejemplo 3.4.1), entonces zy € C>®(R™) y se anula fuera de P. Ahora sean ¢t =
(t1,....;tm) € R™ y p = (p1, ..., ) un multi-indice de enteros no negativos ordenados, donde

Ip| = Z p; tal que |p| < r. Entonces por la férmula de Leibniz:

1<i<m

Nilan) = sl D)0 =sup| 3 () el i)

VAN
0]
o
go]
R
< 3
~
o)
=
)
—~
&
T
3
_Q
Ny
=

q<p
= > <p> sup |[DPz(t)| - sup | D"~y ()]
1<p q/) tek teK
D _
= % (") k@t
q<p q

Ademds |p—q| <r,yaquecadai=1,..,m, p; > q;, asi

0<|p—q|l= Z Di — Qi = Z Di — Z g <.

1<i<m 1<i<m 1<i<m

Por otro lado, como (p) = (p1) (p2) (pm> y
q 41/ \q2 m

S ))-C) <z ()2 () 2 () sm <z

q<p @i <pi qi<p1 qi<p2 4i<pm
Entonces de la ecuacion 5.2
p —r —r r 2 r
< 277€ 277e 2" 2 < 2"e.
q<p q

Finalmente, zy € V(K,r,e) y V(K,r, €) es idempotente.
También veamos que la familia % de todas las V (K, r, €) forman una base local de vecin-

dades absolutamente convexas:
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Para V(K,r,e) € B, sean \ 'y [3 escalares tales que |\ + || < 1y z,y € V(K, 7€)

Nz +Py) = sup |D(Ax + By)(1)] < [Asup [ D"z (t)| + | 8] sup [ DPy(1)]
teK teK teK

< 27le+ 8127 e < (N 182 e < 27t

Por lo que Az + py € V(K,r,e) y entonces V (K, r €) es absolutamente convexo. Para ver
que A es una base local: sean K, K’ subconjuntos compactos de Py sean p = (p1, P2, .-, D)5
q = (1,92, .., ¢n) multi-indices de enteros no negativos para considerar Ny y Ni.,. Si r,s
son enteros positivos y 0 < €, < 1, sean V(K re) y V(K',s,0). Definimos T' = K N K’,

entonces T es un subconjunto compacto de P y para w = max{r, s}, 0 = min{e, d},
V(T,w,0) CV(K,r,e) NV(K' s,0).

Como la familia de todos los V(K| r, €) forman un sistema fundamental de vecindades de
cero para la topologia definida por las seminormas N7, ésta es una topologia localmente

m-convexa.

Observacién 5.1.1. Vemos que cada N¥.(x) es una seminorma en E(P) (ver la ecuacion
5.2). En efecto, para x,y € E(P) y A € K:

» N2 (z) =sup|DPz(t)| > 0.
tek

= N (Az) = sup |DP(Az)(t)| = sup [ADx(t)| = sup |A|| DPx(t)]
teK teK teK

= [Alsup [DPx(t)] = |A[Ni ().
teK

» Np(z+y) =sup|DP(z+ y)(t)| = sup |DPz(t) + DPy(t)|
teK teK

< sup |DPx(t)| + sup |[DPy(t)| = N (z) + Ng(y).
teK teK

Ademds por la ecuacion 5.2, cada N%. es una seminorma submultiplicativa, cuya familia
definen la topologia de E(P), entonces por la Definicion 2.2.5, E(P) es un dlgebra localmente

m-Cconvexa.
Ahora, como R™ es la unién de la sucesién:

K,={zeR™:|z| <n+1},n e NU{0}
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los cuales forman una sucesion exhaustiva o fundamental de subconjuntos compactos, es
decir, para cada compacto K C R™ existe n’ € N, tal que K C K,,. Veamos que la familia
{P,(x)}nen, donde

P,(z) = sup |D%x(t)| (5.2)

teK,
laj<n

es de seminormas submultiplicativas y define una topologia en £(K), equivalente a la que
define la familia 5.1. En efecto, para x,y € E(K) y A € K:

= P,(z) >0.
= Pu(z)(Ar) = sup |D*(Az)(t)| = sup [AD"z(t)| =
teKm teKm
la]<m loe|<m
= [Al sup |D%z(t)| = [A| Pn(x).
ff\g%

En(x +y) = sup [D*(x +y)(t)] = sup [D%(t) + D(?)]

teKm teKm
|| <m || <m

< sup |D%(t)| + sup |[Dy(t)| = Pu(z) + Pu(y).
fffi% \fé%

La submultiplicatividad se debe a la regla de Leibniz, similar a la ecuacion 5.2.

Ahora, ambas familias de seminormas definen la misma topologia. Para ello, vemos que

en [21], pag. 96 6 [29], pag. 152 es suficiente con:

» Sea Nl como en la Ecuacién 5.1, donde K es un subconjunto compacto de R™, y p un
multi-indice de enteros no negativos. Entonces, existe ny € N tal que K C K. Sea

n’ = max{no, |p|}, asi
N2 < Py

= Consideramos la seminorma P,, con n € N. Entonces

P, <) Np.
ll|<n
Con esto, observamos por el Teorema 2.1.3 que la topologia definida anteriormente por ambas

familias de seminormas es metrizable.

A continuacion, un lema para describir algunas de las propiedades del dlgebra en cuestién.
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Lema 5.1.1. Sea p = (p1, ..., pm) un multi-indice de enteros no negativos; no todos cero,
sea x una funcion K-valuada en R™ tal que DP(x) existe y es continua, y sea K C R™ un

subcongunto compacto. Sir = sup |z(t)] < 1, entonces
teK

lim N7 (z") = 0.

n—oo

Demostracion. Por induccién observamos que

Dr(an) =Y nl(n — |pl + i) 2" PRy, 5 (D92)o<qsy).
la suma es sobre todas los multi-indices j, tales que j < py 0 < [j| < |p| — 1, donde hy,_;

es un polinomio de (p; +1)(p2 +1) - - - (P + 1) — 1 indeterminadas.

Ahora sean :

kj = sup ’hp,pfj((qu)qup)(t)L

te K
ko= méx{k;:0<[j| <|p|-1,j<p}y
¢c = m+DP2+1)- (P +1).

Entonces para n > |p|,

Ni(z") = sup|DP(z")(t)|

teK
= Sup 1O nt(n = |pl + i) e Py, i (D%)0<q<p))) (2)]
<> ol (n—!p|+Ij!)!‘lfgfg\:v""”'“j‘(tﬂfél}lgIhp,p—j(D"x(t))o<qsp|- (5.3)

Pero r = sup|z(t)] < 1 implica que r®* < 1, para cada s € N. Y para cada t € K,
teK

|z P+l ()| < |2 IPI(1)] < 1, asi

sup |xn7\pl+ljl<t>’ < pnolel (5.4)
teK
Adem3s
sup |hp7p—j(qu(t))0<qu| <k (5.5)
teK
ysi|p| <n
n! n!

T AR G ) (5.6)
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Observamos que la suma es sobre todos los j’s y 7 < p, con lo que j; < p; para cada i.

Entonces de las ecuaciones 5.4, 5.5, 5.6, se tiene que la ecuacion 5.3 es

IN

Zn(n — 1)+ (n—|p| + )" P
< en(n—1)---(n—|p|+ 1)r" g

< LenPlyn=Ipl

Como 0 <r < 1, parae:ﬁ (m € N) eXisteNGNtalqueT”<ﬁparacadanZN,

nlPl
on|pl

entonces n/Plyn=IPl < (r=1Pl). Asi lim kenPlr=Pl =0, por lo tanto
n—oo

lim N7 (z") = 0.

n—oo

]

Proposicion 5.1.1. St K es la cerradura de un subconjunto relativamente compacto, abierto

de R™, entonces E(K) es una P-dlgebra, metrizable, conmutativa y por lo tanto i-bornoldgica.
Demostracion. Sea K la cerradura de un subconjunto relativamente compacto, abierto de
R™ Parar' =1ye<1

V(K,r" e) ={x € E(K) : Ni-(x) < 27"e < 1 para todo multi-indice p tal que |p| < '}

es una vecindad basica de cero para la topologia de Schwartz. Pero la topologia de Schwartz
es la topologia de la convergencia uniforme sobre compactos, de las funciones C*°(R™) y
todas sus derivadas. Entonces para x € V(K,r,€), Ni(z) < 1. En particular N (z) < 1,

entonces por el Lema 5.1.1
N7 (x™) =0
para todo multi-indice p no cero. Ademaés

Ni(a™) = sup 2" (t)| = (21[13 z(t))" = (Ng)" — 0.

Por lo tanto 2 — 0 en £(K). Esta convergencia es uniforme en todas sus derivadas. Entonces
V(K,re) C{z € E(K):x — 0}

y asi £(K) es una P-algebra.
El dlgebra £(K) es metrizable por una observacién anterior. Por lo tanto, por el Teore-

ma 4.1.3, £(K) es una P-dlgebra, metrizable, conmutativa, p.i.a. e i-bornoldgica. O
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Si P es un subconjunto abierto de R™, denotamos por %p el algebra de todas las funciones
K-valuadas en R™ infinitamente diferenciables de soporte compacto en P. Sea (2 la familia

de todos los subconjuntos cerraduras de abiertos relativamente compactos de P, entonces
7p = | J €(K)

y la topologia de Schwartz en Zp es la topologia de limite inductivo topolégico con respecto
a la familia {£(K)}xeq. Esta topologia es la misma que la topologia de limite inductivo
topoldgico respecto a la sucesién {E(K,)}neny vy morfismos inclusion iy : E(K,) — PDp,

donde K,, € Q, P = U K,y K, C K2, ,. Entonces {£(K,)}nen es una sucesion creciente de

neN
ideales (ver el Ejemplo 4.1.6) cuya unién es Zp, cada ideal dotado de la topologia localmente

m-convexa inducida por £(P). Por lo tanto, por la Proposicién 4.1.3, Zp es un algebra
localmente m-convexa y el limite inductivo algebraico es la también la topologia de Schwartz

en Yp.

Proposicion 5.1.2. Si P es un subconjunto abierto de R™, Pp es un dlgebra i-bornolégica,

P.1.G.

Demostracion. Como se acaba de ver, Zp es el limite inductivo algebraico de algebras i-
bornoldgicas, p.i.a. cuya uniéon es Zp. Por lo tanto, por la Proposicion 4.1.4 y la Proposi-

cion 4.1.6, Zp es un algebra i-bornoldgica, p.i.a. O

5.2. Los espacios vectoriales bornolégicos &(P) y Z(P)

5.2.1. &(P)

Sea P un conjunto abierto en R™. C*°(P)(&(P)) denota el conjunto de todas las funciones
complejo-valuadas = en P infinitamente diferenciables, i.e. para cada o € N”, la derivada
parcial D%z existe y es continua en P. Una bornologia definida en el espacio C*°(P) es como
sigue: un subconjunto A de C*°(P) se dice acotado si para cada subconjunto compacto
K C Py para cada m € N tenemos:

sup sup |D%x(t)| < +oc. (5.7)

z€A teK
lor|<m

En efecto, veamos que se satisfacen las condiciones de la Definicion 3.2.1 para £ la bornologia

definida anteriormente,
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i) parax € &(P), {x} es acotado en el sentido anterior, ya que para cualquier subconjunto
compacto K C Pym €N,

|2\ (t)| < 400, para cada |a| <myte K. (5.8)
Asi sup sup |D%z(t)| < +o00, lo que significa que &(P) = U,%’
{z} teK
la|<m

ii) Sean B € #Zy A C B. Por las propiedades del supremo

sup sup |D%x(t)| < sup sup |D%x(t)| < +oo, (5.9)
ved |cty\e<Km veb |ctu|e<Km

para cada subconjunto compacto K C P y para cada m € N.
iii) Sean By, ..., B, € %,

sup sup |D%(t)| = sup{sup sup |D%(t)|,..., sup sup |D%x(t)|} < +oo. (5.10)
e |§¢\G<Km veb \54|€<Km €Bn |é\€<Km

Observacion 5.2.1. Ademds la bornologia % es convexa:

Para B € A, sea x € conv (B) = C, entonces existen escalares \; > 0 y elementos z; € B

con

=1 =1

Entonces param e Nyt e R

(0] <D Ml (@),
i=1
asi para cualquier subconjunto compacto K CRy m € N

sup sup ()] < Y~ A sup sup |2 (1)] < +oc,
zeC | t‘€<K i—1 z,€EB |t‘€<K

por lo que C' € ZA. Esta bornologia es llamada la bornologia €*°.
La bornologia ¢ puede ser definida por la familia de seminormas
Prm(x) = sup |[D%(t)].

teK
la[<m
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Si {K} es una sucesion exhaustiva de conjuntos compactos de P, lo que significa que es una

sucesion de conjuntos compactos que cubren a P tal que K; C int(K, 1) (ver [14], Cap. 8) y

ademas cada subconjunto compacto K de P esta contenido en uno de los Kj;, la sucesién
P, (z) = sup |D%x(t)|, (5.11)

teKm
lor|<m

de seminormas define la bornologia > de C'*°(P). En efecto, A es acotado en la borno-
logia €>° anterior si todas las seminormas P,, son acotadas en A cuando K recorre todos
los subconjuntos compactos de P y m recorre todos los enteros no negativos. La topologia
(1) generada por esta familia de seminormas es localmente convexa metrizable como vimos
anteriormente y entonces > es la bornologia de Von Neumann-Kolmogorov. Ademés la
bornologia de C*°(P) es separada, ya que para cada 0 # x € C°(P), existe un subconjunto
compacto K’ C R"™ tal que para algin t € K', z(t) # 0, i.e. P,,(x) # 0. Con esta bornologia,
el espacio C*°(P) es denotado por &(P). También 7 es llamada la topologia condnica de
E(P).

5.2.2. 92(P)

Consideramos el dlgebra Z(P) de todas las funciones complejo valuadas infinitamente
diferenciables de soporte compacto y definimos la bornologia candnica %, de Z(P) como:
B C P(P) es acotado (B € A.) siy sblo si:

i) Existe K C P compacto tal que supp(z) C K, para cada x € B.
ii) Para cadam € N

sup sup |D%x(t)| < +o0. (5.12)
zeB teK
la]<m
A, define una bornologia convexa, separada en Z(P). En efecto, veamos que Z. satisface

las condiciones de la Definicién 3.2.1:

i) para x € Z(P), {z} es acotado en el sentido anterior, ya que por ser R o-compacto,

existe K,, C P compacto tal que supp(x) C K, y para m € N se cumple 5.8. Asi,

2(P) = %..

ii) Sean B € B,y A C B. Para cada z € B, supp(z) C K (para algin subconjunto
compacto K C P) y por 5.9, A € A..
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iii) Sean By, ..., B, € B., K = U K; la unién de los compactos para los cuales supp(zx;) C
i=1

K;, (para cada z; € B;). Entonces K es compacto, supp(xz) C K para cada x € U B;

=1

y se cumple 5.10.

A. es convexa y separada (ver la Observacién 5.2.1 y para x # 0, supp(z) € K, con K
compacto. Entonces para t € K, z(t) # 0y px.m # 0).

Para cada subconjunto compacto K C P, sea
Di(P)={f € C®(P) : supp(f) C K}.

Entonces Zk(P) es un subespacio vectorial de &(P) y por lo tanto puede ser dotada de una
bornologia, la inducida por &(P). Sea € la bornologia en Zk (P) inducida por (E(2), €*).
Es decir, C € €5° si

» Ce?™.

Sea [ el conjunto de todos los subconjuntos compactos de P, dirigido por las inclusiones
“C’ryaquesi KK e |, KUK e ly K C KUK K' C KUK'. Para K C K/,

Dk (P) C Dk:(P), la inclusién candnica
iK’,K : @K(P) — @K/(P)

es acotada. En efecto, sea B € €52, B C Pk (P) C Px/(P)y B € €. Por lo tanto B € €5.

Como

2(P) = |J 2x(P)

Kel

Entonces (Z(P), ) es el limite inductivo bornolégico con respecto al sistema inductivo
{(@KW@K)yiK’,K}KcK/, i.e.

(2(P), %) = i (%, 6)

Notamos que la inclusion Z(P) — &(P) es acotada porque lo son todas las inclusiones

Dk (P) — &(P). Entonces veamos que

(2(P), #) = (2(P), #.) = im (T, €).
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En efecto, por definicién 4 es una bornologia més fina que A, (# C 4.). Por otro lado si
B' € B., B C 9(P), entonces existe K’ C P compacto, tal que supp(x) C K’ para cada
r € B’y para cada m € N se cumple 5.12. Entonces B’ C Px/(P) y como para cualquier

otro subconjunto compacto K C P tal que
KNK' =06 K C K, entonces toda = € B’ se anula en K 6 en K \ K’ respectivamente,
y en todo subconjunto compacto K C P tal que
KNK #( 6 K C K', el supremo existe.

Entonces por 5.7, B’ € €, asi B’ € €5 y finalmente B’ € # (ver la Subseccién 3.2.3 y la
Observacién 3.2.1).

5.3. Relacién entre Limite Inductivo Topolégico y Limi-

te Inductivo Bornolégico

En el desarrollo de esta tesis, hemos abordado dos conceptos sumamente importantes para
el estudio de los limites inductivos en espacios vectoriales topolégicos y dlgebras topolégicas;

la topologia y la bornologia. Como menciona el matematico Henri Hogbe Nlend en el ano
1971:

A cada tipo de problema le corresponde necesariamente un tipo apropiado de estructura.
La bornologia y la topologia vectoriales son dos aspectos necesarios, distintos y
complementarios, de una sola realidad. Utilizar de manera apropiada el uno o el otro es, a

nuestro entender, como saber caminar sobre ambas piernas.

Entonces el siguiente resultado muestra “el puente” entre la bornologia y la topologia

mediante el limite inductivo:

Proposicién 5.3.1. Sea (E;, f;i)ijer un sistema inductivo de espacios vectoriales localmente
convezos (E;,1;). Sea E el limite inductivo de este sistema inductivo y para cada i € I, sea
fi : E; = E el morfismo candnico (ver la Seccion 3.2). Para cada i € I, sea B, la bornologia
de Von Neumann-Kolmogorov del espacio (E;,7;), ademds consideramos el limite inductivo

bornologico

(E, B) = lim(E;, #..)
—b
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y el limite inductivo topologico

(E, T) = h_r}rll)(E“ Ti)'
Entonces
B C B,.
Donde A, es la bornologia de Von Neumann-Kolmogorov del espacio (E,T).

Demostracion. La siguiente demostracién es original. Por la Subseccion 3.2.3, # es la bor-

nologia final, generada por la familia &/ = U fi(%;). Entonces si B € £ ,
el

B C Lnjfi(Bi)a (5.13)

con B; € AB; (ver la Subseccién 3.2.3 y la Observacién 3.2.1). Veamos que B es acotado en la
topologia 7. Si 7 es una base de vecindades de cero absolutamente convexas paraty V € ¥,
fi_l(V) es una vecindad en Fj;, para cada i € I. Ademas para cada 1 < i < n, B; € %,, existe
A > 0 tal que

B C f7H(V),
lo que implica que
Nifi(Bi) € filf7H(V) S V.

Sea A =min{\; : 1 <i <n}, por 5.13
B | JfB) =)'V Cav
i=1 ;

Por lo tanto, B € 4.. n

Definicién 5.3.1. Sea I # () un conjunto de indices, sea {F;}ic; una familia de espacios
vectoriales bornoldgicos y sea E el espacio vectorial suma directa de los Ei's. Para cada
1 € I, denotamos por %B; la bornologia de E; y por v; el morfismo canonico de F; en E.
La bornologia suma directa % con respecto a las bornologias %; es la bornologia final
en E para los morfismos v;. E con la bornologia % es la suma directa bornoldgica vy la

denotamos por:
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(E, %) = Z(Ez,%)z)
icl
Proposicién 5.3.2. Sea (E, %) la suma directa bornoldgica de la familia (E;, %;)icr. La
familia
F:{BQE:B:ZBi,KgIﬁm’toyBiE%i para cada i € K},
icK

es una base para la bornologia suma directa en E.

Demostracion. Primero veamos que F es una base para una bornologia (%Az). Por la ob-
servacion inmediata a la Definicion 3.2.1, primero veamos que F cubre a E. Es claro que
F C E, ahora si x € E entonces
T = in, para I, C I finito y z; € E para toda i € I,,.
il
Por lo tanto, existe B; € %; tal que x; € B;, para cada i € I,,. Asi,
reY B;=B¢€|JB
i€l, BeF

Ademas la unién finita de elementos de F es elemento de F. Asi, esta familia es una base
para una bornologia.

Por otro lado, F es estable bajo la formaciéon de sumas finitas y multiplos escalares. En
efecto, si B1,Bo € Fy A€ K

B+ B, = ZBli+ZBQj: Z B1i+BQj+ Z By + Z By € F

iel jeJ i=jel i£jel i#£jeT
AB;i = XY Bi=)» AB€F
iel iel

ésto ya que cada %; es una bornologia vectorial en E. También es cerrada bajo envolventes

balanceadas ya que si B € F
U Bi=J> rBerF
N<1 e IA<1 e

Entonces la bornologia A generada por F es una bornologia vectorial para la cual los

morfismos v; son acotados, efectivamente, si
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Por lo tanto, Z# contiene a la bornologia generada por

i€l

y entonces & C ABr. Por otro lado, A contiene todas las sumas finitas de la forma

ya que los morfismos v; son inyectivos, finalmente ambas bornologias coinciden y F es una
base para 4. n

Corolario 5.3.1. Si en la Proposicion 5.3.1, cada topologia 1; es de Hausdorff y ademas

E=YE

icl
entonces B = B...

Demostracion. Se sigue de la Proposicion 3.1.13 y de la Proposicién 5.3.2. O]




Conclusiones y Perspectivas

En el desarrollo de este trabajo hemos presentado un panorama general y detallado de
algunos de los resultados y avances mas importantes sobre limites inductivos en las categorias
de espacios vectoriales topoldgicos y algebras topoldgicas, asi como en otro tipo de espacios,
los bornolégicos.

El planteamiento toma como punto de partida algunas de las propiedades fundamentales
y conceptos basicos que se manejan en espacios vectoriales topoldgicos y que se preservan
mediante el limite inductivo, como el ser barrilado o el ser un espacio de Mackey, no sin antes
presentar y desarrollar una serie de conocimientos en las distintas areas de la matematica
necesarias para este trabajo: la topologia, el algebra, el analisis funcional, etc. Ademads es-
tudiamos algunos limites inductivos particulares que preservan propiedades como el ser de
Hausdorff, completo o de Montel.

También estudiamos la descomposicion de espacios localmente convexos como los de Mac-
key de Hausdorff o Mackey completos de Hausdorff, en espacios mas simples como los nor-
mados o los de Banach, respectivamente.

Posteriormente anadimos un ingrediente mas a la estructura anterior y nos trasladamos
a estudiar algunas de las propiedades anteriores y otras mas en la categoria de &algebras
topoldgicas. En este contexto fueron las algebras localmente convexas y las localmente m-
convexas las de nuestro mayor interés, pues son algebras que han sido mayormente estudiadas
y utilizadas, después de las ya conocidas algebras de Banach. En esta nueva categoria, la
topologia juega un papel de suma importancia a la hora de definir el limite inductivo de
ciertas algebras topoldgicas.

Entonces, al trabajar con cada limite inductivo en su marco correspondiente, ilustramos
la diferencia entre un limite inductivo topoldgico (de espacios localmente convexos) y uno
algebraico (de algebras localmente m-convexas) mediante un ejemplo importante, el dlgebra
de polinomios (ver el Ejemplo 4.1.2); también analizamos las propiedades bajo las cuales

ambos limites coinciden.

187
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Hicimos una minuciosa investigacion y estudio sobre las posibles descomposiciones de
ciertas algebras localmente convexas y localmente m-convexas en algebras més conocidas
como por ejemplo las algebras normadas, las algebras de Banach, las dlgebras de Fréchet o
las Q-algebras. Asimismo, estudiamos la preservacion de propiedades de los factores al limite
inductivo (y viceversa) como por ejemplo ser: Q-algebra, puntualmente idempotentemente
acotada, i-bornolédgica, bornoldgica, etc., ésto mediante el limite inductivo correspondiente.

Por otro lado, enfatizamos la importancia de una propiedad topolégica para un ideal (el ser
cerrado) en las hipdtesis de un resultado relevante (ver la Proposicién 4.2.1) y de forma origi-
nal, demostramos dos propiedades de descomposicion de algebras con ciertas caracteristicas,
en algebras normadas o de Banach.

A lo largo del trabajo se dan una serie de ejemplos ilustrativos para las propiedades ya
mencionadas y concluimos con un ejemplo muy especial para el andlisis funcional y otras areas
de la matematica: el algebra las funciones complejo valuadas, infinitamente diferenciables de
soporte compacto; este es un ejemplo muy completo que nos sirvié para ilustrar los diferentes
tipos de limites inductivos manejados en este trabajo.

Finalmente, dimos la relacién entre el conocido concepto de topologia y el no tan conoci-
do concepto de bornologia, mediante limites inductivos, esto a nivel de espacios vectoriales
topoldgicos, observamos que en ocasiones la topologia no es suficiente para poder preservar o
heredar propiedades mediante el limite inductivo y entonces la consideracion simultanea de
bornologia en conjunto con la topologia provee una rica teoria para ello.

Con respecto a las perspectivas de desarrollo para el tema aqui presentado, podemos

mencionar lo siguiente:

1. Profundizar en el estudio de las propiedades topoldgicas y bornolégicas que definen una
clase de algebras topoldgicas y que se preserven al tomar limites inductivos, topologi-
cos y bornolégicos, tanto en dlgebras mas generales (por ejemplo dentro de las dlgebras
localmente convexas las localmente pseudoconvexas, las localmente A-convexas y las
localmente uniformemente A-convexas), como en algebras mas particulares (por ejem-
plo las édlgebras normadas involutivas, las C*-dlgebras o las localmente C*-dlgebras).
Estas propiedades a estudiar pueden ser, en el caso mas general, la advertivilidad, la

completitud advertiva, el cardcter de ser topologicamente-Q o Mackey-Q, etc.

2. Investigar sobre las descomposiciones de algebras generales en limites inductivos de
algebras “mads sencillas” como el caso de las édlgebras pseudo-completas (ver [6]) o las
BMCA (ver [8]). En este sentido ya han sido estudiadas las dlgebras pseudo-Q (ver [7]).
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3. Estudiar la categoria de las “Algebras Bornologicas” como una categoria independiente

e investigar sus propiedades relacionadas con los limites inductivos.
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