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RESUMEN

Para el analisis preliminar del comportamiento de los procesos que integran reaccion y
separacion, se utilizan datos experimentales en conjunto con una simulacion numérica
basada en modelos matematicos, con la finalidad de determinar la operacién adecuada y los
pardmetros de disefio del sistema que incluye, dos o0 mas fases. En el modelo se considera el
efecto de los fendmenos de transporte acoplados con reacciones quimicas o bioldgicas de
una fase, cuya longitud caracteristica, es mucho menor que las asociadas con las otras fases.
Esta situacion complica la solucion del modelo, ya que al resolver la ecuacion diferencial
parcial gobernante de esta fase y las condiciones de frontera asociadas, se requiere una
malla computacional con un gran nimero de nodos. Por lo tanto una posible alternativa de
modelado de este tipo de sistemas, es reemplazar las ecuaciones diferenciales
correspondientes a tal zona, por condiciones de frontera o salto.

En este trabajo se analiza la validez del reemplazo de zonas con longitud pequefia por una
superficie singular para un sistema en el que existe transporte de un soluto a través de una
region formada por dos fases homogéneas, con el objetivo de encontrar la condicién de
salto, que reemplace a la fase donde ocurre difusion y reaccion de manera simultanea.
Utilizando conceptos matematicos sencillos como las expansiones en series de Fourier y la
identidad de Green, se desarrolla una solucién analitica para el problema que considera una
reaccion lineal en una de las fases. Dicha solucion es usada junto con dos funcionalidades
(con respecto al tiempo) de la concentracién en el seno del fluido situado a un lado de la
region. Los resultados muestran que el tipo de funcionalidad en el tiempo no afecta la
diferencia entre los fluxes de masa obtenidos con el modelo original y el que considera el
salto. Adicionalmente se considera el andlisis de dos casos no lineales donde tambiéen se

explora el error que provoca el utilizar la condicion de salto en el modelado.



Uso de las condiciones de salto para el modelado
de los procesos de reaccion y separacion integrados

INDICE

INTRODUCCHION ..ottt sttt 1
1.1 IntensSifiCaCiON e PrOCESOS. ....cvitirueieierierieiesie ettt sae e 1
1.2 Modelado de los procesos integrados de reaccion y separacion. ..........ccccceevevverveenennn. 5
1.3 CoNAICION A& SAITO. ...oviviiiiiiicie bbb 9
OBUIETIVOS ...t e et e et e et e e et e e s be e e ar b e e e s nbe e e snbeeannaeeans 11
1.4 ODJEIVO GENETAL. ..o 11
1.5 ODjetivos PartiCUIAIES. ........cocciiiieiieie ettt 11
1.6 EStrUCLUIA de 18 TESIS. ..vvivieiieiieieie ettt 12
CAPTTULOD 2.ttt 13
TRANSFERENCIA DE MASA EN UN SISTEMA DE DOS FASES..........ccccoeeveeen. 13
2.1 Planteamiento del problema...........c.cccooviiiicii e 13
2.2 MOAEIO MALEMALICO. .....eviiviiiieiieieie ettt be e 14
2.3 Metodologia para derivar la condicion de salto..........ccccccvvvvieiivcviciicicce e 17
2.4 Metodologia de SOIUCION. .........coiiiiiieee e 20
2.4.1 Generacién y solucién del problema de Sturm Liouville............ccccoveieiveiennn, 21
2.4.1.1. MOAEIO SIN SAITO. ....eviiiiciieieie e et 21
2.4.1.2. MOAEI0 CON SAIO. ....ocviieiee e e 23
2.4.2 FOrMUIA AE GIEEN. ....c.eeieie ettt et sra e nee e 24
2.4.2.1 MOAEI0 SN SAITO. .....eeveiiieiieieiesie e 24
2.4.2.2 MOCEIO CON SAITO. ....eveeieiieiieie e ene s 28

2.5 Definicion del fIuX de Masa. ......c.evveiiiieieiece e 31
CAPITTULO 3ottt 33
CASOS DE ESTUDIO ..ottt sttt 33
3.1 Caso I. Reaccion lineal en 1a fase | .......ccocooiiiiiiiiieee e 34

3.1.1 Caso I-a. La concentracion en el seno del fluido externo a la fase # es constante.



Uso de las condiciones de salto para el modelado
de los procesos de reaccion y separacion integrados

3.1.2 Caso I-b. La concentracion en el seno del fluido externo a la fase # depende

exponencialmente del IEMPO. .......ooiiiiii e 36

3.2 Caso Il. Reaccion no lineal de segundo OFden. .........cceererirereneineneeese s 37
3.3 Caso 1. Cinética de Michaelis MENten. ..........ccciveieriereiesie s 38
CAPITULO 4ot 42
RESULTADOS Y DISCUSION ..ottt 42
4.1 Caso I-a. La concentracién en el seno del fluido externo a la fase # es constante. .... 43

4.2 Caso I-b. La concentracion en el seno del fluido externo a la fase # depende

exponencialmente del tIEMPO. .......c.ocviiiiicieee e 47
4.3 Caso Il. Reaccion no lineal de segundo Orden. .........cccvevieiieieeie e 49
4.4 Caso I11. Cinética de Michaelis MEnten. ........cccccooveeieiinene e 52
CONCLUSIONES ...ttt b e e 58
TRABAJO FUTURO ...ttt a ettt e enae e e snra e e nneeas 59
BIBLIOGRAFIA ...ttt 61
APENDICE A ..ottt 64
Detalles de la adimensionalizacion del sistema de dos fases..........cccooeverenencienennnnns 64
APENDICE B-1 ..ottt sttt 66
Detalles de la solucion del problema de Sturm-Liouville para los dos modelos............ 66
B-1.1 MODELO SIN SALTO ..ooii ettt e s 66
B-1.2 MODELQO CON SALTO ..ottt 68
APENDICE B2 ....ciuiiuitietieiieeiessess sttt 70
B-2.1 MODELQO SIN SALTO ...ttt 70
B-2.2 MODELQO CON SALTO ...ttt 71
APENDICE B=-3 .....oiuiiuieiitieiseesesssesssesss sttt 72
Evaluacion del termino D,y Dy ..o 72



Uso de las condiciones de salto para el modelado
de los procesos de reaccion y separacion integrados

B-3.1 MODELO SIN SALTO ..ooiiiiiiiiie sttt 72
B-3.2 MODELO CON SALTO ..ottt 72
APENDICE B4 ..ottt 74
EValuacion de €y, ;(T) Y Co(T) vt 74
B-4.1 MODELO SIN SALTO ..ooiiiiiiiiiiie sttt 74
B-4.2 MODELOS CON SALTO ..ottt ittt 76
APENDICE C ..ottt 78
DIAGRAMAS DE FLUJO ...ttt 78
APENDICE D ..ottt 88
Busqueda de los valores propios para el problema lineal............c.cccooeveieieiiiieincnenn, 88
APENDICE E....oooiiiiiiieieie sttt sttt 90
Deduccion de la solucion compuesta mediante el método de superposicion................. 90

I



Uso de las condiciones de salto para el modelado
de los procesos de reaccion y separacion integrados

INDICE DE FIGURAS

Figura 1.1 Diagrama esquematico de una etapa en no equilibrio............ccocoevviiniininnn, 7
Figura 2.1 Sistema formado por dos fases con coeficientes de difusion diferentes. ............ 13
Figura 3.1 Grafica de V; en funcion de U, para una reaccion catalizada por una enzima....40

Figura 4.1 % Error en funcién de Y, a diferentes valores de ®f. Caso I-a. ..........ccccoceuenee. 45
Figura 4.2 Y, requerida para mantener un %Error de 1.0, en funcion de ®? Caso I-a. ....... 45

Figura 4.3 Evolucion del flux de masa evaluado en Y = Y;, para el Caso I-a, manteniendo
CONSEANtE UN Df = 5 Y ¥ = 5. oo 46

Figura 4.4 Evolucion del flux de masa evaluado en Y = Y, para el Caso I-a, manteniendo
constante Un @f =5y ¥y = 48. ..o 47

Figura 4.5 Evolucion del flux de masa evaluado en Y = Y, para el Caso I-b, manteniendo
CONSEANtE UN Df = 5 Y ¥ = 5. oo 48

Figura 4.6 Evolucion del flux de masa evaluado en Y = Y, para el Caso I-b, manteniendo
constante Un ©f =5y ¥y = 48. ..o 48

Figura 4.7 % Error en funcion de Y, a diferentes valores de ®f. Sistema no lineal de
7=T0 a0 (0T 0] 0 [=T o RSP S ST 50

Figura 4.8 Y, requerida para mantener un %Error de 1.0, en funcién de ®f Sistema no
lineal de SEQUNAO OFUEN. ......cueeieiie ettt et ste et e ne e s baene s 50

Figura 4.9 Evolucion del flux de masa evaluado en Y =Y, para el sistema no lineal de
segundo orden, manteniendo constante un ®f =5y Y, = 5. ..o 51

Figura 4.10 Evolucion del flux de masa evaluado en Y = Y,, para el sistema no lineal de
segundo orden, manteniendo constante un ®Z = 5y Yy =34 i, 51

Figura 4.11 Grafica de V,, en funcion de U, para una reaccion catalizada por una enzima
ITErentes VAIOIES U8 Kpy. cvveivriiiie ettt e e e e b e e ree s 53

Figura 4.12 % Error en funcion de Y;, a diferentes valores de ®Z. Sistema que considera una
cinética de MiIChaelis MENTEN. .........oiieiiee e 54

IV



Uso de las condiciones de salto para el modelado
de los procesos de reaccion y separacion integrados

Figura 4.13 Y;, requerida para mantener un %Error de 1.0, en funcién de ®g; Sistema que
considera una cinética de Michaelis IMENTEN. ... ..eeeeeeeee et 55

Figura 4.14 Evolucion del flux de masaen Y = Y,, para el sistema que considera una
cinética de Michaelis Menten, manteniendo constante un @3 = 1y Y, =5....cccccevinnnnna. 55

Figura 4.15 Evolucion del flux de masaen Y =Y, para el sistema que considera una

cinética de Michaelis Menten, manteniendo constante un @3 = 1y Y, = 54.....cccccceceuuees 56
Figura C.1 Diagrama de Flujo para evaluar la solucion analitica del MSS................c......... 78
Figura C.2 Diagrama de Flujo para evaluar la solucion analitica del MCS. ........................ 79

Figura C.3 Esquema de la celda computacional utilizada para la solucién del sistema de dos
FASES SIN SAITO. .. et bbb 80

Figura C.4 Diagrama de Flujo para evaluar la solucion numérica en estado estacionario del
1Y TSP T PSP ROUTSTPRRPRRUTRR 83

Figura C.5 Diagrama de Flujo para evaluar la solucion numérica en estado transitorio del
1Y TSP T PSP ROUTSTPRRPRRUTRR 84

Figura C.6 Diagrama de Flujo para evaluar la solucion numérica en estado estacionario del
Y[ TSSOSO TT ST PRTRPRRTTRR 86

Figura D.1 Evolucion de la funcion que determina los valores propios para el MSS, para
tres valores del ®F, manteniendo T 88

Figura D.2 Evolucion de la funcion que determina los valores propios para el MCS, para
tres valores del ®F, manteniendo T 89



Uso de las condiciones de salto para el modelado
de los procesos de reaccion y separacion integrados

INDICE DE TABLAS

Tabla 2.1 Definicidn de variables adimensionales. ...........cccoeeiieieieeiecceceececeeeee e, 17
Tabla 2. 2 Definicion de parametros adimensionales. ...........ccoeveirerenieenenecenereeeesees 17
Tabla 3.1 Coeficientes C,,;(7) y D, parael MSSy C7(t) y Dy parael MCS.................... 34

Tabla 4.1 Valores de los parametros adimensionales utilizados en las soluciones de los
ITEIENTES CASOS. ....veeviiitieite ettt ettt e st et e e esae e teaseesbeebeaneesreeeeenee e 43

Tabla 4.2 Tiempos de computo utilizados para la evaluacién en estado transitorio de los dos
00 [T (0TI @ o I RSOSSN 52

Tabla 4.3 Tiempos de computo utilizados para la evaluacién en estado transitorio de los dos
00 [T (0TI @ Yo I I | OSSO 56

Tabla 4.4 Tiempos de computo utilizados para la evaluacién en estado estacionario de los
(o L0110 [=] oL USSR 57

VI



Uso de las condiciones de salto para el modelado
de los procesos de reaccion y separacion integrados

NOMENCLATURA

Concentracion del soluto en la i-ésima fase, mol / m®.

Concentracion del soluto alrededor de la fase #, mol / m®.

Concentracion del soluto en equilibrio de la i-ésima fase, mol / m2,

Condicion de distribucidn inicial en la i-ésima fase, mol / m®.

Funcién definida en la ecuacién (2.57), para la i-ésima fase, adimensional.

Funcion definida en la ecuacion (2.73), para la fase » del modelo con salto,
adimensional.

Difusividad molecular de la i-ésima fase, m?/ s.

Difusividad molecular de referencia, m?/ s.

Funcion definida en la ecuacion (2.52), adimensional.

Funcion definida en la ecuacion (2.68), para el modelo con salto,
adimensional.

Funcionalidad en el tiempo de la concentracion del soluto alrededor de la
fase #, mol / m®.

Funcionalidad en el tiempo de la concentracion del soluto alrededor de la
fase #, adimensional.

Funcion definida en la ecuacion (2.51),adimensional

Funcidon definida en la ecuacion (2.67), para el modelo con salto,
adimensional.

Constante de equilibrio entre las dos fases.

Constante de velocidad para una reaccion lineal, s™.
Constante de velocidad para una reaccion de segundo orden, m* /s mol.

Constante de Michaelis Menten, mol / m3.

VII



Uso de las condiciones de salto para el modelado
de los procesos de reaccion y separacion integrados

L, Longitud caracteristica de la fase I, m.
L, Longitud caracteristica de la fase #, m.
N, Flux de masaenY =Y, mol /s m
N, Flux de masaen Y = Y;, adimensional.

N Numero de incrementos totales.

N, Numero de incrementos para la fase 1.

r Parametro definido por la ecuacion (C.10), adimensional.
R” Parametro definido por la ecuacion (C.4), adimensional.
R' Parametro definido por la ecuacion (C.13), adimensional.

t Tiempo, s.

U, Concentracion del soluto en la i-ésima fase, adimensional.
ul Concentracion constante del soluto, 1 mol / m3.

U, (y) Condicion de distribucion inicial en la i-ésima fase, adimensional.
1

{Uu} Concentracion promedio del soluto en la fase I, adimensional.

V. Velocidad méaxima de una reaccién enzimatica, mol / m?s.
v, Velocidad de reaccion enziméatica: Michaelis Menten, mol / m? s.
V, Velocidad de reaccion enzimatica: Michaelis Menten, adimensional.
y Posicion, m.
Y Posicion, adimensional.
Y, Relacion entre las longitudes caracteristicas de cada fase.

Letras griegas

a Relacion del coeficiente de difusion de la i-ésima fase con la de referencia.
s, Factor de decaimiento, s,
S, Relacion entre los coeficientes de difusion de la i-ésima fase y la longitud

VIII



Uso de las condiciones de salto para el modelado
de los procesos de reaccion y separacion integrados

Subindices

caracteristica de cada fase.

Relacion entre los coeficientes de difusion de cada fase y la constante de
equilibrio.

Constante de Michaelis Menten, adimensional.

Vector de los valores propios.

Vector de los valores propios para el modelo con salto.

Relacion entre los valores propios y los coeficientes de difusion de la i-ésima
fase.

Relacion entre los valores propios y los coeficientes de difusion de la i-ésima
fase para el modelo con salto.

Posicion con respecto a la longitud caracteristica de la fase #, adimensional.

Parametro pre-exponencial, mol / m®.

Modulo de Thiele,

Modulo de Thiele para una cinética de Michaelis Menten
Funciones propias de la i-ésima fase.

Funcion propia de la fase # para el modelo con salto.

Tiempo, adimensional.

Indica la i-ésima fase (i = n,1).
Condicion inicial.

Indica el j-ésimo valor propio

Superindices

e

S

Equilibrio.

Perteneciente al Modelo con Salto.

IX



Uso de las condiciones de salto para el modelado
de procesos de reaccién y separacion integrados CAPITULO 1

CAPITULO 1

INTRODUCCION

1.1 Intensificacion de procesos.

Tanto las necesidades econdmicas, como las demandas ecoldgicas son una fuerza
importante que impulsa la mejora de los procesos y plantas quimicas. Para cumplir estos
objetivos, los procesos deben ser intensificados, con la finalidad de obtener productos de
alta calidad, aumentar el rendimiento mediante la reduccién o incluso la supresion de
subproductos y disminuir el consumo de energia. La intensificacion de procesos (IP) es un
término usado para describir la estrategia de hacer reducciones sustanciales en el tamafio
fisico de una planta quimica, donde se busca lograr un objetivo de produccién
(Dautzenberg y Mukherjee, 2001). La IP ha sido aplicada por la industria de procesos
quimicos para reducir las inversiones y los costos de operacion de las plantas quimicas, con
la finalidad de incrementar la rentabilidad del proceso y mitigar las emisiones de gases

invernadero.

La intensificacion de procesos comprende equipo novedoso, tecnologias de procesamiento
y métodos de desarrollo de procesos que, comparados con los métodos convencionales,
ofrecen mejoras sustanciales en manufactura y procesamiento de compuestos quimicos o
bioldgicos. La integracién de reaccion y separacion en una sola unidad es uno de los
métodos mas importantes de intensificacion de procesos. Existen procesos de integracion
para sistemas de gas-liquido, gas-solido, liquido-sdlido, asi como liquido-liquido que

cubren un amplio rango de aplicaciones en ingenieria quimica.
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Los procesos integrados de reaccion y separacion en un solo equipo (PIRS) ofrecen la
ventaja de reducir los costos en equipo y energia; ademas, esto quiza lleve al incremento de
la eficiencia del proceso global con respecto al consumo de reactantes desde la conversion
y selectividad del sistema de reaccion (Schmidt-Traub y Gdrak, 2006). Debido a la
demanda de procesos de produccion mas eficientes, el uso de PIRS ha sido extendido a
otros sistemas de reaccion. Los PIRS son frecuentemente Ilamados reactores

multifuncionales.

Los reactores multifuncionales son aquellos que en un solo equipo, ademas de la reaccion,
ocurre otras operaciones de manera simultineamente (Westerterp, 1992 ; Agar, 1999).
Estas operaciones pueden ser, procesos de transferencia de calor, masa y momento o
incluso otra reaccion independiente. Dautzenberg (2001) propuso la siguiente clasificacion
de reactores multifuncionales en base al nivel donde ocurre la integracion de las
funcionalidades;

e Tipo A: la multifuncionalidad ocurre al nivel del catalizador.

e Tipo B: la multifuncionalidad ocurre en la reaccion interfacial.

e Tipo C: la multifuncionalidad ocurre al nivel dentro del reactor.

e Tipo D: la multifuncionalidad ocurre al nivel fuera del reactor.

En el tipo C, la reaccion ocurre simultdneamente con una operacion unitaria dentro del
reactor, las principales ventajas de considerar la separacion in situ de productos en la zona
de reaccion son: mejorar la conversion en reacciones que estan limitadas por el equilibrio,
mediante el desplazamiento del equilibrio hacia los productos, evitar en mayor medida las
reacciones de productos indeseables mejorando la selectividad e incrementar la velocidad
de reaccion de productos inhibidos. La destilacion catalitica (DC), la absorcion reactiva
(AR), la extraccion reactiva (ER), la cromatografia liquida reactiva (CLR) y los reactores

con membrana (RM) se ubican dentro de este nivel (Dautzenberg y Mukherjee, 2001).

La DC es una combinacion de reacciones quimicas con catalizadores heterogéneos y la

separacion via destilacion. Esto esta en contraste con los procesos de destilacion reactiva en
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que usualmente la catalisis homogénea es aplicada. Tanto la inversion como los costos de
operacion de la DC son mucho menores a los utilizados en procesos convencionales de

reaccion seguidos por destilacion.

Las tecnologias CDMtbe, CDTame and CDEtbe, utilizan la esterificacion catalitica de
alcanos con un alcohol para producir éteres de alta calidad. Actualmente, existen mas de 50
unidades de CDTECH operando alrededor del mundo. La tecnologia de la DC es
ampliamente usada en la alquilacion de aromaticos, remocion de benceno de las fracciones
reformadas, desulfuracion selectiva de fracciones de gasolina, asi como de varias

hidrogenaciones selectivas (Dautzenberg y Mukherjee, 2001).

La AR representa una caso especial de reactores multifuncionales, donde los procesos que
son afectados por un sistema de reacciones quimicas son acoplados con una unidad de
separacién via adsorcion. Esta propuesta puede ser adicionalmente extendida para
reacciones gas-solido, como un método selectivo para la manipulacion del perfil de
concentracion de una especie en particular. En este sentido, uno 0 mas componentes pueden
ser removidos por adsorcion y suministrados por desorcion debido a la mezcla de reaccion,
esto afectara la cinética y termodindmica del sistema reaccionante. Una aplicacion comun
de la AR es el aumento de la conversion en una reaccion reversible simple, superando las
limitaciones termodindmicas por la selectividad de remocién de un subproducto. Elsner y
col. (2002) evaluaron la capacidad de aumentar la conversion en dos sistemas de reaccion
en fase gas catalizadas heterogéneamente, la reaccion Claus usada en la recuperacion de
azufre y la recuperacion directa de cianuro de hidrogeno a partir de monoxido de carbono y

amoniaco, mediante AR.

La ER es aplicada en el reciclado de catalizadores y ademas tiene cierta influencia en la
selectividad de la reaccion, su principio es desarrollar la reaccion en una fase, mientras que
en la segunda fase, que es cataliticamente inactiva solo contener los reactantes y productos.
La ER es ampliamente utilizada para la purificacion de solventes, la extraccion de

productos y la separacion selectiva de componentes fisicamente similares. Ademas es
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aplicado en la separacion de metales o farmacéuticos, tratamiento de agua residual o la
purificacion de mezclas orgénicas.

Un interesante ejemplo de ER es la separacion de plutonio y uranio de los residuos
nucleares mediante el proceso PUREX. Otro ejemplo industrial es la desulfuracion del
combustible utilizando el proceso de UPON-Merox y la extraccion de Penicilina G
Gaidhani y col., 2002).

La cromatografia es una técnica de separacion altamente selectiva que principalmente es
usada para la separacion de componentes empleados como quimicos finos, farmacéuticos,
aditivos de alimentos y productos bioldgicos. El acoplamiento de reacciones quimicas o
bioquimicas y la separacion por cromatografia conlleva a un sistema integrado para la
produccién de compuestos con un nivel de pureza alto. Dentro del reactor cromatografico,
la conversion de los reactantes asi como la separacion de los productos ocurre de manera
simultanea. Por lo tanto, las reacciones reversibles pueden superar la limitante por
conversion establecida por el equilibrio quimico. Las reacciones dentro de la CLR pueden
ser catalizadas de manera homogénea o heterogénea. Estas Ultimas ocurren con mayor
frecuencia, existen casos especiales, tal como la esterificacion, donde la resina de
intercambio idnico tiene doble funcién, como catalizador de la reaccion y adsorbente para
la separacion (Mazzotti y col., 1996). Otras aplicaciones a escala laboratorio son,

reacciones de hidrdlisis, sacarificacion, asi como la preparacion de reactivos inestables.

Un RM es un sistema que acopla reaccion y separacion de uno o méas productos, donde el
proceso de separacion utiliza una membrana selectiva. Entre las ventajas que ofrecen los
RM se encuentran; la habilidad de estos reactores de evitar las limitaciones termodindmicas
de un proceso controlado por el equilibrio, permitiendo que a baja temperatura se obtenga
la misma conversion de los reactantes o buscar una mayor conversion a la misma
temperatura, asi mismo al operar los reactores a baja temperatura se pueden incorporar
nuevas estrategias de integracion de calor, que van desde lineas de escape de turbina de gas
hasta calentadores solares que utilizan sales fundidas como fluido de transporte de calor, 0

incluso helio de una planta nuclear (De Falco y col., 2011).
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Los RM son aplicados en algunos procesos de la industria petroquimica, entre los cuales se
encuentran el reformado de vapor, oxidacion parcial catalitica, reformado autotérmico,
craqueo de H>S y la deshidrogenacion de hidrocarburos. Un interesante ejemplo de RM es
la produccion de hidrogeno mediante el metano reformado con vapor, utilizando una
membrana de paladio con el objetivo de reducir la temperatura de operacion de los
reactores convencionales (Lin y col., 2003). La biotecnologia es otra area donde los RM
son de gran interés, aqui el sistema de separacion por membrana es acoplada con reacciones
bioldgicas, por ejemplo en una amplia variedad de fermentaciones para la produccién de
amino&cidos y antibidticos. También los RM se utilizan en el tratamiento bioldgico de
aguas residuales (Sanchez Marcano y Tsotsis, 2002).

1.2 Modelado de los procesos integrados de reaccion y separacion.

En general, los PIRS son naturalmente multicomponente, esto significa que estos procesos
son cualitativamente mas complejos que los procesos binarios. ElI acoplamiento de la
termodindmica y los procesos de difusion en las diferentes fases y en la interfase, que son
de caracter multicomponente son acompafiadas por reacciones quimicas complejas (Kening
y Gorak, 1995). Ademas de los experimentos, la simulacion numérica de los PIRS es de
gran utilidad para un analisis preliminar de su comportamiento y la determinacién de los
pardmetros de disefio. Por lo tanto para la simulacion se requieren modelos matematicos
que sean capaces de tomar en consideracion, la hidrodindmica de los equipos, las
resistencias a la transferencia de masa y las cinéticas de las reacciones. En el modelado de
estos procesos, resulta un sistema acoplado de ecuaciones diferenciales parciales no
lineales. Debido a su complejidad, el sistema de ecuaciones diferenciales parciales que
resultan del modelo matematico para los PIRS, generalmente son resueltos numéricamente.

Las técnicas huméricas mayormente empleadas son:

e Meétodos de discretizacion espacial, se utilizan para convertir las ecuaciones
diferenciales parciales a ecuaciones diferenciales ordinarias, una vez obtenidas se
procede a resolver las ecuaciones que describen el sistema dinamico, mediante un

algoritmo estandar de solucion de sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias.
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e Meétodos de discretizacion en espacio y tiempo, convirtiendo las ecuaciones
diferenciales parciales en un sistema de ecuaciones algebraicas no lineales, que

puede resolverse por métodos comunes tal como el algoritmo de Newton.

Con la discretizacion en espacio y tiempo se obtienen un ndmero elevado de sistemas de
ecuaciones, donde el tiempo de célculo y los requerimientos de memoria son fuertemente
influenciados por el numero de intervalos de discretizacion. Debido a ello, métodos de
discretizacion efectivos son necesarios, entre los cuales se encuentran, el método de
refinamiento de la malla (Nowak y col., 1996) en regiones donde los gradientes son bruscos

o también se puede utilizar métodos de discretizacion no lineales.

La factibilidad de un modelo sofisticado de PIRS es cuestionable si los problemas de
disefio de la planta, tales como los modelos basados en control y la optimizacion de los
procesos en linea, no han sido resueltos. En este caso un modelo reducido de manera
razonable debe ser aplicado (Kreul y col., 1999). Por ejemplo al modelar los procesos de
DC y AR a escala industrial, una apropiada subdivision de las columnas en elementos méas
pequefios es usualmente necesaria. Estos elementos, llamados etapas, son identificados
como platos reales o segmentos de una columna empacada. Estos pueden ser descritos
utilizando diferentes modelos tedricos, con un amplio rango de restricciones fisicoquimicas
y de precision, entre los cuales se encuentra el modelo de la etapa en equilibrio y el método

de aproximacion basado en velocidades.

La aproximacién basada en velocidades es un modelo fisicamente mas consistente que el
modelo de etapa en equilibrio, para describir una etapa de una columna (Seader, 1989).
Esta aproximacion implica que las velocidades actuales de transferencia de masa
multicomponente y de calor, asi como las velocidades de las reacciones quimicas, se toman
en cuenta directamente. La transferencia de masa en la interfase gas-liquido puede ser
descrita utilizando diferentes conceptos teoricos, los métodos mayormente utilizados son el
modelo de las dos peliculas Lewis y Whitman, 1924) y el modelo de renovacion de
superficie, debido en que ambos modelos los pardmetros utilizados son estimados via

correlaciones experimentales.
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El modelado de dos peliculas considera que todas las resistencias a la transferencia de masa
estan concentradas en las peliculas adyacentes a la intefase y que la transferencia por
difusion molecular ocurre solamente dentro de las peliculas, como se muestra en la Figura
1.1. Fuera de las peliculas, en los fluidos, el nivel de mezclado es tan alto que no existe un
gradiente de concentracion, por lo tanto el transporte por difusion es en una solo dimension
y normal a la interfase. La difusion multicomponente en las peliculas puede ser descrita por
las ecuaciones de Maxwell-Stefan, que pueden ser derivados por la teoria cinética de los
gases (Noeres y col., 2003). Para algunos procesos de DR, la reaccion quimica ocurre
solamente en la fase liquida, por lo tanto el balance de masa en la pelicula liquida considera

un termino de reaccion, mientras que en la pelicula de gas solo el de difusion.

Pelicula

Liquida
Vi
Vik
V
k
v
Tk
de reaccion
1
1
Transferencia i,k Reaccion I :
de masa quimica & _':
Transferencia }A
de calor m——— --) Calor de
ek reaccion
Fase Gas Fase Liquida
\
V, L
kel Interfase k
Y ik+1 xi,k
V L
Hk+1 Hk
V L
Tk+1 Tk

Figura 1.1 Diagrama esquematico de una etapa en no equilibrio.
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Por otro lado, en algunos casos la longitud caracteristica de una fase en donde suceden los
fendmenos importantes dentro del equipo del PIRS es mucho menor que las asociadas con
las de otros elementos del sistema. Como ejemplos de longitudes pequefias, se encuentran
los trabajos de Asprion (2006) quien estudio la transferencia de calor en una columna
seccionada donde fluye nitrogeno y agua a contracorriente, el grosor de la pelicula liquida
de conduccién fue de 6 x 107°m, que es 33 veces menor que el grosor de la pelicula
gaseosa de conduccion. Ademas, el modelo de dos peliculas establecio que la pelicula
liguida de conduccion es de 2 a 5 veces mayor que el grosor de la pelicula liquida de
difusion (6%) y para los gases, ambas peliculas tienen el mismo grosor. Por lo tanto el
grosor de la pelicula gaseosa de difusion (8§") fue de 166 — 66 veces mayor que la
pelicula liquida de difusion (&%), pero al incluir una reaccién rapida en la fase liquida, la
transferencia de materia ocurre solamente en la pelicula liquida de difusidn y su espesor

disminuye.

Otro ejemplo es de Torres M. y col.(1994), quienes desarrollaron un modelo para simular
un reactor con membrana catalitica de tres fases utilizado para la hidrogenacion de
nitrobenceno, el sistema esta compuesto por un reactor tubular que contiene a la membrana
de alimina con un grosor de 2.5 x 10~°m y el soporte adyacente a la membrana que tiene
un grosor de 1.6 X 1073m, que es 640 veces mayor al grosor de la membrana. EI modelo
incluye la transferencia de masa por difusién en el soporte y adicionalmente en la

membrana se incorpora el efecto de una reaccion quimica.

Longitudes pequefias de las regiones donde suceden los fendmenos importantes dentro del
equipo del PIRS, complican la solucién del modelo, que llevara eventualmente al
dimensionamiento de las diferentes unidades necesarias en un proceso. Esto porque la
solucion numérica de una ecuacién diferencial en una regién de cambios bruscos de las

variables requiere una malla computacional con un nimero elevado de nodos.
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Lo anterior motiva a estudiar otras alternativas de modelado, una posible es el reemplazo de
zonas con longitud caracteristica pequefia por una superficie singular; esto es, las
ecuaciones diferenciales correspondientes a tal zona se reemplazan por condiciones de
frontera apropiadas. Procedimientos similares se han aplicado en la deduccion de modelos
para sistemas de varias fases, para el desarrollo de condiciones de salto de flux o
concentracion para el acoplamiento de ecuaciones de medio efectivo. Para este tipo de
casos la metodologia ya estd claramente establecida y ha permitido el reemplazo de zonas
de cambio abrupto de propiedades efectivas de medios porosos por condiciones de frontera
para transporte de cantidad de movimiento, energia y masa (Valdés Parada y col., 2006,

2007, Aguilar Madera y col., 2011). El resultado son las llamadas condiciones de salto.

Hasta este punto se ha considerado una breve revision de la literatura relacionada con los
PIRS y su modelado, a continuacion se expondra brevemente algunos trabajos dedicados a
obtener condiciones de frontera en la interfase, ya sean empiricas 0 metodolégicas, donde
se incluye la metodologia para obtener la condicion de salto.

1.3 Condicidén de salto.

El estudio de los fendmenos de transporte en sistemas multifasicos, ha sido un tema de
interés en la comunidad cientifica desde el siglo XIX. Sin embrago, la mayor parte de los
estudios, tedricos y experimentales, se han dedicado al estudio en las regiones homogéneas
de dichos sistemas, dejando en segundo plano el andlisis en la inter-region. Fue a partir del
trabajo teodrico-experimental de Beavers y Joseph (1967), que se despertd el interés en el

estudio de los fendmenos de transporte en esta porcién del sistema.

El desarrollo y andlisis de condiciones de salto en sistemas multifasicos, en general se
puede clasificar en tres categorias: la primera concierne a la condicion de salto empirica de
Beavers y Joseph (1967) y los trabajos que de ella se derivaron, entre los cuales resalta el
analisis de Haber y Mauri (1983) que recalcan entre sus conclusiones la necesidad de
condiciones de frontera particulares, para cuya deduccion se necesita “algo mas que la

intuicion fisica”, que permitan que sus resultados sean factibles; la segunda se refiere a la
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obtencion de condiciones de salto mediante la aplicacion de la metodologia propuesta por
(Ochoa Tapia y Whitaker, 1995) .Estos dos tipos de condiciones de frontera se clasificaran
como no cerradas, dado que estan en funcion de pardmetros ajustables; la tercera categoria
en que se dividen las contribuciones se refiere a aquellas dedicadas a predecir el coeficiente
de salto obtenido mediante la metodologia de Ochoa-Tapia y Whitaker (1995), donde el
trabajo de Wood y col. (2000), es crucial ya que desarrolla condiciones de salto cerradas, es
decir, que no dependan de parametros ajustables, las cuales involucran la solucion de un

problema de cerradura.

Los pasos claves de la metodologia para obtener la condicion de salto cerrada, con base a
los trabajos de Ochoa-Tapia y Whitaker (1995) y Wood y col. (2000), se describen
brevemente a continuacion:

e Obtener, usando el método de promedio volumétrico, ecuaciones de medio
efectivo, considerando; restricciones, que permitan que dichas ecuaciones sean
validas en todo el sistema y que al imponer restricciones de escala se recuperen las
ecuaciones validas en las regiones homogéneas.

e Integrar las ecuaciones obtenidas en una region de promediado de volumen que
incluya porciones de ambas regiones y su frontera. Posteriormente, se restan las
ecuaciones validas en las partes homogéneas de la que es valida en todo el
dominio.

e Plantear el problema de cerradura restando las ecuaciones de transporte puntuales
con las promedio y las condiciones de salto. Aqui se usa la descomposicién
espacial de Gray (1975) para la propiedad a estudiar y para el coeficiente que
presente cambios espaciales.

e Resolver el problema de cerradura de manera anéloga a la usada en la literatura
relacionada con el promedio volumétrico (por ejemplo, Whitaker, 1999) y como
consecuencia, definir el coeficiente efectivo para la inter-region que incluya la
solucion de dicho problema y por ultimo para obtener la forma cerrada de la

condicion de salto, sustituir la definicion del coeficiente en la misma.
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OBJETIVOS

1.4 Objetivo General.

Estudiar un sistema unidimensional de separacion entre una fase fluida y una fase liquida
de espesor “pequefo”, donde ocurre una reaccion quimica, para determinar bajo qué
condiciones es adecuado reemplazar las ecuaciones que representan el transporte en la fase

liquida por una condicion de frontera apropiada.

1.5 Objetivos Particulares.

- Contar con una solucion analitica para evaluar la condicion de salto que reemplace
la ecuacion de transporte de masa de la fase liquida, considerando una reaccion
lineal de primer orden y determinar bajo qué condiciones es valida esta condicion

de frontera.

- Evaluar la condicion de salto que reemplace la ecuacion de transporte de masa de la
fase liquida, en dos problemas no lineales, mediante una solucion numérica y

determinar bajo qué condiciones es véalida esta condicion de frontera.

- Concluir sobre la validez del reemplazo de la ecuacion gobernante de una fase por

una condicién de frontera.

11
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1.6 Estructura de la tesis.

Para lograr los objetivos planteados anteriormente, el presente trabajo se divide de la
siguiente forma: en el capitulo dos se hace una descripcion del sistema de estudio (seccién
2.1), en la seccidn 2.2 se plantean las ecuaciones que gobiernan la transferencia de masa en
un sistema formado por dos fases considerando que la concentracion depende de una
dimension y del tiempo. En la seccion 2.3 se describe los pasos a seguir para derivar la
condicion de salto para este tipo de modelos y en la seccion 2.4 se desarrolla la
metodologia de solucién y por ultimo en este capitulo se define el calculo del flux de masa

para concentraciones diluidas.

En el capitulo tres se plantean cuatro diferentes casos de estudio, en dos de ellos se
considera diferentes funcionalidades de la concentracidn con respecto al tiempo en una de
las fronteras de la fase que no considera la reaccion. Ademas se consideran en los otros
casos, dos problemas adicionales al sistema lineal, que incluyen una reaccién no lineal en

una de las fases.

En el capitulo cuatro se exponen los resultados para los casos lineales (seccion 4.1y 4.2),
posteriormente en las secciones 4.3 y 4.4, se discuten los resultados obtenidos a partir de
una solucion numérica para los problemas no lineales. Por ultimo se presentan las

conclusiones de este trabajo.

Finalmente después de presentar las referencias y la bibliografia, se concluye con una
seccion de apéndices en donde se presentan los detalles de la solucion analitica, la
obtencion de los valores propios utilizados en la solucion analitica y los diagramas de flujo

de los métodos de solucion; analitico y numéricos.
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CAPITULO 2

TRANSFERENCIA DE MASA EN UN SISTEMA DE
DOS FASES

2.1 Planteamiento del problema.

Se tiene interés en resolver en forma analitica el problema transitorio de difusion del soluto
A a través de un sistema formado por dos fases homogéneas e isotrdpicas con propiedades
de transporte constantes en el espesor de cada fase. En la fase » se considera solo la
difusion y en la fase I ocurre de manera simultanea el transporte por difusion y el

aumentado por una reaccion lineal de primer orden. Tal como se muestra en la Figura 2.1.

Direccion del

transporte B
<~ C
Fase [/
Difusion
- v
Solido \ Reaccion
N
C;
y= 0 y= LI y= Lﬂ

Figura 2.1 Sistema formado por dos fases con coeficientes de difusion diferentes.
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En este sistema se considera el transporte de masa unidireccional que se extiende desde y =
0 hasta y = L,,. Se supone que la region que se extiende desde y = 0 hasta y = L, esta
inicialmente a la concentracion C;(y) y tiene una difusividad D;, mientras que la region
comprendida entre y = L; y y = L, esta inicialmente a la concentracion dada por C,(y) y
tiene una difusividad D,,. Considerando el equilibrio que existe en la interfase entre la fase /
y la fase 7, se puede establecer de forma esquematica las concentraciones en las fronteras y
en la interfase, la cual nos ayuda a plantear las ecuaciones que rigen la transferencia de
masa y sus condiciones de frontera asociadas. En la Figura 2.1 la concentracion C,? es la
correspondiente al seno del fluido que se encuentra alrededor de la fase #. Mientras que las
concentraciones en equilibrio en la interfase estan representadas por C; y Cg,

respectivamente.

Si se considera que C,‘f es dependiente del tiempo, el problema consiste en evaluar los
perfiles de concentracion en las dos fases, asi como el flux de masa en la frontera y = L,,

con la finalidad de encontrar bajo qué condiciones es valido el reemplazo de la ecuacion

diferencial gobernante de la fase 7, por una condicién de salto.

2.2 Modelo matemaético.

La formulacién matematica para el problema de transporte de masa unidimensional que
gobierna la distribucion de concentracion en la fase # y en la fase 7 en estado transitorio, es

el que describen las siguientes ecuaciones diferenciales parciales:

Fase 7

oC, 62C,7
Py =D, oy para L, <y<L, (2.1)

14



Uso de las condiciones de salto para el modelado

de los procesos de reaccion y separacion integrados CAPITULO 2
Fase |
0C 0°C
—L=D,—-kC, para O<y<lL (2.2)
ot oy

Sujeto a las condiciones de frontera

En y=L, C =C’(t) para t>0 (2.3)
En y=L, C/=CKJ para t>0 (2.4)
0C? e
En y=L ,—=D, oG, para t>0 (2.5)
ay ay
En y=0 ﬁ:o para t>0 (2.6)
oy

La condicién inicial esta dada por:

Cuando t=0 C,=Cy(y), i=n,l 2.7)

La ecuacion diferencial parcial (2.1) describe una situacion fisica en la que no existe
ninguna contribucion por parte del movimiento global y no existe reaccion quimica, a
diferencia de la ecuacion diferencial parcial (2.2) donde ocurre una reaccién lineal de
primer orden. Un punto importante es que las dos ecuaciones en conjunto establecen que la

velocidad de acumulacion en y = L, es igual a la cantidad de masa que se difunde y

reacciona a través del sistema compuesto por las dos fases.

La condicién de frontera (2.3) indica que la concentracion es dependiente del tiempo y la
condicion de frontera (2.6) expresa que el flux de masa en la pared solida es cero. Las
condiciones (2.4) y (2.5) en y = L;, describen el equilibrio entre las concentraciones de la

interfase formada por las fases y la continuidad del flux, respectivamente.

Las condiciones iniciales, ecuacién (2.7) se refieren especificamente a los valores de la

concentracion que prevalecen al iniciarse el proceso que se esta estudiando. Para este caso
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las condiciones iniciales se especifican de tal manera que puede existir una distribucién de

concentracion al iniciar la medicion del tiempo representada por funciones generales que en

el caso mas sencillo pueden ser constantes.

El problema definido por las ecuaciones (2.1)-(2.7) y designado como modelo sin salto

(MSS), puede reescribirse utilizando las variables definidas en la Tabla 2.1 en la forma

adimensional siguiente:

Fase n
ou o°u

n

= U
or 7 oY?

para 1<Y <Y,

Fase |
oy, 82U,
:al 2 —
ot oY

®U, para 0<Y<l

Sujeto a las condiciones de frontera

En Y=Y U =F(z) para z>0
En Y=1 U, =U, para >0

ou
En Y=1 «x » _0Y, para 7>0
oY oY

En Y=0 %=o para 7>0
oY

La condicion inicial esta dada por:

Cuando 7=0 U;=U,(Y), i=nl

Los detalles de la adimensionalizacion se pueden consultar en el apéndice A.
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Tabla 2.1 Definicion de variables adimensionales.

L, L
C .
U=—": 1=nl
i C n

Tabla 2. 2 Definicion de pardmetros adimensionales.
_kU
D*

a-:D*; i=n | | ®?

D L
K =—-321 Y =1
n Keryql DI U Ll

Cabe sefialar que D* representa el valor de una difusividad de referencia, C; es una

concentracion de referencia para cada fase, k, es una constante que relaciona a la constante
de equilibrio en la interfase (K ) con la difusividad de cada una de las fases, ¥;, indica la

proporcion entre la longitud de la fase 7 (L,,) y de la fase 7 (L;) y ®% es un numero

adimensional llamado Mddulo de Thiele, que representa la influencia relativa de la reaccion

quimica sobre la difusion.

2.3 Metodologia para derivar la condicién de salto.

La propuesta de este trabajo para obtener la condicion de salto es desarrollar un
procedimiento analogo a la metodologia propuesta por Ochoa-Tapia, Whitaker (1995) y
Wood y col. (2000), ya que esta condicién de frontera ha permitido el reemplazo de
regiones de cambio abrupto de propiedades efectivas de medios porosos por condiciones de
frontera para transporte de cantidad de movimiento, energia y masa. En particular para el
sistema mostrado en la Figura 2.2(a), la fase 7 seria la zona de cambio abrupto, en este caso
de la concentracion debido a la reaccién quimica y considerando que la longitud
caracteristica de esta fase es menor, comparada con la longitud de la fase #, se puede
aplicar los principios de dicha metodologia. Por lo tanto el procedimiento a seguir para
obtener la condicién de salto es el siguiente, primero se aplica un operador de promedio

definido por:
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{-}:jol - dY (2.15)

A la ecuacion (2.9) de donde se obtiene

Lor (o )t
M:alf_[%Jdv—cbf{Ul}

ot oY | oY

Y=1
a{Ul}zalﬁ @7 {u,) (2.16)

or oY |

Después se sustituye la condicion de frontera (2.13) en (2.16) resultando

AL, (0] U ) ey
ot Loy |, oYl He
o{u
{a.}:alau,| —o2{u,} (2.17)
T oY |Y=1

Ahora se sustituye la condicion de frontera dada por (2.12) en (2.17) obteniendo

ou
8{U'}:a,1cﬂa—Y” ~®P{U, }
Y=1

(2.18)

Una de las ideas principales detras del presente desarrollo es que Y, > 1, es decir; la
longitud de la fase 7 (L,,) es mucho mayor a la longitud de la fase 7 (L;), por ello parece

razonable reemplazar la fase 7 de espesor 1 por una superficie divisoria en Y = 0. Asi,
como consecuencia de esto y de la condicion de frontera (2.11), {U;} puede ser
reemplazado por U, en Y = 0. De esta manera la ecuacion (2.18) se puede expresar como

una condicién de salto definida como:
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ou, ou, )
=gk, —- -DU, (2.19)
ot oY |,

El esquema resultante se muestra en la Figura 2.2(b), donde la condicién de salto (2.19),
reemplaza a la ecuacion gobernante de la fase 7 del sistema anterior, obteniendo un sistema
que consta Unicamente de la ecuacién que gobierna la fase # y una nueva condicion de
frontera, donde se lleva a cabo el proceso de difusion y reaccién de manera simultanea.

Este sistema se designa como modelo con salto (MCS), y se expresa de la siguiente forma:

Fase 7

v, 62U,7 para 0<Y <Y, (2.20)
= <Y < .
or " oY? 7

Sujeto a las condiciones de frontera

En Y=Y U =F(z) para >0 (2.21)
ou ou, )
En Y=0 —l=g«x,—1 -®U, para >0 (2.22)
ot 7 oY |, 7

La condicion inicial esta dada por:

Cuando 7=0 U, =U ¢(Y) (2.23)
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¥=0 ¥=1 ¥ = Y77
Fase/ Fasen
R
Interface
Superﬁ&ie divisoria

Fasen

(b)

¥ =0 ¥ = Yﬁ
Figura 2.2 Diagrama esquematico del MSS (a) y el MCS (b), adimensional.

2.4 Metodologia de solucion.

La solucion de las ecuaciones diferenciales parciales del MSS vy la ecuacion diferencial
parcial del MCS, junto con sus respectivas condiciones de frontera y condiciones iniciales,
requieren una metodologia que permita, paso a paso, obtener una solucién analitica. En
general la metodologia para resolver analiticamente los dos sistemas, estd basada en la
expansion en términos de las funciones propias generadas por un problema de Sturm-
Liouville y el uso de la Formula o Identidad de Green. Los pasos principales de este

método de solucion son:

(@) Expandir la solucién en términos de las funciones propias asociadas, lo que requiere
escribir el problema de Sturm-Liouville asociado.
(b) Involucrar en la formula de Green las ecuaciones diferenciales de la solucion

buscada y la funcién propia, junto con sus condiciones de frontera.
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(c) Obtener del resultado anterior, con la propiedad de ortogonalidad de las funciones

propias, los coeficientes de la expansion propuesta para la solucion.

A continuacion se describe a detalle cada uno de estos tres pasos.

2.4.1 Generacion y solucion del problema de Sturm Liouville.

Con el fin de obtener la solucion general de los dos modelos, primero debemos encontrar la

solucion del problema homogéneo, para el cual se puede aplicar el método de separacién de

variables, proponiendo soluciones de la forma U; = ¢;(Y)G(t), y obtener el problema de

Sturm-Liouville asociado. Una vez encontrada la solucion del problema homogéneo, en la

siguiente seccion se resuelve para el problema no homogéneo. Aqui es importante

reconocer que la contribucion del tiempo dada por la funcion G(t) es la misma para ambas

fases y para los dos sistemas.

2.4.1.1. Modelo sin salto.

El problema de Sturm-Liouville para este sistema es:

d’p i=n, 1<Y<Y
|+ : -=O n
qyz A i—1 0<Y<1

Donde

/J|2 =a,‘l(22—®,2) : qu = 1h?

n n

Sujeta a las condiciones de frontera

En Y=Y, ¢, =0

En Y =1 », =@

21
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do, do
En Y=1 x —1=-11 2.28
Tdy dy (2.28)
En Yy=0 99 _g (2.29)
dy

La solucion del problema de valores a la frontera definido por las ecuaciones. (2.24)-(2.29)

genera las funciones propias ¢;,(Y) , ¢,,(Y) y la condicion para encontrar los valores

propios Aun,n(zn): .ul,n(ln):

Funciones propias

sin| «,,(1-Y,) ] cos(,Y)
cos(y,mYn) cos( 4 ,)

()= Sing:sn(n;fy ; Y) A

@, (Y)= para 0<Y <1 (2.30)

para 1<Y <Y, (2.31)

Condicion para los valores propios

Mcos[y,%r,(l—Y,7 )]+%ﬂl’n))sin[,um (1-Y, )] 0 (2.32)

nul,n cos lul,n
Una consecuencia del problema de Sturm-Liouville es la obtencion de la condicion de

ortogonalidad de la solucion, esto es, la propiedad de otogonalidad de las funciones propias.

En este caso, la condicién de ortogonalidad es:

31 V[0,5200 )Y +ai [ [ #5200 JdY =0, parap=n (2.33)
n |

La deduccion de esta ecuacion es similar a la que se obtiene cuando se resuelve el problema
de Sturm-Liouville en un medio homogéneo. Sin embargo, en este caso de dos fases, es

necesario involucrar a la condicién interfacial.
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2.4.1.2 Modelo con salto.
El problema de Sturm-Liouville para este sistema es:
2 s
d°ep,

2
—2 () ¢ =0 para 0O<Y<Y
avi ) o ! (2.34)

Donde: y,jza,;l(ls)z ; ,U.S=0!._l[(ﬂs)2—®|2}

Sujeta a las condiciones de frontera

En Y=Y, ¢ =0 (2.35)

En Y=0  x0}(0)+a| (#) -0t |g;(0)=0 (2.36)

La solucion del problema de valores a la frontera definido por las ecuaciones (2.34)-(2.36)

genera la funcion propia ¢y, y la condicion para encontrar los valores propios

tpn(A5), 15 n(43) -

Funcion propia

(D;,n (Y) — Sin [,u;m (Y _YU ):| (2_37)

cos ( .Y, )

Condicién para los valores propios

Ty
Knui,ﬁ(uf,n)z%:() (238)
ninn

En este caso, la condicién de ortogonalidad es:

A 1 .
“_ZJO [ 050050 Y +a1705 , (0) 5, (0)=0, paran=p (2.39)
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Todos los detalles de la solucion del problema de Sturm-Liouville para los dos modelos, asi
como la condicion de ortogonalidad asociada, se pueden revisar en el Apéndice B-1y B-2

respectivamente.

2.4.2 Formula de Green.

La formula de Green est& dada por la siguiente relacion:

b| o*w % aw ol
.[ U——W—— dY =|U—-W— (2.40)
al oy oY oY oY

a

Donde w y u son funciones de Y validas en Ye(a, b). Ahora se usara la formula de Green
junto con la expansién de la solucion buscada en términos de las funciones propias

asociadas para resolver los dos modelos.

2.4.2.1 Modelo sin salto.

Para la solucién de este modelo se utiliza la identidad de Green, con la finalidad de obtener

las integrales para cada una de las fases que componen el sistema.
Fase

Primero se asignaaw = U, Yy u = ¢, ,, , después se sustituyen las ecuaciones diferenciales

(2.8) y (2.24) en (2.40), resultando

_ Yl] 1
a”l.[l (/7,“{ Tﬂ +U’7ﬂ“§}dY =Pup (Y'i) aYﬂ U’I (Yﬂ)(p n.p (Yfz)
Y=Y,
! (2.41)
oU
_¢T7p(1) aYn +U’7( )@q,p(l)
Y=1
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Ahora se usan tanto las condiciones de frontera del problema original como las del
problema de Sturm-Liouville, de la faser, para resolver el término derecho de la ecuacion
(2.41), obteniendo

Y ou .
Krzanl 1 %,p{a—;*Unlﬁ}dY :_KnFn (T)(o n,p(Yﬂ)

(2.42)
U,

“Pl,p(l)a—Y

Fase |

Primero se asignaaw = U; y u = ¢,,, , después se sustituyen las ecuaciones diferenciales

(2.9) y (2.24) en (2.40), resultando

) -U, (1)e", (1)

! ou oU
a, 1j0 [qplyp (6_T'+,1rfu, ﬂdv =0, (l)a_Yl

ouU
—(0|,p(0)a—Yl

+U, (0)e", ,(0) (2.43)

Y =0

Ahora se usan tanto las condiciones de frontera del problema original como las del
problema de Sturm-Liouville, de la fase 7, para resolver el término derecho de la ecuacion
(2.43), obteniendo

-U, (Ve , (1) (2.44)

Y=1

Ll oU ou
a,ljo {go,,p(a—f'mrfu, ﬂdY =0, (1)8—Y'

A continuacion se suman las ecuaciones. (2.42) y (2.44) para llegar a

A ouU Lt ouU
Knaﬂljl {gow( 8; +/1§U,7ﬂ dy +a,lj'0 [(p,'p(—ar' + .U, ﬂdY =

-K,F, (T)(p'mp (er)

(2.45)
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Que en forma compacta, de acuerdo a la siguiente nomenclatura Y, =0;Y; = 1;Y, =

Y,;1=1;2=mn; K, = 1, laecuacion (2.45) se puede escribirse como:

i’fiai_lj:l {%,p [% +’1§Ui ﬂ dy = -, F, (T)(pln,p (Yfz) (2.46)

Una vez que se tiene este resultado se propone la siguiente formula de expansion en

términos de las funciones propias del problema de Sturm-Liouville asociado

U,(Y.7) =30, (Y)Coi(7) + i=0 (2.47)
n=1
Sustituyendo (2.47) en (2.46) se obtiene

oC

2 . 0 _
;Kiai_l J;'l[gqoi,p%,n[ ar“" +,1§cmﬂ dY =—«,F (7)o", , (Y”) (2.48)

La ecuacidn (2.48) se puede reescribir de la siguiente forma:

(2, St s | [ o) e

n=1 T

Al utilizar la condicion de ortogonalidad dada por la ecuacién (2.33), la ecuacién (2.49) se

reduce a

0C . I
%Cui | pec,, = nl0) (2.50)
or "~ D,
Donde hemos usado
In(r):—KnFn (r)gp'”’p(Yn) (2.51)
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: % 2
Dn = ; Ka J‘YH (oi,ndY (252)

La condicion inicial para la solucion de la ecuacién (2.50) se obtiene de la condicion inicial
del problema original (2.14). Esto se muestra a continuacion, primero se escribe la ecuacion

(2.47) a un tiempo cero, resultando:

U,(Y,0)= 2¢, . (Y)C,.(0) (2.53)

Después la ecuacion se puede reescribir como:

K'(Z 1U|O (Y @. p 1z(p| p¢| n>’n,i (254)

Ahora usando la condicién de ortogonalidad (2.33) en (2.54) resulta

Yi

i J.Y- UiO ¢|,n
C .(0)=1=2 - 2.55
i (0) ) (2.55)

Asi la solucién de (2.50) esta dada por
g2 1 2 (7 2
Cai()=Coy )& +——e" [ ehe 1,0 d¢ @59)
n O

Notese que estos coeficientes dependientes del tiempo pueden hacerse especificos de cada
fase si se usa la definicion de u7,,, y por lo tanto la ecuacién (2.56) toma la siguiente forma

general, considerando que CD,% =0

Gy (1) = Cy (@) 1140 +Die_(aiﬂi2'”+®i2)r [, itk Hdr sy

n
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2.4.2.2 Modelo con salto.

De la misma manera que en el MSS, se utiliza la identidad de Green, con la finalidad de

obtener las integrales para la Unica fase que incluye este sistema.

Fase 7

Primero se asignaaw = U, Y u = ¢, , , después se sustituyen las ecuaciones diferenciales

(2.20) y (2.34) en (2.40), resultando

-U, (Y,,)(p; I(Yn)

Y=y,

+U, (0)¢;,'(0)

(2.58)

Ahora se usan tanto las condiciones de frontera del problema original como las del
problema de Sturm-Liouville, de la fase 7, para resolver el término derecho de la ecuacion
(2.58), obteniendo

n S aU S S 1
Knar;l : {(pmp( a; +(/1p)2UUHdY :_Fz7(T)Krz¢n.p (Y”)

(2.59)
S aur] S
_(on,p(o)’(n +U77(O)Kn¢n,p (0)
oY |,
De la ecuacion (2.59) se puede obtener el segundo término de la derecha como sigue
oU oU
—L =k, —L —DU
or oY |, "
oJ oU
i1 R et} +®jU (2.60)
ToY |, e\ ot "
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De igual manera el tercer término de la derecha se puede obtener de la ecuacién (2.36)

como sigue
K05, "(0)+ a’t [(lns )2 —CD,2:|(/);n (0)=0

K050 (0) =0 (43) -7 |92, (0) (2.61)

Sustituyendo (2.60) y (2.61) en (2.59) resulta

v, ouU s
K, Ulj {%p[ aTv : ,,ﬂdY:_Fn(T)Kn(”mp (Yn)

U (2.62)
1
-¢° (0)=—| —L+1%U
¢77713( )al [ az_ p UJY_O
La ecuacion (2.62) se puede reescribir como
% s (0U, \2 S 1(oU,
K a +(A2) U ||dY + 0)— L+ AU, =
o Jo |:¢77~P( az. ( p) ﬂj} ¢7743( )a| 81’ - (263)

B K%p'( 'z)

Una vez que se tiene este resultado se propone la siguiente férmula de expansion en

términos de las funciones propias del problema de Sturm-Liouville asociado.

U, (¥.7) = 205, (Y)Ci (7) (2.64)

Sustituyendo (2.64) en (2.63) se obtiene

=[acs | v P L. S
%0 oot Jov e, 01, 0]

n=1 (265)
- Fn (YTI ) Kﬂgpr;p '(Yﬂ)

29



Uso de las condiciones de salto para el modelado
de los procesos de reaccion y separacion integrados CAPITULO 2

Al utilizar la condicion de ortogonalidad dada por la ecuacién (2.39), la ecuacién (2.65) se

reduce a

2.66
or : (2.66)
Donde hemos usado
15 (z)=—x,F, (7)o}, '(Y,) (2.67)
D; = Kna;lJ‘:] ((0;,,1 )2 dy +o;* (@jm )2 (0) (2.68)

La condicidn inicial para la solucion de la ecuacién (2.66) se obtiene de la condicion inicial
del problema original (2.23). Esto se muestra a continuacion, primero se escribe la ecuacion

(2.64) a un tiempo cero, resultando:

U, (Y.0)=U,(Y) =3¢}, (Y)C3 (0) (2.69

Después la ecuacion se puede reescribir como:

1,0, U0 (0) ;. = ,2,' 205,00, (0) (2.70)
n=1
Ahora usando la condicién de ortogonalidad (2.39) en (2.70) resulta

Yy
an;lj @, U0 (Y)dY
L (2.71)

n

e, [ (0),) Y

0

c:(0)=
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Asi la solucién de (2.66) esta dada por

C:(T)=C:(0)e_(/1§) T+§e‘(i§) _[ e(l”s) C15) de 2.72)
0

n

Por Gltimo sustituyendo la ecuacion (2.34) para la fase 7 se obtiene

A N W VA A A
CS()=CS(0)e 1 "‘”’+§e Hin) % IO el M s a2

n
En resumen, para evaluar el perfil de concentracion dado por la ecuacién (2.47) en el MSS,
primero se determinan los valores propios con base a la ecuacidon (2.32), después se
sustituyen en las ecuaciones (2.30) y (2.31) obteniendo las funciones propias para cada fase
y por ultimo se evalta la ecuacion (2.57) en funcién de la condicion inicial U;,(Y) y la
funcionalidad del tiempo F,(7) en la frontera Y = Y,. De manera similar, en el MCS, el
perfil de concentracion dado por la ecuacion (2.64) se resuelve al sustituir los valores
propios, calculados a partir de la ecuacion (2.38), en la funcion propia de la fase # dada por

la ecuacion (2.37) y después se evalla la ecuacion (2.73) en funcion de la condicion inicial

Uio(Y) y la funcionalidad del tiempo F, (7) en la frontera Y = Y,,.

2.5 Definicion del flux de masa.

Como ya se menciono anteriormente, evaluar el flux en la frontera Y =Y, tiene una gran

importancia, ya que se requiere la cantidad de masa que fluye a través de esta frontera en
las ecuaciones de disefio de cualquier equipo de separacion donde ocurre una reaccion de
manera simultanea. Por lo tanto el flux de masa para concentraciones diluidas del soluto se

puede calcular a partir de la siguiente relacion:

N| =-D —=* (2.79)
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Al adimensionalizar la ecuacion (2.74) resulta;

dU,7
NU\Y’] =—a,— (2.75)
Y’I
Donde se ha utilizado
N = N, N =D CL' 2.76
N n -l (2.76)

n

En este punto se cuenta con una solucion analitica para los dos modelos y la expresion para

evaluar el flux de masa en la frontera de interés.
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CAPITULO 3

CASOS DE ESTUDIO

Con el fin de evaluar las soluciones analiticas de los dos modelos, es necesario resolver las
integrales indicadas para diferentes casos donde la concentracion dependa del tiempo. En
esta seccién se propone dos diferentes tipos de funcionalidades para el problema lineal
(Caso I-a y I-b) y se desarrollan las soluciones correspondientes. Ademas con la finalidad
de ampliar el andlisis de diversos problemas de aplicacion, se propone estudiar dos
problemas no lineales, el primero considera en la fase 7 una reaccién de segundo orden
(Caso I1) y el segundo problema una cinética de Michaelis Menten (Caso 11l). Esta claro
que la solucion de estos problemas sera de forma numérica, pero siguiendo la misma

metodologia que se utilizo en el caso lineal.

Antes de explicar cada uno de los problemas de estudio, se establece que para todos los
casos de analisis, al inicio del proceso la concentracion del soluto A en las dos fases es cero;

es decir, la condicion inicial para los dos sistemas es:

MSS
7=0 U =U,(Y)=0, i=n,l (3.1)

MCS
=0 U, =U(Y)=0 (3.2)
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3.1 Caso I. Reaccion lineal en la fase .

Con base en lo anterior, en la solucién analitica el término C,,(0) para los dos modelos es
cero, por lo tanto las funciones que dependen del tiempo C,,(t) se reducen a un solo
término como se muestra en la Tabla 3.1. Ademéas en la misma tabla se indican las
expresiones para la constante D,, en los dos sistemas, que se requieren para completar las

soluciones.

Tabla 3.1 Coeficientes C,,;(t) y D,, parael MSSy C;(7) y D;, para el MCS.

MSS

Fase 7

Cn,n(r)=oie_(%ﬂ”'n)fjor (sl 1 0o (33)

n

Fase /

Cny(2) = Die_(a,u.%n@%)fj T e(a'ﬂ'z'”@'z)g 1,(£)d¢ (3.4)

n 0

sin? [ 4, (1, )] [Mn”e”(z”"”)Mﬂ]senmm(H”ﬂ 2, 070) g

“cos” (Y, )oos” ()| A a Ay,  cos’(u,,Y,)
MCS
Fase n
S 1 _(,ur?)za r (ﬂﬁ)za ¢ s

Ca@=—e [ e 1Ry g )

D, 0
Df = ZK" S Sen[—Z,u;’nYZ:I+2y;’nY,7 . Sinzl:z_'u;:Y”] 37)

a, cos® (u3,Y, ) YT a, cos (Y, )

Para poder realizar una evaluacion de estas soluciones debemos proponer funcionalidades

para las concentraciones en la frontera Y =Y,, en este trabajo analizaremos dos
funcionalidades del tiempo diferentes para estas concentraciones adimensionales, con el fin

de evaluar los términos C, , (1), Cy, (1) y C5 (7).
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Los detalles correspondientes a la evaluacion de los términos D,, y DS se encuentran

disponibles en el Apéndice B-3.

3.1.1 Caso I-a. La concentracion en el seno del fluido externo a la fase # es constante.

Para los dos modelos la concentraciéon en la frontera Y = Y, es una constante, de manera
que

1
En Y=Y U = Fﬂ(r):U,7 (3.8)
Por lo tanto los términos C, ;(t) para el MSS son:

Fase n

1 2
Cnp(2) = 1 Y [e_(“ﬂ/‘m”)f _1} (3.9)

Fase /

1 2 2
Ch,i (7) = L uktan 21 2 {e_(alﬂlyn@l F _1} (3.10)
D cos(y,mY,]) (alﬂl,n + @) )

De manera similar el término C;(t) para el MCS es:

1 K Ul _(aq(ﬂzsl,n)z]f
Ca()=—=5 = e

-1 (3.11)
Dy cos 4 oYy )yt
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3.1.2 Caso I-b. La concentracion en el seno del fluido externo a la fase » depende
exponencialmente del tiempo.

Para los dos modelos la concentracion en la frontera Y = Y;,, depende exponencialmente del

tiempo, por lo tanto

En Y=Y U =F(r)=Ul-ce” (3.12)

Donde o, es un parametro pre-exponencial y 8, es un factor de decaimiento. Por lo tanto

los términos C,, ; (7) para el MSS son:

Fase n
1
C,, ()= 2 {1 —(a,,u,?,n)r} Ry [e_ﬂﬂf e_(“"”'ev“)f} (3.13)
. .
(anﬂfin) (aﬂ'“f?,n _'877)
Fase /
1
C () e [1— o '2'””)'2)7}
' 2 2
(alﬂl,n +(D|) (3.14)
— R770_77 |:e_ﬂ777 _e_(a"u'zvn%b'z)f}
(a| :uiz,n + q)lz - ﬂn)
Donde
R —___ "utpn (3.15)

7 D, cos( :uq,nYn)

De manera similar el término C:(7) para el MCS es:
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_ . , -
U77 _('”;,n) ant
5 e -1
s
(i)
KnHpn ( T 7
Co(r)=——"- . (3.16)
D, cos( ﬂn.nYn) N o e—ﬁnf _e*(ﬂn,n) a,T
2
s
‘:(zuq,n) ar] _ﬂn:|

Todos los detalles para la obtencion de los términos anteriores se pueden consultar en el
Apéndice B-4.
3.2 Caso Il. Reaccion no lineal de segundo orden.

La ecuacion de velocidad de reaccion esta dado por:

-1, =K,C? (3.17)

Por lo tanto la formulacion matematica para el problema unidimensional de transporte de
masa que gobierna la distribucién de concentracion en la fase # y en la fase 7 en estado
transitorio, es el que describen las siguientes ecuaciones diferenciales parciales

adimensionales:

Fase n
v, aZU” para 1<Y <Y, (3.18)
or 7 ov? !
Fase |
2
aau' =q, 8832' ~®U} para 0<Y<1 (3.19)
T

Donde el termino del médulo de Thiele sufre una modificacion, de tal manera que
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k L2 *
o =-— ; k =CK, (3.20)
D

Las condiciones de frontera y la condicion inicial, son similares a las utilizadas en el
problema lineal. Siguiendo los pasos de la metodologia para obtener la condicion de salto,

el modelo matematico resultante para este sistema se expresa de la siguiente manera:

Fase 7
Ay, 62U” ara 0<Y<Y (3.21)
= .
ot 7 oY? P d
Sujeto a las condiciones de frontera
En Y=Y U =F(z) para >0 (3.22)
ouU ouU -
En Y=0 L=k, —L —-®dU’ para 7>0 (3.23)
oks ToY |, !
La condicion inicial esta dada por:
Cuando 7=0 U, =U ,(Y) (3.24)

3.3 Caso 1. Cinética de Michaelis Menten.

Ahora el término no lineal se reemplaza por una reaccion enzimatica, para ello se utiliza la
ecuacion de Michaelis Menten como una expresion de velocidad para esta reaccion, la cual

estd dada por:

— VmaxCI

= 3.25
Ku +C, ( )

- =V
Donde V,,,,, €s la velocidad maxima de una reaccion que se produce cuando la enzima se
satura, debido a elevadas concentraciones de sustrato C,. Esta velocidad se calcula con la

concentracion total de la enzima y la constante de velocidad k-, obteniendo V., = k3 [E]r
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y K), se define como la concentracion del sustrato cuando v, es igual a la mitad de 1a 1},
y se conoce como la constante de Michaelis. A partir de las definiciones de las variables y
parametros adimensionales de las Tablas 2.1 y 2.2, se puede derivar una expresion

adimensional para la ecuacion (3.25), obteniendo,

@2
V, = M—U' (3.26)
Ky +U,
Donde
A » S » N O o '

Para nuestro sistema, la concentracion adimensional en la fase 7 (U;) tiene un rango de 0 <
U; < 1. Con base en lo anterior y a la ecuacion (3.26) se puede describir una curva, como

se muestra en la Figura 3.1, donde se puede notar que cuando U; < k.

(3.28)

La cual es una cinética de primer orden, que se puede apreciar en la parte creciente de la

Figura 3.1. Por otro lado, si U; > ky

V, ~ @, (3.29)

En este caso la cinética es de orden cero y se identifica con la parte aproximadamente
horizontal de la Figura 3.1. Como se puede notar, esta expresion tiene dos extremos, sin
embargo, en este trabajo se considerara la forma completa, es decir, la ecuacion (3.26) la

cual es no lineal.
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6.0 T 6.0
5.5 i ’ i 5.5
5.0 4 B 5.0
451 [ 45
4.0 _ — 4.0
3.5 i i 3.5
I/O 3.0 - s 3.0
251 [ 25
2.0 i i 2.0
1.5 g i 1.5
1.0 i R 1.0
0.5 : B 0.5
0.0 ——T——T——T— T T T T T T 0.0

Figura 3.1 Grafica de V en funcion de U; para una reaccion catalizada por una enzima.

Por lo tanto la formulacion matematica para el problema unidimensional de transporte de

masa que gobierna la distribucion de concentracion en la fase n y en la fase 7 en estado

transitorio, es el que describen

adimensionales:

Fasen
o, aZU” ara 1<Y <Y
= <
or "oy’ P "
Fase |
2, 2
aU':aIaUZ'— PuY, para 0<Y <1
ot oY*  (xy+U,)
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Donde el término del médulo de Thiele sufre una modificacion ya definido en la ecuacion
(3.27). Las condiciones de frontera y la condicién inicial, son similares a las utilizadas en el
problema lineal. Siguiendo los pasos de la metodologia para obtener la condicion de salto,

el modelo matematico resultante para este sistema se expresa de la siguiente manera:

Fasen

v, GZU” para 0<Y <Y (3.32)
ot " oY? 7

Sujeto a las condiciones de frontera

En Y=Y U, =F((r) para 7>0 (3.33)
ouU ouU U
En Y=0 ! =ax, —2L —®| —2L—| para >0 (3.34)
or oY |, Ky +U,

La condicidn inicial esta dada por:

Cuando 7=0 U, =U ,(Y) (3.35)
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CAPITULO 4

RESULTADOS Y DISCUSION

El objetivo de evaluar la solucion analitica del problema lineal es obtener el error del flux
en la frontera Y =Y, entre los dos modelos, el MSS y el MCS, con la finalidad de
encontrar bajo qué condiciones es valido el reemplazo de la ecuacién diferencial
gobernante de la fase I, por una condicién de salto. A continuacion, para cada uno de los
casos de estudio, se evalla la solucion analitica para el problema lineal. Ademés de manera
similar se analizan los problemas no lineales, utilizando el algoritmo de Newton Raphson
multivariable para evaluar el estado estacionario y el método de lineas para el estado

transitorio.

En general los valores de los parametros utilizados en la evaluacion de las soluciones de los

diferentes casos, que aqui se reportan, son:

(@) EI mddulo de Thiele ®? varia en un rango de 0.1-10.0. Estos valores se
seleccionaron de tal manera que se pueda apreciar el efecto de la reaccion quimica
en la fase I; es decir, a valores pequefios de @2, el transporte por difusion en la fase
I predomina. Por otro lado el efecto de la reaccion sobre el transporte del soluto es
mayor a valores altos de este numero adimensional.

(b) La longitud de la fase 7/ se mantiene constante a un valor de L; = 1, de tal manera

que los valores que se utilicen para Y, en la evaluacion de los perfiles, sean

directamente los valores de L.
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(¢) ay = 3.0y a; = 1.0. Estos valores indican que la difusividad del soluto en la fase /
(Dy), es igual a la difusividad de referencia, (D*) mientras tanto la difusividad en la
fase 5 (Dn) es mayor a la de referencia para el caso donde la fase # sea un gas.

(d) k; = 2.0, Lo cual implica que la constante de equilibrio en la interfase entre la fase
ny lafase Ies K;Z = 1.5, esto indica que el transporte se favorece hacia la fase I.

(e) Por dltimo, el parametro pre-exponencial g, = 1.0, el factor de decaimiento de la
funcion exponencial 8, = 10.0, fueron seleccionados tales que representen cambios

suaves de las concentraciones en la frontera Y = Y,, para el Caso I-b.

A manera de resumen y con base a lo anterior, en la tabla 4.1 se muestra los parametros

utilizados para la evaluacion de cada caso.

Tabla 4.1 Valores de los pardmetros adimensionales utilizados en las soluciones de los
diferentes casos.

Caso | @, | o | &, | UL | o, | B, |Ky o’ @}, Y,
I-a 30|10 | 20| 1.0 X X x | 0.1-10.0 X 2.0-60.0
I-b 301020 | 10 | 10| 100 | x | 0.1-10.0 X 2.0-60.0
I 30110 | 20| 10 X X x | 0.1-10.0 X 2.0-45.0
i 30| 10| 20 | 1.0 X X 0.1 X 0.5-10.0 | 2.0-90.0

Antes de exponer los resultados, en el apéndice C se presenta los diagramas de flujo
utilizados para evaluar la solucién analitica para el caso I-a y I-b. Ademas de los algoritmos

de los métodos numéricos empleados para los casos Iy 1.

4.1 Caso I-a. La concentracion en el seno del fluido externo a la fase # es constante.

La concentracion adimensional en la frontera Y =Y, se considera constante y es igual a
uno. En la Figura 4.1 se muestra las curvas del % error del flux de masa en Y =Y, en
estado estacionario en funcion del ®? y Y,, comparando el flux del MSS y MCS,
calculados a partir de la ecuacion (2.75). La expresion utilizada para evaluar el % Error

esta definida como:
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N,|_, MSS—N,| McCs
%Error= - —

x100 4.2)
N”‘ MSS
Y=Y,

Como se observa en la Figura 4.1 conforme aumenta el valor de Y,,, los valores del % de
error disminuyen a cualquier valor del modulo de Thiele. Sin embargo, el efecto de la
reaccion en la fase | sobre todo el sistema es importante, ya que a valores de 0.5 < &7 < 2
y 1.1 <Y, <9 se localiza una zona donde los valores del % Error varian en un rango de
19.4-2.7. Por otro lado en la seccion limitada por 28 <Y, <54 y a 2 < d? < 10, se
encuentran valores del % Error en un rango de 2-0.7 , en esta seccion se observa que
manteniendo un % Error de 1.0 se requiere un valor de Y, = 48 a un ®f =5, es decir;
cuando en la fase | el coeficiente de difusion es 5 veces mayor a la constante de velocidad
de reaccion por su longitud al cuadrado, los valores del flux de masa para el MSS y MCS

seran de Nﬂly—y =0.06262 y Nn|y_y = 0.062, respectivamente, solamente si la longitud
) -n

de la fase # es 48 veces mayor a la longitud de la fase I. De manera similar para otros
valores de ®Z=0.1 y &2 =10 se requieren valores de Y, =14 y Y, =56,

respectivamente como se muestra en la Figura 4.2.

En la Figura 4.3 se muestran los resultados de la evolucion del flux de masa en Y =Y,
evaluados con los dos modelos para un valor de Y;, = 5, el % Error del flux a un tiempo de
1 x 1075 es cero para este sistema, pero a medida que aumenta el tiempo y alcanzando el
estado estacionario el %Error = 8.97. Por otro lado para un valor de Y,, = 48, el % Error
del flux de masa de los dos modelos desde un tiempo cero hasta alcanzar el estado
estacionario a un T > 900, se mantiene por debajo de 0.99 como se muestra en la Figura
4.4. En ambos sistemas se mantiene constante el valor de ®7 =5 .Para obtener los
resultados de la Figura 4.4 se utilizaron, 270 y 266 valores propios de la serie para tiempos
cortos en el MSS y MCS respectivamente y solo un valor propio en los dos modelos para
alcanzar el estado estacionario. La busqueda de los valores propios se explica en el

apéndice D.
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10

%Error

2 3l

sl T m e ey s o o s e oy L 55
504 - 50
sy T ; - 45
! | !
40 i - 40
)/;] 35- E _ 35
304 E [ 30
25 - E [ s
20 - : [ 20
15 - i _ 15
10 Y : ——1——1——7——+ 10
0 1 2 3 4 56 7 8 9 10
I

Figura 4.2 Y, requerida para mantener un %Error de 1.0, en funcion de ®Z. Caso l-a.
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Cabe sefialar que al evaluar el flux de masa en Y =Y, con la solucion analitica en estado

transitorio que fue obtenida mediante la Formula de Green, se presenta un problema
relacionado con este método de solucion llamado fenomeno de Gibbs (Fay y Kloppers,
2001), ya que al utilizar series de Fourier en la metodologia, los valores de concentracion
adimensional convergen a cero conforme se aproximan a esta frontera. Para solucionar el
problema anterior se utilizo el método de superposicién con la intencion de combinar la
solucion en estado estacionario y la solucién del estado transitorio. Los detalles
correspondientes para la evaluacion del flux de masa mediante el método de superposicion

para los dos modelos se encuentran disponibles en el Apéndice E.

100 — - 100
n 5 L
10 - L 10
7ly=y, I
[ |
11— Modelo sin salto I
1 o Modelo con salto [
0.1 ———rrre—r—rrrrr—r—rrrr——rrrr—r—rrrrr——rrrre 0.1
1E-4 1E-3 0.01 0.1 1 10 100

T

Figura 4.3 Evolucion del flux de masa evaluado en ¥ = Y, para el Caso I-a, manteniendo
constante un ®? = 5.0y Y, = 5.
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100

100

10

0.1 3

Modelo sin salto
o  Modelo con salto

0.01 0.01
1E-4 1E-3 0.01 0.1 1 10 100 1000

e

Figura 4.4 Evolucion del flux de masa evaluado en Y = Y, para el Caso I-a, manteniendo
constante un ®f = 5.0y Y, = 48.

4.2 Caso I-b. La concentracion en el seno del fluido externo a la fase » depende
exponencialmente del tiempo.

Para este caso la concentracion adimensional en la frontera Y = Y,, se considera como una
funcién exponencial definida anteriormente. En la Figura 4.5 se muestran los resultados de
la evolucion del flux de masa en Y =Y,, evaluados con los dos modelos para un valor de
Y, =5, el % Error del flux a un tiempo de 1 X 107> es de 0.56 para este sistema, pero a
medida que aumenta el tiempo y alcanzando el estado estacionario el %Error = 8.77. Por
otro lado para un a valor de Y,, = 48, el % Error del flux a un tiempo de 1 X 107> es de
0.49, pero a medida que aumenta el tiempo y alcanzar el estado estacionario a un t > 900,
el %Error se mantiene por debajo de 0.99 como se muestra en la Figura 4.6. En ambos
sistemas se mantiene constante el valor de ®2 = 5. Para obtener los resultados de la Figura
4.6 se utilizaron 4.47 x 107 valores propios de la serie para tiempos cortos y 4.47 x 10*
valores propios al alcanzar el estado estacionario en el MSS. Por otro lado para el MCS se
emplearon 8.81 x 10° valores propios para tiempos cortos y 8.81 x 103 valores al alcanzar

el estado estacionario.
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10 - 10
/ |)'=Y,, ] [
14 - 1
] ol
0.1 Modelo sin salto 0.1
] ©  Modelo con salto [
1E-§ 1E-4 1E-3 0.01 0.1 1 10

T

Figura 4.5 Evolucion del flux de masa evaluado en Y = Y,, para el Caso I-b, manteniendo
constanteun ®f =5.0yY, = 5.

- 10
-
- 1
5
- 0.1
Modelo sin salto i
. o Modelo con salto -
IE55 1E-4 1E-3 001 0.1 1 10 100 1000

T
Figura 4.6 Evolucion del flux de masa evaluado en Y = Y, para el Caso I-b, manteniendo
constante un ®f = 5.0y Y, = 48.
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Hasta este momento se puede sefialar que la condicidn que vélida la solucién aproximada
que considera el salto para un sistema lineal, ya sea con fronteras fijas (Caso I-a), 0 con
fronteras moviles (Caso I-b), es que la longitud de la fase n sea 48 veces mayor a la
longitud de la fase I, manteniendo los valores de los pardmetros indicados en la tabla 4.1 y

fijando un ®# = 5.

4.3 Caso I1. Reaccion no lineal de segundo orden.

En la fase 7 se considera una reaccion no lineal de segundo orden. En la Figura 4.7 se
muestra las curvas del % Error del flux de masa en Y =Y, en estado estacionario en
funcion del ®? y Y,, comparando el flux del MSS y MCS, calculados a partir de la
ecuacion (2.75). La expresion utilizada para evaluar el % Error estd definida por la

ecuacion (4.1).

Como se observa en la Figura 4.7 conforme aumenta el valor de Y,,, los valores del % Error
disminuyen a cualquier valor del mddulo de Thiele. Sin embargo, el efecto de la reaccion
en la fase 1 sobre todo el sistema es importante, ya que a valores de 0.5 < ®Z <5y
1.5 <Y, <7 se localiza una zona donde los valores del %Error varian en un rango de
25.3-3. Por otro lado en la seccion limitada por 20 <Y, <40 y 0.5 < d? < 10, se
encuentran valores del %Error en un rango de 2-0.7, en esta seccion se observa que
manteniendo un % Error de 1.0 se requiere un valor de Y, = 34 a un ®f =5, es decir;
cuando en la fase | el coeficiente de difusion es 5 veces mayor a la constante de velocidad
de reaccién por su longitud al cuadrado, los valores del flux de masa para el MSS y MCS

seran de N,| _ =0.07997 y N,| _ =0.07917, respectivamente, solamente si la
- -

longitud de la fase 7 es 34 veces mayor a la longitud de la fase 1. De manera similar para
otros valores de ®Z =0.1 y ®7 =10 se requieren valores de Y,=7y Y,=37,
respectivamente como se muestra en la Figura 4.8. Los resultados anteriores se obtuvieron
con el algoritmo de Newton-Raphson multivariable, utilizando N = 10 y N,;(400 — 600)
en un rango de ®?(10 —0.1) para el MSS y N = 10 a cualquier valor del modulo de

Thiele para el MCS.
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n

Figura 4.7 %Error en funcion de Y, a diferentes valores de ®Z. Sistema no lineal de segundo

orden.

40 40
e S e - 38
36 4 - 36
34 . L 34
324 : - 32
30 4 | - 30
28 - : [ 28
Y 26 - | - 26
7 24 : L 24
22 | L 22
] . [
20 - | -~ 20
18 - ! L 18
16 - : L 16
14 4 : - 14
12 4 | E 12
10 - : L 10
8 ! L8
6 i T T 1 T 6
0 5 8 9 10
2
/

Figura 4.8 Y, requerida para mantener un %Error de 1.0, en funcion de ®Z. Sistema no

lineal de segundo orden.
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100 - Y,7 - 5 - 100
n Y=Y, | B
10 5 - 10
I 2
Modelo sin salto !
o Modelo con salto
0.1 4—rrrrrm—r—rrrrm—rrrrr——rrrr—r—rrrr——rrrr—r—rt- 0. 1
1E-5 1E-4 1E-3 0.01 0.1 1 10

T

Figura 4.9 Evolucion del flux de masa evaluado en Y = Y, para el sistema no lineal de
segundo orden, manteniendo constante un ®Z = 5.0y Y,=5.

100 - Y = 34 100
; n
10 - 10
,7 )7:)/,7.
1+ 1
0.1 0.1
Modelo sin salto
o  Modelo con salto
0.01 0.01
IE5S 1E-4 1E-3 001 0.1 1 10 100 1000

T

Figura 4.10 Evolucion del flux de masa evaluado en Y = ¥,, para el sistema no lineal de
segundo orden, manteniendo constante un ®Z = 5.0y Y, =34.
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En la Figura 4.9 se muestran los resultados de la evolucion del flux de masa en Y =Y,
evaluados con los dos modelos para un valor de Y;, = 5, el % Error del flux a un tiempo de
1x 107> es de 3.5 x 10~3 para este sistema, pero a medida que aumenta el tiempo y
alcanzando el estado estacionario el %Error = 7.47. Por otro lado para un a valor de ¥, =
34, el % Error del flux a un tiempo de 1 x 107> es de 0.11, pero al alcanzar el estado
estacionario aun 7 > 500, el % Error se mantiene por debajo de 1.0 como se muestra en la

Figura 4.10. En ambos sistemas se mantiene constante el valor de ®7 = 5.0.

En la Tabla 4.2 se muestran las condiciones de la evaluacion numérica en estado transitorio
de los dos modelos, para el MSS se mantuvo constante N, = 20 y h es el tamafio de paso
del tiempo. Ademas en la Gltima columna de la tabla, se observan en términos de %, el
tiempo de computo que solamente es utilizado para resolver el MCS, con respecto al
tiempo de computo total que es requerido para evaluar el MSS, manteniendo constante los

parametros de la Tabla 4.1, considerando un ®2 = 5.0y Y, = 48.

Tabla 4.2 Tiempos de computo utilizados para la evaluacion en estado transitorio de los dos
modelos. Caso 1.

T N h %
1x1075 | 2x10* 1x1077 54.7
0.01 500 1x 1074 55
1 100 1x 1073 50
500 30*/10* | (1x1073)*/1* | 0.2

*MSS/**MCS

4.4 Caso 1. Cinética de Michaelis Menten.

En la fase 7 se considera una reaccion enzimatica de Michaelis-Menten. El termino de
reaccion en la ecuacién (3.31) para la fase I, depende de dos pardametros adimensionales
(i, @2 que reflejan la accion de una enzima. La constante V., es una medida de la
eficiencia de operacion, es el limite superior de rendimiento de cierta cantidad de enzima,
por lo que suele usarse para comparar enzimas diferentes. Mientras que la constante de
Michaelis-Menten representa la cantidad de sustrato necesaria para fijarse a la mitad de la
enzima disponible y producir la mitad de la velocidad maxima. Por otro lado, los valores de

K,,, pueden usarse para evaluar la especificidad de accion de una determinada enzima hacia
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los sustratos similares. La regla general que se sigue es: en cuanto mas bajo sea el valor de
K, mejor sera el sustrato. En la Figura 4.11 se muestran las curvas de velocidad inicial
adimensional a diferentes valores de k,, donde se observa que a medida que disminuyen los

valores de K,,, se alcanza la V,,, fijada por un ®% = 5.0 a concentraciones bajas.

6.0 6.0
5.5 - 55
Y [ 5.0
45~ - 4.5

- Kh[ : lOoO o
4.0 - . - 4.0

. M I
35 L
V 3.0 _ [ 30

0 *7 K, =1.0 .
2.5 \ 28
2.0 - L2
15 [ 15
1.0 Ky = 0.1 [ 10
- v Los
0.0 YT v 1.1 v 1r..v1rv1r v1r vr vr° 0.0

0.0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1.0
U,

Figura 4.11 Grafica de V, en funcion de U, para una reaccién catalizada por una enzima
diferentes valores de k.

Con base en lo anterior, en la Figura 4.12 se muestran las curvas del % Error en funcion de
Y,, a diferentes valores de ®%, fijando una x,, = 0.1, donde se aprecia que a valores de
@3y < 5.0 existe un maximo del % Error y conforme los valores de Y,y aumentan la curva
se normaliza. Por otro lado en la seccién limitada por 40 <Y, <80 yaun 0.8 < dF <
10, se encuentran valores de %Error en un rango de 2.01-0.64, en esta seccion se observa
que manteniendo un % Error de 1.0 se requiere un valor de Y, = 54 a un ®% = 1.0, es
decir; cuando en la fase | el efecto difusivo es igual al termino reactivo, los valores del flux

de masa para el MSS y MCS seran de any_y = 0.0559 vy Nn|y_y = 0.0553,
-m -

respectivamente, solamente si la longitud de la fase # es 54 veces mayor a la longitud de la

fase I. De manera similar para otros valores de ®% = 0.5 y ®% = 10.0 se requieren
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valores de Y, = 44 y Y, = 80 , respectivamente como se muestra en la Figura 4.13. Los
resultados anteriores se obtuvieron con el algoritmo de Newton-Raphson multivariable,
utilizando N = 10 y N,(100 — 200) en un rango de ®3% (10 — 0.5) parael MSSy N =5 a

cualquier valor del modulo de Thiele para el MCS.

10 4

% Error

0.1

T b T . I ¥, T * T v ] v T L T

0 10 20 30 40 50 60 70 80 92

Y

n
Figura 4.12 %Error en funcion de Y,, a diferentes valores de ®Z. Sistema que considera una
cinética de Michaelis Menten.

En la Figura 4.14 se muestran los resultados de la evolucion del flux de masa en Y =Y,
evaluados con los dos modelos para un valor de Y;, = 5, el % Error del flux a un tiempo de
1 x 1075 es de 0.02 para este sistema, pero a medida que aumenta el tiempo y alcanzando
el estado estacionario el %Error = 6.68. Por otro lado para un a valor de Y, = 54, el

% Error del flux a un tiempo de 1 x 107> es de 0.15, pero al alcanzar el estado
estacionario a un T > 500 el valor del %Error es 1.0 como se muestra en la Figura 4.15. En

ambos sistemas se mantiene constante el valor de ®Z = 1.0.
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40

B e e e e S S s
2 3 4 5 6 7 8 9 10
O
M

Figura 4.13 Y, requerida para mantener un %Error de 1.0, en funcion de ®Z. Sistema que
considera una cinética de Michaelis Menten.

i
PN SRR R e —————

100 4 n L 100
]7 Yz)/ll - -
10 10

aaaal

i
T T Tl

Modelo sin salto
o  Modelo con salto

T T

1E-5 1E-4 1E-3 0.01 0.1 1 10

T

Figura 4.14 Evolucion del flux de masa en Y = Y,, para el sistema que considera una cinética
de Michaelis Menten, manteniendo constante un ®% = 1.0y Y, =5
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54 ;IOO

0.14 Modelo sin salto 0.1

0  Modelo con salto

1E-5 1E-4 1E-3 0.01 0.1 1 10 100 1000

Figura 4.15 Evolucion del flux de masa en Y = ¥,, para el sistema que considera una cinética
de Michaelis Menten, manteniendo constante un d),%, =1.0yY, = 54.

En la Tabla 4.3 se muestran las condiciones de la evaluacion numérica en estado transitorio
de los dos modelos, para el MSS se mantuvo constante N; = 20. Ademas en la Ultima
columna de la tabla, se observan en términos de %, el tiempo de computo que solamente es
utilizado para resolver el MCS, con respecto al tiempo de computo total que es requerido
para evaluar el MSS, manteniendo constante los parametros de la Tabla 4.1, considerando

un @3 = 1.0,k = 1.0y Y, = 54.

Tabla 4.3 Tiempos de computo utilizados para la evaluacion en estado transitorio de los dos
modelos. Caso Ill.

T N h %
1x107% | 2.5x 10* 1x 1078 51.7
0.01 5000 1x107° 51.84
1 200 0.01 36.8
500 50*/30* | (1 x1073)*/0.1** | 0.53
*MSS/**MCS
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Para finalizar este capitulo se puede sefialar que la condicion que valida la solucion
aproximada que considera el salto para todos los casos es la longitud caracteristica de la

fase #7, y como se puede observar, en sistemas que tengan una Y,, mayor a 80, en un rango

de 0.1 < ®Z < 10, se puede asegurar que el % Error del flux de masa evaluado con el
MSS y el MCS, tendra un maximo de uno, para todos los casos de estudio, manteniendo los
valores de los parametros indicados en la tabla 4.1. Ademas en la tabla 4.4, a manera de
resumen se muestran en términos de %, el tiempo de computo que solamente es utilizado
para resolver el MCS, con respecto al tiempo de computo total que es requerido para
evaluar el MSS en estado estacionario para todos los casos, considerando un ®7 = 5.0 para
los casos I-a, I-b, 1l y un ®% = 1.0 para el caso III.

Tabla 4.4 Tiempos de cdmputo utilizados para la evaluacidn en estado estacionario de los dos

modelos.
Casos | l-a(v, =48) | I-b(v, =48) | Il (v, =34) | Il (¥, =54)
% 24.9 8.3 5.6 22.1
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CONCLUSIONES

En este trabajo se desarrolld una solucién analitica para una regién compuesta por dos
fases, considerando una reaccion lineal de primer orden en una de ellas, utilizando
conceptos matematicos sencillos como la Identidad de Green y el método de superposicion,
guardando la generalidad de la solucion para diferentes condiciones. Asimismo se analizé y
comparé con la solucion aproximada del sistema, bajo la cual se obtiene con el reemplazo
de una condicién de frontera apropiada por la ecuacion gobernante de la fase I. De manera

similar al caso lineal, se estudiaron las condiciones para dos sistemas no lineales.

La propuesta de reemplazo de la ecuacion de transporte de masa de la fase | por una
condicion de frontera apropiada, es valida si la longitud caracteristica de esta fase tiene un
valor con dos érdenes de magnitud como minimo para todos los casos estudiados en este

trabajo, a diferentes valores del médulo de Thiele.

Para el caso lineal, se demostré que la solucion aproximada es valida para sistemas con o
sin fronteras moviles, mediante el error del flux de masa entre los dos modelos. Por otro
lado para los problemas no lineales, la solucién aproximada resulto ser de gran utilidad ya
que el tiempo de computo utilizado se redujo, obteniendo longitudes caracteristicas de la
fase 7, que se encuentran dentro del rango reportado en la literatura, como en los casos

estudiados por Asprion y Torres.

Por Gltimo también se demostrd que para el conjunto de valores de los parametros y del
modulo de Thiele utilizados en la solucion dinamica del sistema, solo es necesario resolver
los dos modelos en estado estacionario para encontrar la longitud que es indispensable para
que los fluxes de masa sean similares y con esta condicion resolver Unicamente el modelo
con salto en estado transitorio para poder evaluar el flux de masa a cualquier tiempo y asi

evitar obtener la solucion en estado transitorio del modelo original.
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TRABAJO FUTURO

Una posible perspectiva de este trabajo es que el método aproximado basado en el uso de la
condicion de salto como una de sus fronteras, se puede aplicar a sistemas con mayor
complejidad, por ejemplo en reactores con membrana usualmente existen tres fases donde
en una de ellas ocurre una reaccion quimica que favorece el transporte de algan soluto.

El modelo unidimensional en estado transitorio para un sistema de tres fases con sus
respectivas condiciones iniciales y de frontera, considerando transporte de masa por
difusion y el aumentado por una reaccion lineal en la fase membrana (I) y ademas el
transporte de masa por difusion en las fases () y (w) localizadas alrededor de la fase

membrana, puede ser de la siguiente forma:

En y=L, C 5 =f(t) para t>0

Fase oC, o°C,
Py =D, oy para L, <y<lL,

En y=L, C/=CK! para t>0

o0C? ¢
En y=L, D—’7=D,acl para t>0
oy oy
Fase | 2
Q:D,a—cz'—k,c, para -L <y<lL
ot oy
En y=-L, C/=C;Ky para t>0
En y=-L D, ac':D{UaC“’ para t>0
ay oy
Fase o 2
ansz% para L, <y<-L,
ot oy

En y=L, C,=f,(t) para t>0
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En este caso se buscaria reemplazar la ecuacién gobernante de la fase | de espesor pequefio,
por una condicién de salto, que acople las dos fases n y w. Para otros problemas, las
condiciones de frontera en los extremos de las fases # y w pueden considerar la difusion de

masa en la superficie a traves de un coeficiente de transferencia de masa.

Finalmente es importante sefialar que los resultados obtenidos en este trabajo deberan
esperar una verificacion con una simulacion que incluya datos experimentales; es decir,
esta tesis, solo es el primer paso en la busqueda de soluciones aproximadas, que permitan,

en alguna medida, el célculo del flux de masa de sistemas dinamicos de varias fases.
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APENDICE A

Detalles de la adimensionalizacion del sistema de dos

fases

Utilizando las definiciones de las variables adimensionales (Tabla 2.1) se lleva a cabo la

adimensionalizacion de las ecuaciones diferenciales (2.1) y (2.2) para obtener las

ecuaciones (2.8) y (2.9) como sigue:

0C, _-0U,6r_C;D" U,
ot T or ot L2 oar

D 0 (o€, =DC*8 Y, lch*i Y, a_leD’?_C;&
n nmen neon 2 2
oy\ oy oy\ oY )L oy\ oY )oY L L= oY
* * * 2
C,D ou, :D,7C,7 oy,
> or > ov?

2
ou, __ o,
or " ov?

oC, _ -9V, dr _C/D"au,
ot "or ot L or

D o1 :Dc*i(%jlch*g[%ja_Yl:chr oV,
"oy oy Maylay JL Taylay Jay L B ay?

C,D"oU, D,C, &%,

2 8r L oY? —kCU,
2,
T
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Procediendo de la misma forma, adimensionalizamos las condiciones de frontera,
ecuaciones, (2.3)-(2.6), y la condicién inicial, ecuacion (2.7), para obtener las ecuaciones
(2.10)-(2.14) como sigue:

EnY =Y,
CU,=CPk(t) (A.9)
U,=F,(7) (A.10)
EnY =1
C/u, =C’U K2 (A.11)
C/ =C KX (A12)
U =u, (A.13)
EnY =1
0C¢ .ouU DC® oU
D _—"=DC(C¢ Ly Y _Bity 91y (A.14)
7oy TOY oy L oY
DUC;* aUﬂ — DICIe* alJ| (A15)
L oY L oY
ou, oau,
K, =— (A.16)
oY oY
EnY =0
«0U, oY
C, Y _g (A.17)
oY oy
W, A1)
oY
Y la condicion inicial
Cuando 7 =0
CU, =Cy(y), i=nl (A.19)
U, =Uy,(Y), i=nl (A.20)
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APENDICE B-1

Detalles de la solucion del problema de Sturm-Liouville
para los dos modelos

B-1.1 MODELO SIN SALTO

Ecuaciones diferenciales

dz@ 2 2 142
le—i-,u”(ﬁn =0 para 1<Y <Y, donde s, =a, A (B-1.1)
d2¢| 2 2 A 42 2
7 THe =0 para 0<Y <+l donde 4 =, (2*-o}) (B-1.2)
Condiciones de frontera
En Y=Y, ¢ =0 (B-1.3)
En Y=1 ¢ =¢ (B-1.4)
d
En vy=1 x % _ 99 (B-1.5)
Tdy dy
d(ol
En Y=0 —L1=0 (B-1.6)
dy

Las soluciones de (B-1.1) y (B-1.2) son:

@,(Y)=Asin(x,Y)+B, cos(u,Y) (B-17)

@, (Y)=Asin(zY)+B, cos(4Y) (B-1.8)
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Con sus respectivas derivadas

¢, (Y) =, | A, cos(p,Y)—B,sin(s,Y)] (B-1.9)

ol (Y)= s | A cos(sY)—B,sin(z,Y)] (B-1.10)

Para determinar el valor de las constantes primero usaremos (B-1.3) y (B-1.6) con (B-1.7) y

(B-1.10) respectivamente para obtener

~, sin(aY,) _
A =0 (B-1.12)

Asi las ecuaciones (B-1.7) y (B-1.8) para ¢, (Y)y o, (Y) toman la siguiente forma

i Y-y
, (Y>=A»Sm£f;’((ﬂ,,vn) : 11

@, (Y)=B,cos(s,Y) (B-1.14)

Ahora utilizando las condiciones (B-1.4) y (B-1.5) con (B-1.13) y (B-1.14) dan como
resultados

sin 1-Y
B, cos(x, )= A, c[oﬁsln(,(u v )’7 )] (B-1.15)
] K, 1, cos[y” (1—Y,7 )] ]
—B, sin(x, )= m cos(,unYn) (B-1.16)
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De la ecuacion (B-1.15) se obtiene

B oA [ (2)] (B-L.17)
cos( Y, )cos (1)

A partir de la combinacion de (B-1.15) y (B-1.16) se obtiene la condicién de los valores

propios

i G s o B

Usando como constante arbitraria A =1 en las ecuaciones (B-1.13) y (B-1.14) permiten

escribir las funciones propias como:

(V)= (E:S(y; Y) )

para 1<Y <Y, (B-1.19)

sin| g (1-Y Y
P . (Y)= ['u"’ ( ”)J c0s(44,Y) para 0<Y <1 (B-1.20)
’ cos(,uﬂ,nYﬂ) cos(,u,]n)
B-1.2 MODELO CON SALTO
Ecuacion diferencial
d2 S
qu)z"+(ﬂ§ )2 @, =0 para 0<Y <Y, (B-1.21)
Condiciones de frontera
EnY =Y, ¢ =0 (B-1.22)
EnY =0 x,¢0'(0)+e;’ [(ﬂf ) —CDIZ}@ (0)=0 (B-1.23)
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La solucién de (B-1.21) es:

3 (Y)=A,sin(Y )+B, cos(xY) (B-1.24)

Y su derivada es
¢;'(Y)=y;[A7 cos(uY )-B, sin(y;Y)] (B-1.25)

Al sustituir la condicion de frontera (B-1.22) en (B-1.24) y la sustitucion de la constante

arbitraria A, =1 se obtiene la funcion propia

sin[/,z,j’n (Y —Yn)]

P (Y) = COS(,Ll;'nYn) (B-1.26)
o s cos[,u,j’n (Y —YU)J _
P (Y) =15, cos .Y (B-1.27)

El uso de la condicién de frontera restante nos llevara a una ecuacion para encontrar los

valores propios

2 Sin [_Yn'u;n:l

K, +(125,)
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APENDICE B-2

Deduccion de la condicion de ortogonalidad asociada a
las funciones propias para los dos modelos

B-2.1 MODELO SIN SALTO

Para la deduccién de la condicion de ortogonalidad para este modelo se utiliza la identidad
de Green. Primero se asigna w = @;, Y u = ¢, ,, , después se sustituye en la formula de

Green dada por (2.40) para cada fase, resultando:

o de, Ay [ de,  do,T

I’] _.[ |:¢77p dYHZ _¢77,n dYIZp dY = <077p d¢ _¢q,n dYUZp (B'Zl)
J 1
d” Pin dzqol,p_ I d(/’m do 1

j I:% PdYZ Prin W_dY = _¢7| 4y ~Din na O (B-2.2)

Al sustituir las condiciones de frontera dadas por (B-1.3) y (B-1.6) las ecuaciones (B-2.1) y

(B-2.2) se pueden escribir como:

In B ai(/lg B /lf)jlYl] I:Q’n,p(ﬂ,,,n ]dY =Ppp (1)(pln,n (1) +@n (l)¢'7]’p (1) (B-2.3)

1 1 : ,
L ==(2-2)[ 220 0¥ =0, D¢, (O)-0. Ve, (1)  (B24
Al sustituir las condiciones de frontera (B-1.4) y (B-1.5) en (B-2.3) resulta
K Y, , ,
=2 = 20) ] [000200 BY =01, (D0, (D40, (D0, (1) B25)

k|l =—"1
aﬂ

Al sumar las ecuaciones (B-2.4) y (B-2.5) se obtiene la condicion de ortogonalidad

%LY” [%p%n]dY +ailj‘ol[¢hp(”'vn]dY =0, parap#n (B-2.6)

7
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B-2.2 MODELO CON SALTO

Para la deduccion de la condicidn de ortogonalidad para este modelo se utiliza la identidad
de Green. Primero se asigna w = @;, Y u = ¢, ,, , después se sustituye en la formula de

Green dada por (2.40) para la fase #, resultando:

v,
w oo Se, o d s dop o do, |
1, = .[o l}of%p d—Ynz_(Dn,n W’sz dY = P ﬁ_gm szp (B-2.7)

0

Al sustituir la condicion de frontera (B-1.22), la ecuacion (B-2.7) se pueden escribir como:

1 Yy

== () =(3) [ (020250 1Y ==03,(0)05,'(0) + 2, (0) g, (0) (B28)

&,

Después de multiplicar (B-2.8) por k,, se sustituye la condicion de frontera (B-1.23)

obteniendo
Kl zg[(z;)z_(g; V[ o oma oY =i | () =(%) |03 ()23 (0) B29)
n

Por ultimo al rearreglar la ecuacion se obtiene la condicion de ortogonalidad para este

modelo

K, e o o L ]
a_nfo [ 025055 Y +ai"03 ,(0)¢5,,(0) =0, paran=p (B-2.10)

n
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APENDICE B-3

Evaluacion del término D,y D,

B-3.1 MODELO SIN SALTO

2 Y, 1 3k K
1 2 2
D, = K, jY PdY =— [ @70y +—1L [ o2,dv (B-3.1)
i=1 1 0 n 1

Para resolver las integrales en (B-3.1) se utilizaron las definiciones de las funciones
propias (B-1.19) y (B-1.20), resultando

[ Ln (%) ] jCOS L L D R E H TR PP
5 cos’ (u,,Y, )cos” (1 cos’ (u,,Y,)cos* (1 ,)| 2 4u,
Yf 2 dY——l jsm[ (Y Y)}dv Sen[zﬂ”(l Y’)] 26,0 (1Y,) (B-3.3)
T s ()1 441,008 (4,,Y, ) |

o S al-)] {HH—][( W2, 00) o

cos® (1, )C08* (24,)|  Akiaa 4, cos’ (u, nY,i)

B-3.2 MODELO CON SALTO

D; =x,a," j : (3, )2 dY +a,* (¢}, )2 (0) (B-3.5)
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de los procesos de reaccion y separacion integrados APENDICE B-3

Para resolver las integrales en (B-3.5) se utilizo la definicion de la funcion propia (B-1.26),

resultando
I R ~ 1 sen[ 24, ] Y,
o o=y o o= G | o
2 sinz[—/f’ nY :I
) 0)=——r—~o7 B-3.7
(@m) ( ) C052 (,U;nYn) ( )
Df — K, sen [—Zy,j,an]JrZy;’nYn . sinz[_ﬂ;’an] (5:3.8)
ﬂ a, cos’ ('u;,nYﬂ) 4/,1;'“ a, cos’ (ﬂ;,an)
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CAPITULO B-4

APENDICE B-4

Evaluacion de C,, ;(7) y C;,(7)

B-4.1 MODELO SIN SALTO

Fasen

Con)=5-e [ e 1) ¢

n

Caso I-a
F,(7)=U,

1, (7) = Ul —F2n__
n (T) Ky Cos(ﬂn,nY,,)

Sustituyendo (B-4.3) en (B-4.1) resulta

C (T):_ie_(aﬂ/ug,n)f K}]U}],un'n J‘T e(aqﬂ;?,n)é' dé,
" " 08 44,0, )40

C. (7) :i KUU717 e_(o‘n'“r?,n)f 1
" Dn COS(”U.HYU)“U'”M

Caso I-b

F (7)=U, —O',Iefﬁ”f

n

1 ~Byr
_Knﬂn,n(un —o,e " )

cos ( #,.Y, )

1,(7)=

Sustituyendo (B-4.7) en (B-4.1) resulta
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Uso de las condiciones de salto para el modelado
de los procesos de reaccion y separacion integrados CAPITULO B-4

n

Cn,n (7) = Rne—(aqﬂg,n)r {UlJ're(a,,ﬂs,n)Jdé,_O_njre(anﬂs,n—ﬂn)?dé,} (B-4.8)
0 0

1 2 2
C, . (r) = M{l_ e_(a’7#’7*”)r:| _L{e_ﬂﬂr — e_(an#n,n)7j| (B-4.9)
l (amus,n) (aﬂlufin _'377)

Fase |

Cp (1) = Die_(awm@l )TIOT destroil 1n($)d¢ (B-4.10)

n
Caso I-a

La funcion |, (r) ya se definio anteriormente por la ecuacion (B-4.3), que al sustituir en

(B-4.10) y resolviendo la integral, resulta

1 o
Cn’l (Z’) :_i Kryumun,n e_(alﬂlz,n"'qjlz)T ‘ e(“lﬂlz,n+q)lz)§ dé, (B-411)
D, cos(y,],nY,]) Jo
1 -
C | (T) :i KnUn/ury,n 1 e_(alﬂlz,n+(blz)7 _]} (B-4 12)
n, .
Dn COS(,u,],nYn) (0(, :ulz,n +Q)|2) L

Caso I-b

La funcién 1, (f) ya se definié anteriormente por la ecuacion (B-4.7), que al sustituir en

(B-4.10) y resolviendo la integral, resulta

Ulj‘fe(auﬂﬁn@f)é”dg
P N 2 2 n
Cnl(r):—%%e (ensaf o 0f e 0 (st ) (B-4.13)
’ cos|( u T (o uf +@T-B, )¢
n nn'n _O-UJ‘()e 144 1=Pn d¢
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CAPITULO B-4

Cn1 (7) = _RYy {1—e_(“'”'2'”+®'2)’}
’ (alzulz,n +CDI2)

_ R, {e—ﬂqr
2 2
(alﬂl,n + @ —,377)

_ e_(al ﬂlz,n+(I’I2)T

B-4.2 MODELOS CON SALTO

Fasen

O S ) T S I
Chy=—se [ e R ag

n

Caso I-a
1 ()= Ui Fan
(T) K COS(/JS,nY,i)

Sustituyendo (B-4.17) en (B-4.15) resulta

s 1 —[%(ﬂé,n)z} K Uhis o (7 [aq(u;,n)z}:
Cnh(r)=——¢ — ) e
Dn cos(,un,nY,]) 0

_{av(“;v”)z}

1
Y5

Ci) ==

e
D; Cos(,u;,nY,7 )aﬂ,u;,n

Caso I-b

(B-4.14)

(B-4.15)

(B-4.16)

(B-4.17)

(B-4.18)

(B-4.19)

(B-4.20)

(B-4.21)



Uso de las condiciones de salto para el modelado
de los procesos de reaccion y separacion integrados CAPITULO B-4

Sustituyendo (B-4.21) en (B-4.15) resulta

(B-4.23)
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Uso de las condiciones de salto para el modelado
de los procesos de reaccion y separacion integrados APENDICE C

APENDICE C

DIAGRAMAS DE FLUJO

Figura C.1 Diagrama de Flujo para evaluar la solucion analitica del MSS.
(  Inicio )

Introducir los valores de:
1 2
a, ,1<,7,U,7,Y,7VCI)I ,0,7,,8,7

0{77 )

Calcular los valores propios y las funciones

propias
A 1<j<n
Gin i =1, I

Ecuaciones(2.32),(2.30),(2.31)

Evaluar C ;,i=n,l, yasea para:
Caso l-a F(z)=U;, Ecuaciones (3.9), (3.10)

n

Caso b F(z)=U, —Uﬂe_ﬂ”r , Ecuaciones (3.13), (3.14)

¢

Calcular el perfil de concentracion adimensional
para cada fase y el flux de masaen Y,

U (Y.7) i=nl

n ‘5:1
Ecuaciones(2.47), (2.75)

Fin
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Uso de las condiciones de salto para el modelado
de los procesos de reaccion y separacion integrados APENDICE C

Figura C.2 Diagrama de Flujo para evaluar la solucién analitica del MCS.

( Inicio )

Introducir los valores de:

1 2
a, ,KU‘Y,]’,U,],CD, ,an,ﬂn

Calcular los valores propios y las funciones
propias
A0 1<j<n

(/)q,n
Ecuaciones(2.38),(2.37)

Evaluar C’,ya sea para:
Caso l-a F(7)=U;, Ecuacion (3.11)

Caso b F(z)=U, - O'neiﬂ"r , Ecuacion (3.16)

Calcular el perfil de concentracion adimensional
para cada fase y el flux de masa en Y,]

u,(Y.7), N”\H
Ecuaciones(2.64), (2.75)

Fin
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Uso de las condiciones de salto para el modelado
de los procesos de reaccion y separacion integrados APENDICE C

Discretizacion de las EDP

El sistema de dos fases con y sin salto que contemplan una reaccion de segundo orden en la
fase I, dada por las ecuaciones , se consideraron como ejemplo, para describir a detalle la
solucion numérica en estado estacionario (Método de Newton Raphson) y en estado

transitorio (Método de lineas).

MSS

Primero se requiere reemplazar las derivadas espaciales con una aproximacion algebraica,
en este caso se utilizo diferencias finitas, de manera que en base a la siguiente nomenclatura

se discretizan las ecuaciones para cada fase y sus respectivas condiciones de frontera:

&=(I-1)AE , U, (£)=U, donde i=12,.,N,-LN, N +L.N y j=71 (C1)

1
— AL |<— Interfase
: : : : : :
. Fasen \ Fase [ |
| 1 1 1 1 1
ul o, deee :UNfl U, S U1 U,
® . o, ol @] @ | A B
: : : : : :
| | | | | |
| 1 1 1 1 1
| 1 1 1 1 1
| | | | | |
| 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
12 e N,-1 N, N,+1 =~ N-1 N
Nodos

Figura C.3 Esquema de la celda computacional utilizada para la solucion del sistema de dos
fases sin salto.

80



Uso de las condiciones de salto para el modelado
de los procesos de reaccion y separacion integrados APENDICE C

Cabe sefialar que N; representa el nimero de incrementos utilizados en la fase 1 'y N el
numero total de incrementos requeridos para las dos fases, como se muestra en la figura B1,
donde § representa una nueva variable adimensional en base a la longitud caracteristica de

la fase 5 definida como & = Y /Y.

Fase n
ou o, | .
L=6,— . N, +1<i<N-1 (C.2)
or " oE|
U, .
E:R”(um—zuﬁui_l), N, +1<i<N-1 (C.3)
Donde:
Ri=_ % I (C.4)

Sujeta a las siguientes condiciones de frontera:

é=1 U =F (T)L (C.5)
1 v, au,

De la condicién de frontera (C.5) se obtiene para el caso en que la funcionalidad del tiempo

1
sea una constante Un =1

i=N U, =U’ (C.7)

n

Discretizando la ecuacion (C.6), con base a la nomenclatura de diferencias finitas para la

primera derivada hacia adelante y atras, se obtiene

ouU
i—N, k) 29 (C8)
"c’iéi 8§i
U +ru
i=N, U, =—M# =N C.9
1 N, (r+1) ( )

Donde
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de los procesos de reaccion y separacion integrados APENDICE C
A
= ﬂ (C.10)
K, (AS),
Fase |
2
aaU] =3, ‘Z;I ~D7U7|,  2<i<N,-1 (C.12)
T i ]
%—R'(U —-2U,+U, ) - D! 2<i<N, -1 (C.12)
ar i+1 i i-1 i I '

Donde

Ro_— % & (C.13)

[(a8), T v2[(29),T

Sujeta a las siguientes condiciones de frontera:

1
§=Y—, u,=U, (C.14)
n
ouU
E=0, —L=0 (C.15)
¢
De la condicion de frontera (C.14) se obtiene:
i=N, U, =U, (C.16)
Discretizando la ecuacion (C.15) resulta
i=1, y, =0 (C.17)
o¢ |,
=1 U,=U, (C.18)
El flux de masa se evalUa de la siguiente manera
N, 1:_ﬂduﬂ :ﬁ[—UN _UN-lj (C.19)
¢= Y, d& P A&
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de los procesos de reaccion y separacion integrados APENDICE C

Figura C.4 Diagrama de Flujo para evaluar la solucion numérica en estado estacionario del
MSS.

Inicio

Introducir los valores de:
a,,o,K,Y U;,CD,Z,N,,N,TOL

]

Introducir una aproximacion inicial:

U’ =(U,,...,.Uy)

¥
k=1
i
Calcular F(Uk_l)y J (Uk_l), donde

J (Uk‘l)nq =(afp/afq) paral< p,q<N

Ecuaciones (C.9), (C.12) y (C.18) para 1< p<N,
Ecuaciones (C.7), (C.3)y (C.9)para N, < p<N

!

Resolver el sistema lineal k=k+1
y=-3(U) F(U)

Calcular
Uk =Ukt_] (kal)‘l F(kal)

Calcular el flux de masa en Yn

Tlg=1

Fin
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de los procesos de reaccion y separacion integrados APENDICE C

Figura C.5 Diagrama de Flujo para evaluar la solucion numérica en estado transitorio del
MSS.

Inicio

Introducir los valores de:
a,, oK, Y, Ut CDIZ,Nl,N,TOL,h

n? /e
NT = NUmero de incrementos en el tiempo

]

Introducir las condiciones iniciales:

U =(U,,....,.Uy)
{
k =12, NT

Calcular K; = hF(t,Uk)
K, =hF(t+h/2,U" +K,/2)
K, =hF(t+h/2,U" +K,/2)
K, =hF(t+h,U* +K;)
Ecuaciones (C.9), (C.12) y (C.18) para 1< p< N,
Ecuaciones (C.7), (C.3) y (C.9)para N, < p<N

f

Calcular
Ut =U" + (K, +2K, + 2K, +K, )/6
t=kh

{

Calcular el flux de masa en Y,]

n ‘g:l

Fin
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Uso de las condiciones de salto para el modelado
de los procesos de reaccion y separacion integrados APENDICE C

El sistema aproximado consta de N —3 EDOs que dependen Unicamente de la variable
independiente 1 y tres ecuaciones algebraicas que representan las condiciones de frontera.
Con base a lo anterior se muestran los diagramas de flujo para el Método de Newton
Raphson y el Método de lineas, donde este ultimo incluye el método de Runge Kutta de

cuarto orden para la integracion del sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias.

MCS

De manera similar que el MSS se requiere reemplazar las derivadas espaciales con una
aproximacion algebraica, utilizando diferencias finitas, de manera que en base a la siguiente
nomenclatura se discretizan las ecuaciones para cada fase y sus respectivas condiciones de

frontera:

&=(i-1)As , U;(&)=U,; donde i=1,2...N y j=nl (C.20)

Cabe sefialar que N representa el nimero total de incrementos requeridos para la fase 7. La
ecuacion discretizada para la fase # es similar a la dada por (C.3), solo que el rango de los

incrementos es 2 < i < N — 1. Ademas la condicion de frontera en Y =Y, permanece sin

cambios.

La condicién de frontera desarrollada para este caso es:

£=0 %=§I% —-oU (C.21)
or ¢ |, !
Donde
¢ = “\‘(’(ﬂ (C.22)

Discretizando la ecuacion de la condicion de frontera (C.21) se obtiene

ou
1, a_;:A%(u2 -U,)- DU/ (C.23)

El sistema aproximado consta de N — 2 EDOs que dependen Unicamente de la variable

independiente T y dos ecuaciones algebraicas que representan las condiciones de frontera.
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de los procesos de reaccion y separacion integrados APENDICE C

Figura C.6 Diagrama de Flujo para evaluar la solucion numérica en estado estacionario del
MCS.

Inicio

Introducir los valores de:
a,,a, kK, Y U;,CI)f,N,TOL

n,on?

Introducir una aproximacion inicial:
U’ =(U,,...,Uy)

]
k=1
I
Y
Calcular F(U**)y J(U**"), donde
J (Uk’l)pyq =(8fp/6fq) paral< p,q<N

Ecuaciones (C.12), (C.7)y (C.23) para 1< p<N

!

Resolver el sistema lineal
y=-3(U") F(U?)

k=k+1

Calcular
U= Uxt_] (Uk—l)*1 F(Uk—l)

Calcular el flux de masa en Y,7

n ‘5:1

Fin
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de los procesos de reaccion y separacion integrados APENDICE C

Figura C.7 Diagrama de Flujo para evaluar la solucién numérica en estado transitorio del
MCS.

Inicio

Introducir los valores de:
1 2
a,, ,K,?’Y,]’,UU,CI)I ,N,TOL,h
NT = Numero de incrementos en el tiempo

{

Introducir las condiciones iniciales:

U =(U,,....,Uy)
{
k =12,,NT

Calcular K, = hF(t,U")
K, =hF(t+h/2,U +K,/2)
K, =hF(t+h/2,U" +K,/2)
K, =hF(t+hU" +K;)
Ecuaciones (C.12), (C.7)y (C.23) para 1< p< N

Calcular
Ut =U" +(K, +2K, + 2K, +K, )/6
t=kh

f

Calcular el flux de masa en Y,]

n ‘g:l

Fin
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APENDICE D

Busqueda de los valores propios para el problema lineal

Un primer paso para evaluar la solucion analitica de los modelos es encontrar los valores
propios asociados, para lo cual se resuelven las ecuaciones. (2.32) y (2.38). En la Figura
C.1 se muestran los valores propios para el MSS y en la Figura C.2 los valores propios
correspondientes al MCS, para diferentes valores del médulo de Thiele, manteniendo
constante una Y, = 5.0. Para la determinacion de estas raices se utilizo el método de
Newton. Es importante mencionar que dado que los valores propios A,, son una coleccion
infinita, la solucion exacta se obtendria solamente con el conjunto completo de esta
coleccidn, sin embargo para propoésitos de evaluacion se toma un ndmero determinado de

valores propios tales que las soluciones tengan convergencia.

10

s e o e o

11— 1 -10

Figura D.1 Evolucion de la funcién que determina los valores propios para el MSS, para tres
valores del d)lz, manteniendo Y,= 5.
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de los procesos de reaccion y separacion integrados APENDICE D
40 40
. r 5
\
32 - o - 32
24 4 24
16 - 16
8 - -8
#s (4) 0] L
-8 - - -8
-16 S - -16
-24 - - -24
-32 1 - -32
-40 — L -40
0 8 9 10

Figura D.2 Evolucién de la funcién que determina los valores propios para el MCS, para tres
valores del @f, manteniendo Y,, = 5.
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APENDICE E

Deduccion de la solucion compuesta mediante el método
de superposicion

La solucién analitica se puede expresar de forma general de la siguiente manera
U (Y.7)=D0,(Y)C.(z) ., i=nl (E.1)
n=1

De manera similar que en el método de superposicion, se propone descomponer el
problema transitorio en dos partes, en este caso el término dependiente del tiempo se define
como:

C..(7)=C; (2')+Cnsqi (E.2)

Sustituyendo (E.2) en (E.1) se obtiene

Ui(Y,r):ggoi]n(Y)[Cli(2')+C:’i] =l (E.3)
Ui(Y,r)zg[gpi’n(Y)C:’i(r)+(0i'n(Y)CnS’i] R p— (E4)

La ecuacion (E.4) también se puede escribir como:
U,(Y.2)= 0 (Y)CL (2)+ S, (Y)CS , i=n.l (E5)
n=1 n=1

Por otro lado a partir de la ecuacion (E.1) se puede obtener la solucién en estado

estacionario cuando r —s coresultando
Ui(Y’OO):Z(Di,n (Y)Cnl (OO) ' I =1, I (E6)
n=1

Al resolver el modelo en estado estacionario mediante la Formula de Green se obtiene la

siguiente solucion

UiS(Y):i¢i,n(Y)CnS,i , i=n,1 (E7)
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de los procesos de reaccion y separacion integrados APENDICE E

Para garantizar que las soluciones en estado estacionario y transitorio son correctas, se debe

demostrar la equivalencia entre (E.6) y (E.7) con base a

C.. (OO) = Cns,i (E.8)

Con ello se puede evaluar el término CnTYi (r)de la ecuacion (E.2) y la ecuacion (E.5) seria

Z¢|n U (Y) ) i:ﬂ,l (E.9)

Pero ademas se puede obtener la solucidn analitica directa en estado estacionario para este

modelo, que es equivalente al segundo término de la ecuacion (E.9); es decir

u’ (Y) =U’ (Y ) obteniendo la solucion compuesta en estado transitorio definida como

Z¢|n +U (Y) ) i:ﬂ,l (E].O)

Donde

cosh(a/CI)fo:;1 )U}?K” (Y -Y,)

U>(Y)=U; + -U (E.11)

77 COSh(xf‘Dfafl)Kn—\/<Dfaflsenh(\/cbfa;1)(1_Yq) Tl 1-y,

cosh( Dla; Y )Ullc

U/ (y)= (E.12)
COSh(\jq)zaI )K‘ N senh(,‘/cl)2 ‘1)(1—Y,7)
Fasen
De la ecuacion (E.8) se tiene
—, U, 1 —c,U, 4, (E.13)
cos(u,,Y, )@, t,n Dy 42D, cos (s, .Y, )
1 n
i) (E.14)
Ayblyn
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de los procesos de reaccion y separacion integrados APENDICE E

De la ecuacién (E.14) se obtiene la definicion dada por la ecuacion (2.25) que satisface la

relacion (E.8) requerida para determinar la solucion compuesta. De la ecuacion (E.1) se

tiene
1 KU} a2, )e —r, Ui,
C:ﬂ (T)zF n=n [e (ettyn) _1:|_ . nk, (E.15)
2 cos(u, Y, )a,u,, 4, D, Cos(ﬂn,an)
cT (T) — K'Iuili e’("u”;n)’ _ K'IU'll 'qui'uﬂ n (E16)
n COS(M;,an)Dn a, i, , COS(#n,an)Dn a ,12D cos(y,7 nYn)

Sustituyendo (E.14) en (E.16) se obtiene

x U2 o
L (7)o iy

E.17
COS(,UIMY’] ) Dnagmuqvn ( )

Por ultimo al sustituir (E.17) y (E.11) en (E.10) se obtiene las solucién compuesta

o) :ism[ﬂn,n(Y —YW)J xU. o eita)e
P COSZ(,un,nY”) D, 1, ,

E.18

" COSh(«,q)IZO!{l)U;K” " (Y_y’]) (E18)
+ p—

’ cosh(«fq)fa(l)x,]—\/CD,Zal’lsenh(\/d)fafl)(1—Y,7) T 1=y,

Fase |

De la ecuacion (E.8) se tiene
BTt 1w, (E.19)
Cos(lun,nY )( Ilul,n -|—(I)|2) Dn X’nz Dn COS(ﬂq,nYn)

n

1 1 (E.20)

(s v 97) 4

De la ecuacién (E.20) se obtiene la definicion dada por la ecuacién (2.25) que satisface la
relacién (E.8) requerida para determinar la solucion compuesta. De la ecuacion (E.2) se

tiene
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T -
(=D, cos(u, ¥, ) (s, w7

n

) 1

1 KnU kg 1 |: (st p 0t — ]_:| — _K”U nHn (E.21)
) 3D, cos(u, Y, )

_(al uE o+ 07 )r

_ Knui'un‘n _ K',]U,l]lu”m 1 4 K‘]]U,lﬂu,]_n (E22)
D, cos(u,,Y, ) (et 4, +®F) D, cos(m,,Y,) (e ualy +®7) 42D, c0s(4,,Y,)

n

C:v, (T)

Sustituyendo (E.20) en (E.22) se obtiene

CT (T): KUU;I;ILIU,H ei(alﬂl‘ﬁml )T (E23)
Sy A ey

n

Por altimo al sustituir (E.23) y (E.12) en (E.10) se obtiene las solucion compuesta

o sin[ﬂn,n (1_Yn)] COS(‘U'!“Y) Kﬂuzlﬂun,n e—(a,yﬁnm)f)r
2 e (u,7,) 5(a,) B, (s 0)

cosh( R )Uizc,7

cosh M(Dfa;l )ch — ®Za; senh («fq)fa;l )(1—Yﬂ)

+

U, (Y,T) =
(E.24)
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No. 00081
Matricula: 210383224
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USO DE LAS CONDICIONES DE
SALTO PARA EL MODELADO DE
PROCESOS DE REACCION Y
SEPARACION INTEGRADOS

- GUSTAVO APARICIO MAURICIO
- ALUMNO

/
g 2
gk{xso
LIC. JULIO C\ARA ISASSI

DIRECTOR DE MAS ESCOLARES

En México, D.F., se presentaron a las 11:00 horas del dia
8 del mes de febrero del afio 2013 en la Unidad Iztapalapa
de la Universidad Autdénoma Metropolitana, los suscritos
miembros del jurado:

DR. HUGO JIMENEZ ISLAS
DR. ALFONSC MAURICIO SALES CRUZ
DR. JOSE DE JESUS ALVAREZ RAMIREZ

Bajo la Presidencia del primero y con caracter de
Secretario el Gltimo, se reunieron para proceder al Examen
de Grado cuya denominacidén aparece al margen, para la

obtencidén del grado de:

MAESTRO EN CIENCIAS (INGENIERIA QUIMICA)

DE: GUSTAVO APARICIO MAURICIO

y de acuerdo con el articulo 78 fraccidén III del
Reglamento de Estudios Superiores de 1la Universidad
Autdénoma Metropolitana, los miembros del jurado

resolvieron:

A/pm bar

Acto continuo, el presidente del jurado comunicéd al
interesado el resultado de 1la evaluacién y, en caso
aprobatorio, le fue tomada la protesta.
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DIRECTOR DE LA D|VISION DE CBI

DR. JOSE ANTQ, DE LOS REYES

VOCAL

DR. ALFONSO

URICIO SALES CRUZ
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PRESIDENTE  \
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