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Capítulo 1

Introducción

La Teoría Cinética de la materia es una disciplina que lleva más de un siglo y medio en desar-
rollo. Ésta provee, desde un enfoque microscópico, propiedades que sólo eran posibles de obtener a
través de un experimento, como por ejemplo los coeficientes de transporte en un fluido. Esta teoría
surge básicamente al postular cierta ecuación de evolución para una función de distribución que se usa
para promediar cantidades microscópicas dinámicas y obtener así cantidades macroscópicas. La Teoría
Cinética Clásica (TCC) fundamenta las ecuaciones de transporte para los fluidos, siendo así de impor-
tancia para una gran variedad de estudios en ingeniería. Por otra parte, la Teoría Cinética se ha abierto
camino no sólo en el estudio de los fluidos sino que se ha aplicado este formalismo a sistemas como
cristales líquidos e incluso a algunos ajenos a la física como el tráfico vehicular y sistemas biológicos.

En fenomenología, uno necesita información que proviene de experimentos previos para luego pro-
poner (o modelar) una teoría. Desde el punto de vista microscópico, tomando en cuenta que la materia
está compuesta por moléculas, uno no requiere de dicha información previa, sin embargo no puede
explicarse una teoría microscópica sin una conexión fenomenológica. El paradigma es entonces la con-
junción de un experimento, una teoría fenomenológica y una microscópica.

En este trabajo se aborda la Teoría Cinética en Relatividad Especial (TCRE) para una mezcla bi-
naria. El interés en los gases relativistas ha crecido en las últimas décadas debido a evidencias ob-
servacionales de este tipo de sistemas en el contexto astrofísico así como a la generación de plasmas
con temperaturas extremas en dispositivos experimentales. Estos hechos, han hecho que la comunidad
física dirija su mirada a la hidrodinámica relativista para encontrar que la misma se encuentra al día de
hoy aún en desarrollo. Esto ha motivado la aparición de muchos nuevos resultados que a su vez dan
lugar a más preguntas. Uno de ellos es la existencia de un término similar a un efecto cruzado en el
flujo de calor para un sistema simple. Debido a que en la física clásica sólo aparece un efecto similar en
mezclas binarias, resulta importante estudiarlas para poder analizar dicho fenómeno desde el punto de
vista de la Termodinámica Irreversible Lineal (TIL). En términos generales, éste es justamente el objeti-
vo de este trabajo el cual se discutirá más a detalle luego de exponer brevemente el contexto histórico
correspondiente.

Podemos comenzar comentando que el estudio de los fluidos se ha desarrollado ampliamente para
situaciones físicas que son alcanzables en los laboratorios. Los primeros trabajos de Termodinámica
[1] provienen de hechos experimentales que luego se modelaron con ecuaciones que reproducen ade-
cuadamente dichas observaciones. Luego la Mecánica Estadística viene a fundamentar desde el punto
de vista microscópico las propiedades de los gases ideales en equilibrio.

Fuera del equilibrio, apareció la Termodinámica Irreversible Lineal (TIL). La TIL es una teoría fenomenológ-
ica no-relativista que fue desarrollada originalmente por J. Meixner [2] en 1943. Al día de hoy podemos
estudiarla en compendios accesibles como el famoso libro de de Groot y Mazur [3] o en castellano
en la obra de L. S. García-Colín y P. Goldstein [4]. Ésta se fundamenta en cuatro hipótesis: hipótesis
de equilibrio local, validez de ecuaciones de balance, ecuaciones constitutivas lineales y teorema de
reciprocidad de Onsager.

La Mecánica Estadística fuera de equilibrio abarca lo que ahora conocemos como Teoría Cinética.
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Esta última teoría es la herramienta principal en esta tesis, así que vale la pena mencionar brevemente
su significado y poner en contexto al sistema que deseamos estudiar.

Ludwig Boltzmann en 1872 [5], dio una justificación rigurosa de la ya conocida entonces función
de distribución de velocidades para un gas ideal en equilibrio de Maxwell, cuya novedad era que las
partículas en el gas no tienen la misma velocidad, sino que obedecen una distribución gaussiana. El
llamado teorema H, que da un criterio de irreversibilidad termodinámica, muestra que las colisiones de
las partículas en un gas son las responsables de llevar al sistema hacia el equilibrio térmico. Boltzmann
propuso una ecuación integrodiferencial para la función de distribución f que en ausencia de colisiones
recupera la función de distribución de Maxwell. La ecuación de Boltzmann se puede obtener heurísti-
camente suponiendo que las colisiones de las partículas del gas son elásticas y colisionan sólo de dos
en dos, además de una hipótesis llamada del caos molecular. A priori la función de distribución de dos
partículas cuando colisionan debe estar descrita por una distribución conjunta (es decir para ambas).
La hipótesis del caos molecular dice que dicha distribución se puede escribir como el producto de dos
funciones de probabilidad, una para cada partícula. Esta última hipótesis se puede entender en térmi-
nos probabilísticos como la correspondiente a eventos independientes, es decir, la probabilidad de dos
eventos independientes es el producto de la probabilidad de cada uno (por ejemplo, echar volados, jugar
a los dados, etc).

La ecuación de Boltzmann es en términos generales, una ecuación integrodiferencial para un función
de distribución “por partícula” que no tiene hasta donde sabemos una solución exacta, a reserva de un
caso de poco interés físico dado por el matemático T. Carleman en 1957 [6]. Anteriormente en 1910,
otro matemático, David Hilbert mostró que la ecuación de Boltzmann tiene un estructura equivalente a
ciertas ecuaciones integrales lineales para las cuales hay una solución aproximada disponible, estos
detalles se pueden leer ahora en un libro del mismo autor con R. Courant publicado en 1953 [7]. Si
bien el método no conduce a una solución exacta, es bastante permisible en ciertos intervalos de baja
densidad. De esto se dio cuenta el físico David Enskog en 1917, quien en su tesis doctoral en Uppsala
propuso lo que ahora se conoce como método de Chapman-Enskog para hallar una solución aproximada
a la ecuación de Boltzmann. Se sabe que su tesis no fue bien recibida y fue catalogada como mediocre
[8]. Sin embargo un matemático y geólogo bien posicionado, Sydney Chapman, reconoció el valor del
trabajo de Enskog, apoyó su carrera y publicó para 1939 el conocido texto The Mathematical Theory of
Non-Uniform Gases junto con Tomas Cowling [9]. La Teoría Cinética para los gases en este contexto,
queda limitada a bajas densidades pues considera una modificación “suficientemente pequeña” de la
distribución de velocidades propuesta por Maxwell, i.e. f ' f (0) (1 + φ), donde f (0) es la distribución
maxwelliana y φ una corrección pequeña. Las mejoras que se han logrado hacer en ese sentido se le
deben a Burnett, quien añade mas términos a la serie anterior colocando a la teoría fuera del régimen
lineal. A priori, y por la construcción heurística de la ecuación de Boltzmann, es decir considerando
encuentros binarios, uno esperaría que no fuese aplicable a gases densos o líquidos sin embargo algo
de trabajo se ha hecho en el área generalizando la ecuación de Boltzmann (véase Bogoliubov 1946
[10] y García-Colín et. al. 1966 [11]). En el límite opuesto, es decir densidades muy bajas (a lo que se
le conoce como un gas enrarecido) la ecuación de Boltzmann puede ser apropiada pero el método de
Chapman-Enskog es inválido. Situaciones de esta naturaleza se pueden hallar en el análisis de gases
en máquinas para hacer vacío, en la atmósfera a gran altitud y algunos sistemas astrofísicos.

La Teoría Cinética que hemos mencionado hasta ahora está reservada para sistemas que no son
relativistas, es decir las celeridades de las partículas así como de los fluidos son pequeñas comparadas
con la de la luz. Se sabe que en un gas ideal a condiciones estándar de temperatura y presión la rapidez
de las moléculas ronda los 350m/s, por lo que un tratamiento no relativista de las mismas resulta ade-
cuado en dichas condiciones. Sin embargo, tanto en la naturaleza a nivel astrofísico como en algunos
laboratorios, pueden existen sistemas en condiciones de temperatura extrema en los cuales las molécu-
las tienen celeridades comparables con la de la luz. Por ello el interés por estudiar gases relativistas se
ha incrementado durante la segunda mitad del siglo pasado y lo que va del presente. Adicionalmente,
la aparición de métodos computacionales ahora permiten “experimentar” en diversas situaciones físicas
que pueden ser inaccesibles en un laboratorio o simplemente muy costosas. El sistema que se estudia
en esta tesis es uno de ellos, una mezcla de gases diluidos e inertes a muy alta temperatura cuyas
partículas tienen celeridades comparables con la de la luz.
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Para el caso de un fluido simple en relatividad especial, existen en la literatura estudios fenomenológi-
cos. Tal vez el más trascendente ha sido el desarrollado por C. Eckart en 1940 [12]. En dicho trabajo,
Eckart se plantea estudiar la Termodinámica de Procesos Irreversibles para un fluido ideal relativista.
Su objetivo es escribir una teoría consistente con la Relatividad Especial y la Termodinámica conocida.
Uno de sus resultados más importantes, es que propone que el flujo de calor tiene la forma 1

Jαq = −κhαβ
[
T,β +

T

c2
uµuβ;µ

]
, (1.1)

donde hαβ es el conocido proyector que definiremos más adelante, κ es una conductividad, T la temper-
atura definida el marco comóvil y uβ la tetravelocidad hidrodinámica. En la Ec. (1.1) se aprecia que no
sólo aparece un gradiente de temperatura como fuerza generadora del flujo de calor, sino que también
hay una aceleración hidrodinámica que actúa como fuerza. Este resultado no tiene la forma canónica
que predice la TIL pues uµuβ;µ no es el gradiente de una variable de estado. Por otro lado, se ha de-
mostrado [13, 14] que la Ec. (1.1) es la responsable de que un sistema relativista viole la hipótesis de
regresión de fluctuaciones. Un hecho notorio es que Hiscock y Lindblom optaron por teorías de orden
superior [15] abandonando así una teoría lineal, v. gr. [16]. Al día de hoy se ha demostrado ampliamente
que la razón de dicho comportamiento proviene del término de aceleración propuesto por Eckart, del
cual se puede prescindir si uno se remite a la Teoría Cinética Relativista a primer orden en los gradientes
resolviendo por el método de Chapman-Enskog [14].

Por su parte, la Teoría Cinética Relativista lleva poco más de un siglo en desarrollo. Sus inicios se
remontan a 1911 cuando Jüttner [17] realiza una contribución fundamental: propone una función de
distribución para el ímpetu de las partículas consistente con la Relatividad Especial y que en el límite
no relativista recupera la función de distribución Maxwell-Boltzmann. Dicha función de distribución es
aparentemente la correcta pues alguna simulación computacional la favorece [18] así como estudios
teóricos como el realizado por G. Chacón-Acosta et. al. [19]. Continuando con el desarrollo histórico, A.
Lichnerowicz y R. Marrot [20] en 1940 escriben la ecuación de Boltzmann en un esquema covariante.
Sabemos que hay dos resultados importantes que surgen de la ecuación de Boltzmann sin necesidad
de resolverla, la existencia del Teorema H y la obtención de ecuaciones de balance. La ecuaciones
de balance las obtuvo Marrot en 1946 [21] y el teorema H, A. H. Taub [22] en 1948. Ya para el año de
1963, W. Israel [23] construyó la teoría cinética para un fluido simple muy completa que inclusive permite
calcular coeficientes de transporte. Israel supone que el método de Chapman-Enskog es aplicable a la
ecuación de Boltzmann covariante, sin embargo esto se demostró matemáticamente por A. L. García-
Perciante et. al. [24] en 2008.

Al día de hoy, existen dos referencias ineludibles en el estudio de la Teoría Cinética Relativista, la
primera es el libro Relativistic Kinetic Theory que recopila varias décadas de trabajo en el área por
S. R. de Groot W. A. van Leewen y G. van Weert [25] de 1980. La segunda es el libro The Relativis-
tic Boltzmann Equation: Theory and Applications escrito por C. Cercignani y G. M. Kremer [26] en el
2002. En los dos textos se aborda la Teoría Cinética Relativista y se aplica el método de solución de
Chapman-Enskog entre otros. Aquí cabe mencionar algo que los dos textos tienen en común, nos refe-
rimos a que en ellos se omite un concepto fundamental conocido desde la Teoría Cinética Clásica que
permite separar flujos termodinámicos en dos partes: la disipativa, que es la que surge de la naturaleza
microscópica de la materia y la convectiva que aporta la contribución de bulto. A dicho concepto se le
conoce por varios nombres, velocidad caótica, velocidad peculiar o velocidad térmica, y es esencial-
mente la velocidad molecular que se mide en un sistema de referencia cuyos ejes están en reposo
respecto al fluido. En efecto, L. S. García-Colín conjuntamente con A. Sandoval-Villalbazo [27] hicieron
notar que conceptos como la energía interna y temperatura locales así como los flujos macroscópicos
que generan las fuerzas termodinámicas son descritos y calculados de forma clara y equivalente al caso
no relativista cuando se introduce el concepto de velocidad caótica. Esta idea retoma una vieja tesis de
Eddington [28], quien afirma que todos los cálculos de cantidades termodinámicas deben hacerse en el
sistema comóvil, es decir, no tiene sentido medir variables termodinámicas y por lo tanto flujos disipa-
tivos en un sistema de referencia que se mueve respecto al fluido. Las mediciones deben hacerse en

1Véase la ecuación número (37) del trabajo The Thermodynamics of Irreversible Processes, Phys Rev 58, 919 (1940). Es
preciso hacer notar que no demuestra dicha ecuación, la supone por ser la forma más simple.
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el marco de referencia comóvil, donde obviamente solo tiene sentido la velocidad caótica. Este punto
de vista es compartido por otros termodinamisistas [29]. Como se verá en el desarrollo de esta tesis,
la transparencia de los resultados es inevitable. Conviene en este punto aclarar que la descomposición
aquí mencionada se lleva a cabo de una forma covariante lo que permite retener generalidad en los
resultados a reserva de un mínimo de hipótesis. Este tema merece una discusión a detalle la cual se
incluye en el capítulo 3.

Continuando ahora con la motivación de esta tesis, es importante señalar que al desarrollar la Teoría
Cinética Relativista para un fluido simple mediante la solución de la ecuación de Boltzmann con el
método de Chapman-Enskog a primer orden en los gradientes, el flujo de calor aparece como [30]2

qµ = −hµν
[
LT

T,ν
T

+ Ln
n,ν
n

]
, (1.2)

donde LT y Ln están en términos de las integrales de colisión y variables termodinámicas. La ecuación
(1.2) es claramente diferente a la (1.1) y no presenta problemas de inestabilidad en las variables ter-
modinámicas [14].

La ecuación (1.2) es esencialmente lo que motivó esta tesis; al tener en mente la Teoría Cinética
Clásica a primer orden con el método de Chapman-Enskog el segundo término proporcional a n,ν parece
una especie de efecto cruzado, es decir, “parece una termodifusión” que en el caso clásico sólo aparece
en mezclas. En este sentido surge una pregunta natural, ¿es n,ν un efecto cruzado? Como en el caso
no relativista el efecto de termodifusión proviene exclusivamente de la existencia de dos especies, es
necesario estudiar la mezcla binaria en relatividad especial y entonces analizar en términos de las
hipótesis de la TIL el significado de los efectos cruzados que surjan.

Para realizar este análisis hay que tomar en cuenta que no existe una versión fenomenológica ple-
namente aceptada, entonces el desarrollo de la Teoría Cinética Relativista no debe dirigirse a una con-
cordancia con el trabajo de Eckart. La ausencia de una fenomenología relativista nos lleva a buscar la
compatibilidad conceptual entre la Teoría Cinética Relativista y la Termodinámica Irreversible Lineal.

En concreto el objetivo de este trabajo es el siguiente: usar la Teoría Cinética en Relatividad Especial
que se conoce para una mezcla binaria inerte y ver bajo qué condiciones puede ser compatible con
la Termodinámica Irreversible Lineal. Es decir, buscar la congruencia con las cuatro hipótesis de la TIL
mencionadas anteriormente, en particular en definir claramente los coeficientes de transporte vectori-
ales, así como analizar la validez de las Relaciones de Reciprocidad de Onsager. Como veremos durante
el desarrollo de este trabajo, para alcanzar el objetivo planteado exploramos varias opciones para la es-
tructura de la solución propuesta a la ecuación de Boltzmann, algunas existentes en la literatura y otra
que a grandes rasgos consiste en introducir nueva fuerza termodinámica y su correspondiente flujo (flujo
de volumen). La incorporación de esta última es novedosa y su significado es inexplorado.

La estructura de esta tesis está conformada como sigue. En el capítulo 2 hacemos una breve revisión
de la Termodinámica Irreversible Lineal y la Teoría Cinética Clásica como antecedentes. En el capítulo
3 planteamos las ecuaciones de Boltzmann para la mezcla binaria y escribimos las ecuaciones de
balance para las variables termodinámicas. En dicho capítulo se define también el marco comóvil y el
flujo de volumen a partir de una propuesta de solución tipo Chapman-Enskog. En el capítulo 4 revisamos
distintas posibilidades para la elección de las fuerzas termodinámicas y revisamos su compatibilidad
con la TIL. Finalmente en el capítulo 5 calculamos la llamada “producción de entropía” para cerrar la
congruencia entre la TCR y la TIL. Al final se incluye una breve sección de conclusiones. El trabajo está
escrito omitiendo detalles algebraicos para no perder la continuidad en el desarrollo. Algunos de dichos
cálculos han sido remitidos a los apéndices. Adicionalmente se incluye una lista con la notación utilizada
al final del texto.

2La forma de este flujo de calor, se puede obtener incluso con un modelo simplificado de la ecuación de Boltzmann, i.e. el
modelo BGK, Véanse Refs. [31, 32, 33, 34].



Capítulo 2

Antecedentes

2.1. Termodinámica Irreversible Lineal

La Termodinámica Irreversible Lineal (TIL) se encarga de describir procesos en sistemas fuera de
equilibrio con ecuaciones constitutivas lineales. Este enfoque se usa en muchas ramas de la física y
la química, como mecánica de fluidos, magneto-hidrodinámica, transporte de masa y calor, por lo que
resulta de interés en proyectos interdisciplinarios. La metodología de la TIL se puede aplicar a procesos
lineales que ocurren en sistemas que estén fuera del equilibrio termodinámico.

La TIL, como la conocemos ahora, es el resultado de décadas de esfuerzos para entender a los
sistemas fuera de equilibrio. Históricamente se ha desarrollado en dos grandes escuelas, la primera en-
cabezada por Lars Onsager en 1931 [38]. Él analizaba las fluctuaciones que exhiben variables termod-
inámicas alrededor sus valores de equilibrio debido a la naturaleza estadística de las mismas. Propone
una hipótesis llamada “regresión de fluctuaciones”, en la cual supone que las ecuaciones que gobier-
nan al sistema termodinámico se satisfacen de la misma manera para variables mesoscópicas que para
macroscópicas (entendidas como promedios de las mesoscópicas). Su tratamiento es algo áspero y
difícil de seguir; algo notorio en su desarrollo es que las variables termodinámicas dependen sólo del
tiempo [39, 40] aunque al día de hoy podemos encontrar análisis donde se incorpora la dependencia
espacial [41]. Las relaciones de reciprocidad de Onsager contienen la hipótesis de que la relación de
Boltzmann S = −kB lnW se cumple fuera de equilibrio, sin embargo un estudio donde se obtienen estas
relaciones sin usar el postulado de Boltzmann lo hizo Kuiken en 1977 [42].

La otra escuela de termodinámica irreversible [2, 43] corresponde a la que formularon Meixner, De
Donder, Prigogine, de Groot y Mazur entre otros, la cual pretende describir a las variables termodinámi-
cas fuera de equilibrio como variables de campo, es decir que dependen de la posición y del tiempo.
Ambos puntos de vista manejan un lenguaje similar pero son distintos. No obstante tienen en común
el uso de resultados bien conocidos de la termostática. A partir de 1940 y hasta 1970, la Termodinámi-
ca Irreversible se enfocó a uno u otro esquema y los experimentos se enfocaron en exhibir aquellas
situaciones en las que las relaciones de reciprocidad de Onsager se cumplen.

Hoy en día, la TIL se basa en cuatro postulados fundamentales que provienen de las dos escue-
las antes mencionadas. Estos son: hipótesis de equilibrio local, validez de las ecuaciones de balance
(para la masa, ímpetu y energía) y la extensión de la segunda ley de la termodinámica para procesos
irreversibles, ecuaciones constitutivas lineales y validez de las Relaciones de Reciprocidad de Onsager
(RRO). Veamos dichas hipótesis una por una, utilizando como ejemplo un fluido constituido por una sola
especie, es decir un fluido simple.

1) Hipótesis de equilibrio local. Supongamos un sistema macroscópico contenido en un recipiente
que tiene una longitud característica ∼ L. Este se puede dividir imaginariamente en celdas espaciales
muy pequeñas, a las cuales les llamaremos localidades, con una longitud característica ∼ l. Suponemos
que las partículas tienen una longitud característica (o radio) d, de tal manera que d � l � L. La

7
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hipótesis de equilibrio local consiste en suponer que en cada celda hay un número n de partículas que
forman un sistema en equilibrio termodinámico. Por lo tanto, en cada localidad tenemos una situación
termostática y la describiremos con variables que se relacionan por una ecuación de estado. A estas
variables les llamaremos variables locales.

2) Validez de ecuaciones de balance y extensión de la segunda ley. Supondremos la existencia y
validez de una ecuaciones de transporte para la masa, ímpetu y energía. Si pensamos en un fluido sim-
ple elegimos como variables de estado a la densidad de masa ρ (r, t), la velocidad hidrodinámica u (r, t) y
la energía interna e (r, t). Nótese cómo es que la hipótesis de equilibrio local permite una representación
en variables de campo, es decir que tienen una dependencia (r, t). La ecuación de conservación para la
masa tiene la forma

dρ

dt
+ ρ∇ · u = 0. (2.1)

La extensión de la segunda ley de Newton para fluidos es,

ρ
d

dt
u +∇ ·←→τ = −∇p, (2.2)

donde ←→τ es el tensor de esfuerzos y p la presión hidrostática (p = nkT ). Por último, el balance de la
energía interna

ρ
∂e

∂t
+∇ · Je = −←→τ : ∇u, (2.3)

donde Je es el flujo energético que contiene en principio dos contribuciones, una convectiva y una que
proviene de la naturaleza disipativa del sistema (flujo de calor).

Por otra parte, de acuerdo con la hipótesis de equilibrio local, definamos una entropía local:

s (r, t) = s [ρ (r, t) , e (r, t)] . (2.4)

Al calcular el cambio de s (r, t) en el tiempo, i.e. dsdt y con ayuda de las ecuaciones de balance es posible
encontrar una ecuación de balance para ρs,

∂ (ρs)
∂t

+∇ · Js = σ, (2.5)

donde Js = Jq
T corresponde a un un “flujo de entropía” y

σ = − 1
T

Jq · ∇T −
1
T

°←→τ :
°
∇u− 1

T
τ∇ · u. (2.6)

Aquí
°←→τ :

°
∇u es la contracción a escalar de dos tensores sin traza, τ es la traza de ←→τ mientras que

∇ · u es la de ∇u.
La relación entre este esquema y la entropía que se estudia en Termodinámica Clásica debe ser

cuidadosa. La entropía es una cantidad que en Termodinámica se define en equilibrio, lo que aquí se
puede hacer es integrar a Tσ en el espacio para obtener una función que depende del tiempo y ver si
en el límite a tiempos largos se recupera la entropía de un fluido ideal. Véase por ejemplo la Ref. [44].

En este trabajo (así como se hace en muchos otros) abusaremos un poco del lenguaje con el único
fin de ahorrar palabras, a σ le llamaremos la “producción de entropía”.

La segunda hipótesis de la TIL consiste en suponer que σ corresponde al calor no compensado de
Clausius, es decir, la energía que se disipa en cualquier proceso térmico. Entonces suponemos que

σ > 0, (2.7)

de tal forma que la segunda ley de la termodinámica es válida.
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3) Relaciones constitutivas lineales. Del conjunto de ecuaciones (2.1), (2.2) y (2.3) es claro ver que
hace falta información para resolverlas. Por una parte supondremos ahora que el tensor de viscosidades
en simétrico1. Por otra parte, diremos que los flujos están determinados por gradientes de variables
termodinámicas, es decir

∇T Genera un flujo de calor, (2.9)

∇ρ Genera un flujo de masa, (2.10)

y
∇u Genera un flujo de ímpetu. (2.11)

Dado que estamos considerando un fluido simple, de los experimentos tenemos la ley Fourier para el
flujo de calor y las ecuaciones Navier-Newton para para el flujo de ímpetu:

Jq = −k∇T, (2.12)

←→τ = −η
°
∇u, (2.13)

y
τ = −ξ∇ · u. (2.14)

Aquí k es la conductividad térmica, η es la viscosidad cortante y ξ es la viscosidad de bulto. Estas
cantidades se pueden hallar, como hemos dicho, haciendo un experimento o bien con alguna teoría
microscópica como la teoría cinética.

Con ayuda de (2.12), (2.13) y (2.14) el sistema de ecuaciones diferenciales conformado por (2.1),
(2.2) y (2.3) se convierte en un sistema cerrado. Para el caso de un fluido simple el problema queda
resuelto, pero existen otros sistemas donde aún falta información.

El caso relevante para esta tesis es la mezcla binaria, es decir, dos fluidos simples mezclados. Se
sabe que los flujos vectoriales para la mezcla son2

Jq = −L11∇T − L12∇n, (2.15)

para el flujo de calor y por otra parte debido a la difusión de una componente del gas en la otra, hay un
flujo de masa

Jmasa = −L21∇T − L22∇n. (2.16)

En este caso, las variables de estado son las densidades de las especies ρ(i) y ρ(j), la velocidad bar-
icéntrica u y la temperatura de la mezcla T . Esto lleva a escribir 6 ecuaciones de transporte. Además
aparecen dos coeficientes de tranporte adicionales. El sistema de ecuaciones ahora no tiene cerradura,
esta razón nos lleva a incorporar una hipótesis adicional.

4) Relaciones de Reciprocidad de Onsager. La cuarta hipótesis de la TIL consiste en suponer que
la matriz con los coeficientes de las ecuaciones (2.15) y (2.16):

L =
(
L11 L12

L21 L22

)
, (2.17)

es simétrica,
L = LT . (2.18)

Los elementos de la diagonal están asociados con coeficientes de transporte directos, mientras que los
que están fuera de ella corresponden a los efectos cruzados.

1Esta hipótesis se puede reducir a suponer que en el fluido se conserva el ímpetu angular L (véase Refs. [45, 46, 47]):
∂

∂t
(ρL) +∇ ·

(
r×←→τ + ρ←→τ u

)
=←→τ antisimétrico + r× ρF, (2.8)

donde F es una fuerza externa. Esta es una ecuación de conservación en ausencia de fuerzas externas sólo si←→τ antisimétrico = 0.
2El primero es describir teóricamente desde el punto de vista de la teoría cinética la forma estos flujos fue David Enskog en

1917. Fue reconocido como el descubridor de la difusión térmica en 1945. Sus resultados, junto con los de Sydney Chapman se
usaron en el método de enriquecimiento de uranio 235 para la creación de las primeras armas nucleares.
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2.2. Teoría Cinética Clásica

En esta sección haremos una breve revisión de la teoría cinética clásica para una mezcla binaria
inerte y veremos de qué manera se relaciona con la TIL.

Consideremos un gas compuesto por dos especies (i), (j) cuyas masas son m(i) y m(j) respectiva-
mente. La ecuación de Boltzmann en ausencia de fuerzas externas para la especie (i) es [4, 48],

∂f(i)

∂t
+ v(i) ·

∂f(i)

∂r
= J(f(i)f(i)) + J(f(i)f(j)), (2.19)

y para la especie (j),
∂f(j)

∂t
+ v(j) ·

∂f(j)

∂r
= J(f(j)f(j)) + J(f(j)f(i)). (2.20)

Estas ecuaciones las podemos expresar de forma más compacta como

∂f(i)

∂t
+ v(i) ·

∂f(i)

∂r
=

(2)∑
i,j=(1)

J(f(i)f(j)) (2.21)

aquí,
∑(2)
i,j=(1) J(f(i)f(j)) es el término de colisiones completo. En este caso tenemos una mezcla binaria,

entonces hay tres tipos de colisiones, de la especie (i) con (i), de la especie (i) con (j) y de la especie
(j) con (j). Cada término de colisión está definido de la siguiente manera:

J(f(i)f(j)) =
ˆ
· · ·
ˆ [

f(v′(i))f(v′(j))− f(v(i))f(v(j))
]

(2.22)

×σ
(

v(i)v(j) → v′(i)v
′
(j)

)
g(ij)dv(j)dv′(i)dv′(j),

donde g(ij) es la velocidad relativa de dos partículas cuando chocan, f
(

v′(i)
)

es la función de distribu-

ción para la especie (i) evaluada en su velocidad luego de una colisión v′(i); f
(
v(i)

)
está evaluada en

la velocidad antes de una colisión v(i) y análogamente para (j). Tenemos dos ecuaciones de Boltz-
mann con la misma estructura y acopladas a través del término de colisiones J

(
f(i)f(j)

)
= J

(
f(j)f(i)

)
.

La sección transversal σ
(

v(i)v(j) → v′(i)v
′
(j)

)
satisface el principio de reversibilidad microscópica que

garantiza la existencia de colisiones inversas3. Esto se refiere a que las ecuaciones para la trayectoria
de las partículas cuando chocan son reflexivas4 ante un cambio en el tiempo t→ −t y espacio r→ −r,
este tipo de reversibilidad es se le llama dinámica.

La ecuación de Boltzmann da lugar a dos resultados de inmenso significado físico sin necesidad de
ser resuelta ni de la especificación de la naturaleza de la interacción molecular. Veamos uno por uno.

Ecuaciones de Balance Primero suponemos que las partículas no tienen grados internos de libertad,
es decir, cuando chocan conservan la masa, el ímpetu y energía. A estas cantidades se les conoce
como invariantes colisionales

{
m(i),m(i)v(i),

1
2m(i)|v(i)|2

}
. El procedimiento es multiplicar la ecuación

de Boltzmann (2.21) por cada uno de los invariantes e integrar en las velocidades. Las variables de
estado que utilizaremos, son la densidad de masa por especie ρ(i), la velocidad hidrodinámica u de la
mezcla y la energía interna e.

Vale la pena definir en este punto a la velocidad caótica. Para ello recordemos que la velocidad
v(i) es la velocidad de una partícula de la especie (i) medida en el marco de laboratorio. La velocidad
u es un campo de velocidades del fluido, medida en el laboratorio, entonces para cada localidad se

3El tipo de interacción más elemental es el de esferas duras. En la obtención heurística de la ecuación de Boltzmann se supone
que las partículas no tienen grados internos de libertad, una colisión de esta naturaleza preserva la masa, ímpetu y energía.

4Por reflexivas nos referimos a que las ecuaciones describen trayectorias geométricamente idénticas ante el cambio t→ −t y
r→ −r.
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puede definir un observador que se mueve a la velocidad u. Dicho observador, que le podemos llamar
observador comóvil verá que en la localidad que le corresponde la velocidad del fluido es u = 0. Dicho
esto, el observador comóvil no mide la velocidad v(i) para la partícula en cuestión sino que mide

k(i) = v(i) − u. (2.23)

Como veremos a continuación, esta definición es de gran utilidad.
Para la conservación de la densidad de masa, multiplicamos la Ec. (2.19) por m(i) e integramos en

las velocidades dv(i) para encontrar (vea apéndice A)

∂ρ(i)

∂t
+∇ · (ρ(i)u) = −∇ · J(i), (2.24)

donde
ρ = ρ(i) + ρ(j) = m(i)n(i) +m(j)n(j), (2.25)

y la densidad local de partículas se define como,

n(i) (r, t) =
ˆ
f(i)dv(i). (2.26)

En la Ec. (2.24) la velocidad baricéntrica para la mezcla u5 se define como

ρu = ρ(i)u(i) + ρ(j)u(j), (2.27)

donde u(i) es la velocidad hidrodinámica para la especie (i), definida como

u(i)(r, t) =
1
n(i)

ˆ
v(i)f(i)dv(i). (2.28)

En la Ec. (2.24) también se ha definido el flujo difusivo de masa,

J(i) = m(i)

ˆ
k(i)f(i)dv(i). (2.29)

Es importante notar que debido a la Ec. (2.27) al tomar la suma por especies de la Ec. (2.29) tenemos∑
(i)

J(i) = 0. (2.30)

Podemos reescribir entonces la Ec. (2.24) en términos de (ρ,u) resultando

∂ρ

∂t
+∇ · (ρu) = 0, (2.31)

que representa una ecuación de balance para la masa total. Las ecuaciones de balance que usaremos
para la masa son precisamente la Ec. (2.24) y su análoga para la especie (j), pues en ellas aparecen
las variables de estado ρ(i) y ρ(j).

Para el balance de ímpetu o segunda ley de Newton para fluidos hay que multiplicar la ecuación de
Boltzmann (2.21) por m(i)v(i) y nuevamente integrar en la velocidades dv(i) resultando que,

∂

∂t
(ρu) +∇ ·

(
°←→τ + ρuu

)
= −∇p, (2.32)

donde hemos introducido la definición para el tensor de esfuerzos
°←→τ ,

°←→τ =
∑
(i)

m(i)

ˆ
k(i)k(i)f(i)dk(i), (2.33)

5Esta velocidad coincide con la que tiene el observador comóvil respecto al marco de laboratorio.
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y la presión hidrostática

p =
1
3

(2)∑
(i)=(1)

m(i)

ˆ
|k(i)|2f(i)dk(i). (2.34)

Por último, para el balance de la densidad de energía interna ρe, multiplicamos la ecuación de Boltz-
mann por 1

2m(i)|v(i)|2, y nuevamente integramos en las velocidades. Se obtiene

∂

∂t
(ρe) = −∇ · (ρeu + Jq)−←→τ : ∇u, (2.35)

donde la densidad de energía interna se define como

ρe =
1
2

(2)∑
(i)=(1)

m(i)

ˆ
k2

(i)f(i)dk(i), (2.36)

y k2
(i) ≡ |k(i)|2, además el flujo de calor

Jq = Jq(i) + Jq(j) =
1
2

(2)∑
(i)=(1)

m(i)

ˆ
k2

(i)k(i)f(i)dk(i). (2.37)

Si suponemos que la energía interna sólo depende de la temperatura, la Ec. (2.35) representa una
ecuación para la temperatura T . En las ecuaciones (2.33), (2.34), (2.36) y (2.37) estamos integrando
con respecto a la velocidad caótica o peculiar k(i) que definimos en la Ec. (2.23) dado que dk(i) = dv(i).

El introducir dicho marco coordenado llamado “comóvil”, donde se mide k(i), tiene un gran significado
físico y no es una arbitrariedad. Veamos un ejemplo donde se clarifica su importancia. Considérese un
fluido, un gas por ejemplo, y supóngase que se mueve en una especie de nube. El transporte energético
en dicho fluido se da en dos contribuciones, la primera es la energía que transporta el fluido como un
todo, a esta contribución se le conoce como “transporte convectivo” que aquí denotamos con ρeu; es
claro que en el “marco comóvil” esta contribución desaparece. La otra se debe a procesos intrínsecos de
la naturaleza molecular de la materia, a esta se le conoce como “transporte cinético”; en teoría cinética
esto es lo que se define como el flujo de calor Jq. Es sumamente importante subrayar que el flujo de
calor está definido estrictamente en el llamado “marco comóvil” donde la velocidad de las partículas es
k(i).

Regresando a las ecuaciones de balance, como hemos visto, se generan de una manera “natural”
con la ecuación de Boltzmann cuando se impone la hipótesis de que las partículas no tienen grados
internos de libertad. Las ecuaciones (2.24), (2.32) y (2.35) son un resultado y no una hipótesis como
ocurre en el caso de la Termodinámica Irreversible Lineal. Las cantidades como la densidad de partículas
n(i), además de las definidas en las Ecs. (2.27) (2.29) (2.33) (2.34) (2.36) y (2.37) están expresadas
como promedios sobre la función de distribución f(i). Entonces, para evaluarlas el problema es resolver
la ecuación de Boltzmann. Esto permite tener una descripción del sistema en las variables que hemos
elegido.

El segundo resultado general es el bien conocido Teorema H que podemos enunciar en su versión
local. Imagínese una mezcla de dos gases ideales gobernada por la ecuación de Boltzmann, cada
especie descrita por una función de distribución inicial f (0)

(i)

(
r,v(i), t = 0

)
. Este teorema establece que el

sistema tiende a un estado de equilibrio sí y solo si

dH

dt
≤ 0, (2.38)

donde
H (r, t) ≡

∑
(i),(j)

ˆ ˆ
f(i)

(
r,v(i), t

)
ln f(i)

(
r,v(i), t

)
dv(i), (2.39)
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para todas aquellas colisiones tales que∑
(i),(j)

(
f ′(i)f

′
(j) − f(i)f(j)

)
= 0. (2.40)

Para ver con detalle la demostración consulte el apéndice B.
A partir del teorema H, se puede encontrar la solución de equilibrio local y global de la ecuación

de Boltzmann [4], en este trabajo nos interesa el equilibrio local. Este ocurre en tiempos del orden del
tiempo libre medio tm, donde han ocurrido millones de colisiones de tal manera que se ha alcanzado un
suavizamiento de f(i). En este tiempo, las inhomogeneidades espaciales entran en escena y predominan
en lo que se conoce como etapa hidrodinámica [49, 50]. La solución general de (2.40) tiene una forma
exponencial con coeficientes indeterminados. Para obtener dichos coeficientes, y por lo tanto la función
de distribución de equilibrio local, se usan las definiciones de las variables termodinámicas (2.26), (2.27)
y (2.36) y se impone como condición subsidiaria que sólo se promedian en aquella f(i) = f

(0)
(i) que sea

solución de (2.40). Entonces se obtiene

f
(0)
(i) = n(i) (r, t)

(
m(i)

2πkBT (r, t)

)3/2

exp
(
−
m(i)|v(i) − u (r, t) |2

2kBT (r, t)

)
. (2.41)

La ecuación (2.41) representa una función de distribución de equilibrio local.

2.2.1. Método de Chapman y Enskog

Como ya hicimos notar desde la introducción, pretender una solución exacta de la ecuación de
Boltzmann resultará en un trabajo si bien no necesariamente irrealizable bastante infructífero. Aunque
logremos resolver el problema de valores iniciales, ello no ofrecería una solución termodinámica pues
representaría una solución en términos de la posición y momento de las partículas. En esta sección apli-
caremos un método que da la vuelta al problema y aproxima la solución de la ecuación de Boltzmann de
una forma muy ingeniosa permitiendo la obtención de ecuaciones de balance así como sus ecuaciones
constitutivas con sus correspondientes coeficientes de transporte sin necesidad de llegar a la solución
explícita para f(i).

El método de Chapman-Enskog [9] está compuesto de dos hipótesis principalmente. La primera
consiste en desarrollar la función de distribución f(i) alrededor de la función de equilibrio local f (0)

(i) , que
es la descrita en la Ec. (2.41). El desarrollo es de la forma

f(i) = f
(0)
(i)

(
1 + εφ(i) + ε2φ2

(i) + · · ·
)
, (2.42)

donde εnφn(i) representa la n-ésima corrección de la función de distribución de equilibrio local. El parámetro
ε, representa un medida de la no uniformidad en el gas. Para garantizar la convergencia de f(i) basta
imponer que

ε < 1. (2.43)

La segunda hipótesis es crítica, supone que a tiempos del orden del tiempo libre medio la dependen-
cia de f(i) en

(
r,v(i), t

)
está dada a través de las variables de estado

(
n(i),u(r, t), e(r, t)

)
y se le conoce

como hipótesis funcional,
f(i)[r,v(i)|n(i)(r, t),u(r, t), e(r, t)]. (2.44)

En la aproximación a primer orden en ε tenemos

f(i) = f
(0)
(i)

(
1 + εφ(i)

)
, (2.45)

que como veremos, lleva al régimen Navier-Stokes-Fourier. A orden cero en ε recuperamos el régimen
de Euler.



CAPÍTULO 2. ANTECEDENTES 14

Ahora bien, sustituyendo la Ec. (2.45) en (2.21), con ayuda de (2.44) y las ecuaciones de Euler (2.24),
(2.32) y (2.35) usando además la ecuación de gas ideal p = nkBT (vea apéndice C) nos queda,

Dtf
(0)
(i) = k(i) ·

[(
m(i)k

2
(i)

2kT
− 5

2

)
∇ lnT +

n

n(i)
d(ij)

]
f

(0)
i +

m(i)

kBT

°

k(i)k(i) : ∇uf (0)
i (2.46)

=
b∑
i=a

n(i)n(j)I(ij)
(
φ(i) + φ(j)

)
aquí Dt = ∂

∂t + v(i) · ∂∂r , además d(ij) es la llamada fuerza de difusión6,

d(ij) = ∇
(n(i)

n

)
+
n(i)n(j)(m(i) −m(j))

nρ
∇ ln p = −d(ji). (2.47)

Las integrales de colisión linealizadas de (2.46) están dadas por,

n(i)n(j)I(ij)
(
φ(i) + φ(j)

)
=
ˆ ˆ ˆ

f
(0)
(i) f

(0)
(j) σg(ij)

(
φ(i) + φ(j) − φ′(i) − φ

′
(j)

)
dk(j)dk′(i)dk′(j). (2.48)

La ecuación (2.46) es una ecuación integro-lineal para φ(i), su solución es el resultado de un tratado
no trivial desarrollado por David Hilbert y luego consolidado por Enskog. Aquí solo nos referiremos a la
literatura [7, 52, 9, 4] donde se demuestra que la solución única a la ecuación (2.46) con ayuda de las
condiciones subsidiarias ˆ

f
(0)
(i)


m(i)

m(i)k(i)
1
2m(i)k

2
(i)

 φ(i)dki = 0, (2.49)

se puede escribir como

φ(i) = −k(i)A(i) · ∇ lnT − 1
n

k(i)D(i) · d(ij) −B(i)

°

k(i)k(i) : ∇u. (2.50)

En la solución (2.50) los coeficientes A(i), B(i) y D(i) no están determinados, dependen de la celeri-
dad de las partículas y las variables termodinámicas. Sin embargo como veremos a continuación no
es necesario conocerlos explícitamente para establecer la compatibilidad entre la Teoría Cinética y la
Termodinámica Irreversible Lineal.

Una vez que tenemos la solución de la ecuación de Boltzmann a primer orden, podemos usarla para
determinar la forma de los flujos en el sistema. Escribamos los flujos vectoriales7. El flujo de masa lo
hallamos sustituyendo la Ec. (2.50) en la (2.45) y esta a su vez en la (2.29). Así tenemos que,

J(i)

m(i)
= −

ˆ
f

(0)
(i) k

2
(i)A(i)dk(i)∇ lnT −

ˆ
f

(0)
(i) k

2
(i)D(i)dk(i)d(ij), (2.51)

y por lo tanto podemos definir los coeficientes de transporte a partir de

J(i)

m(i)
= −Ldq(i)∇ lnT − Ldd(i)d(ij). (2.52)

Para el flujo de calor hay que tener un poco de cuidado pues la contribución energética que definiremos
adimensionalmente como J′q(i) no sólo se debe al flujo de calor sino que existe una contribución de la
entalpía de mezclado [3, 53], por lo que escribimos

(kBT ) J′q(i) = Jq(i) − h(i)J(i), (2.53)

6Cuando se estudia una mezcla binaria en la que se suponen diferentes temperaturas, no hay difusión mutua debido a que
las especies del gas se consideran independientes, es decir las variables se toman como n(i), u(i) y T(i). En tal caso, existen
argumentos en la literatura [51] que muestran que las especies alcanzan el equilibrio térmico local en un tiempo del orden de el
tiempo libre medio.

7Para poder verificar las relaciones de reciprocidad de Onsager, es necesario que los coeficientes de transporte cruzados sean

iguales. Para ello escribiremos los flujos vectoriales de forma adimensional, el flujo de masa
J(i)
m(i)

y el de energía J′q(i).
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donde h(i) = 5
2
kBT
m(i)

es la entalpía específica. El flujo de energía resulta entonces

J′q(i) = −
ˆ
f

(0)
(i)

(
mk2

(i)

2kBT
− 5

2

)
k2

(i)A(i)dk(i)∇ lnT −
ˆ
f

(0)
(i)

(
mk2

(i)

2kBT
− 5

2

)
k2

(i)D(i)dk(i)d(ij), (2.54)

y nuevamente definimos los coeficientes de transporte a partir de

J′q(i) = −Lqq(i)∇ lnT − Lqd(i)d(i), (2.55)

con d(i) ≡ d(ij), pues las fuerzas de difusión no son independientes, sino que satisfacen d(ij) = −d(ji).
Para clarificar nuestro objetivo, construyamos una “matriz onsageriana” de la forma(

J′q
1

m(i)
J(i)

)
= −

(
Lqq(i) Lqd(i)

Ldq(i) Ldd(i)

)(
∇ lnT

d(i)

)
, (2.56)

donde la relaciones de Onsager predicen que

Ldq(i) = Lqd(i). (2.57)

El procedimiento para verificar la Ec. (2.57) se basa completamente en la reversibilidad microscópica.
Si bien el procedimiento es un poco engorroso, la idea es sencilla: se manipulan las ecuaciones de
Boltzmann linealizadas hasta llegar a una estructura idéntica a la forma de los coeficientes de transporte.
Como las ecuaciones de Boltzmann llevan consigo los términos de colisión, son estos los que hacen
que la Ec. (2.57) sea válida debido a la reversibilidad microscópica. Los detalles se pueden leer en el
apéndice D.

Como conclusión de este capítulo, vemos que la Teoría Cinética Clásica (TTC) a primer orden en los
gradientes es compatible con la Termodinámica Irreversible Lineal (TIL). Este último enunciado, aunque
pudiera parecer natural en la representación de fuerzas termodinámicas que elegimos, no lo es en todos
los casos. En la literatura [53], el director de esta tesis junto con P. Goldstein demostraron en 2005 que
la elección de fuerzas no puede ser arbitraria. En dicha referencia se pone como contraejemplo el uso
del gradiente de potencial químico como fuerza termodinámica. En efecto, ellos prueban que en esa
representación, la hipótesis de reciprocidad de Onsager no se cumple.



Capítulo 3

Teoría Cinética de una Mezcla Binaria
Inerte Relativista

En este capítulo vamos a desarrollar la Teoría Cinética Relativista (TCR) para una mezcla binaria
inerte de gases diluidos. Esta tesis se centra en buscar una representación de la TCR que sea com-
patible con la Termodinámica Irreversible Lineal (TIL), particularmente en poder hallar una forma de los
flujos vectoriales y de la producción de entropía de tal manera que se cumpla con la segunda ley de la
termodinámica así como la verificación de las relaciones de reciprocidad de Onasger. En este sentido y
como se verá en los capítulos subsecuentes se puede incorporar un nuevo flujo de naturaleza exclusi-
vamente relativista que le llamaremos flujo de volumen. Procurar la compatibilidad entre la TCR y la TIL
nos llevará a definir con claridad los coeficientes de transporte, resultado que también es novedoso en
el tema.

Comenzando con el análisis del gas, consideremos una mezcla binaria inerte diluida, cuyas partícu-
las no tienen grados de libertad internos ni degeneración. Sus masas son m(i) y m(j), los subíndices
e índices que están entre paréntesis etiquetan a las especies (i), (j). El análisis se lleva a cabo en el
esquema de relatividad especial, el espacio no tiene curvatura y la métrica que utilizaremos es la de
Minkowski cuya signatura se define con el elemento de linea

ds2 = dx2 + dy2 + dz2 − c2dt2. (3.1)

La rapidez de las partículas es comparable con la de la luz; esto se puede asociar con que el gas está
a muy alta temperatura. A lo largo de estos cálculos usaremos como parámetro la razón entre kBT y
m(i)c

2 que definimos como:

z(i) ≡
kBT

m(i)c2
, (3.2)

para cada una de las especies. La temperatura T que aparece en la ecuación anterior la suponemos
como un invariante ante Lorentz, dandole de esta manera sentido a decir que z(i) es una medida in-
variante de qué tan relativista es el sistema. Un gas será relativista cuando z(i) ∼ 1, lo que implica una
temperatura T ∼ 107K para un caso de gas de electrones. El límite no relativista se encuentra cuando
z(i) → 0, mientras que un sistema es ultra-relativista cuando z(i) � 1.

El planteamiento de las ecuaciones de Boltzmann no constituye mayor problema pues se utilizan las
mismas ideas que aquellas presentes en el caso no-relativista. Su deducción heurística está basada
principalmente en dos hipótesis: la primera supone que las colisiones son elásticas y binarias, esto
quiere decir que hay colisiones de pares y no se consideran colisiones de tres o más partículas. El hecho
de que sean elásticas implica que conservan la masa, ímpetu y energía. Por otra parte, el hecho de decir
que las colisiones son binarias acota (a priori) el intervalo de densidad (densidades bajas) para el cual la
ecuación de Boltzmann es válida. La otra hipótesis es la del caos molecular, que dice que las partículas
cuando chocan no están correlacionadas entre sí. En principio en un encuentro binario descrito con
coordenadas

(
xα(1), v

α
(1)

)
y
(
xα(2), v

α
(2)

)
para cada partícula, tendríamos una función de distribución para

16
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ambas partículas f2

(
xα(1), v

α
(1), x

α
(2), v

α
(2)

)
. La hipótesis del caos molecular dice que las colisiones se

pueden pensar como eventos independientes, es decir

f2

(
xα(1), v

α
(1), x

α
(2), v

α
(2)

)
' f

(
xα(1), v

α
(1)

)
f
(
xα(2), v

α
(2)

)
, (3.3)

esta hipótesis es completamente probabilística y no tiene que ver con la dinámica del sistema, implica
que las velocidades de las partículas y sus posiciones no tienen correlación con eventos que les han
ocurrido en el pasado. Ahora bien, omitiendo los detalles que están en la literatura (véase por ejemplo
Ref. [26]) la ecuación de Boltzmann es una ecuación integrodiferencial para una función de distribución
por partícula f(i)

(
xα(i), v

α
(i)

)
. Las ecuaciones de Boltzmann covariantes [22, 25, 26, 56, 57, 58] para cada

especie (i), (j) = (1), (2) de la mezcla son:

vα(i)f(i),α =
(2)∑

(j)=(1)

J(ij). (3.4)

La tetra-velocidad molecular para alguna partícula de la especie (i) está definida como

vα(i) = γω(i)

{
ωm(i), c

}
, (3.5)

donde

γω(i) =
(

1−
ωm(i)ω(i)m

c2

)−1/2

(3.6)

es el factor de Lorentz usual. El índice m va del 1 al 3. La tetra-velocidad molecular vα(i) está medida en
un marco de referencia arbitrario, al que llamaremos marco de laboratorio. También hay que señalar que
en nuestra notación, los indices griegos son para denotar tetra-vectores (α=1,2,3,4) y tensores mientras
que los índices latinos se refieren a la parte espacial (m = 1, 2, 3).

La cantidad
f(i)d

3xd3v(i) + f(j)d
3xd3v(j) (3.7)

representa el número de puntos significativos1 en el espacio fase, es decir el número de partículas de
la especie (i) en el volumen d3xd3v(i) más las partículas de la especie (j) en el volumen d3xd3v(j). La
función de distribución f(i) se normaliza con un número constante i.e. el número de partículas, dicho
número debe ser el mismo para cualquier observador. Entonces uno define a f(i) como un invariante
ante Lorentz [26, 54]. Los términos de colisión se pueden escribir de la siguiente manera [26, 25]:

(2)∑
(j)=(1)

J(ij) =
(2)∑

(j)=(1)

ˆ (
f ′(i)f

′
(j) − f(i)f(j)

)
F(ij)Σ(ij)dΩ(ji)dv

∗
(j). (3.8)

Aquí, F(ij) representa el flujo invariante,

F(ij) =
1
c2
v4

(i)v
4
(j) =

1
c

√
γω(i)γω(j)

(
ωm(i)ωm(j) − c2

)2

− c4 (3.9)

que se reduce a la velocidad relativa en el límite no relativista. Denotamos con dv∗(i) a la diferencial que
se construye tomando la parte espacial de la velocidad y dividiéndola entre su componente temporal
vt = v4:

dv∗(i) =
cd3v(i)

vt(i)
, (3.10)

1En el sentido estrictamente probabilístico, esta cantidad representa el valor de expectación de partículas en d3xd3v(i) y
d3xd3v(j). Véase por ejemplo Ref. [60].
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que también es un invariante [30]. La demostración se hace al examinar la relación que hay entre
dicho elemento medido en un marco de referencia dv∗(i) y en algún otro dv∗(i). Al analizar la relación

dv1
(i)dv

2
(i)dv

3
(i) = |J |dv1

(i)dv
2
(i)dv

3
(i) se tiene que el jacobiano |J | es igual a v4(i)/v4(i) por lo que

dv1
(i)dv

2
(i)dv

3
(i)

v4
(i)

=
dv1

(i)dv
2
(i)dv

3
(i)

v4
(i)

, (3.11)

siendo esta ecuación la demostración de la invarianza ante Lorentz de dv∗(i). Las cantidades señaladas
con una prima f(i)’ denotan que están evaluadas en la velocidad luego de una colisión binaria i.e.

f ′(i) = f(i)

(
xµ(i), v

′
µ(i)

)
. La sección eficaz de colisión es Σ(ij) y no es un invariante de Lorentz. Por

otro lado, la sección diferencial eficaz de colisión invariante es Σ(ij)dΩ(ji), donde dΩ(ji) es el elemento
de ángulo sólido para colisiones binarias entre partículas de la especies (i) y (j) respectivamente. Es
muy importante señalar que tanto F(ij) así como Σ(ij)dΩ(ji) satisfacen una simetría análoga a aquella
correspondiente a la del principio de reversibilidad microscópica [61, 62, 63, 64], es decir

F(ij)Σ(ij)dΩ(ji)

∣∣
vµ(i)vµ(j)

= F(ij)Σ(ij)dΩ(ji)

∣∣
v′
µ(i)v

′
µ(j)

. (3.12)

El hecho de requerir dicha simetría genera un criterio de irreversibilidad, el cual podemos entender
enunciando el teorema H: para algún estado inicial de la función de distribución f(i), un gas gobernado
por la ecuación de Boltzmann tiende al equilibrio local si y sólo sí

Hµ
;µ ≤ 0, (3.13)

para todas las colisiones binarias tales que

f ′(i)f
′
(j) = f(i)f(j) (3.14)

donde la función Hµ se define como

Hµ ≡ −
∑
(i)

ˆ
vµ(i)f(i)

(
ln f(i) − 1

)
dv∗(i). (3.15)

En esta formulación, Hµ se puede asociar con la entropía local siempre y cuando la función f(i) esté es-
crita en términos de variables termodinámicas de campo. Este teorema expresa que la función definida
en (3.15) es una cantidad que no puede decrecer en el tiempo. Por otra parte, resolver la ecuación (3.14)
e introducir alguna información termodinámica, permite describir a la función de distribución asociada
con el equilibrio local. Esto lo veremos más adelante.

Tal y como lo hemos mencionado en la introducción, en la literatura disponible [54, 25, 26] hay
una omisión que en nuestra opinión es fundamental en la teoría cinética, nos referimos al uso de la
velocidad caótica o térmica. Dicha velocidad es la velocidad molecular que se mide en un marco de
referencia cuyos ejes se encuentran en reposo con el fluido y permite distinguir de una manera muy
clara los efectos disipativos de los convectivos [55].

La transformación de Lorentz y el marco comóvil

La velocidades moleculares vµ(i) están medidas en un marco arbitrario. Ahora vamos a definir un con-
cepto muy importante en la teoría cinética, la velocidad caótica, velocidad térmica o velocidad peculiar.
También vamos a definir el marco comóvil, donde justamente se mide la velocidad caótica. Este mar-
co permite visualizar con claridad a los flujos disipativos como promedios de cantidades microscópicas
[1, 55] y los aísla de los efectos convectivos.

El marco comóvil es aquél en el que el observador mide una velocidad hidrodinámica igual a cero,
es decir, el fluido en una localidad no se mueve respecto a él, esto es, Uµ = [0, 0, 0, c]. Dado nuestro
enfoque en relatividad especial, es importante hablar de la transformación de velocidades de un marco



CAPÍTULO 3. TEORÍA CINÉTICA DE UNA MEZCLA BINARIA INERTE RELATIVISTA 19

Figura 3.1: Marco comóvil moviéndose a una tetra-velocidad Uα respecto al marco de laboratorio.

comóvil a otro arbitrario. Nosotros asociamos el marco comóvil a la hipótesis de equilibrio local, que
tiene el mismo significado que en el caso no-relativista. Otra forma de decirlo, es que las celdas que
definen localidad también definen un marco comóvil.

Sea una sistema S̄ anclado a un volumen V (véase figura 3.1). En dicho marco, la velocidad molec-
ular que se mide es

Kµ
(i), (3.16)

para la especie (i). Ahora tomemos en consideración otro marco de referencia S, de tal forma que
S̄ se mueve a una tetra-velocidad Uα respecto a S como lo indica la figura. La relación entre ambas
velocidades está dada a través de una transformación de Lorentz, que es de la forma,

vµ(i) = LµνKν
(i). (3.17)

Aquí Lµν es una transformación Lorentz referida a una tetra-velocidad Uµ, donde Uµ la definiremos en la
siguiente sección (Ecs. (3.23) y (3.24)).

Esta transformación de velocidades ha sido una pieza clave en varias publicaciones [30], y constituye
una novedad2 en la literatura concerniente a la teoría cinética relativista.

Como veremos en las siguientes secciones, usar la Ec. (3.17) nos permite entender con claridad
algunos conceptos como los flujos termodinámicos [1, 55] y su generalización al caso relativista.

2Resulta sorpresivo que en la literatura previa no se encuentre esta transformación. Es bien sabido en la teoría cinética que
para aislar los flujos difusivos de los convectivos uno debe diferenciar estos dos marcos [1, 55].
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Por otro lado y regresando a la línea de ideas convencional en la teoría cinética, de la ecuación
de Boltzmann se obtiene otro resultado importante sin necesidad de resolverla, i.e. las ecuaciones de
balance. A continuación nos ocuparemos en deducir las ecuaciones de transporte para la mezcla.

3.1. Ecuaciones de Balance

En esta subsección se obtendrán las ecuaciones de transporte para el sistema de estudio y para
cada una de ellas se establecerá la ecuación que corresponde al regimen de Euler (sin disipación). El
método de Chapman-Enskog que usaremos más adelante requiere conocer la solución de orden n − 1
para obtener la de orden n. Así en el régimen de orden 1, se requiere conocer la hidrodinámica para
n = 0, es decir, el régimen de Euler. Para obtener dichas ecuaciones hay que recordar que suponemos
que cantidades como la masa en reposo, el ímpetu y la energía se conservan ante colisiones. Entonces
nos referiremos a “invariantes colisionales” cuando usemos las siguientes cantidades,{

m(i),m(i)v
α
(i)

}
, (3.18)

claramente la energía está contenida en la componente temporal del tetra-ímpetu i.e. m(i)v
t
(i). En esta

sección obtendremos las ecuaciones de balance y el conocido tensor ímpetu-energía. Veremos como
es que la incorporación del concepto de velocidad caótica clarifica y da sustento microscópico al tensor
ímpetu-energía introducido por Eckart. Estos resultados se encuentran publicados en las referencias
[65, 66, 67].

Tomaremos como variables de estado locales la densidad de partículas para cada especie n(i) y n(j),
la tetra-velocidad baricéntrica para la mezcla Uµ y la temperatura T 3. Como en el caso no relativista,
es posible de un modo análogo deducir de la ecuación de Boltzmann ecuaciones de balance para la
representación elegida.

3.1.1. Balance de número de partículas.

Para obtener la ecuación de continuidad del número de partículas multiplicamos la Ec. (3.4) por la
masa en reposo m(i) e integramos en las velocidades dv∗(i) resultando que(

m(i)

ˆ
vα(i)f(i)dv

∗
(i)

)
;α

= 0, (3.19)

aquí la derivada covariante ( );α corresponde a un gradiente ∂
∂xα pues, dado que la métrica es plana los

símbolos de Christoffel son cero. Definimos el tetra-flujo covariante:

Nα
(i) ≡ m(i)

ˆ
vα(i)f(i)dv

∗
(i). (3.20)

Es inmediato que la cantidad definida en la Ec (3.20) se conserva,

Nα
(i);α = 0. (3.21)

Si tomamos la contribución de ambas especies tenemos,(
Nα

(i) +Nα
(j)

)
;α
≡ Nα

;α = 0, (3.22)

por lo que el tetra-flujo covariante total Nα se conserva.
3En el sentido estricto, los componentes del gas podrían estar a distintas temperaturas. Para el caso no relativista se puede

demostrar que el tiempo en el cual las temperaturas se equilibran es muy corto [51], es decir, mucho más pequeño que las escalas
de tiempo hidrodinámicas. La extrapolación de este resultado al caso relativista se tomará como válida aquí.
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Definamos la tetra-velocidad baricéntrica covariante de la mezcla Uα a través de la siguiente ecuación

Nα =
(
n(i) + n(j)

)
Uα, (3.23)

donde la densidad total de partículas es n = n(i) + n(j). Por lo tanto podemos escribir la tetra-velocidad
baricéntrica en términos de las tetra-velocidades hidrodinámicas de las especies, como,

nUα = n(i)U
α
(i) + n(j)U

α
(j), (3.24)

donde
n(i)U

α
(i) =

ˆ
vα(i)f(i)dv

∗
(i) (3.25)

según la Ec. (3.20).
Las cantidades que hemos definido de la Ec (3.20) a la (3.24) son covariantes. Entonces podemos

analizar su forma dada como una transformación desde el marco comóvil:

Nµ
(i) = LµβJ

β
(i), (3.26)

donde Jβ(i) es el flujo difusivo para la especie (i) y Lµν es la transformación de Lorentz definida en la
ecuación (3.17). Nótese que esta definición para el flujo difusivo es la generalización de aquella que es
usual en el caso no relativista. El flujo difusivo total se puede escribir entonces como un promedio de las
velocidades caóticas:

Jβ = Jβ(i) + Jβ(j) = m(i)

ˆ
Kβ

(i)f(i)dK
∗
(i) +m(j)

ˆ
Kβ

(j)f(j)dK
∗
(j), (3.27)

aquí dK∗(i) = d3K(i)

Kt
(i)

representa una diferencial invariante y por lo tanto es igual a la definida en la

ecuación (3.10). Es importante notar que los flujos Jβ(i) y Jβ(j) en el marco comóvil tienen la siguiente
propiedad (vea apéndice E)

Jβ(i) + Jβ(j) = (0, 0, 0, n) . (3.28)

por lo que el la densidad de partículas se define como

n = n(i) + n(j) =
ˆ
γk(i)f(i)dK

∗
(i) +

ˆ
γk(j)f(j)dK

∗
(j), (3.29)

La ecuación (3.29) representa un invariante escalar de acuerdo a la Ec. (3.23).
Por otro lado, al desarrollar la ecuación (3.21) con ayuda de (3.26) (véase apéndice F), tenemos que(

LbaJa(i)
)

;b
+

1
c2

[
γu

∂

∂t
Ul −

u

c2
γ3
uUl

∂u

∂t

]
J l(i) +

γu
c2
Ul
∂

∂t
J l(i) + n(i)U

α
;α + Uµn(i),µ = 0, (3.30)

recordando que los índices latinos representan la parte espacial y hemos usado la notación Uα =
γu
[
ul, c

]
con u = ulul. De la ecuación (3.30) vemos claramente que los primeros tres términos contienen

al flujo disipativo de masa Ja(i). En el régimen de Euler, es decir sin disipación, tenemos

n(i)U
α
;α + ṅ(i) = 0, (3.31)

con ˙( ) = Uµ ( );µ. Para la especie (j) la expresión tiene la misma estructura.

3.1.2. Balance de ímpetu y energía

Hasta ahora hemos obtenido una ecuación de balance para cada una de las variables n(i). Para
las demás, es decir ímpetu y energía, multiplicamos la ecuación de Boltzmann (3.4) por m(i)v

β
(i) e inte-

gramos en dv∗(i), resultando que,
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(ˆ
m(i)v

β
(i)

(
vα(i)f(i)

)
dv∗(i)

)
;α

= 0, (3.32)

donde la cantidad
T βα(i) ≡ m(i)

ˆ
vβ(i)v

α
(i)f(i)dv

∗
(i) (3.33)

se define como el tensor de ímpetu-energía para la especie (i). Como en el caso del tetra-flujo se puede
probar que esta cantidad se conserva, esto es(

T βα(i)

)
;α

= 0. (3.34)

El tensor ímpetu-energía para la mezcla se define como

T βα ≡ T βα(i) + T βα(j) , (3.35)

por lo que, (
T βα

)
;α

= 0, (3.36)

implicando que T βα se conserva.
Con ayuda de la definición (3.33) y la Ec. (3.35) se puede escribir que,

T βα = T βα(i) + T βα(j) = m(i)

ˆ
vβ(i)v

α
(i)f(i)dv

∗
(i) +m(j)

ˆ
vβ(j)v

α
(j)f(j)dv

∗
(j), (3.37)

y además usando (3.36),(
m(i)

ˆ
vβ(i)v

α
(i)f(i)dv

∗
(i) +m(j)

ˆ
vβ(j)v

α
(j)f(j)dv

∗
(j)

)
;α

= 0. (3.38)

Nuevamente, podemos escribir a T βα como una transformación desde el marco comóvil de la siguiente
manera,

T βα = LβγLαφ
(
T̃ γφ(i) + T̃ γφ(j)

)
, (3.39)

ó de forma más compacta
T βα = LβγLαφ T̃ γφ, (3.40)

donde
T̃ βα = m(i)

ˆ
Kβ

(i)K
α
(i)f(i)dK

∗
(i) +m(j)

ˆ
Kβ

(j)K
α
(j)f(j)dK

∗
(j) (3.41)

es el tensor de ímpetu-energía en el marco comóvil.
Para obtener una expresión irreducible del tensor ímpetu-energía, procedamos de la siguiente man-

era. De acuerdo con las ideas de S. Weinberg [71] y en apego a la idea fundamental del método de
Chapman- Enskog, es decir, escribir las cantidades que describen al sistema como una suma donde el
primer término está asociado al equilibrio local y los demás a lo que está fuera de equilibrio, escribamos
a la Ec. (3.41) de la forma

T̃ βα=̈


p 0 0 0
0 p 0 0
0 0 p 0
0 0 0 ne

+


π11 π12 π13 q1

π21 π22 π23 q2

π31 π32 π33 q3

q1 q2 q3 0

 . (3.42)

Definamos el siguiente invariante

p =
1
3
hβµT

µ
ν h

ν
β , (3.43)
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ésta ecuación es la presión hidrostática cuando se evalúa en el marco comóvil. Si además tomamos
en cuenta el desarrollo de f(i) hasta primer orden en los gradientes, es decir f(i) = f

(0)
(i) + f

(1)
(i) =

f
(0)
(i)

(
1 + φ(i)

)
como establece el método Chapman- Enskog, la presión hidrostática queda definida co-

mo:

p = p(i) + p(j) =
1
3
m(i)

ˆ
Ka

(i)K(i)af
(0)
(i) dK

∗
(i) +

1
3
m(j)

ˆ
Ka

(j)K(j)af
(0)
(j) dK

∗
(j) (3.44)

=
1
3
m(i)

ˆ
γ2
k(i)

k2
(i)f

(0)
(i) dK

∗
(i) +

1
3
m(j)

ˆ
γ2
k(j)

k2
(j)f

(0)
(j) dK

∗
(j).

La energía interna queda definida como el siguiente invariante

ne ≡ 1
c4
TµνUµUν , (3.45)

siempre y cuando se evalúe en el marco comóvil:

ne = n(i)e(i) + n(j)e(j) = m(i)

ˆ
K4

(i)K
4
(i)f

(0)
(i) dK

∗
(i) +m(j)

ˆ
K4

(j)K
4
(j)f

(0)
(j) dK

∗
(j) (3.46)

= m(i)

ˆ (
c2γ2

k(i)

)
f

(0)
(i) dK

∗
(i) +m(j)

ˆ (
c2γ2

k(j)

)
f

(0)
(j) dK

∗
(j).

Por otra parte, las componentes del tensor de viscosidades Παβ

Παβ = Παβ
(i) + Παβ

(j) (3.47)

= m(i)h
α
µh

β
ν

ˆ (
Kµ

(i)K
ν
(i)

)
f

(1)
(i) dK

∗
(i) +m(j)h

α
µh

β
ν

ˆ (
Kµ

(j)K
ν
(j)

)
f

(1)
(j) dK

∗
(j).

En estas últimas definiciones hemos usado el proyector hβα que está definido como:

hβα = gβα + c−2UβUα. (3.48)

El proyector es un operador que proyecta algún objeto a la parte perpendicular de Uα, es decir

hµβU
β = 0 (3.49)

y cumple con la propiedad,
∂

∂xµ
= − 1

c2
UµU

ν∂ν + hνµ∂ν . (3.50)

Por último el flujo de calor se identifica con la proyección del tensor T βα de la siguiente manera

qα = −hαβT βµUµ, (3.51)

donde al evaluar apropiadamente en el marco comóvil se tiene

qα = qα(i) + qα(j) = m(i)c
2hαβ

ˆ
γk(i)K

β
(i)f

(1)
(i) dK

∗
(i) +m(j)c

2hαβ

ˆ
γk(j)K

β
(i)f

(1)
(j) dK

∗
(j). (3.52)

Aquí es importante señalar que la componente temporal del flujo de calor sería justamente el aporte
a la energía interna por partícula (Ec. (3.46)) proveniente de f

(1)
(i) que por condiciones subsidiarias es

idénticamente cero. Esto es, el flujo de calor se define como un tensor cuya componente temporal en
el sistema comóvil es cero contrario a lo supuesto en algunas versiones fenomenológicas de la TIL
relativista [36].

Ahora, tomando la Ec. (3.42) y desarrollándola con ayuda de (3.40), luego de unos pasos algebraicos
(véase apéndice G) se obtiene que en el sistema del laboratorio

Tαβ =
1
c2
UβUαne+ phβα + LβaLαb Πab +

1
c2
(
UαLβaqa + UβLαa qa

)
, (3.53)
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que también se puede escribir como

Tαβ = pgαβ +
1
c2

(p+ ne)UαUβ +
1
c2
(
UαLβµqµ + UβLαµqµ

)
+ LαµLβνΠµν , (3.54)

donde gαβ es la métrica de Minkowski y

Πµν =


π11 π12 π13 0
π12 π22 π23 0
π13 π23 π33 0
0 0 0 0

 (3.55)

es el tensor de esfuerzos. Es importante subrayar que la Ec. (3.54) deducida aquí estrictamente de la
teoría cinética es precisamente de la forma propuesta por Eckart en 1940 para el caso de un solo fluido.

La forma en que aquí hemos establecido la definición para los flujos de calor e ímpetu es distinta
a aquella que han usado García-Perciante et. al. en la referencia [67] para el caso del fluido simple
relativista. En dicho caso los autores mencionados parten de la construcción de un tensor irreducible
en términos de Uα, y luego identifican, en apego al método Chapman-Enskog, los flujos y variables
termodinámicas como cantidades definidas en el marco comóvil. En este caso lo hemos hecho “al revés”,
es decir, primero definimos los flujos termodinámicos en el marco comóvil, y luego de forma natural con
una transformación de Lorentz obtenemos el tensor irreducible (3.54). Las dos formas de proceder son
completamente equivalentes. Es un hecho que para el caso de la mezcla, también podemos escribir
un tensor como aquel descrito en la Ref. [67], luego proceder de una manera análoga al caso de una
componente y definir al final los flujos disipativos. Insistimos que en términos físicos las dos formas
representan exactamente lo mismo.

Con ayuda de las ecuaciones (3.36) y (3.53) a nivel Euler, y usando además la ecuación de conser-
vación para la masa en reposo (3.31) se obtiene la ecuación de balance para la energía interna (véase
apéndice H)

nė+ pUα;α = 0, (3.56)

donde nuevamente ˙( ) = Uµ ( ),µ. Para el ímpetu obtenemos

ρ̃U̇β + hβνp,ν = 0, (3.57)

donde hemos definido4

ρ̃ =
1
c2

(ne+ p) . (3.58)

En nuestro caso, es decir gas ideal, tenemos que la energía interna depende de la únicamente temper-
atura. De esto se desprende que la Ec. (3.56) es una ecuación para la temperatura.

Las ecuaciones de Euler (3.31), (3.56) y (3.57) son parte fundamental del método para obtener la
solución a orden uno en los gradientes con el método de Chapman-Enskog. Estas serán de gran utilidad
mas adelante donde aplicaremos dicho método para aproximar la solución de la ecuación de Boltzmann
(3.4).

A continuación, y reservándonos de ver su utilidad después, definiremos ahora un nuevo ingrediente
en la teoría, el flujo de volumen.

3.2. El flujo de volumen

En esta sección definiremos un flujo que es completamente nuevo en todas las metodologías disponibles
para abordar el estudio de una mezcla de gases inertes y diluidos. Más detalles sobre el contenido de
esta sección se puede consultar en la Ref. [73]. La utilidad de dicho flujo, que está relacionada con la
compatibilidad entre la TCR y la TIL, se verá más adelante.

4Esta definición es por simple conveniencia, ρ̃ tiende a la densidad de masa usual en el límite no-relativista.



CAPÍTULO 3. TEORÍA CINÉTICA DE UNA MEZCLA BINARIA INERTE RELATIVISTA 25

La idea de introducir este nuevo flujo es en analogía a la forma en la que se definen los flujos que
conocemos de la teoría cinética clásica y relativista. Para aclarar, remitámonos a la Teoría Cinética
Clásica, donde el flujo de masa está definido en la Ec. (2.29) como,

J(i) = m(i)

ˆ
k(i)f(i)dv(i), (3.59)

y el flujo de calor (2.37)

Jq(i) =
1
2
m(i)

ˆ
k2

(i)k(i)f(i)dk(i). (3.60)

Aquí podemos ver que el flujo de masa es un promedio del ímpetu de una partícula m(i)k(i). Por su
parte el flujo de calor es el promedio del flujo de energía cinética de una partícula, en la dirección
de su movimiento 1

2m(i)k
2
(i)k(i). El notar estas dos ideas fue lo que nos invitó a pensar si es que en

el caso relativista podemos cuantificar alguna otra cantidad propia de la dinámica de una partícula o
asociada a ella. La respuesta a esta interrogante es afirmativa y resultó ser muy simple, como veremos
a continuación.

Consideremos el movimiento de una partícula del sistema cuando choca con otra. Luego de la col-
isión, la primera viajará una distancia λ hasta que choque con alguna tercer partícula; λ siendo la trayec-
toria libre. Hay que recordar que el tiempo que dura una colisión es mucho menor que el tiempo que tarda
la partícula en su trayectoria libre. Tomemos la longitud λ como una longitud asociada a una partícula
en una localidad y supongamos que es mucho mas grande que el tamaño de la partícula pero mucho
más pequeña que el tamaño de la localidad.

Construyamos ahora un volumen cuya longitud característica sea λ, por ejemplo una esfera V =
4
3πλ

3 cuyo centro es la partícula. La partícula siempre se encuentra en el centro de la esfera, véase la
figura 3.2 a).

Si la rapidez de la partícula es comparable con la de la luz, habrá necesariamente una contracción
en el volumen de la esfera en la dirección de su movimiento observada en el marco comóvil, es decir un
semieje se verá contraído

λ′ = γk(i)λ

donde
γk =

1√
1− k2

c2

(3.61)

es el factor de contracción de Lorentz evaluado en el marco comóvil, véase figura 3.2 b). En tal caso,
tendremos una esfera oblata en dirección del movimiento de la partícula, cuyo volumen aparente será
V ′ = γk(i)

4
3πλ

3. El cambio de volumen respecto al caso no relativista es

∆V ≡ V ′ − V =
4
3
πλ3

(
γk(i) − 1

)
, (3.62)

donde V y V ′ representan el volumen de la esfera en el caso no relativista y relativista respectivamente.
Para cuantificar el cambio en el volumen independientemente del volumen que se tendría en el caso no
relativista, podemos definir:

δV =
4
3
πλ3γk(i) . (3.63)

Este proceso asociado con la Ec. (3.63) es lo que da lugar a lo que de ahora en adelante llamare-
mos flujo de volumen o flujo volumétrico. El sistema ahora tiene aparentemente una variable de estado
adicional. Para explorar su significado, establecemos la ecuación de transporte que caracteriza este
nuevo flujo. Siguiendo el método usual, multiplicamos la ecuación de Boltzmann por la cantidad que cor-
responde al cambio en el volumen 4

3πλ
3γk(i) , luego integramos en las velocidades dK∗(i), y obtenemos

como resultado que, (ˆ
γk(i)K

α
(i)f(i)dK

∗
(i)

)
;α

=
ˆ
γk(i)

(
J(ii) + J(ij)

)
dK∗(i) (3.64)

= πvol(i).
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Figura 3.2: a) En el marco de referencia de la partícula, la longitud λ define una esfera. b) En el marco
de referencia comóvil, la esfera se ve deformada debido a la contracción de la longitud, se tiene ahora
una esfera oblata con semiradios λ y λ′.
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La Ec. (3.64) resulta ser una ecuación de balance cuyo flujo es
´
γk(i)K

α
(i)f(i)dK

∗
(i), por consiguiente, el

flujo de volumen por especie lo definimos como,

JµVOL(i) =
ˆ
γk(i)K

µ
(i)f(i)dK

∗
(i), (3.65)

y para la mezcla hay que sumar sobre (i)

JµVOL =
∑
(i)

ˆ
γk(i)K

µ
(i)f(i)dK

∗
(i). (3.66)

Es importante hacer notar que dicho flujo es un tensor genuino pues todos los factores en la integral
son tensores, recuérdese que Uαv(i)α = −γk(i)c2 es un multiplo de la energía cinética de la partícula
medida en el marco comóvil. De hecho, la ecuación (3.66) se puede escribir como una proyección del
tensor ímpetu-energía (véase Ec. (3.35)) de la siguiente forma

JαVOL = −
∑
(i)

1
m(i)c2

hαβT
βµUµ (3.67)

siendo entonces un flujo covariante.
Es posible visualizar a γk como un invariante desde otro punto de vista. Para ello, recordemos la

definición de un vector (tensor) tipo tiempo: sea Uµ un vector tipo tiempo [68], es decir

gµνU
µUν < 0. (3.68)

Entonces existe un marco de referencia en el que las componentes espaciales de Uµ son cero, i.e.
Uµ = (0, 0, 0, c). Por otro lado, un vector tipo espacio Sµ tiene la propiedad

gµνS
µSν > 0, (3.69)

por lo que siempre es posible hallar un marco de coordenadas en el que la parte temporal de Sµ sea
cero, es decir Sµ = (~s, 0). Dicho vector tipo espacio representa eventos no causales.

Ahora podemos enunciar un teorema general que se le debe a George Ellis et. al. [69, 70]: Sean
{vµ, Uµ} dos vectores tipo tiempo, entonces siempre se puede hallar un vector tipo espacio Sµ tal que

vµ = γ (Uµ + Sµ) (3.70)

con

SµUµ = 0, (3.71)

tal que

γ =
1√

1− gµνSµSµ

c2

. (3.72)

Ahora hagamos la conexión de este teorema general con la física de nuestro problema. En la
ecuación (3.70), vµ será la tetravelocidad molecular en un marco arbitrario mientras que Uµ será la
tetravelocidad baricéntrica. De nuestro análisis que proviene de la definición de marco comóvil pode-
mos aplicar a la ecuación (3.70) una transformación de Lorentz a dicho marco comóvil, véase ecuación
(3.17), se tiene que

Lαµvµ = γ
(
LαµUµ + LαµSµ

)
. (3.73)

El lado izquierdo de la ecuación (3.73) es la velociad caótica Kα, mientras que para el primer término
de lado derecho se tiene que

LαµUµ = (0, 0, 0, c) , (3.74)
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por lo que la ecuación (3.73), evaluada en el marco comóvil toma la forma

Kα = γ
[
(0, 0, 0, c) + LαµSµ

]
. (3.75)

Al usar la condición de ortogonalidad i.e. ecuación (3.71) y sabiendo que las componentes de Kα en
el marco comóvil son Kα = γk

(
k1, k2, k3, c

)
se concluye que en el marco comóvil se tiene que las

componentes de Sµ son
LαµSµ = γ

(
k1, k2, k3, 0

)
. (3.76)

Por último cabe subrayar que la ecuación (3.72) evaluada en el marco comóvil toma la forma

γ ≡ γk =
1√

1−
(
k
c

)2 . (3.77)

Regresando a la discusión del flujo de volumen, es necesario analizar su límite no relativista. La
integral del lado derecho de la Ec. (3.64) se hace cero, lo que implica que no hay cambio de volumen,
πvol = 0. Esto es, en el caso clásico, como el volumen de una celda no se deforma por la magnitud de
las velocidades, ~JVOL(i) = 0. Hay que notar también que para la componente temporal tenemos

J tVOL(i) = c

ˆ
γk(i)γk(i)f(i)dK

∗
(i) (3.78)

que es esencialmente proporcional a e(i) si evaluamos la Ec. (3.78) con f
(0)
(i) . Entonces, al imponer

las condiciones subsidiarias, como en el caso del flujo de calor, el flujo de volumen es un tensor cuya
componente temporal en el sistema comóvil es cero.

En analogía al caso del flujo de calor, donde se sabe que el flujo de calor compatible con la TIL tiene
dos contribuciones, una debido al efecto cinético (que es el que se obtiene de la teoría cinética) y otra al
de la entalpía de mezclado, podemos proponer un esquema similar para el flujo de volumen, por lo que
las ecuaciones (3.65) y (3.66) las podemos escribir como

J ′µVOL =
∑
(i)

(ˆ
γk(i)Kµ(i)f(i)dK

∗
(i) −

hE(i)

m(i)c2
Jµ
m(i)

)
, (3.79)

=
∑
(i)

ˆ
Kµ(i)f(i)

(
γk(i) −G(i)

)
dK∗(i) (3.80)

donde hE(i) ≡
ρ̃(i)c

2

n(i)
y

G(i) ≡
K3

(
1
z(i)

)
K2

(
1
z(i)

) . (3.81)

En el segundo término de la Ec. (3.79), las cantidades deben ser adimensionales. Las implicaciones
físicas de este nuevo flujo en términos conceptueales de la Termodinámica Irreversible Lineal las de-
scifraremos más adelante.

Es importante hacer notar que si bien la idea del flujo de volumen que estamos introduciendo aquí es
completamente nueva, en la literatura ya se ha utilizado el nombre. En estudios fenomenológicos para
sistemas no relativistas, H. Brenner [74, 75, 76] incorpora en su análisis un flujo al que le llama flujo de
volumen. En dicho trabajo no se aborda el sistema desde un punto de vista microscópico.

Durante el desarrollo de este trabajo, el autor de esta tesis tuvo comunicación con Brenner, y tratamos
(sin éxito) de ver la posibilidad de alguna congruencia entre los distintos puntos de vista. La conclusión
es entonces que no se debe confundir el flujo de volumen fenomenológico propuesto por Brenner con el
flujo definido en esta sección.
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3.3. Aplicación del Método de Chapman-Enskog

La ecuación de Boltzmann (3.4) es una ecuación integro-diferencial para f(i)

(
xα, vα(i)

)
, y en principio,

para resolverla deberíamos conocer las condiciones iniciales (cosa que no tenemos forma de obtener).
Aún así, suponiendo que conocemos la solución, tendríamos una función f(i)

(
xα, vα(i)

)
que no contiene

información termodinámica. Sin embargo, no es la solución f(i) lo que interesa sino los promedios de la
misma que son los flujos y variables termodinámicas que caracterizan al sistema.

El método de Chapman-Enskog propone una estructura para f(i) que permite sin obtenerla explícita-
mente expresar las cantidades termodinámicas en términos de los gradientes del sistema. Incluye dos
hipótesis, la primera supone que la solución se puede desarrollar en una serie infinita, que a primer
orden permite linealizar a la ecuación de Boltzmann. La segunda hipótesis es muy sutil pues está aso-
ciada con la hipótesis de equilibrio local. Dice que para tiempos del orden del tiempo libre medio5 la
dependencia temporal de la función de distribución solo ocurre a través de las variables que cambian
lentamente, es decir las variables termodinámicas. Otra forma de decirlo es que f(i) se supone como
un funcional de

(
n(i), n(j), U

α, ne
)
. Como veremos, este método recupera el régimen hidrodinámico de

Navier-Stokes-Fourier. Es muy importante mencionar que el método de solución propuesto por Chap-
man y Enskog [9] es para sistemas clásicos, sin embargo su validez se extiende a sistemas relativistas
[24]. En dicha referencia se muestra que, debido a que la ecuación de Boltzmann en el esquema covari-
ante tiene la misma estructura de aquella en el caso clásico, la solución se encuentra de forma análoga
para una ecuación integrolineal. Luego, con ayuda de las condiciones subsidiarias se halla la solución
única. En relatividad el tiempo juega el papel de otra coordenada i.e. ct = xt, entonces en la solución
a la ecuación de Boltzmann linealizada con el método Chapman-Enskog, la primer corrección a f(i)

aparece en términos de derivadas temporales y espaciales de las variables termodinámicas. Esto hace
una diferencia significativa respecto el caso no-relativista en el cual solo aparecen derivadas espaciales.
En este trabajo desarrollaremos los cálculos en el marco comóvil, sin pérdida de generalidad debido a
la covarianza de la teoría.

Una vez descrito este panorama se puede proponer una solución de la ecuación de Boltzmann
que depende de las variables termodinámicas y que resulta integro-lineal para f(i). Los detalles en la
obtención de la solución y las condiciones que se deben imponer para garantizar existencia y unicidad
se pueden leer en el capítulo 3 del libro [7] y la Ref. [24].

Ahora bien, comenzamos proponiendo la solución a la Ec. (3.4) como

f(i) = f
(0)
(i)

(
1 + εφ1

(i) + ε2φ2
(i) + · · ·

)
, (3.82)

donde ε < 1 garantiza la convergencia y es simplemente un parámetro de inhomogeneidad. Nosotros
haremos el desarrollo a primer orden en la Ec. (3.82), entonces truncamos a orden uno y podemos
escribir εφ1

(i) ≡ φ(i),

f(i) = f
(0)
(i)

(
1 + φ(i)

)
. (3.83)

En la Ec. (3.82), f (0)
(i) corresponde la función de distribución de equilibrio local, conocida en la literatura

como distribución de Jüttner. Esta se puede obtener haciendo la solución a orden cero (es decir nivel
Euler) en el lado derecho de la ecuación de Boltzmann (3.4), a saber

J(ii)

∣∣
f
(0)
(i)

+ J(ij)

∣∣
f
(0)
(i) ,f

(0)
(j)

= 0. (3.84)

La solución de la ecuación (3.84) se obtiene a través de la idea de equilibrio local, es decir las variables
de estado

{
n(i), n(j), U

α, ne
}

se evalúan con la función f (0)
(i) únicamente. Con la ayuda de las siguientes

5Este es el tiempo propio que en promedio transcurre entre colisiones de una partícula.
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ecuaciones

n(i) =
ˆ
γk(i)f

(0)
(i) dv

∗
(i) (3.85)

nUα = n(i)U
α
(i) + n(j)U

α
(j) (3.86)

ne = n(i)e(i) + n(j)e(j), (3.87)

además de
Uα(i) =

1
n(i)

ˆ
vαf

(0)
(i) dv

∗
(i) y e(i) =

m(i)

n(i)

ˆ
vt(i)v

t
(i)f

(0)
(i) dv

∗
(i),

se puede demostrar [25] que

f
(0)
(i) =

n(i)

4πc3z(i)K2

(
1
z(i)

) exp

(
Uβv(i)β

z(i)c2

)
, (3.88)

es la función de distribución de equilibrio local para la especie (i). En la ecuación (3.88), K2

(
1
z(i)

)
es la

función modificada de Bessel de segundo tipo y orden 2. Podemos escribir a la ecuación (3.88) como

f
(0)
(i) =

n(i)

4πc3z(i)K2

(
1
z(i)

) exp
(
−
γk(i)
z(i)

)
, (3.89)

donde se ha evaluado el escalar Uβv(i)β en el sistema comóvil.
Cabe señalar que en la literatura hay análisis que favorecen a la función de distribución de Jüttner

Ec. (3.88) tanto desde el punto de vista teórico [17, 19] como de simulaciones numéricas [18] como la
auténtica función de distribución de equilibrio local en el caso de relatividad. La Ec. (3.88) es entonces
la versión extendida de la función de distribución de Maxwell-Boltzmann.

El cálculo para obtener la solución de equilibrio global consiste en resolver para f (0)
(i) no sólo el lado

derecho de la ecuación de Boltzmann (3.4) sino también el lado izquierdo. Pero eso es innecesario en
esta tesis, los detalles se pueden consultar en el capítulo II, sección 4 de la Ref. [25].

En este punto estamos listos para linealizar a la ecuación de Boltzmann en φ(i). Es importante
subrayar que las cantidades propias de equilibrio local, por ejemplo presión p , el número local de
partículas n(i) y la energía interna e(i) están definidas en las ecuaciones (3.44), (3.29) y (3.46) con la
solución f (0)

(i) . Las cantidades que existen fuera del equilibrio, i.e. los flujos disipativos se evalúan con la

primer corrección de f(i), es decir con f (0)
(i) φ.

3.3.1. Ecuación de Boltzmann linealizada

Como ya hemos mencionado, nuestro interés se centra en el esquema lineal de la teoría cinética.
Para ello linealizamos la ecuación de Boltzmann (3.4) con ayuda de la Ec. (3.83). El procedimiento es
un tanto engorroso pero directo (se puede ver en el apéndice I). La ecuación de Boltzmann integro-lineal
para φ(i) es,

vµ(i)

[
1
c2

(
1 + g(i)

kB
Cv

)
UµU

α
;α

]
+ vµ(i)

[
1

c4z(i)ρ̃
Uµv(i)αh

αν (p,ν) + hνµ
(
lnn(i)

)
,ν

]
.

−vµ(i)
[
g(i)h

ν
µ (lnT ),ν

]
+ vµ(i)

[
hνµ

v(i)α
z(i)c2

Uα;ν

]
=
[
C
(
φ(i)

)
+ C

(
φ(i), φ(j)

)]
,

(3.90)

donde

g(i) ≡ 1 +
1

z(i)c2
Uµv(i)µ +

K1

(
1
z(i)

)
2z(i)K2

(
1
z(i)

) +
K3

(
1
z(i)

)
2z(i)K2

(
1
z(i)

) , (3.91)
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y los términos de colisiones linealizados están dados por

C
(
φ(i), φ(j)

)
=
ˆ
· · ·
ˆ
f

(0)
(i) f

(0)
(j)

(
φ(j)´ + φ(i)´− φ(j) − φ(i)

)
F(ij)Σ(ij)dΩ(ji)dv

∗
(j) (3.92)

y

C
(
φ(i)

)
=
ˆ
· · ·
ˆ
f

(0)
(i) f

(0)
(i)1

(
φ(i)´ + φ(i)1´− φ(i) − φ(i)1

)
F(ii)Σ(ii)dΩ(ii)dv

∗
(i)1. (3.93)

En los cálculos subsecuentes evaluaremos en el marco comóvil por las razones expuestas desde la in-
troducción, es decir, los flujos en dicho marco son termodinámicamente claros. Es importante mencionar
que omitiremos los términos tensoriales de rango 2 (sólo por ahora, en el capítulo 5 los retomaremos)
pues en este capítulo sólo estudiamos los flujos vectoriales. Los términos no vectoriales no contribuyen
dada su simetría par a los flujos vectoriales.

Es importante señalar que la ecuación de Boltzmann lineal en el esquema no relativista Ec. (2.46)
se obtiene como caso límite de (3.90) haciendo z(i) → 0, los detalles pueden seguirse en el apéndice I.

El paso siguiente en el procedimiento es muy sutil. En efecto, debemos elegir un posible arreglo
para la ecuación (3.90) con el fin de introducir una idea preliminar de las fuerzas termodinámicas. En el
siguiente capítulo, presentaremos tres maneras de reagrupar la Ec. (3.90), así como las consecuencias
que surgen en términos de las fuerzas termodinámicas que generan y los coeficientes de transporte que
involucran.



Capítulo 4

Elección de las fuerzas
termodinámicas

En este capítulo se analizan las fuerzas termodinámicas en una mezcla binaria inerte dentro del
esquema de relatividad especial. Para ello vale la pena hacer un breve comentario respecto al caso
clásico. En el esquema no relativista estamos familiarizados con la ecuación de Boltzmann linealizada
para mezclas como se describe en la ecuación (2.46), donde se comienza a visualizar que las fuerzas
termodinámicas vectoriales son ∇T y d(ij), mientras que la tensorial es ∇u1. Sin embargo, la razón
para esta estructura no proviene únicamente de la teoría cinética. Nos referimos a que con la misma,
es posible obtener predicciones muy precisas para coeficientes de transporte [48] además de que lleva
a la consistencia entre la Teoría Cinética Clásica y la Termodinámica Irreversible Lineal (TIL) [53]. Este
es un punto muy sutil pues aunque pudiera parecer obvio, mostraremos que la elección de las fuerzas
termodinámicas consistentes con la TIL no es arbitraria.

Hay dos aspectos sumamente importantes a considerar en los resultados que deseamos obtener
en el caso relativista. El primero es que queremos hallar coeficientes de transporte que satisfagan la
cuarta hipótesis de la TIL, es decir las relaciones de reciprocidad de Onsager Ec. (2.18). El segundo es
que dichos coeficientes deben tener un significado físico elocuente; queremos expresar por ejemplo, la
extensión relativista de la conductividad térmica, cosa que no se ha hecho hasta ahora en la literatura
de mezclas binarias relativistas.

En las secciones de este capítulo abordaremos tres elecciones para las fuerzas termodinámicas.
En la primera consideramos tres fuerzas y sólo imponemos que haya una fuerza de difusión que en el
caso no relativista sea consistente con la Ec. (2.47). La segunda representación es un arreglo que se
conoce en la literatura [25, 26], con dos fuerzas termodinámicas. Por último, la parte central de esta
tesis es sugerir la existencia de una tercera fuerza asociada al flujo de volumen que hemos descrito en
la sección 3.2, ésta propuesta está publicada en la Ref. [73]. En cada caso verificamos si se cumplen o
no las relaciones de reciprocidad de Onsager.

En las tres representaciones propuestas evaluaremos las cantidades pertinentes en el marco comóvil,
recuérdese que en dicho marco, el proyector hαβ = gαβ + c−2UαUβ toma la forma

hαβ =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0

 . (4.1)

Recuérdese también que en todos los flujos vectoriales que definimos en el capítulo 3, se anula la com-
ponente temporal en el marco comóvil como consecuencia directa de la validez del método Chapman-
Enskog. Por ello, en este capítulo el análisis se lleva a cabo en sistema comóvil y sólo se calculan las

1La estructura del lado izquierdo de la ecuación de Boltzmann linealizada contiene los factores∇T , d(ij) y∇u que se permean
a través de la solución propuesta, Ec. (2.50), a la estructura de los flujos en el sistema.

32
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componentes espaciales. Dado que el formalismo es covariante bastará una transformación de Lorentz
para expresar dichos flujos en un sistema arbitrario.

4.1. Tres fuerzas termodinámicas: representación d
(i)∗
µ , (lnT ),µ y(

lnn(i)
)
,µ

.

Como hemos dicho en la introducción de este capítulo, veremos qué sucede si se eligen de una
forma arbitraria tres fuerzas termodinámicas. La única condición que imponemos es definir una fuerza de
difusión que se reduzca en el límite no-relativista a su contraparte clásica. Comenzamos transformando
la ecuación (3.90) con ayuda de la ecuación de estado para el gas ideal (véase Apéndice J)

p = nkBT (4.2)

en la siguiente ecuación integro-lineal para φ(i) y φ(j),

Kµ
(i)h

ν
µf

(0)
(i)

{
γk(i)d

(i)(j)∗

ν +
[
1− γk(i)

kBT
c2ρ̃

(
n(i)

z(i)
+ n(j)

z(j)

)] (
lnn(i)

)
,ν

+
(

1 + 1
z(i)

(
γk(i) −G(i)

)
− γk(i)

kBT
c2ρ̃

(
n(i)

z(i)
+ n(j)

z(j)

))
(lnT ),ν

}
=
[
C
(
φ(i)

)
+ C

(
φ(i), φ(j)

)]
.

(4.3)

Hay que recordar que hay dos ecuaciones con la estructura de la Ec. (4.3), una para cada especie (i) y
(j). En el lado izquierdo de (4.3) vemos los términos (lnT ),ν ,

(
lnn(i)

)
,ν

y una “fuerza de difusión”:

d(i)(j)∗

ν =
n(i)kBT

nρ̃c2

(
n(i)

z(i)
+
n(j)

z(j)

)
n(i)0,ν +

n(i)n(j)

n2ρ̃c2

(
1
z(j)
− 1
z(i)

)
p,ν , (4.4)

donde
n(i)0 ≡

n(i)

n
. (4.5)

La fuerza de difusión d
(i)(j)∗

ν para la especie (i) no es independiente de la de la especie (j), tenemos
que d(i)(j)∗

ν = −d(j)(i)∗

ν , por lo que simplemente definimos d(i)(j)∗

ν ≡ d(i)∗

ν .
Como hemos dicho, la motivación para escribir el arreglo (4.3) es recuperar adecuadamente en el

limite no relativista la fuerza de difusión clásica. Para verificar dicho límite, en la ecuación (4.3) hacemos
un desarrollo en serie de Taylor alrededor de z(i) = 0 y nos quedamos a orden más bajo. Algunas
cantidades de interés son:

1 +
1
z(i)

(
γk(i) −G(i)

)
' −

m(i)k
2
(i)

2kBT
+

3
2

+ · · · (4.6)

y

γk(i)
kBT

c2ρ̃

(
n(i)

z(i)
+
n(j)

z(j)

)
→ 1. (4.7)

Entonces la ecuación (4.3) tiende a

k(i) ·

{
n

n(i)
d(i)(j) +

(
m(i)k

2
(i)

2kT
− 5

2

)
(lnT ),m

}
=
[
C
(
φ(i)

)
+ C

(
φ(i), φ(j)

)]
, (4.8)

donde
d(i)(j) =

n(i)n(j)

nρp

(
m(j) −m(i)

)
p,m + n(i)0,m (4.9)

es la fuerza de difusión en el esquema no relativista.
La elección arbitraria que hemos supuesto para las fuerzas termodinámicas, no tiene un respaldo

más que el hecho de que se recupera la fuerza de difusión clásica y que se tiene un término “tipo Fourier”
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que llevará a que el flujo de calor esté acoplado directamente con el gradiente de temperatura. Sin
embargo, el hecho de que recuperemos correctamente el límite no-relativista es una condición necesaria
pero no suficiente para que la elección de las fuerzas termodinámicas sea la correcta.

Queremos analizar, si es que existe y bajo qué hipótesis se cumple la congruencia entre la Teoría
Cinética y la TIL. Entonces lo que debemos hacer, es verificar si la cuarta hipótesis de la TIL, es decir la
hipótesis sobre las relaciones de reciprocidad de Onsager Ec. (2.18) se satisface en esta representación.
Para ello procedemos a plantear la solución de la Ec. (4.3).

La Ec. (4.3) es una ecuación integral en φ(i), y ésta a su vez representa una corrección a f(i). El
término del lado derecho de (4.3) está descrito por las ecuaciones (3.92) y (3.93), de ellas es inmediato
que los invariantes colisionales

{
m(i),m(i)K

µ
(i)

}
son solución a la parte homogénea. Entonces una

combinación lineal de los invariantes colisionales es la solución de la parte homogénea

φ(i)HOMOGENEA = α(i) + β(i)µK
µ
(i), (4.10)

donde α(i) es un escalar y β(i)µ un tetra-vector arbitrarios que no dependen de Kµ
(i). La solución partic-

ular está compuesta por una combinación lineal de (lnT ),ν ,
(
lnn(i)

)
,ν

y d(i)
ν . Para que la solución sea

escalar, cada parte debe estar contraída con un tensor que en principio es arbitrario, i.e.

φ(i)PARTICULAR = Aν(i)h
µ
ν (lnT ),µ + Bν(i)h

µ
ν

(
lnn(i)

)
,µ

+Dν(i)h
µ
νd

(i)
µ , (4.11)

donde
{
Aν(i),B

ν
(i),D

ν
(i)

}
son vectores arbitrarios de dependen de la velocidad caótica Kν

(i) y de las vari-

ables de estado2. Debido a ciertos teoremas de representación isotrópica [78] se puede escribir

Aν(i) = −Kν
(i)A(i) (4.12)

Bν(i) = −Kν
(i)B(i) (4.13)

Dν(i) = −Kν
(i)D(i), (4.14)

donde ahora
{
A(i), B(i), D(i)

}
son funciones escalares que dependerán de la contracción Kν

(i)K(i)ν y
aún de las variables de estado. Entonces, la solución más general para la ecuación (4.3) toma la forma

φ(i) = φ(i)PARTICULAR + φ(i)HOMOGENEA

= −A(i)K
ν
(i)h

µ
ν (lnT ),µ −B(i)K

ν
(i)h

µ
ν

(
lnn(i)

)
,µ
−D(i)K

ν
(i)h

µ
νd

(i)
µ + α(i) + β(i)νK

ν
(i), (4.15)

donde β(i)ν =
(
β(i)m, β(i)t

)
. La Ec. (4.15) representa un conjunto de soluciones, para hallar la solución

única usamos la información que nos da el hecho de que las variables de estado se evalúan únicamente
con la función de distribución de equilibrio local f (0)

(i) , a saber

∑
(i)

ˆ
f

(0)
(i)

{
m(i)γ

2
k(i)

m(i)K
µ
(i)

}
φ(i)dK

∗
(i) = 0. (4.16)

Es muy importante señalar que n(i) y n(j) son dos variables de estado independientes. Esto implica
que la suma de ellas en la Ec. (4.17) no es condición subsidiaria, sino las expresiones para cada una de
ellas. Por otro lado, la energía interna para la mezcla es variable de estado y no las energías de cada
especie3. Sin embargo, la condición para la energía interna se puede separar por especie, es decir

ε|φ(i),φ(j)
= ε(i)

∣∣
φ(i)

+ ε(j)
∣∣
φ(j)

= 0 ⇒ ε(i)
∣∣
φ(i)

= 0 para (i) y (j),

2Para una discusión detallada de puede consultar el capítulo III del libro Ref. [7] y la Ref. [24]
3Esto en una elección. Podemos elegir las energías internas por especie como variables de estado, sin embargo esto resulta

innesecario pues en la Ref [51] hemos mostrado que para el caso de un gas ideal no relativista el tiempo en el que se igualan
las temperaturas locales es del órden de 10−6 segundos. Dicho tiempo no está en la escala hidrodinámica de la evolución del
sistema sino en una escala molecular.
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pues no puede haber energías internas negativas. Las condiciones subsidiarias entonces se pueden
escribir en la siguiente forma

´
f

(0)
(i) m(i)γ

2
k(i)

φ(i)dK
∗
(i) = 0 energía interna de partículas (i)´

f
(0)
(j)m(j)γ

2
k(j)

φ(j)dK
∗
(j) = 0 energía interna de partículas (j)∑

(i)

´
f

(0)
(i) m(i)K

m
(i)φ(i)dK

∗
(i) = 0 ímpetu´

f
(0)
(i) m(i)K

t
(i)φ(i)dK

∗
(i) = 0 densidad de partículas (i)´

f
(0)
(j)m(j)K

t
(j)φ(j)dK

∗
(j) = 0 densidad de partículas (j)

(4.17)

Para ver qué información podemos obtener de estas condiciones, primero sustituyamos la solución
(4.15) en la condición para la densidad de partículas, es decir

In(i) ≡
ˆ
f

(0)
(i) m(i)K

t
(i)

{
−A(i)K

ν
(i)h

µ
ν (lnT ),µ −B(i)K

ν
(i)h

µ
ν

(
lnn(i)

)
,µ

−D(i)K
ν
(i)h

µ
νd

(i)
µ + α(i) + β(i)νK

ν
(i)

}
dK∗(i) = 0. (4.18)

Dado que el intervalo de integración es simétrico (−c, c) y Kt = cγk(i) es par en las velocidades, los
únicos términos que sobreviven son

In(i) = m(i)

ˆ
f

(0)
(i) γk(i)

{
α(i) + β(i)tcγk(i)

}
dK∗(i) = 0. (4.19)

Luego, para la condición subsidiaria de la energía interna consideremos

Iε(i) ≡
ˆ
f

(0)
(i) m(i)γ

2
k(i)

{
−A(i)K

ν
(i)h

µ
ν (lnT ),µ −B(i)K

ν
(i)h

µ
ν

(
lnn(i)

)
,µ

−D(i)K
ν
(i)h

µ
νd

(i)
µ + α(i) + β(i)νK

ν
(i)

}
dK∗(i) = 0 (4.20)

donde nuevamente por paridad tenemos

Iε(i) =
ˆ
f

(0)
(i) m(i)γ

2
k(i)

(
α(i) + β(i)tcγk(i)

)
dK∗(i) = 0. (4.21)

Si ahora tomamos
α(i)In(i) + α(j)In(j) + β(i)tIε(i) + β(j)tIε(j) = 0, (4.22)

notamos que se puede completar un trinomio cuadrado perfecto y entonces podemos escribir que
ˆ
f

(0)
(i) γk(i)

(
α(i) + β(i)tcγk(i)

)2
dK∗(i) = 0. (4.23)

Como el integrando es positivo tenemos que

α(i) + β(i)tcγk(i) = 0, (4.24)

cuya única solución es
α(i) = β(i)t = 0. (4.25)

Por otro lado sustituyamos la solución general (4.15) en la condición para el ímpetu, es decir

IUn ≡
∑
(i)

ˆ
f

(0)
(i) m(i)K

n
(i)

{
−A(i)K

ν
(i)h

µ
ν (lnT ),µ −B(i)K

ν
(i)h

µ
ν

(
lnn(i)

)
,µ

−D(i)K
ν
(i)h

µ
νd

(i)
µ + α(i)m(i) + β(i)µm(i)K

µ
(i)

}
dK∗(i) = 0, (4.26)
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donde nuevamente por paridad, los únicos términos que sobreviven son

IUn ≡
∑
(i)

ˆ
f

(0)
(i) m(i)K

n
(i)

[
−A(i)K

ν
(i)h

µ
ν (lnT ),µ −B(i)K

ν
(i)h

µ
ν

(
lnn(i)

)
,µ

−D(i)K
ν
(i)h

µ
νd

(i)
µ + β(i)µm(i)K

µ
(i)dK

∗
(i)

]
= 0. (4.27)

Aquí podemos apreciar que para cualquier valor de la celeridad, β(i)µ es una combinación linealde los
tetra-gradientes, entonces se puede incorporar en los coeficientes

{
A(i), B(i), D(i)

}
. Con la información

recopilada, la solución única para la ecuación de Boltzmann linealizada se escribe como

φ(i) = −A(i)K
ν
(i)h

µ
ν (lnT ),µ −B(i)K

ν
(i)h

µ
ν

(
lnn(i)

)
,µ
−D(i)K

ν
(i)h

µ
νd

(i)
µ . (4.28)

Ahora que conocemos la forma de la solución (4.28) de la ecuación de Boltzmann linealizada (4.3)
procedemos a escribir los flujos vectoriales que hemos definido en el capítulo anterior y todos sus
coeficientes de transporte. Luego los vamos a agrupar en una “matriz onsageriana” que nos va a permitir
visualizar en un forma esquemática cuál es la contribución a los flujos vectoriales debida a cada fuerza
termodinámica. Es importante señalar que para los fines de este trabajo no es necesario calcular de
forma explícita los coeficientes indeterminados

(
A(i), B(i), D(i)

)
, la razón se verá clara en el transcurso

de este capítulo.
Comenzamos sustituyendo la solución (4.28) en el desarrollo de Chapman-Enskog a primer orden

(3.83) y luego en el flujo de masa (3.27), tenemos

J(i)α

m(i)
= −1

3

ˆ
f

(0)
(i) K

2
(i)A(i)dK

∗
(i)

[
T,α
T

]
− 1

3

ˆ
f

(0)
(i) K

2
(i)B(i)dK

∗
(i)

(
lnn(i)

)
,α
− 1

3

ˆ
f

(0)
(i) K

2
(i)D(i)dK

∗
(i)d

(i)
α .

(4.29)
Ahora definamos unas cantidades L’s como los coeficientes integrales que aparecen en la Ec. (4.29). A
reserva de que las integrales converjan, se pueden asociar con coeficientes de transporte. Vemos que
aparecen multiplicando a cada fuerza termodinámica,

Ldq(i) ≡ 1
3

ˆ
f

(0)
(i) K

2
(i)A(i)dK

∗
(i), flujo de masa debido a T,α (4.30)

Ldn(i) ≡ 1
3

ˆ
f

(0)
(i) K

2
(i)B(i)dK

∗
(i), flujo de masa debido a n,α (4.31)

Ldd(i) ≡ 1
3

ˆ
f

(0)
(i) K

2
(i)D(i)dK

∗
(i), flujo de masa debido a d(i)

α . (4.32)

De igual manera, para el flujo de calor por especie Ec. (3.52) tenemos(q(i)α

kT

)
= −1

3
1
z(i)

ˆ
f

(0)
(i)

(
γk(i) −G(i)

)
K2

(i)A(i)dK
∗
(i)

[
T,α
T

]
(4.33)

−1
3

1
z(i)

ˆ
f

(0)
(i)

(
γk(i) −G(i)

)
K2

(i)B(i)dK
∗
(i)

(
lnn(i)

)
,α

−1
3

1
z(i)

ˆ
f

(0)
(i)

(
γk(i) −G(i)

)
K2

(i)D(i)dK
∗
(i)d

(i)
α ,

donde definimos

Lqq(i) ≡ 1
3

1
z(i)

ˆ
f

(0)
(i)

(
γk(i) −G(i)

)
K2

(i)A(i)dK
∗
(i), flujo de calor debido a T,α (4.34)

Lqn(i) ≡ 1
3

1
z(i)

ˆ
f

(0)
(i)

(
γk(i) −G(i)

)
K2

(i)B(i)dK
∗
(i), flujo de calor debido a n,α (4.35)

Lqd(i) ≡ 1
3

1
z(i)

ˆ
f

(0)
(i)

(
γk(i) −G(i)

)
K2

(i)D(i)dK
∗
(i), flujo de calor debido a d(i)

α , (4.36)
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respectivamente.
Hasta ahora hemos definido seis coeficientes L’s asociados a dos fuerzas termodinámicas y tres

flujos. Los podemos agrupar esquemáticamente en la siguiente “matriz onsageriana”( q(i)α
kT
J(i)α

m(i)

)
= −

(
Lqq(i) Lqd(i) Lqn(i)

Ldq(i) Ldd(i) Ldn(i)

)(
(lnT ),α
d

(i)
α

)
(4.37)

La ecuación (4.37) contiene del lado izquierdo flujos que son por especie, del lado derecho tiene
coeficientes L’s que no son los coeficientes de transporte por dos razones. La primera es que están
dados por especie así que se debe tomar la suma sobre (i) y la segunda es que para evaluar las
integrales se requiere un potencial intermolecular dado. No obstante, según la cuarta hipótesis de la
TIL, los coeficientes Ldq(i) y Lqd(i) que se pueden interpretar como coeficientes cruzados merecen una
exploración en la búsqueda de

Ldq(i) = Lqd(i). (4.38)

A continuación expondremos un método [53] basado en las simetrías del término de colisión de la
ecuación de Boltzmann (3.12) para revisar si la ecuación (4.38) es válida.

4.1.1. Relaciones de Reciprocidad de Onsager

En esta subsección comenzamos verificando la Ec. (4.38). Para ello vamos a usar un ingenioso méto-
do descrito en la Ref. [53]. Primero tomamos la solución propuesta (4.28) y la sustituimos en (4.3). Este
proceso nos lleva a tres ecuaciones integrales independientes (una para cada fuerza termodinámica).
La difusiva, correspondiente a dα(i), es

Kµ
(i)h

ν
µγk(i)f

(0)
(i) = −

∑
(j)

ˆ
f

(0)
(i) ´f (0)

(j) ´
[
hνµK

µ
(j)´D(j)´ + hνµK

µ
(i)´D(i)´− hνµK

µ
(j)D(j) (4.39)

−hνµK
µ
(i)D(i)

]
F(ij)σ(ij)dΩ(ji)dK

∗
(j).

La calórica (correspondiente al término T,α)

Kµ
(i)h

ν
µf

(0)
(i)

(
1 + 1

z(i)

(
γk(i) −G(i)

)
− γk(i)

kBT
c2ρ̃

(
n(i)

z(i)
+ n(j)

z(j)

))
= −

∑
(j)

´
f

(0)
(i) ´f (0)

(j) ´
[
hνµK

µ
(j)´A(j)´ + hνµK

µ
(i)´A(i)´− hνµK

µ
(j)A(j) − hνµK

µ
(i)A(i)

]
F(ij)σ(ij)dΩ(ji)dK

∗
(j),

(4.40)
y una tercera que corresponde a (lnn),α

Kµ
(i)h

ν
µf

(0)
(i)

[
1− γk(i)

kBT
c2ρ̃

(
n(i)

z(i)
+ n(j)

z(j)

)]
= −

∑
(j)

´
f

(0)
(i) ´f (0)

(j) ´
[
hνµK

µ
(j)´B(j)´ + hνµK

µ
(i)´B(i)´− hνµK

µ
(j)B(j) − hνµK

µ
(i)B(i)

]
F(ij)σ(ij)dΩ(ji)dK

∗
(j).

(4.41)
El procedimiento que haremos a continuación está plenamente basado en la reversibilidad microscópica
y es análogo al que se usa para verificar las relaciones de Onsager en el caso de una mezcla binaria
inerte clásica [53]. Sabemos que el término de colisiones de la ecuación de Boltzmann relativista (3.8)
cumple con la simetría de colisiones inversas dado por la Ec. (3.12), los detalles se pueden revisar las
referencias [61, 62]. Usaremos este hecho para explorar la simetría de la Ec. (4.38). Para este propósito
multiplicamos la ecuación (4.39) por γ−1

k(i)
A(i)K(i)ν y luego integramos en dK∗(i), de lo que se obtiene

− 1
3

´
f

(0)
(i) K

2
(i)A(i)dK

∗
(i)

= −
∑

(j)

´
f

(0)
(i) ´f (0)

(j) ´
[
hνµK

µ
(j)´D(j)´ + hνµK

µ
(i)´D(i)´− hνµK

µ
(j)D(j)

−hνµK
µ
(i)D(i)

]
γ−1
k(i)

K(i)νA(i)F(ij)σ(ij)dΩ(ji)dK
∗
(j)dK

∗
(i)

≡ {D,A}(i) .

(4.42)
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Por otro lado, multiplicamos a la ecuación (4.40) por γ−1
k(i)

D(i)K(i)ν e integramos en dK∗(i) y obtenemos

− 1
3

´
γ−1
k(i)

D(i)K
2
(i)f

(0)
(i)

(
1 + 1

z(i)

(
γk(i) −G(i)

)
− γk(i)

kBT
c2ρ̃

(
n(i)

z(i)
+ n(j)

z(j)

))
dK∗(i)

= −
∑

(j)

´
f

(0)
(i) ´f (0)

(j) ´
[
hνµK

µ
(j)´A(j)´ + hνµK

µ
(i)´A(i)´− hνµK

µ
(j)A(j)

−hνµK
µ
(i)A(i)

]
γ−1
k(i)

D(i)K(i)νF(ij)σ(ij)dΩ(ji)dK
∗
(j)dK

∗
(i)

≡ {A,D}(i) .

(4.43)

El segundo renglón de las ecuaciones (4.42) y (4.43) tienen la simetría

{A,D}(i) = {D,A}(i) ,

que se puede visualizar haciendo los cambios propios del teorema H, es decir haciendo uso de la Ec.
(3.12). El lado izquierdo de la Ec. (4.42) tiene la misma estructura que el coeficiente de transporte Ldq(i)
(4.30), mientras que el lado izquierdo de (4.43) no se puede asociar al coeficiente de transporte Lqd(i)

(4.36). Tenemos entonces la inequidad
Ldq(i) 6= Lqd(i), (4.44)

y por la estructura lineal tanto de los flujos como la ecuación de Boltzmann (linealizada) y su solución,
es evidente que

Ldq 6= Lqd, (4.45)

donde Ldq = Ldq(i) + Ldq(j) y Lqd = Lqd(i) + Lqd(j).
Podemos concluir que la elección aparentemente arbitraria de las fuerzas termodinámicas no nos

conducirá necesariamente a la validez de las Relaciones de Reciprocidad de Onsager (RRO). Cabe
señalar que en la representación aquí expuesta, la llamada matriz onsageriana no es cuadrada (véase
Ec. (4.37)), por lo que no es posible buscar su simetría, lo que exploramos en esta sección fué única-
mente la relación entre los coeficientes de transporte cruzados Ldq(i) y Lqd(i). En el desarrollo de esta
tesis, creímos necesario ir tomando varias alternativas para la elección de las fuerzas termodinámicas
pues hasta donde sabemos no existe una demostración de las RRO en general. La demostración de la
hipótesis de reciprocidad sólo se puede hacer en casos particulares. En esta sección hemos visto un
contraejemplo muy claro.

En la siguiente sección, abordaremos el reacomodo de la ecuación (3.90) tal y como lo han hecho
otros autores como Cercignani y Kremer [26] además de, de Groot, Van Leewen et al [25]. Es una rep-
resentación distinta, donde aparecen dos fuerzas termodinámicas. Veremos que con un procedimiento
análogo al descrito en esta sección sí se puede verificar la simetría de una “matriz onsageriana”, que en
esa representación es diferente en tamaño (o rango) a la Ec. (4.37). Si bien en esa representación no
se requiere de la incorporación de un nuevo flujo, pierde el significado físico habitual de los coeficientes
de transporte.

4.2. Solución con dos fuerzas termodinámicas: representación d(i)
α

y
[
T,α
T −

1
nhE

p,α

]
.

En esta sección analizamos una forma particular de definir las fuerzas termodinámicas como lo han
hecho en las Refs [25, 26]. Luego verificaremos si se cumplen las relaciones de Onsager; además cabe
mencionar que dicha verificación no se encuentra en las referencias [25, 26].

La Ec. (3.90) puede reescribirse como (véase apéndice K)

hµνK
ν
(i)f

(0)
(i)

{[
d(i)
µ

]
+

1
z(i)

(
γk(i) −G(i)

) [T,µ
T
− 1
nhE

p,µ

]}
=
[
C
(
φ(i)

)
+ C

(
φ(i), φ(j)

)]
, (4.46)

donde

d(i)
µ = n(j)

(
m(j)G(j) −m(i)G(i)

ρ̃

)
p,µ
p

+
n

n(i)
n(i)0,µ (4.47)
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es la fuerza de difusión (nuevamente d(i)
µ = −d(j)

µ ≡ dµ) y

nhE ≡ c2ρ̃. (4.48)

Es importante señalar que la fuerza de difusión de la Ec. (4.47) no es equivalente a la definida en la
sección anterior (4.4).

Lo interesante en este acomodo es que el lado izquierdo de la ecuación (4.46) implica la consid-
eración de una “fuerza generalizada” que tiene la forma[

T,µ
T
− 1
nhE

p,µ

]
. (4.49)

En la literatura [26] esta fuerza se ha interpretado como una generalización de la fuerza calórica. La
solución φ(i) para la Ec. (4.46) por los mismos argumentos de la sección anterior se escribe como

φ(i) = φ(i)PARTICULAR + φ(i)HOMOGENEA, (4.50)

donde φ(i)HOMOGENEA es idéntica a la Ec. (4.10). La estructura de φ(i)INHOMOGENEA tiene la estructura del
lado izquierdo de la Ec. (4.46) según la Ref. [7]. Tenemos entonces que el conjunto de soluciones es

φ(i) = −A(i)K
ν
(i)h

µ
ν

[
T,µ
T
− 1
nhE

p,µ

]
−D(i)K

ν
(i)h

µ
νdµ + α(i) + β(i)αK

α
(i), (4.51)

donde hemos usado criterios análogos a aquellos asociados con las ecuaciones (4.12).
Para hallar la solución única, recurrimos nuevamente a las condiciones subsidiarias descritas en las

ecuaciones (4.17). Haciendo un análisis análogo al de la sección anterior la solución a la Ec. (4.46) se
escribe como

φ(i) = −A(i)K
ν
(i)h

µ
ν

[
T,µ
T
− 1
nhE

p,µ

]
−D(i)K

ν
(i)h

µ
νdµ, (4.52)

que se sustituye en el desarrollo (3.83) y luego en el flujo de masa (3.27). Se obtiene

J(i)µ

m(i)
= −1

3

ˆ
f

(0)
(i) K

2
(i)A(i)dK

∗
(i)

[
T,µ
T
− 1
nhE

p,µ

]
− 1

3

ˆ
f

(0)
(i) K

2
(i)D(i)dK

∗
(i)dµ, (4.53)

donde definimos a los coeficientes L’s como

Ldq(i) ≡ 1
3

ˆ
f

(0)
(i) K

2
(i)A(i)dK

∗
(i) flujo de masa debido a

[
T,µ
T
− 1
nhE

p,µ

]
, (4.54)

Ldd(i) ≡ 1
3

ˆ
f

(0)
(i) K

2
(i)D(i)dK

∗
(i) flujo de masa debido a dµ. (4.55)

De la misma manera, para el flujo de calor, Ec. (3.52), tenemos(q(i)µ

kT

)
=− 1

3
1
z(i)

ˆ
f

(0)
(i)

(
γk(i) −G(i)

)
K2

(i)A(i)dK
∗
(i)

[
T,µ
T
− 1
nhE

p,µ

]
(4.56)

− 1
3

1
z(i)

ˆ
f

(0)
(i)

(
γk(i) −G(i)

)
K2

(i)D(i)dK
∗
(i)dµ,

donde definimos

Lqq(i) ≡ − 1
3z(i)

ˆ
f

(0)
(i)

(
γk(i) −G(i)

)
K2

(i)A(i)dK
∗
(i) flujo de calor debido a

[
T,µ
T
− 1
nhE

p,µ

]
(4.57)

Lqd(i) ≡ − 1
3z(i)

ˆ
f

(0)
(i)

(
γk(i) −G(i)

)
K2

(i)D(i)dK
∗
(i) flujo de calor debido a dµ. (4.58)
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Ahora bien, de las Ecs. (4.53) (4.56) escribamos a los flujos en una “matriz onsageriana”( ( q(i)µ
kT

)
J(i)µ

m(i)

)
= −

(
Lqq(i) Lqd(i)

Ldq(i) Ldd(i)

)( [
T,µ
T −

1
nhE

p,µ

]
dµ

)
. (4.59)

Lo que debemos notar en la ecuación (4.59) es que la “matriz onsageriana” ya no es de 3 × 3 como
en el caso donde la representación es de tres fuerzas termodinámicas. En esta representación no hubo
necesidad de recurrir a la definición del flujo de volumen. De hecho, si lo usáramos tendríamos tres flujos
y dos fuerzas, por lo que la “matriz onsageriana” no seria cuadrada y no podríamos decir nada acerca
de su simetría. Ahora, como en la sección anterior vamos a verificar las Relaciones de Reciprocidad de
Onsager.

4.2.1. Relaciones de Reciprocidad de Onsager

En esta subsección veremos si la matriz de L’s en la ecuación (4.59) es simétrica. El procedimiento
es análogo al que usamos en la sección 4.1.1. El primer paso es sustituir la solución (4.52) en la ecuación
de Boltzmann linealizada (4.46). Esto genera un sistema de dos ecuaciones independientes, una para
cada fuerza termodinámica. Para la parte “difusiva” tenemos

hµνK
ν
(i) = −

∑
(j)

ˆ
f

(0)
(i) ´f (0)

(j) ´
[
hµνK

ν
(j)´D(j)´ + hµνK

ν
(i)´D(i)´− hµνKν

(j)D(j) − hµνKν
(i)D(i)

]
F(ij)Σ(ij)dΩ(ji)dK

∗
(j)

(4.60)
y para la “generalización calórica”

hµνK
ν
(i)

(
γk(i) −G(i)

z(i)

)
= −

∑
(j)

ˆ
f

(0)
(i) ´f (0)

(j) ´
[
hµνK

ν
(j)´A(j)´ + hµνK

ν
(i)´A(i)´− hµνKν

(j)A(j) (4.61)

−hµνKν
(i)A(i)

]
F(ij)Σ(ij)dΩ(ji)dK

∗
(j).

Con el objetivo de aprovechar la simetría de los términos de colisión multiplicamos la primer ecuación
por A(i)K(i)µ e integramos en las velocidades dK∗(i). Multiplicamos la segunda ecuación la por D(i)K(i)µ

e integramos en dK∗(i), resultando

−1
3

ˆ
f

(0)
(i) A(i)K

2
(i)dK

∗
(i) = −

∑
(j)

ˆ
f

(0)
(i) ´f (0)

(j) ´K(i)µ

[
hµνK

ν
(j)´D(j)´ + hµνK

ν
(i)´D(i)´ (4.62)

−hµνKν
(j)D(j) − hµνKν

(i)D(i)

]
(4.63)

×A(i)F(ij)Σ(ij)dΩ(ji)dK
∗
(j)dK

∗
(i)

≡ {D,A}(i)

y

− 1
3z(i)

ˆ
f

(0)
(i) D(i)K

2
(i)

(
γk(i) −G(i)

)
dK∗(i) = −

∑
(j)

ˆ
f

(0)
(i) ´f (0)

(j) ´K(i)µ

[
hµνK

ν
(j)´A(j)´ (4.64)

+hµνK
ν
(i)´A(i)´− hµνKν

(j)A(j) − hµνKν
(i)A(i)

]
×D(i)F(ij)Σ(ij)dΩ(ji)dK

∗
(j)dK

∗
(i) (4.65)

≡ {A,D}(i) .

Notemos que la integral del lado izquierdo de la Ec. (4.62) es la misma que la que define el coeficiente
Ldq(i) (4.54). Por otra parte, la integral del lado izquierdo de la Ec. (4.64) es la misma que la que tiene
el coeficiente Lqd(i) (4.58). Al analizar el lado derecho de las ecuaciones (4.62) y (4.64) donde hemos
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definido los operadores {D,A}(i) y {A,D}(i), teniendo cuidado con los pasos correspondientes del
teorema H (nuevamente la simetría (3.12)) y la invariancia de las cantidades allí involucradas, se puede
deducir que

{D,A}(i) = {A,D}(i) , (4.66)

o equivalentemente por las definiciones (4.54) y (4.58)

Ldq(i) = Lqd(i). (4.67)

Aquí nuevamente podemos notar que si tomamos la suma, i.e. Ldq = Ldq(i) + Ldq(j) y Lqd = Lqd(i) +
Lqd(j), tenemos

Ldq = Lqd. (4.68)

En esta representación, con dos fuerzas termodinámicas, queda claro que se satisfacen las Rela-
ciones de Reciprocidad de Onsager. Es interesante el hecho de que en la literatura asociada con esta
representación [25, 26], no se verifica la Ec. (4.68). Por otra parte es importante señalar que en esta
representación se tienen problemas con la definición de los coeficientes de transporte.

Lo primero que podemos notar en la representación de dos fuerzas termodinámicas [25, 26] que
estamos analizando, es que la fuerza “calórica” que correspondería a la ley de Fourier4 (4.49) contiene
un término ∼ 1

nhE
p,µ. Si bien en el límite no relativista éste tiende a cero, en el caso relativista NO

nos permite decir que Lqq = Lqq(i) + Lqq(j) es la conductividad térmica. La conductividad térmica nos
dice cómo es el flujo de calor debido a un gradiente de temperatura. Aquí tenemos un coeficiente de
transporte que no tiene la forma canónica requerida por la tercer hipótesis de la TIL (Véase Ecs. (2.15)
y (2.16)). Entonces esta representación no puede ser completamente compatible con la TIL.

En la literatura, particularmente el trabajo [25]5 no se aborda de forma directa este problema sino sólo
se menciona que en un caso de equilibrio mecánico se puede hacer p,µ = 0. La crítica en tal caso, por
la hipótesis de equilibrio local es que tendríamos un gradiente de temperatura anti-paralelo al gradiente
de densidad nT,µ = −Tn,µ. Esto representa un condición muy particular en el sistema.

Otro aspecto es que en la referencia [26]6, para el caso de un fluido simple transforman el término
∇p de la ecuación constitutiva para el calor en uno que contiene la aceleración U̇µ con ayuda de la
ecuación de Euler. Este proceso recupera la ecuación de Eckart [12], sin embargo a orden uno en los
gradientes según el método de Chapman-Enskog el paso no está justificado pues U̇µ no es una fuerza
termodinámica.

En la siguiente sección daremos un enfoque diferente, con la inclusión del flujo de volumen.

4.3. Solución con tres fuerzas termodinámicas: representación dα,
T,α
T y V(i)α.

En esta sección se encuentra la parte troncal de la tesis, es decir la exploración de la posibilidad de
una tercera fuerza termodinámica que sea compatible con la TIL. En la sección 4.1 se mostró que una
elección arbitraria no satisface las relaciones de reciprocidad de Onsager. Por otro lado en la sección 4.2,
con una representación de dos fuerzas queda incompleto el significado de los coeficientes de transporte
a pesar de que sí se satisfacen las Relaciones de Reciprocidad de Onsager.

La motivación es mantener los gradientes de temperatura y presión como fuerzas independientes,
de tal manera que obtengamos una ecuación constitutiva tipo Fourier asociada exclusivamente a un
gradiente de temperatura. Eso implicará que el flujo de calor debido a la presencia de un gradiente de
presiones es un efecto cruzado. Veremos también como se relaciona esta nueva representación en el
caso límite de una sola componente.

4La ley de Fourier ~q = −κ∇T .
5Véase capitulo IV, sección I, subsección c.
6Página 109
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Partimos reagrupando la ecuación de Boltzmann linealizada (3.90) de la siguiente manera (Véase
apéndice L)

f
(0)
(i) h

µ
νK

ν
(i)

{[
d(i)
µ

]
+
(
γk(i) −G(i)

z(i)

)[
T,µ
T

]
−
(
γk(i) −G(i)

) [n(i)m(i)

ρ̃

p,µ
p(i)

]}
=
[
C
(
φ(i)

)
+ C

(
φ(i), φ(j)

)]
,

(4.69)
donde d

(i)
µ es la fuerza de difusión que es la misma definida en la ecuación (4.47). Aquí las fuerzas

termodinámicas que consideraremos son

d(i)
µ ,

[
T,µ
T

]
, y V(i)µ ≡

[
n(i)m(i)

ρ̃

p,µ
p(i)

]
. (4.70)

La “nueva fuerza” V(i)µ no es independiente de V(j)µ, pues

V(i)µ =
m(i)

m(j)
V(j)µ ≡ Vµ, (4.71)

por lo que nos referiremos a ella simplemente como Vµ.
La solución a la ecuación (4.69) se construye nuevamente como en la sección 4.1 de la forma

φ(i) = φ(i)PARTICULAR + φ(i)HOMOGENEA. (4.72)

El desarrollo para hallar la solución única para (4.69) es análogo al de las secciones anteriores, hay que
incluir la información de las condiciones subsidiarias, Ec. (4.17). Omitiendo pasos, tenemos

φ(i) = −A(i)K
ν
(i)h

µ
ν (lnT ),µ −B(i)K

ν
(i)h

µ
νVµ −D(i)K

ν
(i)h

µ
νdµ, (4.73)

donde los coeficientes
{
A(i), B(i), D(i)

}
están indeterminados pero dependen de las variables termod-

inámicas y de la magnitud de la velocidad caótica.
Siguiendo la metodología de los casos anteriores escribamos el flujo de masa, sustituyamos la Ec.

(4.73) en (3.64) y ésta a su vez en (3.27), resultando

Jµ(i)

m(i)
= −1

3
hαβ

ˆ
f

(0)
(i) K

β
(i)K(i)αA(i)dK

∗
(i)

T ,µ

T
(4.74)

− 1
3
hαβ

ˆ
f

(0)
(i) K

β
(i)K(i)αB(i)dK

∗
(i)V

µ

− 1
3
hαβ

ˆ
f

(0)
(i) K

β
(i)K(i)αD(i)dK

∗
(i)d

µ,

que también se puede escribir como

Jµ(i)

m(i)
= −Ldq(i)

T ,µ

T
− LdV (i)V

µ − Ldd(i)d
µ, (4.75)

donde estamos definiendo a los coeficientes L’s como

Ldq(i) =
1
3
hαβ

ˆ
f

(0)
(i) K

β
(i)K(i)αA(i)dK

∗
(i) flujo de masa debido a T ,µ (4.76)

LdV (i) =
1
3
hαβ

ˆ
f

(0)
(i) K

β
(i)K(i)αB(i)dK

∗
(i) flujo de masa debido a V µ (4.77)

Ldd(i) =
1
3
hαβ

ˆ
f

(0)
(i) K

β
(i)K(i)αD(i)dK

∗
(i) flujo de masa debido a dµ. (4.78)
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Para el flujo de calor sustituimos (4.73) en (3.52) y resulta

qα(i)

kBT
= −1

3
hαβh

µ
ν

ˆ
f

(0)
(i)

1
z(i)

(
γk(i) −G(i)

)
Kβ

(i)K
ν
(i)A(i)dK

∗
(i)

T,µ
T

(4.79)

−1
3
hαβh

µ
ν

ˆ
f

(0)
(i)

1
z(i)

(
γk(i) −G(i)

)
Kβ

(i)K
ν
(i)B(i)dK

∗
(i)Vµ

−1
3
hαβh

µ
ν

ˆ
f

(0)
(i)

1
z(i)

(
γk(i) −G(i)

)
Kβ

(i)K
ν
(i)D(i)dK

∗
(i)dµ.

Ésta última ecuación se puede escribir como

qµ(i)

kBT
= −Lqq(i)

T ,µ

T
− LqV (i)V

µ − Lqd(i)d
µ, (4.80)

al escribir las expresiones en el marco comóvil para hαβ . Entonces los coeficientes L′s que aparecen en
la ecuación (4.80) escriben como

Lqq(i) =
1
3

ˆ
f

(0)
(i)

1
z(i)

(
γk(i) −G(i)

)
K2

(i)A(i)dK
∗
(i) flujo de calor debido a T ,µ (4.81)

LqV (i) =
1
3

ˆ
f

(0)
(i)

1
z(i)

(
γk(i) −G(i)

)
K2

(i)B(i)dK
∗
(i) flujo de calor debido a V µ (4.82)

Ldq(i) =
1
3

ˆ
f

(0)
(i)

1
z(i)

(
γk(i) −G(i)

)
K2

(i)D(i)dK
∗
(i) flujo de calor debido a dµ. (4.83)

Vamos ahora a suponer que existe un flujo de volumen descrito por la ecuación (3.65)7. Al sustituir
la solución φ(i) de la misma forma que para los flujos anterioresresulta que

JαVOL(i) = −1
3
hµν

ˆ
f

(0)
(i)

(
γk(i) −G(i)

)
Kα

(i)K
ν
(i)A(i)dK

∗
(i)

T,µ
T

(4.84)

−1
3
hµν

ˆ
f

(0)
(i)

(
γk(i) −G(i)

)
Kα

(i)K
ν
(i)B(i)dK

∗
(i)Vµ

−1
3
hµν

ˆ
f

(0)
(i)

(
γk(i) −G(i)

)
Kα

(i)K
ν
(i)D(i)dK

∗
(i)dµ.

Nuevamente, al evaluar (4.84) en el marco comóvil se tiene

JµVOL(i) = −LV q(i)
T ,µ

T
− LV V (i)V

µ − LV d(i)d
µ, (4.85)

de donde definimos

LV q(i) =
1
3

ˆ
f

(0)
(i)

(
γk(i) −G(i)

)
K2

(i)A(i)dK
∗
(i) flujo de volumen debido a T ,µ (4.86)

LV V (i) =
1
3

ˆ
f

(0)
(i)

(
γk(i) −G(i)

)
K2

(i)B(i)dK
∗
(i) flujo de volumen debido a V µ (4.87)

LV d(i) =
1
3

ˆ
f

(0)
(i)

(
γk(i) −G(i)

)
K2

(i)D(i)dK
∗
(i) flujo de volumen debido a dµ. (4.88)

Hay que señalar que la estructura integral del flujo de volumen Ec. (4.84) es la misma que aquella del
flujo de calor Ec. (4.33). Pero hay dos diferencias significativas. La primera es que las unidades del flujo
de volumen son únicamente “de flujo”

[
1/(área2tiempo)

]
. La segunda es que hay una constante 1

z(i)
que

7Esta suposición la hacemos pues como hicimos notar en la sección 4.1, al considerar dos flujos y tres fuerzas tendríamos una
matriz onsageriana de tamaño 2 × 3, entonces no tendría sentido buscar su simetría. Al considerar una tercer fuerza la matriz
onsageriana se vuelve de tamaño 3× 3.
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hace una diferencia fundamental entre los dos flujos ya que en el limite no relativista el coeficiente del
flujo de volumen tiende a cero (

γk(i) −G(i)

)
→ 0, (4.89)

mientras que el coeficiente del flujo de calor tiende a

− 1
z(i)

(
γk(i) −G(i)

)
→

m(i)k
2
(i)

2kBT
− 5

2
. (4.90)

Ahora reescribimos a la Ecs. (4.75), (4.80) y (4.85) en forma matricial,
qµ(i)
kBT
Jµ(i)
m(i)

JµVOL(i)

 = −

 Lqq(i) Lqd(i) LqV (i)

Ldq(i) Ldd(i) LdV (i)

LV q(i) LV d(i) LV V (i)

 T ,µ

T
dµ(i)
V µ(i)

 . (4.91)

La ecuación (4.91) está escrita por especie, pero al tomar la suma se genera otra matriz que contiene
a los coeficientes de transporte, por ejemplo Lqq = Lqq(i) + Lqq(j) representa la conductividad térmica
que está asociada con la ecuación de Fourier. El coeficiente Lqd = Lqd(i) + Lqd(j) obedece a un efecto
de difusión térmica o efecto Dufour . Los coeficientes Ldq = Ldq(i) +Ldq(j) y Ldd = Ldd(i) +Ldd(j) son los
efectos de termodifusión (Soret) y difusión (Fick) respectivamente. Es muy importante señalar que hay
cinco coeficientes adicionales en la Ec. (4.91) cuyo significado físico es terreno inexplorado. Esos cinco
coeficientes así como el flujo de volumen son una novedad en la teoría cinética relativista.

Dada la estructura de las integrales, demostrar que la matriz de coeficientes de transporte es simétri-
ca implica el mismo procedimiento que el que hemos usado anteriormente, veámoslo a continuación.

4.3.1. Relaciones de Reciprocidad Onsager

De la matriz onsageriana escrita en la Ec. (4.91), las ecuaciones que se deben satisfacer son

Ldq(i) = Lqd(i) (4.92)
LV q(i) = LqV (i) (4.93)
LV d(i) = LdV (i). (4.94)

El método es análogo al descrito en las secciones anteriores. Comenzamos sustituyendo la solución
(4.73) en la ecuación de Boltzmann linealizada (4.69), se generan tres ecuaciones independientes, una
para cada fuerza termodinámica y por lo tanto para cada coeficiente indeterminado A(i), B(i) y D(i).
Tenemos

f
(0)
(i) h

µ
νK

ν
(i)

1
z(i)

(
γk(i) −G(i)

)
=
[
C
(
hµνK

ν
(i)A(i)

)
+ C

(
hµνK

ν
(i)A(i), h

µ
νK

ν
(i)A(j)

)]
, (4.95)

para A(i), asociada con el gradiente de temperaturas. La ecuación relacionada con el flujo de volumen
V µ es la correspondiente a B(i) esto es

f
(0)
(i) h

µ
νK

ν
(i)

(
γk(i) −G(i)

)
=
[
C
(
hµνK

ν
(i)B(i)

)
+ C

(
hµνK

ν
(i)B(i), h

µ
νK

ν
(i)B(j)

)]
. (4.96)

Y por último la ecuación que proviene de la difusión para el coeficiente D(i),

f
(0)
(i) h

µ
νK

ν
(i) =

[
C
(
hµνK

ν
(i)D(i)

)
+ C

(
hµνK

ν
(i)D(i), h

µ
νK

ν
(i)D(j)

)]
. (4.97)

Ahora, si multiplicamos la Ec. (4.95) por hαβK
β
(i)D(i) e integramos en dK∗(i), resulta que,

hαβh
µ
ν

´
f

(0)
(i) K

ν
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(i)

1
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γk(i) −G(i)

)
D(i)dK

∗
(i)

= −
∑
j

´
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∗
(i)

≡ {A,D}(i).

(4.98)
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Luego multiplicamos la Ec. (4.97) por K(i)µA(i) e integramos en dK∗(i), para obtener que,

hµν
´
f

(0)
(i) K

ν
(i)K(i)µA(i)dK

∗
(i)
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´
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f
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]
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(j)dK

∗
(i)

≡ {D,A}(i).

(4.99)

Por los mismos argumentos de simetría del teorema H, que ya hemos mencionado en las secciones
anteriores, tenemos que

{A,D}(i) = {D,A}(i) . (4.100)

Ahora hay que notar que el lado izquierdo de la Ec. (4.98) es precisamente la definición del coeficiente
Lqd(i) definido en la Ec. (4.80). Por otra parte, el lado izquierdo de la Ec. (4.99) es el coeficiente Ldq(i)
definido en la Ec. (4.75). Esto justifica la validez de la ecuación (4.92).

Por otro lado, para verificar la Ec. (4.93) multipliquemos las Ecs. (4.95) y (4.96) por hαβK
β
(i)B(i) y

Kα
(i)A(i) respectivamente, luego integramos en las velocidades dK∗(i). De dicho procedimiento obten-

emos
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(4.101)
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≡ {B,A}(i),

(4.102)

donde por los mismos argumentos conducentes a la validez de la Ec. (4.100) tenemos que

{A,B}(i) = {B,A}(i) . (4.103)

Aquí nuevamente hay que identificar al lado izquierdo de la Ec. (4.101) con la definición de LqV (i) (Ec.
(4.80)) y también al lado izquierdo de (4.102) con la definición de LV q(i) Ec. (4.85). Entonces la Ec.
(4.93) es válida.

Por último, para la igualdad (4.94) multiplicamos las Ecs. (4.96) y (4.97) por Kα
(i)D(i) y K(i)µB(i)

respectivamente, e integramos en dK∗(i), de lo que resulta
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(4.104)
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(4.105)

donde nuevamente por los argumentos antes expuestos

{B,D}(i) = {D,B}(i) . (4.106)
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Finalmente identificamos al lado izquierdo de la Ec. (4.104) con la definición de LV d(i) (Ec. (4.85)) y
luego al lado izquierdo de (4.105) con la definición de LdV (i) Ec. (4.75). Esto valida la Ec. (4.94).

Vale la pena mencionar que el hecho de que efectivamente la matriz de las L’s sea simétrica obe-
dece en el fondo al principio de reversibilidad microscópica. La simetría de dicha matriz es el último
resquicio de la reversibilidad microscópica. Es la huella macroscópica del hecho de que las ecuaciones
de movimiento de las partículas sean reversibles.

4.4. ¿El potencial químico se asocia con una fuerza termodinámi-
ca?

Es esta sección demostraremos que el potencial químico no se debe asociar con una fuerza termod-
inámica de acuerdo con la Termodinámica Irreversible Lineal. Si bien esto ya se ha demostrado en el
caso clásico [53] y pudiera parecer innecesario en el caso relativista, vale la pena subrayarlo. Ya hemos
mencionado que la elección de las fuerzas termodinámicas no puede ser arbitraria, y aquí daremos
cuenta con otro contraejemplo.

Comencemos recordando que el potencial químico para un gas ideal está dado por

µ(i) =
kBT

m(i)

(
lnn(i) −

3
2

lnα(T )
)
, (4.107)

donde α(T ) es una función relacionada con la función de distribución de Jüttner que es irrelevante para
el cálculo que nos ocupa. Por consiguiente,(

µ(i),α

)
T

= z(i)c²
n(i),α

n(i)
, (4.108)

donde
(
µ(i),α

)
T

es el gradiente del potencial químico para la especie (i) a temperatura constante. En-
tonces la ecuación (4.47) se puede reescribir con ayuda de la ecuación del gas ideal p = nkBT como

dµ =
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ρ̃

(
m(j)G(j) −m(i)G(i)

) T ,µ
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+
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(
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n,µ(i)

n(i)
−m(i)G(i)

n,µ(j)

n(j)

)
. (4.109)

Ahora sustituimos la Ec. (4.108) en (4.109), e introducimos lo que resulta para dµ en la ecuación para el
flujo de calor (4.79), de lo que se obtiene

qα
∗

(i)

kBT
= −1

3

ˆ f
(0)
(i)

(
γk(i) −G(i)

)
z(i)

K2
(i)

(
A(i) +D(i)

n(j)

ρ̃

(
m(j)G(j) −m(i)G(i)

))
dK∗(i)

T ,α

T

−1
3

ˆ
f

(0)
(i)

1
z(i)

(
γk(i) −G(i)

)
K2

(i)B(i)dK
∗
(i)V

α (4.110)

−1
3

ˆ
f

(0)
(i)

1
z(i)

(
γk(i) −G(i)

)
K2

(i)D(i)dK
∗
(i)

1
nhE

(
ρ̃(j)

z(i)

(
µ,α(i)

)
T
−
n(j)ρ̃(i)

n(i)z(j)

(
µ,α(j)

)
T

)
,

que se puede reescribir como

qα
∗

(i)

kBT
= −L∗qq(i)

[
T ,α

T

]
− L∗qV (i)V

α − L∗qµ(i)

1
nhE

(
ρ̃(j)

z(i)

(
µ,α(i)

)
T
−
n(j)ρ̃(i)

n(i)z(j)

(
µ,α(j)

)
T

)
. (4.111)
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En la Ec. (4.111) hemos definido a los coeficientes L’s como

L∗qq(i) =
1
3

ˆ f
(0)
(i)

(
γk(i) −G(i)

)
z(i)

K2
(i)

{
A(i)

+D(i)

n(j)

ρ̃

(
m(j)G(j) −m(i)G(i)

)}
dK∗(i) flujo de calor debido a T,α (4.112)

L∗qV (i) =
1
3

ˆ
f

(0)
(i)

1
z(i)

(
γk(i) −G(i)

)
K2

(i)B(i)dK
∗
(i) flujo de calor debido a V α (4.113)

L∗qµ(i) =
1
3

ˆ
f

(0)
(i)

1
z(i)

(
γk(i) −G(i)

)
K2

(i)D(i)dK
∗
(i)

1
nhE

flujo de calor debido a
(
ρ̃(j)

z(i)

(
µ,α(i)

)
T
−
n(j)ρ̃(i)

n(i)z(j)

(
µ,α(j)

)
T

)
. (4.114)

De manera análoga transformamos el flujo de volumen (4.84) en,

JαVOL(i) = −1
3

ˆ
f

(0)
(i)

(
γk(i) −G(i)

)
K2

(i)

(
A(i) +D(i)

n(j)

ρ̃

(
m(j)G(j) −m(i)G(i)

))
dK∗(i)

T ,α

T

−1
3

ˆ
f

(0)
(i)

(
γk(i) −G(i)

)
K2

(i)B(i)dK
∗
(i)V

α (4.115)

−1
3

ˆ
f

(0)
(i)

(
γk(i) −G(i)

)
K2

(i)D(i)dK
∗
(i)

1
nhE

(
ρ̃(j)

z(i)

(
µ,α(i)

)
T
−
n(j)ρ̃(i)

n(i)z(j)

(
µ,α(j)

)
T

)
,

que reescribimos como

JαVOL(i) = −L∗V q(i)
T ,α

T
− L∗V V (i)V

α − L∗V µ(i)

1
nhE

(
ρ̃(j)

z(i)

(
µ,α(i)

)
T
−
n(j)ρ̃(i)

n(i)z(j)

(
µ,α(j)

)
T

)
, (4.116)

donde definimos

L∗V q(i) =
1
3

ˆ
f

(0)
(i)

(
γk(i) −G(i)

)
K2

(i)

{
A(i)

+D(i)

n(j)

ρ̃

(
m(j)G(j) −m(i)G(i)

)}
dK∗(i) flujo de volumen debido a T,α (4.117)

L∗V V (i) =
1
3

ˆ
f

(0)
(i)

(
γk(i) −G(i)

)
K2

(i)B(i)dK
∗
(i) flujo de volumen debido a V α (4.118)

L∗V µ(i) =
1
3

ˆ
f

(0)
(i)

(
γk(i) −G(i)

)
K2

(i)D(i)dK
∗
(i)

1
nhE

flujo de volumen debido a
(
ρ̃(j)

z(i)

(
µ,α(i)

)
T
−
n(j)ρ̃(i)

n(i)z(j)

(
µ,α(j)

)
T

)
. (4.119)

Por último, el flujo de masa queda como

Jα(i)

m(i)
= −1

3

ˆ (
f

(0)
(i) K

2
(i)A(i) + f

(0)
(i) K

n
(i)Kn(i)D(i)

n(j)

ρ̃

(
m(j)G(j) −m(i)G(i)

))
dK∗(i)

T ,α

T

−1
3

ˆ
f

(0)
(i) K

2
(i)B(i)dK

∗
(i)V

α (4.120)

−1
3

ˆ
f

(0)
(i) K

2
(i)D(i)dK

∗
(i)

1
nhE

(
ρ̃(j)

z(i)

(
µ,α(i)

)
T
−
n(j)ρ̃(i)

n(i)z(j)

(
µ,α(j)

)
T

)
, (4.121)

ó
Jα(i)

m(i)
= −L∗dq(i)

T ,α

T
− L∗dV (i)V

α − L∗dµ(i)

1
nhE

(
ρ̃(j)

z(i)

(
µ,α(i)

)
T
−
n(j)ρ̃(i)

n(i)z(j)

(
µ,α(j)

)
T

)
, (4.122)
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donde quedan definidos

L∗dq(i) =
1
3

ˆ {
f

(0)
(i) K

2
(i)A(i)

+f (0)
(i) K

n
(i)Kn(i)D(i)

n(j)

ρ̃
(4.123)

×
(
m(j)G(j) −m(i)G(i)

)}
dK∗(i) flujo de masa debido a T,α (4.124)

L∗dV (i) =
1
3

ˆ
f

(0)
(i) K

2
(i)B(i)dK

∗
(i) flujo de masa debido a V α (4.125)

L∗dµ(i) =
1
3

ˆ
f

(0)
(i) K

2
(i)D(i)dK

∗
(i)

1
nhE

flujo de masa debido a dα. (4.126)

Si ahora hacemos el procedimiento descrito en las secciones anteriores, de forma directa notaremos
que

L∗dq 6= L∗qµ, (4.127)

y lo mismo ocurre con los demás coeficientes. Queda entonces muy claro algo que se intuía desde
el principio, si en el caso clásico el potencial químico no es una fuerza termodinámica aceptable en
términos de la TIL [53], no tiene por que serlo en el caso relativista.

4.5. Observaciones

En este capítulo hemos integrado una nueva fuerza termodinámica Vµ reagrupando la ecuación de
Boltzmann linealizada, lo que conduce a que tres ecuaciones constitutivas para los flujos vectoriales de
masa, energía y volumen. En la sección 3.2 definimos el flujo de volumen como uno cuya naturaleza
es estrictamente relativista. Hay que subrayar que aparece únicamente en casos relativistas debido a
no invariancias de cantidades microscópicas en el sistema. El cambio en el volumen Ec. (3.62) tiende a
cero en el caso no-relativista.

Para aclarar un poco el significado de esta nueva idea, tomemos el límite de mezcla binaria a fluido
simple. Esto es fácil si suponemos que las masas de las especies son iguales m(i) = m(j) ≡ m,
además n(i) = n(j) ≡ n. De la definición de flujo de volumen (Ec. (3.65)), tomándola para una especie
(JµVOL(i) → JµVOL) tenemos para un fluido simple ideal

JµVOL =
ˆ
γkK

µfdK∗. (4.128)

El lado derecho de la Ec. (4.128) es un múltiplo del flujo de calor para un fluido simple ideal8, tenemos
que

JµVOL =
1
mc2

qµ. (4.130)

Por lo tanto, lo que en la mezcla binaria hemos definido como el flujo de volumen, en el límite de una
especie es un múltiplo del flujo de calor.

Como hemos mencionado desde la introducción de esta tesis, así como en este capítulo, la incorpo-
ración del flujo de volumen permite definir con claridad la conductividad térmica. Ésta es una medida de
cómo se transporta el calor en el gas dado un gradiente de temperatura, y esto se ve muy claro en la
ecuación (4.81).

Otro punto importante que vale la pena mencionar es que en la Teoría Cinética Relativista aparece de
manera natural un gradiente en la densidad n,α para el caso de un fluido simple [31, 30], dicho efecto es

8Consulte por ejemplo, la ecuación (10)

qv = mc2
ˆ
KνγfdK∗ (4.129)

del trabajo Heat conduction in relativistic neutral gases revisited de A. L. García-Perciante y A. R. Méndez publicado en GENERAL
RELATIVITY AND GRAVITATION Volume 43, Number 8, 2257-2275.
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totalmente ajeno al caso clásico. En este caso relativista (mezcla binaria) se recupera apropiadamente
la furza de difusión clásica haciendo el caso límite m(1) = m(2) = m. Este resultado refuerza el que
en el caso de una sola componente, n,α es estrictamente relativista. El problema que subsiste es como
incorporarlo desde un enfoque fenomenológico.

Por último, hay un punto adicional a considerar para que el flujo JαV sea propiamente un flujo termod-
inámico según los cánones de la Termodinámica Irreversible Lineal. Esto es en relación con la segunda
hipótesis de la TIL, que dice que la “producción de entropía” debe ser una forma bilineal en flujos y
fuerzas termodinámicas. Esta discusión se aborda en el siguiente capítulo.



Capítulo 5

Producción de Entropía

Antes de comenzar con el análisis de este capítulo, tal vez sea preciso mencionar que el término
“producción de entropía” ha sido algo desafortunado pues, a juicio del autor de esta tesis, el nombre se
le dio porque aparece como un término de producción (matemáticamente hablando) en la ecuación de
balance para la densidad de entropía local, esto es,

ρṡ+∇ · ~Js = σ, (5.1)

donde s es la entropía local, ~Js un flujo de entropía y σ la “producción de entropía”. La ecuación (5.1)
es una ecuación de balance cuyo “término de producción” es σ, sin embargo esto no quiere decir que
haya una producción de entropía como variable termodinámica. La entropía se define para sistemas en
equilibrio a través de la segunda ley de la termodinámica como un índice de restricción, esto es, si un
proceso puede ocurrir o no; para gases fuera de equilibrio podemos definir una cantidad s relacionada
con la anterior gracias a la hipótesis de equilibrio local. Dicha hipótesis nos permite definir las variables
termodinámicas como variables de campo y por lo tanto a la entropía local a través de su dependencia
con ellas. El término σ de la ecuación (5.1) está más bien asociado con el calor no compensado de Clau-
sius. Para conocer más sobre el tema se puede consultar el artículo de revisión citado en la referencia
[44].

El objetivo de esta tesis es explorar la compatibilidad entre la Teoría Cinética Relativista (TCR) para
mezclas binarias inertes y la Termodinámica Irreversible Lineal (TIL). Para finalizar con este estudio hace
falta obtener, a partir de la ecuación de Boltzmann, una forma canónica para la producción de entropía
a primer orden en los gradientes consistente con la segunda hipótesis de la TIL.

En este último capítulo, demostramos a través de la TCR que la “producción de entropía” asociada
a una mezcla binaria inerte relativista obedece la segunda hipótesis de la TIL, (véase sección 2.1). El
objetivo particular en este capítulo es escribir una ecuación de balance para la entropía local, que sea
análoga a aquella que en el caso no-relativista tiene la forma dada por la Ec. (5.1). Según la segunda
hipótesis de la TIL, se establece que σ ≥ 0, y tiene la forma canónica bilineal del tipo

σ = ΣiJi �Xi, (5.2)

donde Ji es un flujo del mismo rango tensorial que su correspondiente fuerza Xi y � es la operación
tal que lleve a un escalar. La forma de la ecuación (5.2) permite definir a qué fuerza le corresponde
un flujo directo en alguna representación elegida. Esto también define cuales son los efectos cruzados
correspondientes a cada flujo.

De la literatura [25, 26] sabemos que se puede construir una ecuación de balance para un tetra-flujo
Sµ a partir de la ecuación de Boltzmann. Sea

Sµ ≡ −kB
∑
(i)

ˆ
vµ(i)f(i)

(
ln f(i) − 1

)
dv∗(i) (5.3)

el tetra-flujo de entropía. Entonces
Sµ;µ = σ, (5.4)

50
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donde
σ = −kB

∑
(i),(j)

ˆ
J
(
f(i)f(j)

)
ln f(i)dv

∗
(i) (5.5)

y J
(
f(i)f(j)

)
está definido en la ecuación (3.8).

Es muy importante subrayar que el identificar S4 con la entropía local, Sm con el flujo de entropía y σ
con el calor no compensado de Clausius no se puede hacer hasta que f(i) esté determinada en términos
de variables termodinámicas. Mientras f(i) sea desconocida, a ninguna de las cantidades anteriores se
le puede asociar una variable termodinámica.

Ahora analicemos la Ec. (5.5), sustituyendo el término de colisión de la ecuación de Boltzmann (3.4),

σ = −kB
∑

(i),(j)

ˆ (
f ′(i)f

′
(j) − f(i)f(j)

)
ln f(i)F(ij)Σ(ij)dΩ(ji)dv

∗
(j)dv

∗
(i), (5.6)

y haciendo las transformaciones propias del Teorema H, se puede escribir de forma directa como,

σ =
1
4
kB

∑
(i),(j)

ˆ (
f ′(i)f

′
(j) − f(i)f(j)

)
ln
f ′(i)f

′
(j)

f(i)f(j)
F(ij)Σ(ij)dΩ(ji)dv

∗
(j)dv

∗
(i). (5.7)

Luego, usando la desigualdad de Klein(
f ′(i)f

′
(j) − f(i)f(j)

)
ln
f ′(i)f

′
(j)

f(i)f(j)
≥ 0, (5.8)

uno obtiene
σ ≥ 0, (5.9)

que es un requisito esencial en la validez de la segunda ley de la termodinámica. También cabe men-
cionar que la ecuación (5.9) es válida para cualquier solución exacta de la ecuación de Boltzmann.

Es importante también comentar que la ecuación (5.5) con (5.9) es válida para cualquier solución
analítica de la ecuación de Boltzmann. Por ello, los dos esquemas propuestos como solución en los
capítulos anteriores son consistentes con la segunda ley. A continuación exploraremos las formas bilin-
eales que se obtienen en ambos esquemas de acuerdo con el método de solución de Chapman-Enskog.

5.1. Obtención de σ

En esta sección determinaremos la forma de σ (Ec. (5.5)) según el esquema lineal descrito en el
capítulo 3. Es importante subrayar que evaluamos en el marco comóvil, tal y como describimos en el
capítulo anterior pero sin alterar la covarianza. Comenzamos por sustituir el desarrollo a primer orden,
propio del método de Chapman-Enskog, para f(i) alrededor de la función de distribución de equilibrio
local, f(i) = f

(0)
(i)

(
1 + φ(i)

)
en la ecuación para σ (Ec. (5.5)), de donde se desprende que

σ = −kB
∑

(i),(j)

ˆ
f

(0)
(i) f

(0)
(j)

(
φ(i)´ + φ(j)´− φ(i) − φ(j)

)
ln
[
f

(0)
(i)

(
1 + φ(i)

)]
F(ij)Σ(ij)dΩ(ji)dK

∗
(j)dK

∗
(i).

(5.10)
Ahora hacemos un desarrollo de ln

[
f

(0)
(i)

(
1 + φ(i)

)]
alrededor de φ(i) = 0, es decir

ln
[
f

(0)
(i)

(
1 + φ(i)

)]
' ln f (0)

(i) + φ(i) +O
(
φ(i)

)2 (5.11)

de tal manera que σ se puede escribir como

σ = −kB
∑

(i),(j)

ˆ
f

(0)
(i) f

(0)
(j)

(
φ(i)´ + φ(j)´− φ(i) − φ(j)

) (
ln f (0)

(i) + φ(i)

)
F(ij)Σ(ij)dΩ(ji)dK

∗
(j)dK

∗
(i). (5.12)
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Dado que tanto f (0)
(i) como ln f (0)

(i) están dados en términos de los invariantes colisionales, la integral que

contiene ln f (0)
(i) vale cero y tenemos que

σ = −kB
∑

(i),(j)

ˆ
f

(0)
(i) f

(0)
(j)

(
φ(i)´ + φ(j)´− φ(i) − φ(j)

)
φ(i)F(ij)Σ(ij)dΩ(ji)dK

∗
(j)dK

∗
(i). (5.13)

Por último, con ayuda de las ecuaciones (3.92) y (3.93) tenemos que,

σ = −kB
∑

(i),(j)

ˆ [
C
(
φ(i)

)
+ C

(
φ(i), φ(j)

)]
φ(i)dK

∗
(i). (5.14)

La forma de la ecuación (5.14) corresponde a una de las hipótesis del método de Chapman-Enskog,
es decir el desarrollo alrededor de f (0)

(i) . Sin embargo, aún falta elegir una representación de las fuerzas
termodinámicas. En la ecuación (5.14) vemos que en el integrando tenemos

[
C
(
φ(i)

)
+ C

(
φ(i), φ(j)

)]
,

que en vista de la ecuación (3.90) y de toda la discusión del capítulo 4 nos llevará a distintos resultados
dependiendo de la representación de las fuerzas termodinámicas que elijamos. Este procedimiento,
que ha sido parte troncal en esta tesis es sumamente sutil en la interpretación de los coeficientes de
transporte. A continuación veamos qué forma se obtiene para σ dadas las representaciones de dos
(sección 4.2) y tres (sección 4.3) fuerzas termodinámicas.

5.2. Producción de entropía en la representación de dos fuerzas
termodi- námicas

Con el fin de comparar los esquemas tratados en el capítulo 4 de esta tesis, en esta sección cal-
cularemos σ según el tratamiento de la sección 4.2. En dicho tratamiento se consideran dos fuerzas
termodinámicas, el flujo de masa y el flujo de calor. Si bien ya hemos mencionado que el problema que
presenta dicha consideración es que no permite identificar claramente a la conductividad térmica ni al
efecto Soret, vale la pena explorar si la misma cumple con la forma canónica de la segunda hipótesis de
la TIL.

Comenzamos sustituyendo la ecuación (4.46) incluyendo los términos de rango 2 en (5.14), de lo
que se obtiene

σ

kB
= −

∑
(i)

ˆ
f

(0)
(i) φ(i)

{
hµνK

ν
(i)d(ij)µ + hµνK

ν
(i)

(
γk(i) −G(i)

z(i)

)[
T,µ
T
− 1
nhE

p,µ

]

+
1

z(i)c2
hνµ

( °
Kµ

(i)K(i)β

)
Uβ;ν + τ(i)U

α
;αφ(i)

}
dv∗(i), (5.15)

y que se puede reescribir como

σ

kB
= −

∑
(i)

{ˆ
hµνK

ν
(i)φ(i)f

(0)
(i) dv

∗
(i)

[
d(ij)µ

]
+
ˆ
hµνK

ν
(i)

1
z(i)

(
γk(i) −G

(
z(i)

))
φ(i)f

(0)
(i) dv

∗
(i)

[
T,µ
T
− 1
nhE

p,µ

]

− 1
z(i)c2

ˆ
φ(i)f

(0)
(i) h

ν
µ

( °
Kµ

(i)K(i)β

)
dv∗(i)U

β
;ν −
ˆ
φ(i)f

(0)
(i) τ(i)dv

∗
(i)U

α
;α

}
. (5.16)

Aquí es conveniente hacer una pausa y analizar detenidamente los términos del lado derecho de la
ecuación (5.16). El primer término contiene al flujo de masa adimensional (Ec. (3.27)),

Jµ

m(i)
=
ˆ
hµνK

ν
(i)φ(i)f

(0)
(i) dv

∗
(i), (5.17)
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pues hµν = δnm. El segundo término tiene al flujo de calor adimensional menos una contribución debida a
la entalpía de mezclado, al cual llamaremos qµ(i)´ y es análogo a aquel obtenido en el caso no relativista
(véanse Refs. [53] ó [3]),

qµ(i)´ =
ˆ
f

(0)
(i) φ(i)h

µ
νK

ν
(i)

1
z(i)

(
γk(i) −G(i)

)
dK∗(i). (5.18)

Podemos escribir la ecuación (5.18) en términos del flujo de calor (Ec. (3.52)) y el flujo de masa (Ec.
(3.27)) de la siguiente manera

qµ(i)´ =

(
qµ(i)

kBT
−

h(i)

kBT

Jµ(i)

m(i)

)
(5.19)

donde la entalpía de mezclado es

h(i) =
kBT

z(i)
G(i). (5.20)

Por otro lado, el tercer y cuarto término de la ecuación (5.16) corresponden a los flujos tensoriales, pues
podemos identificar al tensor de viscosidades (Ec. (3.55))

πνβ =
∑
(i)

πν(i)β =
∑
(i)

m(i)h
ν
µ

ˆ °(
Kµ

(i)K(i)β

)
f

(0)
(i) φ(i)dK

∗
(i)

y su traza

τ =
∑
(i)

τ(i) =
∑
(i)

m(i)h
µ
β

ˆ
Kβ

(i)K(i)µf
(0)
(i) φ(i)dK

∗
(i).

Luego de estas identificaciones, la estructura de σ (Ec. (5.16)) se puede reescribir sin problemas como

σ

kB
= −

∑
(i)

(
Jα

m(i)

)[
d(ij)α

]
−

∑
(i)

qα(i)´

[T,α
T

]
− 1
kBT

παβU
β
;α − τUα;α, (5.21)

que claramente tiene la estructura canónica correspondiente con la segunda hipótesis de la TIL. Como
conclusión, vale la pena señalar, que se satisfacen las relaciones de reciprocidad de Onsager (véase
la sección 4.2.1) y que se obtiene la forma canónica para σ en la representación de dos fuerzas ter-
modinámicas. Sin embargo, esta representación no permite definir de forma directa a la conductividad
térmica ni al efecto Soret, cosa que representa un problema para la interpretación física del flujo de
calor. En la siguiente sección, exploramos la forma canónica para σ en la representación de tres fuerzas
termodinámicas.

5.3. Producción de entropía en la representación de tres fuerzas
termodi- námicas

Como hemos mencionado, la representación en dos fuerzas termodinámicas no permite definir
apropiadamente a los coeficientes de transporte en términos físicos. En esta sección obtenemos a σ
en la nueva representación de tres fuerzas termodinámicas. La incorporación de una nueva fuerza ter-
modinámica, a la que le hemos llamado “fuerza volumétrica” Vµ en la ecuación (4.71), es una parte de
la contribución original de esta tesis. En esta última sección exploramos si, en términos de la segunda
hipótesis de la TIL, dicha fuerza aparece como “fuerza directa” del flujo de volumen que introdujimos en
la sección 3.2. Si bien la respuesta es afirmativa, dejaremos para las conclusiones la discusión corre-
spondiente. Los resultados aquí expuestos están publicados en la Ref. [77].
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Para llevar a cabo dicha tarea, sustituimos la ecuación de Boltzmann linealizada en la representación
de tres fuerzas termodinámicas dada por la ecuación (4.69), incluyendo los términos tensoriales en la
expresión para la producción de entropía (Ec. (5.14)), resultando en

σ = −kB
∑
(i)

ˆ
f

(0)
(i)

[
hµνK

ν
(i)

{
dµ +

1
z(i)

(
γk(i) −G(i)

) T,µ
T
−
(
γk(i) −G(i)

)
V(i)µ

}

+
1

z(i)c2
hνµ

( °
Kµ

(i)K(i)β

)
Uβ;ν + τ(i)U

α
;αφ(i)

]
φ(i)dK

∗
(i), (5.22)

aquí φ(i) está descrita en la Ec. (4.73) siempre y cuando los términos tensoriales de orden 2 sean
tomados en cuenta, Véase Ref [77]. Podemos reescribir la ecuación (5.22) como

σ

−kB
=
∑
(i)

ˆ
f

(0)
(i) h

µ
νK

ν
(i)φ(i)dK

∗
(i)dµ +

∑
(i)

ˆ
f

(0)
(i) h

µ
νK

ν
(i)

1
z(i)

(
γk(i) −G(i)

)
φ(i)dK

∗
(i)

T,µ
T

−
∑
(i)

ˆ
f

(0)
(i) h

µ
νK

ν
(i)

(
γk(i) −G(i)

)
φ(i)dK

∗
(i)V(i)µ (5.23)

−
∑
(i)

1
z(i)c2

ˆ
φ(i)f

(0)
(i) h

ν
µ

( °
Kµ

(i)K(i)β

)
dv∗(i)U

β
;ν −

∑
(i)

ˆ
φ(i)f

(0)
(i) τ(i)dv

∗
(i)U

α
;α.

En este punto conviene nuevamente hacer una pausa para identificar cada término del lado derecho
de la ecuación (5.23). El primer término corresponde al flujo de masa de la especie (i) dividido entre la
masa m(i) según la definición (3.27),

Jµ(i)

m(i)
=
ˆ
f

(0)
(i) h

µ
νK

ν
(i)φ(i)dK

∗
(i) =

ˆ
f

(0)
(i) K

µ
(i)φ(i)dK

∗
(i). (5.24)

En el segundo término (que es análogo al de la sección anterior Ec. (5.19)) identificamos al flujo de calor
qµ(i)´ que tiene las contribuciones cinética y de mezclado,

qµ(i)´ =

(
qµ(i)

kBT
−

h(i)

kBT

Jµ(i)

m(i)

)
. (5.25)

Por otra parte, en el tercer término de la ecuación (5.23) identificamos la definición de flujo de volumen
(Ec. (3.79))

JµVOL =
∑
(i)

ˆ
hµνK

ν
(i)

(
γk(i) −G(i)

)
φ(i)dK

∗
(i) =

∑
(i)

[ˆ
Kµ

(i)γk(i)φ(i)dK
∗
(i) −G(i)

ˆ
Kµ

(i)φ(i)dK
∗
(i)

]

=
∑
(i)

(
JµVOL(i) −

h(i)

m(i)c2

Jµ(i)

m(i)

)
, (5.26)

donde el flujo de volumen por especie JµVOL(i) está definido en la ecuación (3.65). Como en el caso de
dos fuerzas termodinámicas, el cuarto y quinto término de la ecuación (5.23) corresponden a los flujos
tensoriales πβα y τ .

Por último, escribimos la ecuación (5.23) en términos de las identificaciones que hemos hecho, dando
como resultado que

σ

kB
= −

∑
(i)

Jα

m(i)

 [dα]−

∑
(i)

qα(i)´

[T,α
T

]
− JαVOLVα −

1
kBT

πβαU
α
;β − τUα;α. (5.27)
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Claramente la estructura de la ecuación (5.27) satisface la forma canónica para la producción de en-
tropía, es decir,

σ =
∑
i

Ji �Xi. (5.28)

La ecuación (5.28) es consistente con las hipótesis de la Termodinámica Irreversible Lineal y por lo tanto,
el análisis en la representación de tres fuerzas termodinámicas también lo es. La ventaja de la repre-
sentación de tres fuerzas termodinámicas sobre la representación de dos es, como hemos mencionado
en repetidas ocasiones, que permite definir adecuadamente a los coeficientes de transporte. En efecto,
en la ecuación (4.81) se ve muy clara la forma de la conductividad térmica y en la (4.75) la del efecto
Soret.



Capítulo 6

Discusión y conclusiones

En este trabajo hemos estudiado la Teoría Cinética Relativista (TCR) para una mezcla binaria inerte
usando la ecuación de Boltzmann en su versión covariante y hemos resuelto la parte vectorial con el
método de Chapman-Enskog a primer orden en los gradientes. Este procedimiento, como ha quedado
claro en el capítulo cuatro no es unívoco y la elección de las distintas posibilidades para estructurar la
solución de la ecuación de Boltzmann linealizada no surge del método en sí mismo. La Termodinámica
Irreversible Lineal (TIL) ha sido central en el sentido de que permite guiar la estructura de la solución de
Chapman-Enskog. De hecho la identificación de las fuerzas y flujos termodinámicos en términos de la
TIL, es única si uno impone claridad en los coeficientes de transporte.

Al analizar cada posibilidad en la estructura de la solución concluimos que algunas deben ser descar-
tadas si se busca la compatibilidad con la TIL. La primer opción que analizamos en la sección 4.1 fue
tratar de escribir fuerzas termodinámicas que recuperen el límite no relativista correctamente, en par-
ticular, definir alguna fuerza de difusión (Ec. (4.4)) que en el límite clásico recupere la versión conocida
dada por la Ec. (2.47). El resultado de esta primer opción no es satifactorio con el objetivo original pues
en la subsección 4.1.1 demostramos que en dicha representación no se satisfacen las Relaciones de
Reciprocidad de Onsager (RRO).

La segunda opción que exploramos fue una que se ha planteado en la literatura [25, 26]. Esta repre-
sentación es interesante pues introduce una fuerza termodinámica de la forma[

T,µ
T
− 1
nhE

p,µ

]
, (6.1)

que actúa como una generalización de la fuerza calórica usual T,µ. Hemos descrito esta representación
en la sección 4.2, mientras que en la subsección 4.2.1 demostramos que se satisfacen las RRO, cosa
que curiosamente no se había hecho en la literatura. Además, al calcular la forma de la producción de
entropía en la sección 5.2, la fuerza (6.1) aparece como fuerza directa del flujo de calor. Por otro lado,
al coeficiente que multiplica dicha fuerza Ec. (6.1) para generar un flujo de calor no se le puede llamar
conductividad térmica pues ésta es una medida de cómo se transporta el calor dado un gradiente en
la temperatura exclusivantente. Esta segunda representación no es completamente compatible con la
TIL pues viola la tercer hipótesis que no sólo dice que las relaciones constitutivas son lineales sino que
los coeficientes que multiplican a las fuerzas termodinámicas son los coeficientes de transporte. Esto
último es importante porque sólo así se pueden obtener la ecuaciones de Navier-Stokes-Fourier con el
significado físico que conocemos.

Por otra parte, en la sección 4.3 exploramos la posibilidad de incluir el flujo termodinámico que
describimos en la sección 3.2, es decir el flujo de volumen. Para ello reestructuramos la ecuación lin-
ealizada de Boltzmann incorporando una fuerza adicional Vm descrita en la ecuación (4.71). Al llevar a
cabo dicho esquema logramos demostrar que se cumplen las cuatro hipótesis de la TIL, incluidas las
RRO como lo demostramos en la seccion 3.1. Para averiguar si el flujo de volumen es un efecto gener-
ado por una fuerza termodinámica correspondiente, en el capítulo cinco exploramos en términos de la
producción de entropía la forma canónica bilineal σ =

∑
i Ji �Xi. Como se demostró en la sección 5.3,
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el flujo de volumen aparece efectivamente como un flujo generado por la nueva fuerza incorporada Vα,
por lo que hemos llamado a ésta “fuerza volumétrica”. Por último, a diferencia de la solución descrita en
la sección 4.2 tenemos una conductividad térmica muy clara Ec. (4.79):

Lqq(i) =
1
3

ˆ
f

(0)
(i)

1
z(i)

(
γk(i) −G(i)

)
K2

(i)A(i)dK
∗
(i), (6.2)

así como los demás coeficientes de transporte descritos en las ecuaciones (4.91), a reserva de la
evaluación de las inegrales de colisión.

Adicionalmente, en la sección 4.4 demostramos que si cambiamos la representación de las fuerzas
termodinámicas de un gradiente de densidad n,α a uno de potencial químico µ(i),α a través de la
ecuación de Gibbs-Duhem, no se satisfacen las RRO, lo que refuerza la idea de que la elección de
fuerzas termodinámicas no es arbitraria.

En general la conclusión es que, dadas las representaciones analizadas, la que satisface una con-
gruencia neta con la TIL es la que incluye la incorporación del flujo de volumen JαVOL y su correspondiente
fuerza directa Vα. Esta representación es novedosa en el estudio de la Teoría Cinética Relativista y no
solo está reservada a mezclas binarias sino que se puede incorporar al fluido simple o mezclas de más
de dos componentes.

Esta incorporación del flujo de volumen y su correspondiente fuerza termodinámica es uno de los
resultados más notables en este trabajo. Este efecto es exclusivamente relativista. La interpretación
macroscópica es terreno inexplorado, una vez que ésta se logre, un experimento en su búsqueda es lo
deseable. En este momento, las condiciones de temperatura no lo hacen viable. Posiblemente alguna
simulación computacional pueda poner a prueba esta idea.

Otro punto que hay que mencionar es que, como se ha hecho notar en la literatura [30], para el caso
de un fluido simple el flujo de calor tiene dos contribuciones. La primera es proporcional al gradiente
de temperatura T,α y la segunda al gradiente de densidad n,α. En la sección 4.5 hemos mostrado
que se recupera el límite relativista de la mezcla al fluido simple, lo cual refuerza el hecho de que el
término n,α es uno de origen puramente relativista. El problema que subsiste y abre nuevas preguntas
es precisamente cómo incorporarlo desde un punto de vista fenomenológico. Con respecto a la pregunta
de que si n,α es un efecto cruzado, la respuesta dependerá de la representación que se tenga y no
podemos dar una respuesta contundente. De hecho, se sabe que en un fluido simple un gradiente de
densidad sí genera un flujo de masa, el problema es que en la Teoría Cinética como la usamos en este
trabajo aparece idénticamente igual a cero.

Otro aspecto que vale la pena señalar es que hemos logrado definir con claridad a la conductividad
térmica (efecto Fourier), así como a los efectos Soret, Dufour y la difusión (Fick) para el caso de mezclas
relativistas, cosa que no se había hecho en la literatura. El hecho de haber incorporado al flujo de
volumen nos llevó inevitablemente a definir cinco nuevos coeficientes de transporte cuyo significado
físico no está explorado todavía y representa una pregunta latente. El cálculo explícito de los nueve
coeficientes de transporte (con algún potencial de interacción) representa trabajo en progreso que en
su momento será comunicado en alguna publicación.

Entre las perspectivas, es inmediato que el considerar partículas con carga eléctrica e incorporar
alguna geometría de un campo electromagnético (siguiendo las ideas del caso no-relativista, Refs. [79,
80]) representa trabajo futuro. Otras mejoras que se pueden incorporar a este formalismo es incluir
alguna métrica del espacio tiempo que no sea la de Minkowski.



Apéndice A

Ecuaciones de balance Teoría Cinética
Clásica

En este apéndice mostramos con un alto nivel de detalle los pasasos algebráicos que conducen a
las ecuaciones de balance ((2.24), (2.32) y (2.35)) a partir de la ecuación de Boltzmann en el caso no-
relativista descrito en la sección 2.2. Para la ecuación de balance de número de partículas multiplicamos
la Ec. (2.21) por m(i) e integramos en dv(i),

ˆ
m(i)

∂f(i)

∂t
dv(i) +

ˆ
m(i)v(i) ·

∂f(i)

∂r
dv(i) =

ˆ
m(i)

b∑
i,j=a

J(f(i)f(j))dv(i), (A.1)

el término del lado derecho es cero por simetría
ˆ
m(i)

∂f(i)

∂t
dv(i) +

ˆ
m(i)v(i) ·

∂f(i)

∂r
dv(i) = 0. (A.2)

Con ayuda de la definición de velocidad caótica (2.23) (note que el jacobiano de la transformación
v(i) = k(i) + u es 1), la ecuación anterior se puede escribir como

m(i)
∂

∂t

ˆ
f(i)dv(i) +∇ ·

(
m(i)

ˆ
k(i)f(i)dk(i) + um(i)

ˆ
f(i)dv(i)

)
= 0, (A.3)

donde ahora definimos la densidad de partículas

n(i) ≡
ˆ
f(i)dv(i), (A.4)

y el flujo difusivo de masa

J(i) ≡ m(i)

ˆ
k(i)f(i)dk(i). (A.5)

Incluyendo en la Ec. (A.3) las definiciones mencionadas obtenemos

∂

∂t
ρ(i) +∇ ·

(
ρ(i)u

)
= −∇ · J(i), (A.6)

que es una ecuación de balance para la densidad de masa de la especie (i).
Para el balance del ímpetu multiplicamos la Ec. (2.21) por m(i)v(i) e integramos en dv(i),

ˆ
m(i)v(i)

∂f(i)

∂t
dv(i) +

ˆ
m(i)v(i)v(i) ·

∂f(i)

∂r
dv(i) =

ˆ
m(i)v(i)

b∑
i,j=a

J(f(i)f(j))dv(i), (A.7)
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nuevamente, con ayuda de la Ec. (2.23) tenemos

∂

∂t

ˆ
m(i)

(
k(i) + u

)
f(i)dk(i) +∇ ·

ˆ
m(i)

(
k(i) + u

) (
k(i) + u

)
f(i)dk(i) = 0. (A.8)

Ahora reagrupamos y sumamos toda la ecuación sobre las especies (i), (j), usamos también la Ec.
(2.30),

∂
∂t

∑
(i)

ˆ
m(i)k(i)f(i)dk(i)︸ ︷︷ ︸

=0

+ ∂
∂tu
∑
(i)

ˆ
m(i)f(i)dk(i)︸ ︷︷ ︸

=ρ

+∇ ·

∑(i)

´
m(i)k(i)k(i)f(i)dk(i) + u

∑
(i)

ˆ
m(i)k(i)f(i)dk(i)︸ ︷︷ ︸

=0



+∇ ·

+u
∑
(i)

ˆ
m(i)k(i)f(i)dk(i)︸ ︷︷ ︸

=0

+ uu
∑
(i)

ˆ
m(i)f(i)dk(i)︸ ︷︷ ︸

ρ

 = 0,

(A.9)

donde definimos
←→τ (r, t) ≡

∑
(i)

ˆ
m(i)k(i)k(i)f(i)dk(i). (A.10)

Al hacer el reacomodo pertinente nos queda,

∂

∂t
(ρu) +∇ · [←→τ + ρuu] = 0, (A.11)

luego podemos separar el tensor←→τ de la forma

←→τ =
°←→τ + I 1

3

∑
(i)

ˆ
m(i)|k(i)|2f(i)dk(i), (A.12)

donde I es la matriz identidad y
°←→τ un tensor sin traza. Definimos a la presión como

p ≡ 1
3

∑
(i)

ˆ
m(i)|k(i)|2f(i)dk(i). (A.13)

Por lo que la ecuación de balance para el ímpetu es

∂

∂t
(ρu) +∇ ·

[
°←→τ + ρuu

]
= −∇p. (A.14)

Por último el balance de energía, multiplicamos la Ec. (2.21) por 1
2m(i)v

2
(i), integramos en dv(i) y sumamos

∑
(i)

1
2

ˆ
m(i)v

2
(i)

∂f(i)

∂t
dv(i) +

∑
(i)

1
2

ˆ
m(i)v

2
(i)v(i) ·

∂f(i)

∂r
dv(i) =

∑
(i)

1
2

ˆ
m(i)v

2
(i)

b∑
i,j=a

J(f(i)f(j))dv(i),

(A.15)
hacemos álgebra, ∑

(i)
1
2

´
m(i)

(
k(i) + u

)2 ∂f(i)
∂t dk(i)

+∇ ·
∑

(i)
1
2

´
m(i)

(
k(i) + u

)2 (k(i) + u
)
f(i)dk(i) = 0,

(A.16)
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continuamos ∑
(i)

1
2

´
m(i)

(
k2

(i) + u2 + 2k(i) · u
)
∂f(i)
∂t dk(i)

+∇ ·
∑

(i)
1
2

´
m(i)

(
k2

(i) + u2 + 2k(i) · u
) (

k(i) + u
)
f(i)dk(i) = 0,

(A.17)

separamos todos los términos para poder definir algunas cosas

∂
∂t


∑
(i)

m(i)

2

ˆ
k2

(i)f(i)dk(i)︸ ︷︷ ︸
ρe

+ 1
2

∑
(i)m(i)u

2

ˆ
f(i)dk(i)︸ ︷︷ ︸
n(i)

+ u ·
∑
(i)

m(i)

ˆ
k(i)f(i)dk(i)︸ ︷︷ ︸

=0



+∇ ·


∑
(i)

m(i)

2

ˆ
k2

(i)k(i)f(i)dk(i)︸ ︷︷ ︸
≡Jq

+ u2
∑
(i)

m(i)

2

ˆ
k(i)f(i)dk(i)︸ ︷︷ ︸

=0

+ u ·
∑
(i)

m(i)

ˆ
k(i)k(i)f(i)dk(i)︸ ︷︷ ︸
←→τ



+∇ ·

u


∑
(i)

m(i)

2

ˆ
k2

(i)f(i)dk(i)︸ ︷︷ ︸
ρe

+ u2

2

∑
(i)

m(i)

ˆ
f(i)dk(i)︸ ︷︷ ︸

ρ

+ 2u ·
∑
(i)

m(i)

2

ˆ
k(i)f(i)dk(i)︸ ︷︷ ︸

=0



 = 0.

(A.18)
Aquí hemos definido claramente el flujo de calor

Jq (r, t) ≡
∑
(i)

m(i)

2

ˆ
k2

(i)k(i)f(i)dk(i), (A.19)

y la densidad de energía interna

ρe (r, t) ≡
∑
(i)

m(i)

2

ˆ
k2

(i)f(i)dk(i). (A.20)

Incorporando las definiciones obtenemos

∂

∂t

(
ρe+

1
2
ρu2

)
+∇ ·

[
Jq + ρeu +

1
2
ρu2u + u · ←→τ

]
= 0. (A.21)

Para obtener la ecuación (2.35) , tomaremos la Ec. (A.21) y le sumaremos la ecuación (A.14) proyectada
en u, para ello necesitamos desarrollar la ecuación (A.21). Veamos,

1
2
ρ
∂u2

∂t
+

1
2
u2 ∂ρ

∂t
+ e

∂ρ

∂t
+ ρ

∂e

∂t︸︷︷︸
♠

(A.22)

+∇ · Jq + ρu · ∇e︸ ︷︷ ︸
♠

+ e∇ · (ρu) +
1
2
u2∇ · (ρu) +

1
2
ρu · ∇u2 +∇ · (u · ←→τ ) = 0, (A.23)

con ayuda de la ecuación de balance de masa, el segundo y octavo término se anulan, recuerde la
relación entre derivadas

d

dt
e =

(
∂

∂t
+ u · ∇

)
e, (A.24)

por lo que podemos reescribir

1
2ρ

∂u2

∂t + ρ ddte
+∇ · Jq + e∇ · (ρu) + 1

2ρu · ∇u2 +∇ · (u · ←→τ ) = 0.
(A.25)
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Ahora sustituimos las siguientes propiedades vectoriales

∇ · (ρuu) = (∇ · ρu) u + ρu · ∇u (A.26)

en la Ec. (A.25), tenemos

1
2ρ

∂u2

∂t + ρ ddte
+∇ · Jq + e [∇ · (ρu)] + 1

2ρu · ∇u2 +←→τ : ∇u + u · (∇ ·←→τ ) = 0.
(A.27)

A continuación tomamos la proyección de la ecuación (A.14) con −u y le sumamos (A.27) :

−u ·
(
∂
∂t (ρu) +∇ · [←→τ + ρuu]

)
+ 1

2ρ
∂u2

∂t + ρ ddte
+∇ · Jq + e [∇ · (ρu)] + 1

2ρu · ∇u2 +←→τ : ∇u + u · (∇ ·←→τ ) = 0,
(A.28)

acomodamos y sustituimos la relación

←→τ : ∇u = ∇ · (u · ←→τ )− u · (∇ ·←→τ ) (A.29)

resultando
ρ ddte+∇ · Jq − u ·

(
∂
∂t (ρu) +∇ · [←→τ + ρuu]

)
+ 1

2ρ
∂u2

∂t
+e [∇ · (ρu)] + 1

2ρu · ∇u2 +∇ · (u · ←→τ )− u · (∇ ·←→τ ) + u · (∇ ·←→τ ) = 0,
(A.30)

sustituimos (A.26) en el sexto término. Además marcamos algunos términos que se anulan ya sea por
suma o por la ecuación de balance de masa

ρ ddte+∇ · Jq − u · u ∂

∂t
(ρ)︸ ︷︷ ︸

♠

− u · ρ ∂
∂t

(u)︸ ︷︷ ︸
♣

− u · ∇ · ←→τ︸ ︷︷ ︸
\

−u · (∇ · ρu) · u︸ ︷︷ ︸
♠

− u · ρu · ∇u︸ ︷︷ ︸
♦

+
1
2
ρ
∂u2

∂t︸ ︷︷ ︸
♣

+e [∇ · (ρu)] +
1
2
ρu · ∇u2︸ ︷︷ ︸
♦

+∇ · (u · ←→τ )− u · (∇ ·←→τ ) + u · ∇ · ←→τ︸ ︷︷ ︸
\

= 0,

(A.31)

resulta
ρ
d

dt
e+∇ · Jq + e [∇ · (ρu)] +←→τ : ∇u = 0. (A.32)

Por otro lado, notando que
∇ · (ρeu) = e [∇ · (ρu)] + ρu · ∇e, (A.33)

podemos reescribir

ρ
d

dt
e+∇ · Jq + (∇ · (ρeu)− ρu · ∇e) +←→τ : ∇u = 0. (A.34)

Por último y nuevamente con ayuda de la derivada lagrangiana (A.24) tenemos

ρ
∂

∂t
e+ ρu · ∇e+∇ · Jq +∇ · (ρeu)− ρu · ∇e+←→τ : ∇u = 0, (A.35)

finalmente
ρ
∂

∂t
e+∇ · [Jq + ρeu] +←→τ : ∇u = 0, (A.36)

que representa una ecuación para el balance de energia interna.



Apéndice B

Versión local del Teorema H

En este apéndice, mostramos como es que el conocido teorema H se puede postular en una versión
local, es decir, mantener la dependencia en r. Dada la ecuación H (r, t) (2.39) tenemos

dH (r, t)
dt

=
∑

(i),(j)

ˆ ˆ (
1 + ln f(i)

) ∂f(i)

∂t
dv(i), (B.1)

luego, ∑
(i),(j)

ˆ ˆ
∂f(i)

∂t
dv(i) =

∑
(i),(j)

∂

∂t

ˆ
f(i)dv(i) = 0. (B.2)

El segundo término representa el cambio total de partículas en el sistema, pero vale cero. Tenemos,∑
(i),(j)

ˆ ˆ
ln f(i)

(
−v(i) ·

∂f

∂v(i)
+ J

(
f(i)f(j)

))
dv(i), (B.3)

entonces,

dH

dt
=

∑
(i),(j)

ˆ ˆ
ln f(i)J

(
f(i)f(j)

)
dv(i) (B.4)

=
∑

(i),(j)

ˆ ˆ ˆ ˆ
ln f(i)

{
f ′(i)f

′
(j) − f(i)f(j)

}
σ′
(

v(j),v(i) → v′(j),v
′
(i)

)
gdv(j)dv′(i)dv′(j)dv(i).

Aquí las cantidades primadas representan objetos después de una colisión binaria, si cambiamos v(i) →
v(j) y v(j) → v(i) podemos escribir la expresión enterior como

1
2

∑
(i),(j)

ˆ
· · ·
ˆ

ln f(i)f(j)

{
f ′(i)f

′
(j) − f(i)f(j)

}
σ′
(

v(j),v(i) → v′(j),v
′
(i)

)
dv(j)dv′(i)dv′(j)dv(i). (B.5)

La sección eficaz de colisión σ es invariante ante intercambios
(
v(i),v(j)

)
→
(

v′(i),v
′
(j)

)
que cor-

responde al de una colisión inversa. La velocidad relativa también lo es g = g′. Al hacer el cambio(
v(i),v(j)

)
→
(

v′(i),v
′
(j)

)
, la ecuación (B.5) toma la forma

1
2

∑
(i),(j)

ˆ
· · ·
ˆ

ln f ′(i)f
′
(j)

{
f(i)f (j)1 → f ′(i)f

′
(j)

}
σ′
(

v(j),v(i) → v′(j),v
′
(i)

)
dv(j)dv′(i)dv′(j)dv(i). (B.6)

Ahora sumamos (B.5) y (B.6) obteniendo que

dH

dt
= −1

4

ˆ
· · ·
ˆ

ln
f ′(i)f

′
(j)

f(i)f(j)

{
f ′(i)f

′
(j) − f(i)f(j)

}
σ′
(

v(j),v(i) → v′(j),v
′
(i)

)
dv(j)dv′(i)dv′(j)dv(i). (B.7)
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El integrando en la Ec. (B.7) es de la forma

(a− b) ln
a

b
, (B.8)

entonces podemos utilizar la desigualdad de Klein que dice

(a− b) ln
a

b
≥ 0 (B.9)

para toda a y b.
Finalmente, concluimos que

dH

dt
≤ 0, (B.10)

que se puede reescribir como,
∂H (r, t)

∂t
≤ 0, (B.11)

La ecuación (B.11) mantiene su dependencia en r por lo que es válida para una localidad.



Apéndice C

Linealización de la ecuación de
Boltzmann no relativista.

Este apéndice está dedicado a un cálculo estándar de la teoría cinética clásica: la linealización de la
ecuación de Boltzmann. Comenzamos con la sustitución de la Ec. (2.45) en (2.21),

∂

∂t

(
f

(0)
(i) + f

(0)
(i) φ(i)

)
+ v(i) ·

∂

∂r

(
f

(0)
(i) + f

(0)
(i) φ(i)

)
=

b∑
i,j=a

J
[(
f

(0)
(i) + f

(0)
(i) φ(i)

)(
f

(0)
(j) + f

(0)
(j) φ(j)

)]
. (C.1)

Estudiaremos primero el lado izquierdo,

∂

∂t
f

(0)
(i) + v(i) ·

∂

∂r
f

(0)
(i) +

∂

∂t

(
f

(0)
(i) φ(i)

)
+ v(i) ·

∂

∂r

(
f

(0)
(i) φ(i)

)
, (C.2)

los dos últimos términos se anulan debido a su no linealidad, entonces

∂

∂t
f

(0)
(i) + v(i) ·

∂

∂r
f

(0)
(i) =

b∑
i=a

n(i)n(j)I(ij)
(
φ(i) + φ(j)

)
, (C.3)

donde
∑b
i=a n(i)n(j)I(ij)

(
φ(i) + φ(j)

)
es un operador lineal en φ(i) definido en la ecuación (2.48).

La hipótesis funcional, es decir la Ec. (2.44) implica que

df
(0)
(i) =

∂f
(0)
(i)

∂n(i)
dn(i) +

∂f
(0)
(i)

∂u
du +

∂f
(0)
(i)

∂T
dT, (C.4)

dividiendo entre dt,
df

(0)
(i)

dt
=
∂f

(0)
(i)

∂n(i)

dn(i)

dt
+
∂f

(0)
(i)

∂u
du
dt

+
∂f

(0)
(i)

∂T

dT

dt
, (C.5)

recuerde que d
dt = ∂

∂t + u · ∇, por lo que

∂f
(0)
(i)

∂t
+ u · ∇f (0)

(i) =
∂f

(0)
(i)

∂n(i)

(
∂n(i)

∂t
+ u · ∇n(i)

)
+
∂f

(0)
(i)

∂u

(
∂u
∂t

+ u · ∇u
)

+
∂f

(0)
(i)

∂T

(
∂T

∂t
+ u · ∇T

)
. (C.6)

Dado que estamos en un esquema lineal, los términos que contienen u · ∇ los anulamos, resulta que

∂f
(0)
(i)

∂t
=
∂f

(0)
(i)

∂n(i)

∂n(i)

∂t
+
∂f

(0)
(i)

∂u
∂u
∂t

+
∂f

(0)
(i)

∂T

∂T

∂t
. (C.7)
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Por otra parte

∂

∂r
f

(0)
(i) = ∇f (0)

(i) =
∂f

(0)
(i)

∂n(i)
∇n(i) +

∂f
(0)
(i)

∂u
∇u +

∂f
(0)
(i)

∂T
∇T. (C.8)

El método de solución de Chapman-Enskog está estructurado de la siguiente manera, para conocer la
solución φn (n-ésima) es necesario conocer la solución φn−1. En nuestro caso queremos la solución a
orden n = 1, i.e. φ1, la solución a orden n = 0 está descrita por las ecuaciones de balance en ausencia

de flujos (J(i), Jq y
°←→τ ). A este régimen se le conoce como régimen de Euler, veamos cuáles son esas

ecuaciones
Para la masa, de la ecuación (2.24) podemos escribir

∂n(i)

∂t
= −∇ ·

(
n(i)u

)
. (C.9)

El balance de ímpetu Ec. (2.32)

∂

∂t
(ρu) +∇ ·

(
°←→τ + ρuu

)
= −∇p, (C.10)

separamos

ρ
∂

∂t
u + u

∂

∂t
ρ+ u∇ · (ρu) + ρu∇ · (u) = −∇p (C.11)

por la ecuación de balance de masa tenemos

∂u
∂t

= −u∇ · (u)− 1
ρ
∇p. (C.12)

Finalmente, de la ecuación (2.35) para la energía tenemos

∂

∂t
(ρe) = −∇ · (ρeu + Jq)−←→τ : ∇u (C.13)

y en el régimen de Euler

ρ
∂

∂t
e+ e

∂

∂t
ρ = −∇ · (ρeu) . (C.14)

De la física estadística sabemos que

ρe =
3
2
nkBT, (C.15)

por lo tanto podemos escribir
∂T

∂t
= −u · ∇T − 2

3
p

nkB
∇ · u. (C.16)

Por otra parte necesitaremos las derivadas de la función de distribución de equilibrio local (Maxwell-
Boltzmann) respecto a las variables de estado, esto es

∂f
(0)
(i)

∂n(i)
=

1
n(i)

f
(0)
(i) , (C.17)

∂f
(0)
(i)

∂u
=
m(i)

kBT
k(i)f

(0)
(i) (C.18)

y
∂f

(0)
(i)

∂T
=

1
T

(
m(i)k

2
(i)

2kBT
− 3

2

)
f

(0)
(i) . (C.19)
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Ahora sustituimos las ecuaciones (C.17), (C.18) y (C.19) así como las (C.9), (C.12) y (C.16) en las
ecuaciones (C.7) y (C.8). Y luego sustituimos estas últimas en la ecuación de Boltzmann linealizada
(C.3)

∂

∂t
f

(0)
(i) + v(i) ·

∂

∂r
f

(0)
(i) . (C.20)

Tenemos que
∂f

(0)
(i)

∂n(i)

∂n(i)

∂t +
∂f

(0)
(i)

∂u
∂u
∂t +

∂f
(0)
(i)

∂T
∂T
∂t

+v(i) ·
(
∂f

(0)
(i)

∂n(i)
∇n(i) +

∂f
(0)
(i)

∂u ∇u +
∂f

(0)
(i)

∂T ∇T
) (C.21)

incluyendo las ecuaciones de balance tenemos

∂f
(0)
(i)

∂n(i)

(
−∇ ·

(
n(i)u

))
+

∂f
(0)
(i)

∂u

(
−u∇ · (u)− 1

ρ∇p
)

+
∂f

(0)
(i)

∂T

(
−u · ∇T − 2

3
p

nkB
∇ · u

)
+v(i) ·

(
∂f

(0)
(i)

∂n(i)
∇n(i) +

∂f
(0)
(i)

∂u ∇u +
∂f

(0)
(i)

∂T ∇T
)
,

(C.22)

ahora las derivadas

−
(

1
n(i)

f
(0)
(i)

) (
∇ ·
(
n(i)u

))
+
(
m(i)

kBT
k(i)f

(0)
(i)

)(
−u∇ · (u)− 1

ρ∇p
)

+
(

1
T

(
m(i)k

2
(i)

2kBT
− 3

2

)
f

(0)
(i)

)(
−u · ∇T − 2

3
p

nkB
∇ · u

)
+v(i) ·

((
1
n(i)

f
(0)
(i)

)
∇n(i) +

(
m(i)

kBT
k(i)f

(0)
(i)

)
∇u +

(
1
T

(
m(i)k

2
(i)

2kBT
− 3

2

)
f

(0)
(i)

)
∇T
)
,

(C.23)

simplificaciones:

f
(0)
(i)

[
− 1
n(i)
∇ ·
(
n(i)u

)
+−m(i)

kBT
k(i)u∇ · u−

m(i)

kBT
1
ρk(i)∇p

− 1
T

(
m(i)k

2
(i)

2kBT
− 3

2

)
u · ∇T − 2

3
p

nkB
1
T

(
m(i)k

2
(i)

2kBT
− 3

2

)
∇ · u

]
+f (0)

(i) v(i) ·
[

1
n(i)
∇n(i) +

(
m(i)

kBT
k(i)

)
∇u +

(
1
T

(
m(i)k

2
(i)

2kBT
− 3

2

))
∇T
]
,

(C.24)

sustituimos v(i) = k(i) + u,

f
(0)
(i)

[
− 1
n(i)
∇ ·
(
n(i)u

)
+−m(i)

kBT
k(i)u∇ · u−

m(i)

kBT
1
ρk(i)∇p

− 1
T

(
m(i)k

2
(i)

2kBT
− 3

2

)
u · ∇T − 2

3
p

nkB
1
T

(
m(i)k

2
(i)

2kBT
− 3

2

)
∇ · u

]
+f (0)

(i)

(
k(i) + u

)
·
[

1
n(i)
∇n(i) +

(
m(i)

kBT
k(i)

)
∇u +

(
1
T

(
m(i)k

2
(i)

2kBT
− 3

2

))
∇T
]
,

(C.25)

continuamos con las simplificaciones

f
(0)
(i)

[
− 1
n(i)

u · ∇n(i) −∇ · u +−m(i)

kBT
k(i)u∇ · u−

m(i)

kBT
1
ρk(i)∇p

− 1
T

(
m(i)k

2
(i)

2kBT
− 3

2

)
u · ∇T − 2

3
p

nkB
1
T

(
m(i)k

2
(i)

2kBT
− 3

2

)
∇ · u

]
+f (0)

(i) k(i) ·
[

1
n(i)
∇n(i) + m(i)

kBT
k(i)∇u +

(
m(i)k

2
(i)

2kBT
− 3

2

)
∇ lnT

]
+f (0)

(i) u ·
[

1
n(i)
∇n(i) + m(i)

kBT
k(i)∇u +

(
m(i)k

2
(i)

2kBT
− 3

2

)
∇ lnT

]
,

(C.26)
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más aún

f
(0)
(i)

− 1
n(i)

u · ∇n(i)︸ ︷︷ ︸
♠

−∇ · u +−m(i)

kBT
k(i)u∇ · u−

m(i)

kBT
1
ρk(i)∇p



+f (0)
(i)

−
(
m(i)k

2
(i)

2kBT
− 3

2

)
u · ∇ lnT︸ ︷︷ ︸

♣

− 2
3

p
nkB

1
T

(
m(i)k

2
(i)

2kBT
− 3

2

)
∇ · u


+f (0)

(i)

[
1
n(i)

k(i) · ∇n(i) + m(i)

kBT
k(i) · k(i)∇u + k(i) ·

(
m(i)k

2
(i)

2kBT
− 3

2

)
∇ lnT

]

+f (0)
(i)

 1
n(i)

u · ∇n(i)︸ ︷︷ ︸
♠

+ m(i)

kBT
u · k(i)∇u +

(
m(i)k

2
(i)

2kBT
− 3

2

)
u · ∇ lnT︸ ︷︷ ︸

♣



(C.27)

continuamos

f
(0)
(i)

−∇ · u︸ ︷︷ ︸
♠

−
m(i)

kBT
k(i)u∇ · u︸ ︷︷ ︸
♣

− m(i)

kBT
1
ρk(i)∇p−

m(i)k
2
(i)

3kBT
∇ · u +∇ · u︸ ︷︷ ︸

♠


+f (0)

(i)

[
1
n(i)

k(i) · ∇n(i) + m(i)

kBT
k(i) · k(i)∇u + k(i) ·

(
m(i)k

2
(i)

2kBT
− 3

2

)
∇ lnT

]

+f (0)
(i)

m(i)

kBT
u · k(i)∇u︸ ︷︷ ︸
♣


(C.28)

entonces

f
(0)
(i)

[
−m(i)

kBT
1
ρk(i)∇p−

m(i)k
2
(i)

3kBT
∇ · u

]
+f (0)

(i)

[
1
n(i)

k(i) · ∇n(i) + m(i)

kBT
k(i)k(i) : ∇u + k(i) ·

(
m(i)k

2
(i)

2kBT
− 3

2

)
∇ lnT

]
,

(C.29)

al cuarto término le quitamos la traza

m(i)

kBT
k(i)k(i) : ∇u =

m(i)

kBT

°

k(i)k(i) : ∇u +
1
3
m(i)

kBT
k2

(i)∇ · u, (C.30)

sustituimos y tenemos

f
(0)
(i)

− m(i)

kBTρ
k(i)∇p−

m(i)k
2
(i)

3kBT
∇ · u︸ ︷︷ ︸

♠


+f (0)

(i)

k(i) ·
∇n(i)

n(i)
+ m(i)

kBT

°

k(i)k(i) : ∇u +
1
3
m(i)

kBT
k2

(i)∇ · u︸ ︷︷ ︸
♠

+ k(i) ·
(
m(i)k

2
(i)

2kBT
− 3

2

)
∇ lnT

 ,
(C.31)

simplificamos

f
(0)
(i)

[
−
m(i)

kBTρ
k(i)∇p+ k(i) · ∇ lnn(i) +

m(i)

kBT

°

k(i)k(i) : ∇u + k(i) ·

(
m(i)k

2
(i)

2kBT
− 3

2

)
∇ lnT

]
. (C.32)
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Ahora definamos
n(i)0 ≡

n(i)

n
, (C.33)

tenemos

f
(0)
(i)

[
k(i) ·

(
∇ lnn(i)0 +∇ lnn+

(
m(i)k

2
(i)

2kBT
− 3

2

)
∇ lnT −

m(i)

ρkBT
∇p

)
+
m(i)

kBT

°

k(i)k(i) : ∇u

]
, (C.34)

luego, la ley de presiones parciales de Dalton

p = nk(i)T =
(
n(i) + n(j)

)
kBT, (C.35)

se tiene que
∇ lnn = ∇ ln p−∇ lnT, ∇ ln kB = 0 (C.36)

f
(0)
(i)

[
k(i) ·

(
∇ lnn(i)0 +

(
m(i)k

2
(i)

2kBT
− 3

2

)
∇ lnT −

m(i)

ρkBT
∇p+∇ ln p−∇ lnT

)
+
m(i)

kBT

°

k(i)k(i) : ∇u

]
,

(C.37)
luego

f
(0)
(i)

[
k(i) ·

(
∇ lnn(i)0 +

(
m(i)k

2
(i)

2kBT
− 5

2

)
∇ lnT −

m(i)

ρkBT
∇p+∇ ln p

)
+
m(i)

kBT

°

k(i)k(i) : ∇u

]
, (C.38)

y además

f
(0)
(i)

[
k(i) ·

(
∇ lnn(i)0 +

(
m(i)k

2
(i)

2kBT
− 5

2

)
∇ lnT −

m(i)p

ρkBT
∇ ln p+∇ ln p

)
+
m(i)

kBT

°

k(i)k(i) : ∇u

]
, (C.39)

así que

f
(0)
(i)

[
k(i) ·

(
∇ lnn(i)0 +

(
m(i)k

2
(i)

2kBT
− 5

2

)
∇ lnT −

(
m(i)p

ρkBT
− 1
)
∇ ln p

)
+
m(i)

kBT

°

k(i)k(i) : ∇u

]
, (C.40)

y entonces

f
(0)
(i)

[
k(i) ·

(
∇ lnn(i)0 +

(
m(i)k

2
(i)

2kBT
− 5

2

)
∇ lnT −

n(j)

ρ

(
m(i) −m(j)

)
∇ ln p

)
+
m(i)

kBT

°

k(i)k(i) : ∇u

]
.

(C.41)
Reescribimos

k(i) ·

[(
m(i)k

2
(i)

2kT
− 5

2

)
∇ lnT +

n

n(i)
d(ij)

]
f

(0)
i +

m(i)

kBT

°

k(i)k(i) : ∇uf (0)
i =

b∑
i=a

n(i)n(j)I(ij)
(
φ(i) + φ(j)

)
,

(C.42)
donde

d(ij) = ∇
(n(i)

n

)
+
n(i)n(j)(m(i) −m(j))

nρ
∇ ln p = −d(ji) (C.43)

es la fuerza de difusión y al término ∇ ln p se le conoce como difusión por presión.



Apéndice D

Validez de las Relaciones de
Reciprocidad de Onsager en el
esquema clásico

Aquí describimos el procedimiento para verificar la Ec. (2.57), que es escencialmente el procedimien-
to que prueba la validez de las relaciones de Onsager cuyo origen en este esquema es la reversibilidad
microscópica. Al sustituir en la ecuación de Boltzmann linealizada (2.46) la solución propuesta (2.50) se
obtienen dos ecuaciones, esta separación se debe a las dos fuerzas termodinámicas independientes,

f
(0)
(i)

(
mk2

(i)

2kBT
− 5

2

)
k(i) =

∑
(i),(j)

ˆ ˆ ˆ
f

(0)
(i) f

(0)
(j) σg(ij)k(i)[−A(i) −A(j) +A′(i) +A′(j)]dk(j)dk′(i)dk′(j) (D.1)

y

f
(0)
(i) m(i)k(i) =

∑
(i),(j)

ˆ ˆ ˆ
f

(0)
(i) f

(0)
(j) σg(ij)k(i)[−D(i) −D(j) +D′(i) +D′(j)]dk(j)dk′(i)dk′(j). (D.2)

Multiplicamos la Ec. (D.1) por D(i)k(i) e integramos en dk(i) obtenemos,

´
f

(0)
(i)

(
mk2

(i)

2kBT
− 5

2

)
k2

(i)D(i)dk(i)

=
∑

(i),(j)

´ ´ ´ ´
f

(0)
(i) f

(0)
(j) σg(ij)k(i)[−A(i) −A(j) +A′(i) +A′(j)]D(i)dk(j)dk′(i)dk′(j)dk(i)

≡ {A,D}.

(D.3)

Por otro lado la Ec (D.2) la multiplicamos por A(i)k(i) e integramos en dk(i), tenemos

´
f

(0)
(i) m(i)k

2
(i)A(i)dk(i)∑

(i),(j)

´ ´ ´ ´
f

(0)
(i) f

(0)
(j) σg(ij)k(i)[−D(i) −D(j) +D′(i) +D′(j)]A(i)dk(j)dk′(i)dk′(j)dk(i)

≡ {D,A}.
(D.4)

Notemos que (D.3) y (D.4) son invariantes ante cambios A ↔ D pues se satisface el principio de re-
versibilidad microscópica al ser σ invariante frente a reflexiones en el espacio (r→ −r) y el tiempo
(t→ −t). Tenemos entonces que

{A,D} = {D,A}. (D.5)

La forma de los coeficientes de transporte involucrados con la Ec. (2.57) es idéntica que el lado
izquierdo de las Ecs. (D.3) y (D.4) por lo tanto con ayuda de la Ec. (D.5), concluimos que la ecuación

Ldq(i) = Lqd(i) (D.6)
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es válida.
Este es el contenido en términos de la Teoría Cinética del teorema de Onsager (cuarta hipótesis de

la TIL).



Apéndice E

La componente temporal de Jν
(i)

evaluada en el marco comóvil es la
variable de estado n(i)

En este apéndice mostramos que la componente temporal de Jν(i) es precisamente la variable de
estado n(i), es decir la Ec. (3.28). Para ello, partimos de la siguiente relación

Nµ = Nµ
(1) +Nµ

(2) = Lµν
(
Jν(1) + Jν(2)

)
, (E.1)

de la definición de tetravelocidad baricéntrica tenemos,

nUµ = Lµν
(
Jν(1) + Jν(2)

)
. (E.2)

Ahora multiplicamos por Uµ resultando

nUµU
µ = UµLµν

(
Jν(1) + Jν(2)

)
, (E.3)

tenemos la propiedad UµUµ = −c2, entonces

n
(
−c2

)
= UµLµν

(
Jν(1) + Jν(2)

)
. (E.4)

Para continuar con el análisis escribimos la forma explícita de Uµ y Lµν :

Uµ=̈γu (ux, uy, uz,−c) y Lµν =̈


1 + 1

c2
u2
x(γu−1)
β2
u

1
c2
uxuy(γu−1)

β2
u

1
c2
uxuz(γu−1)

β2
u

ux
c γu

1
c2
uxuy(γu−1)

β2
u

1 + 1
c2
u2
y(γu−1)

β2
u

1
c2
uyuz(γu−1)

β2
u

uy
c γu

1
c2
uxuz(γu−1)

β2
u

1
c2
uyuz(γu−1)

β2
u

1 + 1
c2
u2
z(γu−1)
β2
u

uz
c γu

ux
c γu

uy
c γu

uz
c γu γu

 , (E.5)

donde
γu =

1√
1− β2

u

βu =
umum
c

. (E.6)

Con ayuda de un programa de cómputo (Mathematica) se puede verificar que

UµLµν =̈


0
0
0

c
(
β2
u − 1

)
γ2
u

 =


0
0
0
−c

 . (E.7)
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Ahora bien, al analizar la parte temporal se tiene

n
(
−c2

)
= c

(
J4

(1) + J4
(2)

)
, (E.8)

n
(
−c2

)
= c

(
−cn(1) − cn(2)

)
, (E.9)

n = n(1) + n(2). (E.10)

Por otro lado, la parte espacial con ayuda del proyector hαµ

nhαµU
µ = hαµLν

µ
(
Jν(1) + Jν(2)

)
, (E.11)

donde el hαµ está definido en la Ec. (3.48), dadas las propiedades ahí expuestas tenemos que

0 = hαµLν
µ
(
Jν(1) + Jν(2)

)
,

0 = Rµν

(
Jν(1) + Jν(2)

)
,

pero el tensor Rµν tiene ceros en la parte Rνm, (recuerde que m indica parte espacial) lo que implica que
la parte espacial del flujo de masa cumple con:

Jm(1) + Jm(2) = 0. (E.12)

En conclusión, queda verificado que

Jν(1) + Jν(2) = (0, 0, 0, n) , (E.13)

es decir, la parte temporal del tetraflujo difusivo es la densidad de partículas.



Apéndice F

Ecuación de balance de partículas

En este apéndice mostramos parte del álgebra para escribir la ecuaciones de balance de número de
partículas descrita en la sección 3.1.1. Partimos de la relación

Nµ
(1),µ =

(
LµνJν(1)

)
,µ

= 0. (F.1)

Separamos la parte espacial y temporal,(
LµaJa(1)

)
,µ

+
(
Lµ4J4

(1)

)
,µ

= 0,

(
LµaJa(1)

)
,µ

+ Lµ4,µJ4
(1) + Lµ4

(
J4

(1),µ

)
= 0,

ahora notamos que Lµ4,µ = Uµ,µ
c y que J4

(1) = cn(1) por lo que,(
LµaJa(1)

)
,µ

+ n(1)U
µ
,µ + Uµn(1),µ = 0.

Luego separamos la derivada del primer término en parte espacial y temporal(
LbaJa(1)

)
,b

+
(
L4
aJ

a
(1)

)
,4

+ n(1)U
µ
,µ + Uµn(1),µ = 0,

notemos que L4
a = γuu

c , donde u = (ux, uy, uz), entonces(
LbaJa(1)

)
,b

+
(γuu

c
Ja(1)

)
,4

+ n(1)U
µ
,µ + Uµn(1),µ = 0,

hacemos un poco de álgebra,(
LbaJa(1)

)
,b

+
∂

∂(ct)

(γuu
c

)
Ja(1) +

γuu

c

∂

∂(ct)
Ja(1) + n(1)U

µ
,µ + Uµn(1),µ = 0,

luego (
LbaJa(1)

)
,b

+
1
c2

[
γu

∂

∂t
u+ u

∂γu
∂u

∂u

∂t

]
Ja(1) +

1
c2
γuu

∂

∂t
Ja(1) + n(1)U

µ
,µ + Uµn(1),µ = 0,

finalmente llegamos a(
LbaJa(1)

)
,b

+
1
c2

[
γu

∂

∂t
Ul + Ul

(
− u
c2
γ3
u

) ∂u
∂t

]
J l(1) +

1
c2
γuUl

∂

∂t
J l(1) + n(1)U

µ
,µ + Uµn(1),µ = 0. (F.2)

Esta última ecuación en ausencia de flujos disipativos recupera la ecuación de Euler,

n(1)U
µ
,µ + Uµn(1),µ = 0 (F.3)

que es esencial en el método de Chapman-Enskog a primer orden en los gradientes.
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Apéndice G

Obtención del tensor ímpetu-energía

En este apéndice mostramos el álgebra correspondiente a la obtencion del tensor ímpetu-energía
correspondiente a la sección 3.1.2. Partimos de la transformación

LβγLαφ T̃ γφ,

separamos la parte espacial y temporal

= Lβ4Lα4 T̃ 44 + LβaLα4 T̃ a4 + Lβ4Lαa T̃ 4a︸ ︷︷ ︸
=0 Nivel Euler

+ LβaLαb T̃ ab,

=
1
c2
UβUαne+ LβaLαb

(
pIab + Πab

)
+ LβaUαT̃ a4 + UβLαa T̃ 4a,

reagrupamos,

=
1
c2
UβUαne+ pLβaLαb Iab︸ ︷︷ ︸

hβα

+ LβaLαb Πab + LβaUαT̃ a4 + UβLαa T̃ 4a,

donde hβα = gβα + c−2UβUα es el proyector. Llegamos a

Tαβ =
1
c2
UβUαne+ phβα + LβaLαb Πab +

1
c2
(
UαLβaqa + UβLαa qa

)
,

así identificamos la siguiente expresión para el tensor ímpetu-energía en un marco arbitrario,

Tαβ = pgαβ +
1
c2

(p+ ne)UαUβ︸ ︷︷ ︸
Euler

+
1
c2
(
UαLβaqa + UβLαa qa

)
+ LβaLαb Πab.

Esta útlima expresión se obtiene de la naturaleza microscópica de la materia, y deja en claro que el
flujo de calor está definido en el marco comóvil, en un sistema de referencia arbitrario la cantidad que
se mide es el flujo de energía Lαν qν .
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Apéndice H

Ecuación de balance para la energía
interna

En este apéndice mostramos el álgebra correspondiente a la obtención de una ecuación de balance
para la energía interna. Partimos de

Tαβ,α = 0,

colocando el tensor ímpetu-energía completo (Ec. (3.53)) tenemos[
1
c2
UβUαne+ phβα +

1
c2
(
UαLβaqa + UβLαa qa

)
+ LβaLαb Π̊ab

]
,α

= 0,

ó
1
c2
(
UβUαne

)
,α

+
(
phβα

)
,α

+
1
c2
(
UαLβaqa + UβLαa qa

)
,α

+ LβaLαb Π̊ab
,α = 0.

Analicemos término a término, el primero es

1
c2
(
UβUαne

)
,α

=
1
c2

[(
UβUαe

)
n,α +

(
UβUαn

)
e,α + neUβ (Uα),α + neUα

(
Uβ
)
,α

]
=

1
c2

[
Uβeṅ+ nUβ ė+ neUβθ + neU̇β

]
,

el segundo es

(
phβα

)
,α

= p,αh
βα + hβα,α p

= p,αh
βα + p

(
gβα +

1
c2
UβUα

)
,α

= p,αh
βα +

p

c2
(
UβUα

)
,α

= p,αh
βα +

p

c2
(
UβUα,α + Uβ,αU

α
)

= p,αh
βα +

p

c2

(
Uβθ + U̇β

)
,

y los dos últimos
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{
1
c2
(
UαLβaqa + UβLαa qa

)
+ LβaLαb Π̊ab

}
,α

=
1
c2

[(
UαLβaqa

)
,α

+
(
UβLαa qa

)
,α

]
+
(
LβaLαb Π̊ab

)
=

1
c2

[(
UαLβa

)
,α
qa +

(
UαLβa

)
qa,α +

(
UβLαa

)
,α
qa +

(
UβLαa

)
qa,α

]
+
(
LβaLαb

)
,α

Π̊ab +
(
LβaLαb

)
Π̊αβ
,α

≡ V αβ .

En estas ecuaciones hay sumas espaciales con índices latinos a = 1, 2, 3 y sumas que incluyen la
coordenada temporal con índices griegos, α = 1, 2, 3, 4. Al usar el desarrollo de Chapman-Enskog a
primer orden se impone una condición: Las variables de estado se evalúan en equilibrio local, eso
permite escribir las sumas espaciales como sumas espacio-tiempo, es decir, sólo sustituyendo en la
última ecuación índices latinos por griegos a→ α. Escribamos la ecuación de balance de ímpetu a nivel
Euler juntando los términos antes mencionados, además despreciando los términos que incluyen flujos,
tenemos

(
T βαEuler

)
,α

=
1
c2

[
Uβeṅ+ nUβ ė+ neUβθ + neU̇β

]
+ p,αh

βα +
p

c2

(
Uβθ + U̇β

)
= 0

=
1
c2
Uβ (eṅ+ neθ + nė+ pθ) +

1
c2

(ne+ p) U̇β + p,αh
βα = 0.

A nivel Euler tenemos que n(1)θ + ṅ(1) = 0, que también se puede escribir como nθ + ṅ = 0, así que

T βα,α =
1
c2
Uβ [nė+ pθ] +

1
c2

(ne+ p) U̇β + p,αh
βα = 0 (H.1)

hay que recordar que n = n(1)+n(2), y que la presión p corresponde a la suma de las presiones parciales
p = p(1) + p(2). Ahora hagamos la contracción UµTµν;ν ,

UµT
µν
;ν = Uµ

[
1
c2
Uµ [nė+ pθ] +

1
c2

(ne+ p) U̇µ + p,αh
µα

]
=

1
c2
UµU

µ [nė+ pθ] +
1
c2

(ne+ p)UµU̇µ + Uµ (p,αhµα)

= − (nė+ pθ) = 0,

aquí UµU̇µ vale cero porque una cantidad es perpendicular a la otra, lo mismo ocurre con Uµ (p,αhµα).
Entonces tenemos

nė = −pθ , (H.2)

válido en el nivel Euler, nótese que en términos de las variables de estado se puede reescribir como(
n(1) + n(2)

)
ė =

(
p(1) + p(2)

)
θ.

Sustituyendo la ecuación (H.2) en (H.1) obtenemos

1
c2

(ne+ p) U̇β + hβνp,ν = 0 , (H.3)

que también se puede escribir como
ρ̃U̇β + hβνp,ν = 0, (H.4)

donde
ρ̃ =

1
c2

(ne+ p) . (H.5)

En nuestro caso, para gases ideales tenemos que e = e (T ), es decir, la energía interna depende de la
temperatura únicamente. De esto se desprende que e = CvT y que la ecuación (H.3) represente una
ecuación para la temperatura.



Apéndice I

Linealización de la ecuación de
Boltzmann covariante

En este apéndice detallamos lo pasos conducentes a la ecuación de Boltzmann linealizada en el
esquema de relatividad especial. Para la especie (i), tenemos,

vα(i)f(i),α = J
(
f(i)f(i)

)
+ J

(
f(i)f(j)

)
,

siendo que hay otra ecuación para la especie (j) con la misma estructura. En este apendice vamos a
linealizar a la Chapman-Enskog con el desarrollo a primer orden

f(i) = f
(0)
(i)

(
1 + φ(i)

)
.

Primero la parte colisional,

J(f(ai)f
′
(a)) =

ˆ ((
f

(0)
(ai)´ + f

(0)
(ai)´φ(ai)´

)(
f

(0)
(a) ´ + f

(0)
(a) ´φ(a)´

)
−
(
f

(0)
(ai) + f

(0)
(ai)φ(a1i)

)(
f

(0)
(a)f

(0)
(a) + φ(a)

))
×W (v, v(i)|v′, v′(i))

d3v(i)

v4
(i)

d3v′

v4′

d3v′(i)

v4′

(i)

J(f(ai)f
′
(a)) =

ˆ [
f

(0)
(ai)´f

(0)
(a) ´ + f

(0)
(ai)´f

(0)
(a) ´φ(a)´ + f

(0)
(a) ´f (0)

(ai)´φ(ai) + f
(0)
(ai)´f

(0)
(a) ´φ(ai)φ(a)

−f (0)
(ai)f

(0)
(a) − f

(0)
(ai)f

(0)
(a)φ(a) − f

(0)
(a)f

(0)
(ai)φ(ai) − f

(0)
(ai)f

(0)
(a)φ(ai)φ(a)

]
W(aa)

d3v(i)

v4
(i)

d3v′

v4′

d3v′(i)

v4′

(i)

,

y a primer orden,

J(f(ai)f
′
(a)) =

ˆ
f (0)

(ai)´f
(0)
(a) ´− f (0)

(a1i)f
(0)
(a)︸ ︷︷ ︸

=0 (equilibrio)

+ f
(0)
(ai)´f

(0)
(a) ´φ(a)´ + f

(0)
(a) ´f (0)

(ai)´φ(ai)´− f
(0)
(ai)f

(0)
(a)φ(a) − f

(0)
(a)f

(0)
(ai)φ(ai)


W(aa)

d3v(i)

v4
(i)

d3v′

v4′

d3v′(i)

v4′

(i)

J(f(ai)f
′
(a)) =

ˆ
f

(0)
(a)f

(0)
(ai)

(
φ(a)´ + φ(ai)´− φ(a) − φ(a1)

)︸ ︷︷ ︸
∆φ(a)

W(aa)

d3v(i)

v4
(i)

d3v′

v4′

d3v′(i)

v4′

(i)

,
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J(f(ai)f
′
(a)) = f

(0)
(a)

ˆ [
f

(0)
(ai)∆φ(a)

]
W(aa)

d3v(i)

v4
(i)

d3v′

v4′

d3v′(i)

v4′

(i)︸ ︷︷ ︸
C(φ(a))

,

J(f(ai)f
′
(a)) = f

(0)
(a)C

(
φ(a)

)
.

Por el mismo argumento, para colisiones de partículas (a), (b):

J(f(a)f(b)) =
ˆ ((

f
(0)
(a) ´ + f

(0)
(a) ´φ(a)´

)(
f

(0)
(b) ´ + f

(0)
(b) ´φ(b)´

)
−
(
f

(0)
(a) + f

(0)
(a)φ(a)

)(
f

(0)
(b) + f

(0)
(b) φ(b)

))
×W(ab)

d3v(b)

v4
(b)

d3v′(a)

v4′

(a)

d3v′(b)

v4′

(b)

,

J(fafb) =
ˆ
· · ·
ˆ [

f (0)
a ´f (0)

b ´− f (0)
a f

(0)
b + f (0)

a ´f (0)
b ´φb´

+f (0)
b ´f (0)

a ´φa´− f (0)
a f

(0)
b φb − f (0)

b f (0)
a φa +O2 (φ)

]
W(ab)

d3v(b)

v4
(b)

d3v′(a)

v4′

(a)

d3v′(b)

v4′

(b)

,

ahora definimos

J(f(a)f(b)) =
ˆ
· · ·
ˆ
f

(0)
(a) ´f (0)

(b) ´
[
φ(b)´ + φ(a)´− φ(b) − φ(a)

]︸ ︷︷ ︸
∆(φ(a)+φ(b))

W(ab)

d3v(b)

v4
(b)

d3v′(a)

v4′

(a)

d3v′(b)

v4′

(b)

,

y

J(f(a)f(b)) = f
(0)
(a)

ˆ
· · ·
ˆ
f

(0)
(b) ∆

(
φ(a) + φ(b)

)
W(ab)

d3v(b)

v4
(b)

d3v′(a)

v4′

(a)

d3v′(b)

v4′

(b)︸ ︷︷ ︸
C(φ(a)+φ(b))

,

J
(
f(a)f(b)

)
= f

(0)
(a)

[
C
(
φ(a) + φ(b)

)]
.

Finalmente el término de colisiones linealizado de la ecuación de Boltzmann queda,

J
(
f(a)f(a)

)
+ J

(
f(a)f(b)

)
= f

(0)
(a)

[
C
(
φ(a)

)
+ C

(
φ(a) + φ(b)

)]
.

Ahora linelizemos la parte izquierda o mejor conocida como término de arrastre de la ecuación de
Boltzmann,

vα(i)f(i),α = vα(i)

(
f

(0)
(i)

(
1 + φ(i)

))
,α
,

por regla del producto de derivadas

= vα(i)

(
f

(0)
(i)

)
,α

+ vα(i)

(
f

(0)
(i) φ(i)

)
,α
,

separo índices en parte temporal, v4
(i) = γv(i)c y espacial vl(i) = γv(i) ~w(i),

= v4
(i)

(
f

(0)
(i)

)
,4

+ vl(i)

(
f

(0)
(i)

)
,l

+ v4
(i)

(
f

(0)
(i) φ(i)

)
,4

+ vl(i)

(
f

(0)
(i) φ(i)

)
,l
,

=
(
γv(i)c

) ∂

∂ (ct)
f

(0)
(i) + γv(i) ~w(i) · ∇f

(0)
(i) +

(
γv(i)c

) ∂

∂ (ct)

(
f

(0)
(i) φ(i)

)
+ γv(i) ~w(i) · ∇

(
f

(0)
(i) φ(i)

)
,
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= γv(i)
∂

∂t
f

(0)
(i) + γv(i) ~w(i) · ∇f

(0)
(i) +

(
γv(i)c

) ∂

∂ (ct)
(
γv(i)φa

)
+ γv(i) ~w(i) · ∇

(
f

(0)
(i) φ(i)

)
︸ ︷︷ ︸

no es lineal en |∇|

,

= γv(i)
∂

∂t
f

(0)
(i) + γv(i) ~w(i) · ∇f

(0)
(i) ,

= vα(i)

(
f

(0)
(i)

)
,α
.

Entonces la ecuación de Boltzmann a primer orden en los gradientes según el desarrollo de Chapman-
Enskog

vµ(i)

(
f

(0)
(i)

)
,µ

= f
(0)
(i)

[
C
(
φ(i)

)
+ C

(
φ(i) + φ(j)

)]
. (I.1)

Usando la propiedad (3.50) podemos escribir,

vµ(i)

[
− 1
c2
UµU

νf
(0)
(i),ν + hνµf

(0)
(i),ν

]
= f

(0)
(i)

[
C
(
φ(i)

)
+ C

(
φ(i) + φ(j)

)]
luego

−vµ(i)
1
c2
UµU

νf
(0)
(i),ν + vµ(i)h

ν
µf

(0)
(i),ν = f

(0)
(i)

[
C
(
φ(i)

)
+ C

(
φ(i) + φ(j)

)]
,

entonces
−vµ(i)

1
c2
Uµḟ

(0)
(i) + vµ(i)h

ν
µf

(0)
(i),ν = f

(0)
(i)

[
C
(
φ(i)

)
+ C

(
φ(i) + φ(j)

)]
, (I.2)

donde estamos usando la siguente notación para la derivada total:

˙( ) ≡ Uν ( ),ν . (I.3)

Ahora usamos la hipótesis funcional en ḟ (0)
(i)

ḟ
(0)
(i) =

∂f
(0)
(i)

∂n(i)
ṅ(i) +

∂f
(0)
(i)

∂Uα
U̇α +

∂f
(0)
(i)

∂T
Ṫ , (I.4)

y para los gradientes

∂

∂xν
f

(0)
(i) =

∂f
(0)
(i)

∂n(i)
n(i),ν +

∂f
(0)
(i)

∂Uα
Uα,ν +

∂f
(0)
(i)

∂T
T,ν . (I.5)

Sustituyendo la Ecs. (I.4) y (I.5) en (I.2) tenemos

−vµ(i)
1
c2
Uµ

∂f (0)
(i)

∂n(i)
ṅ(i) +

∂f
(0)
(i)

∂Uα
U̇α +

∂f
(0)
(i)

∂T
Ṫ

+ vµ(i)h
ν
µ

∂f (0)
(i)

∂n(i)
n(i),ν +

∂f
(0)
(i)

∂Uα
Uα,ν +

∂f
(0)
(i)

∂T
T,ν

 (I.6)

= f
(0)
(i)

[
C
(
φ(i)

)
+ C

(
φ(i) + φ(j)

)]
. (I.7)

Necesitamos las derivadas de la función de distribución de equilibrio local

f
(0)
(i) =

n(i)

4πc3z(i)K2

(
1
z(i)

) exp

(
Uβv(i)β

z(i)c2

)
(I.8)

respecto a las variables de estado, tenemos que

∂f
(0)
(i)

∂n(i)
=

1
n(i)

f
(0)
(i) ,

∂f
(0)
(i)

∂Uα
=

v(i)α

z(i)c2
f

(0)
(i) ,

∂f
(0)
(i)

∂T
= − 1

T
g(i)f

(0)
(i) , (I.9)
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donde g(i) ≡ 1 + 1
z(i)c2

Uµv(i)µ +
K1

(
1
z(i)

)
2z(i)K2

(
1
z(i)

) +
K3

(
1
z(i)

)
2z(i)K2

(
1
z(i)

) .

Por otra parte las ecuaciones de Euler

ṅ(i) = −n(i)θ, U̇α = −h
ανp,ν
ρ̃

, Ṫ = − pθ

nCv
, (I.10)

donde
θ ≡ Uµµ . (I.11)

Sustituimos las ecuaciones (I.9) y (I.10) en (I.6), obteniendo que

−vµ(i)
1
c2
Uµ

f (0)
(i)

n(i)

[−n(i)θ
]

+
(
v(i)α

z(i)c2
f

(0)
(i)

)[
−h

ανp,ν
ρ̃

]
+
(
− 1
T
g(i)f

(0)
(i)

)[
− pθ

nCv

]
+vµ(i)h

ν
µ

f (0)
(i)

n(i)

n(i),ν +
(
v(i)α

z(i)c2
f

(0)
(i)

)
Uα,ν +

(
− 1
T
g(i)f

(0)
(i)

)
T,ν


= f

(0)
(i)

[
C
(
φ(i)

)
+ C

(
φ(i) + φ(j)

)]
,

ahora, hacemos

p,α =
∂p

∂n
n,α +

∂p

∂T
T,α,

considerando un gas ideal
p = nkT = p(i) + p(j) =

(
n(i) + n(j)

)
kT,

entonces
p,α = (kT )n,α + (nk)T,α.

Al sustituir la información anterior en la ecuación de Boltzmann linealizada tenemos

−vµ(i)
1
c2
Uµf

(0)
(i)

[
−θ −

v(i)α

z(i)c2
hανp,ν
ρ̃

+
1
T
g(i)

pθ

nCv

]
+vµ(i)h

ν
µf

(0)
(i)

[
1
n(i)

n(i),ν +
v(i)α

z(i)c2
Uα,ν −

1
T
g(i)T,ν

]
= f

(0)
(i)

[
C
(
φ(i)

)
+ C

(
φ(i) + φ(j)

)]
,

o bien,

vµ(i)

[
1
c2
Uµθ +

1
c2
Uµ

v(i)α

z(i)c2
hανp,ν
ρ̃

− 1
c2
Uµ

1
T
g(i)

pθ

nCv

]
+vµ(i)h

ν
µ

[(
lnn(i)

)
,ν

+
v(i)α

z(i)c2
Uα,ν − g(i) (lnT ),ν

]
=
[
C
(
φ(i)

)
+ C

(
φ(i) + φ(j)

)]
,

que podemos reescribir como

vµ(i)

[
1
c2
Uµθ +

1
c2
Uµ

v(i)α

z(i)c2
hανp,ν
ρ̃

− 1
c2
Uµ

1
T
g(i)

pθ

nCv
+ hνµ

(
lnn(i)

)
,ν

+ hνµ
v(i)α

z(i)c2
Uα,ν − g(i)h

ν
µ (lnT ),ν

]
=
[
C
(
φ(i)

)
+ C

(
φ(i) + φ(j)

)]
,

usando p = nkT ,

vµ(i)

[
1
c2

(
1 + g(i)

k

Cv

)
Uµθ +

1
c4z(i)ρ̃

Uµv(i)αh
αν (p,ν) + hνµ

1
n(i)

n(i),ν + hνµ
v(i)α

z(i)c2
Uα,ν −

1
T
g(i)h

ν
µT,ν

]
=
[
C
(
φ(i)

)
+ C

(
φ(i) + φ(j)

)]
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o bien

vµ(i)

[
1
c2

(
1 + g(i)

k

Cv

)
Uµθ +

1
c4z(i)ρ̃

Uµv(i)αh
αν (p,ν) + hνµ lnn(i),ν + hνµ

v(i)α

z(i)c2
Uα,ν − g(i)h

ν
µ lnT,ν

]
=
[
C
(
φ(i)

)
+ C

(
φ(i) + φ(j)

)]
.

Finalmente llegamos a
vµ(i)

[
1
c2

(
1 + g(i)

k
Cv

)
Uµθ

]
+vµ(i)

[
1

c4z(i)ρ̃
Uµv(i)αh

αν (p,ν) + hνµ lnn(i),ν

]
−vµ(i)

[
g(i)h

ν
µ lnT,ν

]
+ vµ(i)

[
hνµ

v(i)α
z(i)c2

Uα,ν

]
=
[
C
(
φ(i)

)
+ C

(
φ(i) + φ(j)

)]
.

(I.12)

En el límite no relativista, es decir, al hacer z(i) → 0 esta ultima ecuación se transforma en:

~ci ·
[(

mic
2
i

2kT
− 5

2

)
∇ lnT +

mi

kT

°
~ci~ci : ∇~u+

ni
n

−→
d ij

]
=
[
C
(
φ(i)

)
+ C

(
φ(i) + φ(j)

)]
(I.13)

donde c2i es la velocidad caótica de la especie i, y

−→
d ij = ∇ni0 +

ni
n

mj −mi

ρ
∇ ln p = −

−→
d ji, (I.14)

es la fuerza de difusión.



Apéndice J

Arreglo de la ecuación de Boltzmann
para tres fuerzas termodinámicas
arbitrarias

En este apéndice se muestra el arreglo arbitrario de la ecuación de Boltzmann que define tres fuerzas
como se menciona en la sección 4.1. Partimos de la Ec. (3.90) omitiendo los términos asociados con la
viscosidad

vµ(i)

[
1

c4z(i)ρ̃
Uµv(i)αh

αν (p,ν) + hνµ
(
lnn(i)

)
,ν

]
− vµ(i)

[
g(i)h

ν
µ (lnT ),ν

]
=
[
C
(
φ(i)

)
+ C

(
φ(i), φ(j)

)]
. (J.1)

En el marco comóvil Uµ = (0, 0, 0, c), entonces en el primer término vµ(i)Uµ = −γk(i)c2, tenemos

Kµ
(i)h

ν
µ

[
−

γk(i)
z(i)c2ρ̃

p,ν +
(
lnn(i)

)
,ν
− g(i) (lnT ),ν

]
=
[
C
(
φ(i)

)
+ C

(
φ(i), φ(j)

)]
, (J.2)

a continuación hacemos la separamos p,µ =
(
p(i) + p(j)

)
,µ

= n(i)kT,µ + kTn(i),µ + p(j),µ,

−Kµ
(i)h

ν
µ

{
γk(i)
z(i)c2ρ̃

p(j),ν

}
+Kµ

(i)h
ν
µ

{(
1− γk(i)

n(i)

z(i)c2ρ̃
kT

)(
lnn(i)

)
,ν

}
−Kµ

(i)h
ν
µ

(
1 +

1
z(i)

(
γk(i) −G

(
z(i)

))
+ γk(i)

1
z(i)c2ρ̃

n(i)kT

)
(lnT ),ν =

[
C
(
φ(i)

)
+ C

(
φ(i), φ(j)

)]
.(J.3)

Veamos otra relación que se puede utilizar,

p(i),µ = p,µ − p(i),µ

= p,µ − kTn(i),µ − n(i)kT,µ

= p,µ − kTn(i),µ −
n(i)

n
(p,µ − kTn,µ)

=
(

1−
n(i)

n

)
p,µ − kT

(
n(i),µ −

n(i)

n
n,µ

)
, (J.4)

definimos n(i)0 = n(i)

n , entonces

n

n(i)

(
n(i)0

)
,µ

=
n

n(i)

(
1
n
n(i),µ − n(i)

1
n2
n,µ

)
=

1
n(i)

n(i),µ −
1
n
n,µ, (J.5)

luego, nn(i)0,µ = n(i),µ −
n(i)

n n,µ por lo tanto

82
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p(j),µ =
(

1−
n(i)

n

)
p,µ − kT

(
nn(i)0,µ

)
, (J.6)

p(j),µ =
n

n(i)

[n(i)

n

(
1−

n(i)

n

)
p,µ − kTn(i)n(i)0,µ

]
, (J.7)

p(j),µ =
n

n(i)

[(n(i)n(j)

n2

)
p,µ − kTn(i)n(i)0,µ

]
. (J.8)

Regresamos a la Ec. (J.3)

−Kµ
(i)h

ν
µγk(i)

n

n(i)

{
1

z(i)c2ρ̃

[(n(i)n(j)

n2

)
p,ν − kTn(i)n(i)0,ν

]}
+

+Kµ
(i)h

ν
µ

(
1− γk(i)

n1

z(i)c2ρ̃
kT

)(
lnn(i)

)
,ν

−Kµ
(i)h

ν
µ

(
1 +

1
z(i)

(
γk(i) −G

(
z(i)

))
+ γk

1
z(i)c2ρ̃

n(i)kT

)
(lnT ),ν =

[
C
(
φ(i)

)
+ C

(
φ(i), φ(j)

)]
.(J.9)

Vamos a sumar y restar lo siguiente

Kµ
(i)h

ν
µγk(i)

n(j)kT

z(j)c2ρ̃

((
lnn(i)

)
,ν

+ (lnT ),ν
)

= Kµ
(i)h

ν
µγk(i)

n(j)kT

z(j)c2ρ̃

(
n

n(i)
n(i)0,ν + (lnn),ν + (lnT ),ν

)
= Kµ

(i)h
ν
µγk(i)

n(j)kT

z(j)c2ρ̃

(
n

n(i)
n(i)0,ν +

1
p
p,ν

)
, (J.10)

de tal forma que la Ec. (J.9) toma la forma

−Kµ
(i)h

ν
µγk(i)

n
n(i)

{
1

z(i)c2ρ̃

n(i)n(j)

n2 p,ν −
kTn(i)

z(i)c2ρ̃
n10,ν −

n(j)kT

z(j)c2ρ̃

(
n(i)0,ν + n(i)

n
1
pp,ν

)}
+Kµ

(i)h
ν
µ

{(
1− γk(i)

n(i)

z(i)c2ρ̃
kT
) (

lnn(i)

)
,ν
− γk(i)

n(j)kT

z(j)c2ρ̃

((
lnn(i)

)
,ν

+ (lnT ),ν
)}

−Kµ
(i)h

ν
µ

{(
1 + 1

z(i)

(
γk(i) −G

(
z(i)

))
+ γk(i)

1
z(i)c2ρ̃

n(i)kT
)

(lnT ),ν
}

=
[
C
(
φ(i)

)
+ C

(
φ(i), φ(j)

)]
.

Inspeccionamos un poco y llegamos a

Kµ
(i)h

ν
µγk(i)

n

n(i)

{
n(i)n(j)

n2ρ̃c2

(
1
z(j)
− 1
z(i)

)
p,ν +

kT

ρ̃c2

(
n(i)

z(i)
+
n(j)

z(j)

)
n(i)0,ν

}
+Kµ

(i)h
ν
µ

{(
1− γk(i)

kT

c2ρ̃

(
n(i)

z(i)
+
n(j)

z(j)

))(
lnn(i)

)
,ν

}
−Kµ

(i)h
ν
µ

(
1 +

1
z(i)

(
γk(i) −G

(
z(i)

))
+ γk(i)

kT

c2ρ̃

(
n(i)

z(i)
+
n(j)

z(j)

))
(lnT ),ν

=
[
C
(
φ(i)

)
+ C

(
φ(i), φ(j)

)]
. (J.11)

Y finalmente
Kµ

(i)h
ν
µ

{
γk(i)

n
n(i)

d
(i)(j)∗

ν +
[
1− γk(i)

kBT
c2ρ̃

(
n(i)

z(i)
+ n(j)

z(j)

)] (
lnn(i)

)
,ν

}
+Kµ

(i)h
ν
µ

{
1 + 1

z(i)

(
γk(i) −G(i)

)
− γk(i)

kBT
c2ρ̃

(
n(i)

z(i)
+ n(j)

z(j)

)
(lnT ),ν

}
=
[
C
(
φ(i)

)
+ C

(
φ(i), φ(j)

)]
,

(J.12)

donde

d(i)(j)∗

ν =
kT

ρ̃c2

(
n(i)

z(i)
+
n(j)

z(j)

)
n(i)0,ν +

n(i)n(j)

n2ρ̃c2

(
1
z(j)
− 1
z(i)

)
p,ν (J.13)

juega el papel de la fuerza de difusión.



Apéndice K

Arreglo de la ecuación de Boltzmann
para dos fuerzas termodinámicas

En este apéndice mostramos como se hace el arreglo de la ecuación de Boltzmann linealizada
en la representación de dos fuerzas termodinámicas como lo describimos en la sección 4.2. Partimos
analizando el lado izquierdo de la ecuación (3.90):

Kµ
(i)h

ν
µf

(0)
(i)

−γk(i) 1
z(i)c2ρ̃

p,ν +
(
lnn(i)

)
,ν
−

−1−
γk(i)
z(i)

+
K3

(
1
z(i)

)
z(i)K2

(
1
z(i)

)
 (lnT ),ν

 (K.1)

recordando que p(i),ν
p(i)

= n(i),ν

n(i)
+ T,ν

T tenemos

Kµ
(i)h

ν
µf

(0)
(i)

−γk(i) 1
z(i)c2ρ̃

p,ν +
p(i),ν

p(i)
+

γk(i)
z(i)
−
K3

(
1
z(i)

)
z(i)K2

(
1
z(i)

)
 (lnT ),ν

 (K.2)

=
Kµ

(i)h
ν
µf

(0)
(i)

z(i)

−γk(i)c2ρ̃
p,ν + z(i)

p(i),ν

p(i)
+

γk(i) − K3

(
1
z(i)

)
K2

(
1
z(i)

)
 (lnT ),ν

 . (K.3)

Ahora, introduciendo la definición nhE = c2ρ̃ se obtiene

Kµ
(i)h

ν
µf

(0)
(i)

z(i)

−γk(i)nhE
p,ν + z(i)

p(i),ν

p(i)
+

γk(i) − K3

(
1
z(i)

)
K2

(
1
z(i)

)
 (lnT ),ν

 , (K.4)

lo que sigue es sumar y restar
K3

(
1
z(i)

)
K2

(
1
z(i)

) 1
nhE

p,ν , luego de unos pasos algebráicos

Kµ
(i)h

ν
µf

(0)
(i)

z(i)

−K3

(
1
z(i)

)
K2

(
1
z(i)

) 1
nhE

p,ν + z(i)

p(i),ν

p(i)
+

γk(i) − K3

(
1
z(i)

)
K2

(
1
z(i)

)
[T,ν

T
− 1
nnE

p,ν

] . (K.5)
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Analicemos los dos primeros términos

Kµ
(i)h

ν
µf

(0)
(i)

z(i)

−K3

(
1
z(i)

)
K2

(
1
z(i)

) 1
nhE

p,ν + z(i)

p(i),ν

p(i)

 =
Kµ

(i)h
ν
µf

(0)
(i)

z(i)

−K3

(
1
z(i)

)
K2

(
1
z(i)

) 1
nhE

p,ν + z(i)
n

n(i)

(
n(i)0

)
,ν

+ z(i)
p,ν
p

 (K.6)

= Kµ
(i)h

ν
µf

(0)
(i)

n

n(i)

[
n(i)n(j)

n

(
m(j)G

(
z(j)

)
−m(i)G

(
z(i)

)
ρ̃

)
p,ν
p

+
(
n(i)0

)
,ν

]
(K.7)

(K.8)
(K.9)

Por lo tanto,

Kµ
(i)h

ν
µf

(0)
(i)

n
n(i)

[
d

(i)
ν

]
+Kµ

(i)h
ν
µf

(0)
(i)

1
z1

(
γk1 −

K3

(
1
z1

)
K2

(
1
z1

))[T,ν
T −

1
nhE

p,ν

]
=
[
C
(
φ(i)

)
+ C

(
φ(i), φ(j)

)] (K.10)

donde

d(i)
ν =

n(i)n(j)

n

(
m(j)G

(
z(j)

)
−m(i)G

(
z(i)

)
ρ̃

)
p,ν
p

+
(
n(i)0

)
,ν
, (K.11)

juega el papel de la fuerza de difusión. Esta última ecuación es la fuerza de difusión que no solo recupera
correctamente el límite no-relativista sino que lleva a que se satisfagan las Relaciones de Reciprocidad
de Onsager.



Apéndice L

Arreglo de la ecuación de Boltzmann
para tres fuerzas termodinámicas,
incluyendo la llamada fuerza
volumétrica

En este apéndice mostramos como se hace la reestructuración de la ecuación de Boltzmann lineal-
izada en el esquema de tres fuerzas termodinámicas como lo describimos en la sección 4.3. Partimos
analizando el lado izquierdo de la ecuación (6.1)

Kµ
(i)h

ν
µf

(0)
(i)

{
n

n(i)

[
d(i)
ν

]
+

1
z(i)

(
γk(i) −G(z(i))

) [T,ν
T
− 1
nhE

p,ν

]}
, (L.1)

separamos de la siguiente forma

Kµ
(i)h

ν
µf

(0)
(i)

{
n

n(i)

[
d(i)
ν

]
+

1
z(i)

(
γk(i) −G(z(i))

) T,ν
T
− 1
z(i)

(
γk(i) −G(z(i))

) n(i)kT

nhE

p,ν
p(i)

}
. (L.2)

Esta separación conduce directamente a que la ecuación de Boltzmann se pueda escribir de la forma

Kµ
(i)h

ν
µf

(0)
(i)

{
n

n(i)

[
d(i)
ν

]
+

1
z(i)

(
γk(i) −G(z(i))

) [T,ν
T

]
−
(
γk(i) −G(z(i))

)
[Vν ]

}
=
[
C
(
φ(i)

)
+ C

(
φ(i), φ(j)

)]
(L.3)

donde se identifica a la fuerza

Vν ≡
[
n(i)m(i)

ρ̃

p,ν
p(i)

]
, (L.4)

con la fuerza volumétrica.
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Apéndice M

Notación

ρ Densidad de masa local total

ρ(i) Densidad de masa local para la especie (i)

u (r, t) Velocidad baricéntrica (velocidad hidrodinámica total)

u(i) (r, t) Velocidad hidrodinámica para la especie (i)

T Tensor de esfuerzos

p Presión

ε Densidad de energía interna total

Jq Flujo disipativo de calor

Js Flujo disipativo de entropía

s Entropía local

σ Producción de entropía

f(i) Función de distribución para la especie (i)

v(i) Velocidad molecular de la especie (i)

g(ij) Velocidad relativa entre moleculas (i)-(j)

k(i) Velocidad caótica, térmica o peculiar para una partícula de la especie (i)

m(i) Masa de una partícula de la especie (i)

n(i) (r, t) Número de partículas en una localidad r a un tiempo t

T (r, t) Temperatura local

kB Constante de Boltzmann

φn(i) Corrección n-ésima a la función de distribución f(i)

d(ij) Fuerza de difusión

I(ij)
(
φ(i) + φ(j)

)
Kernel de colisión linealizado{

A(i), B(i), D(i)

}
Coeficientes indeterminados
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T (r, t) Temperatura local

h(i) Enatalpía específica de mezclado

Lqq Conductividad térmica (Efecto Fourier)

Lqd Termodifusión

Ldq Difusión térmica

Ldd Difusión

z(i) Parámetro relativista

vα(i) Tetravelocidad molecular de una partícula de la especie (i)

γx Factor de Lorenz respecto a una velociad x

c Velocidad de la luz

F(ij) Flujo invariante

Σ(ij) Sección de colisión

dΩ(ij) Elemento de ángulo solido (i)-(j)

Kα
(i) Tetravelocidad caótica, térmica o peculiar

Uα Tetravelocidad baricéntrica para la mezcla

Lνµ Transformación de Lorentz asociada a una tetravelocidad hidrodinámica Uβ

Nα Tetraflujo total de masa

Jν(i) Tetraflujo disipativo de masa para la especie (i)

Tαβ Tensor energía-ímpetu

T̃αβ Tensor energía-ímpetu medido en el marco comóvil

qα Tetraflujo de energía

hαβ Proyector

gαβ Métrica

JαVOL Tetraflujo de volumen
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