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Capitulo 1

Introduccion

La Teoria Cinética de la materia es una disciplina que lleva mas de un siglo y medio en desar-
rollo. Esta provee, desde un enfoque microscépico, propiedades que sélo eran posibles de obtener a
través de un experimento, como por ejemplo los coeficientes de transporte en un fluido. Esta teoria
surge basicamente al postular cierta ecuacion de evolucién para una funcién de distribuciéon que se usa
para promediar cantidades microscopicas dinamicas y obtener asi cantidades macroscoépicas. La Teoria
Cinética Clasica (TCC) fundamenta las ecuaciones de transporte para los fluidos, siendo asi de impor-
tancia para una gran variedad de estudios en ingenieria. Por otra parte, la Teoria Cinética se ha abierto
camino no solo en el estudio de los fluidos sino que se ha aplicado este formalismo a sistemas como
cristales liquidos e incluso a algunos ajenos a la fisica como el trafico vehicular y sistemas biolégicos.

En fenomenologia, uno necesita informacién que proviene de experimentos previos para luego pro-
poner (0 modelar) una teoria. Desde el punto de vista microscépico, tomando en cuenta que la materia
estd compuesta por moléculas, uno no requiere de dicha informacion previa, sin embargo no puede
explicarse una teoria microscépica sin una conexion fenomenolégica. El paradigma es entonces la con-
juncion de un experimento, una teoria fenomenoldgica y una microscopica.

En este trabajo se aborda la Teoria Cinética en Relatividad Especial (TCRE) para una mezcla bi-
naria. El interés en los gases relativistas ha crecido en las Ultimas décadas debido a evidencias ob-
servacionales de este tipo de sistemas en el contexto astrofisico asi como a la generacion de plasmas
con temperaturas extremas en dispositivos experimentales. Estos hechos, han hecho que la comunidad
fisica dirija su mirada a la hidrodinamica relativista para encontrar que la misma se encuentra al dia de
hoy adn en desarrollo. Esto ha motivado la aparicion de muchos nuevos resultados que a su vez dan
lugar a mas preguntas. Uno de ellos es la existencia de un término similar a un efecto cruzado en el
flujo de calor para un sistema simple. Debido a que en la fisica clasica sélo aparece un efecto similar en
mezclas binarias, resulta importante estudiarlas para poder analizar dicho fenémeno desde el punto de
vista de la Termodinamica Irreversible Lineal (TIL). En términos generales, éste es justamente el objeti-
vo de este trabajo el cual se discutira mas a detalle luego de exponer brevemente el contexto historico
correspondiente.

Podemos comenzar comentando que el estudio de los fluidos se ha desarrollado ampliamente para
situaciones fisicas que son alcanzables en los laboratorios. Los primeros trabajos de Termodindmica
[1] provienen de hechos experimentales que luego se modelaron con ecuaciones que reproducen ade-
cuadamente dichas observaciones. Luego la Mecéanica Estadistica viene a fundamentar desde el punto
de vista microscoépico las propiedades de los gases ideales en equilibrio.

Fuera del equilibrio, aparecié la Termodinamica Irreversible Lineal (TIL). La TIL es una teoria fenomenolég-
ica no-relativista que fue desarrollada originalmente por J. Meixner [2] en 1943. Al dia de hoy podemos
estudiarla en compendios accesibles como el famoso libro de de Groot y Mazur [3] o en castellano
en la obra de L. S. Garcia-Colin y P. Goldstein [4]. Esta se fundamenta en cuatro hipétesis: hipétesis
de equilibrio local, validez de ecuaciones de balance, ecuaciones constitutivas lineales y teorema de
reciprocidad de Onsager.

La Mecanica Estadistica fuera de equilibrio abarca lo que ahora conocemos como Teoria Cinética.
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Esta ultima teoria es la herramienta principal en esta tesis, asi que vale la pena mencionar brevemente
su significado y poner en contexto al sistema que deseamos estudiar.

Ludwig Boltzmann en 1872 [5], dio una justificacion rigurosa de la ya conocida entonces funcién
de distribucion de velocidades para un gas ideal en equilibrio de Maxwell, cuya novedad era que las
particulas en el gas no tienen la misma velocidad, sino que obedecen una distribuciéon gaussiana. El
llamado teorema H, que da un criterio de irreversibilidad termodinamica, muestra que las colisiones de
las particulas en un gas son las responsables de llevar al sistema hacia el equilibrio térmico. Boltzmann
propuso una ecuacion integrodiferencial para la funcién de distribucién f que en ausencia de colisiones
recupera la funcion de distribucion de Maxwell. La ecuacién de Boltzmann se puede obtener heuristi-
camente suponiendo que las colisiones de las particulas del gas son elasticas y colisionan sé6lo de dos
en dos, ademas de una hipotesis llamada del caos molecular. A priori la funcién de distribuciéon de dos
particulas cuando colisionan debe estar descrita por una distribucién conjunta (es decir para ambas).
La hipétesis del caos molecular dice que dicha distribucion se puede escribir como el producto de dos
funciones de probabilidad, una para cada particula. Esta ultima hipétesis se puede entender en térmi-
nos probabilisticos como la correspondiente a eventos independientes, es decir, la probabilidad de dos
eventos independientes es el producto de la probabilidad de cada uno (por ejemplo, echar volados, jugar
a los dados, etc).

La ecuacién de Boltzmann es en términos generales, una ecuacién integrodiferencial para un funcién
de distribucion “por particula” que no tiene hasta donde sabemos una solucién exacta, a reserva de un
caso de poco interés fisico dado por el matematico T. Carleman en 1957 [6]. Anteriormente en 1910,
otro matematico, David Hilbert mostr6 que la ecuacion de Boltzmann tiene un estructura equivalente a
ciertas ecuaciones integrales lineales para las cuales hay una solucién aproximada disponible, estos
detalles se pueden leer ahora en un libro del mismo autor con R. Courant publicado en 1953 [7]. Si
bien el método no conduce a una solucién exacta, es bastante permisible en ciertos intervalos de baja
densidad. De esto se dio cuenta el fisico David Enskog en 1917, quien en su tesis doctoral en Uppsala
propuso lo que ahora se conoce como método de Chapman-Enskog para hallar una soluciéon aproximada
a la ecuacién de Boltzmann. Se sabe que su tesis no fue bien recibida y fue catalogada como mediocre
[8]. Sin embargo un matematico y geologo bien posicionado, Sydney Chapman, reconocié el valor del
trabajo de Enskog, apoy6 su carrera y publicod para 1939 el conocido texto The Mathematical Theory of
Non-Uniform Gases junto con Tomas Cowling [9]. La Teoria Cinética para los gases en este contexto,
queda limitada a bajas densidades pues considera una modificacion “suficientemente pequefa” de la
distribucién de velocidades propuesta por Maxwell, i.e. f ~ f(© (14 ¢), donde f(© es la distribucién
maxwelliana y ¢ una correccién pequefia. Las mejoras que se han logrado hacer en ese sentido se le
deben a Burnett, quien afiade mas términos a la serie anterior colocando a la teoria fuera del régimen
lineal. A priori, y por la construccién heuristica de la ecuacién de Boltzmann, es decir considerando
encuentros binarios, uno esperaria que no fuese aplicable a gases densos o liquidos sin embargo algo
de trabajo se ha hecho en el area generalizando la ecuacion de Boltzmann (véase Bogoliubov 1946
[10] y Garcia-Colin et. al. 1966 [11]). En el limite opuesto, es decir densidades muy bajas (a lo que se
le conoce como un gas enrarecido) la ecuacién de Boltzmann puede ser apropiada pero el método de
Chapman-Enskog es invalido. Situaciones de esta naturaleza se pueden hallar en el analisis de gases
en maquinas para hacer vacio, en la atmésfera a gran altitud y algunos sistemas astrofisicos.

La Teoria Cinética que hemos mencionado hasta ahora esta reservada para sistemas que no son
relativistas, es decir las celeridades de las particulas asi como de los fluidos son pequefias comparadas
con la de la luz. Se sabe que en un gas ideal a condiciones estandar de temperatura y presion la rapidez
de las moléculas ronda los 350m/s, por lo que un tratamiento no relativista de las mismas resulta ade-
cuado en dichas condiciones. Sin embargo, tanto en la naturaleza a nivel astrofisico como en algunos
laboratorios, pueden existen sistemas en condiciones de temperatura extrema en los cuales las molécu-
las tienen celeridades comparables con la de la luz. Por ello el interés por estudiar gases relativistas se
ha incrementado durante la segunda mitad del siglo pasado y lo que va del presente. Adicionalmente,
la aparicién de métodos computacionales ahora permiten “experimentar” en diversas situaciones fisicas
que pueden ser inaccesibles en un laboratorio o simplemente muy costosas. El sistema que se estudia
en esta tesis es uno de ellos, una mezcla de gases diluidos e inertes a muy alta temperatura cuyas
particulas tienen celeridades comparables con la de la luz.
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Para el caso de un fluido simple en relatividad especial, existen en la literatura estudios fenomenologi-
cos. Tal vez el mas trascendente ha sido el desarrollado por C. Eckart en 1940 [12]. En dicho trabajo,
Eckart se plantea estudiar la Termodinamica de Procesos Irreversibles para un fluido ideal relativista.
Su objetivo es escribir una teoria consistente con la Relatividad Especial y la Termodinamica conocida.
Uno de sus resultados mas importantes, es que propone que el flujo de calor tiene la forma

T
J& = —kh? [Tﬁ + CQu#uﬁW} : (1.1)

donde h*” es el conocido proyector que definiremos méas adelante, x es una conductividad, T la temper-
atura definida el marco comdvil y ug la tetravelocidad hidrodindmica. En la Ec. (1.1) se aprecia que no
s6lo aparece un gradiente de temperatura como fuerza generadora del flujo de calor, sino que también
hay una aceleracion hidrodinamica que actia como fuerza. Este resultado no tiene la forma candnica
que predice la TIL pues u*ug,, no es el gradiente de una variable de estado. Por otro lado, se ha de-
mostrado [13, 14] que la Ec. (1.1) es la responsable de que un sistema relativista viole la hipotesis de
regresion de fluctuaciones. Un hecho notorio es que Hiscock y Lindblom optaron por teorias de orden
superior [15] abandonando asi una teoria lineal, v. gr. [16]. Al dia de hoy se ha demostrado ampliamente
que la razén de dicho comportamiento proviene del término de aceleracién propuesto por Eckart, del
cual se puede prescindir si uno se remite a la Teoria Cinética Relativista a primer orden en los gradientes
resolviendo por el método de Chapman-Enskog [14].

Por su parte, la Teoria Cinética Relativista lleva poco mas de un siglo en desarrollo. Sus inicios se
remontan a 1911 cuando Jittner [17] realiza una contribucién fundamental: propone una funcién de
distribucion para el impetu de las particulas consistente con la Relatividad Especial y que en el limite
no relativista recupera la funcion de distribucion Maxwell-Boltzmann. Dicha funcion de distribucién es
aparentemente la correcta pues alguna simulacién computacional la favorece [18] asi como estudios
tedricos como el realizado por G. Chacon-Acosta et. al. [19]. Continuando con el desarrollo histérico, A.
Lichnerowicz y R. Marrot [20] en 1940 escriben la ecuacion de Boltzmann en un esquema covariante.
Sabemos que hay dos resultados importantes que surgen de la ecuacion de Boltzmann sin necesidad
de resolverla, la existencia del Teorema H y la obtencién de ecuaciones de balance. La ecuaciones
de balance las obtuvo Marrot en 1946 [21] y el teorema H, A. H. Taub [22] en 1948. Ya para el afio de
1963, W. Israel [23] construyo la teoria cinética para un fluido simple muy completa que inclusive permite
calcular coeficientes de transporte. Israel supone que el método de Chapman-Enskog es aplicable a la
ecuacion de Boltzmann covariante, sin embargo esto se demostré6 matematicamente por A. L. Garcia-
Perciante et. al. [24] en 2008.

Al dia de hoy, existen dos referencias ineludibles en el estudio de la Teoria Cinética Relativista, la
primera es el libro Relativistic Kinetic Theory que recopila varias décadas de trabajo en el area por
S. R. de Groot W. A. van Leewen y G. van Weert [25] de 1980. La segunda es el liboro The Relativis-
tic Boltzmann Equation: Theory and Applications escrito por C. Cercignani y G. M. Kremer [26] en el
2002. En los dos textos se aborda la Teoria Cinética Relativista y se aplica el método de solucién de
Chapman-Enskog entre otros. Aqui cabe mencionar algo que los dos textos tienen en comun, nos refe-
rimos a que en ellos se omite un concepto fundamental conocido desde la Teoria Cinética Clasica que
permite separar flujos termodinamicos en dos partes: la disipativa, que es la que surge de la naturaleza
microscépica de la materia y la convectiva que aporta la contribuciéon de bulto. A dicho concepto se le
conoce por varios nombres, velocidad cadtica, velocidad peculiar o velocidad térmica, y es esencial-
mente la velocidad molecular que se mide en un sistema de referencia cuyos ejes estdn en reposo
respecto al fluido. En efecto, L. S. Garcia-Colin conjuntamente con A. Sandoval-Villalbazo [27] hicieron
notar que conceptos como la energia interna y temperatura locales asi como los flujos macroscopicos
que generan las fuerzas termodinamicas son descritos y calculados de forma clara y equivalente al caso
no relativista cuando se introduce el concepto de velocidad caética. Esta idea retoma una vieja tesis de
Eddington [28], quien afirma que todos los célculos de cantidades termodinamicas deben hacerse en el
sistema comovil, es decir, no tiene sentido medir variables termodinamicas y por lo tanto flujos disipa-
tivos en un sistema de referencia que se mueve respecto al fluido. Las mediciones deben hacerse en

TVéase la ecuaciéon nimero (37) del trabajo The Thermodynamics of Irreversible Processes, Phys Rev 58, 919 (1940). Es
preciso hacer notar que no demuestra dicha ecuacion, la supone por ser la forma mas simple.
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el marco de referencia comovil, donde obviamente solo tiene sentido la velocidad caética. Este punto
de vista es compartido por otros termodinamisistas [29]. Como se verd en el desarrollo de esta tesis,
la transparencia de los resultados es inevitable. Conviene en este punto aclarar que la descomposicién
aqui mencionada se lleva a cabo de una forma covariante lo que permite retener generalidad en los
resultados a reserva de un minimo de hipoétesis. Este tema merece una discusion a detalle la cual se
incluye en el capitulo 3.

Continuando ahora con la motivacion de esta tesis, es importante sefialar que al desarrollar la Teoria
Cinética Relativista para un fluido simple mediante la solucién de la ecuaciéon de Boltzmann con el
método de Chapman-Enskog a primer orden en los gradientes, el flujo de calor aparece como [30]?

I [LT Tv 1 ”,u] , (1.2)
T n

donde Lt y L, estan en términos de las integrales de colision y variables termodinamicas. La ecuacion

(1.2) es claramente diferente a la (1.1) y no presenta problemas de inestabilidad en las variables ter-

modinamicas [14].

La ecuacion (1.2) es esencialmente lo que motivd esta tesis; al tener en mente la Teoria Cinética
Clasica a primer orden con el método de Chapman-Enskog el segundo término proporcional a n , parece
una especie de efecto cruzado, es decir, “parece una termodifusién” que en el caso clasico so6lo aparece
en mezclas. En este sentido surge una pregunta natural, ses n , un efecto cruzado? Como en el caso
no relativista el efecto de termodifusion proviene exclusivamente de la existencia de dos especies, es
necesario estudiar la mezcla binaria en relatividad especial y entonces analizar en términos de las
hipotesis de la TIL el significado de los efectos cruzados que surjan.

Para realizar este andlisis hay que tomar en cuenta que no existe una versién fenomenolégica ple-
namente aceptada, entonces el desarrollo de la Teoria Cinética Relativista no debe dirigirse a una con-
cordancia con el trabajo de Eckart. La ausencia de una fenomenologia relativista nos lleva a buscar la
compatibilidad conceptual entre la Teoria Cinética Relativista y la Termodinamica Irreversible Lineal.

En concreto el objetivo de este trabajo es el siguiente: usar la Teoria Cinética en Relatividad Especial
que se conoce para una mezcla binaria inerte y ver bajo qué condiciones puede ser compatible con
la Termodinamica Irreversible Lineal. Es decir, buscar la congruencia con las cuatro hipétesis de la TIL
mencionadas anteriormente, en particular en definir claramente los coeficientes de transporte vectori-
ales, asi como analizar la validez de las Relaciones de Reciprocidad de Onsager. Como veremos durante
el desarrollo de este trabajo, para alcanzar el objetivo planteado exploramos varias opciones para la es-
tructura de la solucién propuesta a la ecuacién de Boltzmann, algunas existentes en la literatura y otra
que a grandes rasgos consiste en introducir nueva fuerza termodinamica y su correspondiente flujo (flujo
de volumen). La incorporacién de esta Ultima es novedosa y su significado es inexplorado.

La estructura de esta tesis esta conformada como sigue. En el capitulo 2 hacemos una breve revisién
de la Termodinamica Irreversible Lineal y la Teoria Cinética Clasica como antecedentes. En el capitulo
3 planteamos las ecuaciones de Boltzmann para la mezcla binaria y escribimos las ecuaciones de
balance para las variables termodinamicas. En dicho capitulo se define también el marco comovil y el
flujo de volumen a partir de una propuesta de solucién tipo Chapman-Enskog. En el capitulo 4 revisamos
distintas posibilidades para la eleccién de las fuerzas termodinamicas y revisamos su compatibilidad
con la TIL. Finalmente en el capitulo 5 calculamos la llamada “produccién de entropia” para cerrar la
congruencia entre la TCR y la TIL. Al final se incluye una breve seccién de conclusiones. El trabajo esté
escrito omitiendo detalles algebraicos para no perder la continuidad en el desarrollo. Algunos de dichos
calculos han sido remitidos a los apéndices. Adicionalmente se incluye una lista con la notacién utilizada
al final del texto.

2La forma de este flujo de calor, se puede obtener incluso con un modelo simplificado de la ecuacién de Boltzmann, i.e. el
modelo BGK, Véanse Refs. [31, 32, 33, 34].



Capitulo 2

Antecedentes

2.1. Termodinamica Irreversible Lineal

La Termodinamica Irreversible Lineal (TIL) se encarga de describir procesos en sistemas fuera de
equilibrio con ecuaciones constitutivas lineales. Este enfoque se usa en muchas ramas de la fisica y
la quimica, como mecanica de fluidos, magneto-hidrodinamica, transporte de masa y calor, por lo que
resulta de interés en proyectos interdisciplinarios. La metodologia de la TIL se puede aplicar a procesos
lineales que ocurren en sistemas que estén fuera del equilibrio termodinamico.

La TIL, como la conocemos ahora, es el resultado de décadas de esfuerzos para entender a los
sistemas fuera de equilibrio. Histéricamente se ha desarrollado en dos grandes escuelas, la primera en-
cabezada por Lars Onsager en 1931 [38]. El analizaba las fluctuaciones que exhiben variables termod-
inamicas alrededor sus valores de equilibrio debido a la naturaleza estadistica de las mismas. Propone
una hipétesis llamada “regresion de fluctuaciones”, en la cual supone que las ecuaciones que gobier-
nan al sistema termodinamico se satisfacen de la misma manera para variables mesoscopicas que para
macroscopicas (entendidas como promedios de las mesoscopicas). Su tratamiento es algo aspero y
dificil de seguir; algo notorio en su desarrollo es que las variables termodinamicas dependen sélo del
tiempo [39, 40] aunque al dia de hoy podemos encontrar analisis donde se incorpora la dependencia
espacial [41]. Las relaciones de reciprocidad de Onsager contienen la hip6tesis de que la relacién de
Boltzmann S = —kp In W se cumple fuera de equilibrio, sin embargo un estudio donde se obtienen estas
relaciones sin usar el postulado de Boltzmann lo hizo Kuiken en 1977 [42].

La otra escuela de termodinamica irreversible [2, 43] corresponde a la que formularon Meixner, De
Donder, Prigogine, de Groot y Mazur entre otros, la cual pretende describir a las variables termodinami-
cas fuera de equilibrio como variables de campo, es decir que dependen de la posicidon y del tiempo.
Ambos puntos de vista manejan un lenguaje similar pero son distintos. No obstante tienen en comun
el uso de resultados bien conocidos de la termostética. A partir de 1940 y hasta 1970, la Termodinami-
ca Irreversible se enfocd a uno u otro esquema y los experimentos se enfocaron en exhibir aquellas
situaciones en las que las relaciones de reciprocidad de Onsager se cumplen.

Hoy en dia, la TIL se basa en cuatro postulados fundamentales que provienen de las dos escue-
las antes mencionadas. Estos son: hipétesis de equilibrio local, validez de las ecuaciones de balance
(para la masa, impetu y energia) y la extensién de la segunda ley de la termodindmica para procesos
irreversibles, ecuaciones constitutivas lineales y validez de las Relaciones de Reciprocidad de Onsager
(RRO). Veamos dichas hipétesis una por una, utilizando como ejemplo un fluido constituido por una sola
especie, es decir un fluido simple.

1) Hipétesis de equilibrio local. Supongamos un sistema macroscoépico contenido en un recipiente
que tiene una longitud caracteristica ~ L. Este se puede dividir imaginariamente en celdas espaciales
muy pequenfias, a las cuales les llamaremos localidades, con una longitud caracteristica ~ I. Suponemos
que las particulas tienen una longitud caracteristica (o radio) d, de tal manera que d < | <« L. La
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hipétesis de equilibrio local consiste en suponer que en cada celda hay un nimero n de particulas que
forman un sistema en equilibrio termodindmico. Por lo tanto, en cada localidad tenemos una situacién
termostatica y la describiremos con variables que se relacionan por una ecuacién de estado. A estas
variables les llamaremos variables locales.

2) Validez de ecuaciones de balance y extension de la segunda ley. Supondremos la existencia y
validez de una ecuaciones de transporte para la masa, impetu y energia. Si pensamos en un fluido sim-
ple elegimos como variables de estado a la densidad de masa p (r, t), la velocidad hidrodindmica u (r,¢) y
la energia interna e (r, t). Nétese como es que la hipotesis de equilibrio local permite una representacion
en variables de campo, es decir que tienen una dependencia (r, t). La ecuacion de conservacioén para la
masa tiene la forma

dp
— -u=0. 2.1
o TPV (2.1)
La extensién de la segunda ley de Newton para fluidos es,
d R
pau +V.- 17 =-Vp, (2.2)

donde 7 es el tensor de esfuerzos y p la presion hidrostéatica (p = nkT). Por Gltimo, el balance de la
energia interna

P +V de =T :Vu, (2.3)

donde J. es el flujo energético que contiene en principio dos contribuciones, una convectiva y una que
proviene de la naturaleza disipativa del sistema (flujo de calor).
Por otra parte, de acuerdo con la hipétesis de equilibrio local, definamos una entropia local:

s(rt)y=slp(r,t),e(rt)]. (2.4)

Al calcular el cambio de s (r,t) en el tiempo, i.e. % y con ayuda de las ecuaciones de balance es posible
encontrar una ecuacién de balance para ps,

9 (ps)
ot

+V-J, =0, (2.5)

donde J; = "Tq corresponde a un un “flujo de entropia” y

1 1.0 ° 1
o= _TJ(] VT — T‘?’ ACEE AR (2.6)

o

Aqui 7" : Vu es la contraccion a escalar de dos tensores sin traza, 7 es la traza de 7 mientras que
V-ueslade Vu.

La relacion entre este esquema y la entropia que se estudia en Termodinamica Clasica debe ser
cuidadosa. La entropia es una cantidad que en Termodinamica se define en equilibrio, lo que aqui se
puede hacer es integrar a T'o en el espacio para obtener una funcién que depende del tiempo y ver si
en el limite a tiempos largos se recupera la entropia de un fluido ideal. Véase por ejemplo la Ref. [44].

En este trabajo (asi como se hace en muchos otros) abusaremos un poco del lenguaje con el Unico
fin de ahorrar palabras, a o le llamaremos la “produccion de entropia”.

La segunda hipétesis de la TIL consiste en suponer que o corresponde al calor no compensado de
Clausius, es decir, la energia que se disipa en cualquier proceso térmico. Entonces suponemos que

o >0, (2.7)

de tal forma que la segunda ley de la termodinamica es valida.
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3) Relaciones constitutivas lineales. Del conjunto de ecuaciones (2.1), (2.2) y (2.3) es claro ver que
hace falta informacién para resolverlas. Por una parte supondremos ahora que el tensor de viscosidades
en simétrico’. Por otra parte, diremos que los flujos estan determinados por gradientes de variables
termodinamicas, es decir

vT Genera un flujo de calor, (2.9)
Vp Genera un flujo de masa, (2.10)

y
Vu Genera un flujo de impetu. (2.11)

Dado que estamos considerando un fluido simple, de los experimentos tenemos la ley Fourier para el
flujo de calor y las ecuaciones Navier-Newton para para el flujo de impetu:

J, = —kVT, (2.12)

F = —nVu, (2.13)
y

r——V.u, (2.14)

Aqui k es la conductividad térmica, n es la viscosidad cortante y £ es la viscosidad de bulto. Estas
cantidades se pueden hallar, como hemos dicho, haciendo un experimento o bien con alguna teoria
microscépica como la teoria cinética.

Con ayuda de (2.12), (2.13) y (2.14) el sistema de ecuaciones diferenciales conformado por (2.1),
(2.2) y (2.3) se convierte en un sistema cerrado. Para el caso de un fluido simple el problema queda
resuelto, pero existen otros sistemas donde aun falta informacién.

El caso relevante para esta tesis es la mezcla binaria, es decir, dos fluidos simples mezclados. Se
sabe que los flujos vectoriales para la mezcla son?

Jq = —LuVT — L12Vn, (215)

para el flujo de calor y por otra parte debido a la difusion de una componente del gas en la otra, hay un
flujo de masa
Jmasa = —L21VT — L22Vn. (2.16)

En este caso, las variables de estado son las densidades de las especies p(;) Y p;), la velocidad bar-
icéntrica u y la temperatura de la mezcla T'. Esto lleva a escribir 6 ecuaciones de transporte. Ademas
aparecen dos coeficientes de tranporte adicionales. El sistema de ecuaciones ahora no tiene cerradura,
esta razon nos lleva a incorporar una hip6tesis adicional.

4) Relaciones de Reciprocidad de Onsager. La cuarta hipétesis de la TIL consiste en suponer que
la matriz con los coeficientes de las ecuaciones (2.15) y (2.16):

Ly Lo
L= 217
< Loy Lo ) ’ (2.17)
L=L". (2.18)

Los elementos de la diagonal estan asociados con coeficientes de transporte directos, mientras que los
que estan fuera de ella corresponden a los efectos cruzados.

es simétrica,

Esta hipétesis se puede reducir a suponer que en el fluido se conserva el impetu angular L (véase Refs. [45, 46, 47)):

7]

9t (pL) +V - (I" x 7+ P(?u) = 7 antisimétrico + I X pF, (2.8)

donde F es una fuerza externa. Esta es una ecuacion de conservacion en ausencia de fuerzas externas solo si 7 gntisimétrico = O-
2E| primero es describir teéricamente desde el punto de vista de la teoria cinética la forma estos flujos fue David Enskog en

1917. Fue reconocido como el descubridor de la difusion térmica en 1945. Sus resultados, junto con los de Sydney Chapman se

usaron en el método de enriquecimiento de uranio 235 para la creacion de las primeras armas nucleares.
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2.2. Teoria Cinética Clasica

En esta seccion haremos una breve revision de la teoria cinética clasica para una mezcla binaria
inerte y veremos de qué manera se relaciona con la TIL.

Consideremos un gas compuesto por dos especies (i), (j) cuyas masas son my;) y m;y respectiva-
mente. La ecuacion de Boltzmann en ausencia de fuerzas externas para la especie (i) es [4, 48],

Z210) 9fa)
ot TVo 5 T J(fayfa) + I (fay fo)s (2.19)
y para la especie (j),
Of; of;
3(;) VG- 8(rj) = J(fife) + o fe)- (2.20)
Estas ecuaciones las podemos expresar de forma mas compacta como
(2)
Of Of )
o VO T Z J(fayfi)) (2.21)
i,j=(1)

aqui, ij):u) J(fuy f(;)) es el término de colisiones completo. En este caso tenemos una mezcla binaria,

entonces hay tres tipos de colisiones, de la especie (i) con (i), de la especie (i) con (j) y de la especie
(j) con (j). Cada término de colision esté definido de la siguiente manera:

J(fayfa) = // {f(quz))f(sz)) *f(V(i))f(V(j))] (2.22)
<o (Vi Vi) = ViV ) 906, aVG) ¥ avy;).

donde g;;) es la velocidad relativa de dos particulas cuando chocan, f (v’(i)) es la funcién de distribu-

cion para la especie (i) evaluada en su velocidad luego de una colisién v/, ; f (v(;)) esta evaluada en
la velocidad antes de una colision v(;) y analogamente para (j). Tenemos dos ecuaciones de Boltz-
mann con la misma estructura y acopladas a través del término de colisiones J () f(;)) = J (f(j)f4))-

La seccion transversal o (v(i)v(j) = ViV j)) satisface el principio de reversibilidad microscopica que

garantiza la existencia de colisiones inversas®. Esto se refiere a que las ecuaciones para la trayectoria
de las particulas cuando chocan son reflexivas* ante un cambio en el tiempo ¢t — —t y espacio ¥ — —r,
este tipo de reversibilidad es se le llama dinamica.

La ecuacion de Boltzmann da lugar a dos resultados de inmenso significado fisico sin necesidad de
ser resuelta ni de la especificacion de la naturaleza de la interaccién molecular. Veamos uno por uno.

Ecuaciones de Balance Primero suponemos que las particulas no tienen grados internos de libertad,
es decir, cuando chocan conservan la masa, el impetu y energia. A estas cantidades se les conoce
como invariantes colisionales {m;), m)V), 5m |V, |* }- El procedimiento es multiplicar la ecuacion
de Boltzmann (2.21) por cada uno de los invariantes e integrar en las velocidades. Las variables de
estado que utilizaremos, son la densidad de masa por especie p;, la velocidad hidrodinamica u de la
mezcla y la energia interna e.

Vale la pena definir en este punto a la velocidad caédtica. Para ello recordemos que la velocidad
V(;) es la velocidad de una particula de la especie (i) medida en el marco de laboratorio. La velocidad
u es un campo de velocidades del fluido, medida en el laboratorio, entonces para cada localidad se

3El tipo de interaccién méas elemental es el de esferas duras. En la obtencién heuristica de la ecuacién de Boltzmann se supone
que las particulas no tienen grados internos de libertad, una colision de esta naturaleza preserva la masa, impetu y energia.

“Por reflexivas nos referimos a que las ecuaciones describen trayectorias geométricamente idénticas ante el cambio t — —ty
r— —r.
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puede definir un observador que se mueve a la velocidad u. Dicho observador, que le podemos llamar
observador comdvil vera que en la localidad que le corresponde la velocidad del fluido es u = 0. Dicho
esto, el observador comévil no mide la velocidad v ;) para la particula en cuestion sino que mide

k(z) = V(z) —u. (223)

Como veremos a continuacién, esta definicion es de gran utilidad.
Para la conservacion de la densidad de masa, multiplicamos la Ec. (2.19) por m ;) e integramos en
las velocidades dv ;) para encontrar (vea apéndice A)

Ip(i
a;) +V - (o) = —V - Jgy), (2.24)
donde
P = P@) T PG) = M@Ne) + MmN, (2.25)

y la densidad local de particulas se define como,

ngy (Kt) = /f(i)dv(i). (2.26)
En la Ec. (2.24) la velocidad baricéntrica para la mezcla u® se define como

PU = iUy + p()UG), (2.27)

donde ug;, es la velocidad hidrodinamica para la especie (i), definida como
1

()

ug)(r,t) = /V(i)f(i)dv(z‘)~ (2.28)

En la Ec. (2.24) también se ha definido el flujo difusivo de masa,

J(i) = Mmyj) /k(i)f(i)dV(i). (2.29)
Es importante notar que debido a la Ec. (2.27) al tomar la suma por especies de la Ec. (2.29) tenemos
> di =0. (2.30)
(2)
Podemos reescribir entonces la Ec. (2.24) en términos de (p, u) resultando
p
ar ) = 2.31
o TV (ow) =0, (231)

que representa una ecuacién de balance para la masa total. Las ecuaciones de balance que usaremos
para la masa son precisamente la Ec. (2.24) y su analoga para la especie (j), pues en ellas aparecen
las variables de estado p(;) ¥ p(j)-

Para el balance de impetu o segunda ley de Newton para fluidos hay que multiplicar la ecuacién de
Boltzmann (2.21) por m;V(;) y nuevamente integrar en la velocidades dv;, resultando que,

% (pu) +V - (? + puu) = —Vp, (2.32)

o

donde hemos introducido la definicion para el tensor de esfuerzos 7,

T =) mg / L OLONOLLOE (2.33)
(%)

5Esta velocidad coincide con la que tiene el observador comévil respecto al marco de laboratorio.



CAPITULO 2. ANTECEDENTES 12

y la presion hidrostatica
(2)
1
P=73 > mg / Koy I fiy dK o). (2.34)
(1)=(1)

Por Ultimo, para el balance de la densidad de energia interna pe, multiplicamos la ecuacion de Boltz-
mann por im; |V(;|?, y nuevamente integramos en las velocidades. Se obtiene

%(pe) = V- (peu+d,) — 7 : Vu, (2.35)

donde la densidad de energia interna se define como

(2)
1
(1)=(1)

y kfi) = |k(;|?, ademas el flujo de calor

2)
1
o =dyy oy = 5 D M) / ko Ko Fi @K (2.37)
()=(1)

Si suponemos que la energia interna sélo depende de la temperatura, la Ec. (2.35) representa una
ecuacion para la temperatura T'. En las ecuaciones (2.33), (2.34), (2.36) y (2.37) estamos integrando
con respecto a la velocidad caotica o peculiar k;) que definimos en la Ec. (2.23) dado que dk;) = dv ;).

El introducir dicho marco coordenado llamado “comovil”, donde se mide k(;), tiene un gran significado
fisico y no es una arbitrariedad. Veamos un ejemplo donde se clarifica su importancia. Considérese un
fluido, un gas por ejemplo, y supéngase que se mueve en una especie de nube. El transporte energético
en dicho fluido se da en dos contribuciones, la primera es la energia que transporta el fluido como un
todo, a esta contribucion se le conoce como “transporte convectivo” que aqui denotamos con peu; es
claro que en el “marco comévil” esta contribucién desaparece. La otra se debe a procesos intrinsecos de
la naturaleza molecular de la materia, a esta se le conoce como “transporte cinético”; en teoria cinética
esto es lo que se define como el flujo de calor J,. Es sumamente importante subrayar que el flujo de
calor esta definido estrictamente en el llamado “marco comdvil” donde la velocidad de las particulas es
k L .

( )Regresando a las ecuaciones de balance, como hemos visto, se generan de una manera “natural”
con la ecuacién de Boltzmann cuando se impone la hipétesis de que las particulas no tienen grados
internos de libertad. Las ecuaciones (2.24), (2.32) y (2.35) son un resultado y no una hipétesis como
ocurre en el caso de la Termodinamica Irreversible Lineal. Las cantidades como la densidad de particulas
n(;), ademas de las definidas en las Ecs. (2.27) (2.29) (2.33) (2.34) (2.36) y (2.37) estan expresadas
como promedios sobre la funcion de distribucion f;y. Entonces, para evaluarlas el problema es resolver
la ecuacion de Boltzmann. Esto permite tener una descripcién del sistema en las variables que hemos
elegido.

El segundo resultado general es el bien conocido Teorema H que podemos enunciar en su versién
local. Imaginese una mezcla de dos gases ideales gobernada por la ecuacion de Boltzmann, cada
especie descrita por una funcion de distribucion inicial f((f)) (r,v(),t = 0). Este teorema establece que el
sistema tiende a un estado de equilibrio si y solo si

dH

< 2.
o <0, (2.38)
donde

H(r, t) = Z //f(z) (r, V(i),t) In f(z) (r,V(i),t) dV(i), (239)
(@),(5)
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para todas aquellas colisiones tales que

>° (Fofly — fndw) =0 (2.40)
(,0)

Para ver con detalle la demostracion consulte el apéndice B.

A partir del teorema H, se puede encontrar la solucién de equilibrio local y global de la ecuacién
de Boltzmann [4], en este trabajo nos interesa el equilibrio local. Este ocurre en tiempos del orden del
tiempo libre medio ¢,,, donde han ocurrido millones de colisiones de tal manera que se ha alcanzado un
suavizamiento de f(;). En este tiempo, las inhomogeneidades espaciales entran en escena y predominan
en lo que se conoce como etapa hidrodinamica [49, 50]. La solucién general de (2.40) tiene una forma
exponencial con coeficientes indeterminados. Para obtener dichos coeficientes, y por lo tanto la funcién
de distribucion de equilibrio local, se usan las definiciones de las variables termodinédmicas (2.26), (2.27)
y (2.36) y se impone como condicion subsidiaria que solo se promedian en aquella f(;) = f((f)) que sea
solucién de (2.40). Entonces se obtiene

3/2 2
© _ mi) _mp |V —u(rnt)| 0 41
Jy =nw (11) <2kaT(r,t)) eXp( 25T (r,t) ' (2.41)

La ecuacion (2.41) representa una funcion de distribucion de equilibrio local.

2.2.1. Método de Chapman y Enskog

Como ya hicimos notar desde la introduccion, pretender una soluciéon exacta de la ecuacion de
Boltzmann resultara en un trabajo si bien no necesariamente irrealizable bastante infructifero. Aunque
logremos resolver el problema de valores iniciales, ello no ofreceria una solucion termodindmica pues
representaria una solucion en términos de la posicién y momento de las particulas. En esta seccion apli-
caremos un método que da la vuelta al problema y aproxima la solucién de la ecuacion de Boltzmann de
una forma muy ingeniosa permitiendo la obtencién de ecuaciones de balance asi como sus ecuaciones
constitutivas con sus correspondientes coeficientes de transporte sin necesidad de llegar a la solucién
explicita para f;.

El método de Chapman-Enskog [9] estd compuesto de dos hipdtesis principalmente. La primera
consiste en desarrollar la funcion de distribucion f;) alrededor de la funcion de equilibrio local f((io)), que
es la descrita en la Ec. (2.41). El desarrollo es de la forma

foy = £ (1 +eda) + GG + - ) : (2.42)

donde €" ¢} representa la n-ésima correccion de la funcién de distribucion de equilibrio local. El parametro
¢, representa un medida de la no uniformidad en el gas. Para garantizar la convergencia de f(;) basta
imponer que
e<1. (2.43)
La segunda hipo6tesis es critica, supone que a tiempos del orden del tiempo libre medio la dependen-
ciade f(;) en (r,v(;,t) estd dada a través de las variables de estado (n(;),u(r,t),e(r,t)) y se le conoce
como hipétesis funcional,
fay 6@y Ing (r, ), u(r, t), e(r, t)]. (2.44)

En la aproximacién a primer orden en ¢ tenemos
foy = f((io)) (1 + 6(15(1-)) ) (2.45)

que como veremos, lleva al régimen Navier-Stokes-Fourier. A orden cero en ¢ recuperamos el régimen
de Euler.
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Ahora bien, sustituyendo la Ec. (2.45) en (2.21), con ayuda de (2.44) y las ecuaciones de Euler (2.24),
(2.32) y (2.35) usando ademas la ecuacién de gas ideal p = nkgT (vea apéndice C) nos queda,

2
© _ e muki 5 | o ©)
DY = km-l( o _2 VInT + (Z)d(j) £ +k Dk oKa k( . Vuy! (2.46)

b
= Y n@nro e (b6 + 66))

i=a

aqui Dy = 2 +v;) - 2, ademas d ;) es la llamada fuerza de difusion®,

d(ij):v(#)—"_ ") ni)) ) Vinp = —d ;. (2.47)

Las integrales de colisién linealizadas de (2.46) estan dadas por,

_ (0) 4(0)
naynG L) (66 + o)) = / / / foy £y 7965) (%‘) +60) — P —¢'<j>) dK ;) dK(;)dK(;).  (2.48)

La ecuacion (2.46) es una ecuacion integro-lineal para ¢;), su solucion es el resultado de un tratado
no trivial desarrollado por David Hilbert y luego consolidado por Enskog. Aqui solo nos referiremos a la
literatura [7, 52, 9, 4] donde se demuestra que la solucién Unica a la ecuacién (2.46) con ayuda de las

condiciones subsidiarias
m)

/ ) makay o b dki =0, (2.49)
§m(i)k(i)
se puede escribir como
1 o
¢(i) = —k(i)A(i) -VInT — gk(i)D(i) 'd(ij) — B(i)k(i)k(i) : Vu. (250)

En la solucion (2.50) los coeficientes A(;), By Y D) no estan determinados, dependen de la celeri-
dad de las particulas y las variables termodinamicas. Sin embargo como veremos a continuacién no
es necesario conocerlos explicitamente para establecer la compatibilidad entre la Teoria Cinética y la
Termodinamica Irreversible Lineal.

Una vez que tenemos la solucién de la ecuacidn de Boltzmann a primer orden, podemos usarla para
determinar la forma de los flujos en el sistema. Escribamos los flujos vectoriales’. El flujo de masa lo
hallamos sustituyendo la Ec. (2.50) en la (2.45) y esta a su vez en la (2.29). Asi tenemos que,

J
e /f Ko Ao @Ky VInT /fgg)k%i)Dmdk(nd(ij)? (2.51)
y por lo tanto podemos definir los coeficientes de transporte a partir de
29, ~Lag()VIn T = Laagi)di- (2.52)
m(z) q(r dd(i i

Para el flujo de calor hay que tener un poco de cuidado pues la contribucién energética que definiremos
adimensionalmente como J;(i) no solo se debe al flujo de calor sino que existe una contribucién de la

entalpia de mezclado [3, 53], por lo que escribimos

6Cuando se estudia una mezcla binaria en la que se suponen diferentes temperaturas, no hay difusién mutua debido a que
las especies del gas se consideran independientes, es decir las variables se toman como n;), U ¥ T(;- En tal caso, existen
argumentos en la literatura [51] que muestran que las especies alcanzan el equilibrio térmico local en un tiempo del orden de el
tiempo libre medio.

Para poder verificar las relaciones de reciprocidad de Onsager, es necesario que los coeficientes de transporte cruzados sean

iguales. Para ello escribiremos los flujos vectoriales de forma adimensional, el flujo de masa % y el de energia J;m.
i
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donde h(;) = ngT es la entalpia especifica. El flujo de energia resulta entonces

(i)

k2. mk?.
ro_ © (™G 5 e (0) ) D) 2

y nuevamente definimos los coeficientes de transporte a partir de

cond;) = d(;;), pues las fuerzas de difusion no son independientes, sino que satisfacen d(;;) = —d ;).
Para clarificar nuestro objetivo, construyamos una “matriz onsageriana” de la forma
o) L _( Lygts)  Laags ) ( VinT ) (2.56)
o Ja) Laqiiy  Laag dg ’

donde la relaciones de Onsager predicen que

El procedimiento para verificar la Ec. (2.57) se basa completamente en la reversibilidad microscépica.
Si bien el procedimiento es un poco engorroso, la idea es sencilla: se manipulan las ecuaciones de
Boltzmann linealizadas hasta llegar a una estructura idéntica a la forma de los coeficientes de transporte.
Como las ecuaciones de Boltzmann llevan consigo los términos de colisién, son estos los que hacen
que la Ec. (2.57) sea valida debido a la reversibilidad microscopica. Los detalles se pueden leer en el
apéndice D.

Como conclusion de este capitulo, vemos que la Teoria Cinética Clasica (TTC) a primer orden en los
gradientes es compatible con la Termodinamica Irreversible Lineal (TIL). Este Gltimo enunciado, aunque
pudiera parecer natural en la representacién de fuerzas termodindmicas que elegimos, no lo es en todos
los casos. En la literatura [53], el director de esta tesis junto con P. Goldstein demostraron en 2005 que
la eleccién de fuerzas no puede ser arbitraria. En dicha referencia se pone como contraejemplo el uso
del gradiente de potencial quimico como fuerza termodinamica. En efecto, ellos prueban que en esa
representacion, la hipotesis de reciprocidad de Onsager no se cumple.



Capitulo 3

Teoria Cinética de una Mezcla Binaria
Inerte Relativista

En este capitulo vamos a desarrollar la Teoria Cinética Relativista (TCR) para una mezcla binaria
inerte de gases diluidos. Esta tesis se centra en buscar una representacion de la TCR que sea com-
patible con la Termodinamica Irreversible Lineal (TIL), particularmente en poder hallar una forma de los
flujos vectoriales y de la produccién de entropia de tal manera que se cumpla con la segunda ley de la
termodinamica asi como la verificacién de las relaciones de reciprocidad de Onasger. En este sentido y
como se vera en los capitulos subsecuentes se puede incorporar un nuevo flujo de naturaleza exclusi-
vamente relativista que le llamaremos flujo de volumen. Procurar la compatibilidad entre la TCR y la TIL
nos llevara a definir con claridad los coeficientes de transporte, resultado que también es novedoso en
el tema.

Comenzando con el andlisis del gas, consideremos una mezcla binaria inerte diluida, cuyas particu-
las no tienen grados de libertad internos ni degeneracion. Sus masas son m; Y m;), los subindices
e indices que estan entre paréntesis etiquetan a las especies (i), (j). El andlisis se lleva a cabo en el
esquema de relatividad especial, el espacio no tiene curvatura y la métrica que utilizaremos es la de
Minkowski cuya signatura se define con el elemento de linea

ds® = da® + dy* + dz* — Fdt?. (3.1)

La rapidez de las particulas es comparable con la de la luz; esto se puede asociar con que el gas esta
a muy alta temperatura. A lo largo de estos calculos usaremos como parametro la razon entre kT y
m;)c® que definimos como:

kT

m(i)c2 ’

25 = (3.2)
para cada una de las especies. La temperatura T' que aparece en la ecuacién anterior la suponemos
como un invariante ante Lorentz, dandole de esta manera sentido a decir que z(;) es una medida in-
variante de qué tan relativista es el sistema. Un gas sera relativista cuando z(;) ~ 1, lo que implica una
temperatura 7' ~ 107K para un caso de gas de electrones. El limite no relativista se encuentra cuando
;) — 0, mientras que un sistema es ultra-relativista cuando z;) > 1.

El planteamiento de las ecuaciones de Boltzmann no constituye mayor problema pues se utilizan las
mismas ideas que aquellas presentes en el caso no-relativista. Su deduccion heuristica esta basada
principalmente en dos hipétesis: la primera supone que las colisiones son elasticas y binarias, esto
quiere decir que hay colisiones de pares y no se consideran colisiones de tres o mas particulas. El hecho
de que sean elasticas implica que conservan la masa, impetu y energia. Por otra parte, el hecho de decir
que las colisiones son binarias acota (a priori) el intervalo de densidad (densidades bajas) para el cual la
ecuacioén de Boltzmann es valida. La otra hipétesis es la del caos molecular, que dice que las particulas
cuando chocan no estan correlacionadas entre si. En principio en un encuentro binario descrito con

coordenadas (w‘&), v?l)) y (xfé), v&)) para cada particula, tendriamos una funcion de distribucion para

16
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ambas particulas f- (x?‘l),v(al),x&),vé)) La hipétesis del caos molecular dice que las colisiones se
pueden pensar como eventos independientes, es decir

2 (0, 20y oy ) = £ (#80080)) £ (78 0i) 33)

esta hipotesis es completamente probabilistica y no tiene que ver con la dinamica del sistema, implica
que las velocidades de las particulas y sus posiciones no tienen correlaciéon con eventos que les han
ocurrido en el pasado. Ahora bien, omitiendo los detalles que estén en la literatura (véase por ejemplo
Ref. [26]) la ecuacion de Boltzmann es una ecuacién integrodiferencial para una funcién de distribucién

por particula f; (:c?i), vg)). Las ecuaciones de Boltzmann covariantes [22, 25, 26, 56, 57, 58] para cada
especie (i), (j) = (1), (2) de la mezcla son:

(2)
U(Oé)f(i),a: Z J(ij)- (34)
(H)=(1)

La tetra-velocidad molecular para alguna particula de la especie (i) esta definida como
oy = Yo {wiie} (35)
donde

c

m —1/2
WinWiym
Yoy = <1 Sl > (3.6)

es el factor de Lorentz usual. El indice m va del 1 al 3. La tetra-velocidad molecular v estd medida en
un marco de referencia arbitrario, al que llamaremos marco de laboratorio. También hay que sefalar que
en nuestra notacién, los indices griegos son para denotar tetra-vectores (a=1,2,3,4) y tensores mientras
que los indices latinos se refieren a la parte espacial (m = 1,2, 3).
La cantidad

f(i)dgxdgv(i) + f(j)d3xd311(j) (3.7)
representa el nimero de puntos significativos' en el espacio fase, es decir el nimero de particulas de
la especie (i) en el volumen d*zd3v(;) mas las particulas de la especie (j) en el volumen d*zdv;). La
funcion de distribucion f(;) se normaliza con un nimero constante i.e. el numero de particulas, dicho

namero debe ser el mismo para cualquier observador. Entonces uno define a f(;y como un invariante
ante Lorentz [26, 54]. Los términos de colision se pueden escribir de la siguiente manera [26, 25]:

(2 (2)

. Jan= D / (f(nf('j)—f(i)f(j)) Flij) B i) 4oy (). (3.8)
G=(1) (=(1)

Aqui, F(;;) representa el flujo invariante,

1 4 4 1 m 2
F(ij) = gv(i)’u(j) = C\/'yw(i)’yw(j) (w(i)wm(j) — 02) —c4 (39)

que se reduce a la velocidad relativa en el limite no relativista. Denotamos con dv;) @ la diferencial que

se construye tomando la parte espacial de la velocidad y dividiéndola entre su componente temporal

vt = vt

By
dvfyy = =9, (3.10)

"En el sentido estrictamente probabilistico, esta cantidad representa el valor de expectacién de particulas en d%d%(i) y
d3zd®v(;y. Véase por ejemplo Ref. [60].
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que también es un invariante [30]. La demostracién se hace al examinar la relaciéon que hay entre
dicho elemento medido en un marco de referencia dvg;) y en algin otro dvg;,.- Al analizar la relacion

%

dv(ydvfydvly = | T|dv;ydv,ydvf;, se tiene que el jacobiano | 7| es igual a v(y/¢,, por lo que

1 2 3 1 2 3
D Wi WGy v WG )

, (3.11)

4
V) V)
siendo esta ecuacién la demostracién de la invarianza ante Lorentz de dva.). Las cantidades sefialadas
con una prima f;' denotan que estan evaluadas en la velocidad luego de una colision binaria i.e.
fiy = fo (l’u(i),%(i))- La seccion eficaz de colision es ¥(;; y no es un invariante de Lorentz. Por
otro lado, la seccion diferencial eficaz de colision invariante es X;;)d€}(;;), donde d;; es el elemento
de angulo so6lido para colisiones binarias entre particulas de la especies (i) y (j) respectivamente. Es
muy importante sefalar que tanto Fi;;) asi como X;;,d<};;) satisfacen una simetria analoga a aquella
correspondiente a la del principio de reversibilidad microscopica [61, 62, 63, 64], es decir

Fiii X5y 492 | = Fij S Q30 |,

V(i) Vpa(4) @) VhG)

(3.12)

El hecho de requerir dicha simetria genera un criterio de irreversibilidad, el cual podemos entender
enunciando el teorema H: para algin estado inicial de la funcion de distribucion f;), un gas gobernado
por la ecuacién de Boltzmann tiende al equilibrio local si y solo si

Hl, <0, (3.13)
para todas las colisiones binarias tales que
f fiy = Tarfa (3.14)
donde la funcion H* se define como
HH = — Z/vé)f(i) (ln f(,;) - 1) dkai)' (3.15)
(4)

En esta formulacion, H* se puede asociar con la entropia local siempre y cuando la funcién f;) esté es-
crita en términos de variables termodinamicas de campo. Este teorema expresa que la funcién definida
en (3.15) es una cantidad que no puede decrecer en el tiempo. Por otra parte, resolver la ecuacion (3.14)
e introducir alguna informacion termodindmica, permite describir a la funcion de distribucién asociada
con el equilibrio local. Esto lo veremos mas adelante.

Tal y como lo hemos mencionado en la introduccién, en la literatura disponible [54, 25, 26] hay
una omisién que en nuestra opinién es fundamental en la teoria cinética, nos referimos al uso de la
velocidad cadtica o térmica. Dicha velocidad es la velocidad molecular que se mide en un marco de
referencia cuyos ejes se encuentran en reposo con el fluido y permite distinguir de una manera muy
clara los efectos disipativos de los convectivos [55].

La transformacion de Lorentz y el marco comovil

La velocidades moleculares vé) estdn medidas en un marco arbitrario. Ahora vamos a definir un con-
cepto muy importante en la teoria cinética, la velocidad cadtica, velocidad térmica o velocidad peculiar.
También vamos a definir el marco comdvil, donde justamente se mide la velocidad cadtica. Este mar-
co permite visualizar con claridad a los flujos disipativos como promedios de cantidades microscopicas
[1, 55] y los aisla de los efectos convectivos.

El marco comovil es aquél en el que el observador mide una velocidad hidrodindmica igual a cero,
es decir, el fluido en una localidad no se mueve respecto a él, esto es, U* = [0,0,0, ¢|. Dado nuestro
enfoque en relatividad especial, es importante hablar de la transformacién de velocidades de un marco
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Este volumen IV representauna
localidad moviéndose a una tetra-
velocidad U® respecto al marco
de laboratorio

/U“

- )

En el marco

;o " o
comovil se mide K(i)

Alguna particula
en el sistema

En el marco de B
laboratorio se mide U(i)a = aﬁK(i)

Figura 3.1: Marco comévil moviéndose a una tetra-velocidad U respecto al marco de laboratorio.

comoévil a otro arbitrario. Nosotros asociamos el marco comoévil a la hipétesis de equilibrio local, que
tiene el mismo significado que en el caso no-relativista. Otra forma de decirlo, es que las celdas que
definen localidad también definen un marco comovil.
Sea una sistema S anclado a un volumen V (véase figura 3.1). En dicho marco, la velocidad molec-
ular que se mide es
K (*;)7 (3.16)

para la especie (). Ahora tomemos en consideracion otro marco de referencia S, de tal forma que
S se mueve a una tetra-velocidad U respecto a S como lo indica la figura. La relacion entre ambas
velocidades esta dada a través de una transformacién de Lorentz, que es de la forma,

vy = LUK, (3.17)

Aqui £# es una transformacién Lorentz referida a una tetra-velocidad U*, donde U* la definiremos en la
siguiente seccion (Ecs. (3.23) y (3.24)).

Esta transformacién de velocidades ha sido una pieza clave en varias publicaciones [30], y constituye
una novedad? en la literatura concerniente a la teoria cinética relativista.

Como veremos en las siguientes secciones, usar la Ec. (3.17) nos permite entender con claridad
algunos conceptos como los flujos termodinamicos [1, 55] y su generalizacion al caso relativista.

2Resulta sorpresivo que en la literatura previa no se encuentre esta transformacion. Es bien sabido en la teoria cinética que
para aislar los flujos difusivos de los convectivos uno debe diferenciar estos dos marcos [1, 55].
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Por otro lado y regresando a la linea de ideas convencional en la teoria cinética, de la ecuacién
de Boltzmann se obtiene otro resultado importante sin necesidad de resolverla, i.e. las ecuaciones de
balance. A continuacion nos ocuparemos en deducir las ecuaciones de transporte para la mezcla.

3.1. Ecuaciones de Balance

En esta subseccion se obtendran las ecuaciones de transporte para el sistema de estudio y para
cada una de ellas se establecera la ecuacién que corresponde al regimen de Euler (sin disipacién). El
método de Chapman-Enskog que usaremos mas adelante requiere conocer la solucién de orden n — 1
para obtener la de orden n. Asi en el régimen de orden 1, se requiere conocer la hidrodinamica para
n = 0, es decir, el régimen de Euler. Para obtener dichas ecuaciones hay que recordar que suponemos
que cantidades como la masa en reposo, el impetu y la energia se conservan ante colisiones. Entonces
nos referiremos a “invariantes colisionales” cuando usemos las siguientes cantidades,

{mu)? m(i)%} ) (3.18)

claramente la energia esta contenida en la componente temporal del tetra-impetu i.e. m;v(,,. En esta
seccién obtendremos las ecuaciones de balance y el conocido tensor impetu-energia. Veremos como
es que la incorporacion del concepto de velocidad cadtica clarifica y da sustento microscépico al tensor
impetu-energia introducido por Eckart. Estos resultados se encuentran publicados en las referencias
[65, 66, 67].

Tomaremos como variables de estado locales la densidad de particulas para cada especie n(;) Y n(j),
la tetra-velocidad baricéntrica para la mezcla U* y la temperatura 7' 2. Como en el caso no relativista,
es posible de un modo analogo deducir de la ecuacién de Boltzmann ecuaciones de balance para la
representacion elegida.

3.1.1. Balance de numero de particulas.

Para obtener la ecuacién de continuidad del nimero de particulas multiplicamos la Ec. (3.4) por la
masa en reposo m ;) € integramos en las velocidades dv(y resultando que

(mm / vEJé)f(i)dv&-))b =0, (3.19)

aqui la derivada covariante ()., corresponde a un gradiente a% pues, dado que la métrica es plana los

3

simbolos de Christoffel son cero. Definimos el tetra-flujo covariante:
Es inmediato que la cantidad definida en la Ec (3.20) se conserva,

Nyia = 0. (3.21)
Si tomamos la contribucion de ambas especies tenemos,

(NG +Ng)) =Na =0, (3.22)

;&

por lo que el tetra-flujo covariante total N se conserva.

3En el sentido estricto, los componentes del gas podrian estar a distintas temperaturas. Para el caso no relativista se puede
demostrar que el tiempo en el cual las temperaturas se equilibran es muy corto [51], es decir, mucho més pequefio que las escalas
de tiempo hidrodinamicas. La extrapolacion de este resultado al caso relativista se tomara como valida aqui.
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Definamos la tetra-velocidad baricéntrica covariante de la mezcla U® a través de la siguiente ecuacion
N = (n(l) + TL(J)) Uue, (3.23)

donde la densidad total de particulas es n = n(;) + n;). Por lo tanto podemos escribir la tetra-velocidad
baricéntrica en términos de las tetra-velocidades hidrodinamicas de las especies, como,

nU® = npUG) + ni)Us. (3.24)
donde
nwUG) = / oy fiydv(y (3.25)

segun la Ec. (3.20).
Las cantidades que hemos definido de la Ec (3.20) a la (3.24) son covariantes. Entonces podemos
analizar su forma dada como una transformacion desde el marco comévil:

Nl = LETG, (3.26)

donde Jg) es el flujo difusivo para la especie (i) y £¥ es la transformacion de Lorentz definida en la
ecuacion (3.17). Notese que esta definicion para el flujo difusivo es la generalizacién de aquella que es
usual en el caso no relativista. El flujo difusivo total se puede escribir entonces como un promedio de las
velocidades cadticas:

3

aqui dK7;) = dKIf”) representa una diferencial invariante y por lo tanto es igual a la definida en la
(4)

ecuacion (3.10). Es importante notar que los flujos Jg) y J(ﬁj) en el marco comdévil tienen la siguiente

propiedad (vea apéndice E)

JGy + 0 =1(0,0,0,n). (3.28)

por lo que el la densidad de particulas se define como
n=ng +ng) = / Voo Sy AR Gy + / Voo F K Gy (3-29)

La ecuacion (3.29) representa un invariante escalar de acuerdo a la Ec. (3.23).
Por otro lado, al desarrollar la ecuacion (3.21) con ayuda de (3.26) (véase apéndice F), tenemos que

a 1 (9 (7 8’& u 8 [

recordando que los indices latinos representan la parte espacial y hemos usado la notacion U* =
Y [u’, c] con u = uly;. De la ecuacion (3.30) vemos claramente que los primeros tres términos contienen
al flujo disipativo de masa J("i). En el régimen de Euler, es decir sin disipacién, tenemos

n(i)U% + ﬁ(i) =0, (3.31)

con () =U*"(),,. Parala especie (j) la expresion tiene la misma estructura.

3.1.2. Balance de impetu y energia

Hasta ahora hemos obtenido una ecuacion de balance para cada una de las variables n ;. Para
las demas, es decir impetu y energia, multiplicamos la ecuacién de Boltzmann (3.4) por m(i)v(ﬁi) e inte-
gramos en duv(;,, resultando que,
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B a * _
(/ M) V) (U(i)f(i)) d’U(i)> =0, (3.32)

donde la cantidad
Bo B a *
T :m(i)/v(i)v(i)f(i)dv(i) (3.33)

se define como el tensor de impetu-energia para la especie (i). Como en el caso del tetra-flujo se puede
probar que esta cantidad se conserva, esto es

(T{Zf‘)ﬂ —0. (3.34)

El tensor impetu-energia para la mezcla se define como

T =T+ T, (3.35)

por lo que,
(T5*) =0, (3.36)

e}

implicando que 7°* se conserva.
Con ayuda de la definicién (3.33) y la Ec. (3.35) se puede escribir que,

a _ mPa Ba __ B« * B .« *
TP = T + T = ma) / Vi fo vy +me) / v F i dv (), (3.37)
y ademas usando (3.36),

B« * B « * _
(m@) / Uiy Vo F@ () + m) / v(j)v(j)f(j)dv(j))v =0. (3.38)

Ho

Nuevamente, podemos escribir a 7% como una transformacion desde el marco comévil de la siguiente
manera,

T = 818 (Tgf + ng‘f) : (3.39)
6 de forma mas compacta N
TP = LELT?, (3.40)
donde
T = my / K( K faydK Gy +m, / K( K fidK ) (3.41)

es el tensor de impetu-energia en el marco comovil.

Para obtener una expresién irreducible del tensor impetu-energia, procedamos de la siguiente man-
era. De acuerdo con las ideas de S. Weinberg [71] y en apego a la idea fundamental del método de
Chapman- Enskog, es decir, escribir las cantidades que describen al sistema como una suma donde el
primer término esta asociado al equilibrio local y los demas a lo que esta fuera de equilibrio, escribamos
alaEc. (3.41) de la forma

p 0 0 O i1 T2 713 g1

~ G0 - 0 p 0 O Mo1 o2 723 (2
Tho= : 3.42
00 p O + m31 M32 733 q3 ( )

0 0 0 ne @1 g g O

Definamos el siguiente invariante
1

p=ShOTIhG, (3.43)
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ésta ecuacioén es la presion hidrostatica cuando se evalla en el marco comovil. Si ademés tomamos
en cuenta el desarrollo de f(;) hasta primer orden en los gradientes, es decir f;) = f@) + f(L)

f(o) (1 + gb(i)) como establece el método Chapman- Enskog, la presion hidrostatica queda definida co-

1
P = Pa) +Pg) =3m /K dK( y + m /K K af(])dKj) (3.44)
_ L k.f°>dK*.+1m- k? f)dK
3@ 7’%‘) @)1 @) Y@ T 3"a) ’ykm G5 T 6)
La energia interna queda definida como el siguiente invariante
1 1%
ne = c—4T“ u,.U,, (3.45)
siempre y cuando se evalle en el marco comdvil:
_ _ 4 7-4 £(0) * 4 g4 (0)
_ 2_2 (0) * 2 2 (O
= m@)/(c ) F5 4K +m<i>/(‘3 Ry ) I AKG)

Por otra parte, las componentes del tensor de viscosidades I1¢°

o = H( )+ Hm (3.47)
= mg )h“hﬁ/ (Kt Kt 16 ak ) + m(j)hﬁhf/ (6 K0) £6) 15T
En estas ultimas definiciones hemos usado el proyector h?* que esta definido como:
pPe = gPe 4 c2UPU, (3.48)
El proyector es un operador que proyecta algin objeto a la parte perpendicular de U®, es decir
hU”% =0 (3.49)
y cumple con la propiedad,
8%# = —C%UHU”@ +h}0,. (3.50)

Por ultimo el flujo de calor se identifica con la proyeccion del tensor 77 de la siguiente manera
q* = —h3T"U,, (3.51)

donde al evaluar apropiadamente en el marco comovil se tiene
. a o 270 B (1) s 270 1)
¢ = qa) + q?j) = myc hj /fyk(i)K(i)f(i) dK ;) +me hg /fyk(]) (i )f(J dK(j) (3.52)

Aqui es importante sefialar que la componente temporal del flujo de calor seria justamente el aporte
a la energia interna por particula (Ec. (3.46)) proveniente de f((il)) que por condiciones subsidiarias es
idénticamente cero. Esto es, el flujo de calor se define como un tensor cuya componente temporal en
el sistema comdvil es cero contrario a lo supuesto en algunas versiones fenomenolégicas de la TIL
relativista [36].

Ahora, tomando la Ec. (3.42) y desarrollandola con ayuda de (3.40), luego de unos pasos algebraicos
(véase apéndice G) se obtiene que en el sistema del laboratorio

1 1
T = SU U ne + ph® + LILET™ + — (U Lq" +UPLq") (3.53)
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que también se puede escribir como
(6% (03 1 (03 1 (03 « (03 1%
T = pg*® + S +ne)U Us + = (ULhg" + UP L") + LOLITH (3.54)
donde ¢g*? es la métrica de Minkowski y
T11  Ti12 13
TI* = 12 T22 T23

T3 T23 733
0 0 0

(3.55)

OO OO

es el tensor de esfuerzos. Es importante subrayar que la Ec. (3.54) deducida aqui estrictamente de la
teoria cinética es precisamente de la forma propuesta por Eckart en 1940 para el caso de un solo fluido.

La forma en que aqui hemos establecido la definicién para los flujos de calor e impetu es distinta
a aquella que han usado Garcia-Perciante et. al. en la referencia [67] para el caso del fluido simple
relativista. En dicho caso los autores mencionados parten de la construccion de un tensor irreducible
en términos de U<, y luego identifican, en apego al método Chapman-Enskog, los flujos y variables
termodinamicas como cantidades definidas en el marco comévil. En este caso lo hemos hecho “al revés”,
es decir, primero definimos los flujos termodindmicos en el marco comdvil, y luego de forma natural con
una transformacion de Lorentz obtenemos el tensor irreducible (3.54). Las dos formas de proceder son
completamente equivalentes. Es un hecho que para el caso de la mezcla, también podemos escribir
un tensor como aquel descrito en la Ref. [67], luego proceder de una manera anéloga al caso de una
componente y definir al final los flujos disipativos. Insistimos que en términos fisicos las dos formas
representan exactamente lo mismo.

Con ayuda de las ecuaciones (3.36) y (3.53) a nivel Euler, y usando ademas la ecuacion de conser-
vacién para la masa en reposo (3.31) se obtiene la ecuacion de balance para la energia interna (véase
apéndice H)

né +pUS, =0, (3.56)

donde nuevamente () = U# . Para el impetu obtenemos
N
pUP + 1P, =0, (3.57)

donde hemos definido* .
p= = (ne+p). (3.58)

En nuestro caso, es decir gas ideal, tenemos que la energia interna depende de la Unicamente temper-
atura. De esto se desprende que la Ec. (3.56) es una ecuacion para la temperatura.

Las ecuaciones de Euler (3.31), (3.56) y (3.57) son parte fundamental del método para obtener la
solucion a orden uno en los gradientes con el método de Chapman-Enskog. Estas seran de gran utilidad
mas adelante donde aplicaremos dicho método para aproximar la solucién de la ecuacién de Boltzmann
(3.4).

A continuacién, y reservandonos de ver su utilidad después, definiremos ahora un nuevo ingrediente
en la teoria, el flujo de volumen.

3.2. Elflujo de volumen

En esta seccion definiremos un flujo que es completamente nuevo en todas las metodologias disponibles
para abordar el estudio de una mezcla de gases inertes y diluidos. Mas detalles sobre el contenido de
esta seccion se puede consultar en la Ref. [73]. La utilidad de dicho flujo, que esta relacionada con la
compatibilidad entre la TCR y la TIL, se vera mas adelante.

“4Esta definicion es por simple conveniencia, j tiende a la densidad de masa usual en el limite no-relativista.
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La idea de introducir este nuevo flujo es en analogia a la forma en la que se definen los flujos que
conocemos de la teoria cinética clasica y relativista. Para aclarar, remitdAmonos a la Teoria Cinética
Clasica, donde el flujo de masa esta definido en la Ec. (2.29) como,

Ji) = ma) / ki) fydviiy, (3.59)
y el flujo de calor (2.37)
1
Joi) = 50 /k%i)k(i)f(i)dk(i)- (3.60)

Aqui podemos ver que el flujo de masa es un promedio del impetu de una particula m ;K. Por su
parte el flujo de calor es el promedio del flujo de energia cinética de una particula, en la direccién
de su movimiento 3m;)k7; K. El notar estas dos ideas fue lo que nos invit6 a pensar si es que en
el caso relativista podemos cuantificar alguna otra cantidad propia de la dinamica de una particula o
asociada a ella. La respuesta a esta interrogante es afirmativa y resulté ser muy simple, como veremos
a continuacion.

Consideremos el movimiento de una particula del sistema cuando choca con otra. Luego de la col-
ision, la primera viajara una distancia A hasta que choque con alguna tercer particula; A siendo la trayec-
toria libre. Hay que recordar que el tiempo que dura una colision es mucho menor que el tiempo que tarda
la particula en su trayectoria libre. Tomemos la longitud A como una longitud asociada a una particula
en una localidad y supongamos que es mucho mas grande que el tamano de la particula pero mucho
mas pequefa que el tamano de la localidad.

Construyamos ahora un volumen cuya longitud caracteristica sea A, por ejemplo una esfera V =
%w)ﬁ’ cuyo centro es la particula. La particula siempre se encuentra en el centro de la esfera, véase la
figura 3.2 a).

Si la rapidez de la particula es comparable con la de la luz, habrd necesariamente una contraccion
en el volumen de la esfera en la direccién de su movimiento observada en el marco comovil, es decir un
semieje se vera contraido

A= Yy A
donde )
Ve = —F— (3.61)
1-%5
(&
es el factor de contraccion de Lorentz evaluado en el marco comovil, véase figura 3.2 b). En tal caso,
tendremos una esfera oblata en direccién del movimiento de la particula, cuyo volumen aparente sera
V' =2k, 373, El cambio de volumen respecto al caso no relativista es

4
AV =V -V = gw)\s (’W“(i) — 1) , (3.62)

donde V' y V' representan el volumen de la esfera en el caso no relativista y relativista respectivamente.
Para cuantificar el cambio en el volumen independientemente del volumen que se tendria en el caso no
relativista, podemos definir:

5V = Smx,. (3.63)

Este proceso asociado con la Ec. (3.63) es lo que da lugar a lo que de ahora en adelante llamare-
mos flujo de volumen o flujo volumétrico. El sistema ahora tiene aparentemente una variable de estado
adicional. Para explorar su significado, establecemos la ecuacion de transporte que caracteriza este
nuevo flujo. Siguiendo el método usual, multiplicamos la ecuacién de Boltzmann por la cantidad que cor-
responde al cambio en el volumen %m\%k(i), luego integramos en las velocidades dKE;), y obtenemos
como resultado que,

(/ ’Yk(l)K(O;)f(;)dKa)) = /’Yk(i) (J(”) + J(”)) dK(*l) (364)

)

Twol()+
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a) Marco de referencia de la b) Marco comovil
particula.

V ==l V= A3
—3" 3"k

Figura 3.2: a) En el marco de referencia de la particula, la longitud A define una esfera. b) En el marco
de referencia comévil, la esfera se ve deformada debido a la contraccién de la longitud, se tiene ahora
una esfera oblata con semiradios Ay \'.
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La Ec. (3.64) resulta ser una ecuacion de balance cuyo flujo es ffyk<,i)K(C;)f(i)dK&), por consiguiente, el
flujo de volumen por especie lo definimos como,

ToLi) = / Veeo By Fi) AK (i (3.65)

y para la mezcla hay que sumar sobre (i)
Lo =D / Vi K oy Fy A (- (3.66)
(4)

Es importante hacer notar que dicho flujo es un tensor genuino pues todos los factores en la integral
son tensores, recuérdese que U%v(;), = —’yk(i)CQ es un multiplo de la energia cinética de la particula
medida en el marco comévil. De hecho, la ecuacién (3.66) se puede escribir como una proyeccion del
tensor impetu-energia (véase Ec. (3.35)) de la siguiente forma

1
KoL =-> hgTPU, (3.67)

o e

siendo entonces un flujo covariante.
Es posible visualizar a -, como un invariante desde otro punto de vista. Para ello, recordemos la
definicién de un vector (tensor) tipo tiempo: sea U* un vector tipo tiempo [68], es decir

g UMUY < 0. (3.68)

Entonces existe un marco de referencia en el que las componentes espaciales de U* son cero, i.e.
U* =(0,0,0,c). Por otro lado, un vector tipo espacio S* tiene la propiedad

GuS*S” > 0, (3.69)

por lo que siempre es posible hallar un marco de coordenadas en el que la parte temporal de S* sea
cero, es decir S* = (§,0). Dicho vector tipo espacio representa eventos no causales.

Ahora podemos enunciar un teorema general que se le debe a George Ellis et. al. [69, 70]: Sean
{v#,U*} dos vectores tipo tiempo, entonces siempre se puede hallar un vector tipo espacio S* tal que

ot =y (U* + SH) (3.70)
con

SHU, =0, (3.71)

tal que
1

V= ——_—
1 Guv SHSH
7)1 — >

Ahora hagamos la conexion de este teorema general con la fisica de nuestro problema. En la
ecuacion (3.70), v* sera la tetravelocidad molecular en un marco arbitrario mientras que U* sera la
tetravelocidad baricéntrica. De nuestro analisis que proviene de la definicion de marco comévil pode-
mos aplicar a la ecuacién (3.70) una transformacion de Lorentz a dicho marco comdévil, véase ecuacion
(3.17), se tiene que

(3.72)

Lovk =y (LOU* 4 LESM) . (3.73)

El lado izquierdo de la ecuacion (3.73) es la velociad cadtica K®, mientras que para el primer término
de lado derecho se tiene que
L,U" =(0,0,0,c), (3.74)
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por lo que la ecuacion (3.73), evaluada en el marco comévil toma la forma
K*=71(0,0,0,c) + LES"] . (3.75)

Al usar la condicion de ortogonalidad i.e. ecuacién (3.71) y sabiendo que las componentes de K¢ en
el marco comévil son K% = ~; (kl,kQ,k3,c) se concluye que en el marco comdévil se tiene que las
componentes de S* son

LoSH =~ (k' K k,0). (3.76)

Por ultimo cabe subrayar que la ecuacion (3.72) evaluada en el marco comévil toma la forma

1
Ny = (3.77)

- (¢

Regresando a la discusion del flujo de volumen, es necesario analizar su limite no relativista. La
integral del lado derecho de la Ec. (3.64) se hace cero, lo que implica que no hay cambio de volumen,
mot = 0. Esto es, en el caso clasico, como el volumen de una celda no se deforma por la magnitud de
las velocidades, chOL(i) = 0. Hay que notar también que para la componente temporal tenemos

J\t/OL(i) = C/ka'}/k(i)f(i)dK(i') (3.78)

que es esencialmente proporcional a e(; si evaluamos la Ec. (3.78) con f((g). Entonces, al imponer
las condiciones subsidiarias, como en el caso del flujo de calor, el flujo de volumen es un tensor cuya
componente temporal en el sistema comovil es cero.

En analogia al caso del flujo de calor, donde se sabe que el flujo de calor compatible con la TIL tiene
dos contribuciones, una debido al efecto cinético (que es el que se obtiene de la teoria cinética) y otra al
de la entalpia de mezclado, podemos proponer un esquema similar para el flujo de volumen, por lo que
las ecuaciones (3.65) y (3.66) las podemos escribir como

/ y hew J,
J#VOL = Z (/ ’yk(l)Ku(i)f(i)dK(i) — m(-)cz m;) y (379)

('L) K3 K3
= Z/Ku(i)f(i) (ke — Giy) K (3.80)

(4)
donde hp ;) = ﬁ;:f y
1
G =L<Z”> (3.81)
(1) = .

(
K <Z<11)>

En el segundo término de la Ec. (3.79), las cantidades deben ser adimensionales. Las implicaciones
fisicas de este nuevo flujo en términos conceptueales de la Termodindmica Irreversible Lineal las de-
scifraremos mas adelante.

Es importante hacer notar que si bien la idea del flujo de volumen que estamos introduciendo aqui es
completamente nueva, en la literatura ya se ha utilizado el nombre. En estudios fenomenolégicos para
sistemas no relativistas, H. Brenner [74, 75, 76] incorpora en su analisis un flujo al que le llama flujo de
volumen. En dicho trabajo no se aborda el sistema desde un punto de vista microscopico.

Durante el desarrollo de este trabajo, el autor de esta tesis tuvo comunicacién con Brenner, y tratamos
(sin éxito) de ver la posibilidad de alguna congruencia entre los distintos puntos de vista. La conclusién
es entonces que no se debe confundir el flujo de volumen fenomenoldgico propuesto por Brenner con el
flujo definido en esta seccion.
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3.3. Aplicacion del Método de Chapman-Enskog

La ecuacion de Boltzmann (3.4) es una ecuacion integro-diferencial para f; (:v", vg)) , Y en principio,
para resolverla deberiamos conocer las condiciones iniciales (cosa que no tenemos forma de obtener).
Aun asi, suponiendo que conocemos la solucion, tendriamos una funcion f; (x“, v%) gue no contiene

informacién termodinamica. Sin embargo, no es la solucion f;) lo que interesa sino los promedios de la
misma que son los flujos y variables termodinamicas que caracterizan al sistema.

El método de Chapman-Enskog propone una estructura para f(;) que permite sin obtenerla explicita-
mente expresar las cantidades termodinamicas en términos de los gradientes del sistema. Incluye dos
hipétesis, la primera supone que la solucion se puede desarrollar en una serie infinita, que a primer
orden permite linealizar a la ecuacion de Boltzmann. La segunda hip6tesis es muy sutil pues esta aso-
ciada con la hipétesis de equilibrio local. Dice que para tiempos del orden del tiempo libre medio® la
dependencia temporal de la funcién de distribucion solo ocurre a través de las variables que cambian
lentamente, es decir las variables termodinamicas. Otra forma de decirlo es que f(;) se supone como
un funcional de (n;,n(;), U, ne). Como veremos, este método recupera el régimen hidrodinamico de
Navier-Stokes-Fourier. Es muy importante mencionar que el método de solucién propuesto por Chap-
man y Enskog [9] es para sistemas clasicos, sin embargo su validez se extiende a sistemas relativistas
[24]. En dicha referencia se muestra que, debido a que la ecuacién de Boltzmann en el esquema covari-
ante tiene la misma estructura de aquella en el caso clasico, la solucién se encuentra de forma analoga
para una ecuacion integrolineal. Luego, con ayuda de las condiciones subsidiarias se halla la solucién
Unica. En relatividad el tiempo juega el papel de otra coordenada i.e. ct = zt, entonces en la solucién
a la ecuacion de Boltzmann linealizada con el método Chapman-Enskog, la primer correccion a f;)
aparece en términos de derivadas temporales y espaciales de las variables termodinamicas. Esto hace
una diferencia significativa respecto el caso no-relativista en el cual solo aparecen derivadas espaciales.
En este trabajo desarrollaremos los calculos en el marco comavil, sin pérdida de generalidad debido a
la covarianza de la teoria.

Una vez descrito este panorama se puede proponer una solucién de la ecuacion de Boltzmann
que depende de las variables termodinamicas y que resulta integro-lineal para f(;). Los detalles en la
obtencién de la solucion y las condiciones que se deben imponer para garantizar existencia y unicidad
se pueden leer en el capitulo 3 del libro [7] y la Ref. [24].

Ahora bien, comenzamos proponiendo la solucién a la Ec. (3.4) como

Foy = 1)) (1 + el + €l + - ) : (3.82)

donde ¢ < 1 garantiza la convergencia y es simplemente un pardmetro de inhomogeneidad. Nosotros
haremos el desarrollo a primer orden en la Ec. (3.82), entonces truncamos a orden uno y podemos
escribir eqb%i) = dg),

fay = f((io)) (1+¢@) - (3.83)

En la Ec. (3.82), f((io)) corresponde la funcidn de distribucion de equilibrio local, conocida en la literatura
como distribucion de Jittner. Esta se puede obtener haciendo la solucién a orden cero (es decir nivel
Euler) en el lado derecho de la ecuacion de Boltzmann (3.4), a saber

J (i

)‘f&o)) + J(ij)‘f((?))J((;l)) =0. (3.84)

La solucién de la ecuacion (3.84) se obtiene a través de la idea de equilibrio local, es decir las variables

de estado {n(i), n), U"‘,ne} se evallian con la funcién f(g) Unicamente. Con la ayuda de las siguientes

5Este es el tiempo propio que en promedio transcurre entre colisiones de una particula.
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ecuaciones
S / gy F O v (3.85)
nU® = n(i)U(O;)-i-n(j)U(aj) (3.86)
ne. = nEea) +n;)ey), (3.87)
ademas de
Uus 1 Uo‘f(o)dv* e = U] vt f 0 dur
OR @ Wa Y = T Voo fay Wiy
se puede demostrar [25] que
n UﬁrU i
f((io)) - - T < 2(; (c;B ’ (3.88)
dmedzin Ko (Z( )) (4)

es la funcién de distribucion de equilibrio local para la especie (i). En la ecuacién (3.88), Ko (?1)) esla
funciéon modificada de Bessel de segundo tipo y orden 2. Podemos escribir a la ecuacion (3.88) como

[ = —"0—exp (—7’““’)) , (3.89)
dredzoKa () 20

(@)

donde se ha evaluado el escalar U”v(;)5 en el sistema comovil.

Cabe sefialar que en la literatura hay analisis que favorecen a la funcién de distribucién de Juttner
Ec. (3.88) tanto desde el punto de vista teérico [17, 19] como de simulaciones numéricas [18] como la
auténtica funcion de distribucion de equilibrio local en el caso de relatividad. La Ec. (3.88) es entonces
la version extendida de la funcién de distribucion de Maxwell-Boltzmann.

El calculo para obtener la solucion de equilibrio global consiste en resolver para f((;;) no sélo el lado
derecho de la ecuacién de Boltzmann (3.4) sino también el lado izquierdo. Pero eso es innecesario en
esta tesis, los detalles se pueden consultar en el capitulo Il, seccién 4 de la Ref. [25].

En este punto estamos listos para linealizar a la ecuacion de Boltzmann en ¢(;). Es importante
subrayar que las cantidades propias de equilibrio local, por ejemplo presion p , el nimero local de
particulas n(; y la energia interna e(;, estan definidas en las ecuaciones (3.44), (3.29) y (3.46) con la

solucion f((g). Las cantidades que existen fuera del equilibrio, i.e. los flujos disipativos se evaltan con la
primer correccion de f(;), es decir con f{%

3.3.1. Ecuacion de Boltzmann linealizada

Como ya hemos mencionado, nuestro interés se centra en el esquema lineal de la teoria cinética.
Para ello linealizamos la ecuacion de Boltzmann (3.4) con ayuda de la Ec. (3.83). El procedimiento es
un tanto engorroso pero directo (se puede ver en el apéndice |). La ecuacion de Boltzmann integro-lineal
para ¢ es,

vth) [?12 (1 + g(i)’é—B> U, U‘a} + 05 [&Z( SUnv@ah™ (o) + hj, (lnn(i))w}
~ofty [g [ ot (), | + oty |n 205 U] (3.90)

=[C (dw)) +C (90),97))] -

donde

(3.91)
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y los términos de colisiones linealizados estan dados por

0 *
C (b, ¢()) / /f( I (66) + b — 90y — b)) FanSeandQn vy, (3.92)

C (@) / /f((o)f(o) (D) + b — D) — dn) Flan By dQanydv(yy, - (3.93)

En los calculos subsecuentes evaluaremos en el marco comovil por las razones expuestas desde la in-
troduccion, es decir, los flujos en dicho marco son termodinamicamente claros. Es importante mencionar
que omitiremos los términos tensoriales de rango 2 (s6lo por ahora, en el capitulo 5 los retomaremos)
pues en este capitulo sélo estudiamos los flujos vectoriales. Los términos no vectoriales no contribuyen
dada su simetria par a los flujos vectoriales.

Es importante sefialar que la ecuacion de Boltzmann lineal en el esquema no relativista Ec. (2.46)
se obtiene como caso limite de (3.90) haciendo z(;) — 0, los detalles pueden seguirse en el apéndice I.

El paso siguiente en el procedimiento es muy sutil. En efecto, debemos elegir un posible arreglo
para la ecuacién (3.90) con el fin de introducir una idea preliminar de las fuerzas termodinédmicas. En el
siguiente capitulo, presentaremos tres maneras de reagrupar la Ec. (3.90), asi como las consecuencias
que surgen en términos de las fuerzas termodinamicas que generan y los coeficientes de transporte que
involucran.



Capitulo 4

Eleccion de las fuerzas
termodinamicas

En este capitulo se analizan las fuerzas termodinamicas en una mezcla binaria inerte dentro del
esquema de relatividad especial. Para ello vale la pena hacer un breve comentario respecto al caso
clasico. En el esquema no relativista estamos familiarizados con la ecuacién de Boltzmann linealizada
para mezclas como se describe en la ecuacién (2.46), donde se comienza a visualizar que las fuerzas
termodinamicas vectoriales son VT'y d(;;, mientras que la tensorial es Vu'. Sin embargo, la razén
para esta estructura no proviene Unicamente de la teoria cinética. Nos referimos a que con la misma,
es posible obtener predicciones muy precisas para coeficientes de transporte [48] ademas de que lleva
a la consistencia entre la Teoria Cinética Clasica y la Termodinamica Irreversible Lineal (TIL) [53]. Este
es un punto muy sutil pues aunque pudiera parecer obvio, mostraremos que la eleccion de las fuerzas
termodinamicas consistentes con la TIL no es arbitraria.

Hay dos aspectos sumamente importantes a considerar en los resultados que deseamos obtener
en el caso relativista. El primero es que queremos hallar coeficientes de transporte que satisfagan la
cuarta hipotesis de la TIL, es decir las relaciones de reciprocidad de Onsager Ec. (2.18). El segundo es
que dichos coeficientes deben tener un significado fisico elocuente; queremos expresar por ejemplo, la
extensién relativista de la conductividad térmica, cosa que no se ha hecho hasta ahora en la literatura
de mezclas binarias relativistas.

En las secciones de este capitulo abordaremos tres elecciones para las fuerzas termodinamicas.
En la primera consideramos tres fuerzas y sélo imponemos que haya una fuerza de difusién que en el
caso no relativista sea consistente con la Ec. (2.47). La segunda representacion es un arreglo que se
conoce en la literatura [25, 26], con dos fuerzas termodinamicas. Por ultimo, la parte central de esta
tesis es sugerir la existencia de una tercera fuerza asociada al flujo de volumen que hemos descrito en
la seccién 3.2, ésta propuesta esta publicada en la Ref. [73]. En cada caso verificamos si se cumplen o
no las relaciones de reciprocidad de Onsager.

En las tres representaciones propuestas evaluaremos las cantidades pertinentes en el marco comdvil,
recuérdese que en dicho marco, el proyector h? = g*8 + ¢=2U>UP toma la forma

1 00 0

N 01 0 0

hﬁzo()lo (4.1)
00 0 0

Recuérdese también que en todos los flujos vectoriales que definimos en el capitulo 3, se anula la com-
ponente temporal en el marco comévil como consecuencia directa de la validez del método Chapman-
Enskog. Por ello, en este capitulo el analisis se lleva a cabo en sistema comdvil y sélo se calculan las

'La estructura del lado izquierdo de la ecuacién de Boltzmann linealizada contiene los factores VT, d(;;) y Vuque se permean
a través de la solucion propuesta, Ec. (2.50), a la estructura de los flujos en el sistema.

32
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componentes espaciales. Dado que el formalismo es covariante bastara una transformacién de Lorentz
para expresar dichos flujos en un sistema arbitrario.

4.1. Tres fuerzas termodinamicas: representacion d,(f)*, (InT) Yy
(lnn(i))’u.

Como hemos dicho en la introduccion de este capitulo, veremos qué sucede si se eligen de una
forma arbitraria tres fuerzas termodinamicas. La Gnica condiciéon que imponemos es definir una fuerza de
difusion que se reduzca en el limite no-relativista a su contraparte clasica. Comenzamos transformando
la ecuacion (3.90) con ayuda de la ecuacion de estado para el gas ideal (véase Apéndice J)

p=nkgT (4.2)

en la siguiente ecuacion integro-lineal para ¢;y Y ¢(;),

v dDG@” kT
Kélz)huf {%() T [ Yk Ap ( U” (Inne) ,
kT (1 ”J .
* (1 HED) 7<> (%() Ga) - s (Zm (;)) (InT) } (49

= [C(¢@) + C (d0), 9] -

Hay que recordar que hay dos ecuaciones con la estructura de la Ec. (4.3), una para cada especie (i) y
(j)- En el lado izquierdo de (4.3) vemos los términos (InT) , (In n(i))y y una “fuerza de difusion”:

o n@ksT (ney  ng WOUL 1 1
e e L e 1 (4.4
npc @) *3) n=pc 2G) A
donde
n(;

La fuerza de difusion d$)?)" para la especie (i) no es independiente de la de la especie (j), tenemos
que d9" = —gP D" bor lo que simplemente definimos d\YY)" = 4.

Como hemos dicho, la motivacién para escribir el arreglo (4.3) es recuperar adecuadamente en el
limite no relativista la fuerza de difusion clasica. Para verificar dicho limite, en la ecuacién (4.3) hacemos
un desarrollo en serie de Taylor alrededor de z;; = 0 y nos quedamos a orden mas bajo. Algunas
cantidades de interés son:

1 moky 3
y
Vi, kBT 0] + G) — 1. (4.7)
©ep \ze o 2G)
Entonces la ecuacién (4.3) tiende a
ki - { —d®0 ———= — — | (InT = [C (¢ C (g ; 4.8
0 {n(i)d o 5 | D) p = [C(06) + C (), ¢)] (4.8)
donde o
O = ZOE0) (1) — i) pon -+ niy0m (4.9)

npp

es la fuerza de difusién en el esquema no relativista.
La eleccién arbitraria que hemos supuesto para las fuerzas termodinamicas, no tiene un respaldo
mas que el hecho de que se recupera la fuerza de difusion clasica y que se tiene un término “tipo Fourier”
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que llevara a que el flujo de calor esté acoplado directamente con el gradiente de temperatura. Sin
embargo, el hecho de que recuperemos correctamente el limite no-relativista es una condicién necesaria
pero no suficiente para que la eleccion de las fuerzas termodinamicas sea la correcta.

Queremos analizar, si es que existe y bajo qué hipoétesis se cumple la congruencia entre la Teoria
Cinética y la TIL. Entonces lo que debemos hacer, es verificar si la cuarta hipétesis de la TIL, es decir la
hipétesis sobre las relaciones de reciprocidad de Onsager Ec. (2.18) se satisface en esta representacion.
Para ello procedemos a plantear la solucién de la Ec. (4.3).

La Ec. (4.3) es una ecuacion integral en ¢;), y ésta a su vez representa una correccion a f;). El
término del lado derecho de (4.3) esta descrito por las ecuaciones (3.92) y (3.93), de ellas es inmediato

que los invariantes colisionales {m(i), ()K( )} son solucion a la parte homogénea. Entonces una
combinacion lineal de los invariantes colisionales es la solucién de la parte homogénea

(i)HOMOGENEA = (i) + B(i) (). (4.10)

donde a(;) es un escalar y f;), un tetra-vector arbitrarios que no dependen de K“ La solucién partic-

ular estd compuesta por una combinacion lineal de (InT') ,, (Inng ) y ash. Para que la solucién sea
escalar, cada parte debe estar contraida con un tensor que en prlnC|p|o es arbitrario, i.e.

qb(i)PARﬂCULAR = .Al(’i)hl,f (In T),u + Bél/i)hﬁ (ln n(i))’u + D h'lljd'[(l.)7 (4.11)

donde {A’(’i), B(”i), D(”i)} son vectores arbitrarios de dependen de la velocidad caética K{i) y de las vari-
ables de estado?. Debido a ciertos teoremas de representacion isotrépica [78] se puede escribir

o = —KiHAw (4.12)
By = —-K@Ba (4.13)
DGy = —K@Dw, (4.14)

donde ahora {4, B(;), D(;)} son funciones escalares que dependeran de la contraccion K0 K Y
aun de las variables de estado. Entonces, la solucion mas general para la ecuacién (4.3) toma la forma

®(i) = @(:)PARTICULAR 1 @(;)HOMOGENEA
= —ApKphl (InT) , — B Kkl (Inng) |~ Dy Ky hted? + oy + By Kfy, (4.15)

donde B(;y, = (ﬁ(i)mﬁ(i)t). La Ec. (4.15) representa un conjunto de soluciones, para hallar la solucién
Unica usamos la informacion que nos da el hecho de que las variables de estado se evalian Unicamente

con la funcién de distribucion de equilibrio local f((i(;), a saber

(1)71@ «
/ £ { K%; }gb(i)dK(i) =0. (4.16)

Es muy importante sefalar que n(; y n(;) son dos variables de estado independientes. Esto implica
que la suma de ellas en la Ec. (4.17) no es condicion subsidiaria, sino las expresiones para cada una de
ellas. Por otro lado, la energia interna para la mezcla es variable de estado y no las energias de cada
especie®. Sin embargo, la condicidn para la energia interna se puede separar por especie, es decir
=0

lose = €Dlon T €0ls, €y, =0 Para(iy (),

2Para una discusién detallada de puede consultar el capitulo Il del libro Ref. [7] y la Ref. [24]

3Esto en una eleccién. Podemos elegir las energias internas por especie como variables de estado, sin embargo esto resulta
innesecario pues en la Ref [51] hemos mostrado que para el caso de un gas ideal no relativista el tiempo en el que se igualan
las temperaturas locales es del 6rden de 10~¢ segundos. Dicho tiempo no esta en la escala hidrodindmica de la evolucion del
sistema sino en una escala molecular.
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pues no puede haber energias internas negativas. Las condiciones subsidiarias entonces se pueden
escribir en la siguiente forma

f(o)m V2 ¢@dKf, =0  energiainterna de particulas (i
(@) k( y PO ()
ffmm(] ’yk( )qﬁ(])dK(]) =0 energia interna de particulas (j)
f i K b dK 0 densidad de particulas (i
(z M) (i) P ()
f, K YP() dK =0 densidad de particulas (j
() "MG) ()

Para ver qué informacion podemos obtener de estas condiciones, primero sustituyamos la solucién
(4.15) en la condicién para la densidad de particulas, es decir

_ (0) v v
I, = / 1 ma Kl {~Aw K nT) |, = B Kb (nng)

vR

Doy Kty hsd? + iy + B K } dKGy = 0. (4.18)

Dado que el intervalo de integracion es simétrico (—c,c) y K' = ¢y, es par en las velocidades, los
Unicos términos que sobreviven son

I”(i) = m(i) /f((io))’}/k(i) {Oé(i) + ﬂ(i)tC’Yk(i) } dK(*i) = O. (4.19)

Luego, para la condicién subsidiaria de la energia interna consideremos

)

_ (0) 2 v v
L., = / FOmant., {—A(i)K(i)h{f (InT) , — By Kfyhts (Inng) |

Do Kty hedi?) + oy + By Gy  dEy = 0 (4.20)
donde nuevamente por paridad tenemos
_ (0) 2 .
I, = /f(i) M) Ve, (@) + Buyecng, ) dE () = 0. (4.21)
Si ahora tomamos
a(iyIngy + gy Ing, + Bayeleq, + Bipyle, =0, (4.22)

notamos que se puede completar un trinomio cuadrado perfecto y entonces podemos escribir que
(0) 2 rew
/fm Tresy (@G0) + Blayiing,)” dE () = 0. (4.23)
Como el integrando es positivo tenemos que

ag) + By, =0, (4.24)

cuya unica solucion es
agi) = By = 0. (4.25)

Por otro lado sustituyamos la solucién general (4.15) en la condicién para el impetu, es decir

_ 0) n v
IUn = Z/f((l) m(i)K(i) {7A(1)K(Z)h5 (IHT), B( )K(z)h (lnn( ))
O

—Dy Ky hld) + agym) + 5(i>ﬂm(i)Kg;)} dK () =0, (4.26)
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donde nuevamente por paridad, los Unicos términos que sobreviven son
0 n v
Tyn = Z/ffn)m(i)Km [—A@ KGR (D), — By Kiyhls (nngy)

=Dy Kbt + Boyumo Kl ARG | = 0. (4.27)
Aqui podemos apreciar que para cualquier valor de la celeridad, 3;),, es una combinacion linealde los
tetra-gradientes, entonces se puede incorporar en los coeficientes { A;), B(;), D(; }. Con la informacién
recopilada, la solucion Unica para la ecuacién de Boltzmann linealizada se escribe como

Sy = —AwKEyht (InT) , = By Kfyhty (Inng)) | — DK hid). (4.28)

Ahora que conocemos la forma de la solucion (4.28) de la ecuacion de Boltzmann linealizada (4.3)
procedemos a escribir los flujos vectoriales que hemos definido en el capitulo anterior y todos sus
coeficientes de transporte. Luego los vamos a agrupar en una “matriz onsageriana” que nos va a permitir
visualizar en un forma esquematica cudl es la contribucién a los flujos vectoriales debida a cada fuerza
termodinamica. Es importante sefialar que para los fines de este trabajo no es necesario calcular de
forma explicita los coeficientes indeterminados (A, B(;), D)), la razén se vera clara en el transcurso
de este capitulo.

Comenzamos sustituyendo la solucion (4.28) en el desarrollo de Chapman-Enskog a primer orden
(3.83) y luego en el flujo de masa (3.27), tenemos

(@ )
(4.29)
Ahora definamos unas cantidades L’s como los coeficientes integrales que aparecen en la Ec. (4.29). A
reserva de que las integrales converjan, se pueden asociar con coeficientes de transporte. Vemos que
aparecen multiplicando a cada fuerza termodinamica,

1 . .

Luw = 3 /f((g)K(Qi)A(i)dK@), flujo de masa debido a 7', (4.30)
1

Liny = 3 / F§) K2 BodK,),  flujo de masa debido anq (4.31)
1 _ , _

Laaiy = 3 /f((g)K(Qi)D(i)dK(*i), flujo de masa debido a d'". (4.32)

De igual manera, para el flujo de calor por especie Ec. (3.52) tenemos

(i) i 0) 5 . T,a

( kT ) - 32() (Ve — Goy) K&y Ay dK {T] (4.33)
(0)
7k<> )K( )B( )dK(7 (lnn( ))
0y Dy dK (ydS)
32(2)/f( 7’“<> Ga) K &) (18
donde definimos

Logy = Vkm Guy) K{yAwdK, flujo de calor debido a T',, (4.34)
Lon@y = (0) (ke — Giy) K@ B, dK(;), flujo de calor debido a n 4, (4.35)
Leaqy = 3 o / f( (T, — Gwy) KgyD(iydK(;y,  flujo de calor debido ad’,  (4.36)
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respectivamente.
Hasta ahora hemos definido seis coeficientes L's asociados a dos fuerzas termodinamicas y tres
flujos. Los podemos agrupar esquematicamente en la siguiente “matriz onsageriana”

qd(i)a
JT Y - Law Laay Loy ) [ 0T)a 437
e | T Lo Loawon Lo s (@) (4.37)
e dq(i) dd(i) dn(i) do
La ecuacion (4.37) contiene del lado izquierdo flujos que son por especie, del lado derecho tiene
coeficientes L’s que no son los coeficientes de transporte por dos razones. La primera es que estén
dados por especie asi que se debe tomar la suma sobre (i) y la segunda es que para evaluar las
integrales se requiere un potencial intermolecular dado. No obstante, segun la cuarta hipotesis de la
TIL, los coeficientes Lyq;) Y Lqac:) que se pueden interpretar como coeficientes cruzados merecen una

exploracion en la busqueda de
Laq(iy = Lqaiy- (4.38)

A continuacién expondremos un método [53] basado en las simetrias del término de colision de la
ecuacion de Boltzmann (3.12) para revisar si la ecuacién (4.38) es valida.

4.1.1. Relaciones de Reciprocidad de Onsager

En esta subseccion comenzamos verificando la Ec. (4.38). Para ello vamos a usar un ingenioso méto-
do descrito en la Ref. [53]. Primero tomamos la solucién propuesta (4.28) y la sustituimos en (4.3). Este
proceso nos lleva a tres ecuaciones integrales independientes (una para cada fuerza termodinamica).
La difusiva, correspondiente a d,;), €s

v 40 ) 0« [ ey
K Pivke fay = Z/f fiiy h K(l;) D"+ Ky "Dy = WK () D) (4.39)
(49)
_thé;)D(i)} Fli)0 (i) i) AK().

La calérica (correspondiente al término T ,)

. kT [ ™) ")
Ké )huf( i) (1 + Z( ) (’Wﬁ(i) - G(i)) ~ Tk Cgﬁ (m + %))
(0)- <o) v Ay — R "
~Xu 1 [y Ay + BKLy Ay = huKl Ay = Kl A Flao Q0K

)’

(4.40)
y una tercera que corresponde a (Inn) ,
u v £(0) kpT (M) | ™6
K ) (1=, BT (2 4 22 )]
0)- (0 v v
- fo {h K() By + b Ky "By — hi K By _huKé)B(i)} Flij)0 (i) Aoy K ().
(4.41)

El procedimiento que haremos a continuacién esta plenamente basado en la reversibilidad microscépica
y es analogo al que se usa para verificar las relaciones de Onsager en el caso de una mezcla binaria
inerte clasica [53]. Sabemos que el término de colisiones de la ecuacién de Boltzmann relativista (3.8)
cumple con la simetria de colisiones inversas dado por la Ec. (3.12), los detalles se pueden revisar las
referencias [61, 62]. Usaremos este hecho para explorar la simetria de la Ec. (4.38). Para este proposito
multiplicamos la ecuacion (4.39) por Ve A( )K (i), ¥ luego integramos en dK;), de lo que se obtiene

—L[FEE A )dK*.
©)- ) [0 e ) .
2 fo) 1o [h Ky Dy + hi Ky Dy = hi Ky D)
*hZK(i-)Dm} Vi (i)VA(i)F(ij)J(ij)dﬂ(ji)dK(j)dK(i)
={D, A}

(4.42)
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Por otro lado, multiplicamos a la ecuacion (4.40) por fy,;(j)D(i)K(i)y e integramos en dK(*i) y obtenemos

Z(i) Z(i) Z(5)
— (0)’ (0)’ v - 7 v s ¢ v
= _Z(j) ff(i) f(j) [huKé) A(J') + huKé) A(i) - h#Ké)A(j)
v U -1 * *
—hK &>A<i>} Vi P Ky Flig) 0(i5) 40 AK (5 K
= {A, D}(i) .

-1 (0) kT [ " n(j *
_% f’VkmD(i)K(Qi)f(i) (1 + - (’Vku) - Gap) - V) 25 (Q + 5 ))> dK ;)

(4.43)

El segundo renglén de las ecuaciones (4.42) y (4.43) tienen la simetria
{4, D}(i) ={D, A}(i) )

que se puede visualizar haciendo los cambios propios del teorema H, es decir haciendo uso de la Ec.
(8.12). El lado izquierdo de la Ec. (4.42) tiene la misma estructura que el coeficiente de transporte L ;)
(4.30), mientras que el lado izquierdo de (4.43) no se puede asociar al coeficiente de transporte L4,
(4.36). Tenemos entonces la inequidad

Laq(iy # Lqa(iys (4.44)

y por la estructura lineal tanto de los flujos como la ecuacién de Boltzmann (linealizada) y su solucion,
es evidente que
qu 7é qu7 (445)

donde Lag = Laq(i) + Laq(s) ¥ Lga = Lgat) + Laa(j)-

Podemos concluir que la eleccion aparentemente arbitraria de las fuerzas termodinamicas no nos
conducira necesariamente a la validez de las Relaciones de Reciprocidad de Onsager (RRO). Cabe
sefalar que en la representacién aqui expuesta, la llamada matriz onsageriana no es cuadrada (véase
Ec. (4.37)), por lo que no es posible buscar su simetria, lo que exploramos en esta seccién fué Unica-
mente la relacion entre los coeficientes de transporte cruzados L,y ¥ Lqa(i)- En el desarrollo de esta
tesis, creimos necesario ir tomando varias alternativas para la eleccién de las fuerzas termodinamicas
pues hasta donde sabemos no existe una demostracion de las RRO en general. La demostracion de la
hipétesis de reciprocidad s6lo se puede hacer en casos particulares. En esta seccién hemos visto un
contraejemplo muy claro.

En la siguiente seccion, abordaremos el reacomodo de la ecuacién (3.90) tal y como lo han hecho
otros autores como Cercignani y Kremer [26] ademas de, de Groot, Van Leewen et al [25]. Es una rep-
resentacion distinta, donde aparecen dos fuerzas termodinamicas. Veremos que con un procedimiento
analogo al descrito en esta seccidn si se puede verificar la simetria de una “matriz onsageriana”, que en
esa representacion es diferente en tamarno (o rango) a la Ec. (4.37). Si bien en esa representaciéon no
se requiere de la incorporacién de un nuevo flujo, pierde el significado fisico habitual de los coeficientes
de transporte.

4.2. Solucion con dos fuerzas termodinamicas: representacion d.

T 1
y [T — %p,a} .

En esta seccién analizamos una forma particular de definir las fuerzas termodindmicas como lo han
hecho en las Refs [25, 26]. Luego verificaremos si se cumplen las relaciones de Onsager; ademas cabe
mencionar que dicha verificacién no se encuentra en las referencias [25, 26].

La Ec. (3.90) puede reescribirse como (véase apéndice K)

WK f { [a] + o (k) — G) [T” - nhEP.,u} } =[C(¢0) +C (¢4, 0())] .  (4.46)

donde

, 1Giy —mp G
d = ng) (mQ) 0= 0 “)pM (00, (4.47)

a p P N
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es la fuerza de difusion (nuevamente d\) = —d =d,)y

nhg = 2p. (4.48)

Es importante sefalar que la fuerza de difusion de la Ec. (4.47) no es equivalente a la definida en la
seccion anterior (4.4).

Lo interesante en este acomodo es que el lado izquierdo de la ecuacion (4.46) implica la consid-
eracion de una “fuerza generalizada” que tiene la forma

[Tw _ 1“} , (4.49)

En la literatura [26] esta fuerza se ha interpretado como una generalizacion de la fuerza calérica. La
solucién ¢(;) para la Ec. (4.46) por los mismos argumentos de la seccion anterior se escribe como

®(i) = D(:)PARTICULAR + P(i)HOMOGENEA (4.50)

donde ¢;HomoGENEA €S idéntica a la Ec. (4.10). La estructura de ¢(;nHomogeNEA tiene la estructura del
lado izquierdo de la Ec. (4.46) segun la Ref. [7]. Tenemos entonces que el conjunto de soluciones es

1

T
by = —Aw K(yhy {Tu - nhEM] — Dy K@y hipdy + oy + By KGy, (4.51)
donde hemos usado criterios analogos a aquellos asociados con las ecuaciones (4.12).

Para hallar la solucién Unica, recurrimos nuevamente a las condiciones subsidiarias descritas en las
ecuaciones (4.17). Haciendo un analisis analogo al de la seccién anterior la solucién a la Ec. (4.46) se
escribe como

L= —A KV RH ﬂ_i
¢ = —AoKnhy |7 e

que se sustituye en el desarrollo (3.83) y luego en el flujo de masa (3.27). Se obtiene

p_#:| — D(Z)Ké)hﬁd#, (452)

J( ) (0) T, 1 L0 g2 .
= /f Ky AwdKGy | 55 = | ~ g/fi) Ky DioydK iy dy, (4.53)
donde definimos a los coeficientes L’s como
Loty = 1 f(O)K2 AdK* flujo de masa debidoa | - — 1 (4.54)
dg(i) = () B @) A @) G 5 J T nhEP,;L ) .
Laa@y = /f(O)K . DiydK ;) flujo de masa debido a d,. (4.55)
De la misma manera, para el flujo de calor, Ec. (3.52), tenemos
q(i)u _ 2 « [T 1
( kT =— f—/f (e = Gy) Ky AwdK [T ~ P (4.56)
—*7/f(1 Ve — G())K() )dK()d%“
donde definimos
Loy = —oo [ 19 (v, — Gri)) K2 AydK?,  flujo de calor debidoa |22 — L 14.57)
qq(i) = 32(1_ @) Tk (@) ) B (@) AE) S () | T nhEp’“ '

Lqagi) /f((zo)) Vi — )K(l)D »dK(; flujo de calor debido a d,,. (4.58)

32’( )
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Ahora bien, de las Ecs. (4.53) (4.56) escribamos a los flujos en una “matriz onsageriana”

d(i)p T 1
( kT ) _ qu(i) qu(i) {Tu - nhEp“u] (4.59)
gion Lo Lo . .
™ dq(i)  Ldd(i) d,
Lo que debemos notar en la ecuacion (4.59) es que la “matriz onsageriana” ya no es de 3 x 3 como
en el caso donde la representacion es de tres fuerzas termodinamicas. En esta representacién no hubo
necesidad de recurrir a la definicion del flujo de volumen. De hecho, si lo usaramos tendriamos tres flujos
y dos fuerzas, por lo que la “matriz onsageriana” no seria cuadrada y no podriamos decir nada acerca

de su simetria. Ahora, como en la seccion anterior vamos a verificar las Relaciones de Reciprocidad de
Onsager.

4.2.1. Relaciones de Reciprocidad de Onsager

En esta subseccién veremos si la matriz de L’s en la ecuacién (4.59) es simétrica. El procedimiento
es analogo al que usamos en la seccién 4.1.1. El primer paso es sustituir la solucién (4.52) en la ecuacién
de Boltzmann linealizada (4.46). Esto genera un sistema de dos ecuaciones independientes, una para
cada fuerza termodinamica. Para la parte “difusiva” tenemos

hyy Ky = = Z/fw Lo h”Ko) ) +hoKG) Dy — hiy K Dy — by K<>D<z>} Flaj) (i) Qi dK

(4.60)
y para la “generalizacién calérica”

v (Mo — G (0)- (0 . Lo o
hi K, <) Z/f h“K ' Ay +BEKY) Agy’ — BEEE) A (4.61)
)
—hﬁK@A(i)} FlijyX(ij)d€ja) K.

Con el objetivo de aprovechar la simetria de los términos de colisién multiplicamos la primer ecuacion

por A K, € integramos en las velocidades dK(*i). Multiplicamos la segunda ecuacion la por D;) K ;)
e integramos en dK;, resultando
/f(O)AuK()dK(z = *Z/f(o) 1) K |[BLIG) Doy + WeKEy Dy (462)
(9)
—h KDy — hy K ()} (4.63)
Ao Flig S i) iy 4K () K
= {D, A}
y
(0) o (0)- £(0)~ v o .
iy DKl (g, — Goy) dKGy = *Z/fl fiy K [h’ﬁKm A (4.64)

(9)
><D<z‘> <z’j>2<md9<ﬁ>dK (4K G (4.65)
= {4, D} .
Notemos que la integral del lado izquierdo de la Ec. (4.62) es la misma que la que define el coeficiente

Lgq() (4.54). Por otra parte, la integral del lado izquierdo de la Ec. (4.64) es la misma que la que tiene
el coeficiente L,4(;) (4.58). Al analizar el lado derecho de las ecuaciones (4.62) y (4.64) donde hemos
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definido los operadores {D, A}, y {4, D}, teniendo cuidado con los pasos correspondientes del
teorema H (nuevamente la simetria (3.12)) y la invariancia de las cantidades alli involucradas, se puede
deducir que

{D, A}y ={A, D}, (4.66)

0 equivalentemente por las definiciones (4.54) y (4.58)
Laqiy = Lqaciy- (4.67)

Aqui nuevamente podemos notar que si tomamos la suma, i.e. Lag = Lag(i) + Lag(j) ¥ Lga = Lgac) +
Lyagj, tenemos
qu = qu- (468)

En esta representacién, con dos fuerzas termodinamicas, queda claro que se satisfacen las Rela-
ciones de Reciprocidad de Onsager. Es interesante el hecho de que en la literatura asociada con esta
representacion [25, 26], no se verifica la Ec. (4.68). Por otra parte es importante sefalar que en esta
representacion se tienen problemas con la definicién de los coeficientes de transporte.

Lo primero que podemos notar en la representacion de dos fuerzas termodinamicas [25, 26] que
estamos analizando, es que la fuerza “calérica” que corresponderia a la ley de Fourier* (4.49) contiene
un término ~ -p . Si bien en el limite no relativista éste tiende a cero, en el caso relativista NO
nos permite decir que Ly; = Lgqq) + Leq(;) €S la conductividad térmica. La conductividad térmica nos
dice como es el flujo de calor debido a un gradiente de temperatura. Aqui tenemos un coeficiente de
transporte que no tiene la forma candnica requerida por la tercer hipétesis de la TIL (Véase Ecs. (2.15)
y (2.16)). Entonces esta representacion no puede ser completamente compatible con la TIL.

En la literatura, particularmente el trabajo [25]° no se aborda de forma directa este problema sino sélo
se menciona que en un caso de equilibrio mecanico se puede hacer p , = 0. La critica en tal caso, por
la hipétesis de equilibrio local es que tendriamos un gradiente de temperatura anti-paralelo al gradiente
de densidad nT',, = —T'n ,. Esto representa un condicion muy particular en el sistema.

Otro aspecto es que en la referencia [26]°, para el caso de un fluido simple transforman el término
Vp de la ecuacién constitutiva para el calor en uno que contiene la aceleracién U* con ayuda de la
ecuacion de Euler. Este proceso recupera la ecuacion de Eckart [12], sin embargo a orden uno en los
gradientes segin el método de Chapman-Enskog el paso no est justificado pues U* no es una fuerza
termodinamica.

En la siguiente seccion daremos un enfoque diferente, con la inclusién del flujo de volumen.

4.3. Solucion con tres fuerzas termodinamicas: representacion d,,,
Ta
7 Y Viiya-

En esta seccién se encuentra la parte troncal de la tesis, es decir la exploracién de la posibilidad de
una tercera fuerza termodindmica que sea compatible con la TIL. En la seccion 4.1 se mostr6 que una
eleccién arbitraria no satisface las relaciones de reciprocidad de Onsager. Por otro lado en la seccion 4.2,
con una representacion de dos fuerzas queda incompleto el significado de los coeficientes de transporte
a pesar de que si se satisfacen las Relaciones de Reciprocidad de Onsager.

La motivacién es mantener los gradientes de temperatura y presion como fuerzas independientes,
de tal manera que obtengamos una ecuacién constitutiva tipo Fourier asociada exclusivamente a un
gradiente de temperatura. Eso implicara que el flujo de calor debido a la presencia de un gradiente de
presiones es un efecto cruzado. Veremos también como se relaciona esta nueva representacion en el
caso limite de una sola componente.

“4La ley de Fourier § = —xVT.
5Véase capitulo 1V, seccién |, subseccion c.
6pPagina 109
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Partimos reagrupando la ecuacién de Boltzmann linealizada (3.90) de la siguiente manera (Véase
apéndice L)

) =Gy T TN
0)7 v (i) Tk (#) N (i) "7 (4) pi — ) ) )
Fioy o Ky {[du |+ ( o )T Oy = G) | =5 ” [C(¢) +C (¢ ¢»))] »
(4.69)
donde df}) es la fuerza de difusién que es la misma definida en la ecuacién (4.47). Aqui las fuerzas
termodinamicas que consideraremos son

- T nEYMG) P
d(z)’ |: 7/t:| , Vz = |: ( )~ (3) aM:| ) 4.70
W T y (i)p F; Pe) ( )
La “nueva fuerza” V(;),, no es independiente de V), pues
Vi = m; )V(])/ =V (4.71)

por lo que nos referiremos a ella simplemente como V,.
La solucién a la ecuacién (4.69) se construye nuevamente como en la seccién 4.1 de la forma

®(i) = P(s)PARTICULAR + @ (i) HOMOGENEA- (4.72)

El desarrollo para hallar la solucién Unica para (4.69) es analogo al de las secciones anteriores, hay que
incluir la informacién de las condiciones subsidiarias, Ec. (4.17). Omitiendo pasos, tenemos

gf)(i) = 7A(1)K(Vl)hﬁ (ln T),M - B(l)K(Vl)hﬁV‘u - D(l)KE;)hﬁd#, (473)

donde los coeficientes {A(Z-), By, D@} estan indeterminados pero dependen de las variables termod-
inamicas y de la magnitud de la velocidad caética.

Siguiendo la metodologia de los casos anteriores escribamos el flujo de masa, sustituyamos la Ec.
(4.73) en (3.64) y ésta a su vez en (3.27), resultando

Jh 1 -
(2) — [¢3 (O) B8 *
ma) _§h3/f(i) K(i)K(iMA(i)dK(i)T (4.74)

Lo O )

—7h /f(OK KiyaDiydK(d",
que también se puede escribir como
0 L™ Ly VP~ Laagyd” 4.75
ma da(i) 7 av (s) dd(i) " (4.75)

donde estamos definiendo a los coeficientes L’'s como
Lagiy = fh" / PO KD K aAmdK,  flujo de masa debido a T (4.76)
LdV(i,) = ghg / f(z) K(Z)K(z)aB(1)dK(*1) ﬂUjO de masa debido a V* (477)

1 . .
Laay = 30§ / I KL K iyaD@dKG,  flujo de masa debido a d”. (4.78)



CAPITULO 4. ELECCION DE LAS FUERZAS TERMODINAMICAS 43

Para el flujo de calor sustituimos (4.73) en (3.52) y resulta

(0}

90)
ksT

o) _+ 1 B v * T',L
,hﬁh#/f 'Yk’(i) — G(l)) K(Z)K(Z)A(l)dK(l)?l (4.79)
T B v *
_7hghf/ /f(i) } (%u) - G(i)) K(i)K(i)B(i)dK(i)Vu
o 1 1 B v .
_’hﬁhﬂ/f 7’%) o G(i)) K(i)K(i)D(i)dK(i)dw

Esta tltima ecuacién se puede escribir como

o
0] Ehi
T~ Fa 7~ Lave V" = Lgad”, (4.80)

al escribir las expresiones en el marco comovil para hj. Entonces los coeficientes L's que aparecen en
la ecuacion (4.80) escriben como

1 1 . . .
Loy = = f((z.o))f (e, — Gy) K(Qi)A(i)dK(i) flujo de calor debido a T* (4.81)
3 Z(l)
1 1 * ; ; L
Lyviy = /f(((;) " (ke — Giy) KyBwdK(;,  flujo de calor debido a V* (4.82)
1 . .
Ligiy = /f(o) (1, — Gy) K%y D@ydK(;,  flujo de calor debidoa d”.  (4.83)

Vamos ahora a suponer que existe un flujo de volumen descrito por la ecuacion (3.65). Al sustituir
la solucion ;) de la misma forma que para los flujos anterioresresulta que

[ ) v « T
NoLw = —ghé/f(i (ke _G(i))Kz)K(i)A(i)dK(i)?ﬂ (4.84)
1 L 0) « 12 *
3ho / iy ey = Geay) K& Ky Biyd Ky Vi
1

) o v *
_*h“/f() (Wm G(i))K(i)K(i)D(i)dK(i)du'

Nuevamente, al evaluar (4.84) en el marco comdvil se tiene

Noviy = ~Lva >TTM Lvv@V" = Lvag d”, (4.85)
de donde definimos
Lvgs = / 19 (g, — Geo) K2y AwdKy,y fluio de volumen debido a T (4.86)
Livy = 3 / 19 (g, — Geo) K2y BydK,  flujo de volumen debidoa V¥ (4.87)
Lvag = % / 18 (e, = Goy) K D(oydK(;)  flujo de volumen debido ad”.  (4.88)

Hay que sefalar que la estructura integral del flujo de volumen Ec. (4.84) es la misma que aquella del
flujo de calor Ec. (4.33). Pero hay dos diferencias significativas. La primera es que las unidades del flujo

de volumen son Unicamente “de flujo” {1/(érea2tiempo)} . La segunda es que hay una constante % que

7Esta suposicién la hacemos pues como hicimos notar en la seccién 4.1, al considerar dos flujos y tres fuerzas tendriamos una
matriz onsageriana de tamano 2 x 3, entonces no tendria sentido buscar su simetria. Al considerar una tercer fuerza la matriz
onsageriana se vuelve de tamarfio 3 x 3.
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hace una diferencia fundamental entre los dos flujos ya que en el limite no relativista el coeficiente del
flujo de volumen tiende a cero

(ke = Gy) =0, (4.89)
mientras que el coeficiente del flujo de calor tiende a
1 m(i)k%i) 5
; - —. 4.
Z( ) ('Yk() G(l)) - 2]€BT 2 ( 90)

Ahora reescribimos a la Ecs. (4.75), (4.80) y (4.85) en forma matricial,

"
9¢)

T

FpT Logtiy  Lqay  Lqviy T
# =—| Lagwy ZLaawy Lave) d(ﬁ) . (4.91)

‘]\I/LOL(z‘) Lyvawy Lvawy Lvve Vi

La ecuacién (4.91) esta escrita por especie, pero al tomar la suma se genera otra matriz que contiene
a los coeficientes de transporte, por ejemplo Ly, = Ly + Lgq(;) representa la conductividad térmica
que esta asociada con la ecuacion de Fourier. El coeficiente Lyq = Lyq;) + Lqa(;) Obedece a un efecto
de difusion térmica o efecto Dufour . Los coeficientes Ly, = Lag(i) + Lag(j) Y Lad = Laa(i) + Laacj) SOn los
efectos de termodifusion (Soret) y difusién (Fick) respectivamente. Es muy importante sefalar que hay
cinco coeficientes adicionales en la Ec. (4.91) cuyo significado fisico es terreno inexplorado. Esos cinco
coeficientes asi como el flujo de volumen son una novedad en la teoria cinética relativista.

Dada la estructura de las integrales, demostrar que la matriz de coeficientes de transporte es simétri-
ca implica el mismo procedimiento que el que hemos usado anteriormente, veamoslo a continuacién.

4.3.1. Relaciones de Reciprocidad Onsager

De la matriz onsageriana escrita en la Ec. (4.91), las ecuaciones que se deben satisfacer son

Ligiy = Lgag (4.92)
LVq(i) == LqV(i) (493)
Lvaiy = Lave)- (4.94)

El método es analogo al descrito en las secciones anteriores. Comenzamos sustituyendo la solucién
(4.73) en la ecuacién de Boltzmann linealizada (4.69), se generan tres ecuaciones independientes, una
para cada fuerza termodinamica y por lo tanto para cada coeficiente indeterminado Ag;), B(;) y D)
Tenemos

(0) — " 14 L v v
8 hMK(Z) o Ome = Go) = (€ (Kt Aw) +C (MK Aw REEG A)) | (499)
para A, asociada con el gradiente de temperaturas. La ecuacion relacionada con el flujo de volumen
VH es la correspondiente a B; esto es
FORKY (W, — Gy) = |C (BEKY By ) + C (WKl By, B KY By (4.96)
(@) B @) ke — () v @B v @) P R ) BG) ) | - :
Y por ultimo la ecuacion que proviene de la difusion para el coeficiente D ;),
1K) = [0 (nikg, D ) +C (Mg Dy, hEKE Dy )| (4.97)
Ahora, si multiplicamos la Ec. (4.95) por h“K(ﬂi)D(i) e integramos en dK (), resulta que,

hh [ 16 KG KD 2 (e, — Gy) DdK,

— (0) v - v
= [ [0 [h KY) Ay + WKL) Ay = WU Ay — K A |
Xh K D( )F(”)E dQ(ﬂ)dK dK

= {4, D}(l

(4.98)
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Luego multiplicamos la Ec. (4.97) por K;),A(;) € integramos en dK(z), para obtener que,

n [ 1KY Ky, AwdK

_ (0) £(0) v , ”
== S S 1 {h”Ko) Dy’ ”‘ vEG) Dy — hoK{G) D) — hﬁKu)D(i)} (4.99)
XK (i) A i) Flij) Eag) dQ iy AK (G AK
= {D,A}(Z)

Por los mismos argumentos de simetria del teorema H, que ya hemos mencionado en las secciones
anteriores, tenemos que
{A, D}y ={D, A}, (4.100)

Ahora hay que notar que el lado izquierdo de la Ec. (4.98) es precisamente la definicion del coeficiente
L,q(;) definido en la Ec. (4.80). Por otra parte, el lado izquierdo de la Ec. (4.99) es el coeficiente L, ;)
definido en la Ec. (4.75). Esto justifica la validez de la ecuacion (4.92).

Por otro lado, para verificar la Ec. (4.93) multipliquemos las Ecs. (4.95) y (4.96) por hO‘K(Z)B(i) y
Kg:)A(i) respectivamente, luego integramos en las velocidades dK (. De dicho procedimiento obten-
emos

h%h*‘f 6 KKz (e, = G (20)) BodKp,
N (O) v v 7 7 1% 1%
== /1o f {h“Km Agy + K A" — MEKT) Ay —hﬁK(i)Am}
XhﬁK B( )F(Z])Z(”)dﬁ(j, d3 K( )d3K( i)
= {A, B}

(4.101)
(@)

L (O v fe% *
h’ | iy KGO EE) (e, — G (2))) AwdKG)
-5, £ [h K(”]) G + LK, B(;) - h‘gK&)Bm - h’JKé)Bm} (4.102)
XK Gy Adiy Flij) 2 i) iy d° K () d° K 5y,
= {Bﬂ A}(l)»
donde por los mismos argumentos conducentes a la validez de la Ec. (4.100) tenemos que
{A, B}, ={B, A4}, (4.103)

Aqui nuevamente hay que identificar al lado izquierdo de la Ec. (4.101) con la definicion de L,y ;) (Ec.
(4.80)) y tambien al lado izquierdo de (4.102) con la definicion de Ly, Ec. (4.85). Entonces la Ec.
(4.93) es valida.

Por ultimo, para la igualdad (4.94) multiplicamos las Ecs. (4.96) y (4.97) por Kg)D(i) Y KiyuB)
respectivamente, e integramos en dK;, de lo que resulta

h“ff((iO)K(a' Kéj') ('716(7‘) _G(Z('))) D(')dK(*i)

B © )
- -y, ff [h“K(J) By + W K() "By — W K{ By — i, K(Z)B(i)} (4.104)
XK Doy Flig) X6 40y K () KT
= {B,D}(l)
y
R [ FOKY Koy B dKE
l,ff(i) @) @Op @) (i)
_ (0) £(0) v, v h — hy KD
== [ fiy Ty [h5K<j> Dy + MKy 'Deoy” = hyKigy Digy — iy Ky Dy (4.105)
XK (i) Boy Flugy B0ij) A gy K [y AK
= {D,B}(i),

donde nuevamente por los argumentos antes expuestos

{B,D}; ={D,Bj;- (4.108)
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Finalmente identificamos al lado izquierdo de la Ec. (4.104) con la definicion de Ly 4 (Ec. (4.85)) y
luego al lado izquierdo de (4.105) con la definicion de Lgy ;) Ec. (4.75). Esto valida la Ec. (4.94).

Vale la pena mencionar que el hecho de que efectivamente la matriz de las L’s sea simétrica obe-
dece en el fondo al principio de reversibilidad microscépica. La simetria de dicha matriz es el ultimo
resquicio de la reversibilidad microscopica. Es la huella macroscépica del hecho de que las ecuaciones
de movimiento de las particulas sean reversibles.

4.4. ¢El potencial quimico se asocia con una fuerza termodinami-
ca?

Es esta seccidon demostraremos que el potencial quimico no se debe asociar con una fuerza termod-
inamica de acuerdo con la Termodinamica Irreversible Lineal. Si bien esto ya se ha demostrado en el
caso clasico [53] y pudiera parecer innecesario en el caso relativista, vale la pena subrayarlo. Ya hemos
mencionado que la eleccidén de las fuerzas termodindmicas no puede ser arbitraria, y aqui daremos
cuenta con otro contraejemplo.

Comencemos recordando que el potencial quimico para un gas ideal esta dado por

3
L) = - (lnn(i) — 2lna(T)) , (4.107)
donde «(T) es una funcion relacionada con la funcion de distribuciéon de Juttner que es irrelevante para
el calculo que nos ocupa. Por consiguiente,
LIOK
: = z(jB—22, 4.108
(;LI‘(L),()()T Z(L)C n(z) ( )
donde (“(iLa)T es el gradiente del potencial quimico para la especie (i) a temperatura constante. En-
tonces la ecuacion (4.47) se puede reescribir con ayuda de la ecuacién del gas ideal p = nkgT como

PILC oy I G ) o ) 4109
== (MG ~meGw) 7+ == | m6)Gay, =~ maGe = |- (4.109)

Ahora sustituimos la Ec. (4.108) en (4.109), e introducimos lo que resulta para d* en la ecuacién para el
flujo de calor (4.79), de lo que se obtiene

G 1 =G
ksT _§/ 20 Ky A(i)+D(i>7(m(j)G(j)—m@G(i)) dK () —
L[ o1 > . 1a
*g/fm 2 ko~ Go) Ky BodKyV (4.110)
o L G) K2 DK —— M() ,M(a)
3. 10 2 ko TEOIROTORO 0 2 MO T gz @) 2)

que se puede reescribir como

G _ o [T e e e L (PG (0} 0P (e
T qum{T} LovV Lqu(onhE( (“(@)T 070) (”(j))T : (4.111)
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En la Ec. (4.111) hemos definido a los coeficientes L’s como
0)
N 1 f((i) ('V’fu) - G(i))K2 A
aqi) T 3 24) (@) { ()
n(a) (m(»H Gy —mGay) } dK(;y  flujode calordebidoa, (4.112)

e = /f(z) o (M, — Gy) Kfi)B(i)dK@) flujo de calor debido a V*  (4.113)
N 1
an() = /fn 2y (o — G 0) Kty Do dKy
, : PG) NHPG) (o
flujo de calor debido a ( . ( (Z)) 7o) (“(ﬂ'))T) . (4.114)

De manera analoga transformamos el flujo de volumen (4.84) en

,Qx

(83 . T
how = 73 / 16 (e, = G) Ky (Am + D(z) 2 (m(; Gy - m(nG(i))) K () =
_*/f(i) (T — Gay) K&y Bayd K, Ve (4.115)

1 PG) (@ () Pi)
/f() Vi ~ G())KUD()dK()nhE <Z(Z_) (1), - N2 (46 )

que reescribimos como

Forey = ~Liraty e — Livo V™~ Ly . <p D (), - Zij))g((]; (u’g))T), (4.116)
donde definimos
Lygw = % / 1) Oy = Gay) K2y {Aq)
+Dg ”(ﬁ” (m» Gy — moGn) } dK7,  flujo de volumen debido a T, (4.117)
Lyvey = /f(z) Ty — Gay) Ky B(iydK(;  flujo de volumen debido a V* (4.118)
Lvuiy = 3 / 16 (ke _G@))K(QMD(i)dKE@)%
flujo de volumen debido a (ZZ)) (N’(?))T — nij))f((’; (u(])) > (4.119)

Por Gltimo, el flujo de masa queda como

Jo - 2 VK2 A " KD G G ) dics 2o
mey — 3) Uofeds + S KT Koo Dy 2 (m(y) o) —mmGam) ) AKG =5
(0)
— | 19K DK, P (1) _Lﬁﬁ(”( ) 4.121
/f (i) nhE ) M) T nmag) ) ) (4. )
6
J& T 1 5, . N
(i) * * « * P) ( 7CE) () P@) a()é)
O e s pro o ve oy o (B9 (e} : 4.122
ma) dq(i) " av (i) i) (zu) Ry ) 0 20) (‘U(J) )’ ( )
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donde quedan definidos

* — (0) 72
Lagiy = / {f W KA
(0) ©)
iy Ko Kn Py =5 (4.123)
m(J)G(]) - m(L)G(z))} dK( ) ﬂUJO de masa debido a T (4124)
Live = /f B;)dK(; flujo de masa debido a V“ (4.125)
1 _ , .
LZM = g/f(O)K(Z D dK( whe flujo de masa debido a d“. (4.126)

Si ahora hacemos el procedimiento descrito en las secciones anteriores, de forma directa notaremos
que
Ly, # iy (4.127)

y lo mismo ocurre con los demds coeficientes. Queda entonces muy claro algo que se intuia desde
el principio, si en el caso clésico el potencial quimico no es una fuerza termodinamica aceptable en
términos de la TIL [53], no tiene por que serlo en el caso relativista.

4.5. Observaciones

En este capitulo hemos integrado una nueva fuerza termodindmica V,, reagrupando la ecuacion de
Boltzmann linealizada, lo que conduce a que tres ecuaciones constitutivas para los flujos vectoriales de
masa, energia y volumen. En la seccién 3.2 definimos el flujo de volumen como uno cuya naturaleza
es estrictamente relativista. Hay que subrayar que aparece Unicamente en casos relativistas debido a
no invariancias de cantidades microscopicas en el sistema. El cambio en el volumen Ec. (3.62) tiende a
cero en el caso no-relativista.

Para aclarar un poco el significado de esta nueva idea, tomemos el limite de mezcla binaria a fluido
simple. Esto es facil si suponemos que las masas de las especies son iguales my = m(;) = m,
ademas n;) = n(;) = n. De la definicion de flujo de volumen (Ec. (3.65)), tomandola para una especie
(J{,‘OLU) — J{o.) tenemos para un fluido simple ideal

Jho, = / e KM fAR*. (4.128)

El lado derecho de la Ec. (4.128) es un mdltiplo del flujo de calor para un fluido simple ideal®, tenemos
que
1

——q*.
mc?

Lol = (4.130)
Por lo tanto, lo que en la mezcla binaria hemos definido como el flujo de volumen, en el limite de una
especie es un multiplo del flujo de calor.

Como hemos mencionado desde la introduccion de esta tesis, asi como en este capitulo, la incorpo-
racién del flujo de volumen permite definir con claridad la conductividad térmica. Esta es una medida de
como se transporta el calor en el gas dado un gradiente de temperatura, y esto se ve muy claro en la
ecuacion (4.81).

Otro punto importante que vale la pena mencionar es que en la Teoria Cinética Relativista aparece de
manera natural un gradiente en la densidad n , para el caso de un fluido simple [31, 30], dicho efecto es

8Consulte por ejemplo, la ecuacién (10) .
¢’ =mc? / KV~ fdK* (4.129)

del trabajo Heat conduction in relativistic neutral gases revisited de A. L. Garcia-Perciante y A. R. Méndez publicado en GENERAL
RELATIVITY AND GRAVITATION Volume 43, Number 8, 2257-2275.
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totalmente ajeno al caso clasico. En este caso relativista (mezcla binaria) se recupera apropiadamente
la furza de difusion clasica haciendo el caso limite m ;) = m) = m. Este resultado refuerza el que
en el caso de una sola componente, n o es estrictamente relativista. El problema que subsiste es como
incorporarlo desde un enfoque fenomenoldgico.

Por dltimo, hay un punto adicional a considerar para que el flujo J¢ sea propiamente un flujo termod-
indmico segun los canones de la Termodinamica Irreversible Lineal. Esto es en relacion con la segunda
hipétesis de la TIL, que dice que la “produccion de entropia” debe ser una forma bilineal en flujos y
fuerzas termodinamicas. Esta discusion se aborda en el siguiente capitulo.



Capitulo 5

Produccion de Entropia

Antes de comenzar con el andlisis de este capitulo, tal vez sea preciso mencionar que el término
“produccién de entropia” ha sido algo desafortunado pues, a juicio del autor de esta tesis, el nombre se
le dio porque aparece como un término de produccién (matematicamente hablando) en la ecuacién de
balance para la densidad de entropia local, esto es,

p$+V - J, =0, (5.1)

donde s es la entropia local, .J, un flujo de entropia y o la “produccion de entropia”. La ecuacion (5.1)
es una ecuacion de balance cuyo “término de produccién” es o, sin embargo esto no quiere decir que
haya una produccion de entropia como variable termodinamica. La entropia se define para sistemas en
equilibrio a través de la segunda ley de la termodinamica como un indice de restriccion, esto es, si un
proceso puede ocurrir 0 no; para gases fuera de equilibrio podemos definir una cantidad s relacionada
con la anterior gracias a la hipotesis de equilibrio local. Dicha hipotesis nos permite definir las variables
termodinamicas como variables de campo y por lo tanto a la entropia local a través de su dependencia
con ellas. El término o de la ecuacion (5.1) estd mas bien asociado con el calor no compensado de Clau-
sius. Para conocer mas sobre el tema se puede consultar el articulo de revision citado en la referencia
[44].

El objetivo de esta tesis es explorar la compatibilidad entre la Teoria Cinética Relativista (TCR) para
mezclas binarias inertes y la Termodinamica Irreversible Lineal (TIL). Para finalizar con este estudio hace
falta obtener, a partir de la ecuacion de Boltzmann, una forma candnica para la produccién de entropia
a primer orden en los gradientes consistente con la segunda hipétesis de la TIL.

En este ultimo capitulo, demostramos a través de la TCR que la “produccién de entropia” asociada
a una mezcla binaria inerte relativista obedece la segunda hip6tesis de la TIL, (véase seccidn 2.1). El
objetivo particular en este capitulo es escribir una ecuacién de balance para la entropia local, que sea
andloga a aquella que en el caso no-relativista tiene la forma dada por la Ec. (5.1). Segun la segunda
hipétesis de la TIL, se establece que o > 0, y tiene la forma candnica bilineal del tipo

g = Ezjl ® Xi, (52)

donde J; es un flujo del mismo rango tensorial que su correspondiente fuerza X; y ® es la operacion
tal que lleve a un escalar. La forma de la ecuacion (5.2) permite definir a qué fuerza le corresponde
un flujo directo en alguna representacién elegida. Esto también define cuales son los efectos cruzados
correspondientes a cada flujo.

De la literatura [25, 26] sabemos que se puede construir una ecuacién de balance para un tetra-flujo
S* a partir de la ecuacion de Boltzmann. Sea

St=—kp / v (I fay — 1) dvg ©9)
@

el tetra-flujo de entropia. Entonces
s (5.4)

g0
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donde

= kg Z / (fa o)) In faydoy (5.5)
(4),(9)

y J (f)f(;)) esté definido en la ecuacién (3.8).

Es muy importante subrayar que el identificar S* con la entropia local, S™ con el flujo de entropiay o
con el calor no compensado de Clausius no se puede hacer hasta que f;) esté determinada en términos
de variables termodinamicas. Mientras f;) sea desconocida, a ninguna de las cantidades anteriores se
le puede asociar una variable termodinamica.

Ahora analicemos la Ec. (5.5), sustituyendo el término de colision de la ecuacion de Boltzmann (3.4),

o=—kp ) / (Ft fiy = Frfon ) I Foo Feapy Sas) 420y dsy dofy, (5:6)
y haciendo las transformaciones propias del Teorema H, se puede escribir de forma directa como,
fiof;
7kB Z / f(z f(J) )f;)) S Flijy iz d€aydug )dv() (5.7)
(1).3) fwla
Luego, usando la desigualdad de Klein
faolty
/ !/ . i
(fmf(j) - f(z)ﬂy)) ol >0, (5.8)
uno obtiene
c>0, (5.9)

que es un requisito esencial en la validez de la segunda ley de la termodinamica. También cabe men-
cionar que la ecuacién (5.9) es valida para cualquier solucion exacta de la ecuacion de Boltzmann.

Es importante también comentar que la ecuacion (5.5) con (5.9) es valida para cualquier solucién
analitica de la ecuacién de Boltzmann. Por ello, los dos esquemas propuestos como solucién en los
capitulos anteriores son consistentes con la segunda ley. A continuacién exploraremos las formas bilin-
eales que se obtienen en ambos esquemas de acuerdo con el método de solucion de Chapman-Enskog.

5.1. Obtencion de ¢

En esta seccion determinaremos la forma de o (Ec. (5.5)) segun el esquema lineal descrito en el
capitulo 3. Es importante subrayar que evaluamos en el marco comovil, tal y como describimos en el
capitulo anterior pero sin alterar la covarianza. Comenzamos por sustituir el desarrollo a primer orden,
propio del método de Chapman-Enskog, para f(;, alrededor de la funcion de distribucion de equilibrio

local, f;) = f((io)) (1+ ;) en la ecuacién para o (Ec. (5.5)), de donde se desprende que

_ 0) . . (0) * *
o=—kp Y / £ () + o) — b6 — d)) In [f@ (1+¢<i))} Flij) By dQ gy AR () dK ().
(@,6)
(5.10)

Ahora hacemos un desarrollo de In [f( (1 + @) )} alrededor de ¢;) = 0, es decir

I [£) (14 6)] =W 1) + 6+ 0 () (5.11)

de tal manera que o se puede escribir como

o= —kp Z /f(o)f(j) b + b)) — b — b )(lnf((g)+gb(i))F(ij)E(ij)dﬂ(ji)dK(*j)dK(*i). (5.12)
(@),(
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Dado que tanto f((g> como In f((f)) estan dados en términos de los invariantes colisionales, la integral que
contiene In f((io)) vale cero y tenemos que

o=—kp Z /f I 6w + 06y — b6 — b)) Sy Flap Diin a0 K Gy dK ). (5.13)

Por ultimo, con ayuda de las ecuaciones (3.92) y (3.93) tenemos que,
= ks Z / +C (b, ¢)] by dKT). (5.14)

La forma de la ecuacién (5.14) corresponde a una de las hipétesis del método de Chapman-Enskog,
es decir el desarrollo alrededor de f((o) Sin embargo, aln falta elegir una representacion de las fuerzas

termodinamicas. En la ecuacion (5.14) vemos que en el integrando tenemos [C (¢;)) + C (¢, ¢(j)) ]
que en vista de la ecuacién (3.90) y de toda la discusion del capitulo 4 nos llevara a distintos resultados
dependiendo de la representacion de las fuerzas termodindmicas que elijamos. Este procedimiento,
que ha sido parte troncal en esta tesis es sumamente sutil en la interpretacion de los coeficientes de
transporte. A continuacién veamos qué forma se obtiene para o dadas las representaciones de dos
(seccion 4.2) y tres (seccién 4.3) fuerzas termodinamicas.

5.2. Produccidén de entropia en la representacion de dos fuerzas
termodi- namicas

Con el fin de comparar los esquemas tratados en el capitulo 4 de esta tesis, en esta seccién cal-
cularemos o segun el tratamiento de la seccion 4.2. En dicho tratamiento se consideran dos fuerzas
termodinamicas, el flujo de masa y el flujo de calor. Si bien ya hemos mencionado que el problema que
presenta dicha consideracion es que no permite identificar claramente a la conductividad térmica ni al
efecto Soret, vale la pena explorar si la misma cumple con la forma candnica de la segunda hip6tesis de
la TIL.

Comenzamos sustituyendo la ecuacién (4.46) incluyendo los términos de rango 2 en (5.14), de lo
que se obtiene

— Gy T 1
o _ 0) h KV d h KV M oE
Z/f( ¢( ) { (3)%(ig)p + () ) T nhEp#L

1
+Wh” <K()K(z)ﬁ>U +T(Z)U (ﬁ(n} Vi) (5.15)

y que se puede reescribir como

v 1 . [T 1
— = Z{ / K Gy b £ vty [din + / hﬁK(i)% (Ve — G (2)) S £y vy {T“ - nhEp,u]

kp

/¢<>f(°)h (K K )5) dv(yU /¢()f Ty dviy U, } (5.16)

Aqui es conveniente hacer una pausa y analizar detenidamente los términos del lado derecho de la
ecuacion (5.16). El primer término contiene al flujo de masa adimensional (Ec. (3.27)),

>C2

JH
M)

_ v (0) 5, %
= / Wy K () Sy dvgys (5.17)
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pues h¥ = ¢ . El segundo término tiene al flujo de calor adimensional menos una contribucion debida a

la entalpla de mezclado, al cual llamaremos q "y es analogo a aquel obtenido en el caso no relativista
(véanse Refs. [53] 6 [3]),

b= [ I8 ot o O~ Guo) Ky, (5.1

Podemos escribir la ecuacion (5.18) en términos del flujo de calor (Ec. (3.52)) y el flujo de masa (Ec.

(3.27)) de la siguiente manera
q" hen JE
@ kT kT m '

donde la entalpia de mezclado es
kT

(%)
Por otro lado, el tercer y cuarto término de la ecuacion (5.16) corresponden a los flujos tensoriales, pues
podemos identificar al tensor de viscosidades (Ec. (3.55))

5*2” >H*Zm<z)hu/(K K( >6)f()¢(>dK<)

hay = “2=Gp. (5.20)

y su traza

_ _ L g (O) *
= T =) muhy / Ky Ky d@dK G-

(4) (4)
Luego de estas identificaciones, la estructura de o (Ec. (5.16)) se puede reescribir sin problemas como

o J& 1
— I o B _ a
P (2): (m(i) [d(ij)a] Zq( [ - } Pkt UL — TUS, (5.21)

que claramente tiene la estructura canénica correspondiente con la segunda hipotesis de la TIL. Como
conclusién, vale la pena sefalar, que se satisfacen las relaciones de reciprocidad de Onsager (véase
la seccién 4.2.1) y que se obtiene la forma canénica para o en la representacién de dos fuerzas ter-
modinamicas. Sin embargo, esta representacién no permite definir de forma directa a la conductividad
térmica ni al efecto Soret, cosa que representa un problema para la interpretacion fisica del flujo de
calor. En la siguiente seccion, exploramos la forma canonica para o en la representacion de tres fuerzas
termodinamicas.

5.3. Produccidén de entropia en la representaciéon de tres fuerzas
termodi- namicas

Como hemos mencionado, la representacién en dos fuerzas termodinamicas no permite definir
apropiadamente a los coeficientes de transporte en términos fisicos. En esta seccion obtenemos a o
en la nueva representacion de tres fuerzas termodinamicas. La incorporacién de una nueva fuerza ter-
modinamica, a la que le hemos llamado “fuerza volumétrica” V,, en la ecuacion (4.71), es una parte de
la contribucién original de esta tesis. En esta Ultima seccion exploramos si, en términos de la segunda
hipétesis de la TIL, dicha fuerza aparece como “fuerza directa” del flujo de volumen que introdujimos en
la seccion 3.2. Si bien la respuesta es afirmativa, dejaremos para las conclusiones la discusion corre-
spondiente. Los resultados aqui expuestos estan publicados en la Ref. [77].
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Para llevar a cabo dicha tarea, sustituimos la ecuacion de Boltzmann linealizada en la representacién
de tres fuerzas termodinamicas dada por la ecuacion (4.69), incluyendo los términos tensoriales en la
expresion para la produccién de entropia (Ec. (5.14)), resultando en

- (0) LTV 1 T,
7 = _kBZ/f(i) [hffK(i) {d“ * ) (Ve = Cw)
() ’

1 *
+——h (K()K( )ﬁ>U + 7 US ¢>(1}¢ DdK (), (5.22)

2 )62 K

~ (e — Gay) V(z'm}

aqui ¢(;) esta descrita en la Ec. (4.73) siempre y cuando los términos tensoriales de orden 2 sean
tomados en cuenta, Véase Ref [77]. Podemos reescribir la ecuacién (5.22) como

0)y 1 (0) 1 T
Z/f( h‘K HPG) dK e —I—Z/f( h/K() ('Vk(i>_G())¢()dK()T
) o v \
- Z / Fey P EGy (e, — Gay) b K () Vi (5.23)

_ZZ(L)CQ /¢( FOh (Ku K )dv Z/¢ o f O 70y dv,y U

En este punto conviene nuevamente hacer una pausa para identificar cada término del lado derecho
de la ecuacion (5.23). El primer término corresponde al flujo de masa de la especie (i) dividido entre la
masa m ;) segun la definicion (3.27),

(0) (0) "
/f h“K(z)qS()dK(z) /f(i) Ké‘i)gb(i)dK(i). (5.24)

En el segundo término (que es anélogo al de la seccion anterior Ec. (5.19)) identificamos al flujo de calor
qg) " que tiene las contribuciones cinética y de mezclado,

0 1
q". hen J7s
w96 ) 76 5
i (kBT kpT m(i)> ' (5:29)

Por otra parte, en el tercer término de la ecuacién (5.23) identificamos la definicién de flujo de volumen
(Ec. (3.79))

TioL =Y / WK (e, — G) b dKGy = Y [ / Koy 0 dK G — G / K{M(i)dKZZ)}
i 5

hey b
m . (1) (1)
(2) (JvoL(i) M C2 m(i)) ) (5.26)

donde el flujo de volumen por especie Ji;, ;) esta definido en la ecuacion (3.65). Como en el caso de
dos fuerzas termodinamicas, el cuarto y quinto término de la ecuacién (5.23) corresponden a los flujos
tensoriales 72 y 7.

Por ultimo, escribimos la ecuacién (5.23) en términos de las identificaciones que hemos hecho, dando
como resultado que

g J )
= _ 1 ﬁ ) X
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Claramente la estructura de la ecuacion (5.27) satisface la forma candnica para la produccién de en-
tropia, es decir,
o= Ji®X; (5.28)

La ecuacién (5.28) es consistente con las hipotesis de la Termodinamica Irreversible Lineal y por lo tanto,
el analisis en la representacion de tres fuerzas termodinamicas también lo es. La ventaja de la repre-
sentacion de tres fuerzas termodinamicas sobre la representacion de dos es, como hemos mencionado
en repetidas ocasiones, que permite definir adecuadamente a los coeficientes de transporte. En efecto,
en la ecuacién (4.81) se ve muy clara la forma de la conductividad térmica y en la (4.75) la del efecto
Soret.



Capitulo 6

Discusion y conclusiones

En este trabajo hemos estudiado la Teoria Cinética Relativista (TCR) para una mezcla binaria inerte
usando la ecuacién de Boltzmann en su versién covariante y hemos resuelto la parte vectorial con el
método de Chapman-Enskog a primer orden en los gradientes. Este procedimiento, como ha quedado
claro en el capitulo cuatro no es univoco y la eleccion de las distintas posibilidades para estructurar la
solucién de la ecuacion de Boltzmann linealizada no surge del método en si mismo. La Termodinamica
Irreversible Lineal (TIL) ha sido central en el sentido de que permite guiar la estructura de la solucién de
Chapman-Enskog. De hecho la identificacion de las fuerzas y flujos termodinamicos en términos de la
TIL, es Unica si uno impone claridad en los coeficientes de transporte.

Al analizar cada posibilidad en la estructura de la solucién concluimos que algunas deben ser descar-
tadas si se busca la compatibilidad con la TIL. La primer opcién que analizamos en la seccién 4.1 fue
tratar de escribir fuerzas termodinamicas que recuperen el limite no relativista correctamente, en par-
ticular, definir alguna fuerza de difusion (Ec. (4.4)) que en el limite clasico recupere la versiéon conocida
dada por la Ec. (2.47). El resultado de esta primer opcion no es satifactorio con el objetivo original pues
en la subseccion 4.1.1 demostramos que en dicha representacion no se satisfacen las Relaciones de
Reciprocidad de Onsager (RRO).

La segunda opcién que exploramos fue una que se ha planteado en la literatura [25, 26]. Esta repre-
sentacion es interesante pues introduce una fuerza termodinamica de la forma

T, 1
) A
[ T nhEp’”} ’ (6 )

que actia como una generalizacion de la fuerza calérica usual T',,. Hemos descrito esta representacion
en la seccion 4.2, mientras que en la subseccion 4.2.1 demostramos que se satisfacen las RRO, cosa
que curiosamente no se habia hecho en la literatura. Ademas, al calcular la forma de la produccién de
entropia en la seccién 5.2, la fuerza (6.1) aparece como fuerza directa del flujo de calor. Por otro lado,
al coeficiente que multiplica dicha fuerza Ec. (6.1) para generar un flujo de calor no se le puede llamar
conductividad térmica pues ésta es una medida de como se transporta el calor dado un gradiente en
la temperatura exclusivantente. Esta segunda representacion no es completamente compatible con la
TIL pues viola la tercer hipétesis que no sélo dice que las relaciones constitutivas son lineales sino que
los coeficientes que multiplican a las fuerzas termodinamicas son los coeficientes de transporte. Esto
ultimo es importante porque solo asi se pueden obtener la ecuaciones de Navier-Stokes-Fourier con el
significado fisico que conocemos.

Por otra parte, en la seccion 4.3 exploramos la posibilidad de incluir el flujo termodinamico que
describimos en la seccion 3.2, es decir el flujo de volumen. Para ello reestructuramos la ecuacién lin-
ealizada de Boltzmann incorporando una fuerza adicional V,,, descrita en la ecuacion (4.71). Al llevar a
cabo dicho esquema logramos demostrar que se cumplen las cuatro hipétesis de la TIL, incluidas las
RRO como lo demostramos en la seccion 3.1. Para averiguar si el flujo de volumen es un efecto gener-
ado por una fuerza termodinamica correspondiente, en el capitulo cinco exploramos en términos de la
produccién de entropia la forma canonica bilineal o = ), J; ® X;. Como se demostr6 en la seccion 5.3,
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el flujo de volumen aparece efectivamente como un flujo generado por la nueva fuerza incorporada V,,
por lo que hemos llamado a ésta “fuerza volumétrica”. Por Ultimo, a diferencia de la solucion descrita en
la seccién 4.2 tenemos una conductividad térmica muy clara Ec. (4.79):

1 o 1 "
Logi) = 3 / 1) 5y (o = G) Koy A dKGy, (6.2)

asi como los demas coeficientes de transporte descritos en las ecuaciones (4.91), a reserva de la
evaluacién de las inegrales de colision.

Adicionalmente, en la seccién 4.4 demostramos que si cambiamos la representacion de las fuerzas
termodinamicas de un gradiente de densidad n, a uno de potencial quimico ;. a través de la
ecuacién de Gibbs-Duhem, no se satisfacen las RRO, lo que refuerza la idea de que la eleccion de
fuerzas termodinamicas no es arbitraria.

En general la conclusién es que, dadas las representaciones analizadas, la que satisface una con-
gruencia neta con la TIL es la que incluye la incorporacion del flujo de volumen J,, y su correspondiente
fuerza directa V,,. Esta representacion es novedosa en el estudio de la Teoria Cinética Relativista y no
solo esta reservada a mezclas binarias sino que se puede incorporar al fluido simple o mezclas de mas
de dos componentes.

Esta incorporacion del flujo de volumen y su correspondiente fuerza termodindmica es uno de los
resultados mas notables en este trabajo. Este efecto es exclusivamente relativista. La interpretacion
macroscopica es terreno inexplorado, una vez que ésta se logre, un experimento en su blusqueda es lo
deseable. En este momento, las condiciones de temperatura no lo hacen viable. Posiblemente alguna
simulacién computacional pueda poner a prueba esta idea.

Otro punto que hay que mencionar es que, como se ha hecho notar en la literatura [30], para el caso
de un fluido simple el flujo de calor tiene dos contribuciones. La primera es proporcional al gradiente
de temperatura T, y la segunda al gradiente de densidad n .. En la seccién 4.5 hemos mostrado
que se recupera el limite relativista de la mezcla al fluido simple, lo cual refuerza el hecho de que el
término n , es uno de origen puramente relativista. El problema que subsiste y abre nuevas preguntas
es precisamente cdmo incorporarlo desde un punto de vista fenomenolégico. Con respecto a la pregunta
de que si n, es un efecto cruzado, la respuesta dependera de la representacion que se tenga y no
podemos dar una respuesta contundente. De hecho, se sabe que en un fluido simple un gradiente de
densidad si genera un flujo de masa, el problema es que en la Teoria Cinética como la usamos en este
trabajo aparece idénticamente igual a cero.

Otro aspecto que vale la pena sefalar es que hemos logrado definir con claridad a la conductividad
térmica (efecto Fourier), asi como a los efectos Soret, Dufour y la difusion (Fick) para el caso de mezclas
relativistas, cosa que no se habia hecho en la literatura. EI hecho de haber incorporado al flujo de
volumen nos llevé inevitablemente a definir cinco nuevos coeficientes de transporte cuyo significado
fisico no esta explorado todavia y representa una pregunta latente. El calculo explicito de los nueve
coeficientes de transporte (con algin potencial de interaccion) representa trabajo en progreso que en
su momento sera comunicado en alguna publicacién.

Entre las perspectivas, es inmediato que el considerar particulas con carga eléctrica e incorporar
alguna geometria de un campo electromagnético (siguiendo las ideas del caso no-relativista, Refs. [79,
80]) representa trabajo futuro. Otras mejoras que se pueden incorporar a este formalismo es incluir
alguna métrica del espacio tiempo que no sea la de Minkowski.



Apéndice A

Ecuaciones de balance Teoria Cinética
Clasica

En este apéndice mostramos con un alto nivel de detalle los pasasos algebraicos que conducen a
las ecuaciones de balance ((2.24), (2.32) y (2.35)) a partir de la ecuaciéon de Boltzmann en el caso no-
relativista descrito en la seccién 2.2. Para la ecuacion de balance de numero de particulas multiplicamos
la Ec. (2.21) por m;y e integramos en dv ),

/m(i) a(t)dV(i) —‘r/m(i)V(i) i} /m ) Z J f(Z f(J dV (A1)
1,J=a
el término del lado derecho es cero por simetria
f(z
/m ) 875 /ml)V avy = 0. (A.2)
Con ayuda de la definicion de velocidad caética (2.23) (note que el jacobiano de la transformacién
V(i) = Ky + U es 1), la ecuacion anterior se puede escribir como
0
Mg | fTode + V- mae | Kofodke +ume [ fodve ) =0, (A-3)
donde ahora definimos la densidad de particulas
ney = /f(i)dv(i)v (A.4)
y el flujo difusivo de masa

Incluyendo en la Ec. (A.3) las definiciones mencionadas obtenemos

7P + V- (piu) ==V -J, (A.6)

gue es una ecuacion de balance para la densidad de masa de la especie (i).
Para el balance del impetu multiplicamos la Ec. (2.21) por m;)V(;) € integramos en dv;,

Of iy Ofu
/m(v:)Vu)Tt V) +/m(i)V<¢)V<z‘) v = /m< HV(i) Z J(fofo)dva, (A7)

i,j=a
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nuevamente, con ayuda de la Ec. (2.23) tenemos

0

51 | M (ko) +u) Jiydke + V- [ me) (ke +u) (k) +u) fidKe) =0, (A-8)
Ahora reagrupamos y sumamos toda la ecuacion sobre las especies (i), (j), usamos también la Ec.

(2.30),
o o)
2> / mi Ky foy @Ky + ZUY / mi) fi) dK )
() ()

=0 =p

+V - | X S me ke ke fo dke +uy / m;) K Sy dK )
@)

(A.9)
=0
+V - +u2/m(l)k(,)f(l)dk(l) + UUZ / m(z)f(l)dk(l) =0,
() ()
=0 P
donde definimos
(4)
Al hacer el reacomodo pertinente nos queda,
0 —
g(pu)—i—v-[T + puu] = 0, (A.11)
luego podemos separar el tensor 7 de la forma
PN |
(@)
donde Z es la matriz identidad y 7~ un tensor sin traza. Definimos a la presion como
1
()
Por lo que la ecuacion de balance para el impetu es
9 o
o (pu) + V- |7 4 puu| = —Vp. (A.14)

Por ultimo el balance de energia, multiplicamos la Ec. (2.21) por %m(i)va), integramos en dv ;) y sumamos
1 8f( i) 1 af(i) 1 2 :
>3 / mayvly 5 Ve D5 / MtV 5 Ve =D 5 / mayly D I fi)dVe,
(i) (i) (i) ij=a
(A.15)

hacemos algebra,
2 0f
Y 5 S ma) (Ka gu) ar-dK )
+V -0 3 S ma) (ke +u)” (K +u) faydke) =0,

(A.16)
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continuamos

Of
S 3 iy (K +u? + 2K -u) ek,
V- 3 S me (B + 4 2K u) (ki) + ) Ffodki =0,

separamos todos los términos para poder definir algunas cosas

(A.17)

0 M)
712 / ko foydKay + 5 gy mpu? / FiydKey +u- ) me / WOLOLLIO)
() — ()

T
pe ® =0

M) m)
VS / Kok foydke +u*y = / Koy fioydkipy +u- D ) / NOLONOLL
(@) (@ (3)

EJq =0 -

M) u? M)
Vo ul > S /k?z')fmdk(i)+7Zm(i>/f<i>dk<i>+2u'z 5 /kmf(i)dk(i) =0.
0 (0 (0

pe P =0
(A.18)
Aqui hemos definido claramente el flujo de calor
m
3, =3 0 / 12 ko fio @K - (A.19)
(@)
y la densidad de energia interna
m
pe(rt)=>" % / k2 FioydKs)- (A.20)
(#)
Incorporando las definiciones obtenemos
0 1 1
En (pe+2pu2> +V. {Jqupeququzu+u-<?> =0. (A.21)

Para obtener la ecuacién (2.35) , tomaremos la Ec. (A.21) y le sumaremos la ecuacion (A.14) proyectada
en u, para ello necesitamos desarrollar la ecuacion (A.21). Veamos,

1 ou? 1 ,0p ap Oe

AN Lo i A22
2o T2 e T T o (A.22)

~—

DS

1, 1 9 -
+V~Jq+pu~Ve+6V-(pu)+§uV~(pu)+5pu-Vu +V-(u-7) = 0, (A.23)

L)

con ayuda de la ecuacion de balance de masa, el segundo y octavo término se anulan, recuerde la
relaciéon entre derivadas

d 0
prih ((915 +u- V) e, (A.24)
por lo que podemos reescribir
3P%r + pgre (A.25)

+V-dg+ eV (pu) + 5pu-Vu2 + V- (u-7) =0.
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Ahora sustituimos las siguientes propiedades vectoriales
V- (puu) = (V- -pu)u+pu-VvVu (A.26)

en la Ec. (A.25), tenemos

Ly0u? 4 d
M - (A27)
+V-dg+e[V-(pu)] + 3pu-Vu? + 7 :VUu+u- (V- 7)=0.

A continuacién tomamos la proyeccién de la ecuacién (A.14) con —u y le sumamos (A.27) :

2
—u- (2 (pu) + V- [T + puu)) + Lp2i- 4 pde AD
+V - dg+e[V-(pu)]+ tpu-Vu? + 7 :Vu+u- (V- 7) =0, (A.28)

acomodamos y sustituimos la relacion
T VU=V -u-7)-u-(V-7) (A.29)

resultando

d a — 1, 0u?
pe+V dg—u- (5 (pu) + V- [T +puul) + 3% A.30
+e[V-(pu)] + 3pu-Vu2+V-(uU-7T)—u-(V-7)+u-(V-7) =0, (A-30)
sustituimos (A.26) en el sexto término. Ademas marcamos algunos términos que se anulan ya sea por
suma o por la ecuacién de balance de masa

9 0 o
p%e+v.Jq—u-u&(p)—U'Pﬁ(u)_m
1 Ou
_u.(v.pu).u—u-pwvu—f—ipﬁ (A.31)
Ps &

1 2 — — =
+e[V-(pu)}+§pu~Vu +V-u-7)=u-(V-7)+u-V-7 =0,

——— b
&
resulta
d PN
p%e+V~Jq+e[V-(pu)]+ 7 :Vu=0. (A.32)
Por otro lado, notando que
V- (peu) = e[V - (pu)] + pu - Ve, (A.33)
podemos reescribir
d —
p$e+V~Jq+(V~(peu)—pu~Ve)+ 7 :Vu=0. (A.34)
Por ultimo y nuevamente con ayuda de la derivada lagrangiana (A.24) tenemos
9 —
p&€+pU-V€+V-Jq+V~(peu)—pU~V6+T :Vu =0, (A.35)
finalmente 5
T Vg +peu] + 7 : Vu =0, (A.36)

que representa una ecuacion para el balance de energia interna.



Apéndice B

Version local del Teorema H

En este apéndice, mostramos como es que el conocido teorema H se puede postular en una versién
local, es decir, mantener la dependencia en r. Dada la ecuacion H (r t) (2.39) tenemos

Loy [ i) Aay,, B.1)

(@),(5)

Z// f()dof > 8t/f()fiVu)*O (B.2)

(1),(4) (1),(4)
El segundo término representa el cambio total de particulas en el sistema, pero vale cero. Tenemos,

) //lnfm( OF f+J(f<i>f<j>)> V), (B-3)

(@),(5)

luego,

entonces,

dH
DS //hﬂf()J (forf») Ve (B.4)
(©),(7)

2 ////lnf() /) f(“f@}a/ (VU)’V@) _"’@')7"21‘)) gaV () AV ;) AV ;) AV ;)
(2),(4)

Aqui las cantidades primadas representan objetos después de una colision binaria, si cambiamos v ;) —
V() Y V(i) — V() podemos escribir la expresion enterior como

*Z/ /lﬂf(z)f(j) f@ iy — f<z>f<1>} (V(j)’V(n—>V'(j>»V'(i>)dV(j>dV'<i>dV’<j)dV<i>~ (B.5)
(@0

La seccién eficaz de colision o es invariante ante intercambios (v(;),v(;)) — (v’(iyv'(j)) que cor-
responde al de una colision inversa. La velocidad relativa también lo es ¢ = ¢'. Al hacer el cambio
(Vi) V() — (v’(iyv’(j)), la ecuacion (B.5) toma la forma

— Z / /ln f( )f(j)l — f(ll)f(lj)} o’ (V(j),V(i) — VEJ')’VEZ‘)) dV(])dV/(Z)dV/(J)dV(l) (BG)
(4),(4)

Ahora sumamos (B.5) y (B.6) obteniendo que

—_— = —*/ / f( )f( ) f( )f(j) fl)f(j)} O'/ (V(j),V(Z-) — V/(j),V/(i)) dV(j)dVl(i)dVEj)dV(i). (B?)
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El integrando en la Ec. (B.7) es de la forma
a
— b 1n-=
(a—0b)In b
entonces podemos utilizar la desigualdad de Klein que dice
(a —b)In a >0
b
para toda ay b.

Finalmente, concluimos que

que se puede reescribir como,
OH (r,t)
ot

<0,

La ecuacion (B.11) mantiene su dependencia en r por lo que es valida para una localidad.
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Apéndice C

Linealizacion de la ecuacion de
Boltzmann no relativista.

Este apéndice esta dedicado a un célculo estandar de la teoria cinética clasica: la linealizacién de la
ecuacioén de Boltzmann. Comenzamos con la sustitucién de la Ec. (2.45) en (2.21),

S (19 + 1900) v 5 (1) + 100 = S T(#6 + 1600) (£0) + 1G)0w)] - ©1)
ij—a

Estudiaremos primero el lado izquierdo,

%f((io)) + Vi) - %f((io)) + % (f((g)fﬁ(i)) + V@) - % (f((io))d)(i)) ; (C.2)
los dos ultimos términos se anulan debido a su no linealidad, entonces

9 ) 2 0 _ %

alo TVe gpfe) = > nang I ($6) + ¢G)) » (C.3)

i=a

donde °0_ nyney L) (¢) + 6¢;)) es un operador lineal en ¢, definido en la ecuacion (2.48).
La hipotesis funcional, es decir la Ec. (2.44) implica que

8f(9) 8]0@) 8f(9)
0) _ (%) ) 7 (@) (4)
df(i) = an(i) dngy + u du + T dT, (C.4)

dividiendo entre dt,
©) ©) 0) ©)
dfay _ 9w dngy | 9fw) du | Of dT
dt ongy dt ou dt 9T dt’

d _ 9 .
recuerde que 3; = 5; +U- 'V, porlo que

(C af(o) 9 af(o) af(o)
i i i i T
+u~Vf(9)—()<n()+u~Vn(i)>+ @) (8u+u-Vu>+ @) <8+u~VT>.(C.6)
i)

ou \ ot oT \ ot

Dado que estamos en un esquema lineal, los términos que contienen u - V los anulamos, resulta que

(0) (0) (0) (0)
Uw _ 9w onw 9 ou 9w oT
ot ongy Ot ou ot 9T ot

(C.7)
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Por otra parte

(0) 0) (0)

9 .0 o _ 9 9y 91

GO v , T .
ar’ vf(z) ang) Vg + 2u Vu + aT \Y% (C.8)

El método de solucion de Chapman-Enskog esté estructurado de la siguiente manera, para conocer la
solucion ¢" (n-ésima) es necesario conocer la solucién ¢"~!. En nuestro caso queremos la solucién a
orden n = 1, i.e. ¢!, la solucién a orden n = 0 esta descrita por las ecuaciones de balance en ausencia

de flujos (Jiy, Jg Y 7). A este régimen se le conoce como régimen de Euler, veamos cudles son esas
ecuaciones
Para la masa, de la ecuacién (2.24) podemos escribir

871(1-)
El balance de impetu Ec. (2.32)
9 -
En (pu) + V- ( T + puu) = —Vp, (C.10)
separamos
0 0
el el . . = _ A1
patu+uatp+uv (pu) 4+ puV - (u) Vp (C.11)
por la ecuacién de balance de masa tenemos
ou 1

Finalmente, de la ecuacion (2.35) para la energia tenemos

%(pe) =-V-(peu+d,) -7 :Vu (C.13)
y en el régimen de Euler
0 0
paeJre&p— —V - (peu). (C.14)
De la fisica estadistica sabemos que
pe = gnkBT, (C.15)
por lo tanto podemos escribir
oT 2 p
— =-u- —-——V-u A
5 u-vrT Snka u (C.16)

Por otra parte necesitaremos las derivadas de la funcién de distribucion de equilibrio local (Maxwell-
Boltzmann) respecto a las variables de estado, esto es

ofy 1
@ _ 1 0
on) B n() f(i) 7 (€17

(0)
Oy _maiy, o

ou kgT Q) Q)

off) 1 (mwkly 3
) — 9 r. (C.19)

(C.18)

or — T\ 2kgT 2
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Ahora sustituimos las ecuaciones (C.17), (C.18) y (C.19) asi como las (C.9), (C.12) y (C.16) en las
ecuaciones (C.7) y (C.8). Y luego sustituimos estas ultimas en la ecuacion de Boltzmann linealizada
(C.3)

9 L0 9 L0
Tenemos que

)
1) 3”() i 1) ou n 9% or
a’ﬂ( ) ou 8t oT 0ot

P! (0) (0) (C.21)
Vg - (63;;) Vg + 2-vu + 2o v:r)
incluyendo las ecuaciones de balance tenemos

) (0) (0) <0)
2 (= (nu)) + 5 (~uv - () - 29p) + H8 (—u- VT - 22V u)
T (4) nrkB

o1 f<o)> f(w)) (C.22)

+V() - <6n(1) Vn NG + g Vu + VT) ,

ahora las derivadas
(1) (V- (ow)) + (k) (~uv - (@)~ 1 90)
msy k2
+ %( Spt 3) f((i)) ( u-VT - V- u) (C.23)
3
2

(0) me 4 (0) m K, (0)
V@) - <<n3) I ) Vi) + (kB(T)“k(i)f(i) ) Vu + (% ( S — ) foy ) VT) ;

(0) mg;
f(z) [ n(l,;) \Y% (’rl(i)l.l) + ( )k(l uVv.-u— %k(i)Vp
myk(; m; in
4 (S -3 ) vr- 2o h (S - 1) v co4

u
1O | Vg + (Poke ) Vut (4 2ok 3)) or
(@) V@) T | mg YO EpT () T\ 2k5T 2 ;

sustituimos v;) = K;) + U,

(0) ™m; m
T [7”(1i)v.(n(i)u)+7k3(1)“k uv-u-— 701k, Vp

1 (@kﬁ) —S)U'VT_gnkpB:lr (%—3>V U} (C.25)
o o s« (i) o (1 (358 - 1)) 7]
continuamos con las simplificaciones
7 [—mu Vng — VUt — ik, Fat Ko VP
-4 (G - 3) b ”33213” ~1)vy
£k, {n(ﬂ)vnu) TRBIIN RN QLCLONE VlnT] (C.26)

3
2
me; my k2
+fJu {n( Vng + mlkg Vu+< o g)va],
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mas aun
(0) 1 m me;
f(i) 7mu Vn() —V.-u+— ()k( )UV u-— k;%%k(i)vP
s
(0) m(i)k?) 3 2 1 [ mokl 3
+f(z) - kT 2 u-VinT — 3 kBT< e T 2)V'u
L ) i
Jrf((io)) |: k( ) Vn( ) + k Tk k(l)Vu + k(z (m( )k%) — 3) VIHT]
2
| 1 maki 3
, u- ; HVu ——— ——|u-VInT
L . * i
continuamos
£ |-v u- )k UV U — 1k vp - Mty ut+y-u
a a
&
(0) mik{;
+i) {nuk() Vg + rarka) Ko VU + K - < T 3>V1HT]
© [ ™G e
+5i) kBTu ki Vu
—_— ——
&
entonces
(0) m me; k2i
119 |- Bt Vo - S ol
+f(0) [n( )k(7) Vn(z) + kBTk(7)k(7) Yu + k() ( (L)km — 3) VIHT:| ,
al cuarto término le quitamos la traza
M) M) ——4 o M) ;2
T XK@ P VU= BTk“)k“) 3k 7ROV U,
sustituimos y tenemos
N
(0) (1) ) . m(i) () o .
f(z) kgTp (’)Vp 3kpT V-u
———
L)
(0) Vg m; 70 m(ykY;
iy (Ko e T Kok 3k T HV-utkea - ( Sk — g) VinT|,
S
simplificamos
° N
(0) SN PO~ QO
f(z.) k T k(l Vp—‘rk(l Vlnn()-l-k k )k Vu+k(z) ( ST B VinT|.
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(C.27)

(C.28)

(C.29)

(C.30)

(C.31)

(C.32)
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Ahora definamos
@)

o = ’ (C.33)
n
tenemos
(0) mokly 3 m) M)
foi Kiy - | VInngy + Vinn + pT 2 VinT — ,okBTVp + kBTk(i)k(i) :Vu|, (C.34)
luego, la ley de presiones parciales de Dalton
p= nk(z—)T = (n(i) + n(j)) kT, (C.35)
se tiene que
Vinn=Vinp—-VInT, Vinkg =0 (C.36)

mpk?y 3 m; me) —
f((g) [k(i). <V1nn(i)0 + ( W _ > VinT — — Vp+Vinp — VlnT) + k—(;}jk(i)k(i) :vul,
B

ZkBT 2 pijT
(C.37)
luego
FO ke - | VInngo + m(i)k(zi)—§ VinT — ) g +Vin +%kvkvo-Vu (C.38)
(i) | "M@ (i)0 %kpT 9 okpT p p kT OLIOK ) .
y ademas
FO K- [ Vinngg + Mokl 5\ gpp - MOPG L v ) + MOk kTG (C.39)
G %@ n7(iyo pT 2] M T g P e OROR (L
asi que
FO K - [ Vinngo + mokly 5 VYinT — (Z0F 1)y +%k<kf Vu|, (C.40)
(2) (@) ()0 2kpT 2 Pk/’BT p kT (1)R(G) - ’ '

y entonces

2 °
0 Mm@k 5 ") me) g
f(i) [k(i) . (V In N)o + ( QkBTz D) VinT — TJ (m(i) — m(j)) Vinp | + ]@%k(i)k(i) :Vu

(C.41)

Reescribimos

makly 5 n R T ——
kWK owr ~2) VT L de | £+ rkaka Vs ZZ;n(i)”(j)f(ij) (@6) + 0))

(C.42)

donde

d(ij):v(#)+ @)G) (M) (]))Vlnp:—d(ji) (C.43)

np
es la fuerza de difusion y al término V ln p se le conoce como difusién por presion.



Apéndice D

Validez de las Relaciones de
Reciprocidad de Onsager en el
esquema clasico

Aqui describimos el procedimiento para verificar la Ec. (2.57), que es escencialmente el procedimien-
to que prueba la validez de las relaciones de Onsager cuyo origen en este esquema es la reversibilidad
microscépica. Al sustituir en la ecuacién de Boltzmann linealizada (2.46) la solucion propuesta (2.50) se
obtienen dos ecuaciones, esta separacion se debe a las dos fuerzas termodinamicas independientes,

k2
o [ ™G 5 (0) £(0)
(),(5)

(0) _ (0) £(0)
f(i) m(i)k(i) = Z ///f(i) f(j) Ug(ij)k(i) [—D(i) — D(j) + DZZ-) + Dzj)]dk(j)dk/(i)dkzj). (D.2)
(2),(4)
Multiplicamos la Ec. (D.1) por D(;k(;y e integramos en dk;, obtenemos,

(0) mkZ,
I fi (2193(% - 3) Ky Dy

0) +(0 (D.3)
=Yoo ST 1 gk [=Au — Ag) + Al + Al Diydk ) dK(, k() d )
= {A, D}.
Por otro lado la Ec (D.2) la multiplicamos por A; k;) e integramos en dkK;), tenemos
©
oo I £y me kG A K

A

Sy S ST F) £y 0960 K@y =Dy — Digy + Diyy + Dy Ay dK ) dK( dk(;) dK ) (D4)

={D, A}.

Notemos que (D.3) y (D.4) son invariantes ante cambios A < D pues se satisface el principio de re-
versibilidad microscopica al ser o invariante frente a reflexiones en el espacio (r — —r) y el tiempo
(t — —t). Tenemos entonces que

{A,D} ={D, A} (D.5)

La forma de los coeficientes de transporte involucrados con la Ec. (2.57) es idéntica que el lado
izquierdo de las Ecs. (D.3) y (D.4) por lo tanto con ayuda de la Ec. (D.5), concluimos que la ecuacion

Laq(iy = L (D.6)
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es valida.
Este es el contenido en términos de la Teoria Cinética del teorema de Onsager (cuarta hipétesis de
la TIL).



Apéndice E

La componente temporal de J(Z’)

evaluada en el marco comovil es la
variable de estado n;

En este apéndice mostramos que la componente temporal de J(;) es precisamente la variable de
estado n;), es decir la Ec. (3.28). Para ello, partimos de la siguiente relacion

N* = Nfy + Nisy = £ (T + T ) (E.1)
de la definicion de tetravelocidad baricéntrica tenemos,
nUH = L1 (J(”l) + J(”Q)) . (E.2)
Ahora multiplicamos por U* resultando
U U = UL (T + ) (E3)

tenemos la propiedad U, U* = —c?, entonces

n(=¢) = ULl (T + ) (E4)
Para continuar con el andlisis escribimos la forma explicita de U, y £:
2 - Ug Uy (Yo — Ug Uz (Yu— Uy
L) grenpesl GueQeel) w,
iuwuy(’yu—l) 1+ iuy(ﬂ’u—l) iuyuz('yu—l) Uy
UuiﬁYu (U:m Uy7 Uz, _C) y El/f: c? [35 c? ﬁﬁ c? [3121 ¢ Y ) (ES)
1 Utz (yu—1) 1 uyUz(yu—1) 1+ 1=l w,
c2? 32 c2 B2 c2? 32 c Tu
vy 2V =y Yu
donde ) -
u-u
g 5 p . (E.6)
Con ayuda de un programa de cémputo (Mathematica) se puede verificar que
0 0
0 0
e —
U.Lh= 0 = 0 . (E.7)
c(Br—1)7s —c
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Ahora bien, al analizar la parte temporal se tiene

n (=) =c (T + I (E.8)
n (—02) =c (—cn(l) — C?’l(g)) , (E.9)
n = n) + n)- (E.10)

Por otro lado, la parte espacial con ayuda del proyector A
WU = WL (T + T ) (E.11)
donde el 1} esta definido en la Ec. (3.48), dadas las propiedades ahi expuestas tenemos que

0=naL,t (I + i)

0=RE (T + 7))

pero el tensor RY tiene ceros en la parte RY,, (recuerde que m indica parte espacial) lo que implica que

m?

la parte espacial del flujo de masa cumple con:
I+ Ji5) = 0. (E.12)
En conclusién, queda verificado que

es decir, la parte temporal del tetraflujo difusivo es la densidad de particulas.



Apéndice F

Ecuacion de balance de particulas

En este apéndice mostramos parte del algebra para escribir la ecuaciones de balance de nimero de
particulas descrita en la seccién 3.1.1. Partimos de la relacion

Ny = (£891)) | =0 (1)
Separamos la parte espacial y temporal,
a L 74 _
(cgJ(l)) Lt (cg J(l))w =0,

(7)) |+t + 25 (T) =0

n
U I

C

ahora notamos que Eiu = y que ‘]Ell) = cn(p) por lo que,
(ct7s)) LU+ Unay = 0.
Luego separamos la derivada del primer término en parte espacial y temporal
b 7a 4 70
(ﬁaJ(l))Ab + (EaJ(l)) A + n(l)UfL + U“?’L(l)“u = O’
notemos que £, = =%, donde u = (ug, uy, u.), entonces
b 7a Yul 4
(), + (P UL+ Uy, =0,

hacemos un poco de algebra,

0 [Yuu Yyt O
b 71a u a u a N
(275) b B(ct) (T) o+ g’ T roUn+ Unay . =0,

(¢ @) ¢ O(ct)
luego
1 0 07y Ou 1 0
b 7a u a a —
(altn) , + 2 [%‘at“ " at} iy + gy Ty + n Ul + UM na) . =0,

finalmente llegamos a

1 0 U ou 1 0
b 7a 3 l l
(ﬁaJ(1)>,b + g |:’YuatUl + Ul <—677u) 875] J(l) + C*Q’YuUlaJ(l) + n(l)UffL + U“n(l)’# =0. (F2)
Esta Ultima ecuacion en ausencia de flujos disipativos recupera la ecuacién de Euler,
Ul +U"na), =0 (F.3)

que es esencial en el método de Chapman-Enskog a primer orden en los gradientes.
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Apéndice G

Obtencion del tensor impetu-energia

En este apéndice mostramos el algebra correspondiente a la obtencion del tensor impetu-energia
correspondiente a la seccién 3.1.2. Partimos de la transformacion

B page
LELGTT?,
separamos la parte espacial y temporal
= LLsT™ + LOLsT™ + £LoT + 2T,

=0 Nivel Euler

1 ~ ~
= S UPUne + LILY (pI*® + T1%) 4+ LOUT™ + UPLIT*,
C

reagrupamos,

1 ~ ~

= S UU%e + pLY LY 1™ + L LY + LOUT™ + UP LI,
C N—_——
hBo

donde hA® = g + ¢—2UPU* es el proyector. Llegamos a
1 1
T(xﬁ — gUﬁUane +ph3(x + ﬁgﬁgl—[ab + 672 (U“Efq“ + Uﬁﬁgqa) ’
asi identificamos la siguiente expresion para el tensor impetu-energia en un marco arbitrario,

1 1
T =pg*® + 5 (p+ne) UU? + 5 (ULIg" + UPLIq") + LILFTI.

Euler

Esta utlima expresion se obtiene de la naturaleza microscépica de la materia, y deja en claro que el
flujo de calor esta definido en el marco comévil, en un sistema de referencia arbitrario la cantidad que
se mide es el flujo de energia LS ¢".
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Apéndice H

Ecuacion de balance para la energia
interna

En este apéndice mostramos el algebra correspondiente a la obtenciéon de una ecuacion de balance
para la energia interna. Partimos de
7y’ =0,
colocando el tensor impetu-energia completo (Ec. (3.53)) tenemos

1 1 .
[CQUBU%@ +ph? 5 (UL + UL ") + cgcgnab] =0,

Clz (UPUne) |+ (ph°*) , + c% (U Llq" + U Lq")  + LoLHTT = 0.

Analicemos término a término, el primero es

1 (U°U%ne) = % {(UBUae) n.o+ (U°Un) e o + neU” (U?) o +mnelU* (U?) }

2 NeY c ,o
1
c2

{Uﬁeh—i—nUﬁé—l—neUBH—i—neUﬁ} ,

el segundo es

(phﬂa) L= p,ahﬂ“ + h’[j‘aap
1

=pah’ +p (gﬂ" + C2U5UO“>

o, P o '

=pahP 4 = wu) .,

[0 p (0% «

= pahP 4 = (U°US, +USU?)
—paht+ L (Uﬁo + Uﬁ) :

C

y los dos ultimos
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{612 (ULl + UPLIq") + Lfﬁifﬁ“b} = 5 ety + oz |+ (c2ceme)

fled 1
= 5 [U°Ld) 0+ (UOLd) af + (UOLD) 0" + (U°L3) dt]
+(LBey) T+ (L8 cy) 1ef
= Vs,

En estas ecuaciones hay sumas espaciales con indices latinos ¢« = 1,2,3 y sumas que incluyen la
coordenada temporal con indices griegos, a = 1,2,3,4. Al usar el desarrollo de Chapman-Enskog a
primer orden se impone una condicién: Las variables de estado se evalian en equilibrio local, eso
permite escribir las sumas espaciales como sumas espacio-tiempo, es decir, sélo sustituyendo en la
ultima ecuacion indices latinos por griegos a — «a. Escribamos la ecuacion de balance de impetu a nivel
Euler juntando los términos antes mencionados, ademas despreciando los términos que incluyen flujos,
tenemos

1 ) )
(TEﬁLﬁer) =3 [Uﬁeh+nU5é+neUﬁ9+neUﬁ} + p.ahPe + % (Uﬂg + UB) —0
,Q C c

1 1 .
— —2Uﬁ (en + neb + neé + pb) + 7(ne+p) s +p7ah’6a =0.
c c

A nivel Euler tenemos que n;)6 + (1) = 0, que también se puede escribir como nf + n = 0, asi que
1 1 .
T8 = —U" [né + pb] + = (ne + p) U’ + p o’ =0 (H.1)
’ C C
hay que recordar que n = n(1)+n(2), y que la presion p corresponde a la suma de las presiones parciales
P = pq) + p(2)- Ahora hagamos la contraccion U, T4,

1 1 .
UTh =U, [C2U“’ [né + po] + = (ne + p) U* + p o "

1 . 1 : @
= C—zUﬂU“ [né + po] + = (ne+p)U,U" +U, (p,oh*?)

aqui UMU“ vale cero porque una cantidad es perpendicular a la otra, lo mismo ocurre con U, (p,oh**).
Entonces tenemos
né = —ph |, (H.2)

valido en el nivel Euler, notese que en términos de las variables de estado se puede reescribir como
(n(1) + 1)) € = (p) + P2)) 0-
Sustituyendo la ecuacién (H.2) en (H.1) obtenemos

1 .
S (e +p) U7 +07p, =0} (H.3)
que también se puede escribir como .
P +hp,, =0, (H.4)
donde )
p=— (ne+p). (H.5)

En nuestro caso, para gases ideales tenemos que e = e (T'), es decir, la energia interna depende de la
temperatura Unicamente. De esto se desprende que ¢ = C,T y que la ecuacién (H.3) represente una
ecuacion para la temperatura.



Apéndice |

Linealizacion de la ecuacion de
Boltzmann covariante

En este apéndice detallamos lo pasos conducentes a la ecuacién de Boltzmann linealizada en el
esquema de relatividad especial. Para la especie (i), tenemos,

vl faya = I (Fayfay) + T (fayfay) »

siendo que hay otra ecuacién para la especie (j) con la misma estructura. En este apendice vamos a
linealizar a la Chapman-Enskog con el desarrollo a primer orden

foy = £ (1+ 6)) -

Primero la parte colisional,

J(f(ai)f(/a)) :/ ((f(((?l)) + f(,“) ) ( (a) (a) <ﬁ(a) ) (f(m) + f(aL)¢(a1z)) (f(g))f(a) +¢(a))>
dPugy d3o’ dPv(;,

4 4’ 4
Yo U Y

X W(v,v(i)h/,vzi))

T (Faiy flay) = / S+ 1 5 by + 50 1 btaiy + £y T Dtair b

dv()fl3 d”()

vy oY

(0) £(0) (0) £(0) (0) £(0)
7f(m)f fm')f(a) ¢(a f(a faz)¢(az) - f(az)f(a (rb(a?)d)(a) W(aa) )

(i)
y a primer orden,

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
(S flwy) = / T Ty = Fato @ + Fah Ty 0@ + £y Fah Pa)’ = Flan o b@) = £y anSian
=0 (equilibrio)
dPvgy do’ g

4 4/

4/
Yo U Y

Wiaa)

A3y d3y’ A3,
0) 4(0 . . 0 Q)
I (flaiy flay) /f(a)fm> ba) + bai)” = Pla) — D(a1)) Wiaa)—1— —3- —5—

@ v
Ao, (4)
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d3,U . d3U/ dBfU/,
(0) 0) (1) Q)
T e Fiw) = 59 [ [70)8600] W =

C($e))
I (flai) flay) = f, ((2)) C(d) -

Por el mismo argumento, para colisiones de particulas (a), (b):

T = [ (50 + 5 0w”) (18 + 18 00") = (50 + 58 0w) (18) + 18)ow))

B Pl P
XWia) T T T T w
® Y@ Y

J(fafb) :// {féo)'fém'—féo)féo)+fa(°)’ 150)'%'

o) Py P0h,

101000 = 1O 100 = 101060 + O (8)| Wiary —

ahora definimos

dPvg) i 4

4/ 4/
Yo Ya Y

©)- ¢
J(f(a)fw)) / / f(a) [w) + b by — b |Wiaty—1— —1
Yoy Y6

Ay +om)

A3, d3v’a d3v’b
Twfon) =18 [ [ 18 (6 + 60) Wi 2 20,

Yoy Y Y

C(ary+om))

T (Fay fiy) = 9] [C (d(a) + 6w)] -

Finalmente el término de colisiones linealizado de la ecuacién de Boltzmann queda,

T (e fy) + 7 (fa fy) = 1) [C (b)) + C (ba) + b)) -

78

Ahora linelizemos la parte izquierda o mejor conocida como término de arrastre de la ecuacién de

Boltzmann,
U(z f(’L a — E);) (f((g) (1 + (b(i))))a’

por regla del producto de derivadas
_ . a (0) 0)
= (f(i)) + 08y (£ 00 ).

separo indices en parte temporal, vé) = Y, C Y espacial vfi) = Yoy W)
_ 4 (0) l (0) 4 (0) l (0)
=y (50) , ol (F) , + oy (F5000) , + ol (7 0) -

0

0 .
= (%u)c) mf((io)) + Yoy W) 'vf((io)) + (W) d (ct (f(z b )) + Yoy Wiy - V (f(z b ))
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9 +(0 . (0)
= Ty &f(i) + Yoy W) vf(i)

9] -
+ (71)@)6) a(ct) (7@(i)¢“> + Yoy We) - v <f((io))¢(i))7

no es lineal en | V|

) » (0)
= r}/’l)(i) &f(z) + ’Yv(i) w(l) : v.f(l) )

= i) (f (i) )

Entonces la ecuacion de Boltzmann a primer orden en Ios gradientes segun el desarrollo de Chapman-
Enskog

oy (16)) =18 [C (6w) +C (6 +6)] |

(1.1)
Usando la propiedad (3.50) podemos escribir,
v U WUV LG, 18| = 15 1€ (6m) + C () + )]
(1) (),v (@)
luego
1
—ols UL FG), + vl b f), = 1) [C (8) + C (86) + ¢5)]
() ¢ (i) (i),
entonces
(0) v £(0) (0)
—Vi) U, Fay +viphinfay, = T [C(0@) +C (s + ¢i))] (12)
donde estamos usando la siguente notacion para la derivada total
O=0"0), (13)
Ahora usamos la hipétesis funcional en f(o)
(0) (0) (0)
w0 _ w96 a9 4 (1.4
@~ dng DT aue ar
y para los gradientes
(0) (0) (0)
0 .0 _ %6 0ftiy 0 %)
510 = B Ny, + BT Us + 5T T, (1.5)
Sustituyendo la Ecs. (1.4) y (1.5) en (l.2) tenemos
(0) (0) (0) (0)
1 of afi f() of,; of,. of,.
Y a ? Hopv (1) ) (2) (e (3)
Y@ | Bng, "0t aue Ut g T dngy " T Vet o T (18)

0
- f((i)) [C (603)) +C (¢6) + 9(7))] - (1.7)
Necesitamos las derivadas de la funcion de distribucion de equilibrio local

s UBy,.
f(io)) ©) exp ( ‘ (z;ﬂ> (1.8)
Amedzi Ko (7( )) 2(5)¢
respecto a las variables de estado, tenemos que
(0) (0) (0)
iy _ 1 0  %w _ v ° ) o) _ 1. 0 (19)
on;) n() O ou« Z(i )62 (@) oT FCMOR .
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a(s5) |, _=(=5)
Uhvau + + :
22<i>’c2(z(1,.)) 22 >’C2<z( >>
Por otra parte las ecuaciones de Euler

donde g(;) =1+ Z(Zt

. ro hw’p,u r pQ

donde
0= U;j. (1.11)

Sustituimos las ecuaciones (1.9) y (1.10) en (I.6), obteniendo que

(0)
1 foi) V(i)a ,(0) h*p. (0) pb
—V(5 5 —n(i)0 - ’ = _
Y o2 U, [(n(i) ) [ () ] + (Z(Z')Cz f(z) N + g(l f nCy

)
f((zo) V(i)a 40 1 0
ot ney + ( 74 )) U+ (—9<¢>f(i)) T
() K%) 2@ 7907 )

= £ 1C (¢) +C () + 6(»)]

ahora, hacemos
dp dp

a= 73 Na T
P, 8nn" *

considerando un gas ideal
p=nkT = p) +py) = (n) +ng)) kT,

entonces
Pa=(kT)n o+ (nk)T,.

Al sustituir la informacién anterior en la ecuacién de Boltzmann linealizada tenemos

Ca o) , Voe hpy 1 pl
v(i)CQU”f(i){ @ 5 TG,
V(i)

el [n(i)n(”’” W Tg(”T’”]

= f) [C (b)) +C (b + 6()]

o bien,

1 1 a hp, 1 1 0
) [Uu“ 2l = ' p]

c? c

V(i) a
Z)h” [(lnn(i))w—i—zi) US =96 (InT), ]
=[C(¢w) +C (¢6) + b))
que podemos reescribir como

hal/p,u 1 1 pe v v (i)a v
z()(32 5 a2 w960 A nC, +hy, (lnn()), +h"z()02U —g@hy, (InT) ,

=[C(¢0)) +C (0) + 0(5)] -

()[ U9+ U

usando p = nkT,

0|z |1 D) 0 Hah™ v hy,— i),V h, e —= i hVTl/
'U(Z) |:C2 ( + g(’L) OU) U[L + C4Z(i)ﬁU#U(z)a (p ) + Hn(i) n( ), + 'LLZ( )02 U Tg( )t :|

= [C(¢0)) +C (1) + ¢(5))]
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0 bien

1 k 1 V(i)a
M _ av v v A N7
V() |:62 (1 + 96 Ov) U0 + Z(Z) ——=U,viah (py)+h lnn( Wl U g(z)h’u InT,

,LLZ( )C2
= [C (o) +C (60) + 0] -

Finalmente llegamos a

(z) [ (1 + 96 )%) UH@}
=ULv(i)ah™ (po) + by Inngy, }

n
+v(z) ('42( i (|12)
- (i) [9yhy n T + (l) [hz Z((z)sz U,ui|
=[C(¢0) +C (o) +o()] -
En el limite no relativista, es decir, al hacer z(;) — 0 esta ultima ecuacion se transforma en:
. m;c? 5 mi %, S, Ni—
C;* |:( kT — 2) VinT + ﬁcici :Vu + g dij:| = [C ((Z)(i)) +C ((ﬁ(i) + ¢(j))] (|13)
donde ¢? es la velocidad cadtica de la especie 4, y
d; _vn10+—WVlnp:f7ji, (1.14)

es la fuerza de difusion.



Apéndice J

Arreglo de la ecuacion de Boltzmann
para tres fuerzas termodinamicas
arbitrarias

En este apéndice se muestra el arreglo arbitrario de la ecuacién de Boltzmann que define tres fuerzas
como se menciona en la seccién 4.1. Partimos de la Ec. (3.90) omitiendo los términos asociados con la

viscosidad

vé‘” [642( )pU V@b (pv) + Iy, (ln n(’:))w] - U’é) [g(,;)hl’j (In T)yy}

= [C(ow) +C (b0): )] - (J.1)

En el marco comévil U# = (0, 0,0, ¢), entonces en el primer término vé’;)Uu = —ykch, tenemos

Yk
2) 2P

1 l/
ke[

—p+ (Innw) , = 90) (lnT)ﬂ,} =[C(¢0)) +C (017, 85))] - (J.2)
a continuacién hacemos la separamos p ,, = (p) + p(;)) o = KT+ KT0G) 0+ D)

L v ,Yk() L v (@)
_Kéi)h”{z()c2 ~P@) v }—FK/)hM{( fYk()Z()CQ kT) (lnn(i)),u}

L v 1
—K* )hﬂ ( 0 (Vk(l) -G (Z(i))) + L) Z(z) n(z k‘T) (IHT)W = [C ((ﬁ(@) +C (¢(i)a¢(j)0]'3)

Veamos otra relacién que se puede utilizar,

PGyu = P = Pl)p
P — KTy — @k,

n .
= Pu— an(i),,u - % (p.,;t - an“u,)

"(1)) ( (i) )
= (1- — kT (ngiy,u — , J.4
( " Pu (i), n Ly (J.4)
definimos ;) = “2, entonces
n n (1 1 1 1
ne) (n(i)o)“u = n (nn(i),;t - n(i)n/Qn-,lL) = ne Ny, — En,;u (\J5)

— )
luego, nn o, = N(iy,u — —-+n,, POr lo tanto
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n(
PGy = (1 - #) P — KT (mngiyo,p) » (J.6)
n N N
PGy = . [ 7(1) (1 - ;))p,u - an(i)n(i)O,u} ; (J.7)
n N5
Parw =500 K%) P = Km0, (J8)

Regresamos a la Ec. (J.3)

v n 1 i) N)
_Kéii)h#')/k(i) Wz) { Z(i)CQﬁ {( n2 ) Prv — an(l)n(z)Ou] +

n
K2 (1= iy — kT ) (lnng,
+KG) u( LYoy ) (nng) ,

)

1
—K(;)hy, (1 Lo (Ve — G (2))) + n(z‘)’”) (InT), = [C(s)) +C (), 0¢))] (J:9)

2(iC2p

Vamos a sumar y restar lo siguiente

nen kT nnkT ([ n
K“h”yk.%(lnni + (nT V) = K“,h”’yk.w< now + (nn) , + (InT V)
()" Tk z(j)czp ( ())w ) ()" Tk z(j)CQp ne) ()0 ) )
n kT [ n 1
= Kb W(m V+pu>, (J.10)
@71 R0 2 e2p \ g (40, o

de tal forma que la Ec. (J.9) toma la forma

el v n 1 @G _ kTng) _ ny)kT ) nE) 1
K(i)hﬂkmr(i) { Dy n1o0,v o + = pPw

2@etp n? 20 e?p z(5)c2p
v (i n i kT
K f e (1 e 5T ) (ngs) , = e, 2255 (nngy) , + (0 T),,

—Kfy b { (14 25 (e = G (20)) + k0 iz hT) T, | = [C (600) + € (001, 00)] -

2(4)

Inspeccionamos un poco y llegamos a
u n [ neEng 1 1 KT (ng ng
K(Hi)hu%m (2)~(§) - Pyt =3 o + - n(i)o,v
Ny L nepe 25 R pPE™ N 2(i) 2(5)

KT (n@ | 1)
—i—K"Z. h”{(l—vki ~< + = (lnn(i))
@ Derp \ 2w 2 v
_KH

oun (1 + 0 (ke — G (24))) + Yooy 5= ( : + -2 ) (1),

AN
= [C (o) +C (), 0(7))] - (J.11)
Y finalmente 0)
R n DIEN k n(; n(j
Ky Ao s d? + (1=, 8 (52 + 22| (o),
v 1 kT (nG ng J.12
+K5)hu {1 + (e, — Gaiy) — e = gzé; + ﬁ) (InT) , (J.12)
= [C (o) +C (day» (7))] -
donde
40— KT (”U 4 ”<J>> B + TOG) (1 ! )pu (J.13)
pe’ \zq) 2 ToonPpe® \zg) 2w/

juega el papel de la fuerza de difusion.



Apéndice K

Arreglo de la ecuacion de Boltzmann
para dos fuerzas termodinamicas

En este apéndice mostramos como se hace el arreglo de la ecuacién de Boltzmann linealizada
en la representacion de dos fuerzas termodinamicas como lo describimos en la seccién 4.2. Partimos
analizando el lado izquierdo de la ecuacion (3.90):

KCa [
v 1 Ve 3\ 2
Koyl f<(>){ BRI (nng) , - (1 s ((()1))> (IHT),V} (K1)
(-

P, _ M) T,
recordando que = = 7o 4 7 tenemos

() 1 Dy,v Tk Ks (%)
K# hyf( —Vk ki )Zip,u + - ; + = — (IHT)W (K2)

()€?P PG A0 2k (55

Klz th V(s PG),v K:?’
® @ @ D+ 23) ), | Yy —
2(i) P

Ahora, introduciendo la definicion nhz = 25 se obtiene

Kuz‘ hyf(iO) Ve YAOR% Ks ZL
ONZION N };L)p,u+z(i) Qv | Vhsy — M (InT), ¢, (K.4)
2(i) nng P@) Ko (%)

) a 1
Kahife) | K (Zm) 1 Pl K (Zm)
D+ 2() + | V&,
2(i) i @ K (L)
2\z»

) Earrd } (K5)
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Analicemos los dos primeros términos

Kphif Ks( ) 1 A K{hif ) Kg
(2) "1 (3) 10 P@),v n P
Dw + 2@ = Dy + 26y —— (@) , T 26 (
Z(i) { K (%) e @ ) (i) e ”hE “ng (o)., + 200 p
o 1 [nang) (meG () —maG (2m)
Kbt ) nm[ ~ ( 5 (n¢iyd)
(I
(
Por lo tanto,
v (2)
K#)hl‘f( n( Ed”}
i (o S -
[ (¢)) + (‘b()v‘b(J))]
donde
& = M) <m<j>G (=) ;mmG (Z(z‘))) p?u + () . K1)

juega el papel de la fuerza de difusion. Esta ultima ecuacién es la fuerza de difusion que no solo recupera
correctamente el limite no-relativista sino que lleva a que se satisfagan las Relaciones de Reciprocidad

de Onsager.



Apéndice L

Arreglo de la ecuacion de Boltzmann
para tres fuerzas termodinamicas,
incluyendo la llamada fuerza
volumeétrica

En este apéndice mostramos como se hace la reestructuracion de la ecuacion de Boltzmann lineal-
izada en el esquema de tres fuerzas termodinamicas como lo describimos en la seccién 4.3. Partimos
analizando el lado izquierdo de la ecuacion (6.1)

v (O) n 7 1 j_:u 1
Ké;)hltf(i) {n(z) {d(u)] + % (%(i) —G(zw)) [T - ThEp,u ; (L.1)
separamos de la siguiente forma
v £(0) n ) 1 2—‘,1/ 1 n(z)kT Dv
Kyt {n() 4] * 2 Oro = GCw) 7 = = (wo = Glew)) J=p o pe o (L2)

Esta separacién conduce directamente a que la ecuacion de Boltzmann se pueda escribir de la forma

v (0 n 7 1 TV
Ky {”() 4] + 2 (ko = Glaw) {T] = (ke = Glzw)) [Vu}} = [C(¢0) +C (b6),b4)]
(L3)
donde se identifica a la fuerza
v, = [n“m”p] , (L4)
P P@)

con la fuerza volumétrica.
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Apéndice M

Notacion

p Densidad de masa local total
120, Densidad de masa local para la especie (i)
u(r,t) Velocidad baricéntrica (velocidad hidrodinamica total)

ug (r,t)  Velocidad hidrodinamica para la especie (i)

T Tensor de esfuerzos

P Presion

€ Densidad de energia interna total

J, Flujo disipativo de calor

Js Flujo disipativo de entropia

s Entropia local

o Produccion de entropia

fo) Funcion de distribucion para la especie (i)
Vi) Velocidad molecular de la especie (i)

9(ij) Velocidad relativa entre moleculas (4)-(j)
K Velocidad cadtica, térmica o peculiar para una particula de la especie (7)
m;) Masa de una particula de la especie (i)

ney (1, t) Numero de particulas en una localidad r a un tiempo ¢

T(r,t) Temperatura local
kp Constante de Boltzmann

) Correccion n-ésima a la funcion de distribucion f;
dij Fuerza de difusion

Iij) (6) + ¢(;)) Kernel de colisién linealizado

{A@), Bay, D)} Coeficientes indeterminados
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Temperatura local

Enatalpia especifica de mezclado

Conductividad térmica (Efecto Fourier)

Termodifusion

Difusion térmica

Difusion

Parametro relativista

Tetravelocidad molecular de una particula de la especie ()
Factor de Lorenz respecto a una velociad =

Velocidad de la luz

Flujo invariante

Seccion de colision

Elemento de &ngulo solido (¢)-(5)

Tetravelocidad cadtica, térmica o peculiar

Tetravelocidad baricéntrica para la mezcla

Transformacion de Lorentz asociada a una tetravelocidad hidrodinamica U”
Tetraflujo total de masa

Tetraflujo disipativo de masa para la especie (7)

Tensor energia-impetu

Tensor energia-impetu medido en el marco comovil
Tetraflujo de energia

Proyector

Métrica

Tetraflujo de volumen
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