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Resumen

Este trabajo es un estudio sobre uno de los espacios pesados de funciones anaĺıticas
más importantes: El espacio de Bergman pesado. Se estudian algunas de sus propieda-
des, caracterizaciones y la relación que tiene con otros espacios de funciones analit́ıcas.

En el primer caṕıtulo se enuncian definiciones y resultados conocidos sobre opera-
dores lineales en espacios de Banach. Se enuncia la desigualdad de Hölder, la cual es
una estimación fundamental en el estudio de integrales en general y en particular de
operadores integrales. También se presenta el Lema de Schur el cual da condiciones
para que cierto operador integral sea acotado en Lp(D, dAα) y se da una estimación
integral (ver Teorema 1.4.2) la cual es fundamental en el estudio de operadores en
espacios de funciones en el disco unitario. Por último se define el espacio de Bergman,
la proyección de Bergman y a partir de ellos se estudia una familia de operadores in-
tegrales en el disco unitario cuyo núcleo está formado a partir del núcleo de Bergman.

En el segundo caṕıtulo se enumeran propiedades generales de las transformaciones
de Möbius, se define el espacio de Bloch y su relación con la proyección de Bergman,
además se define la transformada de Berenzin. Dentro de este caṕıtulo se da una prue-
ba directa y original de la igualdad entre el espacio pequeño de Bloch B0 y el espacio
VMO(D), que consiste de las funciones anaĺıticas que se desvanecen en la frontera.

En el tercer caṕıtulo se definen los espacios pesados de Bergman sAp
q , L(p, q, s) y

los espacios α-growth. Además, para 1 < s < ∞ se da una caracterización de los espa-
cios α-growth, la cual está estrechamente relacionada con los espacios sAp

q y L(p, q, s).
También se prueba la igualdad ente los espacios sAp

q y L(p, q, s). Se estudian algunas
de sus propiedades tales como la Möbius invarianza, el anidamiento de inclusiones
propias y se dan caracterizaciones alternativas. Además se define una norma para sAp

q

con 1 ≤ p < ∞, la cual es inducida por su definición, y con ella los espacios sAp
q son

completos. Para 0 < p < 1 se obtiene una métrica inducida por su definición, donde
nuevamente los espacios son completos.
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viii Resumen

Finalmente en el cuarto caṕıtulo se estudia el operador de Bergman Pβ del espacio
Lp(D, dAq) en los espacios de Bergman pesados sAp

q = L(p, q, s) y se prueba que es
un operador acotado para ciertos valores de β, p, q y s que en particular satisfacen
la relación q+1 ≥ (β+1)p y aśı un bien conocido Teorema (Teorema 1.5.5) se puede
extender en el sentido de la suficiencia, gracias a la adición del peso 1− |φz(w)|2.



Introducción

La teoŕıa de los espacios de funciones anaĺıticas ha recibido un fuerte impulso en
su estudio durante las últimas décadas. Ejemplos clásicos de tales espacios son los
espacios de Hardy, los espacios de Bergman y los espacios de Bloch. Más reciente-
mente los espacios de Besov, los espacios pesados de Dirichlet y la teoŕıa BMO han
sido estudiadas intensamente, mientras la teoŕıa de espacios tales como los espacios
α-growth y los espacios Qp se siguen estudiando ampliamente. Todos estos espacios
de funciones son interesantes por si solos y además tienen interesantes relaciones con
otros campos de la matemática como el análisis funcional, ecuaciones diferenciales,
teoŕıa de potencial, teoŕıa de operadores, entre otras.

El estudio de los espacios de Bergman se remonta al año 1950, cuando Stefan
Bergman publicó su monograf́ıa titulada The Kernel Function and Conformal
Mapping, en el cual desarrolló la teoŕıa de los espacios de Hilbert de funciones anaĺıti-
cas sobre un dominio Ω en el plano. El trabajo de Bergman se centró en el estudio
del espacio de las funciones anaĺıticas, cuadrado integrables con respecto a la medida
de área de Lebesgue en un dominio Ω. Esta teoŕıa se apoyó en la existencia de una
función núcleo reproductor, la cual hoy en d́ıa es conocida como la función núcleo
de Bergman.

Partiendo de la definición de los espacios de Bergman es natural definir los espacios
pesados de Bergman. Más precisamente, sea D el disco unitario de C. Para 0 < p <
∞ y −1 < α < ∞ se define Ap

α(D) como el espacio de funciones anaĺıticas f en
Lp(D, dAα) tales que ∫

D
|f(z)|p dAα(z) < ∞ ,

donde

dAα(z) = (α+ 1)(1− |z|2)αdA(z) ,

y dA(z) es la medida de Lebesgue en el disco unitario.
Entonces el espacio de las funciones anaĺıticas p integrables, 0 < p < ∞, sobre el disco

ix



x Introducción

unitario D, con la medida dAα(z) es precisamente el Espacio de Bergman Pesado
Ap

α(D).

Dentro de la teoŕıa de los espacios de Bergman, es de especial interés el caso p = 2.
Aśı el conjunto A2

α(D) es un espacio de Hilbert con el producto interno definido por

⟨f, g⟩α :=

∫
D

f(z)g(z) dAα(z).

Como el espacio de Bergman A2
α(D) es un subespacio cerrado de L2(D, dAα), existe

un único operador de proyección

Pα : L2(D, dAα) −→ A2
α(D) ,

lineal y continuo que satisface Pα(f) = f para toda f ∈ A2
α(D). Además se puede dar

una fórmula expĺıcita para la proyección Pα y está dada por

Pαf(z) =

∫
D

f(w)

(1− zw)2+α
dAα(w) , z ∈ D , (1)

para toda f ∈ L2(D, dAα). Como A2
α(D) ⊂ A1

α(D) y además A2
α(D) es denso en A1

α(D)
se puede extender el dominio de Pα a L1(D, dAα), donde la integral dada por (1) con-
verge uniformemente para z en cada subconjunto compacto de D. En particular se
puede aplicar Pα a una función en Lp(D, dAα) siempre que 1 ≤ p < ∞. Al operador
Pα se le conoce como Proyección de Bergman sobre Ap

α(D).

Otros espacios de interés son el espacio de Bloch, denotado por B, el cual está
compuesto por las funciones anaĺıticas f en D que satisfacen la siguiente condición,

sup
z∈D

(1− |z|2)|f ′(z)| < +∞

y el espacio pequeño de Bloch, el cual es denotado por B0 y es el subespacio de B
consistente de todas las funciones f ∈ B tales que

ĺım
|z|→1−

(1− |z|2)|f ′(z)| = 0.

Estos espacios han sido estudiados por si sólos y tienen una particular relevancia
pues están relacionados con la proyección de Bergman (ver Teorema 1.12 [HeKoZh]).
Además resulta ser que el espacio de Bloch es el espacio dual del espacio de Bergman
pesado Ap

α cuando 0 < p ≤ 1 y −1 < α < ∞.



Introducción xi

Por otra parte, sean p, q y s tales que 0 < p < ∞, −2 < q < ∞ y 0 < s < ∞. Una
función anaĺıtica f : D −→ C definida en el disco unitario D pertenece a el espacio

sAp
q , si

sup
z∈D

∫
D
|f(z)|pgs(z, w)dAq(z) < ∞ ,

donde gs(z, w) = log
∣∣∣ 1−wz
z−w

∣∣ es la función de Green de D con singularidad logaŕıtmica

en w ∈ D.

En este trabajo se estudian los espacios sAp
q usando técnicas del análisis real y

complejo, donde las tranformaciones de Möbius y la función de Green en el disco
unitario juegan un papel preponderante, aśı como ciertas estimaciones integrales que
resultan cruciales en esta teoŕıa.
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Caṕıtulo 1

Algunos operadores integrales
en los espacios Lp

En este caṕıtulo se enuncian definiciones y resultados conocidos sobre operadores
lineales en espacios de Banach. Una referencia para resultados en este caṕıtulo es
[HeKoZh].

1.1. Operadores acotados en espacios de Banach

Sea C el campo de los números complejos. Un espacio de Banach X es un espa-
cio lineal (vectorial) complejo con una función no negativa ∥ ∥ la cual satisface las
siguientes condiciones:

(1) ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ para todo x, y en X.

(2) ∥ax∥ = |a|∥x∥ para todo x ∈ X y todo a ∈ C.

(3) ∥x∥ = 0 si y sólo si x = 0.

(4) Si {xn} es una sucesión de Cauchy en X, entonces existe x ∈ X tal que
∥xn − x∥ → 0 cuando n → ∞.

La función ∥ ∥ se llama norma en X y un espacio lineal que satisface sólo las con-
diciones (1), (2) y (3) se llama espacio normado. La condición (4) caracteriza a la
completez del espacio X.

Sean X y Y espacios de Banach y T : X → Y un operador lineal. Se dice que T
es un operador lineal acotado de X sobre Y si existe una constante C > 0 tal que

∥Tx∥ ≤ C∥x∥ , para toda x ∈ X .

1



2 1.2. Desigualdad de Hölder

Teorema 1.1.1 Sea T : D(T ) → Y un operador lineal, donde D(T ) ⊂ X y X, Y
son espacios normados, entonces T es un operador lineal acotado si y sólo si es T es
un operador lineal continuo.

1.2. Desigualdad de Hölder

Teorema 1.2.1 Supóngase que p, q > 1 con p−1 + q−1 = 1 y que µ es una medida
positiva en X. Si f ∈ Lp(X, dµ) y g ∈ Lq(X, dµ), entonces fg ∈ L1(X, dµ) y∣∣∣∣∫

X

f g dµ

∣∣∣∣ ≤ (∫
X

|f |p dµ

)1/p(∫
X

|g|q dµ

)1/q

.

En particular, si µ es una medida de probabilidad, entonces∣∣∣∣∫
X

f dµ

∣∣∣∣ ≤ (∫
X

|f |p dµ

)1/p

para toda p > 1 y f ∈ Lp(X, dµ).

1.3. Teorema de Schur

Sean (X,µ) un espacio de medida y T : X×X → R una función. Sea T el operador
integral con núcleo T dado por

Tf(x) =

∫
X

T (x, y)f(y) dµ(y) ,

donde f : X → R es una función medible.
En esta sección se presentan condiciones suficientes sobre T para la acotación del

operador integral asociado T en Lp(X, dµ) con 1 < p < +∞. Este resultado se llama
Teorema de Schur.

Teorema 1.3.1 Supóngase que (X,µ) es un espacio medible con µ una medida posi-
tiva. Sea T (x, y) una función medible positiva en X × X y T el operador integral
inducido

Tf(x) =

∫
X

T (x, y)f(y) dµ(y), x ∈ X,

definido si la integral converge. Si para algún 1 < p < ∞ existe una función h medible,
estrictamente positiva en X y una constante positiva M > 0 tal que∫

X

T (x, y)h(y)q dµ(y) ≤ Mh(x)q, x ∈ X, (1.1)
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y ∫
X

T (x, y)h(x)p dµ(x) ≤ Mh(y)p, y ∈ X, (1.2)

con p−1 + q−1 = 1, entonces T es acotado en Lp(X, dµ) con ∥T∥ ≤ M .

1.4. Operadores integrales en el disco unitario D
Sea 0 < r < ∞. Se define Dr = {z ∈ C : |z| < r}. Se denotará por D = D1 al disco

unitario abierto en el plano complejo C y al anillo r < |z| < 1 por Ar = D \ Dr.

Se denota por dA la medida normalizada de Lebesgue en D, la cual está dada por

dA(z) =
1

π
dx dy =

1

π
r dr dθ,

donde z = x+ iy = reiθ. También se define para α ∈ R la medida

dAα(z) := (α+ 1)(1− |z|2)α dA(z) . (1.3)

Lema 1.4.1 Sea α > −1. Entonces∫
D
dAα(z) = 1 .

Se dice que dos cantidades A y B son comparables (y se denotará por ∼) si existe
una constante C, independiente de A y B, tal que

A

C
≤ B ≤ AC .

Las siguientes estimaciones integrales son fundamentales en el estudio de operadores
sobre espacios de funciones en el disco unitario (ver [HeKoZh]).

Teorema 1.4.2 [Estimación Integral] Sean −1 < t < ∞ y c ∈ R. Se definen

It,c(z) :=

∫
D

(1− |w|2)t

|1− zw|2+t+c
dA(w) , z ∈ D,

y

Jc(z) :=

∫ 2π

0

dθ

|1− ze−iθ|1+c
, z ∈ D.
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Entonces se tiene la relación de comparabilidad

It,c(z) ∼ Jc(z) ∼



1 si c < 0 ,

log
1

1− |z|2
si c = 0 ,

1

(1− |z|2)c
si c > 0 .

cuando |z| → 1−.

El siguiente teorema dice cuando son acotados en Lp(D, dµ) los siguientes opera-
dores definidos en él.

Teorema 1.4.3 Supóngase que a, b, c son números reales y T y S los operadores
integrales definidos por

Tf(z) = (1− |z|2)a
∫
D

(1− |w|2)b

(1− zw)2+a+b
f(w) dA(w)

y

Sf(z) = (1− |z|2)a
∫
D

(1− |w|2)b

|1− zw|2+a+b
f(w) dA(w) .

Entonces para 1 ≤ p < ∞ las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) T es acotado en Lp(D, dAc).

(2) S es acotado en Lp(D, dAc).

(3) −pa < c+ 1 < p(b+ 1).

1.5. Espacios de Bergman

En esta sección se definen los Espacios clásicos de Bergman en el disco unitario D
y la proyección de Bergman en Lp(D, dAα).

Para 0 < p < ∞ y −1 < α < +∞ se define el espacio clásico de Bergman
Ap

α = Ap
α(D) del disco unitario, como el conjunto de las funciones anaĺıticas en

Lp(D, dAα).
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Si f está en Lp(D, dAα), se escribe

∥f∥p,α =
(∫

D
|f(z)|p dAα(z)

) 1
p

;

en el caso en que α = 0 simplemente se escribe ∥f∥p = ∥f∥p,0.

Se observa que si 1 ≤ p < ∞, el espacio Lp(D, dAα) es un espacio de Banach
con la norma definida por ∥f∥p,α y si 0 < p < 1, el espacio Lp(D, dAα) es un espacio
métrico completo con la métrica definida por

d(f, g) = ∥f − g∥pp,α.

Se denota por L∞(D) el espacio de todas las funciones esencialmente acotadas en D
y para f ∈ L∞(D), se define

∥f∥∞ = supess {|f(z)| : z ∈ D}.

El espacio L∞(D) es un espacio de Banach con la norma ∥ · ∥∞. El subespacio de L∞

formado por todas las funciones anaĺıticas acotadas en D se denota por H∞. Debido
a la convergencia uniforme, H∞ es un subespacio cerrado de L∞(D) y por ello es un
espacio de Banach.

El siguiente resultado dice que las funciones en los espacios de Bergman y sus
derivadas tienen un crecimiento acotado sobre subconjuntos compactos de D.

Proposición 1.5.1 Supóngase que 0 < p < ∞, −1 < α < +∞ y que K es un
subconjunto compacto de D. Entonces existe una constante positiva C = C(n,K, p, α)
tal que

sup{|f (n)(z)| : z ∈ K} ≤ C∥f∥p,α
para toda f ∈ Ap

α y toda n ∈ N ∪ {0}. En particular cada evaluación puntual en D
Tz(f) = f(z), es un funcional lineal acotado en Ap

α con p ≥ 1.

La proposición anterior tiene una consecuencia muy importante: el espacio Ap
α es

cerrado en Lp(D, dAα).

Proposición 1.5.2 Para cada 0 < p < ∞ y −1 < α < +∞ el espacio de Bergman
Ap

α es cerrado en Lp(D, dAα).

Demostración. Sea {fn} una sucesión en Ap
α y supóngase que fn → f en Lp(D, dAα).

En particular {fn} es una sucesión de Cauchy en Lp(D, dAα). Sin pérdida de genera-
lidad considérese el disco compacto K = {z ∈ D : |z| ≤ r} con 0 < r < 1. Aśı, por la
Proposición 1.5.1 existe M > 0 tal que

|fn(z)− fm(z)| ≤ M∥fn − fm∥p,α,
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para toda z ∈ K. Por lo tanto la sucesión {fn} converge uniformemente en cada
subconjunto compacto de D. Por el Teorema de Montel f es anaĺıtica en D, luego
pertenece a Ap

α.

Como consecuencia de la Proposición 1.5.2 el espacio de Bergman Ap
α es un espacio

de Banach cuando 1 ≤ p < ∞ y es un espacio métrico completo cuando 0 < p < 1.

La Proposición 1.5.2 implica que A2
α es un espacio de Hilbert con el producto

interno dado por

⟨f, g⟩α =

∫
D
f(z)g(z) dAα(z),

donde f, g ∈ A2
α. Para cualquier número n no negativo, sea

en =

√
Γ(n+ 2 + α)

n!Γ(2 + α)
zn, z ∈ D, (1.4)

donde Γ(s) representa la función Gamma, la cual es una función anaĺıtica de s
en todo el plano complejo, excepto en sus polos simples localizados en los puntos
{0,−1,−2, ...}. El conjunto {en} es una base ortonormal para el espacio A2

α.
Ahora como el espacio A2

α es un subespacio cerrado de L2(D, dAα), existe el opera-
dor de proyección ortogonal Pα : L2(D, dAα) → A2

α lineal y continuo tal que Pαf = f ,
si f ∈ A2

α(D). En este caso se puede dar la forma expĺıcita de dicha proyección, como
se ve en la siguiente proposición.

Proposición 1.5.3 Para −1 < α < +∞, sea Pα la proyección ortogonal de L2(D, dAα)
sobre A2

α. Entonces

Pαf(z) =

∫
D

f(w)

(1− zw)2+α
dAα(w), z ∈ D ,

para todo f ∈ L2(D, dAα).

Demostración. Sea {en} la base ortonormal de A2
α dada por (1.4). Para cada f ∈

L2(D, dAα) se tiene que

Pαf =
∞∑

n=0

⟨Pαf, en⟩αen.

En particular para cada z ∈ D se tiene

Pαf(z) =

∞∑
n=0

⟨Pαf, en⟩αen(z),
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y esta serie converge uniformemente en subconjuntos compactos de D. Además

⟨Pαf, en⟩α = ⟨f, Pαen⟩α = ⟨f, en⟩α.

Por lo tanto

Pαf(z) =
∞∑

n=0

⟨Pαf, en⟩αen(z) =
∞∑

n=0

⟨f, en⟩αen(z)

=
∞∑

n=0

∫
D

(
f(w)

√
Γ(n+ 2 + α)

n!Γ(2 + α)
wn
)
dAα(w)

√
Γ(n+ 2 + α)

n!Γ(2 + α)
zn

=
∞∑

n=0

Γ(n+ 2 + α)

n!Γ(2 + α)

∫
D
f(w)(zw)n dAα(w)

=

∫
D
f(w)

[ ∞∑
n=0

Γ(n+ 2 + α)

n!Γ(2 + α)
(zw)n

]
dAα(w)

=

∫
D

f(w)

(1− zw)2+α
dAα(w).

Se pueden intercambiar la integral y la suma ya que para cada z ∈ D fijo la serie
∞∑

n=0

Γ(n+ 2 + α)

n!Γ(2 + α)
(zw)n converge uniformemente con respecto a w ∈ D.

Si f ∈ A2
α entonces

Pαf(z) = f(z) =

∫
D

f(w)

(1− zw)2+α
dAα(w) .

El operador Pα se llama la proyección de Bergman en D y la función

Kα(z, w) =
1

(1− zw)2+α
, z, w ∈ D

se llama el núcleo reproductor de Bergman sobre D, el cual es holomorfo con respecto
a la variable z y anti-holomorfo con respecto a la variable w. Esta función juega un
papel muy relevante en la teoŕıa de los espacios de Bergman.

Aunque la proyección de Bergman Pα está originalmente definida en L2(D, dAα),
la fórmula integral

Pαf(z) =

∫
D

f(w)

(1− zw)2+α
dAα(w)
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extiende su dominio a L1(D, dAα). En particular, se puede aplicar Pα a una función
en Lp(D, dAα) con 1 ≤ p < ∞.

Como A2
α es denso en A1

α, el siguiente resultado justifica plenamente la definición
de núcleo reproductor.

Corolario 1.5.4 Si f es una función en A1
α, entonces

f(z) =

∫
D

f(w)

(1− zw)2+α
dAα(w), z ∈ D.

La integral converge uniformemente para z en cada subconjunto compacto de D.
El corolario anterior se conoce como la fórmula reproductora.

El conjunto Ap = Ap
0 es el espacio ordinario de Bergman, su correspondiente proyec-

ción de Bergman se denota por P y su núcleo de Bergman es

K(z, w) =
1

(1− zw)2
.

Las funciones núcleo de Bergman están relacionadas con las transformaciones de
Möbius del disco. Las propiedades de dichas transformaciones se estudiarán en el
siguiente caṕıtulo. Para ver la relación anteriormente mencionada, sea z ∈ D y se
considera la transformación φz del disco sobre si mismo que intercambia z y 0

φz(w) =
z − w

1− zw
, w ∈ D .

La igualdad

φ′
z(w) =

(1− |z|2)
(1− zw)2

= (1− |z|2)K(z, w) .

Si f ∈ A1
α, por la propiedad del valor medio se tiene

f(0) =
1

2π

∫ 2π

0

f(reiθ) dθ,

entonces ∫ 1

0

f(0)(1− r2)α r dr =
1

2π

∫ 2π

0

f(reiθ) dθ

∫ 1

0

(1− r2)α r dr

=
1

2π

∫ 1

0

∫ 2π

0

f(reiθ)(1− r2)α r dθ dr

=
1

2(α+ 1)

∫
D
f(w) dAα(w).
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Como ∫ 1

0

f(0)(1− r2)α r dr =
1

2(α+ 1)
f(0)

se obtiene

f(0) =

∫
D
f(w) dAα(w). (1.5)

Ahora śı se reemplaza f por f ◦ φz en (1.5)(
f ◦ φz

)
(0) =

∫
D

(
f ◦ φz

)
(w) dAα(w)

y tomando el cambio de variable dado por w = φz(λ) y aplicando las propiedades (2)
y (3) de la Proposición 2.1.1

f(z) = (α+ 1)

∫
D
f(λ)

(
1− |φz(λ)|2

)α (1− |z|2)2

|1− zλ|4
dA(λ)

= (1− |z|2)2+α

∫
D

f(λ)

|1− zλ|2(2+α)
dAα(λ).

Cambiando λ por w se tiene

f(z) = (1− |z|2)2+α

∫
D

f(w)

(1− zw)2+α(1− zw)2+α
dAα(w).

Fijando z ∈ D, y reemplazando f por la función w 7→ (1 − zw)2+αf(w), entonces se
tendra nuevamente la fórmula reproductora

f(z) =

∫
D

f(w)

(1− zw)2+α
dAα(w), z ∈ D,

para f ∈ A1
α. De esto es inmediato deducir la fórmula integral para la proyección de

Bergman.
El siguiente teorema dice que existe un gran número de proyecciones acotadas de

L1(D, dA) sobre el espacio de Bergman A1.

Teorema 1.5.5 Supóngase que −1 < α, β < ∞ y 1 ≤ p < ∞. Entonces Pβ es una
proyección acotada de Lp(D, dAα) sobre Ap

α si y sólo si α+ 1 < (β + 1)p.

Demostración. Para probar esta equivalencia sea dµ(z) = (1−|z|2)αdA(z), aśı pues
aplicando el Teorema 1.4.3 tenemos que el operador Pβ : (Lp(D), dAα) → Ap

α(D) es
acotado si y sólo si α+ 1 < p(β + 1).

Dos casos importantes de mencionar son:
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1. Si α = β, entonces Pα es una proyección acotada de Lp(D, dAα) sobre Ap
α si y

sólo si 1 < p < ∞.

2. Si p = 1, entonces Pβ es una proyección acotada de L1(D, dAα) sobre A1
α si y

sólo si α < β.



Caṕıtulo 2

El Espacio VMO(D)

En este caṕıtulo se dan propiedades generales de las transformaciones de Möbius,
se define el espacio de Bloch y su relación con la proyección de Bergman y además se
define la transformada de Berezin y al espacio VMO(D), de las funciones anaĺıticas
que se desvanecen en la frontera. El material de este caṕıtulo puede ser consultado
en el Libro Theory of Bergman Spaces, escrito por Haakan Hedenmalm, Boris Koren-
blum y Kehe Zhu. En dicho libro y las referencias [Duren], [Zhu2] y [KeZh] no se la
prueba completa de la igualdad entre los espacios pequeño de Bloch B0 y VMO(D),
en cada una de ellas sólo se muestra que VMO(D) ∩ H(D) ⊂ B0. Aśı pues la apor-
tación más importante en este caṕıtulo es dar una prueba directa y original de que
VMO(D) ∩ H(D) = B0. Para ello en la Sección 2.4 se presentan dos estimaciones
tipo Littlewood-Paley que son completamente originales y son pieza clave para dar
la demostración directa de dicha igualdad. Aśı mismo se explican todos los cálculos-
relativos a la prueba, en particular los que involucran propiedades que satisface la
transformada de Berezin.

2.1. Transformaciones de Möbius

Se considera la familia de transformaciones de Möbius φz : C\{ 1
z} → C dadas por

φz(w) =
z − w

1− zw
,

con polo en w = 1/z. Las transformaciones de Möbius φz tienen las siguientes pro-
piedades.

Proposición 2.1.1 La función φz satisface

(1) φz = φ−1
z .

11
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(2) El determinante del Jacobiano de φz en w es

|φ′
z(w)|2 =

(1− |z|2)2

|1− zw|4
.

(3) 1− |φz(w)|2 =
(1− |z|2)(1− |w|2)

|1− zw|2
= (1− |w|2)|φ′

z(w)| .

(4) |1− φz(w)z| =
1− |z|2

|1− zw|
.

(5) Si z ∈ D entonces φz es una función biholomorfa del disco unitario sobre si
mismo.

(6) Sean q ∈ R y z ∈ D. Entonces para todo w ∈ D

1

ρ(z, q)
(1− |w|2)q ≤ (1− |φz(w)|2)q ≤ ρ(z, q)(1− |w|2)q, (2.1)

y
1

ρ(z, q)
≤ |φ′

z(w)|q ≤ ρ(z, q) (2.2)

donde

ρ(z, q) =

(
1 + |z|
1− |z|

)|q|

.

El conjunto {φz : z ∈ D} no es un subgrupo de las transformaciones de Möbius.
La siguiente fórmula de cambio de variable es consecuencia de la propiedad (2).

Proposición 2.1.2 Si f ∈ L1(D, dA), entonces∫
D
f ◦ φz(w) dA(w) =

∫
D
f(w)

(1− |z|2)2

|1− zw|4
dA(w) .

Más generalmente se tiene la siguiente fórmula de cambio de variable.

Proposición 2.1.3 Si f ∈ L1(D, dAα) y α > −1, entonces∫
D
f ◦ φz(w) dAα(w) =

∫
D
f(w)

(1− |z|2)2+α

|1− zw|2(2+α)
dA(w) .

Sea 0 < r < 1. El disco seudohiperbólico está definido por

D(z,R) := φz(DR) = { w ∈ D : |φz(w)| < R } .
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De hecho D(z,R) es un disco Euclideano con centro c y radio r dados por

c =
1−R2

1−R2|z|2
z, r =

1− |z|2

1−R2|z|2
R (2.3)

y se denota por |D(z,R)| su área.

Proposición 2.1.4 Sean 0 < r < 1 y 0 < R < 1. Entonces existe ρ > 0 tal que si
ρ < |z| < 1, se cumple

D(z,R) ⊂ D \ Dr .

Para z, w ∈ D la función de Green de D, con singularidad logaŕıtmica en z, es

g(w, z) = ln
|1− zw|
|z − w|

= ln
1

|φz(w)|
. (2.4)

Lema 2.1.5 Sean −2 < q < ∞, 0 < s < ∞ y −1 < q + s. Entonces

ĺım
|z|→1−

∫
D
(1− |φz(w)|2)s dAq(w) = 0 ,

ĺım
|z|→1−

∫
D
gs(w, z) dAq(w) = 0 .

Demostración. Por la Proposición 2.1.1 inciso (3) se tiene que∫
D
(1− |φz(w)|2)s dAq(w) =

∫
D

(1− |z|2)s(1− |w|2)s+q

|1− zw|2s
dA(w)

= (1− |z|2)s
∫
D

(1− |w|2)s+q

|1− zw|2s
dA(w) .

El resultado se sigue de tomar c = s−(q+2) en el Lema 1.4.2. La otra prueba es similar.

2.2. El espacio de Bloch

Una función anaĺıtica f en D se dice de Bloch si satisface

∥f∥B = sup
z∈D

(1− |z|2)|f ′(z)| < +∞.

El conjunto formado por todas las funciones de Bloch es un espacio vectorial, el
cual se llamará espacio de Bloch y se denota por B; además también se tiene que ∥f∥B
es una seminorma.
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Proposición 2.2.1 La seminorma ∥f∥B es Möbius invariante, es decir ∥f ◦ φ∥B =
∥f∥B, donde f ∈ B y φ es una transformación de Möbius de D en D.

Demostración. Es suficiente probar para transformaciones de Möbius de la forma
λ = φw(z) =

w−z
1−zw con |w| < 1. Entonces para f ∈ B se tiene por la Proposición 2.1.1

(3)

∥f ◦ φw∥B = sup
z∈D

(1− |z|2)|(f ◦ φw)
′(z)| = sup

z∈D
(1− |z|2)|φ′

w(z)||f ′(φw(z))|

= sup
z∈D

(1− |φw(z)|2)|f ′(φw(z))| = sup
λ∈D

(1− |λ|2)|f ′(λ)|

= ∥f∥B

El espacio pequeño de Bloch B0, es el subespacio de funciones anaĺıticas en D tales
que

ĺım
|z|→1−

(1− |z|2)|f ′(z)| = 0.

Por continuidad el espacio B0 es subespacio de B y de la prueba de la Proposición
2.2.1 se tiene que B0 también es Möbius invariante.

En la siguiente proposición se dota al espacio de Bloch con cierta norma bajo la
cual resulta ser un espacio de Banach.

Proposición 2.2.2 La función ∥f∥ = |f(0)|+ ∥f∥B es una norma en B y el espacio
de Bloch B es un espacio de Banach con esta norma.

Demostración. Sólo se prueba que B es completo. Se nota que si g ∈ B y z ∈ D,
entonces

|g(z)− g(0)| =
∣∣∣z ∫ 1

0

g′(zt) dt
∣∣∣ ≤ |z|

∫ 1

0

|g′(zt)| dt

≤ ∥g∥B
∫ 1

0

|z|
1− |z|2t2

dt =
1

2
∥g∥B log

1 + |z|
1− |z|

,

y por tanto

|g(z)− g(0)| ≤ 1

2
∥f∥B log

1 + |z|
1− |z|

.

Sea {fn} una sucesión de Cauchy en B. Se desea probar que existe una función f ∈ B
tal que, dado ε > 0 existe N ∈ N con ∥fn−f∥ < ε para toda n ≥ N . Puesto que {fn}
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es de Cauchy existe N ∈ N tal que ∥fn − fm∥ < ε si n ≥ m > N . Sea 0 < |z| < r < 1,
entonces

|fn(z)− fm(z)| ≤ |(fn(z)− fm(z))− (fn(0)− fm(0))|+ |fn(0)− fm(0)|

≤ ∥fn − fm∥B log
1 + |z|
1− |z|

+ |fn(0)− fm(0)|

≤ ∥fn − fm∥B log
1 + |z|
1− |z|

+ |fn(0)− fm(0)| log 1 + |z|
1− |z|

+ ∥fn − fm∥B + |fn(0)− fm(0)|

= ∥fn − fm∥
(
1 + log

1 + |z|
1− |z|

)
< ε

(
1 + log

1 + |r|
1− |r|

)
Por lo tanto la sucesión {fn} converge uniformemente en cada subconjunto compacto
de D y aśı converge uniformemente localmente a alguna función anaĺıtica f en D.
Luego por el teorema de Montel, f ′

n(z) → f ′(z) en D cuando n → ∞. Ahora para
todo n,m ≥ N y z ∈ D se tiene

(1− |z|2)|f ′
n(z)− f ′

m(z)|+ |fn(0)− fm(0)| ≤ ∥fn − fm∥ <
ε

2
.

Aśı, al hacer que m tienda a infinito, se tiene para n > N ,

∥fn − f∥B ≤ ∥fn − f∥ < ε.

Por lo tanto fn − f ∈ B y por la linealidad de B se tiene que f ∈ B. Por lo tanto
fn → f en B y se obtiene lo deseado.

Un resultado análogo es cierto para el espacio pequeño B0.

Lema 2.2.3 El espacio B0 es completo.

Demostración. Sea {fn} ⊂ B0 una sucesión de Cauchy, entonces fn → f ∈ B.
Debemos probar que f ∈ B0. Dado ε > 0 existen N ∈ N y δ > 0 tales que

(1− |z|2)|f ′(z)| ≤ (1− |z|2)|f ′(z)− f ′
n(z)|+ (1− |z|2)|f ′

n(z)|
≤ ∥f(z)− fn(z)∥B + (1− |z|2)|f ′

n(z)|

<
ε

2
+

ε

2
,

si n ≥ N , 1 − δ < |z| < 1. Aśı si 1 − δ < |z| < 1 se tiene que (1 − |z|2)|f ′(z)| < ε y
esto dice que f ∈ B0.
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Sea C(D) el espacio de funciones continuas en el disco unitario cerrado D y C0(D)
al subespacio de C(D) de las funciones f tales que f(z) → 0 cuando |z| → 1−. Es
inmediato que C(D) y C0(D) son subespacios cerrados de L∞(D).

El siguiente teorema expresa una relación entre la proyección de Bergman y los
espacios de Bloch.

Teorema 2.2.4 Sea −1 < α < +∞ y Pα la proyección de Bergman. Entonces

(1) Pα es una proyección acotada de L∞(D) sobre B.

(2) Pα es una proyección acotada de C(D) sobre B0.

(3) Pα es una proyección acotada de C0(D) sobre B0.

Las tres proyecciones anteriores son sobreyectivas.

2.3. La Transformada de Berezin

Aqúı se define la transformada de Berezin de una función f ∈ L1(D, dA) y la
función MO(f) asociada a ésta, si además f ∈ L2(D, dA).

La Proposición 2.1.2 motiva la siguiente definición. Para cada función f ∈ L1(D, dA),
se define

Bf(z) =

∫
D

(1− |z|2)2

|1− zw|4
f(w) dA(w), z ∈ D.

Al operador B se le llama la transformada de Berezin y el hecho que sea un operador
se prueba más adelante. Esta transformada tiene la particularidad que para cada
función f ∈ L1(D, dA) entonces Bf = f si y sólo si f es armónica, ver [HeKoZh].

De hecho hay una familia de operadores del tipo Berezin. Supóngase que h ∈
L1(D, dAα) es una función armónica acotada en D, entonces por la propiedad del
valor medio y la invarianza bajo rotación de la medida dAα, se tiene

h(0) = (α+ 1)

∫
D
h(w)(1− |w|2)α dA(w) .

Reemplazando h por h ◦ φz y tomando el cambio de variable

λ = φz(w) o sea w = φz(λ)
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se obtiene por la Proposición 2.1.1 incisos (2) y (3)

h(z) = (α+ 1)

∫
D

(1− |z|2)α+2(1− |λ|2)α

|1− zλ|4+2α
h(λ) dA(λ) , z ∈ D. (2.5)

Aśı para f ∈ L1(D, dAα), se define la transformada de Berenzin Bα como

Bαf(z) = (α+ 1)

∫
D

(1− |z|2)α+2(1− |w|2)α

|1− zw|4+2α
f(w) dA(w) , z ∈ D.

Por un cambio de variable se obtiene

Bαf(z) =

∫
D
f ◦ φz(w) dAα(w) , z ∈ D, (2.6)

para cada f ∈ L1(D, dAα). Se observa que B0 = B. La siguiente proposición dice bajo
que condiciones el operador Bα es acotado en Lp(D, dAα).

Proposición 2.3.1 Supóngase que −1 < α < +∞, 1 ≤ p < ∞ y β ∈ R. Entonces
Bα es acotado en Lp(D, dAβ) si y sólo si −(α+ 2)p < β + 1 < (α+ 1)p.

Demostración. De la definición del operador Bαf

Bαf(z) = (α+ 1)(1− |z|2)2+α

∫
D

(1− |w|2)α

|1− zw|4+2α
f(w) dA(w),

y aśı aplicando el Teorema 1.4.3 se tiene que Bαf es acotado si y sólo si −(α+2)p <
β + 1 < (α+ 1)p.

Se recuerda que el núcleo reproductor normalizado kz(w) (ver [HeKoZh]) en A2(D)
es

kz(w) =
1− |z|2

(1− zw)2
, con z, w ∈ D . (2.7)

Para f ∈ L2(D, dA) se define

MO(f)(z) =

[
B(|f |2)(z)− |Bf(z)|2

]1/2
. (2.8)

Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz B(|f |2)(z) ≥ |Bf(z)|2 y aśı la expresión ante-
rior está bien definida. Usando la notación de (2.7) se reescribe (2.8) de la siguiente
manera.
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Proposición 2.3.2 Para f ∈ L2(D, dA)

MO(f)(z) = (1− |z|2)2
[
1

2

∫
D

∫
D

∣∣∣∣ f(u)− f(v)

(1− uz)2(1− vz)2

∣∣∣∣2dA(u) dA(v)

]1/2
. (2.9)

Demostración. Por la definición de la transformada de Berezin

2

(
B(|f |2)(z)− |Bf(z)|2

)
= B(|f |2)(z)−

∫
D
f(u)|kz(u)|2 dA(u)

∫
D
f(v)|kz(v)|2 dA(v)

−
∫
D
f(u)|kz(u)|2 dA(u)

∫
D
f(v)|kz(v)|2 dA(v) +B(|f |2)(z)

=

∫
D
|f(u)|2|kz(u)|2 dA(u)−

∫
D

∫
D
f(u)f(v)|kz(u)|2|kz(v)|2 dA(u) dA(v)

−
∫
D

∫
D
f(u)f(v)|kz(u)|2|kz(v)|2 dA(u) dA(v) +

∫
D
|f(v)|2|kz(v)|2 dA(v)

=

∫
D

∫
D
|f(u)|2|kz(u)|2|kz(v)|2 dA(u) dA(v)

−
∫
D

∫
D
f(u)f(v)|kz(u)|2|kz(v)|2 dA(u) dA(v)

−
∫
D

∫
D
f(u)f(v)|kz(u)|2|kz(v)|2 dA(u) dA(v)

+

∫
D

∫
D
|f(v)|2|kz(u)|2|kz(v)|2 dA(u) dA(v)

=

∫
D

∫
D

(
|f(u)|2 − f(u)f(v)− f(u)f(v) + |f(v)|2

)
|kz(u)|2|kz(v)|2 dA(u) dA(v)

=

∫
D

∫
D
|f(u)− f(v)|2|kz(u)|2|kz(v)|2 dA(u) dA(v).

Y aśı se ha probado (2.9).

2.4. Estimaciones integrales tipo Littlewood-Paley

Los Teoremas 2.4.2 y 2.4.4 son similares a los Lemas 3.1 y 3.2 del caṕıtulo VI en
[Ga]. Para probarlos se requiere el siguiente resultado.
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Lema 2.4.1 Sea 0 < r < 1 fijo. Si
r

4
≤ x < r entonces

16

9
x
(
1− x2

r2
)
− x log

r

x
> 0 .

Demostración. Será suficiente con probar que la función F : [ r4 , r] → R dada por

F (x) =
16

9

(
1− x2

r2

)
− log

r

x

es no negativa. Es claro que F ( r4 ) > 0 y F (r) = 0. Además

F ′(x) =
9r2 − 32x2

9r2x
and F ′′(x) = − 1

x2
− 32

9r2
< 0 .

Aśı F (x) alcanza su máximo en x = 3r
4
√
2
∈ ( r4 , r) y se puede concluir que F (x) > 0

para todo x ∈ [ r4 , r).

El siguiente resultado es una desigualdad tipo Littlewood-Paley.

Teorema 2.4.2 Sean 0 < r < 1 fijo y f ∈ H(D). Entonces∫
D(r)

|f ′(z)|2 log
r

|z|
dA(z) ≤ 16

9

∫
D(r)

|f ′(z)|2 (1−
∣∣∣z
r

∣∣∣2) dA(z) . (2.10)

Demostración. Integrando en coordenadas polares, z = ζeiθ en (2.10), se tiene que
mostrar∫ r

0

(∫ 2π

0

|f ′(ζeiθ)|2 dθ

)
ζ log

r

ζ
dζ ≤ 16

9

∫ r

0

(∫ 2π

0

|f ′(ζeiθ)|2 dθ

)
ζ
(
1− ζ2

r2
)
dζ .

Puesto que |f ′(z)|2 es subarmónica, entonces para 0 < ζ < ζ ′ < 1

h(ζ) =

∫ 2π

0

|f ′(ζeiθ)|2 dθ ≤
∫ 2π

0

|f ′(ζ ′eiθ)|2 dθ = h(ζ ′) .

Aśı, será suficiente con probar que∫ r

0

h(ζ) ζ log
r

ζ
dζ ≤ 16

9

∫ r

0

h(ζ) ζ
(
1− ζ2

r2
)
dζ . (2.11)

Un cálculo directo da∫ r

0

ζ log
r

ζ
dζ =

16

9

∫ r

r
2

ζ
(
1− ζ2

r2
)
dζ . (2.12)
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Sea r
4 ≤ t < r

2 . Como la función h es creciente se tiene∫ r

0

h(ζ) ζ log
r

ζ
dζ =

∫ t

0

h(ζ) ζ log
r

ζ
dζ +

∫ r

t

h(ζ) ζ log
r

ζ
dζ

≤ h(t)

∫ t

0

ζ log
r

ζ
dζ +

∫ r

t

h(ζ) ζ log
r

ζ
dζ . (2.13)

Por (2.12) se obtiene∫ r

0

ζ log
r

ζ
dζ <

16

9

∫ r

t

ζ
(
1− ζ2

r2
)
dζ ,

por lo tanto ∫ t

0

ζ log
r

ζ
dζ <

∫ r

t

(
16

9
ζ
(
1− ζ2

r2
)
− ζ log

r

ζ

)
dζ .

Como h es creciente, entonces por (2.13) y Lema 2.4.1 se tiene

∫ r

0

h(ζ) ζ log
r

ζ
dζ

=

∫ t

0

h(ζ) ζ log
r

ζ
dζ +

∫ r

t

h(ζ) ζ log
r

ζ
dζ

≤ h(t)

∫ r

t

(
16

9
ζ
(
1− ζ2

r2
)
− ζ log

r

ζ

)
dζ +

∫ r

t

h(ζ) ζ log
r

ζ
dζ

=

∫ r

t

h(t)

(
16

9
ζ
(
1− ζ2

r2
)
− ζ log

r

ζ

)
dζ +

∫ r

t

h(ζ) ζ log
r

ζ
dζ

≤
∫ r

t

h(ζ)

(
16

9
ζ
(
1− ζ2

r2
)
− ζ log

r

ζ

)
dζ +

∫ r

t

h(ζ) ζ log
r

ζ
dζ

≤ 16

9

∫ r

t

h(ζ) ζ
(
1− ζ2

r2
)
dζ

≤ 16

9

∫ r

0

h(ζ) ζ
(
1− ζ2

r2
)
dζ .

y aśı se tiene mostrado (2.11).

Corolario 2.4.3 Si f ∈ H(D) entonces∫
D
|f ′(z)|2 log

1

|z|
dA(z) ≤ 16

9

∫
D
|f ′(z)|2 (1− |z|2) dA(z) . (2.14)
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Demostración. Por el teorema de convergencia monótona se tiene

ĺım
r→1−

∫
D(r)

|f ′(z)|2 (1−
∣∣∣z
r

∣∣∣2) dA(z) =

∫
D
|f ′(z)|2 (1− |z|2) dA(z) .

Sea {rn} una sucesión creciente con ĺım
n→∞

rn = 1 y nuevamente por convergencia

monótona se obtiene

ĺım
n→∞

∫
D(rn)

|f ′(z)|2 log rn
|z|

dA(z) = ĺım
n→∞

∫
D
|f ′(z)|2 log rn

|z|
χD(rn) dA(z)

=

∫
D

ĺım
n→∞

|f ′(z)|2 log rn
|z|

χD(rn) dA(z)

=

∫
D
|f ′(z)|2 log

1

|z|
dA(z) ,

donde χ denota la función caracteŕıstica. Por el Teorema 2.4.2 se obtiene el resultado.

El siguiente resultado también es una desigualdad tipo Littlewood-Paley y se usa para
mostrar el Teorema 2.5.3.

Teorema 2.4.4 Para toda función holomorfa f ∈ H(D)∫
D
|f(z)− f(0)|2 dA(z) ≤ 16

9

∫
D
(1− |z|2)2|f ′(z)|2 dA(z) .

Demostración. Sin pérdida de generalidad se puede suponer que la integral del lado
derecho es finita. Usando el teorema de Green se tiene

1

4π

∫ 2π

0

|f(reiθ)− f(0)|2 dθ =

∫
D(r)

|f ′(z)|2 log r

|z|
dA(z) .

Por el Teorema 2.4.2∫
D(r)

|f ′(z)|2 log r

|z|
dA(z) ≤ 16

9

∫
D(r)

|f ′(z)|2
(
1−

∣∣∣z
r

∣∣∣2) dA(z) .

Multiplicando por r la desigualdad previa e integrando con respecto a r se tiene

1

4π

∫ 1

0

r dr

∫ 2π

0

|f(reiθ)− f(0)|2 dθ ≤ 16

9

∫ 1

0

r dr

∫
D(r)

|f ′(z)|2
(
1−

∣∣∣z
r

∣∣∣2) dA(z) .

(2.15)
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Por el teorema de Fubini se tiene∫ 1

0

r dr

∫
D(r)

|f ′(z)|2
(
1−

∣∣∣z
r

∣∣∣2) dA(z)

=

∫
D

∫ 1

|z|
|f ′(z)|2 r

(
1−

∣∣∣z
r

∣∣∣2) dr dA(z)

=

∫
D
|f ′(z)|2

∫ 1

|z|
r

(
1−

∣∣∣z
r

∣∣∣2) dr dA(z)

=

∫
D
|f ′(z)|2

(
1

2
− |z|2

2
+

1

2
|z|2 log |z|2

)
dA(z)

=
1

2

∫
D
|f ′(z)|2

(
1− |z|2 + |z|2 log |z|2

)
dA(z).

Aśı (2.15) puede ser reescrita como∫
D
|f(z)− f(0)|2 dA(z) ≤ 16

9

∫
D
[1− |z|2 + |z|2 log |z|2]|f ′(z)|2 dA(z) .

Como log t ≤ t− 1, para 0 < t ≤ 1 entonces

1− |z|2 + |z|2 log |z|2 ≤ (1− |z|2)2 .

Finalmente se obtiene∫
D
|f(z)− f(0)|2 dA(z) ≤ 16

9

∫
D
|f ′(z)|2(1− |z|2)2 dA(z).

A partir del teorema anterior se tiene el siguiente resultado.

Corolario 2.4.5 Si f ∈ B entonces f ∈ A2(D), es decir,

B ⊂ A2(D) .

2.5. El espacio VMO

Para dar una caracterización del espacio de Bloch B0 en términos del espacio VMO
(vanishing mean oscillation) se utilizará la métrica hiperbólica dD, también llamada
métrica de Bergman la cual se define de la siguiente manera:

dD(z, w) =
1

2
log

1 + |φz(w)|
1− |φz(w)|

, para cada z, w ∈ D.
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Para z ∈ D y r > 0,

D(z, r) = {w ∈ D : dD(z, w) < r}

es el disco de Bergman con centro en z y radio r. Es bien sabido que D(z, r) es un
disco Euclideano con centro en c̃ y radio Euclidiano r̃ dados por

c̃ =
(1− s2)z

1− s2|z|2
, r̃ =

(1− |z|2)s
1− s2|z|2

,

donde s = tanh r ∈ (0, 1).

Se denota por |D(z, r)|A al área normalizada de D(z, r). Se observa que si r > 0,
entonces

|D(z, r)|A ≈ (1− |z|2)2 . (2.16)

En efecto, como 1 − s2|z|2 > 1 − s2, entonces tomando C = C(s = tanh r) =

máx

{
1

s2
,

s2

(1− s2)2

}
se obtiene

1

C
(1− |z|2)2 ≤ s2(1− |z|2)2

(1− s2|z|2)2
≤ s2(1− |z|2)2

(1− s2)2
≤ C(1− |z|2)2 .

Para una función f , localmente integrable en D, se define la función promedio
f̂r(z) como

f̂r(z) =
1

|D(z, r)|A

∫
D(z,r)

f(w) dA(w), para cada z ∈ D.

Si f es también localmente cuadrado integrable con respecto a la medida de área, se
define la oscilación media de f en z en la métrica de Bergman de la siguiente manera

MOr(f)(z) =

(
1

|D(z, r)|A

∫
D(z,r)

|f(w)− f̂r(z)|2 dA(w)

)1/2

.

Se denota por BMOr(D) al espacio de las funciones en D con oscilación media acotada
y

∥f∥r = sup{MOr(f)(z) : z ∈ D} < +∞.

El espacio BMOr(D) es también independiente del radio de Bergman r y todas las
seminormas ∥f∥r son mutuamente equivalentes.
De hecho se tiene el siguiente resultado.
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Teorema 2.5.1 Sea 0 < r < ∞. Supóngase que la función f es localmente cuadrado
integrable en D. Entonces f ∈ BMOr si y sólo si f ∈ L2(D, dA) y la función MO(f)
es acotada en D.

Sea VMOr el espacio de funciones f localmente cuadrado integrables en D tales que

MOr(f)(z) → 0 si |z| → 1−.

Es claro que VMOr es un subespacio de BMOr. En efecto, sea f ∈ VMOr, aśı

ĺım
|z|→1−

(
1

|D(z, r)|A

∫
D(z,r)

|f(w)− f̂r(z)|2 dA(w)

)1/2

= 0 .

Aśı, dado ε > 0 existe 0 < R < 1 tal que si R < |z| < 1 entonces(
1

|D(z, r)|A

∫
D(z,r)

|f(w)− f̂r(z)|2 dA(w)

)1/2

< ε.

Si z ∈ D(R), por (2.16) se tiene que

1

|D(z, r)|A
≈ 1

(1− |z|2)2
≈ 1

(1−R2)2

y existe un conjunto compacto K ⊂ D tal que D(z, r) ⊂ K para cada z ∈ D(R). Aśı
existe C > 0 tal que

|f̂r(z)| =
∣∣ 1

|D(z, r)|A

∫
D(z,r)

f(w) dA(w)
∣∣

≤ C

(1−R2)2

∫
K

|f(w)| dA(w) .

Por lo tanto por la desigualdad de Minkowski se tiene(
1

|D(z, r)|A

∫
D(z,r)

|f(w)− f̂r(z)|2 dA(w)

)1/2

≤
(

C

(1−R2)2

∫
K

|f(w)− f̂r(z)|2 dA(w)

)1/2

≤
√
C

1−R2

(∫
K

|f(w)|2 dA(w)

)1/2

+

√
C

1−R2

(∫
K

|f̂r(z)|2 dA(w)

)1/2

.

De la estimación previa se sigue que f ∈ BMOr.
Se escribirá VMO∂ = VMO∂(D) para el espacio VMOr para cualquier 0 < r <

+∞. VMO∂ es un subespacio completo de BMO∂ y por lo tanto es un subconjunto
cerrado. Además VMO∂ contiene al espacio de funciones continuas en el disco unitario
cerrado D.
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Lema 2.5.2 Sea f ∈ A2(D) entonces∫
D
|f ◦ φz(w)− f(z)|2dA(w) = B(|f |2)(z)− |Bf(z)|2 .

Demostración. Tomando el cambio de variable w = φz(λ) se obtiene∫
D
|f ◦ φz(w)− f(z)|2 dA(w) =

∫
D
|f ◦ φz(w)|2 dA(w)−

∫
D
f ◦ φz(w)f(z) dA(w)

+

∫
D
f ◦ φz(w)f(z) dA(w) +

∫
D
|f(z)|2 dA(w)

= B(|f |2)(z)− (Bf(z))f(z)− (Bf(z))f(z) + |f(z)|2

= B(|f |2)(z)− f(z)f(z)− f(z)f(z) + |f(z)|2

= B(|f |2)(z)− |f(z)|2

= B(|f |2)(z)− |Bf(z)|2 .

Ahora se prueba el resultado principal de este caṕıtulo.

Teorema 2.5.3 Si f ∈ H(D) entonces f ∈ VMO∂ si y sólo si f ∈ B0, es decir

VMO∂ ∩H(D) = B0 .

Demostración. Sea f ∈ B0 ⊂ A2(D). Por el Lema 2.5.2 y escribiendo f ◦φw en lugar
de f en Lema 2.4.4 se obtiene

B(|f |2)(w)− |Bf(w)|2 =

∫
D
|f ◦ φw(z)− f(w)|2 dA(z)

=

∫
D
|f ◦ φw(z)− f ◦ φw(0)|2 dA(z)

≤ 16

9

∫
D

∣∣(f ◦ φw

)′
(z)
∣∣2(1− |z|2)2 dA(z)

=
16

9

∫
D

∣∣f ′(φw(z)
)∣∣2|φ′

w(z)|2(1− |z|2)2 dA(z)

=
16

9

∫
D

∣∣f ′(φw(z)
)∣∣2 (1− |w|2)2(1− |z|2)2

|1− zw|4
dA(z)

=
16

9

∫
D

(
1−

∣∣φw(z)
∣∣2)2∣∣f ′(φw(z)

)∣∣2 dA(z).

Tomando el cambio de variable λ = φw(z) se obtiene∫
D

(
1−

∣∣φw(z)
∣∣2)2∣∣f ′(φw(z)

)∣∣2 dA(z) =

∫
D
|f ′(λ)|2 (1− |w|2)2(1− |λ|2)2

|1− wλ|4
dA(λ)
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Como f ∈ B0 existe R > 0 tal que

(1− |λ|2)2|f ′(λ)|2 < ε, para todo R < |λ| < 1 .

Aśı ∫
AR

|f ′(λ)|2(1− |λ|2)2|φ′
w(λ)|2 dA(λ) <

∫
AR

ε |φ′
w(λ)|2 dA(λ) < ε.

Por otra parte para w ∈ B(R) se obtiene |1− λw| ≥ (1−R2)4 y aśı

(1− |w|2)2

(1−R2)4

∫
B(R)

|f ′(λ)|2(1− |λ|2)2 dA(λ) −→ 0,

cuando |w| → 1−. Entonces

B(|f |2)(w)− |Bf(w)|2 −→ 0

cuando |w| → 1− y aśı

f ∈ VMO∂(D).

Se prueba el otro lado de la inclusión. Supóngase ahora que f ∈ VMO∂(D) ⊂
BMO∂ ⊂ A2(D). Por la fórmula reproductora se obtiene

f(z)− f(0) =

∫
D

f(w)− f(0)

(1− zw)2
dA(w).

Derivando ambos lados de la igualdad anterior

f ′(z) =

∫
D

2w(f(w)− f(0))

(1− zw)3
dA(w).

Si z = 0, entonces

|f ′(0)|2 ≤ 4

∫
D
|f(w)− f(0)|2 dA(w).

Reemplazando f por f ◦φz en la desigualdad anterior, y con z ∈ D, por el Lema 2.5.2
se tiene

(1− |z|2)2|f ′(z)|2 ≤ 4

∫
D
|f ◦ φz(w)− f(z)|2 dA(w)

= 4
(
B(|f |2)(z)− |Bf(z)|2

)
.

Aśı, si f ∈ VMO∂ entonces

f ∈ B0.

En la literatura sólo aparece la prueba de la contensión VMOδ ∩H(D) ⊂ B0 .



Caṕıtulo 3

Espacios de Bergman Pesados

sAp
q

En este caṕıtulo se definen los espacios pesados de Bergman sAp
q y L(p, q, s). Se

estudian algunas de sus propiedades como es la Möbius invarianza, el anidamiento
de inclusiones propias y se dan caracterizaciones alternativas. Además se define una
norma, para 1 ≤ p < ∞ inducida por su definición, bajo la cual los espacios son com-
pletos. Para 0 < p < 1 se da una métrica que también los hara espacios completos.
Destaca la prueba de la igualdad entre los espacios sAp

q y L(p, q, s) ya que la función
de peso g(w, z) tiene una singularidad logaŕıtmica en w = z y la función 1− |φz(w)|2
es continua en D. Por supuesto, ambas funciones se anulan en la frontera de D.

Una motivación para la definición de los espacios L(p, q, s) se obtiene de la propia
definición de los espacios de Bergman al observar lo siguiente. Si 0 < s < ∞ y z ∈ D
al añadir el peso (1−|φz(w)|2)s en la definición del espacio de Bergman, se tiene para
f ∈ Ap

q ∫
D
|f(w)|p(1− |φz(w)|2)s dAq(w) <

∫
D
|f(w)|p dAq(w) ,

es decir, el espacio de Bergman es un subespacio de toda una familia de espacios de
Banach Lp(D, dµ), con dµ = dµ(s, z) = (1 − |φz(w)|2)s dAq(w), que se obtienen al
variar los parámetros 0 < s < ∞ y z ∈ D. La estimación integral anterior permite
considerar una familia restringida a un parámetro, a saber el conjunto de funciones
anaĺıticas f : D → C que satisfacen

sup
z∈D

∫
D
|f(w)|p(1− |φz(w)|2)s dAq(w) ≤

∫
D
|f(w)|p dAq(w) ,

27
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para 0 < s < 1. Luego se tiene

Ap
q ⊂ L(p, q, s) ⊂

∩
z∈D

Lp(D, dµ(s, z))

Aśı se puede considerar cada elemento L(p, q, s), de esta familia, una generalización
natural de los espacios de Bergman y en particular se probará que son una sucesión
anidada de espacios de Banach con respecto al parámetro s.

3.1. Espacios sAp
q

Se recuerda que para z, w ∈ D, la función de Green del disco unitario D, está
dada por

g(w, z) = ln
|1− zw|
|z − w|

= ln
1

|φz(w)|
. (3.1)

Sea H el espacio de funciones anaĺıticas f : D → C. Para 0 < p < ∞, −2 < q < ∞,
0 ≤ s < ∞ y f ∈ H se define

hp,q,s(f)(z) :=

∫
D
|f(w)|pgs(w, z) dAq(w), (3.2)

donde dAq(w) := (1− |w|2)qdA(w). El espacio p-Bergman q, s-pesado está dado por

sAp
q := {f ∈ H : sup

z∈D
hp,q,s(f)(z) < ∞}

y para 0 < s < ∞, el espacio pequeño p-Bergman q, s-pesado es

s,0Ap
q := {f ∈ H : ĺım

|z|→1−1
hp,q,s(f)(z) = 0} .

Se observa que la medida dAq no está normalizada.

De la misma forma, para 0 < p < ∞, −2 < q < ∞, 0 ≤ s < ∞ y f ∈ H se define

lp,q,s(f)(z) :=

∫
D
|f(w)|p(1− |φz(w)|2)s dAq(w) , (3.3)

L(p, q, s) := {f ∈ H : sup
z∈D

lp,q,s(f)(z) < ∞}

y para 0 < s < ∞ el espacio pequeño correspondiente es

L0(p, q, s) := {f ∈ H : ĺım
|z|→1−

lp,q,s(f)(z) = 0} .
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Se escribe Lp = L(p, 0, 0) y se observa que 0Ap
q = L(p, q, 0) = Ap

q son los espacios
clásicos de Bergman pesados de funciones anaĺıticas, ver [HeKoZh]. Si f ∈ sAp

q ó
f ∈ L(p, q, s) se escribe

∥ f ∥g=∥ f ∥g,p,q,s= sup
z∈D

(hp,q,s(f)(z))
1
p

y

∥ f ∥φ=∥ f ∥φ,p,q,s= sup
z∈D

(lp,q,s(f)(z))
1
p .

Sea 0 < α < ∞. Se dice que f ∈ H pertenece al espacio α-growth (ó α-tipo espacio
de Bloch), denotado por A−α, si

∥ f ∥−α= sup
z∈D

(1− |z|2)α|f(z)| < ∞

y pertenece al espacio pequeño α-growth , denotado por A−α,0, si

∥ f ∥−α= ĺım
|z|→1−

(1− |z|2)α|f(z)| = 0 .

Es claro que A−α,0 ⊂ A−α y estos espacios son completos (ver [HeKoZh], sección 4.3).

Para mostrar el siguiente teorema, se necesitará el siguiente resultado.

Lema 3.1.1 Sean 0 ≤ k1 < ∞, 0 ≤ k2 < ∞, y k1 − k2 > −1, entonces

C(k1, k2) =

∫
D

(
log

1

|z|

)k1

(1− |z|2)−k2 dA(z) < ∞ .

Demostración. Sea D 1
4
:= {z ∈ D : |z| < 1

4}. De esto es obvio que 1−
(
1
4

)
≤ 1−|z|2,

es decir,
15

16
≤ 1− |z|2 para toda z ∈ D 1

4
. Aśı se tiene que

∫
D 1

4

(
log

1

|z|

)k1

(1− |z|2)−k2 dA(z) ≤
(
16

15

)k2
∫
D 1

4

(
log

1

|z|

)k1

dA(z) (3.4)

≤
(
16

15

)k2
∫ 2π

0

∫ 1

0

(
log

1

r

)k1

r dr dθ

= 2π

(
16

15

)k2
∫ ∞

0

tk1 e−2t dt

=

(
16

15

)k2 πΓ(k2 + 1)

2k1
< ∞ .
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Por otro lado, se tiene que log 1
|z| ≤ 4(1− |z|2) para toda z ∈ D\D 1

4
, por lo cual

∫
D\D 1

4

(
log

1

|z|

)k1

(1− |z|2)−k2 dA(z) ≤ 4k1

∫
D\D 1

4

(1− |z|2)k1−k2 dA(z) (3.5)

= 4k1

∫ 2π

0

∫ 1

0

(1− r2)k1−k2 r dr dθ

=
4k1π

1 + k1 − k2
< ∞ . (3.6)

Los espacios α-growth tienen la siguiente caracterización.

Teorema 3.1.2 Sea 0 < p < ∞, 0 ≤ α < ∞, 0 < r < 1 y 1 < s < ∞. Entonces una
de las siguientes cantidades es finita si y sólo si las otras también lo son:

(i) sup
z∈D

(1− |z|2)pα|f(z)|p;

(ii) sup
z∈D

1

|D(z, r)|1− pα
2

∫
D(z,r)

|f(w)|p dA(w);

(iii) sup
z∈D

∫
D(z,r)

|f(w)|p dApα−2(w);

(iv) sup
z∈D

∫
D
|f(w)|p(1− |φz(w)|2)s dApα−2(w);

(v) sup
z∈D

∫
D
|f(w)|pgs(w, z) dApα−2(w);

(vi) sup
z∈D

∫
D
|f(w)|p

(
log

1

|w|

)pα

|φ′
z(w)|2 dA(w).

Demostración. La subarmonicidad de |f(z)|p para 0 < p < ∞ es la clave para la
prueba y esta es similar a la prueba del Teorema 1 de R. Zhao en [Zha].

Un resultado análogo es cierto con el espacio α-growth pequeño, (ver Teorema 2
de R. Zhao en [Zha]).

El siguiente teorema da una relación estrecha entre los espacios sAp
q y los espacios

A−s.

Teorema 3.1.3 Sean 0 < p < ∞ y −2 < q < ∞. Si 0 < s < ∞, entonces sAp
q ⊂

A− q+2
p y s,0Ap

q ⊂ A− q+2
p

0 . Si 1 < s < ∞, entonces sAp
q = A− q+2

p y s,0Ap
q = A− q+2

p

0 .
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Demostración. Sean f ∈ sAp
q y 0 < R < 1 fijos. Entonces por la definición de

D(z,R), el cambio de variable w = φz(ζ) y subarmonicidad se tiene

∫
D
|f(w)|pgs(w, z) dAq(w)

≥
∫
D(z,R)

|f(w)|pgs(w, z) dAq(w)

≥ lns
1

R

∫
DR

|f(φz(ζ))|p(1− |φz(ζ)|2)q|φ′(ζ)|2 dA(ζ)

≥ 1

22q+4π
lns

1

R
(1− |z|2)q+2

∫ R

0

(1− ρ2)qρ

∫ 2π

0

|f(φz(ρe
iθ))|p dθdρ

≥ 1

22q+4π
lns

1

R
(1− |z|2)q+2|f(z)|p

∫ R

0

(1− ρ2)qρdρ

= C(R)(1− |z|2)q+2|f(z)|p .

Las primeras dos afirmaciones se siguen de la estimación previa.

Si f ∈ A− q+2
p , de nuevo mediante el cambio de variable w = φz(ζ) se tiene que

∫
D
|f(w)|pgs(w, z) dAq(w) ≤ ∥ f ∥pq+2

p

∫
D

1

(1− |w|2)2
gs(w, z) dA(w)

= ∥ f ∥pq+2
p

∫
D

1

(1− |φz(ζ)|2)2
lns

1

|ζ|
|φ′

z(ζ)|2 dA(ζ)

= ∥ f ∥pq+2
p

∫
D

1

(1− |ζ|2)2
lns

1

|ζ|
dA(ζ) .

Entonces para 1 < s < ∞, la última integral es finita pues

ĺım
r→0+

r lns
1

r
= 0 y

lns 1
r

(1− r2)2
≈ (1− r)s−2 cuando r → 1− .

Sea f ∈ A− q+2
p

0 . Dado ε > 0, existe 0 < R < 1 tal que

|f(w)|p ≤ ε

(1− |w|2)q+2
para toda w ∈ AR.
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Aśı ∫
AR

|f(w)|pgs(w, z) dAq(w) ≤ ε

∫
AR

gs(w, z)

(1− |w|2)2
dA(w)

≤ ε

∫
AR

(1− |φz(w)|2)s

(1− |w|2)2
dA(w)

≤ ε (1− |z|2)s
∫
D

(1− |w|2)s−2

|1− zw|2s
dA(w)

< ε.

La última desigualdad se obtiene al aplicar el Teorema 1.4.2 tomado c = s > 0.
Además ∫

DR

|f(w)|pgs(w, z) dAq(w) ≤ máx
w∈DR

|f(w)|p
∫
DR

gs(w, z) dAq(w)

y se concluye la prueba aplicando el Lema 2.1.5 .

Corolario 3.1.4 Sean 0 < p < ∞ y −2 < q < ∞. Entonces Ap
q ⊂ A− q+2

p

0 y ∥ ∥ q+2
p
≤

C ∥ ∥g.

Demostración. Por (2.3), |D(z,R)| → 0 cuando |z| → 1− y se tiene el resultado
aplicando la continuidad absoluta de la integral en la prueba del Teorema 3.1.3.

Algunas propiedades inmediatas de los espacios sAp
q y L(p, q, s) son las siguientes.

Sean 0 < p < ∞ y 0 < s < s′ < ∞, luego

L(p, q, s) ⊂ L(p, q, s′) y L0(p, q, s) ⊂ L0(p, q, s
′) ;

y puesto que 1− x2 ≤ 2 ln
1

x
para toda x ∈ (0, 1] entonces

sAp
q ⊂ L(p, q, s) y s,0Ap

q ⊂ L0(p, q, s)

Teorema 3.1.5 Sean 0 < p < ∞, −2 < q < ∞ y 0 < s < ∞, con −1 < q + s.
Si f, g ∈ L(p, q, s) (ó L0(p, q, s)), entonces λf + ηg ∈ L(p, q, s) (ó L0(p, q, s)) para
λ, η ∈ C. Además, si 0 < p < r < ∞, entonces L(r, q, s) ⊂ L0(p, q, s).

Demostración. Se define para cada conjunto medible E ⊂ D,

νz,q,s(E) =

∫
E

(1− |φz(w)|2)s dAq(w) .
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Aśı νz,q,s(D) < ∞ por el Lema 1.4.2 y por el Lema 2.1.5 se tiene que

ĺım
|z|→1−

νz,q,s(D) = 0 .

Además νz,q,s es absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue en D
y ∫

D
|f(w)|p dνz,q,s(w) =

∫
D
|f(w)|p(1− |φz(w)|2)s dAq(w) .

Sean f, g ∈ L(p, q, s). El resultado se tiene de la siguiente estimación.

|λf(w) + ηg(w)|p ≤ 2p(|λ|p|f(w)|p + |η|p|g(w)|p)

y la desigualdad de Hölder (ver [HeSt], Teorema 13.17)(∫
D
|f(w)|p dνz,q,s(w)

) 1
p

≤
(∫

D
|f(w)|r dνz,q,s(w)

) 1
r

νz,q,s(D)
1
p−

1
r .

Teorema 3.1.6 Sean 1 ≤ p < ∞, −2 < q < ∞ y 0 < s < ∞. Entonces ∥ ∥g y
∥ ∥φ definen normas en sAp

q y L(p, q, s), respectivamente. Con estas normas sAp
q y

L(p, q, s) son espacios de Banach.

Demostración. Es inmediato que ∥ · ∥g y ∥ · ∥φ son normas. Se probará sólo que sAp
q

es completo. Sea {fn} una sucesión de Cauchy en sAp
q . Por el Corolario 3.1.4, {fn} es

también una sucesión de Cauchy en A− q+2
p . Entonces {fn} converge uniformemente

en subconjuntos compactos a f ∈ A− q+2
p . Dado ϵ > 0, existe N > 0 tal que si

n ≥ m ≥ N se tiene∫
D
|fn(w)− fm(w)|pgs(w, z) dAq(w) ≤∥ fn − fm ∥pg<

( ϵ
2

)p
.

Por el Lema de Fatou∫
D
|f(w)− fm(w)|pgs(w, z) dAq(w) ≤ ĺım inf

n→∞

∫
D
|fn(w)− fm(w)|pgs(w, z) dAq(w)

≤
( ϵ
2

)p
.

Tomando el supremo con respecto a z ∈ D se ve que f − fm ∈ sAp
q , por lo tanto

f = (f − fm) + fm ∈ sAp
q . Además ∥ f − fm ∥g≤ ϵ

2 si m ≥ N .

El siguiente resultado dice que L(p, q, s) o sAp
q pueden ser triviales.
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Proposición 3.1.7 Sea 0 < p < ∞, −2 < q < ∞ y 0 < s < ∞ con q + s ≤ −1.
Entonces el espacio L(p, q, s) = sAp

q y consiste sólo de la función constante 0.

Demostración. Sea f ∈ L(p, q, s) una función distinta de cero. Sea 0 < b < 1 fijo.
Puesto que |f(z)|p es una función subarmónica,

lp,q,s(f)(0) =

∫
D
|f(w)|p(1− |w|2)s dAq(w) ≥

1

π

∫ 1

b

∫ 2π

0

|f(reiθ)|p(1− r2)q+sr dθ dr

≥ 1

π

∫ 2π

0

|f(beiθ)|p dθ
∫ 1

b

(1− r2)q+sr dr = ∞ .

Aśı se obtiene una contradición. La otra prueba es similar.

Se define

H∞ = { f ∈ H : f es acotada } .

Los espacios s,0Ap
q son no vaćıos, ya que por el Lema 2.1.5

H∞ ⊂
∩

{ s,0Ap
q : 0 < p < ∞, −2 < q < ∞, 0 < s < ∞, −1 < q + s.} .

De esta forma se puede mejorar el Corolario 3.1.4

Teorema 3.1.8 Sean 0 < p < ∞ y −2 < q < ∞. Entonces

Ap
q ⊂

∩
0<s<∞

s,0Ap
q y Ap

q ⊂
∩

0<s<∞
s,0L

p
q

Demostración. Se probará la primera inclusión. La segunda se hace de manera
similar. Sean f ∈ Ap

q , 1 ≤ s < ∞ y ε > 0. Por el Corolario 3.1.4, existe 0 < R < 1 tal
que

(1− |w|2)q+2|f(w)|p < ε para toda w ∈ AR (3.7)

y ∫
AR

|f(w)|p dAq(w) < ε (3.8)

por la continuidad absoluta de la integral. Se considera la descomposición

hp,q,s(f)(z) =

∫
DR

|f(w)|pgs(w, z) dAq(w) +

∫
AR

|f(w)|pgs(w, z) dAq(w) .

Por el Lema 2.1.5 la primera integral tiende a 0 cuando |z| → 1−. Para estimar el
segundo sumando integral se subdividirá de la siguiente forma. Por Proposición 2.1.4
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se puede elegir R′ fijo, tal que
1

e
< R′ < 1 tal que D(z,R′) ⊂ AR, aśı:∫

AR

|f(w)|pgs(w, z) dAq(w)

=

∫
AR\D(z,R′)

|f(w)|pgs(w, z) dAq(w) +

∫
D(z,R′)

|f(w)|pgs(w, z) dAq(w) .

Ahora por (3.8) se tiene que∫
AR\D(z,R′)

|f(w)|pgs(w, z) dAq(w) ≤ lns
1

R′

∫
AR\D(z,R′)

|f(w)|p dAq(w) < ε lns
1

R′ < ε.

Por otra parte, de (3.7) y el cambio de variable w = φz(ζ) se tiene∫
D(z,R′)

|f(w)|pgs(w, z) dAq(w) ≤
∫
D(z,R′)

ε

(1− |w|2)q+2
gs(w, z) dAq(w)

= ε

∫
DR′

1

(1− |φz(ζ)|2)2
lns

1

|ζ|
|φ′(ζ)|2 dA(ζ)

≤ ε

∫
DR′

1

(1− |ζ|2)2
lns

1

|ζ|
dA(ζ) .

Si 1 < s < ∞, entonces por el Lema 3.1.1 se tiene que∫
DR′

1

(1− |ζ|2)2
lns

1

|ζ|
dA(ζ) ≤

∫
D

1

(1− |ζ|2)2
lns

1

|ζ|
dA(ζ) < ∞ .

Si s = 1 se tiene que∫
DR′

1

(1− |ζ|2)2
ln

1

|ζ|
dA(ζ) =

1

π

∫ 2π

0

∫ R′

0

1

(1− r2)2
ln

1

r
r dr dθ

≤ 2

(1−R′)2

∫ R′

0

ln
1

r
r dr < ∞ .

Por lo tanto ∫
D(z,R′)

|f(w)|pgs(w, z) dAq(w) < ε C(R′) ,

para toda 1 ≤ s < ∞.
Por otro lado, sea 0 < s < 1 con s + s′ = 1. Por la desigualdad de Hölder se tiene
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que∫
D
|f(w)|p gs(w, z) dAq(w)

=

∫
D
|f(w)|ps gs(w, z) |f(w)|p−ps dAq(w)

≤
[∫

D
(|f(w)|ps gs(w, z))

1
s dAq(w)

]s [∫
D

(
|f(w)|p−ps

) 1
1−s dAq(w)

]1−s

=

[∫
D
|f(w)|p g(w, z) dAq(w)

]s [∫
D
|f(w)|p dAq(w)

]1−s

,

y aśı del hecho que Ap
q ⊂1,0Ap

q se tiene que

ĺım
|z|→1−

∫
D
|f(w)|p gs(w, z) dAq(w) = 0 ,

para toda 0 < s < 1. Por lo tanto f ∈ s,0Ap
q para todo 0 < s < ∞ y esto concluye la

prueba.

Los espacios sAp
q y L(p, q, s) son Möbius invariantes en el siguiente sentido:

Proposición 3.1.9 Sean z ∈ D, 0 < p < ∞, −2 < q < ∞ y 0 ≤ s < ∞. Si f ∈ sAp
q

(ó f ∈ L(p, q, s)) entonces f ◦ φz ∈ sAp
q (or f ◦ φz ∈ L(p, q, s)), es decir, se necesita

probar para toda φ de Möbius y no sólo para φz,

sup
b∈D

∫
D
|f(φz(w))|p gs(w, b) dAq(w) < ∞ .

Demostración. Sea z ∈ D fijo. Se denota por w = φz(v), b = φz(c). Como la función
de Green es conformemente invariante, g(φz(v), φz(c)) = g(v, c). Entonces por (2.1)
y (2.2)

∫
D
|f(φz(w))|p gs(w, b) dAq(w)

=

∫
D
|f(φz(φz(v)))|p|φ′

z(v)|2(1− |φz(v)|2)qgs(φz(v), φz(c)) dA(v)

≤ ρ(z, |q|+ 2)

∫
D
|f(v)|p(1− |v|2)qgs(v, c) dA(v)

= ρ(z, |q|+ 2)

∫
D
|f(v)|pgs(v, c) dAq(v).
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Tomando el supremo se obtiene el resultado.

Se observa que el resultado previo también es válido para los espacios pequeños,
pues si b = φz(c) entonces |b| → 1 cuando |c| → 1.
Se necesitará el siguiente resultado.

Lema 3.1.10 Sean 0 < p < ∞, −2 < q < ∞, 0 ≤ s < ∞ y z ∈ D. Entonces

1

ρ(z, |q|+ 2)
lp,q,s(f)(z) ≤ lp,q,s(f ◦ φz)(0) ≤ ρ(z, |q|+ 2)lp,q,s(f)(z) .

Demostración. Supóngase que lp,q,s(f)(z) < ∞. Entonces por la fórmula de cambio
de variable, tomando v = φz(w), se obtiene∫

D
|f(φz(v))|p(1− |v|2)q+s dA(v)

=

∫
D
|f(w)|p|φ′

z(w)|2(1− |φz(w)|2)q+s dA(w)

≤ ρ(z, |q|+ 2)

∫
D
|f(w)|p(1− |w|2)q(1− |φz(w)|2)s dA(w)

A la inversa, si lp,q,s(f ◦ φz)(0) < ∞, entonces con v = φz(w):∫
D
|f(φz(v))|p(1− |v|2)q+s dA(v)

=

∫
D
|f(w)|p|φ′

z(w)|2(1− |φz(w)|2)q+s dA(w)

≥ 1

ρ(z, |q|+ 2)

∫
D
|f(w)|p(1− |w|2)q(1− |φz(w)|2)s dA(w) .

Los siguientes resultados clarificarán la relación entre L0(p, q, s) y L(p, q, s).

Lema 3.1.11 Sean 0 < p < ∞, −2 < q < ∞ y 0 < s < ∞. Sean 0 < R < 1 y
f ∈ Ap

q+s. Dado ε > 0, existe 0 < R′ < 1 tal que para cada z ∈ DR∫
AR′

|f(w)|p lns 1

|φz(w)|
dAq(w) < ε .

Demostración. Como f ∈ Ap
q+s, dado ε > 0, existe 0 < R′′ < 1 tal que∫

AR′′

|f(w)|p dAq+s(w) < ε
(1−R)2s

2s
.
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Sea α = . 2031 . . . el cero real de ln
1

x
= 2(1− x). Entonces

ln
1

t
< 2(1− t), α < t < 1,

luego

ln
1

r
< 1− r2, α < r2 < 1.

Existe 1 > R′ > R′′ > 0, tal que
2(1− |w|2)
(1−R)2

< 1 − α para toda w ∈ AR′ . Aśı

α < |φz(w)|2 < 1, para toda z ∈ DR y w ∈ AR′ . Entonces∫
AR′

|f(w)|p lns 1

|φz(w)|
dAq(w) ≤ 2s

(1−R)2s

∫
AR′′

|f(w)|p(1− |w|2)s dAq(w) < ε.

Proposición 3.1.12 Sean 0 < p < ∞, −2 < q < ∞ y 0 ≤ s < ∞. Supóngase que
f ∈ H es tal que hp,q,s(f)(z) < ∞ para toda z ∈ D. Entonces hp,q,s(f) es una función
continua en D.

Demostración. Sean R y R′ como en el Lema 3.1.11. Sea {bn} ⊂ DR una sucesión
tal que bn → z ∈ DR cuando n → ∞. Por (2.3), se observa que

∪
b∈DR

φb(DR′) = DR′′ , donde R′′ =
R+R′

1 +RR′ .

Sea In : DR′′ → R definida por

In(w) = |f(φbn(w))|p ln
s 1

|w|
|φ′

bn(w)|
2(1− |φbn(w)|2)q χφbn (DR′ ) ,

donde χ denota la función caracteŕıstica. Aśı In(w) → Iz(w) si n → ∞. Además
|In(w)| ≤ M lns 1

|w| para toda w ∈ DR′′ y alguna constante M > 0. Tomando el

cambio de variable w = φbn(v) se tiene∫
DR′

|f(w)|p lns 1

|φbn(w)|
dAq(w)

=

∫
φbn (DR′ )

|f(φbn(v))|p ln
s 1

|v|
|φ′

bn(v)|
2(1− |φbn(v)|2)q dA(v) .
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Entonces, por el teorema de Lebesgue

ĺım
n→∞

∫
DR′′

In(w) dA(w) =

∫
DR′′

Iz(w) dA(w) .

Aśı, por el lema anterior se concluye la prueba.

Proposición 3.1.13 Sean 0 < p < ∞, −2 < q < ∞ y 0 ≤ s < ∞. Supóngase que
f ∈ H es tal que lp,q,s(f)(z) < ∞ para toda z ∈ D. Entonces lp,q,s(f) es una función
continua en D.

Demostración. Si f = 0 en D, es claro que lp,q,s(f) es continua. Por lo tanto supónga-
se f ̸= 0, en particular lp,q,s(f)(0) ̸= 0. Sea z ∈ D fijo y sea δ > 0 tal que Dδ(z) ⊂ D.
La función l : D× Dδ(z) → R definida por

(w, ζ) → (1− |ζ|2)s

|1− ζw|2s

es uniformemente continua en D × Dδ(z). Aśı, dado ϵ > 0, existe ρ > 0 tal que si
|w′ − w| < ρ y |ζ ′ − ζ| < ρ entonces

|l(w′, ζ ′)− l(w, ζ)| < ϵ

lp,q,s(f)(0)
.

Luego si |z − z′| < ρ se tiene

|lp,q,s(f)(z)− lp,q,s(f)(z
′)|

≤
∫
D
|f(w)|p

(
1− |w|2

)s |l(w, z)− l(w, z′)| dAq(w) < ϵ .

Corolario 3.1.14 Sean 0 < p < ∞, −2 < q < ∞ y 0 ≤ s < ∞. Entonces
L0(p, q, s) ⊂ L(p, q, s) y s,0Ap

q ⊂ sAp
q .

Demostración. Es claro que f = 0 ∈ L0(p, q, s) ∩ L(p, q, s). Supóngase que f ̸= 0
y f ∈ L0(p, q, s). Entonces existe 0 < R < 1 tal que lp,q,s(f)(z) < lp,q,s(f)(0) para
toda R < |z| < 1. Por la Proposición 3.1.13, lp,q,s(f) alcanza su máximo finito en DR,
entonces f ∈ L(p, q, s). La otra prueba es similar.
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Corolario 3.1.15 Sean 0 < p < ∞, −2 < q < ∞ y 0 ≤ s < ∞. Si f ∈ L0(p, q, s),
entonces lp,q,s(f) se puede extender a una función uniformemente continua en D.
Si f ∈ s,0Ap

q , entonces hp,q,s(f) se puede extender a una función uniformemente

continua en D.

Considerando las estimaciones en la prueba del Teorema 3.1.6, se obtiene el siguiente
resultado.

Corolario 3.1.16 Sean 1 ≤ p < ∞, −2 < q < ∞ y 0 < s < ∞ con −1 < q + s.
Entonces s,0Ap

q y L0(p, q, s) son subespacios lineales de Banach de sAp
q y L(p, q, s)

respectivamente.

Demostración. Será suficiente con mostrar que s,0Ap
q es un subespacio cerrado de

sAp
q . Sea {fn} ⊂ s,0Ap

q una sucesión que converge a f . Por el Teorema 3.1.6, f ∈ sAp
q .

Por lo tanto, para cualquier ϵ > 0, existe N ∈ N, tal que ∥ f − fn ∥g<
ϵ

2
para toda

n ≥ N . Por hipótesis existe 0 < R < 1 tal que si z ∈ AR entonces∫
D
|fN (w)|pgs(w, z) dAq(w) <

ϵp

2p
.

Aśı (∫
D
|f(w)|pgs(w, z) dAq(w)

) 1
p

≤
(∫

D
|f(w)− fN (w)|pgs(w, z) dAq(w)

) 1
p

+

(∫
D
|fN (w)|pgs(w, z) dAq(w)

) 1
p

<
ϵ

2
+

ϵ

2
= ϵ .

La otra prueba es similar.

Observación: Para 0 < p < 1 se obtienen resultados similares con sus respectivas
métricas.

3.2. sAp
q = L(p, q, s)

En esta sección se prueba la igualdad entre los espacios sAp
q = L(p, q, s). Lo

destacado de la prueba de esta igualdad se basa en el lema siguiente, que aparece
en [PeReTo]. Una primera prueba que se obtuvo de la igualdad de estos espacios e
independiente de este lema está en el apéndice.
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Lema 3.2.1 Sean q(r) y p(r) dos funciones integrables no negativas en [0, 1). Si
existe τ ′ con 0 < τ ′ < 1 fijo y C una constante positiva tal que q(r) ≤ Cp(r) para
todo r ∈ [τ ′, 1), entonces para todo τ con τ ′ < τ ≤ 1 y toda función h(r) no decreciente
y no negativa en [0, 1), existe una constante K ≥ C independiente de τ ′ y h, tal que∫ τ

0

h(r)q(r) dr ≤ K

∫ τ

0

h(r)p(r) dr .

El siguiente Teorema muestra que los espacios métricos o normados sAp
q y L(p, q, s)

son equivalentes como conjuntos.

Teorema 3.2.2 Sean 0 < p < ∞, −2 < q < ∞ y 0 ≤ s < ∞. Entonces sAp
q =

L(p, q, s).

Demostración. El resultado se tendrá si se prueba que existen constantes positivas
K1 y K2 tal que:∫

D
|f(w)|p(1− |w|2)q lns 1

|φz(w)|
dA(w)

≤ K1

∫
D
|f(w)|p(1− |w|2)q(1− |φz(w)|2)s dA(w)

≤ K2

∫
D
|f(w)|p(1− |w|2)q lns 1

|φz(w)|
dA(w) .

(3.9)

Con el cambio de variable w = φz(λ) basta mostrar∫
D
|f(φz(λ))|p(1− |φz(λ)|2)q

(1− |z|2)2

|1− zλ|4
lns

1

|λ|
dA(λ)

≈
∫
D
|f(φz(λ))|p(1− |φz(λ)|2)q

(1− |z|2)2

|1− zλ|4
(1− |λ|2)s dA(λ) .

Por la Proposición 2.1.1, inciso (3) es equivalente a probar∫
D
|f(φz(λ))|p(1− |λ|2)q (1− |z|2)q+2

|1− zλ|4+2q
lns

1

|λ|
dA(λ)

≈
∫
D
|f(φz(λ))|p(1− |λ|2)q+s (1− |z|2)q+2

|1− zλ|4+2q
dA(λ) . (3.10)

La función H : D → R dada por

H(λ) = |f(φz(λ))|p
(1− |z|2)q+2

|1− zλ|4+2q
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es subarmónica. Usando esta notación y coordenadas polares en (3.10), se tiene que
probar∫ 1

0

(1− r2)q r lns
1

r

∫ 2π

0

H(reiθ) dθ dr ≈
∫ 1

0

(1− r2)q+s r

∫ 2π

0

H(reiθ) dθ dr .

Puesto que H(reiθ) es una función subarmónica no negativa, la función

h(r) =

∫ 2π

0

H(reiθ) dθ

es una función no decreciente y no negativa, y las funciones q(r) = (1 − r2)q r lns 1
r

y (1− r2)q+s r son funciones continuas en [0, 1) (se define q(0) = ĺımr→0+ q(r) = 0).
Sea τ ′ = 0. 450754... el cero de la ecuación 1 − x2 = − lnx. Si r ∈ [τ ′, 1) entonces
p(r) ≤ q(r), y como 1 − x2 ≤ −2 lnx para toda x ∈ [0, 1) entonces p(r) ≤ 2q(r)
cuando r ∈ [τ ′, 1). Luego se cumplen las hipótesis del Lema 3.2.1 y por ello existen
las constantes K1 y K2 que satisfacen (3.9).

Proposición 3.2.3 Sean 0 < p < ∞ y 0 ≤ s < ∞. Entonces, para −1 < q < ∞,

Hp ⊂
∩

−1<q, 0≤s

s,0Ap
q .

Demostración. Sean f ∈ Hp y ϵ > 0. Se define

M = sup
0≤r<1

∫ 2π

0

|f(reiθ)|pdθ < ∞ .

Entonces existe 0 < r < 1 tal que∫
D\Dr

|f(w)|p dAq(w) =
1

π

∫ 1

r

(1− ρ2)qρ

∫ 2π

0

|f(ρeiθ)|pdθ dρ ≤ M

2π

(1− r2)q+1

q + 1
<

ϵ

2
.

Como (1− |φz(w)|2)s < 1, se descompone

lp,q,s(f)(z) ≤ máx
w∈Dr

|f(w)|p
∫
Dr

(1− |φz(w)|2)s dAq(z) +

∫
D\Dr

|f(z)|p dAq(z) ,

entonces por el Lema 2.1.5 se concluye la prueba tomando el ĺımite cuando |z| → 1−.
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3.3. Inclusiones Estrictas

En esta sección se probarán las inclusiones estrictas entre los espacios de Bergman
pesados para 0 < s ≤ 1. Para esto se necesitan los siguientes dos lemas.

El primero es debido a A. Zygmund, (ver [Zy]).

Lema 3.3.1 Sea 0 < p < ∞. Si {nk} es una sucesión creciente de enteros positivos
que satisface nk+1

nk
≥ λ > 1, para todo k ∈ N, entonces existe una constante A > 0,

que depende sólo de p y λ, tal que

1

A

( ∞∑
k=1

|ak|2
) 1

2

≤
(

1

2π

∫ 2π

0

∣∣∣∣ ∞∑
k=1

ake
inkθ

∣∣∣∣p dθ) 1
p

≤ A

( ∞∑
k=1

|ak|2
) 1

2

,

para cualesquiera números ak, k ∈ N.

Para n ∈ N, se define

In = { k ∈ N : 2n ≤ k < 2n+1} .

El siguiente lema fue probado por Mateljevic y Pavlovic en [MaPa].

Lema 3.3.2 Sean α > 0 y p > 0. Sea f(x) =
∑∞

n=1 anx
n, con 0 ≤ x < 1 y an ≥ 0

para cada n ∈ N. Entonces existe una constante K > 0 que depende sólo de p y α tal
que

1

K

∞∑
n=0

tpn
2nα

≤
∫ 1

0

(1− x)α−1f(x)p dx ≤ K

∞∑
n=0

tpn
2nα

,

donde tn =
∑

k∈In ak.

Teorema 3.3.3 Sean 0 < p < ∞, −2 < q < ∞ y 0 < s < 1 con −1 < q + s. Si
f ∈ H tiene una expansión en serie de potencias dada por

f(w) =
∞∑

n=0

anw
n ,

y además ∫ 1

0

( ∞∑
n=1

|an|rn
)p

(1− r2)q+s dr < ∞ , (3.11)

entonces f ∈ s,0Ap
q .
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Demostración. Sea 0 < R < 1. Se considera la siguiente estimación

lp,q,s(z) ≤ sup
w∈DR

|f(w)|p
∫
DR

(1− |φz(w)|2)s dAq(w)

+
1

π

∫ 1

R

( ∞∑
n=1

|an|rn
)p

(1− r2)q+sr(1− |z|2)s
∫ 2π

0

dθ

|1− zreiθ|2s
dr

Se concluye la prueba aplicando los Lemas 2.1.5 y 1.4.2 y tomando el ĺımite cuando
|z| → 1−.

Corolario 3.3.4 Sean 0 < p < ∞, −2 < q < ∞ y 0 < s ≤ 1, con −1 < q + s.
Supóngase que f ∈ H tiene una expansión en serie de potencias dada por

f(w) =

∞∑
n=0

anw
n .

Si
∞∑

n=0

1

2n(q+s+1)

(∑
k∈In

|ak|

)p

< ∞

entonces f ∈s,0Ap
q .

Demostración. Es una consecuencia inmediata del Teorema 3.3.3, la condición (3.11)
y el Lema 3.3.2.

Una sucesión {an} tiene saltos de Hadamard de longitud λ > 1, si existe una sucesión
creciente {nk} ⊂ N tal que

an =

{
0 si n ̸= nk

ank
si n = nk,

con
nk+1

nk
≥ λ > 1 , para k ∈ N.

Dada f ∈ H con expansión en serie de potencias

f(w) =

∞∑
n=0

anw
n

se dice que f es Lacunaria si la sucesión de coeficientes {an} tiene saltos de Hadamard
de longitud λ, para algún λ > 1. Se escribe simplemente

f(w) =
∞∑
k=0

akw
nk .



3. Espacios de Bergman Pesados sAp
q 45

Se observa que el número de coeficientes de Taylor aj es a lo más [logλ 2] + 1 cuando
nj ∈ Ik. El siguiente teorema caracteriza las series Lacunarias con saltos de Hadamard
en los espacios s,0Ap

q y sAp
q .

Teorema 3.3.5 Sean 0 < p < ∞, −2 < q < ∞ y 0 < s ≤ 1 con −1 < q + s.
Supóngase que f ∈ H es Lacunaria con serie de potencias dada por

f(z) =
∞∑
k=0

akz
nk .

Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:
i) f ∈ s,0Ap

q ;
ii) f ∈ sAp

q ;
iii) f ∈ Ap

q+s;
iv) la serie

∞∑
k=0

1

2k(1+q+s)

( ∑
nj∈Ik

|anj
|2
) p

2

(3.12)

es convergente.

Demostración. Sea λ > 1 la longitud del salto de Hadamard de los coeficientes de
la serie. Por el Corolario 3.1.14, se sigue que i) implica ii). Ahora sAp

q ⊂ Ap
q+s, aśı

ii) implica iii). Se ve ahora que iii) implica iv). Por los Lemas 3.3.1 y 3.3.2, existen
A > 0 y K > 0, tales que∫

D
|f(w)|p dAq+s(w) =

∫
D

∣∣∣∣ ∞∑
k=0

akz
nk

∣∣∣∣p dAq+s(w)

=
1

π

∫ 1

0

∫ 2π

0

∣∣∣∣ ∞∑
k=0

akr
nkeinkθ

∣∣∣∣p(1− r2)q+s r dθ dr

≥ 2

Ap

∫ 1

0

( ∞∑
k=0

|ak|2r2nk

) p
2

r(1− r2)q+s dr

≥ 1

KAp

∞∑
k=0

1

2k(q+s+1)

( ∑
nj∈Ik

|aj |2
) p

2

y la serie (3.12) es convergente.
Se prueba que iv) implica i). Como( ∑

nj∈In

|aj |
)p

≤ 2
p
2 ([logλ 2] + 1)

p
2

( ∑
nj∈Ik

|aj |2
) p

2

por el Corolario 3.3.4 se tiene que f ∈s,0Ap
q .
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Corolario 3.3.6 Sean 0 < p < ∞, −2 < q < ∞ y 0 < s < 1 con −1 < q + s.
Entonces las inclusiones

sAp
q ⊂

∩
s<t≤1

tAp
q y s,0Ap

q ⊂
∩

s<t≤1

t,0Ap
q

son estrictas.

Demostración. Se define f : D → C por

f(w) =

∞∑
n=0

2
n(q+s+1)

p w2n .

Entonces, f ∈ H y para s < t ≤ 1,

∞∑
n=0

1

2n(1+q+t)
(|an|2)

p
2 =

∞∑
n=0

2n(q+s+1)

2n(1+q+t)
=

∞∑
n=0

1

2(t−s)n
< ∞

y

∞∑
n=0

1

2n(1+q+s)
(|an|2)

p
2 =

∞∑
n=0

2n(q+s+1)

2n(1+q+s)
=

∞∑
n=0

1 = ∞ .

Por lo tanto por el Teorema 3.3.5

f ∈
∩

s<t≤1

t,0Ap
q pero f /∈s,0Ap

q .

Se recuerda que si 0 < t < s < 1 entonces tAp
q es un subconjunto propio de sAp

q .
El siguiente resultado se usará para mostrar que tAp

q no es un subespacio cerrado de

sAp
q .

Lema 3.3.7 Sean 0 < s < 1 y f(w) =
∑∞

k=0 akw
k. Entonces

∫
D

( ∞∑
k=0

|ak||w|k
)p(

1− |φz(w)|2
)s

dAq(w) ≤ C(p, q, s)
∞∑
k=0

tpn
2n(q+s+1)

,

donde tn =
∑

k∈In
|ak|.
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Demostración. Se observa que para 0 < s < 1 se tiene

I(z) =

∫
D

( ∞∑
k=0

|ak||w|k
)p(

1− |φz(w)|2
)s
(1− |w|2)q dA(w)

=
1

π

∫ 1

0

∫ 2π

0

( ∞∑
k=0

|ak|rk
)p

(1− r2)q · r · (1− |z|2)s(1− r2)s

|1− zre−iθ|2s
dθ dr

≤ 2s

π

∫ 1

0

( ∞∑
k=0

|ak|rk
)p

(1− r2)q+s · r ·
∫ 2π

0

1

|1− (zr)e−iθ|s
dθ dr (3.13)

≤ C1(s)

∫ 1

0

( ∞∑
k=0

|ak|rk
)p

(1− r2)q+s dr ,

donde se obtiene la última desigualdad por el Teorema 1.4.2. Por el Lema 3.3.2 existe
una constante C2(p, q, s) tal que

I(z) ≤ C1(s) · C2(p, q, s)
∞∑

n=0

tpn
2n(q+s+1)

.

Teorema 3.3.8 Sean 0 < p < ∞, −1 < q < ∞ y 0 < t < s < 1. Entonces el
subespacio tAp

q no es un subespacio cerrado de sAp
q .

Demostración. Se prueba para 1 ≤ p < ∞, el otro caso es análogo. Ya se probó
la inclusión tAp

q ⊂ sAp
q . Considerando la siguiente serie Lacunaria y su sucesión de

sumas parciales

f(z) =

∞∑
n=0

2
n(q+t+1)

p z2
n

y fn(z) =

k∑
n=0

2
n(q+t+1)

p z2
n

,

entonces {fn} ⊂ tAp
q ∩sAp

q y converge a la función f en la norma ∥ · ∥φ,p,q,s. En efecto,
por Lema 3.3.7, para 0 < s < 1 existe una constante C(p, q, s) tal que

I(z) =

∫
D
|f(w)− fn(w)|p(1− |φz(w)|2)s dAq(w)

≤
∫
D

( ∞∑
m=n

2
n(q+t+1)

p |w|2
n
)p

(1− |φz(w)|2)sdAq(w)

≤ C(p, q, s)
∞∑

m=n

2m(q+t+1)

2m(q+s+1)

= C(p, q, s)

∞∑
m=n

1

2m(s−t)
.



48 3.3. Inclusiones Estrictas

Como t < s, entonces
∑∞

m=n
1

2m(s−t) es una serie convergente y aśı fn converge a f
en la mencionada norma. En particular {fn} es una sucesión de Cauchy con respecto
a la norma ∥ · ∥φ,p,q,s. Por el Teorema 3.3.5 f /∈ tAp

q pues

∞∑
k=0

2n(q+t+1)

2n(q+t+1)
= ∞ .

Para S ⊂ H, se define su conjunto de primitivas S, como

P(S) = { h ∈ H : h′ ∈ S } .

Se observa que si f ∈ sAp
q para 0 < p < ∞, −2 < q < ∞, 0 ≤ s < ∞, y h es una

primitiva de f , entonces h ∈ F (p, q, s). Por definición h ∈ F (p, q, s) si:

sup
z∈D

∫
D
|h′(z)|pgs(z, a) dAq(z) < ∞ ,

es decir, P(sAp
q) = F (p, q, s). Entonces por el Teorema 4.2.1 de J. Rättyä se tiene una

caracterización del espacio sAp
q en términos de las derivadas superiores con 1 < p < ∞.

Teorema 3.3.9 [Ra](Theorem 4.2.1) Sean f ∈ H y h una primitiva de f . Sean
1 < p < ∞, −2 < q < ∞, 0 ≤ s < ∞ y n ∈ N con −1 < q+s. Entonces las siguientes
condiciones son equivalentes:

a) h ∈ F (p, q, s);

b) f ∈ sAp
q ;

c) sup
a∈D

∫
D
|f (n−1)(z)|p(1− |z|2)np−p(1− |φa(z)|2)s dAq(z) < ∞ ;

d) sup
a∈D

∫
D
|f (n−1)(φa(z))|p|φ′

a(z)|np−p+q+2(1− |z|2)np−p+s dAq(z) < ∞ ;

e) sup
a∈D

∫
D
|f (n−1)(z)|p(1− |z|2)np−pgs(z, a) dAq(z) < ∞ .

Por el Teorema 4.2.2 de J. Rättyä y lo realizado hasta ahora se tienen las siguientes
relaciones entre los espacios sAp

q y F (p, q, s).

Teorema 3.3.10 [Ra](Theorem 4.2.2) Sea h ∈ H. Sean 1 < p < ∞, −2 < q < ∞ y
0 ≤ s < ∞ con −1 < q+ s− p. Entonces las siguientes condiciones son equivalemtes:
a) h ∈ F (p, q, s);

b) sup
a∈D

∫
D
|h(z)|p(1− |z|2)−p+q(1− |φa(z)|2)s dAq(z) < ∞ ;

c) sup
a∈D

∫
D
|h(z)|p(1− |z|2)−p+qgs(z, a) dAq(z) < ∞ .
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Corolario 3.3.11 Para h ∈ H,sean 1 < p < ∞, −2 < q < ∞ y 0 ≤ s < ∞ con
−1 < q + s− p y −2 < q − p. Entonces F (p, q, s) =s Ap

q−p. En particular,

P(F (p, q, s)) = P(sAp
q−p) = F (p, q − p, s) .
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Caṕıtulo 4

El operador de Bergman Pβ
en los espacios L(p, q, s) =sAp

q

Es bien conocido que si −1 < q, β < ∞ y 1 ≤ p < ∞ entonces la proyección
de Bergman Pβ es un operador acotado de Lp(D, dAq) sobre el espacio de Bergman
Ap

q si y sólo si q + 1 < (β + 1)p, ver Teorema 1.5.5. En este caṕıtulo se estudia el
operador de Bergman Pβ del espacio Lp(D, dAq) en los espacios de Bergman pesados

sAp
q = L(p, q, s) y además se prueba que es un operador acotado para ciertos valores

de β, p, q y s, que en particular satisfacen q + 1 ≥ (β + 1)p, aśı el Teorema 1.5.5 se
puede extender en el sentido de la suficiencia, gracias a la adición del peso 1−|φz(w)|2.

4.1. Una Estimación Integral

Para estudiar el operador de Bergman Pβ sobre los espacios sAp
q , es necesaria una

estimación integral que es citada sin prueba en [OrFa]. Se prueban varios resultados
para dar una demostración siguiendo las ideas en [OrFa1]. Como se verá, la prueba
dista de ser directa.

Para z, ζ ∈ C sea

d(ζ, z) = |z(z − ζ)|+ |ζ(ζ − z)| (4.1)

una pseudo-distancia no isotrópica; restringida a esferas con centro en el origen si es
una distancia. La siguiente proposición muestra por qué no es una distancia.

Proposición 4.1.1 Existe una constante C > 0 tal que

d(ζ, z) ≤ C (d(ζ, w) + d(w, z)) (4.2)

51
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para todo ζ, z, w ∈ D, esto es d(ζ, z) ≼ d(ζ, w) + d(w, z).

Demostración. Se procede por reducción al absurdo. Supóngase que para cada n ∈ N
existen zn, wn, ζn ∈ D tales que

d(zn, ζn) > n (d(zn, wn) + d(wn, ζn)) .

Se puede asumir por Bolzano-Weierstrass que zn → z, wn → w y ζn → ζ, con z, w y
ζ ∈ D. Como

d(zn, ζn) > nmáx{d(zn, wn), d(wn, ζn)}
entonces z = ζ = w. Ahora, sin pérdida de generalidad, supóngase que |z| = R.
Entonces existe N > 3 tal que para n ≥ N

3R |ζn − zn| ≥ d(zn, ζn) ≥ n
(
(|zn|+ |wn|)|zn − wn|+ (|wn|+ |ζn|)|wn − ζn|

)
≥ n R

(
|zn − wn|+ |wn − ζn|

)
.

Aśı

3
(
|zn − wn|+ |wn − ζn|

)
≥ 3|ζn − zn| ≥ n R

(
|zn − wn|+ |wn − ζn|

)
y se obtiene una contradicción.

Lema 4.1.2 Sean ζ, z ∈ D y C > 0 como en la Proposición 4.1.1. Si

Ω =

{
η ∈ D : d(η, z) ≤ d(ζ, z)

2C

}
entonces

|1− ηz| ≼ |1− ζz| ≼ |1− ηζ|, para η ∈ Ω

Demostración. Primero se observa que para ζ, z ∈ D

|1− ζz| ≈ 1− |ζ|2 + d(ζ, z) ≈ 1− |z|2 + d(ζ, z) . (4.3)

En efecto, se tiene que

|1− ζz| = |1− ζζ + ζζ − ζz| ≤ |1− ζζ|+ |ζ(z − ζ)|
= |1− |ζ|2|+ |ζ||ζ − z| ≤ 1− |ζ|2 + (|ζ|+ |z|)|ζ − z|
= 1− |ζ|2 + d(ζ, z) .

Por otra parte, 1− |z|2 ≤ 2(1− |z|) ≤ 2|1− ζz|. Además

|z − ζ| = |z − zζz + zζz − ζ| = |z(1− zζ) + ζ(|z|2 − 1)|
≤ |z||1− zζ|+ |ζ|(1− |z|2)
≤ 3|1− zζ|
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y aśı se ha probado (4.3).
Ahora, se mostrará que

|1− ηz| ≼ |1− ζz| ≼ |1− ηζ|, para cada η ∈ Ω .

Como η ∈ Ω, por (4.3) se tiene

|1− ηz| ≈ 1− |z|2 + d(η, z) ≼ 1− |z|2 + d(z, ζ) ≈ |1− ζz| .

En el otro lado se observa que

d(z, ζ) ≤ C(d(z, η) + d(η, ζ)) ≤ C

(
d(z, ζ)

2C
+ d(η, ζ)

)
y de aqúı

d(z, ζ) ≤ 2Cd(η, ζ) .

Aśı

|1− ζz| ≈ 1− |ζ|2 + d(z, ζ) ≼ 1− |ζ|2 + d(η, ζ) ≈ |1− ηζ| .

y se tiene la prueba.
Para el caso de ciertos exponentes el siguiente resultado permite una estimación

similar al Teorema 1.4.2.

Lema 4.1.3 Supóngase que −1 < t2 < ∞, 0 ≤ t1 < 2 + t2 < ∞ y −1 ≤ t0 < t2 <
t0 + t1 < ∞. Entonces∫

D

(1− |η|2)t2
|1− ηz|2+t0 |1− ηζ|t1

dA(η) ≼ 1

|1− ζz|t0+t1−t2
.

Demostración. Aplicando el Lema 4.1.2, se tiene

|1− ζz|+ 1− |η|2 ≼ |1− ηζ|,

ya que |1−ζz| ≼ |1−ηζ| para todo η ∈ Ω y 1−|η|2 ≤ 2|1−ηζ|. Ahora |1−ζz| ≼ |1−ηz|
para todo η ∈ D \ Ω y 1− |η|2 ≤ 2|1− ηζ|, entonces(

|1− ζz|+ |1− ηz|
)2+t0 (

1− |η|2
)t1 ≼ |1− ηz|2+t0 |1− ηζ|t1 .

Se usa la partición D = Ω ∪ (D \ Ω) para estimar la integral I(z, ζ), aśı

I(z, ζ) :=

∫
D

(1− |η|2)t2
|1− ηz|2+t0 |1− ηζ|t1

dA(η)

≼
∫
Ω

(1− |η|2)t2

|1− ηz|2+t0(|1− ζz|+ 1− |η|2)t1
dA(η)

+

∫
D\Ω

(1− |η|2)t2−t1(
|1− ζz|+ |1− ηz|

)2+t0
dA(η) .
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Por un cambio de variable en coordenadas polares se obtiene

I(z, ζ) ≼
∫ 1

0

∫ 2π

0

(1− r2)t2 r

|1− rze−iθ|2+t0(|1− ζz|+ 1− r2)t1
dθ dr

+

∫ 1

0

∫ 2π

0

(1− r2)t2−t1 r(
|1− ζz|+ |1− rze−iθ|

)2+t0
dθ dr .

Por el Teorema 1.4.2 ∫ 2π

0

dθ

|1− rze−iθ|2+t0
≈ 1

(1− r2|z|2)1+t0

y de la estimación

(1 + |1− ζz|)
∣∣∣∣1− rz

1 + |1− ζz|
e−iθ

∣∣∣∣ = |1 + |1− ζz| − rze−iθ| ≤ |1− ζz|+ |1− rzeiθ|

se tiene∫ 2π

0

dθ(
|1− ζz|+ |1− rze−iθ|

)2+t0
≤ 1

(1 + |1− ζz|)2+t0

∫ 2π

0

dθ∣∣∣∣1− rz

1 + |1− ζz|
e−iθ

∣∣∣∣2+t0

≼ 1

(1 + |1− ζz|)2+t0

1(
1− r2|z|2

(1 + |1− ζz|)2

)1+t0

≼ 1(
(1 + |1− ζz|)2 − r2|z|2

)1+t0

≤ 1(
1 + |1− ζz| − r2|z|2

)1+t0
.

Por lo tanto

I(z, ζ) ≼
∫ 1

0

(1− r2)t2 r

(1− |z|2r2)1+t0(|1− ζz|+ 1− r2)t1
dr

+

∫ 1

0

(1− r2)t2−t1 r(
|1− ζz|+ 1− |z|2r2

)1+t0
dr .

Además

1− |z|2 + 1− r2 < 1− |z|2r2 + 1− |z|2r2 < 2(1− |z|2r2)
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y

|1− ζz|+ 1− r2 < |1− ζz|+ 1− |z|2r2 .

Luego se consigue la estimación

I(z, ζ) ≼
∫ 1

0

(1− r2)t2 r

(1− |z|2 + 1− r2)1+t0(|1− ζz|+ 1− r2)t1
dr

+

∫ 1

0

(1− r2)t2−t1 r(
|1− ζz|+ 1− r2

)1+t0
dr .

Con el cambio de variable u = 1− r2 la estimación anterior de I(z, ζ) se escribe de la
siguiente forma

I(z, ζ) ≼
∫ 1

0

ut2

(1− |z|2 + u)1+t0(|1− ζz|+ u)t1
du+

∫ 1

0

ut2−t1(
|1− ζz|+ u

)1+t0
du .

Se estima ahora la integral

H1 = H1(z, ζ) :=

∫ 1

0

ut2

(1− |z|2 + u)1+t0(|1− ζz|+ u)t1
du .

Se observa que

H1 =

|1−ζz|∫
0

ut2 du

(1− |z|2 + u)1+t0(|1− ζz|+ u)t1
+

1∫
|1−ζz|

ut2 du

(1− |z|2 + u)1+t0(|1− ζz|+ u)t1

Como u < u + 1 − |z|2 y |1 − ζz| < |1 − ζz| + u para la primera integral y para la
segunda u < |1− ζz|+ u y |1− ζz|+ u < 2(u+ 1− |z|2). Entonces se tiene

H1 ≼ 1

|1− ζz|t1

|1−ζz|∫
0

ut2−1−t0 du+

1∫
|1−ζz|

(u+ |1− ζz|)t2−t0−t1−1 du

≼ 1

|1− ζz|t0+t1−t2
.

Se estima ahora la integral

H2 = H2(z, ζ) :=

|1−ζz|∫
0

ut2−t1(
|1− ζz|+ u

)1+t0
du+

1∫
|1−ζz|

ut2−t1(
|1− ζz|+ u

)1+t0
du .
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Como |1−ζz| < |1−ζz|+u para la primera integral y u < |1−ζz|+u para la segunda
integral, entonces

H2 ≼ 1

|1− ζz|1+t0

|1−ζz|∫
0

ut2−t1 du+

1∫
|1−ζz|

(u+ |1− ζz|)t2−t0−t1−1 du

≼ 1

|1− ζz|t0+t1−t2
.

Por lo tanto

I(z, ζ) ≤ H1 +H2 ≤ C

|1− ζz|t0+t1−t2
.

4.2. El operador de Bergman Pβ en L(p, q, s) = sAp
q

Se recuerda el siguiente resultado bien conocido, ver Teorema 1.5.5.

Teorema 4.2.1 Supóngase que −1 < q, β < ∞ y 1 ≤ p < ∞. Entonces Pβ es una
proyección acotada de Lp(D, dAq) sobre Ap

q si y sólo si q + 1 < (β + 1)p.

Este resultado puede ser extendido cuando se consideran los espacios pesados sAp
q =

L(p, q, s), más precisamente, en esta sección se estudia el operador de Bergman Pβ en
los espacios L(p, q, s) cuando q + 1 ≥ (β + 1)p para ciertos valores de los parámetros
p, q, s y β.

El caso p = 1 es tratado por separado.

Teorema 4.2.2 Supóngase que −1 < q < ∞, 0 < s < 1, p = 1 y (β + 1)p = β + 1 =
q + 1. Entonces Pβ = Pq es un operador acotado de L1(D, dAq) en L(1, q, s) .

Demostración. Como p = 1 se tiene que β = q, aśı

Pβf(z) = Pqf(z) =

∫
D

f(w)

(1− zw)2+q
dAq(w) .
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Por el Teorema de Fubini se tiene que :

l1,q,s(Pqf)(a) =

∫
D
|Pqf(z)|(1− |φa(z)|2)s dAq(z)

=

∫
D

∣∣∣ ∫
D

f(w)

(1− zw)2+q
dAq(w)

∣∣∣(1− |φa(z)|2)s dAq(z)

≤
∫
D

∫
D

(1− |w|2)q

|1− zw|2+q
|f(w)| dA(w)

(1− |z|2)s(1− |a|2)s

|1− za|2s
dAq(z)

=

∫
D
(1− |w|2)q (1− |a|2)s |f(w)|

∫
D

(1− |z|2)s+q

|1− zw|2+q|1− za|2s
dA(z) dA(w) .

Escribiendo t0 = q, t1 = 2s y t2 = s + q se obtiene −1 < t3, 0 < t1 < 2 + t3 y
−1 < t0 < t3 < t0 + t1. Entonces por el Lema 4.1.3 se tiene

l1,q,s(Pqf)(a) ≼
∫
D
(1− |w|2)q (1− |a|2)s |f(w)| 1

|1− aw|s
dA(w)

≼
∫
D
(1− |w|2)q |f(w)| (1− |a|)s(1 + |a|)s

(1− |a|)s
dA(w)

≼
∫
D

|f(w)| dAq(w)

≼ ∥f∥1,q

y la prueba se sigue de esta estimación.
Se sigue la misma idea de la prueba previa para obtener el siguiente resultado.

Teorema 4.2.3 Supóngase que −1 < q < ∞, 0 < s < 1, p = 1 y (β + 1)p = β + 1 <
q + 1. Entonces Pβ es un operador acotado de L1(D, dAq) en L(1, q, s) si q < β + s.

Ahora se analiza en caso para 1 < p < ∞ y (β + 1)p ≤ q + 1.

Del Lema 1.4.2 es inmediato el siguiente resultado.

Lema 4.2.4 Sea 1 < p < ∞, −1 < q < ∞ y β ∈ R. Entonces

Iq,v(z) =

∫
D

(1− |w|2)q

|1− zw|(2+β)· p
p−1

dA(w) ≈ hv(z) =



1 si v < 0

ln
1

1− |z|2
si v = 0

1

(1− |z|2)v
si v > 0 .

donde

v = v(p, q, β) =
(2 + β)p− (2 + q)(p− 1)

p− 1
. (4.4)
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Sean −1 < β < ∞, 1 < p < ∞ y 0 < s < 1. Entonces

I(a) =

∫
D

∣∣∣Pβf(z)
∣∣∣p(1− |φa(z)|2)s dAq(z)

=

∫
D

∣∣∣ ∫
D

f(w)

(1− zw)2+β
dAq(w)

∣∣∣p (1− |z|2)s(1− |a|2)s

|1− az|2s
dAq(z) .

Se estima la proyección de Bergman usando la desigualdad de Hölder. Aśı∣∣∣∣∫
D

f(w)

(1− zw)2+β
dAq(w)

∣∣∣∣ ≤
(∫

D
|f(w)|p dAq(w)

)1/p(∫
D

1

|1− zw|(2+β)p∗ dAq(w)
)1/p∗

= ∥ f ∥p,q
(∫

D

(1− |w|2)qdA(w)

|1− zw|(2+β)p∗

)1/p∗

donde
1

p
+

1

p∗
= 1. Con la notación del Lema 4.2.4 se tiene que

I(a) ≼ ∥ f ∥pp,q
∫
D
hp/p∗

v (z)
(1− |z|2)s(1− |a|2)s

|1− az|2s
dAq(z) . (4.5)

Se estima la última integral aplicando de nuevo el Lema 1.4.2 y el Lema 4.2.4, en
particular cada caso se origina a partir del signo de (4.4).

Teorema 4.2.5 Sean −1 < q < ∞,
q + 2

q + 1
< p < ∞, 0 < s < 1 y −1 < β <

q(p− 1)− 2

p
. Entonces

Pβ : Lp(D, dAq) 7→ L(p, q, s)

es un operador acotado si v =
(2 + β)p− (2 + q)(p− 1)

p− 1
≤ 0.

Demostración. Si v ≤ 0, por los Lemas 4.2.4 y 1.4.2 se tiene

I(a) ≼∥ f ∥pp,q
y la prueba se sigue de esta afirmación.

Se estudia ahora la integral 4.5 cuando v > 0, esto es∫
D

1

(1− |z|2)(2+β)p−(2+q)(p−1)
· (1− |z|2)s+q

|1− za|2s
dA(z) =

∫
D

(1− |z|2)p(q−β)+s−2

|1− za|2s
dA(z) .

(4.6)
Estimamos esta integral aplicando el Lema 1.4.2. Entonces es necesario tener p(q −
β) + s− 2 > −1 y esto es equivalente a

β <
pq + s− 1

p
(4.7)

y aśı
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Lema 4.2.6 Sean 1 < p < ∞, −1 < q < ∞, β ∈ R y p(q−β)+s−2 > −1. Entonces

Iγ(z) =

∫
D

(1− |z|2)p(q−β)+s−2

|1− za|2s
dA(z) ≈ hγ(z) =



1 si γ < 0

ln
1

1− |z|2
si γ = 0

1

(1− |z|2)γ
si γ > 0

donde γ = γ(p, q, s) = p(β − q) + s.

Aśı se necesitan estudiar los tres casos asociados a γ. Se considera primero el caso
cuando γ > 0 y es formulado en el siguiente teorema, pero antes se necesita el siguiente
resultado.

Lema 4.2.7 Sean 1 < p < ∞, −1 < q < ∞ y
1

2
< s < 1. Sean

a = máx

{
− 1 ,

q(p− 1)− 2

p
,
pq − s

p

}
y b = mı́n

{
q + 1− p

p
,
pq + s− 1

p

}
.

Entonces el intervalo (a, b) es no vaćıo si y sólo si

1− p− s

p
< q <

1− p+ s

p− 1
.

Además

a =


−1 si q <

s− p

p

pq − s

p
si q ≥ s− p

p
.

y

b =


q + 1− p

p
si q >

2− p− s

p− 1

pq + s− 1

p
si q ≤ 2− p− s

p− 1
.

Teorema 4.2.8 Sean 1 < p < ∞,
1

2
< s < 1,

1− p− s

p
< q <

1− p+ s

p− 1
, a < β < b,

con a y b como en el lema previo y v > 0 (ver Lema 4.2.4). Entonces

Pβ : Lp(D, dAq) 7→ L(p, q, s)

es un operador acotado. Además

I(a) ≼ (1− |a|2)p(q−β) ∥ f ∥pp,q .
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Demostración. Por hipótesis −1 < β <
q + 1− p

p
. Como v > 0, entonces β >

q(p− 1)− 2

p
y por (4.6), se tiene

I(a) ≼ C(1− |a|2)s ∥ f ∥pp,q
∫
D

(1− |z|2)p(q−β)+s−2

|1− za|2s
dA(z) .

Por hipótesis β <
pq + s− 1

p
y γ = p(β−q)+s > 0, y esto es equivalente a

pq − s

p
< β.

Entonces por el Lema 4.2.6 se tiene

I(a) ≼ (1− |a|2)s ∥ f ∥pp,q
1

(1− |a|2)p(β−q)+s

≼ (1− |a|2)p(q−β) ∥ f ∥pp,q

y por hipótesis β < q y aśı se concluye la prueba.

Se describe expĺıcitamente al intervalo (a, b) del teorema previo.

Proposición 4.2.9 Con las hipótesis del Lema 4.2.7 se tiene que

i. (a, b) =

(
−1,

q + 1− p

p

)
si y sólo si

s

2s− 1
< p < ∞ y

2− p− s

p− 1
< q <

s− p

p
.

ii. (a, b) =

(
−1,

pq + s− 1

p

)
si y sólo si

ii.1 1 < p <
s

2s− 1
y

1− p− s

p
< q <

s− p

p
ó

ii.2
s

2s− 1
≤ p y

1− p− s

p
< q <

2− p− s

p− 1
.

iii. (a, b) =

(
pq − s

p
,
q + 1− p

p

)
, con

iii.1 1 < p <
s

2s− 1
y

2− p− s

p− 1
< q <

1− p+ s

p− 1
ó

iii.2
s

2s− 1
≤ p y

s− p

p
< q <

1− p+ s

p− 1
.
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iv. (a, b) =

(
pq − s

p
,
pq + s− 1

p

)
si y sólo si 1 < p <

s

2s− 1
y

s− p

p
< q <

2− p− s

p− 1
.

Demostración. Para mostrar el caso i nótese que

−1 < β <
q + 1− p

p

si y sólo si

q <
s− p

p
; q >

2− p− s

p− 1
; y

1− p− s

p
< q <

1− p+ s

p− 1
,

esto es, q debe satisfacer

máx

{
2− p− s

p− 1
,
1− p− s

p

}
< q < mı́n

{
s− p

p
,
1− p+ s

p− 1

}
,

ó equivalentemente

2− p− s

p− 1
<

s− p

p
⇔ p >

2s

2s− 1
2− p− s

p− 1
<

1− p+ s

p− 1
⇔ 1

2
< s

1− p− s

p
<

s− p

p
⇔ 1

2
< s

1− p− s

p
<

1− p+ s

p− 1
⇔ p >

s− 1

2s− 1
.

Puesto que
1

2
< s < 1 entonces

máx

{
2− p− s

p− 1
,
1− p− s

p

}
=

2− p− s

p− 1
,

y

mı́n

{
1− p+ s

p− 1
,
s− p

p

}
=

s− p

p
.

Esto prueba la afirmación. Los demas casos son análogos.

Se considera ahora el caso cuando γ < 0, el cual es dividido en dos casos: 1 < p ≤ 2
y 2 < p < ∞. En el siguiente teorema el resultado es formulado para 1 < p ≤ 2 y se
necesita el siguiente resultado.
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Lema 4.2.10 Sean 1 < p ≤ 2, −1 < q < ∞ y 0 < s < 1. Sean

a = máx

{
− 1 ,

q(p− 1)− 2

p

}
y b = mı́n

{
q + 1− p

p
,
pq + s− 1

p
,
pq − s

p

}
.

Entonces el intervalo (a, b) es no vaćıo si y sólo si

1. Para 0 < s ≤ 1

2
se tiene

1− p− s

p
< q < ∞. Además

a =


−1 si q <

2− p

p− 1

q(p− 1)− 2

p
si q ≥ 2− p

p− 1
.

y

b =


q + 1− p

p
si q >

2− p− s

p− 1

pq + s− 1

p
si q ≤ 2− p− s

p− 1
.

2. Para
1

2
< s < 1 se tiene

s− p

p
< q < ∞. Además

a =


−1 si q <

2− p

p− 1

q(p− 1)− 2

p
si q ≥ 2− p

p− 1
.

y

b =


q + 1− p

p
si q >

1− p+ s

p− 1

pq − s

p
si q ≤ 1− p+ s

p− 1
.

Teorema 4.2.11 Sean 1 < p ≤ 2, 0 < s < 1, máx

{
1− p− s

p
,
s− p

p

}
< q < ∞ y

a < β < b, con a y b como en el Lema previo. Entonces

Pβ : Lp(D, dAq) 7→ L(p, q, s)

es un operador acotado. Además

I(a) ≼ (1− |a|2)s ∥ f ∥pp,q
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Demostración. Obsérvese que

máx

{
1− p− s

p
,
s− p

p

}
=


1− p− s

p
si 0 < s <

1

2

s− p

p
si

1

2
≤ s < 1

y el resultado se obtiene imitando la prueba del Teorema 4.2.8.

Se decribe expĺıcitamente al intervalo (a, b) del teorema previo.

Proposición 4.2.12

I. Para 1 < p ≤ 2, 0 < s ≤ 1

2
,
1− p− s

p
< q < ∞ y a, b como en 1 del Lema

4.2.10, se tiene que

i. (a, b) =

(
−1,

q + 1− p

p

)
si y sólo si

2− p− s

p− 1
< q <

2− p

p− 1
.

ii. (a, b) =

(
−1,

pq + s− 1

p

)
si y sólo si

1− p− s

p
< q <

2− p− s

p− 1
.

iii. (a, b) =

(
q(p− 1)− 2

p
,
q + 1− p

p

)
si y sólo si

2− p

p− 1
< q < ∞.

iv. (a, b) =

(
q(p− 1)− 2

p
,
pq + s− 1

p

)
= ∅ .

II. Para 1 < p ≤ 2,
1

2
< s < 1,

s− p

p
< q < ∞ y a, b como en 2 del Lema 4.2.10,

se tiene que

i. (a, b) =

(
−1,

q + 1− p

p

)
si y sólo si

1− p+ s

p− 1
< q <

2− p

p− 1
.

ii. (a, b) =

(
−1,

pq − s

p

)
si y sólo si

s− p

p
< q <

1− p+ s

p− 1
.

iii. (a, b) =

(
q(p− 1)− 2

p
,
q + 1− p

p

)
si y sólo si

2− p

p− 1
< q < ∞.

iv. (a, b) =

(
q(p− 1)− 2

p
,
pq − s

p

)
= ∅.

Ahora el resultado es formulado para γ < 0 y 2 < p < ∞ y se necesitará el siguiente
resultado.
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Lema 4.2.13 Sean 2 < p < ∞, −1 < q < ∞ y 0 < s < 1. Sean

a = máx

{
− 1 ,

q(p− 1)− 2

p

}
y b = mı́n

{
q + 1− p

p
,
pq + s− 1

p
,
pq − s

p

}
.

Entonces el intervalo (a, b) es no vaćıo si y sólo si

1. Para 0 < s ≤ 1

2
se tiene que

1− p− s

p
< q <

3− p

p− 2
. Además

a =


−1 si q <

2− p

p− 1

q(p− 1)− 2

p
si q ≥ 2− p

p− 1
.

y

b =


q + 1− p

p
si q >

2− p− s

p− 1

pq + s− 1

p
si q ≤ 2− p− s

p− 1
.

2. Para
1

2
< s < 1 se tiene

s− p

p
< q <

3− p

p− 2
. Además

a =


−1 si q <

2− p

p− 1

q(p− 1)− 2

p
si q ≥ 2− p

p− 1
.

y

b =


q + 1− p

p
si q >

1− p+ s

p− 1

pq − s

p
si q ≤ 1− p+ s

p− 1
.

Teorema 4.2.14 Sean 2 < p < ∞, 0 < s < 1, máx

{
1− p− s

p
,
s− p

p

}
< q <

3− p

p− 2
y a < β < b, con a y b como en el Lema 4.2.13. Entonces

Pβ : Lp(D, dAq) 7→ L(p, q, s)

es un operador acotado. Además

I(a) ≼ (1− |a|2)s∥f∥pp,q .
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Demostración. La prueba es similar a la hecha en el Teorema 4.2.8.

Se describen expĺıcitamente los intervalos (a, b) del teorema previo.

Proposición 4.2.15

I. Para 2 < p < ∞, 0 < s ≤ 1

2
,
1− p− s

p
< q <

3− p

p− 2
y a, b como en 1 del Lema

4.2.13 se tiene que

i. (a, b) =

(
−1,

q + 1− p

p

)
si y sólo si

2− p− s

p− 1
< q <

2− p

p− 1
.

ii. (a, b) =

(
−1,

pq + s− 1

p

)
si y sólo si

1− p− s

p
< q <

2− p− s

p− 1
.

iii. (a, b) =

(
q(p− 1)− 2

p
,
q + 1− p

p

)
si y sólo si

2− p

p− 1
< q <

3− p

p− 2
.

iv. (a, b) =

(
q(p− 1)− 2

p
,
pq + s− 1

p

)
= ∅ .

II. Para 2 < p < ∞,
1

2
< s < 1,

s− p

p
< q <

3− p

p− 2
y a, b como en 2 del Lema

4.2.13 se tiene que

i. (a, b) =

(
−1,

q + 1− p

p

)
si y sólo si

1− p+ s

p− 1
< q <

2− p

p− 1
.

ii. (a, b) =

(
−1,

pq − s

p

)
si y sólo si

s− p

p
< q <

1− p+ s

p− 1
.

iii. (a, b) =

(
q(p− 1)− 2

p
,
q + 1− p

p

)
si y sólo si

2− p

p− 1
< q <

3− p

p− 2
.

iv. (a, b) =

(
q(p− 1)− 2

p
,
pq − s

p

)
= ∅.

Se considera ahora el caso γ = 0. El resultado se formula en el siguiente teorema, pero
antes se necesita el siguiente resultado que es directo.

Lema 4.2.16 Sean 1 < p < ∞, −1 < q < ∞ y
1

2
< s < 1. Sea

a = máx

{
−1 ,

q(p− 1)− 2

p

}
, b = mı́n

{
q + 1− p

p
,
pq + s− 1

p

}
y β =

pq − s

p
.



66 4.2. El operador de Bergman Pβ en L(p, q, s) =sAp
q

Entonces a < β < b si y sólo si

s− p

p
< q <

1− p+ s

p− 1
.

Además

a =


−1 si q <

2− p

p− 1

q(p− 1)− 2

p
si q ≥ 2− p

p− 1
.

y

b =


q + 1− p

p
si q <

2− p− s

p− 1

pq + s− 1

p
si q ≥ 2− p− s

p− 1
.

Teorema 4.2.17 Sean 1 < p < ∞,
1

2
< s < 1,

s− p

p
< q <

1− p+ s

p− 1
y a < β < b,

con a, b y β =
pq − s

p
como en el lema 4.2.16. Entonces

Pβ : Lp(D, dAq) 7→ L(p, q, s)

es un operador acotado. Además

I(a) ≼ C(1− |a|2)s∥f∥pp,q .

Demostración. La demostración es similar a la del Teorema 4.2.11.

Nuevamente, se pueden describir expĺıcitamente los intervalos (a, b) del lema previo.

Proposición 4.2.18 Sean 1 < p < ∞,
1

2
< s < 1,

s− p

p
< q <

1− p+ s

p− 1
y a, b

como en el Lema 4.2.16. Entonces

i. (a, b) =

(
−1,

q + 1− p

p

)
si y sólo si

s− p

p
< q <

2− p− s

p− 1
.

ii. (a, b) =

(
−1,

pq + s− 1

p

)
si y sólo si

ii.1 1 < p <
s

2s− 1
y
2− p− s

p− 1
< q <

1− p+ s

p− 1
ó
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ii.2
s

2s− 1
< p < ∞ y

s− p

p
< q <

1− p+ s

p− 1
.

iii. (a, b) =

(
q(p− 1)− 2

p
,
q + 1− p

p

)
= ∅

iv. (a, b) =

(
q(p− 1)− 2

p
,
pq + s− 1

p

)
= ∅ .
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Conclusiones y Perspectivas

En el presente trabajo se han obtenido los siguientes resultados:

1. Se establecen relaciones expĺıcitas entre las escalas de los espacios de Bergman
pesados sAp

q y las escalas de los espacios de Bloch.

2. Se prueba que los espacios de Bergman pesados son invariantes bajo transfor-
maciones de Möbius, más aún el operador composición con éstas es acotado.

3. Para 0 < s < 1, los espacios sAp
q son una escala de espacios con inclusiones

estrictas .

4. Se establecen v́ınculos con los espacios F (p, q, s) estudiados por Zhao et al.:
algunas caracterizaciones y propiedades relacionadas con los espacios estudiados
en este trabajo.

5. Se estudia el operador de Bergman Pβ del espacio Lp(D, dAq) en los espacios de
Bergman pesados sAp

q = L(p, q, s) y se prueba que es un operador acotado para
ciertos valores de β, p, q y s que en particular satisfacen la relación q + 1 ≥
(β + 1)p y aśı el Teorema 1.5.5 se puede extender gracias a la adición del peso
1− |φz(w)|2.

En este trabajo se logran establecer v́ınculos importantes entre diferentes espacios
de funciones clásicos.

La perspectiva general de este trabajo se basa en el hecho de que los espacios de
Bergman definidos sobre la bola unitaria de Cn han sido estudiados en forma profusa
en los últimos años, por ello la continuación inmediata de este trabajo es:
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Formular y estudiar la teoŕıa de espacios de Bergman pesados para funciones
holomorfas f : B → C donde B ⊂ Cn es la bola unitaria. Para ello se consideran los
automorfismos de la bola unitaria φa : B → B dados por:

φa(z) =
a− Pa(z)− saQa(z)

1− ⟨z, a⟩
, z ∈ B .

donde sa =
√
1− |a|2, Pa es la proyección normal ortogonal de Cn sobre el subespacio

unidimensional generado por a y Qa es la proyección ortogonal de Cn sobre Cn menos
el subespacio generado por a. Es claro que

Pa(z) =
⟨z, a⟩
|a|2

a , z ∈ Cn ,

y

Qa(z) = z − ⟨z, a⟩
|a|2

a , z ∈ B .

Cuando a = 0 simplemente se define φa(z) = −z.

La función invariante de Green esá dada por:

G(z) =
1

2π

∫ 1

|z|

(1− t2)n−1

t2n−1
dt , z ∈ B .

La medida dAα se define por

dAα(z) = cα(1− |z|2)α dA(z) ,

donde cα es una constante de normalización, tal que dAα(B) = 1. Se tendrá un caso
de especial interés cuando α = −(n+1), en este caso se denota a la medida resultante
por

dτ(z) =
dA(z)

(1− |z|2)n+1
,

y se conoce como la medida invariante en B.
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Teorema 1 Sean 0 < p < ∞, −2 < q < ∞ y f ∈ H. Supóngase que lp,q,s(f)(0) < ∞,
entonces:
a) Para 0 < s < ∞, se tiene∫

D
|f(w)|p lns 1

|w|
dAq(w) ≤ t

∫
D
|f(w)|p(1− |w|2)s dAq(w), (1)

donde t = t(q, s, R) para algún 0 < R < 1 fijo.

b) Para 0 < s < 1, se tiene∫
D
|f(w)|p|w|−2s(1− |w|2)s dAq(w) ≤ t̃

∫
D
|f(w)|p(1− |w|2)s dAq(w) (2)

donde t̃ = t̃(q, s, R) para algún 0 < R < 1 fijo.
Demostración. a) Se sigue de la idea de la prueba dada en el Teorema 2.2 of Aulaskari
et al [AuStXi] con todos sus detalles. Sea c = . 0183403 la raiz de − lnx = 4(1− x2).
Sea c < R < 1 fijo. Se define

0 <
1

τ(q, s, R)
=

∫ R

c

(1− r2)q+sr dr =
1

2(1 + q + s)
((1− c2)1+q+s − (1−R2)1+q+s)

=
1

2(1 + q + s)
(,9996641+q+s − (1−R2)1+q+s) .

Como |f |p es subarmonica

1

τ(q, s, R)

∫ 2π

0

∣∣f(ceiθ)∣∣p dθ =

∫ R

c

(1− r2)q+sr dr

∫ 2π

0

∣∣f(ceiθ)∣∣p dθ

≤
∫ R

c

(1− r2)q+sr dr

∫ 2π

0

∣∣f(reiθ)∣∣p dθ

=

∫
DR−Dc

|f(w)|p(1− |w|2)s dAq(w) .
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Por lo tanto∫ 2π

0

|f(ceiθ)|p dθ ≤ τ(q, s, R)

∫
DR

|f(w)|p(1− |w|2)s dAq(w) . (3)

Se define

0 < τ̃(q, s) =

∫ c

0

r(1− r2)q lns
1

r
dr (4)

Por subarmonicidad y (3), se tiene la estimación∫
Dc

|f(w)|p(1− |w|2)q lns 1

|w|
dA(w) =

∫ c

0

∫ 2π

0

|f(reiθ)|pr(1− r2)q lns
1

r
dθ dr

≤
∫ c

0

∫ 2π

0

|f(ceiθ)|pr(1− r2)q lns
1

r
dθ dr

=

∫ c

0

r(1− r2)q lns
1

r
dr

∫ 2π

0

|f(ceiθ)|p dθ

≤ τ(q, s, R)τ̃(q, s)

∫
DR

|f(w)|p(1− |w|2)s dAq(w)

≤ τ(q, s, R)τ̃(q, s)

∫
D
|f(w)|p(1− |w|2)s dAq(w)

(5)

De la desigualdad
− lnx ≤ 4(1− x2) for each x ∈ (c, 1], (6)

se tiene que∫
D−Dc

|f(w)|p(1− |w|2)q lns 1

|w|
dA(w) ≤ 4s

∫
D−Dc

|f(w)|p(1− |w|2)s dAq(w)

≤ 4s
∫
D
|f(w)|p(1− |w|2)s dAq(w). (7)

Sea t(q, s, R) = τ(q, s, R)τ̃(q, s) + 4s. Combinando (5) y (7), se tiene∫
D
|f(w)|p(1− |w|2)q lns 1

|w|
dA(w) ≤ t(q, s, R)

∫
D
|f(w)|p(1− |w|2)s dAq(w).

b) Para 0 < s < 1, se considera en lugar de (4), la siguiente igualdad

0 <

∫ c

0

r1−2s(1− r2)q+s dr =
1

2
B[c2, 1− s, 1 + q + s],
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donde B denota a la función incompleta Beta. Entonces se muestra la fórmula (2) por
un camino similar a (1).

Teorema 2 Sean 0 < p < ∞, −2 < q < ∞ y 0 ≤ s < ∞. Entonces sAp
q = L(p, q, s).

Demostración. Se tiene que

1− x2 ≤ −2 lnx para cada x ∈ (0, 1] .

Tomando x = φz(w) se tiene 1− |φz(w)|2 ≤ 2g(w, z). Por lo tanto

lp,q,s(f)(z) ≤ 2hp,q,s(f)(z) para cada z ∈ D . (8)

Aśı sAp
q ⊂ L(p, q, s).

Se muestra ahora que L(p, q, s) ⊂ sAp
q . Para esto, sea f ∈ L(p, q, s), entonces

lp,q,s(f)(z) < ∞. Por hipótesis y el Lema 3.1.10, lp,q,s(f ◦ φ)(0) < ∞. Puesto que
|f ◦ φa|p es subarmonica, la fórmula (1) se escribe∫

D
|f(φz(w)) ln

s 1

|w|
dAq(w) ≤ t(q, s, R)

∫
D
|f(φz(w))|p(1− |w|2)s dAq(w) .

Considerando el cambio de variable w = φz(v) para obtener∫
D
|f(v)|p|φ′

z(v)|2(1− |φz(v)|2)q lns
1

|φz(v)|
dA(v)

≤ t(q, s, R)

∫
D
|f(v)|p|φ′

z(v)|2(1− |φz(v)|2)q+s dA(v)

o, equivalentemente,

0 ≤
∫
D
|f(v)|p|φ′

z(v)|2(1− |φz(v)|2)q
(
t(q, s, R)(1− |φz(v)|2)s − lns

1

|φz(v)|

)
dA(v)

≤ ρ(z, |q|+ 2)

∫
D
|f(v)|p(1− |v|2)q

(
t(q, s, R)(1− |φz(v)|2)s − lns

1

|φz(v)|

)
dA(v)

entonces se obtiene que∫
D
|f(v)|p lns 1

|φz(v)|
dAq(v)

≤ t(q, s, R)

∫
D
|f(v)|p(1− |φz(v)|2)s dAq(v), (9)

y de aqúı se obtiene lo deseado.
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normado, 1
pequeño α-growth, 29
pequeño de Bloch, 14
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