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Resumen

Este trabajo es un estudio sobre uno de los espacios pesados de funciones analiticas
mas importantes: El espacio de Bergman pesado. Se estudian algunas de sus propieda-
des, caracterizaciones y la relacién que tiene con otros espacios de funciones analiticas.

En el primer capitulo se enuncian definiciones y resultados conocidos sobre opera-
dores lineales en espacios de Banach. Se enuncia la desigualdad de Holder, la cual es
una estimacién fundamental en el estudio de integrales en general y en particular de
operadores integrales. También se presenta el Lema de Schur el cual da condiciones
para que cierto operador integral sea acotado en LP(ID,dA,) y se da una estimacién
integral (ver Teorema 1.4.2) la cual es fundamental en el estudio de operadores en
espacios de funciones en el disco unitario. Por tltimo se define el espacio de Bergman,
la proyeccion de Bergman y a partir de ellos se estudia una familia de operadores in-
tegrales en el disco unitario cuyo nicleo estd formado a partir del nicleo de Bergman.

En el segundo capitulo se enumeran propiedades generales de las transformaciones
de Mobius, se define el espacio de Bloch y su relacién con la proyeccién de Bergman,
ademads se define la transformada de Berenzin. Dentro de este capitulo se da una prue-
ba directa y original de la igualdad entre el espacio pequeno de Bloch By y el espacio
VMO(D), que consiste de las funciones analiticas que se desvanecen en la frontera.

En el tercer capitulo se definen los espacios pesados de Bergman SAZ, L(p,q,9) y
los espacios a-growth. Ademas, para 1 < s < oo se da una caracterizacién de los espa-
cios a-growth, la cual esta estrechamente relacionada con los espacios S.A]g y L(p,q,s).
También se prueba la igualdad ente los espacios S.Af; y L(p, g, s). Se estudian algunas
de sus propiedades tales como la Mobius invarianza, el anidamiento de inclusiones
propias y se dan caracterizaciones alternativas. Ademds se define una norma para ;. A}
con 1 < p < o0, la cual es inducida por su definicién, y con ella los espacios A} son
completos. Para 0 < p < 1 se obtiene una métrica inducida por su definicién, donde
nuevamente los espacios son completos.

VII



VIII Resumen

Finalmente en el cuarto capitulo se estudia el operador de Bergman Pg del espacio
LP(D,dA,) en los espacios de Bergman pesados s A" = L(p, g, s) y se prueba que es
un operador acotado para ciertos valores de 3, p, ¢ y s que en particular satisfacen
la relacién ¢+ 1 > (84 1)p y asi un bien conocido Teorema (Teorema 1.5.5) se puede
extender en el sentido de la suficiencia, gracias a la adicién del peso 1 — |¢, (w)]?.



Introduccion

La teoria de los espacios de funciones analiticas ha recibido un fuerte impulso en
su estudio durante las ultimas décadas. Ejemplos clésicos de tales espacios son los
espacios de Hardy, los espacios de Bergman y los espacios de Bloch. Mas reciente-
mente los espacios de Besov, los espacios pesados de Dirichlet y la teoria BMO han
sido estudiadas intensamente, mientras la teoria de espacios tales como los espacios
a-growth y los espacios @), se siguen estudiando ampliamente. Todos estos espacios
de funciones son interesantes por si solos y ademas tienen interesantes relaciones con
otros campos de la matematica como el andlisis funcional, ecuaciones diferenciales,
teoria de potencial, teoria de operadores, entre otras.

El estudio de los espacios de Bergman se remonta al ano 1950, cuando Stefan
Bergman publicé su monografia titulada The Kernel Function and Conformal
Mapping, en el cual desarrolld la teoria de los espacios de Hilbert de funciones analiti-
cas sobre un dominio 2 en el plano. El trabajo de Bergman se centré en el estudio
del espacio de las funciones analiticas, cuadrado integrables con respecto a la medida
de area de Lebesgue en un dominio ). Esta teoria se apoyo en la existencia de una
funcién nucleo reproductor, la cual hoy en dia es conocida como la funcién nicleo
de Bergman.

Partiendo de la definicién de los espacios de Bergman es natural definir los espacios
pesados de Bergman. Més precisamente, sea D el disco unitario de C. Para 0 < p <
o0y —1 < a < oo se define A2 (D) como el espacio de funciones analiticas f en
LP(D,dA,) tales que

[l daue) <o
D
donde
dAa(z) = (a+1)(1 = [2*)*dA(2) |

y dA(z) es la medida de Lebesgue en el disco unitario.
Entonces el espacio de las funciones analiticas p integrables, 0 < p < oo, sobre el disco

IX
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unitario D, con la medida dA,(z) es precisamente el Espacio de Bergman Pesado

A2 (D).

Dentro de la teoria de los espacios de Bergman, es de especial interés el caso p = 2.
Asi el conjunto A2 (D) es un espacio de Hilbert con el producto interno definido por

f. 9o = / F(2)9() dAa(2).

Como el espacio de Bergman A2 (D) es un subespacio cerrado de L?(D,dA, ), existe
un unico operador de proyeccién

P, : L*(D,dA,) — A%2(D) ,

lineal y continuo que satisface P, (f) = f para toda f € A2(D). Ademés se puede dar
una férmula explicita para la proyeccién P, y esta dada por

P,f(2) :/D(lfizj);*a dAq(w) zeD, (1)

para toda f € L?(D,dA,). Como A% (D) C AL(D) y ademds A% (D) es denso en Al (D)
se puede extender el dominio de P, a L'(D,dA,), donde la integral dada por (1) con-
verge uniformemente para z en cada subconjunto compacto de ID. En particular se
puede aplicar P, a una funcién en LP(D,dA,) siempre que 1 < p < co. Al operador
P, se le conoce como Proyeccién de Bergman sobre Af (D).

Otros espacios de interés son el espacio de Bloch, denotado por B, el cual estd
compuesto por las funciones analiticas f en D que satisfacen la siguiente condicién,

sup(1 — [2?)|f(2)] < +o0
zeD

y el espacio pequeno de Bloch, el cual es denotado por By y es el subespacio de B
consistente de todas las funciones f € B tales que

lim (1 [s)f(2)] = 0.

|2|

Estos espacios han sido estudiados por si sélos y tienen una particular relevancia
pues estdn relacionados con la proyeccién de Bergman (ver Teorema 1.12 [HeKoZh]).
Ademas resulta ser que el espacio de Bloch es el espacio dual del espacio de Bergman
pesado A2 cuando 0 <p<ly —1< a < oco.
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Por otra parte, sean p,qy s talesque 0 < p < 0o, -2 < g< ooy 0 < s < oo. Una
funcién analitica f : D — C definida en el disco unitario D pertenece a el espacio
AP si
S q’

sup / F(2)Pg° (2, w)dAy(2) < o0 ,

zeD

1-wz
z—w

donde ¢*(z,w) = log ’
en w € D.

| es la funcién de Green de D con singularidad logaritmica

En este trabajo se estudian los espacios ;A" usando técnicas del andlisis real y
complejo, donde las tranformaciones de Md&bius y la funcion de Green en el disco
unitario juegan un papel preponderante, asi como ciertas estimaciones integrales que
resultan cruciales en esta teorfa.
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Capitulo 1

Algunos operadores integrales
en los espacios LP

En este capitulo se enuncian definiciones y resultados conocidos sobre operadores
lineales en espacios de Banach. Una referencia para resultados en este capitulo es
[HeKoZh].

1.1. Operadores acotados en espacios de Banach

Sea C el campo de los niimeros complejos. Un espacio de Banach X es un espa-
cio lineal (vectorial) complejo con una funcién no negativa || || la cual satisface las
siguientes condiciones:

(1
2

l# +yll < llzl[ + [ly| para todo z, y en X.
|laz|| = |al||x|| para todo z € X y todo a € C.

)
(2)
(3) |lz|l =0 siy sélo si x = 0.

(4) Si{z,} es una sucesién de Cauchy en X, entonces existe z € X tal que
|z, — || = 0 cuando n — oo.

La funcién || || se llama norma en X y un espacio lineal que satisface sélo las con-
diciones (1), (2) y (3) se llama espacio normado. La condicién (4) caracteriza a la
completez del espacio X.

Sean X y Y espacios de Banach y T : X — Y un operador lineal. Se dice que T’
es un operador lineal acotado de X sobre Y si existe una constante C' > 0 tal que

Tz < C|l=| , para toda z € X .



2 1.2. Desigualdad de Holder

Teorema 1.1.1 Sea T : D(T) — Y un operador lineal, donde D(T) C X y X, Y
son espacios normados, entonces T es un operador lineal acotado si y solo si es T es
un operador lineal continuo.

1.2. Desigualdad de Holder

Teorema 1.2.1 Supdngase que p, ¢ > 1 con p~' +q¢~ ' =1 y que p es una medida

positiva en X. Si f € LP(X,du) y g € LY(X,du), entonces fg € L*(X,dp) y

[raa< (Lo a) (fr )"

En particular, si i es una medida de probabilidad, entonces

‘/deu]s(/xw du)l/p

para todap > 1y f € LP(X,dp).

1.3. Teorema de Schur

Sean (X, 1) un espacio de medida y T : X x X — R una funcién. Sea T el operador
integral con nicleo T dado por

Tf(x) = /X T, 9) () duly)

donde f: X — R es una funciéon medible.

En esta seccion se presentan condiciones suficientes sobre 1" para la acotacién del
operador integral asociado T en LP(X,du) con 1 < p < 4+00. Este resultado se llama
Teorema de Schur.

Teorema 1.3.1 Supdngase que (X, 1) es un espacio medible con p una medida posi-
tiva. Sea T(x,y) una funcién medible positiva en X x X y T el operador integral
inducido

T/ (x) = /X T(x.9)f(y) duly), =€ X,

definido si la integral converge. Si para algin 1 < p < oo existe una funcion h medible,
estrictamente positiva en X y una constante positiva M > 0 tal que

/X T, y)h(y)? du(y) < Mh(z)?, @ € X, (L1)
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/X (e, y)h(a)? du(z) < Mh(y)’, y€ X, (1.2)

con p~t +q 1 =1, entonces T es acotado en LP(X,du) con |T|| < M.

1.4. Operadores integrales en el disco unitario D

Sea 0 < 1 < c0. Se define D,. = {z € C : |z| < r}. Se denotard por D = D; al disco
unitario abierto en el plano complejo C y al anillo r» < |z| < 1 por A, =D\ D,.

Se denota por dA la medida normalizada de Lebesgue en D, la cual estd dada por

1
dA(z) = — de dy = — r dr dé,
7r

L
T
donde z = x + iy = re?. También se define para o € R la medida

dAy(2) == (a +1)(1 — |2[))* dA(z) . (1.3)

Lema 1.4.1 Sea oo > —1. Entonces

/DdAa(z) 1.

Se dice que dos cantidades A y B son comparables (y se denotard por ~) si existe
una constante C, independiente de A y B, tal que

A
— < B<AC.
c<B< C

Las siguientes estimaciones integrales son fundamentales en el estudio de operadores
sobre espacios de funciones en el disco unitario (ver [HeKoZh]).

Teorema 1.4.2 [Estimacion Integral] Sean —1 <t < 0o y ¢ € R. Se definen

A= wP)t
It c(z / = swprere dA(w) z €D,

2m
do
Jo(2) = —— D.
@ = | e e
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Entonces se tiene la relacion de comparabilidad

1 stec<0,
1 1 ] 0
og ——— St C =
Lio(z) ~ Jo(z) ~ { BT [2P2 ’
1 e >0
A St C .
(1= 22

cuando |z] = 17.

El siguiente teorema dice cuando son acotados en LP(DD, du) los siguientes opera-
dores definidos en él.

Teorema 1.4.3 Supdngase que a,b,c son nimeros reales y T y S los operadores
integrales definidos por

—lwl2)p
1) = (- 1P [ G ) daw)

— lw[2)?
$7(2) = (1= 1) [ R ) daw)

Entonces para 1 < p < oo las siguientes condiciones son equivalentes:
(1) T es acotado en LP(D,dA.).
(2) S es acotado en LP(D,dA.).

(3) —pa<c+1<pb+1).

1.5. Espacios de Bergman

En esta seccién se definen los Espacios clasicos de Bergman en el disco unitario D
y la proyeccién de Bergman en LP (D, dA,).

Para 0 < p < o0y =1 < a < +oo se define el espacio clasico de Bergman
AP = AP (D) del disco unitario, como el conjunto de las funciones analiticas en
LP(D,dAs).
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Si f estd en LP(D,dA,,), se escribe

1
£ = ( [ 177 dAa(2))"s
en el caso en que a = 0 simplemente se escribe || f|l, = || f|lp,0-

Se observa que si 1 < p < o0, el espacio LP(D,dA,) es un espacio de Banach
con la norma definida por || f|/p.o ¥ si 0 < p < 1, el espacio LP(D,dA,) es un espacio
métrico completo con la métrica definida por

d(fa g) = ||f - ng,a'

Se denota por L>(D) el espacio de todas las funciones esencialmente acotadas en D
y para f € L>(D), se define

[flloe = supess {|f(2)] : z € D}.

El espacio L>°(D) es un espacio de Banach con la norma || - || El subespacio de L
formado por todas las funciones analiticas acotadas en D se denota por H*°. Debido
a la convergencia uniforme, H* es un subespacio cerrado de L> (D) y por ello es un
espacio de Banach.

El siguiente resultado dice que las funciones en los espacios de Bergman y sus
derivadas tienen un crecimiento acotado sobre subconjuntos compactos de D.

Proposicién 1.5.1 Supéngase que 0 < p < 00, —1 < a < 400 y que K es un
subcongunto compacto de D. Entonces existe una constante positiva C = C(n, K, p, «)
tal que

sup{|f(n)(z)| cze€ K} <Cfllpa

para toda f € AP y toda n € NU{0}. En particular cada evaluacion puntual en D
T.(f) = f(2), es un funcional lineal acotado en AP con p > 1.

La proposicién anterior tiene una consecuencia muy importante: el espacio AP es
cerrado en LP(D,dA,).

Proposicion 1.5.2 Para cada 0 < p < 0o y —1 < a < 400 el espacio de Bergman
AP es cerrado en LP(D,dA,).

Demostracion. Sea { f,,} una sucesién en A2 y supéngase que f,, — f en LP(D, dA,).
En particular {f,} es una sucesién de Cauchy en LP(ID,dA,,). Sin pérdida de genera-

lidad considérese el disco compacto K = {z € D : |z| <r} con 0 < r < 1. Asi, por la
Proposicién 1.5.1 existe M > 0 tal que

|fn(2) - fm(z)| < M”fn - fm”}%aa
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para toda z € K. Por lo tanto la sucesién {f,} converge uniformemente en cada
subconjunto compacto de D. Por el Teorema de Montel f es analitica en D, luego
pertenece a AP.
]
Como consecuencia de la Proposicién 1.5.2 el espacio de Bergman A® es un espacio
de Banach cuando 1 < p < oo y es un espacio métrico completo cuando 0 < p < 1.

La Proposicién 1.5.2 implica que A2 es un espacio de Hilbert con el producto

interno dado por
9o = 2)9(z) dAy(2),

donde f,g € A2. Para cualquier niimero n no negativo, sea

'n+24+a) ,

o= nll(2 + «) o

zeD, (1.4)
donde T'(s) representa la funcién Gamma, la cual es una funcién analitica de s
en todo el plano complejo, excepto en sus polos simples localizados en los puntos
{0,—1,-2,...}. El conjunto {e,} es una base ortonormal para el espacio A2.

Ahora como el espacio A2 es un subespacio cerrado de L?(ID, dA,,), existe el opera-
dor de proyeccién ortogonal P, : L?(D, dA,) — A2 lineal y continuo tal que P, f = f,

si f € A2(D). En este caso se puede dar la forma explicita de dicha proyeccién, como
se ve en la siguiente proposicion.

Proposicién 1.5.3 Para —1 < a < +00, sea P, la proyeccién ortogonal de L*(D,dA,)
sobre A%. Entonces

P,f(2) :/D(f(w) dAy (w), zeD,

1 —zw)%te
para todo f € L*(D,dA,).
Demostracién. Sea {e,} la base ortonormal de A% dada por (1.4). Para cada f €

L?(D,dA,) se tiene que

Paf = Z<Pafa en)aen

En particular para cada z € D se tiene

= > (Puaf,en)aen(2),
n=0
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y esta serie converge uniformemente en subconjuntos compactos de D. Ademas

<Pafa en>a = <f7 Paen>a = <f7 en>a-

Por lo tanto

oo o

Paf(z) = Z<P f, 6n>aen(z) = Z<f’ €n>aen(z)
n=0

_ I'(n+2+ ) 'n+2+a) ,
Z/ n'F(2+a) dAa(w) nlI'(2+ «) :

|
oy n!l'(2 + «

B n+2+a) o
N /f n:O T2+ a) (=70) ] dAa(w)

- /D(l fizgﬂa dAq(w).

Se pueden intercambiar la integral y la suma ya que para cada z € D fijo la serie
(oo}
|
— nll'(2+a)

:Zn+2+o¢/f ()" dAu(w)

(2w)™ converge uniformemente con respecto a w € D.

Si f € A2 entonces

P.f(z) = f(2) = / (f(w) dAq(w) .

p (1 —zw)?+e
El operador P, se llama la proyeccion de Bergman en D y la funcién

1
KQ(Z,’LU):W, Z,wG]D)

se llama el nicleo reproductor de Bergman sobre I, el cual es holomorfo con respecto
a la variable z y anti-holomorfo con respecto a la variable w. Esta funcién juega un
papel muy relevante en la teoria de los espacios de Bergman.

Aunque la proyeccién de Bergman P, esté originalmente definida en L?(D,dA,),
la férmula integral
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extiende su dominio a L'(D,dA,). En particular, se puede aplicar P, a una funcién
en LP(D,dA,) con 1 < p < 0.

Como A2 es denso en AL, el siguiente resultado justifica plenamente la definicién
de nicleo reproductor.

Corolario 1.5.4 Si f es una funcion en AL, entonces

(%)

f(w)
= | ———— dA , e D.
10 = [ e et =
La integral converge uniformemente para z en cada subconjunto compacto de .
El corolario anterior se conoce como la férmula reproductora.

El conjunto AP = AJ es el espacio ordinario de Bergman, su correspondiente proyec-
cién de Bergman se denota por P y su ntcleo de Bergman es

1

K(z,w):m.

Las funciones nicleo de Bergman estdn relacionadas con las transformaciones de
Mobius del disco. Las propiedades de dichas transformaciones se estudiardan en el
siguiente capitulo. Para ver la relacién anteriormente mencionada, sea z € D y se
considera la transformacion ¢, del disco sobre si mismo que intercambia z y 0

z—w
z = 5 D.
e (w) 1—-2zw we
La igualdad
(1—12%) 2
PLl) = {1y = (1 K Gow)

Si f € AL, por la propiedad del valor medio se tiene

1 27
f(0) = ﬂ f(’"e )
entonces
1
/Of(O)(l—T2)a’l“d’l“ = % f(ret d@/ (1—rH*rdr
27

- i0 _ 22\«
= 271_/0 ; fre) (1 —r)* r do dr

1
_ 72(a+1)/mf(w) dAu(w).
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Como

se obtiene
£(0) = / F(w) dA(w). (15)

Ahora si se reemplaza f por f oy, en (1.5)

(roe)o = [ (for:)w) dasw)

y tomando el cambio de variable dado por w = ¢, () y aplicando las propiedades (2)
y (3) de la Proposicién 2.1.1

(1 —|2*)*
|1 — 2[4

A
(1- ‘Z|2)2+a_/]D = f/(\z)(2+a) dAq(N).

Cambiando A por w se tiene

1) = (o)) [ 1 (1=le.0R)” aAM)

f(Z) = (1 - |Z|2)2+a/D (1 _ Z’LU)Q—{O(LEUI)—ZW)Q—FQ dAa(w)

Fijando z € D, y reemplazando f por la funcién w + (1 — zw)?*® f(w), entonces se
tendra nuevamente la formula reproductora

f(z):/D(f(w) dAy(w), z €D,

1 — zw)?te

para f € AL. De esto es inmediato deducir la férmula integral para la proyeccién de
Bergman.

El siguiente teorema dice que existe un gran nimero de proyecciones acotadas de
LY(D, dA) sobre el espacio de Bergman A*.

Teorema 1.5.5 Supongase que —1 < a, f < oo y1 < p < oo. Entonces Pz es una
proyeccion acotada de LP(D,dA,,) sobre AP siy sdlo si a+1 < (8+ 1)p.

Demostracién. Para probar esta equivalencia sea du(z) = (1 —|z|?)*dA(z), asf pues
aplicando el Teorema 1.4.3 tenemos que el operador Ps : (LP(D),dA,) — AP(D) es
acotado siy sélosi a+1 < p(B+1).
[
Dos casos importantes de mencionar son:
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1. Si a = 3, entonces P, es una proyeccién acotada de LP(D,dA,) sobre AP siy
sélosi 1 < p < oo.

2. Si p = 1, entonces Ps es una proyeccién acotada de L'(D,dA,) sobre Al siy
sélo si a < .



Capitulo 2

El Espacio VMO(D)

En este capitulo se dan propiedades generales de las transformaciones de Mobius,
se define el espacio de Bloch y su relacién con la proyeccién de Bergman y ademds se
define la transformada de Berezin y al espacio VMO(D), de las funciones analiticas
que se desvanecen en la frontera. El material de este capitulo puede ser consultado
en el Libro Theory of Bergman Spaces, escrito por Haakan Hedenmalm, Boris Koren-
blum y Kehe Zhu. En dicho libro y las referencias [Duren], [Zhu2] y [KeZh] no se la
prueba completa de la igualdad entre los espacios pequeiio de Bloch By y VMO(D),
en cada una de ellas sélo se muestra que VMO(D) N H(D) C By. Asi pues la apor-
tacién m&s importante en este capitulo es dar una prueba directa y original de que
VMO(D) N HD) = By. Para ello en la Seccién 2.4 se presentan dos estimaciones
tipo Littlewood-Paley que son completamente originales y son pieza clave para dar
la demostracién directa de dicha igualdad. Asi mismo se explican todos los célculos-
relativos a la prueba, en particular los que involucran propiedades que satisface la
transformada de Berezin.

2.1. Transformaciones de Mobius

Se considera la familia de transformaciones de Méobius ¢, : C\{2} — C dadas por

Z—w

@z(w) = 1—2w’

con polo en w = 1/Z. Las transformaciones de Mobius ¢, tienen las siguientes pro-
piedades.

Proposicion 2.1.1 La funcion ¢, satisface
(1) . =p;*

11
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(2) El determinante del Jacobiano de ¢, en w es

(1—2[*)?
11— zwl*

|0 (w)]* =

72,2 *11)2
(3)17|gpz(w)|2:(1 12|2)(1 — |w|?)

= (1= |w])|gl(w)] -

|1 —Zwl|?
1|22
4) 1 - po(w)z] = — 20
@) =)l = T

(5) Si z € D entonces p, es una funcion biholomorfa del disco unitario sobre si
mismo.

(6) Sean g € R y z € D. Entonces para todo w € D

p(zl, a4 )T < (1~ | (w)*)? < plz, )1 — [w]*)7, (2.1)
! 1
g S el <= 9) (2.2)
donde

El conjunto {¢, : z € D} no es un subgrupo de las transformaciones de Mé&bius.
La siguiente férmula de cambio de variable es consecuencia de la propiedad (2).

Proposicién 2.1.2 i f € L}(D,dA), entonces

/fwz ) dA(w /f ) WP )

[1—zwl|*
Mas generalmente se tiene la siguiente férmula de cambio de variable.

Proposicién 2.1.3 Si f € LY(D,dA,) y a > —1, entonces

[ fo ) dAo( f — [Py dA(w)
@z (w |1 _ Zw|2(2+a) )

Sea 0 < r < 1. El disco seudohiperbdlico esta definido por

D(z,R):=p,Dr)={weD : |p,(w)] <R} .
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De hecho D(z, R) es un disco Euclideano con centro ¢ y radio r dados por

1-R? 1—|z?

_ S Rl 1 2.3
1-RrR2° T 1Rz (23)

C

y se denota por |D(z, R)| su érea.

Proposicién 2.1.4 Sean 0 < r <1 y0 < R < 1. Entonces existe p > 0 tal que si
p < lz] <1, se cumple

D(z,R) c D\ D, .
Para z, w € D la funcién de Green de D, con singularidad logaritmica en z, es

1 —Zw| 1

=In .
|2 — wl [Pz (w)]

g(w,z) =In (2.4)

Lema 2.1.5 Sean —2 < qg<o00,0<s< o0 y—1<q+s. Entonces

lm [ (1= |p.(w)[*)* dAg(w) =0,
lz|—1~ Jp

lim g9°(w,z)dAqg(w) =0 .
lz1=1~ Jp

Demostracién. Por la Proposicién 2.1.1 inciso (3) se tiene que

J S T aa
D

|1 —Zwl|?s

(1— |Z|2)S/H)(11”|)SJHIdA(w) )

11— zw|®

/ (1 = (w)P)* dAy ()
D

El resultado se sigue de tomar ¢ = s—(g+2) en el Lema 1.4.2. La otra prueba es similar.

2.2. El espacio de Bloch

Una funcién analitica f en D se dice de Bloch si satisface
£l = Sug(l = [=If' (2)] < +oc.
z€E

El conjunto formado por todas las funciones de Bloch es un espacio vectorial, el
cual se llamard espacio de Bloch y se denota por B; ademds también se tiene que || f||5
€s una seminorma.
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Proposicién 2.2.1 La seminorma || f|lz es Mobius invariante, es decir ||f o ¢|lg =
If|lg, donde f € B y ¢ es una transformacion de Mobius de D en D.

Demostracion. Es suficiente probar para transformaciones de Mdébius de la forma

w—z

A = @u(2z) = $%2% con |w| < 1. Entonces para f € B se tiene por la Proposicion 2.1.1

3)

1fovulls = f}elg(l — [2)(f o pu)'(2)| = ilelg(l — 2w (If (pw(2)]
= sup(1 — 0w (2)]) | (9w (2))] = sup(L — [A*)[f (V)]
z€D AeD
= |Iflls

]
El espacio pequenio de Bloch By, es el subespacio de funciones analiticas en D tales
que

lim (1—2[*)|f'(2)| = 0.

|z|—1

Por continuidad el espacio By es subespacio de B y de la prueba de la Proposicién
2.2.1 se tiene que By también es Mdbius invariante.

En la siguiente proposicién se dota al espacio de Bloch con cierta norma bajo la
cual resulta ser un espacio de Banach.

Proposicién 2.2.2 La funcion ||f|| = |f(0)| + ||fllz es una norma en B y el espacio
de Bloch B es un espacio de Banach con esta norma.

Demostracién. Sélo se prueba que B es completo. Se nota que si g € By z € D,
entonces

9(2) = 9(0)| = kﬁﬁwwwsvjﬁymna

1
2] 1 1+ |2
< — = dt = — 1
< ol | =g = slallslos 1
y por tanto

1 1+ |2

—-g90) < = 1 .

9(:) ~ 9(0)] < 1 latog 1

Sea {f,} una sucesién de Cauchy en B. Se desea probar que existe una funcién f € B
tal que, dado € > 0 existe N € N con || f,, — f|| < € para toda n > N. Puesto que {f,}
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es de Cauchy existe N € N tal que ||f, — fm|| <esin>m > N.Sea 0 < |z] <7 < 1,
entonces

5a2) = F@ < ()~ () = (fa(0) ~ Fn(O)] + 1 0) — fin0)
< o= Fullslog 5 4 1200) ~ Fn(O)
< W= Fullslog T+ £200) — fu @108 1
_ 142
1+ |r]
< 5(1+10g T |r|)

Por lo tanto la sucesién {f,,} converge uniformemente en cada subconjunto compacto
de D y asi converge uniformemente localmente a alguna funcién analitica f en D.
Luego por el teorema de Montel, f/(z) — f'(z) en D cuando n — oco. Ahora para
todon,m > N y z € D se tiene

€
Asi, al hacer que m tienda a infinito, se tiene para n > N,

1o = flls < Ifu = fll <&

Por lo tanto f,, — f € B y por la linealidad de B se tiene que f € B. Por lo tanto
fn — f en By se obtiene lo deseado.

Un resultado andlogo es cierto para el espacio pequeno By.
Lema 2.2.3 El espacio By es completo.

Demostracién. Sea {f,} C By una sucesién de Cauchy, entonces f, — f € B.
Debemos probar que f € By. Dado € > 0 existen N € Ny § > 0 tales que

Q=P G < A=1E=P)IF () = LG+ 0= =2P):)]
< Nf @) = fal2)lls + (1= [21)]fn(2)]
€ g
< 5 + 5,

sin>N,1-0<|z]<1. Asisil—§<|z| <1 setiene que (1—|z?)|f'(2)] <ey
esto dice que f € By.
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|

Sea C(DD) el espacio de funciones continuas en el disco unitario cerrado D y Co(ID)

al subespacio de C(D) de las funciones f tales que f(z) — 0 cuando |z| — 17. Es
inmediato que C'(D) y Cy(D) son subespacios cerrados de L (D).

El siguiente teorema expresa una relacion entre la proyecciéon de Bergman y los
espacios de Bloch.

Teorema 2.2.4 Sea —1 < a < 400 y P, la proyeccion de Bergman. Entonces
(1) P, es una proyeccion acotada de L (D) sobre B.
(2) P, es una proyeccion acotada de C(D) sobre By.
(3) P, es una proyeccidn acotada de Co(D) sobre By.

Las tres proyecciones anteriores son sobreyectivas.

2.3. La Transformada de Berezin

Aquf se define la transformada de Berezin de una funcién f € L'(D,dA) y la
funcién MO(f) asociada a ésta, si ademds f € L*(D,dA).

La Proposicién 2.1.2 motiva la siguiente definicién. Para cada funcién f € L'(D,dA),
se define

B/(2) :/“"Z'Q)2 Fw) dA@w), z€D
D |1 — Z@|4 ’ '

Al operador B se le llama la transformada de Berezin y el hecho que sea un operador

se prueba mas adelante. Esta transformada tiene la particularidad que para cada

funcién f € L'(D, dA) entonces Bf = f siy sélo si f es arménica, ver [HeKoZh].
De hecho hay una familia de operadores del tipo Berezin. Supdngase que h €

L'(D,dA,) es una funcién arménica acotada en D, entonces por la propiedad del

valor medio y la invarianza bajo rotacién de la medida dA,, se tiene

h(0) = (a + 1)/Dh(w)(1 — |w?)* dA(w) .

Reemplazando h por h o ¢, y tomando el cambio de variable

A= p.(w) o0 sea w=p,(\)
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se obtiene por la Proposicién 2.1.1 incisos (2) y (3)

— |z 2\a+2 _ 2\«
h(z):(aJrl)/D u |1|12A|(41+2“|A L) da), zeD. (2.5)

Asf para f € LY(D,dA,), se define la transformada de Berenzin B, como

1— [z (1 — Jwf*)

B.f(2) = (a + 1)/D ( i fw) dAQ) , zeD.

Por un cambio de variable se obtiene
= / fop.(w) dAs(w) , zeD, (2.6)
D

para cada f € L*(D,dA,). Se observa que By = B. La siguiente proposicién dice bajo
que condiciones el operador B, es acotado en LP(D, dA,).

Proposicion 2.3.1 Supongase que —1 < a < 400, 1 < p < oo y B € R. Entonces
B, es acotado en LP(D,dAg) si y solo si —(a+2)p < f+1< (a+ 1)p.

Demostracién. De la definicién del operador B, f

Bof(2) = (a+ D1~ o) [ szmf(w) dA(w),

y asi aplicando el Teorema 1.4.3 se tiene que B, f es acotado si y sélo si —(a+2)p <
B+1<(a+1)p.

Se recuerda que el niicleo reproductor normalizado k,(w) (ver [HeKoZh]) en A?(D)
es

k. (w) = (11_552 , conz, welb. (2.7)
Para f € L*(D,dA) se define
1/2
MO(f)(z) = |B(IfI*)(z) = [Bf(2)]?| - (2.8)

Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz B(|f|?)(z) > |Bf(2)|? y asf la expresién ante-
rior estd bien definida. Usando la notacién de (2.7) se reescribe (2.8) de la siguiente
manera.
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Proposicién 2.3.2 Para f € L*(D,dA)

/2

dA( ) dA(v )] . (2.9)

U

Mo = (- P75 [

1—uz 1—vz

Demostracién. Por la definicién de la transformada de Berezin

2(BUAPI) - 1B

= B(lf1) /f )k (u)|* dA(u) /f ()2 dA(v)

f/fulk u|2dAu/fv|k ()2 dA() + B(f1?)(2)
/|f )2k (1) dA(u //f )2k (0) 2 dA(u) dA(v)

//f (W) lk- (0) dA(w) /|f )2k (0)]? dA(v)

- / / [ 00) P () 2 (0) 2 dA(u) dA(v)

- [ [ 1@k @k 0 dAw) daw)

- [ [ Tk @Pk 0 dAw) daw)

+ / FOIk () 2k ()2 dA(u) dA(v)
- [ ] (s — F@F () + 1£0) ) ks (w21 (0) 2 dA(w) dA()
= [ [ 1) = F@PIE@P-(0)F dAGw) dAw)

Y asi se ha probado (2.9).

2.4. Estimaciones integrales tipo Littlewood-Paley

Los Teoremas 2.4.2 y 2.4.4 son similares a los Lemas 3.1 y 3.2 del capitulo VI en
[Ga]. Para probarlos se requiere el siguiente resultado.
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Lema 2.4.1 Sea 0 < r <1 fijo. Sz < x <1 entonces

16 z? r
K:v(lfr—g) fxlog; >0.

Demostracién. Sera suficiente con probar que la funcién F : [7,7] — R dada por

16 x? r
F 1—— | —log—
(@) = 9 ( r) Og:r

es no negativa. Es claro que F'(}) >0y F(r) = 0. Ademas

9r? — 322° 1 32
F/ = - FN = —-—— = — .
(x) 972, and (x) 3 g < 0

Asi F(z) alcanza su maximo en z = 4%;5 € (3,7) y se puede concluir que F(x) > 0

para todo x € [, 7).

El siguiente resultado es una desigualdad tipo Littlewood-Paley.

Teorema 2.4.2 Sean 0 <r <1 fijoy f € H(D). Entonces

2 o0 —— 16 ()12 7{2 5
L eresgaesg [ rara-ae . ew

Demostracién. Integrando en coordenadas polares, z = (e? en (2.10), se tiene que
mostrar

r 27 r 27 2
R ND r 16 R ND _ Q;
[ ([ ireenpan) ol ac<F ([T ireenran) ca-%) .

Puesto que |f/(2)|? es subarménica, entonces para 0 < ¢ < ¢’ < 1

27 27
WO = [ IFCeP o< [ o =n(c)
0 0
Asi, serd suficiente con probar que

" r 16 [ ¢?
[ oot ac< T [ hoca-5) . (211)
Un célculo directo da

T 16 T 2
/Og“logdeZQ/; g(l—%)dg. (2.12)
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Sea 7 <t < 5. Como la funcién h es creciente se tiene

/Oh(O“OgZdC - /0 h@“"gzd“/t Q) ¢ log T d¢

IN

t - r r
h(t)/o ¢ logz dQ—F/t h(¢) ¢ logz ¢ . (2.13)

Por (2.12) se obtiene
" T 16 [" ¢?
Clogzd¢<— [ ¢(1- )dC7
0 ¢ 9 Ji
por lo tanto

t r T C2
/Oglogzd<</t <C(1) Clogé_)d(.

Como h es creciente, entonces por (2.13) y Lema 2.4.1 se tiene

[ h0) ¢ g ac

/ O ¢ log 7 dc+ [ 1) ¢ log 7 de

<h<)/r <C(1<2) <10g<>d<+/;h(oc10g2d<
| ()( c1-5)- <10g<>d<+/;h(<)<1og2d<

" 16 ¢? " T
< [0 (g c0-5) ~croe T ) dc+ [ h(o) ¢ ton ag

¢

16 [ 2
S? /t h(C)C(l_ﬁ) d¢
16 (" ¢2
<5 [ roc-5a
y asi se tiene mostrado (2.11). [

Corolario 2.4.3 Si f € H(D) entonces

[1ror e aam < g [1F@F a-1R e . @)
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Demostracion. Por el teorema de convergencia mondtona se tiene

tim [ 1£@E 0-]2) aae) = [ IR A= 12P) dae)

r—1- ]D)(r)
Sea {r,} una sucesién creciente con lim r, = 1 y nuevamente por convergencia
n— o0
mondtona se obtiene
tin [ \PEP0g T dAG) =l [ (7GR g v, dAG)
o0 JD(ry,) |z n—oo Jp |2]
_ . 2
= [ i 1P s s dAG)

- / P22 log L dA(z) |
D |Z|

donde  denota la funcién caracteristica. Por el Teorema 2.4.2 se obtiene el resultado.

|
El siguiente resultado también es una desigualdad tipo Littlewood-Paley y se usa para
mostrar el Teorema 2.5.3.

Teorema 2.4.4 Para toda funcion holomorfa f € H(D)

L1 = FOF a4G) < [ 0= BRPIF R aAe)

Demostracién. Sin pérdida de generalidad se puede suponer que la integral del lado
derecho es finita. Usando el teorema de Green se tiene

1 27

i0 _ / r
i), O g d= [ G os 1 dAG).

Por el Teorema 2.4.2

/ R8s ad() < 3/ NI (1-[2[) e

Multiplicando por r la desigualdad previa e integrando con respecto a r se tiene

2m 2
— rdr/ (re'? |2d0<—/rdr/ |2<1H>dA(z).
D(r) "

(2.15)
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Por el teorema de Fubini se tiene

!/rdﬁém P(l—’))dA@)

:/lz| ( 2) dr dA()
j/|f ( > dr dA(2)
- [ 17 (; R, 2z|2log|z|2) aA(2)

/|f 2 (1~ 22 + |2 log |2]%) dA(2).

Asf (2.15) puede ser reescrita como

16
[ 1) = FOP dAG) < F [[1= 12 + 2P og Pl ) dA(e)
Como logt <t —1, para 0 < ¢t < 1 entonces
Lol o+ |2 log |=f? < (1~ |=f?)2

Finalmente se obtiene

[ =10 aae) < F [ 1F P 1) aac).

A partir del teorema anterior se tiene el siguiente resultado.

Corolario 2.4.5 Si f € B entonces f € A*(D), es decir,

Bc A*D) .

2.5. El espacio VMO

Para dar una caracterizacién del espacio de Bloch By en términos del espacio VMO
(vanishing mean oscillation) se utilizard la métrica hiperbélica dp, también llamada
métrica de Bergman la cual se define de la siguiente manera:

1+ [z (w)]

_— para cada z, w € D.
1= |z (w)]

1
dp(z,w) = 3 log
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ParazeDyr >0,
D(z,r) ={w e D:dp(z,w) < r}

es el disco de Bergman con centro en z y radio r. Es bien sabido que D(z,7) es un
disco Euclideano con centro en ¢ y radio Euclidiano # dados por
0= (A=)
¢ = , T = ,
1 — s2|z|2 1 — s2|z|2
donde s = tanhr € (0,1).

Se denota por |D(z,7)|4 al drea normalizada de D(z,r). Se observa que si r > 0,
entonces

|D(z,7)|a = (1—]2*)2. (2.16)

En efecto, como 1 — s?|z|> > 1 — s?, entonces tomando C = C(s = tanhr) =

L [1 s b
mix<{ —, ———— . se obtiene
s27 (1 —s2)2

S <

s2(1 —|z]?)? s2(1—[z]?)? 9\ 2
T S e SO

Para una funcién f, localmente integrable en I, se define la funcién promedio

~

fr(z) como

~ 1

fr(z) = De /D(z’r) fw) dA(w), para cada z € D.

Si f es también localmente cuadrado integrable con respecto a la medida de area, se
define la oscilacién media de f en z en la métrica de Bergman de la siguiente manera

1/2
MO,(f)(2) = (m(l IR Gl dA<w>> .

zr)la
Se denota por BMO,.(D) al espacio de las funciones en D con oscilacién media acotada
y
| fllr =sup{MO,(f)(2): z € D} < +o0.

El espacio BMO,.(D) es también independiente del radio de Bergman r y todas las
seminormas || f]|,- son mutuamente equivalentes.
De hecho se tiene el siguiente resultado.
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Teorema 2.5.1 Sea 0 < r < co. Supdngase que la funcion f es localmente cuadrado
integrable en D. Entonces f € BMO,. si y sélo si f € L*(D,dA) y la funcién MO(f)
es acotada en D.

Sea VMO, el espacio de funciones f localmente cuadrado integrables en D tales que
MO, (f)(z) =0 si |z| = 17.
Es claro que VMO, es un subespacio de BMO,.. En efecto, sea f € VMO, asi

1/2
, 1 _ i 2 _
Ag_(m%ﬂAL@Jﬂw ﬁ@ﬂdﬂw> 0.

Asi, dado € > 0 existe 0 < R < 1 tal que si R < |z| < 1 entonces

1/2
1 N 2
QM%MAL@MﬂM—ﬂ@NdMM> <e.

Si z € D(R), por (2.16) se tiene que
1 1 1
DENla - -2~ (- R2)?

y existe un conjunto compacto K C D tal que D(z,7) C K para cada z € D(R). Asi
existe C' > 0 tal que

. 1
72l Iw@wmlmﬂﬂwdﬂwl

< g )l dAw)

Por lo tanto por la desigualdad de Minkowski se tiene

1/2
(ID(zlr)IA/ [f(w) = A()IQdA(w)>
( —R)2 /|f (2)]? dA( ))1/2
) LJWQévwwdﬁw>m+1f;(Aﬁkaﬂmwoua

De la estimacién previa se sigue que f € BMO,..

Se escribird VM Oy = VM Oy (D) para el espacio VMO, para cualquier 0 < r <
+00. VMOy es un subespacio completo de BM Oy y por lo tanto es un subconjunto
cerrado. Ademds V M Oy contiene al espacio de funciones continuas en el disco unitario
cerrado D.
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Lema 2.5.2 Sea f € A*(D) entonces

/Ifosoz 2)|*dA(w) = B(|f1*)(2) — |Bf(2)|* -

Demostracién. Tomando el cambio de variable w = . (\) se obtiene

[1fov.w) - 1P daw) - /Ifowz )2 dA(w /fowz (w)

+ /fosoz /If )P dA(w

= B(f’)(2) — (Bf(2)f(2) = (Bf(2))f(2) + |f(2)I”
= B(fP")(=) - f(2)f(2) - () ()+|f(2)|2
= B(/)() - If (=)
= B(f")() - |Bf(2)]”
|

Ahora se prueba el resultado principal de este capitulo.
Teorema 2.5.3 Si f € H(D) entonces f € VMOy si y sélo si f € By, es decir
VMOsNH(D) =58 .

Demostracién. Sea f € By C A?(D). Por el Lema 2.5.2 y escribiendo fo¢,, en lugar
de f en Lema 2.4.4 se obtiene

BASPw) = 1BI@F = [ 170¢u(:) = Fw) dA()
/Ifww f o pu(0)[? dA(2)

< /| o pu) (2)[2(1 - |22)? dA(2)
- / 17 () Pl (2) 21— [22)? dA(2)
_ 16/,f 1_Tll),$u|_4|z|) 4
= O @) (@) dace)

D

Tomando el cambio de variable A = ¢,,(2) se obtiene

/D(l—\ww(z)|2)2!f’( ))[* dA(= /If pd |w| w;”') dA(N)
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Como f € By existe R > 0 tal que
(1= |A®2f/(V)|? <e, paratodo R< |\ <1.
Asi

PP = A2, (V)] dAXY) </ e g, (WP dAN) < €
Ap Ag

Por otra parte para w € B(R) se obtiene |1 — Aw| > (1 — R?)* y asi

M / 2 o 272
e [ OO0 R a4 — o

cuando |w| — 1~. Entonces
B(|f*)(w) = |Bf (w)]* — 0
cuando |w| = 17 y asf
feVMOy(D).

Se prueba el otro lado de la inclusién. Supéngase ahora que f € VMOs(D) C
BMOg C A?(D). Por la férmula reproductora se obtiene

1) - 10 = [ T daw)

Derivando ambos lados de la igualdad anterior

(1—zw)3

Si z = 0, entonces

1£(0 |2<4/|f (0)[2 dA(uw).

Reemplazando f por fop, en la desigualdad anterior, y con z € D, por el Lema 2.5.2
se tiene

A= 2P < /Ifwz F2))? dA(w)

= 4B(fP)(z) ~ |Bf(2)?).
Asi, si f € VMOy entonces

f € Bg.

En la literatura sélo aparece la prueba de la contension VMOs N H(D) C By .



Capitulo 3

Espacios de Bergman Pesados

sAq

En este capitulo se definen los espacios pesados de Bergman S.Ag y L(p,q,s). Se
estudian algunas de sus propiedades como es la Md6bius invarianza, el anidamiento
de inclusiones propias y se dan caracterizaciones alternativas. Ademaés se define una
norma, para 1 < p < oo inducida por su definicién, bajo la cual los espacios son com-
pletos. Para 0 < p < 1 se da una métrica que también los hara espacios completos.
Destaca la prueba de la igualdad entre los espacios s.AY y L(p, g, s) ya que la funcién
de peso g(w, z) tiene una singularidad logarftmica en w = z y la funcién 1 — |, (w)|?
es continua en D. Por supuesto, ambas funciones se anulan en la frontera de D.

Una motivacién para la definicién de los espacios L(p, g, s) se obtiene de la propia
definicién de los espacios de Bergman al observar lo siguiente. Si0 < s < ooy z € D
al afiadir el peso (1— |p,(w)|?)® en la definicién del espacio de Bergman, se tiene para

feA
/ F)[P(1— 2 (w) 2)° dAy(w) < / |Fw)P dAg(w) |
D D

es decir, el espacio de Bergman es un subespacio de toda una familia de espacios de
Banach LP(D,du), con du = du(s,z) = (1 — |s(w)|*)* d4,(w), que se obtienen al
variar los pardmetros 0 < s < co y z € D. La estimacion integral anterior permite
considerar una familia restringida a un pardmetro, a saber el conjunto de funciones
analiticas f : D — C que satisfacen

sup/D\f(w)lp(l—Iwz(w)IQ)squ(w) S/le(w)lpqu(w),

z€D

27
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para 0 < s < 1. Luego se tiene

Al C L(p,q,s) C ﬂ LP(D, du(s, 2))
zeD

Asi se puede considerar cada elemento L(p, g, s), de esta familia, una generalizacién
natural de los espacios de Bergman y en particular se probard que son una sucesién
anidada de espacios de Banach con respecto al parametro s.

3.1. Espacios ;A"

Se recuerda que para z, w € D, la funcién de Green del disco unitario D, esta
dada por
|1 — Zw| 1
=In .
|z — wl o2 (w)]
Sea H el espacio de funciones analiticas f : D — C. Para 0 < p < 00, —2 < ¢ < 00,
0<s<ooy fe€Hsedefine

g(w,z) =In (3.1)

hp,q,s()(2) := /D [f(w)[Pg*(w, z) dAg(w), (3-2)
donde dA4,(w) := (1 — |w|?)?dA(w). El espacio p-Bergman ¢, s-pesado estd dado por
2AG = € Hsup by g,0(f)(2) < 00}

y para 0 < s < 00, el espacio pequeno p-Bergman g, s-pesado es

soAD = {feH: |z|1—i)Hll*1 hp.q.s(f)(z) =0} .

Se observa que la medida dA,; no estd normalizada.

De la misma forma, para 0 < p < 00, =2 < g< 00,0 <s<ooy f € H sedefine

Ip.q.s(f)(2) = /D [ f(w)[P(1 = [z (w)[*)* dAg(w) (3.3)

L(p,q,s) :={f € H:suplpqs(f)(z) < oo}
zeD
y para 0 < s < oo el espacio pequeno correspondiente es

Lo(p.g,s) = {f € H: lim lyq.(f)(=) = 0} .
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Se escribe L, = L(p,0,0) y se observa que oAl = L(p,q,0) = A} son los espacios
clasicos de Bergman pesados de funciones analiticas, ver [HeKoZh]. Si f € ;AP 6
f € L(p,q,s) se escribe

D=

| f llg=I f llg.p.q,s= sup(Pp,q,s(f)(2))
z€D

=

I f o=l f ll,p.0,5= suP(lp,q,s(f)(2))
z€eD

Sea 0 < a < 00. Se dice que f € H pertenece al espacio a-growth (6 a-tipo espacio
de Bloch), denotado por A™%, si

I £ ll—a= sup(1 — |2[*)*[ f(2)] < o0
zeD

y pertenece al espacio pequefio a-growth , denotado por A=, si

I f ll-a= ‘ lim (1= |2[*)?|f(2)] =0

‘|
Es claro que A~*% € A~ y estos espacios son completos (ver [HeKoZh], seccién 4.3).

Para mostrar el siguiente teorema, se necesitara el siguiente resultado.

Lema 3.1.1 Sean 0 < ky <00, 0 < ky <00, y k1 — ka > —1, entonces

C k1, k) _/D<1og ;)k (1—12)%)7" dA(z) < oo.

Demostracién. Sea D1 :={z €D [z] < 1}. De esto es obvio que 1— (§) < 1—]z[?,

15
es decir, 6 <1 — |2|? para toda z € D%. Asi se tiene que

/D <log|zl|)k1 (1—|2]2)F2 dA(z) < Gg)kz/[) <log|zl|)k1 dA(z) (3.4)

1 1
4 4

ko p2m pl k1
16 / / log1 r dr df
15 0 0 T
16\ [
= 2| — / th e dt
15 0

ko
1
_ < 6) 7TF(]€2+1) < 00
15

IN

2%
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Por otro lado, se tiene que log ﬁ < 4(1 — |2|?) para toda 2z € D\Dy, por lo cual

1 k1 _ 2\—ks2 k1 _ 2Ky — ko
/]D)\D}L <log| |) (=) dA() < 4 ~/]DJ\D1<1 |21%) dA(z) (3.5)

2
/ / 2=k dr df

ey
= — . 3.6
T4k —Ty = (36)

]
Los espacios a-growth tienen la siguiente caracterizacién.

Teorema 3.1.2 Sea 0 <p< o0, 0<a<o0,0<r<lyl<s<oo. Entonces una
de las siguientes cantidades es finita si y solo si las otras también lo son:

(i) sup(1 — [2[*)**|f(2)|";

zeD
. 1 /
i) sup ———+ Ffw)P dA(w);
(i) D DG E D(m\ (w)[? dA(w)

(i) sup / P A

zeD

(i) sup / F)P(1— | (w)]?) dApas(w);
(¥) sup / |F(w)[Pg® (w, 2) dApa—a(w);

. 1\

i) s [ 17 (1og 17 ) el o).
2D JD |wl

Demostracién. La subarmonicidad de |f(z)[P para 0 < p < oo es la clave para la

prueba y esta es similar a la prueba del Teorema 1 de R. Zhao en [Zha]. [ ]

Un resultado andlogo es cierto con el espacio a-growth pequeflo, (ver Teorema 2
de R. Zhao en [Zhal]).
El siguiente teorema da una relacién estrecha entre los espaciossAZ y los espacios

ATE.

Teorema 3.1.3 Sean 0 < p < 00 y =2 < g < 00. 8 0 < s < 00, entonces A} C
. _at2 aio s

A5 Y s0Al C Ay 7. Sil<s<oo, entonces JAL = ATr y oAb = A, 7.
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Demostracién. Sean f € (Al y 0 < R < 1 fijos. Entonces por la definicién de
D(z, R), el cambio de variable w = ¢,(¢) y subarmonicidad se tiene

/D @) [Pg® (1, 2) dAg(w)
> / F(w)Pg* (w, 2) dAg(w)

D(z R)

>t g [P0~ e ORI P dAQ)
1 1 21 '

> gy 0 57 [ [t i
L q+2 p f 2\q

> a0 (= R [0 2o

= C(R)(1— |z])T2| f(2)P .

Las primeras dos afirmaciones se siguen de la estimacion previa.

Si f e A 7 |, de nuevo mediante el cambio de variable w = ¢,(() se tiene que

IN

DS 1 s
[1rrs . aa ) < 1 f s [ G ddw)

1 2
— I e /Dmln L A

1
- anm/( e 7 A

Entonces para 1 < s < 0o, la ultima integral es finita pues

1/ 1 s 1 - O 1 ) ’:,l‘ (1 )S 2 17
- = —r =~ (1-— dor — .
T1%1+1" n ; y (1= r2)2 r cuando r

q+2

Sea f € A, ” . Dado ¢ > 0, existe 0 < R < 1 tal que

3
(T Py

[f(w)” <

para toda w € Ap.
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Asi

/ () Pg* (w, ) dAy(w)

AR

I A\
o
\y\
=y
T
RN
S
QL S
}\ ~—
&

“ (=)
— |w 2\s—2
e (1 |2Py / A1l 4w)

|1 — zw|?s

IN

< E&.

La tdltima desigualdad se obtiene al aplicar el Teorema 1.4.2 tomado ¢ = s > 0.
Ademsds

[ 15@Pg w20 d4,00) < méx 1P [ g (w.2)dA,(w)
Dr Dr

weDgr
y se concluye la prueba aplicando el Lema 2.1.5 . [
_at2
Corolario 3.1.4 Sean 0 <p < o0 y —2 < ¢ < co. Entonces Ay C Ay " vy || ||%§
Clillg-

Demostracién. Por (2.3), |D(z,R)| — 0 cuando |z] — 1~ y se tiene el resultado
aplicando la continuidad absoluta de la integral en la prueba del Teorema 3.1.3. =

Algunas propiedades inmediatas de los espacios S.Afz’ y L(p,q,s) son las siguientes.
Sean 0 < p<ooy0<s<s <oo, luego

L(p,q;s) C L(p,q,8") v Lo(p.g,s) C Lo(p, g, 8') ;
9 1
y puesto que 1 — x* < 2In = para toda x € (0, 1] entonces
x
sAy CL(p,g,s) vy s0Ay C Lo(p, g, 8)
Teorema 3.1.5 Sean 0 < p < 00, -2 < g < o0 y0 < s < o0, con —1 < q+ s.
Si f, g € L(p,q,s) (6 Lo(p,q,s)), entonces \f + ng € L(p,q,s) (6 Lo(p,q,s)) para

A, n € C. Ademds, si 0 < p < r < oo, entonces L(r,q,s) C Lo(p, q,s).

Demostracién. Se define para cada conjunto medible E C D,

Vs ga(E) = /E (1~ = () 2)* dAg(uw) .
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Asi v, 4 5(D) < oo por el Lema 1.4.2 y por el Lema 2.1.5 se tiene que

lim v,,sD)=0.
|z|—1— e

Ademas v, 4, es absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue en D
y

J ) dvsgaw) = [ 17@)PG =l dAgfw)
Sean f, g € L(p,q, s). El resultado se tiene de la siguiente estimacion.
IAf (w) +ng(w)[” < 2P(JAPLf (w)[P + [n]?[g(w)]?)

y la desigualdad de Hoélder (ver [HeSt], Teorema 13.17)
([P s} = ([ 1500 ) 200

Teorema 3.1.6 Sean 1 < p < 00, —2 < ¢ < o0 y 0 < s < oo. Entonces || |4 ¥
| llo definen normas en s A} y L(p,q,s), respectivamente. Con estas normas s A} y
L(p, q,s) son espacios de Banach.

S
3l

Demostracién. Es inmediato que || - [|4 y || - |, son normas. Se probard sélo que s.A}
es completo. Sea {f,,} una sucesion de Cauchy en ,.A}. Por el Corolario 3.1.4, {f,} es
+2
también una sucesion de Cauchy en A~ "7 . Entonces {fn} converge uniformemente

q+2

» . Dado € > 0, existe N > 0 tal que si

en subconjuntos
n > m > N se tiene

p,s p €\*
|fn fm(w)[Pg*(w, 2) qu(w) <[ fo—fm ||g< (5)
Por el Lema de Fatou

/D 1F(@) = fn () Pg° (w, 2) dAg(w)

IN

n—oo

< 3

Tomando el supremo con respecto a z € D se ve que f — f,, € SAg, por lo tanto
f==fm)+ fm € AL Ademds || f — fim [|y< §sim > N.

11m1nf/|fn Jm(w)[Pg° (w, z) dAg(w)

El siguiente resultado dice que L(p,q,s) o SAg pueden ser triviales.



34 3.1. Espacios ; Ay

Proposicion 3.1.7 Sea 0 < p < oo, 2<qg< 0o yl<s<ooconqg+s < —1.
Entonces el espacio L(p,q,s) = S.Afl’ y consiste solo de la funcion constante 0.

Demostracion. Sea f € L(p,q, s) una funcién distinta de cero. Sea 0 < b < 1 fijo.
Puesto que |f(z)[P es una funcién subarménica,

1 1 27 )
baeDO) = [P =Py daw == [ [ ieenpa -y
0
1 27 . 1
> 7/ | f (bei®)|P d9/ (1—r3Irdr = 0o .

T Jo b

Asi se obtiene una contradicién. La otra prueba es similar. [
Se define

H® ={feH : fesacotada } .

Los espacios S,O.Af; son no vacios, ya que por el Lema 2.1.5

HOCCn{sA,oAZI 0<p<oo,—2<qg<oo,0<s<o0, —1<qg+s.}.
De esta forma se puede mejorar el Corolario 3.1.4

Teorema 3.1.8 Sean 0 < p < oo y —2 < q < 0o. Entonces
Arc () soAr oy AYC () olf
0<s< o0 0<s<o0

Demostracién. Se probard la primera inclusién. La segunda se hace de manera
similar. Sean f € A}, 1 < s < ooy e > 0. Por el Corolario 3.1.4, existe 0 < R < 1 tal
que

(1 —w|>)T2| f(w)|P < para toda w € Agr (3.7)

/A P )P dAg(w) < ¢ (3.8)

por la continuidad absoluta de la integral. Se considera la descomposicién
masDE) = [ I)lPe ) ddyw)+ [ 1)) ddyw)
R R

Por el Lema 2.1.5 la primera integral tiende a 0 cuando |z| — 1~. Para estimar el
segundo sumando integral se subdividird de la siguiente forma. Por Proposicién 2.1.4
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1
se puede elegir R’ fijo, tal que — < R’ < 1 tal que D(z, R') C AR, asf:
e

/"VWwa@m&w>
Agr

=/ UWWﬂw@MWMﬁ/ 1 () Py (w, 2) dAg(w) |
AR\D(z,R’)

D(z,R")

Ahora por (3.8) se tiene que

1 1
[ e w2 ) < F@)P ddy(w) < <l 5 <
Ar\D(z,R") R Ar\D(z,R) R

Por otra parte, de (3.7) y el cambio de variable w = ¢,(() se tiene
€
fPgPw @) < [ gt ) dayw)
/D(z,R’) ! D(z,ry (1 — [w[?)at2 !

! Si / 2
- E/DR,(l</>Z(C)I2)2ln e OF dAQ)

1 1
—  In®*—dA .
Eéwu—cm“ ] 24

Si 1< s < oo, entonces por el Lema 3.1.1 se tiene que

1 .1 1 L1
Awu—cmﬂnmﬁ“ogﬁu—mafncﬁ““<“'

Si s =1 se tiene que
1 1 12 B 1
— — __In—dA() = 7/ / —  _In=rdrd
/]D)R, (1=1¢P)?  [¢] mJo Jo (1—=7r2)2 r
2 R

1
m/{) 11’1;7’d7"<00.

IN

Por lo tanto
[ s daw) < o).
D(z,R")

para toda 1 < s < oo.
Por otro lado, sea 0 < s < 1 con s + s’ = 1. Por la desigualdad de Holder se tiene
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= [ 1 6w 2) 17 )P dayw)
< [ [ s gw.2)? qu<w>]s [ [ (s qu<w>]1_s

= [[ 15 stw.z) daw] [ [ 17 day >] -

y asi del hecho que A} C1 oA} se tiene que

tim_ [ 7@ ¢*(w.2) ddy(w) =0

|z|]—1—

para toda 0 < s < 1. Por lo tanto f € 0AY para todo 0 < s < oo y esto concluye la
prueba.

Los espacios S.A]Z y L(p, g, s) son Mobius invariantes en el siguiente sentido:

Proposicién 3.1.9 Sean z €D, 0 <p <oo, —2<¢< o0 y0<s<oo. Gi fe ;A
(6 f € L(p,q,s)) entonces fop, € AV (or fop, € L(p,q,s)), es decir, se necesita
probar para toda ¢ de Mobius y no sélo para .,

sup / | Fp= ()P g (w, b) dAg(w) < 0o .
beh JD

Demostracion. Sea z € D fijo. Se denota por w = ¢, (v), b = ¢, (c). Como la funcién

de Green es conformemente invariante, g(¢.(v), ¢.(c)) = g(v,c). Entonces por (2.1)
y (2.2)

[ 1)l g b) da )
= [ el @I WP = o))" (0: (0) 2-(c) dA)
< oleulal +2) [ 1FPO=[0oP)9*(0.0) dAG)
Gl +2) [ 1£)Pg*(0.0) dAy(v).
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Tomando el supremo se obtiene el resultado. [

Se observa que el resultado previo también es vélido para los espacios pequenos,
pues si b = ¢, (c) entonces |b| — 1 cuando |¢| — 1.
Se necesitara el siguiente resultado.

Lema 3.1.10 Sean 0 < p < oo, —2<g<o00,0<s< o0 yz€eD. Entonces

1

mlp,q,s(f)(Z) Llpg.s(fo92)(0) < p(z, gl + 2)lp.g.s ()(2) -

Demostracién. Supéngase que [, 4.5(f)(z) < co. Entonces por la férmula de cambio
de variable, tomando v = ¢, (w), se obtiene

[ o) = o) aaw)
= [P @ = o)) daw)
< plelal+2) [ 7P = o)1 = o)) dA(w)
A la inversa, si L q.(f 0 9.)(0) < o0, entonces con v = @, (w):
[ o) = o) aa)
= [P P = o)) daw)

1 p _w2q _ ,w23 w
> gy [P0 = ) = )P dAw)

Los siguientes resultados clarificardn la relacién entre Ly(p,q, s) v L(p,q, s).

Lema 3.1.11 Sean 0 < p < 00, 2 < g< o0 y0 < s <oo0. Sean 0 < R<1ly
fGAf;JrS. Dado € > 0, existe 0 < R’ < 1 tal que para cada z € Dy

/AR/ |f(w)| 1 |S02(w)| qu( )<5 .

Demostracién. Como f € A7, ., dado € > 0, existe 0 < R” < 1 tal que

(1 _ R)2s

/ |f(w)|P dAgss(w) <e 5
Apn
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1
Sea o =.2031... el cero real de In — = 2(1 — z). Entonces
x

ln%<2(1—t)7 a<t<l,
luego

ln%<1—r2, a<r?<l.
2(1 — Jwl?)

(1-R)?
a < |¢.(w)]? < 1, para toda z € Dg y w € Ag/. Entonces

Existe 1 > R’ > R” > 0, tal que < 1 — « para toda w € Ag. Asi

P 1nS 1 2¢ w)|P _ w2 s w
[ s i) < [ iy as) < e

Proposicién 3.1.12 Sean 0 < p < 00, -2 < g < 00 y 0 < s < o0. Supdngase que
f € H estal que hy, 4 (f)(2) < 00 para toda z € D. Entonces hy, 4 (f) es una funcidn
continua en D.

Demostracién. Sean Ry R’ como en el Lema 3.1.11. Sea {b,} C Dg una sucesién
tal que b, — z € Dg cuando n — co. Por (2.3), se observa que

R+ R
_ "_
U (pb(DR/) = ]D)R//, donde R" = m .
beDgr
Sea I, : Dr» — R definida por
s 1
In(w) = | f(¢b, (w))[P In ml%(w)lz(l — 66, ()|*)? Xy, 1) +

donde x denota la funcién caracteristica. Asi I,(w) — I, (w) si n — oo. Ademds
[In(w)| < MIn® ﬁ para toda w € Dp~ y alguna constante M > 0. Tomando el

cambio de variable w = ¢} (v) se tiene

P1ns 1 w
/]DJR/ |f(w)| In |§0bn(w)| qu( )

= / o) ‘f(‘ﬂbn(v)”p In® iwén (U)|2(1 . |<an(v)|2)q dA(U) .

[l
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Entonces, por el teorema de Lebesgue

lim I, (w) dA(w) :/ I, (w) dA(w) .

=0 D D g

Asi, por el lema anterior se concluye la prueba.
]

Proposicion 3.1.13 Sean 0 < p < o0, —2 < g < 0 y 0 < s < co. Supongase que
feM estal que l, 4 (f)(2) < 0o para toda z € D. Entonces 1, q.s(f) es una funcidn
continua en D.

Demostracién. Si f = 0 en D, es claro que I, 4 s(f) es continua. Por lo tanto supénga-
se f # 0, en particular [, , s(f)(0) # 0. Sea 2z € D fijo y sea § > 0 tal que Ds(z) C D.
La funcién [ : D x Ds(z) — R definida por

1—l¢?)e

es uniformemente continua en D x Ds(z). Asi, dado € > 0, existe p > 0 tal que si
|w" —w| < py|{’—(¢| < p entonces

€

1w, ) = 1w, Ol < =575y

Luego si |z — 2/| < p se tiene
|1p,q,s(f)(2) — lp,q,s(f)(zlﬂ
S/lf(w)lp (1= Jwf?)" [Ul(w, z) = Uw, 2')| dAg(w) <e.
D
]

Corolario 3.1.14 Sean 0 < p < o0, =2 < ¢ < 00 y 0 < s < oo. Entonces
Lo(p;q,8) C L(p,q,5) y 5,045 C sAY.

Demostracién. Es claro que f = 0 € Lo(p, g, s) N L(p, g, s). Supéngase que f # 0
y f € Lo(p,q,s). Entonces existe 0 < R < 1 tal que lp45(f)(2) < lp4.s(f)(0) para
toda R < |z| < 1. Por la Proposicién 3.1.13, I, 4.s(f) alcanza su maximo finito en Dg,
entonces f € L(p,q, s). La otra prueba es similar.
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Corolario 3.1.15 Sean 0 < p < 00, =2 < ¢ <00 y 0 < s < 00. Si f € Lo(p,q, Q,
entonces 1, q.5(f) se puede extender a una funcion uniformemente continua en D.
Si f € soAY, entonces hyqs(f) se puede extender a una funcion uniformemente

continua en D.

Considerando las estimaciones en la prueba del Teorema 3.1.6, se obtiene el siguiente
resultado.

Corolario 3.1.16 Sean 1 < p < oo, -2 < qg< oo y0<s<oocon—1<q+s.
Entonces s0AY y Lo(p,q,s) son subespacios lineales de Banach de sA} y L(p,q,s)
respectivamente.

Demostracion. Sera suficiente con mostrar que 370./42 es un subespacio cerrado de

sAY. Sea {fn} C s0A} una sucesién que converge a f. Por el Teorema 3.1.6, f € ,AJ.
€

Por lo tanto, para cualquier € > 0, existe N € N, tal que | f — f, |[4< 5 para toda

n > N. Por hipétesis existe 0 < R < 1 tal que si z € Ag entonces

P

[ )P w2 aayw) < 7

([ 1rPe w2 a, ) (fir <>|pgs<w,z>qu<w>);

(/|fN Py (w, 2) dAy(w ));
.

<

DN ™
l\D\m

La otra prueba es similar.

]
Observacion: Para 0 < p < 1 se obtienen resultados similares con sus respectivas
métricas.

3.2. AV=L(p,q,s)

En esta seccién se prueba la igualdad entre los espacios SAZ = L(p,q,s). Lo
destacado de la prueba de esta igualdad se basa en el lema siguiente, que aparece
en [PeReTo]. Una primera prueba que se obtuvo de la igualdad de estos espacios e
independiente de este lema esta en el apéndice.
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Lema 3.2.1 Sean ¢(r) y p(r) dos funciones integrables no negativas en [0,1). Si
existe 7' con 0 < 7' < 1 fijo y C una constante positiva tal que q(r) < Cp(r) para
todor € [1,1), entonces para todo T con 7" < 7 < 1 y toda funcién h(r) no decreciente
y no negativa en [0,1), existe una constante K > C independiente de 7’ y h, tal que

/0 h(r)q(r)dr < K/o h(r)p(r)dr .

El siguiente Teorema muestra que los espacios métricos o normados SAZ’ y L(p,q,s)
son equivalentes como conjuntos.

Teorema 3.2.2 Sean 0 < p < 00, -2 < ¢ < o0 y 0 < s < oco0. Entonces SAZ’ =
L(p,q,s).

Demostracion. El resultado se tendrd si se prueba que existen constantes positivas
Ki y K, tal que:

1
o= (w)]

<K /D [F@)P(1 = [wl*)?(1 = s (w)[*)* dA(w)  (3.9)

/ F)P( — [wf?)?1n® dA(w)
D

1
gK/prlwaqlns dA(w) .
Con el cambio de variable w = ¢, () basta mostrar
1—z2]%)? 1
P(1 — 2\q (7 1 s A
e = ey =S o A
a-ls”

~ / Fo- NP = (027 (1— [AP)* dA(N) .

[1—2Z)\*
Por la Proposicién 2.1.1, inciso (3) es equivalente a probar

— |z]2)at+2
[ 1o =gy H It L aa0)

)
< [isteonpa-ppee GEES aay. (3.10)
La funciéon H : D — R dada por
(1= ey

H(A) = [fle=(M)I T —ZAA+20
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es subarmoénica. Usando esta notacién y coordenadas polares en (3.10), se tiene que
probar

1 2 1 2m
1 . ,
/ (1—r%)9rin® = H(re) df dr ~ / (1 —r2)ats H(re®) db dr .
0 T Jo 0 0
Puesto que H(re') es una funcién subarménica no negativa, la funcion
2m )
h(r) = H(re') do

0

es una funcién no decreciente y no negativa, y las funciones ¢(r) = (1 — r?)? rIn® 1
y (1 —r?%)9"% r son funciones continuas en [0,1) (se define ¢(0) = lim,_,o+ ¢(r) = 0).
Sea 7' = 0.450754... el cero de la ecuacién 1 — 2? = —Inz. Si r € [7/,1) entonces
p(r) < q(r), y como 1 — 22 < —2Inx para toda z € [0,1) entonces p(r) < 2q(r)
cuando 7 € [7/,1). Luego se cumplen las hipdtesis del Lema 3.2.1 y por ello existen
las constantes K7 y Ko que satisfacen (3.9). |

Proposicién 3.2.3 Sean 0 <p < oo y 0 < s < co. Entonces, para —1 < q < 00,

HP C (1 30445.

—1<gq, 0<s

Demostracién. Sean f € HP y € > 0. Se define

27
M = sup / |f(rei?)|Pdf < oo .
0

0<r<1
Entonces existe 0 < r < 1 tal que

M (1 —r?)att

1 1 2m ) €
P - _ 2\ i0y|p < T =
/D\Drlf(w) dg(w) = [C=gyp [t pandp < FE— < f

Como (1 — |, (w)|?)* < 1, se descompone

bpas(N() < méx |[f(w)P / (1~ = (w)[2)* dAg(2) + / PP dAL ) |

- weD, D, D\D,
entonces por el Lema 2.1.5 se concluye la prueba tomando el limite cuando |z| — 1.
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3.3. Inclusiones Estrictas

En esta seccién se probaran las inclusiones estrictas entre los espacios de Bergman
pesados para 0 < s < 1. Para esto se necesitan los siguientes dos lemas.

El primero es debido a A. Zygmund, (ver [Zy]).
Lema 3.3.1 Sea 0 < p < co. Si {nk} es una sucesion creciente de enteros positivos

que satisface % > A > 1, para todo k € N, entonces existe una constante A > 0,
que depende sélo de DY, tal que

A(Eee) =)

para cualesquiera numeros ay, k € N.

d9>1 <A<Z |ak|2> ,

2 akeznke

Para n € N, se define
I,={keN:2"<k<2"},
El siguiente lema fue probado por Mateljevic y Pavlovic en [MaPa].
Lema 3.3.2 Sean o >0y p > 0. Sea f(x) => - ap2", con0<z<1ly a, >0

para cada n € N. Entonces existe una constante K > 0 que depende sélo de p y a tal
que

100 t’zr)L < 11 a—1 pd <KOO th
?227_ 0( — )" f(z)Pde < ;271,

donde t, =3 ) cp, Qk-

Teorema 3.3.3 Sean 0 < p <00, 2 < g< o0 yl<s<1lcon—-1<qg+s. Si
f € H tiene una expansion en serie de potencias dada por

=2 anw”
n=0
y ademds
/ (Z|an|r ) (1—r3ITdr < oo, (3.11)

entonces f € s 0A.
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Demostracion. Sea 0 < R < 1. Se considera la siguiente estimacion

lpgs(z) < sup [f(w)l (1- |<Pz(w)|2)s dAq(w)

weDRg Dr

1 1 0 P o ) 2m do
- n n 1_ qTrs 1_ S R —
e [ () 0=y [

n=1

Se concluye la prueba aplicando los Lemas 2.1.5 y 1.4.2 y tomando el limite cuando
lz| = 1. |

Corolario 3.3.4 Sean 0 < p < 00, 2 < qg<ooy0<s<1, con—-1<q+s.
Supongase que f € H tiene una erpansion en serie de potencias dada por

oo
= E apw™
n=0

Z 2n(Q+s+1 (Z |ak|> <

n=0 kel
entonces [ €5 0A}.

Demostracién. Es una consecuencia inmediata del Teorema 3.3.3, la condicién (3.11)
y el Lema 3.3.2. [ ]

Una sucesién {a, } tiene saltos de Hadamard de longitud A > 1, si existe una sucesién
creciente {n;} C N tal que

o — 0 si n # ng
" ap, sl n=ng,

con
Ng+1

n

>A>1, para k € N.

Dada f € H con expansién en serie de potencias

oo
= E apw”
n=0

se dice que f es Lacunaria si la sucesién de coeficientes {a,, } tiene saltos de Hadamard
de longitud A, para algiin A > 1. Se escribe simplemente

o0
= g apw™*
k=0
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Se observa que el nimero de coeficientes de Taylor a; es a lo més [logy 2] + 1 cuando
n; € Ij. El siguiente teorema caracteriza las series Lacunarias con saltos de Hadamard
en los espacios A} v AL

Teorema 3.3.5 Sean 0 < p < 00, 2 < g<ooy0<s<1con—-1<q-+s.
Supongase que f € H es Lacunaria con serie de potencias dada por

o0
= E apz™"
k=0

Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:
Z) fe S’()Ag 5

i) [ € AL;

i) f € Aq+s,

iv) la serie

M)

> gurtarr (2 fonl?) @1
n; €I
es convergente.

Demostracién. Sea A > 1 la longitud del salto de Hadamard de los coeficientes de
la serie. Por el Corolario 3.1.14, se sigue que i) implica ii). Ahora s A} C .Aqﬂ, asi
ii) implica iii). Se ve ahora que iii) implica iv). Por los Lemas 3.3.1 y ’3.3. 2, existen
A>0y K >0, tales que

/ F@) [P dAgys(w)
D

Zakz
/ /271'

2 2, 2n % 2\q+s

ﬂ/o (kZakr > r(l—r5)T3 dr
1 — )

Z KAp Z 2k: q+s+1 ( Z |aJ| )

n; €I

quJrS( )

oo
a s eznke

(1 — 34T - df dr

vV

y la serie (3.12) es convergente.
Se prueba que iv) implica i). Como

(X |aj|)p < 2% (flog, 2] + 1)

anIn

(Vi)
7N\
=

.
T
N~

por el Corolario 3.3.4 se tiene que f € 0.A7. ]
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Corolario 3.3.6 Sean 0 < p < 00, 2 < g< 0 yl0<s<1con-1<gqg+s.
Entonces las inclusiones

SAZ C ﬂ tA]q) y S,OAZ C ﬂ 15,0-/427

s<t<1 s<t<1
son estrictas.

Demostracion. Se define f : D — C por

flw) = 302

n=0
Entonces, f € H y para s <t <1,
0 1 -~ o0 2n(q+s+1) o0 1
Z on(1+q+t) (lan]")? = Z on(ltq+t) Z;J 9(t—s)n <0
Yy
oo 1 o p 2n(q+s+1
ZO 2n(1+q+s) (|an‘ )2 = Z() 2n 1+q+9 Z()l -

Por lo tanto por el Teorema 3.3.5

fe ﬂ t0A]  pero  f &, 0AL .
s<t<1
| |

Se recuerda que si 0 <t < s < 1 entonces 1A} es un subconjunto propio de 4 A?.
El siguiente resultado se usara para mostrar que t.AZ no es un subespacio cerrado de

sAL.
Lema 3.3.7 Sean 0 < s <1y f(w) =Y, axw”. Entonces
s —
/ (Z|ak||w| ) (= lea())" dAy(w) < C.0.9) Y satry

k=0

donde t,, = Zkeln lag].
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Demostracién. Se observa que para 0 < s < 1 se tiene

/D (S lanllwl®)” (1 = . () ) (1 = Jwf)? dA(w)

k=0
LT s k)? (1—[2?)°(A = r?)
= = 1—72)7.r. , do d
77/0 /0 (,§|akr> (A =r)ter [1 — zre—i|2s "

1(z)

25 1 oo & p 9 2 1

< h— 1 - q+s . * T, <~ A .1
= 7/ (Z\ak\r) (1—177) T /O TR e do dr (3.13)

k=0

1 oo

P
< Cl(s)/o (Z|ak|rk) (1—r?)7s dr
k=0

donde se obtiene la ultima desigualdad por el Teorema 1.4.2. Por el Lema 3.3.2 existe
una constante Cs(p, q, s) tal que

[ee]
p
tn

I(z) < Ci(s) - Ca(pg,9) Y n(atstD)

Teorema 3.3.8 Sean 0 < p < 00, —1 < g< ooyl <t < s < 1. FEntonces el
subespacio t.AZ no es un subespacio cerrado de S.Ag.

Demostracién. Se prueba para 1 < p < oo, el otro caso es andlogo. Ya se probé
la inclusién A} C s AP, Considerando la siguiente serie Lacunaria y su sucesién de
sumas parciales

[e'S) k
n(gtt+l) on n(g+t+l) on
F) =32y =Y 2

n=0 n=0

entonces { f,} C¢A} N Aj y converge a la funcién f en la norma ||- [, p,q,s- En efecto,
por Lema 3.3.7, para 0 < s < 1 existe una constante C(p, g, s) tal que

1(2) / 1F(w) = Fa(w)P(L — |os (w)?)° dAg(w)

n(g+t+1) n\P s

< /D(Z 27 »  |w? ) (1 — [ps(w)|*)*d Ay (w)
S 2m(q+t+1)

< Clpg,9) gmgtstl)
m=n

1
= Cp.g¢s) Z om(s—t)

m=n
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Como ¢ < s, entonces »_ . ~_ ngt) es una serie convergente y asi f, converge a f

en la mencionada norma. En particular {f,} es una sucesién de Cauchy con respecto
a la norma || - ||, p 4.s- Por el Teorema 3.3.5 f ¢ Al pues

> on(g+t+1)

on(gri+n 0
k=0

Para S C H, se define su conjunto de primitivas S, como
P(S)={heH : MeS}.

Se observa que si f € ApparaO<p<oo -2 < q < o0, O<s<oo,yhesuna
primitiva de f, entonces h € F(p,q,s). Por definicién h € F(p,q,s) si

sup/|h )Pg%(2,a) dAq(2) <
z€D

es decir, P(sA") = F(p,q, s). Entonces por el Teorema 4.2.1 de J. Réttyé se tiene una
caracterizacién del espacio SAfI’ en términos de las derivadas superiores con 1 < p < co.

Teorema 3.3.9 [Ra/(Theorem 4.2.1) Sean f € H y h una primitiva de f. Sean
l<p<oo, 2<qg<o0,0<s<o0oyn€N con—1<q+s. Entonces las siguientes
condiciones son equivalentes:

a) h € F(p,q,s);
b) fe AL
c) Sup/ SN @I = [22)™ 7P (1= [pa(2)P)° dAg(2) < o0 ;

acD JD

d) Sup/ 10D (@a(2)) Pl (2)"P7PHIF2(L — [22)"P 74 dAy (2) < 00 5

o) sup [0V (1= )T (2. a)dAy () < o
Por el Teorema 4.2.2 de J. Rattya y lo realizado hasta ahora se tienen las siguientes
relaciones entre los espacios s A? vy F(p,q, s).

Teorema 3.3.10 [Ra/(Theorem 4.2.2) Sea h € H. Sean 1 < p < o0, —2< g< o0y
0<s<oocon—1<qg+s—p. Entonces las siguientes condiciones son equivalemtes:
a) h e F(p7 q’ s);

b) sup / R(2)[P(L — |2[2)PF9(L — |pa(2)[2)* dAy(2) < o0 ;

¢) sup/ [R(2)[P(1 = |2[*)7* 9" (2, 0) dAg(2) < o0 .

acD JD
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Corolario 3.3.11 Para h € H,sean 1 < p < o0, =2 < g < o0 y 0 < s < 00 con
—1<q+s—py—2<gq—p. Entonces F(p,q,s) = Ag_p. En particular,

P(F(p,q.s) =P(AL_) = F(p,q —p,s) .
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Capitulo 4

El operador de Bergman Py
en los espacios L(p,q, s) ZSA];

Es bien conocido que si —1 < ¢, < coy 1 < p < oo entonces la proyeccién
de Bergman Pjs es un operador acotado de LP(D, dA,) sobre el espacio de Bergman
Ab siy sélo si g+ 1 < (B + 1)p, ver Teorema 1.5.5. En este capitulo se estudia el
operador de Bergman Pz del espacio LP(ID, dA,) en los espacios de Bergman pesados
SAg = L(p,q,s) y ademds se prueba que es un operador acotado para ciertos valores
de 8, p, ¢ y s, que en particular satisfacen ¢ +1 > (8 + 1)p, asf el Teorema 1.5.5 se
puede extender en el sentido de la suficiencia, gracias a la adicién del peso 1—|p, (w)|>.

4.1. Una Estimacién Integral

Para estudiar el operador de Bergman Pjs sobre los espacios S.Af;, es necesaria una
estimacion integral que es citada sin prueba en [OrFa]. Se prueban varios resultados
para dar una demostracién siguiendo las ideas en [OrFal]. Como se verd, la prueba
dista de ser directa.

Para z, ( € C sea

d(¢,z) = [Z(z = O + 1¢(¢ = )| (4.1)

una pseudo-distancia no isotrépica; restringida a esferas con centro en el origen si es
una distancia. La siguiente proposicion muestra por qué no es una distancia.

Proposicion 4.1.1 Eziste una constante C' > 0 tal que
d(¢,z) < C(d(¢,w) + d(w, 2)) (4.2)

o1
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para todo ¢, z, w € D, esto es d((, z) = d({,w) + d(w, 2).

Demostracion. Se procede por reduccion al absurdo. Supéngase que para cadan € N
existen z,,wy,(, € D tales que

d(zn,Gn) > 1 (d(2n; wn) + d(wn, Gr)) -

Se puede asumir por Bolzano-Weierstrass que z, — 2z, w, > wy (, = (,con z, wy
¢ € D. Como

d(2n, Cn) > nmax{d(zn, wy), d(wy, ()}

entonces z = ¢ = w. Ahora, sin pérdida de generalidad, supéngase que |z| = R.
Entonces existe N > 3 tal que paran > N

BR |Gu = 20l 2 d(znGa) = (12l + lwal) 20 = wal + (wal + [GaDlwn = Gal)
> nR(‘Zn_wn|+|wn_Cn|)
Asi

y se obtiene una contradiccién. [ ]

Lema 4.1.2 Sean , z€ D y C > 0 como en la Proposicion 4.1.1. Si
d
0= {UE]D):d(n,z) < (<72)}

2C

entonces _
1 =7z 1= (2| 21 =7C], paran€Q

Demostracion. Primero se observa que para (,z € D
[1—Cel =1 —[¢]* +d(¢2) = 1= |27 +d(¢,2) - (4.3)
En efecto, se tiene que
1—Cz] = [1=CC+CC—Ce[ < 1= CCf+1¢(z = Q)

= [L=[CP[+ ¢l =2l <1 =[¢” + (1€ + [2DI¢ = 2]

= 1-|¢P+d(c,2) .
Por otra parte, 1 — |z|> < 2(1 — |z]) < 2|1 — (z|. Adem4s

|z =l |2 = 2C2 + 22 — (| = [2(1 = 2¢) + ¢(|2]* = 1)]

2111 = Z¢| + [¢I(1 = |2[%)
3|1 — z¢|

IAIA
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y asi se ha probado (4.3).
Ahora, se mostrara que

1 -7z |1 —Cz| 2|1 —7¢|, paracadanc Q.
Como 7 € Q, por (4.3) se tiene
1—7z| = 1|22 +d(n,2) 21— |2|> +d(2,0) = |1 - (2| .
En el otro lado se observa que

d(2.0) < ClaGen) + . 0) < € (o) 4 dtn.))

y de aqui

d(z,¢) <2Cd(n,() .
Asi

1—Czl 1 —[¢P?+d(2,¢) =1 —[¢ +d(n,¢) ~ |1 7] .

y se tiene la prueba. [
Para el caso de ciertos exponentes el siguiente resultado permite una estimacion
similar al Teorema 1.4.2.

Lema 4.1.3 Supdngase que —1 <ty <00, 0 <t1 <24ty <ooy—1<ty <ty <
to + t1 < co. Entonces

(1—[n?)* 1
/ 7|2+t 0t A(n)j,—7_
p |1 —=7z[*Fto[1 —7¢fh 1= Cz[fottr—te
Demostracion. Aplicando el Lema 4.1.2, se tiene
1= Cal 1= ol <1 7],
ya que |1—(z| < [1-7¢| paratodon € Qy 1—|n|? < 2]1-7¢|. Ahora |1—(z| < [1-72]
para todon € D\ Qy 1 — |n|*> < 2|1 —7¢|, entonces
- N2+t t _ _
(1= Cel+ 1 =72) " (1= [nf*) ™" 21— 7ol —7¢]"™
Se usa la particion D = QU (D \ Q) para estimar la integral I(z, (), asi
(1= [n?)
1 = dA
@0 = [ g 40
(1 Py
 [1 =7z (|1 = C2[ +1 = [n]*)"

17 2\to—tq
+/ (L= |nl*) s dAG) .
o\e (|1 = Cz| +]1 - 72])

dA(n)
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Por un cambio de variable en coordenadas polares se obtiene

1 27 Lo
I(2,¢) =< /0/0 | (1—r)% r o dr

1 —rze=®2+t0(|]1 — Cz| + 1 —r2)tr

1 p2n 2\ta—t
1_ 2 1
+// G L — T
o Jo (J1=Cz|+|1—rze )

Por el Teorema 1.4.2

/2’* dg ~ 1
o |1 —rze—i0]2+to -~ (1 — r2[z[2)1+t0

y de la estimacién

= rz —if = —if = i0
1+1—-¢Cz)) |1 = —— e =|1+1—-Cz|—1rze <|1-=Czl+|1—1rze
= Te) [ = e = 1 =Tl = e < =Tl
se tiene
0 (\1_Zz|+|1_meﬁ9|)2+t0 T (141 = Czl)2tto Jo ’ o 2+
1411 —¢z|
< 1 1
T (11— gzl (1_W)1+to
(1+]1—-¢2)?
. 1
- - 1
((+ =Tl = r222)
1
<

(1 +]1— (2| — 7"2|z|2)1+tU '

Por lo tanto

1 2\t
(1—=r%)t2r
Iz = /O (1 — |z[2r2)Hto (|1 — C2| + 1 —72)tr o

1 2\ty—t
1—ro)2=t p
/ E ) T dr
0 (|1 =Czl+1—[2[?r?)
Ademas

=22 +1—r <1—[2]r% +1—|2]*r? < 2(1 — |2]*r?)
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1—Cz|+1—r? <1 =2l +1— |22,

Luego se consigue la estimacién

1 2\t
I(z,{) = / (1= " dr
o (L= [P + 1= r2)Fo0([1 = Cal + 1= )t

1 2\to—t
1_ 2 1
+/ (7 ) 7‘1+t0 dr
o (|1=Czl+1—r2)

Con el cambio de variable u = 1 —7? la estimacién anterior de I(z, () se escribe de la
siguiente forma

u

1 to 1 ut27t1
I(z,() = / — du+/ — du .
o G-FErwo(i—Clran o (Ioco 1™

Se estima ahora la integral
ut?

— du
L— |22 +u)t (|1 — Gz +u)"

Hy = Hi(z,() == /01 (

Se observa que

[1—Cz|

1
u? du u'? du
Hy = _ n _
(1= [z +u)ttto (|1 — Cz[ + u)hr [ (= [2[2 +u)t o (|1 — C2f +u)s
[1—Cz|

Como u <u+1— |22 y |1 — ZE\ < |1 = (z| + u para la primera integral y para la
segunda u < |1 — (2| +uy |1 — (2| +u < 2(u+ 1 — |2/|?). Entonces se tiene

[1—Cz] 1
1 _
Hy = W / w217t doy - /(u+|1—(z|)t2_t°_t1_ldu
—(z
[1—Cz|

1
T 1 = Caftotta—ta

Se estima ahora la integral

[1—Cz|

Hy = Hy(z,¢) = / :
0

[

to—t1 to—1t1

u

11— (2| +u

u

a 1—Czl+u
[1—Cz| (| ¢l

du .

)1+t0 du + )1+t0
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Como |1 —(z| < |1 —(z|+u para la primera integral y u < |1 —(z|+u para la segunda
integral, entonces

|1—Cz| 1
1 _
H, 7‘1 T /utz_tldu—&— /(u—|—|1—§z|)t2_t°_t1_1du
—(z
0 |1—Cz|
1

< -
- ‘1 _ <Z|t0+t1—t2
Por lo tanto

C
< <
I(z,() < Hi+ Ha < |1 — Caftotti—ta

4.2. El operador de Bergman Ps en L(p,q,s) =,A

Se recuerda el siguiente resultado bien conocido, ver Teorema 1.5.5.

Teorema 4.2.1 Supéngase que —1 < q, f < oo y 1 < p < oco. Entonces Pg es una
proyeccion acotada de LP(D,dA,) sobre Al siy sdlo siq+1<(8+1)p.

Este resultado puede ser extendido cuando se consideran los espacios pesados S.Ag =
L(p, q, s), mas precisamente, en esta seccién se estudia el operador de Bergman Pg en
los espacios L(p, q, s) cuando ¢ + 1 > (8 + 1)p para ciertos valores de los pardmetros
P g sy B

El caso p = 1 es tratado por separado.

Teorema 4.2.2 Supdngase que —1 < ¢<o0,0<s<1l,p=1ly(f+l)p=p+1=
q+ 1. Entonces Ps = P, es un operador acotado de L*(D,dA,) en L(1,q,s)

Demostracion. Como p = 1 se tiene que 3 = q, asi

Paf(2) = Ruf () = [ (““’) 44y (w) .

1 — zw)?*a
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Por el Teorema de Fubini se tiene que :
[P0 = o) dAy(2)
- [ % daw)a - eaepy aae)

l17q,S(qu) (a)

—zw 2+q
(1—w 1—12]2)%(1 — |a|?)®
< [ [ ) dagy S )

2w|% 141 — zal?s

. 1—|Z| s+q
L=tk a=lapy ) | = 4A(2) dAw)

Escribiendo tg = q, t1 = 2s y to = s+ ¢ se obtiene —1 < t3, 0 < t; < 2+ t3y
—1 <ty < ts <tg+t1. Entonces por el Lema 4.1.3 se tiene

haePD@ = [P (=[P )]s dAw)

< [tk =g g
< [ 1w ddgw
= 1
y la prueba se sigue de esta estimacién. [

Se sigue la misma idea de la prueba previa para obtener el siguiente resultado.

Teorema 4.2.3 Supdngase que —1 < ¢<o00,0<s<1l,p=1ly(B+1l)p=p+1<
q+ 1. Entonces Py es un operador acotado de L'(D,dA,) en L(1,q,s) siq <+ s.

Ahora se analiza en caso paral <p < ooy (B+ 1)p < g+ 1.

Del Lema 1.4.2 es inmediato el siguiente resultado.

Lema 4.2.4 Sea 1 <p < oo, -1 <qg< oo yp€R. Entonces

1 siv <0
/ (1 — Jw[?*) dA(w) ~ hy(2) = 1n1_71|z|2 stv=20
11— Zw|(2+ﬁ)p 1 v
1 .
m siv>0.
donde
7}:v(p’q’ﬁ):(2+5)p*(2+q)(p*1). (4.4)

p—1
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Sean —1 < < o0, 1 <p<ooy0<s<1. Entonces

1@ = [ [ 0= leuPy aae)

|1 — az|?s
Se estima la proyeccién de Bergman usando la desigualdad de Holder. Asf
f(w) / » Yp / 1 1/p*
/D)W dAq(w) ( b | f(w)] qu(w)) ( b W qu(w))
(1 — |w|?)4dA(w) \1/P"
H f ”p,q </]D) ‘1 . ZE‘(2+ﬁ)p* )

1
donde — + — = 1. Con la notacién del Lema 4.2.4 se tiene que
p p

dA,(2) .

IA

(1 —[z[*)*A = |a]*)®
|1 —az|?s

Ia) = |If IIZ,q/Dhi’/”*(Z) dAq(2) . (4.5)

Se estima la tltima integral aplicando de nuevo el Lema 1.4.2 y el Lema 4.2.4, en
particular cada caso se origina a partir del signo de (4.4).

q+2

Teorema 4.2.5 Sean71<q<oo,?<p<oo,0<s<1y71<ﬁ<
q
—1)—2
M,Entonces
p

Pg: LP(D,dA,) — L(p,q,s)
2+8p—2+qp—-1)
p—1
Demostracién. Si v < 0, por los Lemas 4.2.4 y 1.4.2 se tiene

I(a) || f |

y la prueba se sigue de esta afirmacion. [
Se estudia ahora la integral 4.5 cuando v > 0, esto es

1 (1= Jz]?)5*e L[ (1= |z2)pa= B2
/D (1 — |2|2)@+Bp—(2+a)(p—1) ’ 11— a2 dA(z) = /D T dA(z) .
(4.6)

Estimamos esta integral aplicando el Lema 1.4.2. Entonces es necesario tener p(q —
B)+s—2>—1y esto es equivalente a

es un operador acotado si v = <0.

p
p,q

8 < pgts—1 (4.7)

y asi
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Lema 4.2.6 Sean1 <p < oo, —1<g<oo, BER yp(¢g—B)+s—2> —1. Entonces

1 sty <0
1
(1 —|z|?)pla=Frte—2 In—— sivy=0
e = [ e~ e = T
1 .
7(1—|z|2)7 sty >0

donde v = v(p,q,s) =p(6 —q) + 5.

Asi se necesitan estudiar los tres casos asociados a 7. Se considera primero el caso
cuando v > 0y es formulado en el siguiente teorema, pero antes se necesita el siguiente
resultado.

1
Lema 4.2.7 Sean 1 < p < o0, 71<q<ooy§<s<1, Sean

o qp—1)—2 pg—s . Jag+1-p pgt+s—1
a=maxq — 1, , y b=min , .
p p p p

Entonces el intervalo (a,b) es no vacio si y sdlo si

l1—p—s 1l—p+s
e AL L

P p—1
Ademas
s —
1 si g< P
p
a =
Pq—s si ¢>2"P
p p
Y +1 2
ar--p St q>7zj 5
P p—1
b:
pg+s—1 . 2—-p—s
—_ si q< —— .
D p—1
1 1—p— 1—
Teorema 4.2.8 Seanl<p<oo,§<s<l, P S<q< p—;s,a<ﬁ<b,
p—

con a yb como en el lema previo y v >0 (ver Lema 4.2.4). Entonces
Ps: LP(D,dA,) — L(p,q, s)
es un operador acotado. Ademds

I(a) =X (1= [a?)P =2 | fIIp,
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1_
Demostracién. Por hipdtesis —1 < § < u Como v > 0, entonces g >
p
-1)—-2
ap=1)=2 y por (4.6), se tiene
p
( (1 — |z|?)pla—B)ts=2
Ia) = CO—loP) | f I, [ =i a4l
D — 7
o pgt+s—1 . pg— 8
Por hipétesis f < —— y v = p(8—q)+s > 0, y esto es equivalente a —— < 3.
p
Entonces por el Lema 4.2.6 se tiene
Ia) = (1=l [ £ I3 .
— p,q (1 _ |a|2)p([3—q)+s
S o
y por hipotesis 8 < q y asi se concluye la prueba.
]

Se describe explicitamente al intervalo (a,b) del teorema previo.

Proposicion 4.2.9 Con las hipdtesis del Lema 4.2.7 se tiene que

1-— 92 _p—
Z'~(a,b)=<—1,q—’—pp)ész'yso’logz'28 <p<ooy#<q<

s—1 p—1
p
-1
. (a,b) = (—1, pq—i—:s) sty solo si
p
. l-p—s s—p
1.1 1<p< Y <qg< 0
2s—1 P p
. l1—-p—s 2—-p—s
.2 < S I R —
" 25—1_p 4 p 4 p—1
_ 1—
1. (a,b)—(pq S,qu p>,con
p p
s 2—p—s 1—p+s
J1<p<
w T S |
_ 1—
1.2 <py u<q<ﬁ

25 —1 P p—1
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_ 1 _
w. (a,b) = b4 s’pq+s sty solo sil < p < i ys p<q<
P p 25 —1
2—-p—s
p—1
Demostracion. Para mostrar el caso i nétese que
+1-
_1<5<u
si y sélo si
5 — 2—-p—s 1—-p-—s 1-p+s
g< Py >y P g SR
p p—1 P p—1

esto es, ¢ debe satisfacer

, ]2-p—s 1—-p—s , )Js—p 1-—p+s
max , < g <min R R
p—1 P P p—1

6 equivalentemente

2—p— — 2
p—s < s—p o p o> s
p—1 P 25 —1

2—p—s 1—-p+s 1
< < - < s
p—1 p—1 2
1—p—s s—0p 1
< = - < s
p p 2
1—-p—s < 1—-p+s - S s—1
P p—1 b 25 —1°

1
Puesto que 3 < s < 1 entonces

, {2—p—s 1—p—s} 2—-p—s
max 5 = )

p—1 P p—1

. )J1—-p+s s—p s—p
min , = .
p—1 p p
Esto prueba la afirmacién. Los demas casos son analogos.
]

Se considera ahora el caso cuando v < 0, el cual es dividido en dos casos: 1 < p < 2
y 2 < p < co. En el siguiente teorema el resultado es formulado para 1 < p < 2y se
necesita el siguiente resultado.
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Lema 4.2.10 Sean 1 <p <2, —-1<g< oo y0<s<1. Sean

o qglp—1)—2 . Ja+1l-p pg+s—1 pg—s
a=méxq —1, ———— y b=min , , .
p p p p

Entonces el intervalo (a,b) es no vacio si y sdlo si

1 1—p-—
1. Para0 <s < 3 se tiene i < q < oo. Ademas
9 _
-1 St q<7p
p—1
a =
-1 -2 2 —
qlp—1) G g>27P
P p—1
Y
g+1—-p ‘ 2—p-—s
_ st q> —
P p—1
b:
pg+s—1 ) 2—p—s
_ sio g < ——— .
p p—1
1 . s—p .
2. Pam§<s<1se tiene < q < o0o. Ademds
9 _
—1 54 q<7p
p—1
a =
—1)—2 2 —
qlp—1) i g> 277
p p—1
Y
qg+1—p . 1-p+s
- st q> ————
p p—1
b:
_ 1—
pg—s si qgﬁ.
P p—1
1—p— _
Teorema 4.2.11 Sean1<p§2,0<s<1,méx{ P 5,8 p}<q<ooy
p p

a< B <b, conayb como en el Lema previo. Entonces
Ps: LP(D,dA,) — L(p,q, s)
es un operador acotado. Ademds

I(a) = (1—la|®)® || f 15.q
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Demostracién. Obsérvese que

1—p—
S si 0<s< <
) {1ps sp} p 2
max , =
p p — 1
S si —<s<1
p 2

y el resultado se obtiene imitando la prueba del Teorema 4.2.8.

Se decribe explicitamente al intervalo (a,b) del teorema previo.
Proposicion 4.2.12

1 1—-p-—
L Para1<p§2,0<s§§,#<q<ooya, b como en 1 del Lema
4.2.10, se tiene que

1 2 p— 2
i. (a,b) = <1,Q+pp> sty sélo si%s<q< P

-1 p—1"
-1 1—p— 2—p—
ii. (a,b) = (_1,pq+8) siysdlosi LTS g 2TP=S
D D p—1
~1)-2 1— 2
iii. (a,b) = <q(p ) ,Q+ p) si y solo si <g< oo
P P p—
—1)-2 -1
. (a,b)—(q(p ) ’pq—}—s )—Q).
P P

1
II. Paral <p<2, - <5<17p<q<ooya b como en 2 del Lema 4.2.10,
p

se tiene que

1—p 1-— 2 —
1, ¢+t siysdlosiﬁ<q<7p.
p—1 p—1
_ _ 1-—
:< qu >szyso’losi$ p<q< p—i—s’
p p p—1
—-1)-2 1—p 2 —
(qp ) q—|— >5iyso’losi p<q<oo.
P p p—1
1) =2 _
. (a,b) = < atp = 1) . S) =0.
p p

Ahora el resultado es formulado para v < 0y 2 < p < 0o y se necesitard el siguiente
resultado.
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Lema 4.2.13 Sean 2 <p < oo, -1 <g< oo y0<s<1. Sean

B { Q(p—l)—2} B ,{q+1—p pg+s—1 pq—S}
a=méxq —1, ————— y b= min , , .

p p p p

Entonces el intervalo (a,b) es no vacio si y sélo si

1 1—p— 3 -
1. Para 0 < s < = se tiene que# <q<7p. Ademds
2 p p—2

9 _
-1 St q<7p
p—1
a =
glp—1) -2 2—-p
sioq> ——
p p—1
Y
q+1—p ) 2—p—s
_ st q> ——
P p—1
b:
pg+s—1 ) 2—p—s
- st g < —— .
D p—1
1 . s—p 3—p .
2. Para 5 < s <1 se tiene <qg< et Ademds
p—
9
-1 St q<J
p—1
a =
qg(p—1) -2 2-p
stoq> ——
P p—1
(]
qg+1—p 1—-p+s
st q>
P -1
b:
pq— S 1—-p+s
st q <
P p—1

1—p— _
Teorema 4.2.14 Sean2<p<oo,0<s<1,méx{ p S,S p}<q<
p p

3
7]20 ya<pB<b, conayb como en el Lema 4.2.153. Entonces

Pg: LP(D,dA,) — L(p,q,s)
es un operador acotado. Ademds

Ia) = (1=la)|I£Il}, -
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Demostracién. La prueba es similar a la hecha en el Teorema 4.2.8.

]
Se describen explicitamente los intervalos (a,b) del teorema previo.
Proposicion 4.2.15
1 1—-p-— 3 -
1. Para 2 <p < o0, O<S<§ 7S<q<7§ya, b como en 1 del Lema
p b=
4.2.13 se tiene que
1 2—p-— 2 —
i. (a,b) = <1Q+>siysdlosips<q<p.
P p—1 p—1
_ 1—p— 9 p—
( qu—&—s )siyso’losips<q<ps.
p p—1
p—1)—2 1—p 2— 3—
:<q Q+ >5iysélosip<q<p.
p p—1 p—2
_(q p—1)—2 pq+s—1> 0
» .
s—p 3—p
II.Pam2<p<oo2<s<1 <q<72ya b como en 2 del Lema
p p

4.2.13 se tiene que

1-— 1-— 2—
i. (a,b) = <—1,M> si y sdlo siﬂ<q<7p.
p

p—1 p—1

_ _ 1_
it. (a7b)<1,pq S> sz’ysélosis p<q< erS.

p p p—1

—1)—-2 1-— 2 — 3—
iii. (a,b) = <q(p ) ’q—i— p) si y sélo si P <qg< 2D

p D p—1 p—2

_1)—2 _
iv. (mb)—(q(p )~2 pg 5>_@.

b b

Se considera ahora el caso v = 0. El resultado se formula en el siguiente teorema, pero
antes se necesita el siguiente resultado que es directo.

1
Lema 4.2.16 Sean 1 < p < o0, —1<q<ooy§<s<1. Sea

—1)-2 1- -1 -
a:nmx{_17q@>}7 h:mm{q+ pqu+s } y p=Pi=s

p p p
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Entonces a < B < b siy sdlo si

s — 1-— s
STP 1=prs

q< p—1
Ademds 5
-1 St q<7p
p—1
a =
qlp—1)—2 : 2—-p
si > —
P p—1
/ +1 2
ar-—Pr St q<7p 5
p p—1
b:
pg+s—1 ) 2—p—s
- sioq> —— .
p p—1
1 s—p 1—p+s
Teorema 4.2.17 Sean 1 < p < 00, §<S<1, 7<q<71 ya<p<b,
p p—=
con a, b yﬁzpq—s como en el lema 4.2.16. Entonces

Pg: LP(D,dA,) — L(p,q, s)
es un operador acotado. Ademds

I(a) 2 C(L—lal*)*|IfI

p,q

Demostracién. La demostracién es similar a la del Teorema 4.2.11.

|
Nuevamente, se pueden describir explicitamente los intervalos (a, b) del lema previo.

1 — 1-—
Proposicion 4.2.18 Sean 1 < p < oo, 3 < s <1, 5P <q< L_:s ya,b
p—
como en el Lema 4.2.16. Entonces
1-— — 2—p—
i. (a,b) = (Lq+p> si y solo si 5 p<q<#,
p—1
-1
ii. (a,b) = (—1, qurS) sty sdlo si
p
. 2—-p—s 1—p+s
11 < < _—
WELSPSo TV T T S9S T,
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$—p 1-p+s

1.2 <p<ooy——<g<
p p—1

s
25 —1
p—1)—2 ¢g+1—-p
0= () =

p

( p—1)—2 pq+s—1) 0
p
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Conclusiones y Perspectivas

En el presente trabajo se han obtenido los siguientes resultados:

1. Se establecen relaciones explicitas entre las escalas de los espacios de Bergman

pesados S.AZ y las escalas de los espacios de Bloch.

. Se prueba que los espacios de Bergman pesados son invariantes bajo transfor-
maciones de Mobius, més ain el operador composicién con éstas es acotado.

. Para 0 < s < 1, los espacios S.Af; son una escala de espacios con inclusiones
estrictas .

. Se establecen vinculos con los espacios F(p,q,s) estudiados por Zhao et al.:
algunas caracterizaciones y propiedades relacionadas con los espacios estudiados
en este trabajo.

. Se estudia el operador de Bergman Pj3 del espacio LP(D, dA,) en los espacios de
Bergman pesados sAf; = L(p,q, s) y se prueba que es un operador acotado para
ciertos valores de (3, p, ¢ y s que en particular satisfacen la relacion ¢ + 1 >
(8+ 1)p y asf el Teorema 1.5.5 se puede extender gracias a la adicién del peso

1 — |z (w)].

En este trabajo se logran establecer vinculos importantes entre diferentes espacios

de funciones clasicos.

La perspectiva general de este trabajo se basa en el hecho de que los espacios de
Bergman definidos sobre la bola unitaria de C™ han sido estudiados en forma profusa

en los ultimos anos, por ello la continuacién inmediata de este trabajo es:

69
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Formular y estudiar la teoria de espacios de Bergman pesados para funciones
holomorfas f : B — C donde B C C" es la bola unitaria. Para ello se consideran los
automorfismos de la bola unitaria ¢, : B — B dados por:

a— Pa(z) - saQa(z)
1—{(z,a)

@a(z): R z€B.

donde s, = /1 — |a|?, P, es la proyeccién normal ortogonal de C™ sobre el subespacio
unidimensional generado por a y @, es la proyeccién ortogonal de C™ sobre C™ menos
el subespacio generado por a. Es claro que

Pa(z):ma, zeC",
y
Qulz) = 2 — <|Za’|§> @, :cB.
Cuando a = 0 simplemente se define ¢, (z) = —z.

La funcién invariante de Green esa dada por:

1t —¢)nt

G(Z) = % ‘Z‘ t2n—1

dt , z€B.

La medida dA, se define por
dAa(2) = ca(l = [2*)* dA(2)

donde ¢, es una constante de normalizacién, tal que dA,(B) = 1. Se tendrd un caso

de especial interés cuando o« = —(n+1), en este caso se denota a la medida resultante
por
dA(z)
O TRy

y se conoce como la medida invariante en B.



Apéndice

Teorema 1 Sean 0 < p < 00, —2 < ¢ < ooy f € H. Supdngase que [, 4 s(f)(0) < o0,
entonces:
a) Para 0 < s < o0, se tiene

/\f |p1n—|dA <t/|f JP(L— ) dAy(w), (1)
donde t = t(q, s, R) para algin 0 < R < 1 fijo.

b) Para 0 < s < 1, se tiene
/ ) Pl 251 — Ju?) )<t / Fa)P(L— [0y ddg(w) ()
D

donde f = #(q, s, R) para algiin 0 < R < 1 fijo.

Demostracion. a) Se sigue de la idea de la prueba dada en el Teorema 2.2 of Aulaskari
et al [AuStXi] con todos sus detalles. Sea ¢ = .0183403 la raiz de —Inz = 4(1 — 2?).
Sea ¢ < R < 1 fijo. Se define

1 R 1

0 o 1—2q+sd = —_— 1_21+q+s_1_R21+q+s

STl ) / L=r)irdr = e () (1= R?)1ets)
1

- - - 41+Q+5_ 1— 2\1+q+s )

2(1+q—|—s)(’99966 ( R) )

Como |f|P es subarmonica

1 27 . R . |
s, e an = [Fa-eyrar [y

R 27 )
(1- r2)q+sr dr/ |f(re’9)’p dé
0

IN

[f@)P(1 = [w]*)* dAg(w) -

J
h
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Por lo tanto

2m
/ |f(ce™)|P df < T(q,s,R)/ [f(w)P(1— w]*)* dAq(w) . (3)
0 D

Se define

0<7(gs) = / r(1—7%)?In® }dr (4)
0 T

Por subarmonicidad y (3), se tiene la estimacién

s 1 c 2 ; 51
/DC ) P(1 = o) 1" o dAw) = /O/O Fre®)Pr(1 =)0 * dg dr

c 2w ) 1
i0\|p _ 22\q1ns
< /0 /0 [ f(ce)|Pr(l —r)?In rd&dr
c 1 27 )
_ _ 2\q ns = i0\|p
/07‘(1 r2)1] Tdr/o 1 (cei®) | B
< rlas RFas) [ 1P wP) dAyw)
< T(q,s,R)f(q,S)/le(W)lp(l— [w]?)* dAg(w)
()
De la desigualdad
—Inz <4(1 —2?) for each z € (c, 1], (6)

se tiene que

[ 1rwra-jepnt ooaaw) < e [ (P - wP) dag)
D-D. |w| D-D.

< & [ 1P - k) dagw). ()
Sea t(q,s,R) = 7(q, s, R)7(q, s) + 4°. Combinando (5) y (7), se tiene

J 1P = wP) it oo daw) < o, B) [ 1)1 ) day(w)
D |w] D

b) Para 0 < s < 1, se considera en lugar de (4), la siguiente igualdad

c
1
0</ r1_25(1—r2)q+sd7“:53[0271—871+q+5]7
0
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donde B denota a la funcién incompleta Beta. Entonces se muestra la férmula (2) por
un camino similar a (1).

Teorema 2 Sean 0 < p < 00, —2 < g <00y 0<s < oc. Entonces ;AY = L(p, q, s).
Demostracién. Se tiene que

1—2?< —2Inz paracada z € (0,1] .
Tomando x = ¢ (w) se tiene 1 — ¢, (w)|? < 2g(w, z). Por lo tanto

lpgs(f)(z) <2hpqs(f)(2) paracadazeD. (8)

Ast (AN C L(p, q,5).

Se muestra ahora que L(p,q,s) C sA}. Para esto, sea f € L(p,q,s), entonces
lp.q.s(f)(z) < co. Por hipétesis y el Lema 3.1.10, I, 4 s(f 0 ¢)(0) < oco. Puesto que
|f o @q|P es subarmonica, la férmula (1) se escribe

[ 1 teawn i o dayw) < g, B) [ (o@D~ [0 dAy(w)
D D

|w]

Considerando el cambio de variable w = ¢,(v) para obtener

/le(v)lplw'z(v)lz(l = |2 (v)[*) 7 In® dA(v)

|2 (v)]
St(q,s,R)/le(v)lplso;(v)lr"(lfI%(v)lz)q“dA(v)

0, equivalentemente,

0 < [IOPILOR - o @P (o RO~ o)) 0 ) aat)
< plaldl+2) [P =10 (tas B0~ [P - ) da)
entonces se obtiene que
flere gy 4t
< tasB) [ 1FOPO=leF) d4y(0) )

y de aqui se obtiene lo deseado.
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