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Resumen

El tema de la densidad de fuerza en medios materiales surge hace poco méas de un
centenar de anos, y a lo largo de todo este periodo diversos autores han abordado este
problema compartiendo una caracteristica en comin. Todos los autores consideran
que para deducir la densidad de fuerza en medios se debe considerar por separado
fluidos y so6lidos, ademas, por supuesto, de distinguir si esta fuerza es debida a cam-
pos electrostaticos o magnetostaticos. A pesar de los trabajos que han surgido en este
lapso de tiempo este no es un tema agotado. En este trabajo presentamos un méto-
do novedoso para calcular la densidad de fuerza en soélidos, este nuevo método esta
sustentado por una estructura conceptual distinta, puesto que basta con la ecuacion
de balance de momento electromagnética obtenida directamente de las ecuaciones de
Maxwell y las ecuaciones constitutivas para obtener dicha densidad de fuerza, ademés
con esto mostramos la relacion directa que tienen las densidades de fuerza en fluidos
y solidos conocidas y la ecuaciéon de balance de momento electromagnético en medios
materiales. Esta ecuaciéon aiin encierra sorpresas, baste mencionar que ha sido objeto
de una controversia por mas de 100 anos, aunque no es de nuestro interés en este
trabajo discutir esta controversia. Con este nuevo método mostramos como es posible
considerar a ambos medios, fluidos y solidos en una sola deduccién, lo cual es un
trabajo que no se ha hecho hasta el momento, proponemos una densidad de fuerza en
medios generalizada la cual incluye como casos particulares a las densidades de fuerza
usualmente conocidas.
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Capitulo 1

Introduccion

En la literatura de la teoria electromagnética las ecuaciones de balance de momento
electromagnético tienen un papel conceptual importante, los métodos usuales para
deducir estos balances consisten en partir de la densidad de fuerza del sistema para
posteriormente realizar el balance, cuando no se tiene una densidad fuerza, se deduce
esta a partir de la energifa libre del sistema. A pesar de que este tema ha sido tratado
por una gran cantidad de autores, como veremos mas adelante, los métodos usados
para deducir estas ecuaciones presentan complicaciones que no suelen reconocerse pero
que son importantes de senalar.

En el vacio, el camino usual para obtener la ecuacion de balance de momento
electromagnético es el seguido por Jackson [7], el cual consiste en partir de la segunda
ley de Newton y considerar que la fuerza sobre el sistema es la densidad de fuerza de
Lorentz, en esta densidad de fuerza aparecen densidades de carga y corriente, las cuales
se toman de las ecuaciones de Maxwell, después se usa calculo vectorial y tensorial y
se obtiene la ecuacion de balance de momento en el vacio. Por otra parte en medios
materiales el problema de deducir la ecuacién de balance de momento electromagnético
es mas complicado ya que no se cuenta con el anilogo a la densidad de fuerza de
Lorentz, por ello, usualmente, se tiene que deducir primero una densidad de fuerza.
Para analizar la densidad de fuerza en medios materiales, usualmente se consideran
dos casos, como menciona Landau y Lifshitz [10] “El problema de calcular las fuerzas
(llamadas a veces fuerzas ponderomotrices) que actian sobre los dieléctricos en un
campo eléctrico no homogéneo arbitrario, es bastante complicado y exige considerar
separadamente los liquidos (o gases) y los s6lidos”. Este es el camino que se ha seguido
usualmente, no solo por Landau y Lifshitz [10] sino también por autores como Stratton
|1] vy Robinson [4], entre otros, todos comparten la idea de considerar por separado
estos medios materiales.

La manera habitual de deducir la densidad de fuerza cuando el medio es un fluido
y considerando tinicamente campos electrostaticos, es la seguida por Helmholtz, quien
en 1882 usé el principio de trabajo virtual, la energia libre del sistema y las ecuaciones
de Maxwell macroscopicas para deducir una densidad de fuerza, conocida actualmente
como la densidad de fuerza de Helmholtz, fH Después de deducir esta densidad de
fuerza, Helmholtz no continué6 con la deduccién de la ecuacion de balance de momento
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explicitamente, solo postulé un tensor a partir del cual se puede obtener esta densidad
de fuerza. Posteriormente a Helmholtz diversos autores como Stratton [1], Panofsky y
Phillips [2], Robinson [4], Tamm [9], Landau y Lifshitz [10], entre otros, han abordado
este problema, unos con mas hipotesis que otros. La caracteristica en comin que
comparten estos autores es que todos siguen el mismo método, teniendo la misma
estructura conceptual del problema, es decir, primero deducir una densidad de fuerza
y posteriormente obtener el balance de momento.

Pese a que la deducciéon de la densidad de fuerza en medios es un problema pu-
ramente macroscopico, como bien lo hace notar Robinson [6], diversos autores como
Gordon [5], Peierls [8], Lai et al [11] y [12] entre otros, han hecho deducciones micros-
copicas para obtener esta densidad de fuerza, lo cual deja atin més claro el interés por
la densidad de fuerza en medios.

Cuando el medio es un so6lido eléstico se deduce la densidad de fuerza adecua-
da pero, a diferencia de cuando se analiza el problema en el vacio y en los fluidos,
usualmente no se suele proceder a deducir la ecuacion de balance de momento salvo
algunas excepciones como lo es Robinson [4], dejando asi por muchos afnos incompleto
este problema.

Si bien los temas de las densidades de fuerza sobre los medios materiales fluidos o
solidos debidas a campos electrostaticos son abordados en libros y articulos, cuando
se trata de analizar las densidades de fuerza debidas a campos magnetostaticos, el
analisis es escaso. Usualmente la deduccion de la densidad de fuerza debida a campos
magnetostaticos se presenta como una analogia a la de la densidad de fuerza debida
a campos electrostaticos. La deduccidon se basa en partir de la densidad de energia
libre del sistema, después se procede a realizar su variaciéon y usando la ecuacion
constitutiva que vincula los campos B y H , se deduce la expresion para la densidad
de fuerza, a la cual llamaremos solamente, densidad de fuerza magnetostatica. Cuando
el medio es un fluido también existen deducciones microscopicas de esta densidad de
fuerza hechas por Campos et al [15].

Hasta ahora hemos hecho énfasis que en los métodos usuales para deducir las den-
sidades de fuerza, suelen partir de la expresion usual para la energia libre en el medio,
hacemos hincapié en esto porque consideramos que este problema se puede resolver sin
necesidad de partir de la energia libre para el sistema, ademas, considerando el poco
analisis de la densidad de fuerza magnetostatica, nos sugiere analizar este problema
desde otra perspectiva.

Motivados por el problema de deducir la densidad de fuerza en medios materiales,
presentamos un nuevo método para deducir esta densidad de fuerza. A diferencia del
método usual, este nuevo método no solo presenta un camino alterno para deducir
la ecuaciéon de balance de momento electromagnético, sino, mas bien, una estructura
conceptual distinta. Esta nueva estructura conceptual surge al considerar que este
problema puede analizarse mediante las ecuaciones de Maxwell y las relaciones cons-
titutivas, puesto que en las relaciones constitutivas se encuentran las caracteristicas
del medio, y como responde éste a los campos, es decir debe bastar con ellas para
analizar el problema de interacciéon campos electromagnéticos-materia.

Asi que, partiendo directamente de las ecuaciones de Maxwell y con ayuda del



1.0.

calculo vectorial y tensorial, deducimos una ecuaciéon de balance de momento, sin ne-
cesidad de deducir previamente una densidad de fuerza como hizo Helmholtz y los
autores antes mencionados. Una vez obtenida esta ecuaciéon de balance de momento
obtenemos la densidad de fuerza. La densidad de fuerza que surge a partir de este
balance luce como una densidad de fuerza general, es decir, en principio podria des-
cribir a un fluido o un sélido, puesto que para obtener esta densidad de fuerza no se
han hecho hipotesis que limiten su generalidad.

Con el fin de mostrar que tan general es esta ecuaciéon de balance de momento,
analizamos la densidad de fuerza que contiene. Nuestro objetivo principal es mostrar
que la ecuacion de balance de momento electromagnético, obtenida directamente de
las ecuaciones de Maxwell, contiene ya las densidades de fuerza electrostaticas y mag-
netostaticas para fluidos y sélidos, esto es algo que no se ha realizado previamente y
con lo cual pretendemos resolver el problema de las densidades de fuerza en medios
materiales.

Hasta ahora se ha mostrado parcialmente que la densidad de fuerza de Helmholtz
estd contenida en la ecuacién de balance, interpretada como lo hacemos aqui, pero
alin no se ha mostrado si la densidad de fuerza en un soélido estéd también contenida
en esta ecuacion de balance, esto es precisamente el objetivo principal de este trabajo,
para asi exhibir la generalidad de la ecuacién de balance asi como la coherencia de
esta interpretacion y lo que ella ofrece.

Al exhibir que la ecuacién de balance, asi interpretada, contiene a la densidad de
fuerza de un sélido, damos un elemento més para mostrar el alcance de la ecuacién de
balance de momento electromagnético que se deduce directamente de las ecuaciones
de Maxwell, ademés, con esto hemos resuelto el problema de la deduccién de la den-
sidad de fuerza de una manera general, al menos para fluidos y so6lidos, pues ambas
densidades de fuerza estan contenidas en una sola ecuacién, es decir tenemos una
estructura general para estos dos casos, a diferencia de lo mencionado por Landau y
Lifshitz quienes mencionan que estos dos casos se deben tratar por separado. Por otra
parte al mostrar que las densidades de fuerza para un solido y para un fluido estan
contenidas en esta nueva ecuaciéon de balance de momento, tenemos un punto mas a
favor de nuestra estructura conceptual, la cual considera que la interaccion campos
electromagnéticos con soélidos o fluidos puede describirse mediante las ecuaciones de
Maxwell y las relaciones constitutivas.
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Capitulo 2

Balance de momento
electromagnético en el vacio

En el vacio, el método més usual para obtener la ecuaciéon de balance de momen-
to electromagnético es el seguido por Jackson, este método a pesar de ser aceptado
es un método inconsistente. Para mostrar estas inconsistencias es necesario detallar
los pasos seguidos por Jackson, aclarando que es de nuestro interés el senalar donde
surgen dichas inconsistencias para asi facilitar el analisis. Consideramos que analizar
la ecuaciéon de balance de momento electromagnético en el vacio tiene importancia,
puesto que es un punto de partida para mostrar los problemas conceptuales que se
enfrentan al deducir las ecuaciones de balance de momento

Jackson parte de la segunda ley de Newton

dﬁmec
dt

y posteriormente considera que F es la fuerza electromagnética total sobre una par-
ticula, es decir la fuerza de Lorentz, que como es sabido depende solo de campos
externos. En este punto surge la primera inconsistencia, puesto que Jackson
no aclara que la fuerza F depende solo de campos externos. Si hacemos esta
distincion en la fuerza debemos escribir F' como

= F, (2.1)

ﬁ: / (pEext+jX éezt) d‘/a

sin embargo Jackson no tiene cuidado de hacer esta distincion y escribe la fuerza como

—

F:/(pE+jx§) dv, (2.2)

asi que considerando a (2.2) como la fuerza, escribe la ecuacion de partida de la
siguiente forma

—

deec
dt

- / (0B +J x B) av. (2.3)



2.0.

En el siguiente paso sustituye las densidades de carga y corriente p y ;’de la fuerza
por las que aparecen en las ecuaciones de Maxwell, las cuales dependen de los campos
totales, es decir

p = €o (V : Etot) (2.4)

- 1 — aE_:tot
= — |V X By — . 2.9
J 0 ( X Dot — €00 ot ) ( )

En este paso Jackson, una vez mas, pasa por alto el senalar que los campos involucra-
dos en las ecuaciones de Maxwell son campos totales, asi que omitiendo esta distincion
y con ayuda de las ecuaciones (2.4) y (2.5) escribe la siguiente igualdad

pE+jx B = : (2.6)

— — 1 =g aE =
GO(V-E)E—l—IUO(VXB—eouoat) x B

la cual es incorrecta, puesto que, si se hace la distincion apropiada de los campos, esta
ecuacion deberia ser escrita como

—

L ) Y I
pEext + 7 X Bext = [EO (V : Etot) Eeact + — (V X Btot — €olho : t) X Bext

Mo

Aqui surge una segunda inconsistencia, puesto que en este punto es muy
importante el hacer o no una distincién entre campos externos y campos
totales. Si hacemos la distincién tal como debe de ser, no es posible ya
continuar con la deduccién del balance de momento. Dejando a un lado la
distincion de los campos externos y totales Jackson escribe la igualdad (2.6).

Cabe enfatizar que los pasos siguientes que desembocan en la ecuacion de balance
de momento electromagnético en el vacio no tienen sentido si se hace una distinciéon
adecuada de los campos. Jackson con el fin de encontrar el balance hace uso de la
siguiente igualdad

=~ O0FE J,= = = OB
— =——(EXB)4+ FEx — 2.7
“or T a B BT E G 27)
y suma un cero de la siguiente forma
B(V-B) =0, (2.8)
con lo cual puede escribir la igualdad (2.6) como
pE+jx B=e |E(V-E)—Ex (VxE)|+ (2.9)
15 = = - J, = =
- [B(V-B) - B x (VxB)| - o5, (B x B),
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con esto puede escribir la ecuacion (2.3) de la siguiente forma

dﬁmec
dt
/{eo [E(V-E)—Ex (VxE)|+

d o
+ %/GO(E x B)dV = (2.10)

;[é(v-é)—éx(vXé)]}dv.

En este punto Jackson denota a la segunda integral del primer miembro como el
momento electromagnético total P.smpo en el volumen V

—

Brampo = /eo(E x B)dv, (2.11)

y al integrando como una densidad de momento electromagnético
7= el(E x B). (2.12)

Después de este punto continia con el analisis de los términos de la ecuacion (2.10),
donde, después de un calculo usando componentes obtiene que

E(V-E)—Ex(VxE)| =% ;%(EaEﬁ - ;E - Ebap), (2.13)
B

posteriormente define el tensor de esfuerzos de Maxwell como

1 1

— — 1
Tag = EOEaEB + fBoéBﬁ - = |foE - B + —
Ho 2

B- El Ous (2.14)
Ho

con lo cual puede escribir finalmente la ecuacion (2.10) como

d, = - 0
= Pmec Pcam o)a — /7Ta d s 2.1
dt< + vo) %: O0zg sV (2.15)

la cual es, precisamente, la ecuaciéon de balance de momento electromagnético en el
vacio.

Hasta aqui hemos reproducido los pasos seguidos por Jackson [7| para deducir
la ecuacién de balance de momento. Aln y cuando este método permite deducir
la ecuacion de balance, es claro ver que en el camino surgen inconsistencias, asi que
debido a estas inconsistencias es natural el cuestionar dicho método ademés de pensar
en las limitaciones que tendria el tratar de aplicar este método a un medio con otras
caracteristicas. Tomando en cuenta estas complicaciones es necesario buscar una forma
alterna de calcular la ecuacion de balance en el vacio, y asi evitar pasar por las
inconsistencias que contiene el método usual.
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Capitulo 3

Ecuacion de Balance de Momento en
el Vacio. Un método alterno

Entonces podemos darnos cuenta que la forma usual de vincular la densidad de
fuerza de Lorentz con las ecuaciones de Maxwell es inconsistente, esto implica un
problema conceptual importante puesto que para seguir adelante con este método
tendriamos que hacer caso omiso de las diferencias entre campos externos y campos
totales, pero si hacemos esto estariamos aceptando que la fuerza del sistema no es la
fuerza de Lorentz y tendriamos que justificar que especie de fuerza es esta, puesto que
depende de campos totales.

Una vez senaladas las inconsistencias de este método usual, la cuestion ahora es usar
un método alterno para obtener la ecuacién de balance en el vacio y asi evitar las
inconsistencias que el método usual presenta.

Un método alterno es partir directamente de las ecuaciones de Maxwell en el vacio

v - E="L, (3.1)
€0
V-B=0, (3.2)
. 9B
E=-— :
V x By (3.3)
- . E
VxB= Ho (J+ EO%t) . (34)

Manipulando las ecuaciones de Maxwell mediante multiplicaciones escalares y vecto-
riales realizamos la siguientes operacion E(3.1) +M—1OB(3.2) - €gE'x(3.3)- Bx(3.4), lo
cual da origen a la siguiente ecuacion

— — 1 — — — — 1 — — — - — - —
«E(V-E) %B(V-B)—EQEX (VXE)—%BX (VxB) = pE+J><B+aateo(E><B).
(3.5)



3.0.

Utilizando identidades tensoriales podemos escribir la siguientes igualdades

E(V-E)—Ex(VxE)=V-|EE—(1/2)E - E], (3.6)

B(V-B)—Bx(VxB)=V-[BB—(1/2)B- B, (3.7)

donde EE y BB son las diadas del campo eléctrico y magnético respectivamente.

Sustituyendo las ecuaciones (3.6) v (3.7) en la ecuacion (3.5), obtenemos la ecua-
cién de balance de momento

. B
VT, =pE+Jx B+ o e(f x B), (3.8)

donde . )
T, = (oEE + —BB) — (1/2)(eE - E+ —B - B). (3.9)

Ho Ho

Es de hacer notar que esta ecuacion de balance de momento fue obtenida uni-
camente con las ecuaciones de Maxwell y el calculo vectorial, en esta ecuacion se
observa la relacion entre el tensor y las fuerzas del sistema, al utilizar este método
alterno evitamos las inconsistencias que presenta el método usual.

10



Capitulo 4

Balance de momento
electromagnético en medios
materiales

El problema de deducir la ecuacion de balance de momento electromagnético en
medios materiales es mas complicado que en el vacio, de hecho, Jackson hace un co-
mentario respecto a ese punto “El tema de los balances de energia y momento para
la materia en campos electromagnéticos es evidentemente complicado. Remitamos al
lector, para mas cuestiones a Landau y Lifshitz [10] y también A Stratton [1]”. El
método estandar para deducir la ecuacion de balance de momento electromagnético
en medios materiales consiste basicamente en dos puntos, primero, dado que no se
cuenta con una densidad de fuerza analoga a la de Lorentz se tiene que deducir una
densidad de fuerza en el medio y una vez deducida esta densidad de fuerza el segundo
punto es deducir la ecuacion de balance de momento.

4.1. Balance de momento electrostitico en medios
materiales fluidos. La densidad de fuerza de Helm-
holtz

En esta secciéon presentamos punto a punto la forma estandar de como se deduce
la ecuaciéon de balance de momento electrostatico de un fluido, esta forma usual es

seguida por muchos autores.

La forma estandar que siguen los autores para deducir la densidad de fuerza en
medios es partir de la siguiente ecuacion

dU >
— = [f v 4.1

la cual establece la relacion entre energia libre del medio U, la densidad de fuerza del

11
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medio fy la velocidad de un elemento del medio 7.

Considerando el caso donde unicamente actiian campos electrostaticos, se define
usualmente la energia libre electrostatica del sistema, lo cual no es un punto trivial.
Sin una discusién previa aceptan que la energia libre electrostatica del sistema, es de
la siguiente forma

1 — —
Up = 5/E - Dav, (4.2)
con esto escriben la variaciéon de la energia del sistema con respecto al tiempo como
dUu Oe, 0
=R = 2/60]52 6dv+/<;s Pav, (4.3)

donde han hecho las siguientes consideraciones. Primero consideran que estan en un
caso electrostatico, es decir

—

VxE=0, (4.4)

segundo que hay cargas libres

V-D=p (4.5)
y finalmente la ecuacion constitutiva de la siguiente forma

— —

D = ege, E. (4.6)

Con el fin de comparar las ecuaciones (4.1) y (4.3) introducen las ecuaciones de
conservacion de la carga y de la masa

dp
(p) +—=— =0 4.7
VOM+8t : (4.7)
Y 0
— pm
m 0) 4 8
V- (pm?) + =, (4.8)
ademés de las derivadas totales
De,  Oe, .
Dt = Bt Ve, - v (4.9)
Y D 0
P ZPm T (4.10)

Dt ot
Aqui una vez méas hacen una consideraciéon importante, consideran que estan en un
medio material en el cual la permitividad s6lo depende de la posicién y la densidad
del medio, es decir

&r = (T, pm), (4.11)
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4.1.

tomando en cuenta esta consideraciéon

De, o€,  Dpp,
= 4.12
lo cual les permite escribir la siguiente ecuacion
O¢, De, .
o~ Dt Vel
e, , .
- —a;mpm(v . F) — Ve, - 7, (4.13)

sustituyendo las ecuaciones (4.7) y (4.13) en la ecuacion (4.3) resulta

e
0pm

dUg

Tr_ /[pw 7= OB, LTy 5 LR, - dav. (4.14)
dt . 2 2
Comparando las ecuaciones (4.1) y (4.14) reconocen una expresion para la densidad de

fuerza f, la cual es conocida como la densidad de fuerza de Helmholtz, que usualmente
es denotada como fy y tiene la siguiente forma

Fur = pE + v (E2p,, )~ Cp2ye,. (4.15)

Precisamente fH es la densidad de fuerza en un medio cuya permitividad solo
depende de las cantidades senaladas en la igualdad (4.11), este resultado ha sido
obtenido siguiendo este método por diversos autores como Stratton [1], Panofsky
y Phillips [2], Tamm [9], Landau y Lifshitz [10] entre otros, ademas coincide con
los resultados obtenidos mediante otros métodos, por ejemplo Gordon [5]. Una vez
superado el primer punto, es decir, ya habiendo deducido una densidad de fuerza para
el medio, se procede a realizar el balance considerando que la densidad de fuerza y el
tensor de esfuerzos se relacionan de la siguiente forma

=G (4.16)

en particular esta ecuacion establece la relacion entre las componentes de la densidad
de fuerza del medio f; y las componentes del tensor de esfuerzos T;;.

Una vez dicho esto y para facilitar el analisis de la expresion (4.15), separan la
densidad de fuerza fy de la siguiente manera

fr = fO + f@, (4.17)
donde L.
= pE — EOEQVET (4.18)
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4.1.

d
& = V(B

: ) (4.19)

f(l) es la parte de la densidad de fuerza que encontr6 Maxwell, la cual depende de la
variacion de permitividad con respecto a la posicion y de las cargas libres, asi mismo
f@) es la parte de la densidad de fuerza que depende del cambio de la permitividad
con respecto a la densidad del medio.

A partir de este punto para facilitar el manejo de las ecuaciones usaremos la no-
tacion indicial.

Después de separar en dos partes a la densidad de fuerza fH analizan por separado
las partes de ésta. Considerando la ecuacion (4.5) escriben la primera parte de esta
densidad como

W _ 0D _ g0 4.20
fz ! 87"]' 2 67“1- ‘ ( ‘ )
Usando las siguientes igualdades
J0(E;Dy) 0F; oD;
—D. = F— 4.21
8rj I (‘9rj 8rj ( )
' d(e, E?) OE? 0
€ €,
! — € = =" 4.22
87’@' ‘ 87}' 87‘2‘ ’ ( )
escriben la ecuacion (4.20) como
m_ 9 1 5. &
50 = 5o [mDs = 5(B- By, (123)
lo cual les permite escribir el tensor Ti(jl) asociado a la fuerza f(l) como
TV — ED, - LB E)s
iy = EiDj = 5(D- E)dy, (4.24)

el cual es precisamente el tensor encontrado por Maxwell.

Con lo que respecta a la parte de la densidad de fuerza fé), escriben el tensor
asociado TZ-(]?) directamente como

Oe
T® = g2, s 4.25
1) 2 p apm 7 ( )
al sumar los tensores Ti(jl) y 1}(]-2) obtienen
_ 7 (2)
Ty = T+ T
1 - = €0 Oe
= |E:D; — =(D- E)&j| + = E*pm——0, 4.26
J 2( )0ij | + 5 P Do 9 ( )
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4.2.

donde el tensor Tj;, es el tensor asociado a la densidad de fuerza de Helmholtz fH, el
cual estd compuesto por la suma de dos tensores como sefiala Tamm [9].

Una vez encontrado Tj; y considerando la ecuacion (4.16) se puede escribir el
balance de momento como

. T,
=i 4.27
(fu) or, (4.27)
es decir
€ 006 € 0 o O€ 0 1 - = € .o Oe

E,— —F — Ep,——) = E;D; — —(D-E)o;; + —E°p,,—0;:

pi 2 O + 2 87“@-( pm@pm) or; |7 2( )0ij + 2 pm@pm ‘
(4.28)

El balance discutido se sustenta en dos hipoétesis, primero, que la variacion de ener-
gia nos conduce a una fuerza y segundo que la energia libre electrostatica del sistema
es de la forma escrita en la ecuacion (4.2). Una vez que los obtienen la densidad de
fuerza no escriben explicitamente una ecuaciéon de balance de momento, tal parece que
no estan interesados en la estructura general de la ecuaciéon de balance de momento.

Por otra parte podemos cuestionarnos que tan general es esta densidad de fuerza
obtenida y por consiguiente el balance que se construye con ella y ;Como es la ecuacion
de balance de momento para un medio con otras caracteristicas?

4.2. Balance de momento electromagnético en me-
dios materiales s6lidos

Hasta ahora hemos analizado la densidad de fuerza para el caso en el que la permi-
tividad depende tinicamente de la posicion y de la densidad del medio, es decir el caso
de un fluido, pero no hemos visto la forma que tiene dicha densidad de fuerza cuando
el medio material es un sélido. Puesto que las propiedades dieléctricas de un soélido
varfan no so6lo al cambiar su densidad (como en el caso de un fluido) sino también
con las deformaciones que no modifican el volumen, es necesario hacer un anélisis de
la permitividad para considerar la nuevas cantidades de las que depende. El método
usual para resolver este problema sigue una estructura similar al usado para deducir
la densidad de fuerza cuando el medio es un fluido, autores como Stratton, Robinson,
Landau y Lifshitz hacen este tipo de deducciones para obtener una densidad de fuerza
para un solido.

Para mostrar la forma que tiene esta densidad de fuerza seguimos el método usa-
do por Robinson, por su notaciéon més moderna y concisa que facilita la comprension
de los argumentos, mas adelante debido a la importancia del problema haremos una
comparacion entre los resultados obtenidos por Robinson [4] y Stratton [1].

15



4.2.

Robinson, para deducir la densidad de fuerza parte de la expresion para el cambio
de energia libre electrostéatica del sistema
dUg €0 . o, 065
_ —pEw; — —E;F; =21 dV, 4.29
dt / l S T (4.29)
la cual es anéloga a (4.3). En la ecuacion (4.29) se ha supuesto que la relacion cons-

titutiva es
Di == EOEijEj7 (430)

ademas, analogamente al caso de un fluido considera que hay cargas libres y que
se conserva la carga, es decir que se cumplen las ecuaciones (4.5) y (4.7). Una vez

. . . , . 0¢€; i .
hechas estas consideraciones se enfoca en analizar el término ;;J. Considera que la

permitividad €;;, es un tensor de segundo rango que depende de las tensiones S;; y
rotaciones W;; del sistema
€ij = Eij(Sijy VVZ]) (431)

Las cantidades S;; y W;; son la parte simétrica y antisimetrica del tensor

87"]' N 2 873 87“1‘ 2 87} arj

= Sz — Wij, (432)

donde u; representa la posicion de los componentes del medio.

Con estas consideraciones y después de un proceso muy laborioso y poco claro se
escribe

Oey; 1 (avj 8vk> 1 <8vi 8%) Qu, O

ot 2k

or,  Or;

- S [ 20 o , 4.33
+ o ki or,  Or; gkt ory o k (4.33)

donde
6615

gkl = aSk,l (434)

Ahora se sustituye la ecuacion (4.33) en la expresion (4.29) y después de una
laboriosa manipulaciéon se obtiene la siguiente expresion

dU 1 O(E;Dy) 1 O(E;Dy) 1 O(E;Dy)

= = | [=pEwv; + S, IR Ty, ZNTITERS ) T ZNTVERT

dt /[ plavi+ 4?}] ory, 4vk or; + élvZ ory,
1 8(ELDk) 8(%’EZ~E]~aijkl €0 8%
- —FE,FE; dV, 4.35
4vk or; + Uk ory + U 2 J (‘3rk] ( )

renombrando indices y factorizando v; se reconoce a la densidad de fuerza

10 oTs e Oeg
i(s) — Ei—*i szl)—E1l)Z Y *E E y
f( ) P 2 87’j< J J ) + 0rj * 2 R aT’z’

(4.36)
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donde

€
o= _gEkElOéklij- (4.37)

fi(s) es la densidad de fuerza sobre un solido debida a campos electrostéticos, la cual

€es

T,
se diferencia con la densidad de fuerza en un fluido f;z) por el término . Precisa-

8 Tj
mente T es el tensor propuesto por Robinson [4], y que como veremos mas adelante
coincide con los resultados encontrados previamente por Stratton [1] para describir a

los solidos.

Con el proposito de escribir la densidad de fuerza f;(,) en términos de la divergen-
cias de tensores, se analizan los términos de esta densidad de fuerza f;(), se escriben
los términos de fjs) como

0D,
E=2"p 4.38
p o, (4.38)
' 0 1 oD OF
€kl J J
—EE = ——(FE,—= —D; . 4.39
ok l@rl 2( T or; j(’)ri) ( )
Al sustituir las igualdades (4.38) y (4.39) en la ecuacion (4.36) se obtiene que
0 1 1 1 0D; OF;
) = ~—(E:D; — =E;D; + ~E;D; + T%) — ~(E; = — D; =1 4.40
f() a,r]( 2 +2 + ) ( ]8TZ ]ari)7 ( )
finalmente
0 1
fi) = 5|5 (BiD; + E;D; — E - Dsyj) + T3] (4.41)
.7
Para continuar se define
]_ — —
T = 2[ED + E;D; — (E - D)y (4.42)
entonces 0
fl(s = (T6 Tff), (4.43)
J

con lo cual se puede escribir finalmente la ecuacion de balance de momento para un
solido como

10 5)T 8ekl 0
E; — ——(E;D; — E;D; GRS O ) = —(T5+T5°). 4.44
P 9 a ( ) + ar] + 9 kL1 07}' 87’]( ij + ij ) ( )

La ecuaciéon (4.44) establece la relacion entre la densidad de fuerzas en un solido
y su tensor de esfuerzos, es importante mencionar que esta expresiéon no la escribe
Robinson de manera explicita, tal como sucede en el caso de los fluidos, parece no
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4.3.

estar interesado en la estructura general del balance. Por otra parte podemos darnos
cuenta que las limitaciones e hipotesis de este método son analogas a las del método
usado en el caso de un fluido, debido a la estructura similar de los procedimientos.
Con esto queremos decir que en esencia estos dos métodos son iguales salvo cuando
consideran las cantidades de las que depende la permitividad del medio, ambos mé-
todos se sustenta en dos hipotesis, primero, que la variaciéon de energia libre conduce
a una fuerza y segundo que la energia libre del sistema es de la forma de (4.2).

Si aceptamos que estos dos métodos son en esencia iguales podemos concluir que
deberfa haber una relacién entre la densidad de fuerza en un fluido f;#) y la densidad
de fuerza en un solido f;) puesto que las caracteristicas de un fluido son un caso
particular de las caracteristicas de un solido. Por otra parte al igual que en el caso de
un fluido podemos preguntarnos si existe un método alterno para obtener la densidad
de fuerza f.) el cual supere las limitaciones del método estdndar y si es que existe
este método alterno ;Que forma tiene la ecuaciéon de balance de momento para un
solido?

4.3. Densidad de fuerza en campos magnetostaticos.
Método de Stratton

En las secciones anteriores analizamos la forma usual de deducir las densidades
de fuerza sobre solidos y fluidos debidas a un campo electrostatico. El proposito de
esta seccion es mostrar la deduccion usual de la densidad de fuerza sobre un sélido en
presencia Unicamente de un campo magnetostatico.

Para mostrar la forma usual de deducir esta densidad de fuerza, seguiremos el
desarrollo realizado por Stratton [1] pero con un lenguaje distinto, ademas de anadir
algunos desarrollos, con el fin de mostrar la estructura de esta deduccion y facilitar la
comparacion con otros autores.

La ecuacion constitutiva entre B y H para un sélido, es
Bj = popnHy, (4.45)
con esto la energia libre magnética U,,, se expresa como
1

y su variaciéon como

1
OUn =5 [ 10(8p136) Hy HylV. (4.47)

Al considerar que la permeabilidad s, depende, de la posicion 7y el tensor de
tensiones simétrico .S, es decir

ik = pik(Tis Sim), (4.48)
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la variacion de la permeabilidad es

O
aSlm '

P S (4.49)
k

or

Para continuar, se define el tensor

_ Ot
klm = 351m’

b; (4.50)

con ayuda de las ecuaciones (4.49) y (4.50) se escribe la ecuacion (4.47) como

1 Iy,
o, = i/MOH]Hk [5Tzap;7k +bjklm55lm] av

1 0 1
= 5//L0H]Hk57"1%5]kdv+ i/ﬂoH]Hkbjklmaslde

donde 6U,,; es la variacién de la energia asociada con una traslaciéon infinitesimal
or;, la otra parte 0U,,s es la parte que representa una tensiéon pura asociada con la
deformacion, es claro entonces que

1
5Mm:§/mHﬂwWJ&MM (4.52)
Y 1 B
_ 2t el
wm_Q/mmmmwﬁm (4.53)

Si Up(elas) €s la energia eldstica, y considerando que dicha energia depende de la
tension, es decir

Um(elas) = Um(elas) (Slm>7 (454)
la variacion de la energia eldstica Uy, (eqs) tiene la siguiente forma
1 8um(elas)
OUnmetas) = = [ ————=05p,dV, 4.55
(elas) 9 S, l ( )

tomando en cuenta que la energia libre magnética U,, del sistema esta compuesta de
tres partes, es decir, la energfa elastica Uy, (cias), 1a energia asociada con la deformacion
del material U, y la energia asociada con una traslacion infinitesimal U,,, se puede
escribir las variacion de la energia libre magnética como

oU,, = 5(Um(elas) + Ups + Umt)- (4.56)

Dado que U, es la energia libre magnética libre del sistema, el trabajo requerido
para llevar acabo un pequeno desplazamiento o deformacién de un cuerpo en un campo
magnético se escribe como

SW = —5U,p. (4.57)
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Por otra parte considerando que bajo la influencia de fuerzas externas los elementos de
un fluido o de un so6lido elastico pueden efectuar desplazamientos relativos. El trabajo
realizado por las fuerzas para desplazar cada punto del medio una distacia 05 es

oW = [ fo5av + [ bsia, (4.58)

donde las los vectores f y t, usualmente son denominados como densidades de fuerzas
volumétricas y densidades de fuerzas superficiales respectivamente. Con las ecuaciones
(4.57) y (4.58) se escribe la variaciéon de la energia libre magnética como

/fﬁwv+/fﬁﬁa:—&%, (4.59)
sustituyendo la ecuacion (4.56) en la ecuacion (4.59), se obtiene que

[ £ 850V + [ 7-65da = =6 (Unietas + Uns + Une). (4.60)

Es conveniente considerar que las densidades de fuerza f y ¢ estan compuestos de dos
partes, la parte 1 se refiere a la fuerza en el material antes de la deformaciéon y la
parte 2 se refiere a después de la deformacion, entonces

f=h+f (4.61)

—

t=1 + . (4.62)
Considerando que el estado inicial el cuerpo esté sin deformar, se puede escribir
(/ﬁwwv+/ﬂwmmz—&%h (4.63)
al considerar que antes de la deformacion ¢; = 0y 07 = 63, se tiene que
/f}é&ﬂf:—ﬁUm::/{—;mﬁﬁvuyéanj (4.64)
entonces se encuentra que la densidad de fuerza ﬁ es
fi= —;uoHZVu- (4.65)
Para el cuerpo después de la deformacion se tiene que
(/ﬁﬁ%V+/£wﬁM:—ﬂmwmﬁ%%J (4.66)

es decir

aum(elas)

g — — N ]_
/f2 . (SSdV + /tg - 0S8da = —/ <2M0bjklmHij55lm + W

&am>dv. (4.67)
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Es conveniente mencionar que Stratton [1] no escribe la ecuacion (4.67) de esta forma,
esto se debe ademas de usar una notacién distinta, a dos razones, primero a que hace
una analogia del tensor bjz,, con el tensor ji.,, entonces considera que el tensor
bjrim contiene unicamente dos constantes independientes, asi pues escribe el término
bitimH;Hj, en un caso particular y segundo considera una forma particular de t,(cjas)
como

1
Um(elas) = 5)\1‘3@@‘5’“ + )\ZSzmszm <468)

Al considerar esta forma particular de tm,(ciqs), escribe una expresiéon particular para

Ou m(elas)

el término . La importancia que tiene escribir el balance de la forma dada en

la ecuacion (4.67) se vera al final de esta deduccion.

Tomando en cuenta la ecuacion (4.58), se escribe la variacion del trabajo de la
siguiente manera

SWy = / o - 654V + / f5 - §5da, (4.69)

por otra parte, la densidad de energia libre magnética u,, depende, en cualquier punto,
del estado local de tension, por lo tanto, se supone que

U, = U (Sim), (4.70)
entonces 9
OUp(Sim) = / ( 8;;” ) §SimdV = / Tim0SimdV, (4.71)

ademaés, de acuerdo con la ecuacion (4.57), se puede escribir
W = 06U, (Sim)- (4.72)
Con ayuda de la ecuaciones (4.71) y (4.72), se escribe la ecuacion (4.69) como
/ fo- 034V + / f3 - §5da = / TimdSpmdV, (4.73)

sustituyendo la ecuacion (4.67) en la ecuacion (4.73) resulta

1 a m elas
- / <2M0bjklmHijaslm Do) 5Slm> AV = / T8 SpmdV, (4.74)
lm
con lo cual se obtiene que
1 8um elas
- <2M0bjklmHij + aéslm)> = Tim. (4.75)

Ahora en esta deduccién se considera que la componente [ de la densidad de fuerza
se escribe como

0Ty,
ory,

Ji= (4.76)
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Usando la ecuacion (4.76) en la ecuacion (4.75) se obtiene

a 1 aunl etas
fu=5— <—2ﬂobjkzmHij - aSi”) : (4.77)

Considerando la analogia con el caso electrostatico donde se considerd que tinicamente
existian fuerzas de origen electrostético, se considera que

0 aum(elas) .
i (— S ) —0, (4.78)

entonces se obtiene para la densidad de fuerza

0 1
Ja = I (—2uobjklmHij) : (4.79)

Sumando las densidades de fuerza fl y far, se obtiene la densidad de fuerza total del
sistema

1 o 0 1
— —smeHP St 4 (-

L 2,u0 or;  0ry, 2
Aqui es importante hacer notar que el haber usado esta de notacion, diferente de la
de Stratton, nos permite escribir a la densidad de fuerza f; en la ecuacion (4.80). Esto
es provechoso pues asi facilita considerablemente al lector moderno su comprensiéon
y nos permite comparar claramente con resultados obtenidos por otros autores como

Robinson [4| y Landau y Lifshitz [10].

,uobjklmHij> . (480)

Asi en completa analogia con el caso electrostatico, se deduce que la densidad de
fuerza ejercida sobre un sélido debida a un campo magnetostatico es

rd - 1 8/L 0 1
= B), — = H2—( b mH-H) 4.81
fl (] X )l 2”0 arl 8rm 2#’0 ikl JALE | ( 8 )

donde se ha considerado que en el medio puede circular una densidad de corriente j
y que la permeabilidad es independiente de H.

Es claro ver la estructura similar que presentan las ecuaciones (4.36) y (4.81), cabe
senalar que los tensores by, y auii; se suponen con las mismas propiedades. las cuales
fueron discutidas en la secciéon anterior.

El método seguido por Stratton para deducir la densidad de fuerza sobre un sélido
en un caso magnetostatico, es en esencia, de estructura similar a los seguidos en las
secciones anteriores, en esta seccion solo hemos analizado la densidad de fuerza debida
a campos magnetostaticos en un solido, con lo cual podria pensarse que olvidamos
considerar cuando el medio es un fluido, mas adelante veremos la relacion que guardan
estos medios.
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Deduccién de la densidad de fuerza de Helmholtz como un paso particular de la
densidad de fuerza en un solido 4.4.

4.4. Deducciéon de la densidad de fuerza de Helm-
holtz como un paso particular de la densidad de

fuerza en un sélido

Mostrar la relacion que tienen la densidad de fuerza de Helmholtz y la densidad
de fuerza en un s6lido, es un tema en el cual se pone énfasis usualmente, esto puede
ser una senial de que se busca una densidad de fuerza mas general, puesto que fH es
un caso particular de f;).

Para mostrar esta relacion analizamos la parte elastica del tensor elastico

€

= aiTZS = aa,rj<_20EkElaklij)- (4.82)
Landau y Lifshitz [10] hacen un andlisis sobre el tensor ay;; donde mencionan que
en el caso general es un tensor constante de cuarto orden, simétrico respecto de los
pares de indices k y [, iy j . Asi mismo Startton [1] hace una discusion detallada para
mostrar que en el caso de un solido el tensor ay;; sélo tiene dos coeficientes constantes
independientes. El desarrollo de estas constantes se analiza en el apéndice. Tomando
en cuenta esto podemos escribir una expresion para la permitividad de la siguiente

forma
€ij = a1 + a2Skr0ij, (4.83)

donde a; y as son constantes escalares independientes.

Una vez definida la expresion para la permitividad, podemos encontrar la forma
particular de o;j;; mediante la siguiente ecuacion

862-3-

ikl 95, (4.84)
0
= E(%Sij + a2Skk0i5),
entonces, para un so6lido
Qtij = 104051 + a2050%. (4.85)
Escribiendo a la densidad de fuerza f£* en términos de (4.85) tenemos que
es 8 €0
fi = %[—gEkEl(aﬁkﬁjl + a25ij5kl)]. (486)
J
En el caso de un fluido, la constantes a; y as son
' )
€
= P——oo, 4.88
az =p Bom ( )
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sustituyendo los valores de a; y as en la densidad de fuerza (4.86)

s _ _% 0 O\
i = 2 or, [EkEl(Pmapm)‘sm(skl]
€0 0 aET

= _56773 [Ek‘Ek(Pmapm)(sijl

&0 5 Oe
= 3% (E o a,om)' (4.89)

Si escribimos la densidad de fuerza f; para este caso

19 ors ¢ O¢,
f; = pE;, — 5airng[Ei(erEj) — Ej(e. E;)] + 87”]]- + §EkEl Br Okt
€ O 5  O€ €0 Oe,
— pF — 2 E —FEL.E,—. 4.
pE; 237}'( Pmapm>+2 k k@ri (4.90)

Al comparar la ecuacion anterior con la expresion (4.15), es facil, reconocer que la
expresion (4.90) es precisamente la densidad de fuerza de Helmholtz fir, 1o cual es un
resultado importante, puesto que muestra que la fuerza f;) para un sélido contiene,
como caso particular la densidad de fuerza de un fluido fH

Por otra parte en el caso de un fluido el tensor T} se puede escribir simplemente

como 1
T;SJ = Eoer(EiEj - §E25ij)7 (491)

con lo cual podemos escribir el balance, en este caso particular, como
€0 0

B~ 2 (E*pn,

Je,

€0 9 O€r 0
—F =
Opm

Oe 1
. = — |E;D; 4+ =¢oE*(p,,
apm) 2 87‘1' 87"j J + 260 (p

—&)0;] . (4.92)

Si pensamos en términos de generalidad, es claro que la densidad de fuerza de un
solido es més general que la densidad de fuerza de Helmholtz y por ende el balance
construido con fj) también es mas general que el construido con fH, pero ya hemos
mostrado que nuestro balance propuesto contiene ambos densidades de fuerza como
casos particulares siendo esto prueba de que indudablemente es un balance mas general
que los anteriores.
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Capitulo 5

Balance de momento
electromagnético en medios
materiales. Deduccion alternativa

Partir de la energfa libre del sistema para obtener la densidad de fuerza en el medio
y posteriormente su tensor de esfuerzos, es un procedimiento que tiene sus compli-
caciones, por ello resulta factible analizar el balance de momento electromagnético
desde otro enfoque.

En la basqueda de un método alterno el cual evite pasar por la hipotesis que
contiene el método usual Campos et al [16] propusieron una forma alterna de obtener la
ecuacion de balance de momento electromagnético en medios materiales, la cual tiene
como fundamento las ecuaciones de Maxwell e identidades vectoriales y tensoriales,
este método alterno presenta una forma clara y directa de obtener el balance.

Para obtener este balance, partimos de las ecuaciones de Maxwell en medios ma-
teriales

V-D=p (5.1)
V-B=0 (5.2)
. 9B
VxE=—"" (5.3)
- - 9D
H=j+== 4
V x j—i—at (5.4)

Tomando como base estas ecuaciones y mediante multiplicaciones escalares y vec-
toriales podemos escribir las siguientes igualdades

E(V-D) = pE, (5.5)

H(V-B) =0, (5.6)



5.0.

—EX(VXE):ﬁxa—B (5.7)
ot
y —
- - - - D
—BX(VXH):—Bx(jnLaat). (5.8)

Sumando las ecuaciones (5.5), (5.6), (5.7) y (5.8) obtenemos

L L L . R

E(V-D)+H(V-B)—Dx(VxE)—Bx(VxH)= pE+j><B+§(D><B). (5.9)
La ecuacion (5.9), claramente se obtiene a partir de las ecuaciones de Maxwell y tie-
ne como caracteristica importante, el hecho de que para deducirla no se hizo uso de
ninguna hipoétesis, en otras palabras es una ecuacién deducida con consideraciones
puramente de la teoria electromagnética.

Ahora, con el fin de analizar la ecuacion (5.9), utilizamos identidades vectoriales
y tensoriales para reescribir los miembros de la parte izquierda de esta ecuacion, de
tal forma que

B(V-D)~ D x (Vx B) =V [DE~ (B B + (VD) - £~ (VE)- D] (5.0
y
AV B)—Bx(Vxﬁ):V-[éﬁ—;(é A+ L(VB)- # — (VH)- B. (5.11)

Tuu — (DE + BH) - ;5 E+B-B)L (5.12)
obtenemos
s It
1 R Lo LS L
+=[(VE)-D—(VD)-E+ (VH)- B — (VB) - H]. (5.13)

Con esto presentamos un método alterno para obtener la ecuacién de balance en
medios, la solidez de este método consiste en que esta sustentando tinicamente por
dos pilares, las ecuaciones de Maxwell y el cédlculo vectorial y tensorial.

La ecuacion (5.13) es, precisamente, una ecuacion general de balance de momento
electromagnético en medios materiales, la cual por si sola ya representa un resul-
tado importante y merece una discusion a fondo, puesto que no existen resultados
previos donde se haya obtenido una ecuaciéon de balance general. Como ya hemos

26



5.1.

visto en las secciones anteriores, la manera estidndar de deducir la ecuaciéon de balan-
ce es presentada como un caso exclusivo de cada medio y nunca como un caso general.

Una forma de discutir la generalidad de la ecuacion (5.13), es analizar el término
del miembro derecho de esta ecuacion, el cual es una densidad de fuerza. Este es el
eje central de nuestro trabajo

Hasta ahora hemos visto la forma que tiene la ecuaciéon de balance de momento
para los casos particulares del vacio, fluidos y solidos, ademas de las densidades de
fuerza en dichos casos. Por otra parte ya que a simple vista la ecuacion (5.13) no pa-
rece ser equivalente a los balances (4.28) y (4.44), entonces podriamos cuestionarnos
.que medio describe esta nueva ecuacion de balance de momento? y més atin ;tienen
alguna relacion los balances usuales con esta nueva ecuacion de balance?

Si mostramos que las densidades de fuerza fH ¥ fi(s) estan contenidas en esta nue-
va ecuacion de balance de momento, mostraremos asi que (5.13) es un balance mas
general que los escritos usualmente. Esto es en esencia la motivacion principal de este
trabajo, mostrar la solidez de esta nueva alternativa para la ecuacion de balance de
momento en medios materiales.

En esta seccion se obtuvo la ecuaciéon de balance de momento mediante un camino
alterno, la intencion de este trabajo, no es iinicamente mostrar este método, también
estamos interesados en mostrar la generalidad de esta ecuacion, esto es, mostrar que
densidades de fuerza estan contenidas en nuestra ecuacion, es decir mostrar que fH y
Jfi(s) estan contenidas en nuestra expresion. Para mostrar la validez de esta ecuacion
de balance momento y densidad de fuerza, analizamos como se relacionan ambas
deducciones, mostrando que la densidad de fuerza de Helmholtz, aunque no lo parezca
a simple vista, esta contenida en nuestra ecuaciéon de balance.

5.1. Balance de momento electromagnético en me-
dios materiales fluidos. La densidad de fuerza de

Helmholtz

Para continuar consideramos un caso particular del balance (5.13), como lo es el
caso electrostatico, con esta consideracion podemos escribir la ecuacion (5.13) como

(D - E)I) = pE + 1[(vﬁ) .D— (VD) - E|, (5.14)

BE _
v ;

N |

la idea ahora es mostrar, si es que es posible, que esta ecuacion de balance (5.14)
contiene a la densidad de fuerza de Helmholtz, para ello proponemos 2 métodos.
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5.1.

5.1.1. Deduccion alternativa. Primer método

Para mostrar el alcance de la ecuacion de balance (5.14), usamos las relaciones
constitutivas. Las relaciones constitutivas ademas de contener informacion caracteris-
tica del medio, nos permiten reinterpretar términos de esta ecuacion.

Cuando consideramos que el medio es un fluido la ecuacidén constitutiva es de la
siguiente forma

— —

D = ¢e,. FE (5.15)
y en términos de la susceptibilidad eléctrica
D=e(l+x)E, (5.16)

sustituimos las ecuaciones (5.15) y (5.16) en el balance (5.14) y obtenemos

L. 1 Lo L1 L . .
V- {DE ~ 50 (14 x)E - E| I} = pE — 50 (Ve.E) - E —(VE)-E|, (5.17)
al reescribir esta ecuacién de balance obtenemos

=5 1 5 = o1 1
V- [DE — 5eo(E - E)I] = pE — 5eo(ve,ﬂ)E2 + §GOV(XEE2). (5.18)

Si analizamos el balance (5.18), podemos darnos cuenta que el miembro derecho
de esta ecuacion es una densidad de fuerza para fluidos, es decir

- o1 1
fr=pE — ieo(Ver)EQ + 5EOV(XeE?), (5.19)

la cual es de una estructura similar a la densidad de fuerza de Helmholtz fH, pero a
pesar de ser similares las densidades de fuerza fH y f} no son las mismas, por ello
consideramos que para gases y algunos fluidos podemos utilizar la relacion de Clausius
- Mossotti, la cual contiene el vinculo entre x. v p,, de la siguiente forma

Oe,
Opm
si utilizamos esta expresion en la ecuacion (5.18) obtenemos
-~ 1 - o - 1 5 1 0er o
V- [DE — §EO(E -E)I] = pE — §€O(VE>E + §EOV(pm$E ) (5.21)

es claro que el término de la derecha de esta ecuacion es la densidad fuerza de Helm-
holtz

de,
0pm

Con este desarrollo, hemos mostrado que la densidad de fuerza de Helmholtz se
encuentra contenida de manera natural como un caso particular en nuestra ecuaciéon

de balance de momento (5.13), sin necesidad de anadir términos extras al tensor de
Maxwell [9].

- =~ 1 1
fo=pE — 560(V6T)E2 + §€OV(pm E?). (5.22)
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5.1.2. Deduccién alternativa. Segundo método

Ahora con el fin de mostrar que la ecuacion de balance (5.14) es consistente, mos-
tramos que la densidad de fuerza de Helmholtz pude también obtenerse del miembro
derecho de esta ecuacion.

Con el fin de centrar nuestra atencién en el miembro derecho de esta ecuacién,
escribimos al tensor electrostatico de Maxwell como
1

Ty = DE — 5(5 BN, (5.23)

asi pues, podemos escribir la ecuacion (5.14) como

V-Tg=pE + ;[(vﬁ) D — (VD) - E], (5.24)

considerando que el medio es un fluido y con ayuda de las ecuaciones constitutivas
(5.15) v (5.16), podemos reescribir los siguientes términos

(VD)-E = (Veye,E)-E
= «|(V&)E+e(VE)| - B
D

= (Ve )E? + (VE)-D (5.25)
y
(VE)-D = V(E-D)—E-VD
=V [E_:Eo(l‘{‘Xe)E_;} —EVB
= ¢V(E*+x.E?) —E-VD
= V(E?) + eV (x.E?) —E-VD. (5.26)

Sustituyendo las expresiones (5.25) y (5.26) en la ecuacion de balance (5.24) resulta

V-Tr = pE+ ;[EOV(EQ) + 6V(xeE?) — E - VD — ¢(Ve,)E> — (VE) - D)
— pE - ;GO(VET)EQ + ;60v<X6E2) — ;V(ﬁ - E — eoB?). (5.27)
Considerando que
V(D-E—eFE*) =V -1I(D-E — eFE?, (5.28)

y la relacién

—

D = ¢FE + &P (5.29)

podemos escribir la ecuacion de balance (5.27) como
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5.2.

1. - = L1 1
V- |Tg+ 51(13 -E)| = pE — §€0E2V6T + 5eOV(XeE?), (5.30)

analogamente como lo consideramos en la seccién anterior, si consideramos un medio
que cumple con la ecuacion de Clausius- Mossottie, es decir

Oe,
Opm’

Xe = Pm (5.31)

podemos ver claramente que el miembro derecho de la ecuacion de balance (5.30)
corresponde a la densidad de fuerza de Hemlholtz

Oe,
Opm

1 L1 1
Vo Tyt JUP - E)| = pE — B Ve, + eV (o~ E?). (5.32)

Con esta deduccién mostramos que la ecuacion de balance de momento electro-
magnético (5.14) es una ecuacion consistente. Considerando que Campos et al en [16],
usando el miembro izquierdo de esta ecuacion, mostraron que la densidad de fuerza
de Hemlholtz estaba contenida en la ecuaciéon de balance de momento, ahora en este
trabajo hemos demostrado que es posible también deducir la densidad de fuerza de
Hemlholtz utilizando el miembro derecho de la ecuacion de balance de momento elec-
tromagnético. Queda establecida la consistencia de la ecuacion (5.14). Ahora, dado
que nuestra ecuacion contiene al menos a la densidad de fuerza f? ) como caso parti-
cular, podemos preguntarnos ;estd contenida la densidad de fuerza de un solido f;)
en nuestra ecuacion de balance de momento?

5.2. Balance de momento electromagnético en me-
dios materiales s6lidos, deducciones alternativas

Esta seccion es la parte medular de nuestro trabajo, aqui demostramos que la
densidad de fuerza sobre un soélido, puede ser deducida directamente de la ecuacion
de balance de momento electromagnético y densidad de fuerza. Para exhibir esto,
presentamos dos nuevos métodos, que aun siendo distintos, se enfocan en mostrar el
alcance de la ecuacion de balance (5.14) y las ecuaciones constitutivas.

5.2.1. Deduccion alternativa. Primer método

En este primer método partimos de la ecuacion de balance (5.14), ahora analizamos
un medio cuyas propiedades estén descritas, andlogamente como considera Robison,
mediante una relacién constitutiva de la siguiente forma

D] = €0€jkEk7 (533)

30



5.2.

es decir un sélido.

Escribiendo la ecuacion de balance (5.14) en componentes resulta

9
8Tj

1

L OB, oD,
2

D)) = oty |G- GRE] 6

[DiEj -

sustituyendo la relacion constitutiva para un sélido en el miembro de la derecha de la
ecuacion tenemos

ai[DiEj—;(DlEl)@j] = pk;i - ; [(a?fk)Ej—(%%)ﬁjkEk]
IR R e
B N
_ B ;eoEkE-aaifk 2[@(‘9@%) (%?)D] (5.35)

Analizando el ultimo término de la derecha, si j — k

0P - G2 =[G - P o

entonces podemos escribir la ecuacion (5.35) como

0 1 o 1 (’“)gk
877’]- |:D7,Ej — 2(DlEl)57,j:| = pEl 2€0EkE ( ari )

Considerando que la relacién constitutiva (5.33) puede ser escrita en términos de la
susceptibilidad eléctrica de la siguiente forma

(5.36)

Dy = €o(0m + Xux) B, (5.37)
y sustituyendo en el miembro izquierdo de la ecuacion (5.36) tenemos

0 1 1 Gejk

— |D;E; — —¢€o(0 EvE0;:| = pE; — ELE; , 5.38
o) i = €00k + Xiw) ExErdij | = pEi — SeoE (ari) (5.38)
realizando los productos reescribimos esta ecuacion como
0 1 1 O€ i, 0 1
——(D;E; — =€0EpE6110::) = pE; — =g Ep B (=2 —(=eoErEpardii).  (5.39
87“]-( i~ 5eolkLiok i) =0 5608k (Gri )+ Grj<2€0 rExaedij)-  ( )

Ahora nos interesa analizar el término x;;0;;, el cual es un tensor de cuarto rango
que claramente es simétrico en los indices ¢ y j debido a las propiedades de ¢ y
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5.2.

simétrico en los indices [ y k considerando que x;; es un tensor simétrico. Entonces si
definimos
Xlk(;ij = —Qkij,

donde ay;; es el tensor de cuarto rango que tiene las siguientes caracteristicas a;pi; =
Qniij = Qukji, analizando esta caracteristicas de o nos damos cuenta que coinciden
perfectamente con las caracteristicas del tensor af,]; propuesto por Stratton [1] para
describir las propiedades elésticas del medio, asi podemos establecer la igualdad de
Qukij ¥ a{,’ﬁb. Escribiendo (5.39) en términos de ay;;, tenemos

—(D;E; — —eoB1E)0;;) = pE; — —€g B E; J —(—=eoErEjauk;i),  (5.40
arj( i — geoliEidiy) = pEi — SeoE, ](am)—i_arj( scoBrEicunis),  (5.40)
de esta ecuacion podemos identificar la densidad de fuerza para un sélido fj) como
s = pEi — —e0BLE: (=) + —(—=eo By Ejousi;). 5.41

foi = PEi = Seo BBy am)Jr 8rj( 5o LEicuni;) (5.41)

Mismo enfoque. Otro camino

Con este mismo enfoque, de manera analoga que para fluidos, es posible obtener
la densidad de fuerza sobre solidos elasticos directamente del miembro derecho de la
ecuacion de balance de momento (5.13). Considerando unicamente campos electros-
taticos podemos escribir

0 1|, 0FE; oD ;
—(T%) = pE; + = D, — (—21)E; 42
87”]‘( z]) pl+2 (arz) J (87"7;)]7 (5 )
sustituyendo las ecuaciones constitutivas
Dj = EOEjkEk (543)
y
Dy = €o(0rt + Xip) Bk (5.44)
ademas considerando las igualdades
aDj aG‘k 8Ek
E;, = NELE; + (=)D 5.45
(8ri)] EO(ari)k]—l—(a’ri)k ( )
y
OF; 0 0
—)D; = —(E;D)d;;) — E;—(D;0;;
(aﬁ) J 87"]-( 1 ]) 187"]-( l ])
0 . 0
= o [Ei€o (0 + Xin) Exdij] — Ezafrj(Dz@j)
0 0 . 0
= %(EOE%SU') + %(EOXlkéijElEk) — Elairj(Dléu>

(5.46)
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5.2.

podemos escribir la ecuaciéon de balance como

0 E 1 ank 8Ek
— = —— E.E —)D
87”]'( ) 2[0(8rl)k1+(0r1) F
110 9 0 . 0
+pE; + 5 %(EOE dij) + %(EOXZk@jElEk) — ElaTaj(Dl@‘j) , o (547)
reescribiendo los términos tenemos que
877“J<TZ§J) =pEi+ S 28 (EOXlk(SZJElEk) 560(377;)531*7]
110 OFE; 0
— | =—(eo E*8i; Dy — Ej——(Dydy; 4
+3 o () - (G0~ Bi-(Di3)] (5.5)
ahora agrupando términos obtenemos
0 10
8773(175) = 58*(60}325@' — EyDydij)
10 . 1 O¢
+pE; + 587(60Xlk5ijElEk) — 560( 8rk)EkE (5.49)

Con esto podemos escribir la ecuacion de la balance (5.42) como

T 4+ -(ExDy — ©E?)0ij| = pEi+ - (eoxiidi BrEx) — 5 MNELE;. (5.50
ar, +2( kDr — eoB%)di5| = p +20rj(€°X”“ jE1EY,) 260(873) ;. (5.50)
Definiendo el tensor
Q1 = —Xzek5z'j (5-51)
y usando la relacion
D, = GO(Ek + Pk), (552)

como hemos discutido en la seccidén capitulo anterior, con esta identidad podemos
escribir

1 10 1 Ge]k

0
TE —(PpEy)bij| = pE;i + 20, (o L Ey) — 560( ar,

EyE;. 5.53
87“] 2 )E (5.53)
Con esto hemos mostrado que efectivamente nuestra ecuacion (5.14) contiene al menos
como casos particulares la densidad de fuerza f;) y fa, lo que nos deja ver de manera
clara que el balance propuesto, es una alternativa més general que los propuestos
usualmente, puesto que es posible describir tanto a so6lido como a fluidos.
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5.2.2. Deduccién alternativa. Segundo método.

Por otra parte es posible mostrar, siguiendo otro camino, que la densidad de fuerza
para un solido f(s) esta contenida en la ecuaciéon de balance momento electromagnético
(5.14), cuando se analiza un caso particular. Para presentar esta nueva deduccion,
partimos de la ecuacion de balance de momento para el caso electrostatico, el miembro
izquierdo de esta ecuacién puede escribirse como

V-Tg=V-(DE)—=V(D-E). (5.54)

N | —

Aqui, analogamente como lo consideran Stratton y Robinson, consideramos que para
un sélido la permitividad depende de la posiciéon 7y del tensor de tensiones .S;,

€ = (7, Sim). (5.55)

Motivados por esta dependencia de la permitividad, redefinimos la forma del gradiente,

esto es 3 55 3
Im
Vo <an "o, aslm>'

Usando esta definiciéon de gradiente en la ecuacion (5.54), obtenemos

o 0Sy, 0O 1[0 0Sym 0
T = D,E:)— = — D, FE; .
VT (wﬁ ar, aslm>< L) =3 (mﬁ ar, aslm>( i) (5.56)
) 10 OSim O 105y, 0
= |—(D;E;) — ——(D;E; D,E;) — = D,Ey)| .
[an( i) =55, l)] +l0ri 55, E) = 3 5r, b5, (P
Sea 3 8
A; = D,E;) — —— (D, E;
1= e (DiBy) — 55 (DB
' oS 0 108 0
lm Im
= D,LE — = 1)1E1Z y
J 87”1‘ aSlm( ]) 2 8'@ 8Slm( )
entonces podemos escribir
V- -Tg=A4;+ B;j. (5.57)

Ahora analizo el término A,

0 10
4 = %(Dz‘Ej)—gajﬂj

B OF, oD\ 1 OE; aD;
o(a) (e ) oGl e

Si usamos que D; = €p€; E), tenemos que

(DiE;)
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5.2.

b= oG em (5ol (a) o (50
= () o (Gn) a5y e (5)
- o(2)- o 32) 0 ()] o

dado que estamos en un caso electrostatico

Vxﬁzo,

OE;\  (0E;
87% B 8rj ’

asi podemos escribir finalmente el vector A; como
A, =FE: | — | — - E;F . 5.60
J ]<87"i> 260 k(@rj> ( )

Tomando en cuenta la ecuacion (5.55) podemos escribir que

por lo tanto

Di = D(TZ‘, Slm)a (561)

entonces analizando el vector B; podemos escribir

Bj = or; aslm(D IEJ)_i ar; aslm(D i)
S [ OD; 1 85”” oD,
7 Or, (aslm> 27" o (asm)
8Slm 8DZ 1 8Slm 8%
- E, EE . 5.62
7 or, (aslm> 2O g (aszm> (5:62)

Sustituyendo las ecuaciones (5.60) y (5.62) en la expresion (5.57)

V.T, — E <3D> L, (8%) & Sim <8Di> 1 05 (aem>

or; Ej or; \0Sim 2 dr; \9Sm
oD;  0Sp, 0D; 1 Oci  OSy, Ocin
= B ~6EE . |
j (87"1 or; 8Slm> 50 k( o, + o 851m) (5.63)
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Por otra parte, usando la definicion de gradiente podemos escribir

dD;  0Sy, 0D; ~
=V-D= 5.64
<8ri + 8T’i 6Slm> Py ( )
y definiendo
O€i,

iklm — ) 5.65
Qi S0 ( )

podemos escribir la ecuacion (5.63) como

1 Geik 1 aSlm

T = pE; — ~0 BBy = — e By By 2 cuigion. 5.66
V- -Tg = pE; 5 €0 karj 5 oLl o, ikl (5.66)

Hasta ahora, en la ecuacion (5.66), no es evidente la expresion para la densidad
de fuerza f;), asi para continuar analizamos el término

aSlm
87"]' .
Recordando que
8ul
Sim = — 5.67
: orm ( )
podemos escribir
OSim o (0 o (0 05y,
m _ 9 (G _ 9 (D) _ 9o (5.68)
or;  Orj \Orp, Orp, \ Or; Orm
esta igualdad nos permite escribir
1 (‘)SZ 1 aSl
260 k 873 Akl 260 karma ki ( )
Si definimos )
Chnj = §€0EiEk04iklmSlja (5.70)
podemos escribir (5.69) como
1 0Sy; 0 o /1
SOEiBi s  iim = 5 —Comj = Sty —  560E:Eicim) i
5 €0 karma Kl armc i — S ar 5 Colii bk (5.71)

Sustituyendo (5.71) en (5.66) e integrando ambos lados de la ecuacion tenemos

1 O€ix, 0 0 1
/V . TEdV = / [pEJ — §€0E2Ek87rj - %Cm] + Sljm<2€OEiEkaiklm)] dV,
(5.72)
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usando el teorema de Gauss y escogiendo una superficie adecuada podemos anular el
término
0
| G G’

con lo que finalmente podemos escribir nuestra ecuaciéon de balance de momento de
la siguiente manera

0¢; 0 /1
aﬁ k Sl]a ( EOE Ekazklm) . (573)

1
Hasta este punto de nuestro desarrollo, no hemos hecho consideraciones que limiten
la generalidad de esta ecuacion, para seguir con este analisis es necesario hacer una
suposicion. Consideramos que

8ul

= o
J

Es posible hacer esta consideracion cuando la deformacion del material es igual en
todas las direcciones, donde A es una constante que depende del medio.

Sustituyendo la ecuacion (5.74) en la ecuacion (5.73) obtenemos

1 0¢; 0 /1
V- TE = pE 2€0E Ek a b (Sl] aT’m ( €0E Ekalklm>
1 861 o /1
= pEj - jeBil o, k 8rm< o F; Ekazk]m). (5.75)

La ecuacion de balance de momento (5.75), es un caso particular de nuestra ecua-
cion de balance de momento (5.14). El miembro derecho de la ecuacion (5.75) corres-
ponde a una densidad de fuerza, esta densidad de fuerza es la densidad de fuerza para
un solido f;(s) y coincide con la encontrada por Stratton|1], Robinson[4], entre otros.
Con esto mostramos otro método para deducir la densidad de fuerza en un sélido
a partir de nuestra ecuaciéon de balance de momento electromagnético (5.14). Este
método es un elemento méas que apoya la generalidad de nuestro balance.

5.3. Densidad de fuerza magnética en medios mate-
riales

Para realizar estas deducciones partimos de la ecuacién de balance de momento
electromagnético obtenida en la secciéon previa, la forma general de dicha ecuacién es

+5U(VE)- D= (VD) E+(VH)- B~ (VB)- H]. (5.76)
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Para continuar consideramos un caso particular de la ecuacion (5.13), el caso donde
unicamente existen campos magnetostaticos, con esta consideraciéon podemos escribir
dicha ecuacion como

1

v-[Eﬁ—Q(E-ﬁ)]:jx§+;[(vﬁ)-§—(v§)-ﬁ], (5.77)

ahora, andlogamente como lo hicimos en el caso electrostatico, estamos interesado en
mostrar, que, a partir de la ecuacion de balance (5.77) podemos deducir las densidades
de fuerza magnética en un fluido y en un sélido.

5.3.1. Densidad de fuerza magnética en fluidos

Cuando el medio sobre el cual actian los campos magnetostaticos es un fluido
escribimos la ecuaciéon constitutiva que relaciona los campos B y H de la siguiente

forma B
B = popH (5.78)

y en términos de la susceptibilidad magnética
B = (1 + xm)H. (5.79)
Sustituyendo las ecuaciones (5.78) y (5.79) en la ecuacion (5.77) obtenemos que

| . Lo ﬁ "
V- (BH — Spo(L+ x)H - H) = x B = gpo (Vi H) - H = (VH) - . H], (5.80)

N —

reescribiendo esta ecuacién resulta

L | 1
V- [BH — 5MO(H -H)]=jxB— 5uo(w,ﬂ)H2 + §/L0V(XmH2), (5.81)

en donde podemos reconocer el miembro derecho de esta ecuacién como una densidad
de fuerza, es decir

- , = 1
far =3 % B— =po(Vu,)H* + §,u0V(XmH2). (5.82)

.
N |

Hasta este punto hemos considerado un medio cuyas propiedades estén descritas
por la ecuacion constitutiva (5.88), pero, salvo esta restriccion, la densidad de fuerza
far es una densidad de fuerza general sobre un fluido.

Debido a que nos interesa hacer una analogia con el caso electrostatico es necesario
imponer una consideraciéon més al medio. Para medios que satisfacen la relacion Clau-
sius - Mossotti, autores como Tamm [9] y Landau y Lifshitz [10] escriben la relacion
entre la permitividad y la densidad del medio, como

Oe

o (5.83)

Xe = Pm

38



5.3.

En analogia con este caso, escribimos la relacién para el caso magnetostatico

Oy
= .84

m

sin esta consideracion no se pueden comparar densidades de fuerza magnética fM y
la densidad de fuerza de Helmholtz fH Esta relacion puede considerarse como una
relacion andloga a la relacion de Clausius - Mossotti, cuando los campos involucrados
son magnetostaticos.

Sustituyendo la ecuacion (5.93) en la expresion para la densidad de fuerza fM
obtenemos

—

fm:]’xg—

1 o,
#o(V ) H? + 5110V (i a;‘ H?), (5.85)

N | —

donde la densidad de fuerza magnética fm es un caso particular de la densidad de
fuerza magnética f;W

Es evidente, ahora, la estructura similar que poseen la densidad de fuerza magné-
tica sobre fluidos fm y a densidad de fuerza magnética de Helmholtz fH

Mismo Enfoque. Otro Camino

Dada la simetria que presentan los campos E y H en la ecuaciéon de balance de
momento electromagnético (5.13), podemos mostrar que la densidad de fuerza debida
a campos magnetostaticos también puede deducirse directamente del miembro derecho
de esta ecuacion, cuando consideramos tnicamente campos magnetostaticos, es decir

T
V. |[BH — 5(3 -H)| = ] x B+ = [(VH) (VB) ] (5.86)

Considerando que la ecuacién constitutiva para los campos B v H
B = pop, H (5.87)

y en términos de la susceptibilidad magnética

—

B = po(1+ xm)H, (5.88)

podemos escribir, en completa analogia con la seccién anterior, las siguientes igualda-
des
(VB)-H = puo(Vu,)H* + (VH) - B (5.89)

(VH) - B = poV(H?) + 1oV (xmH?) — H - VB. (5.90)

Sustituyendo las expresiones (C.3) y (5.90) en la ecuacion de balance (5.86), analoga-
mente con la seccién anterior obtenemos

Lt —ix B L
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donde . B .
B = po(H + M). (5.92)

Como ya hemos discutido anteriormente, si consideramos un medio que cumpla
con la siguiente relacion, analoga a la ecuaciéon de Clausius - Mossotti en el caso
electrostatico

Oy
=P 7 5.93
o= 2 (5.93)
obtenemos que
1 — — — — 1 1 8 T
V- |Ty+ §I(M -H)| =jxbB— §/~LOH Vi, + Q'MOV(pmGZ H?), (5.94)

donde el miembro derecho de esta ecuacion es la densidad de fuerza magnética so-
bre un fluido, con esto hemos mostrado que la densidad de fuerza sobre un fluido,
debida a campos magnetostaticos pueden obtenerse del miembro derecho de la ecua-
cion de balance de momento (5.86). Considerando estos resultados obtenidos, ahora
es conveniente considerar el caso estatico de la ecuacion de balance de momento elec-
tromagnético (5.13), es decir

— — —

S . L
V- Tpy =pE+jx B+ (VE)- D~ (VD) E+(VH) - B~ (VB)- H], (5.9)

usando ecuaciones constitutivas en el miembro derecho de esta ecuaciéon, hemos pues,
obtenido resultados congruentes con los encontrados por Campos et al en [16], con
esto podemos escribir un caso particular de la ecuacion de balance (5.95) como

T |
v [DE + BH + 5I(eoE2 + M0H2)] =pE+jxB
1 Oe 1 ol
60 |V(pm——FE?) — E*Ve, | + o |V(pm——rH?) — H*V i, | . (5.96
+260[ (p . ) 6]4‘2#0[ (p Do ) pr| - (5.96)

Esta ecuacion muestra como la ecuacion de balance de momento (5.13) bajo ciertas
consideraciones puede escribirse como (5.96), donde el miembro derecho de esta ecua-
cion contiene las densidades de fuerzas propuestas por autores como Landau- Lifshitz
[10] ¥ Robinson [6]

5.3.2. Densidad de fuerza magnética en sélidos

Para deducir la densidad de fuerza en un solido elastico, a partir de nuestra ecua-
cion (5.86), escribimos dicha ecuacién en componentes

o
37’j

OB;y _ (OH,
87“2' J 87“2'

BiH, — ;(BlHl)éij — (G x By - ; [( Bl (5.07)
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por otra parte, consideramos la ecuacion constitutiva (4.45), podemos escribir la ecua-
cion (5.97) como

0 L 2 By _ L O Hy OH;
or; [BiHj—2<BlHl)6ij} = (J % B)i = 5#o [( 57»- VH, — ( ariﬂ)ﬂijk . (5.98)

Desarrollando de manera analoga al caso electrostatico resulta

1 5 o 1 .
aij {BZ]'IJ — 2(BZH1)(SZ]} = (] X B)z — HOHk:H](aaMTJZk)
Esta es la forma que toma nuestra ecuacién de balance de momento, cuando consi-
deramos un s6lido en presencia de un campo magnetostitico. Ahora andlogamente a
como lo hicimos para la densidad de fuerza sobre un fluido magnético, mostramos que
esta ecuacion (5.99) contiene a la densidad de fuerza sobre un solido magnético. Para
mostrarlo consideramos que la relacién constitutiva puede expresarse en este caso de
la siguiente forma

5 (5.99)

By = po(6r + X(mye) Hr (5.100)
si sustituimos esta ecuacion en el miembro izquierdo de la ecuacion (5.99) tenemos
0 1 > = 1 Ok
— |BiH; — < p10(6 myk) HeHi0ij| = (J X B); — poHpHj(—22), 5.101
o, [P o 0Okt + Xk HiFidig | = (X B)i = guoHiH(=5 =), (5-101)

realizando los productos, reescribimos esta ecuaciéon como

0 1 | Ot 0 1
(Bl SeoH20y) = (X B)i= o Hy (G2 + = (S o HiHixmnedis) - (5:102)
T’j 2 i 87“]' 2

Ahora, de una forma equivalente a como lo hicimos en el caso electrostatico, ana-
lizamos el término X(myxdi;, el cual es un tensor de cuarto rango, simétrico en los
indices 7 y j debido a las propiedades de J, y simétrico en los indices [ y k. Entonces
de manera similar con el caso electrostatico definimos

X(m)ik0ij = —bikij, (5.103)

donde by;; es un tensor de cuarto rango, equivalente al propuesto por Stratton [1].
Escribiendo la ecuaciéon (5.102) en términos del tensor by;;, tenemos

%(BiHj - §/L0HlHldij) = (] X B)i - §U0HkHj ( 87%- ) + %(_§M0HkHlblkij)a
(5.104)
en esta ecuacion podemos identificar a la densidad de fuerza como
- = 1 3u ik a 1
m)i = B); — —poHRH; | =2 | + =——(—=poHp Hibiki;).- 5.105
f() (]X ) 2#0 k j(@ri>+37‘j< 2#0 k ukJ) ( )
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Esta densidad de fuerza f,,);, es equivalente a la densidad de fuerza de la ecuacion
(4.81) encontrada por Stratton [1]| (pag. 154), Robinson [4] y Landau- Lifshitz [10] en-
tre otros. Con esto mostramos una nueva forma para calcular las densidades de fuerza
sobre fluidos y soélidos, debidas a campos electrostaticos y magnetostaticos, lo cual
es una muestra del alcance de la ecuacion de balance de momento electromagnético
(5.13) obtenida a partir de las ecuaciones de Maxwell. Estos son elementos que apo-
yan el hecho de considerar que la ecuaciéon de balance de momento electromagnético
(5.13) ya contiene las fuerzas necesarias para analizar al menos a los fluidos y sélidos
en presencia de campos estaticos.

A demas, este método de calcular las densidades de fuerza a partir de la ecuacion
de balance (5.13), nos permite entre otras cosas, apreciar la simetria del intercambio
entre los vectores 'y H.

5.4. La densidad de fuerza en medios materiales

En el capitulo anterior hemos mostrado los resultados obtenidos por Robinson [4],
Stratton [1|, Panofsky y Phillips [2], Tamm [9], Landau y Lifshitz [10] para las den-
sidades de fuerza en fluidos y sélidos, distinguiendo si estas densidades de fuerza son
debidas a campos electrostiticos o magnetostaticos, ademas de mostrar la relacion
que existe entre estas densidades de fuerza. Por otra parte, en este capitulo demostra-
mos que estas densidades de fuerza pueden obtenerse directamente de la ecuacion de
balance de momento electromagnético y densidad de fuerza. Con estos antecedentes
podemos preguntarnos, ;que tan general es la densidad de fuerza obtenida directa-
mente de la ecuacion de balance?

En este seccion damos mayor sustento a la propuesta hecha por CJL [16], de una
expresion general para la densidad de fuerza en medios. Este sustento esta basado en
los resultados mostrados y obtenidos en los capitulos previos, para ello partimos de
la ecuacion de balance de momento electromagnético para campos independientes del
tiempo

D DU L. L L
V'TE]V[:pE+jXB+§[(VE)'D—(VD)'E+(VH)-B—(VB)-H], (5.106)

donde podemos reconocer al miembro derecho de esta ecuacién como una densidad
de fuerza, la cual denotaremos como fq, es decir

— — — —

fo=pE+]xB+ ;[(VE) .D—(VD)-E+(VH)-B—(VB)-H], (5.107)

establecido esto, vamos a mostrar que JFG es la densidad de fuerza generalizada en
medios.

Si consideramos un sistema en el cual solo estan presentes campos electrostaticos,
la densidad de fuerza fG toma la siguiente forma
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for = pE+5 [(VE) —(VD)- E). (5.108)

Ahora, puesto que en el capitulo anterior se mostréo que la densidad de fuerza
sobre un fluido es un caso particular de la densidad de fuerza en un soélido, vamos
a analizar a la densidad de fuerza ]FGE para un solido. Dicho esto consideramos la
ecuacion constitutiva (5.43) y sustituyendo en la ecuacion (5.108) obtenemos

ficey = pEi +; [(aiEj)Dj - (;nDj)Ej]
= pEi+ ; [<8ari E;)Dj — (aifioﬁjkEk)Ej]
= pE; + ; {(a(zZ E;)D; — ¢ [(;;ZEJk)Ek + egk(aanEk:)} Ej}
_ LB+ ; [Dj(aiEj) - Dk(aanEk) - (aiemeoEkEj] . (5.109)

analizando el término Dj(ﬁEj) — Dk(%Ek), y considerando que los indices j y k
son mudos, entonces si j — k, el término se anula, puesto que

0 0

b; (87" Ej) = Dk(8r~

Er) =0,

con esta consideracion, la ecuacion (5.108) se escribe como

1 0
ficae) = pE; — §€0EkEj($5jk)- (5.110)

Siguiendo el razonamiento de la seccion (4.2.2), es decir, redefiniendo el gradiente

o OSm 0
Vi (an "o, aslm>

y usando esta definicion en la ecuacion (5.110), obtenemos que

ficey = pEi— 2€0EkE (am + or, 8Slm>(jk)
1 aE‘k 1 8Slm Oe k
= pF, — ELE; 12— ZegBL B —2 J d11
PR g0 <0ri> 9 Ok, (as,m) (5.111)

Claramente esta densidad de fuerza es igual al miembro derecho de ecuacion (5.66), la
cual analizamos y demostramos que conduce a la densidad de fuerza en soélidos usual.
Con esto es evidente que la densidad de fuerza f;¢g) en un caso particular se convierte
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en la densidad de fuerza en un solido f;), y a su vez la densidad de fuerza de f(,) en
un caso particular se convierte en la densidad de fuerza de Helmholtz f;g),es decir

fiay = fuar)y = fis) = Jic)-

Cuando consideramos unicamente campos magnetostaticos, la densidad de fuerza
fo toma la forma de

— - — ]_ —

famu =17 ><B+§[(VH)-B—(VB)-H], (5.112)
analogamente como lo hicimos para el caso electrostatico se puede encontrar que la
densidad de fuerza fgar) contiene las densidades de fuerza usualmente conocidas, con
esto podemos ver que

fica) = fianry = fisnry = ficrnn)-

Con esto hemos mostrado como la densidad de fuerza f;) la cual se obtuvo di-
rectamente de la ecuacion de balance de momento electromagnético (5.106), contiene,
como casos particulares, las densidades de fuerza deducidas y discutidas en los capi-
tulos anteriores, con esto sustentamos la propuesta de la densidad de fuerza (5.107),
como la densidad de fuerza en medios materiales.
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Capitulo 6

Equivalencia de las diferentes
propuestas para el tensor de esfuerzos
en un solido elastico

En este capitulo buscamos mostrar la equivalencia de las propuestas de los autores
Stratton, Landau-Lifshitz y Robinson para el tensor de esfuerzos en un solido eléstico.

Stratton [1] escribe el tensor como

tZ] = € (6 + @2 ; al) EzEj — € (6 —;CLQ) Ez(sz‘j, (61)

Landau y Lifshitz [10] por su parte escriben el tensor como

Oik = €0 (6 — a21> ElEk — € (E _Za2> EQCSik, (62)

y Robinson [4], escribe
Te 1 Tes 1 N a 1
ij + i 5 (EID] + EJDZ —F- D(SZJ) - §€0aklijEkEl, (63)

la cual es una expresion que no es directamente comparable con los tensores escritos
por Stratton y Landau- Lifshitz, esto es debido a que el tensor (6.3) esta expresado
en términos del tensor oyy;.

Para darnos cuenta si son o no equivalente estas propuestas es necesario unificar las
definiciones de las constantes utilizadas por dichos autores. Estas constantes surgen
tras analizar el tensor 5

€k
_ J
Qjklm = BYS . (64)
lm

Estos autores senalan que el tensor aj,, es un tensor de constantes y que en el

caso de un solido elastico existen tinicamente 2 constantes independientes, pero, s6lo
Stratton muestra con detalle como se obtienen estas dos constantes, la confusiéon surge
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cuando estas constantes aparecen en el tensor electrostatico asociado al estudio de la
densidad de fuerza en sélidos ya que los tres autores usan las mismas letras para estas
constantes, pero no es evidente que representen las mismas cosas.

6.1. Equivalencia de las propuestas para el tensor de
esfuerzos de Landau- Lifshitz y Robinson
En el estudio de la densidad de fuerza en un sélido, Robinson comenta que sélo

existen dos constantes independientes y escribe que para este caso en particular el
tensor 75 debe de ser

Te = —;60 (01 BB + a2 E5) (6.5)
donde a; y as son dichas constantes, ademas si consideramos que
E,D; = E;D; (6.6)
y
D; = €yeE)j, (6.7)

podemos escribir una expresion para el tensor propuesto por Robinson, la cual puede
ser comparable con las expresiones escritas por Landau-Lifshitz y Stratton. Entonces
aplicando las ecuaciones (6.5), (6.6) y (6.7) en la ecuaciéon (6.3), obtenemos

e es al
TG+ 15 = e (e = 5)EL; — ( VE* ik - (6.8)

Ahora ya podemos hacer una comparacion inmediata entre los tensores (6.2) y (6.8).
Es claro que los tensores escritos por Landau-Lifshitz y Robinson son equivalentes, es
decir

Oik = T';; + T

ij )

Oik = €0 <€ — C;I) EZEk — €0 (6 —;a2> E252k

puesto que

€+ as

[& es al
T + 155 = <o [(6 — S )EE; )Ez(sik} '

Debido a que Robinson no escribié una expresion como la ecuacion (6.8), la compa-

racion entre sus resultados y los obtenidos por Landau y Lifshitz no es obvia.

6.2. Equivalencia de las propuestas para el tensor de
esfuerzos de Stratton y Landau- Lifshitz

Ahora falta realizar la comparacion con el tensor escrito por Stratton. Para facilitar
esta comparacion, escribimos nuevamente el tensor de Stratton pero cambiando las
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constantes a; = ay y as = «p junto con el tensor escrito por Landau y Lifshitz, con el
fin de distinguir las constantes, entonces tenemos

o =co (4 20 BB, - o (T502) B2, (6.9)

T = € (e - ‘;) EE, — ¢ (6 J;”) E25y,. (6.10)

Ahora nuestro objetivo es aclarar como se relacionan las constantes de cada autor,
para establecer si los tensores (6.9) y (6.10) son equivalentes. Para esto, vamos a
utilizar el hecho de que Stratton obtiene las siguientes relaciones para sus constantes

Qi = 1,  Qjjkk = Qa, Qg = as,  (J # k). (6.11)

1
a1 — g — 40[3 == 0, 3 = Z(al - Oég). (612)
Con ayuda de estas ecuaciones, muestra como el tensor de cuarto rango g, para
un soélido, tiene unicamente dos constantes independientes, denominadas por Stratton
como, a v . Aqui surge el punto clave, Stratton escribe el tensor en términos de las
constantes o y ao, pero esta no es la tnica forma de escribirlo, si elegimos expresar

este tensor (6.9) en funcion de las constantes az y ay y dado que

1
—2063 = 5(@1 — 042), (613)
obtenemos

€+ Qo

tij = €0 (€ — 203) By — € < ) E?5;;. (6.14)

Ahora, una vez escrito el tensor de Stratton de la forma (6.14), hacemos una compa-
racion entre los tensores (6.8), (6.10) y (6.14), es decir

Oik = € (6 — a21> EzEk — € (E _|—2a2> E25ik‘7

€+ as
2

€ €S al
T+ 155 = € {(6 - E)EiEj — >E25ik} ’

tij = € (E — 2@3) ElEJ — € <€—|_20[2) Ezéij.

Con esta comparacion, podemos ver, que los tensores de Stratton, Landau y Robinson,
son equivalentes, ademas podemos establecer una igualdad entre las constantes de
Landau y Robinson con las constantes de Stratton, la cual queda expresada en las

siguientes ecuaciones
4:0./3 = ax (615)

Qg = 9. (616)
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Con esto establecemos que los tensores (6.8), (6.10) y (6.14) son iguales y hemos
unificado el lenguaje de estos tres autores para asi facilitar el andlisis siguiente.

6.3. Demostraciéon de que en el tensor de Maxwell es-
tan incluidas las propuestas de Stratton, Landau-
Lifshitz y Robinson

En esta seccién buscamos mostrar, si es posible o no, obtener el tensor que propo-
nen Stratton, Landau-Lifshitz y Robinson para un sélido elastico sometido a un campo
electrostatico, directamente del tensor de Maxwell en medios. Para esto partimos de
la expresion bien conocida de dicho tensor

1
T,y = DiE; — 5 DiEidy;, (6.17)

ahora, es necesario escribir la ecuacion constitutiva que vincula los campos D y E
Di = EOEilEla (618)

es aqui precisamente donde radica el meollo de este problema, puesto que nosotros
hacemos énfasis en que dicha ecuaciéon constitutiva debe contener las caracteristicas
del sistema al que deseemos tratar, consideramos que la permitividad ¢; escrita en la
ecuacion constitutiva es el vehiculo en el cual se deben de contener las caracteristicas
del sistema.

Landau y Lifshitz [10], en el caso de un solido expresa que la permitividad esté
compuesta por dos partes, una parte €5, que representa las propiedades del medio antes
de ser deformado y otra a;;m,Sm, que contiene la informacion del medio deformado,
es decir

€l = E?l + ailmnsmn- (6]—9)

Para comprender mejor estas propiedades de la permitividad ¢;;, recordemos que
en el calculo de Stratton, ya se sigue esta linea de razonamiento, pero nunca escribe
explicitamente una expresion como (6.19) y utiliza un lenguaje sumamente, anticuado,
pone cuidado en considerar la permitividad del medio antes y después de la deforma-
cion. En lo que respecta a Robinson el lenguaje es mas claro y moderno, pero no tiene
cuidado en hacer distincion de las partes que constituyen la permitividad, puesto que
abusa de la letra €, lo cual puede dar pie a muchas confusiones.

Una vez expuestas estas consideraciones proponemos el tensor permitividad como
la suma de dos tensores,e)) y €}, donde €} representa, al igual que para Landau y Lifs-
hitz, la permitividad del medio antes de ser deformado y €, contiene las propiedades
del medio deformado, de tal forma que

€1 = 5?1 + 5:17 (620)
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Si sustituimos las ecuaciones (5.43) y (6.20) en la expresion para el tensor de
Maxwell (6.17), obtenemos

1

Ty = (g + ) BiE; — 5(59% + €mi) Em E0ij, (6.21)

ahora, definimos
VB = ek, (6.22)
e, B = aFE;, (6.23)
€ o Em = €Ey, (6.24)

y

e Em = BEL, (6.25)

donde v y  son dos constantes. Con esto podemos escribir la ecuacion (6.21) como
1
Ej = 60(6 + Oé)EiEj — 560(6 -+ 5)E25ij7 (626)

si comparamos con el tensor de Stratton

ty = € (e + 2 5 “1) E:E; — ¢ <€ —|—2a2> B2, (6.27)
basta con definir las constantes
as — a
a=—2—1 (6.28)
2
y
B = as. (6.29)

Con esto mostramos que el tensor de Maxwell en medios materiales, bajo ciertas
consideraciones, reproduce el tensor propuesto por Stratton, Landau-Lifshitz y Ro-
binson para medios s6lidos. Esto es un punto muy importante para nuestro trabajo,
puesto que es un elemento mas que apoya nuestra vision, las ecuaciones de Maxwell
més ecuaciones constitutivas y el calculo vectorial y tensorial proveen los tensores y
las densidades de fuerza en medios materiales.
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Capitulo 7

Conclusiones

En este trabajo hemos mostrado algunas de las deducciones usuales de las densida-
des de fuerza en medios materiales, hemos seguido el desarrollo de estas deducciones
senalando los puntos delicados de las mismas y hemos establecido las equivalencias
que existen entre estas deducciones al unificar el lenguaje de las mismas. Ademas no
solo nos limitamos a analizar las deducciones usuales, por otra parte también demos-
tramos que la densidad de fuerza sobre un sélido debida a campos electrostaticos o
magnetostaticos puede obtenerse directamente de la ecuacion de balance de momento
electromagnético deducida de las ecuaciones de Maxwell; previamente Campos et al
[15] demostraron que efectivamente esta ecuacion de balance provee la densidad de
fuerza sobre un fluido, es decir la densidad de fuerza de Helmholtz.

En este trabajo mostramos la generalidad de la ecuacion de balance de momento
que surge de las ecuaciones de Maxwell, con las relaciones constitutivas adecuadas es
posible deducir de ella las densidades de fuerza en fluidos y en sélidos ya conocidas, se
tiene asi una densidad de fuerza en general para medios materiales por lo cual no hace
falta buscar dichas densidades en otro lado, este es un método novedoso, sustentado
en una interpretacion diferente de la ecuacidén de balance de momento, puesto que,
usualmente se deduce primero una densidad de fuerza a partir de la energia libre del
sistema [Stratton, Tamm, Panofsky y Phillips, Landau y Lifshitz|, y posteriormente
se realiza el balance de momento, hemos demostrado que esto es innecesario. Este es
método puramente macroscopico, a diferencia de lo hecho por Gordon [5], Peierls [8],
Lai et al en [11] y [12] entre otros.

Con esto mostramos la enorme riqueza de la teoria de Maxwell, las cuatro ecua-

ciones y las relaciones constitutivas conducen a las densidades de fuerza en medios
materiales conocidas.
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Apéndice A
Elasticidad

A.1. Descripcién material y descripciéon espacial

Cuando un medio continuo estd en movimiento, las cantidades tensoriales que se
asocian con las particulas especificas (temperatura 6, velocidad ¥, etc) cambian con
el tiempo. Podemos describir estos cambios por:

1 siguiendo las particulas, es decir, expresamos #, ¥ como funciéon de las parti-
culas (denotado por las coordenadas materiales X;) y el tiempo. En otras palabras,
expresamos

9 - H(XZ, t),
Tal descripcion se conoce como la descripcion material. Otros nombres para la misma
son: Descripcion lagrangiana y descripcion de referencia.

2 Observando los cambios de las posiciones fijas, es decir, expresamos 6, ¥ como
funcion de las posiciones fijas y el tiempo, es decir

0 = 9(171, t),
Tal descripcidon se conoce como una descripcion espacial o descripcion euleriana. x;
localiza la posicidon fija de puntos en el espacio fisico y es conocido como el espacio
de coordenadas. Las coordenadas espaciales x; de una particula en cualquier tiempo ¢

estan relacionados con las coordenadas materiales X; de la particula por la siguiente
ecuacion

z; = 1;(X;, 1)
A.2. Derivada material
La tasa de cambio en el tiempo de una cantidad (tal como la temperatura o la

velocidad o tensor de tensiones) de una particula de material, se conoce como una
derivada de material. Vamos a denotar la derivada material por D/Dt.
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A.3. Tensor de deformacion

(I) Cuando se utiliza una descripcién material de la cantidad, tenemos

0 =0(X,,t),
entonces
bo_o9,
Dt~ o il

(IT) Cuando se utiliza una descripcion espacial de la cantidad, tenemos
0= 9<IZ, t),
entonces

DO 00 Ox; 00
7 = + (5 )ausijo
Cuando se utilizan coordenadas cartesianas rectangulares, 85;;’ son las componentes

de la velocidad v; de la particula. De este modo, la derivada material en coordenadas
rectangulares es

Do 00

—=—+4v V6.

Di ot
donde hay que destacar que estas ecuaciones son para # en una descripcion espacial,
es decir, 0 = 6(x;,t).

A.3. Tensor de deformacion

Hay muchos problemas para los cuales el desplazamiento de cada punto material
es muy pequena. En esta seccion, se deriva el tensor de la cual que caracteriza a la
deformacion.

Considerando un cuerpo, que tiene una configuraciéon particular, en algin tiempo
de referencia ¢, los cambios en otra configuracion en el instante t. Haciendo referencia
a la Fig. 3,3, un punto material P tipico experimenta un desplazamiento u , de modo
que llega a la posicion

=X+ (X, t)

Un punto vecino Q X +dX llega a ¥ + d¥ que esté relacionado con X +dX por:
F+di =X +dX +d(X +dX,t)
Restando las ecuaciones anteriores se obtiene
dit = dX + @(X +dX,t) — @(X,t).
Utilizando la definiciéon de gradiente de una funcién vectorial tenemos

dit = dX + (Va)dX,

o8



Tensor de deformacion A.3.

donde V1 es un tensor de segundo orden conocido como el gradiente de desplazamien-
to. Podemos escribir las ecuaciéon anterior como

—

7 = (I+ Vi) X,

definiendo
A= (I+Vu)
tenemos .
dr = AdX,
d7 - d7 = AdX - AdX = dX - ATAdX,
es decir,

(ds)? = dX - ATAdX

Si A es un tensor ortogonal, entonces ATA =1,y

(ds)* = (dS)”

Por lo tanto, un tensor A ortogonal corresponde a un movimiento rigido del cuerpo
(traslaciony / o rotacion).

ATA = 1+ Va) 1+ Vi) =1+ Vi+ (Vo) + (V)T (Va)

si consideramos s6lo los casos en que los componentes del vector de desplazamiento
asi como sus derivadas parciales son muy pequenos, de modo que el valor absoluto de
cada componente de (V#)? (Vi) es una cantidad mas pequefia que las componentes
de Vu

Para tal caso, la ecuacién anterior se convierte en:

ATA~T+Vi+ (Vi)' =1+ 28,
donde

S = [(va)" + (Vi)

1
2
escribiendo en notacién indicial

1 (0u; Ou;
Si' =5 : + ! )
2 aTj (97“,‘
El tensor S caracteriza a los cambios de longitudes en el continuo de someterse

a pequenas deformaciones. Este tensor S se conoce como el tensor de deformaciones
infinitesimales.
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Apéndice B
Deduccién de la ecuacion (4.33)

Si 8 es una cantidad escalar asociada con la materia moviéndose en un medio con
una velocidad v, la derivada total con respecto al tiempo esta dada por

dg 00 du;\ 00
dt_8t+<dt>8m’ (B-1)
donde la velocidad estd definida como
dui
= ;. B.2
prial (B.2)

Utilizando las ecuaciones (B.1) y (B.2) escribe una ecuacion que relaciona las derivadas
con respecto al tiempo totales y parciales de una cantidad que se mueve con una
velocidad v;, es decir

o0 db ol
ot dt o
Por otra parte escribe el tensor % en términos de su parte simétrica S;; y antisimetrica
J

VVi .

(B.3)

8ui
87']' J ( )
donde L /8 5
U; Uj
L= B.
SU 2 (67“]' + 87}) ( 5)
' 0 0
1 Uj U;
W.: = = — . B.
* 2 (87"1 87"]') ( 6)
Derivando las ecuaciones (B.5) y (B.6)

aS, _ 1(0.du 9 dy
dt 87’j dt 07‘j (9dt

E)vi 8vj
<8rj + 873) (B7)
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)

dt dr; dt — Or; ddt

. 1 an (%i

Considerando que la permitividad tiene la siguiente dependencia
€ij = Eij(Sija Mfij) (B-9)
escribe una derivada con respecto al tiempo de la forma

dGZ'j dW]k dWZk 4 dEZj dSkl

g~ g )t es(T)  (Gg ) (B.10)

esta es una expresion que no discute, la cual sirve como base de su calculo, aparente-
mente es una especie de regla de la cadena. Sustituyendo las ecuaciones (B.7) y (B.8)
en la expresion (B.10) obtiene

de;j 1, 0v, Ov; 1 0v,  Ov; 1 0v, Oy
= et — (Y s (e 4+ L), B.11
dt €k2(8rj 8rk)+€kj2<8n arkHO‘j“z(an +0rk> ( )
después considera que, para un solido isotrépico
avk c%l
— = B.12
87“1 aTk ’ ( )
sustituyendo la igualdad (B.12) en la ecuacion (B.11) resulta
dEij 1 an 6vk 1 (%i 8Uk 8Uk
= (L — = (- (=), B.13
dt €k2(87“k 8rj)+€kj2(8rk 8ri)+&]kl(8n) ( )

Por otra parte en analogia con la ecuacion (B.3) escribe la siguiente expresion

861-]- d(fij 861‘]'

(B.14)

ot a  or,

usando (B.13) y (B.14) escribe finalmente la expresion para la derivada parcial con
respecto al tiempo del tensor permitividad

deij 1 (8vj 8vk> 1 <3’Ui avk) vy ey

= e | 5 — Qijkl—— — Uk
29\ Or,  Ory YE O, ory’

ot 2k

B.
or,  Or; (B-15)

esta es la ecuacion buscada, la cual utiliza Robinson como base de su calculo para
obtener la densidad de fuerza en sélidos.
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Apéndice C

Deduccién de las ecuaciones (5.10) y

(5.11)

Para mostrar de donde se obtienen las ecuaciones (5.10) y (5.11) partimos de las

siguientes identidades vectoriales y tensoriales

V(UV)=V(V-U)+(U-V)V
VO -V)=U - V)V+V -VU+Ux (VxV)+Vx(VxU)
Ux(VxV)=(VV)-U— (U V)V,
(C2) v (

de las ecuaciones (C.1), (C.2) y (C.3) podemos escribir

V(V-U)=V-(OV)-(U-V)V
Ux(VxV)=V(U-V)=(U-V)V =V -VU -V x(VxU)
Vx(VxU)y=(VU)-V—(V-V)U.
Ahora analizando un vector, que tiene la siguiente forma
A= VNV-U)-Ux(VxV)
= V(Y- 0)— 30 x (V x V) = 20 x (¥ x V),

X
sustituyendo las identidades (C.3), (C.4) y (C.5) en la ecuacion (C.7)

—

A= V- (OV) = (T - V)] - ;[(W) T~ (0 - V)V

A=V (UV)= (U -V)V]-=[(VV)-U - (U-V)V]

(C.8)



C.0.

simplificando y agrupando términos

V(U -V)+ ;[(vﬁ) LV —(VV)-U]. (C.10)

V(U - V)=V -1(U-V), (C.11)
podemos escribir (C.10) como

— — —

A=V(V-U)-Ux(VxV)=V- [UV—;I((j-V)H[(VU)-V—(VV)-ﬁ]. (C.12)

Con este procedimiento hemos mostrado como obtenemos la igualdad tensorial (C.12),
que es la base para escribir las ecuaciones (5.10) y (5.11). Para exhibir la forma
explicita de estas ecuaciones tenemos que realizar cambios.

Si hacemos el cambio V — E y U — D en la expresion (C.12) tenemos la siguiente
identidad

. L . .01 4 S 1 .
E(V-D)—Dx(VXE)=V-[DE— §(D -ENI] 4+ 5[(VD) — (VE)- D), (C.13)
andlogamente si cambiamos V' H y U — B en la expresion (C.12) obtenemos
. . L1 o -
H(V-B) (VxH)=V-[BH — §(B-H) ]+ [(VB) (VH) ] (C.14)

Las ecuaciones (C.13) y (C.14) nos permiten mostrar la forma final de nuestras ecua-
ciones de balance de momento.
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Apéndice D

Coeficientes del tensor oz,

Para deformaciones suficientemente pequenas se puede escribir

5€jk == 5Slm05jklm7 (Dl)
donde p
€ik
ikt = . (D.2)
s 0Slm
Los 81 coeficientes oy, son las componentes de un tensor de cuarto rango. En
virtud de las relaciones €, = €, Sim = Smi, se tiene
Ojklm = Qkjim = jkmi- (D.3)

Luego de los 81 - 9 = 72 términos no diagonal, sélo el 36 son independientes y el nimero
total de coeficientes independientes se reduce a 36 + 9 — 45. Para reducir aiin mas el
sistema se debe hacer uso de las condiciones de simetria, introduciendo la limitacién
de es un medio inicialmente isotropico, aunque no necesariamente homogéneo.

La variacion en la densidad de la energia electrostatica debido a una pequena
deformacion es

1
ou = —iajklmEjEk(SSlm (D4)

Ahora bien, como el dieléctrico se supone que es inicialmente isotropico, entonces
la ecuacion (D.4) debe ser invariante a una inversion en la direccion de cualquier eje
coordenado y para el intercambio de cualquiera de los dos ejes de coordenadas. Por
lo tanto una inversion del eje z;, invierte los signos de E; y €, K # j, pero deja
todo los demés factores sin cambios. Como consecuencia, ciertos coeficientes deben
desaparecer si du no es afectada por la reversion o intercambio de ejes. De hecho, es
evidente que todos menos tres clases de coeficientes son cero, a saber:

ajjji = a1,  Qjjkk = G2,  Gjgp = as, (J #k). (D.5)

Ahora du también debe ser invariante a la rotacién de los ejes de coordenadas
y esto implica una relacion adicional entre los parametros a;, as y az. Usando las
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ecuaciones (D.5) en la expresion (D.4) resulta

1 1
ou = —§(CL1 — a9 — 4@3)EJ258]']‘ - §CLQE255]‘]‘
—26L3(Ej255jj + E1E26512 + E2E3(5523 + E3E15531). (DG)

Solo el primer término de la ecuacion (D.6) es invariante con las coordenadas y es
necesario que

1
a; —as — 4@3 = 0, as — Z(al — GQ). (D?)

Con esto se muestra como el tensor de cuarto rango ojxm,, para un solido tiene
unicamente dos constantes independientes, denominadas por Stratton como, a; y as.
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