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Resumen

El objetivo de este trabajo es analizar los efectos de la no conmutatividad de las
coordenadas en las propiedades fisicas de dos distintos tipos de soluciones gravitacionales
inspiradas por no conmutatividad:

1. El espacio-tiempo de Einstein-Proca no conmutativo.

2. El agujero negro Einstein-Born-Infeld-anti-de Sitter no conmutativo.

Las soluciones a las ecuaciones de Einstein se obtienen al inducir la no conmutatividad en
el contexto de los denominados estados coherentes. En este formalismo las fuentes puntua-
les del campo gravitacional son remplazadas por distribuciones gaussianas que dependen
del pardmetro de no conmutatividad 6, el cual tiene dimensiones de [longitud]?®. Las fuen-
tes gaussianas conforman la estructura del tensor de energia-momento 7}, mientras que
la geometria estd constituida por los valores esperados de los operadores coordenados.
Estas caracteristicas del formalismo no conmutativo permiten resolver las ecuaciones de
campo con los métodos matematicos usuales. Para el caso 1 discutimos los efectos de la no
conmutatividad en las soluciones asi obtenidas al sistema de ecuaciones Einstein-Proca.
Las solucién estandar no deformada muestra una contribucién al campo gravitacional que
proviene de la energia clasica total de los campos, lo que implica la presencia de una
singularidad desnuda y cuando el campo de Proca es nulo, la solucion se reduce al agujero
negro de Reissner-Nordstrom. En contraste la correspondiente solucion inspirada por no
conmutatividad es regular y los horizontes pueden evadirse. En el limite § — 0 recobramos
la soluciéon no deformada. Para el caso 2 la deformacién no conmutativa se realiza de dos
formas:

a) se considera una distribucién de masa gaussiana y una distribucién de carga puntual,

b) se considera una distribucién de carga gaussiana y una distribucién de masa puntual.

En ambos casos se obtiene la solucién en dimension arbitraria y se calculan algunas
propiedades termodinamicas de las soluciones como; temperatura, presion, entalpia y ca-
lor especifico. Se analizan los efectos de la no conmutatividad en el caso particular de
(3 + 1)-dimensiones y se discute la existencia de puntos criticos, a través de la ecuacién
de estado P — v y el diagrama de Gibbs. Dentro de los resultados se encuentra que la no



conmutatividad para la deformacién de masa muestra puntos criticos y los diagramas se
comportan similarmente a los de la termodinamica. Nuevamente como es de esperarse, en
el limite & — 0 se recupera la solucién no deformada.
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Introduccion

“The black holes of nature are the most perfect macroscopic objects
there are in the universe: the only elements in their
construction are our concepts of space and time”

Subrahmanyan Chandrasekhar

El siglo XX fue testigo del surgimiento de dos teorias que revolucionaron nuestro
conocimiento sobre la naturaleza: la Relatividad General y la Mecénica Cuéntica. La
primera cambié nuestros conceptos de espacio, tiempo y materia, la segunda doté al
microcosmos de un caracter discreto, al mismo tiempo que expulsé el determinismo de las
ecuaciones que lo rigen. Desde entonces un reto de la fisica moderna es la construccion de
una teoria cuantica de la gravedad. jPor qué deberiamos estar interesados en una teoria
de este tipo? Porque existen tres fenémenos fisicos que involucran de manera natural
la escala de validez de ambas teorias, estos son: la gran explosién, los agujeros negros
y el estudio de la colisién de gravitones de muy alta energia. La escala de energia Ep o
equivalentemente de longitud ¢p o tiempo tp en las cuales la gravedad cuantica es relevante
se obtiene combinando adecuadamente las tres constantes fundamentales: la velocidad de
la luz ¢, la constante gravitacional de Newton G y la constante de Planck h, esta escala es
la conocida escala de Planck y su valores son: Ep ~ 1.22 x 101%GeV., Ip ~ 1.6 x 10~3m.
ytpa 5.4 x 1074,

A la escala de Planck surgen varias preguntas cuyas respuestas nos pueden dar una
primer idea de la estructura del espacio-tiempo a esa escala, por ejemplo, si la materia
tiene unidades fundamentales e indivisibles (particulas elementales) ;El espacio-tiempo
tiene una estructura similar? ;Podemos dividir el espacio-tiempo indefinidamente en par-
tes mas pequenas? si no es el caso ;jExisten entonces “atomos de espacio-tiempo”? un
razonamiento sencillo de estas cuestiones nos lleva a conclusiones extraordinarias.

Si podemos dividir el espacio-tiempo de manera indefinida, el principio de incerti-
dumbre de Heisenberg introduce una objeciéon profunda. Segin este principio mientras
mayor sea la certeza respecto del instante que algin fenémeno ocurre, mayor sera la
incertidumbre de su energia. Asi en un espacio-tiempo continuo en el que las particu-
las elementales sean consideradas puntuales, el tamano nulo del punto que estas ocupan
estaria asociada a una energia infinita segtin el principio de Heisenberg y dado que en



iNDICE GENERAL 2

principio la particula puede estar en cualquier posicién, esto valdria para todos los puntos
del espacio-tiempo. Por otro lado la Relatividad General nos dice que la acumulacion de
energia en una regién pequena da origen a un agujero negro, una singularidad que des-
garraria el tejido del espacio-tiempo. En conclusion, si el espacio-tiempo puede dividirse
indefinidamente y las particulas son puntuales, el universo estaria repleto de agujeros
negros microscépicos. Concluimos que asi como en el universo microscépico tenemos di-
ficultades para discernir si un electréon es una onda o una particula, lo cual hace que
los constituyentes de la materia se vuelvan elusivos, tenemos que al llegar a la escala
de Planck la geometria dejara de parecerse a lo que conocemos. Las nociones de punto,
curva y superficie se veran afectadas por la mancha difusa que impregna el principio de
incertidumbre y por tanto el concepto de geometria a esas escalas deja de existir, como
también dejan de tener sentido los conceptos de espacio y de tiempo.

Dado que atin no contamos con una teoria de gravedad cuantica {Cémo podemos
analizar los fenémenos fisicos relevantes a la escala de Planck? Existen diferentes intentos
para construir una gravedad cuantica, entre ellos, la teoria de cuerdas, la correspondencia
AdS/CFT, la teoria de lazos, la no conmutatividad, etc. Ninguno de ellos ha logrado su
objetivo, sin embargo cada uno de estos intentos nos ha permitido analizar diferentes as-
pectos de la fisica a la escala de Planck utilizando diferentes perspectivas y aproximaciones
semiclasicas. En esta tesis analizamos algunos aspectos fisicos de soluciones gravitacionales
en el contexto de la no conmutatividad de las coordenadas espaciales inspirada por esta-
dos coherentes. En particular analizamos las propiedades termodinamicas de una solucion
gravitacional tipo agujero negro y como preambulo analizamos una solucion gravitacional
que en su version conmutativa estandar posee una singularidad desnuda.

Quiza uno de los objetos mas intrigantes en la historia de la fisica tedrica son los
agujeros negros, ya que no existen elementos experimentales suficientes que corroboren
su existencia, aunque hoy en dia existe evidencia astrofisica veraz que indica lo contrario.
Tedéricamente los agujeros negros son soluciones exactas a las ecuaciones de Einstein de la
Relatividad General, y estos objetos resultan sumamente importantes en la construccion
de teorias que pretenden describir la estructura de nuestro universo. La geometria de estos
objetos se comporta similarmente a las leyes de la termodinamica, tal como lo estableci6
por primera vez Bekenstein (1973) al establecer que el drea que define el horizonte de
eventos se comporta similarmente a la entropia, esto dio una gran motivacién para tratar
a los agujero negros (objetos macroscépicos) desde el punto de vista termodindmico. En
1975, S. Hawking mostré que los agujeros negros emiten radiacién térmica, al construir
un modelo semiclasico en el que en la inmediatez del horizonte de eventos se crean pares
de particula-antiparticula virtuales con energia positiva y negativa respectivamente, la de
energia positiva real escapa al exterior infinito lo que da origen a la radiacion, mientras
que la de enegia negativa es capaz de atravesar el potencial gravitacional debido al efecto
tunel y eventualmente caerd a la singularidad; el agujero negro pierde masa en forma
de radiaciéon, proceso conocido como evaporacion. La primera descripcion termodinamica
de agujeros negros que se hizo fue trabajando con espacios asintéticamente Minkowski,
sin embargo el espacio fase que se genera resulta estar incompleto, ya que solamente
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aparecen las variables termodinamicas de entropia, temperatura, potenciales eléctricos y
energia interna (masa). Es necesario trabajar en un espacio-tiempo de fondo que permita
definir otras variables termodinamicas, o lo que es lo mismo, obtener un espacio fase
extendido. El espacio en el que se trabaja comunmente es el de anti-de Sitter, aqui el
potencial gravitacional se comporta como una caja de paredes infinitas pero de volumen
finito tal que el nimero de particulas y carga permanecen fijos, de modo que se espera que
el agujero negro esté contenido dentro de la caja y que al evaporarse puede coexistir de
manera estable con la radiacién térmica, la cual queda confinada en el volumen V. En su
trabajo pionero, Hawking y Page encontraron que hay una transiciéon de fase en el agujero
negro de Schwarzschild-anti-de Sitter, mas aun, la evaporacion del agujero se comporta
de manera similar a la transicion de fase liquido-gas y por tanto puede describirse con la
ecuacion de Van der Waals, ademads de que los agujeros negros pueden estar en equilibrio
estable con la radiacién térmica a una temperatura fija.

En este trabajo nos concentramos en las soluciones gravitacionales con simetria
esférica y estatica. El primer espacio que se estudia es Einstein-Proca no conmutativo,
aqui se analizan los efectos de la no conmutatividad en las soluciones y se comparan los
resultados con el caso no deformado. El segundo espacio-tiempo que se estudia es el sistema
Einstein-Born-Infeld, en el que se analizan lo efectos de la no conmutatividad en algunas de
sus propiedades termodindamicas. Estas soluciones dependen del parametro de Born-Infeld
b que es la intensidad del campo eléctrico en la posicion de la carga y cuyo caso limite b — 0
corresponde a la solucién de Schwarzschild, mientras que el limite b — oo corresponde
al agujero negro de Reissner-Nordstrom. La electrodindmica no lineal de Born-Infeld es
una generalizacion de la teoria de Maxwell y, el propdsito de su construccion consistio
en regularizar las divergencias que se obtienen al considerar interacciones (puntuales) en
la teoria electrodinamica; de esta forma se obtiene como resultado que la auto-energia
de una carga eléctrica puntual es finita, ya que es regularizada por b. No obstante que
la electrodinamica de Born-Infeld tiene un mejor comportamiento en la posicién de la
carga, los agujeros negros presentan singularidades en el origen r = 0, lo cual induce
que sus cantidades termodinamicas, como la temperatura, hereden este comportamiento
divergente. Una propuesta alternativa para evitar las divergencias UV en las interacciones
puntuales, fue dada por W. Heisenberg en los albores de la Mecénica Cuantica. Fue
sin embargo Snyder (1946) quien implement6 estas ideas al desarrollar un proceso de
cuantizacion del espacio-tiempo, caracterizado por coordenadas no conmutativas

[Tk, &) = O,

que proveen de un principio de incertidumbre en las coordenadas, y por tanto, discretizan
el espacio-tiempo con celdas de tamano 6. Existen diversas formas de inducir no conmu-
tatividad en una teorfa. La més conocida es el formalismo de Weyl-Wigner-Moyal en el
que basicamente el producto punto es sustituido por el producto estrella, que contiene la
informacion del espacio no conmutativo, sin embargo este formalismo no garantiza que se
conserve la unitariedad e invarianza de Lorentz. En este trabajo empleamos un método
diferente para introducir no conmutatividad, el cual se basa en el formalismo de los es-
tados coherentes de Mecédnica Cuantica. El formalismo consiste en realizar foliaciones del
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espacio-tiempo en semiplanos de dos dimensiones en los que se fija la direccion temporal,
esto garantiza que se conserve la unitariedad y todos los observadores de cada plano miden
el mismo 0 = cte., lo que permite restringirse a un semi-plano efectivo para el cual las
coordenadas no conmutativas (que son operadores coordenados) no tienen valores propios
en comun. Sin embargo se definen nuevos operadores que son combinaciones de estos, y
que ademas satisfacen

[Z, ZT] _9,

los cuales actian en la misma forma que los operadores de creacién y aniquilacion de
la Mecanica Cuantica, con los que se construye una base en el espacio no conmutativo
2-dimensional para la cual pueden generarse estados propios en la misma forma que se
construyen usando estados coherentes en Mecanica Cuédntica. No estd de mas enfatizar
que a pesar del paralelismo en la construccion, los estados son de naturaleza totalmente
distinta. El resultado final es que las fuentes de campo puntuales son remplazadas por
distribuciones gaussianas del espacio no conmutativo, lo que genera una deformacion
no conmutativa del tensor de energia momento, mientras que la geometria del espacio
permanece formalmente intacta, lo que significa que se preserva la invarianza de Lorentz
y por tanto las ecuaciones de campo se resuelven con los métodos usuales. Dentro de
las soluciones a las ecuaciones de campo, se producen soluciones de agujero negro que
son reguladas por el parametro de no conmutatividad 6, asi, uno de los resultados mas
importantes es que la temperatura de Hawking tiene un valor finito, primero llega a una
temperatura maxima antes de llegar al cero absoluto, es decir ya no diverge en r = 0.

La tesis consta de 6 capitulos y 7 apéndices. En el capitulo 1 damos un repaso de las
soluciones estdticas y esféricamente simétricas a las ecuaciones de Einstein y revisamos las
soluciones de curvatura constante. En el capitulo 2 repasamos las caracteristicas principa-
les de las soluciones tipo agujero negro, entre ellas, del agujero negro de Schwarzschild y el
agujero negro de Reissner-Nordstrom, tanto en sus versiones asintéticamente plana como
asintoticamente AdS. El capitulo 3 lo dedicamos al estudio de las propiedades basicas
de la electrodinamica de Born-Infeld y del agujero negro de Eistein-Born-Infeld-AdS. En
el capitulo 4 se hace una presentacién de los aspectos basicos de la no conmutatividad,
especialmente de la versién basada en estados coherentes. Los resultados originales de esta
tesis son presentados en los capitulos 5 y 6. En el capitulo 5 obtenemos una solucién al
sistema Einstein-Proca no conmutativo y analizamos los efectos de la no conmutatividad
en las soluciones, ya que ahora dependeran del parametro 6 para que sea regular; ademas
encontramos que en el limite donde # — 0 se recupera la soluciéon no deformada. En el
capitulo 6 resolvemos el sistema Einstein-Born-Infeld-anti-de Sitter no conmutativo en
dimensién arbitraria, cuyas soluciones de agujero negro dependeran ahora de la variacion
del parametro de Born-Infeld b y del de no conmutatividad 6, y por lo tanto, también sus
propiedades termodinamicas dependeran de estos parametros. Especificamente nos con-
centramos en la ecuacién de estado P-v y la funcion de Gibbs, para estudiar las posibles
transiciones de fase. Basicamente lo que se hace es deformar el tensor de energia momen-
to Ty, en el que las fuentes de campo puntuales son remplazadas por perfiles gaussianos
definidos en el espacio-tiempo no conmutativo a través del formalismo de los estados
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coherentes. La parte geométrica de las ecuaciones de Einstein no se modifica y obtenemos
soluciones de agujero negro con los procedimientos ya conocidos, luego calculamos algu-
nas de sus propiedades termodinamicas las cuales dependen de b y 6. Especificamente nos
concentramos en el caso (3 + 1)-dimensional y analizamos la ecuacién de estado y funcién
de Gibbs para saber si existen puntos en donde ocurren transiciones de fase. Uno de los
resultados que proviene de la no conmutatividad, es que ésta modifica el comportamiento
de las soluciones, ya que aparecen puntos criticos en donde antes no habia (caso conmu-
tativo), ademads los diagramas de P-v y de Gibbs se comportan similarmente a los de la
termodinamica. Para r < 6 la fisica de agujeros negros requiere de argumentos cuanticos
(o semiclésicos). Mientras que en el limite § — 0, donde los efectos de la no conmutativi-
dad son bastante pequenos si no es que se suprimen, recuperamos las expresiones de las
soluciones singulares no deformadas.

Los resultados originales mostrados en la presente tesis han sido publicados en:

e Thermodynamics of a higher dimensional noncommutative anti-de Sitter-Einstein-Born-
Infeld black hole.

B. A. Gonzélez, R. Linares, M. Maceda and O. Sanchez-Santos.

International Journal of Theoretical Physics 57 (2018) 2041-2063. arXiv:1508.01284 [hep-
th].

e Noncommutative Einstein-Proca spacetime.
B. A. Gonzélez, R. Linares, M. Maceda and O. Sanchez-Santos.
Physical Review D90 (2014) 124085. arXiv:1409.3759 [hep-th].



Relatividad General

La Relatividad General de Einstein (1915)E| es sin duda una de las teorias mas revo-
lucionarias en la historia de la ciencia. Esta teoria describe una de las propiedades fisicas
omnipresentes del universo; la gravedad, en términos de una estructura matematica ele-
gante, la geometria diferencial de espacios-tiempo curvos, unidas a través de un principio
fisico fundamental: el principio de equivalencia. Las explicaciones y predicciones fisicas de
la Relatividad General sobre los fendmenos gravitacionales, descansan sobre un andamiaje
robusto de verificaciones experimentales, entre las que se encuentranﬂ:

1) La explicacién de la precesién andémala de la érbita del planeta Mercurio alrede-
dor del Sol.

2) La deflexién de los rayos de luz producida por el campo gravitacional, confirmada
por Arthur Eddington durante un eclipse solar en 1919.

3) El corrimiento de la frecuencia de la luz hacia el rojo ocasionado por la gravedad.

4) La deteccién de ondas gravitacionales realizada por el experimento LIGO en 2015

IExiste una gran cantidad de excelentes textos donde se desarrolla en detalle los aspectos més rele-
vantes de la Relatividad General. Para la elaboracién de este trabajo hemos utilizado entre las diferentes
opciones, las referencias [11, 2, [3, [4, [5, [7].

2La lista de confirmaciones experimentales es mucho més extensa que la mencionada aqui. El lector
interesado en un mayor detalle de los experimentos existentes puede consultar [§].
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[9, 10], lo cual originé el otorgamiento del premio Nobel en fisica 2017 a los fisicos Kip
Thorne, Rainer Weiss y Barry C. Barish.

En esta tesis tenemos como objetivo resolver las ecuaciones de movimiento de la
Relatividad General y explorar las consecuencias fisicas de estas soluciones, para geo-
metrias generadas por tensores de energia momento provenientes de la formulacion de
estados coherentes no conmutativos de materia, en particular las debidas a un campo de
Proca y a las de un campo eléctrico en el contexto de la electrodinamica no lineal de
Born-Infeld. Para lograr este objetivo, en este capitulo revisamos los elementos minimos
que necesitaremos de la Relatividad General.

1.1. Las ecuaciones de Einstein

De la misma manera en que las ecuaciones de Maxwell gobiernan la respuesta de
los campos eléctricos E y magnéticos B a las densidades de carga p y corriente J las
ecuaciones de campo de Einstein goblernan la respuesta de la métrica g, a las densida-
des de energia y momento 7},,. En otras palabras, las fuentes de campo gravitacional son
distribuciones de materia y momento que curvan al espacio-tiempo, estableciendo que la
gravedad es una manifestacion de la curvatura del espacio-tiempo causada por la presencia
de dicha materia. La métrica g,, codifica las propiedades geométricas del espacio-tiempo
(en ausencia de materia g,,, es la métrica de Minkowski 7,,). Una medida de la cur-
vatura es proporcionada por el tensor de Riemann RWPJEL el cual es un tensor formado
por segundas derivadas de la métrica y satisface las identidades de Bianchi; de éste se
construye el tensor de Ricci R, = R,\,, y a su vez, del tensor de Ricci se construye
el escalar de curvatura R = R, g"”. Las ecuaciones de Einstein fueron formuladas origi-
nalmente en un espacio-tiempo de 4-dimensiones (3 dimensiones espaciales y 1 dimensién
temporal), sin embargo, debido a la relevancia que las soluciones gravitacionales tienen
en teorias y modelos formulados en espacios-tiempo con dimensiones espaciales extra, en
esta tesis discutimos las ecuaciones de Einstein en una variedad M de dimension d + 1
(d dimensiones espaciales y 1 temporal). Estas ecuaciones se obtienen de la accién de
Hilbert Sy (ver por ejemplo [1I, 2, [3, [4], [5 [7]), la cual es invariante ante transformaciones
generales de coordenadas y considera como variable dindmica a la métrica g,, (para la
cual supondremos signatura (—, +,...,+))

CS

Sulguw] = 167G

/ dde\/—gR—l—/dde vV—g Ly + TF. (1.1)
M

Aqui g es el determinante de la métrica, ¢ la velocidad de la luz, £;; la densidad lagran-
giana de materia, es decir, esta parte del lagrangiano contiene los campos que originan
que el espacio-tiempo se curve y G411 es la constante gravitacional de Newton, lo cual es
consistente con el hecho de que en el limite de campo gravitatorio débil, la componente

3La forma explicita de los diferentes tensores se puede consultar en el apéndice
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goo corresponde al potencial Newtoniano en un espacio-tiempo de dimension d + 1. Las
dimensiones de la constante de Newton son [Ggy1] = LY/MT?. Si la variedad M tiene
frontera, se incluye el término de frontera TF a la accién. Aplicando el principio de minima
accion se obtienen las ecuaciones de Einstein

871G g1
G/u/ = TT/J,W (12>
donde G, es el tensor de Einstein y 7),, es el tensor de energfa-momento métrico (o de
Rosenfeld) asociado a Sy,

_ 2c (SSM
VAT I

La parte izquierda de las ecuaciones de Einstein (|1.2)) contiene la informacién geométrica
del espacio-tiempo, mientras que la parte derecha contiene a las fuentes, las cuales en un
sistema de referencia local representan: Ty a la densidad de energia p, las componentes
T;; a la densidad de presion p; y, las componentes fuera de la diagonal al flujo de energia
o densidad de momento. En general este tensor puede depender de la métrica misma.
Las ecuaciones son no lineales, esto implica que dadas dos soluciones de las ecuaciones
no podemos superponerlas para encontrar una tercera. Es por tanto muy dificil resolver
las ecuaciones de Einstein, atin en vacio, donde T}, = 0, lo que hace necesario introducir
suposiciones adicionales que las simplifiquen. El tipo de argumento simplificador mas po-
pular, es considerar métricas con algin tipo de simetria, en este trabajo nos restringiremos
a métricas con simetria esférica.

1
Guw =R, — égw,R y T, (1.3)

El hecho de que la accién sea invariante ante transformaciones generales de coorde-
nadas se puede elevar al rango de principio, llamado principio de covarianza general de la
relatividad y constituye uno de los pilares de la Relatividad General. Este principio es una
generalizacién del principio de relatividad (especial) y establece que todas las leyes de la
fisica deben ser invariantes de forma o covariantes, bajo cambios arbitrarios de sistemas
de referencia. Dado que cualquier teoria de campo relativista en espacio-tiempo plano
consistente requiere del uso de la métrica de Minkowski 7, = diag (—,+,...,+), la cual
es invariante unicamente bajo transformaciones entre sistemas de referencia relacionados
por transformaciones de Poincaré, la covarianza general en una teoria de campo se obtie-
ne al sustituir la métrica 7, por un campo métrico g,,(z) y la sustitucién de todas las
derivadas parciales 0, por derivadas covariantes V. Tanto la métrica como las derivadas
covariantes se comportan como tensores ante cambios generales de coordenadas.

Debido a la covarianza de la teoria, el tensor energia-momento satisface la ecuaciénlﬂ
v, " =0, (1.4)

y por tanto también lo hace el tensor de Einstein: V,G* = 0, ambos G,, y T}, son
simétricos en los indices 1 y v. Debido a esta simetria las ecuaciones de Einstein forman

4Esta ecuacién se obtiene de aplicar el principio de relatividad general a la ecuacién de conservacién
0,/ T" = 0. Sin embrago (1.4)) no es una ecuacién de conservacién debido al término adicional de conexién.
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un conjunto de (d + 1)(d + 2)/2 ecuaciones diferenciales parciales no lineales acopladas
de segundo orden, las cuales coinciden en ntimero con las (d + 1)(d + 2)/2 componentes
independientes de la métrica que debemos determinar. Sin embargo debido a las d + 1
restricciones V,G* = 0, resulta que hay sélo d(d + 1)/2 ecuaciones independientes.
En realidad esto es apropiado dado que si una métrica es solucién de las ecuaciones de
Einstein en un sistema coordenado z*, ésta también deberia ser solucion en cualquier
otro sistema coordenado x'*. Esto significa que hay d + 1 componentes de g, no fisicas,
representadas por las d + 1 funciones 2/# = x'#(z#) y, por tanto debe suceder que las
ecuaciones de Einstein sélo restringen a los d(d + 1)/2 grados de libertad independientes
de las coordenadas.

Una forma alternativa de expresar las ecuaciones de Einstein se obtiene al tomar la
traza en ambos lados de la ecuacién (|1.2)) obteniéndose

R = —161Gq T/(d — 1)c*, (1.5)
por lo que las ecuaciones de Einstein toman la forma

81G g1 1
= T (TP«V - ﬁg‘wT> . (16)

Esta forma de las ecuaciones de Einstein es completamente equivalente a la forma y
soluciones a un conjunto de ecuaciones, necesariamente son soluciones al otro conjunto de
ecuaciones. Sin embargo para propositos practicos, en algunas situaciones fisicas es més
sencillo trabajar con las ecuaciones . Por ejemplo si tenemos materia para la cual la
traza del tensor de energia momento se anula, las ecuaciones se simplifican a la forma
R, = MTMV (1.7)

ct

R,

Las ecuaciones de Einstein se simplifican ain més en vacio, escribiéndose simplemente
como

R, = 0. (1.8)
En este trabajo discutimos la solucién de las ecuaciones de Einstein para diferentes tipos
de materia, entre ellas:

A

SWGd+1

e Constante cosmologica: Ly = —
e Campo eléctrico en la electrodinamica de Maxwell: £, = —%F or Fo,.

e Campo de Proca: Ly, = —%FO’"FOT + %AOAO.

e Campo eléctrico en la electrodindmica de Born-Infeld: £, = b2 (1 —4\/1+ F(]Tb—fo> .
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Desde luego, adicionalmente a las ecuaciones de Einstein, es necesario introducir y
resolver las ecuaciones de movimiento asociadas a los campos de materia.

1.2. Simetria esférica

En este trabajo nos restringiremos a situaciones fisicas estaticas con simetria esférica.
Este conjunto de soluciones contiene a muchas de las soluciones mas famosas a las ecuacio-
nes de Einstein, por ejemplo: los espacios maximamente simétricos de curvatura constante
positiva (de Sitter), de curvatura constante negativa (anti-de Sitter), los agujeros negros
de Schwarzschild, de Reissner-Nordstrom y del sistema Einstein-Born-Infeld entre otros.
El Ansatz del espacio-tiempo estatico simétricamente esférico en (d + 1)-dimensiones es

ds? = = 2qt* + e dr? 4 T‘2dQ%d_1)- (1.9)

Esta forma de la métrica es consecuencia del hecho de que un espacio esféricamente
simétrico puede ser foliado por S9! esferas. Localmente el grupo de simetria rotacional
de la esfera es SO(d), por lo que para todas estas soluciones tendremos al menos d(d —
1)/2 vectores de Killing asociados a las rotaciones en los diferentes planos coordenados
cartesianos. El elemento de linea de la S9! esfera unitaria esta dado por

d—1 /j—1
2, ) = do? +sin® 0,d02 + - - +sin® 0, - - sin 0y_odb3_, = Z (H sin? 91») dg?, (1.10)

j=1 \i=0

y subtiende un angulo sélido total

27Td/2
Q1) = =———. 1.11
(d=1) = T (d/2) ( )
Para un espacio-tiempo con esta simetria s6lo hay d+1 componentes del tensor de Einstein
y del tensor de energia-momentos que son no nulas. Utilizando las definiciones del apéndice
y la métrica ([1.9)), resulta que las 3 ecuaciones de Einstein no triviales e independientes
son

o2 l(d — 1) (d — 2) (d — 1)07#} _ (d - 1) (d - 2) %TOO (112)

2r2 r 212 c
L [@-D@=2)  @-1), ] @-D@d-2)  $7Geu,
™ d—2 d—2)(d-3
o O = O+ 20, (o) LED LD (114)
(d=2)(d=3)  87Cai1,
_ — dHLo

212 ct v
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Las restantes d — 2 ecuaciones de Einstein son iguales a la ecuacion ya que G%y, =
G9292 = ... = Glay .. Este hecho lleva a una restriccién importante sobre el tensor
de energia-momento para un espacio esféricamente simétrico. Para que las ecuaciones de
Einstein tengan soluciéon debe suceder que

T€191 = T9202 — ... = Tad—led_ (115)

1

Dado que todas las componentes con indices angulares son iguales, denotaremos a todas
ellas simplemente como T%. Fisicamente el tensor de energia-momento est4 representando
una distribucion de materia en equilibrio estatico, la cual es esféricamente simétrica. La
simetria esférica implica que en coordenadas canodnicas el tensor es diagonal y sélo depende
de la coordenada r

T ,(r) = diag (T%, 1", T",, ..., Ty, ) = diag (—p, pr, p1, ..., P1). (1.16)

Sin especificaciones adicionales entre las componentes T%(r), T",.(r) y T%(r), la forma
de las ecuaciones de Einstein es completamente general. Las cantidades T",.(r) y T?%(r)
pueden contener contribuciones de la presion de fluidos, asi como otros tipos de momentos.
En la literatura se utiliza la nomenclatura “presion” radial para referirse a p, y “presién”
tangencial a p; [I1], lo cual no debe generar confusiéon con las presiones hidrostaticas
ordinarias. Avancemos en la solucion de las ecuaciones — sin imponer aun
ninguna relacién adicional. Restando la ecuacién ((1.12) de (1.13]) obtenemos

o (d—1)

871G g1
e = —

O, (1 +v) (17, = T%). (1.17)

c?

Por otra parte podemos integrar directamente la ecuacién (1.12)) en términos de T,
notando que podemos reescribir la ecuaciéon como

d —1 d d— _9y 87TGd+1
gt gy e = )] = =T, (1.18)
obteniendo para la funcién v = v(r) que
2 M
e =1~ G;J;al—d;ﬂ, donde M(r)= —(leﬁ /rd_l TO(r)dr. (1.19)

Sustituyendo este resultado en la ecuacion ((1.13)), encontramos que la ecuacién diferencial
puede reescribirse como
du(r)  8mGar?T", + G M(r) (d—1) (d — 2)
dr Ar(c?rd=? — 2G4 M ()] (d — 1)

(1.20)

Por otro lado de la ecuacion de conservacion del tensor de energia-momento, podemos
encontrar una relacién diferencial entre las diferentes componentes del tensor. De la com-
ponente r de la ecuacién: V,T"" = 0 obtenemos

arr, dp d—1

dr (7 = To) g+

o - (T —T",). (1.21)
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Finalmente combinando las ecuaciones (|1.20)) y (1.21]) obtenemos la ecuacién generalizada
de Tolman-Oppenheimer-Volkoff ([11], [1])

a1,

(17, — 7 >87TT’dTTr—|—CQM(T> (d—1)(d—2) d—1
dr roo 0

——(T% —1T7,). (1.22
A2r(c?rd=2 — 2G4 M (r)] (d — 1) Gav + r (T r)- | )

En resumen, las ecuaciones de Einstein ([1.12])-(1.13)) méas la ecuacién de conservacion del
tensor de energia-momento (1.4]), las hemos rescrito en las ecuaciones (1.17)), (1.19)) y
([122).

En esta tesis estamos interesados en soluciones con simetria esférica que satisfacen
la condicién adicional T% # T, (sistema Einstein-Proca, cap. , asi como en soluciones
que satisfacen la condicién T% = T7, (agujeros negros). En este tltimo caso dividiremos
alin mas las soluciones en soluciones isotrépicas: 77, = T?%, y en soluciones anisotrépicas
T",. # T?%. Queda claro que el término isotrépico se refiere al hecho de que las componentes
espaciales de la diagonal del tensor de energia-momento son iguales. Elaboremos un poco
més sobre las soluciones con T% = T7,.

1.3. Soluciones esféricas con 7%, =T1",

Examinando las ecuaciones de Einstein — nos muestra que tenemos 3
ecuaciones independientes y 5 funciones desconocidas (u(r), v(r), p(r), p.(r),p.(r)). Por
lo tanto para resolver completamente el sistema de ecuaciones es necesario especificar dos
ecuaciones de estado, por ejemplo: p, = p.(p) v p. = p1(p). En este trabajo estamos
interesados en soluciones que satisfacen la ecuacién de estado

T.(r)=T%(r) = pr)=—p(r). (1.23)

En este caso deducimos de la ecuacion (1.17)) que: p(r) = —v(r) y por tanto la forma de
la métrica (1.9)) se reduce a la forma

—1
g — (1 B QGLM(T)) 2di + (1 _ 2Gd+1—M(T)> a4 r2d02, y,  (1.24)

rd—2 rd—2

con M(r) dada en términos de T% a través de la ecuacién . Esta sera la forma de la
métrica para los espacios maximamente simétricos (ver seccién y los agujeros negros
(ver capitulos |3y |§| y seccion . En cuanto a la ecuacion , ésta se puede reescribir
como ) Q-3d ..

§V2(62“ - 1)+ S (72 (e — 1)]
y puede mostrarse que no es independiente de la ecuacion de Einstein . La tnica
ecuacion que nos queda por analizar es y sus implicaciones las podemos dividir en
dos casos.

. 87TGd+1

” T, (1.25)
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1.3.1. Materia isotrépica (p, =p,)

Adicionalmente a la ecuacién de estado , debemos introducir otra ecuacién
de estado para poder determinar las soluciones de manera completa. En el caso en que
localmente la materia es isotropica la ecuacion de estado se obtiene de demandar que
las componentes espaciales del tensor de energfa-momento sean iguales T",.(r) = T%(r),
concluyendo que

pe(r) =pu(r) = pi(r)=—p(r). (1.26)

En este caso la ecuacién de Tolman-Oppenheimer-Volkoff se reduce simplemente a la
condicién
dp,(r)

dr
Como veremos, un ejemplo de este caso es el de un espacio con constante cosmoldgica A.

=0, = T", =cte. (1.27)

1.3.2. Materia anisotrépica (p, # p)

En este caso la ecuaciéon de Tolman-Oppenheimer-Volkoff ((1.22) nos provee de la
ecuacion de estado que relaciona la presion tangencial p; con la presion radial p,

r dpr — _ T @
d—1 dr PL==r=0"qar

pPL=pr+ (1.28)
Note que no tenemos una ecuaciéon de estado que gobierne el gradiente de la presion
tangencial p,. Sin embargo, esto es de esperarse dado que las ecuaciones de Einstein
(sujetas a condiciones de frontera adecuadas) determinan la variacién radial de p, y p.
La ecuacién de estado p;, = p, (p) nos da autométicamente p, (r). Si ahora escribimos la

ecuacion ([1.22)) en la forma

dp, — (d—=1)(d—2)pM pr 8mrip, 2G4 M\ ™
dr c2rd-1 1+ p 1+ (d—1)(d—2)Mc? 1 c2rd—2 Gt

d—1
+—— (L= pr), (1.29)

con M = M (r). Es claro que se trata de una ecuacién para el equilibrio hidréstatico, que
en el limite Newtoniano simplemente es

dp. _ (d=2)pM(r) d—1

dr = rd—1 + r (pJ_ - pr) ) (130>

que no es mas que la ecuacion de equilibrio hidrostatico para una distribucion de masa
con simetria esférica. Lejos de la fuente esférica el campo gravitacional es isotrépico por

lo tanto p, = p, asi tenemos que en r = 0 el término lz’ngl% = 0 es finito, sin embargo
r—

’ . M . . ..
el término -z% es singular por lo que se deben imponen condiciones a M en r. Estos

resultados son totalmente equivalentes al problema de campo gravitacional central en
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el interior de una distribucién esférica de masa gravitatoria de tamano r para esferas
anisotrépicas [I], por lo que el término de anisotropia es entonces de origen Newtoniano
[11].

Ejemplos de estas soluciones son los agujeros negros anistropicos (ver seccién
[12]-[16], en los que la constante cosmoldgica A actia como una presién interna contenida
en un radio de longitud minima, mientras que se considera una presién tangencial sobre
la hipersuperficie que define el horizonte de eventos.

1.4. Solucion esférica en vacio

Analicemos ahora las soluciones en vacio. Como hemos discutido, en este caso las
ecuaciones de Einstein estan dadas por . Asi lo que debemos calcular son las com-
ponentes del tensor de Ricci, las cuales para la métrica (1.9) producen las siguientes
ecuaciones no triviales

d—1
ROO = 62(#7,}) (afu + (ahu>2 - ar,u arV + Tar,u> = 07 (1'31>
9 9 d—1

R, = _ar:u - (ar,u) + Opp Opv + TaTV =0, (1'32>

Royo, = €2 (r(0w—0mu)—(d—2))+d—2=0, (1.33)
j—1

jojgj = H Sin2 92 Rghgl =0. (134)
i=1

Sumando las ecuaciones ([1.31]) y (1.32)) nos lleva a la ecuacién

—1
—dT O(p+v)=0 = p=-u, (1.35)

y por tanto la métrica tendra la forma
ds® = —e®tdt® + e dr® + 12 QY. (1.36)

Note que esta forma de la métrica es la misma que ([1.19)) con la diferencia de que en aquel
caso la funcién pu(r) se determiné integrando la ecuacién de Einstein

GOO = (87TGd+1/C4>T00, (137)

mientras que en este caso se obtiene de integrar la ecuacién de Einstein en espacio vacio
(1.33). Dejaremos esta integracién para el capitulo siguiente, donde discutiremos el agujero
negro de Schwarzschild.
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1.5. Condiciones de energia

Con el objetivo de entender algunas propiedades generales de las soluciones a las
ecuaciones de Einstein en presencia de fuentes “realistas” de energia y momento, es ttil
trabajar con las ecuaciones sin especificar la materia de la cual se obtiene el tensor de
energia-momento 7). Desde luego esto nos deja con una gran arbitrariedad. Una posible
estrategia es considerar tipos especificos de fuentes, tales como campos escalares, polvo
o campos electromagnéticos, sin embargo, ocasionalmente deseariamos entender propie-
dades de las soluciones que se satisfagan para una variedad amplia de fuentes. En esta
circunstancia es conveniente imponer condiciones de energia que limiten la arbitrariedad
de T),, [5].

Las condiciones de energia son restricciones invariantes de coordenadas sobre el
tensor de energia-momento. Se debe entonces construir escalares a partir de 7}, lo cual
se logra tipicamente contrayéndolo con vectores tipo tiempo t* o vectores nulos [*. Por

ejemplo tenemos la llamada

e Condicion de Energia Débil o WEKE] Establece que T,,t"t" > 0 para todo
vector tipo tiempo t#, o equivalentemente establece que p >0y p+p > 0.

Con el objetivo de entender esta condicién y educar nuestra intuicién, es til con-
siderar el caso especial cuando la fuente es un fluido perfecto, para el cual el tensor de
energia momento esta dado por la expresion

Tw=pUU, +p (Quu + UHUV) ) (1.38)
donde U* representa la (d 4 1)-velocidad del fluido y por tanto es un vector tipo tiempo
U, U* = —1. Dado que la presién es isotrépica: T}, t#t"” serd no-negativa para todo vector

tipo tiempo t*, si se satisface simultdneamente 7, U*U" > 0y T,,I*1” > 0 para algin
vector nulo [*. Evaluando estos escalares obtenemos

TLUM" =p, Tl = (p+p) (U (1.39)

Por lo tanto, la condicién de energia débil implica que p > 0y p+ p > 0. La primer
condicion nos dice como esperariamos, que la densidad de energia no puede ser negativa.
La segunda condicién nos dice que la presion no es demasiado grande comparada con la
densidad de energia. Desde luego aqui hemos utilizado el tensor de energia-momento de
un fluido perfecto para ganar intuicién, pero el resultado es general para un tensor de
energia-momento arbitrario.

Adicionalmente a la WEC, existen diferentes condiciones de energia, las cuales son
apropiadas para diferentes situaciones fisicas. Algunas de las mas populares son las si-
guientes:

e Condiciéon de Energia Dominante o DEqﬂ Incluye la WEC (7),,t"t" > 0
para todo vector tipo tiempo t*), asi como el requisito adicional de que el vector T*t, no

®Por sus siglas en inglés Weak Energy Condition.
SPor sus siglas en inglés Dominant Energy Condition.
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sea tipo espacio (esto es que 1), T at“tr < 0). Para un fluido perfecto estas condiciones
juntas son equivalentes al requisito mas simple: p > |p|, la densidad de energfa debe ser
positiva y mas grande o igual que la magnitud de la presion.

e Condicion de Energia Fuerte o SECﬂ Establece que T),,t#t" > %T’\ At%t, para
todos los vectores tipo tiempo t#, o equivalentemente: p+p > 0y p+ 3p > 0. Note que
la SEC no implica la WEC. Es posible mostrar que esta condicion de energia implica que
la gravitacién es atractiva [5].

La mayoria de formas clasicas de materia ordinaria, incluyendo los campos escalares
y electromagnéticos obedecen la DEC y por tanto las condiciones menos restrictivas como
la WEC. La SEC es 1til en la demostracién de algunos teoremas de singularidad, pero
puede ser violada por ciertas formas de materia, como por ejemplo un campo escalar
masivo.

Debemos enfatizar que las condiciones de energia no estan relacionadas con la con-
servacion de la energia, ya que la identidad de Bianchi garantiza que la ecuacién se
satisface independientemente de que se impongan condiciones adicionales sobre el tensor
T,,. Mas bien, ellas sirven para evitar otras propiedades que pensamos como no-fisicas,
tales como energia que se propaga mas rapido que la velocidad de la luz, o que la energia
no puede aparecer espontaneamente de la nada, entre otras.

Para soluciones de agujero negro regulares, se viola la condicion de energia fuerte
o SEC en alguna regién dentro del horizonte de eventos, pero satisface la condiciéon de
energia débil (WEK) o la condicién de energia dominante (DEC) en todas partes. La
solucion de simetria esférica y estatica en d = 3 en conjunto con la solucién métrica

1— ZGET”;‘(T) producen las componentes del tensor de energia momento siguientes
T0 7 _ 2¢% dm (1) T _ s _ 2 d*m (r)
0o — r 2 ? 91 - 92 - 2 )
8mr?  dr 8mr dr

lo que hace que la condiciéon de energia débil pueda escribirse como las condiciones para
la funcién de masa siguientes
1 dm(r)
r2 dr

207

2dm (r) - d*m (r)

rodr T dr?
Las soluciones de agujero negro regulares que satisfacen la condiciéon de energia débil
(WEC) y cuyo tensor de energia momento satisface T = T”, necesariamente tienen un
comportamiento de Sitter [6] en r — 0.

"Por sus siglas en inglés Strong Energy Condition.
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1.6. Soluciones maximamente simétricas

Antes de que Hubble diera a conocer sus observaciones sobre la expansién del uni-
verso, Einstein propuso el modelo del universo estatico en el que introdujo el término
de la constante cosmolégica y del que tiempo después expresé que habia sido un error
el introducirlo. Sin embargo anos méas tarde la constante cosmoldgica cobraria sentido
principalmente en la cosmologia. {Cémo podemos entender esta constante cosmolégica?
Cuando en la fisica no se involucra a la gravitacion, inicamente son medibles cambios en
la energia de un estado a otro, con lo cual la normalizacién de la energia es arbitraria.
Por ejemplo en Mecanica Clésica, el movimiento de una particula con energia potencial
V(z) es precisamente el mismo que el de la misma particula en un potencial V' (z) + Vg,
para cualquier valor constante V4. En gravitacion sin embargo, el valor de la energia im-
porta, no solo las diferencias de energia entre estados. Esta caracteristica abre la puerta
para considerar una energia del vacio, es decir, una densidad de energia caracteristica del
espacio vacio. Los términos “constante cosmoldgica” y “energia del vacio” son esencial-
mente intercambiables. Una propiedad esperada de este vacio es que satisfaga el principio
Copernicano de no tener una direccién privilegiada, ma atun, segin el modelo cosmoldgico
o teoria del estado estacionario, se establece que: en cualquier momento, el universo es
homogéneo e isotropico a grandes escalas, es decir, es uniforme y no hay direcciones privi-
legiadas independientemente de la evolucién del universo (Bondi, Gold y Hoyle en 1948),
lo cual desde un punto de vista mateméatico nos lleva al concepto de un espacio maxima-
mente simétrico, es decir, un espacio que es homogéneo e isotrépico en todo puntoﬂ Dada
la importancia de estos conceptos recordemos sus definiciones precisas:

Definicion 1.1 Una variedad M es homogénea, si para dos puntos dados p, ¢ € M hay
una isometria global A: M — M tal que A(p) =q.

Definicion 1.2 Una variedad M es isotropica alrededor de un punto p € M si, dados v,
w € T,M hay una isometria, con trasporte paralelo A : T, M — T, M tal que A (v) = w.

Fisicamente es posible tener una densidad de energia no nula si el tensor de energia-
momento asociado es invariante de Lorentz en un sistema coordenado inercial local. La
invariancia de Lorentz implica que el tensor debe tener la forma T}, = —panu., relacién
que podemos generalizar directamente a un sistema coordenado arbitrario

4

C
— A g 14

T = —paguw = —

Comparando esta forma del tensor con la del fluido perfecto (|1.38]), encontramos que
el vacio se ve como un fluido perfecto con una presion isotrépica opuesta en signo a la

8Homogeneidad e isotropia son dos caracteristicas independientes, por ejemplo una variedad puede ser
homogénea pero no ser isotrépica en punto alguno, tal como sucede con la variedad R x S?, o puede ser
isotopico en un punto sin ser homogéneo, tal como en un cono, el cual es isotrépico alrededor del vértice,
pero ciertamente no homogéneo.
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densidad de energia’]
DA = —PA- (1.41)

Que coincide justamente con la ecuacién de estado . Mas atn, esta densidad de
energia debe ser constante a través de todo el espacio-tiempo dado que un gradiente no
serfa invariante de Lorentz en todo el espacio-tiempo. Utilizando la definicién del tensor
de energia-momento , podemos comprobar que la densidad lagrangiana de materia
que estamos considerando tiene la forma

C3

= = — A
'CM LA 87TGd+1 )

(1.42)

y por tanto la accién de Hilbert (1.1]) es

03

Sy=—"
" 167TGd+]_

/ d 'z /=g (R —2A). (1.43)
M

Dos propiedades importantes de los espacios maximamente simétricos es que
1) tienen el nimero méximo de simetrias posibles
2) son variedades de curvatura constante.

Por ejemplo, en el espacio euclidiano R**! (con isometrias en las traslaciones y
rotaciones en d + 1 dimensiones), un punto fijo p se mueve a lo largo de d + 1 ejes de
traslacion independientes y por tanto hay d + 1 simetrias de traslacion. Las rotaciones,
centradas en p, son aquellas transformaciones que dejan a p invariante, éstas las podemos
pensar rotando uno de los ejes coordenados a través de p en otro. Dado que hay d+1 ejes 'y
para cada eje hay otros d ejes que pueden ser rotados uno en otro, pero no debemos contar
por ejemplo la rotacion de y — = como independiente de la rotacién x — y, tenemos que
el nimero total de rotaciones independientes es d(d + 1)/2, asi

d 1

d+1+—w+1y:2

5 (d+1)(d+2), (1.44)

es el nimero total de simetrias independientes o vectores de Killing en R**!. Por tanto,
una variedad (d + 1)-dimensional con %(d + 1) (d 4 2) wvectores de Killing es un espacio
mdzimamente simétrico. Esta definicién es vélida para variedades Riemannianas y no sélo
para variedades Euclideas.

En cuanto a la curvatura, tenemos de contraer las ecuaciones de Einstein ((1.2)) con
el tensor g" a ambos lados de la ecuacion

d+1 2(d+1)

R-"g-R=-Md+1) = R="7—geh (1.45)

9Las observaciones cosmoldgicas indican que [p3*%] < (10712GeV)* ~ 1078 erg/cm?®.
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Con lo cual concluimos que la curvatura de estos espacios-tiempo es constante en to-
do punto. Si A > 0 el espacio-tiempo se conoce como de Sitter (dSgy1), si A = 0 el
espacio-tiempo es Minkowski y si A < 0 el espacio-tiempo es anti-de Sitter (AdSgy1). Por
completez calculemos el escalar de Kretschmann para comprobar que debido a la constan-
cia de la curvatura, no existen puntos singulares. Es posible mostrar que para los espacios
maximamente simétricos el tensor de Riemann toma la forma [5]

1
Ruupa = m (g,upgua - g,anup) Ra (146>

y por tanto el escalar de Kretschmann es

2 8(d+1)
R, .0 R"P7 = R? = A2 1.47
nvp d(d+1) d(d —1)2 (1.47)

Para concluir, podemos dar la forma explicita de la métrica (|1.24]) para estos espacios. Lo
tnico que debemos calcular es la integral ((1.19))

8T " A A rd
M@p)= —— 8 [ pdt dr=-—°2 T 1.4
) =—ZE= 1)/0 " < 87er+1) T A 1D)Gyn d (1.48)

Asi, definiendo

d(d—1)
(= _d(del) A<, (1.49)
o A >0,

tenemos que la forma de la métrica para los espacios-tiempo de de Sitter y anti-de Sitter
respectivamente es

2 2\ —1
ds® = — (1 ¥ 2—2) Adt? + (1 T 2—2) dr® + r?dQ}, . (1.50)

Aunque ya tenemos la forma de la métrica de estos espacios, es muy ilustrativo hacer
el andlisis de sus propiedades geométricas al encajar estructuras geométricas (d + 1)-
dimensionales en el espacio de Minkowski de (d 4 2)-dimensiones. A continuacién discu-
timos brevemente estos encajes.

1.6.1. Espacio-tiempo de Sitter

El espacio-tiempo de Sitter (d + 1)-dimensional (dSgy1) se obtiene encajando la
hipersuperficie descrita por el hiperboloide (d + 1)-dimensional HA*!

S : —Xg + X7+ XG o+ X =0 (1.51)
en el espacio de Minkowski (d + 2)-dimensional™|
ds* = —dX§ 4+ dX7 + -+ dX] +dX],,. (1.52)

0Esta construccién se debe a E. Schrodinger (1956) [17].
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En ¢ es un parametro con unidades de longitud llamado el radio de Sitter y como
veremos coincide con el parametro definido en . El grupo de isometria de la métrica
de Minkowski (1.52)) es el grupo de Poincaré (d 4 2)-dimensional, el cual tiene dimensién
(d +2)(d + 3)/2. La ecuacién ([1.51)) que define al hiperboloide H*! es invariante por la
izquierda ante el subgrupo de Lorentz SO(d+1,1), el cual tiene dimensién (d+1)(d+2)/2
y asf la métrica inducida sobre el hiperboloide H4! por la métrica de Minkowski tiene
como grupo de isometria a SO(d+1, 1) y por tanto es un espacio maximamente simétrico.

El hiperboloide tiene topologia cilindrica R x S? y es tipo tiempo. Las esferas S¢
surgen de tomar secciones de Xy = cte.

X7+ + X7+ X7, =0+ X7 = contante > 0. (1.53)

Es posible introducir diferentes sistemas coordenados que parametricen el hiperboloide de
manera global, o al menos localmente. Los diferentes sistemas coordenados son sugeridos
al agrupar los términos en de diferentes maneras. No es nuestro objetivo discutir las
propiedades de todos los sistemas coordenados conocidos [I8], sin embargo discutiremos
al menos dos para visualizar la geometria del espacio-tiempo de Sitter y una tercera para

ver la relacién con la forma (1.50) de la métrica.
e Coordenadas globales (t,6,)

Podemos ver que una solucion a la ecuacion ((1.51)) viene dada por la parametrizacién

Xo = {sinh (ct/l), X, =nglcosh (ct/l), (1.54)
donde n, con a = 1,2,...,d + 1 es un vector unitario sobre la S¢ esfera unitaria. Esto
significa que

5abnanb = 1, 5abnadnb = 0, 5abdnadnb = dQ?l (155)

encontramos asi que la métrica de Sitter es
ds® = —c*dt* + (* cosh® (ct /) d2. (1.56)

Estas coordenadas cubren el hiperboloide globalmente y las simetrias manifiestas son las
simetrias de la S¢ esfera, esto es, el subgrupo SO(d+1) C SO(d+1,1) del total del grupo
de isometrias. La gometria del espacio-tiempo de de Sitter describe una S¢ esfera espacial
de radio variable, que inicialmente en ¢ = —oo tiene un radio infinito, luego se encoge a
un radio minimo ¢ en ¢ = 0, para después expandirse nuevamente hasta alcanzar un radio
oo en t = +00. Note que la seccién espacial es compacta (finita) excepto para el pasado
y futuro més lejanos. En este sistema coordenado % no es un vector de Killing y la falta
de esta simetria rompe la conservacion de la energia de manera tal que el Hamiltoniano
no estd definido adecuadamente.

e Coordenadas conformes (t',0,)

A partir de las coordenadas globales podemos pasar a un tiempo conforme con el
objetivo de construir el diagrama de Penrose del espacio-tiempo de de Sitter. Para ello
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reescribimos la métrica ((1.56)) en la forma

Adt?

ds® = cosh? (ct /() <_W

+ €2dQ§> : (1.57)

e introducimos el tiempo conforme ¢ mediante la relacion

1
h(ct/l) = —— 1.58
cosh (¢t /() o (et D)’ (1.58)
con —5 < ct' < 7, la métrica (1.57) es ahora
1

ds? = ————d3° 1.59
® T Cos? (ct'/0) o (1.59)

donde d5? es la métrica del universo estatico de Einstein, es decir
ds* = — (cdt')® + dx? + sin® xdQ2_,. (1.60)

Note que hay una correspondencia uno-a-uno entre las coordenadas globales
y las coordenadas conformes , lo cual significa que el sistema coordenado conforme
describe también el espacio de de Sitter de manera completa. En el diagrama conforme
del espacio de de Sitter [5] (Figura [L.1]), cada linea de ¢’ = cte. es una S%, las lineas
punteadas representan los polos norte y sur de la S%. Adicionalmente, cualquier geodésica
nula con respecto a la métrica conforme también es nula en la métrica transformada
conformalmente

ct’
ds* = cos? <7> ds® = —c2dt’”* + (2dS22. (1.61)
X (t= ineas de tiempo
t'= +TE/2i j[( +0) /l | d(;(icte.)
T 7T
s(Ltlpetrfit;iesl/ !
=cte. |
\_/: |
|
? |
: |
|
\ |
| |
| i
t'= -n/2 '
:0 - = =T
(zicngularidad £ (__CO) ()i‘ingularidad
coordenada) coordenada)

Figura 1.1: Diagrama de Penrose del espacio-tiempo de de Sitter.

Asi, lineas a 45° son rayos de luz, el espacio se extiende indefinidamente en direccion
futuro J* y pasado J~. Cada punto en el diagrama es una S%! y, los polos son puntos
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no esferas. Por tanto el diagrama de Penrose para el espacio dSyz,; se puede identificar
de la métrica , la cual contiene la informacién completa acerca de la estructura
causal del espacio dS;41 pero las distancias estan fuertemente distorcionadas. Como hemos
mencionado anteriormente, la topologia del espacio de de Sitter es cilindrica R x S¢, de
manera tal que el proceso de elaborar el diagrama de Penrose es cambiar el hiperboloide en
un cilindro (d+1)-dimensional de altura finita I x S (I = [~7/2,7/2]). Note nuevamente
que el sistema coordenado conforme no incluye una simetria de Killing temporal, de
manera tal que no podemos elegir al Hamiltoniano como una cantidad conservada.

e Coordenadas estaticas (t,r,0;)

Los dos sistemas coordenados discutidos anteriormente son explicitamente depen-
dientes del tiempo (con una coordenada temporal diferente en cada caso). Es posible

introducir localmente un sistema coordenado que sea independiente del tiempo. Para ello
reescribamos la ecuacién del hiperboloide (1.51)) en la forma

d
XPto+X2=Y X2=0 4 X2 X3, (1.62)

a=1

. : : d
e introduzcamos una coordenada radial espacial 72 = Y0 X2 (0 < r < 00), con lo cual
podemos reescribir la ecuacién anterior como

r? X3+1 Xg
_6_2: 2 T (1.63)

Una eleccién natural de coordenadas es

Xo rZ . ct Xr r Xay1 r2 ct
7 ——\/1—2281nh(€), 7 = o / ——\/1—62(:osh 7] (1.64)

donde n; con I = 1,...,d son vectores unitarios sobre la S?~! esfera, lo cual nos lleva a

la métrica (|1.50))
r? r2\ 7
d82 = — (1 — €—2> dtZ + <1 — £_2) d'rQ + 7’2de,1.

Dado que
—Xo+Xip1 = —VE2 —r2exp(—ct/l) <0 Yy Xo+Xap1 = =V —r2exp(ct/l) <0

la region r < £ cubre sé6lo un cuarto del espacio dS;;; completo. De hecho la hipersuperficie
r = { corresponde a un horizonte de este espacio.

En estas coordenadas si se tiene un vector de Killing temporal d/0t y por tanto
se puede definir un Hamiltoniano, sin embargo la existencia de este vector de Killing
temporal se pierde para la regién fuera del horizonte r = ¢, lo cual es consecuencia de que
no existe un vector de Killing temporal en el espacio completo de de Sitter.
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1.6.2. Espacio-tiempo anti-de Sitter

El espacio-tiempo anti-de Sitter (d+1)-dimensional (AdSy41) se obtiene encajando
la hipersuperficie

AdSgy —Xe+ X7+ + X]— X7, =0, (1.65)

en el espacio de Minkowski (d+2)-dimensional . Dado que esta ecuacion es invariante
ante transformaciones en SO(d, 2), este espacio-tiempo tiene grupo de isometria SO(d, 2).
La dimensién de este grupo es la misma que la de los grupos SO(d+1,1) y SO(d+2) y por
tanto la ecuacion define el espacio méaximamente simétrico anti-de SitteIEI Resulta
que SO(d,2) es también el grupo conforme, esto es, el grupo de simetria del espacio-
tiempo de Minkowski (d + 1)-dimensional y, este es uno de los ingredientes fundamentales
de la famosa correspondencia AdS/CFT que relaciona teorias gravitacionales en espacios-
tiempo AdSg. o, con teorias de campo conformes en espacios-tiempo de Minkowski de
dimensién d + 1 (ver por ejemplo [19]). Es esta correspondencia la que hace interesante
estudiar soluciones gravitacionales de agujero negro que sean asintéticamente AdS, en vez
de ser asintéticamente planos.

Figura 1.2: Hiperboléide del espacio tiempo anti-de Sitter.

e Coordenadas globales y estaticad|

Las coordenadas globales se obtienen al escribir la solucién general de (1.65)) en la
forma
Xg+ X3, =0cosh’p, X7+--+ X7 =/*sinh’p, (1.66)

con lo cual la parametrizacion de las coordenadas es

Xog=/{sinTcoshp, X441 =/{cosTcoshp,

"En realidad el espacio AdSg4; se toma como la cubierta universal del espacio descrito por [5].

12Formalmente podemos construir sistemas coordenados para el espacio-tiempo AdS partiendo de los
sistemas coordenados para el espacio-tiempo dS si hacemos el cambio de coordenada y parametro Xg41 —
iXd+1 y {—il.
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X; = nylsinh p, (1.67)
donde nm; con i = 1,...,d es un vector unitario sobre la S9! esfera unitaria. Tenemos
entonces que la métrica es

ds* = (* [— cosh? pdr® + dp® + sinh® pdQj_, ], (1.68)

donde 0 < p < oo. Estas coordenadas hacen manifiesta la naturaleza periédica de la
direccién temporal de AdS. El hiperboloide encajado estaria cubierto si elegimos a 7
como una variable angular con periodo 27. Sin embargo, en el espacio cubierta universal
los puntos 7 y 7+ 27 no se identifican con lo cual las curvas tipo tiempo no son cerradas
y el rango de 7 es: —oo < 7 < oo. En contraste con el espacio-tiempo dSgi1, AdSgiq
tiene un vector de Killing global 0, tipo tiempo. En el espacio-tiempo anti-de Sitter la
curvatura es k < 0 (con topologfa S x RY).

El diagrama conforme del espacio-tiempo anti-de Sitter corresponde a la mitad del
universo estatico de Einstein, el cual se extiende infinitamente, y se obtiene introduciendo
una coordenada conforme a través de la coordenada radial

1
coshp = ,
COS Y
con lo cual se tiene P
ds? = 5 ds?,
cos?

donde d5? representa la métrica en el universo estético de Einstein y, la coordenada radial
ahora aparece en el factor conforme donde 0 < x < 7.

7=0 y=m/2
Figura 1.3: Diagrama conforme del espacio-tiempo anti-de Sitter.

En la figura ((1.3)) del diagrama conforme, las geodésicas que van de y = 0 a y = m/2
son de espacio y, de t' = 0 a t' = w son de tiempo. Las lineas a 45° son rayos de luz. La
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linea punteada representa un punto en el origen espacial y, los puntos a la derecha son S2.
El infinito en anti-de Sitter toma la forma de una hipersuperficie de tiempo, definida por
x = /2. Dado que el infinito es como de-tiempo, el espacio no es globalmente hiperbdélico
y el diagrama se extiende en el tiempo infinito. Una geodésica que comienza moviéndose
radialmente al exterior de ' = 0, x = 0, eventualmente regresara al punto t' = m, y =0
y luego nuevamente al exterior de forma ciclica.

Finalmente si en la métrica ((1.68) hacemos el cambio de variable sinhp = r/l y
T — t obtenemos la métrica ((1.50)

-1
ds® = — <1 + T—2> dt® + <1 + T—2> dr? + r2dQ
N Iz Iz -



Agujeros negros

Histéricamente, John Michell (1783) y Pierre Simon Laplace (1799) fueron los pri-
meros en describir la posible existencia de estrellas masivas con un intenso campo gravi-
tacional (denominados objetos compactos) que ni la luz podria escapar de ellas [20]. La
herramienta tedrica que se utiliza para entender estos objetos es la Relatividad General
(ver capitulo|l)) y, las soluciones a las ecuaciones de Einstein que los describen se les conoce
genéricamente como soluciones de agujero negro, término acuniado por John A. Wheeler
(1967). Actualmente se piensa que los agujeros negros astrofisicos son el resultado del
colapso gravitacional de estrellas lo suficientemente masivas y ocurre cuando la estrella
agota todas sus fuentes de energia termonuclear, generandose asi, un desequilibrio entre la
fuerza ejercida por la presion térmica de las particulas y la fuerza gravitacional, seguida
de una gran explosién (supernova) que expulsa toda la materia de la corona estelar al
exterior de la estrella y, finalmente la estrella comienza un proceso de colapso gravitacio-
nal indefinido, en el que ni la luz puede escapar de ella. Se piensa que estos objetos son
fundamentales en la estructura del universo, ya que la materia y energia se concentran
en su entorno. Por esta razén, se cree que existen agujeros negros en los centros de las
galaxias. Los astronomos sospechan de la existencia de un agujero negro supermasivo en
el centro de nuestra Via Lactea, debido a los efectos de gravedad que causa el objeto sobre
los cuerpos celestes que le rodean. En observaciones astrondmicas a finales de los 60’s,
se detectaron pulsares (estrellas de neutrones) y fuentes de rayos X, lo que confirmé la
existencia de una fuente de rayos X de un sistema binari(ﬂ conformado por la estrella
gigante HDE226868 (magnitud aparente de 8.9) y el agujero negro Cygnus X-1 (1964)
de 14,81 £ 0,98 M, en la constelacién del Cisne, detectado por el satélite Uhuru. En la

'Los sistemas binarios en centros galdcticos, generan radiacién de luz o rayos X, asi, la acrecién de
gas en los agujeros negros es una de las fuentes de energia mas poderosas en el universo.
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actualidad, la deteccion de ondas gravitacioneﬂ reforzo la existencia de agujeros negros.
La primera de varias detecciones se anuncié el 11 de febrero de 2016 [9, [10].

Esencialmente, las estrellas son esferas de gas (dtomos de hidrégeno) con presién
p ~ nkT, (en la aproximacién de gas ideal) donde n es la densidad del nimero de dtomos,
e inicialmente la energia es
E = Egrav + Eci?"w

donde la energia gravitacional y cinética estan dadas por

GM?

R s Ecin ~ nR3 <E> .

Egrcw ~ =

Aqui (E) es la energia cinética promedio de los dtomos, M la masa y R el radio de
la estrella. Cuando la fusiéon concluye la estrella se enfria y su temperatura 7" — 0, no
obstante la presién de degeneracién hace que la presion sea no nula p # 0. La primera
degeneraciéon que se presenta es la de los electrones ya que m, < m, a una densidad
numeérica de un electrén en un cubo de tamano de la longitud de Compton, esto es

h
n-1/3

Y

‘ (pe)’

donde (p) es el momento promedio. Existen dos posibles comportamientos diferentes ante

este proceso que dependen de la masa M de la estrella. Si M es muy pequena el radio R
se incrementa hasta que los electrones se vuelven no relativistas (donde (E) ~ <fn—>2) y la
contraccion gravitacional es contrarrestada por la presion de degeneracion de elecetrones,
convirtiéndose la estrella en una enana blanca. No obstante, para M muy grande tal que
los electrones se vuelven relativistas (donde (E) = (pe) ¢ = hend'™), el radio R continta
decreciendo y no es contrarrestado por la presion de degeneracion de electrones EL provo-
cando un colapso gravitacional. Existe entonces una masa M¢ y un radio R¢ criticos que

divide estos dos comportamientod’]

1 /he\*? 1 R\
M~~~ — [ — R~ ~ — 2.1
c mf, (G) = I (Gc) ) ( )

por lo que para cantidades superiores a M indican que una estrella no puede terminar
como una enana blanca. Este se conoce como el limite de Chandrasekhar [22], 23] y
establece que la masa maxima final posible (después de expulsar materia al exterior) para

2La primera deteccién de ondas gravitacionales fue realizada por LISA, Virgo y GEO600, (Observation
of gravitational waves from a binary black hole merger. https://www.ligo.caltech.edu/detection. La segun-
da deteccién proviene de dos agujeros negros en colisién, a través del interferémetro de Léser (LIGO)
http:/ /www.ligo.org/.

3Hay dos contribuciones a la presién total p: una se debe a la materia y la otra a la radiacién [21]

4 h=6,63 x 1073*J - s es la constante de Planck, m. = 9,1 x 103! kg. la masa del electrén, my =
1,67 x 10727 kg. la masa del protén, ¢ = 3 x 108m/s la velocidad de la luz y G = G4 = 6,67 x 10’11#i2
la constante de gravitacién universal.
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una enana blanca es de Mo ~ 1,44M, y, para masas M > Mq la estrella colapsard y
terminard como una estrella de neutrones (la masa maxima que puede soportar es dada
por el limite de Tolman-Oppenheimer-Volkoff vy es de 3M, ), mientras que para estrellas
con M > 3M. pueden derivar en un agujero negro. El analisis astrofisico para este colapso
lleva a tomar en cuenta ahora la presién por degeneracion de neutrones, la cual reemplaza
a la degeneracion de electrones debido al decaimiento 3 inverso

e +pt = n+r..

La aproximacién de gas ideal produce un resultado parecido a , pero ahora reem-
plazando m. — m,. Como la masa critica es independiente de m,, el andlisis no afecta
esta expresion, sin embargo el radio critico es ahora Ry ~ 6%0, el cual se conoce como el
radio de Schwarzschild. Este resultado es una indicacién de que no se justifica despreciar
los efectos de relatividad general; adicionalmente para densidades de materia nuclear la
aproximacién de gas ideal tampoco se justifica. Una aproximacién mas razonable es la de
un fluido perfecto cuya presién es funcién de la densidad p(p). Utilizando el comporta-
miento conocido de p (p) a bajas densidades nucleares, da como resultado M,,q, ~ 3M
y la estrella terminara como una estrella de neutrones o sufrird un colapso gravitacional.
En el limite de Mo ~ 3M, el colapso se puede aproximar adecuadamente suponiendo que
el material que se colapsa es una bola de fluido libre de presién. La figura muestra
las etapas de la evolucion estelar.

En el contexto de la teorfa de la Relatividad General, Schwarzschild (1916) [24] tuvo
el honor de obtener la primer solucién exacta a las ecuaciones de Einstein, para un espacio-
tiempo esféricamente simétrico. La soluciéon queda determinada completamente por el
pardmetro de masa M y presenta dos singularidades; una en r = 0 (intrinseca) y la otra
en el radio de Schwarzschild R, llamado horizonte de eventos r = Ry (removible)ﬂ Poco
tiempo después Reissner (1916) [25] resolvié las ecuaciones de Einstein acopladas al campo
de Maxwell y, paralelamente Nordstrém (1918) [26] obtuvo la misma solucién denominada
actualmente el agujero negro de Reissner -Nordstrom. En este caso la solucién también
es para un espacio-tiempo esféricamente simétrico y estatico, donde los parametros son la
masa M y la carga eléctrica ). 30 anos mas tarde, Chandrashekar (en su trabajo sobre
enanas blancas), Landau (1932) y Oppenheimer (1939) entre otros, encontraron que era
posible la existencia de estrellas de neutrones con un radio menor al gravitacional rg, lo
que hacia mas factible suponer la existencia de agujeros negros.

La definicion mas comun que encontramos en la literatura de agujero negro, con-
siste de una regién del espacio-tiempo donde el campo gravitacional es tan intenso que
ni la luz puede escapar de él. Oppenheimer y Snyder (1939) [27] estudiaron el colapso
gravitacional de estrellas masivas y la posible existencia de agujeros negros. Ellos dieron
una interpretacién fisica del tensor 7},,, que consiste en la distribuciéon de materia en una
simetria esférica donde 7T}, estd constituido de dos partes; una corresponde a la parte de

5Cuando la masa de una estrella colapsa, se concentra en un radio menor a su radio gravitacional,
radio de Schwarzschild u horizonte de eventos Ry = 2G4M/c?, donde c es la velocidad de la luz.
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Figura 2.1: En la evolucion estelar, las estrellas que soportan una masa maxima de Mg ~

1,44 M, terminara como enana blanca, si la masa méxima es de ~ 3M, serd una estrella
e neutrones, pero para masas colpsara y terminara en un agujero negro.

d t , > 3M, col t

materia debida a los electrones, protones, neutrones y otros nicleos, y la otra correspon-
de a la parte de material que se estd moviendo en una direcciéon radial, donde hay una
relacion definida entre la presion, densidad y temperatura. Ademads, la radiacién podria
ser parte del equilibrio con la materia a esta temperatura, en resumen, se da cuando el
radio de la estrella se aproxima asintéticamente a su radio gravitacional, que para un ob-
servador externo, notara que la luz tiene un corrimiento al rojo. En 1963, Kerr encontro
la soluciéon que describe un agujero negro de masa M con simetria axial y en rotacion
(momento angular J) [28] y, quizd, la soluciéon més general que se conoce hasta hoy es
el agujero negro de Kerr-Newman, desarrollada por Newman en 1965 [29] 30], en la que
estd contenida toda la familia de agujeros negros; Schwarzschild (M), Reissner-Nordstrom
(M, Q) y Kerr (M, J). Los agujero negros son de vital importancia, ya que son esenciales
en las construccion de teoria que describan la estructura del universo tal como ocurre en
el andlisis de gravedad-cuantica, la correspondencia AdS/CFT, teoria de cuerdas entre
otras.
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2.1. Agujero negro de Schwarzschild

La solucién de Schwarzschild®| describe el campo gravitacional simétricamente esféri-
co y estatico en ausencia de materia, que uno encuentra fuera de cualquier objeto esféri-
camente simétrico y estatico (estrella, planeta, etc.). Esta es la solucién no trivial mas
simple, que lleva al concepto de agujero negro, los cuales constituyen un laboratorio tedrico
privilegiado para realizar Gedankenexperimente en gravedad clésica y cudntica. La inter-
pretacion fisica de esta solucion es un punto importante y no trivial dado que la fuente,
localizada por definicién en la regién donde NO resolvemos las ecuaciones de Einstein,
es desconocida. Mds atn, el estudio de estos objetos introduce nuevos conceptos como
el de horizonte de eventos. Algunas de las propiedades clasicas de los agujeros negros
pueden ser formuladas como leyes de la termodinamica, pero, clasicamente, la analogia
no es completa. Un nuevo concepto de origen cuantico, la radiacion de Hawking, es lo
que hace la analogia termodinamica completa, impulsando a la comunidad a tomar estas
ideas seriamente. Sin embargo estas propiedades introducen a su vez nuevos retos como la
interpretacion estadistica de la entropia de agujeros negros y el problema de informacién.

2.1.1. Solucion de Schwarzschild en 3 + 1 dimensiones

Dado que la solucién se obtiene para espacio libre de materia, debemos resolver las
ecuaciones de Einstein en el vacio y como la solucién es esféricamente simétrica y
estatica, entonces por nuestra discusion en la secciéon sabemos que la métrica tiene
la forma . Lo tnico que nos resta es integrar la ecuacién , la cual puede
reescribirse como (en el caso d = 3)

%(re”) =1 = e*Fr=1- %, (2.2)
donde R es una constante de integracion. Introduciendo esta forma del coeficiente en la
métrica vemos que para r — oo ésta se aproxima a la de Minkowski, se dice en-
tonces que la métrica es asintoticamente plana. Fisicamente, el requisito de asintoticidad
plana significa que estamos trabajando con sistemas aislados, con una fuente de campo
gravitacional confinada en un volumen finito. La constante R tiene dimensién de longi-
tud y su significado fisico puede obtenerse bajo el argumento siguiente. Dado que para
valores grandes de r, donde el campo gravitacional es débil, las trayectorias de particulas
de prueba masivas (geodésicas) se aproximan a las drbitas Keplerianas que ellas descri-
birian si estuvieran sujetas al campo gravitacional Newtoniano producido por un objeto
esféricamente simétrico, de masa total M = c?R, /2G4 centrado en r = 0. Entonces se
identifica a M con la masa del objeto que estamos describiendo en relatividad general
y Rs es el radio de Schwarzschild asociado con tal objeto. Podemos llegar a la misma
conclusién utilizando la férmula de masa ADM (ver apéndice [E]). Por lo tanto M es la

6 Adicionalmente a los textos sobre Relatividad General mencionados en el capitulo|l} Para los detalles
técnicos de agujeros negros hemos utilizado también [22] B3], 32 [33] [34].
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masa ADM de la soluciéon de Schwarzschild y se toma como positiva por dos razones.
Primero, nadie ha visto un objeto gravitacional con masa negativa y segundo, la solucion
de Schwarzschild con masa negativa tiene una singularidad desnuda, como explicaremos
mas adelante, lo cual se considera inaceptable desde el punto de vista fisico.

Tenemos entonces que la solucion de Schwarzschild es
R 1
ds? = — (1 — =) dt* + —Rdr2 + r2dQ3. (2.3)
r 1—==
.
Dado que el interés en este trabajo radica en comparar las predicciones fisicas de las
soluciones gravitacionales inspiradas por la no conmutatividad, con su analogo conmuta-
tivo, no haremos un analisis exhaustivo de todas las propiedades conocidas del agujero
negro de Schwarzschild, sin embargo mencionaremos las que seran relevantes para nuestra
comparacion posterior.

Propiedades del agujero negro de Schwarzschild:

e Teorema de Birkhofl: La solucion de Schwarzschild es la dnica solucién a las
ecuaciones de Einstein en vacio, con simetria esférica [4].

e La solucién de Schwarzschild es estable bajo perturbaciones pequenas de indole
gravitacional o asociadas con campos externos [31].

e La métrica ([2.3) describe el campo gravitacional creado por un objeto masivo,
esféricamente simétrico como es visto por un observador estatico lejano a la fuente, en la
regién de vacio, para quien las coordenadas {t,r,0;, 605} son coordenadas adaptadas.

e La métrica de Schwarzschild es singulalﬂ enr =0y r = R, Sin embargo la
singularidad en R, es una singularidad coordenada, mientras que la singularidad en r =
0 es una singularidad fisica del espacio-tiempo de Schwarzschild que estd presente en
cualquier sistema coordenado, como lo muestra el escalar de Kretschmann

G2M?

cir6

Ry pe RMP7 = 48 - (2.4)

e Usualmente la soluciéon de Schwarzschild se utiliza de r = oo a algtin valor finito
r =rg > R, donde ésta es pegada a otra métrica simétricamente esférica y estatica que
sea solucién de las ecuaciones de Einstein para algin tensor de energia-momento adecuado
que describa una estrella con las mismas simetrias que el espacio de Schwarzschild vy,
cuya superficie se encuentre en r = rg. Estas métricas llamadas soluciones interiores de
Schwarzschild describen el espacio-tiempo en el interior de las estrellas y, la métrica
describe sus exteriores debido al teorema de Birkhoff (ver la subseccién [2.1.4)).

e El comportamiento de la singularidad coordenada r = R, puede analizarse al
tomar geodésicas radiales nulas donde d?s = 0 y d?Qy = 0 = c% =+ 1_1R5 .Enr — o0

™
dt

se tiene ¢4 = +1 y tenemos conos de luz inclinados a 45°. En r — R, tenemos que

"Que una métrica sea singular significa que el detg,,, = 0 o que ciertas componentes de g,,,, divergen.
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cg—i = 400, esto es, la pendiente crece en valor absoluto y los conos de luz se cierran al
aproximarse a la superficie r = Ry, lo cual es una senal de que se trata de una singularidad
coordenada, la cual puede removerse a través de un cambio de coordenadas. Primero se
introducen las coordenadas de FEdington-Finkelstein (v, u, 6, ¢), para que la métrica
tome la forma

ds* = — (1 — RT) dvdu + r*dQ3, (2.5)

donde las nuevas coordenadas estdan dadas por
v=ct+r", u=ct—r", —00 < v < 400, —00 < u < +00,

que llevan a la hipersuperficie r = R, al infinito, por lo cual es necesario hacer otro
cambio de coordenadas para compactificar esos infinitos a un punto del espacio-tiempo
(diagrama de Kruskal) y, asi construir el diagrama de Penrose. Las coordenadas que se
deben introducir son coordenadas de Kruskal definidas por

m ™
—— < U<+,

v=tanV, wu=tanU, —Z<V<+Z, 5 5

2 2

que llevan al elemento de linea (2.5)) a la forma compactificada

1 s
ds? = 5 {—4 (1 - i) dVdU + 4r% cos® V cos> UdO? | |
(2cosV cosU) r

o equivalentemente, introduciendo la coordenada de Regge- Wheeler

e (v —u) = sin(V - U)
2 ~ 2cosVcosU’
nos da la expresion
1 4
ds? = . {—4 (1 - &) avaU +4 (=) sin? (V - U) Ude2? |
(2cosV cosU) r T

e Los horizontes de eventos de agujeros negros estacionarios son usualmente hori-
zontes de Killing, esto es, hipersuperficies que son invariantes bajo una isometria donde
el modulo del vector de Killing correspondiente k* se anula, k* = 0. En el caso de Sch-
warzschild es k# = §#' y generara traslaciones en el tiempo: k% = Olr=pr, = 62“(’“)\7: r. =0
(gu = e y g, = 62”(”)). Mas ann, la hipersuperficie correspondiente al horizonte r = R,
es, como un todo, invariante ante traslaciones temporales. Los horizontes de Killing (y
por tanto los horizontes de eventos) son hipersuperficies nulasﬂ Maés atn, para cada valor
de t, el horizonte de Killing es una S? de radio R,.

8Se dice que una hipersuperficie es nula si su campo vectorial normal es nulo. Este campo vectorial,
debido a la signatura Lorentziana de la métrica, siempre pertenece al espacio tangente de la hipersuperficie
nula.
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e Para horizontes de Killing se puede definir, siguiendo a Boyer [35], la cantidad
conocida como superficie de gravedad k, dada por la férmula

1 14
K® = —E(V“k Y(Vuk)| (2.6)
TH
En el caso particular de métricas estdticas esféricamente simétricas ([1.9)), el vector de
Killing & es justo 0* y la superficie de gravedad toma la forma
1 argtt 1 87’62'u
R= ——(C = ———— C, (27>
PN W
donde t es la coordenada temporal y r la radial. Para Schwarschild x toma el valor

constante

ct c?

"TUGM T 2R,

(2.8)

e Existe otro tipo de diagrama que puede ser 1util para estudiar la estructura cau-
sal del espacio-tiempo, el diagrama de Penrose: Como en r — oo la métrica es
asintoticametne Minkowski, entonces iy (infinito espacial) y las Z. son trayectorias de
luz, son las de Minkowski. La singularidad r = 2G4 M es removible, por lo que se puede
hacer una extension analitica a 4 regiones, I y IV son asintéticamente Minkowski, 1T y II1
contienen a la singularidad intrinseca r = 0. Las i, e ¢_ (infinitos temporales, futuro +
y pasado —) no estan en la singularidad, por lo que las trayectorias de-tiempo van de i_
a iy, las trayectorias de luz son lineas rectas a 45° y, las que entran en la regién II y III
caen inevitablemente a la singularidad » = 0. Los g, 4 e i_ son infinitos compactificados
a un punto en el diagrama. Las trayectorias de espacio salen de iy y regresan a iy, como
se observa en la Figura ([2.2]).

i r=0

Figura 2.2: Diagrama de Penrose para la métrica de Schwarzschild.

2.1.2. Solucién de Schwarzschild en d 4+ 1 dimensiones

Histéricamente fue Tangherlini (1963) [36] quien estudié por vez primera la solucién
de agujero negro de Schwarzschild en una dimensién mayor a 34+ 1. Hoy dia estas soluciones
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son muy apreciadas y utilizadas por la comunidad que se dedica a estudiar teorias y
modelos que incorporan dimensiones extras, como lo son la comunidad de teoria de cuerdas
[19, 37, 38], supergravedad [39], etc.ﬂ Debido a la relevancia actual de estas soluciones,
exponemos brevemente aqui la forma en que se obtienen, la cual como se puede adivinar,
no difiere en mucho de la forma en que se obtiene la solucién de Schwarzschild en 3+1.

Dada la discusion en la seccién (1.4 sabemos que la métrica tiene la forma ([1.36]).
Para encontar la funcién p debemos integrar la ecuacién (|1.33)), la cual puede reescribirse
como

d 2,20 2w _ m
con lo cual la métrica que se obtiene es
2 _ _ 2 oM NT g o
ds 1 dat* + (1 s dr® +r2dQ;_,. (2.10)

La constante de integraciéon m tiene dimensién de longitud a la potencia d — 2 y estda
relacionada a la masa ADM M en la forma|

167 Gd+1
m=——————M. 2.11
02(d — 1)Qd_1 ( )
En particular para d = 3, m = R,. Estas soluciones son generalizaciones directas de
la solucién de Schwarzschild 4-dimensional en todo aspecto. Sin embargo mencionemos

explicitamente algunas de sus propiedades.

e Que la métrica sea esféricamente simétrica significa que tenemos invarianza bajo
una simetria global SO(d), que es el grupo de simetria de las S¢~! esferas, representadas
en la métrica por el elemento d€2;_1.

e No hay agujeros negros de Schwarzschild para espacios-tiempo de dimension d+1 <

e La métrica tiene un horizonte de eventos ry en r = ry = m' (42 con las mismas
propiedades del estudiado en (3 + 1)-dimensiones. También tiene una singularidad fisica
enr=0.

e Estas soluciones son las tinicas soluciones esféricamente simétricas y estaticas a
las ecuaciones de Einstein en vacio [40].

e Para d + 1 > 5 no existe un teorema de unicidad para soluciones estacionarias,
como lo prueba el hecho de que existan aros negros rotantes [41].

9Es intresante notar que la motivaciéon de Tangherlini no fue ninguna de éstas. Su objetivo como él
lo expone, se basa en una observacién del filésofo Immanuel Kant, llevada a la fisica por Ehrenfest y
Whitrow, sobre la posibilidad de incluir axiomas generales en la fisica que nos permitieran concluir a
manera de teorema, cual deberia de ser la dimensién del espacio-tiempo. El tipo de axiomas que ellos
consideraron eran del tipo: 1) los campos producidos por cuerpos a largas distancias deben aproximarse
asintéticamnete a un valor constante, 2) deben existir érbitas estables para cuerpos que interactien a
través de estos campos, etc.

10F] hecho de denotar la constante en la métrica con m enfatiza el hecho de que este término en la
métrica es originado por la masa del agujero negro.
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2.1.3. Solucién de Schwarzschild-(A)dS

En la seccién hemos obtenido la solucién de los espacios-tiempo de dS;. ;1 ¥
AdSg41 resolviendo las ecuaciones de Einstein con el tensor de energia momento 7}, dado
por . Para ello al integrar explicitamente la componente T para obtener la funcién
M (r) utilizamos la condicién inicial M (0) = 0. Por otro lado para obtener la solucién de
Schwarzschild al integrar la ecuacién utilizamos una condicién inicial diferente, de
hecho en ese caso M (0) = constante # 0. Asi, si en tomamos una constante no
nula al integrar obtenemos

d

r m
M(r)==+ 2.12
(r) 2G 44102 * 2G4’ (2.12)
y sustituyendo en la métrica ((1.24]) tenemos la solucién Schwarzschild-(A)dSz44
2 m r? 2 m P\ 2 2002

Estas soluciones describen un agujero negro de masa M (cuya relacién con m viene dada
por la ec. (2.11))) inmerso en un fondo (anti)-de Sitter (A)dSsy1. Para distancias pequenas
la solucion se asemeja a la de Schwarzschild y, para distancias grandes la solucién tiende
asintéticamente al espacio-tiempo (A)dSgy.

Como es de esperarse, el escalar de Kretschmann es en este caso
A8M?2  2d(d +1)
70 + A

en donde es claro observar que hay una singularidad en r = 0 por el término de Schwarzs-
child y que para M = 0 el espacio-tiempo es regular.

K = Ryppe RMP° = (2.14)

El agujero negro Schwarzschild-dS fue originalmente estudiadio en [42] y sale del
objetivo principal de esta tesis. En nuestro caso estamos interesados en revisar las solu-
ciones de agujero negro Schwarzschild-AdS. Por ejemplo tenemos que el agujero negro de
Schwarzschild-AdS (S-AdS) en 341 dimensiones estd dado por la expresién

R, 1r? R, 2\
2 s 2 s 2 2302
dS ——(1—7+£—2>dt +(1_T+ﬁ> d?” —I—rd§22. (2.15)
La ecuacién que determina el horizonte de eventos es una ecuaciéon cibica
h
rg |1+ )= R. (2.16)

Esta ecuacién tiene una raiz real y dos raices complejas, por lo que el agujero negro tiene
un unico horizonte de eventos ry. Explicitamente la raiz real de la ecuacién esta dada por

2
TH =1/ %sinh E sinh™! (\/2_7 %)} . (2.17)
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2.1.4. Solucién de Schwarzschild anisotrépica en 3 + 1

A finales de los 60’s Sakharov sugiri6 la existencia de soluciones de agujeros negros
regulares, él propuso la ecuacion de estado p = —p para enormes densidades de materia
y energia [45] [46] y, como hemos discutido (ver seccién , esta relacién la satisfacen
diversos sistemas fisicos. E. B. Glinger (1966) sugirié que para densidades muy grandes,
toda la materia (particulas, etc.) sufren una transicién a un estado de vacio (fisico) descrito
por el tensor TQB y la geometria de Sitter, donde finalmente la densidad de materia
se concentra en una regién finita del espacio tiempo a una escala de longitud minima.
Aqui A actiia como una presion interna que contrarresta el colapso gravitacional, lo que
da origen a las soluciones regulares en » = 0. En 1968 Bardeen encontro la primer solucion
regular de Reissner-Nordstrom parametrizada por la masa M y la carga eléctrica (), con
coeficiente métrico

e =1 % —1- (%) [(:;Z/f)j} e (2.18)

para r > () el coeficiente se reduce al de Schwarzschild, en r — oo al de Minkowski,
y en r — 0 es de Sitter ya que e™? ~ 1 — 2%7’2. El horizonte interno es un horizonte

de CauchyE y la region interna se vuelve mas y mas de Sitter, eventualmente terminara
con un origen regular en r = 0. La solucién de Bardeen es el primer caso que plasma las
ideas de Sakharov y Glinger, ya que se remplaza la singularidad por un nicleo de Sitter
reqular. E. Poisson y W. Israel (1988) postularon la posible transicién del espacio-tiempo
de Schwarzschild al de Sitter, donde la singularidad es sustituida por un niucleo dS; y un
ejemplo concreto de un agujero negro con esta propiedad fue construido en [12]. Para ello
se postula una densidad de energia dependiente de la coordenada radial en la forma

3

7%() =) = ~n exp (~ a7 ). (219)

con { el radio de dS; y Rs el radio de Schwarzschild en (3+1)-dimensiones. Utilizando la
ecuacién (|1.19)) se puede calcular la funcién M(r), el resultado es

M(r)=M (1 — exp (—[28)) : (2.20)

donde M es la masa total de la densidad de energia (2.19) dada por la expresién

dr [
]\1:—0—2 i 70 (r)r3dr, (2.21)

1Una Superficie de Cauchy es aquella hipersuperficie para la cual ninguna curva causal intersecta mas
de una vez.
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y coincide con la masa de Schwarzschild. Tenemos asi finalmente que la métrica de Sch-
warzschild anisotrépica tiene la forma

2G4 M 2G4 M (r)\
g5t — — (12 2EMW)Y go (4 2GMEN s r2dQ3. (2.22)
c2r cr
Es habitual definir la funcion radio de Schwarzschild como
o 2G4M (7”) 7'3
RS (T) == 0—2 = RS |:1 - eXp (_KQRS . (223)

Para tener todas las cantidades fisicas de la solucion debemos calcular la expresion de las
presiones tangenciales 7% = p, , utilizando para ello las ecuacién de Einstein (1.14)). Es
directo verificar que la expresién que se obtiene es

3r3 r3
T%% =p1 = pa (1_2€2R )exp (_KZR ) (2.24)

Esta solucion tiene las caracteristicas siguientes:

e La solucién simétricamente esférica (2.22)), practicamente coincide con la solucién
de Schwarzschild (2.3) para r >> (2R, y se comporta como la solucién de Sitter para
r << ’R;.

e Para r << (%R, ocurre la isotropizacién de la solucién y el tensor de energia-
momento toma la del vacio isotrépico . Cuando r — 0 la densidad de energia tiende
a pp. Para v >> (2R, todas las componentes del tensor de energfa momento tienden
rapidamente a cero.

e La métrica tiene dos horizontes que se obtienen de e=2(") = 0; uno externo r, y
otro interno r_ dados aproximadamente por

re ~ Ry |1 —ex _R_f ro~/f0|1—ex ! (2.25)
+ ~ Ry pl-7% )| _R P17 )| :

La métrica describe un objeto con las misma propiedades que un agujero negro donde r,
es un horizonte de eventos. El horizonte interno r_ es un horizonte de Cauchy. Ambas
singularidades son removibles, es decir, se pueden eliminar mediante una transformacion
adecuada de la métrica.

e La solucién es no singular en todo punto, como puede verse del escalar de Kretsch-
mann
R? 3 R, (r)]*  [2R, 9r ?
Reop s RO = 4= (r) +4 I (T)] + { () _ 91" v (2.26)

_677‘
r6 (2 73 rd AR, ’

al calcular el limite r — 0, el cual es finito y por supuesto es igual al valor del escalar en
el caso de Sitter 24/¢*. Note que R, (r = 0) = 0.
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e Existe una masa critica M., para la cual los dos horizones se degeneran en uno
solo 7y = r_, esta masa critica nos da un limite inferior a la masa del agujero negro.
Dependiendo del valor de la masa M, existen 3 tipos de configuraciones:

1) si M > M., tenemos un agujero negro con dos horizontes,
2) Si M = M., tenemos un agujero negro extremo,

3) si M < M, tenemos una particula A, esto es, la solucién tiene una estructura
cr Y Y
tipo particula, sin horizontes hecha de un vacio simétricamente esférico autogravitante.

Es importante mencionar para los propdsitos de este trabajo que la densidad de
energia es una propuesta ad hoc para resolver el problema de la singularidad, pero
no fue sugerida de una teorfa mas fundamental. Como veremos en el capitulo[d], se pueden
obtener funciones de densidad de energfa T (r) similares partiendo de proponer que las
coordenadas del espacio-tiempo satisfacen relaciones no conmutativas.

2.2. Solucion eléctrica de Reissner-Nordstrom

En la naturaleza no existen objetos macroscopicos con carga eléctrica neta, sin
embargo se piensa que en algin instante de la formacién de agujeros negros, éstos pueden
poseer una pequena cantidad de carga eléctrica que es contrarrestada inmediatamente
por su entorno debido a que el campo eléctrico ocurre fuera del horizonte de eventos vy,
en consecuencia, un observador en el infinito lo ve como una carga puntual en reposo
(cuando un agujero negro con carga eléctrica rota genera un campo magnético [32]).
El agujero negro con carga eléctrica de Reissner-Nordstrom es una solucién estatica y
esféricamente simétrica a las ecuaciones de Einstein , donde el tensor de energia-
momento es el debido a un campo eléctrico producido por una fuente puntual de carga
eléctrica (). Dado que los fenémenos electromagnéticos estan descritos por las ecuaciones
de Maxwell, se asume que la densidad Lagrangiana de materia £,; corresponde a la de la
electrodinamica lineal de Maxwell en un espacio-tiempo curvo, asi la accién que describe
al sistema Einsten-Maxwell estd dada por la expresién@

CS

S1Gpu, Aul = 167Gy

/ Az /=g (R— F,,F"), (2.27)
M

donde el tensor de Faraday F},, es definido en términos del vector potencial electromagnéti-

—,

co A, = (—¢,A), como: F,, = 0,A, — 6VA esto es, Fy; = —F;g = —F;. En el caso

12En estas unidades, al igual que la métrica g,,,, el vector potencial 4, es adimensional. Existen muchos
autores que incluyen un factor de 1/4 frente al término de Maxwell (por ejemplo [7]), sin embargo muchos
otros no incluyen este factor [22] 47, [48]; aqui trabajaremos en las convenciones de estos dltimos.

13De acuerdo con nuestra discusién en la seccién sobre la covarianza de las ecuaciones de campo
en la relatividad general, la definicién del tensor de Faraday es: F),, = V,A, — V, A, donde V denota
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de (341)-dimensiones las componentes Fj; del tensor de Faraday se pueden escribir en
términos de un vector de campo magnético: F;; = €;;,B). Dado que en la accién (2.27))
deseamos considerar el campo eléctrico debido a una carga puntual, repasemos brevemente
como se obtiene este campo. La accion de Maxwell con fuentes en unidades de Heaviside
estd dada porl]

1

1
SMa:rwell[A'u] = E/derlx vV —9g ( F;WFIW + EAMJH> ) (228>

1
4
Aqui el vector j# contiene las densidades de carga y corriente: j, = (—ch,f). Note que
la accion solo depende de uno de los dos invariantes relativistas de la electrodindamica:
F = F,F ‘“’E. Aplicando el principio de minima accién de Hilbert a la accién ([2.28))

obtenemos la ecuacién de movimiento
1
V,F* = —j44, (2.29)
1

Esta ecuaciéon es vélida en un espacio-tiempo de dimension arbitraria, y en el caso de

(3 + 1)-dimensiones, representa a las dos ecuaciones de Maxwell con fuentes: la ecuacién
de Gauss eléctrica y la ecuacién de Ampere-Maxwell

o - 10E j

V-E =pg, VXB——-— ==,

PQ cdt ¢

Las otras dos ecuaciones de Maxwell en 3+1: la ecuaciéon de Gauss magnética y la ecuacion

de Faraday

(2.30)

q . 10B
V-B=0 VxE+-— =0, 2.31
, X B+ (2.31)

en su forma covariante estan dadas como una restriccién geométrica conocida como la
identidad de Bianchi

VMFl,p + V,,Fpu + VPF/W = 3V[MFVP] =0, (2.32)

la cual es una ecuacién valida para un espacio-tiempo curvo de dimensién arbitraria. En
(341)-dimensiones esta ecuacion puede escribirse de manera equivalente en términos del
tensor dual comd™ R

V., F* =0, (2.33)

la derivada covariante. Sin embargo debido a la antisimetria del tensor, los términos proporcionales a la
conexién se anulan entre si y sélo contribuyen los términos en derivada parcial.

14 Obtendremos el campo eléctrico en unidades de Heaviside-Lorentz, que es uno de los sistemas de
unidades més utilizados en electrodindmica y al final pasaremos al sistema de unidades en las que hemos
escrito la accién (2.27). En unidades de Heaviside-Lorentz, el potencial electromagnético tiene dimen-
siones: [A,] = M'2T~1[274/2 la densidad de corriente: [j,] = M'Y/2T72L'=4/2 la carga eléctrica:
[Q] = M'Y2T='L/2 y en (3+1)-dimensiones la fuerza de Coulomb tiene la forma F = Q;Qo /4771

15E] argumento para que esto sea asf es que en el caso plano, F' = 2(B? — E?) es un escalar ante
transformaciones de Lorentz, mientras que G = —4F - B es un pseudoescalar.

En un espacio-tiempo curvo de (3+1)-dimensiones el tensor dual estd definido como: F;w =
ﬁguupanU.
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donde F'* es el tensor dual de F),,. Estas ecuaciones de Maxwell se satisfacen autométi-
camente si se asume que F),, se escribe en términos de un vector potencial A,,.

Para obtener la solucién de Reissner-Nordstrom debemos entonces resolver las ecua-
ciones para una particula puntual de carga () colocada en el origen de coorde-
nadas. Dado que la solucién tiene simetria esférica y la solucion es estatica, el vec-
tor potencial es nulo A=0 y la Unica componente no nula del tensor de Faraday es
For(r) = —F,o(r) = —E,.(r), con lo cual, FO" = —F"0 = ¢~@m2) F - Asf sélo debemos

resolver la ecuacién con fuentes, para la componente pu = 0
6%(0)
V, F% = e 2 Q —=, (2.34)
v—9

la cual nos permite determinar la forma funcional de E,(r). Calculando la integral de
volumen sobre las d coordenadas espaciales tenemos que

/ddxdir (\/—_ge_(2“+2”)ET(r)) = /ddx 6_2“Q5d(6). (2.35)

La integral del lado derecho es simplemente igual a la carga @Q). Dado que /—¢g = e**vr?—1,
tenemos aplicando el teorema de Gauss a la integral del lado izquierdo que

e*(quu)rdflEr(r) %dde _ ef(wu)rdflEr(r) g1, (2.36)

con lo cual la magnitud del vector de campo eléctrico es E = Q/(€4_1r%"!), donde hemos
utilizado el hecho de que para un agujero negro p(r) + v(r) = 0. Pasando al sistema de
unidades de la accién ([2.27)) tenemos finalmente que el vector campo eléctrico eﬂ

= ArGap Q|
EFE=——.-—"r. 2.37
2Qq_  ril " (2:37)
El potencial eléctrico es por tanto
4G
¢ = — ot © Lo (2.38)

2(d—2)Q, rd?

donde ® una constante que elegiremos mas adelante cuando discutamos las propiedades
termodinamicas de los agujeros negros. Note que E diverge en la posicion de la carga,
con lo cual, al calcular la auto-energia Upsqpwen de la particula obtenemos un resultado
divergente.

"Los dos sistemas de unidades estédn relacionados por un reescalamiento del vector potencial, de la
2 . . ’ . .
forma A, — < A,. Adicionalmente para obtener el campo eléctrico, reescalamos la densidad de
\/47\'Gd+1

corriente en la forma j# — \/47Gay1 j#. En estas unidades, el vector potencial A, es adimensional, la
Q1Q2 »
F27,

r

carga tiene dimensién de masa: [Q] = M y la fuerza de Coulomb en (341)-dimensiones es Fo = G4



2.2 SOLUCION ELECTRICA DE REISSNER-NORDSTROM 41

El invariante F' de la teoria resulta entonces

2
F=-2 (MG"ZH) Q& (2.39)

C2Qd71 7.20372 ’

Una vez que hemos obtenido la expresion del campo estamos en posicion de calcular el
tensor de energia-momento correspondiente. De la definicién ([1.3]) y del lagrangiano ([2.27)

obtenemos

C4

1
F,F—~-g.F |, 2.40
47TGd+1 ( He 49“ ) ( )

y sustituyendo el campo eléctrico (2.37)) obtenemos que las componentes no nulas del
tensor son

T,

1%

. C4 1 . 47TGd+1 QQ
CdnGan 40 202 e

Dado que T = T, sabemos que la métrica debe tener la forma (|1.24)). Introduciendo la
expresion de T% en ([1.19)) obtenemos

T =1T", = —T%

(2.41)

m q*

—2v __
€ =1- rd—2 + r2(d—2)”

(2.42)

con m definida en (2.11)) y ¢ es un pardmetro relacionado con la carga @ en la formam

871G 41
A2Qy-1+/2(d — 1)(d — 2)

q:

0. (2.43)

Asi la solucién métrica en dimensién arbitraria es

2

2 -1
2 _ m q 2 1,2 m q 2 2 702
ds® = — (1 ~ i + —r2(d2>) codt” + (1 ~ i + —r2(d2>) dr® 4+ redQ;_,.  (2.44)

2.2.1. Reissner-Nordstrom en 3 +1

Para explorar las consecuencias de los agujeros negros de Reissner-Nordstrom, con-
centremosnos en el caso d = 3. Al igual que en el caso de Schwarzschild, las propiedades
de los agujeros negros de dimensién mayor son similares al espacio-tiempo de (3 + 1)-
dimensione. Explicitamente para esta dimensién del espacio-tiempo, la funcién e2*(")

estd dada por
22
62#(?") =1—= 2MG4 + G4§2 ’ (245)
r r

lo cual nos permite obtener las propiedades del agujero negro de Reissner-Nordstrom:

18Las dimensiones de ¢ son: [q] = L2,
19Con el objetivo de que nuestras ecuaciones se vean més simétricas, trabajaremos en unidades de ¢ = 1
y cuando lo requiramos, podemos introducir nuevamente los factores de ¢ utilizando analisis dimensional.
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e H

M<Q

Schwarzschild (@ =0)
L L

[b] 1 2 _: ; ‘ i‘7.+

[a]

Figura 2.3: (a) En Reissner-Nordstrém los horizontes de eventos se localizan en €? = 0, tomamos
valores de masa M = 0.5 y M = 1. Existen tres posibilidades; para el caso M > @ hay dos horizontes
de eventos 7} (externo) y r_, mientras que para M = @ hay un horizonte degenerado (caso extremo) vy,
en M < @ no hay horizonte de eventos. (b) La grafica de la funcién de masa M = M (r;) en RN como
funcién del horizonte de eventos externo r, para una carga eléctrica @@ = 0 (schwarzschild), @ = 0.5, 1,
2.

2v

e La métrica de Reissner-Nordstrom tiene una singularidad intrinseca en r = 0, lo
cual se concluye del escalar de Kretschmann

48 M?r? — 96 M Q*r + 56Q*

_ prpo
K = Ry, R*" = -

(2.46)

Adicionalmente se obtiene que R, R* = ?—;

e Los horizontes de eventos se obtienen al resolver la ecuacién e?(") = 0, lo cual
nos lleva a la ecuacion de segundo orden

r? —2MGyr + Q*G3 = 0, (2.47)

de donde se obtienen las raices

ry = MGy G/ M? - Q? (2.48)

ya que escribimos A (r) = 1— 24 4 ("3—22 = 0 o equivalentemente r*A = (r —ry) (r —r_) =
0. En la figura (2.3)) se muestran horizontes para diferentes valores de M y @, asi como
en (b) se muestra la grafica M-r,. Como resultado, debemos analizar 3 diferentes casos.

Caso 1: Para M? < |Q?|, los 71 son imaginarios (no hay singularidades en r = r..)
y A >0, t es de tiempo y r de espacio, por lo tanto, r = 0 es una singularidad desnuda,
es decir, “no hay horizonte de eventos” que la rodeen y carece de sentido fisico. En
r — 00, el espacio-tiempo es Minkowski e infinito en el diagrama de Penrose (Figura
[2.4]). A diferencia de los agujeros negros (los cuales surgen de un colapso gravitacional
donde ninguna senal puede escapar del horizonte de eventos), una singularidad desnuda
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Figura 2.4: Diagrama de Penrose para M? < |Q?|.

es aquella donde una senal que sale desde r = 0 puede llegar al futuro nulo. Por lo tanto
se establece la Conjetura de Censura Cdsmica: Las singularidades desnudas no pueden
formarse de un colapso gravitacional en un espacio-tiempo asintéticamente Minkowki

que no es singular en alguna hipersuperficie inicialmente de tipo espacio (superficie de
Cauchy).

Caso 2: En M? = |Q?|, tenemos que ry = r_ = MGy es extremo. La masa minima
del agujero negro es M,,;,, = ). Hay un horizonte de Killing degenerado [22] y, la superficie
de gravedad es x = 0. Si ahora escribimos A = (r —r,) (r —r_) = (r — M)*, tenemos
que la métrica de Reissner-Nordstrom en d = 3 toma la forma

M\ M\ 2
ds* = — (1 — 7) dt* + (1 — 7) dr? + r*dQ>. (2.49)

Observamos que » = M es una singularidad removible, es decir que puede evitarse con un
cambio de variables adecuado, por lo tanto se introduce el cambio de coordenada radial
Regge- Wheeler

dr*=————, — r"=r+2MIn
(1-2°

r—M M?
M r—M’
donde M <r < +o00y —o0 < r* < 400, luego se introducen las coordenadas Eddington-

Finkelstein definidas por
v=t+r", u=t—r"

con —o0 < v < 400y —00 < u < 400, asi la métrica (2.49)) en la coordenada v es

M\ 2
ds? = — (1 — —) dv? + 2dvdr + r2dQ?,
r
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donde la tnica singularidad intrinseca es r =0y, £ = % es el vector de Killin.

Caso 3: Para M? > |Q?| los ry son reales en A = 0. Enr > r, y r < r_ se tiene
que A >0y, parar_ <r <ryes /A <0, haciendo que r = 0 sea de tipo espacio cubierta
por los horizontes r4 los cuales son singularidades coordenadas que pueden ser removidas
a través de un cambio de coordenadas. Si se introduce la coordenada de Regge- Wheeler;

2 1

s _ g
dr _Adr_l_M+Q_2

. N 1 1 |r —ry| N 1 m (7= 4o
rt=r n n cte.
2k+ Ty 2k_ T_ ’

donde ry < r < 400y —o0 < r* < 400 donde para cada signo ki = &QT;J:F Ahora se
+

es decir

introducen las coordenadas (nulas) de Eddington-Finkelstein (v, r, 0, @) con v =t + r*
donde —o0 < v < 400, el resultado al que se llega es

A
ds® = ——dv® + 2dvdr + r*dQ*.
T

Vemos que hay una singularidad intrinseca en r = 0 y el tnico vector de Killing es
&= %, que en 1 — +oo tiene norma &2 — —1. El campo vectorial de Killing £ = % esta
conformado por los horizontes r = r, por esta razon existen dos superficies de graveda

R4
272

Y

las cuales definen horizontes de Killing.

Definicion 2.1 Sea S (x) una funcion suave de las coordenadas del espacio-tiempo x"
y consideramos una familia de hipersuperficies S = conts. Los vectores normales a la
hipersuperficie son | = f (x) (¢""0,5) %, donde f (z) es una funcién no nula. ST 1> =0
para una hipersuperficie N (de la familia de hipersuperficies S = conts.), decimos que N

es una hipersuperficie nula.

Definicidn 2.2 Horizonte de Killing: Una hipersuperficie nula N es un horizonte de Ki-
lling de un campo vectorial de Killing &, si en N se tiene que & es normal a N'. Luego,
sea | normal a N tal que | - DI* = 0, entonces ya que en N

§=Fi,

20Un  campo vectorial de Killing k estd asociado con la simetria de la accién que define a la fuente
puntual, por lo tanto se relaciona a las cargas conservadas y, su forma diferencial es k = k*9,,, donde k*
es un vector de Killing.

21Una superficie de gravedad & es la aceleracién de una particula estética cerca del horizonte de eventos
medida en el infinito espacial.
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para alguna funcion F, se sigue que
£ D&M = K€M, en N, (2.50)

donde k =& - 0In |F| es llamada la superficie de gravedad.

Theorema 2.2.1 El horizonte de eventos de un espacio-tiempo estacionario asintoti-

camente Minkowski es un horizonte de Killing. No necesariamente de 2. (Teorema de

ot
Hawking).

Para analizar la estructura causal del espacio podemos realizar un esquema del dia-
grama de Penrose, para lo cual se introducen las coordenadas Kruskal-Szekeres (v, u, 0, )
definidas por

v=t+r", u=t-—r",

donde —oco < v < +00y —00 < u < 400, luego, la métrica Reissner-Nordstrom toma la
forma

A
ds® = ——dvdu + r2dQ?, (2.51)
r
con A =12+ 2MrG, + Q*G3 y, la variable r definida por

T*:v—u'
2

Luego se definen e introducen nuevas coordenadas dadas por
+ _ _Kktw + _ K+
V= = e, U™ = —e™",
en la expresién métrica (2.51]) de modo que

AN dVTdU*
2 2 7092
ds® = ﬁm —+r ds) R
con r dada ahora por la relacion

vVtUt = _€—n+(v—u) _ _62/-§+7’*

)

o equivalentemente se tiene

V+U+:—625+T r—=ry r—r_
Ty T_

Por lo tanto, el elemento de linea en coordenadas (U*, V) se escribe como

it
K_

2 2 —
R r T r_

gs? = = ( = ) AV dU™ + r2dQ2,
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mientras que en las coordenadas (U~, V™) es

por lo tanto se tiene que

ror_ er-r

ds® =

2

K 72

Figura 2.5:
M? > |Q?|.

Diagrama de Penrose para

( T+ ) AV =dU~ + r2d02,

ry —T

La introduccién de estas coordenadas nos
da informacién de la estructura del espacio al
analizar el diagrama de Penrose. Contrario a lo
que ocurre para el caso Schwarzschild, el diagra-
ma de Penrose de Reissner-Nordstrom es infinito
como puede observarse en la figura , don-
de las regiones I y IV son asintéticamente Min-
kowski. La regién II (en coordenadas (U, V1))
se une a la regién de las coordenadas (U~, V7).
Luego, las regiones V y VI contienen a la singu-
laridad intrinseca » = 0, mientras que la regién
IT se conecta al siguiente diagrama que ya no es
Minkowski. En el diagrama se puede hacer ex-
tensiones analiticas indefinidas y por lo tanto las
geodésicas tendran una longitud indefinida.

La solucién Reissner-Norsdtrom al igual
que Schwarzschild es una solucion métrica estati-
ca, para la cual la superficie de gravedad x se
calcula de la expresion y adquiere un valor
constante en el horizonte de eventos como se ve
en , por lo que el 4rea de la S? que define el
horizonte de eventos es constante e incluso tiende
a aumentar (por ejemplo en una colisién de agu-
jeros negros). Este comportamiento llevo a pen-
sar que el area que define el horizonte de eventos
se comporta similarmente a la propiedad termo-
dindmica de entropia S (Bekenstein [43] ), por lo
tanto se pensd que debian existir otras propieda-
des fisicas de los agujeros negros que se comporta-
sen similarmente a las leyes de la termodindmica,
pero debido a las interacciones cléasicas, estos ob-
jetos solamente son capaces de absorber particu-
las lo que hace que su temperatura sea nula, sin
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embargo, cuando se consideran las interacciones cuanticas en la inmediatez del horizonte
de eventos, los efectos cuanticos predicen la creaciéon y emision de particulas con una
temperatura dada por 2:”,:3 ~ 1076 (%)O K (la temperatura de Hawking), donde & es la
superficie de gravedad del agujero negro. De donde puede concluirse que la emision térmica
hace que la masa del agujero negro decrezca hasta desparecer, es decir, los agujeros negros
se evaporan [44]. Precisamente fue Hawking quien dio una interpretacién mas rigurosa en
la termodindamica de agujeros negros y, encontré que para la solucién de Schwarzschild
hp = 2m/k y el equilibrio térmico estd dada por la temperatura de Hawking Ty = %ki,
donde kp es la constante de Boltzman o equivalentemente Ty = 5= (donde h =1 = k’BP).
Concluiremos este capitulo discutiendo algunas de las propiedades termodinamicas de los
agujeros negros Schwarzschild y Reissner-Nordstrom, los cuales nos permitiran analizar
nuestros resultados en el espacio tiempo Einstein-Born-Infeld-anti-de Sitter.

2.3. Termodinamica de agujeros negros

La primera relacion que se establecié entre gravedad-cudntica fue propuesta por
Hawking; ¢l considero las interacciones cuanticas de los agujeros negros con sus alrededores
y la forma en la que lo hizo fue suponer que el tensor de energia momento en las ecuaciones
de Einstein es el valor esperado de vacio de algtin operador. Es decir, uso los principios de
cuantizacion para el espacio-tiempo de los que establecié que los agujeros negros emiten
radiacion térmica. Basicamente, el efecto Hawking consiste en la emisién de particulas por
un agujero negro formado por el colapso gravitacional, donde fuera del horizonte de eventos
ry se crean pares de particula-antiparticula debido a las fluctuaciones cuanticas del vacio.
La antiparticula con energia negativa se encuentra en la regién clasicamente prohibida
pero puede cruzar el horizonte (por el efecto tinel, el cual considera la probabilidad de
que una particula pueda atravesar una barrera de potencial) y caer a la singularidad,
mientras que la particula con energia positiva escapa al infinito sin cambio alguno, lo que
hace que el agujero negro pierda masa mas rapido de lo que absorbe haciendo que se
evapore (ver apéndice . Resulta entonces que la geométrica de los agujeros negros se
comportan como las leyes de la termodinamica, siendo la temperatura T y entropia S de
caracter geométrico ya que dependen del horizonte de eventos ry, ademas, la masa M
del agujero negro (cantidad medida asintéticamente, la masa ADM) correspondera a la
energia interna F, esto es

Kk h A 9
= o i =1z E = Mc, (2.52)
donde k es la superficie de gravedad y kg la constante de Boltzmann. Sin embargo el
comportamiento similar al de la termodindmica no queda plenamente justificado, ya que
el espacio fase termodinamico de agujeros negros esta conformado solamente por S, T,
carga y potencial electromagnético. Con objeto de entender més acerca de las propiedades
que definen dicha termodinamica, a continuacién enunciamos las leyes de la termodindmica
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de agujeros negros, construidas en el ano de 1973 por Bardeen, Carter y Hawking ([32],

[511).

» Ley cero: “Si T, obedece la condicion de energia dominante , entonces la
superficie de gravedad Kk es constante en el horizonte de eventos futuro.”

» Primera ley:Si un agujero negro estacionario de masa M, carga ) y momento
angular J, con horizonte de eventos futuro de superficie de gravedad k, el potencial
superficial eléctrico ®,, y velocidad angular §2,,,, es perturbado tal que se establece
a otro agujero negro con masa M + oM, carga Q + 6Q) y momento angular J + dJ,
entonces

dM = %dA +Q,,dJ + ®,,dQ. (2.53)

» Segunda ley: “Si T}, satisface la condicion de energia débil y asumimos que la
hipotesis del censor de conjetura cosmica es verdad, entonces el drea del horizonte
de eventos futuro de un espacio-tiempo asintoticamente Minkowski es una funcion

no decreciente en el tiempo.”
AA > 0.

= Tercera ley: “ Es imposible por cualquier procedimiento, no importa que tan ideali-
zado sea, reducir la temperatura de un agujero negro a cero por una secuencia finita
de operaciones.”

La ley cero indica un estado de equilibrio con x de un agujero negro estacionario y, es
constante en el horizonte de eventos. La primera ley es la formula de masa de Smarr [51];

Ak

87TG4
donde ¢ es el potencial eléctrico, y todas las variables son medidas en el horizonte de
eventos. La sequnda ley indica que la entropia (drea) nunca decrece, asi por ejemplo, en
la colisién de agujeros negros, A (el area en el horizonte de eventos) de cada agujero
negro no decrece con el tiempo d.A = 0 y el drea final es més grande que las dreas de
los horizontes iniciales A > A; + As. La tercera ley establece que la temperaturaF_Z] de
un agujero negro desaparece simultdneamente con x (k > 0 siempre), esto es solamente
posible si un agujero negro aislado es extremo: M? = a? + Q?, lo cual es casi imposible,
asi como en M? < a? + Q? no tiene sentido fisico porque hay una singularidad desnuda
[51]. En la siguiente tabla se resumen las similitudes de agujeros negros con las leyes de
la termodinamica.

SMc? = SA+ Q6T + ¢0Q,

] Ley \ Termodinamica \ Agujeros Negros
Cero T = cte. en equilibrio térmico K = cte. en el horizonte de eventos 4
Primera OFE =T6S — POV oM = %5/1 + QH5JH + ¢5Q (Férmula de Smarr)
Segunda oS Z 0 en todo proceso (SA Z 0 en todo proceso
Tercera T > 0 en todo proceso K > 0 en todo proceso

22La temperatura efectiva de un agujero negro es el cero absoluto.
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Por mencionar, la férmula de masa fue deducida por Smarr en 1973 ([51], [52]).
El encontré la relacién entre la masa de un agujero negro estacionario y las caracteristicas
geométricas del horizonte de eventos (en donde r — o0) y la velocidad angular €, el
potencial eléctrico ® y k son constantes. Ademads, encontrdé que el area superficial es
constante en la solucion de Kerr, ya que el area del horizonte de eventos no decrece; el
resultado que obtuvo fue

A= dn [2M2 2 (M - 2= MPQY)Y Qﬂ , (2.54)
y dedujo la relacién entre A, J y Q) con M;
A AnJ? @Q*  wQ* 1/2
M= | AL
{167? T * A ]
Luego, el diferencial de masa dM es
dM =TdA + &dQ + QdJ.

Si tomamos J = 0 lo que se obtiene es la masa de Reissner-Nordstrom. Debemos aclarar
que las férmulas de masa integral y diferencial se relacionan entre si, no obstante, la
formula de masa M no se obtiene al integrar el diferencial de masa dM, sin embargo si
podemos obtener la formula diferencial de masa a partir de la férmula integral de masa.
Al evaluar el diferencial de masa en ry, se tiene que

dM = TdS + ®,,dQ + Q,,dJ, (2.56)

(2.55)

lo cual nos permite identificar al agujero negro como un fluido, donde la variacion dM es
la energia total conformada por una parte interna, electrostatica y rotacional, lo que da
sentido fisico a la primera ley termodinamica de agujeros negros, no obstante aiin no esta
bien definida fisicamente, ya que para los espacios asintéticamente Minkowski el espacio
fase solo se conforma de las variables T', S, M = FE y potenciales pero no aparecen
las variables de volumen ni presiéon esenciales para la primera ley puesto que toda la
informaciéon termodinamica de agujeros negros esta contenida en la formula de masa,
desarrollada por Smarr y Bekenstein. Una medida de la estabilidad para las soluciones de
agujero negro es proporcionada por el calor especifico dado por

oF 05
— =T—.
aT oT
Si el calor especifico es finito, el agujero negro alcanza el equilibrio termodindmico con
sus alrededores, adicionalmente, si ademas es negativo C' < 0 entonces es inestable.

C = (2.57)

2.3.1. Schwarzschild en (3 + 1)-dimensiones

El area que genera el horizonte de eventos del agujero negro de Schwarzschild es
47 R? y su superficie de gravedad es constante, por lo tanto la temperatura y entropia son

hc? A G4 M?
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mientras que la primera ley de la termodinamica y la formula de Smarr estan dadas por
dMc* =TdS 'y Mc*=2TS. (2.59)

Estas expresiones nos dan las caracteristicas termodinamicas principales del agujero negro
de Schwarzschild:

e La temperatura del AN de Schwarzschild (y de todos los agujeros negros lejos del
limite extremo (ver seccién [2.2))) disminuye cuando la masa (energia) aumenta, por tanto
tiene un calor especifico negativo como puede verse de

oT he?
-1 _ _
O = oM T %G

0, (2.60)

lo cual implica que se enfria cuando absorbe materia, en vez de cuando radia (como lo
hacen los sistemas termodinamicos ordinarios). Asi, no podemos poner un AN en equilibrio
con un reservorio de calor infinito por que el agujero negro absorveria la energia y creceria
sin limite.

e La temperatura aumenta cuando la masa disminuye (por ejemplo, en la evapora-
cién) y diverge cuando la masa se aproxima a cero. Al mismo tiempo el valor absoluto del
calor especifico aumenta aunque sigue siendo negativo. Si estas formulas son vélidas en to-
do el intervalo de masas, en particular cuando M — 0, el estado final de la evaporacion de
Hawking de un AN seria una explosién violenta en la cual el AN desapareceria. Sin embar-
go, cuando el tamano del radio de Schwarzschild R, es del orden de la longitud de onda de
Compton del AN (esto sucede cuando M ~ Mpigpner, 10 cual implica que Ry ~ lpjaner) 10s
efectos de gravedad cuédntica deben ser importantes y deberfan determinar (no sabemos
como) el destino final del agujero negro.

Para entender el destino de los agujeros negros es necesario contar con una teoria
cuantica de la gravedad, teoria que no tenemos atin. Existen diferentes candidatos como
la teoria de cuerdas, la gravedad cuantica de lazos o la no conmutatividad. En esta tesis
se utiliza una construccién no-conmutativa del espacio-tiempo basada en la teoria de
estados coherentes (ver capitulo . Como veremos, esta teorfa da una posible explicacion
del destino de los agujeros negros durante el proceso de evaporacion.

2.3.2. Reissner-Nordstrom en (3 + 1)-dimensiones

La mayor parte de los resultados de la termodinamica del agujero negro de Schwarzs-
child se pueden generalizar a agujeros negros que contienen cargas o momento angular.
En particular, la ley cero y la segunda ley de la termodindamica toman exactamente la
misma forma. Explicitamente la temperatura y la entropia son

N )| = {2MG4 - - g (2.61)
Am Or ., AT r? r 271Gy (M + /M? — Q2)2’ ’
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2
SZ?: (47T47"+) :7r7"_2|r:7TG4 (M+\/M2_Q2>27 (2.62)

respectivamente. La primera ley requiere la inclusién de un nuevo término que toma en

cuenta los cambios posibles en la masa del agujero negro debido a los cambios en la carga.
Asi

1

dM = dA d 2.63

donde ¢y es el potencial electrostatico sobre el horizonte

2G4Q)
on = drs) = =, (2.64)
T+
y la férmula de Smarr toma la forma

M =2TS + Qdy. (2.65)

Todas las formulas anteriores las hemos obtenido utilizando una métrica de Reissner-
Nordstrom genérica, esto es, no extremal. Sin embargo, como hemos discutido en la seccion
2.2 el limite M — (), en el cual nos aproximamos al agujero negro extremal, no es
continuo: la topologia del AN RNE y su estructura causal difieren de la de los AN no
extremales. Mds atin, sucede que el limite extremo no se puede alcanzar mediante una serie
finita de procesos fisicos (la tercera ley de la termodindmica) y se ha argumentado que la
descripcion termodindamica de los AN de RN deja de ser valida cuando nos aproximamos
a este limite, al final de esta seccién se muestra que 7' = 0 para el caso extremo es
inconsistente. Fisicamente, cuando estamos lo suficientemente cerca del limite extremo,
la emisién de un sélo cuanto con energia igual a la temperatura de Hawking llevaria a
un valor de la masa del agujero negro, mas alla del limite extremo. Asi, la carga en la
métrica del espacio-tiempo causada por la radiacion de Hawking seria muy grande y la
suposicién realizada por Hawking en el calculo de la radiacion del agujero negro, que
consiste en ignorar la reaccién de la métrica sobre la radiacion, deja de ser vélida, lo cual
necesariamente lleva a una inconsistencia.

En la figura se muestra el comportamiento de la temperatura como funcion de la
masa para un agujero negro de Reissner-Nordstrom de carga fija. Como puede observarse,
para valores grandes de la masa la temperatura disminuye, tal y como sucede en el caso
del agujero negro de Schwarzschild, mientras que para valores de la masa comparables a
la carga, cercano al limite extremo, la temperatura crece con la masa, como sucede en
cualquier sistema termodindmico ordinario. Hay un maximo de temperatura en la grafica,
el cual corresponde a un valor de la masa M* = 2Q)/ v/3. El valor maximo correspondiente
de la temperatura esta dado por

1

"= —w——. 2.66
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Figura 2.6: La funcién de temperatura T — M Reissner-Nordstrém (lfnea azil) para una carga fija
@ =1, y parar @ = 0 es la temperatura de Schwarzschild.
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Figura 2.7: El calor especifico C~1 = 9T /OM en Reissner-Nordstrom, para la carga fija @ = 1 (linea
azil) y @ = 2 (linea rosa).

También es ilustrativo graficar el calor especifico en funcion de la masa a carga constante
(fig. 2.7)), cuya expresion es

_or 1 M —2/M? = 2
OM 2GS =@ (M + /3P @)

Claramente se distinguen dos regiones: Una en la cual el comportamiento termodinamico
es el “standard” (calor especifico positivo) y otra donde el comportamiento es “tipo Sch-
warzschild ” (calor especifico negativo). En el punto M* en el cual la temperatura alcanza
su valor maximo, 97/0M = 0 y el calor especifico diverge.

ct (2.67)

Como hemos mencionado antes, la carga eléctrica se pierde mas rapido que la masa
y antes de que se alcance el limite extremo, se tendria un agujero negro sin carga, es decir,
de Schwarzschild, cuyo destino discutimos en la subseccién anterior . Sin embargo
también podriamos especular sobre la posibilidad de que la carga del agujero negro fuera
de algtin tipo no asociada a una particula elemental, de forma tal que ésta no se perdiera
por radiacion de Hawking, o alternativamente, de que los portadores de este tipo de carga
fueran particulas extremadamente pesadas (a diferencia de los electrones) de manera tal
que la descarga del agujero negro se diera a un ritmo mucho mas lento que el ritmo de
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pérdida de masa. En ambos casos, si asumimos que no sucede nada especial cuando la
masa es tal que 9T /OM = 0, uno esperaria que el agujero negro se aproxime al limite
extremo en un proceso muy largo y duradero (tal vez eterno) en el cual el agujero negro
pierde masa y temperatura a ritmos menores. Se ha conjeturado que el agujero negro
eterno de Reissner-Nordstrom podria ser un agujero negro remanente que almacena toda
la informacion contenida en el agujero negro original que no se pierde por radiacion.

Para el caso ) = 0 en Reissner-Nordstrom se obtienen la temperatura para Sch-
warzschild, siendo la entropia correspondiente a la simetria esférica que es igual en ambos
casos. Por otra parte, a partir de la primera ley termodindmica de agujeros negros (([2.53))
para J =0y pu = E)’ encontramos que

(0,2, (-
or, Q_ ory)q’ 0Q ”_m'

Ademas, el caso extremo M = ) en RN contradice a la tercera ley termodinamica de
agujeros negros ya que 7' = (0 como se ve de

1 / M? — (Q)?
T = ¢ =0, S =7rQ*#0,
2rGy (M + /M2 — Q?)2
lo cual es imposible porque no se puede obtener 1" = 0 para un agujero negro a través de
finitos procesos fisicos.

2.3.3. Schwarzschild-Anti-de Sitter en (3 + 1)-dimensiones

El estudio de la termodindmica de agujeros negros en un espacio-tiempo de anti
de Sitter fue realizado por Hawking y Page [53]. Este estudio es muy interesante porque
resulta que estos agujeros negros son termodinamicamente estables a diferencia de los
agujeros negros asintoticamente Minkowski. La temperatura de Hawking correspondiente
es
02+ 3r%
Anlry
Invirtiendo esta ecuacién podemos expresar el horizonte de eventos ry como una funcién
de T (considerada como variable independiente). Para ello debemos resolver la ecuacién
cuadratica resultante, obteniendo

kpT = (2.68)

2 2
rn = Skl % 5\/47r2£4k?3T2 3, (2.69)

Esta expresién nos lleva a concluir que tenemos tres diferentes posibilidades las cuales
dependen del valor del discriminante en la raiz. Definiendo la temperatura minima 7,
como el valor para el cual se anula el discriminante

V3

k Tmzn =
B 2l

(2.70)
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tenemos las posibilidades siguientes:

e Para T" < T,,;,, no existe agujero negro y fisicamente estamos en una fase de
radiacion pura.

e Para T' = T),;,, se tiene un unico agujero negro cuyo horizonte de eventos tiene
un valor de ’

e Para T' > T,,;, existen un par de agujeros negros (grande/pequeno) con horizontes
de eventos rg, y rg, dados por

kT T2,
= —— | 144/1 -], 2.72
THg,p 2W(kBTmin)2 ( T2 > ( )

Claramente rg, > (/3 y THp < (/3.

Para tener informacion sobre la estabilidad termodindmica de las soluciones calcu-
lamos la capacidad calorifica

, 0%+ 3r%

Cp = —27T7"H m,
H

(2.73)

la cual diverge para el valor de ry = £//3. Asi Cp > 0 para los agujeros negros grandes y
por tanto estos son estables. Los agujeros negros pequenos son inestables ya que C), < 0.
La cuestion de estabilidad también puede investigarse calculando los puntos criticos de la
energia libre de Gibbs G

2
G=M-TS = %{ (1 + 2—5) — mkpTr,. (2.74)

De hecho este andlisis da mayor informacién sobre la termodinamica de los agujeros
negros. Un agujero negro en equilibrio térmico con el espacio-tiempo de fondo corresponde
a puntos estacionarios de G para T > T,,n.

e Para T' < T),in, la funcién G sélo tiene un minimo global en ry = 0 y el sistema
se encuentra en una fase de radiacion pura.

e Para T = T}, G tiene un punto de inflexién en rg = 1/27T 0, = £/V/3.

e Para T" > T,,;,, G tiene un maximo local y un minimo. El méximo corresponde
al agujero negro pequeno y es inestable, mientras que el minimo corresponde al agujero
negro grande. Cuando la temperatura aumenta respecto a T}, €l valor minimo de G (que
es positivo) corresponde a un minimo local y disminuye hasta alcanzar el valor G = 0 a

M
la temperatura T' = .
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2.4. Termodinamica en el espacio fase extendido

El espacio fase generado en las soluciones asintoticamente Minkowki no es suficiente
para asociar una similitud completa entre agujeros negros con las leyes de la termodinami-
ca, dado que las unicas variables que aparecen son la temperatura, entropia, energia in-
terna (la masa del agujero negro) y potenciales electromagnéticos, ademés de que el valor
negativo del calor especifico indica que las soluciones son inestables conforme el agujero
negro pierde masa, por lo que no puede establecerse un ensamble candnico. Necesitamos
trabajar con un espacio tiempo de fondo que contenga el término de presién P y volumen
V. Al igual que estos espacios, el espacio tiempo anti-de Sitter no tiene una temperatura
asociada, sin embargo, aqui los agujeros negros son capaces de emitir particulas con una
temperatura determinada por la superficie de gravedad, ademdas de que existen varias
razones para ser considerado en la descripcion termodindmica de agujeros negros ya que

e La constante cosmoldgica A < 0 se interpreta como una energia de vacio con
densidad negativa (ver seccién|1.6)), por lo tanto se comporta como una variable de presién
termodinamica P. El estado de vacio es periddico en el tiempo real.

e Tiene topologia ST X R? donde S! es de tipo tiempo, por lo tanto es periddico en
el tiempo y contiene curvas cerradas de tipo tiempo.

e Las soluciones asintdoticamente anti-de Sitter son estables.

e La temperatura de un estado térmico disminuye (ya que depende de k) y la energia
neta de la radiacién térmica sera finita. En un estado térmico el flujo de particulas en-
trantes y salientes estan en equilibrio. El agujero negro se ve como un fluido de particulas.

Por lo tanto, el espacio anti-de Sitter genera un espacio fase extendido que contiene
a las variables termodinamicas de agujeros negros P y V. Una consecuencia, es que la
primera ley termodinamica de agujeros negros puede escribirse como una ecuacion de
fluido perfecto dEE = TdS — PdV, en la que el espacio anti-de Sitter se comporta como
una caja que contiene al agujero negro el cual pierde masa en forma de radiacién hasta
desaparecer (se evapora), esto es, su masa se transforma en radiacién y queda confinada en
la caja que define el espacio anti-de Sitter, por lo tanto el niimero de particulas es fijo. La
radiacién puede chocar con las paredes infinitas y rebotar al interior de la caja; ademaés,
hay un flujo termodinamico en equilibrio. En el trabajo seminal de Hawking y Page, se
encontr6 que hay una transicién de fase del agujero negro Schwarzschild-anti-de Sitter
[53], mas tarde se encontré que la solucién Reissner-Nordstron-anti-de Sitter exhibia un
comportamiento similar al de la transicion de fase liquido-gas descrito por la ecuacion de
Van der Waals definido en la termodindmica, en donde los exponentes criticos describen
el comportamiento cerca del punto critico en donde ocurren las transiciones de fase, son
cantidades fijas. La constante cosmoldgica A < 0 serd un parametro externo que actia
como una presion cuya variable termodindmica conjugada es V' el cual esta relacionado
al volumen geométrico Newtoniano del agujero negro, en el espacio anti-de Sitter fijo. Al
introducir A en la primera ley se satisface la relacion de Smarr y la masa del agujero
negro actuara como la entalpia y no como la energfa interna £ [49]. Por lo que la solucién
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Reissner-Nordstron-anti-de Sitter en el espacio fase extendido indica que hay una analogia
con un fluido de Van der Waals. De esta forma, la presion definida en el espacio anti-de

Sitter es A
P=—p=— 2.75

y su variable termodinamica conjugada es el volumen termodindamico V' del agujero negro,

conV = (%—Ig)s .., due para Reissner-Nordstrom es
4 4

Las transiciones de fase se rastrean encontrando los puntos criticos en los que ocurren las
transiciones de fase, a partir de la ecuacién de estado P = P (V,T) y del andlisis de la
funcion de Gibbs. Dado que vemos al agujero negro como un fluido, entonces deberia com-
portarse en la misma forma que la termodinamica de un fluido, por lo tanto al identificar
P y V, la variaciéon de masa ahora puede escribirse en su forma simple

dM = TdS + VdP,

que al reescribirla como

d(M — PV) =TdS — PdV

podemos identificar otras propiedades termodinamicas potenciales, tales como
U=M - PV, M=H=U+ PV, F=U-TS§S, G=H-TS,

donde U es la energia interna, H la entalpia, F' la energia de Helmholtz y G la energia
libre de Gibbs. Bésicamente, el agujero negro se puede ver como un gas encerrado en un
volumen V' sujeto a la presion P. La relacién de este comportamiento termodinamico esta
contenido en la temperatura de Hawking y A es remplazada por P, lo que se traduce en
una ecuacién de estado para agujeros negros (P — V). La ecuacién de estado significa que
puede haber diferentes cambios o fases del sistema, por lo que los agujero negros cargados
se describen a la Van der Waals, asi, al emitir radiacion los agujeros negros se evaporan
y se comportan en la misma forma que la transicion de fase liquido-gas descrito por la
ecuacion de Van der Waals, la cual considera el tamano e interaccién de las particulas y
se define por

(P + %) (v —b) = kpT, (2.77)

donde kg es la constante de Boltzmann, v = V/N el volumen especifico del fluido, N
el nimero de particulas (fijo), a es una constante positiva relacionada con la atraccién
entre las particulas y b una constante positiva relacionada al tamano de las particulas. La
expresiéon puede escribirse como una ecuacion ctibica para el volumen especifico v
como

Pv® — (kgT + bP)v? + av — ab = 0, (2.78)
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y los puntos criticos en donde ocurren las transiciones de fase se calculan a partir de
P = P (v) que tiene puntos de inflexién en

or 0 0*P

o ov?
Al tomar una temperatura critica T, en tal forma que la ecuacién de cubica se escribe
P.(v— Uc)3 = 0 y comparando los coeficientes, se concluye que

8a a
kTC = 2—7b, Vo = 3b, PC = W’ (279)
de donde el subindice C' indica una cantidad critica, asi el cociente da como resultado
PCUC 3
= = 2.80

que coincide con el de los fluidos. Si T' < T hay una transicién de fase liquido-gas.
Para estudiar el comportamiento de la transicion de fase hacemos uso de la funcién de la
energia libre de Gibbs GG para un numero fijo de particulas, que en su forma diferencial
es dG = —Sdt + vdP y que para un gas ideal se tiene la expresién

. 3/2
G = —kgT (1—|—ln {MD _ 41 py
) )

donde G (T, P), v =v (P, T) y ® = cte. que caracteriza al gas. Lo que queda ahora es
analizar algunas propiedades termodindmicas de Reissner-Nordstrom anti-de Sitter.

2.4.1. Reissner-Nordstrom-anti-de Sitter en (341)-dimensiones

Finalizamos este capitulo con un breve analisis de la termodindmica de la soluciéon
Reissner-Nordstrom-anti de Sitter, que para (d + 1)-dimensiones la solucién es

2 2 2

2 -1
2 _ m q T 2 m q T 2 2 102
dS——<1—m+m+g—2>dt+<l—m+m+g—2) dr —|—7’de_2,
(2.81)

en particular, para el caso d = 3 la solucién se reduce a

22 2 22 2\ 1
ds® = — (1 MG, + G4? + r—> dt* + (1 _ MGy + GiQ + T—) dr® + r2dQ)3,
r r 2 r 72 2

(2.82)
donde el parametro M representa la masa ADM del agujero negro y esta asociada a la
entalpia del sistema, @ es la carga total. El drea de la S? que define el horizonte de eventos
es A = 4mr? por lo que la entropia es S = % = Gyrr}, ademds, el potencial eléctrico @,
V' vy P son medidos en el infinito con respecto al horizonte de eventos dados por

4 1 31
(IJZQ, V:—m'i, P=——A=——
Ty 3
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Para encontrar la ecuacion de estado del sistema, lo que se hace primero es encontrar la
expresién de temperatura a través de T = =2 [GZM(T)L , lo que da como resultado
+

47 Or
1 32 G2Q?
T — 14 £ T4 2.83
Amry ( Mz r? )7 (283)

mientras que la primera ley termodinamica de agujeros negros toma la forma
dM =TdS + dQ) + VdP, (2.84)

de donde se obtiene la relacién de Smarr M = 2(7'S — VP) + Q. Cuando P = cte.
(A = cte.) entonces se reduce a la primera ley estandar en el espacio fase “no
extendida”. En el ensamble candénico la carga @) es un parametro fijo ([49], [50]). De la
ecuacion de temperatura se calcula la ecuacidn de estado P = P (V, T) para un
agujero negro anti-de Sitter cargado, esto es

T 1 GQ? <3v>1/3
7"_|_ = .

2ry  8mrl  8mri’ 47

pP—

(2.85)

La relacién entre P y T es a través del volumen especifico v, que se obtiene al observar

h h
Presion = TCP, Temp = —CT,
% K

donde 1% = hGx o5 1a longitud de Planck; luego, se multiplica a (2.85)) por ZF’TC
P

c3

h he T T
Presio’n:;P:;— .-._w e
I% 1% 2ry 2031,

que al comparar con la ecuaciéon de Van del Waals es posible identificar al volumen
especifico es dado por la expresién v = 2/%r, en el radio del horizonte de eventos r, y se
asocia al volumen del fluido. Conviene entonces escribir la ecuacion de estado en funcion
del volumen especifico como

T 1 2G2(Q)*
v

p==_
2?2 mod

?

para Q # 0. Los puntos de inflexién estan en g—lj =0y 8271; = 0. Luego, se identifica

a:%yb:—Q‘/fQ tal que

1

=2 Po=——
(e \/6Q7 C 9671'@2’

V6

de donde el cociente P 5
cUc

_ 2 2.87

e -3 (2.87)
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es el caracteristico de los fluidos. La masa para A = cte. corresponde a la entalpia del
sistema, de la cual podemos calcular a la energia libre de Gibbs con @ fija; primero se
calcula el pardmetro de masa haciendo e?("+) = 0 tal que

re  GuQ? i
M =
2G, " 2r, 2G,e

(2.88)

con ry =1y (P, T) y a partir de la relacién G = M — T'S obtenemos la energia libre de

Gibbs 1 8 3G4Q?
T+ T 5.3 4

G=G(I,P)=~(——-—=-P
. P) 4(G4 3Gy Ty )

o equivalentemente en funcién del volumen especifico la masa es

G4Q? St P
v 4Q+v7r

M = 2.89
G, o 6Gh (2.89)
mientras que la energia libre de Gibbs
v P 3G4Q2
G = — 3 . 2.90
3G, 126G, T 20 (2:90)
El calor especifico se calcula como
oS oS
Cp=T (22 oy =T(Z) | 2.91
»=7(or),  =T(5), 29
donde primero calculamos ‘g—ig. En la expresion G = M — T'S sustituimos 1’ y | ,
luego despejamos T' = % (M — G) en donde se sustituye v = 2 G%r, por lo que
1 1 Q*rG3 8PS
T=— 1-— ) 2.92
/S GZ/2 ( g + G ( )
De aqui el calor especifico Cy = 0, mientras que
SG, — Q*nGY + 8PS?
Cp=2S , 2.93
F —SG4+ 3Q%rGA + 8PS? (2.93)

que serd estable si Cp > 0. Hay una singularidad en C'p cuando —SG,+3Q*rG+8PS? =
0, que equivalentemente para S = Gy se escribe

— mri 4 3Q°nG; + 8P =0, (2.94)

exactamente en el punto critico. En esta solucion hay una transicion de fase a primer orden.

En los diagramas (2.9), (2.10) y (2.11)) se muestra el comportamiento termodindmico de
la solucién Reissner-Nordstrom-anti-de Sitter.
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0.06

002

[

Figura 2.8: La funcién de temperatura T — r, Reissner-Nordstrom-anti-de Sitter con Q@ = 1, la
linea discontinua superior corresponde a Schwarschild, la inferior a Reissner-Norsdtrom, el resto es
Reissner-Nordstrom-anti-de Sitter. Se deducen de T = ;= (de*(") /dr) (ry.). Valores de P = 0.2 (1/96/7),
0.6 (1/96/7), (1/96/7) y 1.6 (1/96/7).

M M
0 20
1 13
10 10
] v T T e b v T

Figura 2.9: La masa Mapys se obtiene de e?*("+) =0, para P = 0.2(1/96/r), 0.6 (1/96/x), (1/96/7)
y 1.6 (1/96/7). En (a) para Reissner-Nordstrom-anti-de Sitter con @ = 1y, (b) la funcién Mapys para
Schwarschild-anti-de Sitter con @ = 0.
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Figura 2.10: Reissner-Nordstrom-anti-de Sitter con carga fija @ = 1: en (a) la grdfica P — r, para
T = 0.1, 0.08 y 0.06 corresponden a temperaturas mayores que la temperatura critica T y son lineas que
corresponden al gas ideal, pero para T' = 0.049 se tiene 7' = T¢», mientras que para temperaturas menores
a Te como T = 0.04 y 0.02 hay un punto de inflexién por lo tanto una transicién de fase. Los valores
de temperatura se leen de arriba (T' = 0.1) hacia abajo (T = 0.02). En (b) es la funcién de Gibbs G
como funcién de T', para P = 0.2 (1/96/7) (linea azil), 0.6 (1/96/7) (linea rosa), (1/96/7) y 1.6 (1/96/7)
(linea verde). La presién incrementa de P/ P = 0.1 de arriba hacia abajo a P/Px = 1.6. Las transiciones
de fase se observan en los picos donde P/Ps = 1.6 con P < P, para la tercera linea (de izquierda a
derecha) P = P = 0.0033 y, la linea verde tiene P > Pc. Se observa que para T' < T¢ = 0.043 hay una
transicién de primer orden (agujero negro pequeio)-(agujero negro grande).

2000 -

1000

— 100D -

Figura 2.11: Calor especifico Cp para carga fija Q = 1y P = 0.2(1/96/7) (linea aztl), 0.6 (1/96/)
(linea roja), (1/96/7) (linea discontinta).



Soluciones de Einstein-Born-Infeld

La teoria que describe los fenémenos electromagnéticos es la electrodinamica de
Maxwell (1872). Esta teoria nos dice que las ecuaciones del electromagnetismo en presencia
de materiales, en unidades de Heaviside-Lorentz toman la forma

. 10B =

E+ 2= — -B = d
V x +c@t 0, V 0, (3.1)

. 10D j .

H--"—"=2 D= 3.2
VX C@t C? v IOQ7 ( )

donde pg y j son las cargas y corrientes no ligadas a los materiales, denominadas fuentes
libres, es decir, éstas no incluyen la polarizacion eléctrica ni las corrientes de magnetizacion
del medio material, propiedades fisicas que son incorporadas en la teoria a través de los
campos D y . De hecho, dado un material, adicionalmente a las ecuaciones y
(3.2), uno debe introducir relaciones fenomenoldgicas, llamadas relaciones constitutivas,
que expresen a D y H en términos de E y B

D=D(E,B), H=HE,B). (3.3)
Por ejemplo, los dieléctricos lineales satlsfacenl D = ¢F y H= B donde € es la constante
de permitividad eléctrica, mientras que los materiales magnéticos lineales satisfacen B=

1Usualmente los vectores E y H son conocidos como los vectores de intensidad eléctrica y magnética
respectivamente, mientras que los vectores D y B son conocidos como los vectores de induccidn eléctrica
y magnética respectivamente.

’Las ecuaciones constitutivas en este parrafo estan escritas en el Sistema Internacional para enfatizar
que los campos D y E asi como B H no son iguales atin para medios lineales. Sin embargo fuera de
este parrafo las ecuaciones constltutlvas las escribimos en el sistema de unidades de Heaviside-Lorentz,
donde para medios lineales se reducen a D = E v B=H.
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uwH v D = E, donde u es la constante de permeabilidad magnética. Para materiales méas
complicados las relaciones constitutivas no son lineales y en estos casos las ecuaciones
(3.3) definen una teoria no lineal de la electrodindmica.

En la electrodinamica de Maxwell se considera que las ecuaciones fundamentales
son las ecuaciones en el vacio, es decir, las ecuaciones y las ecuaciones donde
se reemplazan los campos D— E y H — E, mientras que las ecuaciones en un medio
material que involucran a los campos D y H se deducen de las ecuaciones en el
vacio y por tanto se consideran de validez limitada, dado que ellas involucran materiales,
a la mayoria de los cuales no podemos realizarles un analisis exacto. De manera opuesta
las teorias no lineales de la electrodinamica sugieren que las ecuaciones y (3.2) son
tan fundamentales como las de Maxwell y consideran que el vacio mismo se comporta
como un medio material. En general las teorias de electrodinamica no lineal se construyen
satisfaciendo las propiedades fisicas Siguientesﬁ

e Invarianza de norma = la teorfa se construye con el tensor electromagnético F),,,.

e Invarianza de Lorentz = la teoria se construye con escalares de Lorentz.
e Las ecuaciones de movimiento son (3.1)) y (3.2)).

Las diferentes teorias electrodinamicas no lineales difieren entre si por las diferentes
relaciones constitutivas que satisfacen. Para obtener una electrodindmica no lineal
en particular, uno introduce uno o mas criterios fisicos adicionales a los tres anteriores.
En este capitulo estamos interesados en la electrodindmica no lineal propuesta por Max
Born y Leopold Infeld en su trabajo Foundations of the New Field Theory [54] de 1934.
Esta electrodindmica se obtiene introduciendo dos criterios adicionales{]

e Existe un valor maximo del campo eléctrico cuando B = 0.

e La teoria se reduce a la de Maxwell para valores pequenos de E y B.

Una consecuencia fisica de estos requisitos adicionales es que la auto-enegia de una
carga eléctrica puntual es finita, contrario al valor infinito que se obtiene para la misma

3En realidad originalmente Born e Infeld en vez de imponer invarianza de Lorentz, demandaron inva-
rianza ante transformacion general de coordenadas. Por simplicidad aqui discutimos la construccién de las
electrodinamicas no lineales en espacio plano y obtenemos su generalizacién en espacio curvo, aplicando
la regla de cambiar la métrica de Minkowski por una métrica curva: 7., — g, y las derivadas parciales
por derivadas covariantes.

4La deduccién original de Born e Infeld es para un espacio-tiempo de (3+41)-dimensiones, donde
podemos hablar de los vectores B y H , sin embargo podemos generalizar su electrodindmica a espacios
de dimensién arbitraria donde se pueden definir atin los vectores E y D pero ya no los vectores B y H.
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carga en el caso de la electrodinamica de Maxwell.

En este capitulo resumimos los fundamentos basicos de esta teoria, exponemos la
obtencion del lagrangiano en espacio plano siguiendo la exposicion original de Born e Infeld
en (3+1)-dimensiones y sefialamos la generalizacion de esta accién al caso de un espacio-
tiempo curvo y de dimensién arbitraria. Discutiremos las soluciones tipo agujero negro
que se obtienen de acoplar la electrodindmica de Born-Infeld a la gravedad de Einstein
con constante cosmoldgica e incluimos el andlisis termodindmico de estas soluciones.

3.1. La teoria de Born-Infeld

3.1.1. El lagrangiano de Born-Infeld

Born e Infeld consideraron que asi como para una particula relativista existe una
cota en el valor de su velocidad v < ¢, era natural pensar que también puede existir
un valor maximo para la magnitud del campo eléctrico ]E | < b. La razén fisica para
introducir esta cota esta relacionada con el valor infinito que se obtiene para la auto-
energia de una particula puntual en reposo en la electrodinamica clasica de Maxwell. Este
valor infinito en la energia es consecuencia del valor infinito del campo eléctrico mismo,
en la posicién de la carga. Born e Infeld pensaron que si el campo eléctrico alcanzara
un valor maximo, entonces la auto-energia también lo haria. Con esta idea en mente,
ellos construyeron un lagrangiano en (3+1)-dimensiones que satisface los cinco criterios
que hemos mencionado. La densidad lagrangiana mas general posible se construye con
un tensor de segundo rango a,, sin simetria especifica y para que el lagrangiano sea
invariante ante transformaciones de Lorentz este tensor debe aparecer en la accion en
la forma \/—|a,,|, donde |a,,| es el determinante del tensor a,,. Descomponiendo este
tensor en su parte simétrica a(,,) = 7., que asociamos a la métrica del espacio-tiempo,
y su parte antisimétrica af,,) = fu, que asociamos hasta un factor constante al tensor
del campo electromagnético (f,, = F./b), concluimos que la forma mas simple de la
densidad lagrangiana £ consiste en la combinacién lineal

£:a\/—|77uu+f,w|+5\/— |77W|+7\/Ifwl- (3-4)

Dado que |fu,| = |F/bl = (E - B)?/b*, el tercer término /[f] = (E - B)/V?, el cual
puede escribirse como una derivada total si F),, = 9,4, — 0,A,, relacién necesaria para
tener invarianza de norma y, dado que las derivadas totales no cambian las ecuaciones
de movimiento, concluimos que v = 0. Dado que |7,,| = —1, parece ocioso mantener el
segundo término en la accién, sin embargo este término es necesario para satisfacer el
criterio de que para valores pequenos de los campos obtengamos la acciéon de Maxwell.
Calculando explicitamente el determinante de a,, tenemos

~ 1+ fuol = 1+ (f3s + for + fia = fio = fo = fio) = | fual (3.5)
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y en la aproximacion de campo débil

1
B\/_ |77/u/| +a\/_ |77w/ + f;w| ~ B + (1 + @FMVFNV + - ) . (36)
Asi para obtener la accion de Maxwell libre (2.28)) en este limite, concluimos que a =
—B = —b?%, y la densidad lagrangiana de Born-Infeld en el espacio de Minkowski 4D es

F G?
L= b2 <\/_ |7],uz/| - \/_ |77#u + fuu|) = 62 (1 - \/1 + @ - @) ) (37>

donde F' y G son los dos invariantes de Lorentz de la electrodindmica (ver seccién [2.2).
Fisicamente la constante b representa el valor limite del campo eléctricoﬂ Note que en la
accién aparece el cociente F),, /b, de manera andloga al caso de la accién de la particula
relativista donde aparece el cociente v/c.

La generalizacién de esta accién a un espacio-tiempo curvo de dimensién arbitraria
d + 1, se obtiene reemplazando la métrica de Minkowski por una métrica curva e impo-
niendo ahora invarianza ante transformacién general de coordenadas. La accion tiene la

forma
) , (3.8)

con la caracteristica que la contracciéon de indices se realiza con la métrica curva g, .

E

jn%

b

uv +

2
SBI:b_/dde <\/__g_ —
c

3.1.2. Ecuaciones de movimiento

Veamos ahora como calcular las ecuaciones de movimiento en un espacio-tiempo
curvo de dimension arbitraria, las cuales de acuerdo con nuestra discusion al inicio de
este capitulo, deben reducirse a y , para el espacio de Minkowski en (3 + 1)-
dimensiones. Como hemos discutido en la seccién el primer par de ecuaciones ,
es equivalente a la identidad de Bianchi (2.32)), y ésta se satisface automaticamente si se
asume que F), se escribe en términos de un vector potencial A,. Para el segundo par
de ecuaciones sabemos que en el caso de la electrodinamica de Maxwell éstas se
obtienen de variar la accién de Maxwell (2.28]), obteniéndose . El resultado esta
desde luego en términos de los campos E y B. Asi en el caso no lineal, queda claro que
si nos restringimos a (341)-dimensiones, la forma de las ecuaciones debe ser la misma si
reemplazamos los campos E y B por D y H , lo cual implica introducir un nuevo tensor
antisimétrico de rango 2 que denotaremos como P,,, para el cual Py = P% = D; y
Pyj = P = ¢ Hy, esto es, la forma covariante de estas ecuaciones debe tener la forma

v 1 .
0P = = j". (3.9)

®Las dimensiones del pardmetro b son [b] = M'/2T—1[1=4/2,
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En realidad esta ecuacién es valida para un espacio-tiempo de dimensién arbitraria. Mas
aun, dado que la variacion de un lagrangiano que represente a una electrodindmica no
lineal con fuentes es de la forma

(. Lea) =L [ oc 1
Cé/d x(E(FW)—l—Cj A, = Az oA, |0, 9F,, + j (3.10)

Podemos obtener las ecuaciones (3.9)) al variar la accién de la electrodindmica no lineal,
si identificamos
oL

OF

Pero precisamente la relacion son las relaciones constitutivas que relacionan los
campos P* y F,, y constituyen la forma covariante de las ecuaciones . Enfati-
zamos el hecho de que las ecuaciones de Maxwell sin fuentes , las ecuaciones de
movimiento (3.9)) y las relaciones constitutivas , son las ecuaciones que definen una
electrodindamica no lineal en un espacio-tiempo plano de dimension d 4+ 1. Si en vez de
espacio plano tenemos un espacio-tiempo curvo de (d + 1)-dimensiones, las ecuaciones de
la electrodinamica no lineal son:

) 2l

(3.11)

oL
OF .

1
3Vl =0, VP =—jt  /—gP" =— (3.12)
c
Asi el lagrangiano de Born-Infeld (3.8]) nos permite calcular una forma funcional especifica
de las relaciones constitutivas (tercer ecuacion en (3.12))), las cuales en el caso particular
de (341)-dimensiones se escriben explicitamente de manera covariante como

P — G v
P = (3.13)

_G_2
1+W 16b%

En el caso particular de espacio plano, ellas se escriben en término de los campos de
intensidad e induccion eléctrica y magnética en la forma

. B-EEE a E+EER

P gl _

0B \/1 _ E2-B2 _ (E-B)? 8E \/1 E2-B2 _ (E-B)?
b2 b1 b2 b1

(3.14)

3.1.3. Tensor de energia momento

El tensor de energia-momento de la teoria de Born-Infeld se obtiene de la definicion
(1.3) v la accién (3.8). Explicitamente la expresion del tensor es

T", = P"F,, — &, L, (3.15)

el cual satisface la propiedad de conservacion 9,7%, = 0 en el espacio-tiempo plano y
V,T", = 0 en un espacio-tiempo curvo. La componente T de este tensor nos da la
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densidad de energfa Hamiltoniana A} Note que en la teorfa hamiltoniana el tensor P*
se interpreta como el momento canénico conjugado del tensor F),,. La forma natural de
escribir H, es en términos de los momentos P* en vez de los campos F),,, lo cual se
puede lograr si invertimos las relaciones constitutivas y obtenemos la forma funcional
de F,, = F,(P"). Esto implica también escribir la densidad lagrangiana L =
L(Fuw, ), ahora como funcién de P*: L = L(P",g,,). Haremos esta inversién de
manera explicita en (34+1)-dimensiones y aunque el resultado no es general, nos permite
obtener el resultado  para dimensiones mayores cuando E y D son los tnicos campos no

nulos. Dado que F = —F"* tenemos de (3.13) que

- Fr 4 G pm
PH = " : (3.16)

_ G2
1+W 16b%

De la identificacion de P* con los campos D y H podemos calcular los invariante

P"P,, =—-P"P,=P=2(H*~D%, y P"P,=Q=-4D-H,  (3.17)

p =

y de las relaciones (3.13) y (3.16) su relacién con los invariantes F'y G

Q=G y P=- SO (3.18)
+ 5 — Tapr

F— G?F G?

De la segunda de estas ecuaciones podemos despejar al invariante F' en funcién del resto
de invariantes y podemos sustituir G — @), obteniendo una expresién de F' = F(P, Q)

P+ - ta
P (3.19)
2b2 16b4

de la cual concluimos que las relaciones inversas buscadas son

Py Qpw _ pw_ 9 pw
Fry — b2 = y FM = 4b° ra . (3.20)
1— 2b2 16b6% 1 - 2()2 T 160t

Con esta relacién del tensor F,, = F,,(P”) obtenemos de la definicién (3.15) que la
densidad Hamiltoniana es

2
H="T,) =10 \/1—£—Q——1 : (3.21)

5De acuerdo con la ecuacién l-h la energfa estd dada por la expresién U = [ dizH.

"En las ecuaciones - (3.22) estamos utilizando la letra @@ para denotar un invariante electro-
magnético y en el capitulo 2 y a partir de la seccién [3.1.4] la utilizamos para denotar la carga eléctrica.
Esperamos no causar confusion con este doble uso de @, el cual sdlo en estas ecuaciones aparecerd para
denotar al invariante.
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En notacién vectorial tenemos que las ecuaciones constitutivas inversas (3.20)), se pueden
obtener a partir del hamiltoniano como

o H- %D oH D+ %H

B=22= 457 ., E="2== . (3.22)
oH 1P _ @ oD |- P _ @
2b2 16b4 2b2 1654

Desde luego la primer ecuacién es valida sélo en (3+1)-dimensiones, mientras que la
segunda es valida en cualquier dimension.

3.1.4. Solucioén estatica y simetria esférica

Consideramos una carga puntual ) en reposo, en un espacio-tiempo estatico con
simetria esférica . Dado que la carga esta en reposo los campos no nulos son E y 5, los
cuales no dependen del tiempo y dada la simetria del espacio, su iinica componente no nula
es la componente radial, la cual a su vez s6lo depende de la coordenada radial: E = E.(r)r
y D = D,(r)7. El potencial vectorial es de la forma A, = (¢(r),04) y por tanto la tinica
componente no nula del tensor de Maxwell es Fy, = —F,g = —FE,. Como consecuencia las
tinicas componentes no nulas del tensor contravariante son F = —F"0 = [, e~ (rt2),
Sucede algo similar para el tensor Py, = —P,g = D,.. De hecho los dos invariantes no nulos
de la electrodinamica de Born-Infeld asociada a la carga puntual son

F=—2E(r)e ) v P =_2D%r)e @r+2), (3.23)
La forma de la accién se obtiene de (3.8))

B[ o F
S:?/dJF:m/—ggH (1_‘/”2_52)’ (3.24)

donde g7, es el determinante de la métrica esférica (1.9). Mientras que la relacién consti-
tutiva se obtienen de la tercer ec. en (3.12))

For E.(r)

Pr——~— = Dr)= —l
1+ 25 V1t 5

En cuanto a las componentes del tensor de energia-momento (3.15)), lo primero que nota-
mos de su definicién es que las componentes T¢) y T tienen la misma expresién

[ P
TQ:T::—POTFOT—L:ﬁ( 1—@—1) (3.26)

Algo similar sucede para las componentes de la forma Tg:, ya que todas ellas son iguales:

(3.25)

1
T =—L=0(1-——]|. (3.27)
- &
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Pero hemos visto en el capitulo que si se satisface que TP =TT, la solucién a las ecua-
ciones de Einstein implica que p + v = 0. Condicién que introducimos en los invariantes

B3-23).

Lo tdnico que nos resta es calcular el vector de desplazamiento 5; para ello no es
necesario resolver la ecuacién con fuentes (segunda ec. en (3.12)), ya que esta ecuacién
es la misma que si remplazamos F* — P . Tenemos entonces que el vector de
desplazamiento eléctrico es o

. 1 .

= P 2
Qa1 7 (3.28)

Note que D diverge en la posicién de la carga de manera analoga a como lo hace el campo
eléctrico debido a la misma carga en la electrodinamica de Maxwell. Lo importante
en la electrodinamica de Born-Infeld es que el campo eléctrico resulta tener ahora un valor
finito cuando se evalta en la posicion de la carga. Para obtener esta expresién del campo
eléctrico en funcion de r, debemos invertir la ecuacién para tener una expresion del
campo eléctrico E en funcién de D. Realizando esta inversion, el resultado que se obtiene
puede inferirse de la segunda ecuacién en (|3.22)

. D D,
E= - ) . (3.29)
Ji—% VITDOP
Note que si calculamos el cuadrado de esta ecuacién obtenemos
D2
P} 3.30
b2+ D2(r) ( )

de donde concluimos inmediatamente que el campo eléctrico esta acotado por el parametro
by desde luego también es menor que el campo divergente D

E<b y E<D. (3.31)

Para finalizar con este ejemplo, notemos que tal y como Born e Infeld previeron, la auto-
energia de la particula es finita. Esta se obtiene calculando la integral de volumen de la
densidad Hamiltonianaf]

1
_ g 2y L otz (T T Es) T Grs)
U—/dil? —g§b< 1_ﬁ_1>_ledl (2ﬂ_d/2 NG )

(3.32)
En el caso particular de (341)-dimensiones, d = 3 y la auto-energia es
4,382
Uip ~ ’4—b1/QQ3/2. (3.33)
T

8En el dpendice [C|se presenta, el cdlculo explicito de la integral.
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35 r

L L
0.0 0.5 10 13 2.0 25 30

Figura 3.1: El campo eléctrico de Born-Infeld Eg; para d = 3 (3.29) con Q = 1, de arriba hacia abajo
para el parametro de Born-Infeld b=1.2, 1, 0.5 y 0.2.

3.2. Solucion eléctrica de Einstein-Born-Infeld

Para obtener soluciones gravitacionales de agujero negro, debemos acoplar la re-
latividad general al lagrangiano de Born-Infeld. Al igual que para el caso de Reissner-
Nordstrom, en la literatura existen diferentes convenciones para realizar este acoplamiento
y aqui utilizamos la misma convencién que en la accion -ﬂ Por completez incluimos
el término de constante cosmoldgica (|1

A F
= —— [ day/—g¢5 — 20 +40? (1 — /14 = 34
167TGd+1/ TV (R " ( * 262>> | (&3

con el invariante F dado por . Como consecuencia las ecuaciones de Einstein to-
man la forma ([1.12] - donde la expresién de las componentes del tensor de energia-
momento estan dadas por las expresiones multlphcadas por un factor de
¢*/4rG 4,1, més la parte de constante cosmologlca

7o = |y (1 ) A (3.35)
O ArGlay 262 217
4 1 A
T — & 1 ——— | -2, 3.36
Oa eI 1_ P 2 (3:36)
L 2b2

Finalmente la ecuacién del campo electromagnética (3.9) en el espacio libre de cargas es,
de acuerdo con la ecuacién constitutiva ((3.25))

jad
V.| —— | =o. (3.37)
P
=gz

9Esta convencién se utiliza por ejemplo en [55] [56].
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Como el vector de desplazamiento eléctrico en estas unidades es

drGar Q A:\/(d—l)(d—Z) q .

— 7 P
2044 rd-t 2 rd-1""’

B (3.38)

con ¢ definida en (2.43)), la solucién a la ecuacién de movimiento (3.37)) es

s_ V@=Dd—2)k 3.39)

V202r24-2 4 (d — 1)(d — 2)¢*

Dado que el tensor de energfa-momento satisface la condicién Ty° = T,", la solucién
métrica tiene la forma general (1.36)) y la funcién métrica e** se obtiene de la ecuacién

(T.19), donde
2,.d 27,2 d/d—1 x
M(r) = F—" 20 <\/<d‘1><d—2>2> / (VIFae - ot ) de
0

=G A= 1)Gen > b

La integral puede evaluarse explicitamente (ver apéndice obteniéndose

MG) = T Ard N mc? B 2022 N br/4b?r2d-2 + 2(d — 1)(d — 2)¢?
G T 2G  dd=1)Gn God(d—1)
(d—1)*q¢? d—2 1 3d—4 (d—1)(d—2)¢*
2471 PP y 9 (34())
dGyri—2 2 20222724 — 2 22242

donde »F} es la funcién hipergeométrica. Finalmente el coeficiente métrico e?(") queda
dado por la expresién [56]

o) _ 4™ 40° 1] 5 2by/40%r%2 4 2(d — 1)(d — 2)¢?
a ri=2 " d(d—1) " £ d(d — 1)rd=3
2(d —1)¢? d—2 1 3d—4 (d—1)(d—2)¢
dr2=t 21|24 —2'22d -2 2b2r2d-? (3.41)

La métrica obtenida es conocida como la solucion de agujero negro del sistema Einstein-
Born-Infeld-anti-de Sitter (EBIAdAS) si A < 0 y como EBIAS si A > 0.

3.2.1. Agujero negro EBI; ; eléctrico

Para ganar intucién con esta solucién de agujero negro, analicemos el caso (3 + 1)-
dimensional, sin constante cosmoldgica. Como en los agujeros negros analizados ante-
riormente, estudiar el caso (341)-dimensional nos permite entender las caracteristicas
cualitativas principales del agujero, mismas que son validas para agujeros negros de EBI
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en otras dimensiones Como puede verse directamente de (2.43) ¢ = G4Q/c* y de las

ecuaciones - ) v ( P = —2G%Q?/c*r*. La solucién general (3.41)) se reduce a

2272 > 4¢* 11 2
o) —q B 3T (1— 1+—>+LF[——§—C]—]- (3.42)

r prd ) T 3r2 472740 p2d

En la literatura algunas veces se escribe esta solucién en términos de la funcion eliptica
incompleta de Legendre de primer tipo F' (3
P : primer tip =y e BT

2
R,  2b*? ¢\, 2 [b A
2u(r) — 1— % 1 — 1 P, = —F d — . (3.43
e . + 3 ( + 2 4) + 3 arc cos b;2 1 ) \/§ ( )

En esta forma de escribir la soluciéon hemos utilizado la expresion

/ \/7 arc cos (W n 1) , ﬁ] . (3.44)
rd + q

Cada una de estas dos formas equivalentes de escribir la solucién de agujero negro tiene
sus propias ventajas. Ambas soluciones contienen dos términos que dependen de la carga
Q (a través de ¢). Uno de ellos se encuentra en ambas expresiones y depende como 7. Sin
embargo ellas difieren en la forma de escribir el segundo término que depende de ). En
la forma este término va explicitamente como 1/r2, lo cual recuerda directamente
al término de carga en la solucién de Reissner-Nordstrom . Por otro lado en la
solucién el término andlogo va explicitamente como 1/r, lo cual nos permite hacer
una comparacién directa con el término de Schwarzschild de la solucién. Desde luego
ambas soluciones son iguales y dependen en r de la misma forma, pero parte de esa
dependencia se encuentra codificada en las definiciones de las funciones hipergeométrica
y eliptica de Legendre.

La solucion depende de tres parametros. El parametro de Born-Infeld b, el radio de
Schwarzschild R, que depende de la masa ADM vy la distancia ¢ que depende de la carga
(. Si tomamos R, v ¢ fijas, tenemos que en el limite b — 0 recuperamos la expresion de
e?"(") del agujero negro de Schwarzschild, mientras que en el limite b — oo obtenemos la
correspondiente expresién métrica del agujero negro de Reissner-Nordstrom.

Si b # 0y finito, la métrica es asintéticamente plana (Minkowski) para distancias r
muy grandes (r — oo). Mientras que el comportamiento de la métrica en r — 0 depende
del segundo y cuarto términos de la ecuacion ([3.43) y existen tres situaciones diferentes:

bL—l 1 2u(r)
oSlM>—fF[arccos( +1>,7§},6“ — —00.
bLl 1 2(r)
e Si M << \/>F[arccos( +1>,7§1,e“ — +00.

q
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ot

by

e Si M= %2\/5}7’ [arc cos (bfg—> , \%1, ") — finita (no diverge).

A pesar de que en el tltimo caso la funcién ") es finita, la métrica diverge en
r = 0. Esta conclusion se obtiene del andlisis del escalar de Weyl.

Los horizontes de eventos de estas soluciones se obtienen de examinar los ceros en
e2(") = 0. Debido a la funcién hipergeométrica (o eliptica de Legendre), en general este
analisis se hace numéricamente. Si se hace el cambio de variables adimensionales » = uM
y g = aM, la expresion de la solucién métrica toma la forma

2w _ 122 a2z (1 - o 207 [bM bt A NS
e =1 u—i—g(bM) u |1 1+(bM)2u4 +3u a]: arc cos iz 1)
(3.45)

En la figura se visualizan los horizontes de eventos, los cuales se determinan a partir
de e2") = 0. Para valores de b < 1 hay un horizonte interno r_ y otro externo en r,,
ademds, como observamos en el caso extremo r_ = r, la raiz debe ser positiva al variar
el pardmetro b. En el caso extremo, se debe satisfacer que (") y su derivada de?*") /dr

=l

«

Figura 3.2: Los horizontes de eventos se encuentran en e2*(") = 0 en donde se fija ¢ = 1 y se varia al
parametro de Born-Infeld b, los valores que se toman son b = 4,5,2,5,1,03,0,5225. De arriba hacia abajo
la grafica que intersecta al eje u es la solucién de Schwarzschild, mientras que el resto corresponde a la
solucién de Reissner- Nordstrom.

son cero en el horizonte de eventos, lo que nos lleva a la condicién
1+2(0%2, —by/ri b2+ ¢2) =0
+ re:ct Text + q -
que tiene como solucion

1
2 2
Text = 4 _E7
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por lo tanto, los horizontes depende de la raiz positiva para que r.,; tenga un valor real;
4¢°0* — 1 >0,

por lo que habra dos horizontes de eventos sélo cuando ¢b > % En el caso g < 2ib existe
una singularidad desnuda. La masa del agujero negro ahora es funcion de r.,, ya que se
debe satisfacer la condicién e?("e=t) = 0, asi, la masa ADM esté dada por

br?
Tewt VT q> ¢ |b %ﬂ -1 1
M = — 1+ + = /-F |arccos | —— | ,—=|, (3.46
2 3 b2rd, 3\ ¢ b’%xt +1] V2 (3.46)

que como puede observarse, la funcién M depende ahora del parametro b, por lo tanto
puede concluirse que no sélo hay una solucién de agujero negro, si no que existe una
familia completa de agujeros negros extremos para cada valor fijo de ¢ ya que ¢ > %

3.2.2. Agujero negro EBIAAS eléctrico

Analicemos ahora el sistema Einstein-Born-Infeld con constante cosmoldgica [55]
dada en la expresion (3.34) que tiene solucién métrica (3.41]), respondiéndonos al caso
d = 3. Basicamente, la soluciéon tendra una contribucién debido a A y, por la simetria

esférica se tiene or or
Guv BI ab
R, — g\ = BL _Jw g ,
" Iu O 9 BI Dg g

donde Lp; = 4b* (1 —\/1+ %) corresponde al lagrangiano de Born-Infeld en d = 3, por

lo que
8L'B] . _2FO<VF§

dghv

Y
2

para el caso de campo eléctrico radial. Las ecuaciones de Einstein se reducen a la ecuacion

(7’62“(7"))/ =1—Ar>+2b (7“25 -V + 7"4b2> ) (3.47)

la cual al integrar directamente nos da la soluciéon métrica siguiente

2 2 00
eZu(r) —1— % _ A_T + 20 (%b _ 1/ A /q2 —+ r4b2) . (348)
rJr

T 3

Si se toma el limite b — oo en la ecuacién (3.47) y luego integramos directamente, lo que
se tiene es la solucién de Reissner-Nordstrom anti-de Sitter (A < 0);

R Ar? @?

u(r) — 28 >~ 1
€ r 3 r2’

en donde es claro que si A = 0 retomamos la soluciéon Einstein-Born-Infeld.
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Y

Figura 3.3: En la solucién Reissner-Nordstron-anti-de Sitter los horizontes de eventos se localizan en
e2Mr) =0 (3.49), para una carga fija ¢ =1, con £ = 10, M =1y b = 0,001, 0,05, 1.

Al evaluar la integral en (3.48]), en la que se considera el rango r a oo para que
las soluciones sean de agujero negro, encontramos la expresion explicita de la solucion
Einstein-Born-Infeld-anti de Sitter

R, 12 2b%2 2 4¢? 115 2
S TGO L B i (1— 1+q—>+ ,F [— 1 } (3.49)
T

723 prt ) T3 402040 b2t

En el limite b — oo y con g # 0 la solucién métrica se reduce a la solucion
Reissner-Nordstrom-anti-de Sitter, mientras que para ¢ = 0 en el limite b — 0 se reduce a
Schwarzschild-anti-de Sitter. En la figura se observa la localizacién de los horizontes
de eventos para diferentes valores de b.

La masa Mapys se calcula a partir de e2#"+) = 0 evaluada en el horizonte de eventos
externos 7, lo que nos da

3 2.3 2 2 2
ry ool bR q 2q 115 ¢
M =+ = 1—4/1 —oF |- ==, = (3.
(14, q,b) 5 topt 3< +b2ri>+37’+2 1[4,2,4, o (3.50)

.z I , . 2u(r)
Para el caso extremo, sabemos que la funcién métrica e?(") asi como su derivada deT

deben ser cero en el horizonte degenerado, por lo tanto al calcularlas y evaluarlas en r..;
para después relacionarlas algebraicamente, se llega a la condicién

5, 3\ 2 2 [ 4 ¢
1+ (20 —|—€—2 Text_2b Text—i_b_g:()?
que tiene solucion

2 _3 _3_
Tgﬂ — g_ (1 + 2bi12> 14+ |1+ 12 (1 + 4b§2) . (bzqz _ l) ’
6 \1+ gip 22 (14 525) 4
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005

Schwarzechild-AdS

[a] 1 2 3 4 I ry [b] 0 2 3 s ¥ 10 n Ty

Figura 3.4: (a) La funcién de masa Mapyr = Mapas (74 ) en Born-Infeld-anti-de Sitter para b = 0,00001,
0,0001, 0,05, 2 y 5 de abajo hacia arriba, y (b) La temperatura de Hawking T con b = 0,5, 1, y tomamos
¢ = 10, la linea superior corresponde a Schwarzschild-anti-de Sitter (¢ = 0), mientras que las lineas
inferiores corresponden a Reissner-Nordstrom-anti-de Sitter.

para que la raiz sea real entonces bg > 0.5, en bg = 0.5 se tiene que 72, = 0. En el
limite b — oo la funcién r2,, se reduce a Reissner-Nordstrom-anti-de Sitter. La region
0 < bg < 0.5 no contiene el caso Born-Infeld-anti-de Sitter extremo, mientras que para
el rango 0.5 < bg < oo la cota inferior corresponde a Born-Infeld-anti-de Sitter, mientras
que la superior corresponde al caso de Reissner-Nordstrom-anti-de Sitter. Para la region
bq > 0.5, la masa del agujero negro extremo es

Mext = M (remta q, b) .
El comportamiento de la funcién de masa (3.50) se muestra en la figura (3.4[a]). Existen

tres diferentes regiones para las cuales

e En el primer caso consideramos la region bg > 0.5, en donde si el valor de la masa
es M > M,,;, entonces hay dos horizontes de eventos; uno interno r_ y otro externo r,,
pero cuando M = M,,; existe un horizonte degenerado en r_ = r, = r.;;, mientras que
para valores de M < M,,; no hay horizontes de eventos si no una singularidad desnuda.

e En el punto extremo bg = 0.5 (7¢xy = 0) para M > M,,; hay s6lo un horizonte de
eventos r.

e En la regiéon 0 < bg < 0.5 no hay solucion de agujero negro.

3.3. Termodinamica del agujero negro EBIAdS

Para finalizar esta seccién, ahora analicemos el comportamiento termodindmico en
la solucién Einstein-Born-Infeld-anti-de Sitter para ganar intuicién en los resultados que
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se obtienen en el caso no conmutativo (capitulo @ Primero calculamos la temperatura de
Hawking T, para asi obtener la ecuacién de P — v (que se obtiene mediante la descripcién
ala Van der Waals) y analizar si existen puntos criticos en los que ocurren las transiciones
de fase. Recuerde que la presién es identificada con el término de la constante cosmoldgica

A donde P = ——A = 8 12 y, el volumen termodinamico V = (a—M) s.0..7, funcion del
(3l

horizonte de eventos externo r,, que para una simetria esférica toma la forma V' = —Wri,

pero en este caso trabajamos con el volumen especifico definido como v = ]‘\/,

Comenzamos pues por calcular la temperatura de Hawking a partir de T' = ﬁ (%62M(T)) |
evaluada en el horizonte de eventos r,, lo que nos da

T+

1
Am

1 3y 2 q°
— 4+ 2b 1 —4/14+ —— 3.51

de donde para b — oo y q # 0 se reduce a la temperatura de de Reissner-Nordstrom-anti-
de Sitter.

T (7”+7 q, b)

La cuacién de estado P — v se obtiene de la expresién (3.51), en la que se ha
empleado el procedimiento usado en (2.4)), lo cual nos da

T 1 b? 2
P=—— (1 1+,
2ry  8mry 4w b2ri

que como funcién del volumen termodinamico v = 2r, se escribe

T 1 b? 1642
P-—————(l— 1+ 6q>‘

v 2mv? Ar b2yt

Ahora, podemos analizar si existen puntos criticos en donde ocurren las transiciones de
fase y, su localizacion estd determinada en aquellos puntos de inflexiéon que se obtienen
de calcular la primera y segunda derivadas de la presién, esto es

or 0 o’P
ov o2
las graficas (3.5) muestran el comportamiento de la primera y segunda derivadas. La

ecuacion a la que se llega a partir de 3P =0y =0es

256¢* 24q?
- . T ___1-y, (3.52)

3
b2 <U4 + 16q ) <U4 + 1?,—32)

que al introducir el cambio de variable

164>
=0+ qu ;
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0.0020 - 0.0015 -
0.0015
00010
0.0010
0.0005 -
0.0005 |-
=0.0005 - —0.0005 |-
[a] [b]

Figura 3.5: Gréficas de (a) la primera derivada 2C = 0y, (b) para la segunda derivada ?91}2) . Con
b= 045y T = 0.02, 0.04, 0.06.

—LxaetE

[c]

Figura 3.6: Ecuacién ctibica (3.53)) para cara fija ¢ = 1 con pardmetro BI (a) b =1, (b) b= 10y (c)
b = 100.
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[a] —ooos L o 0.2 :q \ o0 \ -a_-!:gT
Figura 3.7: En (a) la ecuacién de estado P — v, para T = 0.02, 0.04, 0.06, 0.08, 0.1, 0.12 (de abajo
hacia arriba) con b = 0.5225. En (b) la funcién de Gibbs G = Mupy — T'S, con P = 0.2(1/967) (linea
azuil), 0.6(1/967) (linea rosa), (1/967) (linea amarilla), 1.6(1/967) (linea verde), con ¢ =1y b= 1.

se tiene la ecuacién cubica
2} + e’ +d=0, (3.53)

b2
256¢%

3v2

donde ¢ = — S

yd=

Finalmente, la funcion de Gibbs se calcula como G = Mypy —T'S, obteniéndose
asi la expresiéon

ry 2wP 5 20%r% q2 2¢° 115 q*
G(Pry) ="t - 1— /1 LR -5 2 L (354
(Bor) =435 Tt |ty Dy | B9

para al cual se sustituye el volumen especifico v = 2r,, por lo que tenemos

P, b 1662\ 4¢2 _[1 15 16¢2
G (P, v) = —Lv3——“<1— 1+ q>+i2F1[ q}. (3.55)

v
8 12 48 b2yt 3v 4724 bt

En la figura (3.3]) se muestra el comportamiento de (a) la ecuacién de estado P — vy, (b)
la funcién de Gibbs.



No conmutatividad y Estados Coherentes

En el capitulo anterior hemos discutido una propuesta clasica para modificar la
electrodinamica de Maxwell, con el propdsito de obtener una auto-energia finita para el
electrén, en este capitulo discutimos una propuesta diferente que tiene el mismo objetivo,
pero ahora en el contexto de la mecanica cuantica. La autoenergia se analiza cuantica-
mente utilizando la teoria cuantica de campos, en particular la electrodinamica cuéantica.
Debido a la divergencia de los campos de Maxwell en la posicién de la carga puntual,
la teorfa cudntica hereda divergencias conocidas como divergencias Ultra Violeta (diver-
gencias debidas a la contribucién de energias altas), lo cual da origen a una autoenergia
infinita para el electrén, y para remover esta divergencia es necesario introducir proce-
dimientos de regularizacion. Con el propdsito de evitar las divergencias y por tanto de
evitar regularizar en electrodindmica cuantica, en los anos 30 del siglo pasado, Werner
Heisenberg sugirié hacer una modificacion de la mecanica cuantica estandar, pero fue
hasta 1946 cuando H. S. Snyder desarroll6 estas ideas en su trabajo sobre la Cuantizacion
del espacio-tiempo [58]. En esta contribucién Snyder noté que aunque el espacio-tiempo se
supone usualmente como un continuo, esto no es un requisito para que el espacio-tiempo
sea invariante de Lorentz, como consecuencia, introdujo la idea de un espacio-tiempo
discreto invariante de Lorentz, lo que da origen a una nueva unidad de longitud funda-
mental 0, la cual juega el papel de un parametro de corte natural de energias altas en
la teoria cuantica, evitandose con ello las divergencias UV. Explicitamente el origen de
tener un espacio-tiempo discreto se debe a las relaciones de conmutacién que satisfacen
las coordenadas espaciales

[, 7] = i0" (4.1)

30
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donde 6% es un objeto de dos indices, anti-simétrico y que en primera aproximacién pode-
mos considerar constante, este objeto se conoce como el pardmetro de no conmutatividacﬂ
Asi, el algebra de Heisenberg es sustituida por el dlgebra de Snyder. Dado que en el espacio
fase de la mecénica cudntica, las coordenadas clésicas * y p* son remplazadas por operado-
res hermiticos 2% y p’, los cuales satisfacen las reglas de conmutacién [i"“, ﬁl] = ihd™, por
lo que en consecuencia existe una relacién de incertidumbre de Heisenberg AzFAp' > g,
es légico pensar que también en el espacio-tiempo no-conmutativo, debido a la relacion
de conmutacién || se tiene una incertidumbre Az¥Agz! > @, de lo cual se concluye
que el espacio-tiempo no conmutativo resulta estar discretizado por celdas de tamano 6

eliminando asi las singularidades espaciales.

Existen varias formas de introducir no conmutatividad en una teoria. La forma mas
comun que encontramos en la literatura es a través del formalismo de Weyl-Wigner-
Groenewold-Moyal, del cual daremos algunas definiciones con el objetivo de entender cier-
tas caracteristicas de la no conmutatividad. Tal formalismo es un método de aproximacién
semiclasico donde la informacion del espacio tiempo no conmutativo esta contenida en un
nuevo producto (el producto estrella x), que sustituye al producto punto. Esta forma de
introducir la no conmutatividad, no garantiza la unitariedad ni la invariancia de Lorentz.
Una forma diferente de introducir la no conmutatividad se basa en los Estados Cohe-
rentes que se construyen en un plano no conmutativo [59]. Esta versiéon no hace uso del
producto % pero si del pardmetro 6§ = cte. y, tiene como caracteristica que no deforma la
geometria del espacio porque trabajamos con los valores esperados definidos en el plano
no conmutativo y, basicamente estamos trabajando con coordenadas, mientras que la in-
formacién de no conmutativa estd incrustada en las fuentes del campo que definen al
tensor de energfa-momento 7}, lo cual lleva a que la unitariedad e invariancia de Lorentz
estén garantizadas. Las ecuaciones de Einstein se resuelven con los métodos matemati-
cos ya conocidos. En este capitulo discutimos brevemente ambas formas de introducir la
no conmutatividad, poniendo énfasis principalmente en la nocién de no conmutatividad
inspirada en los denominados estados coherentes y analizaremos su implementacion y
consecuencias en soluciones que son asintoticamente agujero negro.

Para tener una nocién intuitiva de la no conmutatividad en las coordenadas, co-
menzaremos discutiendo el conocido problema fenomenolégico de los niveles de Landau,
consiste en una particula cargada en un campo magnético externo muy intenso, de ma-
nera tal que el estado de Landau relevante en el problema es el mas bajo. El proyectar el

1Si se define a # como una magnitud promedio de un elemento de §*!, entonces, fisicamente 1/ Vo
corresponde a la escala de energia de la variedad diferencial del espacio-tiempo no conmutativo [62].
La fenomenologia de la no conmutatividad aparece en escalas de energias intermedias entre el Modelo
Estandar de la fisica de particulas y la escala de Planck. Los limites impuestos a la no conmutatividad
vienen de varios experimentos. Observaciones de blazares dan |8 < (103TeV)~2, transiciones atémicas
en la mecanica cudntica no conmutativa y el corrimiento Lamb en QED da |0| < (10TeV)~2, violaciones
espino-estaticas en QED no conmutativa de Gran Sasso y Super-Kamiokande dan |0 < (10°TeV)~2,
extensiones no conmutativas del modelo estdndar dan |§] < (10TeV)~2 y, la estructura no conmutativa
en la mecdnica cldsica y el perihelio de Mercurio dan 0| < (10*¥TeV)~2 [63]. En algunos casos fisicos
donde el pardmetro de no conmutatividad es pequeiio, los limites son del orden de |0 < (10TeV)~2.
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lagrangiano del sistema al estado més bajo tiene como consecuencia que las coordenadas
perpendiculares a la direccion del campo magnético no conmutan.

4.1. Niveles de Landau

En 1930, Landau (ver por ejemplo [I], [60, 61]) dié una solucién al problema de las
degeneraciones de energl’aﬂ para una particula puntual de masa m (p. e. el electrén), con
carga eléctrica e, inmersa en un campo magnético intenso B (que consideraremos sin
pérdida de generalidad perpendicular al plano x; — x3), que como veremos resulta ser un
problema donde las coordenadas no conmutan. La dinamica de la particula que interactia

con B es dada por la fuerza de Lorentz F=c¢ (E + U X E/C), donde B =V x A y el
lagrangiano esta dado por

1 . . . e, . . .

L= 5m (47 + 43 +43) + - (#1144, + T2 Ay, + T3A4,) - (4.2)

Implementando la tranformada de Legendre se encuentra que el Hamiltoniano que describe
el movimiento de la particula es

1 e 2

H= ( - —A) , 4.3

2m & (43)

donde p'= mv + eff/ ¢ es el momento canoénico de la particula. Para generar un campo

magnético en la direccion 3 imponemos la norma de Landau: A = (0, 1B, 0), para la

cual se verifica que: V x A = Ba#s. Dado que V- A = 0 si B= cte. y [P ,A] = —ihV -

A, entonces concluimos que el momento p conmuta con el operador A y el operador

Hamiltoniano se escribe como

. 1 ex1 B 2
H=—"—1[¢ H> - 4.4
2m<pm+px3+(p2 . )) (44)

Dado que el Hamiltoniano no depende de las coordenadas zs y x3, H conmuta con Day ¥
Pzs ¥, l0s estados propios |¥) del Hamiltoniano son también estados propios de los opera-
dores de momento p,, y P.,, con valores propios continuos. Explicitamente tenemos que:
Doy | W) = Rkig, | U) ¥ Py |U) = Biky, | U). Asi la ecuacién de valores propios H|U) = E|T) se
reduce a una ecuacion de valores propios en una dimensién con operador Hamiltoniano

o1 1 [, eB\” chky, \”
H = - (hkyy)” + 5 <px1 + ( C ) Ty — B ) (4.5)

A partir de este punto suprimimos el movimiento de la particula en la direcciéon z dado
que éste no esta cuantizado, concentrandonos tnicamente en el movimiento de la particula

2En este problema, la alta degeneracién de las energias propias producen el efecto Hall Cudntico.
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a lo largo del plano x; — x5. El segundo término es el hamiltoniano que corresponde a
un oscilador armonico en la direccion xq, de frecuencia w = % y corrido una distancia
chk,,/eB. El término k,, es un indice libre. Tenemos asi que las energias propias del
sistema estan dadas por

eB 1
E,=h—|n+=], 4.6
mc ( 2> (4.6)
mientras que los estados propios |¥) sobre el plano estdan etiquetados por el nidmero
natural n y el nimero real k,,: [¥) = |n,k,, ). A cada energia propia E, se le conoce

como un nivel de Landau, los cuales estan infinitamente degenerados en k,,. Note que los
niveles de Landau estan separados por una energia %. Finalmente las funciones propias
en el espacio de coordenadas estan dadas por

1 chk
kpy) = ———=€"2"2¢, (2 — —2 ] A7
<ZL’1, T2 | n, 2> \/ﬁe ¢ (xl cB ) ( )
donde e =272 es la solucién de onda plana y ¢, son funciones de onda del oscilador arméni-

co normalizado

bn (2) — \/% () Y exp (57 o), (4.8)

con H,(z) los polinomios de Hermite.

4.1.1. Proyeccion al nivel mas bajo de Landau

Dado que la separacion AFE entre los niveles de energia de Landau es del orden de
O(B/m), tenemos que si el campo magnético es intenso, tinicamente el nivel de energia
de Landau mas bajo es relevante debido a que los estados de Landau siguientes estan
esencialmente desacoplados del primero, puesto que tienen energias tendientes a infinito
(AE — o0). El limite de campo magnético intenso: B — oo, equivale al limite de masa
pequena: m — 0. Sustituyendo este limite en el lagrangiano produce (en la norma
de Landau) un lagrangiano que describe tnicamente el nivel de Landau méas bajo

L = $Bayis. (4.9)
C

Fisicamente, el limite establece que la energia cinética del sistema es mucho menor que
el término proveniente de la interaccién con el campo, de modo que no puedan excitarse
niveles superiores al primer nivel. Con esta modificacién, y anadiendo al lagrangiano
un término potencial V(x1,z5) que represente las impurezas en el plano, tenemos que:
L = £Bx1@y—V (21, 72), el cual tiene la forma L = pg—H. Comparando ambas expresiones
concluimos que Z y p forman un par canénico de operadores, con p = ¢ BZ; y conmutador

eB _he
eB’

—2, .’13'2:| = —ih = [.f?l, 12'2] = —1— (410)
C
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Concluimos asi que restringiendo la particula al primer nivel de Landau, el espacio en el
que se mueve la particula ya no obedece el algebra de Heisenberg estandar.

Es importante senalar que al anadir un potencial V' (1, x3), que sea débil comparado
con el término magnético del lagrangiano, la estructura global de los niveles de Landau no
se altera, pero puede romperse la degeneracién en cada nivel. Por lo general los potenciales
considerados son potenciales arménicos débiles y simétricos en las coordenadas.

Para finalizar mencionemos que el fenémeno de obtener un espacio no-conmutativo
no es especifico de proyectar al primer nivel de Landau, ya que se obtiene la generalizacion
matricial de este resultado si se proyecta a un nimero arbitrario finito de niveles de Landau
[61].

4.2. Formalismo de Weyl-Wigner-Groenewold-Moyal

El formalismo de Weyl-Wigner-Groenewold-Moyal (WWGM) nos proporciona un
enlace poderoso entre funciones del espacio fase de la fisica clasica y operadores cuanticos.
El formalismo ha sido aplicado en diferentes ramas de la fisica cuantica, como por ejemplo,
en fisica estadistica, teorfa de colisiones cudnticas, éptica cudntica (ver por ejemplo [| y las
referencias ahi citadas). El formalismo también juega un papel importante en la gravedad
auto-dual, los grupos cuanticos y es relevante en el contexto de este trabajo porque nos
proporciona una manera sistematica de describir espacios no-conmutativos en general y
por tanto estudiar teorias de campo no conmutativas. Para una presentacién detallada
del formalismo se puede consultar por ejemplo [64]-[74]. En esta seccién nos limitaremos
a presentar una descripcion breve de las ideas principales del formalismo WWGM y por
simplicidad en nuestra exposicién nos restringimos al caso en que el tensor 6% en (4.1)) es
constante, aunque el formalismo se puede extender al caso en que 6% (z) depende de las
coordenadas.

4.2.1. La transformada de Weyl y la funcion de Wigner

Bésicamente la transformada de Weyl (1927) establece una relacién entre campos
clasicos en el espacio fase, con los operadores de la mecanica cuantica definidos en el
espacio de Hilbert H. Explicitamente la transformada de Weyl de un operador A se define
como

Az, p) = /e_ipy/h <x +y/2 ‘fl’ T — y/2> dy, (4.11)

donde el operador lo hemos expresado en la base = como la matriz (2’ |A|$> Denotaremos
la transformada de Weyl con una tilde A y representa una funcién en el espacio fase.
Es posible definir la transformada de Weyl en términos de los elementos de matriz del
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operador en la base de momentos

Az, p) = /e_im/h’ <p+u/2 ‘A‘p — u/2> du. (4.12)

Utilizando la transformada de Weyl es directo mostrar que la traza del producto de dos
operadores A y B estd dado por la integral sobre el espacio fase del producto de sus

transformadas de Weyl
// x, p) B (z, p) dzdp, (4.13)

mientras que el valor esperado de un observable A se calcula como
Tr [5A] = Tr 0wl 4] = (0] 4] 0) = /pAdxdp— (4) (4.14)

donde p es el operador de densidad para un estado puro |} p = ¢ ) (]

La funcién de Wignelﬂ en el espacio de configuraciones se define como

51 '
W (op) = 2 = [ o+ y2) 0 - y/2) dy (1.15)
que puede verse como la transformadai de Weyl del operador de densidad p. En términos
de esta funcion, el valor esperado de A es

fl //W x, p) A(x, p) dxdp. (4.16)

Tenemos entonces que el valor esperado de A se obtiene por lo que parece el promedio
en el espacio fase de la cantidad fisica representada por A(z,p) con una densidad de
“probabilidad” W (x, p) caracterizando al estado.

Si la funcién de Wigner (4.15]) se integra inicamente sobre el momento p o sobre la
coordenada ¢ se obtiene

/W (z, p)dp =" (x) ¢ (x), /W (z,p)dp =" (p) ¢ (). (4.17)

La primera ecuacién integral produce la densidad de probabilidad en el espacio de con-
figuraciones, mientras que la segunda produce la densidad de probabilidad en el espacio
de momentos, o en otra palabras, la proyeccién de W (z,p) sobre el eje z produce la
distribuciéon de probabilidad en x, mientras que la proyeccién sobre el eje p produce la
distribucion en p. Fisicamente la funcién de Wigner exhibe la distribucién de probabilidad

3El operador de densidad tiene la propiedad de que p? = p y entonces T'r [ﬁﬂ =Tr[p =1
4La funcién de Wigner fue introducida por Eugene Wigner en 1932 para estudiar correcciones cudnticas
a las propiedades estadisticas de la termodinamica de sistemas cudnticos.
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simultdneamente en las variables x y p. Dado que W (z, p) puede tomar valores negativos,
a la funciéon misma se le da el titulo de “cuasi-probabilistica”

Propiedades

e La transformada de Weyl del operador unitario 1 es 1;

i=/?”Wﬂw+wﬂﬂw—wwwwi/fWMMx+W2—m—ymnwz1

por lo tanto
[ pdsap e =1,

con W (z, p) normalizada en el espacio x — p, tal que [ [ W (z, p)dxdp = h1.

e En el espacio de configuraciones, si 1 (x) — ¢ (x —b) entonces W (x, p) —
W(x =0, p).

e En el espacio de momentos, si ¥ (z) — 1 (z) e =%/ entonces W (z, p) — W (z, p — by).

La funcion de Wigner actia como una funcion de peso que puede tomar wvalores
negativos. Asi, los valores esperados de funciones que definen al hamiltoniano H son

(z) Z//W(:m p)xdzdp,  (p) Z//W(x, p) p dxdp,

@)= [ [wanTe W)= [ [ W)U dedp

de los cuales el valor esperado del operador hamiltoniano H es (H) = [ [W (z, p) H (x, p) dadp.

Un ejemplo de la aplicacion de la funcién de Wigner lo encontramos en el oscilador
armonico sitmple que tiene el operador hamiltoniano

~2 2
= 2p—m + m;” 72, (4.18)
y el calculo se realiza para el estado base
1 /mwNY4 22 me

Para encontrar (H) necesitamos primero calcular la funcién de Wigner para el estado base

1, lo cual resulta
2 _ 22 2?me

WO ($, p) = ﬁe_mwh b

luego, el valor esperado de H en el estado base es

(H) = / / Wo (2, p) (% + m“22”72) ddp — %
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En d — dimensiones, la transformada de Weyl del operador A se generaliza como

A (mly x27 . 7p].7 p27 - ) - // e 6—i(p1y1+p2y2+m)/ﬁ

X <CC1+2/1/2, x2+y2/2,...’A‘x1—y1/2, xz—y2/2,--->dy1dy2-~.

mientras que la funcion de Wigner para un estado puro ¢ (zq, xa,...) es

1 .
W (xy, 22,...,p1, D2, ...) = hn / / oo e HPyitpaya ) /R

X (v +y1/2, 22 +1y2/2, .. ) (N (331 - 91/2, Ty —Ya/2,.. ) dy,dys....

Se puede concluir que el “ formalismo de Wigner-Weyl” [67] asocia una funcién en el
espacio fase con un operador en H, donde el operador lineal actia en la forma

fl—>a(:p,p) = I —Dp, T —w,
en donde la matriz de densidad es remplazada por la funcién de Wigner
p— Wiz, p).

Algunas propiedades fundamentales son:
Tr(Aj) = / dedpalV,  AB > ab+O(),  — [A B = {a 0} + O ().

Para establecer el formalismo Weyl-Wigner-Moyal, lo que se hace ahora es introducir un
ordenamiento en el mapeo Weyl-Wigner a través del producto-x.

4.2.2. Producto x de Gronewold-Moyal

Un ordenamiento normal o simétrico definen una base en el dlgebra de operadores A
y en el producto-x estd contenida la prescripcién de orden, es asociativo, no conmutativo
y relaciona funciones conmutativas f () sobre un espacio no conmutativo. Asi, el mapeo
W establece un isomorfismo entre las bases de A y A [72] (un isomorfismo entre las
bases monomiales contenidas en A con un ordenamiento simétrico de la base de fl)
Bésicamente, la deformacién de un dlgebra conmutativa (A) a una no conmutativa (A),
tienen la misma topologia y leyes de adicién pero el producto es el estrella (%) el cual

tiene incrustado el caracter no conmutativo, ya que

e ¢l producto-x sustituye al producto punto = es unico
e es la tnica deformacién asociativa que no viola el principio de correspondencia.

e puede preservar la unitariedad, aunque si rompe la simetria de Lorentz.
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En la correspondencia Weyl-Wigner con ordenamiento, surge el pardmetro de no conmuta-
tividad 6, y en el limite # — 0 se recuperan las expresiones no deformadas. El producto-
puede construirse a través de un ordenamiento normal o simétrico [72], el cual define una
base del algebra A.

Theorema 4.2.1 La aplicacion de Weyl W : A — A es un dlgebra isomorfa de (A, x)
en (A, -).

Los célculos explicitos en donde aparece el producto-x pueden consultarse en ([71] ), donde
el * contiene la informacion de no conmutatividad y aparece en la definicion

h=
A% B = Aexp (%P) B. (4.20)
AR — — =
Esta es la forma usual que encontramos en la literatura, donde P := %azp — 8%%. Otra

4+ B) = e (30,00 AWV B () omy

En el limite A — 0 el producto-» de Moyal se reduce a

lim (Ax B) = AB,

h—0

para cada A, B € A. El espacio tiempo no conmutativo esta discretizado por celdas de
tamano . Ahora, si se desarrolla la exponencial en serie de potencias de (4.20]), se tiene
que

(f29) ()= () g (@) + 05 {f (&), g(@)} +O (&),

donde el * es tinico para cada corchete de Poisson. Para las funciones en A el conmutador
se define por

foa]=Fxa—g+]
Algunas propiedades del producto-x o de Moyal son:

1. El producto-x de funciones es
(f*g)xh=f*(gxh) Y /dtdyf*g:/dtdyf-g. (4.21)

2. En el plano (x; — z2) no conmutativo, el conmutador se escribe

Ty * Ty — Lo *x Ty = [T1, Tal, = i0.



4.3 ESTADOS COHERENTES 89

3. Las coordenadas z3 y Z3 en el plano complejo C no conmutativo, se definen por
T3 = T + i[L‘Q Zf'g =T — ifL‘Q, (422)

con el conmutador
[xg, fg]* = 26, (423)

y los anélogos de los operadores de creacién a' y aniquilacién a son
3 t_

S _ T
““ v 7 V26

4. El producto estrella puede definirse en un espacio fase (z, p) en 2-dimensiones
([73],[74]) a través del producto de funciones f (x, p), g (z, p).

— [a, d'], = 1. (4.24)

Fisica cuantica y brackets de Moyal: El producto estrella f g de las funciones
fy g, con A\ =1ih/2, es entonces

o

frg=3 2P (1 9= f Ty, (1.25)

n=0
donde P™ representa a la n-ésima potencia del bracket de Poisson, asi

— of dg  Of Og
=f P g= . — - =P
{fogt=fPg=5; o~ . O (f, 9),

de tal forma que el resultado es el bracket de Moyal

{f7 g}ME[f7 g]*E(f*g_g*f)/Zha

que en esencia es el mapeo de la ley de composicion (f, g) — f *g. En el formalismo
Weyl-Wigner-Moyal el producto-* aparece directamente en el producto de campos, a nivel
de las ecuaciones de campo, etc., mientas que en los estados coherentes inspirados en no
conmutatividad no, ya que sélo dependen de 0 = cte.

4.3. Estados coherentes

Originalmente, los “estados coherentes” clasicos fueron propuestos por Schrodinger
en 1926 en el problema del oscilador arménico simple (donde la funcién de onda v corres-
ponde al movimiento cldsico de una particula con perfil estacionario). En 1963 Glauber
los introdujo en su estudio sobre la coherencia de los campos de radiacion cuantizados
[75], donde les dio su nombre. La representacién de estados coherentes es una aproxi-
macion semiclasica, donde se introducen como estados cuanticos del oscilador armoénico
y, son estados de minima incertidumbre cuya coherencia no se deforma al evolucionar,
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por lo que se pueden definir como los estados generadores (eigenestados) del operador de
aniquilacion, o como estados de minima dispersién, o como los estados generados por el
operador de desplazamiento a partir del estado base.

Debido a las propiedades de los estados coherentes, se pensé que en el espacio tiempo
no conmutativo también era posible construir objetos que se comporten en la misma
forma que los propuestos por Glauber. Bésicamente, lo que se hace es una foliacion de la
variedad del espacio-tiempo no conmutativo en semiplanos, donde la combinacion de las
coordenadas (operadores) trabajan en la misma forma que los operadores de creacién y
aniquilacion pero en el plano complejo no conmutativo, donde se define una base
y en consecuencia generan estados coherentes no conmutativos. Los estados coherentes
no contienen productos-x, por lo que no se deforma el espacio-tiempo y, ademas se fija la
direccion temporal, esto garantiza la unitariedad e invarianza de Lorentz; ademas hay un
corte natural (y entonces finitudes UV) dado por 6 = cte. En esta formulacién, el momento
candnico conmutativo se deja intacto, lo cual garantiza la preservacion de la unitariedad
[76] v la informacién de la no conmutatividad estd contenida solamente en las fuentes
de campo que definen a T}, por lo que las ecuaciones de Einstein se resuelven con los
métodos matematicos usuales. Comenzamos con una breve descripcién de las propiedades
de los estados coherentes de Glauber de la mecéanica cuédntica.

4.3.1. Propiedades de estados coherentes de Glauber

El conjunto {| a)}, con @ € C, denota a los estados coherentes, los cuales se definen
como eigenestados del operador de aniquilacién, entonces, para un estado | «);

ala)=ala), (4.26)
donde | «) son los estados coherente y, los operadores de creacién a' y aniquilacién a

satisfacen
aln)=+vn|n-1), a'|n)=vn+1|n+1).

Luego, se desarrolla el estado | o) en la base | n). Asi, dado que {| n)} son los eigenestados
del operador N = a'a (N | n) =n | n) ), entonces se tiene que

[a) = [n)(n]a),

los cuales satisfacen la condicién de normalizacién (« | a) =1,

a*man

ala)=1(0]a)f* 3 m [ n) = (0] )" 32 2 = 0 | agf? e = 1,

(4.27)

min!

5Los estados coherentes son superposiciones que corresponden a paquetes de minima dispersién, es
decir, paquetes de méaxima coherencia.
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donde los coeficientes son

<n|a>:<0

an

Vn!

de tal forma que el estado coherente | ) es igual a

a) = 0la),

| a 0|az¢—|n

Ademsds, de la expresién 1) se obtiene (0 | a) = e2lof Al comparar esta expresion
con el estado fundamental del oscilador arménico

—£8/4 | n),

ZM

donde a = &,/ V2, entonces identificamos el estado fundamental con desplazamiento en
&o del oscilador armoénico como un caso particular del estado coherente. De esta forma,
los estados coherentes son

L :e—aﬁz\i‘_% ), (a |:e_°‘|2z%<a ] (4.28)

que son construidos como la superposicién de estados de | n) fotones. La probabilidad del
estado | n) es definida por

2l Lo L (mw g\ me
Pale) = l(n | a)ff = Elmenl = - (SRad) o5,

o : - 2
y es una distribucién de Pmssonlﬂ con valor medio 7 = |a|” = Z2z2. Al sustituir | n) =

\/%7 (a)" | 0) en (4.28) obtenemos la expresién

a™ 2 aat)"”
| o el /22\/_\/1 | 0) = el /22( n!) | 0)

n

2h

= e7loF/24eal 1 0) = D () | 0), (4.29)

donde D () = e~lal’/2+aa’ o 1lamado el operador desplazamiento y puede interpretarse
como el operador del estado coherente | ), que actia sobre el vacio del estado coherente
(del oscilador arménico). En el producto de los operadoreﬂ sustituimos

T_ % _ 2 T % 2 % T
aal—a%a _ , \a|/26aa€aa:€\a|/2€aaaa

e e™

La distribucién de Poisson es: P, (z) = 2™e™%/™.

"El producto de dos operadores que conmutan entre sf, satisfacen las condiciones [A, [A, B]] =
[B, [A, B] =0, y eAtB = eAeBe3l4 Bl — ¢BeAgslA Bl
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y ahora, el estado coherente se escribe como
la) =) 1) = D (e, 0) | 0),

donde D (o, o) = el (eal—a"a) g\ operador unitario
Dt (a, ozT) =D (—a, —aT) =D (a, ozT) ,
luego, la normalizacién de | a) es

(a | a) = <‘DT0504

> 01]0)=1.

También se define al niimero medio de fotones (|a|” = aa*) como

(N) = <N> = (aldlala) = | |

con el operador nimero N = a’a que actia como N | n) = n | n). Por lo tanto, el estado
fundamental del oscilador arménico (| 0) definido por a | 0) = 0) corresponde al estado
coherente o = 0. Una propiedad de los estados coherentes es la construccion o generacion
de estados coherentes a partir del estado base, por ejemplo;

2
// d / ‘Oé N | N // | a 1h<|04‘2+|0/‘2>+%040/*’

Los operadores a y a' estdn relacionados a los operadores 4 y p, segtin las relaciones
1 i 1

(A +ip), al = —— (3 —ip),
\/ﬁ( D) \/ﬁ( D)

R h . |h
a::\/;(aT~|—a), p:z\/;(cﬂ—a),

y las coordenadas x y p del espacio fase son funcion de los eigenvalores de estados cohe-
rentes

1
=—(a"+a), p=

T

(" — ).

L
7%
4.3.2. Estados coherentes inspirados por no conmutatividad

Otro método que induce no conmutatividad en una teoria son los estado coherentes
inspirados por no conmutatividad. Basicamente, en el espacio no conmutativo se hace una
construccién que se comporte en la misma forma que los estados coherentes de Glauber,
ademas, tiene la propiedad de que solo dependen del parametro de no conmutatividad
0, no contiene al producto-x y preservan la unitariedad e invarianza de Lorentz ya que
solamente se afecta a las fuentes de campo que definen a 7},,,, con § = cte. El parametro 6
es una propiedad intrinseca del espacio no conmutativo y una longitud fundamental que
lo discretiza, ademas regula divergencias UV. En una teoria de campo, la formulacion
de estados coherentes inspirados en no conmutatividad hace que las fuentes de campo
puntuales (deltas de Dirac) sean sustituidas por perfiles gaussianos, ([59], [76]).
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Estados coherentes en el plano No conmutativo

Basados en la idea de los estados coherentes como aproximacion semiclasica en la
mecanica cuantica, se penso que un mecanismo similar debia existir en la teoria cuantica
de campos formulada en el espacio-tiempo no conmutativo definido por las coordenadas
de d operadores hermitianos z# que satisfacen

(2, 2] = i6",  pu,v=0,1,2,...,d.

La construccién se hace en tal forma que
e se fija la direccién de la coordenada temporal: % = 0 = garantizan la unitariedad,
e al satisfacer el principio de covarianza = se hacen foliaciones del espacio-tiempo

no conmutativo. Se garantiza la invarianza de Lorentz.

Por otra parte, la matriz antisimétrica 0 puede llevarse a su forma diagonal como

~

" = diag (él, 0o, . .. ,t%/z) ,

0 1
-1 0
espacio-tiempo no conmutativo y, entonces tendremos semiplanos donde cada observador
medird la misma 6 = cte. en el (2+1)-plano no conmutativo, ya que es una propiedad
intrinseca del espacio-tiempo no conmutativo. Por simplicidad se consideran solamente
los planos de dimension par, para los cuales sus coordenadas sean 2-vectores fk tales que
iy = (U1k, Yox) donde (Yix, Yor) son coordenadas del k — ésimo 2-plano no conmutativo
que satisface el conmutador

donde cada bloque es 0, = 0, , por lo que pueden hacerse foliaciones del

[Qlk: g?k] = /Leka
estas consideraciones nos permiten reducirnos a un 2 — plano efectivo para el cual § = cte..
En consecuencia, necesitamos usar estados coherentesﬁ en el 2 — plano no conmutativo
porque no existen eigenestados de las coordenadas no conmutativas y, debemos definir los
valores medios a partir de la construcciéon de operadores que se comporten en la misma
forma que los operadores de creacion y aniquilacion de la mecanica cuantica, es decir, que
satisfagan las reglas usuales de conmutacién de la mecanica cuantica. Asi por ejemplo, en
el k — ésimo plano no conmutativo, los operadores a; y aL son
1

1, . . .
ay = 5 (1k + i02x) , @J;rf =5 (16 — Ya2x)

que satisfacen las reglas canodnicas de conmutacion [ak, a” = Opby, ademas de que se
satisfacen los conmutadores

[j;k7 i‘l} - 7:0le7 [£k7 151] = Z(Slk [fjlm IA)Z] - 07 ka [ = 17 27 (430>

8 Aqui, los llamados Estados Coherente difieren a los usados en la Optica.
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donde pj es el momento conjugado. Se toman unidades h = ¢ = 1 y las dimensiones del
pardmetro no conmutativo son [0] = [longitud]®. El momento canénico es conmutativo ya
que se fija la direccién temporal [76]. Para el 2 — plano efectivo las coordenadas 2!, 72
satisfacen

&', #%] =6, (4.31)

pero no tienen eigenestados en comun debido a [77]. Precisamente, en éste punto
es donde se necesita introducir estados coherentes en el 2-plano no conmutativo, que al
igual que en los estados coherentes de Glauber, se construyen al definir operadores que
actien en la misma forma que los operadores a y a' de la mecdnica cudntica, por lo que
se definen nuevos operadores dados por

7 =

(3 +142?), 7t = (3 —da?),

Sl
Sl

que satisfacen el conmutador

[Z, ZT] _9.
En esta formulacion, no existen estados coherentes que sean eigenestados del operador de
aniquilacién, sin embargo, existen eigenestados y operadores Z v Z que satisfacen

212y==212), (212'={Z|%

donde los eigenvalores z € C, luego los estados | Z) son normalizados en la misma forma

que (4.29), por lo tanto

| Z) = exp (-%) exp (=221 |0).

El estado de vacio es aniquilado por Z, esto es Z | 0) = 0. Los estados | Z) son esta-
dos coherentes del plano no conmutativo. En esta formulacién se satisface la relacion de
completez

1
— zZ | Z)(Z |=1
= [z 12z =1,

y los “valores esperados” de las coordenadas no conmutativas 2! y 22 se definen como
(Z 2" Z) =V2Re(z) =V2z',  (Z |3 Z) = V2Im(z) = V222, (4.32)

por lo que el vector ¥ = (x, x3) representa la “posiciéon media” de la particula sobre
el plano no conmutativo. Los valores medios no representan valores propios y se pueden
medir simultaneamente, a pesar de la no conmutatividad de las coordenadas. Lo que
significa que las ecuaciones de Einstein se resuelven en las formas ya conocidas, ya que
los valores medios preservan la estructura geométrica del espacio.
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4.3.3. Efectos no conmutativos

El resultado de inducir no conmutatividad a través de los estados coherentes consiste
en remplazar las fuentes de campo puntuales por distribuciones gaussianas que dependen
de 6 = cte.; ademas, los métodos matematicos son exactamente los mismos que se emplean
en el caso no deformado. Podemos consultar algunos resultados en ([76], [77], [78]), por
ejemplo el cdlculo de la funcion de onda en el plano no conmutativo, el cual se obtiene a
partir de la onda plana expi (p'- ¢), donde p'= (p1, p2) es un vector de 2-componentes tal
que el valor medio de expi (p'- ¢) se calcula como

_Q
<Z|eip15:1+ip2552‘Z> = exp (—9% + Zﬁ f) , (433)

en donde se han definido las variables

_P1L—ip2 _ pitips
b- = 2 ) b+ = 2 .

Introduciendo la descomposicion de Backer-Campbell-Hausdorff, el resultado es

e+ 2t gin-2 P21, 2] Z)

ipji‘j

(Z |e

Zy=(Z

’

que es el valor medio de la onda plana y es el primer paso para construir la transformada
de Fourier no conmutativa. En el vector p es conjugado candnico a la posicion
media Ty es el momento lineal medio, por lo tanto, la funcion de onda de una “particula
puntual libre” no relativista en el plano no conmutativo es

V5 (Z) = (p1T)e = exp (—6’]; +ip- f) : (4.34)

en tal forma que al calcular la amplitud entre dos estados (usado en la formulacién de la
integral de camino de Feynman), estd dada por

19 = | i = (55 ) e @%) |

Note que ahora el resultado es una funcién gaussiana que depende de € con anchura-media
Vo (corresponde a la longitud minima) y no una delta de Dirac. En el limite conmutativo
0 — 0 recuperamos la ¢ de Dirac. Este resultado constituye la base para la formulacion
de la integral de camino no conmutativa dada en [76]. Asi, partiendo de la amplitud
discretizada entre dos puntos cercanos y que son de la forma , entonces se calcula

—

(Z(is1)s €Ty, 0) = (T e "N Z),

= <f(i+1)‘1 —1eH + O (62) |l_”(i)>,
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dp(z o CicH (5
- /—<$(z+1)|19 WD) 1T )e H (% P)).
(2n)?

d2pA L N ]32
:/ (Z;G’L(w(i_‘_l)*w(i))p(i) exp —1eH (f(2)7 _’(z)) ) g (435)

(2m)

y realizando los cdlculos usuales, el resultado que se obtiene en [76] es la versién no
conmutativa de la integral de camino para el kernel de propagacién

T T
Ko(x —y; T N/ exp{ / ﬁ-df—/ dr (H(ﬁ, f)—{—iﬁZ)}, (4.36)

donde el efecto de la no conmutatividad nuevamente se refleja por un factor gaussiano.
Lo mismo ocurre si se calcula el propagador de particula libre en el plano no conmutativo

(4.34), asf
Ko (2 T) = 1 2tm _m (% — 7)°
Y (2m)* \T + mo P17 (T+mb) [’

que para un limite de tiempo corto (o nulo), el kernel de propagacién es

Ko (z—y; 0) = (219> p{ %}

en donde es claro que la funcién delta ha sido remplazada por una funciéon gaussiana,
localizada dentro de una celda de drea 6 en el plano no conmutativo. Asi mismo, la
funcion de Green, la cual se define por la transformada de Laplace, tiene la forma

= Pp
Gy (x - E) = / dTe_ETKg (x —; T) = /%elp'(m—y)Ge (E'; 152) 7
0 (2)
y en el espacio de momentos la funcion de Green estd dada por
1\? exp (—6p2/2
Gy (B; ) = (_) exp (~07°/2)

2m E+Z

donde Gy (F; p?) muestra un corte exponencial para los momentos. Otro ejemplo es el
problema de la funcion de onda de una “particula puntual libre” relativista en el plano no
conmutativo. La versién relativista de Gy (x — y; E) es entonces

G (z —y; m?) EN/[De] [Da] [Dp]exp{i/jpudxu_/:df [e(T) (p2+m)+%p}}

donde, e (7) es un multiplicador de Lagrange; asi, el resultado final para el caso relativista

es
)
Go (x —y;m N/ ds e / (d 1; etPulz=y)" exp {— (s+0) %}
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dp u
= [ et
™

donde el propagador de Feynman en el espacio de momentos esta dado por

1\” exp [—0p%/2]
Go (7% ) = (%) P

Nuevamente, la no conmutatividad del espacio induce un corte exponencial en la funcion
de Green.

Por otra parte, asi como en el formalismo de Weyl-Wigner-Moyal, los estados cohe-
rentes | Z) son un método de aproximacién semicldsica que asocia funciones reales F'(2)
con operadores de la forma F (2!, #%) del espacio plano no conmutativo, esto es

F(2)=(Z|F (4% | 2),

por lo tanto, necesitamos definir a la transformada de Fourier no conmutativa. Para ello
decimos que F (&, %) = exp (ip;27) corresponde a la funcién de onda (4.33), tal que

F(:) = [ G202 | e (insi) | 2),

para la cual introducimos (4.32)) y usamos la descomposicion Baker-Campbell-Hausdorff;
el resultado que se obtiene en [77] es la versiéon no conmutativa de la transformada de
Fourier dada por

d? 0
F(2)= / Q—:f (p) exp {_Z_L (p? +p§)] exp |:+Z% (z+2)+ % (z—2)], (4.37)
en donde nuevamente aparece un factor gaussiano como efecto de la no conmutatividad.
Si f (p) = const., entonces se reduce a

Fl) = 47” exp (—%zz) | (4.38)

en el limite & — 0 se recupera la expresion de la funcion delta de Dirac. Béasicamente,
la transformada de Fourier para una onda plana es remplazada por la transformada de
Fourier de un paquete de onda gaussianas. Luego, usando la forma de la ecuacién de onda
no conmutativa puede encontrarse el propagador de Feynman no conmutativo para
un campo escalar de la forma

o(t, z) = Z [a; exp (—iEt) < Z | exp (ip;#?) | Z > +h.c.],
E.p

con los operadores a; de creacion y a, de aniquilacién, usuales en el espacio de Fock con
estados de energia y momento definidos; dado que el momento conmuta consigo mismo,
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estos seran los mismos. Por lo tanto, la versién no conmutativa del propagador de Feynman
que se obtiene e [77] es

Gty —ty, 21— 2) =<p=0|T[p(ts, 21) b (t2, 22)] | P =0 >,

2

b exp [—iFE (t; — t3)] / i—;G (E, p) x

B V2T
exp [Z% (Zl +§1_22_22>+%(21 —71—22+22):| s

donde el propagador en el espacio de momentos esta dado por la expresion

6

1
G(E, p?) PR exp (—5159) . (4.39)

Note que se observa un cut-off UV dado por 6, lo cual es un efecto de la no conmutatividad.
Por lo tanto, la modificaciéon de la transformada de Fourier se reduce a la definicién del
valor medio de estados coherentes, asi, la funciéon de Green del propagador de Feynman
es
[—6752 + 821&21 + mQ} G(tl — tg, 21 — 22) = 5(t1 — t2> X

27T 1 2 1 2
—exXp|——= (1 +Z1—2—%2) + (1 —Z1—2+=Z
) p 49( 1 1 2 2) 49( 1 1 2 2)
La funcién delta de Dirac es remplazada por una funcién gaussiana como efecto de la
no conmutatividad. En el limite § — 0 recuperamos las expresiones no deformadas (
conmutativas). En estas deducciones, las soluciones son reguladas por 6.

4.4. Soluciones asintéticamente de agujero negro

En esta parte analizamos la soluciéon Einstein-Maxwell en el formalismo de los esta-
dos coherentes inspirados por no conmutatividad, la solucion es asintéticamente Reissner-
Nordstrom que para carga eléctrica nula es Schwarzschild. Basicamente, se resuelven las
ecuaciones de Einstein con simetria esférica y estatica (1.12H1.14)) y, solamente se modifica
el tensor 7, ya que las fuentes de campo puntuales son remplazadas por perfiles gaus-
sianod’] de masa y carga eléctrica regulados por 6 ([49], [78], [79]). Asi, para el caso d = 3
tenemos que

M r?
5 — Po (T) = W exXp (_E) s (440)
e 2
ed = pger. (1) = W exp 1) (4.41)

9Las fuentes de campo no conmutativas estén localizadas en una regién de tamano /@ debido a
[#H, 2¥] =0
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y el tensor de energia-momento no conmutativo T tiene la forma [62] TJ =TTy ‘Zzi =
223, esto es

T, = diag (—pg, pr, P, PL) (4.42)
que satisface la ecuacion de covarianza T = 0 y las ecuaciones de estado son modificadas
a

r
Dr = —Pe, Y b1 ="=po = 50Po (r). (4.43)

En 6 — 0 recuperamos el tensor convencional de fluido perfecto. La densidad de materia
pe (0 carga) (4.40]) ahora estd regulada por el pardmetro 6 en r = 0, como se ve

= en r < V0 (cerca del origen), % ~ 0= py =~ py(0),
= en > 440, ‘%20:>pgzconst.<<pg(0),
= asintéticamente, en r > 2M, pg = 0.

En consecuencia, el parametro # también regula al potencial gravitacional en el origen

6(r=0) = Gy 2o 0],

4.4.1. Solucion asintoticamente Reissner-Nordstrom

La parte geométrica de las ecuaciones de campo se resuelve en la misma forma que en
la seccién m, pero el tensor definido por los campos T, dependera de los perfiles gaussia-

nos de masa py (1) = (47:;1% exp (—%) 4.40)) y carga eléctrica p, (1) = ﬁ exp (—%)
(4.41)), asi, la ecuacién de movimiento ([2.29) se modifica en la siguiente forma

1 "
= \/—_—gau (V=gF"™),

que para el caso de un campo puramente radial con F* = g5 E (1), se reduce a

T () = pe ()8,

JV

para el cual el campo eléctrico es regulado por 6 en el origen como se aprecia en la

expresion
20 3 r?
E(r)y=—7"v=;—= 1. 4.44

(r) ﬁr27(2’49) (4.44)

En la figura se muestra el comportamiento de F, depende de # para que sea
regular en = 0. Por lo tanto basandonos en [79], se resuelven las ecuaciones de Einstein
con simetria esférica y estatica (1.10) y (1.12)-(1.14]) para el caso d = 3, lo que da la
soluciéon métrica

2m(r)  Q? 1 r? r 1 r?
2u(r) _q_ 2 i 2( -, )y _ .
© 1 r + w2 |7\ 18 \/@7 27460 ) |’ (4.45)
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[a] 1‘ -; _'; EI 153 r [b] 2 4 & 3 10 r

Figura 4.1: Campo eléctrico E no conmutativo (4.44). En (a) la carga fija es Q = 1 y el pardmetro de
no conmutatividad es # = 0.5, 1. En (b) § =1, carga Q@ =1, Q = 2.

e e
Xé// N

sl

[a] -l [b]
Figura 4.2: Horizontes de eventos en Reissner-Nordstrém no conmutativo con carga fija Q =1y M =5,

10, 20, en (a) # =1 y en (b) 6 = 10.

donde el parametro de masa es

(r) 2my 3 7r?
mir)—= —— - — ].
U7 \2 10
En el limite » — oo en m (1) tenemos la masa total del agujero negro y, v es la funcién
gamma incompleta por abajo definida por

“d
'y<g;x>z/ ol e,
b 0 U

Para r pequenia el pardmetro de masa es finito y la métrica (4.45)) tiene la forma de
de Sitter como se ve de

2u(r Mo 2 4
€u():1—WT +O(T)a
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por lo que puede decirse que el pardmetro de no conmutatividad 6 puede ser relacionado
con la constante cosmoldgica A. Por otra parte, la masa total puede calcularse a partir de
la integral de flujo de €2, esto es

M = fda“ (Tg ‘matt. +Tg |el.) ;
by

que para t = cte. se integra sobre una 3-superficie . Finalmente, la solucion asintotica-
mente Reissner-Nordstrom en funcion de la masa ADM es

ou(r) 4M (3 r*\  Q? o (1 1? r 1 r? 2 3 r?
et =l-—l5Z )tV 55 —="\5 3 TVs\5 7]
Var T\ 27 46 2 27 40 Voo '\ 27 40 0 27 40
(4.46)
y los horizontes de eventos se obtienen de (") = 0, que en este caso hay uno interno
r_ y otro externo r,. El comportamiento de r_ es que decrece con la masa mientras que

r, incrementa con la masa. Al calcular la masa total M en el horizontes de eventos r
tenemos

& L [VE @ (13N e (12
M= R ANy
2\/27r9+7<%; EARE e |\ 5\ 1) ||

de donde si My es la masa de un agujero negro extremo y representa el estado final, y
entonces el proceso final de la evaporacién de Hawking, entonces

e para el valor M > M, hay dos horizontes de eventos,
e en M = My es un horizonte degenerado,
e en M < My no hay horizonte (figura [£.2).

Una consecuencia es que la energia del campo eléctrico incrementa la masa total y
el valor minimo de masa M, se obtiene en el caso () = 0 en m (r). Con esto se puede
calcular la temperatura de Hawking como T = %% [GQM(T)} |-, en funcién del pardmetro
0 y el horizonte de eventos externo como

/(3. T?r
1 v (v —) 16GQ* 3
4nT = — (1= 2| al {72 (5; T—;) (4.47)
Ty 7(%7 4_2) T+

T‘2
(B - 2 (5] 7 (55%)
1 2 10) " o \2' 40 AN

20 ~ (%7 4_2)

En consecuencia puede concluirse que las cantidades de masa y temperatura, evaluadas
en el horizonte de eventos 7, son reguladas por #. En la figura (4.3) se muestra el com-
portamiento de 7.



4.4 SOLUCIONES ASINTOTICAMENTE DE AGUJERO NEGRO 102

Figura 4.3: Temperatura del agujero negro de Reissner-Nordstrom no conmutativo con

carga fija @ =1y 6 = 0.5, 1.

4.4.2. Solucidén asintdéticamente Schwarzschild

La solucién métrica para este caso se obtiene de (4.46) para el caso de carga nula.
Por otra parte, de la ley de conservacién covariante T, = 0 se tiene que

1
0T, = —5e™0.eM0 (T, = T) = ¢" " Orgore, (T, — T4,

en donde " = Y = —py(r) y ‘19911 = p, para el caso anisotrépico, por lo tanto la
ecuacion de estado para la presion tangencial ahora es

r
pPL = —pg — 5@09 (r).

Finalmente, la solucién asintéticamente Schwarzschild ([79], [81]) que se obtiene es

AM (3 r2 AM (3 r2\\ !
2 _ . 2 2 . 2 2,.,.2 2 .2 2
= (1 7”\/7_1-7 (2’ 49>) “ +(1 T\/E,Y (2’ 49)) A (df o sin”01d8)
(4.48)

donde v (3/2, r%/46) es la funcién gamma incompleta por abajo

2

3 r? W
°l ) = dtt'/%et
7 (2’ 49> /0 “

y el parametro 6 representa una longitud minima relacionada al radio de Sitter que evi-
ta el colapso gravitacional. Para r < 6 las cantidades py, p, y p. son reguladas por 6,
mientras que en 1/ V0 — +00 se anulan y la métrica es asintoticamente Schwarzs-
child. Por otra parte, el parametro de masa se obtiene de , es decir, integrando
directamente T4, sobre la superficie de la S?, en tal forma que el pardmetro de masa es
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m(r) = 2M~ ( > 49> /v/m, donde M representa la masa total de la fuente, mientras que
los horizontes de eventos ry estan ubicados en ") = 0, de lo que resulta

A4M (3 1%
n =0 (2 40) (4.49)

a partir de la cual no es posible despejar la variable ry que define a los horizontes de
eventos, sin embargo podemos hace la gréafica de la funcién para ubicar la locali-
zacion de los horizontes de eventos tal como se observa en la figura , por otra parte,
como 1y es ahora funcion de M debemos considerar los siguientes casos:

= para M > My hay dos horizontes ubicados en r, = 6.00v/0 v r_ = 1.60v/0,
= para M = M, (caso extremo): hay un horizonte degenerado en 1y = 3.0v/6,

» para M < My no hay horizonte de eventos.

Existe entonces un limite de masa minima M = M, = 1.9v/6 /G para que la solucién sea de
agujero negro, ya que en M < M, no hay solucion tipo agujero negro sino una singularidad
desnuda. Asintéticamente en M > M, el horizonte interno r_ se contrae al origen r = 0
y el horizonte externo r se aproxima al valor de Schwarzschild ry = ry = 2M. Si ahora

2 46
2 3 M?
=2M |1 — —=T| =, — 4.50
w23 4) o
donde es claro que el primer término corresponde al radio de Schwarzschild, mientras que

el segundo término son correcciones en 6, el cual puede ser identificado o relacionado al
niicleo de Sitter. Si se toma en cuenta que para el régimen r% /46 > 1 se tiene que

2 2
~ %)T_ |2 ﬁ_r §7T_ |2 ﬁ+1L€—r2/497
27 460 >1" 9 27 40 >~ Ty T Vo
entonces, a primer orden en M/ V0 1a forma del horizonte 1} es
M M2
rg =2M(1— e 7 |.
" ( e )
En la figura (4.4)) se muestra el comportamiento regular del coeficiente métrico e*") como

consecuencia de la no conmutatividad, para distintos valores de M. Por otra parte, para
r/ V0 — 400 es Schwarzschild, mientras que en ry ~ v/0 hay efectos cuénticos.

se reescribe la funcién (2, 49) =T ( ) r <3 ) entonces la expresion (4.49) es ahora

El efecto de la no conmutatividad en la expresion métrica (4.48]) hace que sea regular
en el origen, como lo muestra el escalar de curvatura

AM

R(O):W>
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M < Mo

Figura 4.4: Los horizontes de eventos se localizan en e?*(") = 0 para Schwarzschild no
conmutativo.

la cual es regulada por el pardmetro 0, ya que es constante y positiva en r < V0, lo que
significa que al igual que para las soluciones en el espacio anti-de Sitter, una singularidad
desnuda es remplazada por una geometria regular de Sitter donde ahora es evidente que
A = M/3\/70%?, en otras palabras, hay una presién radial interna en el niicleo regular
de Sitter debido a A que evita el colapso gravitacional.

Si ahora se calcula la temperatura de Hawking, evaluada en el radio del horizonte
de eventos externo r, ([79], [80], [81]), se observa que ahora depende de 6, como se ve de

1 2u(r) 1 3 —r2 /40
=1 |% SR O, (4.51)

A7 | Or | _ A7y 4032 (3 1

T=Tt T2 2

donde la funcién de masa es
4 3 72

M= g 4.52
7“+\/%fy (27 40) ( )

Ya que la temperatura depende del parametro M, entonces se consideran los siguientes
casos

» para r, ~ V0, T alcanza un méximo en r, ~ 4.7V que corresponde a M ~
2.4\/§/GN, y luego decae a cero en r, = 1y = 3.0v/0 (radio del agujero negro
extremo),

» en M > My, T alcanza un méximo en r, ~ 2.4v/6 y decae en M — M.

» en M = My, Ty = 0 y el horizonte de eventos es degenerado.
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0.010

Figura 4.5: Comportamiento de la funcién de temperatura en Schwarzschild no conmutativo.
Alcanza su maximo en T = 0.015(1/v/6) para un valor de masa M ~ 2.4v/0 y, su mimimo en T = 0
se ubica en r; = 3.0v/0 y corresponde al caso extremo. La linea superior corresponde a Schwarzschild
conmutativo.

Para el caso cldsico r2 /46 > 1 la temperaturaes T = ﬁ. En la figura 1) se muestra el

comportamiento de la temperatura y se compara con el caso no deformado (conmutativo).
Podemos ver entonces, que el efecto de la no conmutatividad hace que la masa y la
temperatura tengan un comportamiento regular debido al parametro 6. En lo que resta
de este trabajo analizamos los efectos no conmutativos en los espacios-tiempo de Einstein-
Proca no conmutativo y Einstein-Born-Infeld-anti-de Sitter no conmutativo en dimension
arbitraria, en ambos casos se induce la no conmuttividad a través del formalismo de los
estados coherentes inspirados por no conmutatividad.



Espacio-tiempo de Einstein-Proca no
conmutativo

En la naturaleza los mediadores de las interacciones fundamentales para la fuerza
eléctrica, débil y fuerte son los vectores de bosones, mientras que para la fuerza gravita-
cional es el tensor de bosones [82]. De estas, la fuerza electromagnética es descrita por la
teoria de Maxwell la cual tiene la propiedad de ser invariante de gauge con dos grados de
libertad que corresponden a los estados transversos de la onda electromagnética (grados
de polarizacién), donde el causante de la interaccion es el fotén (de masa m = 0), pero
,qué ocurre si m # 07, en 1934 Proca desarrollé una extensién a la teoria de Maxwell a la
que agrego un término de masa que rompe la simetria que hace que ya no sea un invariante
de gauge (fotén masivo), en consecuencia la condiciéon de Lorentz es una restriccion del
campo vectorial, ademéas de que ahora aparecera otro grado de libertad que corresponde
al estado longitudinal de la particula. El resultado es que la ecuacién de Proca es una
ecuacion de onda relativista para una particula de espin-1 de un campo vectorial masi-
vo real, que describe la interaccién débil donde el mediador es un vector de bonson vy,
se establecen rangos + de energia y carga, asi como de espin entero s # 0 (finito). Por
mencionar, otras ecuaciones de onda relativista son la ecuacién de Klein-Gordon (para
m = 0y espin-0), de Dirac (m # 0 y espin 1/2), de Maxwell (m = 0 y espin-1), etc. El
lagrangiano de Proca se define como

1 1
L= = Fu P 4 omP A A — A, (5.1)

donde el tensor de Faraday F'*” depende de A* que es el 4-potencial y j, es la densidad de
corriente. De aqui que al variar la accién se tiene que las ecuaciones de campo de Proca

106



107

resultantes son

AV — 9" (9,A") + m*A” = j, (5.2)

de donde para m = 0 se recuperan las ecuaciones de Maxwell. Cuando se acopla el campo
de Proca con gravedad, la solucion de este modelo con métrica esféricamente simétrica
y estatica para dimensién d = 3, describe un campo vectorial masivo o de espin-
1 donde las ecuaciones a resolver son ecuaciones de onda altamente no lineales que se
resuelven a través de la teoria de perturbaciones, dando como resultado un espectro de
masas que a primer orden con ¢ — 0 se reduce a la solucién Reissner-Nordstrom. Sin
embargo, la solucién presenta una contribucién asociada al campo de Proca que impide
la formacién del horizonte de eventos y se genera una singularidad desnuda [83]. Por otra
parte, a la fuerza de interaccién se le conoce como interaccion de Procaﬂ por lo que a
la carga de la fuerza se le denomina carga de Proca. Tenemos entonces que la densidad
lagrangiana de Proca es

L=+/—g(aF, F" + BA,A"), (5.3)
donde g = det[g,,| vy las ecuaciones de campo (5.2)) son ahora 9,F" + ¢*A” = 0 con

F, =V,A, —V,A,, con la constante % = —0?, por lo tanto, la ecuacién de Proca se
escribe

1 s

——0, (V/—gF") — —A" =0.
V=g (vV=9™) 2a

Mientras que el tensor de energia momento de Proca se calcula a partir de la variacién

(0% 1 oL
T, =2~ "= 4
12 87T /_—959“V (5 )

la constante aj; es un parametro que indica que tan fuertemente el tensor de energia-
momento contribuye a la fuerza gravitacional. Especificamente tenemos la expresion

1
T = QQFSFW + BAA, — §gW (aF,, F7P + A, A7),

el cual no tiene traza y como Fjy = Aj = —Fpy; por la simetria, escribimos al tensor de
energia momento de Proca en forma explicita como

i 0 0
0 e~ () 0 0
_ 12
T,ul/ - aAO 0 0 _T26—2y(r)—2y(r) 0
0 0 0 —r2gin? e~ 2(1)—2u(r)
1 0 0 0
B A% 0 e2v(r)—2u(r) 0 0
+T 0 0 r2e—21(r) 0
0 0 0 r2 sin? fe—21(r)

'La fuerza generada por la carga se refiere a la carga de Proca. En el modelo de Proca los ciimulos de
carga de Proca no se cancelan entre si, por lo tanto hay una contribucién al campo gravitacional debido
al campo de Proca.
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Luego se resuelven las ecuaciones de Einstein-Proca usando métodos perturbativos, nues-
tro trabajo se basa en el método empleado en [83] el cual puede consultarse para entender
los detalles. Basicamente consiste en calcular la ecuacién de continuidad y por otra parte
escribir la componente Ryg como una funcion de v, para luego realizar el cambio de va-
riable ¥ = f (coeficiente métrico 00) en ambas ecuaciones, de donde se define a = —%
y B = p*eo. Aqui la constante ¢, actia como la g)eQrmitividad eléctrica, pero en este caso
para el campo de Proca, ademas, se define € = m% donde g se refiere a la carga de Proca.
Por otra parte se definen los parametros x = or (adimensional) para la coordenada r y

Ay = su para el potencial, en las cuales se realiza una expansiéon de la forma

f=fotefi+eEfat -, (5.5)
U= uy+ euy + Eug+ - -, (5.6)

y luego son remplazadas en la ecuaciones de campo. Por lo tanto, a orden cero se tiene el
siguiente conjunto de ecuaciones

( o+ %fé) f3=0, (5.7)

2
(Ug + EUB) f8 =uofo (fo+xfl), (5.8)
donde la primera ([5.7)) tiene la solucién

b
fo=a+—.
x

Luego se hace la expansion a primer orden, la cual da correcciones a la métrica, por lo que
la solucién que se obtiene de resolver el sistema de ecuaciones a orden cero en conjunto
con el sistema de ecuaciones resultantes a primer orden es

oM —2pr co —2pr
) —q M@ (6 + 92/ erz dr) ; (5.9)

r €0 72

donde el término entre paréntesis es la solucién particular que se obtiene a primer orden.
En el limite o — 0 la solucion corresponde a un rango infinito para el vector potencial,
de donde se recupera la solucion Reissner-Nordstrom. Note que hay una contribuciéon al
campo gravitacional que proviene de la energia clasica total de los campo, lo que implica
la presencia de una singularidad desnuda.

5.1. Einstein-Proca no conmutativo

El espacio-tiempo Einstein-Proca no conmutativo en (3 + 1) — dimensiones es la
primera de las soluciones gravitacionales que analizamos en este trabajo. Aqui, resolvemos
el espacio-tiempo con la métrica

ds® = e’ dt* — Xdr? — 1? (df? + sin® 0d¢?) | (5.10)
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y empleamos el formalismo de los estados coherentes inspirados por no conmutatividad
como se establecio en la seccién (4.3), en donde aprendimos que la parte geométrica de las
ecuaciones de Einstein corresponde a los valores esperados de los operadores de posicion
y basicamente se comportan como coordenadas del espacio tiempo, mientras que para el
tensor de energia momento generado por las fuentes que producen los campos sufre cam-
bios relevantes, ya que las fuentes puntuales de campo que lo definen son remplazadas por
perfiles gaussianos de masa y carga los cuales son regulados por el parametro
de no conmutatividad 6 [84], llegando a la conclusién de que las ecuaciones se resuelven
a través de los mismos métodos matematicos empleados para el caso conmutativo. Por lo
tanto, se resuelven las ecuaciones de campo usando la teoria de perturbaciones tal como
n ([83]). De esta manera, se define entonces al tensor no conmutativo T}, como

1
(Tne)t! [materia= diag (ha, h1, hs, hs), hs := hy + §$axh1,

en donde la funcion h; solo depende del pardmetro no conmutativo € como se ve de

M 2

hl = —pPm = — e 40

(47r9)g

fisicamente podemos pensar en que ahora la fuente de campo gravitacional esta contenida
en una celda de tamano 6, que en el limite 8 — 0 el término de materia p,,, correspondera
a una fuente de campo gravitacional puntual localizada en el origen. El tensor satisface
la ecuacién de continuidad V, (T,,.)"” = 0, de donde se obtiene

1
(Tnc)g |eléct7’ico: QQFSFV(S + BA,U,AI/ - 59;11/ (anJFpU + ﬁApAp) )

con A, el 4-potencial electromagnético, F),, := 9,4, — 0, A, por lo tanto se tiene

0, (V=gF) - Lar = Ly

20 4o "

1
v—4
en donde J, define un flujo de corriente no conmutativo ya que

Q =
(470)>

J#c = (gh 6) ) g1 = Pe =

para la cual p. es una distribucién gaussiana de carga eléctrica (4.41). Para resolver las
ecuaciones de campo tomamos A" = (A, 0, 0, 0) e introducimos las parametrizaciones

1
a = ——€p, ﬂ - Q2€07 s = %7
2 €0

junto con las variables dimensionales de posicién r y de campo eléctrico u;

x = or, Ag = su.
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Lo que sigue es realizar expansiones en serie, de donde para hy, hsy v g1 se define el
parametro

que consideramos muy pequeno. El primer paso consiste en desarrollar las expansiones de
las ecuaciones de campo a orden cero, lo que nos deja el conjunto de ecuaciones

1 e Vo e—VOth I//

0
- — — —— =0 5.11
khse ™ uyh 1 1
— T — ;0 — §V62 — 51/6/ = 0, (512)
/
- 23?260 ey + 2% ol =0 (5.13)

las cuales describen el campo gravitacional de una distribucién de masa con carga eléctrica
definida en el espacio-tiempo no conmutativo, la derivada es / = d/dr. Como segundo paso
desarrollamos ahora a primer orden en €, obteniéndose asi el conjunto de ecuaciones

— %e_z”‘)ug + e_;‘;)\l — Khleg;m)\l — %e‘”“u(f + %/1 =0, (5.14)

%B_QVOU(Q) + e_;(;Al — theg;lm)\l — %e_”oug - % =0, (5.15)

%em}ug — % %e%{? + % + %l)\’ly(’) — % — Zu{y{) — %y{’ =0, (5.16)
e oy, — 2?@2;) — e ugh; — 2?&;160 + 2% + —%Xlug — %yiug +uy = 0. (5.17)

Solucién de las ecuaciones de campo: Primero resolvemos a orden cero en ¢

para (5.11)) - (5.13)), donde multiplicamos (5.11) por —z?e*°, e integramos directamente

en tal forma que el coeficiente métrico e” tiene solucién

bk [
W=1+-——— [ 2’hi(2)d
e +x 02/02 1(2)dz,

para la cual si b es una constante de integracion que pedimos sea b = 0, entonces existen
soluciones regulares en x = 0. Al sustituir h; obtenemos en la expresién anterior se tiene

koM 1 3 2
w _ 1 N 5.18
c 232 g | (2’ 40%0 )"’ (5:18)

la funciéon gamma incompleta por debajo v define un limite diferente de cero

v (n, z) ::/ 207t dt,
0
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Por otra parte, de la ecuacion encontramos el potencial ug (), en el cual (5.18)) se
interpreta como una correccion en el espacio de Minkowski, esto es

e =1+¢e(x),

que al comparar con (|5.18)), se identifica

kM1 (3 a2?
6(x)—_27r3/257 2" 4020 )

la cual representa una pequena perturbacion que puede tomarse como cero y €”° = 1, de

tal forma que (5.13)) se reduce a

!
250%€

/

—U0+2_+ 0 0

que tiene solucién homogénea en yo = e */z y y; = €*/x y, la variacién de algoritmo de
parametros nos da la solucién

Uy = CoYo + C1Y1 — Yo ’ dz v (2) () I1
o W (v, ) (2) 28@ 60 W (%o, yl) (2) 250%€)’

donde W (yo, y1) = 2/2% es el Wronskiano de yy y y;. Note que para y; = €*/z hay
divergencia en x — 00, sin embargo del ultimo término vemos que

r 2
2 _ 2 2
e 9/ dz ze (z-i—?g 9) /4o 07
0
de esta forma elegimos
o0 2
2 _ 2 2
¢ = —e? 9/ ds ze (2+20%0)" /40 o
0

para regular la solucién en oo ya que c;y; converge en x — 00, luego al agrupar c;y; con
el cuarto término y coyo con el tercer término, aparecen funciones gamma incompletas
por arriba y por abajo respectivamente. Finalmente, la solucién para el potencial ug es

up (z) = ¢ e __Q all x 20°07 () (5.19)
" "z (47)*/* 4s0%€o ’ '

nfs =)

} (5.20)

_ e’ (z —2a)” 2a)°
U (z) = {7 [1, 1

(z + 2a)
4a

1
s
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upix) ug(x)
10 06

08
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0sf

0af

o1l
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3 4 [b] 0o 05 10 15 20

] o

Figura 5.1: (a) En el limite a — 0 la funcién g es e=* /2. La funcién g (z) con a = 0.05, 0.005, 0.0005
de abajo hacia arriba. (b) En z = 2a = 20?0 la funcién tiene un pico alrededor de a en z = 0.5. La
funcién g (x) con a = 0.4, 0.5, 0.6 de izquierda a derecha.

aqui a := ¢%0, v (n, 2) es la funcién gamma incompleta por abajo y I' (n, z) la funcién
gamma incompleta por arriba

[(n, 2) ::/ Y 2e e,

La ecuacion (5.20)) es una funcién simétrica para el potencial adimensional ug. Las graficas
(5.1)) muestran el comportamiento de wuq ([5.20)).

Ahora resolvemos a primer orden en el mismo camino que se hizo para el caso de
orden cero, esto es, encontramos € a partir de las ecuaciones ([5.14))-(5.17)), donde el término

de tipo Schwarzschild en e define la funciéon

koM 1 (3 :L“2>
€= - )

S 2m322 '\ 2 da

_ koM
T 8m3/2

y definimos el parametro 0 : que es muy pequeno, en tal forma que
e =1—¢(2) = e 0 =1 —2¢(x),

donde v = € () es bastante pequena, ademds, ya que por definicién v (x) es de primer
orden, también es de primer orden en 4, por lo tanto eliminando términos de orden superior

/
v
V42t = F (),
x
que tiene solucion

d * 1 [
v =dy + ;1 + / 2F (2)dz — —/ 22F(2)dz, (5.21)
0 0

T

donde

x _ _ 2K _ ‘ _
F(2) = e ™uypug + 2 20ug + e oup? — e ”°h3/ dz ze”?0ug.
2 0?
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Finalmente, la solucion de la funcion métrica en esta aproximacién es

, koM 1 (3 z*
‘ 4‘%?(57@ tule).

Comportamiento asintético del potencial electromagnético v (z);

= En el limite o # 0y 8 — 0, la solucién se reduce a

—z 2 —2x —2x
uo(aj):coe— = 1/1(:10):@(6 —/6 dx).

T 2

= En el limite o — 0 y 6 # 0, tenemos:
20A

ug (r) = . e "0 gy

donde A := Q/2seo (470)*? y el campo eléctrico ([62]) esté dado por

Q 1 3 r?
Efr)=-——=—77(5 7]
dregr? /m "\ 27 46
Notemos que si el potencial escalado ug y la funcién métrica 4 son regulares en el origen,
entonces la funcién F (z) corresponde a

F () = ug + 2u,

donde se uso el hecho de que e = 1 en el orden mas bajo y, en x = 0 la solucién es
regular. Es claro ver que si tomamos dy = d; = 0 en la expresion ((5.21)), la solucién debe
ser regular para v; () en x = 0 y puede verse con mayor detalle si

2 1
Vl(l'):X— {1+8e“af (ﬁ,a)]$—|—...

a

donde el término x;= Q/4y/mq es el pardmetro que mide la fuerza de la carga @ de
una particula de prueba a la carga de Proca ¢, en esta interpretacion, por simplicidad
puede asumirse que y < 1. Por otro lado, si # < 1 entonces F'(x) es positiva y finita
en x = 0 y por tanto v; también lo es, por consiguiente un horizonte que surge de la
solucién a orden cero y de sufrird un cambio de su posicién original cuando se toma
la correccion vy, lo cual es un efecto que surge de la no conmutatividad. Dado que no se
tienen calculos explicitos, consideramos el caso cuando a > 1 (en el régimen fuerte de la
no-conmutatividad) para elegir un ¢y adecuado, luego tenemos la expresién asintética:

2y l—e"" 2y 1—%35 para x <1,
para x> 1,

uo(x)—\/a PN %
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Figura 5.2: La funcién vy (x) para a =1, 10 (x = 0.1) de arriba hacia abajo.

como a — oo. La funcién F'(z) en este caso es

4)(2

F(z) = axt

1+ 227 — 27 — 2we™ " — dae " + e + 2ze”F + 3aPe

e 2 4 2we ™ 4 327,

y las dos integrales fo‘r 2F(z)dzy f * 22F(z)dz pueden calcularse, tal que la funcién métrica
es

n@) =2 as @) -2 )

donde )
fi(x) = fo— —[1 — 27 —QpeT — 7 4 Qpe

—22°Fi (—27) + 62°Fi (—z) — 42° In (z)]

y
fo(z) = =2 — 3z + 4e” + 8we” — 2™ — 5xe®® + +4x2e*”

aqui fo:= —% + 2y —1In(2) y v es la constante de Euler dada por

Ei(z) = / R

Lt
La grafica (5.2)) muestra la solucién vy para algunos valores del parametro a.

Resultados: Se analizaron los efectos de la no conmutatividad en el espacio-tiempo
de Einstein-Proca. Al evaluar la solucién en el limite § — 0 se recupera la solucion
no deformada (conmutativa), la cual tiene la caracteristica de que el término de Proca
contribuye al campo gravitacional. Ademas, si se analiza el limite ¢ — 0 la solucién se
reduce a Reissner-NordstromPl

2Teéricamente se piensa que la mayorfa de los micro agujeros negros se crearon en el universo tem-
prano,y que se estdn evaporando como consecuencia de la radiacion térmica que emiten, sin embargo, ya
que la solucién de Proca considera rangos positivos y negativos de energia, entonces la parte positiva de
la solucién describe a dichos objetos pero con una singularidad desnuda [83].
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Al analizar el resultado, solamente se consideraron como posibles soluciones a aque-
llas que hacen a la funcién métrica regular en el origen (en x = 0). La ecuacién para el
potencial ug () depende de exponenciales decrecientes y funciones gamma incompletas
por arriba y por abajo que permiten elegir las constantes adecuadas que hacen a la solu-
cién regular. Otro resultado es que los horizontes pueden evadirse como consecuencia de la
contribucion de 4, lo que garantiza a # 0. Finalmente, en el limite de no-conmutatividad
medido por a — oo, la funcién vy () toma valores en ese régimen y se percibe como
una pequena perturbacién en el coeficiente métrico a orden cero e€*°. Asi, en a — oo la

pertubacion es
19

“3an”



Termodinamica del agujero negro
Finstein-Born-Infeld-anti-de Sitter no
conmutativo en dimensioén arbitraria

En este ultimo capitulo analizamos algunas propiedades termodinamicas de la so-
lucion Einstein-Born-Infeld-anti-de Sitter no conmutativo. Las ecuaciones de campo se
resuelven en dimensién arbitraria y, luego se analiza el caso en (3 + 1) dimensiones. Es
interesante analizar este tipo de soluciones, ya que los agujeros negros son objetos ma-
croscopicos en donde la fuerza de gravedad se impone, sin embargo, a través de sus
propiedades termodinamicas es posible establecer una relacién entre gravedad-cuantica,
derivada de la emisién de radiaciéon por la cual los agujeros negros se evaporan hasta
desaparecer. Precisamente en este proceso los efectos cuanticos se vuelven relevantes, ya
que se piensa que se crean pares de particula-antiparticula que dan origen a la radiacion
([85], [86], [87], [B5], [88], [89], [O0]). Por otra parte, los efectos de no conmutatividad
en estas soluciones muestran resultados bastante interesantes que permiten un estudio
mas completo de dichos objetos, asi por ejemplo, un ejemplo concreto es el calculo de la
temperatura de Hawking, en donde a diferencia del caso no deformado 7T es finita en el
origen 7 = 0 debido a que depende solamente de 6. Se espera que la no conmutatividad
cure algunas divergencias en propiedades termodindmicas de agujeros negros.

La solucién Einstein-Born-Infeld-anti-de Sitter no comnutativo inspirado en los es-
tados coherentes se obtiene introduciendo un tensor de energia-momento no conmutativo,
segun lo aprendido en el capitulo (4.3), ya que la no conmutatividad estd incrustada en

las fuentes de campo en T},,,, mientras que la geometria del espacio basicamente se trabaja

116
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con el uso de los valores esperados de las coordenadas no conmutativas lo que origina que
estos se comporten en la misma forma que las coordenadas del espacio-tiempo conmutati-
vo. Como ya hemos mencionado con anterioridad, el formalismo de los estado coherentes
inspirados por no conmutatividad garantiza que se preserve la unitariedad e invarianza
de Lorentz. Asi, el problema se resuelve para el caso de simetria esférica y estatica en
dimensién arbitraria (d + 1) — dimensiones, como se ve de (L.31)-(1.33). En este trabajo,

la no conmutatividad se induce en dos distintos casos, para los cuales determinamos que:

e En el modelo A la carga eléctrica no se deforma =- tenemos entonces que

§ = phlase (.40) y pg " (r) = €d.

e En el modelo B la masa no se deforma = tenemos entonces que ed — p5*"%* (r)

&) y pitose = 5.

Con esto en mente procedemos a resolver cada modelo.

6.1. Modelo A: Deformacion no conmutativa de masa

En este modelo, la modificacion de la estructura del tensor de energia momento en
dimension arbitraria es dada por la deformacién de la masa y tiene la expresion

Th = diag (h1, h1, hs, ... hs), hs = (r*hy), [2r, (6.1)

donde las primas indican la derivada /r = d/dr y, la funcién h; es el perfil gaussiano de
masa

M 2
hy = —pm(r) = ————=e /%,
(470)"/?
En el limite # — 0 se recupera la expresion de la funcion delta para una fuente puntual
de masa total M localizada en el origen 7 = 0. Necesitamos ahora normalizar la densidad

de masa p,, (r) para futuros cdlculos, entonces lo que se hace es integrar

[ dzon ) =

por lo tanto se normaliza al tensor (6.1). El resultado nos deja la forma del tensor T,
como

(S;w = dlag (—hl, hl, hg, R ,hg) . (62)

Por otra parte, como se obtuvo en el capitulo 3| para el caso Einstein-Born-Infeld-anti-de
Sitter, las ecuaciones de campo a resolver son las siguientes

OL(F) 1 OL(F) . 1
R“y — AgW = W + 59#1/ —L (F) + ng + 87 ‘Iﬂl’ — égm,i)j\ s
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pero con un tensor no conmutativo definido por (/6.2)). Recordemos ademas que trabajamos

con un campo eléctrico radial, por lo que F;. = F (r) debido a la simetria esférica y

estatica. De esta forma se obtienen las siguientes relaciones que simplifican los calculos
OL (F) OL (F) OL(F) OL(F)

8900 - 8911 ’ 3922 - 6933 ’

aqui escribimos e = gog, € 2 = g11 ¥ Gii = Go,9, (con i = 1, 2) y, L (F) corresponde al
lagrangiano de Born-Infeld en dimensién arbitraria dado por

L(F) = 4b® (1— \/1—E(r)2/b2),

de donde puede encontrarse la expresion del campo eléctrico en dimensién arbitraria, el
cual es claramente regulado por b en r = 0 como se aprecia de

_ Q
o \/TQ(d—n_i_Qz/bz'

Continuando con el desarrollo, partimos de las ecuaciones (|1.31)) y (1.32)) en donde encon-
tramos la relacion constitutiva

E(r) (6.3)

Ry = —Ru; = p+v =0,
y usando la expresion ([1.33)), obtenemos la ecuacién diferencial

d—2 1 , 4,5 o
L), A

1 oL (F)

§L (F)+ 50

900 - 87Th17

que al sustituir el término de campo eléctrico (6.3)) toma la forma

d—2,-2v
-2 (T Tfl )'T =A— %b (b?”d_l —V/Q2 + bQTQ(d*U) + ﬂe—r“’/fw’

2 (4#9)51/ 2

o equivalentemente se escribe

M
(rd’2e’2”)/r = (d—2)r"? = Ar?t 420 (brd’l —VQ?+ 627“2(61*1)) B pd=le=r/40,

(470)"/?
(6.4)

la cual ahora puede integrarse directamente. De esta forma la solucion métrica es

1 2 2 2(d—1) Q2
e—z”:1+i——/\r2+ab2r2<1— 1+ © >+ [d-1) @

ri—2 4 h2r2(d—1) d yd—2

X/Oo ds StM 1 <d r2)
T o a2z \5 1p )
r /SQ(d_l) + cg_; 2 r 2 40
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M(r.,)

161

[a] =" s 1-5r[b]
Figura 6.1: En (a) la masa ADM para Q = 1y b= 0.1 (linea azil), b = 10 (linea roja), b = 10 (linea
discontintia) para § = 0.45 y £ = 10. En (b) se localizan los horizontes de eventos en e?* = () para caraga

fija Q@ = 1, £ = 10, b = 1 para valores de § = 0.01 (linea azul), § = 0.45 (linea roja) y # = 1 (linea
discontinia).

aqui by es una constante arbitraria y v (n, z) es la funcién gamma por abajo definida por

v (n, z) E/ dtt" et
0

Luego, se hace uso de la identidad

1 oot dt
2 F1 (—, 0;c+1;—2) =C/ T )2
2 o (14 2t)

con ¢ = cte.. Equivalentemente la solucién métrica [91] toma la forma

b 1 2 2 2(d—-1 2
e =142 —Ar2+—b2r2<1— 1+ e ))—l— ( ) @

rd—2 d p2p2(d—1 d(d—2) /2D
1 d-2 3d—4 Q? StM 1 d r2
X oIy <§’ 2(d—1)" 2(d—1)’ _b27ﬂ2(d_1)> T ond/2 Td/QW <§, @) , (6.5)

la cual en este caso, depende ahora directamente de los parametros de Born-Infeld b y
de no conmutatividad 6. Para el analisis de la solucién, nos restringimos ahora al caso
particular (3 + 1) — dimensional de la solucién (6.5)), en donde

e si tomamos el limite conmutativo § — 0 se tiene lo siguiente

bo—2M 1 2
e =142 AP+
r 3 r?

de aqui notamos que si hacemos by = 0 el segundo término corresponde a Schwarzschild.

e mientras que para valores pequenos de r la funciéon gamma incompleta por abajo
. 3/2 .
toma un valor aproximado ~ (r?) / , entonces la cantidad

1 3 7“2 1 23/2 2
() e
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deja la expresion de la métrica como

B

e =1-20Q+5 —ar*+...
T

con & = s y B = %1;((11/ /42))2 b/4Q%/2. Hay una singularidad en el origen r = 0 debido

al término que va como ~ 1/r, la cual se hace evidente al calcular el escalar de curvatura

Yoo 32 voe D (18 —100) Q*
Ry pe R = 12r_6’ R pe R = ,

4
De los resultados en el modelo A se puede concluir que la solucién no es regular y se debe
a la singularidad proveniente del campo de Born-Infeld, como vimos en el capitulo 3] La
solucion se vuelve regular solamente para by = —f , sin embargo, ya no aparecera
el limite de Schwarzschild-de Sitter. La solucién depende ahora de los parametros b y 6,
por lo que la masa ADM y los horizontes de eventos también, como puede apreciarse en

la figura (6.1]) para el modelo A.

6.2. Modelo B: Deformacion no conmutativa de car-
ga eléctrica

En éste caso las ecuaciones de Einstein en dimension arbitraria se modifican rem-
plazando la fuente puntual de campo eléctrico por el perfil gaussiano de carga (4.41]) en
el tensor de energia momento, en tal forma que se modifica la ley de conservacién (3.37))
y que ahora se escribe como

v -
Vil —/—/m——= ) =73" (6.6)
1+ F2/2b?
note que ahora hay un vector de corriente no conmutativa definido por

Q —r2/40
d/2€ ) 0 )

¥ = |pe (), 0] = 0

que para un campo eléctrico radial F,. = E (r), la ley de conservacién toma la
siguiente forma
a 6—2(M+V)rd_1E (T) _ Q €M+V/r=d_1€_r2/49
1—E(r)* /b2 (4m0)

Y

en donde al introducir la relacion constitutiva 4+ v = 0, el campo eléctrico que se obtiene
en d dimensiones es

H(r)

E(r)= :
VD H () 12
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Aqui H es una funcién relacionada a la densidad de carga eléctrica que se define como

Q T d—1 — 2 Q d 7‘2
H % z= /46 _ % .
) a0y Jy BT C oni2 '\ 2 49

La densidad de carga eléctrica no conmutativa modifica al tensor de energia momento, ya
que habra una contribucién proveniente de la no conmutatividad la cual define al tensor
no conmutativo T#. Al introducir T# en las ecuaciones de campo y simplificar el conjunto
de ecuaciones resultantes, se obtiene la ecuacién diferencial para la funcion métrica

FE
(r*2e™), = (d—2)r"" — Ard=t 4 207 (rdl — —bQ(T) + r2(d—1)) ’ (6.7)

la cual puede integrarse directamente, dando asi como resultado

b 1 > H?
e =1+ Td—EQ - aATZ + 2b2/r ds <\/b_2(s) + s2(d=1) — sd1> : (6.8)

para la cual identificamos a by = —2M como el término de Schwarzschild. De forma
equivalente podemos escribir la solucién como

2
e2u:1_&_lAr2+gb2r2<1_ 14 H (r))

rd—2 d h2y-2(d—1)
2 1 *  —H 2 d—1)H?
L2 1o H(8) 8o (5) + (d = 1) H? (). 69)
drd—2 ., \/82(d—1) + 2 (5) /b2

Note que el término que va como ~ 1/r%~2 hace que la solucién métrica no sea regular, ya
que corresponde al término de Schwarzschild. En el limite conmutativo § — 0 se recupera
la solucion Einstein-Born-Infeld-anti-de Sitter. La tinica condicién para que el coeficiente
métrico e~ sea una solucién regular es haciendo by = 0, sin embargo la solucién ya no sera
asintéticamente Schwarzschild-anti de Sitter. Nosotros estamos interesados en analizar los
efectos no conmutativos en algunas de las propiedades termodindamicas para éste tipo de
soluciones, que en este caso lo hacemos para la distribucién de masa no conmutativa y
después para la distribucién de carga eléctrica no conmutativa. A continuaciéon analicemos
algunas de sus propiedades termodinamicas.

6.3. Propiedades Termodinamicas

Antes de comenzar a analizar las propiedades termodinamicas de los modelos A y B,
conviene decir que un agujero negro en el espacio infinito puede ser termodinamicamente
estable si A < 0, para ello, se debe ajustar la temperatura para que el tamano del horizonte
sea fijo y se hace al imponer que A = cte., luego la expresion de la temperatura se obtiene
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al calcular la energia interna. Por lo tanto, se calcula la densidad de energia de superficie
en r = R = cte. [8§], a través de la expresién

— €0 (R),

donde € (R) es la densidad de energia de superficie que puede elegirse de forma conven-
cional, k es la traza de la curvatura extrinseca kq, de la (d — 1) — hipersuper ficie definida
por la métrica rzds%d_l). En general, al evaluar la métrica ds? con r = cte. obtenemos

— N2dt? + oq (da® + VOdt) (da® + VPat) (6.10)

donde asociamos alguna funciéon métrica o,,, N es la funcion lapse y V¢ es el vector de
corrimiento. Una vez calculada la densidad de energia de superficie € (R), puede calcularse
la expresion correspondiente de la cuasi-energia total

E(R) = / 493 /e (), (6.11)

en la cual la integracién se hace sobre la hipersuperficie (d — 1) — dimensional definida
por rzds%dfl) y, 0 = det(o4); por lo tanto, la expresion 1) es la energia interna
termodindmica dentro de la frontera R, por lo tanto, la temperatura del agujero negro
[88] se obtiene de la expresion

T =(5) = vt

Otras cantidades que se obtienen a partir de la energia interna son la presion

_ OE (R)
P= (8 (Q(d—l)Rd_l)) ’ (6:.12)

en(57) = (%) ()

donde la superficie de gravedad en el horizonte de eventos rgy es kg vy, la entropia del
agujero negro es S Q(d,l)rﬁl{_l /4. Por otra parte, de la expresién 1} se establece que

y el calor especifico

N? (rg) = —e2lra) — _o=2w(rn) — 0,

con el proposito de que la masa conservada coincida con la energia en la hipersuperficie,
de tal forma que la funcién lapse nos da una expresion para M = M (rg, R).
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6.3.1. Termodinamica en el modelo A

Partimos de la expresién para la densidad de energia

1 2N (R) 12N (R)
& kW= g

€(R) = — 6 (R),

de donde puede calcularse la energia cuasi-total E (R), la cual viene dada por
E(R)=—RN (R) — 41R% (R),

donde se elige a ¢ (R) sea

€0 (R) = ———1/1— —AR?, (6.13)

lo que significa que € (R) desaparece para el espacio-tiempo anti-de Sitter (en este caso
con M =0 = Q). Luego, la presién de superficie termodindmica es entonces de acuerdo a
(16.12);
0 0 (R% (R))
P=——= (RN (R —_—
7 BNV )+ =55

y la funcién lapse N2 (r) se deduce de (6.5)), de donde para N (rg) = 0 encontramos la
expresion de la masa

221 1 2 2
grM = T 1= SArh + b (1 1+%
(5 %) b*ry

+

2d-1) @ (1 d-2 3d-4 @
d(d—2) 202"\ 272(d—1) 2(d—1)" 2240 |

Por otra parte, al evaluar la expresion (6.4) en el horizonte de eventos ry encontramos
que la superficie de gravedad viene dada por

1 d-3 d—1 2,.d—1 Q? 8M 41 2 e
Rg = TE_Q [(d - 2) TH - ATH + 2b TH 1 - 1 + bQT?}d—l) o (47T0>d/2rH ¢ ’

de la cual se obtiene la temperatura de Hawking.

Si nos restringimos ahora al caso d = 3, la temperatura en la hipersuperficie r =
R =cte. > ry es

2

40

N

Amry + b2ry; (47r9)3/ 2

i
10

~
=
I
—_
2
N
N[O
SN—— | N——

1 2 8t M 2
[1 — A3+ 2%, (1 —4/1 ¢ ) S rfqe_TH/M] ,

(6.14)
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donde

1 9 2\ 402 /115 @
N?2(R)=1—-AR*+ ZV¥R*[1—4/1 i 2y A e S S
(7) gME+ bR ( +b2R4)+3R22 N\ T T R

StM 1 3 R?
22 RI\2 10 )
23/ 2 1

2 Q2 4Q? 115 @
S T AP S22 1= 1 i /. (el . S
(3 E) ¢ LR Tt ) Ter 21 T e,
27 40

(6.15)
Note que en el limite conmutativo # — 0 la funcién gamma es <%, T—H> — 1.

y la expresion de la masa ADM

STM =

Ecuacion de estado P — v

Se calcula ahora la ecuacién de estado P — v para analizar el sistema. Primero
identificamos algunas propiedades termodinamicas para el caso d = 3, tales como la
entropia S y el area A, que para la simetria esférica y estatica son

1 2
S = ZA’ donde A = Amry.

Y como se vio en la seccién (12.3)), la ecuacion de estado para las soluciones anti-de Sitter
se obtiene al relacionar a la constante cosmolégica A con la presion termodinamica P, en
donde el volumen termodinamico y la presién asociada a A son respectivamente

47 1

V=—r P=——

3 87
Por otra parte, se calcula la temperatura de Hawking como T' = kp /27 y, luego se despeja
la variable P para obtener la ecuacion de estado P — v final como

T 1 b? 16Q? M 2
p=-__- _ " |1= 1 —v?/160
v 2mv? 4w ( * bzv4) + (47T9)3/26 ’

donde v = 2ry es el volumen especifico (que depende del horizonte de eventos), en lugar
del volumen termodinamico V.

A partir de la ecuacién de estado se localizan los puntos en los cuales ocurren las
transiciones de fase para una temperatura critica T¢ a través de las condiciones

2
), (),
ov Te ov e
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0.03 r
0.02}

0,01}

—0.01[ §

-0.02L
Figura 6.2: Diagrama P — v del agujero negro de Born-Infeld no conmutativo (deformacién de masa).
Las lineas gruesas corresponden a la ecuacién de estado no conmutativa con 8 = 1 para T' = 0.04517, 0.035

y 0.026885 (de arriba hacia abajo); las lineas punteadas son las correspondientes al caso conmutativo en
el mismo orden @ =1, M =10y b = 0.45.

lo que nos conduce a la ecuacién cubica para el volumen especifico

116 2 2
x3+px+q:ae‘1éevzz—?32(i—16Q) 116 o

(6.16)

x2 b2 2 b2 ’
donde se ha definido
B 3v? B b? _ 8tM b?
p= _25Q2’ 9= 284 a= 220)473/297/2
ademads de la variable
16QQ*
b2’
En el caso conmutativo la parte derecha de (6.16)) es cero, mientras que en el caso no
conmutativo se transforma en una ecuacion trascendental. Al tomar el limite 8 — 0 en la
expresion (6.16]) se reduce a la ecuacién ctibica 22 + pr + ¢ = 0. En las figuras (6.3) se
muestra el comportamiento de (6.16)). A diferencia del caso conmutativo (linea continua),

el caso deformado presenta el surgimiento de puntos de inflexién como efecto de la no
conmutatividad que corresponden a la linea punteada.

x %= U4+

|z < b/4Q.

Energia libre de Gibbs

El analisis del comportamiento del sistema asociado es dado por la energia libre de
Gibbs, la cual nos da informacién de los puntos criticos (si existen) y entonces saber si
existen transiciones de fase. La expresiéon de la funcién de Gibbs se obtiene a partir de

G =B (Mapy —TS)=B(M—-T5),

donde M representa la masa que depende del radio del horizonte ry (6.15), 7" es la
temperatura en rg, S la entropia y § = cte.. Nuevamente nos enfocamos al caso de d = 3,
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Figura 6.3: En el caso conmutativo (linea continua) no hay puntos criticos en b < by = 1/ V8@ tal que
|x] < b/4Q; la no conmutatividad modifica este comportamiento y los puntos criticos surgen como una
consecuencia del efecto no conmutativo. En (a) 6 = 0.1 y en (b) 6 = 0.05.

de modo que la funcién de Gibbs en este caso es

g _ .2 ]_ Q2
= M|1—-—= /% _Z — A3, 4+ 207 [ 1 — 1+ —=—
’ 6( [ 1 (am0) ] N H( +b27“i‘q>])’

donde M = M (rg) es la dada en (6.17]). El comportamiento es muy similar al caso
no deformado. Béasicamente los diagramas muestran un comportamiento caracteristico a
la transicién de fase de primer orden. En la figura se observan diferentes graficas
para diferentes valores de b y 6, en donde se aprecia que la no conmutatividad cambia la
ubicacién de los puntos donde ocurren las transiciones de fase de primer orden.

6.3.2. Termodinamica en el modelo B

Para este modelo la energia termodinamica interna es dada por
E(R)=—RN (R) — 41 R% (R),
mientras que la presiéon

0 0 (R% (R))
P_a(zm-z?) (RN () + OR:

donde € (R) es la misma que en ([6.13]). Por otra parte, la funcién lapse se calcula de la
expresién (6.9) en tal forma que la expresién para la masa M es

d—2 2,.2
1 2% H?
M="TH |1 a2 2 1+#
bzrl} -1

2 1 [ —H(s)s?pg(s)+ (d—1)H?*(s)
‘f‘—m ds
driy? Joy V20D 1 H? (5) [b?

)
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en donde se uso la condicién N (rg) = 0. También, sabemos que la superficie de gravedad
se calcula a partir de la derivada (6.7]), lo que nos da

1 H?
Ky = [(d —2) 48— ApdTt 4 2bPrdt (1 — 1+ —(TH) )] )

N 27‘?{_2 b27”12q(d_1)

Una vez establecidas las relaciones termodindmicas en dimension arbitraria, ahora
analizamos el caso para d = 3, lo que nos deja la expresion de la funcién lapse como

2M 1 2 H2(R)\ 21 [> —H(s)s®pq(s)+2H?(s)
N?(R) =1-"——-AR*4+ZVR* |1 —1/1 ——/ d
( ) R 3 +3 + b2R4 +3R R o \/84+H2 (8) /b2

)

por lo que la temperatura de Hawking en la hipersuperficie r = R = cte. es dada por

2
1 — Aré + 2677, (1— 1—1—&)],

24
b%ry;

1 1

~ N(R)4rry

y la masa del agujero negro que se obtiene es

2 00 _ 3 2
M:T—H[1—1Arz+gb%?{<1— 1 <TH)>+21 ds 1) g &) + 21 <5)].

2 3 3 b27’%1 3ry ro \/54+H2 (5) /b2
Con estas cantidades podemos encontrar otras variables termodinamicas, al igual que se

realizé para el modelo A. Calculemos pues la ecuacion de estado P —v asi como la funcion

de Gibbs.

Ecuacion de estado P — v

De la temperatura 7' = ky /27 y, la presion P = —A /87 con volumen especifico
v = 2ry, la ecuacién de estado P — v a la que se llega es
T o1 W 16H2 (v)
p=>-—— 211y 6.17
v 2mv? 4r ( + b2t ’ (6.17)

donde H (v) es una funcién de carga eléctrica no conmutativa, por lo que sustituye a
la carga eléctrica (). En la grafica se muestra el comportamiento de la ecuacion de
estado P — v, en donde puede verse que al igual que en el modelo A su comportamiento
es bastante similar al caso no deformado.

Los puntos criticos se obtienen a partir de las siguientes condiciones

2
(3_13) o, (_8 f) o, (6.18)
ov ) r, ov* ) 1.
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en donde se define la variable
=04 ————, (6.19)

para la cual se obtiene la ecuacion cubica

2 +p)r+q) =0, (6.20)
con las siguientes cantidades
s(v)p(v) = —% [v*H"” (v/2) + v*H (v/2) H"™ (v/2)] — 6vH (v/2) H' (v/2)+6H? (v/2),
b2

s(v)q(v) = 35
s (v) = [20H (v/2) H' (v/2) — 4H? (v/2)]".

En el limite § — 0, las funciones p (v) y ¢ (v) se reducen a las expresiones —3b%/32Q? y
3b%/256Q% respectivamente del caso no deformado. En la gréfica se exibe el com-
portamiento de 2% + p (v)z + q(v) = 0, para § = 0.1 y § = 0.2. En este caso, la no
conmutatividad no produce puntos criticos en la regién |z| < b/4Q.

Energia libre de Gibbs

Similarmente, la energia de Gibbs se calcula a partir de la expresién

que para este caso (en d = 3) se obtiene

2.3 2 0o 3 2
G= |y vy 2 (o ) il/ L —H () 5%pg (s) + 2H2 (s)
1 by, o At H(5) 12

3 3
En la figura se muestran algunas graficas que muestran el comportamiento bastante
similar al caso no deformado, pero que ahora depende de los valores de los pardmetros b
y 0 para que existan soluciones asintoticamente Schwarzschild-anti-de Sitter o Reissner-
Nordstrom-anti-de Sitter.

Resultados: Dentro de nuestros resultados, se encontré que la solucién Einstein-
Born-Infeld-anti-de Sitter no conmutativa en dimensién arbitraria depende ahora de b y
0 para que existan soluciones de agujero negros. En este caso para una simetria esférica y
estética, son soluciones asintéticamente Reissner-Nordstrom-anti-de Sitter y Schwarzschild-
anti-de Sitter.

e Se encontr6 que para el modelo A (masa no conmutativa), el efecto de la no
conmutatividad modifica el comportamiento de los puntos criticos. La no conmutatividad
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hace que aparezcan puntos criticos a diferencia del caso conmutativo, como puede verse
en la figura (6.3)).

e Al evaluar las soluciones y propiedades termodinamicas en el limite conmutativo
6 — 0, la solucién se reduce al caso no deformado. De aqui, la variaciéon de b produce
Reissner-Nordstrom-anti-de Sitter y Schwarzschild-anti-de Sitter.

e La variacion de los parametros b y € en los diagramas P — v, asi como en la funcion
de Gibbs, hace que los diagramas sean bastante similares a los presentados para el caso
conmutativo, es decir, se comportan en la misma forma que los de la termodinamica, pero
a diferencia de estos la variacion de 6 hace que cambie la posicion de los puntos criticos,
como se observa en los diagramas de Gibbs para la deformacién de masa (6.4]) y para
la deformacion de carga eléctrica . La existencia de las transiciones de fase también
dependen ahora de 6. Este comportamiento también es bastante similar al que se presenta
en la termodinamica tal como observamos en la seccion ([2.4)).

e La masa M y temperatura 7" son funcién del horizonte de eventos rp, pero ahora
también dependen de los parametros b y 6. De los dos modelos analizados en este trabajo,
el modelo A contiene puntos criticos. Para las graficas de calor especifico se tomaron
las variables adimensionales ry — rsry, Q — rsQ, b — b/rs, A — A/r%, 0 — ri0,
donde aqui rg es una constante con dimensiones de longitud y se identifica con el radio

de Schwarzschild de la fuente (ver figura (6.8)).

e Notamos primero que para b = 100 el primer punto critico en el caso no conmuta-
tivo se desplaza a la derecha en comparacion con el caso estandar no deformado. Ademés
para b = 0.1, el primer punto critico cuando el valor de 6 es pequenio (limite conmutativo),
pero permanece para valores de 6 de orden uno. La figura muestra la situacién en
el plano 7y — A para b = 100 y valores pequenos de b.

e El trabajo puede extenderse al caso de Kerr-Newman.
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Figura 6.4: Las graficas muestran la funcién de Gibbs G para el modelo A, para diferentes valores del
pardmetro de Born-Infeld b y el pardmetro no conmutativo 6, G es funcién de la temperatura para la pre-
sién fija y carga fija @ = 1. En la figura 3(a) se ve el comportamiento para el caso de Reissner-Nordstrom
mientras, que en la figura 3(g)se muestra el comportamiento tipico para la solucién de Schwarzschild.
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Figura 6.5: Diagrama P — v para la deformacién del agujero negro de Born-Infeld (deformacién
de carga). Las lineas gruesas corresponden a la ecuacién no conmutativa de estado con § = 0.1 para
T = 0.04517, 0.035 y 0.026885 de arriba hacia abajo; las lineas punteadas corresponden a los casos

conmutaivos. Hemos tomado Q = 10 y b = 0.45.
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Figura 6.6: En el caso conmutativo (linea continua) no hay puntos criticos para b < by = 1/ V8Q, tal
que |z| < b/4Q; en el modelo no conmutativo B ésta estructura estd ain presente: la grafica muestra el
comportamiento para 6 = 0.1 (lineas discontinia) y # = 0.2 (linea punteada).
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Figura 6.7: Las graficas muestran la funcién de Gibbs para el modelo B para diferentes valores del
parametro de Born-Infeld b y el parametro no conmutativo 6, donde G es una funcién de temperatura
para la presién fija y carga fija @ = 1. En la figura 6(a) se reproduce el comportamiento para el caso de
Reissner-Nordstrom, mientras que en la figura 6(g) se muestra el comportamiento tipico para la solucién
de Schwarzschild. En éste caso, cuando se considera el valor fijo de b la no conmutatividad puede eliminar
algunos puntos criticos.
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Figura 6.8: El calor especifico C,,, como una funcién del radio del horizonte para b = 100 (figura
izquierda) y b = 0.1 (figura derecha). La linea continua (negra) es la curva para § = 1072 y la linea

discontinua (roja) la curva para 6 = 1. Los valores A = —0.01, @ = 1 estdn fijos en todos los casos.
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Figura 6.9: Las curvas en el plano 7y — A donde el calor especifico C,.,, diverge para § = 102 (linea
continua negra) y 8 = 1 (linea discontinua roja); la linea horizontal punteada corresponde al valor
A = —0.01 y los otros parametros tienen valores b = 100, @ = 1.



Conclusiones

En la literatura podemos encontrar variados ejemplos de agujeros negros regulares,
algunos de ellos son consecuencia de tomar distribuciones de las fuentes de campo (masa
y carga), o el resultado de electrodindmicas no lineales, entre otros casos. La no conmu-
tatividad puede proveer de soluciones regulares y curar divergencia propias de la teoria
cuantica, tal como ocurre en las interacciones de corto alcance. En este trabajo se ana-
lizo el efecto de la no conmutatividad en dos soluciones gravitaciones en el contexto del
formalismo de los denominados estados coherentes inspirados por no conmutatividad. El
formalismo nos permite analizar los efectos de la no conmutatividad en distintos tipos de
soluciones a las ecuaciones de Einstein en donde proveen un comportamiento regular en
estas y, un ejemplo claro es el agujero negro Schwarzschild-anti de Sitter donde la solucion
es regular y sélo depende del parametro de no conmutatividad 6 en r = 0, ademas, al
identificar a A con el término de presién este término es relacionado a 6 por lo que al
analizar sus propiedades termodinamicas se encuentra que la temperatura no diverge. En
los ultimos anos los agujeros negros han adquirido suma importancia, ya que constituyen
uno de los elementos esenciales para la construccién de teorias que describan la estruc-
tura del espacio-tiempo tal como lo muestran la correspondencia AdS/CFT, la teorfa de
cuerdas, la teoria de lazos, entre otras. Mas ain, recientemente gracias a la deteccion de
ondas gravitacionales (algunas de ellas provenientes de la colisién de dos agujeros negros)
se ha fortalecido la evidencia de su existencia. Estos objetos son elementales para nues-
tro conocimiento de gravedad cudntica, ya que al considerar las interacciones cuanticas
de los alrededores con estos objetos macroscopicos se encuentra que poseen temperatura
en forma de radiacion térmica. Los agujeros negros tienen un comportamiento bastante
similar con las leyes de la termodinamica, por ejemplo, al emitir radiacion pierden masa
hasta evaporarse, en este sentido emiten particulas elementales debido a los procesos de
decaimiento. Resulta que el proceso de evaporacion hasta llegar al estado final del agujero
negro, se comporta de manera sumamente similar al de una transicién de fase liquido-gas
que puede ser descrita utilizando la ecuacion de Van de Waals. Sin embargo, debido a la
naturaleza singular de la geometria de este tipo de soluciones, es natural que las singulari-
dades también aparezcan en sus propiedades termodinamicas. Con el objetivo de curar el
comportamiento singular, se han propuesto diversos métodos, la no conmutatividad es uno
de ellos y se introdujo histéoricamente con el propdésito de regularizar las divergencias UV
en las teorias cuanticas de campo. Existen diferentes formas de inducir no conmutatividad
en una teoria y, nosotros hacemos uso de estados coherentes inspirados por no conmutati-

134
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vidad. El resultado es que la deformacién no conmutativa se ve reflejado solamente en el
tensor de energia momento, donde las fuentes de campo puntuales (deltas de Dirac) que lo
definen son remplazadas por distribuciones gaussianas de masa y carga eléctrica, mientras
que la parte geométrica de las ecuaciones de Einstein produce los valores esperados de
las coordenadas operadores que definen al espacio-tiempo no conmutativo (por ejemplo
< 2! >= 2! indica la ubicacién de la particula en una de sus coordenadas; x'), por lo
que basicamente podemos resolver las ecuaciones de campo con los métodos matemati-
cos usuales, dejando asi la unitariedad e invarianza de Lorentz intactas. Las soluciones
contienen términos que dependen de # = cte. en el cual esta codificada la informacion
del espacio tiempo no conmutativo. Algunos resultados que podemos encontrar en la li-
teratura muestran que se genera un tipo de soluciones regulares que son asintéticamente
agujeros negros.

En esta tesis analizamos los efectos de la no conmutatividad en las soluciones gravi-
tacionales de los espacios-tiempo Einstein-Proca no conmutativo y Einstein-Born-Infeld-
anti-de Sitter no conmutativo en dimensién arbitraria, en donde seguimos el procedimiento
basado en los estados coherentes inspirados por no conmutatividad. Ambos problemas se
resuelven para el caso de simetria esférica y estatica. Para el segundo caso, se estudiaron
las similitudes termodinamicas con la fisica de agujeros negros para el caso no deformado,
y encontramos que al evaluar las propiedades termodinamicas en el limite § — 0 recu-
peramos las expresiones conmutativas. En las soluciones de simetria esférica y estatica el
tensor de energia momento es similar al del fluido perfecto. De aqui aprendimos que para
que sus propiedades fisicas tengan una descripcion termodindmica mas adecuada fisica-
mente y completa debemos trabajar con el espacio anti-de Sitter, lo que se traduce en
extender el espacio fase. La constante cosmoldgica A queda plenamente identificada como
la variable termodinamica de presién, mientras que la geometria del espacio anti-de Sitter
actia como una caja en la que el nimero de particulas, volumen y carga estan fijas, por
lo que el agujero negro cargado estara contenido en la caja, el cual pierde masa en forma
de radiacion térmica que queda confinada en la caja de paredes infinitas, es decir que en
su estado final se evapora o desaparece en forma de radiacién. Este comportamiento se
corresponde similarmente con la transicion de fase termodinamico liquido-gas, y que es
descrita a través de la ecuacién de Van der Waals. Estas similitudes hacen posible que a
partir de las variables termodinamicas de agujeros negros asi definidas, se pueda calcular
su ecuacién de estado P-v para estos objetos y, en consecuencia encontrar los puntos
criticos para los cuales ocurren transiciones de fase. Los diagramas de Gibbs muestran el
comportamiento de las transiciones, y nos dan mas informacion de tal comportamiento.

Especificamente estudiamos soluciones gravitacionales con simetria esférica y estati-
ca, el problema se dividié en dos casos; primero para una distribucién de masa y después
para una distribucién carga eléctrica. En el caso conmutativo las soluciones métricas pre-
sentan singularidades, las cuales se ven reflejadas al calcular propiedades termodinamicas
de agujeros negros, por lo tanto, estudiamos el comportamiento de este tipo de soluciones
en el contexto de un espacio-tiempo no conmutativo. En nuestros resultados encontramos
que en # — 0 recuperamos la forma conmutativa estandar y, al variar el pardametro b en-
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contramos la solucién Reissner-Nordstrom-anti-de Sitter (en b — 0o) y Schwarzschild-anti
de Sitter (en b — 0).

Para la solucién gravitacional del espacio-tiempo Einstein-Proca no conmutativo,
resolvemos utilizando el mismo método no perturbativo que se emplea al resolver el caso
no deformado, en los que se emplea un desarrollo en serie para el parametro de masa de
Proca. Dentro de los resultados encontrados, observamos que en el limite # — 0 a orden
cero se recupera el caso conmutativo. De este desarrollo se obtienen ecuaciones a orden
cero y primer orden en donde el potencial escalado es modificado como consecuencia de
la no conmutatividad, ya que es una funcién que depende de exponenciales crecientes
y decrecientes asi como de funciones gamma incompletas por arriba y por abajo. Estos
resultados determinan entonces que para que la solucién final sea regular podemos elegir
las constantes adecuadas con plena libertad, asi se encontré que un resultado que pro-
viene del efecto no conmutativo es que los horizontes de eventos pueden evitarse como
consecuencia debido a la contribucién de la correcciéon vy y entonces a # 0, donde a — oo
es una medida de no conmutatividad y v; (z) toma valores en este régimen, el cual se
persive como una pequena perturbacion en el coeficiente métrico a orden cero € que se
comporta como

19

~3an®
cuando a — 0.

Para el espacio-tiempo Einstein-Born-Infeld-anti-de Sitter no conmutativo en dimen-
sion arbitraria, las soluciones ahora dependen de los pardmetros de no conmutatividad ¢
y de Born-Infeld b (con dimensiones de campo eléctrico). Nuevamente resolvemos usando
el formalismo de los estados coherentes inspirados por no conmutatividad, pero en este
caso lo hacemos en dos partes, primero para la deformacién de masa (modelo A) y luego
para la deformacién de carga (modelo B), por lo tanto solamente se modifica el tensor
de energia momento en cada caso. En este caso analizamos la influencia de la no conmu-
tatividad en algunas de sus propiedades termodinamicas, explicitamente se obtienen las
expresiones de masa y temperatura en dimensién arbitraria las cuales dependen del radio
del horizonte de eventos. Se verificd que en el limite § — 0 se recuperan las expresiones
no deformadas. En ambos modelos, para el caso de (3 + 1)-dimensiones los diagramas
(P —v) y de Gibbs son bastante similares a los no deformados. No obstante, la ecuacién
cubica para encontrar los puntos criticos en donde ocurren las transiciones de fase ahora
es una ecuacién cibica no homogénea, debido a una contribucién que proviene de la no
conmutatividad, esto hace dificil calcular explicitamente los puntos criticos en donde ocu-
rren las transiciones de fase, sin embargo podemos gréaficar la funcién ctbica y entonces
observar si existen puntos criticos debido a la influencia de la no conmutatividad. Por
otra parte se calculd la expresion para la funcién de Gibbs y se observa que estos dia-
gramas son bastante similares a los no deformados en los que se observa la existencia de
puntos criticos, ya que ahora su existencia depende de los valores de §. En ambos casos,
la variacion del pardmetro b muestra el comportamiento de las soluciones Schwarzschild
y Reissner-Nordstrom.
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A diferencia del caso no deformado, en el modelo A (deformacién de masa) surgen
puntos criticos como efecto de la no conmutatividad en donde antes no habia, mientras que
para el modelo B (deformacién de carga) no aparecen. La solucién métrica regular implica
que las constantes de integracion eliminen el término de Schwarzschild que va como 1/7,
por lo que ya no aparece el término Schwarzschild-anti-de Sitter, por lo tanto para que
la solucién sea de agujero negro la métrica presenta singularidades como consecuencia
de la electrodindmica de Born-Infeld. Otro efecto de la no conmutatividad se observa
en el diagrama de calor especifico, donde para b = 100 el punto critico se desplaza a la
derecha, y para b = 0,1 el primer punto critico desparece para valores pequenos de 6, pero
permanece para valores de € de orden uno.

Perspectivas:

En el contexto de la no conmuttividad, los agujeros negros pueden ser regularizados
lo que da mas informacién respecto al estado final de estos objetos. Se ha encontrado que la
forma de estas soluciones es semejante a algunas propuestas en la literatura para obtener
soluciones de agujero negro regulares. Motivados por estos resultado, el formalismo de los
estados coherentes inspirados por no conmutatividad puede aplicarse al caso de fuentes
de masa rotantes (agujero negro de Kerr) e inclusive al caso general Kerr-Newman. Aqui
puede hacerse un andlisis del efecto de la no conmutatividad y ver si existen soluciones
regulares, ademéas de estudiar sus propiedades termodindmicas tales como la ecuacion
de estado P — v para saber si existen puntos criticos en los que ocurren transiciones
de fase. En el contexto de la termodinamica de agujeros negro, el espacio de fase puede
extenderse aiin mas, por lo que tendrda més sentido fisico el comportamiento similar de
agujeros negros con las leyes de la termodindamica. Asi por ejemplo, cuando se identifica al
parametro de Born-Infeld b con un comportamiento bastante similar al de la polarizaciéon
del vacio, se encuentra entonces que la primera ley termodindmica de agujeros negros
quedara mejor establecida. Es interesante el estudio de estos objetos ya que constituyen
bases fundamentales en la construccion de teorias de gravedad-cuantica y, en el contexto de
la no conmutatividad podemos encontrar soluciones de agujero negro que sean regulares,
por otro lado, la no conmutatividad provee de una transicién suave de un espacio anti-de
Sitter a un espacio asintoticamente Minkowski. Los estado coherentes son un método de
aproximacién semi-clasica que puede emplearse en teorias de gravedad cuantica, por lo
tanto podrian ser introducidos en distintos problemas de gran relevancia en la actualidad,
por ejemplo la correspondencia AdS/CFT, teoria de cuerdas, etc.



Tensor de Ricel

Para el caso de simetria esférica y estética en dimension arbitraria (d + 1), la métrica

tiene la forma
—e2u(r)

€2V(7")

Juv = 7“2 SiIl2 01

2 sin? 6, sin® 0,

r2sin®0; ...sin? 6,

que tiene la propiedad g,,,g* = 0;;. Luego, las componentes del tensor de Ricci se deducen
a partir del cédlculo de los simbolos de Christoffe I'?_, el cual se define como
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Para el caso de simetria esférica y estatica, las componentes no nulas del simbolo de
Christoffel son

0o _ 0 _ —2(pu—-v), T _ —2U 32 102
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donde las funciones v y u solo dependen de la coordenadas radial . De los simbolos de
Christoffel puede calcularse el tensor de curvatura de Riemann R® el cual se define por

uvp
R — ar;;p (31“7;”

T Hp B8 1a _ 1B 1O
Hvp T v O1P +Fup vp r

uv pBo

que tiene la propiedad

_ 1)
R;u/pa = Gus Rypo' )

y satisface la suma ciclica
R,u,upcr + R;Lpau + Rp,al/p = 07
donde el tensor de curvatura de Riemann R, ,, tiene las propiedades de simetria
Rw/po = _Ru,upa = _R;um'pa R,ul/pa = Rpa/uw

Asi, el tensor de Ricci IR, se define por la contraccién

« a\

Rw/ = R;MXV =g Rau)\w

y es simétrico, esto es IR, = R,,. Luego, el escalar de Ricci es dado por

o o _al

R= R//j = gﬂ RMG = gM g Rocu)\a-

Las expresiones para el tensor de Ricci R se obtiene en dimensién arbitraria, para la
simetria esférica y estatica (|1.9)), con las bases ortonormales para la parte geométrica

a—1
0° = "y, o' = e dr, 6ot = <H sin 91-) b,

i=1
cona =1,...,d—1 donde d es la dimension espacial, por lo tanto, las iinicas componentes
no nulas del tensor de Ricci son
d—1
Ry = e (M” + v+ —u’) : (A.1)
T
—2v " 2 1 d—1 /
Rii=e —p =+ v+ ), (A.2)
d—2 1

Roti,a41 = 2 (1 — 672") + - (—p/ + V) e, (A.3)

las cuales introducimos en el tensor de Einstein

1

Guw=Ru—-guR. (A.4)
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Integrales

Para el calculo de la auto-energia y el calculo de los agujeros negros en el contexto
de la electrodinamica de Born-Infeld se utiliza una integral, la cual conviene revisar aqui

d—1 dx T
1 2d—2 _ Z4/1 2d—2 B.1
/\/ + 222 dy g / 1+m2d—2+dv +x (B.1)

/oo e T(55)T (555) (B.2)
o VIT@ 2 1T(/2) |

Asi

[ ()

dm:d—l/w de T (m) T Gry)
d Jo V1itaz2 2dT(1/2)

(B.3)

v d—1 [* dx
1 2d—2 _ dfl) dr = fw /1 22 _ L /
/o (\/ +x T x p +x ¥ + i) i

z x d—1 [~ dx d—1 [*® dx
A - — Y (B4
A /0 iz d / Vigorz (BY
* o da 1 d—2 13d—4 a
N F S — B.5
/z a + x2d—2 (d—Q)xd—2 251 {Zd— 279794 —9’ xzd-z] ( )
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Auto-energia

La auto-energia de una particula con carga eléctrica g en el campo de Born-Infeld
se obtiene de calcular la integral de volumen de la densidad Hamiltoniana como

U= /dd:c’H. (C.1)

En este caso se realiza el célculo considerando solamente el campo eléctrico radial y en
dimensién arbitraria (d 4 1), el célculo es el siguiente

0o 2
[ D? r(ga) 1
_ 12 d.. | s _ 32 d—1 2
U—b/dx —gd< 1+b—2—1>—b/d7“7” /de—1 1+<b27rd/2 7az(d—l)_1 ’
0

o0 2
d/2 d
:bQ/dr 27Td/ [2(d-1) 4 <F(2) q) — it
0

r (5) 2b7Td/2

luego se hace el cambio de variable

1/(d—1)
r=2x F(g)q — dr = dx
2bmd/2 2bmd/2

- 1)
L(5)q 22 (T (5) 4 - a1
U:b/dx<2b7rd/2 @ | 2 (Va1 -2t
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donde la integral

/\/1+m2d1dx— dr——— /
V14 z2d=D \/1+x2(d Q) VI 220D

22(d=1)

IZ(dfl) 22d-3

tal que f > = f —=————=dx puede integrarse por partes como
0 /14 z2(d— 1) 0 A/ 1422(d—1)

z2d=3 1 dz 1 1
dy = ————— _ — - vz~ /1 2(d+1)
YT A e ! 2(d—1)/z1/2 i—1° Ta—ivyTrt
v=ux, du = dx.
por lo que

= 2(d=1) |0 ___— 2(d—1)
/\/WJ? d_lx\/1+x 5 d_l/\/l+x dx
0 0

de esta forma

/mdm_/

2(d-1) 00__ 2(d-1)
\/W d_lx\/l—l—x )13 /\/1+3: )dx,

o equivalentemente

Vl—i—x“lda:—/ 96V1+372(d1 I

‘/]_—f—fL’Qd 1)

O

entonces

1
11:\/ 1 4 a2(d=1) |50

«/1 2(d—1)d —
/ i ! d /\/1+x2d 1)
0 0

por lo tanto

/(d—1)
d—1 1
/ 2(d—1) oo~ ..d oo
W”) /\/_1—|——J:2d1 d—lx Lo e =g
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En el limite
T — 00, oV 1+ 2200 ~ g gt = g

la integral

1 2(d—1) _ ,.d— /
[ (Vi = | e
0

por lo tanto

d—1 a a2 (T(%) 7
U = qa-Thd-1
d 2mrd/2 ‘/1+x2(d 1)
0

La integrar se calcula utilizando utilizamos la representaciéon de Schwinger de la funciéon
gamma definida como

['(z)= pz/e_pt t*~tdt,
0

en donde tomamos z = 1/2 y p = 1 4 221 tal que

T (%) =Vl +:r2(d1)/6‘(”’”2“_”)%—1/2 dt,
0

por lo que
1
2d1 1 /e lﬂdl) 1/2dt,

V1 224D 5 J
entonces

dx —t,—1 _2(d—1)

= =12 dre ™™ tdx
V1 2(d—1) F l / / ’
, +x 2 /

de donde

[e.e]

[o¢]
3-2d
/dx —g2(d— Utd / t 2d1—282d72 ds
0

0

y haciendo un cambio de variable

s = x2@ D¢, — ds=t—2(d—1)2*3dr =2(d - 1) tﬁs%dx,
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de esta forma

tal que

entonces se tiene que

[e.e]

[ R P R = LG = B L)

0
1 1 d—2
B 2dﬁr (2d—2)r(2d—2>’

por lo tanto, la auto-energia de una particula de carga eléctrica ¢ para el campo de
Born-Infeld es

_1

1 4 a2 (T(4)\" 1 d—2
o ot (M) e () e (822) e




Formulas

Algunas propiedades de la funciéon hipergeométrica o F} en d = 3 son

e Las derivadas

d b
d_ZFl[aa b; ¢; $]ZG—2F1[G+1,5+1;C+1§ ],
T c

d P 115 2| = a 1 _oF 1 1 § .
de 1 47 27 4a - T \/H-—ZC 2471 4a 27 47 .
e Las identidades

B Rla+1L,b+1, c+ 2] = sFa+1,b; ¢; 2] — 5F [a, b, ¢, 4],
&

2 5 3 9 c 1 2 1 15 .
241 4’ 27 4) b(L‘ \/H——x 241 47 27 47

e La relacién
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(D.3)

(D.4)

(D.5)



Masa ADM

En primera ley termodinamica de agujeros negros la masa ADM se identifica como
la energia ADM del sistema. El formalismo ADM consiste en la formulaciéon hamiltoniana
de la relatividad general, en donde se identifica a un conjunto de variables candénicamente
conjugadas a partir de una funcién lagrangiana donde el hamiltoniano sera la transfor-
mada de Legendre en las velocidades de la funcion lagrangiana, donde se define un tensor
métrico que define a guw pero de dimensién menor, ademas de sus momentos canénicos
conjugado, los cuales son las nuevas variables dindmicas en el formalismo ADM. Como
sabemos, la energia estd asociada con el tensor de energia momento 7" y puede ser con-
servada localmente para un espacio-tiempo que contenga un espacio vectorial de Killing
como de tiempo (dependiente del tiempo) y, que sea asintéticamente Minkowki, ya que el
formalismo consiste en definir una hipersuperficie a t = cte.. Lo que se hace es definir a la
energia total como una integral de superficie en el infinito donde 0/0t es asintéticamente
Killing en tales espacios-tiempo, asi la métrica toma la forma

Guv — Nuv,

en r — 00 y 7 es la métrica de Minkowski. Por lo tanto, en coordenadas cartesianas

tendremos .
huu =9uw — Nuw = (@) (;) )

para poder hacer una linealizacién en co a las ecuaciones de Einstein, esto es

1
huy -+ h’/“’ — 2h(uvy) = —167G (le — §anT) , (El)
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donde O = n""0,0,, h = 0" Iy, hy =1""hgp, = h",, vy T =n""1T,, tal que al tomar la
traza se tiene

h— bt = 8nGT. (E.2)

Ahora, si se considera una fuente débil de polvo estatico, entonces

jn%

SO O
o O OO
o O OO
o O OO

con presién cero para el polvo. Para que sea estatico se tiene p = 0 y, una fuente débil

con 4rGp < 1y Ty = 0, tal que si es estética se supone h,, = 0, por lo que en (E.1
1= v =0 de modo que esta expresion se escribe ahora como

V2hoo = —87GTyo, (E.3)
mientras que es de la forma
— V?hoo + V?hj; — hijij = —V?hoo + 0; (0;hy; — Ojhi;) = —87GThp, (E.4)
luego, al sumar + se obtiene el resultado

Too 0; (0;hij — O;hj;) (E.5)

~ 167G
en coordenadas cartesianas. Y dado que la fuente es débil, entonces se asume que el
espacio-tiempo es Minkowskiano, por lo que h,, serd ahora un campo definido en Min-
kowski, por lo tanto, la energia total se obtiene integrando a Tyy en todo el espacio, esto
es

FE = / dgl' Too, (E6>

t=cte.

con t = cte. en todo el espacio. De la ley de Gauss, la integral ahora es de superficie

1

en coordenadas cartesianas. Las fuentes definidas asintéticamente ahora son identificadas
como la energia total E y estd contenida dentro de la hipersuperficie sobre la cual se
integra. La energia total solamente vale para los espacios-tiempo asintéticamente planos.



Radiacion Hawking

La radiacién Hawking describe la emision espontanea de particulas que acompanan
la formacion de un agujero negro. Algunos textos que encontramos en la literatura en
donde se detalla el cdlculo explicito de la temperatura de Hawking son ([44], [92]), en esta
parte resumimos estas ideas. La radiacion Hawking ocurre fuera del horizonte de eventos
y su emision provoca una perdida de masa del agujero negro, entonces se pensaria que el
area decrecera a causa de un flujo de energia negativa que cruza el horizonte de eventos ry,
pero estaria en equilibrio con el flujo de energia positivo emitido al infinito, esto es, fuera
del horizonte de eventos habra pares virtuales de particula-antiparticula, una con energia
negativa y otra positiva. La negativa esta en la regién clasicamente prohibida, pero debido
al efecto tunel puede cruzar el horizonte de eventos del agujero negro donde al interior
el vector de Killing son las traslaciones espaciales. En esta region puede existir como una
particula real con un vector momento de tipo tiempo e incluso su energia relativa en el
infinito medida por la traslacién del vector de Killing es negativa. La otra particula de
energia positiva, puede escapar al infinito y constituye una parte de la emisién térmica
del agujero negro. La probabilidad de que la energia negativa que cruza el ry depende
de la superficie de gravedad k, ya que esta cantidad mide el gradiente de la magnitud de
que tan rapido cambia el vector de Killing al de tipo espacio. Asi, un agujero negro puede
pensarse como un estado excitado del campo gravitacional, que decaera cuanticamente
por las fluctuaciones cuanticas de la métrica.

Recordemos que para un campo escalar que satisfaga la ecuacion diferencial lineal
de Klein-Gordon Ag = m?p, podemos encontrar una base de soluciones ¢y () tales que

o(z) = / dhaxgx (2). (F.1)
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y su transformada de Fourier es

gb(a:):/ddkeik'xa,\,

k-x k-x

donde ¢y () = e*® corresponde a una energia positiva o negativa, tal que para ¢
el eigenvalor de la energia es el vector de Killing 9, tal que £ = —\g, ya que A =
(A% AL A2 A3). Por lo que ahora (F.1)) puede escribirse como

o (x) = / d oy (x) ay + / dApy () ai, (F.2)

E>0 E<0

que para Klein-Gordon se tiene

o (x) = / d3*NeFTay + / d*re*al, (F.3)
Ao=—+/m2+|k|? Ao=—r/m2+|k|?

y los operadores de creacién a y aniquilacién a' satisfacen [a,\, aﬂ = hdx.

Con estas consideraciones, ahora para el espacio-tiempo de Schwarzschild, el cual
es asintéticamente Minkowski dentro y fuera de ry (el interior del agujero negro es no
estacionario), por lo que se define un vacio | 0;, > dentro y otro < 0,, | fuera de ry,
(un espacio de Fock). Luego, se define un campo escalar ¢ que satisfaga la ecuacién de
Klein-Gordon con métrica de Schwarzschild, en la que se introducen coordenadas radiales
nulas salientes u = t — r* y entrantes v = t — r* (donde r* es la coordenada radial de

dr

Regge-Wheeler tal que dr* = 47), en conjunto con la condicién condicién e2(ru) = (),

Dado que el campo ¢ es auto-funcién del vector de Killing 0; con frecuencia positiva w,
se establece que '
e, r)y=e""R(r"), (F.4)

donde R (r*) = e es solucién a la ecuacién de Klein-Gordon [—9? + 9%]¢ = 0 (o en
coordenadas entrantes y salientes es 9%p/0udv = 0), en tal forma que

o (U) =7 g, (v) =7, (F.5)

o equivalentemente
Oupw (V) =0, Opp (1) = 0. (F.6)

Por lo tanto, solucion general para este sistema es
dw , ,
_ —iwv T iwv
= [ — (aye +ale , F.7
4 / V2T ( ) (.7)

dw’

o= (bw/e_i‘”'“ + bL,eW“) . (F.8)
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La radiacién se produce cuando una parte de un paquete de ondas es atraido al agujero
negro y la otra parte permanece sin cambios, siendo algunos de los modos que penetran al
agujero negro los causantes de la radiacion, tal que los modos de la onda saliente deberan
cumplir la condicién de contorno

o, L5 emien, (F.9)

donde J* (r — oo, t — 00, u finito) es el futuro nulo infinito. Para calcular los coeficientes

de Bogoliubov se debe establecer una relacién entre los modos ®,, (u) y e ™" cercanamente
fuera del ry, entonces definimos
Apr = P (W) Bow = Pu (W), (F.10)
tal que
v, ()= [ 22 [~ (W) e + () "] (F.11)
wl\V w wlw)e , .
o ® ®

donde los coeficientes de Bogoliubov (F son calculados a través de las transformadas
de Fourier, esto es

B () = f_cb (), fulw)= j_cb (v). (F.12)

tal que @, (v) cercana a J~ es

e'x os(=v) gjy < 0,

) = F.1
o (W) =1 0 siv > 0. (F.13)
por lo tanto los coeficientes de Bogoliubov son
Ay / dv @, (v) e /dv e v log(—v) (F.14)
—00 0
B, ~ / dv @, (v) e ™" = / dv eV Tos(v) (F.15)
—0o0 0
que satisfacen B, = Ay—w) ¥ Buw = —e~ % Ay Por el proceso de cuantizacién , el
niumero de particulas de cada modo i es dado por
(N;) = (B'B)., (F.16)
tal que el nimero total de particulas se obtiene calculando
<0 > blb; 0> =Tr (B'B). (F.17)
k
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Por lo tanto, el espectro de particulas que observaria un observador en el infinito asintoti-
camente plano se calcula a partir de las relaciones de los coeficientes de Bogoliubov dados

uy = [Apfi (2) + B fi: (2)], (F.18)

k

donde f; (x) son las bases del espacio tiempo y uy, () una combinacién de estas, ademas,
se satisfacen las siguientes relaciones

AA" — BBT =1, ABT — BAT =,

ATA - BTB* =1, A'B—BTA* =0.

y usando B, = —e~ r Ay con AAT — BBt =1, entonces el espectro discreto serd dado
por

Z Aww”A:’w” - BWWHB:J’UJ” - (50.)0.)/7 (Flg)
o equivalentemente

<€%<w+w/) _ 1) S Buwr Bl = S, (F.20)
por lo tanto

1
(N.,)=(B'B), = (BB") = = (F.21)
e r —

es el nimero de particulas creadas en el modo de frecuencia w que ve un observador en
el infinito, ya que todas las particulas entrantes son capaces de atravesar el horizonte de
eventos y salir de nuevo (lo cual no es asf). Entonces, para una fraccién I',, se tiene que

L'y
2w

Nw = T 2mrw
(o) ern =1

(F.22)

donde el signo + corresponde a los fermiones. Esta expresion afirma que el agujero negro
tiene un espectro de emisién térmica que se corresponde con una temperatura 7' = o-.
Asi, para el agujero negro de Schwarzschild donde el coeficiente métrico es e?(") =1 — %

y su superficie de gravedad es k = ﬁ, se encuentra que el niimero de particulas es

(F.23)



Calculo de la temperatura

Para obtener la expresion de la temperatura del agujero negro (3 + 1) —dimensional,

se asume la métrica de simetria esférica y estatica
ds* = —N*(r)dt* + f2(r) +r? (d€2 + sin? Hdgb) ,

con N (r) = f (r). Se tiene que la temperatura en r = R es

- (2)

= gy Ju P2 [5 (U5 - eow)

4R 1 92(R) R 1 ON*(R)
~ 87R f(R)d(nr%)  4rN(R) ory

Luego, asumimos que

N (r)=1—MW (r)+V (r,Q, A),

donde W y V son funciones arbitrarias. La condicién N2 (ry) = 0 implica que

M=

W (TH) []_ + V (T‘H, Q, A)],

por lo que
1 RW(R) 0 1

T(R) = N (R) 4mry Org W (rg)

1+V (rg, Q, A)].
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Por otra parte, tenemos
ONZ(r)
or

1
=~ LV QA Wi+ Vi

que al evaluar en el horizonte de eventos r = ry nos da

- _Mmr"i_‘/lr

ONZ(r) 0
or Irw =W (ra1) %W (ry)

De esta forma, se obtiene la expresién para la temperatura

1 RW(R) 1 ON?(r)

Nm:Nmmmme gy Ira

dando como resultad o final

14V (rg, Q, A)].

(G.8)
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