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CAPITULO UNO 

El  objetivo de la  teoría  cinética es comprender el comportamiento de los procesos 

irreversibles  macroscópicos, en términos de propiedades,microscópicas, en particular de las 

interacciones de las  partículas. 

._. ?. 

En general,  una  teoría  cinética  debe  cumplir con (1)  las leyes de  conservación, y (2)  

un teorema H, que describa  la  manera en  que  el fluido eventualmente  alcanza el estado de 

equilibrio  total.  Con  respecto  al  primer  punto, es necesario  contar  con  una  expresión  para 

la función  de  correlación de  dos partículas a fin de  poder  describir  el  intercambio  de  energía 

entre  las  partículas.  Con  respecto  al segundo punto, es necesario  tener  una  funcional de 

entropía que tome en cuenta  las  correlaciones  de  las  partículas,  y  encontrar la producción 

de entropía  correspondiente,  para  tener con  ello  una  manera de cuantificar los procesos 

irreversibles  en  términos  de  parámetros  moleculares. 

El  sistema  físico que se estudiará en esta  tesis, es un fluido denso  formado  por N 

partículas, que interactúan  unas con otras.  Sería muy complejo  trabajar con la  dinámica 

de N cuerpos,  sobre  todo  porque hay que tomar en cuenta el potencial  intermolecular de 

las N partículas.  Sin  embargo es sabido que una  descripción  tan  detallada no es necesaria 

si queremos extraer  las propiedades  meso ó macroscópicas del sistema.  Esto  invita a buscar 

una  descripción  más  simple, a saber, que las  partículas  interactúan  mediante  potenciales 

intermoleculares  suaves  y  por  pares.  También  supondremos que el potencial  intermolecular 

es central, 7 i a s  partículas son  esféricamente  simétricas, de manera que  no se  toman en 

cuenta 10s grados  de  libertad  internos,  adicionalmente,  por  simplicidad  se  omitirán fuerzas 

externas.  Esta simplificación es aparente,  puesto  que, los mayores  avances en 

de gases densos,  se  han logrado  aproximando el potencial  intermolecular 

teoría  cinética 

mediante  una 
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parte de esfera dura  mas  una  cola  atractiva de largo  alcance.  Sin  embargo, los coeficientes 

de transporte  calculados con estas  teorías, son  sensibles a la selección del diámetro efectivo 

de esfera dura [l]. Por lo tanto es necesario  desarrollar una  teoría  cinética  más  fundamental 

que incorpore el  hecho de que  las partículas  interactúan con potenciales suaves. 

La manera  convencional de formular la  teoría  consiste en escribir  las  ecuaciones de la 

jerarquía BBGKY (Bogo1iubo;-Born-Green-Kirkwood-Yvon) [2] y postular  una  cerradura 

a nivel de la función  de  distribución de  dos partículas con  lo cual se obtendría  una  ecuación 

generalizada de Boltzmann. E l  formalismo de máxima  entropía (FME) provee de 'una 

herramienta  para  obtener  cerraduras en la  jerarquía  de  ecuaciones [3].  Por tratarse de un 

. +  

formalismo  variacional,  a  cada  restricción  le  corresponde un multiplicador de Lagrange; 

aún así, se  puede  elaborar un teoría  de  funciones de distribución  (ffd), y posteriormmente 

inducir  el  significado  físico de los multiplicadores. Este formalismo se ha usado  para 

elaborar  teorías  cinéticas  para  potenciales  truncados,  i.e.,  una  parte  fuertemente  repulsiva 

mas  una  parte  atractiva [1,4]. Se  ha mostrado  que  cumplen  las  leyes  de  conservación 

así  como el teorema H, pero  su  margen de aplicación es para  tiempos muy cortos, y es 

necesaria  una  modificación ad hoc en el término de colisión a fin  de obtener  una  descripción 

a tiempos  largos [S]. Uno de los resultados  obtenidos  por  estas  teorías,  consiste  en que la 

parte  atractiva del potencial  intermolecular  no  contribuye a la producción de entropía [6]. 

Esto es una  consecuencia del truncamiento del potencial, pues la  parte  atractiva es tratada 

como un término de campo  medio. En  esta tesis se presenta  una  teoría  cinética, donde 

se mantiene el potencial  intermolecular  completo, de manera que tanto  la  parte  repulsiva 

como la  atractiva de las interacciones  contribuyen a la disipación. 

Uno de los  principales  problemas que se presentan  en la formulación de una  teoría 

cinética, es la  obtención en una  forma  sistemática de una  funcional de entropía, que de- 
'* ..I a 

penda de las  variables  independientes  (variables  relevantes)  que  caracterizan el estado del 

sistema.  Cuando  estas  variables se manejan  como  información  disponible,  la  entropía 

adquiere un carácter  informacional.  Este  punto es abordado  en el segundo capítulo.  Se 
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encuentra  una  entropía  informacional en dos diferentes niveles de descripción, de man- 

era que  en el límite del equilibrio,  coincide con muy buena  aproximación  con la entropía 

termodinámica  medida  experimentalmente,  para  una variedad  de  líquidos. 

En el primer  nivel de descripción,  se  manejan a las  funciones  de  distribución  (ffd) de 

una y dos partículas  como  variables  relevantes. La  entropía  apropiada,  está en términos 

de las ffd, y  por lo tanto  tdma en cuenta  las  correlaciones de las  partículas.  Para  tener 

una  descripción  completa, es necesario  tener  las  ecuaciones  de  evolución  de  las ffd. En 

principio,  corresponden  a  las  dos  primeras  ecuaciones  de la  jerarquía BBGKY. En  el primer 

.. r 

capítulo, se obtiene  una  expresión  para  la  función de  distribución  de  tres  partículas.  Esta 

ffd constituye  una  cerradura  para  las  ecuaciones de la  jerarquía [7], las cuales se usan 

en el segundo capítulo  para  obtener  la evolución temporal de la  funcional de entropía; 

y se muestra que obedece  una  ecuación de balance [8]. Como  las ffd dependen de las 

coordenadas  del  espacio  fase  de  las  partículas, tanto el  flujo  como  la  producción de entropía 

corresponden al  espacio  fase p2.  

En el  capítulo  cuatro, se aborda el problema de obtener  una  cota  superior  para  la 

producción  de  entropía.  Dicha  cota  está  en  términos  de la  energía  promedio  disipada, 

debido a las  interacciones de las  partículas que  componen el sistema, y por  integrales 

informacionales  tipo  Fisher.  Estas  integrales son inversamente  proporcionales a la varianza 

de la correspondiente  función  de  distribución.  Cuando ha alcanzado su cota  superior, 

se concluye  que la producción de entropía es positiva.  Cuando  las  inhomogeneidades 

espaciales  no  son  apreciables, se encuentra  una ley de incremento de la  entropía [9]. 

En el quinto  capítulo,  basándose en  el significado físico  de los multiplicadores de 

Lagrange  asociados a las  ffd, en el límite del equilibrio,  i.e., los multiplicadores  con los que 

se recupera  la  teoría de  líquidos del equilibrio, se propone  una  forma  funcional del tiempo 

y la posición para los multiplicadores. En  esta propuesta se reconoce la  existencia de 

dos campos  de  temperatura en el régimen cinético  fuera de equilibrio. Estas  temperaturas 

están  asociadas a la  energía  cinética y potencial de  las  partículas,  respectivamente.  Cuando 

i ... 3 
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se analiza  la disipación de  energía en la  producción de entropía, se encuentra que cuando 

el balance  de  energía interna se ha completado, ambas  temperaturas son iguales a la 

temperatura local, marcando con ello una transición del régimen cinético  al  hidrodinámico 

[lo]. Finalmente  se  cierra el trabajo  enumerando  una serie de  perspectivas. 
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CAPÍTULO DOS 

FUNCIONALES DE ENTROPÍA PARA FLUIDOS DENSOS 

. ._ n 9 

RESUMEN 

Usando  el  Formalismo  de  Máxima  Entropía (FME),  obtenemos la funcional de entropía 

apropiada  para un gas denso en  dos niveles de descripción.  Cada  nivel  está  descrito por 

variables  independientes  que  caracterizan  el  estado del fluido, donde la  entropía es una 

funcimal  sditiva  de  dichas  variables.  Se  analiza la compatibilidad de-las funcionales  con 

la  teoría de  líquidos  del  equilibrio. 

2.1 INTRODUCCI~N 

El  Formalismo  de  Máxima  Entropía es un  principio  variacional  que  nos  permite 

obtener un ensamble  estadístico  fuera de equilibrio, el cual define a una  funcional de 

máxima  entropía  bajo  las  restricciones  impuestas  al  sistema  físico de interés [l]. Cuando 

además  obtengamos  las  ecuaciones de  evolución para  las  restricciones,  la  descripción del 

sistema  estará, en principio,  completa [I]. 

En  este  capítulo  estamos  interesados en obtener  las  funcionales de entropía,  para un 

gas denso monatómico  neutro, en el  cual  todas sus partículas  interactúan  vía  potenciales 

intermoleculares  aditivos por pares.  Ello en  dos niveles de descripción  diferentes. 

En un primer  nivel, se maximiza  la  funcional de entropía de Gibbs  imponiendo como 

restricciones  la  normalización de la función de distribución  (f.d.)  de N partículas,  así como 

las  funciones  de distribución  (ff.d.) de una y dos partículas. 

El  formalismo  variaciond nos permite  obtener  una f.d. de N partículas, la cual es con- 

sistente con las  restricciones  mencionadas  anteriormente.  Dicha  f.d.  representa el ensamble 
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del sistema, el cual nos permite  construir  las ff.d. de una y dos partículas en términos de 

los multiplicadores de Lagrange  asociados  durante el proceso de maximización, así como 

la función de partición de N partículas, que  en este  caso  corresponde  al  multiplicador de 

Lagrange  asociado a la normalización del ensamble  estadístico [2]. 

En un  segundo procesn, variacional,  maximizamos la funcional  de  entropía  obtenida 

en el primer nivel de descripción,  tomando  como  restricciones  ahora a las  variables 

hidrodinámicas  que  caracterizan el estado  macroscópico del fluido, a saber,  las densidades 

locales de masa,  ímpetu,  energía  por  partícula y las  fluctuaciones  de  la  densidad. 

Formalmente, lo anterior  implica  que,  dada  la  información  disponible, a saber, las 

funciones de distribución en  un caso, y las  variables  hidrodinámicas  en  el otro,  obten- 

dremos  una  funcional de entropía  informacional, que es una  medida  de  la  información, que 

caracteriza el estado del sistema como un todo. 

En  la sección 2 ,  se obtiene  la  funcional de entropía,  tomando  como  variables  relevantes 

las  funciones de distribución de una y dos partículas.  En  la  sección 3 se analiza  la  fun- 

cional de entropía en el segundo nivel de descripción, donde  las  variables  hidrodinámicas 

determinan el estado del fluido. Para  ambas  descripciones se analiza  la  conexión con la 

teoría de líquidos del equilibrio. 

2.2 FUNCIONAL DE ENTROPÍA: PRIMER NIVEL DE DESCRIPCI~N 

El Formalismo de Máxima  Entropía  (FME), ofrece una  guía  para  que,  dada  una fun- 

cional de entropía  apropiada  para un sistema  complejo, se escojan  las  variables  relevantes 

que caracterizan el estado del sistema, y se obtenga  una nueva funcional de entropía,  la  cual 

tiene su  valor  máximo en  dicho  estado [l]. La descripción del estado es “completa”,  cuando 

además, se obtienen  las  ecuaciones de evolución temporal de las  variables  relevantes. Al 

esquema  anterior,  también se  le  conoce  como  principio de máxima  entropía (PME).  No 
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existe  una  justificación  a  priori del principio,  aunque se han  encaminado algunos  esfuerzos 

basados  en  el  estudio  de la  naturaleza  dinámica del sistema,  para  analizar  la  manera en 

que la  entropía  evoluciona a su  valor máximo [3] .  En este  trabajo,  no nos  ocuparemos 

de la  justificación del P M E ,  simplemente lo usaremos  como un método  para hacer  una 

descripción  de  los  procesos  irreversibles  en fluidos densos. 

E l  sistema que  vamos a estudiar  está  formado por un conjunto  aislado  de N partículas 

idénticas,  cada  una de  las  cuales  tiene  tres  grados  de  libertad  traslacionales, y están  con- 

finadas  en  un  volumen V.  Las  partículas  interactúan  por  pares a través de potenciales 

intermoleculares, que  dependen  de la  distancia de  separación  entre sus  puntos  centrales. 

Esta  distancia es mucho  mayor  que la correspondiente  longitud  de  onda  térmica de de 

Broglie, de manera que  el tratamiento de las  interacciones es puramente  clásico.  Cada 

partícula  tiene  asignadas  coordenadas  espaciales  y en ímpetu, xi+(ri, p;) ( i  = 1,2,  ..., N ) ,  

las cuales forman  un  espacio  fase  6N-dimensional. En  este  espacio,  llamado el espacio I?, 

el  estado  del  sistema  está  representado  por un  sólo punto, llamado  punto  representativo ó 

estado  microscópico, y su cambio en  el tiempo  por  una  trayectoria Gnica. Esta  trayectoria 

a su vez, está  determinada  por  las  ecuaciones de  Hamilton y depende  de las condiciones 

iniciales. Para  evitar  esta  dependencia,  Gibbs  introdujo  el  concepto de  ensamble  (con- 

junto  representativo), que consiste de un conjunto muy grande  de  sistemas  similares  pero 

independientes,  todos  con  las  mismas  condiciones  externas y el  mismo  Hamiltoniano,  pero 

condiciones  iniciales diferentes. E l  ensamble  está definido  por la función  de  distribución 

de N partículas p(xN; t ) ,  de manera que p ( x N ;  t)dxN es la  probabilidad de  que el  estado 

microscópico del sistema  se  encuentre en el elemento  de  volumen del espacio fase dxN, 

alrededor del vector xN. Por  otra  parte, el  número total de sistemas en el ensamble se 

conserva,  entonces p ( x N ;   t )  obedece  una  ecuación de  continuidad 
i ..I .\ 
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donde, V X ~  es  el  operador  gradiente  en el espacio  fase I?, A? denota  al  vector cuyas ~0111-  

ponentes  son las derivadas  temporales de las  componentes de x N .  

Por otra  parte, el Hamiltoniano  asociado a cada  sistema es el  siguiente, 

donde rij = Irj - ril es la  distancia de separación entre  las  partículas zj, que interactúan  a 

través  del  potencial  intermolecular d(r i j ) ,  este  Hamiltoniano  implica que la contribución 

potencial a la  energía'i4erna  total es la suma de los  potenciales  intermoleculares  tomados 

por  pares. 

Usando las  ecuaciones de movimiento de Hamilton, 

' reescribimos la ec. de continuidad (2.1), 

donde no se ha  tomado en cuenta  el  efecto de una fuerza externa y el operador  de  interacción 

molecular Oij está definido  por 

Dado que buscar  la función de distribución p(xN, t )  solución de la  ec. (2.4) es imposible 

puesto que N es muy  grande,  entonces es  necesario  buscar  una  representación  más  simple 

del estado  del  sistema que contenga la información de interés. 
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Consideraremos  entonces  las funciones de  distribución  reducidas f(’)(xl, ..., x,; t ) ,  

donde S < N, definidas de la siguiente manera, 

las  cuales  están  definidas en  términos de la función de distribución  de N partículas p(xN,  t ) ,  

que representa el  ensamble  estadístico del sistema, y describen la densidad de probabilidad 

de encontrar S diferentes partículas con  coordenadas 5 1 ,  ..., x, respectivamente, al  tiempo 

. . .  :: 9 . 

t .  

Por  otra  parte,  Gibbs definió una  funcional de entropía  asociada  al  ensamble es- 

tadístico  antes  mencionado, a saber, 

SG = -kBJ  p(xN; t)1n(N!h3”p(xN; t ) )  

N! es necesario  para  tomar en cuenta  correctamente  la  densidad de estados en la  entropía y 

h3” se introduce  para que dicha  densidad  sea  adimensional,  con h la  constante de Planck. 

Usando (2.1)) y la ecuación de Liouville para p(xN; t )  se obtiene  que SG no cambia en el 

tiempo,  para  ensambles que  representan a sistemas  fuera de equilibrio,  por lo tanto, no nos 

ayuda  para  tener  una  justificación  estadística del comportamiento irreversible  observado 

macroscópicamente. 

Por  otra  parte, el sistema que estamos  interesados en describir,  corresponde a un gas 

denso de N partículas,  que  interactúan con  potenciales  intermoleculares  aditivos  por  pares, 

por lo tanto, a nivel  mesoscópico  el  estado del sistema puede describirse en términos de 

las  ff.d. de una y dos partículas.  Para  caracterizar el estado del sistema,  necesitamos la 

f.d. de ulia”pi-rrtícula para  obtener  la  densidad de número y la velocidad  hidrodinámica, 

así como la f.d. de  dos partículas  para  calcular  la  densidad de energía  interna,  la  cual 

contiene  una  contribución de interacción  potencial, de manera que la f.d. de  dos partículas 

es  un ingrediente  esencial de la teoría. Por lo tanto, se requieren  obtener las dos primeras 
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funciones de distribución  reducidas. 

En  palabras del FME, deseamos encontrar  la función de  distribución de N partículas 

que maximiza la funcional de entropía  de  Gibbs SG, que es consistente con las siguientes 

restricciones, 

/p (xN; t )dxN = 1, 

N 
f(')(x,t) = / &(x - xi)p(xN,t)dxN 

i= 1 

(2-9) 

(2.10) 

Y 

f(2) (x1 , x2 , t )  = &(XI - x; )S(X~ - xj)p(xN, t)dXN, (2.11) 

i.e.,  la normalización  de la f.d.  de N partículas y las ff.d. de una y dos partículas respec- 

tivamente. 

El problema  variacional se resuelve usando el método  de multiplicadores  de  Lagrange 

y el correspondiente  ensamble  estadístico  que  resulta es el siguiente [ 5 ] ,  

donde, ZN es un  factor  de normalización que está definido de la siguiente manera, 

X ( X ,  t )  y 7 ( X i ,  X j ,  t )  denotan a los multiplicadores de Lagrange asociados a las restricciones 

(2.10) y (2.11),  respectivamente. 

Ahora  bien,  por  sustitución  directa  de pME(xN; t )  en  las  ff.d.,  obtenemos las ff.d. de 

una y dos partículas, en tkrminos de los multiplicadores de Lagrange, 
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Y 

donde, los factores Z N - i ( t )  tienen la  misma  estructura  integral de la  ec.  (2.13), y los 

paréntesis  angulares < .. > ~ - i  simbolizan  un  promedio sobre un ensamble de N - i 

partículas. Es necesario  observar que se  están  tomando en cuenta  las  correlaciones  en 

velocidad  de las  partículas,  esto es debido a que los multiplicadores  de  Lagrange y(x;, X j )  

son funciones tanto de los impetus de las  partículas i , j  como  de  sus  coordenadas. 

> 

Con  las  ff.d.  anteriores definimos la probabilidad  condicional g ( 2 )  ( X I ,  x2, t ) ,  en 

términos  de  las  restricciones, 

(2.16) 

Sustituyendo (2.14) y (2.15)) en (2.16),  obtenemos g ( 2 )  en términos  de los multiplicadores 

de Lagrange, 

(2.17) 
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es una  generalización  al  estado  fuera de equilibrio de la  función de cavidad  definida en 

teoría de líquidos [4], de hecho se trata de una función de  dos cavidades que toma en 

cuenta el efecto  residual de las  correlaciones  binarias  causado  por  terceras  partículas.  Esto 

nos lleva a definir  el  análogo a un potencial  químico  fuera de equilibrio  xi, t )  de la 

siguiente forma, 

(2.19) 

j = 1  ’. v. 

donde la función  ,B+(ri, t ) ,  se ha introducido  para  que el potencial  químico  tenga  las  dimen- 

siones de energía, y aunque  en  unidades es inversamente  proporcional a la  temperatura 

local,  por el momento  aplazaremos la discusión  acerca de su significado  físico. 

Con la definición  hecha anteriormente, se puede escribir la función de  dos cavidades 

en la siguiente forma  alternativa, 

x exp [-@4(rl,  t)p(N-2)(X1, t )  - ~ + ( r z ,  t)p(N-2)(XZ, t ) ]  
(2.20) 

así ~ ( ~ - l ) ( x i , t )  y pN- ’ (x i , t )  representan  potenciales  químicos  para  conjuntos de N - 1 

y N - 2  partículas  respectivamente. 

. .  .. ’ 

en la función de cavidad (2.18), representa  el trabajo necesario  para  introducir al azar a 

dos partículas en  un sistema de N - 2  partículas  [2]. 

Lo anterior  implica que g(2) (x1 ,  x2, t ) ,  es una  generalización a estados  fuera de equi- 

librio, de la función de distribución  radial del equilibrio [4], en términos de una  función 

de cavidad. Es necesario  observar que esta  función  contiene un peso  estadístico que toma 

en cuenta el efecto de terceras  partículas en  las interacciones  binarias,  las  cuales no son 

aisladas,  tomando  en  cuenta con  ello la inhomogeneidad del fluido tanto por  correlaciones 
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espaciales  como  en  velocidades de las partículas. 

Para  tomar  en  cuenta los efectos de terceras  partículas  con  mayor  detalle,  constru- 

imos la f.d. de tres  partículas,  usando  la definición (2.7) de ff.d.  reducidas.  Integrando 

p M E ( x ~ ,  t )  obtenemos  la siguiente expresión, 

donde, 

(2.21) 

es una  función de correlación de tres  partículas  fuera de equilibrio,  la  cual  mide  la  pro- 

babilidad  condicional de encontrar  una  tríada de partículas en  los  puntos  fase x1,x2 y 

La función Y(3), juega el papel de una  función de tres  cavidades, que  mide la persis- 

tencia de las  correlaciones  tanto  espaciales como en velocidad. Este hecho es más  claro al 

observar  su  forma  explícita en términos de los potenciales  químicos  géneralizados definidos 

anteriormente  en  (2.19). 

(2.23) 

Esta expresión es una  generalización  directa de la función de  dos cavidades  escrita 

en la ec. (2.18), donde  el  argumento de la función  exponencial  representa el trabajo  para 

introducir  al  azar  tres  partículas  tomadas de una en una, en  un conjunto de N - 3  partículas. 

Una  forma  alternativa de escribir  la f.d. de tres  partículas  (2.21) es la siguiente, 

13 



la cual  define a una  función @3) en  términos  de la función  de  correlación  de  tres  partículas, 

y del producto de las  funciones de  correlación de dos partículas  [6], a saber, 
. - .  ; B  - 

Esta definición tiene  la  ventaja de que la función @3) interviene  indirectamente, y ésta 

es una  generalización  directa, de la función que mide la  importancia de  las  interacciones 

de tres  partículas en la  estructura de  un  líquido, tal y como  se  estudia en la  teoría de 

líquidos'dej e'quilib;.io'[6]. De  hecho, es justo  esta función la que cuantifica ei hecho  de que 

las  interacciones  binarias  no son aisladas. En  la  literatura  se  ha  visto que  simulaciones 

realizadas  con  el  método de Montecarlo [7] permiten  estudiar  la  estructura  triple de un 

líquido en función  de la densidad, sólo variando la intensidad  de  un  potencial  intermolecular 

suave. Para un gas diluido ó moderadamente  denso,  su  valor  se  aproxima a la  unidad, lo 

cual significa que la Aproximación  de  Superposición de Kirkwood ( G ( 3 )  = 1) es válida  para 

estos  casos.  Conforme la densidad aumenta,  la función de correlación  triple difiere de la 

unidad en una  forma  no  trivial,  mostrando con ello la  importancia que  tienen los estudios 

de la  estructura  triple en líquidos. 

Por  otra  parte, avanzando  en  el  Formalismo de Máxima  Entropía, queremos obtener  la 

expresión  de la nueva  funcional  de  entropía. Lo cual  quiere decir,  la  funcional de entropía 

escrita en términos de f(')  y f ( 2 ) ;  que se obtiene por sustitución  directa del ensamble 

(2.12) en la  entropía de Gibbs  (2.8) [sa] (Apéndice  A), a saber, 
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donde el  primer  sumando es un tgrmino  tipo  Boltzmann,  aunque  es  necesario observar 

que f(') (ec. 2.14) depende  de  las  correlaciones  promedio entre  las  partículas a través 

del multiplicador  de  Lagrange ?(x l ,  x j ,  t ) ,  lo  cual puede  verse claramente  de  la función de 

correlación  por  pares  fuera de equilibrio (2.17). E l  subíndice I etiqueta a la entropía infor- 

macional del primer  nivel  de  descripción. El primer  sumando,  es  un  término  ideal, e implica 

que las  partículas  tienen  accesible  todo  el volumen  del sistema. E l  segundo  sumando es 

una  contribución  que  es  producto de la correlación  entre  pares  de  partículas, que toma en 

cuenta que  las partículas  no  se mueven libremente;  por  el  contrario, su movimiento  se  lleva 

a cabo  dentro  de  una  jaula  formada por las  partículas que las  rodean. 

... ; L - 

Esta funcional  es  equivalente a  nivel  de  correlaciones  por  pares, a la entropía es- 

tadística  de  granulamiento  grueso  que H.S. Green  obtuvo  al  desarrollar  la  entropía de 

Gibbs [ 8 ] .  E n  nuestro  tratamiento  ésta  se  obtuvo  usando  el  Formalismo  de  Máxima  En- 

tropia,  produciendo  con  ello  una  entropía, que es una  función  aditiva  de  las  funciones 

a *  .I. - *, - .* 

independientes  que  caracterizan  el  estado del sistema, a saber, f ( ' )  y g(2), donde, a difer- 

encia de la  expresión  de  Green [9], g(2) depende  de  las  velocidades de las  partículas. Por 

último,  el  tercer  término  representa  una  parte  de  exceso  fuera  de  equilibrio  (relativa  al 

gas  denso  modelado  con  correlaciones binarias), que no depende  de las  variables  relevantes 

(funciones  de  distribución), y que tiene  la  siguiente  expresión, 

(2.27) 

Cada  término  en  esta  expresión  toma  en  cuenta  las  interacciones  residuales  de dos 

partículas  cualesquiera,  cuando  se  introducen en un ensamble  de N - 1 ó N - 2 partículas. 

Están relacionados  de  manera  explícita  con los factores  de  normalización  asociados a p"', 

f ( l )  y g(2);  a través de combinaciones de los coeficientes Z N ,   Z N - ~  y ZN-2. 
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En  otras  palabras, se puede ver como una  manera  complicada de expresar el multipli- 

cador de Lagrange que  proviene de la normalización y no puede  ser una  función de las otras 

restricciones, que  en  nuestro caso  están  dadas  a  través de las ff.d de una y dos partículas. 

Esta es una  característica que  nos permitirá  trabajar con la  diferencia Sr - S,,,, según 

veremos en el  siguiente  capítulo. 
. *  

Otro  aspecto  important6 que se observa  en  la  expresión  para la entropía  (2.26), es 

que  las ff.d no  están  factorizadas en una  parte  cinética y otra configuracional  (lo  cual  sería 

válido  únicamente  en  equilibrio),  debido a que  las  funciones de Lagrange dependen tanto 

de la velocidad  como de las  coordenadas  espaciales;  este  punto es importante, pues  sería 

una de las  principales  dificultades  para  implementar  un  cálculo  numérico de la  entropía 

haciendo  uso de la  dinámica  molecular [9]. 

2.3 FUNCIONAL DE ENTROPÍA: SEGUNDO NIVEL DE DESCRIPCI~N 

En  esta sección  desarrollaremos un segundo nivel de descripción  para el fluido. De 

acuerdo  con  Lewis [l], podemos  introducir nuevas  funciones  que  caractericen el estado del 

sistema, de manera que  estén  relacionadas  vía  una  transformación  lineal con las  funciones 

de estado del nivel de descripción  anterior. Esta  transformación, se manifiesta con la 

definición de densidades  locales. Nos restringiremos  a  usar  las  variables  macroscópicas 

locales que se conservan, a saber,  la densidad,  el  ímpetu,  la  energía  interna, así como la 

normalización de la función de correlación g(2) .  

Lo anterior  quiere  decir, que  dentro del formalismo de máxima  entropía,  3e  rhaximizará 

la  funcional (2.26) obtenida en FME-I,   bajo las  siguientes restricciones: 

la  densidad de masa  local, 
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la  densidad  de  ímpetu local, 

(2.28) 

(2.29) 

la densidad  de  energía interna, 

y las  fluctuaciones  de la densidad cy(r1, t )  , las cuales están relacionadas con la normaliza- 

ción de g ( 2 ) ,  a través  de  la  siguiente definición, 
. *  

Donde Y ( 2 )  es el valor asintótico  de la función de correlación g(2), i.e. el valor que 

adquiere  en una  distancia mayor al alcance efectivo=del pptencial  intermolecular.  Repre- 

senta por lo tanto  la contribución  de  largo  alcance para g ( 2 ) .  

El proceso de maximización ahora nos lleva a  la  obtención  de  las funciones de  dis- 

tribución, f ( ' )  y g ( 2 ) ,  que  maximizan  la  funcional  de  entropía  (2.26) [5a,10], a saber, 

donde p(r1, t )  es  el multiplicador  de  Lagrange  asociado  a la energía interna  (2.30).  Esta 

función de distribución,  tiene  la  estructura  de  una Maxwelliana local,  representando con 

ello la  distribución  de velocidades de  un  sistema en equilibrio local. Por otra  parte,  la 



función  de  correlación g(2) = 

es la siguiente  (Apéndice B), 

f ( 2 )  

f (1 )  ( l ) f ( ' )  ( 2 )  ' que maximiza a la funcional de entropía (2.26), 

! 
con S = r2 - rl la  distancia  relativa  entre dos partículas, y 

la función  de cavidad, que toma en  cuenta  las  interacciones  residuales  en  el  fluido, de 

hecho,  en  el  límite  de  bajas densidades  su valor sería la unidad,  de  manera que la función 

de correlación  (2.33)  sería  igual  al  factor  de  Boltzmann  exp( -$(lsl)b(rl,t)). Por otra 

parte  hay  que  observar, que a diferencia de la función  de  correlación  del  primer  esquema 

de maximización  (ec.  2.17), la g(2) apropiada  para  este nivel  de  descripción toma en 

cuenta  únicamente  las  correlaciones  espaciales de las  partículas,  lo  cual  significa, que ya 

han  relajado  las  correlaciones  en velocidades.*L ,., 

.' , 

Sustituyendo  las  funciones  de  distribución  (2.32-34)  en  la  energía  interna  (2.30)  se 

obtiene la siguiente  identidad 

(2.35) 

donde f ( 2 )  depende  de p. Con  esta  ecuación  identificamos  al  nlultiplicador de Lagrange ,/3 

con la  temperatura  local  definida con la energía  interna, 

Sustituyendo (2.36) en (2.35) obtenemos  la  ecuación para la energía  interna  local 

(2.36) 

(2.37) 

18 



donde hay que  observar que f(') es una funcional de la densidad y la  temperatura local. 

Para encontrar el multiplicador  asociado a la  normalización S(rl, t ) ,  es necesario  sustituir 

donde  se ha definido 

(2.39) - m  

que representa una generalización al régimen  local  de la función  de  Mayer para fluidos 

inhomogéneos  en  equilibrio. De hecho la ecuación (2.38) define a la función Y(2)(rl ,  t ) ,  y 

por  lo tanto a la función  de Lagrange  asociada a las  fluctuaciones  de la densidad. 

Por  otra  parte, por sustitución  directa  de  las funciones  de  distribución (2.32-33)  en 

(2.26), se  encuentra  la  funcional de entropía  apropiada  para  este siguiente nivel de des- 

cripción, en términos  de  las  restricciones, a saber, 

+kB 1 f (2) (r l  S ,  t)d(rl,  t)drlds, (2.40) 

donde  hemos tomado  en  cuenta la expresión para  la energía  interna  local  dada por la  ec. 

(2.37), y el subíndice 11, indica que la funcional de entropía  corresponde al segundo nivel 

de descripción. 
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I .  .. . 

Una  forma  alternativa  de escribir la funcional  de  entropía es a partir  de la definición del 

potencial químico ideal local pid que se identifica en la función  de  distribución Maxwelliana 

local (2.32), 

con esta definición, la función  de  distribución f ( ' )  se reescribe de la siguiente manera, 

(2.42) 

Por otra  parte, identificamos al potencial químico de exceso pezc(r l , t ) ,  en el último 

sumando  de  la funcional  de  entropía, a saber, 

de acuerdo con la definición (2.34), obtenemos una expresión que  relaciona al  potencial 

químico de exceso con la función de  cavidad, 

. . . . .  
con estas definiciones, la funcional de entropía  queda  de  la  siguiente  manera, 

(2.44) 

(2.45) 

Esta expresión puede reescribirse en términos  de la energía  libre  de Helmholtz A(r l , t ) ,  

que está  relacionada con el potencial químico total  de  la siguiente forma, 

(2.46) 

Est a definición 

en  términos  de 

permite escribir la  entropía  local  en una  forma  análoga a la  termostática, 

la  energía interna local y la energía  libre de Helmholtz local, 
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(2.47) 

Esta expresión  coloca a la funcional de entropía  estadística en un nivel de descripción 

correspondiente  al  equilibrio  local,  donde  tanto la energía  interna  como la energía  libre 

contienen  una  parte ideal y otra de  exceso  debido a las  interacciones  intermoleculares. 

Con  respecto a la energía  interna,  la  parte ideal  corresponde a la  energía  cinética de las 

partículas y la componente de exceso es la energía  potencial  intermolecular.  Para  analizar 

la  energía  libre,  hay que tomar en cuenta que se está haciendo  una  descripción  para un 

elemento  pequeño del fluido,  el  cual intercambia  partículas  con el resto del sistema, de 

manera  que  la  parte ideal de la energía  libre  representa el cambio  de  energía  cinética 

debido  al  cambio  en  el  número de partículas en  un  elemento del fluido;  por otra  parte,  la 

energía  libre de exceso  mide el  cambio de energía  potencial  por  intercambio de partículas. 

r .  

2.4 DISCUSI~N -9 "9, ,* 
. .  

Uno de los resultados  importantes que se desprenden de este  capítulo es la  utilidad 

del formalismo  de  máxima  entropía  para  que, con un mlnlmo de información  disponible, 

se obtenga en forma  sistemática  una  funcional de entropía  informacional  para el sistema. 

Así, para el caso  de un fluido monatómico  neutro y denso, se han  obtenido  expresiones 

generales  para  la  entropía  informacional en dos niveles de descripción. En el primer  nivel se 

obtuvo  una  funcional  (ec. 2.26)) en términos de  dos funciones de distribución que toman en 

cuenta las  correlaciones de las  partículas  tanto en posición  como  en  velocidad. Un efecto 

importante  que  surge  al  pasar a un  segundo  nivel de descripción, es el  hecho de que el 

efecto de las  correlaciones de la velocidad, se tiene que tomar en cuenta en forma promedio 

a través de las  fluctuaciones de la densidad. Esto  constituye  una  restricción a nivel de 

la funcional de entropía del primer  nivel de descripción.  Por  otra  parte,  para efectos de 
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comparación, hay  que  seniilar  que  cuando se sustituyen  las  funciones de distribución en 

el límite del equilibrio, en la funcional  de  entropía,  entonces se obtiene  una expresión 

estadística  para  la  entropía en  términos  de  parámetros  moleculares.  De  hecho,  cuando 

se sustituye a f(') como la Maxwelliana  total y g(2) como la función de correlación de 

pares,  para  una  densidad y temperatura  dadas,  la  funcional de entropía  coincide  en  con 

la  entropía  termodinámica  medida  experimentalmente  para el argón  líquido [ l l ] ,  para el 

líquido  de  esferas duras, y para 22 líquidos-metiliccs  (sin  excitación  electrónica) [12]. 

Se  ha  encontrado que la contribución a la  entropía de la correlación  de  pares,  presenta 

un comportamiento  universal con respecto a la  temperatura  para  una  gran variedad  de 

líquidos metálicos [12]. Así, cuando la  temperatura  aumenta,  las  interacciones disminuyen 

paulatinamente, y la  energía  cinética de las  partículas  aumenta, y entonces, disminuye la 

magnitud de la  contribución por  correlaciones. En  la  literatura  se  ha usado  para  cuantificar 

la  entropía a volumen constante,  necesaria  para disolver la  estructura de largo  alcance de 

un cristal,  i.e.  la  entropía  necesaria  para que  un cristal en equilibrio,  cambie a fase  líquida. 

También se han  incluido  correlaciones  angulares  entre  las  moléculas para  estudiar  una 

mezcla  de  moléculas  simples en agua [13], y la  entropía del agua [14]. 

APÉNDICE 2.A 

Funcional  de  entropía Sr(t )  

Sustituyendo  la  función de  distribución de N partículas pME(xN,t) (ec. 2.12) en la 

entropía de Gibbs (2.8)) se obtiene  una  expresión en términos  de los multiplicadores  de 

Lagrange, 
* a  a 

(2a.l) 
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(2a.2) 

Ahora es necesario  promediar  con  el  ensamble p M E  ( x  N , t )  y sumar  en  las N partículas. 

Haciendo esta operación en el  primer  término de la expresión (2a.2), 

Promediando  ahora  el segundo término de (2a.2), 
c. .L 0 

(2a.3) 

(2a.4) 

Para el promecho del tercer  término de (2a.2), usamos la definición (2.19), 

Sustituyendo  las  funciones  de  distribución  (2.14-15) en la  probabilidad  condicional (2.16), 

se puede despejar  el  multiplicador de Lagrange y ,  
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( 2 a . 6 )  

Lo que se requiere  ahora es promediar en el ensamble pME(xN,  t )  y sumar  sobre  todos 

los pares  de  partículas,  iniciando con el primer ... .t&mino del miembro  derecho  de (2a.6) 

tenemos, 

N ,. 

= -v f ( 2 ) ( ~ i , ~ j ,  t)Zng ( 2 )  ( x Z ,  . xj,t)dxidxj, 
2 

(2a.7) 

dado  que  el  segundo  sumando del miembro  derecho  de (2a.6) depende  únicamente del 

tiempo, se obtiene  la  siguiente  identidad, 

Promediando  ahora el último  término de (2a.6), 

( 2 a . 8 )  

( 2 a . 9 )  
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(2a.6) 

Lo que se requiere  ahora es promediar en el ensamble pME(xN,  t )  y sumar  sobre todos., * - 
los pares de partículas,  iniciando con el primer  término del miembro  derecho  de (2a.6) 

tenemos, 

\ N , .  

- - -‘S f ( 2 ) ( ~ ; , ~ j ,  t)Ing(2)(x;,  xj,  t)dxidxj, 
2 

(2a.7) 

dado  que el segundo  sumando del miembro  derecho de (2a.6)  depende  únicamente del 

tiempo, se obtiene  la  siguiente  identidad, 

Promediando  ahora  el  último  término de (2a.6), 

(2a.8) 

(2a.9) 
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a .  .. . 

Sustituyendo (2a.3-5) en (2a.2) y (2a.7-9)  en  (2a.6), y posteriormente (2a.2) y (2a.6) en 

(2a.l), se obtiene  la  entropía  informacional  (2.26) en el primer  nivel  de  descripción. 

APÉNDICE 2.B 

Función de  correlación g(2) en  el  segundo nivel de  descripción 

'I v. 

E n  este  apéndice  se  detalla  el  proceso  variacional  para  obtener la probabilidad  condi- 

cional  (función  de  correlación) g(2) en  el  segundo nivel de descripción. Con la entropía 

informacional  del  primer nivel de  descripción (es.  2.26),  se  construye la siguiente  función, 

Ahora  se  hace la variación  funcional del primer  término de esta  ecuación, 

Simplificando esta expresión, 
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analizando  por  separado  las siguientes variaciones, 
. -  .:. 9 . 

Y 

(2B.4) 

(2B.5) 

(2B.6) 

= f(')(XZ,t)f(')(Xj,t)S(Xk - Xi)S(Xl - Xj) .  

Sustituyendo  (2B.4)-(2B.6) en la expresión  (2B.3) se obtiene lo siguiente, 

Análogamente se hacen  las variaciones de los otros  términos  que  componen  a  la  fun- 

cional Z 
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(2B.8) 

Si ahora se agrupan estos  tres  términos  en una sola integral,  separando los factores comunes 

Haciendo un cambio de variable del vector posición al  vector posición del  centro  de  masas 

r =  " Z r L  y posición relativa S = r2 - rl incluyendo dos integraciones con las  respectivas 

funciones S(r - rl) y & ( S  - (r2 - rl)) en (2B.9). 

Por otra  parte, como la variación en Z debe ser un  extremo  entonces la surna.de los 

términos dentro  de los paréntesis  cuadrados,  de (2B.9), deben  anularse, 

(2B.10) 

Reescribiendo esta ecuación obtenemos el resultado  final. 

donde S ( r , t )  = 1 + y p ( r , t )  = . c u g ( r , t )  

La expresión (2B.11) muestra que la función de correlación g ( 2 ) ,  en el segundo nivel 

de  descripción,  depende hicamente de las posiciones. 
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CAPÍTULO TRES 

E C U A C I ~ N  DE' BALANCE DE ENTROPÍA 

PRIMER NIVEL DE DESCRIPCI~N 

RESUMEN 

Se  usa  la  funcional de entropía  correspondiente  al  primer nivel de  descripción, que se 

obtuvo en  el capítulo  anterior.  Se  reescriben  las dos  primeras  ecuaciones de la  jerarquía 

BBGKY en  tdrminos  de  potenciales  intermoleculares  efectivos, y se  usan  para  obtener  la 

ecuación  de  balance  para  la  funcional de entropía. 
. *  

3.1 INTRODUCCI~N 

El  balance de entropía  juega un  papel  central  en la descripción  de la  dinámica de los 

procesos  irreversibles  de un sistema  termodinámico. El estudio  detallado de la producción 

de entropía nos permite  analizar  las fuentes de disipaclon,  así  como  su  relación  con  las 

causas  que  producen  dichos  efectos en un sistema  macroscópico [l]. A fin de encontrar  las 

bases  microscópicas  de los procesos  irreversibles  en un fluido denso,  podemos  escoger  una 

descripción  cinética en la  cual se tomarían en cuenta  las  interacciones  entre  las  partículas 

y con ello estudiar  la  manera en  que el sistema  evoluciona  al  estado  de  equilibrio [2]. 

E l  modelo cinético  más  simple  para un fluido es el que considera  a  las  partículas como 

esferas duras. E l  primer  intento  para  describir a un gas  moderadamente  denso se dió con 

la ecuación  de  Enskog [3]. Se  han  estudiado  algunas  generalizaciones  de  dicha  ecuación  a 

fin de obtener  una  teoría  cinética  compatible con la  Termodinámica  Irreversible [4]. En 

algunos  casos se ha construido la funcional de entropía  apropiada  para  el  modelo, y se ha 

E a .f 
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demostrado el correspondiente  teorema H local  y  global [sa-c]. También se ha  usado el 

FME para  obtener funcionales  de entropía  apropiadas  para fluidos  cuyas  partículas  tienen 

interacciones instantáneas,  a  saber,  de esfera dura, esferas  duras  más  un  término  de cola 

atractiva (el  cuál  actúa como un  término  de  campo  promedio),  así como potenciales  de 

pozo cuadrado.  Para  cada modelo se ha  demostrado el teorema H correspondiente  [6a-b]. 

En  la sección 3.2 se presentan  las  ecuaciones  cinéticas  que  componen  la  teoría,  a  saber, 

las dos primeras  ecuaciones  de la  jerarquía BBGKY (Bogoliubov-Born-Green-Kirkwood- 

Yvon) [2] reescritas en &minos  de  potenciales  efectivos para dos partículas que interactúan 

con el resto del  fluido.  La sección 3.3 está  dedicada  al cálculo  de la ecuación  de  balance  de 

la  funcional  de entropía  obtenida  en FME I; análisis  que se lleva a  cabo  sin  hacer  alguna 

aproximación  en  densidad ó en  escalas  de  tiempo. En  la  última sección  se  hacen  algunas 

observaciones  sobre la teoría  presentada. 

3.2 ECUACIONES CINÉTICAS: JERARQUÍA BBGKY 

En  la sección 2.1 se ha  caracterizado  al  sistema  que  queremos  describir con el ensemble 

estadístico  que  maximiza la funcional  de entropía  de  Gibbs. Se .hi20 la observación  de  que 

el número  total  de  sistemas que  componían el ensamble  permanecía  constante, por lo tanto, 

la razón  de  decremento  del  número  de  puntos  representativos  en  un  elemento  de  volumen 

del espacio  fase I' es igual  al  número  de  puntos  que  abandonan el mismo  volumen  por 

unidad  de  tiempo.  Esto se representó  en  la  ecuación  de  continuidad (2.1). Este hecho 

da  lugar  a  la ecuación (2.4),  la  cual es una  forma  alternativa  de  escribir  la ecuación  de 

Liouville. 

Exigimos ahora que p sea  simétrica  ante el intercambio  de  partículas,  lo  cual es 

físicamente  razonable,  y  además  integramos la ecuación  (2.4) con respecto  a  las  variables 

x,+1, ..., XN. Todos los términos  de la  forma pi V,,. y Vrij$(rij) V,,p, con i > S ,  son 
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cero  al  hacer  las  integraciones.  Obtenemos  entonces las  ecuaciones de la  jerarquía BBGKY 

P I  9 

Este  conjunto de ecuaciones  expresa la evolución temporal de las  funciones de distribución 

de S partículas en términos de las  funciones de distribución de s f 1  partículas, y por lo 

tanto  constituyen un conjunto  cerrado a nivel de las N partículas,  donde se recupera la 

ecuación de Liouville (2.4). A fin  de obtener  una  ecuación  cinética  manejable, se tiene 

que encontrar  una  relación de cerradura,  que  exprese a la función  de  distribución f('+') 

involucrada  en  el  término de interacción en  el  miembro  derecho de (3.1) en términos de las 

funciones de distribución  reducidas f('), ...,f('). 

Este hecho ha motivado el surgimiento de diferentes  aproximaciones  para  las  cerra- 

duras de las  ecuaciones de la  jerarquía [7].  Las hipótesis de cerradura en teoría  cinética 

constituyen un  punto de comparación  entre  diferentes  descripciones  del  comportamiento 

macroscópico de un sistema. El Formalismo de Máxima  Entropía (FME)  nos  proporciona 

una  manera  sistemática  para  escoger  una hipótesis de cerradura  para  las ecs. de la  jerarquía 

BBGKY. Lo  importante es ser  consistente con la información  relevante  que se tiene del 

sistema [8]. 

Ahora  bien,  dado que  hemos  seleccionado a las  ff.d. de una y dos partículas  como las 

variables  relevantes para la descripción de  un gas  denso,  la  dinámica del gas  estaría  dada 

por las dos primeras  ecuaciones BBGKY. La  primera de ellas puede.escribirje  en  términos 

de una  fuerza  promedio sobre una  partícula, a saber, 

(3 .2 )  
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donde I C 1  ( X I ,  t )  es la fuerza  sobre  una  partícula  promediada con la  f.d. de  dos partículas, 

f(l)(XI, t ) ~ ,  (x1 t )  = - J(V.1 +(TI2 )> f ( 2 ) ( X 1  , x27 t)dX2 7 (3.3) 

donde r I 2  = Ir2 - rl I es la  distancia de separación  entre dos partículas que interactilan. 

Esta definición  nos permite  tener  una  expresión  para  la  fuerza  promedio  sobre  una  partícula 

K I ( x 1 ,  t ) ,  que  es la cantidad  física  respons&ble de1,acoplamiento  con la segunda  ecuación 

de la  jerarquía. 

De manera  similar,  para  reescribir  la  ecuación de evolución para f ( 2 )  definimos un 

potencial  promedio de  dos partículas u(2) dado  por la siguiente expresión, 

donde V , , W ( ~ )  toma en cuenta  la  fuerza  sobre  una  partícula  por  interacción  binaria  directa 

entre las partículas 1 y 2 a  través del potencial  intermolecular +(r12). Adicionalmente, 

tiene  como  segunda contribución,  la  interacción  promedio de las  terceras  partículas que la 

rodean en un radio  igual a la longitud  característica de las  correlaciones de tres  partículas, 

esto  es, la región donde  tiene  sentido la  estructura  triple en el fluido;  lo  cual se mide con 

la  función G ( 3 )  (ec. 2.25). 

Ahora  explicaremos  con  mayor  detalle  las  propiedades de esta definición, el primer 

término  contiene la interacción  directa  entre las partículas 1 y 2,  y tiende  a  cero  cuando 

están  separadas  una  distancia  mayor al alcance del potencial  intermolecular 4(r12). Por 

otra parte: 4 tirmino con  las  ff.d. de tres  partículas  tiende a cero  cuando la  partícula 

2 está  suficientemente  separada de la  partícula  uno; - ésto lo  hemos  denotado con fd2 (3)  

-, de manera que esto  sucede  cuando  gii’  tiende a su  valor  asintótico, donde f ( 3 )  tiende 

a fj:’. Es importante  observar que las  longitudes  características que  intervienen en esta 
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descripción (el  alcance del potencial y la longitud de correlación),  no  siempre son iguales, 

pues la primera  de  ellas la determina el alcance del potencial  intermolecular,  mientras 

que la  segunda está  determinada por las correlaciones triples  entre  las  partículas vecinas. 

Todas  estas propiedades  hacen  del  potencial  efectivo  promedio una cantidad  relevante 

en la  teoría  presentada  en  esta  tesis. 

Por otra  parte, definimos la fuerza promedio  sobre la partícula  uno,  cuando la partícula 

dos se  encuentra  distante K(ld2)(xl,x2,t), ésto  es,  cuando  ambas  partículas ya no  están 

correlacionadas, ’ -  s. 

donde, fjf) indica  que  debemos  sustituir  el valor asintótico  de la función de correlación 

si’,’ mencionada  en  el  capítulo  anterior  de esta  manera, la ec. (3.4) es la fuerza  promedio . 

por partícula  debido al enjambre  de  particulas  que la rodean  en la región de acción de la 

función de  correlación  de  tres  partículas.  Con  las definiciones anteriores,  la expresión que 

se  obtuvo  para f ( 3 )  y usando la segunda  ecuación  de la  jerarquía,  obtenemos  la ecuación 

de  evolución para la f.d.  de dos partículas, 

donde, 

Y 

( 3 . 7 4  

( 3 . í b )  



representan las fuerzas promedio sobre  las  partículas 1 y 2 respectivamente;  debido  a sus 

interacciones binarias  mutuas y con terceras  partículas,  ésto se ve más  claro  sustituyendo 

(3.4) y (3.5) en (3.7a-b), 

( 3 . 8 ~ )  

Y 

Debemos  señalar  que al escribir  las ecuaciones de evolución (3.2) y ( 3 . 6 )  hemos seguido 

el esquema  dado  por Wallace [9], con la diferencia de  que al  obtener  la ecuación (3.6)  usamos 

la expresión para f ( 3 )  dada por FME I, mientras  que  en  la ecuación (11) de la referencia 

[9] se usó de  la hipótesis  de  superposición de Kirkwood, la cual no  toma en cuenta la 

correlación triple  en fluidos, ésto significa que en la definición (2.25 ) 5(3) = 1. 

Hasta  este  momento,  la descripción que hemos hecho del fluido consiste  de dos ff.d., 

f('), f ( 2 ) ,  una funcional  de entropía S [ f ( ' ) ,  f ( 2 ) ]  y dos ecuaciones de movimiento para las 

ff.d., de manera  que  de  acuerdo con Lewis [lo] tenemos una descripción completa para el 

sistema. 

Sin embargo,  no  se ha hecho mención del comportamiento  irreversible del fluido. De 

hecho, debido a que la entropía  de  Gibbs  sufre una contracción en la información debido 

a las restricciones  impuestas,  sabemos  que  auxiliándose del teorema  de Liouville, el FME 

nos proporciona un  teorema H débil [6b]. 

'. .I 4 

Por otra  parte, a fin de analizar  este  punto con mayor  detalle,  calcularemos  la evolución 

temporal  de  la  funcional  de  entropía en la  siguiente sección. 
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3.3 BALANCE DE ENTROPÍA 

En  esta sección  estudiamos  el  comportamiento  temporal de la funcional de entropía 

(2.26)  obtenida en FME I. Por simplicidad  estudiamos  por  separado  las  contribuciones de 

una  y de  dos partículas.  Iniciamos con la contribución  que  depende  de la f.d. de una 

partícula, a saber, 

~ ( ' ) ( t )  = -ICB f(')(xl, t>ln f(')(x1, t ) d x l .  J (3.9) 

Como  estamos  interesados en  el balance de la  entropía  local,  entonces  trabajamos con el 

integrando en impetus de la ecuación (3.9), de manera que tendremos  una  funcional de 

entropía en  función  de  las  coordenadas  espaciales y el  tiempo, 
*' , 

J 

Hay que  observar 

de Boltzmann  cuando 

que esta  funcional de entropía  se  reduce a la funcional de entropía 
'9 Q;a, '* 

la  f.d. de una  partícula es solución  de la  ecuación de Boltzmann. 

En nuestro  caso es más  complicado,  pues f(') debe  ser  solución  de  un  conjunto  de  dos 

ecuaciones  cinéticas que  contienen  correlaciones  entre  las  partículas, tanto en posición 

como en ímpetu. 

E L  0 

Derivando  ahora  la  ecuación  (3.10) con respecto  al  tiempo, usando las siguientes  condi- 

ciones de frontera, 

Y 

(3.11b) 
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obtenemos la siguiente  ecuación de balance  para  dicha  funcional, 

-S( ' ) ( r1 , t )+Vr1.  d (J$')(r1,t)+uS(')(r1,t)) = --icB/f(l)Kl ~VpI( ln f ( ' ) )dp~.   (3 .12 )  
dt 

donde 

(3.13) 

representa  al  flujo de entropía de una  partícula, y el  miembro  derecho de la ecuación 

(3.12) corresponde a la producción  de  entropía,  que  analizaremos  posteriormente. Hay que 

observar  que  el  término In f('), de  acuerdo  con la expresión para  la función  de  distribución 

de una psrt9ícda.(2..14),  contiene  las  contribuciones de los multiplicadores  de  Lagrange. - 8  

Así,  a fin de  que a primera  aproximación f('), sea  una  distribución  maxwelliana en las 

velocidades,  de  acuerdo  con  el  experimento y la  mecánica  estadística  del  equilibrio,  entonces 

el multiplicador X debe  contener a la  energía  cinética  por  partícula.  De  esta  manera, puede 

verse que (3.13) contiene el transporte de energía  cinética,  i.e.,  al  flujo de calor  cin4tico. 

Antes  de  seguir  adelante es necesario  señalar  que la condición  de  frontera (3.11a) es 

una  consecuencia de  que f(l) obedece  una  ecuación de continuidad  en  el  espacio p a  saber, 

la  primera  ecuación de la  jerarquía  (3.2).  Además,  el fluido  que estamos  analizando, es un 

sistema  cerrado  de N partículas que ocupan un volumen V ,  de manera que las  partículas 

no  cruzan  las  fronteras. La  segunda  condición es más  fuerte, y se cumple sí y sólo sí 

fl I C 1  + O más  rápidamente que In f,"' + -00,  en las  fronteras.  Sin  embargo, como 

veremos al  final  de  este  capítulo,  esta  última condición  no es necesaria  para  obtener  la 

ecuación  de  balance,  aunque  el  no  usarla  conduce a una  expresión  alternativa  para  la 

producción de entropía. 

( 1 )  

Similarmente,  consideraremos  como la  entropía de  dos partículas  al  término que de- 

pende de la función  de  distribución de dos partículas,  i.e., 
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(3.14) 

donde 

es una contribución a la entropía local que toma en cuenta la correlación entre las partículas. 

Ahora  bien, dado que queremos obtener la ecuación de evolución de  esta funcional, 

la cual  depende  de la f.d.  de dos partículas,  necesitamos  obtener  primero la ecuación de 

evolución para el logaritmo  de la función de correlación g(’). Así, reescribimos la segunda 

ecuación de la jerarquía, con ayuda de la ec. (3.8) y obtenemos la siguiente  expresión, . J . .  . .  I h.. 

(3.16) 

Hay que observar  que  por definición, estas  fuerzas  contienen tanto las  interacciones direc- 

tas,  dadas por el potencial  intermolecular  por  pares, como las  interacciones con terceras 

partículas  que  rodean al par  de  partículas de prueba,  promediadas con la f.d. de tres 

partículas f (3)  obtenida en FME I. 

Derivando en el tiempo la ec. (3.15),  usando la segunda ecuación de la jerarquía  (3.3), 

así como las condiciones de  frontera  siguientes, 

(3.17a) 



(3.176) 

obtenemos la siguiente expresión, 

la  cual  representa la ecuación de balance  para  la  funcional de entropía S(2)(rl, t ) ,  con 

~ y ) ( r ~ ,  t )  = -kB [pl - mu(r1, t ) ~ f ( ~ ) ~ n  g(2)dr2dp2dpl, (3:19) . J 
el flujo de entropía de dos partículas, y el  miembro  derecho de (3.18) la contribución a 

la producción de entropía.  Por  otra  parte, en el límite del  equilibrio, la función lng(2) 

es  proporcional a la  energía  potencial por partícula,  esto  implica que J?) contiene el 

transporte de energía  potencial,  i.e.,  contribuciones  al  flujo de calor  potencial. 

Hasta  el  momento hemos  obtenido  ecuaciones de balance  para  las funcionales de en- 

tropia S(1) y S ( 2 ) ,  que están en  función de las  correlaciones  relevantes  para el fluido. 
. .  . .. ' 

Ellas dependen  funcionalmente de las dos funciones de distribución que consideramos 

importantes  para  describir  la evolución  temporal  del  fluido. 

Por otra  parte, observamos que  en el esquema de FME I, la  funcional de entropía 

completa  contiene  el  término de exceso S,,,, la  cual  contiene  correlaciones  residuales que 

no  dependen explícitamente de las  ff.d., de manera que con (3.12) y (3.18) podemos  escribir 

la siguiente  ecuación  de balance, 



donde 

a ( r l , t )  = - k B  f ( ' ) l C 1  Vp1(lnf('))dpl - - f(2)31 . (Vpllng(2))dr2dp2dpI- J 2 J 
- 1 f ( 2 ) . F 2  Vp,(ln  g(2))dr2dp2dpl, 

2 

. r  * 

es la  producción de entropía.  Por  otra  parte, si 

(3.11b) y (3.17b), reescribimos la expresión  (3.27) 

(3.21) 

no usamos  las  condiciones de frontera 

en la  forma  alternativa siguiente, 

La ecuación de balance de entropía  (3.20), es bien  conocida  en la Termodinámica de 

Procesos Irreversibles (TPI )  [l]. Sin  embargo, en  dicha  teoría se postula,  mientras que 

aquí  la hemos obtenido con una  teoría  cinética de gases  densos  con  aproximaciones bien 

definidas, lo cual nos permite  analizar los  procesos  irreversibles  en  un  fluido  en  términos 

de sus propiedades  moleculares. 

D I S C U S I ~ N  

Analizando  el  miembro  izquierdo de (3.20), vemos que representa el término de arrastre 

usual en toda  ecuación  de  balance, donde  el flujo de entropía  tiene  tanto su parte  convectiva 

(SI - Serc)u como  las  contribuciones  provenientes de las ff.d. de una y dos partículas, 

describiendo  con  ello la forma en que la  entropía se redistribuye  en el espacio a través de 

las  correlaciones  entre  las  partículas. Por otra  parte, el miembro  derecho a ( r ,  t ) ,  representa 

el hecho  de  que la  entropía  no se  conserva, es decir,  la  fuente de entropía en nuestra 

descripción  se  identifica con o( r, t ) .  

'. " .c 
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Con  respecto al  término fuente,  observamos que los tres  términos de (3.21)  tienen 

la misma  estructura,  i.e., los integrandos  son  productos  de las fuerzas  intermoleculares 

promedio por los  gradientes en ímpetu de las funciones  de  distribución  relevantes, f ( l )  y 

y('); en estos  gradientes la contribución a la producción  de entropía  está  dada a través 

de la dependencia  de la  funciones de distribución  con  respecto a las velocidades. Este 

hecho es muy importante  en los dos últimos  términos  debido a que están  en función de 

la dependencia  en  velocidades  de y(') . Hay que  recordar  que esta función de correlación 

toma en cuenta  el hecho  de  que las  partículas que interactúan  no son  estadísticamente 

independientes,  i.e.,  aunque  nuestro modelo está basado en interacciones  binarias,  estas no 

se llevan a cabo  en  forma  aislada,  de  manera que las  correlaciones  entre  las  velocidades de 

las  partículas, i o n  el resultado  de colisiones  previas en el sistema. Esto significa  que las cor- 

relaciones  en  velocidad entre  pares  de  partículas  contribuyen a esta  parte de la producción 

de entropía,  además,  todos  estos  términos  están promediados  con su correspondiente f.d.. 

A fin de  analizar con  mayor  detalle  su  significado  físico,  regresamos a la primera ecuación 

de la  jerarquía (3.2). Esta ecuación  es de.hec.'Fs, vaa ecuación de continuidad  en  el  espacio 

. ,  

,u asociado a la partícula 1 ,  donde f ( l ) l C 1  es el  flujo de f(') en dicho  espacio. Así mismo, 

la ecuación  de la jerarquía para f ( 2 ) ,  dada  en la ec. (3.6), junto con las definiciones (3.7a- 

b)  corresponde a una ecuación de continuidad para d n  el espacio p' para  el par de 

partículas 1 y 2. Con  esta  interpretación en mente, vemos que f(2)F1 and f(2)F2 son los 

flujos  correspondientes a dicho  espacio. En  otras  palabras,  el  término (3.21) que identifi- 

camos  como  producción  de  entropía,  está dado  como el producto  de flujos en  el  espacio de 

fases ,u y p' multiplicados  por el cambio en impetus  de la  información  dada por las ff.d. 

Los flujos  en  dicho  espacio transportan la información de las  partículas que interactúan a 

través  del  potencial  intermolecular y de  las  interacciones  indirectas  con  las  partículas que 

las rodean, de manera que la producción de entropía  representa la  razón  de  cambio con la 

que dicha  información  se  transmite. 

Por otra  parte, analizando la expresión alternativa para la producción de entropía  dada 
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por la ec. (3.22), vemos que en la primera  contribución, el término V,, ( f ( l ) l C ~ )  representa 

la  razón de cambio de f ( l )  debido a las  interacciones  binarias  entre  las  partículas.  Como 

un  ejemplo  en  particular,  podemos  pensar en la separación del potencial  intermolecular 

en una  parte repulsiva y una  atractiva.  Esto nos permitiría  obtener dos contribuciones 

en la  producción de  entropía, a saber, un término  de  ganancia y pérdida  más  otro de 

campo  promedio. Con  respecto a este  punto,  cabe  señalar que Stell [ll] y sus  colabo- 

radores han  usado  el  método de maximización  de  entropía a fin de  obtener  una ecuación 

de balance  de  entropía para un fluido que interactúa con un  potencial  truncado,  i.e.,  una 

parte  fuertemente repulsiva de esfera  dura,  una  parte  de pozo cuadrado,  más  un  término 

de cola  atractiva, al cual  analizan  como  un  término  de  campo promedio y por  lo tanto no 

contribuye a .la disipación. En nuestro  estudio  por  el  contrario,  hemos incluido  interac- 

ciones  suaves,  en  donde, tanto su componente  repulsiva  como  atractiva  contribuyen a la 
r .  

irreversibilidad. 

Por  otra  parte, los  términos  de  interacción VPi (f(2).Fi), toman en cuenta  interac- 
+'c ,* 

ciones binarias con terceras  partículas y podrían  trabajarse en forma  perturbativa.  Por 

lo tanto, concluimos  que la  contribución a la producción  de entropía debido a interac- 

ciones  binarias está  dada por el primer  sumando de la ecuación (3.22), mientras  que los 

otros sumandos  tienen su origen en las  interacciones  binarias  perturbadas por terceras 

partículas. 

O L  * 
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CAPÍTULO CUATRO 

COTA SUPERIOR PARA LA P R O D U C C I ~ N  DE ENTROPÍA 

... .. a 

RESUMEN 

En  este  capítulo  analizamos  el  comportamiento  de la producción  de  entropía  obtenida 

a partir  de F M E  I. Se  obtiene  una  cota superior para dicha  cantidad  en  términos de 

integrales  informacionales  tipo  Fisher, y de la  razón  de conversión de  energía  entre  las 

partículas. 

, .  . J . .  .). . '.. . .  

4.1 INTRODUCCI~N 

L a  producción de entropía  juega un  papel  muy  importante  en la descripción  de  los 

procesos  irreversibles  que  se llevan a cabo en un sistema  macroscópico. Esta aseveración es 

válida sin importar el tipo de enfoque que se  use al  hacer la  descripción. Así por ejemplo, 

puede usarse  un  esquema  fenomenológico [la], o bien  cinético [lb,2], y estudiar  la  forma en 

que la  entropía  así  como  su producción son cantidades  esenciales para  hacer  la descripción 

de  los  procesos  irreversibles en el sistema. 

Por otra  parte, los procesos de transporte  en  gases densos  se han  estudiado durante 

mucho tiempo y es bien  conocido que un  estudio  general, para la evolución  temporal de la  

entropía en estos  sistemas  constituye un problema  abierto. El problema principal radica 

en cómo tomar en  cuenta en la entropía el hecho de que las  partículas que  constituyen  al 
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fluido están  fuertemente  correlacionadas  entre sí [2]. En  este  capítulo,  a fin  de estudiar 

las características  de la producción de entropía  en  un  gas  denso,  hemos  usado  un  método 

variacional que  denominamos FME I [3], con el cual  obtuvimos la ecuación de balance de 

entropía  para  un fluido compuesto de N partículas, las cuales interactúan via un potencial 

intermolecular  aditivo y por pares,  sin hacer aproximaciones en escalas  temporales ó alguna 

hipótesis concerniente a las correlaciones espaciales ó en velocidades. Dado que tenemos, 

el balance  de una  entropía informacional,  entonces la producción de  entropía representa 

la rapidez con la que el fluido  intercambia  información.  Físicamente,  esto se traduce en la 

rapidez de intercambio  de  energía  (cinética y potencial)  entre las partículas,  controlada por 

las fuerzas  intermoleculares y las correlaciones entre las partículas. La máxima rapidez con 

la que este  intercambio  pueda  efectuarse,  representará la cota  superior  de la producción 

de  entropía [4], y el encontrar  dicha  cota es el principal  objetivo de  este  capítulo. 

4 

4.2 COTA SUPERIOR PARA LA PRODUCCI~N DE ENTROPÍA 

Analizando  entonces la expresión para  la producción de entropía dada por la ec. (3.21), 

observamos que  tiene una  estructura tal que  podemos  aplicar la desigualdad de Schwarz, 

donde A(y) y B(y) son funciones continuas  de y. Identificando  dichas funciones en cada 

sumando que  compone a (3.21), podemos  escribir la siguiente  desigualdad para  la pro- 

ducción de  entropía, i ..I 3 
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E n  el miembro derecho  de esta  desigualdad,  identificamos a las  integrales  informa- 
- ,-,. 9 . 

cionales tipo  Fisher para este  problema [4-71, 

que son una  medida del  gradiente  en  impetus  de  las  funciones  de  distribución,  así  por 

ejemplo, un valor  grande  en  el  gradiente  implica un valor grande  en la correspondiente 

integral. E n  términos  de  ff.d., un gradiente  grande  en  impetus  corresponde  a  una f.d. de 

anchura  pequeña,  así,  las  integrales  informacionales son  inversamente  proporcionales a la 

anchura de la ff.d. E n  el lenguaje  de la  teoría  de  inferencia  estadística,  dichas  integrales 

son inversamente  proporcionales al  error  cuadrático promedio que se comete  al  estimar  la 

velocidad  promedio  de  las  partículas [8], a partir de datos  experimentales. 

Para ver esto  más  claramente,  recurrimos a la  teoría  de  estimación [9]. Si  consideramos 

un sistema  aislado  de  muchas  partículas, de manera que en  un experimento  se  mide que 

una  partícula  se  encuentra en la posición (ó velocidad) y, 

donde 17 es la posición (ó velocidad)  promedio  de la  partícula y x es  una  desviación del 

valor  promedio. 7 es un valor promedio desc.onocido y x es  una  variable  estocástica.  Una 
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estimación  de 11 basada en los datos y, tendría un  error  cuaclrático  promedio c 2  que obedece 

las siguientes relaciones [9], 

E 2 -  2 1  

Z' 

donde Z es de la  forma 

y f (x) es la  densidad  de  probabilidad  para x. 

Intuitivamente, si y tiene  un valor cercano a q, entonces  se  dispone  de  una  gran 

información  experimental  sobre y. La densidad  de  probabilidad para x, f(x), tendrá  una 

semianchura  pequeña. Por el contrario,  si f (x )  tiene  una  semianchura  mayor,  entonces  se 

dispone de poca información. En  este sentido,  (4.5)  expresa  una  relación  de  reciprocidad 

' entre  el  error c 2 ,  y la información de Fisher 2. Por otra  parte,  una  estimación  de q es 

eficiente  cuando el  error e2  corresponde a la  cota inferior $, y entonces  se  obtiene  una 

igualdad en la expresión (4.5)  (por  ejemplo, si f (x) es una  Gaussiana con varianza e 2 ,  

entonces 1 3 ~ )  = 5). 
Usando  las  expresiones (4.3) reescribimos la desigualdad (4.z), , -, 

donde  hemos definido el siguiente  promedio, 

(4.7) 



La expresión (4.7) muestra en forma  explícita  como  se  relaciona la producción de entropía 

con las  integrales  informacionales  tipo Fisher,  así  como con el promedio de las interacciones 

intermoleculares. 

Por otra  parte, la cota superior en la desigualdad de Schawrz se  obtiene  cuando las 

funciones A(y) y B(y) son  proporcionales  entre sí. Cuando  aplicamos  esta condición a 

la expresión  que obtuvimos  para la producción de entropía,  obtenemos relaciones  lineales 

entre los flujos  de  las  ecuaciones de continuidad y los gradientes en ímpetu de las ff.d. [ll]. 

Del  primer  sumando  de la  producción  de entropía,  obtenemos la siguiente  relación, 

donde el coeficiente  es L(')  en  general  es  función de las  coordenadas  espaciales y del 

tiempo. Por otra  parte, los términos  que  contienen a la función  de  correlación  de pares, 

los escribimos  de la siguiente manera, 

r ,  

(4.10) 

Estas relaciones 

partículas  dadas 

lineales nos permiten  expresar  las  interacciones  promedio  entre  las 

por los  flujos f ( ' ) K l ,  f,(;)Fl y f!:)F2, a través  de los coeficientes L(Z), los 

cuales  son  función  de la posición y el tiempo  como  consecuencia  de la interacción  entre las 

partículas. 

Por otra  parte, enfatizamos que los gradientes a los que hacemos  referencia, corres- 

ponden a variaciones  en las funciones de distibución  debido a su  dependencia en impetus. 

En  particular,  las contribuciones  provenientes de la función  de  correlación de pares, 

surgen  debido a la presencia de las correlaciones  en la  velocidad  de las  partículas.  Por 
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supuesto,  que  estos  términos  no contribuyen  cuando  dichas  correlaciones han decaído ó 

bien,  cuando  se desprecian  en una  teoría  aproximada. 

Sustituyendo  ahora  las ecuaciones (4.9-10) en la  producción  de entropía,  encontramos 

una expresión  simple para  la  cota superior  de la  producción  de entropía que  estamos 

buscando, 
. .. . _. L - 

(4.11) 

la cual  muestra que la  cota  está  dada por una combinación  bilineal  de  términos  cuadráticos 

dados  por las  integrales informacionales de Fisher  para f(') y g ( 2 ) ,  así  como  por los coefi- 

cientes L(Z)(rl, t )  que resultan de las fuerzas  promedio  contenidas  en las ecuaciones de la  

jerarquía DBGWY: h .  

4.3 SIGNIFICADO FÍSICO DE LA COTA SUPERIOR 

Una  consecuencia  interesante de las relaciones  lineales entre los  flujos en el  espacio p2 y los 

gradientes  en ímpetu  se  obtiene  cuando  las  sustituimos en las  ecuaciones  de la  jerarquía, 

de hecho,  la  primera  ecuación sufre la  siguiente transformación, 

y de la segl mda ecuación  de la jerarquía  se  obtiene, 

(4.12) 

a l  obtener  estas  ecuaciones  hemos  tomado en cuenta  explícitamente el hecho de que los 

coeficientes Liz) son independientes del ímpetu, de manera que  son  constantes  ante los 

operadores  gradiente  en el espacio de impetus. Es importante  observar, que en la  cota 
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superior el término  de  interacción  de  las  ecuaciones  cinéticas  se  transforma,  de  manera que 

toman  la  forma  de  ecuaciones de convección-difusión en el espacio  fase. 

Dado que  con el  proceso de maximización  se  obtuvo una  cerradura a nivel de la  función 

de distribución de tres  partículas,  las ecuaciones (4.12-13),  forman un conjunto cerrado. Se 

puede observar,  que  el  hecho de que las funciones de distribución  cambian  por la  interacción 

entre  las  partículas,  está  tomado en cuenta en el miembro  derecho  de las  ecs.  (4.12-13), 

a través  de  los  coeficientes L,  ( 4  . Justamente,  estos coeficientes  intervienen en la  cota 

superior de la producción  de  entropía  (4.11), la cual a su vez toma en  cuenta los  procesos 

irreversibles  en el fluido, por lo  tanto,  estamos interesados en tener  una  interpretación 

física de los coeficientes Lii) que están involucrados  en la cota superior  de la producción de 

entropía. Para empezar con esta  interpretación,  multiplicamos a la  ec.  (4.9)  por E - u, 
integramos  en  impetus y después de usar la condición de frontera, 

.. 

(4.15) 

donde m es la masa de  las  partículas y p( r l ,  t )  = m f ( l )  dpl es la densidad  de masa del 

sistema. Esta ecuación  muestra que como f(')lC1 es la  fuerza  promedio  sobre la  partícula 

1 debido a su  interacción  intermolecular con la  partícula  2, entonces $L( ' )  es la densidad 

de  potencia  disipada promedio. A fin de mostrar  mejor  lo  anterior, definimos la energía 

cinética  local, 

(4.16) 
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de manera que el transporte de energía  cinktica es el siguiente, 

y la contribución  cinética  al  tensor de presiones es, 

(4.17) 

(4.15) 

Estas definiciones, así como la primera  ecuación  de la  jerarquía nos  permiten  escribir 

el balance de energía  cinética, a saber, 

Comparando la contribución  de la  producción  de  energía cinética que aparece  en el 

miembro  derecho  de la ec.  (4.19) con la expresión para el  coeficiente L(') dado en la  ec. 

(4.15) , observamos  que la  interpretación  que  se  le  dió  anteriormente  es la  correcta,  i.e., 

mide la contribución  cinética  de la potencia disipada en el sistema. 
** -L ,* 

Ahora  bien, con  respecto a la interpretación  de  los  coeficientes Li2) y L p ) ,  vemos que 

de acuerdo  con la ec.  (4.10)  están dados en términos  de la función  de  distribución de dos 

partículas. Para  buscar dicha  interpretación  multiplicamos la  ec.  (4.10) por  las  velocidades 

peculiares 2 - u y E - u después de  integrar  obtenemos las siguientes  expresiones, 
c .  - 

(4.20) 

(4.21) 

donde g(,)( rl,  t )  = g(2)(x1, x,, t )  dpl dx2 define una función  de  correlación  dinámica 

por  pares. Las ecuaciones (4.20-21), análogamente a la expresión (4.15),  cuantifican  la po- 

tencia disipada por partícula,  pero  ahora  tomando en cuenta  las  interacciones con terceras 

partículas. 
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Los coeficientes L ,  , L,  ) deben  analizarse en forma  simultánea.  Debido a las 

propiedades de  simetría de la  función de correlación  por  pares,  las  integrales informa- 

cionales Ti2) y Ti2) son  iguales. Esto implica  que la cantidad  interesante para  analizar, es 

la  suma  de los coeficientes  asociados a las funciones de  distribución  de dos partículas, cuya 

( 2 )  ( 2 )  

expresión  es la siguiente, 
. ... . 14 - 

(4.22) 

Esta ecuación es el  resultado de haber  sustituido  en los coeficientes Li la expresión 

para  ias fuerzas  ef;tctivas . F i  (ecs.  3.7a-b).  Muestra  esencialmente la  relación  de  los coefi- 

cientes L!,) con la potencia disipada  debido a la  interacción  entre  las  partículas  tomando 

en cuenta la interacción por pares con terceras  partículas. 

( 2 )  

. J .. .. s.  . .  - -. 

También es posible  analizar  esta  ecuación en términos  de la  densidad  de  energía  po- 

tencial  local  en  el  sistema, que definimos de la  siguiente manera, 

Y 

(4.23) 

(4.24) 

el flujo de energía  potencial. L a  segunda  ecuación de la  jerarquía nos permite  construir  la 

ecuación  de  balance  correspondiente, 

donde  podemos  identificar la producción  de  energía  potencial  con el  primer  término en los 

coeficientes ~ ( ’ 1 .  
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Esto significa  que la combinación  dada en la  ec. (4.22), es la  potencia  disipada en 

el sistema  debido a la  interacción  entre  las  partículas  tomando en cuenta su  movimiento 

relativo,  así  como  las  interacciones  tomadas  por  pares con la  “jaula” de partículas que 

rodean a dos partículas de prueba. 

Como  resultado de esta discusión,  se  desprende  que la desigualdad 

implica un increment:  monótono de la  entropía  cuando los gradientes  espaciales se han 

desvanecido,  este  incremento en un fluido denso,  está  limitado  por  la  información de Fisher 

asociada a las  funciones de distribución f ( l )  y g(2) (ecs. 4.3) y la  potencia promedio 

disipada en el sistema.  Este  resultado es una  generalización de algunos trabajos reportados 

recientemente  en la  literatura [5-71. 

4.4 CASO HOMOGÉNEO SIN CORRELACI~N DE VELOCIDADES 

En  la sección  anterior se ha  mostrado que la producción de entropía  está  acotada en 

un régimen,  donde  las  interacciones  entre  las  partículas  ya  están,prDmediadas. Así, para 

analizar con  mayor  detalle el significado  físico de la cota  superior de la producción de 

entropía, es necesario  obtener las  funciones  de  distribución  solución  de  dichas  ecuaciones. 

En  esta sección  consideraremos el caso  homogéneo,  en el cual la función de distribución 

de velocidades f(’) es independiente de la variable  espacial, y g(2) depende  únicamente de 

la  separación  relativa  entre dos partículas.  Con  esta  consideración,  la  ec. (4.12) tiene 

ahora  la siguiente forma, 

(4.27) 

esto  es,  una  ecuación  de  difusión  en  el  espacio fase para f(’), que  resolveremos  imponiendo 
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la siguiente  condición inicial, f(l)(p1, O )  = $¿7( Ip1 I) para la función  de  distribución, y 

obtenemos la siguiente  solución, 

donde 

(4.28) 

(4.29) 

es la  densidad de energía  cinética disipada  por partícula  en  el  sistema desde  un  tiempo 

inicial  hasta  un  tiempo t .  

Comparando  las  ecs.  (4.28-29), es claro que el coeficiente L(l) está directamente 

relacionado  con la anchura de la  función de distribución  de  velocidades.  Dicha  cantidad 
r ,  

es una función  del tiempo, poniendo  de  manifiesto que representa una situación  fuera de 

equilibrio. 

Sustituyendo la función  de  distribuci6ab(4,28)  en la integral Z(l)(t), se  obtiene  la 

siguiente  expresión) 

(4.30) 

la cual  muestra que Z( ’ ) ( t )  varía  inversamente  con la varianza 2mek(t ) /3p  de la función 

de distribución  de  velocidades (4.28), de manera que su  inversa  es una medida  de la incer- 

tidumbre para  estimar  la velocidad de una  partícula e, en  claro  acuerdo con la igualdad 

(4.5)  predicha  por la  teoría de estimación.  De lo anterior,  podemos  concluir que, dado 

que conforme  transcurre  el  tiempo) la ecuación  de difusión (4.27), produce el efecto de 

incrementar la  anchura de la  función  de  distribución)  entonces  aumenta la  incertidumbre 

para la estimación  de las velocidades y se  minimiza la información  de Fisher.  Para  com- 

pletar  esta  discusión, veamos  que  sucede  con  los  términos  que  contienen a la función de 

correlación g(2), estos  términos  son  independientes del ímpetu y por  lo  tanto  se  tiene que 
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= O. Esto significa que no  contribuyen a la  cota de la producción de entropía. Es 

únicamente la dependencia  en  impetus  de la función de distribución de una  partícula  la 

que determina  dicha  cota. 

Sustituyendo la función  de  distribución (4.28) en la  cota superior  (4.11),  obtenemos 

la expresión para la máxima producción  de entropía, 

(4.31) 

Por otra  parte, dado que estamos  analizando el caso  homogéneo,  entonces  el  flujo de 

entropía  es  independiente  de la posición,  esto nos permite  encontrar el cambio en el tiempo 

de la entropía para el caso homogéneo,  de  hecho, r ,  

(4.32) 

donde,  integrando  en  el  tiempo  obtenemos  el  cambio en la entropía  en un  intervalo de 

tiempo ( t 2  > t l ) ,  

(4.33) 

De  la  ecuación  (4.29), vemos que la expresión  (4.33)  muestra la manera en que se 

lleva a cabo  el  incremento  de la  entropía en términos  de la  anchura de la función de 

distribución  de  las  velocidades, ó equivalentemente, en términos  de la  potencia disipada en 

el sistema.  Este  comportamiento en el tiempo,  ocurre  en el régimen  donde las  interacciones 

intermoleculares ya se  han  promediado, la  función  de  distribución  de  velocidades f ( l )  es 

independiente  de la posición, y además la función  de  correlación g(2)  es independiente de 

las velocidades,  en  completo  acuerdo con resultados  reportados  recientemente [5-81. 
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D I S C U S I ~ N  

Se  obtuvo  una  expresión  general  para la  cota superior  de la producción de entropia 

para fluidos densos (ec.  4.11), donde se pone  de maniiiesto  el  mecanismo de los procesos 

irreversibles a nivel molecular, en  términos  de  dos  parámetros. E l  movimiento de las 

partículas se induce  por  las  fuerzas  intermoleculares, y‘se  inicia un  proceso  de  intercambio 

de energía  entre  las  partículas. Los coeficientes Ljz), iuuantifican la  energía disipada  por 

las  partículas. LOS parámetros ~jz), toman en cuentaqflue tan  eficientes son las fuerzas 

intermoleculares  en el proceso  de  disipación. Así por.ijemplo, si la  temperatura es  muy 

alta, las  fuerzas  intermoleculares  no  son  muy  eficientes: la energía  cinética  domina.  Esta 

situación se caracteriza con  funciones de distribución  .anchas,  por  lo  tanto,  las  integrales 

Ij son pequeñas.  Si  posteriormente, se deja  enfriar  al  Buido,  la  situación  se  invierte, pues 

eventualmente  el  sistema  empieza a ser  dominado  por !las interacciones.  Las  funciones de 

distribución  disminuyen  su  anchura,  entonces los parhrnetros, Ijz) aumentan. 

. .. . _. L - 

’ .  ,.. * .  . b.. 

(2) 
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CAPÍTULO CINCO 

RESUMEN 

En  este  capítulo se  propone  una  extensión  fuera de equilibrio para los  multiplicadores 

de Lagrange,  que  admite dos escalas de temperatura en el régimen  cinético  fuera de equili- 

brio.  Se  observa  que  para que se logre  el balance de la energía  interna,  ambas  temperaturas 

tienen  que  ser  idénticamente  iguales a la  temperatura  local  definida  con  la  energía  interna 

local. Lo anterior  conduce  al  hecho de que  en  el  régimen  hidrodinámico la  temperatura 

local es el parámetro que controla el intercambio de energía  en  el  sistema. 

5.1 INTRODUCCI~N 

En el capítulo  tercero se mostró que  en  el  régimen cinético  la  producción de entropía 

era  una  medida de la razón de la transmisión de la  información, que está  dada por las 

funciones  de  distribución  (ff.d.). Por otra  parte, las  ff.d. están  dadas en  términos de 

multiplicadores  de  Lagrange de acuerdo  con  el FME.  Aún  cuando  dichos  multiplicadores 

pueden  en  principio obtenerse  resolviendo  las  ecuaciones de la  jerarquía, en el primer 

capítulo se analizó  su significado  físico en el límite del equilibrio, y con  ello la  compatibilidad 

con la  teoría de líquidos. En este  capítulo,  basándonos en  los límites del equilibrio de las 

funciones de distribución [ref. 3a cap. 41, proponemos  expresiones  para los  multiplicadores 

de Lagrange  fuera de equilibrio, a saber, 

.. I 3. 
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Y 

donde el significado  físico  de O k ( r 1 ,  t )  y 8+(r1, t )  se analizará  porteriormente, por el mo- 

mento sólo diremos  que son funciones  de  posición y tiempo. Lo anterior  señala  que el multi- 

plicador  de  Lagrange  asociado con la f.d. de  una  partícula X(r1, p1, t ) ,  es proporcional  a  la 

energía  cinética  referida  a  la  velocidad  hidrodinámica y el  multiplicador y(r1, r2, p1, p2, t )  

contiene al  potencial  promedio efectivo. Esto significa que  hemos  incluido  las  correlaciones 

espaciales y en  velocidad  a  través del potencial  efectivo,  de manera  que  esta información 

será  analizada con la ecuación  cinética  correspondiente. 

Con  lo anterior,  analizaremos  tanto el flujo como la producción  de entropía, y su 

conexión con el intercambio  entre  la energía  cinética y potencial. . 

5.2 FLUJO DE ENTROPÍA 

Sustituyendo  en  forma  directa las ecs. (5.1-2) en la ecuación  de  balance  de entropía, 

obtendremos  expresiones  explícitas tanto  para el flujo como para  la producción  de  entropía. 

Dicho análisis  lo  haremos  en una  forma  detallada. Iniciamos  considerando el flujo de 

entropía que  proviene  de la ecuación (3.13) para S(1), 

donde el primer  término 
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* mide el transporte de energía  cinética y el otro  sumando proviene de  las correlaciones 

promediadas a nivel de  la  f.d. de una partícula y puede  identificarse  como un flujo de 

energía potencial promedio. 

Por otra  parte, la ecuación (3.19) nos prQporciopa otra contribución al flujo de entropía 

potencial, ahora proveniente de S('). Después de  sustituir los multiplicadores de Lagrange 

en lng(2), obtenemos la siguiente  contribución  al  flujo  de entropía, 

Esta expresión  puede modificarse usando la definición dada en la ecuación (3.4) para 

w12 , y con ello queda  expresada  en  términos del potencial  intermolecular 4 1 2  y de las 

interacciones  residuales con terceras  partículas. Después de realizar una integración es- 

pacial  sobre Vrlw12 ( 2 )  , obtenemos una expresión para el potencial efectivo que nos permite 

reescribir el flujo J, ( 2 )  ( r l , t )  = J, ( 2 )  , 

( 2 )  
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donde 

representa  el  transporte de energía  potencial. El segundo término  contiene la  interacción 

potencial  con  terceras  partículas y tiene  sentido  únicamente para  distancias en las que la 

función  de  correlación  de tres  partículas es apreciable,  de  otra  manera es cero. 

Sumando  las  contribuciones  del  flujo  de  entropía (5 .3)  y (5.6), obtenemos el siguiente 
> .  J . .  ,.. . *. 

resultado, 
- -0 

Este es el flujo  de  entropía  local  instantáneo, su estructura nos muestra  como se redistribuye 

la  entropía  en  el fluido en  términos  de  los  parámetros  moleculares. La primera  contribución 

corresponde al  transporte  de  energía  cinética  usual, la  segunda  representa el transporte 

de energía  potencial  debido a las  interacciones  directas  entre  las  partículas. L a  tercera 

es una contribución  potencial  adicional  que en este  caso  resulta  como  consecuencia de 

las  interacciones  binarias con terceras  partículas, la  última contribución  surge  como una 

interacción  promedio  de dos partículas de prueba con el resto del  fluido. 



5.3 P R O D U C C I ~ N  DE ENTROPÍA 

Para  analizar  la  producción de entropía  escribimos el primer  término de la ecuacidn 

(3.22) de la siguiente manera, 

Sustituyendo  las  funciones de Lagrange (5.1) y (5.2) en In f(') y usando la primera  ecuación 

de la  jerarquía  para  reescribir  el  término  de  interacción V,, (f(')K*),  obtenemos la 

siguiente función, 

(5.10) 

El  primer  término de esta  expresión  contiene  una  contribución de la producción de 

energía  cinética  (ec. 4.16), y el  segundo término  muestra el hecho de la dependencia en 

impetus del potencial efectivo es fuente de producción de entropía, por supuesto,  este 

término  está  promediado  sobre  todas  las  partículas del sistema. 

Por  otra  parte, identificamos la producción de entropía de dos partículas en la  ex- 

presión (3.22), 

Esta contribución  puede  reescribirse  usando  el  multiplicador de Lagrange definido en 

la  ecuación (5.2), y la fuerza  promedio de  dos partículas (3.4),  
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(5.12) 

El primer  término  en  esta expresión  tjer+untinterpretación  en  términos del balance 

en la energía  potencial (4.25) 

La producción  de  entropía  se  obtiene  sumando  las  contribuciones  (5.10) y (5.13)) de 

manera que puede escribirse  en  términos  de la  variacón  tempora1,de la densidad de energía 

cinética y potencial, 



(5.14) 

dicha  expresión  nos  invita a introducir el balance de la densidad  de  energía interna, 

a 
-e(rl,t)+V,.(Jq(rl,t)+ue(rl,t))=-P:vr,u, at 

donde e ( r1 ,   t )  = ek(r1 ,   t )  + e d ( r l , t ) ,  es la densidad de energía  interna  de  acuerdo con las 

definiciones (4.16) y (4.23). 

(5.15) 

E l  flujo  de  calor  total  se  escribe de la siguiente manera, *.a e 

(5.16) 

donde 

64 



7 (5.17) 

es una  contribución  configuracional  al  flujo de calor.  Contribución  que  podemos  visualizar 

si en  el  tiempo t ,  consideramos dos partículas de prueba que interactúan separadas  por un 
- . . n  - 

plano en la posición rl - (1 - a)rI2, aún  cuando  las  partículas  no  crucen el plano,  por el 

hecho de que las  partículas  interactúan a través del potencial  en  la  dirección  de separación 

relativa r12 = r2 - r l ,  cambia  la  distribución  de  energía  en  ambos lados  del plano, por  lo 

tanto  se lleva a cabo  un  transporte de energía a través  del  plano. 

El tensor  de presiones  completo p ( r l ,  t )  = P k ( r l ,  t )  + l&(rl t),, contiene la parte 
I .  J .  e . ,  . * *  

cinética  dada  en  la  expresión (4.18) y la  siguiente  contribución  potencial, 

(5.18) 

La  manera en  que  se ha obtenido  el  balance  de  energía  interna fué sumando  los  balances 

de energía  cinética y potencial (ecs. 4.19 y 4.25), usando la aproximación  de  que f(') varía 

lentamente  con  las  coordenadas  espaciales,  entonces  admite  un  desarrollo en serie de Taylor 

de manera que a primer  orden en la  distancia de separación entre  las  partículas se obtiene 

el balance  de  energía  interna, identificando con ello el tanto  el  flujo  de  calor  como el tensor 

de presiones [l-21. 

Esta aproximación  nos  dice que la descripción que hemos  hecho  es  válida para  inter- 

acciones  suaves, lo cual  es  una  característica  propia de un fluido denso  debido a la super- 

posición  del  potencial  intermolecular de una  partícula con los campos de las  partículas que 

las  rodean. 

Con  estas ideas  en  mente  regresamos a la expresión de la producción de entropía (5.14), 
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y observamos  que el balance de la  densidad de energía  interna  se  garantiza si imponemos 

la condición 

Este es  un resultado muy importante  dentro del  esquema  que  estamos  trabajando y 

varios comentarios  pueden  hacerse  acerca de él. 

Antes  que nada, recordemos que O k  and 04 están  relacionados a los  multiplicadores 

de Lagrange  (5.1-2)”agociados a las funciones de distribución de una y dos partículas, 

respectivamente. La forma  en que  aparecen en la  ec. (5.14) significa que pueden verse 

como  parámetros  inherentes  al  transporte  de  energía  cinética y potencial  en  el  sistema 

- [3-51, i.e., dos escalas de temperatura en el régimen cinético,  de  manera que una vez  que 

se  logra  el  balance  de  energía  entre dos partículas  que  interactúan,  perturbadas  por un 

, enjambre  de  partículas que las  rodean,  se  obtiene  la identidad (5.19),  donde T(r1, t )  es la 

temperatura  local definida  con la energía  interna, 

(5.20) 

La igualdad (5.19) significa  también que  en el régimen  hidrodinámico,  existe  un  campo 

de temperatura Único, determinado  por la  temperatura  local.  Este  parámetro  controla el 

intercambio de energía  cinética y  potencial en el fluido,  lo  cual da lugar  al  balance de 

energía interna,  de  otra  manera,  este  balance  no se garantiza. 

Recientemente,  Snider [7] ha usado una  ecuación  de  Boltzmann  generalizada, que 

toma en cuenta los  efectos  no-locales  tanto espaciales  como  temporales. El intercambio 

entre  energía  cinética y potencial lo analiza  en  diferentes niveles de  descripción, donde 

a cada nivel le  corresponde una determinada  aproximación de la función de distribucih 

f ( 2 ) .  Hay que  observar  que en su  tratamiento supone que las  interacciones  binarias  entre 

las partículas son  aisladas,  esto  implica que g ( 2 )  = 1 ,  de  manera que la aproximación 
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consiste en desarrollar en serie de Taylor en las  coordenadas  espacial  y  temporal  al  producto 

f(') = f,"'f$''. Así, en primera  aproximación,  obtiene  la  ecuación de Boltzmann,  la cual 

no da lugar a una conversión entre  energía  cinética y potencial.  Aproximaciones sucesivas 

dan  lugar a correcciones  no  locales en las coordenadas  espaciales y temporales, y  por lo 

En el  análisis  que  se ha hecho  en el presente  capítulo, a diferencia  del enfoque hecho por 

Snider,  se  ha  tomado en cuenta  el  mecanismo  mediante el cual  las  interacciones  binarias, 

no aisladas contribuyen a la conversión de  energía en el fluido. Además,  este  mecanismo es 

el responsable  de los  procesos  irreversibles  en el fluido, tal y como  resulta  de la expresión 

para la producción  de  entropía. E n  ese  sentido  es una generalización  del trabajo de  Snider. 

Este  mismo  problema  se  ha  estudiado  numéricamente, para un conjunto  de  partículas 

que interactúan con un  potencial  de  Lennard-Jones  (ref. 5 ,  cap. 3). Estudian el inter- 

cambio  de  energía  cinética y potencial, y  observan que a altas densidades es un  proceso 

muy rápido. Encuentran que el  mecanismo  dominante de intercambio  de  energía se debe  a 

las  interacciones en la  parte fuertemente  repulsiva del potencial,  perturbadas por terceras 

partículas.  De esta  manera, cualquier  análisis  cinético con interacciones binarias aisladas 

no satisface el balance  de  energía  interna, pues la energía  no se intercambia en una  in- 

teracción  binaria, es  necesario  tomar en cuenta los efectos  de terceras  partículas, en otras 

palabras, a densidades  correspondientes a un  líquido,  no  es  útil el concepto de colisión 

binaria,  tal y como  se  utiliza  usualmente en teoría  cinética. 
" * 

Por otra  parte,  esta discusión nos lleva a concluir que una vez que la conversión entre 

la energía  cinética y potencial  se ha completado, la producción  de entropía  se  expresa de 

la siguiente manera, 
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Un  ingrediente  esencial en la  descripción ha sido el  incluir  las  correlaciones  de  las veloci- 

dades de las  partículas, a través  del  potencial  efectivo wij  (2 )  . L a  dependencia en impetus 

de esta  cantidad, es justo  la responsable de los últimos  cuatro  términos  en  la producción 

de entropía. Esto  significa que las correlaciones en el espacio p 2 ,  correspondiente a la 

4L .- 

dinámica  de  interacciones  binarias,  contribuyen  a-loa procxesos irreversibles en el sistema. 
L. 

Cuando  estas  correlaciones  decaen,  únicamente  hay  un  término  que  contribuye a la 

producción  de entropía, a saber, 

1 Jf(l)Xl . v,, ((PI - mu)2 
a(rl 7 '> T(rl ,  f) 2m 

(5 .22)  

i.e., en este  caso sólo se tiene la contribución  debido a la fuerza  promedio sobre una 

partícula. Esta cantidad puede  reescribirse en términos  de la  función  de  distribución de 

dos partículas, de la siguiente manera, 

(5 .23)  
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donde T(r1, t ) g ( r l ,  t )  mide la rapidez de conversión de energía en el  sistema, q11e en  el caso 

homogéneo corresponde a la producción  de  energía cinética [7].  

De  hecho, la expresión (5.23) corresponde a la producción de entropía en la  cota 

superior (ec. 4.11), para el caso en que no se consideran  las correlaciones  de las velocidades, 

a saber, 

. - _. .. f * 

14rl ,t)(maz = kL, ( 1 )  z ( 1 )  (5.24) 

Usando la expresión (4.15), la  producción  de  entropía (5.24), puede  reescribirse de la 

siguiente manera, 

(5.25) 

igualando (5.23) con (5.24), obtenemos la siguiente  identidad, 

kT( t )  = 3 L(l)(t') dt', .I' (5.26) 

la cual  muestra que  cuando en el sistema se ha establecido el régimen  caracterizado  por 

la temperatura T ( t ) ,  cada  partícula  ha disipado una energía  igual a %. Este resultado 

implica  que la  temperatura  local es el parámetro que controla  el  intercambio  de  energía 

entre  las  partículas,  el  cual  ocurre en un  tiempo  finito  representado  por la integral  definida 

(5.26). 

Discusión 

7 . .  a 

Este  capítulo  inicia reconociendo la  existencia de dos escalas de temperatura,  para un 

fluido denso  en el régimen cinético.  Esto quiere  decir  que,  debido a la  diferencia de tempe- 

raturas,  hay  una  energía disponible para realizar trabajo. La máxima  potencia con la que 
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el sistema  realiza  trabajo, se obtiene  cuando las temperaturas se igualan  a  la  temperatura 

local. Este  resultado es equivalente a exigir que la  energía  interna  satisfaga  una ecuaci611 

de balance.  Para  asegurar el balance  entre  la  energía  cinética y potencial, es necesario que 

ambas  temperaturas  sean igual a  la  temperatura  local.  Uno de los aspectos  importantes, 

que surgen del análisis del intercambio de energía  entre  las  partículas, es la  necesidad de 

tomar en cuenta  que  las  interacciones  binarias no son aisladas,  ésto  es,  están  perturbadas 

por terceras  partículas.  Esta  perturbación  está  tomada en cuenta, a través de la fuerza 

. . . .  _. A - 

( f ( 3 L f j W )  

efectiva f ( 2 )  Vr1&3 + drldx3, que aparece  tanto en  el  flujo  como la producción de 

entropía. Este  efecto es muy importante, y es necesario  tomarlo  en  cuenta, pues hay que 

recordar  que,  todos  los  modelos  cinéticos  han  modelado  las  interacciones con potenciales 

truncados, a saber  una  parte  fuertemente  repulsiva  más  una  parte  atractiva,  la  parte 

atractiva  tiene  un  efecto de campo  promedio  y  no  contribuye a la producción de entropía [9]. 
. 3 . .  . I . , .  L .  " .w 

Esto  implica que  el intercambio  entre  la  energía  cinética y potencial,  microscópicamente se 

debe  únicamente a las  colisiones impulsivas en la  parte  fuertemente  repulsiva del potencial. 

i Cómo  seleccionar la distancia,  medida desde  los centros de las  partículas, a la cual  las 

partículas  interaccionan  fuertemente?. En general,  ésto lleva a introducir  radios efectivos, 

de esfera dura ó pozo cuadrado, los cuales  dependen de la  temperatura. Los coeficientes de 

transporte  calculados con esta  teorías dependen  sensiblemente de la selección de los  radios 

efectivos [3]. Algo más,  cuando  estas teorías  incorporan un potencial  suave,  predicen que 

el intercambio de energía es infinitamente lento. En  realidad, el intercambio de energía 

debe  ser  tan  rápido,  como las  escalas de temperatura  cinética y potencial  sean iguales a la 

temperatura  local. 
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CONCLUSIONES Y PERSPECTIVAS 

A. Conclusiones 

Un fluido  denso se caracteriza  por  la  omnipresencia de correlaciones  entre  las  partículas 

que  lo  componen,  estas  correlaciones  son  tanto  espaciales  como  en  las velocidades. 
, .. . 

Las  primeras se  originan  por  el  hecho de que las  partículas  ocupan un volumen é in- 

teractúan a través de  un potencial  intermolecular  manteniendo  siempre  una  distancia 

de separación  mutua, y las  correlaciones  en  velocidad  son  el  efecto de memoria que 

guardan  las  partículas que interactúan, y que posteriormente  vuelven  a  hacerlo,  debido 

a las  colisiones repetidas.  Ambos tipos de correlaciones  contribuyen a la función de 

correlación g(2)(x1, x:!, t )  cuya contribución  espacial  (configuracional),  da  origen a la 
I .  7 . .  . * .  . L, 

función de correlación de pares  que en situaciones de equilibrio es independiente de 

las  velocidades,  mientras  que la dependencia  explícita de g(2),  con  respecto a las 

velocidades es un problema  abierto.  Sin  embargo,  mantener  esta  dependencia,  ha 

ayudado a formular  una  funcional de entropía en términos de la g(2) completa  (ec. 

2.26). Esto implica que se está  modelando al  fluido  con interacciones  binarias, que 

no son aisladas  por el contrario,  están  perturbadas por terceras  partículas,  i.e., las 

partículas se mueven  dentro de una  jaula de partículas  vecinas que  las rodean, lo cual 

está  tomado en cuenta  a través de la  función ($3) (ec. 2.25), que  mide  la  importancia 

de las interacciones de tres  partículas en la  estructura de un  líquido. E n  este nivel de 

descripción  las  variables  relevantes  son  las  funciones de distribución  (ff.d) de una y 

dos partículas definidas en el espacio  fase p 2 .  

Estas ff.d necesitan definir a las  densidades  locales  que se conservan,  para así pasar 

a un segundo nivel de descripción, donde  las  variables  hidrodinámicas  propias de una 

descripción  macroscópica  sean  incorporadas. Como resultado de este  planteamiento el 

efecto de las  correlaciones de las  partículas se refleja en las  fluctuaciones de la densidad 
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a (ec.  2.31),  las cuales  constituyen una restricción en el proceso  de  maximizacich de 

entropía. De acuerdo con la  experiencia, los  gases  se  distinguen  de  los líquidos debido 

a la magnitud  de  las  fluctuaciones  de la  densidad. Para un  gas diluido, cy M 1 ,  

mientras  que para un  líquido, a M 0.02 - 0.10 [l]. Esto  implica que en el régimen 

hidrodinámico,  se  obtiene  una funcional  de entropía,  en  términos de las variables 

locales  que  se  conservan  (ec: 2.45), donde la magnitud  de  las  fluctuaciones' de la 

densidad  en  términos  de las correlaciones juegan  un  papel  relevante  en la  descripción 

del fluido. 

P -  

A fin de  tener  una descripción completa, son necesarios tres  ingredientes, identificar 

las  variables  .relevantes,  sus  ecuaciones  de  evolución y obtener la funcional  de  entropía 

[2]. Para el  caso del  primer  nivel  de  descripción,  las dos primeras  ecuaciones de la 

jerarquía BBGKY, constituyen  las  ecuaciones  de  evolución. El Formalismo  de  Máxima 
I .  2 . .  . * -  . b ,  

- I  

Entropía provee de una cerradura para las  ecuaciones  cinéticas a nivel de la f.d. de 

tres  partículas.  Esto  permite identificar al potencial  efectivo  de dos partículas u(') (eci 

3.4), que toma en  cuenta  el  efecto  de  terceras  partículas en las  interacciones  binarias. 

Las ecuaciones  cinéticas  conducen a una ecuación  de  balance  en el espacio  fase  para la 

funcional  de  entropía. En  la  producción de entropía  (3.22)  se  ponen  de  manifiesto  las 

fuentes de disipación en términos  de  las fuerzas y las  correlaciones  de  las  partículas. 

Una de las propiedades importantes de la producción de entropía es que está  acotada 

superiormente.  Dicha cota  (ec.  4.11) es una combinación  bilineal  de  coeficientes L:') 

que  miden la velocidad  de  intercambio  de  energía  entre las  partículas, e integrales 

informacionales I:*), que toman en cuenta  la eficiencia de las fuerzas intermoleculares 

en el proceso  de  intercambio.  De  esta  manera la cota superior provee de una  expresih 

que cuantifica la energía  disipada y el parámetro que controla  dicha disipación. 

A manera  de  ejemplificar lo anterior, se analizó el proceso de intercambio de energía e n  

fluidos. Así, admitiendo  que en el régimen  cinético  fuera  de  equilibrio, se necesitan dos 

escalas  de  temperatura,  el  intercambio  se  logra  cuando  ambas  temperaturas convergen 
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a la  temperatura  local.  Durante  este  proceso, en la producción de entropía se observa 

el mecanismo  mediante  el  cual  las  interacciones  binarias no aisladas, i.e.,  fuertemente 

correlacionadas,  contribuyen a la conversión de energía del fluido. Cuando  las  correla- 

ciones han  decaido,  la  producción de entropía corresponde a su cota  superior, donde 

la temperatura es el  parámetro que controla el intercambio de energía. 
. e  

B. Perspectivas 

[ 11 Una de las  cantidades  relevantes  en la teoría es la función  de  correlación g(')(x1, x2, t ) ,  

cuya  dependencia  explícita con respecto a las velocidades es un problema  abierto.  Sin 

embargo,  mantener  esta  dependencia, ha ayudado a formular  una  funcional de entropía 

en términos de g(2), más  aún,  esta  dependencia  contribuye a la  cota superior de la 

producción  de  entropía.  Un  camino  para  analizar  el  comportamiento  de g(2), en el 

primer nivel de descripción, es resolver la ecuación (4.13). De  hecho,  esta  ecuación 

exhibe los diferentes  mecanismos  con los que  varía g(2).  

[2] La  cota superior  para  la  producción de entropía,  conecta propiedades  disipativas (co- 

efs. L(2)) con  integrales  informacionales,  las  cuales a su vez están  asociadas  a  la 

incertidumbre de una medición en el sistema.  Una  manera de cuantificarla,  consiste 

en reescribir  la  producción de entropía [3] ,  en términos de las  fuerzas  promedio  entre 

las  partículas,  obteniéndose  las siguientes  desigualdades , 

que simbólicamente  reescribiré de la siguiente  manera, 
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donde ef , es el error  cGadrático  medio  asociado a la  estimación de las  velocidades 

promedio de las  partículas ( i  = l ) ,  y las  velocidades  relativas  promedio de las 

partículas ( i  = 2). Estas relaciones de incertidumbre  indican que la evolución del 

fluido ocurre de manera que  las  funciones de distribución f(') y g ( 2 )  minimizan  a e; 

Y 4 .  

Por otra  parte,  la energía  interna del fluido, es una  manifestación  física de la infor- 

mación  contenida en Z, de manera que cualquier  información SZ ganada por el obser- 

vador se obtiene  a  expensas de un  cambio  en la densidad de energía. Esto conduce a 

un principio  variacional  sobre Z basado  en  las  cotas inferiores (6.1-2), de manera que 

&(I(') - ek )  = O y -e+) = O , y con  ello se determinen en forma  aproximada f ( l )  

y g('). El procedimiento  consistiría  en  maximizar  el  miembro  derecho (6.1-2), con las 

restricciones : (a) normalización de f(') y la  densidad de energía  cinética  promedio e k ,  

y (b)  la normalización de g ( 2 )  y la densidad de energía  potencial ed .  De esta  manera 

basándose  en la  cota superior  para  la  producción de entropía, se puede obtener  una 

cota inferior para  las integrales  informacionales. El origen  físico de las cotas inferiores 

se basa en  las  fuerzas  intermoleculares  promedio, y pueden usarse  para  formular un 

principio  variacional  que  determine a las  funciones de distribución. 

Uno de los  conceptos  importantes &e se  desprenden del análisis del intercambio de 

energía es el  de temperatura.  La  expresión  (5.26) es  en realidad el termostato del 
'. O 

problema  mecánico  estadístico.  De  hecho, si hacemos  la siguiente definición 



la  cota  superior de la producción de entropía se transforma de la siguiente manera, 

donde 5 es un  coeficiente de fricción  que  en dinámica  molecular  se  utiliza  para  controlar 

la  temperatura en  simulaciones  fuera de equilibrio [4,5]. En dichas  simulaciones la 

temperatura se define con la energía  cinética  promedio de las  partículas.  La  teoría 
. . .  

desarrollada  en  esta  tesis  sugiere que  ‘los  coeficientes Liz) pueden  usarse para definir 
_-: 9 * 

un termostato  que  tome en cuenta  la  energía  potencial  intermolecular. 

[4] En el último  capítulo, se analizó el intercambio de energía  introduciendo dos escalas 

de temperatura,  la  diferencia de ambas  temperaturas  da  lugar a una  presión  fuera 

de equilibrio (la  parte  escalar del tensor  de  presiones),  cuyo  relajamiento  está  gober- 

nado  por la viscosidad  volumétrica, en completa  analogía  con la  dinámica de gases 

poliatómicos diluidos [6]. De  esta  manera, un  estudio  detallado del intercambio de 

energía,  debe  contener  una  expresión  para  la  viscosidad  volumétrica,  este  estudio es 

un problema  abierto  para fluidos densos que interactúan con  potenciales  suaves.  Por 

supuesto,  el  estudio de gases  moleculares  densos  también es un tema  abierto, aquí el 

reto es mayor  pues  en  general, los potenciales  intermoleculares son asimétricos.  Esto 

implica  una  dependencia de las  orientaciones  relativas  entre  las  moléculas, y sus ve- 

locidades  angulares en la  función de correlación g(2). Para  estados de equilibrio, ya se 

han  hecho  esfuerzos en esta  dirección,  usando  la  entropía  correlacional [7]. 

[5] El formalismo de máxima  entropía  expuesto en esta  tesis,  puede  aplicarse  para  analizar 

una  gran  variedad de sistemas  fuera de equilibrio. Así por  ejemplo, dado un flujo  bidi- 

mensional  en  condiciones de flujo turbulento, donde la  variable  relevante es la vortici- 

dad w’zF=*V,. X v, con v la velocidad  hidrodinámica,  la  funcional de entropía  asociada 

a este  problema es S, = - J w i j  I n w 2 3 d s d y ,  la ecuación de evolución de la vor- 

ticidad  (variable de estado), es la  ecuación de Navier-Stokes  en  su  “representaci6n de 

vorticidad”, 

. .  
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(6.7) 

donde v es la viscosidad  cinemática.  Usando  (6.7)) e integrando  por  partes, se obtiene 

la siguiente  relación, 

donde  el  rniembi-o*derecho de esta  ecuación es la producción  de  entropía del problema 

[S]. El  término v d x d y  puede  estudiarse en base a la  teoría de estimación 

que se  expuso en el  capítulo  cuatro  para  analizar la eficiencia  con la que se lleva a 

cabo  la  transferencia de energía en un  campo  de  vorticidad. 

V , W "  

[6]  Cuando N monómeros se unen para  formar un polímero,  la  entropía  traslacional se 

reduce.  Sin  embargo, la  entropía  asociada a una  sóla  macromolécula se incrementa 

dramáticamente,  debido a que la cadena polimdrica tiene  acceso a un gran número 

de conformaciones  posibles  [9]. Los cambios  conformacionales  ocurren  tanto a nivel 

local  como  global.  Una  extensión del presente trabajo, puede apuntar  al  estudio de la 

competencia  entre  la  entropía  conformacional,  la  cual se opone a la distorsión de una 

cadena  polimérica, y las  interacciones  potenciales  entre los monómeros, que favorecen 

conformaciones  específicas, ó arreglos  espaciales de polimeros. 

. '  

[7] Cuando un líquido se enfría, puede transformarse a un estado  amorfo [lo]. i Hasta 

que punto es válida  la  teoría  aquí  presentada,  para  describir  el  estado amorfo'?, es un 

problema  abierto.  Una  posibilidad es elaborar un  modelo  de hidrodinámica  fluctuante 

para líquidos  sobreenfriados, y comparar los tiempos  de  relajamiento asociados  con 

la  estructura del líquido, con los procesos  de relajamiento  termodinámicos.  En  otras 

palabras,  estudiar el proceso  mediante  el  cual un líquido olvida su estructura después 

de un cierto  tiempo,  i.e.,  el  decaimiento de la  autocorrelación  de  las  fluctuaciones de 

la densidad, y su  dependencia  con la  temperatura. 
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