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Resumen 

En esta tesis se estudian procesos de control de Markov en espacios de Borel 
con costo promedio, permitiendo que la función costo sea no acotada, y que 
los conjuntos de controles admisibles en cada estado no sean compactos. 

El objetivo principal consiste en proponer condiciones que garanticen la 
existencia de políticas óptimas y que permitan. caracterizar dichas políticas, 
así como el valor promedio óptimo, mediante técnicas de Programación Di­
námica. 

Las condiciones propuestas en este trabajo están dadas principalmente en 
base a la función de valor óptimo para problemas de control con costo total 
descontado, por lo que el trabajo cae en el ·contexto del método del "factor 
de descuento desvaneciente". Tales condiciones permiten obtener soluciones 
de la desigualdad y de la ecuación de optimalidad, que a su vez permiten 
obtener y caracterizar políticas óptimas y el valor promedio óptimo. 

Bajo condiciones adicionales, también se obtiene la convergencia del al­
goritmo de iteración de valores. 

La generalidad de nuestras condiciones permite que sean aplicables a la 
mayoría de los modelos de control de Markov que surgen en la teoría de 
control estocástico en tiempo discreto. Esto permite, en particular, ilustrar 
nuestros resultados con el problema del regulador lineal con costo cuadrático, 
para el cual no son aplicables resultados anteriores. 
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Introducción 

En esta tesis se estudian procesos de control de Markov (PCMs) en los que el 
espacio de estados y el de controles son ambos espacios de Borel y el índice 
de funcionamiento es el costo promedio esperado. Es decir, se estudia el 
problema de control óptimo con costo promedio (PCOCP). 

Este problema ha sido ampliamente estudiado para PCMs en los que: (i) 
el espacio de estados es un ·conjunto numerable, y/ ó (ii) los conj.untos de 
controles admisibles son compactos, y/ ó (iii) la función de costo. ( ver e.g. 
[2]). Estas restricciones excluyen importantes problemas de control como, el 
problema lineal con costo cuadrático (ver ejemplo 2.1, Cap. II) en ninguna 
de las condiciones (i), (ii) e (iii) se cumplen. Por otro lado, la solución del 
PCOCP en muchas de las situaciones (i)-(iii) antes descritas, se ha obtenido 
encontrando soluciones de la desigualdad ó de la igualdad de optimalidad con 
costo promedio, así como por medio del algoritmo de iteración de valores. 

Por lo tanto, aquí proponemos extender a nuestro contexto las técnicas de 
la desigualdad y de la igualdad de optimalidad y del algoritmo de iteración 
de valores haciendo uso del enfoque del factor de descuento desvaneciente. Es 
decir, la idea es formular condiciones que aseguren que el problema de control 
óptimo con costo descontado tiene solución y, basándose en un Teorema 
Tauberiano (ver Ap. B), estudiaremos el caso promedio como límite del caso 
descontado. 

Nuestro trabajo es una extensión al caso de Borel de resultados de Sennott 
(37, 38] para PCMs con espacio de estados numerable y conjunto de controles 
finitos, así como del artículo de Fernfi.ndez-Gaucherand, Marcus y Arapos­
tathis (9) sobre PCMs convexos, y tiene como antecedentes los trabajos (15, 
25, 26, 27, 28]. 

El trabajo está dividido en cuatro partes. La primera y la segunda parte 
contienen cada una de ellas, un capítulo y pr~sentan respectivamente, las 
definiciones y resultados preliminares para PCMs y el planteamiento del pro­
blema que nos interesa estudiar. La tercera parte consiste de tres capítulos en­
los que se analizan la desigualdad y la igualdad de optimalidad y el algoritmo 
de iteración de valores. La cuarta parte contiene: un resurp:en de las hipótesis 
p;opuestas en los capítulos anteriores, seguido de dos capítulos donde se con­
sideran un ejemplo y las conclusiones del trabajo. También se incluye una 
sección de problemas abiertos para investigaciones futuras. Finalmente, en 
los apéndices A,B y C se ha concentrado la notación, la terminología y teo­
remas de referencia que se citan en la tesis. 

2 



Primera Parte 

PRELIMINARES 

1 

1 
/ 



1 Procesos de Control de Markov 

1.1 Introducción. 

1.2 El Modelo de control de Markov. 

1.3 Políticas de control 

1.4 Problemas de control óptimo. 

1.5 Resultados del problema con costo descontado. 

1.1 Introducción 

Este capítulo tiene por objetivos: ( a) plantear los problemas de control 
óptimo que son de interés para este trabajo y (b) dar una lista de hipótesis 
y resultados que apoyan el planteamiento y la solución al problema que se 
proponen en esta tesis. 

En las secciones 2 y 3 se definen los elementos necesarios para que en la 
sección 4 se formulen los problemas de control óptimo con costo descontado y 
con costo promedio. En la sección 5 se dan hipótesis que aseguran la existen­
cia de "minimizadores medibles", así como algunos resultados relacionados 
con el problema con costo descontado. 

1.2 El modelo de control de Markov 

El modelo de control de Markov ( a tiempo discreto, homogéneo en el tiempo) 
(X,A,Q,c) consiste de: el espacio de estados X, el conjunto de controles (ó 
acciones) A, la ley de transición Q y la función de costo c. Se supone que X 
y A son espacios de Borel [def. 2, Ap. A]. 

A cada estado x E X se asocia un subconjunto A(x) de A el cual se 
stipone que es medible y no vacío. A( x) representa el conjunto de controles 
(o acciones) admisibles en el estado x. El conjunto 

K := {(x,a) 1 x E X, a E A(x)} 
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de las parejas admisibles estado-acción, suponemos que es medible en el pro­
ducto cartesiano de X y A y que, además, contiene la gráfica de una función 
f =· X ---¡. A, medible. (La existencia de tal función f garantiza que el con­
junto .6., de políticas de control definido posteriormente, no es vacío). La 
ley de transición Q(Blx,a), donde B está en B(X), la u-álgebra de Borel 
del espacio X, y (~,a) E K, es un kernel estocástico [Def. 3, Ap. A] sobre 
X dado K. Finalmente la función e, definida en K, se supone medible y no 
negativa. 

El modelo de control de Markov (X, A, Q, e) representa un ..§istema es­
tocástico controlado el cual es observado en tiempos t = O, 1 ... Si denota­
mos por Xt y at el estado del sistema y el control aplicado en el tiempo t, el 
desarrollo del sistema es el siguiente. Si el sistema se encuentra en el estado 
Xt = x E X y el control ªt = a E A( x) es aplicado, entonces se tiene: (1) 
se paga un costo c(x, a) y (2) el sistema se mueve a un nuevo estad~ Xt+i de 
a~uerdo a la distribución Q(·lx,a), i.e., 

Q(Blx , a)= P(xt+1 E Blxt = x , at = a) , BE B(X). 

Una vez que la transición a un estado, digamos Xt+l = x' ha ocurrido, se 
escoge un nuevo control at+l = .a' E A(x') y se repite el proceso antes descrito. 
En este trabajo el estado inicial x 0 es un punto dado del espacio X, 1.e., 
xo = x E X. 

1.3 Políticas de Control 

Sea F el conjunto formado por las funciones medibles f : X ---¡. A tales que 
J(x) E A(x), Vx E X . Para cada t = O, 1, ... se define el espacio de historias 
admisibles hasta el tiempo t como H0 := X, y llt := Kt x X = K x Ht-l, 
t = 1, 2, ... , i.e,,Ht consiste de elementos de la forma: 

donde (xn,an) E K paran= 0,1, . . . ,t-1 y Xt E X. 

Definición 3. l. ( a) Una política de control es una sucesión 8 = { bt} tal 
que, para cada t = O, 1, ... , bt es un kernel estocástico sobre A dado Ht 
que satisface 8t(A(x t) lht) = 1, Vht E Ht, El conjunto de todas las políticas 
se denotará .6.. (b ) Diremos que una política de control 8 es una política 
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estacionaria si existe una función f E F tal que bi · I ht) está concentrado en 
J(x), Vt 2'.'. O. En este caso, identificaremos 8 con f E F, y llamaremos a F el 
conjunto de las políticas estacionarias. 

1.4 Problemas de Control Optimo 

Denotaremos por Pf a la medida de probabilidad inducida en (X X A)00
, 

cuando se fija la política 8 y el estado inici&l es x (ver (22] pág. 80 para la 
construcción de Pf). El operador esperanza correspondiente a Pf se ·denotará 
E~. -· ·· 

Para cada política 8 E A y estado inicial x E X, definimos el costo 
promedio esperado como: 

00 

J(8, x) := limsup(n + 1)-1 ¿ E! [c(xt, at)], ( 4.1) 
n-+oo t=O 

y el costo total descontado como: 

V0 (8,x) :=E! [~atc(xt,at)], ( 4.2) 

donde a E (O, 1) es un factor de descuento. Las funciones 

J(x) := inf J(8,x), y V0 (x) := inf V0 (8,x),x E X, 
8 . 8 

(4.3) 

serán llamadas el costo promedio óptimo y el costo a-descontado óptimo, 
respectivamente. 

Para finalizar la sección y basándonos en ( 4.1 )-( 4.3) presentamos los pro­
blemas siguientes. 

EL PROBLEMA DE CONTROL OPTIMO CON COSTO PRO­
MEDIO (PCOCP) 

Determinar una política 8 E~ tal que J(x) = J(8, x) , Vx E X. En este 
caso 8 será llamado costo-promedio óptima (CP-óptima). 

/Análogamente tenemos: 

,. EL PROBLEMA DE CONTROL OPTIMO CON COSTO DES­
CONTADO (PCOCD). 

Determinar una política 8* E~ tal que V0 (x) = V0 (8*, x), Vx E X. En 
este caso decimos que 8* es a-óptima. 
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1.5 Resultados del Problema con Costo Descontado 

Para garantizar la existencia de minimizadores medibles (ver Teorema 1, 
Ap. C), se necesita imponer condiciones de semicontinuidad y compacidad 
en las componentes del modelo de control. Para formular estas condiciones 
requerimos de la siguiente definición. 

Definición 5.1. Una función V definida en K se llamará inf-compacta en K, 
si el conjunto {a E A(x)IV(x,a) ~ r} es compacto para cada r E R y x E X. 

Hipótesis. (H) (a) La función de costo e= c(x,a) se supone semicontinua 
inferiormente e inf-compacta en K; 

(b) La ley de transición Q es fuertemente continua, i.e., la función V' ( x, a) = 
JV(y)Q(dylx,a) es continua y acotada en (x,a) E K para cada función 
V: X--+ R medible y acotada. 

La hipótesis H se cumple, por ejemplo, en la situación siguiente. 

Ejemplo 5.2. Sistemas con ruido aditivo y costo cuadrático. Considérese el 
sistema estocástico: 

(5.1) 

con costo cuadrático: 
c(x, a)= x'qx + a'ra 

(x' y a' denotan la transpuesta de x y de a respectivamente). Aquí X= Rn, 
A(·) = A = Rm, F : X x A --+ X es una función continua, q y r son 
matrices simétricas y definidas positivas. Este ejemplo incluye el problema 
lineal con costo cuadrático en el que Fes de la forma F(x, a) = 1 x + (3a, 
con I y ,B matrices dadas. Suponemos que t:0 , t:1 , ... son variables aleatorias 
independientes e idénticamente distribuidas con densidad continua g( s ). 

En este ejemplo, la hipótesis H ( a) se cumple trivialmente. Para verificar 
H (b) sea u una función medible y acotada definida en X = Rn. Entonces 

j u(y)Q(dylx,a) j u. ( F ( x, a) + s) g ( s) ds 

j u ( s) g ( s - F ( x, a)) ds 
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Así, usando el Teorema de Scheffé ( ver [10] pág. 125), tenemos: 

IJ u(y)Q(dyjx,a) j u(y)Q(dyjx,a)I 

i.e., H (b) se cumple. 

< llull j jg(s - F(x,a))- g(s - F(x,a))jds 

--t o si (X' a) --t (X' a)' 

El lema siguiente constituye el Teorema 4.23 en [21]. 

Lema 5.3. Supóngase que las hipótesis H se cumplen. Sea a E (O, 1) fijo. 
Si para cada x E X, 

Vc,(x) < oo, 

entonces V0 es la mínima solución (puntual) de la Ecuación de Programación 
Dinámica para el caso descontado, i.e., 

V0 (x)= min [c(x,a)+ajV0 (y)Q(dyjx,a) ], xEX. (5.2) 
aEA(x) 

Además, existe una política estacionaria fa E F tal que, para todo x E X, 
f 0 (x) E A(x) minimiza el lado derecho de (5.2), i.e., 

V0 (x) = c(x,f0 (x)) +aj V0 (y)Q(dyjx, J0 (x)) Vx E X, (5.3) 

y J0 es a-óptima. 
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2 El ~roblema de Control Optimo con Costo 
Promedio: Caso no Acotado 

2.1 Introducción. 

2.2 El Problema .. 

2.3 Métodos de solución del problema. 

2.1 Introducción 

En este capítulo formularemos el problema que se presenta en esta tesis. 
Esta formulación del problema se da en la sección 2. En la sección 3 se 
exponen las técnicas con que el problema ha sido estudiado y se revisan 
algunos antecedentes de su solución. 

2.2 El Problema 

El análisis de los procesos de control de Markov (PCMs) a tiempo discreto y 
con costo promedio, el cual se remonta a los años 50 ( en [2) se encuentra una 
recopilación bastante completa acerca de la historia de los PCMs con costo 
promedio), ha estado concentrado principalmente en PCMs para los cuales: 

(i) el espacio de estados es un conjunto numerable; y/ó 

(ii) los conjuntos de controles admisibles en cada estado son conjuntos com­
pactos; y/ó 

(iii) la función de costo es acotada. 

No obstante, hay casos importantes donde no se cumplen algunas de las 
condiciones (i)-(iii). El hecho que la función de costo no sea acotada ha sido 
considerado en algunas aplicaciones de control estocástico a colas (31, 32, 36, 
37, 41). También se tiene el ejemplo siguiente (el cual es un caso particular 
del ejemplo 5.2, Cap. I), en el que ninguna de las condiciones (i)-(iii) se 
cumple. 
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Ejemplo 2. l. El problema lineal con costo cuadrático ( ó problema del 
regulador lineal). Consideremos el sistema estocástico: 

con función costo 
c(x, a)= x'qx + a'ra, 

donde x' y a' denotan la transpuesta de x y de a, respectivamente. Aquí, 
X = Rn y A = A(·) = Rm, n, m ~ 1, 1 y /3 son matrices de dimen~icmes apro­
piada, y q y r son matrices dadas, simétricas y definidas positivas. t:0 , t:1 , ... , 

son variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas, e inde­
pendientes del estado inicial x 0 • 

Para dar solución al PCOCP hay técnicas como el uso de una desigualdad 
ó igualdad de optimalidad, y el algoritmo de iteración de valores, las cuales 
han sido aplicadas en las situaciones (i)-(iii) antes descritas. Para precisar 
esto, supongamos que (X, A, Q, c) es un modelo de control fijo, y considérese 
el PCOCP para este modelo. Tenemos: 

Definición 2.1. Un par (j*, h) que consiste de un número real j* y una 
función h : X ----+ R medible se dice que es solución de la desigualdad de 
optimalidad con costo promedio si 

j* + h(x) ~ min [c(x,a) + jh(y)Q(dylx,a)] Vx E X, (2.1) 
aEA(x) 

y diremos que (j*, h) es solución de la igualdad de optimalidad con costo 
promedio si en (2.1) se tiene igualdad, i.e., 

j*+h(x)= min [c(x,a)+jh(y)Q(dyl;r,a)] VxEX. (2.2) 
aEA(x) 

Bajo ciertas circunstancias _( e.g. suponiendo las hipótesis H, y que la 
función h en (2.1) es acotada por abajo), es conocido (ver e.g. [14)) que 
si (2.1) se cumple, entonces existe una política estacionaria f* E F la cual 
minimiza el lado derecho de (2.1), i.e., 

min [c(x, a)+ j h(y)Q(dylx, a)] 
aEA(x) 

= c(x,f*(x)) + j h(y)Q(dylx,f*(x)), Vx E X; 
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a.demás, J* es CP-óptima, y j* es el valor promedio óptimo. Si también se 
tiene que (2.2) se cumple, entonces un procedimiento para aproximar j* y h 
es el siguiente. 

Definición 2.2. Definimos las funciones u0 ,u1 , ••• , conocidas como funcio­
nes de iteración de valores como sigue. 

Sea u0(·) = O, y paran~ l, sea 

un(x) = min [c(x,a) + jun-1(y)Q(dylx,a)] x E X. (2.3) 
aEA(x) 

Es conocido [3] que: 

Un = inf E! [I: c(xt, at)] , x E X. 
/j t=O 

Sean (j*, h) solución de la igualdad de optimalidad con costo promedio, y . 
x E X un estado fijo. Entonces el objetivo del algoritmo de iteración de 
valores consiste en estudiar la convergencia de { un(x )-un(x)} a h(x ), x E X, 
y de {un(x) - Un-1(x)} aj*. 

Un problema relacionado con la convergencia del algoritmo de iteración 
de valores ocurre cuando tenemos que para .cada n ~ l, existe una política 
estacionaria fn E F que minimiza el lado derecho de (2.3); entonces es im­
portante tener condiciones que permi~an construir una política estacionaria 
JE F tal que para cada x E X, }(x) resulte ser un punto de acumulación de 
{fn(x)}, y que además J sea CP-óptima. 

A continuación damos el enunciado de nuestro problema. 
Para esto, supongamos que: 

(a) X y A son espacios de Borel; y además se permite que: 

(b) los conjuntos A(x), x E X no sean compactos; y que 

( c) la función costo no sea acotada. 

En este contexto se plantea el problema: 

PROBLEMA 2.4. Establecer condiciones que aseguren la existencia de 
políticas CP-óptimas y que permitan, caracterizar dichas políticas y el valor 
promedio óptimo por medio de: la desigualdad y/ ó la igualdad de optirnali­
dad con costo promedio (ver definición 2.2), y del algoritmo de iteración de 
valores (ver definición 2.3). 

10 



2.3 Métodos de solución del problema 

El problema 2.4 ha sido considerado en trabajos recientes. Para el caso 
numerable, i.e., cuando X es un conjunto numerable, se puede encontrar 
un estudio completo acerca de esta situación en (2), y también se dan como 
referencias [4) y (5). En el caso general, i.e., considerando X y A espacios de 
Borel, del cual nos ocupamos en esta tesis, se tienen antecedentes utilizando 
los enfoques siguientes (nota: se supone que las hipótesis H se cumplen). 

2.3.1 Enfoque del factor de descuento desvaneciente 

En este método se estudia el PCOCP por medio del PCOCD cuando el factor 
de descuento a tiende a 1. Se basa fundamentalmente en la desigualdad dada 
en el Teorema Tauberiano (ver Ap. B), i.e., 

limsup(l - a)Va(x) ~ J(x) V8 E~, x E X, 
a ll 

donde Va(·) es la función de valor óptimo para el problema descontado (ver 
(4.3), Cap. I), y J(x) es la función de valor óptimo para el caso prome­
dio cuando el estado inicial es x (ver (4.3), Cap. I). Hernández-Lerma ha 
propuesto condiciones (hipótesis 2.1 y 3.1 en [ll]) sobre Va, los cuales, por 
medio del enfoque del factor de descuento desvaneciente, le permiten obtener 
políticas estacionarias CP-óptimas por medio de la desigualdad (2.1). De 
igual forma, Hernández-Lerma y Lasserre en [14), y Schal en [35) han utili­
zado el enfoque del factor de descuento desvaneciente para obtener resultados 
similares a los obtenidos en [11), pero en ambos casos se considera que los 
conjuntos A(x) , x E X son compactos. 

2.3.2 Enfoque cuasimonótono 

En este procedimiento se impone la condición sobre la función costo e de ser 
estrictamente no acotada, i.e., por ejemplo si X= A= R, se pide que: 

inf inf e( x, a) --+ oo si n --+ oo. 
lxl>n ª 

(3.1) 

Hernández-Lerma ha propuesto una condición (hipótesis 2.1 (c) en [12)) se­
mejante a la mencionada en (3.1); bajo ésta, y algunas condiciones de re­
currencia (ver corolario 5.4 (b) en [12]) obtiene resultados que garantizan la 
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exitencia de políticas estacionarias CP-óptirnas por medio de la desigualdad 
(2.1). 

Finalmente tenernos: 

2.3.3 Enfoque utilizando programación lineal 

En este enfoque se introduce un programa lineal EP y su dual EP* cuyos 
valores sup(EP'") e inf(EP) están relacionados con J'" := inf inf J(b,x) por 

X 6 . 
las desigualdades: 

sup EP'" :s; J'" :s; inf EP. 

Si se tiene que 
sup EP'" = inf EP, 

y además que EP y EP'" tienen soluciones óptimas, i.e., 

inf EP = rnin EP; y 

sup EP = rnax EP, 

se obtiene J"', y también políticas CP-óptimas. 

(3.2) 

(3.2) 

En [19] se estudia el problema 2.4 bajo el enfoque de programación lineal. 
En dicho trabajo se consideran condiciones (hipótesis 4.2 y 4.3 en [19]) que 
permiten obtener políticas estacionarias CP-óptirnas y soluciones a la igual­
dad (2.2), pero los resultados obtenidos se cumplen casi seguramente con res­
pecto a una medida de probabilidad relacionada a la solución óptima de EP. 
Cabe mencionar también el trabajo [20] en donde se combinan los enfoques 
de programación lineal y del factor de descuento desvaneciente para analizar 
el caso promedio. Las hipótesis impuestas en [20] (hipótesis 2.3, 3.1, 3.2 (a) y 
5.1) permiten obtener soluciones de la igualdad (2.2) y políticas CP-óptirnas 
casi seguramente; pero considerando una hipótesis adicional ( ver inciso ( c) 
del Teorema 6.2 en [20]) se obtienen resultados que se cumplen en todos los 
puntos de X. 
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3 Condiciones de Optimalidad 

3.1 Introducción. 

3.2 La desigualdad de Optimalidad. 

3.3 Condiciones suficientes_para la desigualdad de optimalidad. 

3.4 Conclusiones. 

3.1 Introducción 

En este capítulo se propondrán condiciones (condiciones Cl, C2, y C3) dadas 
principamente en términos de la función de valor óptimo Va para el PCOCD, 
y se utilizará el enfoque del factor de descuento desvaneciente (ver Secc.3 
del Cap. II) como método de solución. Las condiciones Cl, C2 y C3 dan 
respuesta al problema de existencia de políticas CP-óptimas, por medio de 
la obtención de soluciones de la igualdad de optimalidad (ver def. 2.2, Cap 
II). Los resultados de este capítulo están contenidos en los artículos [25) y 
[26). 

En la sección 2 se formula la condición Cl, la cual garantiza la existencia 
de políticas CP-óptimas. En la sección 3 se enuncian las condiciones C2 y 
C3, y se dan relaciones (implicaciones· y /ó equivalencias) entre Cl, C2 y C3. 
Finalmente, en la sección 4 se dan las conclusiones del capítulo. 

3.2 La desigualdad de optimalidad 

Comenzaremos por describir la condición principal que consideraremos en 
este capítulo. 

Sea Va la función del valor óptimo para PCOCD, y sea x E X un estado 
fijo pero arbitrario. Definimos: 

ha(x) := V0 (x) - Va(x), x E X, o: E (O, 1). (2.1) 

CPNDICION l. (Cl). Existen constantes no negatívas N y M, una 
función no negativa b definida en X, no necesariamente medible, y o:0 E (O, 1) 
tal que: 

(a) Va(x) < oo para todo x E X y o: E .(O, 1); 
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(b) (1- a)Vc,(x) ~ M para todo a E [o:0 , 1); 

(c) -N ~ ha(x) ~ b(x) para todo x E X y a E [o:0 , 1). 

La condición Cl fue introducida por L.I. Sennott en [38], para PCMs 
con espacio de estados numerable y conjunto de controles finito. En [38] se 
utiliza la condición Cl para garantizar la existencia de políticas estacionarias 
CP-óptimas. 

Lema 3.1. Bajo la condición Cl, existe una constante j* y una .sucesión de 
factores de descuento an j 1 tal que: 

(2.2) 

DEMOSTRACIÓN. Sea x el estado fijo considerado en (2.1), y sea j* un punto 
límite de (1 - a)Va(x) cuando aj l. Sea an j 1 tal que 

(2.3) 

Ahora, para cada x E X, (2.1), Cl y (2.3) permiten obtener: 

1(1 - O:n)Vcxn(x) - j* < (1- O:n)lhan(x)I + 1(1- O:n)Van(x) -j*I 
< (1 - O:n)I max{N, b(x)} + 1(1 - an)Van(x) - j*I 
-t Ü . Sl n -t OO. 

Esto demuestra el lema. 
1 

A continuación daremos el Teorema principal del capítulo. 

Teorema 3.2. Supongamos que las hipótesis H y la condición Cl se cumplen. 
Sea j* la constante obtenida en el lema 3.1. Entonces: 

(a) Existe una función medible h definida en X tal que: -N ~ h(·) ~ b(·), 
y se cumple la desigualdad de optimalidad con costo ·promedio, i.e., 

'• 

j*+h(x)~ min [c(:x,a)+jh(y)Q(dylx,a)] VxEX; (2.4) 
aEA(x) 
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(b) Existe una política estacionaria J* E F tal que: 

j* + h(x) ~ c(x,f*(x)) + j h(y)Q(dylx, f*(x)) Vx E X; (2.5) 

(c) J* es CP-óptima, y J(f*,x) = j*, Vx E X. 

DEMOSTRACIÓN. (a) Sea an j 1 la sucesión cuya existencia es garantizada 
en el lema 3.1, y sea ha, la función definida en (2.1). 

Definimos h : X --+ R como 

h(x) liminf ha, (x) 
n--+oo " 

lim Hn(x), x E X, 
n-+oo 

(2.6) 

donde Hn(x) := inf ha,"(x) j h(x) sin --+ oo. Sea x un estado fijo, pero 
k>n 

arbitrario. Entonces, por (2.1) y el lema· 5.3, Cap. I, para cada n existe 
an E A( x) tal que: 

(1 - an)Va,"(x) + ha,"(x) . 

c(x,an) + an J hOtn(y)Q(dylx, an) Vn ~ l. (2.7) 

Por otro lado, de (2.2) y (2.6), para cada E > O existe un entero n( E) y 
una subsucesión { o:n¡} de { an} tal que: 

Entonces combinando (2. 7) y (2.8) tenemos: 

j*+h(x) + E 

~ c(x,anJ + an; j hn;(y)Q(dylx,anJ . (2.9) 

~ c(x,anJ+an¡JHn;(y)Q(dylx,anJ Vni~n(E). 

Sumando an; ·Na ambos lados de (2.9) y usando que O:n¡ < 1, tenemos 

j*+(h(x)+N) + E 

> c(x,anJ + an¡ j(Hn;(Y) + N)Q(dylx,anJ Vni ~ n(E) 
(2.10) 
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Definimos S¡ (-) : = min { T, H n¡ ( ·) + N}, T 2: l. Nótese que para cada 
T 2: 1, S¡ :· X -t Res medible, acotada, no negativa y S¡(-) j Hn;(·) + N si 
T t oo. En (2.10) tenemos: 

j* + (H(x)+N)+E 

2: c(x,anJ+an; j D¡(y)Q(dyjx,an;) Vni 2: n(E), T 2: l. (2.11) 

Para i = 1, 2, ... , y T 2: 1 fijo sean 

DT(x) := {a E A(x)lc(x,a) + an; j S¡(y)Q(dyjx ,a) .. 

< j*+(h(x)+N)+E}. 

Sean r := j* + (h(x) + N) + E y Ar(x) := {a E A(x)lc(x,a) :'.Sr}. Obsérvese 
que de la~ hipótesis H se sigue que DT(x) es un subconjunto cerrado de Ar(x) 
y, por tanto, D; ( x) es compacto. Además, como 

an¡ E D¡(x) y S¡(-) j ST(-) := min{T,h(·) + N} si i -too, 

tenemos·que la sucesión de compactos D¡(x) 1 DT(x), donde 

DT(x) := {a E A(X)lc(x,a) + j ST(y)Q(dyjx,a) 

< j*+(h(x)+N)+E}, 

y DT(x) es compacto y no va.cío. Consecuentemente, existe una subsucesión 
de {ni} (la cual denotamos nuevamente por {ni} para no complicar más la 
notación) y un control a; E DT(x) tal que an; -ta;. Escógase L > n(E); 
entonces en (2.11) tenemos: 

j*+(h(x) + N)+E 

2: c(x , anJ + j Si(y)Q(dylx : anJ Vni > L 
(2.12) 

L\l,ego, haciendo i -t oo, las hipótesis H nos llevan a: 

j*+(h(x )+N) + E 

> c(x_, a;)+ j SI(y)Q(dyjx, a;). 
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Ahora, si hacemos L ~ oo, 

j*+(h(x)+N) + E 

> c(x,a;) + j ST(y)Q(dyJx,a;). (2.13) 

Como T era arbitrario, un argumento similar, pero ahora sobre la sucesión 
{ DT ( x )}t>l de conjuntos compactos y no vacíos, nos lleva a garantizar la 
existencia-de una subsucesión de { a;} ( denotada igual para evitar confusión) 
y de un control ax en el conjunto · 

D(x):={aEA(x)Jc(x,a) + j(h(y)+N)Q(dyJx,a) 

::; j* + (h(x) + N) + t:}, 

tal que a;~ ax, T ~ oo. Considérese T' ~ l; luego en (2.13) tenemos: 

j*+(h(x)+N) + E 

~ c(x, a;)+ j 5T' (y)Q(dyJx, a;) \/T ~ T'. 

· Haciendo T j oo y luego T' j oo (nótese que 5T' ( ·) j h( •) + N si T' ~ oo ), 
obtenemos: 

j*+(h(x) + N) + E 

> c(x, ax)+ j(h(y) + N)Q(dyJx, ax). 

Por tanto, 

j* + h(x) + E 

> c(x, ax)+ j h(y)Q(dyjx, ax) 

> min (c(x, a)+ j h(y)Q(dylx , a)], 
aEA(x) 

y como E > O y x E X eran arbitrarios, se concluye (2.4). 
(b) Tomando u(-) := h(·) + N ~ O en el Teorema 1, Apéndice C, garan­

tizamos la existencia de J* E F tal que: 
'• 

min [c(x, a) + j(h(y) + N)Q(dylx, a)] aEA(x) 

c(x,f*(x)) + j(h(y) + N)Q(dylx,f*(x)) \/x E X. 
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Finalmente, restando la constante N y usando (2.4) obtenemos (2.5). 
( c) Si iterarnos (2.5) n veces obtenernos: 

n-1 

h(x) ~ ¿ E{ [c(xt , f*(xt))] - nj* + E{[h(xn)], 
t=O 

n ~ l. Corno h( ·) ~ - N, tenemos 

n-1 

¿ Ef [c(xt, f*(xt))] ~ h(x) + nj* + N, 
t=O 

dividiendo entre n y haciendo n j oo da corno resultado: 

J(f*, x) ~ j* Vx E X. (2.14) 

Por otro lado, del Teorema Tauberiano en el Ap. B y de (2.2) se tiene que 

j* ~ J( 8, x) V8 E ~, x E X. 

De (2.14) y (2.15) se tiene que J* es CP-óptirna y además 

J(f*, x) = j*, Vx E X. 

Esto concluye la demostración del Teorema 2.2. 

(2.15) 

1 

3.3 Condiciones suficientes para la desigualdad de op­
timalidad , 

Veremos en el teorema 3.3 que la condición Cl, está relacionada con otras 
dos condiciones, C2 y C3 que en seguida detallaremos, anexando en cada una 
de ellas referencias de los trabajos donde previamente han sido usadas para 
estudiar el PCOCP. 

,. CONDICION 2 (C2). [14]. Existe una constante N no negativa, una 
f~nción b definida en X y no negativa, a 0 E (O, 1) y una política estacionaria 
f E F tal que: 

(a) V0 (x) < oo para todo x E X y a E Jao, 1); 
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(b) h0 (x) ~ -N para todo x E X y a E [a0 , 1); 

( c) ha(x) :::; b(x) y J b(y)Q(dylx, ](x )) < oo para todo x E X y a E [a0, 1). 

Definimos: 

m 0 := inf V0 (x) y g0 (x) := V0 (x) - m 0 , X E X, a E (O, 1). (3.1) 
X 

CONDICION 3 (C3). [11,35]. (a) Existe una política 8 E· A y un 
estado inicial x E X tal que J(8, x) < oo; 

(b) Existe /3 E [O, 1) tal que sup g0 (x) < oo, para cada x E X. 
/3<cx<I 

Tenemos el resultado siguiente 

Teorema 3.3. Supóngase que las hipótesis H se cumplen. Entonces: 

(a) C1 es equivalente a C3; 

(b) C2 implica C1. 

DEMOSTRACIÓN. (a) C3 implica C1: supóngase que C3 se cumple, y sea 
x := x. Usando C3 (a) y el Teorema Tauberiano (ver Ap. B) se puede 
demostrar ( ver [11] y [35]) que: 

donde 
j : = inf inf J ( b, x) , 

xEX SEA 

gL := liminf(l - a)m0 , 

ajl 

gu = lim(l - a)m0 • 

a TI 

(3.2) 

Ahora demostraremos que m 0 < oo Va E (O, 1), procediendo por con­
tradicción. Si existiera a 1 E (O, 1) tal que m01 = oo, entonces m 0 = oo 
\/o;~ 1, ya que la función a-+ m 0 , a E (O, 1) es no decreciente (recuérdese 
que c ~ O). Por lo tanto 

limsup(l - a)m 0 = oo, 
-aTI 
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· lo que contradice (3.2). De aquí se sigue quema< oo Va E (O, 1). Luego, 

Va(x) (Va(X) - ma) + ma 

9a(x) + ma 
< sup 9a(x)+ma 

{J<a<l 

< 00 [por C3 (b)], 

i.e., Va(x) < oo para cada x E X y a E (/3, 1). Como Va(x) es creciente en 
a, se tiene que Va(x) < oo Va E (O, 1), de suerte que Cl (a) se ct!mple. 

Por otro lado, de C3 (a) y del Teorema Tauberiano (Ap. B) también se 
tiene que: 

limsup(l - a)Va(x) ~ J(x) < oo, 
all 

donde J(x) = infs J( 8, x). Por tanto, existen constantes M = M(x) > O y 
µ = µ(x) tales que: 

Va E [µ, 1). 

Esto permite obtener Cl (b) con a 0 := µ. Finalmente, definiendo 

N := sup 9a(x) y b(x) := sup 9a(x) x E X 
f3<a<l f3<a<l 

y usando que ha(·) ~ 9a(·), obtenemos: 

-N ~ ha(x) ~ b(x) Vx E X y a E (/3, 1). 

Por tanto, Cl (c) se cumple para cualquier a 0 E (/3,1) fijo; y Cl (b) y Cl 
( c) se cumplen con a 0 := max(µ, /3). Esto completa la demostración de que 
C3 implica Cl. 

Cl implica C3: Bajo las hipótesis H y la condición Cl, se ha demostrado 
( ver Teorema 2.2) que existe una política f* que es CP-óptima, y tiene costo 
óptimo constante. Entonces definiendo 8 = f* se obtiene C3 (a), para todo 

· estado inicial. Por otro lado Cl da como resultado que para cada x E X y 

a E [ao, l]: 
'· 

9a(x) Va(x)-ma 
ha(x) - ma 

< b(x) + N [por Cl (c)]. 
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Entonces, definiendo f3 := a 0 se obtiene C3 (b ). Por tanto, Cl implica C3. 
Esto finaliza la demostración de (a). 

·(b) Supóngase que C2 se cumple. Evidentemente Cl(a) y Cl (b) se 
cumplen. De (5.2) Cap. I y de (2.1) se tiene que para cada a E (O, 1): 

(1 - a)Vc,(x) V0 (x) - aV0 (x) 

< c(x,J(x)) + a J Va(y)Q(dylx,J(x)) - aVa(x) 

- c(x, }(x)) +aj ha(y)Q(dylx, ](x)) 

< c(x,J(x)) + j b(y)Q(dylx,J(x)) [por C2 (c)]. 

Esto da corno resultado Cl (b) con m := c(x,}(x)) + Jb(y)Q(dylx,}(x)). 
Por tanto Cl se cumple con lo que se concluye la demostración de (b) y del 
Teorema 3.3. 

1 

3.4 Conclusiones 

En este capítulo se han formulado tres condiciones: Cl, C2 y C3, cada 
una dada en términos de la función de valor óptimo para el PCOCD. Los 
resultados obtenidos quedan resumidos corno sigue: 

Bajo las hipótesis H se tiene que 

C2 

,/' 
C3 

Cl-. { 
EXISTENCIA DE 

POLÍTICAS ESTACIONARIAS 

CP-ÓPTIMAS 

("..----+" denota implicación, y "+-----+" equivalencia). Además la existencia de 
políticas estacionarias CP-óptirnas queda determinada mediante la obtención 
de una solución de la desigualdad de optirnalidad con costo promedio. 
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4 La Ecuación de Optimalidad 

4.1 Introducción. 

4.2 La propiedad de equicontinuidad. 

4.3 Condición para la ecuación de optimalidad. 

4.4 Conclusiones. 

4.1 Introducción 

En el capítulo anterÍor se consideraron hipótesis ( condición Cl) sobre la 
función de valor óptimo para el PCOCD, las que permitieron asegurar la 
existencia de políticas estacionarias CP-óptimas mediante la obtención de 
una solución de la desigualdad de optimalidad con costo promedio (ver Teo­
rema 3.2, Cap. III). Cabe observar que bajo Cl se puede tener la desigualdad 
estricta; esto ha sido mostrado con un contraejemplo en el caso numerable 
por R. Cavazos [6). En este capítulo se considerará una versión más fuerte 
( dada en la Sección 3) de la condición Cl que garantiza la igualdad. Los 
resultados de este capítulo se encuentran en [25). Dicho artículo extiende al 
caso de Borel el trabajo de Fernández-Gaucherand, Marcus y Arapostathis 
[9) sobre PCMs convexos. 

4.2 La Propiedad de equicontinuidad 

Si la condición Cl se cumple, utilizaremos la notación: hn(x) = han(x), 
n :2'.: 1, x E X, donde ha(·) está definida en (2.1), Cap. III, y {an}, aj 1 es 
la sucesión obtenida en el lema 3.1, Cap. III. 

Lema 4.1. Supóngase que la condición Cl se cumple y que la sucesion 
{ hn} es equicontinua. Entonces existe una subsucesión { hn1c} que converge 
puntualmente a una función h continua, y dicha convergencia es uniforme 
en cada subconjunto compacto de X. 

DEMOSTRACIÓN. Fijemos ; E X y sea Dx := { hn(x) : n :2'.: 0}. 
Note que Dx C [-N, b(x)], por lo que Dx C [-N, b(x)], donde Dx denota 

la cerradura del conjunto Dx. Como Dx es cerrado, y [-N, b(x)] es compacto 
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se sigue que Dx es compacto. Por lo tanto, como x era ·arbitrario y { hn} es 
equicontinua, el lema se sigue del Teorema de Ascoli-Arzelá (ver Ap. B). 

1 

Finalizaremos esta sección con algunos ejemplos en los cuales { hn} resulta 
ser equicontinua. En cada uno de los ejemplos se supone que Cl se cumple. 

Ejemplo 2.2. Si X es numerable, evidentemente {hn} es equicontinua. 

Ejemplo 2.3. En [9] se supone que X es un subconjunto convexó"y abierto 
de Rn, y que hn ( ·) es una función convexa. Bajo esas hipótesis se demuestra 
en [9] que {hn(·)} es localmente equilipschitziana, en particular, (localmente) 
equicontinua. 

Ahora daremos un ejemplo en el cual {hn} es equicontinua, pero no es 
localmente equilipschitziana. En particular, hn ( ·) no es convexa. Por lo 
tanto, no satisface las hipótesis de [9]. 

Ejemplo 2.4. Sean X= R y A= A(x) = {a} para cada x E X. La función 
de costo está dada por c(x,a) = ./x si x 2: O, y c(x,a) = O si x < O. La ley 
de transición está dada por: 

Q({O} lx,a) = 1 VxEX. 

Evidentemente, este ejemplo satisface las hipótesis H. Luego, por (5.2), Cap. 
I, tenemos: 

Ve, ( x) = e( x, a) + a V0 (O) = e( x, a), x E X. 

Sea x = O. Entonces h0 (x) = V0 (x) = c(x,a) Vx E X. Por tanto, para 
cualquier sucesión an j 1, se tiene que hn(x) = c(x,a) Vx E X, y n 2: l. De 
aquí se sigue que { h-n} es equicontinua. Por otro lado, es claro que { hn} no 
es localmente equilipschitziana ( considérese x = O). 

4.3 Condición para la ecuación de optimalidad 

Cqnsideraremos la condición siguiente: 
CONDICION PARA LA ECUACION DE OPTIMALIDAD. 

(CEO). 

(a) Cl se cumple; 
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(b) Sea an j 1 como en el lema 3.1, Cap. III , y definase hn(x) := hOln (x ), x E 
X. Se supone que {hn} es equicontinua; 

(c) La función ben Cl es medible y, además f b(y)Q(dylx, a) < oo, para 
cada a E A( x) y x E X; 

( d) X es localmente compacto. 

Teorema 4.2. Sup6ngase que las hipótesis H y la condición CEO se cumplen. 
Sea j* como en el lema 3.1, ' Cap. III. Entonces existe una funciót'i: h definida 
en X tal que: 

(i) La pareja (j*, h) es solución de la ecuación de optimalidad con costo 
promedio, i.e., 

j*+h(x)= min [c(x,a)+jh(y)Q(dylx ,a)] VxEX. (3.1) 
aEA(x) 

Además 

(ii) Existe una política estacionaria J* E F tal que J*(x) E A(x) minimiza 
el lado derecho de (3.1), J* es CP-óptima y J(f*,x) = j* Vx E X. 

DEMOSTRACIÓN. (i) Por CEO (b) y el lema 4.1, existe una· subsucesión 
{hnk} de {hn} que converge puntualmente a una función continua h, i.e., 

h.(x) := lim hn"(x), x E X. 
k-+oo 

(3.2) 

Además, la convergencia es uniforme en subconjuntos compactos de X. Sin 
pérdida de generalidad (ver Cl (c)) podemos suponer h 2: O. (En caso 
contrario, se puede considerar la función h'(·) := h(·)+N 2: O). Denotaremos 
hk(·) := hn"(·), f3n"' y Vak(·): VO/nk. Para demostrar (3.1) verificaremos que 
se cumplen las desigualdades: 

y 

j*+h(x)2: min [c(x,a)+jh(y)Q(dylx ,a)] , xEX, 
aEA(x) 

j*+h(x)~ min [c(x,a)+jh(y)Q(dylx,a)], xEX, 
aEA(x) 
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DEMOSTRACIÓN DE (3.3a). Usaremos argumentos similares a los de la de­
mostración del Teorema 3.2, Cap. III. Como X es separable y localmente 
compacto, existe una sucesión de conjuntos abiertos Gl, f.= 1, 2, ... , los cua­
les tienen cerradura compacta, y Gl j X. Sea x el estado fijo considerado en 
(2.1) Cap. III, y sea x un estado arbitrario, pero fijo. Escójase Gl tal que 
x E Gl y nótese que x E GL VL;:::: f... Del Lema 5.3, Cap. I para cada k;:::: 1, 
existe ak E A( x) tal que: 

(1 - ,Bk)V,ak(x) + hk(x) 
= c(x,ak) + ,Bk J hk(y)Q(dylx,ak) Vk;:::: f: .. 

Por otro lado, dado é > O, selecciónese T > O tal que 

(1 - ,Bk)V,ak(x) ~ j* + t/3, y 

h(y) - t/3 ~ hk(Y) ~ h(y) + t/3 

(3.4) 

(3.5a) 

(3.5b) 

Vk ;:::: T y tGt. Por tanto, de (3.4), (3.5) y usando que x E G,., ,Bk > O y 
h( ·) ;:::: O, tenemos: 

Vk ;:::: T, donde Iat denota la función indicadora de Gl, 
Definimos: 

y 

Bk(x) := {a E A(x)lc(x,a) + ,Bk j Ia,(y)h(y)Q(dylx,a) 

< j*+h(x)+t} 

B(x) := {a E A(x)lc(x,a) + ,Bk j Ia,(y)h(y)Q(dylx,a) 

< j*+h(x)+t}. 

Nótese que Bk(x) es compacto y no vacío. Además, Bk(x) l B(x), y 
B(x) también es compacto y no vacío. Por tanto, existe una subsucesión de 
{ ak} (la que también denotaremos por { ak} para no complicar la notación) 
y 'ax E B(x) tal que a;;-+ ªx si k-+ oo. Usando que Iat(·)h(·) es medible y 
acotada junto con las hipótesis H, hacemos k -+ oo en (3.6) obteniendo: 

j* + h(x ) + é;:::: c(x,ax) + f 1at(y)h(y)Q(dylx,a). (3.7) 
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En (3. 7) hacemos f - oo y luego t - O para obtener: 

j* + h(x) ~ c(x,ax) + j h(y)Q(dyjx,ax)i 

por tanto, 

j* + h(x) ~ min [c(x ,a) + jh(y)Q(dyjx,a)]. 
aEA(x) 

como x fue arbitrario, concluimos 3.3 (a). 

DEMOSTRACIÓN DE (3.3b). Del lema 5.3, Cap. I, tenemos: 

(1 - ,Bk)V,aJx) + hk(x) 

::; c(x,a)+/3kjhk(y)Q(dyjx,a) VxEX y aEA(x). 

(3.8) 
Usando el lema 2.1, (3.2), CEO (a), CEO (b) y el Teorema de Convergencia 
Dominada, hacemos k - oo en (3.8) obteniendo: 

j* + h(x)::; c(x,a) + j h(y)Q(dyjx,a) 

Vx E X y a E A(x). Esto implica (3.3b). 

(ii) Como hes continua y no negativa, el Teorema 1, Ap. C, garantiza la 
existencia de una política estacionaria J* E F tal que J*( x) E A( x) minimiza 
el lado derecho de (3.1) i.e., 

j* + h(x) = c(x, f*(x)) + j h(y)Q(dyjx, f*(x)) Vx E X. (3.8) 

Fin~lmente, de (3.8), y como h ~ O, se sigue que J* es CP-óptima, y que 
J(f*, x) = j* (ver la demostración del Teorema 3.2 ( c), Cap. III). Con esto 
se concluye la demostración del Teorema 4.2. 

1 

4-~ Conclusiones 

En este capítulo se dieron hipótesis ( condición CEO) que garantizan la exis­
tencia de una solución de la ecuación de optimalidad con costo promedio, 
que a su vez, permite obtener políticas estacionarias CP-óptimas. 
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5 Convergencia del Algoritmo de iteración 
de valores 

5.1 Introducción. 

5.2 Ternas canónicas. 

5.3 Iteración de valores. 

5.4 Construcción de una política CP-óptima. 

5.5 Comentarios y conclusiones 

5.1 Introducción 

En este capítulo estamos interesados en estudiar la convergencia de las fun­
ciones de iteración de valores ( ó aproximaciones sucesivas) hacia el costo 
óptimo. Este problema importante ha sido considerado por muchos autores 
[2,3,10,13,16,18,42] y, en particular, aquí se extiende al caso de Borel resulta­
dos de L. Sennott [37] para PCM con espacio de estados numerable y conjunto 
de controles finito. Las condiciones y resultados del capítulo se encuentran 
en [27]. 

En la sección 2 damos algunas preliminares y notación y en las secciones 
3 y 4 · se estudia la convergencia del algoritmo de iteración de valores, y 

la construcción de una política CP-óptima. Finalmente, en la sección 5 se 
dan algunos comentarios relacionados con las hipótesis consideradas en las 
secciones 3 y 4 así como, las conclusiones del capítulo. 

5.2 Ternas canónicas 

Sea h : X -t R una función medible dada. Definimos el costo total esperado 
en n etapas con costo terminal h como: 

E! 1~ c(xt, at) + h(xn)l (2.1) 

ln( 8, X)+ E![h(xn)], 
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donde Jn(8, x) := E! [~ c(xt, at) l · Se tiene también qu.e la función de costo 

óptimo está dada por -
(2.2) 

Definición 5.1. Sean p y h funciones reales definidas en X y sea f* E F una 
política estacionaria. Diremos que la terna (p, h, f*) es una terna canónica 
si para cada x E X y n 2: O: · 

Jn(f*,x,h) = Jn(x,h) = np(x) + h(x). (2.3) 

Una política estacionaria es canónica si forma parte de alguna terna canónica. 

Se tiene el resultado siguiente el cual se incluye por completez del trabajo. 

Lema 5.2. (p, h, J*) es una terna canónica si y sólo si, para cada x E X: 

(a)· p(x) = infaEA(x) J p(y)Q(dylx,a); 

(b) p(x)+h(x)= inf [c(x,a)+jh(y)Q(dyJx ,a)], 
aEA(x) 

(c) f*(x) E A(x) alcanza el mínimo en (a) y (b), i.e. 

p(x) = j p(y)Q(dylx,f*), (2.4) 

p(x) + h(x) = c(x,f*(x)) + j h(y)Q(dyJx,f*(x)). (2.5) 

DEMOSTRACIÓN. Ver, e.g., (21, Secc. 5.2]. 
1 

Nota 5.3 (a) Con referencia a (2.2) es bastante conocido (ver (3]) que: 

J~+l (x, h) = inf [c(x, a)+ j J;(y, h)Q(dylx, a)] , · x E X. 
aEA(x) 

(2.6) 

(b) Si se itera (2.5) n veces y se usa (2.4) obtenemos: 
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Vx E X, n 2:: O. 

Definición 5.4 Definimos las funciones de iteración de valores como: 

uo(·) O, y 
un(x): = J~(x,0) = infsln(8,x), n 2:: 1, x E X 

(2.8) 

Por (2.6) tenemos: 

un(x) = inf [c(x,a) + jun-1(y)Q(dyl + x,a)], n 2:: 1, x E X'. 
aEA(x) ~---

(2.9) 

Nota 5.5. Sea J* := infxinfs J(8,x). Nótese que si (J*,h,J*) es una terna 
canónica, entonces mediante (2.7), para cada x E X y n 2:: O: 

(2.10) 

y de (2.8) obtenemos 

(2.11) 

Las relaciones (2.8)-(2.11) se usarán repetidamente en las secciones siguien­
tes. 

Considérese la condición CEO dada en el capítulo anterior. El enunciado 
del lema siguiente consiste en reescribir el Teorema 4.2, Cap_. IV, en la 
notación de esta sección. 

Lema 5.4. Supóngase que las hipótesis H y CEO se cumplen. Sea j* la 
constante obten ida en el lema 3.1, Cap. III. Entonces existe una función 
continua h definida en X tal que: 

-N ~ h(x) ~ b(x) Vx E X, h(x) = O, (2.12) 

y una política estacionaria f* E F tal que (j*, h, f*) es una terna canónica.­
En particular, por el lema 5.2 (b) , (e) , tenemos que se cumple: 

j* + h(x) = min [c(x,a) + jh(y)Q(dylx,a)] 
aEA(x) 

(2.13) 

= c(x, f*(x)) + j h(y)Q(dylx,f*(x)), x E X. (2.14) 
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5.3 Iteración de valores (IV) 

Considérese las funciones definidas en (2.8). Sean 

donde x E X es una estado fijo. El objetivo del algoritmo de IV ( ó aproxi­
maciones sucesivas) es demostrar que: 

vn(x)--+ h(x) y wn(x)--+ j*, X E X, (3.2) 

donde (j•, h) es una solución de la ecuación de optimalidad (ver (2.13)). 
En esta sección daremos condiciones que garantizan (3.2). 

Nota 5.5. En la definición 3.1, Cap. I, se puede considerar también el 
concepto de política markoviana, i.e. se dice que una política es markoviana 
si existe una sucesión {Jt} de funciones Ít E F tal que 8t(·lht) está concentrada 
en f t(xt ) E A(x-t ) Vht E Ht y t 2 O. Nótese que, en particular, si ft = f E F 
\/t 2 O, se obtiene una política estacionaria. 

Cuando usamos una política 8 = {fo , f1 , ... } markoviana, el proceso de 
estados { x1} resulta ser una cadena de Markov con probabilidades de tran­
sición en un paso, definidas por: 

Las probabilidades de transición en n pasos , n 2 2, i.e., P5(xt+n E Blxt = x) , 
n 2 2 están dadas recursivamente por: 

Qn(B jx, Cft , Í t+i , · · · , Ít+n-d) 
= J Qn-l(Bjy, Ut+i , ... , Ít+n-1))Q(dyjx, Ít). 

Para una polít ica estacionaria f E F, las probabilidades de transición son 
homogéneas , i.e. , 

CQ.l} Qº( ·lx, f) la medida de Dirac concentrada en x. Usáremos indistinta­
mente Q ( · 1 x ,f) ó Q ( · I x, f ( x)). 

CONDICION PARA LA CONVERGENCIA DEL ALGORITMO DE IV 
(CIV). 
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Supongamos que las hipótesis H y CEO se cumplen. Sea { un} la su­
cesión de IV y sea J* la política CP-óptima obtenida en el lema 2.6. Como 
condiciones suponemos: 

(a) {un} es equicontinua; 

(b) Existe una medida de probabilidad P definida en B(X), independiente 
de x E X, tal que: 

(3.3) 

(i.e., {Qn(·lx,f*(x))} converge débilmente a P), y P(N) > O para cada 
vecindad abierta N de x; 

(c) Sea b la función CEO, y para cada n ~ 1, sea fn E F un minimizador 
del lado derecho de (2.9) (su existencia está garantizada por el Teorema 
1, Ap. C), i.e., 

Un(x) == c(x,Jn(x)) + j Un-1(y)Q(dylx,Jn(x)) Vx E X. (3.4) 

Entonces existe una función L : X -+- R tal que: 

j b(y)Qn(dyJx, Un, ... , f1)) ~ L(x) Vx E X, n ~ l. (3.5) 

A continuación presentamos el resultado más importante de esta sección. 

Teorema 5.6. Supóngase que la condición' CIV se cumple. Entonces 
el algoritmo de IV converge, i.e., (3.2) se cumple, y la convergencia es 
uniforme en subconjuntos compactos de X. 

Para demostrar el Teorema 5.6 nos basaremos en los lemas 5. 7 y 5.8, 
los cuales requieren de la definición siguiente. Sea (j*, h, J*) la terna 
canónica cuya existencia garantiza el lema 5.2. Definimos: 

en(x) := nj* + h(x) + N - un(x), n ~ O, x E X. (3.6) 

Lema 5.7 Para cada x E X, n,m ~ O, 
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(a) en(x) 2 O; 

(b) j em(y)Qm(dylx,J*(x)) ~ en+m(x). 

DEMOSTRACIÓN. (a) Dado que h(•) 2 -N, de (2.11) obtenemos: 

nj* + h( X) 2 -Un (X) - N V X E X, n 2 O, 

de donde concluimos (a). 

(b) Esto es trivial en los casos: 

• n 2 1, m = O; 

• n = O, m 2 O, (ver (2.11) y nótese que 

Ef:" h(xn) = j h(y)Qn(dylx, J*(x)) Vx E X, n 2 O). 

Ahora consideremos n 2 1 fijo. Demostraremos (b) mediante inducción 
sobre m. De (2.9) tenemos: 

Un+1(x) ~ c(x,f*(x)) + j un(y)Q(dyJx,f*(x)) Vx E X, 

y también, de (2.14), tenemos: 

j* + h(x) - Un+1(x) 2 j[h(y) - un(Y)]Q(dylx, f*(x)), 

lo cual es equivalente a: 

(3.7) 

como n 2 1 fue arbitrario, concluimos que si n 2 1 y m = ] , (b) se 
cumple. Finalmente si (b) se cumple para algún m 2 1, entonces 

J en(y)Qm+l(dylx, f*(x)) 

j j en(y)Qm(dyJz, f*(z))Q(dzJx, f*(x)) 

< j en+m(z)Q(dzlx, f*(x )) 

< en+m+I(x) [por (3.7)]. 
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con esto se termina la demostración. 
1 

Lema 5.8 (a) La sucesión { en} es equicontinua y puntualmente aco­
tada¡ 

(b) Existe una subsucesión { enJ de { en} y una constante k tal que 
Jim en;(x) = k Vx E X, y esta convergencia es uniforme sobre subcon-
i-+oo 

juntos compactos de X¡ 

(c) Cada subsucesión de { en} tiene una (sub-) subsucesión que con­
verge a k uniforrp,emente sobre compactos y, por tanto, { en} también 
converge a k uniformemente sobre compactos. 

DEMOSTRACIÓN. (a) De (3.6) tenemos: 

Vx,y E X, n 2:: O. Por tanto la equicontinuidad de {en} se sigue de 
CIV (a) y de -la continuidad de h (ver lema 5.4). Ahora de (2.13) y 
(3.4) tenemos que para x E X y n 2:: 1: 

j* + h(x) < c(x,Jn(x)) + j h(y)Q(dyjx, Ín(x)) 

un(x) + j[h(y) - Un-1(Y)]Q(dyjx,fn(x)), 

lo cual es equivalente a: 

(3.8) 

Iterando (3.8) tenemos: 

Como e0 (x) := h(x) + N ~ b(x) + N, (3.5) y el lema 5.7 (a) dan como 
resultado: 

(3.9) 
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lo que finaliza la demostración de (a). 

(b) A partir de (a) y del Teorema de Ascoli-Arzelá (ver Ap. B), existe 
una subsucesión {en¡} de { en} que converge uniformemente sobre com­
pactos a una función continua 0 : X -+ R. En el lema 5. 7 (b), tómese 
m -+ oo a través de valores tales que en+m ( x) -+ 0( x). Entonces CIV 
(b) nos lleva a: 

0(x) > liminfm-+oofen(y)Qm(dylx,f*(x)) 

> j en(y)P(dy) 
(3.10) 

lo cual implica, por el lema de Fatou (recuerde que en(·) ~ O), que: · 

0(x) ~ li~~f j en;(y)P(dy) ~ j 0(y)P(dy), 

i.e. , 0( x) ~ f 0(y )P( dy ). Puesto que esta última desigualdad se cumple 
para cada x E X, definiendo k := inf 0( x) se obtiene: 

X 

k ~ j 0(y)P(dy) ~ k, 

i.e., -

j 0(y)P(dy) = k, 

ó, equivalentemente: 

j(0(y) - k)P(dy) = O, 

lo que implica ( obsérvese que 0( ·) - k ~ O): 

0( x) = k P - casi seguramente. 

Sea B := {x E Xl0(x) > k} y nótese que, como 0 es continua, B 
es abierto. Por tanto, de CIV (b) se concluye que B es vacío, i.e., 
0( x) = k, V x E X. Con esto se termina la demostración de (b). 

( c) Sea { enj } una subsucesión de { en}. Entonces de la misma manera . 
que en la demostración de (b), existe una subsucesión de { enj}, la cual 
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denotaremos nuevamente como { enj}, que converge uniformemente so­
bre compactos a una constante k', si j --+ oo. Por tanto, de (3.10) y el 
lema de Fatou, tenemos que k ~ k'. Un argumento similar demuestra 
que k ~ k'. De donde k = k'. Finalmente, supóngase que la sucesión 
{ en} no converge uniformemente sobre compactos a k. Entonces exis­
ten: un compacto K C X, E> O, una subsucesión {enJ de {en}, y una 
sucesión {yt} en K tal que: 

Luego, cada subsucesión de { enJ no converge uniformemente sobre 
compactos a k, lo cual contradice lo demostrado al inicio de este inciso. 
Esto implica que { en} converge uniformemente sobre compactos a k. 
Con esto se concluye la demostración de ( c). 

1 

DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA 5.6. Nótese que \/x E X y n ~ 1: 

vn(x) = h(x) - en(x) + en(x) . 

Por lo tanto,_ del lema 3. ,5 se sigtJ.e el teorema 5.6. 

Terminaremos esta sección con un corolario al Teorema 5.6. 

Primero daremos la definición siguiente. 

Definición 5.9 Una política 8* E L\ es llamada: 

( a) fuertemente óptima ( ó asintóticamente óptima) si 

■ · 

(3.11) 

(b) F-fuertemente óptima ( ó fuertemente óptima en el sentido de Flynn) 
SI 

(3.12) 
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Nótese que, como Jn(8,·) ?:'.: un(·) \/8 E .6. y n ?:'.: O, (3.12) es 
equivalente a: 

limsupn-1 [Jn(8:,x) - un(x)] = O \/x E X. 
n-+oo 

Corolario 5.10 Bajo las hipótesis del teorema 5.6: 

(a) lim un(x)/n = j* \/x E X; 
~ n-+oo 

(b) J* es F-fuertemente óptima; 

(c) J(f*,x) := limsupn- 1 Jn(f*,x) = lim n-1 Jn(f*,x) = j*, \/x E 
n-+oo n--+oo 

X. 

( d) J* es fuertemente óptima. 

DEMOSTRACIÓN. (a) Esto es consecuencia de (3.6) y del lema 5.8 (c). 

(b) De (3.6) y (2.10): 

en(x) Jn(f*, x) + E;° h(xn) + N - Un(x) 
> Jn(f*,x) - un(x) [por (2.12)]. 

Entonces (b) se sigue del lema 5.8 (c). 

Finalmente, (c) se sigue de (a) y (b), mientras que (d) se sigue de (a), 
(b) y (c) pues: 

J(f*,x) lim ~n(x) = liminf un(x )/n 
n-+oo n 

< l .. fJn(8,x) wc " X 1mm -'-----'- vu E u y x E . 
n-+oo n 

1 

Es claro que la optimalidad fuerte y la F-optimalidad implican CP­
'• optimalidad, pero el recíproco en general no se cumple (ver [19)). Es 

decir, las hipótesis CIV conducen a criterios de optimalidad mái, fuertes. 
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5.4 Construcción de una política CP-óptima 

En este sección demostraremos el resultado siguiente. 

Teorema 5.11 Supongamos que las hipótesis del Teorema 5.6 se cum­
plen. Además, supongamos que el conjunto A de controles es localmente 
compacto, y que existe una constante K tal que: 

vn(x) 2: -K Vx E X, n 2: O, ( 4.1) 

donde vn(·) está definida en (3.1). Sean fn E F como en (3.4). Enton­
ces existe una política estacionaria j E F tal que Í( x) es un punto de 
acumulación de {fn( x)} para cada x E X y, además J es CP-óptima. 

DEMOSTRACIÓN. A partir de la definición de vn(·) y wn(·) en (3.1), 
podemos reescribir (2.9) y (3.4) como: 

min [c(x,a) + jvn_1(y)Q(dyJx ,a)] 
aEA(x) 

(x,fn(x)) + j Vn-1(y)Q(dyJx,fn(x)), 
( 4.2) 

Vx E X, n 2: l. Sea A := A U { oo} la compactificación en un punto de 
A (recuérdese que A es, por hipótesis, un espacio de Borel localmente 
compacto), y sea </> la multifunción constante de X a A definida por 
<f>(x) := A Vx E X. Obviamente </> es medible con valores compactos. 
Entonces, como A es metrizable (ver [8) p. 247), separable, y fn(x) E A 
Vx E X, n 2: 1, el Teorema 2, Ap. C, garantiza la existencia de una 
función medible J: X - A tal que para cada x E X, f(x) E A es un 
punto de acumulación de {fn(x)}. Para completar la demostración del 
teorema, debemos demostrar que: 

(a) j E F, i.e., Í(x) E A(x) Vx E X; y 

(b) J es CP-óptima. 

Como X es separable y localmente compacto, existe una sucesión de 
· conjuntos abiertos G(R), R, 2: 1, cada uno con cerradura G(R) compacta, 
y G(f) j X. Fijemos x E X y escójase G(f) de forma tal que x E G(f) 
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(nótese que x E G(f') Vf' 2'.: f). Sea E > O dado. Del Teorema 5.6, 
existe Te > O tal que: 

h(y) - c/3 ~ hn(Y) ~ h(y) + c/3 Vn 2'.: Te; y E G(f), (4.3) 

y 

Entonces, corno x E G(f), (4.3) y (4.4) nos conducen a 

j* + h(x) + 2/3t 2'.: Vn(x) + Wn(x) 

= c(x, fn(x)) + J Vn-1(y)Q(dylx, fn(x)) 

( 4.4) 

Vn 2'.: Te. Sumarnos Ka ambos lados de la desigualdad anterior usando 
( 4.3) y que Vn-1 ( ·) + I< 2'.: O, para obtener 

j*+(h(x) + K)+c 

> c(x),Jn(x)+ { (h(y)+K)Q(dylx,fn(x)) Vn2'.:Te. 
ÍG(e) 

(4.5) 
Definirnos: 

D(x) := {a E A(x)lc(x,a) + Ía(e)(h(y) +K)Q(dylx,a) 

< j*+(h(x)+K)+c}. 

Nótese que f(x) E D(x) Vn 2'.: Te y que, de la hipótesis H(a), D(x) es 
compacto. Por tanto, el complemento de D( x) en A resulta ser abierto 
en A, i.e., D(x) es cerrado en A. Puesto que: 

_lirn Ín¡ (X) = .f (X) 
i-oo 

(4.6) 

para alguna subsucesión n¡ = n¡(x ), entonces ](x) E D(x ). Por tanto 
](x) E A(x). Esto demuestra (a). 

Para demostrar (b ), en ( 4.5) sustituirnos n por n¡ y hacernos i .- oo. 
Entonces, como la(e)(·)(h(·) + K) es medible y acotada (con ÍB = 
función indicadora de B), las hipótesis H y el lema de Fatou nos llevan 

j*+(h(x)+K) + E 

> c(x,}(x))+ f (h(y)+K)Q(dylx,}(x)) . 
• ÍG(e) 
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tomando f j oo, €-+ O y cancelando la constante K obtenemos: 

j* + h(x) ~ c(x,J(x)) + j h(y)Q(dylx, Í(x)). (4.7) 

Como x era arbitrario, se sigue que ( 4. 7) se cumple Vx E X. De aquí, 
usando que h(•) ~ -N, se tiene (ver demostración del Teorema 3.2 (c), 
Cap. III) que j es CP-óptima. Esto demuestra el teorema. 

1 

5.5 Comentarios y conclusiones del capítulo 

Comenzaremos con algunos comentarios acerca de la condición CIV. 

Nota 5.12. La hipótesis CIV (a) se cumple trivialmente si X, el 
espacio de estados, es un conjunto numerable con la topología discreta. 
También se cumple en las situaciones siguientes: 

(i) En PCMs convexos, i.e., en los que X es un subconjunto convexo 
de Rn y se dan condiciones para que las funciones Un sean convexas 
y continuas. 

(ii) En PCMs de Lipschitz, i.e., PCMs en los que las un s~n funciones 
localmente de Lipschitz. 

Nota 5 .13 . (3.3) se cumple trivialmente en el caso en el que el PCM 
es fuertemente crgódico en el sentido siguiente: para cada política esta­
cionaria f existe uría medida de probabilidad P¡ definida en B( X) tal 
que: 

IIQn(·lx, f) - P¡(·)II -+ O si n-+ oo, Vx E X, (5_.1) 

donde 11 · II es la norma de la variación total para medidas signadas fini- . 
tas. Hay condiciones suficientes bien conocidas para ( 5.1) ( ver [10,15]) ó 
pueden ser deducidas de resultados generales para ca-denas de Markov. 
Por ejemplo, considere un sistema con ruido aditivo: 

(5.2) 
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con { <:t} una sucesión de variables aleatorias i. i. d. Entonces usando 
resultados de series de tiempo no lineales (ver [7,24]) obtenemos condi­
ciones para que (5.1) se cumpla, y también para que P¡(N) > O siempre 
que N C Rd sea abierto. Esto conduce a CIV (b ). 

Nota 5.14. Definimos c(x) := inf c(x,a) , y suponga que para cada 
aEA(x) 

r 2: O existe un conjunto compacto Kr C X tal que: 

c(x)2:r VxtiKr (5.3) 

Suponga también que se cumplen las hipótesis del lema 2.6. Entonces, 
del Teorema en [17) ó verificando las hipótesis del Teorema 2 en [40), 
existe una medida invariante P para el kernel estocástico Q(·lx,f*). 
Si además el kernel es Harris-recurrente y aperiódico, un Teorema de 
O rey [29) ( c.f. [15]) conduce a ( 5.1) para f = J* y P¡ = P¡-. 

Conclusiones del capítulo 

Eneste capítulo básicamente se propone una condición ( condición CIV) 
que junto con las hipótesis H, nos dá: 

(a) Convergencia uniforme sobre compactos del algoritmo de iteración 
de valo,res; 

(b) La política CP-óptima J* ( obtenida por medio de una solución 
de la igualdad de optimalidad con costo promedio) es también 
fuertemente óptima y F-fuertemente óptima; 

( c) Si , además se tiene que el conjunto A de controles es localmente 
compacto, y las funciones vn(·), n 2: 1 (ver (3.1)), están acotadas 
por abajo por una constante, entonces se puede construir una 
política estacionaria CP-óptima que resulta ser (puntualmente) 
un punto de acumulación de una sucesión de .políticas óptimas 

'• para problemas con horizonte finito. 
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Cuarta Parte 

EJEMPLOS 

y 

CONCLUSIONES 



Resumen de Hipótesis 

Hipótesis H 

(a) e = e( x, a) es semi continua inferiormente e inf-compacta en K; 

(b) Q es fuertemente continuo. 

Sean: 
ha(x) := V0 (x) - Va(x), y 
9a(x) := V0 (x) - m 0 , 

con m 0 = infx,(x') , x E X y a E (O, 1). 

CONDICION Cl. Existen constantes no negativas N y M, una función 
b : X --+ R no negativa y no necesariamente medible, y a 0 E (O, 1) tal 
que: 

(a) V0 (x) < oo para todo x E X y a E (O , 1); 

(b) (1 - a)V0 (x)::; A1 para todo a E [a0 , 1); 

(c) -N::; h0 (x)::; b(x) para todo x E X y a E [a0 , 1). 

CONDICION C2. Existen una constante N no negativa, una función 
b definida en X, medible y no negativa, a0 E (O, 1) , y una política 
estacionaria J E F tal que: 

(a) V0 (x) < oo para todo .x E X y a E (O, 1); 

(b) h0 (x) ~ -N para todo x E X y a E [a0 , 1); 

(c) h0 (x) ::; b(x) y j b(y)Q(dylx,J(x) < oo para todo x E X y 

a E [ao, 1). 

CONDICION C3. (a) Existe una política 8 E A y un estado inicial 
x E X tal que J(8, x) < oo; 

(b) Existe f) E [O, 1) tal que: sup g0 (x) < oo para cada x E X. 
,ü<a<l 

CONDICION CEO. 
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( a) Cl se cumple; 

(b) Sea an j 1 como en el lema 3.1, Cap. III, y defínase hn(x) ·­
hc,n(x), x E X. Se supone que {hn} es equicontinua; 

(c) La función ben Cl es medible, y J b(y)Q(dylx, a)< oo para cada 
aEA(x)yxEX; 

( d) X es localmente compacto. 

CONDICION CIV. Supongamos que la hipótesis H y CEO se .. cumplen. 
Sea { Un} la sucesión de IV, y sea r la política CP-óptimo obtenida en 
el lema 5.4 Cap. V, como condiciones suponemos: 

( a) { un} equicontinua; 

(b) Existe una medida de probabilidad P definida en B(x), indepen­
diente de x tal que: 

VxEX, 

y P( N) > O para cada vecindad abierta N de x. 

(c) Sea b la función en CEO, y para cada n 2'.: 1, sean fn E F políticas 
estacionarias tales que: 

un(x) = c(;r;,fn(x)) + J Un-i(y)Q(dylx,fn(x)) Vx E X. 

Entonces existe una función L : X -+ R tal que: 

' j b(y)Q~(dylx, Un, ... , Ji))::;; L(x) Vx E X, n 2'.: l. 

Sea vn(x) := un(x) - un(x), x E X, tenemos también las condi­
ciones de una política CP-óptima por medio del algoritmo de IV, 
las cuales para referirlas las denotaremos por: CIV ( d) y CIV (e). 

,, CIV ( d): El conjunto A de controles es localmente compacto; 

CIV (e): Existe una constante K tal que vn(x) 2'.: -'-K Vx E X, n 2: l. 
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6 Un ejemplo: El problema lineal con 
costo cuadrático 

6.1 Introducción. 

6.2 El problema lineal con costo cuadrático. 

6.3 Verificación de hipótesis. 

6.1 Introducción 

En [37], Sennott presenta algunos ejemplos en sistemas de colas para el 
caso numerable en los que todas nuestras hipótesis se cumplen. Aquí 
daremos un ejemplo donde también se cumplen tales hipótesis, pero X 
no es numerable. En las páginas ( 41-42), se ha incluido un resumen 
de las hipótesis propuestas en la tesis, ésto con la idea de facilitar la 
lectura de este capítulo y del siguiente. 

6.2 El problema lineal con costo cuadrJtico (PLCC) 

Consideremos un sistema lineal: 

(2.1) 

con costo cuadrático 
c(x,a) = qx2 + ra2

• (2.2) 

Aquí X = A(·) = R y suponemos las hipótesis siguientes: 

Hipótesis 2.1. (a) O< 1 < 1, (3-/- O, q, r > O; 

(b) Las variables aleatorias t 0 ,t1 , . .• se suponen i. i. d. con distribución 
comúnµ~ N(O, 1) e independientes del estado inicial x0 = x. 

Es conocido (ver por ejemplo [3]) que el PLCC bajo las hipótesis 2.1. 
satisface lo siguiente. 

6.1. 

(i) 
k(a)a 

V0 (x) = k(a)x 2 + -- Vx E R, a E (O, 1), 
1-a 
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donde k( a) es la única solución positiva de la ecuación 

(2.4) 

Además k( a) --+ k si a j 1, donde k es la única solución positiva de la 
ecuación obtenida de (2.4) cuando a j 1. 

(ii) Las funciones de IV un, n ~ 1, están dadas por: 

n-1 

un(x) := Snx 2 + L St Vx E X, n ~ 1, (2.5) 
t=O 

donde los Sn son números positivos, n ~ 1, S0 = O, y están definidos 
recursivamente por una ecuación de forma similar a la ecuación (2.4). 
Además, existe S > O tal que 

Sn --+ s, n --+ OO. (2.6) 

(iii) Los minimizadores fn E F en (3.4), Cap. V, y la política J* CP­
óptima -están dadas por: 

(2.8) · 

6.3 Verificación de hipótesis 

Para el PLCC planteado en la sección 2 las hipótesis: H (a), Cl (a), 
CEO (d) y CIV (e) se cumplen trivialmente. La hipótesis H (b) ya se 
verificó en una situación más general en el ejemplo 5.2, Cap. I. Para el 
resto de las hipótesis tenemos: 

Cl (b) y Cl (c). Tomando x = O en (2.3) tenemos: 

(1 - a)Va(O) = k(a)a Va E (O, 1)., y 

ha(x) = k(a)x2, Vx E X, a E (O, 1). 
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Sea E > O dado. Escójase a 0 E (O, 1) tal que: 

k(.a) ::; k + E Va E [a0 , 1). 

Por lo tanto definiendo: 

.M := (k + t) y b(x) := (k + t)x2
, x E X, (3.3) 

concluimos que 

-··· 
(1 - a)Vc,(O) ::; M, y O ::; h0 (x) ::; b(x) Vx E X, a E [a0 , 1). 

Por tanto Cl (b) y Cl (c) se cumplen. 

Sea an j 1 la sucesión .obtenida en el lema 3.1, Cap. 111 (recuérdese 
que Cl se cumple). 

CEO (b). De (3.2) se tiene que: 

hn(x) := hcxn(x) = k(an)x2
, X E X, n 2: l. 

Como k( an) ----+ k si n ----+ oo, sea m 1 > O tal que: 

Luego, 

lhn(x) - hn(Y)I < k(an)lx 2 
- y2

1 

< m1 lx2 
- y2¡, Vx, y E X. 

De aquí que la equicontinuidad de { hn} se sigue de la continuidad de 
g(x)=x2,xEX. 

CEO (e). De (3.3) tenemos que b(x) := (k+t)2
, x E X. bes obviamente 

medible y un cálculo sencillo comprueba que 

el cual es finito, para cada x E X y a E A(x ). Por tanto se concluye 
CEO (c). 
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CIV (a). La demostración de CIV (a) es análoga a la dada para CEO 
(b ), usando (2.5) y (2.6) 

CIV (b) poniendo Xt = x y at = f*(x) en (2.1), y usando (2.8), obte­
nemos: 

t 

F t+i + '°'Fi Xt+I = X L.,¿ lt-j, (3.3) 
j=O 

donde F := 1r/(r + k{l2). Nótese que O< F ~ 1 < l. Calc1,1.lando la 
función característica <Pt+i de Xt+i y tomando t-+ oo obte11e.mos: 

lim <Pt+i(s) = exp [-S2 /2(1-F2
)], s E R. 

t .... oo 

Por tanto, aplicando el Teorema de Levy (ver [1] p. 332) concluimos 
CIV (b) con P teniendo distribución N(O, (1 - F 2)-1 ). 

CIV (e). De (3.3) tenemos que b(x) = (k + t)x2 = mx2
• Sea Fn := 

1r/(r + Sn/P) sin 2: O, y F_1 := 1 . Nótese que: O< Fn ~ 1 < l. Sea: 

L(x) := mx2 + m(l - 1
2

) X E R. 

Se puede demostrar por inducción que: 

mF5 F¡ · · · F;_1 x
2+ 

m(F5 · · · F;_2 +. F5 · · · F;_3 +Fo+ 1) 
< m,2nx2 + m( 1 2(n-1) + ... + 1 2 + 1) 
< mx2 + m(l - 1

2n)/(1 - 1
2

) 

< L(x), Vx E X, n 2: 1; 

por tanto, CIV (e) se cumple. 

Finalmente, nótese que, de (2.5), poniendo x = O y k = O tenemos que: 

Vn(x) Un (X) - Un ( Ü) 
Snx2 2: O Vx E X, n 2: O; 

por tanto, CIV ( d) se cumple. 
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7 Conclusiones y problemas · abiertos 

7.1 Introducción. 

7.2 Conclusiones. 

7.3 Problemas abiertos. 

7 .1 Introducción 

En este trabajo hemos propuesto una serie de condiciones que, por 
medio del enfoque del factor de descuento desvaneciente, dan respuesta 
al problema 2.4, planteado en el capítulo 11. 

Este capítulo consta de tres secciones: ésta, la sección 2, donde se 
presenta una recopilación de las conclusiones obtenidas en los capítulos 
III, IV y V, y la sección 3 en la que se proponen algunos problemas 

. abiertos emanados de esta tesis. 

7 .2 Conclusiones 

En este punto cabe observar que. durante el desarrollo de la tesis siem­
pre hemos supuesto que las hipótesis H se cumplen. Bajo este supuesto, 
considérense las condiciones C 1, C2, C3 y la notación dada a conti­
nuación. Sean: 

(A) CEO (b) , CEO (c) y CEO (d); 

(B) CIV (a), CIV (b) y CIV (c); 

(C) CIV (d), CIV (e). 

Entonces como conclusiones tenemos: 

(i) Cl implica la existencia de una solución de la desigualdad de 
optimalidad con costo promedio, la cual lleva a la existencia de 
políticas estacionarias CP-óptimas. 
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(ii) Cl está relacionada con C2 y C3 de la manera siguiente: 

C2 

Cl 

C3 

donde "-+" denota implicación y "H" equivalencia; 

(iii) Cl+(A) implica la existencia de una solución de la igualdad de 
optimalidad con costo promedio y de políticas estacionarias CP­
óptimas; 

(iv) Cl+(A)+(B) implica la convergencia uniforme sobre compactos 
del algoritmo de iteración de valores y que la política CP-óptima, 
obtenida a partir de Cl+(A) es fuertemente óptima y F-fuertemente 
óptima; y 

(v) Cl+(A)+(B)+(C) implica que se puede construir una política es­
tacionaria CP-óptima, la que resulta ser un punto de acumulación 
(puntual) de una sucesión de políticas óptimas para problemas 
con horizonte finito. 

7 .3 Problemas abiertos 

Tenemos los problemas siguientes: 

(i) Sabemos que Cl y C3 son equivalentes y que C2 implica Cl (ver 
teorema 3.1, Cap. III); la pregunta abierta es: ¿Cl ⇒ C2? . 

Existen otras condiciones bajo las' cuales se ha estudiado el problema 
2.4, Cap. II. ,A continuación describiremos dos de ellas, las que deno­
taremos por C4 y C5. 

Para cada a E (O , 1) sea 80 E ~ una política dada. Definimos: 

donde T ~ O y x E X. Consideremos: 
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CONDICION 4 (C4) (23]. Existe una sucesión de factores de descuento 
an j 1, y políticas 8ª" y 8 tales que, para cada n, 8ª" es an-Óptima y 

(a) limsupJ(8an,x) 2: J(8,x) \/x E X. 
n-+oo 

(b) limsupHcxn(T,x)=0 \/xEX. 
T-+oo n 

CONDICION 5. (C5) (12]. 

( a) Existe una política 8 y un estado inicial x tal que J( 8-r-:~) < oo; 

(b) Existen sucesiones de compactos An j A y Xn j A tales que: 
Xn X An es un subconjunto de K, y 

lim inf{c(x,a)l(x,a) (/. Xn X An} = oo. 
n-+OO 

En (28] se han dado contraejemplos que garantizan que: 

C4 ⇒ Ci para i=l,2,3; 

C5 ⇒ Ci para i=l,2,3; 

C5-=/} C4; 

Ci fo C5 para i=l,2,3,4, 

quedando como problema abierto: 

(ii) ¿ Cl ⇒ C4?, y ¿C2 ⇒ C4? 

En algunos trabajos previos (por ejemplo en (10], Cap. 111, donde se 
considera el PCOCP teniendo la función costo acotada), se ha resuelto 
el PCOCP imponiendo condiciones de ergodicidad ( ver sección 3.3 en 
[10]) en la ley de transición Q, i.e., se han impuesto condiciones en 
el modelo de control (X, A, Q, e) para el estudio del PCOCP. Puesto 
que nuestras hipótesis están dadas en función del PCOCD, queda como 
problema abierto: 

(iii) Plantear condiciones sobre las componentes del modelo control: 
(X,A,Q,c) que permitan analizar el problema 2.4, formulado en el 
capítulo 11. 
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Apéndice 

A. Notación y Terminología 

l. B(W): a--álgebra de Borel de un espacio topológico W, i.e., la 
o--ágebra más pequeña que contiene los conjuntos abiertos W. 

2. El espacio de Borel: un subconjunto de Borel de un espacio métrico, 
separable y completo. 
Sean X y Z espacios de Borel. 

3. Kernel estocástico: un kernel estocástico sobre X dada Z es una 
función Q(·I·), ó Q(dxlz), tal que: 

(a) Q(·lz) es una medida de probabilidad en X para cada z E Z, 
y 

(b) Q(BI·) es una función medible sobre Z para cada BE B(X). 
4. Abreviaturas: 

- CEO: condición para la ecuación de optimalidad. 

- CIV: condición para la convergencia del algoritmo de iteración 
de valores. 

- CP-óptimo: costo-promedio óptimo. 

- PCOCD: el P!oblema de control óptimo con costo total des-
contado. 

- PCOCP: el problema de control óptimo con costo promedio. 

- PLCC: el problema lineal con costo cuadrático. 

- PCM: proceso de control de Markov. 

B. Algunos resultados de análisis 

- Teorema Tauberiano. Sea { en} una sucesión de números reales no 
negativos y a E (O, 1). Entonces: 

N-1 oo 

liminf N- 1 ¿ Cm :S liminf(l -'-a)¿ ancn 
N-+oo m=O c,jl n=O 

oo N-1 

:S limsup(l - a)¿ ancn '.S limsup N-1 ¿ Cm. 

c,jl n=O N-+oo m=O 
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La demostración de este teorema se puede encontrar en [39]. 

El Teorema de Ascoli-Arzelá. Sean Y un espacio métrico separa­
ble, Z un espacio métrico y F una familia equicontinua de funcio­
nes de Y a Z. Sea fon} una sucesión en F tal que: para cada x en 
Y la cerradura del conjunto {gn(x) : O :::; n < oo} es un conjunto 
compacto. Entonces existe una subsucesión {gnk} que converge 
puntualmente a una función continua g, y dicha convergencia es 
uniforme en subconjuntos compactos de Y. 

La demostración de este Teorema se puede encontrar éii (33] pág. 
169. 

C. Teoremas de selección medible 

- Teorema 1. Sea (X, A, Q, e) un modelo de control, y supóngase 
que las hipótesis H se cumplen. Sea u : X --+ R una función 
medible y no negativa. Entonces la función u definida como: 

u(x) := inf [c(x,a) + ju(y)Q(dylx,a)], x E X 
aEA(x) 

es medible, y existe f E F tal que: 

u(x) = c(x,f(x)) + j u(y)Q(dylx,J(x)) Vx E X. 

La demostración de este Teorema se puede encontrar en (30]. 

Teorema 2. Sean X un espacio de Borel y A un espacio métrico 
separable. Sea ef>: X --+ A, una multifunción Borel-medible y con 
valores compactos. Si {fn} es una sucesión de selectores medibles 
para ef> (i.e. para cada n 2: 1, fn : X--+ A es una función medible 
tal que fn(x) E ef>(x) Vx E X), entonces existe un selector medible 
f* para ef> tal que, para cada x E X, f*( x) E ef>(~) es un punto de 

,, acumulación de {fn(x )}. 
La demostración de este Teorema se puede encontrar en (34]. 
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