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Introducción. 
En este trabajo examinamos  algunos  aspectos de la  teoria  de  semigrupos  dinámicos 
cuánticos:  Definición,  propiedades  básicas,  solución  de la ecuación  maestra y conser- 
vatividad. 

El concepto de  semigrupo  dinámico  cuántico  (QDS según las  iniciales  en  inglés)  gener- 
aliza  ideas  aparentemente no relacionadas.  Por un lado,  extiende la noción de  semigrupo 
(sub)markoviano  de la teori a clásica de probabilidad;  los QDS  surgen  como  soluciones 
de la llamada ecuación maestm o ecuación de  Lindblad que es una  generalización no con- ‘ 
mutativa de  lo  que  en te& a clásica de probabilidad  se  conoce  como  ecuadon  hacia atrás 
de  Kolmogorov (o ecuación  de  Kolmogorov-Feller)  (ver [ 141, [ 161 , [50], [68]). 

Por otro lado,  desde  el  punto  de vista de la mecánica c h t i c a ,  la ecuaci6n  maestra es 
una  generalización  de la llamada  ecuación de  Heisenberg  en  presencia  de  ruido  por  lo  que 
u:? QDS  que  resuelve la ecuación  maestra  describe  una  evol.;.ión  irreversible  (ver [25], [l] 

Caracterizar  al  generador  infinitesimal  de un QDS  es un  problema  de gran dificultad 
cuya  solución parece lejana. Basta mencionar  que  tan  solo tal caracterización en el  caso  en 
que el QDS es uniformemente  continuo es un resultado  altamente  no  trivial  pese a que  el 
generador  también  es  acotado.  Asociados con este trabajo hay  nombres  importantes  como 
Lindblad  ([So])  Gorini,  Kossakowki y Sudarshan ([42]) quienes  lograron la descripción 
completa  del  generador  infinitesimal  entre  1976 y 1977. En el Capítulo I formulamos  sin 
demostración  este  importante  resultado. 

En muchas  aplicaciones,  el QDS no es  uniformemente  continuo  por  lo  que  el  generador 
infinitesimal es no acotado.  Diversos  autores (E. Davies, [25], A.M. Chebotarev,[14], F. 
Fagnola,[32]) han  estudiado la ecuación  maestra  proponiendo cierta expresión  formal  del 
generador  infinitesimal. Para integrar a, la ecuación  maestra, E. Davies  desarrolló  un 
método en  el  espacio  de  operadores de traza finita, basado a su  vez en un método  de 
Kat0 para integrar  los  sistemas  de  ecuaciones  diferenciales  de  Kolmogorov  (ver [M]). 
La soluci6n así obtenida la llam6 solucilin minimal. Posteriormente, A.M. Chebotarev, 
propone  un  método para resolver la ecuación  maestra  en  el  espacio  de  operadores  acotados 
(ver  [14]). El enfoque  de Chebotafev es una  generalización  del  método  iterativo,  propuesto 
por  Feller,  para  encontrar la soluci6n  minimal  de  los  sistemas  de  Kolmogorov  (ver [33]). 
Nosotros  hacemos  una  breve descripcih de  ambos  métodos  en  el  Capítulo 11. 

Como  lo  demostró  A.S  Holevo  (ver [50], Prop. 1 p. 262), ambos  enfoques  están 
estrechamente  relacionados pues la soluci.ón  minimal  encontrada por Chebotarev  es dual 
de la solución  minimal  de  Davies. 

[681>- 

.. I 

El Capítulo I es  una  revisión  de la teoría de  semigrupos  dinámicos  cuánticos  en  donde 
exponemos  algunos  ejemplos  que  muestran  que un QDS puede pensarse  como  una  ex- 
tensión del  semigrupo  asociado con un  proceso  de  Markov. 

La conservatividad  (definida  en  el  Capítulo 11) de  un QDS  es otro tópico que  encierra 
gran  interés para nosotros.  Desde el punto  de  vista  de la Teoría de Probabilidad,  el que 
un QDS sea conservativo está asociado  con  el  concepto  de no explosión  de  un  proceso 
estocástico, es decir  que  todo  el  tiempo se encuentre  en  su  espacio  de  estados y no escape 
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a infinito en tiempo  finito. En el estudio de  ecuaciones  diferenciales  ordinarias, con 
frecuencia  es de interés  saber  cuándo  hay  una  solución  global, es decir  soluciones  que 
permanezcan acotadas en i n t d o s  finitos de  tiempo. Tal problema  parece  ser  de mauyor 
interés en el  estudio  de  ecuaciones  diferenciales  estocásticas.  Abundante  es la literatura 
en este tópico  (ver  por  ejemplo, [41], [52], [58], [61], [62], [76], [78], [79]). En semigrupos 
dimimicos cuánticos,  autores  como A.M. Chebotarev, F. Fagnola,  A.S.  Holevo  han  hecho 
aportaciones  importantes  en  el  estudio  de la conservatividad  del QDS que  es la solución 
minimal  de la ecuación  maestra. En el Capítulo I1 hacemos  una  exposición  de  algunos  de I 

los resultados  (ver Teorema 2.2.4) que  fueron  obtenidos  por  A.M.  Chebotarev y como  lo 
ilustraremos con al menos un ejemplo, son generalizaciones  de  criterios  bien  conocidos  de 
no explosión para procesos estodsticos. Antes  de  que  este  autor  los  descubriera , poco  se 
sabía  sobre la conservatividad. 

En la  Sección 2.3, presentrul3os nuestra  aportación al estcldio  del QDS asociado coa 
la  martingala de  Az6ma en donde  aplicamos  uno  de  los criterios de  Chebotarev para la 
conservatividad. 

En la ecuación  maestra  (ver e m i o n e s  (2.1.1) y (2.1.1)’)  hay dos componentes o coe- 
ficientes uno de ellos, -G, genera un semigrupo  de  contracciones  fuertemente  continuo  en 
un espacio  de  Hilbert 3.1 y la  otra componente, @, es una  transformación  completamente 
positiva  cuyos valores son  formas  sesquilineales  densamente  definidas  en ‘tí pero  que  no 
necesariamente son acotadas, ni siquiera  cerrables.  Sin  embargo,  mostramos  que la com- 
ponente  completamente  positiva  se  puede  pensar  como  una  transformación  lineal  acotada 
entre  las  Blgebras B(H) y B(3) ,  donde 3 es un espacio  de  Hilbert  densa y continuamente 
incluido  en Fí  y B(3.t) es el álgebra  de  operadores  acotados  en 3.1, así como B(3)  es  el 
Algebra  de  operadores  acotados  en 3. 

Motivados por el  estudio  que  hicimos  en  el  Capítulo I1 de la  parte  completamente 
positiva  que  aparece  en l’a ecuación  maestra, en el  Capítulo I11  presentamos  una clase de 
transformaciones  lineales  completamente  positivas y no acotadas.  Estudiamos  en  detalle 
su estructura y damos varios ejemplos.  De  hecho  probamos un Teorema  que  permite con- 
struir  todos los  ejemplos  posibles. Hay que  mencionar  que para el caso de  transformaciones 
acotadas, ya existen resultdoe en esta direción  (ver [59] o [75]). Este estudio, aunque 
relativamente  sencillo, nos permitid seguir investigando,  en  el  Capitulo IV, criterios  de 
conservatividad p k  la solución  minimal  de la ecuación  maestra. 

Tiempo atrk, se habían  formulado  ciertas  conjeturas  acerca  de la cerrabilidad de 
las  formas  cuadráticas  obtenidas  con este tipo de  transformaciones  (ver [9], [14],citeCh 
twelve). La descripción  de  su  estructura,  permiti6  construir  contraejemplos a l a s  conje- 
turas (ver Ejemplos  3.4.1 y 3.4.2). 

En el  Capítulo IV aplicamos  los  resultados  del  Capítulo I11 al  estudio  de  la  conserva- 
tividad  de cierta clase de QDS. Con nuestra  técnica podemos  dar un criterio de  conser- 
vatividad  que  generaliza  dos  resultados  recientemente  demostrados  por A.M. Chebotarev 
y F. Fagnola. El resultado  principal  del  Capitulo  es el Teorema 4.4.1. Asegura  que las 
hipótesis A.l y A.2 (ver Secciones  4.1 y 4.3) son suficientes  para  que la solución  minimal 
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de la ecuación maestra sea conservativa. La hipótesis A.2 es un análogo no conmutativo 
de  una condición de no  explosión para la solución  de una ecuación  diferencial estocástica 
probada por Taniguchi ([78], "eo. 1). 

Finalmente, en  el  Capítulo V presentamos condiciones para  la existencia de la solución 
minimal de la ecuación maestra cuando el generador formal depende del tiempo. 

Otros autores han investigado criterios de  conservatividad. Por ejemplo, A.S. Holevo, 
en [49] y [50], introduce el concepto de que un QDS sea covariante respecto a la acción 
de un grupo y da un criterio de conservatividad, para la solución minimal, en términos 
de  este concepto.  Nosotros  exponemos  brevemente  estos resultados en el Capítulo V y 
hacemos uso de ellos para  dar un criterio de  conservatividad de la solución  minimal  de la 
ecuación maestra con coeficiente dependiente del tiempo. 
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la supervisión de esta tesis así como la gran cantidad de sugerencias que me ha hecho 
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por los comentarios y observaciones  que :ne hicieron para mejorar la presentación de la 
tesis.  Debo  mencionar  que este trabajo fue parcialmente  financiado por los proyectos  de 
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Capítulo I 

1 Revisión de  la  teoría  de  semigrupos dinhicos 
cuánticos 

1.1 Diferentes topologías en el  espacio  de  operadores 
t 

A lo  largo  de todo este capítulo, y el  que sigue,  supondremos  que 3.1 es un espacio de 
Hilbert  complejo  con  producto  interno  denotado  por ( e ,  .) y norma, 11 . 11. Fkcuérdese  que 

11u112 =< u,u >, u E 3.1. 

Asimismo, B(3.1) será el álgebra de operaam lineales  acotados en 'H; la norma  en B(3.1) 
la denotaremos  por 11 lloo Fbxordemos  también  que un operador  lineal no necesariamente 
acotado, X ,  es no negativo  definido (concepto que  denotaremos  por X 2 O) si para todo 
u E 3.1 que  pertenezca a su  dominio, 

(.,.Xu) 2 o. 

Si se tuviera la desigualdad estricta para todo u # O, se  dice  que X es positivo  definido. 
Si un operador X es no negativo  definido y su  dominio  es  todo 3.1, entonces  es  acotado. 
El cono de  operadores acotados no  negativo  definidos  lo  escribiremos  como B, (3.1). Por 
otro  lado, 'T(3.1) será  el  espacio de  operadores  de traza finita. 

Es bien  sabido  que  sobre B(3.1) hay diferentes  topologías,  algunas de las cuales  revisa- 
remos  en esta sección  con  el fin de tener presentes  sus  propiedades bbicas así como  una 
notación  homogénea. Sean Z un conjunto  dirigido, {Xa}aa una red  en B('H), X E B('H). 

i) Topologáu de la normu o uniforme. Si X E B(3.1) entonces la norma se define  como 

ii) Topologíu fuerte. Se dice  que {XaJaa converge fuertemente a X si 

lim IIXa'cp - X'cpjl V'cp E 3.1. 
U 

que {Xa}aa converja  fuertemente a X ,  será escrito simbólicamente  como XU 2 X.  

iii) Topologia débil. Se dice  que {XUIaa converge débilmente a X si 

En símbolos, este modo de convergencia lo denotaremos  por X ,  3 X 



iv) Topologia ultradébal. { X Q } Q a  converge ultmdébbilmente, si 

lim tr{pXa} = tr{pX} Vp ~,7(3-1) 
Q 

donde tT-{O) es la traza del  operador 8 E 'T(7-l). 

Este modo  de  convergencia la  denotaremos  por X,  X.  
Entre las  relaciones  básicas,  están  las  siguientes  (ver [6], Capítulo 2, Sección 2.4). 

Convergencia  en 1s topología de  la  norma  implica  todos  los  demás  modos  de  con- 
vergencia. 

Convergencia  fuerte  implica  convergencia  débil. 

Convergencia  ultradébil  implica  convergencia  débil. 

Las topologias  fuerte y ultrdbil  no son  comparables. 

Las  topologías  débil y ultradébil son  equivalentes  sobre  subconjuntos A c B ( X )  que 
son acotados  en la norma, i.e., tales que 

I 

.. I 

sup{llXII, : x E A} < OO. 

(Is(%), 11 llm) es el  dual fuerte del  espacio (T(Z), 11 111) donde 

IlPlll = tdIPI}, P E 7W). 

La dualidad est6 dada explícitamente por la asociación 

(P, X )  tT{PX), P E m ) ,  x E B(3.1) (1.1.1) 

La topologia a(B(%),T(X)), que esta dualidad  genera  en k?(?i), coincide  con  la 
topología  ultradébil. 

Como  consecuencia  de la  afirmación  hecha  en  el  inciso f) y el  Teorema  de Banach- 
Almglu [82], tenemos que los  conjuntos A c B('FI), acotados en la norma  son 
precompactos  en la topolagia ulhad6bil.  Recíprocamente, por el principio  de a c s  
tamiento  uniforme, l o s  conjuntos  precompactos en  la  topología  ultraddbil ion ac+ 
tados  en la norma. 

Si { Bnlz1 son sucesiones en B(X) tales que & 5 A, Bn B entonces 
An Bn 5 AB. 
Si {Xn}n es una sucesión no decreciente  en B(7-l) que  es acotada en  norma  entonces 
existe un elemento X E B(R) tal que X,  converge a X en l a s  tres  topologías,  fuerte, 
Tebil y ultradébil. En este caso  escribiremos 

x = sup x,. 
n 
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La dualidad (1.1.1) juega en  probabildad  cuántica  el mismo papel  que  en  probabilidad 
clhica juega la dualidad  entre  el  espacio  de  funciones  medibles y acotadas y el  espacio  de 
medidas  de  varición total finita: 

(f , co fdP. 

Un operador X en 'H es  de  rango h i t o  si  su  imagen  tiene  dimensión  finita; X es  de 
rango uno si su imagen tiene dimensión uno. Para designar  los  operadores  de  rango  uno 
utilizaremos la notación  de Dirac, es decir  si p,$ E 3-1, entonces (p >< $1 es el  operador 1 

cuya  acción  sobre un elemento x E 'H está dado por 

IP >< 4lx = ($,4cp- 

En ocasiones,  tambi6n  designaremos por pv al operador I p >< pi. Todo  operador  de 
rango  finito es ccmbinacih h e a l  finita de  operadores  de  rango  uno. Los operadores  de 
rango  uno  que  son  positivo  definidos son de la forma I'p >< 91, es  decir  son  múltiplos 
positivos  de  proyecciones  ortogonales  sobre  subespacios  de  dimensión  uno. 

Si 'H es  separable y es  una  base  ortonormal  de 7-f entonces P, = lei >< 
I es la proyección  ortogonal  sobre  el  subespacio  generado  por {el,. . . , e,} y P, 5 I. 

'. I 

Adem&, para cualquier A E B('H), PnAP, es operador  de  rango  finito, 
n 

IIPnAPnlloo 5 llAllm Y P n A P n z  A* 

Lo anterior  prueba  que,si 'H es  separable, PnAPn +-u! A y PnAPn S A .  Por tanto, 
el  subespacio  de  operadores  de  rango  finito  es  denso  en B('H) respecto a las  topologías 
fuerte y ultradébil.  Además P,AP, E B+('H) si A E B+('H) por  lo  que  todo  operador 
positivo  definido es aproximable por operadores  positivo  definidos  de  rango  finito  en  esas 
topologías. 

1.2 Transformaciones completamente positivas y normales. 
En esta sección y la  que  sigue  introducimos  los conceptos que  serán  los objetos de  estudio 
en este trabajo. Si X ,  Y E B('H), X 5 Y 6 Y 2 X significa  que Y - X es un operador 
no negativo  .definido. En este  capítulo  denotaremos - por 

3G,='H@"'H 

la  suma directa de 'H consigo  mismo n veces. Los elementos  de B(X) pueden  represen- 
tarse  como  matrices  de n x n cuyas  entradas son elementos  de B('H), Le., 

7 

. n  

( ) E B(X1 con Aij E B('H). 
An1 A n  

Dados 3 otro espacio  de  Hilbert con producto  interno 
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y P : B(X) -, B ( 3 )  una  transformación  lineal,  definimos P(n) : B('Fln) - S ( & )  como 

Es claro  que P(n) también  es  una  transformación  lineal.  Sea B+(%) el cono de  oper- 

DefiniciCin 1.2.1. [68] Decirnos que P es n-positiva, si P(n) transforma .S+(%) en I 

adores  acotados  en X,, que son positivo  definidos. 

B+(3n). A las transformaciones l-positivas las l l amamos  positivas. Tanzbik decimos 
que P es completamente  positiva si es n-positiva para todo n E N. 

Es inmediato  probar  que la composición  de  transformmiones  completamente  positivas 
tambidn es completamente  positiva y combinaciones  lineales  positivas  de  transformaciones 
completamente  positivas  son  completamente  positivas.  Si X I ,  X,, . . . , Xn E b(X) y X: 
denota  el  adjunto  de Xi entonces 

(1.2.1) 

De aquí, es  fácil  probar lo siguiente: 
Proposici6n 1.2.2. Si P : B(7-l) B ( 3 )  es una transformación lineal completa- 

mente  positiva, entonces se  tiene que: 

a) Vn E N, Xi,.  . . ,X= E B(X) ,  Yí,. . . , Yn E B ( T ) ,  
n n  

y,*P(x;xj)y, 2 o 

n n  

(1.2.2) 

(1.2.3) 
i=l j=1 

Además (1.2.2) y (1.2.3) son  equitdentes. 

La propiedad algebraica de  ser  completamente  positivo junto con la  siguiente  propiedad 

Definicibn 1.2.3. Sea P : B(N) - B(X) una tmnsformación lineal 9 positivo. Se 
topológica,  llamada  normalidad, son dos  conceptos  centrales  en este trabajo. 

dice que es normal si X ,  XI, X2, . . . E S(1-r) 

O 5 XI 5 X, 5 . . . , X = SUPX, implica SUP P(Xn) = P ( X ) .  
n n 

Un hecho importante y no trivial es el  siguiente. Si P : B(X) 3 B(F)  es  lineal y 
positivo,  entonces  ser n o d  es equivalente a ser  continuo  en  la  topología  uitradbbil. Una 
prueba  de  ello se encuentra en [27], Cap. 4, Secc. 3, Teorema 2, p. 59. 

Praposición 1.2.4. Tenernos lo siguiente: 



a) Los operadorres de mngo 1 que son positivo  definidos en 'Iín, son  de  la forma (1.2.1) 
con Xj = Iz >< yjyjl pam ciertos z,yl,. . . ,yn E 3.1, con Ilzll = 1, 

b) Los opemdores  de la forma  (1.21) genemn un subespacio vectorial denso en E?(%) 
respecto a las topologáas fuerte y ultradébil. 

c) Si P : B(3-I) + B(F) es lineal y continuo en la  topologia ultmdébil  entonces la 
condición  de ser  completamente  positivo  es equivalente a la condición (1.2.2) (y a 
la condición (1.2.3)). I 

d) Si P : B(3.1) -+ B ( 3 )  es como en el inciso  anterior,  entonces es acotado respecto a 
h n0777" II 1100 Y I I  * llS(F) de B('7-I) y W ) ) .  

Demostraci6n. Para probar la afirmación a), recordemos  que  los.operadores  positivos 
de  rango  uno  en R.,, son  de la forma Iy >< y1 con y E %\{O}. Por lo  que  existen 
yl,. . . ,yn E 7f tales que y = (yl , .  . . , yn). Consideremos  algún yi diferente  de  cero y 
hagamos z = &, Xj = Iz >< yjl, j = 1,. . . ,n. Como X; = Ivj >< rl entonces 
Xj+Xk = Iyj >< ykl y no es difícil  verificar,  usando la definición de producto  interno  en '.. , 
an, que Iy >< y1 se  representa  en la forma (1.2.1) con los  operadores Xj. 

La prueba  de b) se sigue  inmediatamente  de a) y de  que  los  operadores  de  rango  finito 
forman un subespacio  denso  en B(%) respecto a las  topologias  fuerte y ultadébil. 

Para probar c), basta con demostrar  que (1.2.3) implica  positividad  completa. Para 
simplificar la notaci6n  supondremos, sin pérdida  de  generalidad,  que 3 = 7 f .  Sea n E N, 
Y 

E g+(7fn). 

An1 * .. Ann 
Por definición  del  producto  interno  en ?in, para  probar  que 

es  positivo  definido,  hay  que  verificar  que para cualesquier ( ~ 1 ~ 9 2 ,  . . . , (Pn E 3.1, 

Lo cual  es  cierto  si  se  aproxima  ultradébilmente el operador 
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con  combinaciones  lineales  positivas  de  operadores  de la forma (l.2.l), se . u s a  la con- 
tinuidad  de P en la topología  ultradébil y la condición (1.2.3). 

Finalmente, para probar la afirmación d): supongamos  nuevamente  que 3 = x. 
Puesto  que P es  una  transformación  lineal  definida en todo  el  espacio  de  Banach B(x), 
bastará  probar  que  es P es  cerrada y aplicar el  Teorema  de la Gráfica  Cerrada. 

Si Xn --.) X y P(Xn) 4 Y en la norma 11 - / I r n ,  entonces  ambas  sucesiones  también 
convergen  en  las  topologías  fuerte y ultradébil. La normalidad  de P implica  que P(X,) + 
P(X) en la topolo&a  ultradébil y como ésta es  de  Haussdorf, P(X) = Y .  I 

I 

Vale la pena hacer notar  que no todo  operador de la forma (1.2.1) es de  rango  uno. 

Ejemplo 1.2.5. [59], [SS]. Sea { A j } Z l  una sucesión en B(3.I) tal  que c A ; A j  

converge hertemente.  Entones para todo X E a(%), A:XAj converge fuerte y ul- 

tmdébilmente. Sea P : B(3.I) -+ f3(3.1), definido por 

O0 

j=1 
M 

j = l  

M *  

P ( X )  = A;XA,. (1.2.4) 
j = l  

Entonces la transformación P es lineal, completamente positiva y normal. 

Demostraci6n. Para probar  que la serie  dada por el  lado  derecho  de (1.2.4) converge 
para todo X E 8(3.1), en cualquiera  de  las  topologías  fuerte,  débil y ultradébil,  basta 
con  suponer  que X 2 O, pues todo  elemento de B ( X )  es  combinación  lineal  de  cuatro 
operadores  no  negativo  definidos. 

M 

Sea cp E X. Como A;A; converge fuertemente,  tenemos 
j=1  - 

n n+l M 

k=l k=l ' k=l 

Lo que  prueba  que, para X 2 O, la sucesjón  de  sumas  parciales  en (1.2.4) es no decreciente 
y converge  dhbilmente. Esto implica la convergencia  fuerte y ultradébil, ([S]). 

La linealidad  de P es  obvia. Si (Xi}& es una  sucesión  en f3+ (X) ,  mon6tona no 
decreciente, tal que 

X = SUP Xn E B+(X) 
n 

entonces para cada cp E 7í y k E N, 

0 5 (p, AEXnAkV) 5 (P, A;&+lAk(p) ,Tm('P, A;XAk(p) 
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I 

De tal forma  que P es  completamente  positivo. 
I 

Definición 1.2.6. Por CPn(3c) deno tamos  el  cono de transformaciones lineales, 
completamente  positivos y norinales en B(7-í). 

Como  lo  aseguramos  antes,  combinaciones  lineales  positivas  de  transformaciones  com- 
pletamente  positivas son completamente  positivas,  lo  que  justifica  que a CPn(3c) le  demos 
el  calificativo  de cono. El siguient?  resultado da una  caracterizaci6n de CPn(7i) en el 
sentido de  que  proporciona  todos  los  posibles  ejemplos. . .  

Teorema 1.2.7. (Kraus, 1973). Si 3-1 es separable, entonces P E CPn(7i) si y sólo 

si es de la forma (l.2.4), para alguna sucesión { A j ] g 1  en B(7í) tal A;Aj converja 

fuertemente. 

.. I 
c 

W 

j = l  

Demostraciiin. En el  ejemplo 1.2.5 probamos  que  las  transformaciones  de  la  forma 
(1.2.4) pertenecen a CPn(7i). %1 recíproco es propiamente  el  Teorema  de  Kraus y s u  
prueba  se  encuentra  en [59]. 

I 

Un  hecho interesante  es  que  si P es una  transformación  completamente  positiva  en- 
tonces  aplica  el cono B+ (N) en sí mismo  (positividad)  pero la afirmación  recíproca es 
falsa  como  lo  muestra  el  siguiente  (ver [IS]) 

Ejemplo 1.2.8. Sea 7i un espacio de  Hilbert  de  dimeqsión  finita. Sea CP : B(3.1) + 
B(7i) definido  por 

- 

@(X) = (XtrX)I - x,  x E B(7í), X E R+ 
Si X E B+('H) entonces O 5 X 5 IlXll,,J 5 t r ( X ) I  por  lo  que 9 es  positivo  para X 2 1. 
Más aún, un cdculo directo  muestra  que paran E N, X I , .  . . , X ,  E B(31) y 9 1 , .  . . , pn E 
se  tiene 

n n n 2 

(vi,a(x:xj)pj> = X tr(Xi*Xj)(pi?vj)  - ~~~x~~~~~ 
ij=1 ij=l i=l 
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c 2 c 

lo que  muestra  que CP no es completamente  positivo  si X < i. 
Para terminar esta sección,  introducimos  el  concepto  de  transformación  predual. Sea 

T : ' T (7 - l )  - 'T(3.1) una  transformación  lineal y continua en la norma  de  la traza.  Sea 
X E B(7í) y considere  la.  siguiente  funcional  lineal f$  : I(%) "+ C I 

f & 4  = t r { T ( p ) X }  
Es claro que f $  E ('T(H))* por  lo  que  existe un  Único P ( X )  E B(7í) tal que 

t r { T ( P ) X )  = t r { p P ( X ) )  (1.2.5) 

La transformación P : B(7í) + B(H) definido a través de (1.2.5) es claramente  lineal 
y continuo en la topolw'a ultradhbil y se le conoce como la tmnsfonnución dual de T, 
o bien T ea la tmmfonnación p d u u l  de P. Recíprocamente, sea P : B(7í) 4 B(R), 
lineal  continuo  en la topología  ultradébil y sea p E 7(7í). Entonces la siguiente  funcional 

9P : B ( X )  + c 
S,p(X) = t r { p P ( X ) )  

es  continua  en  la  topologfa  ultradébil  de B('H). Como la topología  ultradébil  coincide con 
la  topolw'a o(B(W),'T(R)) en B(7í) generada  por la dualidad (1.1.1) (ver [6]) entonces 
existe un h i m  T(p) E 7('H) tal que  la  ecuación (1.2.5) es  válida ((701, Teo. IV.20, pág 
114). No es dificil  demostrar  que T es lineal y acotado  en ("(N), 11 1 1 1 )  por  lo  que T es la 
transformación p r e d d  de P. 

1.3 Semígrupos diniúnicos  cuslnticos 

DefiniciCin 1.3.1. Un semigrupo  dinámico  cuántiw  es  un familia, {Pt}t>O,  de  elementos 
en CPn(7í) tul que 

- 

i) P#P,(X) = P,+t(X), &(X) = x ,  x E B('H) 

ii) Es ultmdébil  continuo, es decir - 

lim tr(Pt(X)p) = t r (Xp) ,  X E B('H), p E ~ ( 7 í ) .  
t 4  

iii) Pt(1) 5 I ,  vt 2 o. 
Abreviaremos  el  término semigrupo dinámico  cuántico  como QDS de  acuerdo a las 

iniciales  en  inglQ. 
En seguida  probamos  dos  propiedades  elementales  que  todo QDS debe  satisfacer. 

Aunque son resultados  bien  conocidos (ver por ejemplo [32]), incluimos la prueba para 
ilustrar como  es  que se aplican  en la teorfa de QDS los  conceptos  introducidos  hasta  el 
momento. 

Proposici6n 1.3.2. 
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a) Todo QDS, {Pt},>0 - es contmctiuo, es decir 

IIPt(X>llOo L IlXllOo 9 x E B ( N ) .  

b) Si X E B('H) la cuma en B('H), t H P,(X), es fuertemente continua. 

Demostraci6n. Seguiremos a [32]. 

Si X E B(%) entonces O 5 (;* $x)* 
Por lo tanto, dado  que Pt es  completamente  positivo y satsface iii), 

De aquí, es f á c i l  deducir  que Pt(X)* = Pt(X*) y 

por  lo  que  usando iii), la desigualdad (1.3.1) y el hecho de  que A 5 llAllaoI para 
cualquier A E Is, (%), tenemos 

por tanto, 
IlXII2 = IIX*Xllm 1 IlPt(x*)Pt(x)lloo = IIpt(x)II: 

de  donde se deduce  que {P,} es  contractivo. 

Sea Tt la transformación  predual  de P' (ver  sección  anterior). De i) y ii) tenemos 
que para p E 7 ( N ) ,  X E B ( N ) ,  h 2 O, 

lo  que prueba  que {T,},>o es unsemigrupo que actúa sobre  el  espacio  de Banach 
(T(N), 11 111) y que  es cokinuo en cero con respecto a la topología  débil  en T(%) 
dada por la dualidad (1.1.1). Por tanto, { T t ) t > ~  es  fuertemente continuo en  el 
espacio  de Banach (7(%), 11 111) (ver [69], Cap. 2,-Teo. 1.4, p&g. 44). 

Por otra parte, gracias  a la desigualdad (1.3.1) tenemos  que  si (P E 'H, t 2 O y 
A h  = Ph(X) - x, 

(1.3.2) 

1 5  



donde prp = ( ' p  >e 91. 
Si h -+ O en (1.3.2). entonces,  debido a ii), 

Ph(X) x. 
h-O 

(1.3.3) 

(1.3.4) 

I 

De la misma  manera, Ph(X*) 2 X*. Por tanto A h  5 O y A: 5 O por  lo  que 

$0. Como IIAiAhI)ao 5 4llXllk concluimos  que A",h ""0 y entonces  el 
lado  derecho  de (1.3.3) tiende a cero  si h + O. Lo mismo se tiene en (1.3.4) puesto 
que el  semigrupo {T,),>O es fuertemente  continuo. Todo esto prueba  que la curva 
t ++ &(X) es fuertemente  continua. 

I 

h 4  

Observaci6n. Que la curva t H &(X) sea  fuertemente  continua para cada X E B(R) 
no implica  que  el  QDS sea fuertemente  continuo  en (B(R), 11 Iloo). Por  otro 
lado,  debido a que {pt} es c&tradivo, el sernigrupo predual, {T,}tzo, también  es  de 
contracciones. 

Definici6n 1.3.3. Un QDS es wnservativo si &(I) = I ,  Vt 2 O. 

Definición 1.3.4. Se  dice  que un QDS, {Pt}tzo, es unijomemente continuo si 

Según la teoría  general de  semigrupos, un QDS  uniformemente  continuo  debe tener 
como  generador infinitesimal a una transformación  lineal y acotada 
L : B(R) --r B(3.1). Uno de  los  resultados  más dlebres es la siguiente  caracterización  del 
generador  infinitesimal  de  cualquier  QDS  uniformemente  continuo. 

Teorema 1.3.5. (Lindblad, Gorini, K d o w s k i ,  Sudarshan, 1976). 
Si { Pt)ta es un QDS unif'emente continuo g consernativo, entonces su genemdor 

infinitesimal, L, tiene la siguiente e s b c t u m :  C : B(X) "-t B(?í), es acotado y existen 
9 E CPn('H), H E B(3.1) autwdjunto tales que 

L(X) = @(X) - i(@(I)X + X@(I)} + i[H, X ] ,  
(1.3.5) 

= +(X) - G*X - XG, 

donde [ S ,  S ]  denota el conmutador, es decir 

1 
[H,X] = HX - XH G = :@(I) - iH 
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Reclprvcarnente, toda tnznsfonnación C de la fonna (1.3.5), pam ciertos @ E CPn(7í), 
H E B(X) autoadjunto,  es  acotada y genera un QDS uniformemente  continuo y conser- 
vativo. 

Demostraci6n. Ver [42] ó (601. 
Si no  pidiéramos la condición  de  conservatividad,  entonces la estructura de C es la 

siguiente: Existen @ E CPn('H), H, B E B('H), con H autoadjunto y B positivo  definido, 
tales  que 

C ( X )  = @ ( X ) -   i { @ ( I ) X  +X@(I)) + i [ H , X ]  - a ( B X   + X B )  
(1.3.6) 

= @ ( X )  - G*X - XG, 

donde  G = ;@(I) - iH  + $3. 
Una  prueba  de  esto  se  encuentra en [4]. 
A las  ecuaciones (1.3.5) y (1.3.6) se les  conoce como  una fonna de Lindblad del ge- 

nerador  infinitesimal  de L. La forma  de  Lindblad L no es  única;  es  decir, pueden existir 
diferentes @' E CPn('H), HI, B' E B('H), con H' autoadjunto y B' positivo  definido,  tales .. I 
que C se puede representar  en la forma (1.3.5) o (1.3.6) con @, H, B reemplazados  por @', 
H' y B'. 

Por citar un ejemplo,  supóngase  que C se puede expresar en la forma (1.3.5). Sea 
H' = H + X I  y @'(X) = @ ( X )  + p X ,  con X E W y p E R+ entonces es inmediato  verficar 
que C se  puede  expresar  en (1.3.5) con estos @' y H'. 

~. . 

1.4 Algunos ejemplos. 

1681. 

1.4.1. Sea {W')~>O un semigrupo  de  contracciones  fuertemente  continuo en 7i y sea -G 
su  generador  infinitesimal. La condici6n  de  que { Wt}tzo sea contractivo  implica que 
para todo 'p E 'H, la función t H llWt'p112 es decreciente  por lo que  si 'p E domG 
entonces 

d 
-2Re(cp, - GY) = - dt IlWtvIl2~ t=O 5 o. (1.4.1) 

Sea Pi : B(7-l) 4 O('H), definido  como 

&(X) = W,'XW,, x E B('F1) 

Entonces { f i } t>o  es un QDS. Supóngase  primeramente  que {Wt}tlo es  uniforme 
mente  continuo  en 7 i .  Entonces el semigrupo {Pt} es uniformemente  continuo y su 
generador  infinitesimal está dado por 

- 

C(X)  = -G'X - XG. 

Como a G lo  suponemos acotado  entonces Wt = e-tc y 
\ 

G =  B - i H ,  

17 
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donde B = y H = 9 son dos  operadores  autoadjuntos.  Además,  por 
(1.4.1) 

(cp, -Bcp) = 2Re(cp, -Gp) =< O. 

Lo que  prueba  que B es  positivo  definido y por  consiguiente,  una  forma  de  Lindblad 
para f. es tomar @(X) = O, para todo X E B(3.1) y 

L ( X )  = i[H,X] - (BX + XB) .  

Supóngase  ahora  que {Wt } t>~  solo es fuertemente  continuo.  Entonces G no net+ 
I 

1.4.2. En el  ejemplo  anterior, la condici6n  de ser consemtivo, se  cumple  si y solo  si 
{Wt ) t>~  es un semigrupo de  isometrías. En este caso la funcí6n t c+ IlWtcp112 es 
constante. s i  adem& G fuera un operador  acotado,  entonces B = O por  lo  que 
G = -iH y {Wt}t>o sería un semigrupo  de  operadores  unitarios. Por tanto, si 
definimos W-t = Wt = WT', P-t(X) = W:,XI+"t, t 2 O tenemos  que 
puede  extenderse a un grupo. 

Por otra parte, si {Wt}t>o fuera un grupo  de  isometrías  entonces sería un  grupo  de 
operadores  unitarios y G tendría la forma iH  con H un  operador autoadjunto no 
necesariamente  acotado. En este  caso, la ecuación (1.4.2) es la llamada Ecuación 
de Schroedinger en la representación de Heisenberg. 

- 
- 

Los siguientes  ejemplos  tienen  por objeto mostrar  situaciones  en  que un QDS es 
una extensión de algún semigrupo  de  Markov. Tales QDS reciben  el  nombre  de 
extensiones cuántiocrs del semigrupo de Markov. 

Si P : B(7i) + B(7i) cualquier transformación y A c B(7f),  decimos  que A es 
P-invariante  si P(A) c d. Si {P,)t>o es un QDS uniformemente  continuo con ge- 
nerador C y A es un subespacio ve&rial cerrado en la norma l],, entonces A es 
&-invariante para todo t 2 O si y sólo si es l-invariante. 

Sean (Q, S, p) es un espacio  .de  medida a-finita, Lp = LP,( Q, S, p), 1 5 p 5 00 y 
7 f  = L2. Sabemos  que L,. = L; y la dualidad est& dada por 

(f ,d H / f d p ,  f E L,, 9 E L1 (1.4.3) n 

Denotemos por a(Lm, L1) la topología  en Lm generada  por  la  dualidad (1.4.3). De 
manera  natural, se puede  identificar L,  con  una  subálgebra de B(7f) asociando a 
cada f E L, con el operador mf E S(R) de  multiplicación  por f. Esta identificación 
es una  isometría  lineal (no suprayectiva)  entre la norma  de L, y la norma  de 
B('H). Asimismo es continua y abierta  respecto a la a(L,, LI)-topología de L, y 
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la topología  ultradébil de B(7i). En caso de  que L? = W con  la  medida  de conteo, 
escribiremos 4 en  lugar  de Lp, 1 5 p I OO. ' 

Lema 1.4.3. 

a) Sean R = N, S = 2" y p es la  medida  de  conteo. Si P : B ( N )  -, B('H) es 
una tmnsfomción lineal,  positiva y normal.  Supongamos además que e, es P- 
invariante.  Entonces  existe  una  mfatrtz {p(i, j )  : i, j E N},con p(i, j )  2 O, tal 

b) Sean fl = IR", S la a-áigebm de B m l ,  p la medida  de  Lebesgue y CO es el espacio 
de funciones continuas  que se anulan en infinito. Sea P : B(3.1) B(?í), lineal y 
positiuo  que deja invariante a CO. Entonces  existe  una función p : fl x S - W, tal 
que para cada x E fl, p(x, S )  es una medida finita y 

(1.4.5) 

Demostraci6n. 

a) Sea i E N. Consid6rese  la  funcional  lineal y positiva P' : e, -, @ 

Como  consecuencia  de  que  la restriccih de la transformación P a e, es a(t,,ll)- 
continua,  se  tiene que P es una funcional a(e,,el)-continua. Por tanto existe 
{ p ( i , j ) } g l  E e, tal que (1.4.4) se cumple  (ver [70], Teo. IV.20, p. 114). Que 
p ( i ,  j )  2 O se sigue  de  que P es positivo. 

b) Notemos  que no hay ningún  supuesto  de  continuidad  sobre P. Sean x E 0 y 
p" : co + @, 

P" est& bien  definida  porque Co es P-invariante. Además  es  una  funcional  lineal 
positiva porque P es  positivo. Por  tanto, P" es  una  funcional  continua  en la norma 
del  supremo  de Co. Así que,  por el teorema de  Riesz-Markov ([70], Teo. IV. 18 p. 
lll), existe una medida finita p(z, .) : S -+ R+ tal que la ecuación (1.4.5) es  válida. 

I 

W f )  - = ( P f ) ( 4 -  

Si en  el  lema anterior P(I) 5 I (P(I) = I) entonces la matriz  del  inciso a) es 
subestocástica (estocástica) o bien la función P del  inciso  b) es un núcleo  subesto- 
&tico  (estodstico). 

Por lo anterior  tenemos que  si X es el conjunto de  números  naturales  con la medida 
de conteo, 7i = & y ( P t } t > ~  - es un QDS en B(X) que deja invariante a L,, entonces 

.. , 
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el QDS actua sobre l ,  como un semigrupo  submarkoviano (o Markoviano  en  caso 
de  que {P,} sea conservativo).  Algo similar podemos  decir  cuando X = Etn con la 
medida  de  Lebesgue  si {Pt} deja  invariante a CO. Para examinar  algunos  ejemplos 
concretos  de  extensiones  cuánticas  de  semigrupos  de  Markov,  introduzcamos los 
siguientes  operadores  en 3-1 = 

U(a1, u2, - S )  = ( O ,  al,a2, S )  

U*(ul, u2,. S )  = (a2, a3, - S )  I 

{ a j }  E e2 : { j a j }  E , N({aj}) = { j a j } .  1 
Los operadores U, U* y N reciben,  respectivamente,  los  nombres  de corrimiento a 
la derecha, wrrsmiento u la izquierda y opmdor  de número. N es un operador 
no acotado,  autoadjunto  cuyo  espectro es N. Todos los elementos  del  espectro 
son  valores  propios'  simples. En este  ejemplo,  si f E f?, entonces  el  operador  de 
multiplicación  por f coincide  con el operador f (N), que  se  define por medio  de 
cilculo funcional.  Entonces (f (N))' = f ( N )  donde f es  la  función  conjugada 

. compleja de f .  Los ejemplos  que  siguen,  fueron  tomados de [68] 
.. I 

1.4.4. Sean A,p E e, fijas. Definamos @ E CPn('H) como 

@(X) = X(N)U*XUX(N) + ji(N)UXU*p(N) (1.4.6) 

Por tanto, si f E e,, 
@ ( f ( N ) )  = W f  (N + 1)NN) + Fi(N)g(N)P(N) 

= Ix(w2f (N + 1) + 1P (W29 (N  

donde g E l ,  está definido  como 

si i = l  

De aquí  obtenemos  que @(I) = IX(N)l2 + UU*(p(N)(2. 
Sea - 1 

L(X) = @(X) - z{@(I)X + X@(I)}. (1.4.7) 

C es una transformaci6n lineal acotada, expresada en forma de  LindblsA (1.3.5), 
con H = O. Un dculo directo  muestra  que e, es C-invasiante y ademh 



Lo que significa  que C actua sobre t ,  como  el  generador  infinitesimal  de un proceso 
de nacimiento y muerte  con tasas de  nacimiento { l X ( i ) 1 2  : i E N} y tasas de  muerte 
{ Ip.(i) I 2  : i E N}. Si Pt = 8 ,  entonces { Pt } actua sobre lOc como  el  semigrupo  de 
Markov  asociado a tal proceso. En general, se desconoce la expresión  explícita de 
p t ;  sin  embargo,  cuando p. = O y X(i)  3 X, C actua sobre l ,  como  el  generador 
infinitesimal  del  proceso  de  Poisson  con  parámetro IX12 

Un cálculo  directo  muestra  que para todo X E B(7-l) 

donde {Y( t )  : t 2 O} es un proceso de Poisson con parámetro 1XI2 y E es la esperanza 
matemática en  el  espacio  de  probabilidad  donde {Y( t )  : t 2 O} esté definido. 

1.4.4. Sean u E e,, con valores reales, y H = v ( N ) .  Sean @ E CPn(R) definido  en (1.4.6) '.. , 
Y 

1 
&(X)  = @(X) - 2{@(I)X + X@(I)} + i[H,X] 

Entonces C1 : B('H) -, B(3-1) y también deja invariante a e,, ya  que [H, !(N)] = 
O para cualquier f E Por tanto, C1 tambihn actúa en toe como  el  genera- 
dor infinitesimal de un proceso  de  nacimiento y muerte y ezl es otro QDS  que 
es extensión cuhtica del  semigrupo  de Markov -amciado a tal proceso. Esto nos 
muestra que la extensión cuántica de un proceso de  Markov, no necesariamente es 
úriica. 

1.4.5. Sean X como  en  el  inciso a) del  Lema 1.4.3 y Q E CPn(7-l) que deja invariante'a 
t, y @(I) = I. Definamos 

C(X) = @(X) - x 
Entonces C es una  trhnsformación  lineal y acotada en B(3c) expresado  en  forma  de 
Lindblad  con H = O. Obviamente L deja invariante a e,. Si y L denotan  las 
restricciones a.lG de Qi y C, y {pt} representa el QDS generado  por C, entonces loo 
es fiinvariante y es una  extensión  cu&ntica  del  semigrupo et que está asociado  con 
un proceso saltos puro y cuya  cadena  de Markov encajada tiene a d, corno  función 
de transición. 

1.4.6. Sean X = R con la medida  de  Lebesgue y {Y(t) : t 2 O} un proceso estocástico con 
incrementos  independientes y estacionarios con valores en IR, Y(0)  = O y es  continuo 
en probabilidad al tiempo t = O. Sean t E R, y Ut : L2 - L27 (Vtg)(x) = g(x - t ) ,  
g E L2. La familia {Ut : t E R} es un grupo unitario cuyo  generador  infinitesimal, 
D, tiene como  dominio y regla de correspondencia 

D = {g E L2 : g' existe y g1 E &} Dg = -9' 
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Observemos  que para f E CO, U.jUt  = ft E Co donde ( f t ) (z)  = f ( z  + t ) .  
Sea t 2 O y definamos pt : B(3-1) -, B(3-1), como 

&(X) = EU;(t)XUy(t) (1.4.8) 

donde E es la esperanza en  el espacio de  probabilidad (O, 3, P)  donde  el  proceso 
{y(t)  : t 2 O) está definido. Para ser expiícitos, definamos  el  operador  acotado 
Pt(X)  de (1.4.8) por  medio  de  su  forma  sesquilineal: 

Notemos  que I/V;(,)XUy(t)IIOe = IIXllm. Si cp,+ E 7 i ,  y X E B(3-1) definimos t 

Z:R- ,Ccomo 

z(4 = Z(cp, $9 x, 4 = (Uacp, XU,$) , a E 4 (1.4.9) 

entonces, como consecuencia  de  que {Ua : a E W) es un grupo  de  operadores 
unitarios  fuertemente  continuo, Z es  una  función  uniformemente  continua;  además 
es acotada ya que 

Definimos (cp,Pt(X)$) := EZ(Y( t ) ) .  Debido a la estimación (1.4.10), esta forma 
sesquiheal tambih es acotada, con la misma cota que  en la desigualdad (1.4.10), 
y el  operador Pt (X) queda  bien  definido  con n o m  menor o igual  que 11 X Iloo. 
Sea {St) es  el  semigrupo  .de  Markov  asociado con {Y ( t )  : t 2 O ) .  St actua en 
q ( W ) ,  el  espacio  de  funciones  uniformemente  continuas y acotadas: 

IZ(Y)I L IlXllOollPIIII+11 (1.4.10). 

( S t f ) ( 4  = E f(.: + Y(W = / f b  + 4 D t ( W  f E G(R),a: E 

Donde Dt denota la distribuci6n  de la variable  aleatoria Y(t) .  Observemos  que 

Para verificar que la familia { f i ( - ) ) t ~ o  es un semigrupo,  procedamos  en  dos etapas; 
por un lado,  utilicemos  que  el  proceso {Y( t )  : t 3 O} tiene  incrementos  independi- 
entes y estacionarios por  lo  que un d c u l o  directo  muestra  que 

($4 P,(X)+) = (StZ)(O). 

(9, fi+8(x)$) = E z(cp,$, x, Y(t  + '1) 
= E Z(p, +, x, Y(t  + S) - Y(.) + Y(s)) 

= f / Z ( ( P ,  7CI,X,a + b) D t ( h )  

Por otro lado, como la función z tiene la siguiente  propiedad: 

otro  cálculo  directo  muestra 

(9, P,P#(X)+) 



Lo que  prueba  que  los  operadores  acotados pt+#(x) y PtP8(X) tienen la misma 
forma  sesquilineal por lo que  son  iguales. 

Para probar la continuidad  ultradébil, sea X E B(7-l). Como IIpt(X)II, 5 IlXll,, 
basta probar  que la curva  de  operadores t H &(X) es  débil  continua en t = O. Sean 
9, $J E ‘H. Puesto que  el  semigrupo {St} es  fuertemente  continuo  en Ct(R) (ver 
[33]) entonces , I 

(9, Pt(X)$) = (StZ)(O) Z(0). 

Por último,  probemos  que (?;(IR) es Pt- invariante. Sea f E C,”(W) entonces 

Lo que  muestra  que Pt(f) coincide  con el operador  de  multiplicación  por St f. De 
la misma  forma se puede  probar  que Co es Pt-invariante. 

.. I 

1.4.7. En una gran cantidad de  ejemplos,  como el anterior,  el QDS (Pt}t>o, no es uniforme- 
mente  continuo  por  lo  que s u  generador  infinitesimal es no acotado. E] ejemplo m& 
elemental nos lo  brinda  la  siguiente  extensión  cuántica  del  semigrupo  asociado al 
movimiento  browniano. 

E n  esta situación  particular, nos  proponemos  deducir  una  ecuación  diferencial  sa- 
tisfecha  por la extensión  cuántica  del  semigrupo  del  movimiento  browniano.  Sea G 
el  operador -iD2, donde D es  el  operador  del  ejemplo 1.4.6, es  decir 

Si 9, $ E dom G entonces la función Z(y) definida  en (1.4.9) tiene  primera y segunda 
derivadas  uniformemente  continuas y acotadas pues 

Por lo que 
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En vez de encontrar  al dominio  del  generador  infinitesimal  del QDS {&}, hemos 
considerado, para cada X E 23(%), una forma  sesquilineal, L(X), cuyo  dominio es 
dom G y tal que 

W ) I %  $1 = +(X>[cp, $1 - (G% X$) - (9, x Gpcr), 

donde +(X)[., -1 es la forma  sesquilineal, 

, @(X)lP,$J = (DP, x W )  P, $ E dom G 

En otros  términos,  el QDS {pt} satisface  la  ecuación  diferencial 

(1.4.9) 

Ecuaciones  diferenciales como (1.4.2) y (1.4.9) reciben el nombre de ecuación maes- 
tra o ecuación de Lindblud y como veremos en el próximo  capítulo  juegan un papel 
similar a la llamada  ecuación  hacia atrás ( o ecuación  de  Kolmogorov-Feller)  satis- 
fecha por la. funci6n de transici6n del proceso estocsstico subyacente. 
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Capítulo I1 
2 El Problema de la conservatividad. 

2.1 La  ecuacih maestra y el QDS minimal. 
En el  capítulo  anterior  examinamos  algunos  ejemplos  de QDS. Cuando  el QDS es  uni- 
formemente  continuo, la ecuación  diferencial  del  semigrupo es I 

d 
dt -Pt(X) = C(Pt(X)), PO(X) = x, x E B(Z) 

Donde C : B(R) B(3-I) es  una  transformación  lineal y acotada y la derivada  se toma 
en la tcpología de la norma. Si el QDS no es  uniformemente  continuo,  el  generador  es  no 
acotado y la ecuación  de arriba sólo es vhlida  en  el topología  ultradébil para los  elementos 
X E B(R) tales  que 

Pt(X) - x lim 
t 4  t .. * 

existe  en  la  topología  ultradébil. Estos elementos  constituyen  el  dominio  del  generador 
infinitesimal y su  estudio  es un problema  de gran dificultad. Basta mencionar  que  en  el 
caso de  que  el QDS fuera  extensión  cuántica  de un  semigupo  de  Markov, &te no  siempre 
tiene un generador  infinitesimal  completamente  caracterizado. 

Por otro  lado, para los QDS de  los  ejemplos 1.4.1 y 1.4.7 mostramos  que  cumplen  con 
las  ecuaciones (1.4.2) y (1.4.9) respectivamente. En esos  ejemplos,  el QDS {Pt) cumple 
con la siguiente  propiedad: para X E B(R) la curva, en B(IFI), t H Xt = Pt(X)  es 
solución  de la ecuación  deferencia1 con condición  inicial, 

d 
dt - (9, Xtlt) = Cc(Xt)[cP, $1 (9, Xolt) = (9, Xlt) 9, dJ E D, (2.1.1) 

donde 23 es un subespacio  denso  en H y C es  una  transformación' 

C : B ( ~ ) x V x D - 4  

A (2.1.1) la  llamaremos ecuación maestm o ecuación de Lindblad y a C, el genemdor 
formal 

La transformación C tiene la siguiente expansión o fowna de Lindblad: 

C(X> [CP, $1 = @ ( X ) [ 9 ,  $1 - (G9, X+) - (9, XG+> (2.1.2) 
donde 

11.1. Un opemdor G densamente definido en 3-I con  dominio dum G tal que -G genem 
un semigrupo de contracciones en 8, al  que denotaremos  por (Wt)tZo, V C dom G 
y es una esencig de G. 

'Usaremos l a s  siguientes notaciones L(X, cp,+) = L(X)[cp, $91 y L(X)(cp] = L(X)[cp, cp], 
decir, para cada u E dom G existe una sucesi6n (u,,)n en 2) tal que un -P u y Gu, + Gu. 
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11.2. La tmnsfonnación 
9 : B ( 7 - I ) x D x D + C  

tiene las siguientes propiedades: 

(a) 9 es lineal en la variable opemdor y sesquilineal en las variables vectoriales. 

(b) Es completamente positiva, es  decir 

(c) Pam $ E D fijo, @ ( S ) [ $ ]  es una funcional lineal normal en B(X) i.e., 

X = sup Xn implica que SUP @(X,) [$] = @(X) [$] 
n 

pam cualquier sucesión no decreciente y acotada en n o m a  (Xn) de elementos po- 
sitivos  en $(R) 

Una condición necesaria para que exista un QDS {e} tal que para  cada X E B(X), 
la curva t I--, &(X) resuelve la ecuacibn maestra (2.1.1) es la siguiente: 

11.3. L(I)[p] 5 O p E 2, o de f m a  eqvivdente 9(I)[p] 5 2Re(Gp, y), p E 2) 

En efecto, sup6ngaae que {P,}  es un QDS con esa propiedad.  Como Pt(l) 5 I Vt 1: O, 
entonces, de la ecuación  maestra (2.l . l) ,  tenemos 

A s í  que  en adelante  supondremos  que l a s  condiciones 11.1,11.2 y 11.3 se cumplen.  Como 
..: veremos despuh, ell-  garantizan la existencia de al menos una solución  de la ecuación 

maestra  (Teorema 2.1.3), pero antes haremos algunas consideraciones  previas. 
En vista de (2.1.2), la ecuación (2.1.1) puede reescribirse  como, - 

En adelante, a O(-) lo llamaremos  el coeficiente completamente positivo, o la parte 
completamente positiva, de la ecwrdón maestm (2.1 .l) y a P le  daremos  de la topología 
que  induce la n m a  de la grúfica de G, es decir 

IIdG = I I d l  i- l l G d .  
Sabemos  que esta norma es  equivalente a la siguiente  norma 

(IIvI12 + IlGd 1 2 1/2 

I 
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que  proviene  del  producto  interno 

(P, +) + (GP G+). 

Si  la norma  en  un  espacio  de  Banach es inducida  por un producto  interno,  la  llamaremos 
norma de Hilbert. 
Como -G genera un  semigrupo  fuertemente  continuo  de  contracciones  en 3-1, entonces 

Re(p ,  GP) 2 o, 
por lo  que la norma  de la graifica tambihn  es  equivalente a la norma  de  Hilbert 

. (2.1.3). 

Lema 2.1.1. Si C, Qr y G están relacionados por la f o m a  de Lindblad (2..l.2) donde 
G y CP cumplen con la condiciones II.1,11.2 y 11.3. Entonces C y Qr tienen las siguientes 
propiedades: 

(i) C es condicionalmente  completamente  positivo, i.e., si +i E V y X j  E B(3.I) son 
tales que X& = O entonces 

n 

Para cada X E B(3.I), 

(ii) IQr(X)l[Pl I IlXlloo@~~)[V)l P E 27- 

(iii) C(X)(., e] y @(X)[-, S ]  son fornus sesquilinerrles continuas en D X 2) por lo que  se les 
puede extender a dom G. Esto  pennite  suponer que V = dum G 

(iv) Si A c B(X) es un conjunto acotado en la norma.  Considenzmos sobre A la 
topologtá inducida  por la topol+ ultnadébil entonces Qr : A X V X V "+ C es 
conjuntamente continua. 

Demostración: 

(i) Sean n E N, +i E D y Xi E B(3.I) tales que ClX& = O. De la forma  de  Lindblad 
(2.1.2), tenemos  que 
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(ii) Sea cp E D. Como @ ( S )  [cp] es  una  funcional  lineal  positiva y normal entonces es 
continua  en la topología  ultradébil  por lo que existe @+((p) E ~ ( 7 - c )  tal que 

@(X)[PI = t.(X@+(cp)), X E W )  

por  lo  que 
ll@'((p)III = tr@+(cp) = @ ( m J l .  

de  donde i) s\r sigue. 

(iii) A partir de 11.3, (ii) y (2.1.3) tenemos 

Lo que  prueba la continuidad  de @(X)[., -1 en D si X 2 O. Para X E B(7-c) 
cualquiera, lo expresamos como combinación lineal finita de operadores positivo 
definidos y usamos la linealidad  de 6, en la  variable operador para llegar a la con- 
clusión. 
Con la  forma  de  Lindblad (2.1.2) se prueba  que C(X)l ,  -1 es  continua  en D. 

(iv)  Debido a (iii),  (iv) y la  identidad  de  polarización,  existe  una  constante  positiva M 
tal que 

l@(X>[cp,$Il 5 ~llxll=IlPll~ll~llz, (2.1.4). 

Si X ,  X0 E d, 90, $O E D y K = sup { IlX((, : X E A} entonces 

Claramente,  el  último  término de la desigualdad  tiende a cero si $ + $o en la norma 
11 llz, y X X0 en la topología  ultradkbil. 

I 

Corolario 2.1.2. Bajo las condiciones del Lema 2.1.1 y suponiendo ademcis que 
D = dom G tenemos que: 

28 



(i) Sa t H Xt es  una  curva en B(X),  acotada en n m a  y ultmdébil  continua,  entonces 
pam  cualesquier cp, qb E D 

está  bien  definida y es  la forma sesquilineczl de un opemdor  acotado en B(?í). 

(ii) La constante M en (2.1.4) puede  elegirse  igual  a l. 

Demostración: 

(i): Sea A el  rango  de la c w a  t H Xt. El integrando es una  función  continua  por  la 
parte (iv) del  Lema 2.1.1 y es acotada debido a la  desigualdad (2.1.4). 

(ii): @ induce una transformación  lineal,  completameute  positiva y normal 

6 : B(7-l) + B(D) 

&(X) es el  elemento  de B(D) asociado  con la forma  sesquilineal acotada en D, 
@(X)[- ,  -1, i.e., 

(cp, W ) + ) D  = @(X)[cp, $1. 
Si X 2 O, entonces $(X) 2 O por  lo  que  es claro  que, en este  caso, M = 1 debido a la 
parte (iii) del  Lema 2.1.1. Sea ID el  elemento  identidad  de B(D). Por  las  desigualdades 
que  aparecen  en la demostación  de la parte (iv) del  Lema 2.1 .l, 

Un argumento  similar a la prueba  de la contractividad de un QDS (ver  Proposición 1.3.2 
a)) muestra  que 

I I & ( x ) I I B ( D )  I IIXIIm 
de  donde  concluimos  que M = 1 para todo X E B(X). 

I 

La ecuación  maestra (2.1.1) es  equiwiTente a la siguiente  ecuación  integral 

Por el  contrario, un hecho  no trivial  es la equivalencia  de (2.1.1) (y por tanto de (2.1.5)) 
con la siguiente  ecuación  integral  llamada forma integml de la  ecuación de Lindblad 

Por  el  Corolario 2.1.2, la integral  que  aparece  en  el  lado  derecho  de (2.1.6) está bien 
definida y es  la  forma  sesquilineal  de un operador  acotado en 3.1. La prueba  de la equiva- 
lencia entre (2.1.1) y (2.1.6) se puede encontrar en [13], (181, o en [49]. En el Capítulo V 
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damos los detalles de una  generalización de esta equivalencia  para la llamada ecuución  de 
Lindblod  con coeficiente dependiente del tiempo. Por lo pronto, admitiendo  la  equivalencia 
entre (2.1.1) y (2.1.6) recordamos un procedimiento iteratiwpara encontrar  una  solución 
de (2.1.6) (ver [9],  [13], [14], [16] o [M]) 

Se puede  probar que si X E B+(N) entonces  la sucesión 

tiene l a s  siguientes  propiedades: 

(c) Si definimos 
&(X) = suplp(X) x E B+(H) (2.1.8) 

n 

y extendemos la definición de pt a todo X E B(E) por linealidad? entonces 
La convqencia en (2.1.8) se da en las tqpologirrs fuerte y ultmd6bil. 

(d) Por d a  X E B(3.C) la curva t H P,(X) es solución de la ecuación de Lindblad en 
fonna integral (2. l .  6). 

Demoetracibn: Ver [13], 1141 o [l6]. 
I 

Debido a la propiedad (f) del  Teorema 2.1.3., el QDS Pt construido  mediante (2.1.8), 
recibe el  nombre  de solucidn minimal de (2.1.6) y ser6 denotada por e. 
En el  Capítulo V probamos con detalle una generalización  del Teorema 2.1.3. 

El d o q u e  de Davies para construir la soluci6n minimal. 
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Otra forma  de  resolver la ecuación  maestrá (2.1.1) es plantearla en el espacio 7 ( X )  de 
operadores  de traza finita, predual  de B('FI). Este enfoque se debe a Davies (1251) aunque 
en [49] y [50] se estudia la relación  entre  el  enfoque de Chebotarev y el de  Davies.  Puesto 
que 

son  ultradkbil  continuos,  pueden  representarse  por  medio  de  ciertos  operadores  de traza 
finita, Ct(p,$)  @t((p,$) Le., 

x C(X>[P, $1, x I-+ @(X)[cp,pCIl 

W)[p,$I = W t ( p , + ) W  @(X)[P,?4 = t . (@t(P,w>.  

Si definimos 
B = span{(p > < + I  : p,$ E ID} 

y los operadores Ct, cPt : @ 4 7(%) definidos por 

(2.1.9) 

Ct(lcp >< $1) = Lt(P,+) >< $1) = @t(P,$). 

Entonces la forma  sesquilineal C(X) expresada en forma de  Lindblad (2.1.2), dh lugar a 
la siguiente  representación para Ct: 

Ct(lP >< $1) = @'(Ip >< $1) - IGP >< $1 - IP >< G+I 

Para probar  que  el  operador  densamente  definido Ct puede extenderse al generador  de un 
semigrupo  de  contracciones  en I(%), Davies considera, para cada O I r < 1, el  operador 
C! : v .  "-* 7 ( X )  

C!(lp >< +I) = T@(lP >< $1) - IGP >< $1 - l'p >< G@I 

Teorema 2.1.4 

(a) La cermdum  de C: es el genemdor infinitesimal de un  sernigrupo fuertemente con- 
tinuo de contracciones, {c}, en el espacio de  Banach 7(%) 

(b) Existe un semigrupo fuertemente continuo de contracciones, {z}, en el espacio de 
Banach T(%), tal que 

T ( P )  .".) si ?- "+ 1, 
en la n o m a  de 7(R).  Además, si p E 7(%) es  positivo,  entonces, para t 2 O fijo, 
q ( p )  crece a Tt(p) cuando T 1 1. 

(c) El genemdor de (T,} es una extensión, pen,  no necesariamente una cermdum, de 
Lt . 

(d) El semigrupo  dual de { T,} es { P,"'"}. 

Demostración: Para (a), ver [25], Teo. 2.5, p. 173; para (b) y (c) ver la misma referencia, 
Teo. 3.1, p. 173; para (d), ver [50], Proposición 1, p.262. 

I 
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2.2 Criterios de conservatividad. 
Recordemos  que un QDS se llama wnservativo si P'(1) = I para todo t 2 O. %te 
concepto  corresponde  con  el  concepto  clásico  de  no  explosíón  de un proceso estochtico. 
En esta sección  enunciamos algunos criterios para que un QDS sea conservativo.  Algunos 
de los cuáles son generalizaciones de criterios  bien  conocidos de no explosi6n  en la teoría 
de  procesos estoc&sticos. 
Una  condición  necesaria  pero  no  suficiente para que P- sea conservativo es 

C(I)[+] = o v?) E D (2.2.1) . '. 

Según  el  inciso (c) Teorema 2.1.4, el subespacio fi de 7(%) definido  por  medio  de (2.1.9) '- 

es una  esencia  de Lz pero  en  general  no  es esencia de Ct. Sin embargo,  si a t e  es el caso, 
tenemos  el  siguiente  resultado  simple (ver [25], Tm. 3.2, p. 174 o { S o ] ,  p.262). 
Teorema 2.2.1 Supongamos que 8 es una esencia de Ct y que C cumple con  la condición. 

Entonces Tt preserva la tmza es decir, 

(2.2.2). 

o equivalentemente, Pt- es conservativo. 

Demostración: Como C(I)[;, -1 es una  forma  sesquilineal  entonces  es &il probar  que 

tr(LC,(lv >< $1) = W [ P , + l  = 0 v,+ E 2). 

por lo tanto tr(Ct(p)) = O para  cualquier p E B. 
Además, para  todo p E d m  Lt, existe una  sucesi6n pn E b tal que 

Así que $tr%(p) = tr(Tt(Ct(p)) = O y (2.2.2) se cumple. 

B(3.1) dada por 
La densidad  de d m  Lt muestra que Tt preserva la traza y la dualidad entre 7(x) y 

(P, X )  "-+ tr(p, X >  P E 7(3c), x E B ( X )  
muestra  que Pt~" es  conservativo. 

M 

Como consecuencia  inmediata,  tenemos que si 4- es uniformemente  continuo,  entonces 
2) ,= 3c y la igualdad (2.2.1) es condición  suficiente  para  que Pth" sea conservativo. 
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En los  Últimos  años se han encontrado  criterios de  conservatividad  m&  útiles. En 
seguida,  hacemos una breve  revisión  de  ellos.  Seguiremos  principalmente a [14],  [17] y 
1181. 

Denotemos  por C- al generador  infinitesimal  de (8- : t 2 O}. Su dominio, 
claramente, es  el  subespacio  de  todos  los X E B(’H) tales que 

L-(x) = limt-l(&-(X) - X )  (2.2.3) 

donde la convergencia  se  da  en la topología  ultradébil. El generador formal C de la 
ecuación  maestra (2.1.1), es una  extensión  de C- en  el  siguiente  sentido: Si X E B(3.1) 
entonces G(X) es una forma  sesquilineal  densamente  definida  en 3.1. Si además X E 
dom C-, entonces CCmin(X) es un elemento  de B(7-f) y 

t-o 

(u, Pyx),) == C(X)[tC, v] u, u E D. 

Para X E B(3.1) y X > O definimos  sobre D x 2> la siguiente  forma  sesquilineal 

(2.2.4) 

por  lo tanto, Q,(X)  E B+(7f) para todo X E B+(N). 
La positividad  completa es inmediata y la normalidad  es  consecuencia  del  Teorema  de 
Convergencia  Monótona. 

I 

La  transformación Qx es la responsable  de la conservatividad  del QDS minimal de 

De  acuerdo  con [13], [17] y [ 181, una  condición  necesaria y suficiente para que la 
(2.1.8). 

solución minimal sea  conservativa  es 

lim &;(I) = O. 
n+oO 

Para verificarla,  introduzcamos l a s  siguientes formas sesquilineales. Es fhil verificar  que 
son acotadas en 3.1 por lo que  corresponden a operadores  acotados. 
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(2.2.6) 

Tenemos  las  siguientes  representaciones  de &x en  tQminos  de AA y RF 
Teorema 2.2.3. [12],[14] 

a) PamcaduX>OyX 

b) Pam n E N 

E B(X), tenmos 

(2.2.7) 

c) Existe un opemdor positivo y acotado Y tal que ‘ 

RA*(l) + X-lY = X - l l  

Demostración. 

a) Consideremos  el  esquema  iterativo (2.1.7) con el que se construye F. pma cada 
n E N, definamos la  transformada  de  Laplace  de  como 

(2.2.9) 

Con  el  cambio  de  variable (T, S) = (t - S, S) obtenemos  que 

Así que,  iterando n veces  la  última  relación 

(2.2. lo) 
k=O 
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Por lo tanto, si X 2 O 

lo que  prueba a). 

b) Procedemos  ahora  por  inducción. Sea n = O. En la prueba  del Lema 2.2.2, obtuvi- 
mos la igualdad 

Qx(I)[cpl = lldI2 - (CP, XAx(I)d 
lo que es equivalente a 

Ax(I) -I- X-'Qx(I) = X-'(I) 

Si suponemos  que (2.2.8) vale para *n, apliquemos  la  transformación &x en  ambos 
lados  de (2.2.8) y usamos la base  de  inducción para obtener  que (2.2.8) vale para 
n+ 1.  

c) Observemos  que (2.2.8) implica  que la sucesión  de  operadores { &;t(I)}go es decre- 
ciente,  por  lo  que  existe Y E B+('H) tal que Qi(I) -, Y ,  fuerte,  débil y ultradebil- 
mente. 
Al restar la enésima  iteración de (2.2.8) de la iteración n + ldsima, obtenemos 

Sumamos sobre n E N y usamos el  inciso a) de este  Teorema para obtener 

R p ( I j  + X-IY = X-*I (2.2.11) 

I' 

Tal vez el  primer  criterio  de  conservatividad  que  fuera  fácil  de  verificar  en un gran número 
de  ejemplos  concretos lo díó A.M Chebotarev y lo enunciamos  enseguida. 
Teorema 2.2.4. [14].Lo siguiente es equivalente 

(a) p,"'" es conservatiuo 

(b) lim Q;t (I) = O pam algzin X > O .  
n-oo 

(c) I E dom C- y Cmin(I) = O 

Demostración. La equivalencia  entre  (a) y (b) es inmediata con ayuda  de la ecuación 
(2.2.11) pues, P,"'"(I) = I Vt 2 O, si y S610 si R,"'"(I) = X - l I ,  si y sólo  si Y = 
lim &;(I) = O. 

n-oo 

Por otro  lado, es claro que (a) implica (c). Recíprocamente, si (c) es válida entonces, 
según la teoría general  de  semigrupos 

R$"(I) = (XI - PyI))-l = x-11. 
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I 

Observación. Según la prueba d e l  último  Teorema, la afirmación (b) puede  refor- 
mularse  de  manera  equivalente  sustituyendo la fiase ‘‘pm algún X > O” por “pura todo 
X > O.” 

Ejemplo 2.2.5. Demos ahora un ejemplo  sencillo de  c6mo es que  el criterio de  Cheb- 
otarev para la conservatividad  es  una  generalización  de algunos criterios bien  conocidos 
en  probabilidad clásica  para  decidir  si un proceso  estocástico  explota o no (ver [U] o [41)). 

Consideremos  una  extensión cuántica del proceso puro del  nacimiento (ver ejemplo 
1.4.4). El generador  formal tiene la siguiente  expresión 

donde U* y N son respectivamente,  el  corrimiento  unilateral a la derecha y el  operador 
de  número  definidos  en  ese  ejemplo y X es una función sobre N con valores  complejos no 
necesariamente  acotada. 

Ctilculos  directos  muestran  que Wt, el semigrupo  generado  por -G, es el  operador  de 
multiplicación w - - ; ~ l x N ) 1 2  t ” e  

por  lo  que  para > O 

Puesto que 

entonces,  mediante un cálculo directo, se  puede  probar  por indukión que para cada k E N 

A s í ,  si p es  el  n-ésimo  elemento  de la base wónica de 42, es  decir p tiene  todas sus 
componentes  igual a cero  excepto la n-ésima  que es igual a 1, entonces 
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si y S 6 1 0  si  el  proceso pun, de nacimiento no explota. 

2.3 Series  geométricas deatorías y la martingala de Adma. 

Empezamos Ia sección con un sencillo  teorema que nos dti  condiciones necesarias y su& 
cientes  para que una serie  geomética aleatoria sea divergente.  Despu6s,  damos la forma 
de  Lindblad (2.1.2) del  generador  infinitesimal  de  la  martingala  de Adma. En seguida, 
usamos  nuestro  resultado  sobre series aleatorias y el  criterio de Chebotarev  para  decidir 
bajo qué  condiciones el QDS minimal asociado con el  generador  de la martingala de 
Azéma es  conservativo.  Sea (0, F, P) un espacio de  probabilidad y E la esperanza.  Sea 
L,, = Lp(S2.T, P). El objetivo es estudiar la serie  aleatoria 

oo k 

k=1 t=1 
(2.3.1) 

donde c es  una  constante  real  diferente  de O y {& : j = 1,2,. . .} es una sucesión  de 
variables  aleatorias  independientes e identicamente  distribuidas (v.ai.i.d.) definidas sobre 
el  espacio de  probabilidad (Q, 3, P). En la literatura, se han estudiado  series  aleatorias 
del tipo de (2.3.1) (ver  por  ejemplo [M], [45] y [GI). Sin embargo,  presentamos el siguiente 
análisis  sencillo, basado en  series  geom6tricas  aleatorias y que  desarrollamos  en [35]. 

Teorema 2.3.1. Sea {r$j : j = 1,2, .  . .} una sucesión de v.a.i.i.d.  tales que P(& # O) = 1 
y log 141 I E L1. Entonces 

o o k  
(a) E log 141 I 2 O implica q u e x  n diverge con pmbabil;hd 1 

k l  t=1 

o o k  

(b) E log 1411 < O implica q u e x  n @j converge con probabilidad 1 
k=l .f=1 

Demostración: Consideremos la potencia  del k-ésimo sumando  de nuestra  serie.  Por 
la  Ley  de los Números  Grandes  tenemos  que, con probabilidad 1,  

Si E log 1411 < O o E log ldll > O, entonces la conclusión se sigue  del criterio de la raíz. 
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Para E log }dl I = O, el criterio de la raíz no nos da información pero consideremos 1 0 s  
conjuntos 

w k  

Puesto  que A C B, serti  suficiente probar que P(B) = O. El coojunto B es un 
evento  cola  respecto a la  sucesión  {log I&l: = I , & .  . .) a d  que, por  la. Ley m u n o  
de Kolomoprov, P(B) = O o P(B) = 1. Si esto úitimo fuera Io correcto, entonces 

la  caminata deatoria log I&l : k = 1,2,. . . m’a transitoria ~ 0 8 8  que no posible 
k 

{ k 1  1 
porque l o g } & I  E L1 con valor esperado cero. (ver I?], Teorema 3.38, pag 56.) 

I 

Teorema 2.3.2. Sea c # O y {ti : j = 1,2, .  . .) una sucesión de v.a.i.i.d. 

(a) si IcI 2 1 y t1 es positiva entonces (23.1) diverye con probabilidad uno. 

Por otro lado, si 1.1 < 1, & > -1 y log(1 + 61) E L1 entonces 

(b) Si E log c?( 1 + &) < O entonces (2.3.1) converge co9i segummente. 

(c) Si E log c? (1  + &) 2 O, (2.3. I) dive7ge wsi segummente. 

k 
Demostración: Para (a), notemos  que c2k&+1 (1 + [e) 2 &+I, que no tiende  a  cero 

debido a  la  condición  de  que las v.a son  i.i.d. Por tanto (2.3.1) diverge casi seguraente. 
e= 1 

k 
Para (b) y (c), Sea 4~ = c2( 1 + t e ) ,  = IT de y Z k  = &+I&. Entonces  tenemos  que 

&I 

Y 
Zk = c-2vc+1 - Y& = (c-2 - 1)Yk+1 + Yk+l , -   Yk  

de aquí que 

Por otro  lado, 
la / n  k \ 

(2.3.3) 
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Puesto que c - ~  > 1 y & > O, (2.3.2) muestra  que CZk es divergente  si y sólo  si CYk 
es  divergente. A d d ,  la sucesión {+j : j ,  = 1,2, .  . .} satisface la hipótesis  del  Teorema 
2.3.1. De  hecho,  Elogqhl = Elogc?(l+&). Por  lo tanto (b) y (c) se  siguen  del  Teorema 
2.3.1 aplicado a las sumas parciales  del  lado  derecho de la ecuación (2.3.3). 

I 

Conservatividad del QDS minimal asociado a la martingala de Azbma. 

Aplicamos  nuestros  resultados sobre series  aletorias y el criterio de Chebotarev  sobre 
la conservatividad  de un QDS minimal (Teorema 2.2.4) para dar  las  condiciones bajo las 
cuáles la llamada  extensión cuántica del semigrupo asociado a la martingala de Azéma 
es conservativo. Se sabe que (ver (311 y[30]) el generador  de la martingala de  Azéma está 
dado por 

I si x=O 

con p E W\{O, - I } ,  c = 1 +p. 
Como  fue  probado  en [ 191, el semigrupo  de este proceso estocástico, tiene una  extensión 

cuántica a B(3.t) donde 'FI = &(IR). El generador  formal tiene la siguiente  expansión  de 
Lindblad: 

Sean D el  espacio  de  todos los 7c, E ;FI que son infinitamente  diferenciables, con soporte 
compacto, y que  se 
Por 

Como se yueba en 
de contracciones en 

anulan  en  una  vecindad  del O. El operador G, con dominio D, dado 

[19], G se extiende al generador  infinitesimal  del  siguiente semi,o;rupo 
x: 

donde rt X E R : z2 2 , e Ir, es la función  indicadora  del  conjunto rt. { 
Al menos formalmente, para encontrar esta expresi6n de Wt se  considera  el  siguiente 

problema  de  Cauchy 

y se le  integra por el  método  de las características. El semigrupo  dual  de Wt está dado 
por ( ~ 9 1 )  : 

(W,* f)(z) = (1 - ")" f Ir-t(x) 
Px2 Px2 
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El término @ ( S )  en la forma de Lindblad (2.1.2), se construye  de la siguiente m e r %  
Sea M el  operador  autoadjunto, no acotado, en 31, que  es la multiplicscibn, por &, es 
decir, 

1 1 
d m  M { f E 3-1 : - f (x) E X} (Mf) 7 p f ( ~ ) .  P.: 

y sea el operador  unitario 

(Dcf )(x) = 1c1-3j (E) 
Entonces 

<P(B)[u] = (&Mu, BD,MU) u E D, B E B(7i). 
En particular, @(I)[.] es la forma cuadrática  del operador M2, es decir, es la forma 
cuadrática del  operador  de  multiplicación por la función &. Sean {Pt : t 2 O) el QDS 
minimal  asociado y Q 1  la  transformación  definida  en (2.2.4). Puesto que I E L,(W, &), 
que es un espacio  invariante bajo Q 1  (cosa que  pmbamos  en  el  suiguiente  lema)  tenemos 
que  decidir si 

lim &y( I) = O casi dondequiera. (2.3.4). 
n-o0 

Lema 2.3.3 Pam 4 q u i e r  f E L,(R, &) tenernos que &1 f E L,(R, &) y IIQlfllao 
I l f l l o o .  De hecho, sea p E lR\ {O,  -1) y c = 1 + ,d 

(a) Si /3 < O entonces 
(&lf)(X) = Ee+2~rccq / i z )  

donde [ es  una variable aleatoria positiva con finción  de distribución 
1 

P ( ~ < s ) = l - ( l + s ) ~ ,  S 2 0  (2.3.5) 

(&lf)(x) = ~ e - + 2 ~ f ( a ~ i T j )  

donde 6 es una variable aleatoria cuyos valores están en el intervalo (0,l) y su 
función de distribución  es - 

(b) Si 0 > O entonces 

P([ 5 S) = 1 - (1 - S ) V ,  o 5 S 5 1, 
1 

(2.3.6) 

Demostracibn: Sea f E L,(W, &). Un c&lculo directo  muestra  que,  para x # O, 

(Qlf )(x) = 
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(hemos  usado  que Irt (x,/-) E 1). 

S = nos  lleva a que 
Así que si p < O, como se supone  en a), entonces Ir-, (x). = 1 y el  cambio  de  variable 

donde  es  una  variable aleatoria con función de  distribución (2.3.5). 
Por otro lado,  cuando ,6 > O, con el  cambio  de  variable S = p tenemos 2t 

donde 5 es  una  variable aleatoria con funci6n  de  distribuci6n (2.3.6). Aqui  hemos usado 
que x E si y sólo si z2 > 7 = SS Le., Ir_,(z) = 1 si y sólo si S < 1. 

E n  cualquier caso, es claro  ahora que &If E L,(R, dx) y 11Q1 f llrn 5 11 f I l m .  
I 

El siguiente  lema nos da una  representación  estocástica de l a s  potencias &;f(I). Cuan- 
do ,8 < O, las  sumas  parciales la serie (2.3.1) est& involucradas de tal forma que  será 
claro  que QY(I) va a  cero casi dondequiera  si y s6Io si (2.3.1) diverge  con  probabilidad 
uno. 

Lema 2.3.4 Sea : .f? = 1,2 , . .  .} una sucesión de v.a.i.i.d. ,f3 E R\{O, -1) y c = 1 +p. 

(a) Si ,6 < O y la jhnción de distribución común de las está  dada por (2.3.5) entonces 

(b) Si p > O y Q tiene función de  disiribución (2.3.6) entonces 

(2.3.8) 

Demostración: Para (a), usemos  el  Teorema  de  F'ubini y el  Lema 2.3.3 para obtener 

Q:(I)(4 = E exp (+2 (52 + c2(1 + t2)61}) 

y en  general,  es  posible  probar  que 

pero  la  condicibn, sobre las v.&. &, de ser i.i.d.  implica (2.3.7). 
De  forma  similar se prueba (b), 
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Proposición 2.3.5 Sea 6 una variable aleotoria y las constantes 0 y c como en los l e m a s  
previos. 

(a) Si /3 < O y la finción de  distribución  de 6 está dada por (2.3.5) entonces log( 1 + 5) 
tiene  distribución exponencia1 con pammetm - v, 1 i.e. 

P(log(1 + 6) > x} = e* (z 3 O) 

(b) Si P > O 9 1~ distribución de a t ú  drrdcr por (2.3.6) entonces - log( 1' - 5) tiene 
distribución exponencid con pammetm $. 

Demostración: Sea x 2 O, entonces para (a) 

P(log(1 +t) > LC} = P{t  > e2 - 1) = egp.  
1, 

De la misma  forma  se  prueba (b) 
I 

de la posición de p con respecto a /3' E (-2, O), que  es  el linico número real que  resuelve 
la  ecuación (1 + z)e-2 = -1. Aproximadamente,  el  valor  de ,@' es -1.278.. . 

El problema  de  decidir si las  potencias QY(1) convergen  casi  seguramente a O, depende . 

Teorema 2.3.6 S a n  {& : e = 1,2, .  . .} v.a.i.i.d. y 0, c como en el Lema 2.3.1 

(a) Si 0 > O y 51  tiene  función de distrrbución (2.3.6) entonces 

(b) Si p* < ,8 < O y (2.3.5) es la función de distribución  de  entonces (2.3.1) converge 
con probabilidad uno. 

(c) Si ,l3 _< p" y la distribución es nuevamente (2.3.5) entonces (2.3.1) diverge con 
probabilidad uno. 

Demostracih: Sea f (p) = (1 + @)e-@. Por tanto log j2(/3) = l q ( l  + p)2 - 2p. 
O < f ( P )  5 1 si p 2 O. En = O, f alcanza  el mhimo global. 
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Para probar (a), sea be = c?( 1 - &) y observemos  que 

k 

Los términos a la  derecha  de esta desigualdad forman una serie que, st?@ el Teorema 
2.3.1, converge casi  seguramente  pues 

E10g4f = 1% (1 +PI2 - 2p = log f2(P) < O 

pues p > O. 
Las partes (b) y (c) también son consecuencias  directas  del Teor&na 2.3.1. En particu- 

lar, en  el caso p = p*, la conclusión  se  sigue  porque  log( l+&) E L1 y E log c?( 1+Q) = O. 

Corolario 2.3.7 La solución minimal  de la ecuación (2.1.6) es conservativa si y sólo si 
PLP’. 

Demostracidn: Como ya lo  señalamos,  debemos  verificar  el  criterio  de  Chebotarev  para 
la  conservatividad  (Teorema 2.2.4). Pero  las  ecuaciones (2.3.7) y (2.3.8) junto con  el 
Teorema 2.3.6 muestran  que Pt- es conservative si y sólo  si P 5 p’. 

I 

Nota 2.3.8 El estudio  de la conservatividad  de este QQS fue  hecho  en [19]. Los autores 
obtuvieron  el  mismo  resultado  que  en el Corolario 2.3.7 excepto  el cam p = p, que no 
lograron  cubrirlo  con  sus  métodos. 
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Capítulo I11 
3 Una clase de transformaciones normales, comple- 

tamente positivas y no acotadas. * 

3.1 Introducción. 

En este capítulo, estudiamos la  estructura de  una clase de transformaciones  lineales, 
normales,  completamente  positivas y no acotadas que introdujo A.M. Chebotarev ((131, 
[9]). La clase será denotada  por CPn*(N,F). Los elementos  de esa familia son los 
coeficientes  completamente  positivos  del  generador  formal de una gran variedad de QDS. 
Este estudio lo iniciamos en [21]. Sea 3.c un espacio  de  Hilbert  separable,  llamado espacio 
inicial. El producto  interno  lo  denotamos con (a, a) y a la norma, I I. Sea 3 un espacio 
vectorial topológico densa y continuamente  incluido en 7í. 

El capítulo  estk  basado  en [36] y tiene 4 secciones. Los resultados  principales e s t h  en 
las  Secciones 3.2 y 3.3. En la Sección 3.2, cuando F C 7í es un espacio de Hilbert, 
el Teorema 3.2.5 y el Corolario 3.2.6 proporcionan  caracterizaciones  constructivas de 
CPn,('FI, F) en  el  mismo  sentido  en  que  el  Teorema  de Kmm (ver Teorema 1.2.7) p r e  
porciona  todos  los  posibles  ejemplos  de  elementos  de CPn(3.1). En la Secci6n 3 . 3 , 3  es el 
límite  proyectivo de  espacios  de Hilbert, y el  Teorema 3.3.1 junto con el  Corolario 3.3.2 
caracterizan CPn,('H,F'). En la Sección 3.4, presentamos  algunos  ejemplos y comentar- 
ios.  Primero  recordemos la definición  de  los conos CPn('FI) y CPn,(R, 3) al tiempo  de 
señalar sus propiedades  básicas. 

Definición 3.1.1. CPn(3.C) es el cono de todos las transformaciones  lineales 

R : B(7-l) + B(3.c) 

que son completamente  positivas y normales ([6],[68]). 

Sea R E CPn(?!). R está definido  en toda el agebra de Banach B ( W ,  Se puede 
probar que la normalidad  de R implica  que es cerrado, así que R es  acotado. 

El Teorema  de Kraus ([59], Teorema 3.3, p. 217 o bien  Cap. 1. Teorema 1.2.7) carac- 
teriza a CPn(3.c) en  el  sentido  de  proporcionar  todos  los  ejemplos  posibles  de CPn(3.C). 
Concretamente, R está en Cpn(7-i) si y sólo  si existe una sucesión {Ak} en B(3.C) tal que 
Zk A; Ak converge  fuertemente a un operador  acotado y 

R ( X )  = 14;XAk X E B(3.c). 
k 

Sólo  para  dar un ejemplo  de  una  transformación  lineal,  normal,  completamente  positiva y 
no acotado, supóngase  que ?f = &(It), y recordemos  que  en  el  ejemplo 1.4.7 se consideró 
el  generador  formal  de  Lindblad 

L(B) = @(B) - - (@(I)B + B@(I)} + i [ H ,  B] 1 
2 
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donde B E B('FI), @(B) = -i-$B$ y H = O. 
Este generador  puede  considerarse  como una extensión  cuántica del Laplaciano en B, 

y la ecuación maestra  asociada  corresponde con una extensión cuántica de la ecuación  del 
calor.  La  transformación @ ( S )  es un ejemplo  natural  de una transformackh completamente 
positiva no acotada. 

Sobre CPn(3-c) definamos la familia de  pseudométricas 

R3 = {eA$ : A C 3, B c B(3.1) } € l a g  : CPn(3.I) X CPn(3I) -+IR+ 

Los indices  son  parejas (A, B), donde A es un conjunto compacto y absolutamente convexo 
en 3, B es un conjunto  compacto en la topologia  ultredbbil de B(R), absolutamente . 

convexo y 
(3.1.1) . 

donde @I, @ z  E CPn(3-c). Notemos  que la familia de pudométricas (3.1.1) depende  del 
espacio 3. 

Recordemos  que  los  conjuntos  precompactos  de la topología  ultradébil de B ( 8 )  son 
todos  los conjuntos acotados en  norma ( [5] ) .  7 2 ~  induce  en CPn(3.I) una estructura de 
espacio  topol6gico  uniforme  por  lo  que  tiene una completaci6n ([57], Teorema. VI.28, 
p.196). 

Definici6n 3.1.2. CPn,(3-cC,3) es la completaci6n de CPn(8) con  respecto a l a s  
pseudométricas (3. l. 1). 

Ustmms la misma  notación  que  en (3.1.1) para  las  pseudométricas  en. CPn,(3-c, 3). 
De la forma  en  que se construyen  completaciones de  espacios  topológicos  uniformes, 

([57],  Teorema VI.28, p. 196), se sigue  que CPn,(X, 3) es  el  cono  de  todos l a s  transfor- 
maciones CP : B ( N )  x 3 x 3 --t C tales que existe una  red  en CPn('FI), {aa}=&, (1 es un 
conjunto  dirigido)  que  converge a CP en  el  sentido  siguiente:  para todo  conjunto  compacto 
en F, A c 3 y todo  subconjunto acotado en norma B C f 3 ( 7 i ) ,  

eA,B(@a, @) 0. (3.1.2) 

Si 3 = X, es claro que CPn*('H, 3-c) = CPn(3.I). Si 3 es  metrizable, las siguientes 
propiedades  son  condiciones  necesarias para que un objeto CP pertenezca a CPn*(8,3). 

Propiedades  algebmicas: 

(a) @ ( e )  [., a ]  es una transformación  sesquilineal en las  variables  vectoriales y es lineal  en 
la variable  operador. 

(b) @ ( . ) [ a ,  .] es CompEetamente  Positivo, esto es 

46 



Propiedades  de continuidad: 

Para X E B(%) fijo, @(X)b, -1 es continua en T X 3. 

Para + c.3 fijo, @(.)[+I es una funcional  lineal normal ~ ( 3 . 1 1  i.e., 

X = sup X, implica que sup @(X,,)[$].= @(X)[$] 

para cualquier  sucesión  creciente y acotada en norma {Xn) de  elementos  positivos 
en B(3C) 

n 

De hecho, l a s  propiedades  algebraicas (a) y (b) son consecuencia  de la convergencia pun- 
tual de  elementos  de CPn(3.1) y las  propiedades  de  continuidad (c) y (d)  se  siguen  de  la 
convergencia  uniforme  sobre  conjuntos  compactos. 

Si R es un elemento  de CPn(N), entonces  transforma  operadores  positivos en operade 
res positivos.  Puesto  que  para  cualquier  operador  acotado y autoadjunto X la desigualdad 
X 5 IlX I se cumple,  se  sigue  que 

IINX)lloo L llXlloo l I W ) l L  (3.1.3) 

Una desigualdad  similar  se  cumple para l o s  elementos  de CPq('H, 3) como consecuencia 
de las propiedades  algebraicas (a) y (b): 

I@(X)[+, +I1 I llXll00 I@(I)[+, 3 4 1 7  (3.1.4), 
donde X es acotado y autoadjunto y .J, E 3. En adelante,  supondremos  que F es metri- 
zable. 

Una conjetura natural  es  que  las  condiciones (a)-(d)  también son  suficientes  para  que 
un elemento @ pertenezca a CPn*(N7T). Probaremos esta conjetura cuando 3 es un 
espacio  de  Hilbert  (Sección 3.2) y cuando 3 es el  límite  proyectivo  de  espacios  de  Hilbert 
(Sección 3.3). Un ejemplo  de esta última  situación es 3.1 = L2(R), y F es el  espacio de' 
Schwartz  de  funciones  suaves y rtipidamente  decrecientes.  Se sabe que ([67j) el  espacio  de 
Schwartz es el  límite  proyectivo  de  los 
y N es  el  llamado osciludor umdnico 

espacios {%&>O, donde x k  es  el  dominio  de N4 - 

(-"$ dL +S2+ 1) 

De aquí en  adelante  para  cualquier  forma  sesquilineal a, escribiremos a[+] = u[+, $4. 
Sea &(3) el  espacio  de  formas  sesquilineales  continuas  sobre 3. 

Con estas notaciones, las condiciones  necesarias (a)-(d) dicen  que CPn,(3.1,T) est6 
contenido  en el conjunto de  todos l a s  transformaciones  lineales @ : B(3.1) B+(.F) que 
son  completamente  positivas y normales  en  el  sentido  de  las  condiciones (b) y (d). 

Si F es un espacio  de Hilbert,  identificamos &(F) con el  espacio B(T) de  operadores 
acotados sobre F por  medio  de la ecuación 

a[cF,+I = ( V 7 A + b ?  
donde (., -)F es el  producto interno en F, a E &(F) y A es el  elemento  de B(T) que 
representa a la forma  sesquilineal a. 
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3.2 Completaciones  generadas  por espacios de Hilbert 
Esta sección la dedicamos al caso  más  simple  cuando 3 e8 un espacio  de  Hilbert  densa y 
continuamente  incluido  en ?i. Primero eskabiezcamos una propiedad  sencilla  de  los mnm 
CPn,('FI, 3 )  válida  para  cualquier  espacio vectorial topol@co  metrizable 3. 

Proposición 3.2.1. Supongamos  que 3 1  y 3 2  son espacios vectorides topológicos 
metrizables y 3 . 1 '  es un espacio de Hilbert 3 1  está densa y continuamente incluido en 32, 
y 3 2  está  densa y continuamente incluido en 'H. Entonces 

CPn, (x, 3 2 )  E CP% (%31) (3.2.1) 
La transformación inclusión es uniformemente continua. 

Demostración. Hay una  forma  natural  de  ver a B,,(32) como subespacio de B*(.Tl) : 
Como 3 1  eat&  contenido en F 2  entonces  cualquier  forma sesquilineal continua  en 3 2  e8 una 
forma  sesquilineal  sobre 3;. Dado  que la topología de 3 1  es más füerte que la topologia 
inducida  por 3 2 ,  la restricción  también e8 una forma  sesquilineal  continua en 3 1 .  Por lo 

Notemos  que  cualquier  conjunto  compacto  en 3 1  también es un conjunto compacto 
tanto, (32) E &(TI)- 

en 3 2 .  De aquí que, 
C 

Esto muestra  que la transformación  identidad 

Sea CP E CPn,(X,&); entonces @(X) E &(32) para cada X E B(N).  As' 1 que, por 
restricción a F', @(X) E E?*(&) y existe una red {@=la en CPn(3.1) que  converge a 
en la topología  luducida por R F ~ .  Entonces @, = i (@,J converge a a (a): m la topología 
inducida  por RF~. Por lo tanto, [;(@)](X) es la restricción de @(X) a 3 1  y la inyectividad 
de  se  sigue  de  la  densidad  de 3 1  en F 2 .  Así , obtenemos (3.2.1). 

I 

En adelante, ya no usaremos la notación a para  la  transfomiación  inclusi6n de 

sólo nos referiremos a ella como la tmnsfonnación inclusión. 
En el resto de la sección,  supondremos  que 3 es un espacio  de  Hilbert, densa y 

continuamente  incluido en X,  con  producto  interno y norma  denotados,  respectivamente, 
Por 

( ( - 9  9) Y I I  II 
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Proposición 3.2.2. Existe  un openzdor densamente  definido, no negativo y autoad- 
junto A en Ií y que satisface que 

3 = d o m A  (A?cI,Acp> = (i?cI,cp>) (3.2.2) 

y O está e n  el conjunto resolvente  de A. 
Demostración. Puesto  que 3 está continuamente  incluido  en N, existe  una  constante 

positiva K tal que 

Sea a[$, cp] = (($, 9)). Se puede  probar  que la forma  cuadrática a e8 densamente  definida, 
positiva y cerrada con  dominio 3. Por los Teoremas  de  Itepresentaci6n  de Kat0 ((551, 
Teoremas VI. 2.1 y VI.2.23, pp. 322 y 331), existe un operador  densamente  definido, 
positivo y autoadjunto A tal que  dom A es un subespacio  denso en 3, dom Ab = 3, 

a[$, 91= ( A ~ $ , A ~ P )  +, cp E 3, 

IuI I Kll.11, u E 3: 

Y 

Sea A = Ad. Debemos  probar  que O pertenece a su  conjunto  resolvente. Es suficiente  con 
mostrar  que A tiene inverso acotado. Para u E dom A tenemos 

jAul lul 2 (u, Au) = llu112 2 K-21~12. 

De aquí , es  claro  que  kerA = O y si u#O 

IAul 2 K21uI. (3.2.3). 

Como A es  autoadjunto y kerA = O, su  rango es denso  en 3.1. Probaremols ahora  que  el. 
rango  de A también  es  cerrado. Sea {xn} una  sucesión  en  dom A y y E ‘H tal que Ax, + y. 
Entonces por (3.2.3), {xn} es  una  sucesión acotada en N a s í  que tiene  una  subsucesión 
{y,} que es débilmente  convergene a algún v E N. Para cualquier z E dom A, 

(U,  Az) = l $ ( ~ , ,  Az) = l&(Aym, Z )  = (y, z).  

Por lo tanto v E dom A* = dom A y y = A*v = Av E rango  deA.  Dado  que  el  rango  de 
A = ?f y A” es un operador  simétrico  definido  en  todo Ií, es acotado. 

I 

Nota 3.2.3. 

(i) Puesto  que O está en  el conjunto  resolvente  de A, entonces  el  operador A es un 
isomorfismo  unitario  entre 3 y ‘H. Esta es la clave para dar la caracterización de 
CPn,(Ií, 3). 

(ii) Sea X : B(%) .--) B(F) definido por Is ecuación A(X) = A-lXA. Debido a que A es 
una  transformación  unitaria  de 3 en N, X es un  isomorfismo  que transforma  el  opera- 
dor I de ‘H en  el  operador I de 3. En particular, X es  una  transformación  invertible, 
completamente  positiva,  normal  e  isométrica. A-’ tiene l a s  mismas  propiedades. 
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(iii) Por (3.2.3), A" tiene  norma  menor o igual  que P 2 .  El que A sea autoadjunto 
implica  que A es  mayor o igual  que K veces el operador  identidad  en 'H. Si  fuera 
necesario,  introducimos  en 3 el  siguiente  producto  interno,  equivalente  al  original, 

por  lo  que  podemos  suponer  sin  pérdida  de  generalidad,  que K = 1 y A 2 I. 

Escribiremos A, = A(1+ €A)-', y para x E 3.1 x, = (1 + rA)-'x. 

Proposición 3.2.4 Pam cualquier A C 3 que sea un compacto en la topo¡& de 3, 
la conurnencia 

IAz, >< A x e l  "+ 1 A z  >< Az) 
cuando E + O ,  con respecto a la noma de la tmza, es uniforme en x E A. 

Demostración. Sea z = Ax, entonces z, = Az, y, por la desigualdad  del  triángulo 

11 I t ;  >< z,l - I Z  >< Z I  111 5 2 - Z I  1 .~1  =='2 I h ,  - AX( l A ~ l  
que va a O si E "+ O. Para probar  que  la  convergencia es uniforme en x E A, notemos  que 
(1 + €A)-' crece  a 1 y Ax pertenece a A(A) C 'H que es un conjunto compacto  debido 
a  la  continuidad  de A como  operador  de 3 en 3.1. Así que,  podemos aplicar el  Teorema 
de  Dini para  probar  que ](I - (1 + eA)-')u( decrece a O uniformemente para u E A(A) si 
€ + o. 

m 
El siguiente  resultado nos da la caracterización  completa  del cono CPn+(3.1,3). Sea 

X la  transformación  definida.en el inciso (ii)'de la Nota  3.2.3. 

Teorema 3.2.5. Sea o = {X o R : R E CPn(3.1)) y sea E el conjunto de todos los 
elementos CP que satisfacen las condiciones (a)-(d) de la Sección 3.1. Entonces 

o = CPF*('H,F) = E. 

O 
Demostración. Probaremos  que Q c CPn,(R, 3) y E c Q. Como CPn,(3.1, 3) c E, 

la  prueba estará completa. 
Sea R E CPn(R). Cualquier  elemento  de la forma X o R es una transformaci6n de 

8('H) en 8(F) = &(3) (ver la Sección 3.1 para la notación).  Cualquier X E B(R), 
(X 0 R)(X) tiene la siguiente  expresi6n  explícita como  forma  sesquilineal: 

Definamos R,(X) = A,R(X)A,. Notemos  que Re(.) pertenece a CPn(3.1) porque A, E 
O(%). Afirmamos  que R, -+ X o R si e + O, con respecto a las pseudométricas (3.1.2). 
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Podemos  probarlo  de  diferentes  formas. Por ejemplo, usemos (3.1.3), (3.2.4) y el  hecho 
de  que A, es  autoadjunto:  si $ = cp E 3, tenemos 

l($,&(X)+) - (Xofi)(X)[$]l= I(A$e,R(X)A$c) - (A$,R(X)A+)I 

= I t . { ~ ( X ) [ ~ A + ,  >.< A+e1 - >< A+t]}l I 
IlXlloo IlR(~)lIoo I1 IA+e >< 4 4 1  - IA+ >< 4 1  111. 

Esta desigualdad junto con la Proposición 3.2.4 muestran  que la convergencia es uniforme 
si X se  restringe a subconjuntos de B(3-1) acotados en la norma, y si + pertenece a 
cualquier  subconjunto  compacto  de F. Así , A o R E CPn,(N,T). 

Por  otro  lado,  sea @ E E. Para cada X E 8(3-1), @ ( X )  E &(F) = B(F) y es 
completamente  positivo y normal en el  sentido  definido  por  las  condiciones (b), (c). Sea 
R = X-' o @, Por lo  que R es una  transformación  lineal  de B(3-1) en sí mismo. La 
positividad  completa y la normalidad  de R se siguen  de la representación  de R como 
composición  de  transformaciones  completamente  positivas y normales.  Por  lo tanto, R 
estáenCPn(3.1)y@=AoREG. 

I 

Corolario 3.2.6. Tenemos lo siguiente, 

1. Pam cualquier @ E CPn,(3-1,3), &te una sucesión de opemdores acotados en 3.1, 
(Ak) E B(?t) tal que & A;Ak converge fuertemente y 

@(x) [$, = XAkA$) x E a(3.1) $, 9 E 3 
k 

2. Las condiciones (a)-(d) de la Sección 1) son sujicientes para que un elemento @ se 
encuentre en CPn, (X, 3) 

3. Cualquier elemento de CPnl(?í,3) es el lámite de una sucesión de elementos en 
CPn(X) con respecto a la topologib inducida por RF. 

Demostración. Sea R E CPn(3-1) y @ = X o R. Para probar la parte 1, recordemos 
que  por el Teorema  de Kraus, existe una  sucesión {Ak} en B(3-1) tal que x k  AfAk converge 
fuertemente y 

R(X) = A;XAk v x E s(3.1): 
k 

Por lo tanto, por (3.2.4), tenemos  que 

@(x)[p, $1 = (AV,  B(X)A$I) = E(Ak&,XAkA$). 
k 

La parte 2 es  inmediata. La prueba  de la, parte 3, se sigue  de la prueba  del  Teorema 3.2.5: 
tomemos E = i, entonces {RL JnEN es una sucesión  aproximante. 

n 
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3.3 Completaciones generadas por limites  proyectivos de espa- 
cios de Hilbert. 

Supongamos ahora  que 3 es un espacio de Hilbert Contable i.e., 3 es un espacio  vectorial 
topológico  localmente  convexo y completo  cuya topologia estA,clada por  una  sucesión  de 
seminormas  de  Hilbert {I I , , } n c ~ u ( o ) .  Sea N,, la completación  de 3 con respecto a la 
seminorma I I,,. Se sabe que 3 es el lzinite pnqectivo de la sucesión  de  espacios  de 
Hilbert X,, y por lo tanto, es un espacio  de M h e t  mfiexivo. ([67j, Proposición 1.2.1, p. 
4); en  particular, es metrizable. 

Suponga  que l o s  espacios %,, forman una  sucesi6n  decreciente: 

(3.3.2) 

Puesto que 3 es denso  en cada X,,, x+1 esth  densa y continuamente  incluido  en X,,. 

la  siguiente  sucesión  creciente 
Tomemos % como  el  espacio de Hilbert  inicial 3.1. Por la Proposición 3.2.1, tenemos 

Teorema 3.3.1. La siguiente representación se cumple: 

Demostración. En vista de (3.3.3), la unión  los conjuntos cPn,(N, Xk) está contenida 
en CPn,('H, F). Para probar la contención mcíprocct, notemos  primero  que  cualquier 
elemento G E f3* (3) es  una  forma  sesquilineal  continua por lo que existen dos  seminormas 
I - y I I m ,  y una  constante  positiva. M, que  depende  de G, tal que 

esto  se puede probar  imitando la demostración  de la misma  propiedad para formas  bili- 
neales  conjuntamente  continuas ([82], Capítulo 41, p. 420). Por.(3.3.2), podemos  suponer 
que k = m. Por lo que G tiene  una  única  extensión  conjuntamente  continua a ak, dado 
que 3 es  denso  en ?íF. 

Sea (9 E CPn*(%,F). Entonces @(X) E &(F) para cada X E B(H),  y existe un 
espacio  de  Hilbert %k, al  cual @(X) puede ser extendida como  una  forma  sesquilineal 
conjuntamente  continua.  Denotaremos a esta $tima  forma  por  el mismo símbolo @(X). 
El índice IC depende  de y .de X pero aseguramos que es posible  elegir  el  mismo  índice k 
para todo X, por  lo  que  sólo  dependerá  de 9. De hecho, consideremos un espacio de Hilbert 
%k donde @(I) pueda  ser  extendida  continuamente.  Entonces,  por (3.1.4), tenemos l a s  
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siguientes  desigualdades para cualquier  operador  autoadjunto X ,  todo ?,b E F, y alguna 
constante  positiva M, 

Puesto que  cualquier  operador es combinación  lineal  de  operadores  autoadjuntos y 
CP es lineal en la variable operador, @(,Y) E B e ( % ) ,  para cada x E B('H). En otras 
palabras, 9 E CPn,('H, ' H k ) .  Así , obtenema (3.3.4). 

I 

De (3.3.3) y (3.3.4), vemos que al conjunto CPn,('H,F) se le  puede dar, de  manera 
natural la topología de límite inductivo. Por definicih,  esta topología es la más  fuerte 
en CPn, (3.1, F) que hace  continuos l a s  transformaciones  inclusi6n de CPn, (X,  R k )  en 
CPn,(R,F) k 2 O. Por la Proposición 3.2.1, la topología  inducida  por RF también 
hace  que sean continuas las transformaciones  inclusión. Por lo ianto,  esta topología es 
más débil o igual que la topolw'a de límite  inductivo. Es un problema abierto decid&  si 
ambas  topologías  son  equivalentes. 

Corolario 3.3.2. Tenemos lo siguiente, 

1. Pam cualquier CP E CPn,(N,T), exiate un  opemdor  densamente definido, positivo y 
autoadjunto A y una sucesión ( A k } ,  de openadores acotados en 3.1 tales que Ck 
es fuertemente convergente y 

2. Las condiciones (a)-(d) en la Sección 3.1 son suficientes pam que un elemento CP. 

pertenezca a CPn,(X, F). 

3. Cualquier elemento de CPn,(?í,T) es el limite de una sucesión de elementos en 
CPn(3.1) con respecto a la topología inducida por R3. 

Demostración. Recordemos  que 7& es nuestro  espacio  de  Hilbert  inicial X. Sea 
CP E CPn,(X,T). Por el Teorema 3.3.1, existe un índice k tal que @ E CPn,(R,Zk). 
Para probar  el  Corolario,  apliquemos la Proposición 3.2.2 y el  Corolario 3.2.6 al espacio  de 
Hilbert Xk. Concretamente, sea A el operador  densamente  definido  positivo y autoadjunto 
descrito en la  Proposición 3.2.2; sea {Ak} la sucesión  en B(3.1) y sea {Rt 1 la sucesión en 
CPn(X) del  Corolario 3.2.6. {Rt } converge a @ en la topología de CPn,(3.1, Xk) pero 
CPn,(H, Xk) es continuamente  incluido en CPn,(3.1,F) (Proposición 3.2.1); por lo que la 
convergencia  de {Ri} también  es  en la topología de CPn,('H, F). Esto termina la prueba. 

I 
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3.4 Ejemplos y Observaciones. 
Los primeros dos ejemplos están relacionados con formas cuadráticas no cerrables.. 
Ejemplo 3.4.1. Presentamos aquí un ejemplo de @ E CPn, (R, F), done @(I) es  una 
forma cuadrática densamenta  definida  en 3.1 pero existe un elemento X en D(R), tal que 
@(X) no  es cerrable a pesar  de  que se cumple la desiguladad (3.1.4). 

Recordemos  que una forma cuadrhtica es cena& si tiene una  extensión cerrada ([55],  
Cap. VI,  Sección 1). Una  condición  equivalente a la cerrabilidad  es la siguiente ([55], Tm. 
VI.1.17, p. 315) 

Sea 7i = Lz, las sucesiones  cuadrado  sumables  de  números  complejos. Sea N el  operador 
de  número  que ya introdujimos  en el Capítulo I Le., 

dom N = ((an) E 3.1 : (m,) E N), N((%)) = (w). 

Para k E N u {o}, sea %k = h h ' i  con  producto  interno (9, T,¿J)k = (Ntcp, Ni$). 
Sea 3 = n k x k .  3 es el  espacio  de  todos los elementos  en {a,) E 3.1 que  para 

todo IC E N U {O}, {n'u,,} E 3.1. Se sabe que 3 es denso en cada I)ik ( [yo] ,  PP. 142, 143). 
Definamos 

@(X)[$] '= (N$$, XN$$) 

Sea IC = 3 A = N % ,  Al = I ,  y At = O para L 2 2. Con estos  operadores, 9 tiene la 
estructura  descrita en  el Corolario 3.2.6. Esto muestra  que @ E CPn,(3.1,7&) y por 10 
tanto E CPn,(7i,3). Ademb, @(I)[$] = 1NtT,¿J12 es una forma  cuadrhtica  positiva y 
densamente  definida  con  dom @(I) = dom N!. Por la desigualdad  de Schwa,&, (3.1.4) se 
cumple  para  todo X E B('H). Sea (e,} la base can6nica de 3.1, i.e., todas las coordenadas 
de e,, son cero  excepto  la n-ésima que es igual a uno. 

Sea $n = N-ze,, = n'ae,. Entonces ?,bn "+ O y N3T,¿Jn = ne,,. Sea z = (2)- E ')I y 
X = 1. >< 21. Tenemos 

3 

1 1 3 
n =l 

3 
(2, N5?+hn) = (s,nen) = 1. (3.4.1) 

Para todo T,¿J E 3, 

En particular, usando (3.4.1) y (3.4.2) obtenemos 
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Ejemplo 3.4.2 Con una  modificación  del  Ejemplo 3.4.2, presentamos  en  seguida un 
ejemplo de (9 E CPn, (N,  3) tal que @(I) no es una forma cuadrática  cerrable  sobre 'H. 
El ejemplo resalta el  hecho  clave  en  nuestro  enfoque: @(I) no necesita  ser una  forma 
cuadrtitica  cerrable en el  espacio  inicial pero debe ser acotada en algún espacio de  Hilbert 
densa y continuamente  incluido  en el espacio  inicial. 

Sean 'H, 3 y z E 'H como  en el ejemplo previo. Sea y = ft. Entonces Iy >< y( es una 
proyección  ortogonal.  Definamos @(.)[a, -:I de la siguiente  manera: 

Nuevamente, (9 E CPn,('H,F) porque @ E CPn,('H,'H3) con A = Ni, AI = ]y >< y1 y 
A k  = O para IC >, 2. Además, 

@ ( O b 1  = I(Y,Nf412 
A s í  que esta forma  cuadrática es igual a un múltiplo  escalar  de la forma cuadrática del 
Ejemplo 2; por  lo  que  tampoco es cerrable en N. 

I 

Ejemplo 3.4.3. Sea 3 un espacio de Hilbert  densa y continuamente  incluido  en 'H. Sea 
D c 3 un subespacio  vectorial y @ : B(X) x 2) x 2) + @, una  transformaci6n que cumple 
con las condiciones 11.2 del Capítulo 11. Si las  dos  condiciones  siguientes se cumplen 
entonces @ se puede  extender a una  transformaci6n, que  seguiremos  llamando @, definida 
sobre B(7-i) x 3 x 3 y tal que Gi E CPn,('H,F): 

(i) 2) es  denso  en F 
(ii) Existe una  constante  positiva M t d  que 

Demostración. Las dos  condiciones  implican  que +(I) es una  forma  cuadrática den- 
samente  definida,  positiva y acotada en 3 por  lo  que tiene una única  extensión a todo 
3. 

Si X E B+(Z) entonces X 5 liXJlaI por lo que  para  todo p E D 

0 5 @(X>[pI L Ilxllrn@(ml L M llXllooII~l12, 

lo  que garantiza que @(X)[.] también  se  puede  extender  de  manera  única y acotada a toda 
3. Del mismo modo,  puesto  que  todo X E B ( N )  es combinaci6n  lineal  de  operadores 
positivos, se concluye  que @(X)(-] se extiende  de  manera  acotada y única a toda 3. 

Es claro que la transformación  extendida (9 satisface  las  condiciones (a), (b) y (c) de 
la Sección 3.1. Falta verificar la condici6n  de  normalidad (d). Sean O 5 XI 5 X2 5 . . . 
una sucesión no decreciente  de  elementos  en B+(X) tales que X = limXn E B('H). Por 
demostrar  que  Gi(X)[p] = lim@(Xn)[cp] Vp E 3. Si cp E D no hay nada  que  probar. Si 
'p E F pero  no  necesariamente  elemento  de 27, entonces  existe v n  E 2) tal que 'p,, - p en 
3; Consideramos la sucesión  numérica  con  doble  índice, 

n 

n 
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ES ~ h - 0  que si uno de los indices, n o k, permanece fijo y el otro se hace tender a infinito 
entonces hay umite. Sin embargo,  aseguramcjs  que lim @(&)[$ok] existe de U& 

forme  en  el índice n. Para probarlo  notemos  que,  como cada X, es positivo, (@(xn)[.] )1/2 
es una seminoma por lo que  podemos utilizar la desigualdad  del trihgdo 

Loo 

Por lo tanto, el límite  doble  de (3.4.3) existe así como sus dos límites  iterados; además 
l o s  tres son iguales ([2], Tms. 19.6 y 19.10 pp 155-157). Por lo tanto 

@(X)[$o] = lim@(X)[pk] = limlim@(X,)[pk] = limlim@(X,)[pk] = lim@(Xn)[cp]. 
k k n   n k  n 

I 

Ejemplo 3.4.4. En [l?] y (181 EE consideran  operadores G, Le (e = 1,2,3, . . .) que 
aatmfacen la siguiente  hipótesis. 

A El operador -G es el  generador  infinitesimal  de u11 ae:migrupo de  contracciones 
fuertemente continuo Wt en N. El dominio  de los operadores (LC)& contiene  a D, una 
esencia  de G. Para todos u, u, E D, tenemos 

El objetivo de este  ejemplo  es  probar que si definimos 

O0 

@(X)[V, U] = ~ ( L C P I ,  XLeu) X E B ( N )  U, 21 E D 
e=1 

entonces @ se puede extender, de  forma única a un elemento  de CPn,(X, F), en  donde a 
3 = dom G y lo dotamos de la norma  de  Hilbert 

que como lo observeunos en el capítulo  anterior, es equivalente  a la norma  de la gráflca de 
G, debido a la desigualdad (2.1.3). 
Bastará con probar  que @ satisface l a s  condiciones  del Ejemplo 3.4.3. 

Las propiedades (a) y (b) de la Condición 11.2 del  Capítulo 11, son obvias. Con  el 
Teorema de  Convergencia  Dominada se puede  probas la propiedad  de  normalidad,  por lo 
que la  Condici6n 11.2 es satisfecha. Por hip6tesis, 2> es denso en 3. Para probar (ii) del 
Ejemplo 3.4.3, notemos  que  para cada, e =  1,2,3,. . ., u E 7 3 ,  
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Nota. Puede ser de interés saber cuál es el  operador positivo autoadjunto A cuya 
existencia  asegura el Teorema 3.2.5. En este caso, A = II +GI, el valor absoluto  de I + G. 

Ejemplo 3.4.5. Sea D c 7f un subespacio  denso. Sea C : B(7f) x D x D -+ C con  la 
expansi6n  de  Lindblad (2.1.2) 

donde G, @ y D satisfacen  las  condiciones 11.1,  11.2 y 11.3 del  Capítulo 11. Si a D le 
damos la  norma  de  Hilbert (3.4.4) entonces 

(i) 9 se puede extender, de manera  única, a un elemento @ E CPn,(X,T) donde 
3 = dom G con la norma  de  Hilbert (3.4.4). 

(ii) Existe una  sucesi6n de operadores (Le)& tales que E dom Lt 2 D y 
C=l 

Demostración. 

(i) Como D denso  en 3 y 9 satisface  las  hipótesis del  Lema 2.1.1 entonces, por 11.3, 
la  desigualdad 

2Re(u, Gu) 5 II + GuI2 

y la definici6n  de la norma (3.4.4), 9 cumple  con las hip6tesis  de  nvestru  Ejemplo 
3.4.3, por  lo  que  existe  una  única  extensión 9 : B(7f) x 3 x 3 + C tal que 
9 E CPn,(íY,T). 

(ii) Sea A = II + GI, el  valor  absoluto  de I + G. Como 9 E CPnz(7f, F), entonces,  por 
el  inciso 1 del  Corolario 3.2.6, existe  una  sucesión {At)& en B(7f) tal que 

O0 

@(X)  [9, $1 = (ACAP, XA.2 A+>. 
e=l 

Sea Lt = AeA.  Observemos  que  dom Le = dom A = dom G 2 D. 

Nota: Si 3 = dom G con la norma (3.4.4), entonces 

(a) El Ejemplo 3.4.4 muestra  que  la  hipótesis A de [17] y [18] implica  que 

@ E CPn*(7f,3) y C(I)[Cp] = o vp E T. 

(b) La afirmación  (i)  del  .Ejemplo 3.4.5 muestra  que l a s  condiciones 11.1,11.2 y 11.3 del 
Capítulo I1 implican  que 
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(c) Una  revisión  cuidadosa  de la afirmación  (ii)  del  Ejemplo 3.4.5 muestra  que  las  condi- 
ciones 

E CPn*(R,3) y C(l)[y]  = o  'p E 3 

implican  la  hipótesis A de [17] y [18]. Por lo tanto, tenemos  que  las  siguientes 
condiciones  son  equivalentes 

(i) Hipótesis A de [17] y [18] 

(ii) 11.1,11.2 del  Capítulo I1 y C(l)[y?] = O Vy E 3 

(iii) ip E CPn,(%,T) y C(I)[pJ = O Vp E 3. 

Ejemplo 3.4.6. Sean f., G y CP como  en el ejemplo  anterior pero 

Para cada n E N, sea F, el operador  positivo y definido  sobre  todo X, a trav6s  de su 
forma  cuadrática 

(21, Fnu) = Qi(I)[nR(n, G)u] 

donde R(n, G) es el  operador (nl + G)-', resolvente  de G. Entonces 

Por otro  lado sean A un operador  densamente  definido,  positivo y autoadjunto, 3 = 
dom Ai con la norma  de la gráfica. Supóngase a d e d  que dom G c 3 y que  dom G es 
esencia  de Ai.  Si 

(u, Fnu) 5 C,IA~UI, n E N, U E dom G 

donde la  sucesión  num6rica {Cm} es tal que  lim  inf-, Cm < OO. Entonces CP tiene una 
única  extensión a un elemento  de CPn, (R, 3), 
Demostración. Puesto que F, es positivo y está definido  en todo E, concluimos  que 
debe ser acotado. 

Para probar la siguiente  afirmación  sea M = lim  inf,,, C,. Por  el  Lema 2.1.1, tene- 
mos  que para todo X E B ( X )  y 'p E dom G 

CP(I)[v] = 2Re(p, Gp) = liminf(p,F,cp) 5 M/h'/2pJ = M11v1I2 
n-aa 

como  estamos  suponiendo  que D es denso  en T entonces  se  satisfacen  las  condiciones  del 
ejemplo 3.4.3, por  lo  que CP se  puede  extender a un  elemento  de CPn,(R,3).  

a 
Como  lo  mencionamos en  la  Sección 3.1.1, si 3 es un espacio  de  Hilbert  densa y conti- 

nuamente  incluido  en 3-1, hay una forma natural de  ver al espacio  de formas sesquilineales 
acotadas en 7í como un subespacio  del  espacio  de  formas  sesquilinedes acotadas en E si 
X E B ( X )  y restringimos 

(u, x4 
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a u,v E 3. Por lo tanto, existe j(X) E B ( 3 )  tal que 

Un cálculo  directo  muestra  que j(X) es la restricción a 3 del  operador A-lX, donde A es  el 
operador tal que A = All2 de la Proposición 3.2.2. Esta transformación j : B(X) + B(F), 
jugará un papel. muy impoitante en  el  siguiente  capítulo. 

Ejemplo 3.4.7 ([39]). 

(i) j E CPn,(E,F). En particular j es continuo con respecto a las  topologías  ul- 
tradébiles de B(3-1) y B ( 3 ) .  

(ii) El rango j(B(7-l)) es ultraddbil  denso  en B(3). 
Demostración 

(i) Si u y v en 3 y X E B(7-l), 

((u,j(x)v)) = (u, x u )  = 

por  lo  que j E CPn,(3.1, 3) pues  con  los  operadores A = All2, Al = A-l12, A( = O, 
e =  2 , 3 . .  ., tiene la estructura descrita  en  el Corolario 3.2.6. 

(ii) Sean B E B ( 3 )  y X, el  operador  acotado  en 3-1 definido  por  medio  de 

X, = A(1  + E A ) " / ~ B ( I +  cA)"/~, 

Sea B, = j(X,). Para cualquier p E 3 tenemos  la  convergencia 

((p, B,(c)) = (A'/2(1 + ~ A ) ' - l / ~ p ,  A'i2B(I +  EA)-^/^^) + ((9, Bp)) , 
donde A1I2B : 3 -+ 3.1 es un operador  acotado.  Usando la identidad  de  polarización 
obtenemos  que B, 4 B, en la topología  débil,  cuando E -+ O. Ahora,  el  Principio de 
acotamiento  uniforme nos permite  mostrar T i l a  familia (B,),>o está uniformemente 
acotada en B(F) y entonces B, + B, si E + O, con respecto  a la topología  ultradébil 
de B(3) .  

I 

- 

Ejemplo 3.4.8 Sea (0, S) un espacio  medible  con  una  medida o-finita p. Para cada 
w E !2 sea u(w) un operador  densamente  definido y cerrado  en 'H con  dominio  dom u(20). 
Sea 2, el  subespacio  lineal  de  todos los $J E 3-1 tales que existe un conjunto C E S cuyo 
complemento  tiene  medida cero, 

y la funci6n  real-valuada 
w I.(w)$l 
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es p-medible y pertenece a L2( p) ,  Supongamos  que ID es denso  en 3.1. Sea 

A[% $1 = J (a(w)cp, a(w)+, )AW n 
Es fácil  ver  que  la  forma cuadrática  asociada con A es no negativa  definida y cerr& Por 
lo tanto, por  el  Teorema  de  Representaci6n de Kat0 (ver [S]), existe un operador  positivo 
y autoadjunto A tal que dom Ai = D y A[+] = lAi+12. De hecho, A = b'b, donde b, es el 
operador  lineal con dominio D, rango  contenido  en L2(p, 3c) = L2(p) 8 3.1, y definido  por 
$ w b7c, donde E L2(p, 7 f )  es la clase  de  equivalencia  (mod p) de la funci6n 

Sea 3 = dom Ai con norma  inducida  por  el  producto  interno 

y la norma est&  dada por 
Il lCI l l  = m. 

El que A sea cerrado  implica  que 3 es un espacio  de  Hilbert. Su topología es equivalente 
a la  inducida.  por la norma  de la g r s c a  de A4 = lbl. 

ParaXEB(%)ycp,+EZ,sea 

Puesto  que  las  condiciones 11.2 del  Capítulo I1 son satisfechas  por a, además @(l)[p, $1 = 
A[V, +I 9 

W ) M I  I l l ~ l l ~ @ ~ ~ ~ ~ ~ l ~  
y D = dom Morn A es denso en F = dom Ai entonces se cumplen  las  condiciones del 
ejemplo 3.4.3 por  lo  que * E CPn,(X,F).  
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Capítulo IV 

4 Estimaciones a priori para una clase de QDS 

4.1 Introducci6n. 
En este  Capítulo mostrarnos que, bajo ciertas condiciones, es posible  construir una ex- 
tensión de la transformación @, que aparece como la parte  completamente  positiva  del 
generador  formal  de un QDS, de tal manera  que es posible  aplicar CP no  sólo a operadores 
acotados X en 31 sino  que se aplicará a formas  sesquilineales  densamente  definidas  en 
3.1, pero  posiblemente no acotadas en  %.También  extendemos  el  semigrupo  minimal pt y 
damos  estimaciones a priori  de la extensión. Este problema  fue tratado en [39]; aquí pre- 
sentamos  algunas  simplificaciones y una nueva  prueba  del resultado  principal,  el  Teorema 
4.4.1. 

En la Sección 4.2, introducimos  conceptos  que  originalmente  dieron la pauta  para 
caracterizar CPn*(.)t, 3) cuspdo 3es un. espacio  de  Hilbert (ver [37]). En todo el capítulo, 
el  operador A de la Proposición 3.2.2 ser6  denotado  por Ai.  Como  en el Capítulo 111, el 
espacio incial7-f tiene  producto  interno y norma denotados por 

(., - >  I I. 
A lo  largo  del capítulo, trabajaremos bajo  la siguiente  hipótesis. 

A.l @ E CPn,(%,3) donde 3 es un espacio de Hilbert densa y continuamente in- 
cluado en el espacio de Hilbert  anicial 31. Et p d u c t o  interno y la n o m  de 3, los 
deno tamos  por 

( ( - 9  9) II II 
En la Sección 4.3 formulamos una hipótesis, la A.2, que  permite hacer la extensión 

de @ a formas  sequilineales  no  acotadas y calcular las  estimaciones a priori  del  semigrupo 
minimal  extendido. En lo  que  se  refiere a la conservatividad  del  semigrupo Pt, en la 
Sección 4.4 mostramos  qne la Hipótesis A.2, es equivalente a la Hipótesis C de [18] y que 
el  Teorema 4.4.1 es un criterio de conservatividad del  cual  los Teoremas 4.3 y 4.4 de [18j 
son corolarios. 

4.2 Un espacio  de Banach importante. 
De  acuerdo con lo  que  hicimos  en el Capítulo 111, cada 9 E CPn,(%,3) se puede  pensar 
como una transformación O : B ( N )  + B ( 3 )  lineal,  completamente  positiva,  normal y 
acotada. Aunque el espacio  predual  de B ( F )  es el  espacio  de  elementos  de B(F) que 
tienen traza finita, en esta sección  damos otra representación  del  espacio  predual  de B(F) 
que  será  de  gran  importancia en las  siguientes  secciones. 

Para empezar,  notemos  que  el  Teorema 3.2.5 y las  ecuaciones (3.2.5) muestran  que 

@ ( X ) [ U .  4 = ((u, 9 ( X ) V ) )  x E B(7-l) u, 21 E 3. (4.2.1) 
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Definición  4.2.1 

(a) Sea cy : ir(3-1)  + T(3-1) la transformación  definida  por 

Denotamos  por z(3-1) la imagen  de esta tranformación lined e  inyectiva y por 
%+(X) el  rango  del  cono 7+(3-1) de  los  operadores  positivos  de traza finita. 

(b) Sobre %(%), introducimos la norma 

IIPII.r,(H> = IIa-Yd tl1 (4.2.2) 

donde la transformación inversa de a, a-l, está bien  definido  sobre “,(H). 
Con esta noma a es una isornetria  entre ~ ( 3 - 1 )  y %(E) por  lo  que  el atimo espacio 
completo. 

- 

En seguida,  hacemos un estudio  detallado de %(E). Puesto que cada uno de SUS 
elementos  es  combinación  lineal  de  elementos  en 7,2(%), empezamos con el siguiente 
lema  que  da  caracterizaciones  útiles  de este cono. La prueba se dió originalmente  en [21] 
y en [37]. 

Lema 4.2.2 Sea p un operndor positivo de tnruz finita Lo siguiate es equivalente: 

(a) rango pi  c dom A i  y o := Aipi es un operrzdor de Hilbert-Schmidt. 

(b) El opemdor  densamente definido S := pi Ai tiene una extensión  de Hilbert-Schmidt. 

Ademcis, bajo cualquiera de  estas  condiciorm  tenemos que la extensión Hilb&-Schmidt 
de S es o*, 

p = cy(oo*) y limtr(pA,) = t r (ao*)  
€ - T O  

Demostración: El esquema  de la prueba sertí el siguiente: (a) implica (b); (b) implica 
(c);  (c) implica (a) ;(a) implica (d); (d) implica (c). 

(a) implica (b). Para cada + E dom Ad y ‘p E 3-1 

(9, S$) = ( A d P b ,  $I> = $) = (cp, o*$) 

Por  lo tanto, S tiene como  extensión  de  Hilbert-Schmidt a o*. 
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(b) implicá (c). Denotemos  también  por S la extensión  de pi Ai.  Entonces S(1+ 
eA)-d = pd A i ,  (1 +  EA)-^ S* = Ai p .  Dado  que S ' e s  un operador  de  Hilbert- 
Schmidt , 

00 > tr(SS*) >. tr(S( 1 + EA)-~S*) = tr(pA,) 

Para todo E > O. Por  lo tanto, (c) se cumple  porque tr(&) crece cuando E decrece 
a O. 

(c) implica (a). Recordemos  que + E 'H pertenece a dom A i  si y 9610 si ($, At+) 
crece  cuando E + O, al valor  finito lAi$12. Así que  si 1$1= 1, 

1 1 1  

(pi+,&pI+) L tr(piAtpi) = tr(&p) 

Por lo que (c) implica  que rango pi C d m  Ab y para  cualquier  base  ortonormal, 
(&), si usamos el  Teorema  de  Convergencia  Monótona, 

(a) implica (d). Supongamos  que p es un operador  de traza finita  que  cumple  con 
(a) y por lo tanto, con (b) y (c). Sea 7 = m *  así que q E 7+(3.1). Sobre dom AB, 
tenemos q = ~3 PA 3 por IO que es claro  que a(q) = p. 

(d) implica (c). Sea p E %+(X) y 7 E F ( 3 - I )  tales  que p = A-iqA-5 entonces, 1 

tr(pAc) = tr(q(1+ EA)-') + tr(7). 

s i c - O  

Esto termina la demostración. 
I 

Nota Puesto que  todo p E T*(Z) puede escribirse  como  combinación  lineal  de ope-. 
radores  positivos  de  traza  finita  tales  que  el  rango  de sus raíces  cuadradas está contenido 
en d m  A i  entonces rango p c dmAd Así que  a-'(p) es una  extensión  de traza finita 
de AfpA; pued sobre d m  Ai, ambos  operadores  coinciden. 

Consideremos el isomorfi.smo  isométrico  que  introdujimos  en  el  inciso  (ii)  de la Nota 
3.2.3, X : B(3-I) -+ B(F), 

~ ( x )  = ~ - 1 / 2 ~ ~ 1 / 2 .  

Definición 4.2.3 

(a) Sea p E '&A(%) y B B(.F), definimos la forma tmcial o dualidad 
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Consideremos  la  transformación  lineal j : B('H) + B ( 3 )  definida por X H j(x) y 

Proposición 4.2.4 Pam todo X E B(3.1) y p E %(%), tenemos  la  identidad 
que  presentamos  en  el  ejemplo 3.4.7. 

En particular, si 'p E 3 entonces ((j(X),pv)) = (cp,Xcp). 
Demostración. 

(di(X),  PI> = w-'dj(X))a"(P)) = 

tr(A-'/2XA-'/2~-'(p)) = tr(Xaa-l(p)) = t r {Xp} .  

I 

El siguiente  Teorema  da la caracterizai6n de espacio  dual de TA('H). 
Teorema 4.2.5 S a  F cualquier  espacio  de Hilbert densa y continuamente  incluádo 

en 'H. 
Cualquier  elemento B E B ( 3 )  da' lugar a una  funcional heal  acotada fB : TA(3.1) + C 

definida  como 
fB(P) = ( (B ,p ) )  

La transformación B H fB, es una  biyección  lineal  entre B ( 3 )  y (Th(?i))*, que  es una 
isometda y además un  homwmorfismo  entre la  topologá  ultadkbil  de B ( 3 )  y la topologáa 
ddbd * de (7A('H))** 

Demostración. 

A partir de la Definición (4.2.3), y de  que a y X son isometrías, es clam que  cualquier 
elemento  de B E B(3) ,  induce una funcional  lineal acotada, fB, sobre TA(?~) en la forma 
indicada. Es claro que 11 fB 11 = 11 B Ils(~). Por otro  lado, sea f : T*(N) --.) C una funcional 
lined acotada y sea g : 7 ( X )  + C la  funcional g = f o CY. Eb inmediato  verificar  que Qta 
es  una  funcional  lineal acotada en T('H). Por lo tanto hay un único  elemento X E B('H), 
tal que 

9 ( d  = tr(X77) v77 E 7WH) 
A s í  que, para cualquier p E %(X), si 77 = a"(p) y B = X(X) 

En otras  palabras, f = fB y B es el Único  elemento  en B(F) que  cumple  con esta igualdad. 
El que X sea un homeomorfismo entre l a s  topologías  ultradébiles  de B(3.I) y B ( 3 )  

implica  que  la  asociación B H j~ sea un homeomorfismo entre  la  topología  ultradébil  de 
B ( 3 )  y la  topología  débil * de (Z('H))*. 

I 

Corolario 4.2.6 
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(a) E&te  una  correspondencia  uno  a  uno,  denotada por t del wno CPn,(3-1, F) sobre 
el  cono 

{a+ : %(X) -+ ~ ( 3 - 1 )  lineal,  acotado y que transforma q+(X) en "+(N)} 

(4.2.4) 

para cualquier p ' ~  7 A  (3-1). 

(b) Si @ E CPn*('H,F) y u E 3 entonces tr{X@t(p,)) = ((a(x),p,)) = Q(x)[~I  
donde p,, = Iu >< uI. 

Demostración: 

(a) Dado @ E CPn,(7f,F), entonces  es  una  transformación de B(E) en B ( F )  sea 
@t. : TA(3-1) 4 I(%) su  transformación  predual, el cual existe por  la  normalidad  de 
@. 

@ t = R t o x t = R t o c u - ~ .  

Observemos  que,  por la definición  de la forma tracial, la transformación  predual  de 
x es CY-l. 

4.3 Estimaciones  a  priori. 

En este  sección y la que  sigue,  supondremos  que  se  cumple la Hipótesis A de [18] (en el 
Ejemplo 3.4.4 dimos la formulaci6n  de  esa  hip6tesis).  Como  lo señdamos en  los  comen- 
tarios.de la Sección 3.4 el  generador  formal L: est6 definido para X € B(X) y 9, $ € D, 
donde D es un subespacio  denso  de 3.1 con D C F, por medio  de 

donde G es  un operador  definido  sobre D, -G genera un semigrupo  de  contracciones  en 
3-1 y está relacionado con @ de tal forma  que la estimación 

0 I @(l)[Cpl = 2 W G 9 ,  Cp), 

se  cumple  para  todo cp E D. 

positivo y autoadjunto en  el  espacio 3-1. .3 = dom Ai con el  producto  interno 
En lo que  queda  del kpítulo, consideraremos A un operador  densamente  definido, 
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La norma  inducida,  será  denotada  por 

y es equivalente a la norma  de la gráfica de A i .  La Hipótesis A.1 se supondrti  vtilida  con 
respecto a este  espacio de Hilbert 3. 

Nuestra  hipótesis  clave es la siguiente  (en [18] y [51] se dan hip6tesis similares). 

A.2. 

O 

O 

O 

El subespacio denso V = dom G es  una  esencia  de All2, 

Pam todo c p  E D’ = dom @ sup@(A,)[cp] < 00 y 

Eziste una constante positiva c, tal que pam Q E lY 

e 

SUP I CllV1l2 + 2fi((Q, &J>>, 

donde e es la p r t e  de G en F .  

&ordemos  que la  parte de G en 3 es la restricci6n de G al subespacio 

{cpEdomG: GvEFT) 

Se  sigue  inmediatamente  de la parte (c) del Lema 4.2.2 que el límite lim 9(A,)[cp] existe 
si y sólo si 9t(pp) E %(X) donde pp = I c p  >< cp(. De  hecho,  puesto  que a(&) E B(F), 
para  todo c p  E D tenemos  que 

lim, @(&)[(PI = 1ime((@(ACh P9)) (4.3.2) 
= lim, t.[?t@+(PV)l = ll@t(PJ17i(w)- 

Por lo tanto, si cp  E D’ entonces. 9t(plp) E %(Ti). 
Nuestras Hip6tesis A.l y A.2 permiten  extender la- transformación 9, definida;  sobre 
B(X), a una transformación 6 definida sobre B(F) de la siguiente  forma. 

Definición 4.3.1. Para B E B(F) y cp,+ E 0, definimos 

Proposición 4.3.2. La tmnsfornación 6 : B(F) X V’ X V’ -+ C satisface lo siguiente 

(i) Extiende a 9 en el siguiente sentido 

6(j(X))[P,1ct] = @(X)[p,+] x E B(Z) p,$ E p’ (4.3.3) 

donde j es la tmnsfornación del Ejemplo 3.4.7. 
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(ii) 6 es lineal  en su  variable opemdor y sesquilineal en sus variables  vectoriales;  es 
completamente  positivo y nomal.  

Demostracih. 

(i) 

(ii) 

Según la definición  de 4, la Proposición 4.2.4 y el  Corol&o 4.2.6 tenemos 

@ w ) ) [ c p ,  $1 = (( .m, Qt(lP :>< $1))) = t.{X@t(lP >< $1)) = @(X)[(P, +I 

El que 6 sea lineal  en la variable  operador,  sesquilineal en las  variables  vectoria- 
les y normal  es  inmediato  de  su  tiefinici6n  (ver  Definición 4.3.1). Para probar  la 
positividad  completa, sean n E N, B1,. . . , B n  E B(3) ,  91,. . . , pn E V. Suponga- 
mos primeramente  que  existen Xi E B(3c) tales  que j ( X i )  = Bi. De las  sencillas 
relaciones 

j ( X ) j ( Y )  = j(XA"Y), X ,  Y E B(R), 
j ( X * )  = (j(X))(*) 

donde B(*) denota  el  adjunto de H en 3, tenemos ' 

6(Bp)Bj)[pi, pi] = @(X,*A-'Xi)[pi, pi] = 
i,i id 

@(A-1'2.Xá)*(A-''2Xj))~~á, 2 O 
i , j  

Para Bi E B(3) en  general,  el  resultado  se  sigue  de  que  el  rango  de j es  ultradbbil 
denso  en B(F) y 6 es  normal. 

1. 

Sea 1~(a el  operador  identidad en  recordemos  que A, = A(l + Entonces 
j ( & )  - Iqa  en la topología  fuerte de B(3);  pero  como 

lljV€)IlB(F) = I l ~ - ' o ' ( ~ € ) ) l l o o  =M + 4 - 1 1 1 1 x  I 1 

4(h3(F))[FI = € 4 0  lim4O'(Ac))[p] = € - O  lim@(Ac)[p]. 

entonces la convergencia  también  es  en la topología  ultradébil  de B(3) .  En consecuencia 

Pero, por la ecuación (4.3.2), 

m 3 ( f l ) [ r o l  = ll@+(PV)l17m, c p  E p' (4.3.3). 

La ecuación (4.3.3) no debemos  confundirla  con 

@ ( m 4  = II@t(Pip)Jllt c p  E 3 

que es consecuencia  del  inciso (b) en el  Corolario 4.2.6. 

67 



Definición 4.3.3 Pam todo B E B(F) y cualquier pm cp, ?+!J E V' = dom @ definimos 
la forrna sesquilineal de Z(B)  sobre 2)' X V' por medio de 

donde c es la  constante  positiva  de  la  Hipótesis A.2. 

Nota 4.3.4. (a) En términos  de L(1qa) nuestra  suposición A.2 tiene  la forma 

. E ( k d c p l  I 0, VP E e, 
Una suposición  similar  fue  considerada  en  [21] junto con algunas hipótesis  adicionales, 
entre  las  cuáles fue  necesario  suponer  que G E B(3) .  

(b) Notemos  que E(j(X))[p] = C(X)[(p] - c('p,Xcp). 

Nos  proponemos  demostrar  que este E satisface  las  condiciones  del Lema 2.1.1.  que 
garantizan  la  existencia  de un QDS minimal. 

Teorema 4.3.5. Si las Hipótesis A.1, A.2 se  cumplen  entonces el Co-semigrupo de 
contracciones (W&O - sobre N, generado por -G, deja  invariante al espacio 3; Wt es un 
C,-semigmpo tal que 

Il WtPII 5 edIIcpII, vcp E 3. 
y para todo 'p E 2)' = dom G2 tenemos la identidad 

Demostración. Seguiremos a [18]. Por nuestra  Hipótesis 
cp E 27' la siguiente  igualdad  se  cumple 

Cll'p1l2 2 . w 3 ( d c p l  - 2 w ( e ' p ,  4 )  
2 -2W(GV, 4 ) .  

A.2, tenemos  que para 

(4.3.5) 

Para u = (I + X"G)'p E 27 = dom G, obtenemos a partir de (4.3.5) que 

1 1 4 2  2 IlPl12 - c~-'IIcpI12 = (1 - C~")IIcp1l2. 
Lo que  implica  que 

II(X + G)-'u~( <_ (X - C ) - ~ ~ I U I ~ ,  VU E D. 

Dado que 27 es  una  esencia  de  entonces la misma estimación  se  cumple para p E T. 
Ahora,  de la Proposición 4.2.1 en [77] se  sigue  que 3 es  G-admisible,  i.e., Wt aplica 3 

en T; es un Co-semigrupo  sobre 3 y 

IIWtPII I e%4. 
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La identidad  para la derivada se sigue  inmediatamente  de aquí. 

Corolario 4.3.6. El subespacio D' == dom @ es esencia  de All2 y 

IlW(P11 L e~tllP1l VP E 3. 
Demostracih. Puesto que Wt actúa sobre 3 como un semigrupo fuertemente con- 

tinuo  entonces  el  dominio  de  cualquier  potencia  de su generador  infinitesimal es denso  en 
F. E n  particular, dom c2 es  denso  en .T; pero 

dom e2 c dom G2 C dom c 3 

lo que  prueba  que  dom G2 es esencia de 

bajo Wt se prueba  que para  todo p E dorn @ 
Por otro lado,  usando la desigualdad (4.3.5) y el hecho de  que  dom G2 es inmiante 

Entonces, por  el  Lema  de  Gronwall 

y como  ya  sabemos  que  dom G2 es denso  en 3, tenemos  que 

I l~ tPl l  5 e~tllvII? CP E 3- 

Como  consecuencia  de Io anterior, tenemos  que -(e + 5) genera, en 3, al semigrupo 
de  contracciones Mt = e - 3 W t .  Si al dominio  dom e, le  damos la norma  de  Hilbert 

C 
II(I + 5 + (?)pll, p E dom e, 

lo  convertimos  en un espacio de  Hilbert y además 

Corolario 4.3.7. 

(i) & tiene una única extensión a un elemento de CPn*(3, dom c) 
(ii) Existe un QDS minimal, 4, en B ( 3 )  tal que Pam  todo B E F - y  p E dom 

(iii) f i ( j ( X ) )  = e-"j(ptm"(X)), & ( j ( X ) )  = j R e c ( X ) )  VX E B(X) donde & es el 
resolvente de &. 
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Demostración. 

(i) La Hipótesis A.2, escrita en  términos  de 4, dice que 

W B ( a ) b l  2 CllP1I2 + 2W(Cp, m = 2Re((cp, (e + 
pero  como  dom @ es denso  en 3 entonces, por la Proposición  4.3.2,  concluimos 
que 6 + c/2 y 6 satisfacen  las  condiciones 11.1 y 11.2 del  Capítulo I1 respecto al 
espacio  de  Hilbert T y su subespacio dom @ por lo que la conclusión se sigue  del 
ejemplo 3.4.3. 

(ii) Es claro pues 6 satisface  las  condiciones  del Lemas 2.1.1 y del  Teorema 2.1.3. 

(iii)  RRcordemos  el  procedimiento  iterativo (2.1.7) para construir el QDS minimal & 

((9, P;((’)(B)Cp)) = ((Mtcp, BMtcp)) 

((P, (=+I) (B)cp)) = ((9, P ( B ) c p ) )  + lt .&(P(B))[M,-,rpj o 
así que  si B es de la forma j (  X ) ,  puesto  que 

MrXMt = e4W,’XWt, 

La última  igualdad se sigue  de la definici6n  de  resolvente para un  semigrupo. 
I 

4.4 Una aplicacih. 
En esta sección usamos la relación  que  hay  entre f i  y e-‘ para dar un criterio de 
conservatividad  que  generaliza los dos  resultados  principales  en [18]. La estructura de la 
sección  es la siguiente:  el  Teorema 4.4.1 es el criterio de  conservatividad. La Proposición 
4.4.2 muestra  que  nuestra  Hipótesis A.2. es equivalente a la  Hipótesis C de [M]. Después 
enunciamos  explícitamente  cuáles son los  resultados  que  nuestro  criterio  generaliza. Por 
último  examinamos  algunos  ejemplos. 

Recordemos  que  en  el  ejemplo 3.4.6 definimos,  para cada n E N un operador  positivo 
y acotado, Fn, por medio  de 

(u, FRu) = (a(I)[nR(n, G)u], u E 7-í. 

70 



Usando la terminología  de [18], Fn es la extensión  acotada  del  operador 

2 (&R(n, GI)* (nLcR(n, G)) 
f=1 

definido  sobre 2) = dom G  donde {Le} es la sucesión  de  operadores  que  prescribe la 
Hipótesis A de  aquella  referencia y R(n, G) = (n + G)-'. 

Teorema 4.4.1. Si la Hipótesis A de [18] se cumple, m'como la Hipótesis A.2 para 
algzin operador positivo y autoadjunto A , entonces la Hipótesis A.l es suficiente pm que e- sea conservatiuo, donde el eipacio 3 de la Hipótesis A.l es el dominio de 

DemostracMn. Es suficiente  comprobar  que (9, QI(1)cp) + O cuando n + 00 para 
algúnX>OytodocpEZY=dom@ 

Recordemos  que,  (ver  Lema 2.2.1. y Teorema  2.2.3) 

Qx(X)[pI = /mdte-aWX)[Wtcpl- O 

El operador  resolvente &(X) de Pt-(X) puede  representarse  como 
O0 

&(X) = Q;f(Ax(X)) 
n=O 

donde 
Ax(X)[p] = JOo dte-xt(Wtcp,XWtcp) 

y la serie  converge  fuertemente.  Como  en [ 181 Ax(Fn) - Qx(1) fuerte y ultradébilmente. 
Por lo tanto, si  procedemos como en la misma  referencia y X > c y cp E D' 

O 

n-mo 

00 

k= 1 

5 

5 
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donde m = ~ ~ @ ( I ) ~ ~ ~ ~ ~ .  Hemos  hecho  uso  del  Lema  de Fatou, el  Corolario 4.3.7, la 
Proposición 4.2.4 y la  siguiente  estimación para ~ ~ j ( F n ) ~ ~ ~ ( ~ ,  que es consecuencia  del 
Teorema 4.3.5 si n > c, 

Ilma)Hqn = 

I 

I 

sup (A"/2u, F,A-l12u) = SUP @(1)[nR(n, G)A"/'u] 
UEU U € U  

m sup 1A1/2nR(n, G)A"/2~)2 
U€% 

Nota: Otra demostración  del  Teorema 4.4.1 se encuentra  en [39]. 

En [18], p. 391, se  enuncia la siguiente  hipótesis  acerca  del operador A?: 
C 

o El dominio  de la raíz cuadrada, A i  contiene a dom G y dom G es  esencia de A i  , 
o los  subespacios vectorides L.t(dom G2)), C 2 1, están  contenidos  en  el  dominio  de 

A i  , 
0 existe una constante  positiva4 c tal que 

00 

-2Re(Aiu, AiGu) + C(A4 Leu, A i  Leu) 5 c IAiuI' 
C=l 

Proposición 4.4.2 La Hipótesis A.2 es equivalente a la Hipótesw.C de [IS]. 
Demostración. 

Si @(X)[cp] = C&(Ltcp, XLtcp) < 00, con  dom& 3 domG= D para todo .t 2 1; 
entonces la Hipótesis C en [18] y el  Teorema  de  Convergencia  Mon6tona  implican  que 
para 9 E dom G2 

00 

c= 1 

3Aqui escribiremos la  hip6tesis  con  nuestra  notaci6n. En la referencia, los autores  denotan por C al 

4En la referencia, es denotada  por b. 
operador A y suponen  que G es el  generador de W, y no, como nosotros, -G. 
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y recíprocamente,  dado  que 
M 00 

Los dos  resultados  principales  de [18] son los  Teoremas 4.3 y 4.4 pp. 393-394. Pre  
bamos  enseguida  que  tales  resultados  son  consecuencia  de  nuestro  Teorema 4.4.1. En 
ambos  Teoremas  las  Hipótesis  generales  son A y C (ver pp 385 y 391 de  ese trabajo). 
La hipótesis A la hemos  hecho explícitamente y la Hipótesis C es equivalente a nuestra 
Hipótesis A.2. En el Teorema 4.3 de [18] se  supone  además  que 

(u, F,u) 5 IA1/2u(, Vu E dom G 

por  lo tanto, según  nuestro  ejemplo 3.4.6, @ E CPn,(3-1,3) ya que  dom G es denso  en 3. 
Por otro  lado,  el  Teorema 4.4 de la citada referencia  supone la existencia  de un operador 

densamente  definido  en 3-1, positivo y autoadjunto,  al  que  se  le  denota por (9 y tal que 

(a) El dominio  de la ra&  cuadrada  positiva @'I2 contiene al dominio  de G y para cada 
u en  dom G se tiene 

m 

2Re(u,  Gu) = E ( L t u ,  Ltu) = ( @ 1 / 2 ~ ,  @1/2u),  
t= 1 

(b) El dominio  de A está contenido en el dominio  de @ y, para cada u E dom A tenemos 

(@1/2u, W 2 u )  5 (A112u, A112u). 

Es claro  que  esto  implica  que la forma  cuadrática @(I) es  cerrable y acotada en 3 = 
dom All2. 

En otras  palabras  las  hipótesis  de  ambos  resultados  implican  nuestra  Hipótesis A.l lo 
que  los  convierte  en casos particulares de  nuestro  resultado. 

Podemos  aplicar  nuestros  resultados a todos  lo  ejemplos  dados  en [18]. Adem&  de 
la Hipótesis A.2, que  es  equivalente a la  Condición C en  ese trabajo, la única  condición 
nueva  que  debemos  verificar es que @(I) es  una  forma  sesquilineal acotada en 3 x 3. 

Usando la notación  de arriba, podemos  ver  que  en  el  primer  ejemplo  (Modelo  de 
Colisión  de  Iones [25]) el  acotamiento de @(I) se  sigue  del  acotamiento  relativo  de G 
con  respecto a A = c( -A + l), c una  constante. Para el  segundo ejemplo,  tenemos  que 
@(I)[u] = i I A 1 / 2 ~ J  y el  acotamiento de @(I) es inmediato. En el tercer  ejemplo  (Formas 
no cerrables)  tenemos  que 
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para c p  E H'(0, +m) y el  acotamiento de @(I) se sigue  de esta estimación. 
Por  último,  debemos  mencionar  que  nuestra  Hipótesis A.2 (o bien la Hipótesis C de 

[lS]) es un antilogo no conmutativo  de  algunas  condiciones  suficientes  para  que no haya 
explosión  en la solución  de cierto tipo de  ecuaciones  diferenciales estocásticas. Concre- 
tamente, en [ 7 8 ]  se cita un resultado  cl&sico  de  Hasminskii  (Teorema A, página 551 de 
esa referencia).  Asimismo, en la misma  referencia,  el  Teorema 1, página 552, es una ge- 
neralización  del  resultado  de  Hasminskii.  También  en [76], Capítulo 10, Teorema 10.2.1, 
phgina 254, se da otra condición  suficiente  para  que no haya  explosión. 
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Capítulo V 
5 La ecuación de  Lindblad con coeficiente  dependien- 

te del tiempo. 

5.1 Introducción. 
Nuestro  prop6sito  en  este  capítulo  es  extender  algunos  de  los  resultados  de  Chebotarev 
sobre la existencia,  unicidad y conservatividad  de  la  solución  de  la  llamada  ecuación 
maestra (o de  Lindblad)  con  coeficiente  dependiente  del  tiempo. 

d 
dt - ($7, X,$) = .G (Xt) [v, $1, P, .IcI E 23 (5.1.1) 

donde D es un subespacio  denso  en 3.1, y , para cada t 2 O, & tiene  una  expansión  de 
Lindblad  del, tipo (2.1.7), 

G(X)[v,$]  = @t(X)[v,$] - (Gtv,X+) - (v,XGt@), (5.1.2) 

Aquí Gt y apt cumplen  con  las  condiciones 11.1, 11.2 y 11.3 del  Capítulo 11, y D C 
ntdom Gt 

Para encontrar  soluciones de (5.1.1), en la Sección 5.2, procedemos  como  en [ 141, [ 161, 
[17], [18] etc.,  estableciendo la equivalencia  de (5.1.1) con cierta ecuaci6n  integral (la 
(5.2.6)) que es la versión  dependiente  del  tiempo  de la ecuación (2.1.6) del  Capítulo 11. 
Damos explícitamente  las  condiciones bajo l a s  cuales  ambas  ecuaciones  son  equivalentes. 

En la  Sección 5.3 probamos la existencia  y propiedades  de  un Sistema de evolución 
minirnul o cociclo minimul, (MES según  las  iniciales  en  inglés),  que es una  soluci6n  de 
(5.1.1), por  medio  de  un  esquema iterativo  como  el (2.1.7). Mostramos  que  nuestras 
condiciones  se  pueden aplicar a la ecuación  maestra (2.1.1) por lo que la prueba  de  nues- 
tros  resultados  son  una  prueba  alternativa (a las ya conocidas)  de la equivalencia  de  las 
ecuaciones (2.1.1) y (2.1.6) así como  del  Teorema 2.1.3. Recordemos  que  en  el  Capítulo 
I1 sólo  formulamos  estos  resultados  pero  no  dimos  sus  pruebas. 

En la Sección 5.4 damos  un ejemplo  explícito de  un cociclo  minimal,  en  la  llamada 
Representacibn de intemcción. y en la Sección 5.5 introducimos  el  concepto, ya estudiado 
por Holevo ([49], [50]) de  covarianza  respecto a una  representación  unitaria  de un grupo, 
para dar una  condición  suficiente  de  conservatividad. En este capítulo volvemos a las 
notaciones  usuales  del  producto  interno y la norma  en 3.t 
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5.2 Hipótesis principales y resultados preliminares. 
Para transformar  la  ecuación  maestra en  su  forma  diferencial (5.1.1) en una ecuación 
intsgral del tipo (2.1.7), introducimos alguos conceptos imp0aantes. 

Una familia de  operadores E(t,  S) E B(3-1) definida  para (t, S) E A := { ( t ,  S) : O 5 S 5 
t < m} es  llamada un sistema de evolución ([43]) si 

(i) E(t, S) es  fuertemente  continuo  en A y E(s,s)  = I para  todo S >_ O. 

(ii) Para  cada T > O existe una constante KT < 00 tal que IIE(t, s)lloO 5 KT, O 5 S 5 
t 5 T. 

(iii) E(t, S) = E(r, s)E(t,  r) para O 5 S ,< r 5 t .  

Decimos  que un sistema de  evolución, E(t,  S ) ,  es fuerte si existe una  familia  de  operadores 
acretivos5 y cerrados {At, t 2 O ) ,  tal que 

E(t, S) : domAt "-c domA, para t > S,  

-E(t, s)cp = -E(t, s)At'p  para t > S, 'p E domAt, at 

a z E ( t ,  s)cp = A,E(t, s)cp, para S < t ,  y 'p E domAt. (5.2.1) 

a 

Y 

La  familia {At}t>,-, es llamada el genemdor de E(t, S). 

Necesitamos la sTpiente hipótesis: 

V.1. La familia {Gt}t>o es el genemdor de un  sistema  de evolución de contracciones 
U(t ,s) ,  ( t , ~ )  E A. Esto es, U( t , s )  es un sistema de evolución fuerte 9 tlU(t, s)llm 5 1 
pant cada ( t ,  S) E A. Supongamos también que U(t ,  S)' ea fvertemente continuo en A. 

Nota 5.2.1. 

(a) Bajo la hipótesis V.l, la ecuación (5.2 1) se lee así 

a 
-U(t, s)cp = G,U(t, s)p, para S < t ,  y 'p E domGt. 69 (5.2.1)' 

(b) Si {Gt}t>O satisface  las  hipótesis usuales de Tanabe o de Kato-Tanabe (ver (691, [56] 
o [n]) e&onces {Gt}t>O - genera un sistema  de  evoluci6n  fuerte  de  contracciones. 

(c) Cada  Co-semigrupo  de  contracciones W(t )  define un sistema de  evolución U ( t ,  S) = 
W(t - S). 

(d) Se  sigue  que  el  sistema  adjunto {U( t ,  S)' : (t ,  S)  E A} tiene  las  siguientes  propiedades 

(i) U(s,  S)* = I ,  

'que  un operador, A, densamente  definido sea amtivo significa  que Re(u, Au) h O 
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(ii) I I W ,  S)’llOo 5 1, 
(iii) U ( t ,  S)’ = U ( t ,  r)*U(r, S)’ para O 5 S 5 r 5 t .  

(e) Si t > r y ‘p E 2) entonces U(t ,  T)(P E domGT. Así que, para cualquier  curva  cuyos 
valores son operadores, r H X T ,  la funci6n 

w ,  4 = @ T ( X T ) [ W ,  7)’pI 
está bien  definida. 

En adelante, haremos uso del  siguiente  supuesto, 

V.2. Si O 5 S 5 t y r H X(T) una curva cuyos valores son operndores y es acotada 
en norma definida pam r E [S, t] ,  entonces r I+ [ ( t ,  r) es Bond-medible. 

Lema 5.2.2 Si  pam cada t 2 O, Gt y Qt satisfacen las condiciones 11.1, 11.2 y 11.3 del 
Capitulo II. Si la familia (Gt)t>o cumple  con la hipótesis V.l y la familia (@t)tzo cumple 
con la condición V.2 Entonces- 

(a) La siguiente  forma cuadrática  positiva y que está  definida sobre ’D es acotada 

F(t ,  S)(x(.))[9] = 1’ d r @ T ( X ( T ) ) [ U ( t 7  r)(P] 9 E (5.2.2) 

Denotemos por F(t , s )  a F(t ,  .)(X(.)), si no hay conf.llsión sobre cuál es la curva 
X ( . ) .  Asimismo,  usemos la misma notación F(t , s )  pam el opemdor  acotado aso- 
ciado  a la forma cuadrática. - 

(b) F(t ,  S) -, O fuertemente si t - S 4 O 

(c) Pam t’ 2 t 2 S tenemos 

F(t’, S) = U@’, t)’F(t, S)U(t’, t )  + F(t’, t ) .  (5.2.3) . 

(d) Pam S 1 O fijo, t H F(t ,  S) es fuertemente  continuo  por la derecha. 
Demostracidn: Dado  que U(t ,  S) es un sistema de  evolución fuerte, se sigue que, para 
p E D, la función r I+ IIU(t,~)p11~ es diFerenciable y 

a 
a7 - I I W ,  r)‘pl12 = : W G , U ( t ,  r)‘p, w ,  d p ) .  (5.2.4) 

Así que,  al  tomar en cuenta los incisos (ii), (iii) del  Lema 2.1.1, cuyos  supuestos son 
satisfechos  por cada Gt y Gt, tenemos  que  para p E D 

(5.2.5) 
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donde 11 I x I I  I[8$] = SUP,E[s,tl l lx(r> 1 1 0 0 .  Esto prueba (a>. 
Por lo  que, 

o 5 F(t,s)[91 5 I l l x l l l [ 4 t ]  I l ( f l l 9  

La conclusión (b) la probaremos  en dos etapas: Primero, ya que U ( t ,  s)cp .--) cp fuerte- 
mente  si t - s  3 O y 2) es denso entonces, por la estimación (5.2.5), F(t ,  s) -+ O débilmente. 
Segundo,la  convergencia  fuerte a O se sigue  de aquí pues 

Por lo tanto U(t' ,  t)*F(t,  s)U(t', t )  = F(t', S) - F(t', t ) .  Esto termina la demostración 

Para probar (d), usemos (c) y el hecho  de  que U(t', t )  y U(t', t)* son acotados en  norma 
y ambos  convergen a I si t' 1 t .  Usemos también (b) para ver  que F(t', t )  + O fuertemente 
y F(t', S) 4 F(t ,  S) si t' J. t. 

m 

de ( 4  

Debido al inciso (a) del  Lema 5.2.2, tiene  sentido  considerar la siguiente  ecuación 
integral 

(9, xt$} = (9, u(t, s)'XU(t, + lt dT@Pr(XT)[U(t, r)(P, .)$I (5.2.6) 

donde X E B(3C), p, $ E 2) r H X, es una curva  cuyos valores son  operadores  en X 
acotada en  norma y ultradébil  continua, tal que X, = X y el integrando sea Borel-medible 
como función de T. 



Proposición 5.2.3. Bajo l a s  mismas condiciones que en el Lema 5.2.2, sa t 2 S y 
X E B(3.1) entonces las ecuación (5.2.6) es equivalente a la ecuación (5.1.1) junto con  la 
condición inicial, 

x, = x. 

Demostración. Seguiremos a [49]. RRemplacemos  en (5.2.6) t por r, cp por U ( t ,  r)p y 
.IC, por U ( t ,  T)+, entonces,  con  identidades  como U ( r , t ) U ( t ,  r) =‘U(t,r)  para T 5 r 5 t ,  
obtenemos  que 

(U@, TIP, x m ,  I= 

( W ,  4% XU@, S)+) + J: drQiv ( m  [ W ,  d c p ,  w ,  .)+l. 
De aqd que, 

d 
dr “ W ,  49, XTW, d.11) = QiT (X7) [ W , 4 c p ,  w t ,  7)$1 

Para casi  todo r con respecto al medida  de Lebague. 
Si  calculamos la derivada c6n la  regla de Leibnitz,  tomando  en  cuenta  que U(t , s )  

satisface (5.2.1)’, y evaluamos  en r = t obtenemos  que Xt satisface la siguiente  ecuación 
de  evolución 

d 
dt - (9, Xt$) = Qt (Xt) [cp, $1 - (Gtcp, X,$)- 

= G (Xt) [cp,.111, 
para  casi  todo t con respecto a la medida  de  Lebesgue, 9, $ E D, X E B(3.1). 

que 
Recíprocamente,  si Xt es cualquier  solución  dhbilmente  continua  de (5.1.1) obtenemos 

cp, $J E Z) y X E B(7-l). entonces las ecuwiones (5.2.6) y (5.1.1) son equivalentes. 
I 

5.3 El cociclo minimal. 

En toda la sección  haremos  los  mismo  supuestos  que  en  el  Lema 5.2.2. introducimos  ahora 
un proceso iterativo que nos conducirtí  a  una  encontrar  una  solución (la minimal)  de  la 
ecuación  integral (5.2.6). 
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Definición 5.3.1. Para X E B(3c) y (t, S )  E A consideremos la siguiente  familia  de 
operadores 

P(O'(t, s ) ( X )  I o; P("(t, .)(X) = U ( t ,  s)*XU(t,  S) .  

Y 

p(n+l) (t, s)(X) = P"'(t, .)(X) + J'"+l'(t, S ) ( X ) .  (5.3.1) 

Lema 5.3.2. Bajo la hipótesis del Lema 5-22?, tenemos 

(a) Pam X E B+(R), O 5 P(")(~,s)(x)  5 IIXllooI. 

(b) Pam cuda n E W y X E B(3c), la fumilicr {J("+l)(t, s ) ( X ) } ( t @ ~ *  es unifmemente 
acotada, 

( c )  P(")(t ,s)  E CPn(X). 

(d) P(")(t ,s)(X) 5 P("+l)(t,s)(X) para X E B+(X). 

(e) ~ ( n ) ( t , s ) ( ~ )  5 ~ ( n ) ( t , r )  (~(n) (T , s ) (x ) )  para X E B+('H) y O 5 s r 5 t. 

Demostración: 
Demostraremos (a) inductivamente. 
Para X E B+(H) y c p  E D, 

0 5 (cp,P(')(t,s)(X)cp) I I I W  4*lloo IlU(t,S)lloo IlXllOo llV1I2 I llXlloo llcp1I2* 
Por lo  que P(l)(t, S )  satisface (a). Recordemos que J(n+l)(t, s)(X) = F(t ,  a)(P(n)(.,  S)).  Si 
P(n)(t,s) satisface (a) entonces,  como consecuegcia de  la  estimaci6n (5.2.5), 

Por  lo tanto, 
o < - P(*+l)(t ,S)(X) 5 IlX(l00 I ,  

esto  prueba (a). De (5.2.5) obtenemos 

Jn+% s)(X)[Cpl I IlXlloo llV1I2, 
lo que prueba (b). Puesto  que P(')(t, s ) ( X )  = U(t ,  s)*XU(t,  S )  entonces P'l)(t, S) est& en 
la Representmi&  de Kraus por lo que es elemento  de CPn(3-I). 
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Es claro  que P(l) y P(O) satisfacen (b). Para t 2 r 2 S, 

P(')(t, r) ( P ( r ,  .)(X)) == Ult ,  r)'U(r, s)*XU(r, s)?(t, r) = 

= U ( t ,  s )+XU(t ,  S) = P(')(t, .)(X). 

Por  lo tanto P(l) satisface la igualdad en (c). 

(b), n + 1 se reemplaza por n. 
Ahora,  como  hipótesis  de  inducciiin, supongamos que Hn) satisface (a)-(c) donde,  en 

Sea O 5 Xk T X si k T 00 entonces para p E D, 

W X k )  191 t 9, (X)  [PI 

Por lo  que la normalidad  de P("+')(t, S) se sigue  de la normalidad  de P(')(t, S), el  Teorema 
de  Convergencia  Monótona y la densidad  de D. 

El que sea completamente  pasitivo se sigue  de esto, de  que P(l), P(") y QT lo 
son y de la  densidad  de D. 

Para probar (b) sea p E 'H. Entonces 

(9, (p(n+')(t, .)(X) - P(")(t, s)(X))p) = 

1' &aT (#")(T, .)(X) - P("-')(T, .)(x)) [U(t, T)V] 2 o. 

Finalmente para establecer (c) tomemos S 5 t 5 r 5 t', Y = Hn+')(t, .)(X), y usemos 
la propiedad (c) del  Lema 5.2.2, 

P("+')(t', .)(X) = P y F ,  .)(X) -t J("+')(t', .)(X) = Hl)(t',t) (P(l)(t ,  .)(X)) 
+ U@', t)'J("+l)(:t, .)(X)U(t', t )  + F(t', t ) (XP) ( . ) )  = 
= W ( t ' ,  t )  + F ( F ,  t)(XP)(.)) = 
= PQ)(t', t ) (Y )  4- 

(5.3.2) 
Pero,  por  hipótesis de  inducción y la ya probada  propiedad (b) en  este  lema,  tenemos 

que 

X?)(r) = P(")(T, .)(A-) 5 ( P ( T ,  t)P'"'(t, .)(X)) 5 P'"'(T, t )  (P("+')(t, .)(X)) 

= P(h)(r , t ) (Y)  = &(")(r) 

Dado que QT preserva  la  positividad, 

F(t', t ) ( X f ) )  5 F(t,t)(Y,(")) = J'""'(t',t)(Y) 

Entonces, con ayuda  de (5.3.2), 

P"+l)(t', .)(S) 5 P(l)(t', t ) (Y)  + J("+l)(t', t ) (Y)  = P("+"(t', t ) (Y)  = 
= P("+l)(t', t )  (P("+')(t, .)(X)) . 
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Nota. (i) La función .f?(t, T )  también  esttl  bien  definida para cualquier  curva con valores 
en  operadores r H X, si U ( t ,  T)D c D. De hecho, la suposición V.l puede  reemplazarse 
Por 

(V.1)' La familia {Gt : t 2 O }  estú re.eltlcionadu con el sktema de evolución eontmctivo 
U(t ,s) ,  de la siguiente manem,  eziste un subespacio D,denso en 3.1 tal que 

a 
- & w ,  4 C p  = GsU(t, 49 

p a r n t > s y p E D .  

(ii) Es posible  probar  que la función 

es continua  usando  propiedades  de  regularidad  del  sistema  de  evolución U(t, S ) ,  como 
las  probadas  por Kat0 en [M], pero esto  requiere hip6tesis e x c e s i v a s  sobre la función 
r + G,. En algunos  ejemplos  de  interés, la continuidad  de  esa  función  puede  verificarse 
directamente,  ver la Sección 5.4. 

De la propiedad (d) del  Lema 5.3.1, se  sigue  que existe una familia P(t, S) de  trans- 
formaciones  lineales B(3.1) en sí  mismo tal que 

~ ( " ' ( t ,  s)(x) T ~ ( t ,  .)(X) si n 400 

fuerte,  débil y ultradhbilmente ([S]). La familia {P(t, S )  : t 2 S 2 O) es la solucitjn mini- 
mal de (5.2.6) como lo  demostramos  en  el siguiente, 

Teorema 5.3.3 El sistema {P(t,s) : (t, S)  E AT) tiene las siguiente8 pkpiedades. 

(d) Es un sistema de evolución o cociclo: P (S ,   S)  = I ,  P(t, S) = P(t,r)P(r, S) pam 
O < s < r s t .  

(e) Pam X E t3,X y S 2 O fijos, t H P(t, .)(X) es fuertemente continuo por la derecha. 
Pam t 2 O fijo, S H P( t ,  S) ( X )  es ultmdtfbil continuo por la izquienla. 
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(f) Si {Q(t, S )  : (t ,  S) E A} es otm familia de tmnsformaciones lineales que satisfacen 
la ecuación (5.2.6), entonces 

P( t ,  .)(X) 5 Q(t, .)(X) VX f B+(W 

Observemos que no se pide que {Q(t, S )  : (t, S) E A} sea'un  sistema de evolución. 

( g )  Si (P ( t ,  S)} es consemutivo, i.e., P(t ,  s)(I) = I V( t ,  S ) ,  entonces {P(t ,  S ) }  es la 6nica 
solución de (5.2.6) que satisface las pmpiedades  (a)-(e). 

Demostración. 

Además,  por la propiedad (a) del  Lema 5.3.2 
Para X E B+('H) fijo, P(")(t,s)(X) r P(t ,  .)(X), fuerte, ddbil y ultradébilmente. 

0 L P(t.,S)(X) L IlXllOo~ 

Por  lo tanto, con la condición  de  normalidad, para cada 9, $J E D, y r E [S, t ]  

Si k es  suficientemente  grande,  podemos  hacer  que el primer  término  sea menor  que e/2 
y, puesto  que para esta k la transformación f lk) ( t ,  S) es normal,  podemos  tomar n tan 
grande  que  el  segundo término  sea menor  que e/2. 

(c) Dado  que I E B+('H) y O 2 P(")(t, s)(I) 5 I entonces O S P(t, s)(I)  5 I. 
(d) Como U ( S ,  S) = U(+, S)+ = I entonces para cp E D 

(9, ~ ( 3 ,  S ) ( ~ > c p >  = (9, xp) + J 8 d r o r  ( ~ ( r ,  S)(X>> ~ ( t ,  TIP, ~ t ,   MI= 
= (P ,Xd,  
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por lo .tanto 
P(s,s)  = I. 

Hemos  definido X p ) ( t )  = Hn)(t, .)(X) 
Definamos l a s  siguientes transformaciones positivas de B(3.1) en sí mismo. 

D(O)(t, . )(X) = X!')(t) 
D q t ,  .)(X) = Xik+')(t) - X?(t) 

D(")(t, s)(X) = F(t ,s)(Xik)(-)  - Xp-1) ( . ) )  = F(t,s)(D(k"')(., . )(X)).  
Dado que P("+')(t,s)(X) = p<l) ( t , s ) (X)  + F(t , s ) (Xp)( . ) )  entonces 

Aseguramos lo siguiente 
n- 1 

P'"'(t, .)(X) = D y t ,  . ) (X) ,  (5.3.3) 
ko 

y si t 2 T 2 S entonces 
n 

vn E N U {O), ~ ( n ) ( t ,  .)(X> = ~ ( k ) ( t ,  r j ~ ( n - ~ ) ( r ,  .)(X>. (5.3.4) 
L O  

Para probar (5.3.3), observemos que 
n 

P'"'(t, .)(X) = xp(t) = X,cl)(t) + (X!k)(t) - X p ( t ) )  
k=2 

n- 1 
= 2 D("-1)(t, .)(X) = s ) ( X ) .  - 

k=l L O  

Para probar (5.3.4), usemos induccih sobre n. 
Si n = O entonces 

D@'(t, .)(X) = P(')(t, .)(X) = P(')(t ,  T)  p ( T ,  . )(X)) = D'O'(t, T )  (D"'(T, . ) (X))  . 
Supongamos  que (5.3.4) es válida para n. Entonces, para t 2 r 2 S 2 O, por la propiedad 
(c) en el Lema 5.2.2, 

D("+')(t, . ) (X)  = 

t 
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k=O k=O 

k=o c=o k=o c=o 

e=o IE=e 
00 

D("(t,r)P(r, .)(X)'p) = (cp, w . 9  .)(X)'p). 
C=O 

Hemos  usado  que D(')(t, r) es una transformación  positiva y que la compoeición  de  trans- 
formaciones  positivas  es  positiva. 

La igualdad para cualquier otro X es obvia ahora. 
(e) Sea X,(T) = P(T, .)(X). Al usar la notación del  Lema 5.2.2, la ecuación  integral 

maestra (5.2.6) es 

Usando la parte (d) en  el  Lema 5.2.2, y la continuidad  fuerte  de P(l) obtenemos la con- 
tinuidad  fuerte por la derecha  de t H P(t, s)(X).  

Por la parte (b) en  el  mismo Lema, concluimos  que P(t ,  S) ( X )  + O cuando t - S -+ O 
fuertemente. 

Si t 2 S 2 T 2 O, la propiedad  de cociclo  muestra  que, 

P ( t , S ) ( X )  = P(')(t, S)(x) -k F ( t , S ) ( X 8 ( ' ) )  

w ,  4(X) - m ,  .)(.X) = m ,  4(X - P(% .>(X)> 

Por lo tanto, si t y S quedan fijos y T t S, la normalidad  de P(t, S )  muestra  que S H 

P(t, .)(X) es  ultradébil  continuo  por la izquierda. 
(f) Sea Q otra solución  de (5.2.6), entonces para X E B+(3-1) es  claro  que 

Q(t,s)(X) 2 P(')( t ,s)(X).  
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Por lo  que si n + 00 

Q(t, s)(X) 2 fYtt s)(X)- 
Es suficiente  probar (g) para X E &(N) := (2  E B(N) : O 5 2 2 I). Sea X = I 

entonces  por  la  conservatividad  de P, la contractividad de Q (i.e., la propiedad (e) en 
este  Teorema), y y la ya probada  pr.opiedad (f) tenemos  que * 

Por  lo tanto, 
Q(t, s)(I) = P(t ,  s)(I) = I V(t ,  S) E AT. 

Ahora,  para  cualquier X E B1 (N), sea Y = I - X E B1 (N). Entonces 

entonces Q(t, s ) ( X )  5 P(t ,  .)(X) por  lo  que &(t, s ) ( X )  = P(t ,  .)(X). 
I 

Debido a la  propiedad (f) del  Teorema 5.3.3, a P le  llamamos el Cociclo Minimal 
(MC según l a s  iniciales  en inglh) para la ecuación  maestra con coeficiente  dependiente 
del  tiempo (5.2.6). y lo denotaremos  por P-. 

Antes  de  terminar la sección,  consideremos un generador formal C con  expansión  de 
Lindblad (2.1.2) donde G y 9 satisfacen l a s  hipijtesis II.1, 11.2 y II.3 del Caphdo 11. 
Nos proponemos  mostrar  que  con  lo  que  hemos  desarroilado en este caphulo,  el  esquema 
iterativo (2.1.7) converge a la  solución  minimal  -definida  en (2.1.8)- de la ecuación maes- 
tra (2.1.1); que  las  ecuaciones ( 2 1 . 1 )  y (2.1.6) son,  efectivamente,  equivalentes y que  el 
Teorema 2.1.3 es un caso  particular del  Teorema 5.3.3. 

Sea Ct = C Vt 2 O. Por lo tanto, Gt = G y = 9. Basta probar  que  se  cumplen  las 
condiciones V.l y V.2. Es claro que  el sistema  de  evolución  generado  por  la  familia Gt 
es 

U(t , s )  = W ( t  - S) 

donde,  como  en los capítulos  anteriores, Wt es el  semigrupo  fuertemente  continuo y de 
contracciones  generado  por -G. 

La  condici6n V.2 es  consecuencia  del  inciso (v) del Lema 2.1.1. 

5.4 U n  ejemplo:  representacidn de interacción. 

Sea 

Sea HI un operador autoadjunto, no necesariamente  acotado,  con  dominio 2) = dom HI C 
dorn Go y 2) esencia de Go. Denotemos  por & al grupo  generado  por HI. 
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Sea 

(5.4.1) 

donde 
@,(X)[Q] = @(KX%")[VtQ] Q E d0m Hl 

Proposición 5.4.1. Si -G = (Go + iHl), m dominio durn Hl, es el generador de un 
Co-semigrupo  de  contmcciones { W t } ,  entonces 

(a) {& : t E IR} satisface todas las hipótesis pam la existencia  de Pmin(t, S )  y 

P y t ,  S )  = p ( - t ) n h ( t  - .)@(S) (5.4.2) 

donde P ( s )  es el QDS conservativo 

= Kxv-8 
y n-(t) es el QDS minimal  genemdo por 

C(X)[Q, $1 = .Co(X)[Q, $1 - (iHlQ, x+> - (Q, iXHl$) 

Para Q,$ E d o d 1  

(b) P " ( t ,  S) es consrvativo si y sólo si IIh(t) es conservativo. 

Demostración. 

(a) Cada Gt y Qt satifacen l a s  condiciones 11.1,  11.2 y 11.3 del Capítulo I1 respecto  al 
subespacio D. Como  dom Gt = Ktdom GO, entonces D C ntdom Gt. 
Sea 

U(t ,S)  = V-,W(t - S)&, . 

Se  sigue  de la hipótesis  de esta Proposición, Wt deja  invariante a D por lo que 

U(t ,S) (D)  c D 

y un cálculo  directo  muestra  que 

para t > S y cp E D. Por lo que la condición (V.1)' se  satisface  con D = dom HI 
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Como Go + iH1 genera un semigrupo  fuertemente  continuo,  entonces C satisface 
las  condiciones  del  Lema 2.1.1 y por el inciso (v) de td lema,  si t 2 T, es  fijo y 
X E B(X).y p, 7 / J  E 2) la función 

e8 uniformemente  continua en todo X que pertenece a un conjunto  acotado en 
norma, así que se cumple la condición V.2. Finalmente, para probar (a) notemos 
que am (5.4.3), para  cada n E N, ( t , ~ )  E A, X E B+('FI) y 'p E 2) tenemos, con 
ayuda  de (5.4.3), 

W W T ,  .)(X))[W, d ' p ,  w ,  7Ml = 

@(v,P(")(T, .)(x)v-t){v,u(t, 715% v tw,  7)+] 

= @(ncn'(t - .)/3(.)(X))[W(t - T)vt'p, W(t  - T)&7/J] 

la  continuidad  de 

7 H cP(rI(")(t - T)(X) ) [W( t  - T)vt(p, W ( t  - T)K+] 

Hemos  probado  que,  en efecto, P-(t ,s)  y rI- existen. Probemos  ahora (5.4.2). 
Como ~ " ' " ( t , . )  = limn F ) ( t ,  S)  y XI& = lim ncn)(t, S) puntualmente  en la 
topología  ultradebil  de B(X),  basta con probar  inductivamente  que 

P'"'(t7 .)(X) = P(-t)rI("'(t - @(S) (5.4.3) 

donde ncn)(t, S )  y P(")(t, S )  son,  la n-ésima  aproximación a nm'"(t - S )  y Pm'"(t, S )  

respectivamente  (ver las relaciones  de  recurrencia (2.1.7) y (5.2.8)). Para n = 1, 

P'"(t,s)(X) = V-,{W'(t - s){V,XV-,}W(t - S)}& 

= P(-t)rI(l)(t  - +(.)(X) 

Supongamos  que (5.4.3) es  válida  para n y probémosla para n + 1. Consideremos la 
relación  de  recurrencia (5.2.8) entre P("+') y f i n )  expresada  en  terminos  de  formas 
cuadrhticas: para cp E domH1, 
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Por lo tanto 
P(*+')(t, S) = p(-t)n("+"(t - S)&) 

(b)  Es clan, a partir de la ecuación (5.4.2). 
I 

5.5 Conservatividad  de cociclos covariantes. 
En esta sección  seguiremos a [49]. Nuestro  prop6sito  es  extender un resultado de  Holevo 
[49] respecto a un criterio para la conservatividad  de  cociclos  covariantes. 

Definición 5.5.1. 

(a) Una familia de  generadores  formales {&(X)[cp, $ ] } ~ o  definida para 9, .IC, E 13 y X E 
B('FI), es covariante con respecto a representación  unitaria y proyectiva, g Us, de 
un grupo G en X, si l a s  siguientes  condiciones se cumplen: 

(i) UgD c 1 3 ;  
(ii) Pfua a d a  t L 0 Ct (u;xug) [v, $1 = &(X)[UgP, U,$], 9, $ E 13, x E B('FI) y 

g E G. 

También  decimos  que Lt es  U-covariante, U = {Ug : g E G}. 

(b) Un cociclo P ( t ,  S )  es  U-covariante si 
A 

P(t,  s)(CJ,+XUg) = U,*P(t, s)(X)U,, g E G, X E .B(X), (t, S )  E A. 
'? 

Si denotamos  por ag el  grupo  de  transformaciones  definidas por crg(X) = UiXUg, 
X E B('FI), entonces P(t ,  S) es  U-covariante si y sólo si P(t, .)ag = a,P(t,s), g E G y 
( t , ~ )  E A. 

Proposición  5.5.2. Bajo 'las condiciones del Lema 5.2.2 P""(t,s) esU-wvariante si y 
sólo si {&}i es U-covariante. 
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Demostración. Sea P-(t, S) la solución  minimal  de (5.2.6), o equivalentemente, de 
(5.1.1) y sea 

p g ( t ,  .)(X) = U;P"'"(t, s)(UgXU,l)Vg, X E 8(3.1), ( t ,  S) E A. 

Puesto que .Ct(X)[cp, $1 es covariante,  se sigue  que (t ,  5) es hna solución  de (5.1.1) que 
satisface p 9 ( s ,  s ) ( X )  = X y y 9 ( t ,  S) E CPn(3.1). Entonces por  el Teorema 5.3.3 (f), se 
sigue  que 

Pug(t, .)(X) 1 P"'"(t, .)(X), g €.G, X E B(3.1). 
Entonces si Y = UgXUl, 

P"'"(Y) 2 U g P ~ ( t , s ) ( X ) U , *  = PUp.(t,s)(Y) 

y en consecuencia 

Pmin(t, .)(X) = p g ( t ,  . ) (X),  X E B(3.1), g E G, 
esto es, P-(t, S) es  U-covariante. 

Recíprocamente, si P(t ,  S) es una solución U-covariante de (5.1.1) tenemos 

Y 

d d 
- dt (cpU,*P(t, .>(X>Ug$cI> = (Ugcp, m ,  S)(X)Ug111) = 

= Ct ( W t ,  s ) ( X > >  [Ugcp, % 3 4 ,  

para cp,+ E 23 y X E B(3-1). Al evaluar  en t = S obtenemos Ct (UiXUg) [cp, $1 = 
C,(X)[Ugp, U,+], esto es, L,(X)[cp,$] es U-covarimte. 

I 

Si P(t ,  S) es  cualquier  solución  U-covariante (5.1.1) y A es el Btgebm de puntos fijos 
de U, i.e., A = {X E B(3-1) : UIXUg = X ,  Vg E G}, entonces 

U,P(t, s)(u,*XUg)u; = P(t ,  s ) ( X ) .  

Por lo que P(t ,  S) puede restringirse a A, i.e. P(t ,  s)IA es una solución  de (5.1.1) en A. 
Como  en [49) damos un criterio  simple de  conservatividad. 

Teorema 5.5.3. Supongamos que {&It satisface las condiciones del Lema 5.2.2 y es 
U-covariante. Entonces  las'siguientes  afirmaciones  son equivalentes: 

(i) P""( t ,  S) es conservativo 
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(ii) La función X ( t ,  S) = I ,  ( t ,  S) E A, es la únim solución  positiva y débilmente  continua 
de (5.1.1) en la clase de  soluciones wn valores en A tal que X ( s ,  S) = I .  

Demostración: 
Si Pm'"(t, S) es conservativo,  entdnces P-(t, s ) ( I )  = I ,  (t,.s) E A, y, por el  Teorema 

5.3.3 (g), es la única  solución  positiva y dbbilmente  continua  de (5.1.1) en  la  clase  de 
soluciones  con  valores en A tales que Ymin(s, S) ( I )  = I. Recíprocamente,  si X (  t ,  S) = I 
es  la  única  solución  positiva y dbbil  continua  de (5.1.1), sea P-(t,s)(, la restricción  del 
cociclo  minimal a A, dado  que P ( t ,  s)(I) = I, obtenemos P*(t,s)(I) = X ( t ,  S ) ,  i.e., 
P*(t, S )  es conservativo. 

I 

Corolario 5.5.4. Si {Lt}t es U-covariante, &(I)[cp] = OVt 2 O, cp E D, y 

para todos 'p, 2c, E D, X E A, y C(t) es una finción de t 2 O que es  localmente  acotada, 
entonces P-(t, S) es wnservativo. 

Demostración. Dado  que P""(t,s) es U-covariante, se le  puede restringir a A, i.e., 
P""(t,s)IA es una solución  de (5.1.1) en d. Tomemos X ( t , s )  = P-(t, s)(I). ÉSta es 
una  solución  de (5.1.1) en A con X(S,  S> = I. A d e h  X ( t ,  S) 5 I y 

Por lo  que  el Lema de  Grownwall implica que III - X ( t ,  s)llo0 = O. Por lo tanto 

P""(t, s)(I) = I ,  (t, S) E A 

Damos  ahora  una  aplicación al ejemplo de la  Sección  anterior. 
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Entonces P&(t, S) es wnservativo. 

Demostración. Basta con probar  que  las  hipótesis  del Corolario 5.5.4. Las dos primeras 
las  hemos  hecho  explícitamente. Falta verificar  que  la familia {&}, es U-aovariante. 
Notemos  que Z(t ,  S-') = Z (  "t, 9). La hipótesis (b) implica que 

-I .." . .- 
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Conclusiones 
En los  últimos  años se han  investigado  intensamente  criterios  que  garanticen la conserva- 
tividad de la solución  minimal  de la ecuación maestra y que sean facilmente  verificables. 
Nuestra  contribución fue a través  del  estudio  detallado de la parte  completamente  posi- 
tiva del  generador  formal (Capítulo 111) y su  aplicacidn al estudio de la conservatividad 
de  una clase de QDS (Capítulo N). Hay todavía una serie  de  problemas abiertos: 

i) Dado 3 un espacio  vectorial  topol6gico  densa y continuamente  incluido  en N, ca- 
racterizar  el cono CPn, (N, 3) en  términos de algún resultado  como  el  Teorema  de 
Kraus.  Cuando 3 es un espacio de  Hilbert o un límite  proyectivo  de  espacios  de 
Hilbert, en  el Capítulo I11 hicimos  un uso sistemático del  Teorema  de Kat0 sobre  la 
representación  de  formas  cuILdI$ticas,  positivas,  densamente  definidas y cerradas en 
el  espacio  de Hilbert N y por  supuesto  el  Teorema de Kraus. Para el caso general 
aún no sabemos si podemos contar con resultados  como esos. 

ii) Como  lo  mostramos  en el  Capítulo IV el  estudio de CPn,('H,F), cuando 3 es  un 
espacio  de  Hilbert, arrojó una  interesante  relación  .con la condici6n A.2. Una pre 
gunta  natural es si la caracterización de CPn,(N, F) para  espacios 3 más generales, 
pudiera dar indicios  de  nuevas  condiciones  de  conservatividad. 

iii) Encontrar condiciones fkilmente verificables para la conservatividad  de la sqluci6n 
minimal  de la ecuación maestra con coeficiente  dependiente  del  tiempo. Los criterios 
del  Capítulo I1 dependen  fuertemente  del  concepto  de  resolvente  de  un  sernigrupo. 
En  el caso en  que el  coeficiente  depende  del  tiempo  sabemos  que la soluci6n  de  la 
ecuación  maestra no es un semigrupo sino un sistema de  evolución  por  lo  que  el 
concepto de  resolvente no lo podemos  emplear. 
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