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Introduccidon.

En este trabajo examinamos algunos aspectos de la teorfa de semigrupos dindmicos
cudnticos: Definicién, propiedades bésicas, solucién de la ecuacién maestra y conser-
vatividad.

El concepto de semigrupo dindmico cudntico (QDS segiin las iniciales en inglés) gener-
aliza ideas aparentemente no relacionadas. Por un lado, extiende la nocién de semigrupo
(sub)markoviano de la teori a clésica de probabilidad; los QDS surgen como soluciones
de la llamada ecuacidén maestra o ecuacién de Lindblad que es una generahzacmn no con-
mutativa de lo que en teori a clésica de probabilidad se conoce como ecuacion hacia atrés
de Kolmogorov (o ecuacién de Kolmogorov-Feller) (ver [14],[16], [50], [68]).

Por otro lado, desde el punto de vista de la mecdnica cudntica, la ecuacién maestra es
una generalizacién de la llamada ecuacién de Heisenberg en presencia de ruido por lo que

z. QDS que resuelve la ecuacién maestra describe una evolx:idn irreversible (ver [25), [1]
[68)).

Caracterizar al generador infinitesimal de un QDS es un problema de gran dificultad
cuya solucién parece lejana. Basta mencionar que tan solo tal caracterizacidn en el caso en
. que el QDS es uniformemente continuo es un resultado altamente no trivial pese a que el
generador también es acotado. Asociados con este trabajo hay nombres importantes como
Lindblad ([60]) Gorini, Kossakovski y Sudarshan ([42]) quienes lograron la descripcién
completa del generador infinitesimal entre 1976 y 1977. En el Capitulo I formulamos sin
demostracion este importante resultado.

En muchas aplicaciones, el QDS no es uniformemente continuo por lo que el generador
infinitesimal es no acotado. Diversos autores (E. Davies, [25], A.M. Chebotarev,|14], F
Fagnola,[32]) han estudiado la ecuacién maestra proponiendo cierta expresién formal del
generador infinitesimal. Para integrar a la ecuacién maestra, E. Davies desarrollé un
método en el espacio de operadores de traza finita, basado a su vez en un método de
Kato para integrar los sistemas de ecuaciones diferenciales de Kolmogorov (ver [54]).
La solucién asi obtenida la llamé solucion minimal. Posteriormente, A.M. Chebotarev,
propone un método para resolver la ecuacién maestra en el espacio de operadores acotados
(ver [14]). El enfoque de Chebotarev es una generalizacién del método iterativo, propuesto
por Feller, para encontrar la solucién minimal de los sistemas de Kolmogorov (ver [33]).
Nosotros hacemos una breve descripcién de ambos métodos.en el Capitulo II.

Como lo demostré A.S Holevo (ver [50], Prop. 1 p. 262), ambos enfoques estdn
estrechamente relacionados pues la solucién minimal encontrada por Chebotarev es dual
de la solucién minimal de Davies. '

El Capftulo I es una revisién de la teoria de semigrupos dindmicos cudnticos en donde
exponemos algunos ejemplos que muestran que un QDS puede pensarse como una ex-
tensién del semigrupo asociado con un proceso de Markov.

La conservatividad (definida en el Capitulo II) de un QDS es otro tépico que encierra
gran interés para nosotros. Desde el punto de vista de la Teoria de Probabilidad, el que
un QDS sea conservativo estd asociado con el concepto de no explosién de un proceso
estocéstico, es decir que todo el tiempo se encuentre en su espacio de estados y no escape
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a infinito en tiempo finito. En el estudio de ecuaciones diferenciales ordinarias, con
frecuencia es de interés saber cudndo hay una solucién global, es decir soluciones que
permanezcan acotadss en intervalos finitos de tiempo. Tal problema parece ser de mayor
interés en el estudio de ecuaciones diferenciales estocésticas. Abundante es la literatura
en este tépico (ver por ejemplo, {41], [52], [58], [61], [62], {76}, [78], [79]). En semigrupos
dindmicos cuédnticos, autores como A.M. Chebotarev, F. Fagnola, A.S. Holevo han hecho
aportaciones importantes en el estudio de la conservatividad del QDS que es la solucién
minimal de la ecuacién maestra. En el Capitulo II hacemos una exposicién de algunos de
los resultados (ver Teorema 2.2.4) que fueron obtenidos por A.M. Chebotarev y como lo
ilustraremos con al menos un ejemplo, son generslizaciones de criterios bien conocidos de
no explosién para procesos estocésticos. Antes de que este autor los descubriera , poco se
sabia sobre la conservatividad.

“En la Seccién 2.3, presentamos nuestra aportacién al estudio del QDS asociado con
la martingala de Azéma en donde aplicamos uno de los criterios de Chebotarev para la
conservatividad.

. En la ecuacién maestra (ver ecuaciones (2.1.1) y (2.1.1)’) hay dos componentes o coe-

ficientes uno de ellos, —G, genera un semigrupo de contracciones fuertemente continuo en
un espacio de Hilbert H y la otra componente, ®, es una transformacién completamente
positiva cuyos valores son formas sesquilineales densamente definidas en H pero que no
necesariamente son acotadas, ni siquiera cerrables. Sin embargo, mostramos que la com-
ponente completamente positiva se puede pensar como una transformacion lineal acotada
entre las dlgebras B(H) y B(F), donde F es un espacio de Hilbert densa y continuamente
incluido en H y B(H) es el lgebra de operadores acotados en M, asi como B(F) es el
dlgebra de operadores acotados en F.

Motivados por el estudio que hicimos en el Capitulo II de la parte completamente
positiva que aparece en la ecuacién maestra, en el Capitulo III presentamos una clase de
transformaciones lineales completamente positivas y no acotadas. Estudiamos en detalle
su estructura y damos varios ejemplos. De hecho probamos un Teorema que permite con-
struir todos los ejemplos posibles. Hay que mencionar que para el caso de transformaciones
acotadas, ya existen resultados en esta direcién (ver [59] o [75]). Este estudio, aunque
relativamente sencillo, nos permitird seguir investigando, en el Capitulo IV, criterios de
conservatividad para la solucién minimal de la ecuacién maestra.

Tiempo atrds, se habian formulado ciertas conjeturas acerca de la cerrabilidad de
las formas cuadréticas obtenidas con este tipo de transformaciones (ver [9], [14],citeCh
twelve). La descripcién de su estructura, permitié construir contraejemplos a las conje-
turas (ver Ejemplos 3.4.1 y 3.4.2).

En el Capitulo IV aplicamos los resultados del Capitulo III al estudio de la conserva-
tividad de cierta clase de QDS. Con nuestra técnica podemos dar un criterio de conser-
vatividad que generaliza dos resultados recientemente demostrados por A.M. Chebotarev
y F. Fagnola. El resultado principal del Capitulo es el Teorema 4.4.1. Asegura que las
hipétesis A.1 y A.2 (ver Secciones 4.1 y 4.3) son suficientes para que la solucién minimal
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de la ecuacidn maestra sea conservativa. La hipétesis A.2 es un andlogo no conmutativo
de una condicién de no explosién para la solucién de una ecuacién diferencial estocdstica

probada por Taniguchi ([78], Teo. 1).

Finalmente, en el Capitulo V presentamos condiciones para la existencia de la solucién
minimal de la ecuacién maestra cuando el generador formal depende del tiempo.

Otros autores han investigado criterios de conservatividad. Por ejemplo, A.S. Holevo,
en [49] y [50], introduce el concepto de que un QDS sea covariante respecto a la accién
de un grupo y da un criterio de conservatividad, para la solucién minimal, en términos
de este concepto. Nosotros exponemos brevemente estos resultados en el Capitulo V y
hacemos uso de ellos para dar un criterio de conservatividad de la solucién minimal de la
ecuacién maestra con coeficiente dependiente del tiempo.

Reconocimientos. Aprovecho este espacio para agradecer al Dr. A.M. Chebotarev
la supervisién de esta tesis asf como la gran cantidad de sugerencias que me ha hecho
y problemas abiertos que ha planteado. Espero que nuestras colaboraciones continien.
Por otro lado, quiero manifestar un especial reconocimiento al Dr. Roberto Quezada,
por las importantes discusiones académicas que sostuvimos durante estos afios. Sin ellas,
este trabajo no hubiera sido posible. Asimismo agradezco a los miembros del jurado
por los comentarios y observaciones que me hicieron para mejorar la presentacién de la
tesis. Debo mencionar que este trabajo fue parcialmente financiado por los proyectos de .
CONACYT 0233P-E9506 y 28520-E.

Por tltimo, dedico la tesis a mi querida familia, Sol, Sarahi y Jimena,; ojald que pronto
fructifiquen los sacrificios que todos hemos hecho.







Capitulo I

1 Revision de la teoria de semigrupos dinamicos
cuanticos

1.1 Diferentes topologias en el espacio de operadores

A lo largo de todo este capitulo, y el que sigue, supondremos que H es un espacio de
Hilbert complejo con producto interno denotado por {:,:) y norma, || - ||. Recuérdese que

lull?> =< u,u>, ue€H.

Asimismo, B(H) ser4 el dlgebra de operavores lineales acotados en H; la norma en B(H)
la denotaremos por || - || Recordemos también que un operador lineal no necesariamente
acotado, X, es no negativo definido (concepto que denotaremos por X > 0) si para todo
u € H que pertenezca a su dominio,

(u, Xu) > 0.

Si se tuviera la desigualdad estricta para todo u # 0, se dice que X es positivo definido.
Si un operador X es no negativo definido y su dominio es todo H, entonces es acotado.
El cono de operadores acotados no negativo definidos lo escribiremos como B, (H). Por
otro lado, T(H) serd el espacio de operadores de traza finita.

Es bien sabido que sobre B(H) hay diferentes topologias, algunas de las cuales revisa-
remos en esta seccién con el fin de tener presentes sus propiedades bésicas as{ como una
notacién homogénea. Sean T un conjunto dirigido, { X, }aez una red en B(H), X € B(H).

i) Topologia de la norma o uniforme. Si X € B(’H) entonces la norma se define como

[ Xlleo = sup [ X
€N

lel=1
ii) Topologia fuerte. Se dice que {X,}aer converge fuertemente a X si
im | Xap — Xol| Ve € H.
que { X, }aer converja fuertemente a X, serd escrito simbélicamente_ como X, — X.
iii) Topologia débil. Se dice que {X,}aer converge débilmente a X si

Um(X.¢,0) = (X¢h,p) Vo, €H.

En simbolos, este modo de convergencia lo denotaremos por X, — X




iv) Topologia ultradébil. {X,}aezr converge ultradébilmente, si
licl;n tr{pX.} =tr{pX} VpeT(H)
donde tr{0} es la traza del operador 6 € 7(H).

Este modo de convergencia la denotaremos por X, =3 X. .
Entre las relaciones bésicas, estén las siguientes (ver [6], Capitulo 2, Seccién 2.4).

a) Convergencia en la topologia de la norma implica todos los demds modos de con-
vergencie..

b) Convergencia fuerte implica convergencia débil.
c) Convergencia ultradébil implica convergencia débil.
d) Las topdlogias fuerte y ultradébil no son comparables.

e) Las topologias débil y ultradébil son equivalentes sobre subconjuntos A C B(H) que
son acotados en la norma, i.e., tales que

sup{|| X}l : X € A} < oc.

f) (B(H),|l llco) s €l dual fuerte del espacio (7(*),| [|1) donde
lell =tr{lel}, P € T(H).

La dualidad estd dada explicitamente por la asociacién
(p, X) — tr{pX}, pe T(H), X € B(H) (1.1.1)

La topologia o(B(H),7(H)), que esta dualidad genera en B(H), coincide con la
- topologia ultradébil.

g) Como consecuencia de la afirmacién hecha en el inciso f) y el Teorema de Banach-
Alaoglu [82], tenemos que los conjuntos A C B(H), acotados en la norma son
precompactos en la topoloegia ultradébil. Reciprocamente, por el principio de aco-
tamiento uniforme, los conjuntos precompactos en la topologia ultradébil son aco-
tados en la norma.

h) Si {Aa}2,, {Ba}2, son sucesiones en B(H) tales que A, > A, B, = B entonces
A.B,— AB.

i) Si {X,}n es una sucesién no decreciente en B(H) que es acotada en norma entonces
existe un elemento X € B(H) tal que X,, converge a X en las tres topologias, fuerte,
’ebil y ultradébil. En este caso escribiremos

X =sup X,.
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La dualidad (1.1.1) juega en probabildad cuéntica el mismo papel que en probabilidad
clésica juega la dualidad entre el espacio de funciones medibles y acotadas y el espacio de
medidas de varicién total finita:

(fom) = [ fdu

Un operador X en H es de rango finito si su imagen tiene dimensién finita; X es de
rango uno si su imagen tiene dimensién uno. Para designar los operadores de rango uno
utilizaremos la notacién de Dirac, es decir si ¢, ¥ € H, entonces |¢ >< 1| es el operador
cuya accién sobre un elemento = € H estd dado por

lp ><dlz = (¥, z)p.

En ocasiones, también designaremos por p,, al operador |¢ >< y|. Todo operador de
rango finito es combinacién lineal finita de operadores de rango uno. Los operadores de
rango uno que son positivo definidos son de la forma | >< ¢|, es decir son miiltiplos
positivos de proyecciones ortogonales sobre subespacios de dimensién uno.

Si M es separable y {e,}22 ; es una base ortonormal de H entonces P, = Y"1, le; ><

n=1 =1

. €| es la proyeccién ortogonal sobre el subespacio generado por {ei,...,en} ¥ P,.-;';»I .
Ademss, para cualquier A € B(H), P,APF, es operador de rango finito,

|PaAPyleo < lAlloc y P.AP, % A.

Lo anterior prueba que,si H es separable, P,AP,3 A y P,AP, > A. Por tanto,
el subespacio de operadores de rango finito es denso en B(H) respecto a las topologias
fuerte y ultradébil. Ademés P, AP, € B{(H) si A € B;(H) por lo que todo operador
positivo definido es aproximable por operadores positivo definidos de rango finito en esas
topologfas. ' .

1.2 Transformaciones completamente positivas y normales.

En esta seccién y la que sigue introducimos los conceptos que serdn los objetos de estudio
en este trabajo. Si X,Y € B(H), X <Y 6 Y > X significa que Y — X es un operador
no negativo definido. En este capitulo denotaremos por

Ho=HS---OH

la suma directa de H consigo mismo n veces. Los elementos de B(H,) pueden represen-
tarse como matrices de n X n cuyas entradas son elementos de B(H), i.e.,

An -+ An
v : € B(H,) con A;; € B(H).

Ay o+ Apn

Dados F otro espacio de Hilbert con producto interno

(¢)
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y P : B(H) — B(F) una transformacién lineal, definimos P™ : B(H,,) — B(F,) como

Al] e Aln P(Al]) i " P(Aln)
IS ES o= ;
Anl cor Apn P(Anl) cee P(Ann)

Es claro que P también es una transformacién lineal. Sea B, (H,) el cono de oper-
adores acotados en H, que son positivo definidos.

Definicién 1.2.1. [68] Decimos que P es n-positiva, si P™ transforma B,(H,) en
B, (F,). A las transformaciones 1-positivas las llamaremos positivas. También decimos
que P es completamente positiva si es n-positiva para todo n € N.

Es inmediato probar que la composicién de transformaciones completamente positivas
también es completamente positiva y combinaciones lineales positivas de transformaciones
completamente positivas son completamente positivas. Si Xi,X,,...,X, € B(H) y X}
denota el adjunto de X; entonces

XXy - XiXa
: € B, (hy)- (1.2.1)
XX - XpXn
De aqui, es facil probar lo siguiente:

Proposicién 1.2.2. Si P : B(H) — B(F) es una transformacidn lineal completa-
mente positiva, entonces se tiene que:

a) W\neN, X,,..., X, € B(H), Y1,...,Y, € B(F),
n

> Xn: Y'P(X;X;)Y; 20 (1.2.2)

i=1 j=1

b) Vn €N, Xy,... X, € B(H), ¥1,-..,¢n € F,

33 (s, PO X33 0 (123)

i=1j=1
Ademds (1.2.2) y (1.2.8) son eguivalentes.

La propiedad algebraica de ser completamente positivo junto con la siguiente propiedad
topolégica, llamada normalidad, son dos conceptos centrales en este trabajo.

Definicién 1.2.3. Ses P : B(H) — B(H) una transformacion lineal y positiva. Se
dice que es normal si X, X3, X,,... € B(H) -

0<X;<£X;<..., X=supX, implica sup P(X,) = P(X).
Un hecho importante y no trivial es el siguiente. Si P : B(H) — B(F) es lineal y

positivo, entonces ser normal es equivalente a ser continuo en la topologia ultradébil. Una
prueba de ello se encuentra en [27], Cap. 4, Secc. 3, Teorema 2, p. 59.

Proposicién 1.2.4. Tenemos lo siguiente:

10




a) Los operadores de rango 1 que son positivo definidos en H,, son de la forma (1.2.1)
con X; = |z >< y;| para ciertos z,1,...,ya € H, con ||z|| = 1,

b) Los operadores de la forma (1.2.1) generan un subespacio vectorial denso en B(H,)
respecto a las topologias fuerte y ultradébil.

c) Si P : B(H) — B(F) es lineal y continuo en la topologia ultradébil entonces la
condicién de ser completamente positivo es equivalente a la condicion (1.2.2) (y a
la condicidon (1.2.3)).

d) Si P: B(H) — B(F) es como en el inciso anterior, entonces es acotado respecto a

las normas || - lleo v Il - I8y de B(H) y B(F).

Demostracién. Para probar la afirmacién a), recordemos que los operadores positivos
de rango uno en H, son de la forma |y >< y| con y € H,\{0}. Por lo que existen
Y1,--.,Yn € H tales que y = (y1,...,¥). Consideremos algin y; diferente de cero y
hagamos z = glip, X; = |z >< y|, j = 1,...,mn. Como X} = ly; >< z| entonces
X3 Xk = |y; >< yi| y no es dificil verificar, usando la definicién de producto interno en
© Ha, que |y >< y| se representa en la forma (1.2.1) con los operadores Xj.

La prueba de b) se sigue inmediatamente de a) y de que los operadores de rango finito
forman un subespacio denso en B(H,) respecto a las topologias fuerte y ultadébil.

Para probar c), basta con demostrar que (1.2.3) implica positividad completa. Para
simplificar la notacién supondremos, sin pérdida de generalidad, que F = H. Sean € N,

All et Aln
€ B-I-(Hn)
\ Anl e Ann

Por definicién del producto interno en H,,, para probar que

P(An) -+ P(Anm)

P(Aw) -+ P(Au)

es positivo definido, hay que verificar que para cualesquier ¢y, 2, ...,¢n € H,

> S (pi, P(Ai)p;) 2 0.
i=1j=1
Lo cual es cierto si se aproxima ultradébilmente el operador
An o0 A
Ay - Amm
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con combinaciones lineales positivas de operadores de la forma (1.2.1), se usa la con-
tinuidad de P en la topologia ultradébil y la condicién (1.2.3).

Finalmente, para probar la afirmacién d), supongamos nuevamente que F = H.
Puesto que P es una transformacién lineal definida en todo el espacio de Banach B(H),
bastard probar que es P es cerrada y aplicar el Teorema de la Gréfica Cerrada.

Si X, = Xy P(X;) = Y en la norma || - ||, entonces ambas sucesiones también
convergen en las topologias fuerte y ultradébil. La normalidad de P 1mphca que P(X,) —
P(X) en la topologia ultradebll y como ésta es de Haussdorf, P(X) =

|

Vale la pena hacer notar que no todo operador de la forma (1.2.1) es de rango uno.
Ejemplo 1.2.5. [59], [68]. Sea {A;}2, una sucesién en B(H) tal que ) A}A;
. j=1

, " _
converge fuertemente. Entonces para todo X € B(H), ZA;-'X.A,- converge fuerte y ul-
j=1

tradébilmente. Sea P : B(H) — B(M), definido por

P(X) =Y AIXA;. (1.2.4)
=1

Entonces la transformacion P es lineal, completamente positiva y normal.

Demostracién. Para probar que la serie dada por el lado derecho de (1.2.4) converge
para todo X € B(H), en cualquiera de las topologias fuerte, débil y ultradébil, basta
con suponer que X > 0, pues todo elemento de B(H) es combinacién lineal de cuatro
operadores no negatlvo definidos.

Sea ¢ € H. Como Z A’ A; converge fuertemente, tenemos
=1 -

n+l

0< Z(w, AL X Arp) < }:(so, AL X Axp) < 1 X |l Z | Axpll? < 0.

- k=1

Lo que prueba que, para X > 0, la sucesién de sumas parciales en (1.2.4) es no decreciente
y converge débilmente. Esto implica la convergencia fuerte y ultradébil, ([6]).
La linealidad de P es obvia. Si {X;}32; es una sucesi6n en B,(H), monétona no

decreciente, tal que
X =sup X, € B;(H)

entonces para cada g € Hy k € N,
0 S (‘P1 zXnAk‘P) _<. (‘P’ A;XH-HAHP) ,:_“;(‘Pa AiXAk‘P)’

Asf pues, por el Teorema de Convergencia Monétona,

(0 PUGYE) = 3 (5 A3 Kn) 2 3~ (5 A3 Aug) = (0, PX)p)
=1 =1 _
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lo que prueba que P(X,) = P(X). Como 0 < P(X,) < P(Xa41) < P(X) < | X||oP(I)
concluimos que P(X,) "=’ P(X).
SineN, Xi1,...,Xn € B(H), ¢1,...,pn € H entonces -

Z 20, PXIX))e5) = 3 3 e AiXI X Ars)
Jj=1 . k=14,j=1

o0

=)

k=1

n 2
> XiAwpil| 0.

i=1

De tal forma que P es completamente positivo.
|

Definicién 1.2.6. Por CPn(H) denotaremos el cono de transformaciones lineales,
completamente positivos y norinales en B(H). '

Como lo aseguramos antes, combinaciones lineales positivas de transformaciones com-
pletamente positivas son completamente positivas, lo que justifica que a CPr(H) le demos
el calificativo de cono. El siguiente resultado da una caractenzamén de CPn(H) en el
~ sentido de que proporciona todos los posibles ejemplos.

Teorema 1.2.7. (Kraus, 1973). Si H es separable, entonces P € CPn(’H) si y sdlo

si es de la forma (1.2.4), para alguna sucesion {A;}2, en B('H) tal ZA"A converja
j=1

fuertemente.

Demostracién. En el ejemplo 1.2.5 probamos que las transformaciones de la forma
(1.2.4) pertenecen a CPn(H). El reciproco es propiamente el Teorema de Kraus y su
prueba se encuentra en [59).

a2

Un hecho interesante es que si P es una transformacién completamente positiva en-
tonces aplica el cono B, (H) en si mismo (positividad) pero la afirmacién reciproca es
falsa como lo muestra el siguiente (ver [16])

Ejemplo 1.2.8. Sea H un espacio de Hilbert de dimensién finita. Sea o B('H)
B(H) definido por
®(X) = (MrX)[—X, XecB(H), AeR;

Si X € B4(H) entonces 0 < X < | X|leol < tr{X)I por lo que ® es positivo para A > 1.
Mi4s atin, un célculo directo muestra que paran € N, Xi,...,. Xp € B(H)y ¢1,...,0n € H
se tiene

E (s, B(X7 Xj)i5) = A E tr( X X;) (i, 5) —

=1 $,j=1

| . ’ | 10 1/2 1/2
porloqueSIHZC27n=2)Xl=(0 0),X2=(1/2 1/2)7901:(3)7¢2=(‘1))

entonces

1/2 1/2

‘X:=X5-=X:X.'; X;X2=( 0 0

); (XX = 1
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1 . 1
tr(X1Xs) = 5= tr(XoX1); Xipi=w1;; Xopa= 5(801 + pa);

5 2 . 5
| X101 + Xoo|* = > D (i (XTI X)) = 21 — >
4,j=1
lo que muestra que ® no es completamente positivo si A < %.
Para terminar esta seccién, introducimos el concepto de transformacién predual. Sea
T : T(H) — T(H) una transformacién lineal y continua en la norma de la traza. Sea

X € B(HM) y considere la siguiente funcional lineal f7 : 7(H) — C
fx(p) = tr{T(p)X}
Es claro que f7 € (T(H))* por lo que existe un tnico P(X) € B(H) tal que
tr{T(p)X} = tr{pP(X)} (1.2.5)

La transformacién P : B(H) — B(H) definido a través de (1.2.5) es claramente lineal
y continuo en la topologia ultradébil y se le conoce como la transformacién dual de T,
o bien T es la transformacién predual de P. Reciprocamente, sea P : B(H) — B(H),
~ lineal continuo en la topologia ultradébil y sea p € T(H). Entonces la siguiente funcional
9y :B(H)—~C

g5 (X) = tr{pP(X)}

es continua en la topologfa ultradébil de B(H). Como la topologia ultradébil coincide con
la topologia o(B(H), T (H)) en B(H) generada por la dualidad (1.1.1) (ver [6]) entonces
existe un unico T'(p) € T(H) tal que la ecuacién (1.2.5) es vélida ([70], Teo. IV.20, pég
114). No es dificil demostrar que T es lineal y acotado en (T(H), || |l1) por lo que T es la
transformacién predual de P.

1.3 Semigrupos dindmicos cuanticos
Definicién 1.3.1. Un semigrupo dindmico cudntico es un familia, {P,;}:>0, de elementos
en CPn(H) tal que

i) PP(X) = P,ys(X), P(X) =X, X € B(H)

ii) Es ultradébil continuo, es decir

lim tr(P(X)p) =tr(Xp), X € B(H),p€1(R).

i) P(I) <1, ¥t 20.

Abreviaremos el término semigrupo dindmico cudntico como QDS de acuerdo a las
iniciales en inglés.

En seguida probamos dos propiedades elementales que todo QDS debe satisfacer.
Aungque son resultados bien conocidos (ver por ejemplo [32]), incluimos la prueba para
ilustrar como es que se aplican en la teorfa de QDS los conceptos introducidos hasta el
momento.

Proposicién 1.3.2.
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a)

b)

Todo @QDS, {P,}s>0 es contractivo, es decir
1P(X)lloo < X Nleo» X € B(H).

Si X € B(H) la curva en B(H), t — P,(X), es fuertemente continua.

Demostracién. Seguiremos a [32].

a)

b)

X X*X

Por lo tanto, dado que P, es completamente positivo y satsface iii),

O<(R(I), P(X) )<( I, PX) )
S\ PXY), RX'X) )= AXY), PX*X) )

Si X € B(H) entonces 0 < ( I X )

De aqui, es facil deducir que P,(X)* = B(X*) y
P(X*X) 2 R(X")P(X) 20 (1.3.1)

por lo que usando iii), la desigualdad (1.3.1) y el hecho de que A < ||A||eo] para
cualquier A € B,(H), tenemos

IX*XleoT 2 P(IX* X [looT) 2 P(X*X) 2 P(X*)P(X)

por tanto,
IX12, = 1X* X lloo = IB(X*)PUX) o0 = IP(X)IIZ,

de donde se deduce que {P;} es contractivo.

Sea T; la transformacién predual de P, (ver seccién anterior). De i) y ii) tenemos
que para p € T(H), X € B(H), h > 0,

tr{Ti(p)X} = tr{pFu(X)} 2 tr{pX}
lo que prueba que {T;}:>¢ es un_semigrupo que actiia sobre el espacio de Banach
(T(H), |l l1) y que es continuo en cero con respecto a la topologia débil en T(H)

dada por la dualidad (1.1.1). Por tanto, {T;}:>0 es fuertemente continuo en el
espacio de Banach (T(H), || |[1) (ver [69], Cap. 2, Teo. 1.4, pdg. 44).

Por otra parte, gracias a la desigualdad (1.3.1) tenemos que si ¢ € H, t > 0y
A, = B(X) - X,

I Pa(X)ll? = (Pu(X), Pu( X)) = {0, Pu(X*) Pu(X)e)
< A, Pa(X* X)) (1.3.2)

IPe+n(X)e — Pi(X)ol? = | P(An)ell® < (o, P(ALAn)0)
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=tr{le >< | P(A3AR)} = tr{T:(lp >< p|) A} Ar} (1.3.3)

1P=s(X)p — P(X)ll* < (@) Pin (A} An) )
= tr{Tic (o) AbAn} (1.3.4)
donde p, = |p >< ¢|.
Si h — 0 en (1.3.2) entonces, debido a ii),

P(X) =5 X.

De la misma manera, P;.(X‘)h—:zX*. Por tanto A, =0 y Ap->0 por lo que

ALAR 0. Como [|ALArllee < 4 X% concluimos que A:A;, =50 y entonces el -
lado derecho de (1.3.3) tiende a cero si h — 0. Lo mismo se tiene en (1.3.4) puesto
que el semigrupo {T}}:>o es fuertemente continuo. Todo esto prueba que la curva
t — Pi(X) es fuertemente continua.

|

Observacién. Que la curvat — P;(X) sea fuertemente continua para cada X € B(H)
no implica que el QDS {P;}:>o sea fuertemente continuo en (B(H),| |l). Por otro
lado, debido a que {F:} es contractivo, el semigrupo predual, {7;}:>0, también es de
contracciones.

Definicién 1.3.3. Un QDS es conservativo si P,(I) = I, Vt > 0.

Definicién 1.3.4. Se dice que un QDS, {P;}:>0, €s uniformemente continuo si

lim su B(X) — Xl|leo = 0.
i sup IA(X) ~ X s
Segiin la teoria general de semigrupos, un QDS uniformemente continuo debe tener
como generador infinitesimal a una transformacién lineal y acotada
L : B(H) — B(H). Uno de los resultados més célebres es la siguiente caracterizacién del
generador infinitesimal de cualquier QDS uniformemente continuo.

Teorema 1.3.5. (Lindblad, Gorini, Kossakowski, Sudarshan, 1976).

Si { P}i>0 es un QDS uniformemente continuo y conservativo, entonces su generador
infinitesimal, L, tiene la siguiente estructura: £ : B(H) — B(H), es acotado y ezisten
® € CPn(H), H € B(H) autoadjunto tales que

L(X) = &(X) - HeD)X + XS(I)} +i[H, X),
(1.3.5)
= ®(X)-G*X - XG,

donde |-, -] denota el conmutador, es decir

[H,X]=HX - XH G= écp(z) —iH
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Reciprocamente, toda transformacion L de la forma (1.3.5), para ciertos ® € CPn(H),
H € B(H) autoadjunto, es acotada y genera un QDS uniformemente continuo y conser-
vativo.

Demostracién. Ver [42] 6 [60].

Si no pidiéramos la condicién de conservatividad, entonces la estructura de L es la
siguiente: Existen ® € CPn(H), H, B € B(H), con H autoadjunto y B positivo definido,
tales que

L(X)

&(Xy— He()X + X®(I)} +i[H, X] — 3(BX + XB)
(1.3.6)
= ®(X)-G'X - XG,

donde G = 3®(I) — iH + i B.

Una prueba de esto se encuentra en [4].

A las ecuaciones (1.3.5) y (1.3.6) se les conoce como una forma de Lindblad del ge-
nerador infinitesimal de £. La forma de Lindblad £ no es tinica; es decir, pueden existir
diferentes ¥’ € CPn(H), H', B' € B(H), con H' autoadjunto y B’ positivo definido, tales

- que L se puede representar en la forma (1.3.5) o (1.3.6) con ®, H, B reemplazados por &,
H'y B'.

Por citar un ejemplo, supéngase que £ se puede expresar en la forma (1.3.5). Sea
H=H+AMy®(X)=&X)+upX,con A€ Ry u € R, entonces es inmediato verficar
que L se puede expresar en (1.3.5) con estos &' y H'.

1.4 Algunos ejemplos.
[68].

1.4.1. Sea {W,}:>0 un semigrupo de contracciones fuertemente continuo en H y sea —G

su generador infinitesimal. La condicién de que {W;}:>0 sea contractivo implica que

. para todo ¢ € H, la funcién t — ||W,p||? es decreciente por lo que si ¢ € domG
entonces ‘

d
—2Re(p, Go) = = [[Wipl!] _ <0. (1.4.1)
_ t=0
Sea P, : B(H) — B(H), definido como
P(X) =W/XW,, X €B(H)

Entonces {P;}:>0 es un QDS. Sup6ngase primeramente que {W,}:;>0 es uniforme-
mente continuo en . Entonces el semigrupo {F;} es uniformemente continuo y su
generador infinitesimal estd dado por

L(X) = -G"X — XG.

G

Como a G lo suponemos acotado entonces W; = e~ y

G = B —iH,
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1.4.2.

donde B = && y H = £=C€ son dos operadores autoadjuntos. Ademés, por
(1.4.1) |
(¢, —Byp) = 2Re(p,—Gyp) =< 0.

Lo que prueba que B es positivo definido y por consiguiente, una forma de Lindblad
para L es tomar ®(X) = 0, para todo X € B(H) y

£(X) = i[H,X] — (BX + XB).

Supéngase ahora que {W;}:50 solo es fuertemente continuo. Entonces G no nece-
sariamente es acotado pero {P.};>o satisface que para cualquier ¢,p € dom G y
X € B(H),

2 W, PAX)p) = ~(Wet, XG Weg) — (G Weh XWig)  (142)

En el ejemplo anterior, la condicién de ser conservativo, se cumple si y solo si
{W:}is0 es un semigrupo de isometrfas. En este caso la funcién ¢ — ||Wip|? es
constante. Si ademéds G fuera un operador acotado, entonces B = 0 por lo que
7 = —tH y {W;}:>0 seria un semigrupo de operadores unitarios. Por tanto, si
definimos W_, = W} = W™, P_y(X) = W* XW_,, t > 0 tenemos que {F,}s»0
puede extenderse a un grupo.

Por otra parte, si {W,};>o fuera un grupo de isometrias entonces serfa un grupo de
operadores unitarios y G tendria la forma iH con H un operador autoadjunto no
necesariamente acotado. En este caso, la ecuacién (1.4.2) es la llamada Fcuacidn
de Schroedinger en la representacién de Heisenberg.

Los siguientes ejemplos tienen por objeto mostrar situaciones en que un QDS es
una extensién de algin semigrupo de Markov. Tales QDS reciben el nombre de
eztensiones cudnticas del semigrupo de Markov.

Si P : B(H) — B(H) cualquier transformacién y A C B(H), decimos que A es
P-invariante si P(A) C A. Si {F;}:>0 es un QDS uniformemente continuo con ge-
nerador £ y A es un subespacio vectorial cerrado en la norma || ||, entonces A es
Ps-invariante para todo t > 0 si y sélo si es L-invariante.

Sean (£2,S,u) es un espacio de medida o-finita, L, = LE(Q2,S,u), l < p< oy
H = L. Sabemos que Lo, = L} y la dualidad estd dada por

(f,9)— /nfgdu, f€Ls, g€l ' (1.4.3)

Denotemos por o(Lu, L1) la topologia en L, generada por la dualidad (1.4.3). De
manera natural, se puede identificar L, con una subdlgebra de B(H) asociando a
cada f € Ly, con el operador my € B(H) de multiplicacién por f. Esta identificacién
es una isometria lineal (no suprayectiva) entre la norma de L., y la norma de
B(H). Asimismo es continua y abierta respecto a la o(Lw, L1)-topologia de Lo, y
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la. topologia ultradébil de B(*). En caso de que 2 = N con la medida de conteo,
escribiremos £, en lugar de Ly, 1 < p < 0.

Lema 1.4.3.

a) Sean Q@ = N, S = 2N y pu es la medida de conteo. Si P : B(H) — B(H) es
una transformacion lineal, positiva y normal. Supongamos ademds que £, es P-
invariante. Entonces existe una matriz {p(¢,j) : i,7 € N},con p(i,5) > 0, tal

que
(PHE) = p(5)f0G), fE€ls (1.4.4)

JEN

b) Sean Q =R™*, S la o-dlgebra de Borel, i la medida de Lebesgue y Cy es el espacio
de funciones continuas que se anulan en infinito. Sea P : B(H) — B(H), lineal y
positivo que deja invariante a Cp. Entonces eziste una funcionp: Q2 x S — R, tal
que pare cada x € Q, p(z,-)es una medida finita y

P(f)(@) = [ ple,du) @) (1.45)

Demostracidn.

a) Sea i € N. Considérese la funcional lineal y positiva P* : £, — C

Pi(f) = (Pf)(¥)

Como consecuencia de que la restriccién de la transformacion P a €y €s 0(£oo, ¢3)-
continua, se tiene que P’ es una funcional o(fy,¢;)-continua. Por tanto existe
{p(4,5)}32; € ¢ tal que (1.4.4) se cumple (ver [70], Teo. 1V.20, p. 114). Que
p(i,7) > 0 se sigue de que P es positivo.

~ b) Notemos que no hay ningin supuesto de continuidad sobre P. Sean z € Q y
P*:Cy —C,
P*(f) = (P)(@).

P* estéd bien definida porque Cy es P-invariante. Ademds es una funcional lineal
positiva porque P es positivo. Por tanto, P* es una funcional continua en la norma
del supremo de Cy. Asi que, por el teorema de Riesz-Markov ([70], Teo. IV. 18 p.
111), existe una medida finita p(z,-) : S — R, tal que la ecuacién (1.4.5) es vélida.

A n

Si en el lema anterior P(I) < I (P(I) = I) entonces la matriz del inciso a) es
subestocéstica (estocdstica) o bien la funcién P del inciso b) es un nicleo subesto-
castico (estocéstico).

Por lo anterior tenemos que si X es el conjunto de nimeros naturales con la medida
de conteo, H = €3 y {P:}t>0 es un QDS en B(H) que deja invariante a £, entonces
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el QDS actua sobre £, como un semigrupo submarkoviano (0 Markoviano en caso
de que {P,} sea conservativo). Algo similar podemos decir cuando X = R™ con la
medida de Lebesgue si {P,} deja invariante a Cy. Para examinar algunos ejemplos
concretos de extensiones cuinticas de semigrupos de Markov, introduzcamos los
siguientes operadores en H = {2

U(ah ag,-- ) = (O’ a, az,"- )
Uy = (0) ,
dom N{{as} € &r: {ia} € &}, N({ah) = {jas}.

Los operadores U, U* y N reciben, respectivamente, los nombres de corrimiento a

la derecha, corrimiento a lo izquierda y operador de nimero. N es un operador

no acotado, autoadjunto cuyo espectro es N. Todos los elementos del espectro

son valores propios simples. En este ejemplo, si f € ¢, entonces el operador de

multiplicacién por f coincide con el operador f(N), que se define por medio de

célculo funcional. Entonces (f(N))* = f(N) donde f es la funcién conjugada
" compleja de f. Los ejemplos que siguen, fueron tomados de {68]

1.4.4. Sean A, u € €y fijas. Definamos ® € CPn(H) como
O(X) = AMN)U*XUAN) + g(NYUXU*u(N) (1.4.6)
Por tanto, si f € {u,

S(f(N)) = MN)F(N +1AN) + BN)g(N)u(N)
IMN)EF(N +1) + |u(N)Pg(N)

donde g € £, estd definido como

(4) = 0 si i=1
W= fe-1) si i>2
De aquf obtenemos que ®(I) = |A\(N)[2 + UU*|u(N)|>.

Sea

L(X) = &(X) - %{@(I)X + Xo(I)}. (14.7)

L es una transformacién lineal acotada, expresada en forma de Lindblad (1.3.5),
con H = 0. Un célculo directo muestra que £, es L-invariante y ademés

LF(N)) = IMXNPF(N +1) + |p(N)Hg(N)
= (MNP +UU*u(N)P) F(N)
= IMNP(F(NV +1) = F(N) + |(N)P(g(N) — £(N))

En otros términos, £ transforma cada f € { en h € £, donde

h(i) = { IMDP(f(2) - (1) = [w()f(1) si i=1-
IMOP(FGE+1) = f6)) + u@P(fE+1) — f(£) si i22
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1.4.4.

1.4.5.

1.4.6.

e AL i s 3 b

Lo que significa que £ actua sobre £,, como el generador infinitesimal de un proceso
de nacimiento y muerte con tasas de nacimiento {|\(?)|? : ¢ € N} y tasas de muerte
{lu(®)|? : i € N}. Si B, = €£, entonces {P;} actua sobre ¢, como el semigrupo de
Markov asociado a tal proceso. En general, se desconoce la expresion explicita de
P,; sin embargo, cuando u = 0 y A(f) = A, £ actua sobre £y como el generador
infinitesimal del proceso de Poisson con pardmetro |A[?

L(F(N)) = AP(fF(N + 1) — A(N)).

Un céleulo directo muestra que para todo X € B(H)

& (tL)k X) = BUY®O xpY®
R(X) - E k' ( ) - N
= &

donde {Y(t) : t > 0} es un proceso de Poisson con pardmetro |A|2 y E es la esperanza
matemética en el espacio de probabilidad donde {Y(t) : ¢ > 0} esté definido.

Sean v € £y, con valores reales, y H = v(N). Sean ® € CPn(H) definido en (1.4.6)
y .
LX) = ®(X) — %{(I)(I)X + X®(I)} +i[H, X]

Entonces £; : B(H) — B(H) y también deja invariante a {, ya que [H, f(N)] =
0 para cualquier f € ¢,. Por tanto, £, también actiia en £, como el genera-
dor infinitesimal de un proceso de nacimiento y muerte y e*“! es otro QDS que
es extensién cudntica del semigrupo de Markov ‘asociado a tal proceso. Esto nos
muestra que la extensién cudntica de un proceso de Markov, no necesariamente es
unica.

Sean X como en el inciso a) del Lema 1.4.3 y ® € CPn(H) que deja invariante a
ls y ®(I) = I. Definamos
LX)=®d(X)-X

Entonces £ es una transformacién lineal y acotada en B(H) expresado en forma de
Lindblad con H = 0. Obviamente £ deja invariante a {y. Si ¢ y L denotan las
restricciones a'ls, de ® y £, y {P;} representa el QDS generado por L, entonces Iy,
es Pinvariante y es una extensién cudntica del semigrupo et L que est4 asociado con
un proceso saltos puro y cuya cadena de Markov encajada tiene a ¢ como funcién
de transicién.

Sean X = R con la medida de Lebesgue y {Y () : ¢ > 0} un proceso estocdstico con
incrementos independientes y estacionarios con valores en R, Y (0) = 0 y es continuo
en probabilidad al tiempo ¢t = 0. Sean t € R, y U, : Ly — Ls, (Usg)(x) = g(z — 1),
g € L. La familia {U; : t € R} es un grupo unitario cuyo generador infinitesimal,
D, tiene como dominio y regla de correspondencia

D={ge€Ly:g existe y ¢ € Ly} Dg=—¢
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Observemos que para f € Cy, U} fU; = fi € Cy donde (fi)(z) = f(z + ¢).
Sea t > 0 y definamos P, : B(H) — B(H), como
donde E es la esperanza en el espacio de probabilidad (2, F, P) donde el proceso

{Y(t) : t > 0} estd definido. Para ser explicitos, definamos el operador acotado
P,(X) de (1.4.8) por medio de su forma sesquilineal:

Notemos que |UpyXUrpllc = || X|leo- Si 9,4 € H, y X € B(H) definimos
Z :R — C como

Z(a) = Z(p, ¥, X,a) = (Uap, XUa9), a€R, (1.4.9)

entonces, como consecuencia de que {U, : a € R} es un grupo de operadores
unitarios fuertemente continuo, Z es una funcién uniformemente continua; ademés
es acotada ya que

1ZW)| < [ Xleollell o] (1.4.10).

Definimos {p, P,(X)¢) := EZ(Y (t)). Debido a la estimacién (1.4.10), esta forma
sesquilineal también es acotada, con la misma cota que en la desigualdad (1.4.10),
y el operador P,(X) queda bien definido con norma menor o igual que || X|[qo-

Sea {S:} es el semigrupo de Markov asociado con {Y'(t) : t > 0}. S; actua en
C¢(R), el espacio de funciones uniformemente continuas y acotadas:

(SiN@) =F fe+Y®) = [ Jc+a) Dilda) | € Ci(R),z€R

Donde D, denota la distribucién de la variable aleatoria Y(t). Observemos que
(o, B(X)¥) = (5:2)(0).

Para. verificar que la familia {F;(-)}:>0 es un semigrupo, procedamos en dos etapas;
por un lado, utilicemos que el proceso {Y () : ¢ > 0} tiene incrementos independi-
entes y estacionarios por lo que un cdlculo directo muestra que

(¢, Poys (X)) = E Z(p, %, X, Y (t +33))
= E Z(‘P: "/)’Xa Y(t + 8) - Y(s) + Y(S))

| = [ [ 2(p.9,X,a+b) Di(da) D(ab).
Por otro lado, como la funcién 2 tiene la siguiente propiedad:
Z(p, ¥, X,a+b) = Z(Usp, Uath, X, b),

otro cdlculo directo muestra que

(g, BP(OY) = / (Uap, P(X)U,3) Ds(da)
= / E Z(Uap, Uath, X, Y (3)) Dy(da)
_ / / Z(Uap, Uath, X, b) Dy(db) Dy (da)
- / / Z(p, %, X, a + b)D,(db) D;(da).
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1.4.7.

Lo que prueba que los operadores acotados P.4,(X) y P.P,(X) tienen la misma
forma sesquilineal por lo que son iguales.

También se puede demostrar, con el Teorema de Convergencia Monétona, que cada
P, € CPn(H).

Para probar la continuidad ultradébil, sea X € B(H). Como |F(X)]oc < | X |lcos
basta probar que la curva de operadores t — P;(X) es débil continua en t = 0. Sean
¢, € H. Puesto que el semigrupo {S;} es fuertemente continuo en C¢(R) (ver

[33]) entonces
(o, PAX)) = (5:2)(0) = Z(0)-

Por dltimo, probemos que C(R) es P;- invariante. Sea f € C}(R) entonces

(o, R(F)¥) = E Z(p, ¥, £, Y (£)) = Elp, Uy(y fUr¥) =

E [¢@)f@+Y @i = [#@)5f (@) = (o, (S)¥).

Lo que muestra que P;(f) coincide con el operador de multiplicacién por S;f. De
la. misma forma se puede probar que Cy es P;-invariante.

En una gran cantidad de ejemplos, como el anterior, el QDS {P;}+>0, no es uniforme-
mente continuo por lo que su generador infinitesimal es no acotado. El ejemplo més
elemental nos lo brinda la siguiente extensién cuédntica del semigrupo asociado al
movimiento browniano.

’ 2

e'!ﬁ
(@) = [[ fa+v)mdy, [ €CER)

En esta situacién particular, nos proponemos deducir una ecuacién diferencial sa-
tisfecha por la extensién cudntica del semigrupo del movimiento browniano. Sea G

el operador —%Dz, donde D es el operador del ejemplo 1.4.6, es decir

dom G = {) €dom D: ¢/ € dom D}; Gop = —%1/;".

Si ¢, 9 € dom G entonces la funcién Z(y) definida en (1.4.9) tiene primera y segunda
derivadas uniformemente continuas y acotadas pues

Z,(y) = —Z(D(p,‘(/),X,y)—Z(SO,D‘l/},X,y)
Z"(y) = Z(D%p,%,X,y) —2Z(Dyp, D¢, X,y) + Z(p, D*¢, X, y)

Por lo que

d 1 (/4
ZE(S,(Z))(O) = —ESt(Z )(0)

= —(Gep, B(X)¥) + (Dg, P.(X)Dy)
- (‘P’-Pt(X)G¢>

4 (o, P(XW)
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En vez de encontrar al dominio del generador infinitesimal del QDS {F}, hemos
considerado, para cada X € B(H), una forma sesquilineal, £(X), cuyo dominio es
dom G y tal que :

donde ®(X)[, ] es la forma sesquilineal,
C(X)|p,¥) = (Dp, X DY) ¢, €dom G

En otros términos, el QDS { A} satisface la ecuacién diferencial

2 (o, PUXW) = LB(X)lp, ) (1.49)

con la condicién inicial

(‘Pv PO(X)"/)) = (‘P, X¢>
Ecuaciones diferenciales como (1.4.2) y (1.4.9) reciben el nombre de ecuacién maes-
tra o ecuacion de Lindblad y como veremos en el préximo capitulo juegan un papel
similar a la llamada ecuacién hacia atrds ( o ecuacién de Kolmogorov-Feller) satis-
fecha por la funcién de transicién del proceso estocéstico subyacente.
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Capitulo II

2 El Problema de la conservatividad.

2.1 La ecuacién maestra y el QDS minimal.

En el capftulo anterior examinamos algunos ejemplos de QDS. Cuando el QDS es uni-
formemente continuo, la ecuacién diferencial del semigrupo es

——Pt(X) L(P(X)), Rh(X)=X, XeB(H)

Donde £ : B(H) — B(M) es una transformacién lineal y acotada y la derivada se toma
en la tepologia de la norma. Si el QDS no es uniformemente continuo, el generador es no
acotado y la ecuacién de arriba sélo es vdlida en el topologia ultradébil para los elementos
X € B(H) tales que

g PAX) =X

10
~ existe en la topologia ultradébil. Estos elementos constituyen el dominio del generador
infinitesimal y su estudio es un problema de gran dificultad. Basta mencionar que en el
caso de que el QDS fuera extensién cudntica de un semigupo de Markov, éste no siempre
tiene un generador infinitesimal completamente caracterizado.

Por otro lado, para los QDS de los ejemplos 1.4.1 y 1.4.7 mostramos que cumplen con
las ecuaciones (1.4.2) y (1.4.9) respectivamente. En esos ejemplos, el QDS {F;} cumple
con la siguiente propiedad: para X € B(H) la curva, en B(H), t — X; = B(X) es
solucién de la ecuacién deferencial con condicién inicial,

%(w, X)) = L(X)[p,¥] (0, X)) = (v, X9) 9,9 € D, (2.1.1)

donde D es un subespacio denso en H y £ es una transformacién?

L:BMH)xDxD—C

A (21.1) la llama,remos ecuacién maestra o ecuacidn de Lindblad y a L, el generador
formal

La transformacién L tiene la siguiente ezpansidn o forma de Lindblad:

LX), 4] = 2(X)lp, ¥] — (G, X¢) — (0, XGY) (2.1.2)
donde
II.1. Un operador G densamente definido en H con dominio dom G tal que —G genera

un semigrupo de contracciones en H, al que denotaremos por {W;}i>0, D C dom G
y es una esencia® de G.

! Usaremos las siguientes notaciones L(X, v, %) = L£(X)[p, %] ¥y £(X)[p] = L(X)lp, ¢],
2Fs decir, pa.ra cada u € dom G existe una sucesién {u,}, en D tal que u,, — 4 y Gun, — Gu.
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I1.2. La transformacidn
b:BH)xDxD—-C

tiene las siguientes propiedades:
(a) ® es lineal en la variable operador y sesquilineal en las variables vectoriales.

(b) Es completamente positiva, es decir

En: S(X: X)W, ¢;] 20 paraneN, ;€D yX; € B(H)

ij=1
(¢c) Paray € D fijo, ®(-)[¢)] es una funcional lineal normal en B(H) i.e.,
X =sup X, implica que sup®(X,)[¢] = ®(X)[¥]

para cualquier sucesidn no decreciente y acotada en norma {X,} de elementos po-
sitivos en B(H)

Una condicién necesaria para que exista un QDS {F,} tal que para cada X € B(H),
la curva t — P,(X) resuelve la ecuacién maestra (2.1.1) es la siguiente:

I1.3. L(I)[¢] £ 0 ¢ € D o de forma equivalente ®(I)[p] < 2Re(Gyp, ), ¢ € D
En efecto, supéngase que {F.} es un QDS con esa propiedad. Como FP(I) < I Vt > 0,

entonces, de la ecuacién maestra (2.1.1), tenemos

02 20, BD¥)lmo = L)

Asi que en adelante supondremos que las condiciones I1.1, I1.2 y I1.3 se cumplen. Como
veremos después, ellas garantizan la existencia de al menos una solucién de la ecuacién
maestra (Teorema. 2.1.3), pero antes haremos algunas consideraciones previas.

En vista de (2.1.2), la ecuacién (2.1.1) puede reescribirse como,

2 lo, X} = B(X)lp, o] — (Cop Xeb) ~ (, X.Go) 211y

En adelante, a ®(-) lo llamaremos el coeficiente completamente positivo, o la parte
completamente positiva, de la ecuacién maestra (2.1.1) y a D le daremos de la topologia
que induce la norma de la grdfica de G, es decir

lelle = llell + Gl

Sabemos que esta norma es equivalente a la siguiente norma

(lell® + 1Gel*)*2
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que proviene del producto interno

(p,¥) + (Gp GY).

Si la norma en un espacio de Banach es inducida por un producto interno, la llamaremos
norma de Hilbert.
Como —G genera un semigrupo fuertemente continuo de contracciones en H, entonces

Re{p,Gyp) 2 0,

por lo que la norma de la gréfica también es equivalente a la norma de Hilbert

lelio := ll¢ + Gell-

De hecho,
lello < llelle < V2lieln . (2.1.3).

Lema 2.1.1. Si £, ® y G estdn relacionados por la forma de Lindblad (2.1.2) donde
- G y ® cumplen con la condiciones I1.1, I1.2 y I1.3. Entonces L y ® tienen las siguientes
propiedades:

(i) £ es condicionalmente completamente positivo, i.e., sip; € Dy X; € B(H) son
tales que X7 X;y; = 0 entonces
> L(XIX;) i 5] 2 0.
3,7=1
Para cada X € B(H),
(i) 12(X)llg] < |1 X lle® ()] ¢ € D.

(iti) L(X)[, ] y ®(X)[, ] son formas sesquilineales continuas en D x D por lo que se les
puede extender a dom G. Esto permite suponer que D = dom G

(iv) Si A C B(M) es un conjunto acotado en la norma. Consideramos sobre A la
topologia inducida por la topologia ultradébil entonces ® : A X D xD — C es
conjuntamente continua.

Demostracién:

(i) Sean n € N, 9; € D y X; € B(H) tales que 37 X;¢; = 0. De la forma de Lindblad
(2.1.2), tenemos que

LX)t = 3 SKX Wil — 30 3 (G, X2 X)
ij=1 ij=1 i=1j=1
- Z";Z"xx.-«/a,x,-czm - z":] SO X, ey 5] > 0

27




(ii) Sea ¢ € D. Como ®(-)|p] es una funcional lineal positiva y normal entonces es
continua en la topologia ultradébil por lo que existe ®f(y) € 7(H) tal que

B(X)[g] = tr(X®' (), X € B(H)

(ver [70]). Por tanto
12(X) (4]l < 1X Il 2 () -

El operador ®'() es positivo definido pues

(#, ®(p)u) = tr(lu) (ul®'(9)) = B(lu) (ul)le] = 0,

pof lo que
I8t ()l = trd(p) = B(D)[¢]-
de donde i) s- sigue.

(iii) A partir de IL3, (ii) y (2.1.3) tenemos

NeX)ell < [ Xlw®()[e] < 201X [looRel, Gp)
< Xl el

Lo que prueba la continuidad de ®(X)[:,’] en D si X > 0. Para X € B(KH)
cualquiera, lo expresamos como combinacion lineal finita de operadores positivo
definidos y usamos la linealidad de ® en la variable operador para llegar a la con-
clusién.

Con la forma de Lindblad (2.1.2) se prueba que £(X)[:, ] es continua en D.

(iv) Debido a (iii), (iv) y la identidad de polarizacidn, existe una constante positiva M
tal que «
12(X) e, Y]l < M| X |l [l ellpliliD (2.1.4).

SiX,Xo€ A, ¥, €Dy K =sup{[| X|lw: X € .A} entonces

|2(X) ] — 2(Xo){oll < |2 — B(X) [P, o]l + [2(X)[h, %] — 2(X){hol|
+ |8(X)o] — ®(Xo)[toll
< X)W, % — tho] + 2(X)[Y — 2o, to]
+. |®(X)[¢o] — 2(Xo)[tho]|
< 2MK|¥lipll¥ — dolip + |2(X) o] — (Xo)(thall-

Claramente, el Gltimo término de la desigualdad tiende a cero si ¢ — ) en la norma
|- llp y X = Xo en la topologia ultradébil.
B

Corolario 2.1.2. Bajo las condiciones del Lema 2.1.1 y suponiendo ademds que
D = dom G tenemos gque:
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(i) Sit+— X, es una curva en B(H), acotada en norma y ultradébil continua, entonces
para cualesquier p,¢ € D

[ @i, Wil

estd bien deﬁnz'dd y es la forma sesquilineal de un operador acotado en B(H).

(ii) La constante M en (2.1.4) puede elegirse igual a 1.

Demostracién:

(i): Sea A el rango de la curva t — X;. El integrando es una funcién continua por la
parte (iv) del Lema 2.1.1 y es acotada debido a la desigualdad (2.1.4).

(ii): ® induce una transformacién lineal, completamente positiva y normal
& : B(H) — B(D)

®(X) es el elemento de B(D) asociado con la forma sesquilineal acotada en D,
‘I)(X)[, ']7 ie, -
(g, 2(X))p = 2(X)][p, Y.

Si X > 0, entonces <f>(X ) > 0 por lo que es claro que, en este caso, M = 1 debido a la
parte (iii) del Lema 2.1.1. Sea Ip el elemento identidad de B(D). Por las desigualdades
que aparecen en la demostacién de la parte (iv) del Lema 2.1.1,

() < Ip

Un argumento similar a la prueba de la contractividad de un QDS (ver Proposicién 1.3.2
a)) muestra que '

12(X) a0y < 1 X oo
de donde concluimos que M = 1 para todo X € B(H).

La ecuacién maestra (2.1.1) es equivalente a la siguiente ecuacién integral

(0, Xeb) = (0, X8} + [ LXlp,¥lds 9,9 € D. (2.1.5)

Por el contrario, un hecho no trivial es la equivalencia de (2.1.1) (y por tanto de (2.1.5))
con la siguiente ecuacién integral llamada forma integral de la ecuacidn de Lindblad

(0r Xeh) = Wag, XWih) + [ @(Xo-s) Wag, Wilds 0,9 € D. (2.0.6)
Por el Corolario 2.1.2, la integral que aparece en el lado derecho de (2.1.6) estd bien
definida y es la forma sesquilineal de un operador acotado en H. La prueba de la equiva-

lencia entre (2.1.1) y (2.1.6) se puede encontrar en [13], [18], o en [49]. En el Capitulo V
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damos los detalles de una generalizacién de esta equivalencia para la llamada ecuacién de
Lindblad con coeficiente dependiente del tiempo. Por lo pronto, admitiendo la equivalencia
entre (2.1.1) y (2.1.6) recordamos un procedimiento iterativo-para encontrar una solucién
de (2.1.6) (ver [9], [13], [14], [16] o [18])

POX)=0; PU(X)= W XW,.
y para p,9 € D,
(o, PO (X)) = (g, Wi XWeh) + /0 t dr®(P™ (X)) [Wierp, Wertbldr  (2.1.7)
Se puede probar que si X € B,;(H) entonces la sucesién
{PP(X): neN}
tiene las siguientes propiedades:
Teorema 2.1.3 Bajo las hipétesis‘ del Lema 2.1.1 entonces -
(8) Para X € B.(H), 0 < P™(X) < P™I(X) < || X[|oo!-
(b) P"ve CPn(H) para todon € N. '

(c) Si definimos
P(X)=sup PM(X) X €By(H) (2.1.8)

y eztendemos la definicion de P; a todo X € B(H) por linealidad, entonces
La convergencia en (2.1.8) se da en las topologias fuerte y ultradébil.

(d) Por cada X € B(H) la curva t — P(X) es solucién de la ecuacién de Lindblad en
- forma integral (2.1.6).

- (e) {Pi}ez0 es un QDS

(£) Si{Si(X)}ez0 es otra solucidn, no necesariamente QDS, de (2.1.6) entonces

P(X) < S(X) VX € By(H).

Debido & la propiedad (f) del Teorema 2.1.3., el QDS P, construido mediante (2.1.8),
recibe el nombre de solucién minimal de (2.1.6) y seré denotada por P,

Demostracién: Ver [13], [14] o [16].

En el Capitulo V probamos con detalle una generalizacién del Teorema 2.1.3.

El enfoque de Davies para construir la solucién minimal.
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| Otra forma de resolver la ecuacién maestra (2.1.1) es plantearla en el espacio 7 (H) de
operadores de traza finita, predual de B(H). Este enfoque se debe a Davies ([25]) aunque
en [49] y [50] se estudia la relacién entre el enfoque de Chebotarev y el de Davies. Puesto

que
X - LX), ¥], X 2(X)lp, ¥

son ultradébil continuos, pueden representarse por medio de ciertos operadores de traza
finita, Lt(p,%) @' (p,¥) ie,

LX), ¥ = tr(LN (e, 9)X)  2(X)lp, 9] = tr(®H(p, ) X).

Si definimos - ' :
D = span{lp ><¥|: p,9 € D} (2.1.9)

y los operadores LT, ' : D — T(H) definidos por
Lo ><y) =L e9) (g >< o)) = e, ¥).

Entonces la forma sesquilineal £(X) expresada en forma de Lindblad (2.1.2), d4 lugar a
la siguiente representacién para L

L >< ¢)) = (o >< ¢|) — |Gp >< ¥| = ¢ >< Gy

Para prbba.r que el operador densamente definido £t puede extenderse al generador de un
semigrupo de contracciones en 7 (H), Davies considera, para cada 0 < r < 1, el operador

L:D — T(H)
Lile >< ¢)) = ré(lp >< ¢|) = |Gy >< 9| — lp >< Gy

Teorema 2.1.4

(a) La cerradura de L} es el generador infinitesimal de un semigrupo fuertemente con-
tinuo de contracciones, {I7}, en el espacio de Banach T (H)

(b) Eziste un semigrupo fuertemente continuo de contracciones, {T;}, en el espacio de
Banach T (H), tal que
| T/ (o) = Tp) si T—1,

en la norma de T(H). Ademds, si p € T(H) es positivo, entonces, para ¢ > 0 fijo,
T7 (p) crece a Ty(p) cuando r T 1.

(c) El generador de {I,} es una eztensién, pero no necesariamente una cerradura, de

ct.
(d) E! semigrupo dual de {T;} es {P™}.

Demostracién: Para (a), ver [25], Teo. 2.5, p. 173; para (b) y (c) ver la misma referencia,
Teo. 3.1, p. 173; para (d), ver [50], Proposicién 1, p.262.
|
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2.2 Criterios de conservatividad.

Recordemos que un QDS se llama conservativo si P,(I) = I para todo t > 0. Este
concepto corresponde con el concepto cldsico de no explosién de un proceso estocdstico.
En esta seccién enunciamos algunos criterios para que un QDS sea conservativo. Algunos
de los cudles son generalizaciones de criterios bnen conocidos de no explosién en la teorfa

de procesos estocdsticos. :
Una condicién necesaria pero no suficiente para que P™® sea conservativo es

LW =0 V¢eD (2.2.1)

Segiin el inciso (c) Teorema 2.1.4, el subespacio D de T () definido por medio de (2.1.9)
es una esencia de L] pero en general no es esencia de £!. Sin embargo, si este es el caso,
tenemos el siguiente resultado simple (ver [25], Teo. 3.2, p. 174 o {50], p.262).

Teorema 2.2.1 Supongamos que D es una esencia de L" y que L cumple con la condicidn.
LOWI=0 VpeD
Entonces T; preserva la traza es decir,

trTi(p) = tr(p) (2.22)

o equivalentemente, P™® es conservativo.

Demostracién: Como L(I)[,-] es una forma sesquilineal entonces es ficil probar que
tr(Li(lp ><9l) = L(Dp,¥] =0 ¢, ¢ €D.

por lo tanto tr(Lt(p)) = 0 para cualquier p € D.
Ademés, para todo p € dom L, existe una sucesién p, € D tal que

pn—p y L(pa) — L(p).
Por lo que tr(L(p)) = 0 para todo p € dom Lt. Como T;(p,) € dom L', entonces

0 = tr(L'Ty(pn) = tr(TiLY(pn)) = _tr(T.LY(p)).

Asi que 2trTy(p) = tr(T,([,"(p)) =0y (2.2.2) se cumple.
La densidad de dom £ muestra que 7; preserva la traza y la dualidad entre T(H) y
B(H) dada por
(0, X) = tr(p,X) p€T(H), X € B(H)

muestra que P/™" es conservativo.
|

Como consecuencia inmediata, tenemos que si P™" es uniformemente continuo, entonces
D = H y la igualdad (2.2.1) es condicién suficiente para que P™" sea conservativo.
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En los dltimos afios se han encontrado criterios de conservatividad més itiles. En
seguida, hacernos una breve revisién de ellos. Seguiremos principalmente a [14], [17] y
[18].

Denotemos por £L™" al generador infinitesimal de {P™® : ¢ > 0}. Su dominio,
claramente, es el subespacio de todos los X € B(H) tales que

£m8(X) = lim ™ (PF(X) - X) | (2.2.3)

donde la convergencia se da en la topologia ultradébil. El generador formal £ de la
ecuacién maestra (2.1.1), es una extensién de L™" en el siguiente sentido: Si X € B(H)
entonces £(X) es una forma sesquilineal densamente definida en H. Si ademds X €
dom L™ entonces £L™"(X) es un elemento de B(H) y

(u, L%(X)v) = L(X)[u,v] u,v€D.

Para X € B(H) y A > 0 definimos sobre D x D la siguiente forma sesquilineal

(0, O (X)) = /: e ME(X) Wi, Wiehldt (2.2.4)

Lema 2.2.2 Qx(X) es la forma sesquilineal de un operador acotado en H y que deno-
taremos también por Qx(X). Ademds Q» € CPn(H).

Demostracién: Del inciso (ii) del Teorema 2.1.1, tenemos, para ¢ € dom G,

0S¢l < Xl [ dte™ (D) W] =
= 21Xlo /0 dte™ Re(Wp, GWyp) =

co - d 00 _
~2 Xl [ dte™ ZIWigl? = IXllo {lel? = [ IWelPe™} < X llel?

por lo tanto, Q»(X) € B4 (H) para todo X € B;(H).
La positividad completa es inmediata y la normalidad es consecuencia del Teorema de

Convergencia Monétona.
n

La transformacién @, es la responsable de la conservatividad del QDS minimal de
(2.1.8).

De acuerdo con [13], [17] y [18], una condicién necesaria y suficiente para que la
solucién minimal sea conservativa es

lim Q3(1) =o.

Para verificarla, introduzcamos las siguientes formas sesquilineales. Es fdcil verificar que
son acotadas en H por lo que corresponden a operadores acotados.
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(0, Ax(X ) = /0 % e (W0, XW,b)ds ' (2.2.5)

(o, RER(X0m) = [~ e, PR(X)p)ds (2:2.6)
‘Tenemos las siguientes representaciones de Q» en términos de A, y R{®
Teorema 2.2.3. [12],[14]
a) Para cada A >0 y X € B(H), tenemos

Ry (X) = 2 Aax) @27
b) Paran € N
3 QEAND)) + AT (1) = AU (2.2.8)
k=0 ‘

¢) Eziste un operador positivo y acotado Y tal que

RE(I) 4+ A7y = A1

Demostracién.

a) Consideremos el esquema iterativo (2.1.7) con el que se construye P™®, Para cada
n € N, definamos la transformada de Laplace de P™ como

(o, RO 00W) = [ e (o, PP(X)p)ds (229)

Segtin el procedimiento iterativo (2.1.7), que define P{"*" en términos de P™,
tendriamos que

@ B0 = (e AX)Y)
o t
+ [ dte™ [ @B Wivsip, Wi-stlds
Con el cambio de variable (7, s) = (¢ — s, s) obtenemos que

(@, BS(X)) = (g, AX)0)
+ /0 = e Mdr /0 e MB(P™ (X)) Wi, W,ahlds

= (&, (X)) + (o, QAR (X))

Asi que, iterando n veces la tltima relacién

n+l

(g, B X ) = (g, E)Q:(AA(X)M (2.2.10)
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Por lo tanto, si X > 0
(o, RE™ (X)) = sup(p, B (X))

lo que prueba a).

b) Procedemos ahora por induccién. Sea n = 0. En la prueba del Lema 2.2.2, obtuvi-
mos la igualdad
QD¢ = llell® = (e AMa(D)e)

lo que es equivalente a

A + A7) = 27D

Si suponemos que (2.2.8) vale paran, apliquemos la transformacién Qx en ambos
lados de (2.2.8) y usamos la base de induccién para obtener que (2.2.8) vale para
n+1. :

c) Observemos que (2.2.8) implica que la sucesidn de operadores {Q3(1)}32, es decre-
ciente, por lo que existe Y € B, (H) tal que Q3(I) — Y, fuerte, débil y ultradebil-
mente.

Al restar la enésima iteracién de (2.2.8) de la iteracién n + 1-ésima, obtenemos
ATIQRI) = ATIQYTT) = QR (AN(D)
Sumamos sobre n € N y usamos el inciso a) de este Teorema para obtener
R™(I) 4+ A”lY = A1 (2.2.11)
.
Tal vez el primer criterio de conservatividad que fuera fécil de verificar en un gran nimero

de ejemplos concretos lo di6 A.M Chebotarev y lo enunciamos enseguida.
Teorema 2.2.4. [14].Lo siguiente es equivalente

(a) PM™® es conservativo
(b) Jim Q3(I) = 0 para algin A > 0.
(c) I € dom L™ y L™in(]) =0

Demostracién. La equivalencia entre (a) y (b) es inmediata con ayuda de la ecuacién
(2.2.11) pues, PP™(]) = I Vt > 0, si y sblo si RP®(I) = A", siy sblosi Y =
Jim QD) =o0.

Por otro lado, es claro que (a) implica (c). Reciprocamente, si (c) es vilida entonces,
segiin la teoria general de semigrupos

Rpn(I) = (M~ £™=(1)) " = X7'T.
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Observacién. Segin la prueba del tltimo Teorema, la afirmacién (b) puede refor-
mularse de manera equivalente sustituyendo la frase “para algin A > 0" por “para todo
A>07

Ejemplo 2.2.5. Demos ahora un ejemplo sencillo de cémo es que el criterio de Cheb-
otarev para la conservatividad es una generalizacién de algunos criterios bien conocidos
en probabilidad cldsica para decidir si un proceso estocéstico explota o no (ver [33] o [41)).

Consideremos una extensién cudntica del proceso puro del nacimiento (ver ejemplo
1.4.4). El generador formal tiene la siguiente expresién

donde '
. | ®(X)[ip, %] = (U MN)p, XU* AN )¥)

1
G = 5IAN)P

donde U* y N son respectivamente, el corrimiento unilateral a la derecha y el operador
de ndmero definidos en ese ejemplo y A es una funcién sobre N con valores complejos no

necesariamente acotada.
Célculos directos muestran que W;, el semigrupo generado por —@G, es el operador de

multiplicacién
W, = e~ 3tAMP?
por lo que para >0

QD] = [ ePte(DWilat
= [T e, I PR )t

~ (V)2
B <"”’ B+ NN )|2°">

* . IA(N + 1)
(U*e, Qe(D)U*p) = <S"’ B+IAN + 1)12¢>

entonces, mediante un célculo directo, se puede probar por induccién que para cada k € N

_ . F_hw+gP?
Q5(Dlel = <¢’7 II B+ NN +g)|290>

€=0

Puesto que

Asf, si ¢ es el n-ésimo elemento de la base candnica de {3, es decir ¢ tiene todas sus
componentes igual a cero excepto la n-ésima que es igual a 1, entonces

B A\n+ 9P
Qs)el =11 B+ Mn+ 0P

=0
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De donde obtenemos el bien conocido criterio de no explosién para el proceso puro de
nacimiento cuyas intensidades de nacimiento est4n dadas por la sucesién {|A(n)|?: n =

1,2,...}

AL

e <) .
Q’E(I),:;O si y sélo si lgolog{____l__i_q.} = 00

si y sélo si el proceso puro de nacimiento no explota.

2.3 Series geométricas aleatorias y la martingala de Azéma.

Empezamos la seccién con un sencillo teorema que nos dé condiciones necesarias y sufi-
cientes para que una serie geomética aleatoria sea divergente. Después, damos la forma
de Lindblad (2.1.2) del generador infinitesimal de la martingala de Azéma. En seguida,
usamos nuestro resultado sobre series aleatorias y el criterio de Chebotarev para decidir
bajo qué condiciones el QDS minimal asociado con el generador de la martingsla de
Azéma es conservativo. Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad y F la esperanza. Sea
L, = L,(Q.F, P). El objetivo es estudiar la serie aleatoria

oo k
g:: e [JA+ &) (2.3.1)

=1

donde c es una constante real diferente de 0 y {§; : j = 1,2,...} es una sucesién de
variables aleatorias independientes e identicamente distribuidas (v.a.i.i.d.) definidas sobre
el espacio de probabilidad (2, F, P). En la literatura, se han estudiado series aleatorias
del tipo de (2.3.1) (ver por ejemplo [44], [45] y [46]). Sin embargo, presentamos el siguiente
anslisis sencillo, basado en series geométricas aleatorias y que desarrollamos en [35].

Teorema 2.3.1. Sea {¢;: j = 1,2,...} una sucesion de v.a.i.i.d. tales que P(¢, #0) =1
y log|#| € Ly. Entonces

oo k
(8) E log |#1| > 0 implica quez H ¢; diverge con probabilidad 1
k=1¢=1 _

oo k
(b) E log |#1| < 0 implica que Y, [] ¢; converge con probabilidad 1
k=1¢=1

Demostracién: Consideremos la potencia ; del k-ésimo sumando de nuestra serie. Por
la Ley de los Nimeros Grandes tenemos que, con probabilidad 1,

k 1/k
(H ¢j) — eFloglnl

=1 k

Si Elog|#:| < 00 Elog|d;]| > 0, entonces la conclusién se sigue del criterio de la rafz.
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Para Elog|¢1| = 0, el criterio de la raiz no nos da informacién pero consideremos los
. conjuntos '

A= {w eN: i fI¢¢(w) converge}

k=12=1
k ok
B= {w eN: klim I ige(w)] = O} = {w eN: kllm Y log |ge(w)| = —oo} .
qooe=1 ~°°¢=l

Puesto que A C B, serd suficiente probar que P(B) = 0. El conjunto B es un

evento cola respecto a la sucesién {log|@e|: ¢ = 1,2,...} asf que, por la Ley cero-uno
de Kolomogorov, P(B) = 0 o P(B) = 1. Si esto dltimo fuera lo correcto, entonces
k .
la caminata aleatoria {Zlog ol : k=1,2,.. } seria transitoria cosa que no es posible
=1 .
porque log {¢1] € L, con valor esperado cero. (ver [7], Teorema 3.38, pag 56.)
|

Teorema 2.3.2. Seac#0y{¢: 7=1,2,...} una sucesion de v.a.i.i.d.

(8) Si|c|l > 1 y¢& es positiva entonces (2.8.1) diverge con probabilidad uno.
Por otro lado, si |c| < 1, & > —1 ylog(1l + &) € L! entonces

(b) Si Elogc?(1+ &) < 0 entonces (2.3.1) converge casi sequramente.
(c) Si Elogc®(1+¢&1) >0, (2.9.1) diverge casi seguramente.
k
Demostracién: Para (a), notemos que ¢, H(l + &e) 2 &k41, que no tiende a cero
debido a la condicién de que las v.a son i.i.d. Pof'=tlanto (2.3.1) diverge casi seguramente.

, k
Para (b) y (c), Sea ¢y = (1 + &), Vi = H ¢ Y Zk = &k41Yr. Entonces tenemos que
=1

Yer1 = Y (1 + &1) = E(Yi + Zi)

y
Zy=cYe1 = Yi=(c?-1)Yipu+Yru Y
de aquf que
SN Zy=(c?-1) (Z YH]) +Ya-Y1>(c?-1) (Z Ykﬂ) -Y (2.3.2)
k=1 k=1 k=1

Por otro lado,

1¢=1

n n k
S Yin = znml) (2.3.3)
k=1
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Puesto que ¢™2 > 1 y ¢¢ > 0, (2.3.2) muestra que £Z; es divergente si y sblo si LY;x
es divergente. Ademds, la sucesién {¢; : j = 1,2,...} satisface la hipétesis del Teorema
2.3.1. De hecho, Elog ¢, = Elogc3(1 + & ). Por lo tanto (b) y (c) se siguen del Teorema

2.3.1 aplicado a las sumas parciales del lado derecho de la ecuacién (2.3.3).
|

Conservatividad del QDS minimal asociado a la martingala de Azéma.

Aplicamos nuestros resultados sobre series aletorias y el criterio de Chebotarev sobre
la conservatividad de un QDS minimal (Teorema 2.2.4) para dar las condiciones bajo las
cudles la llamada extensién cudntica del semigrupo asociado a la martingala de Azéma
es conservativo. Se sabe que (ver [31] y[30]) el generador de la martingala de Azéma est4
dado por .

| fem) = £0) ~prdt@) g
(L) = 7=
3 10) si =0

con € R\{0,-1},c=1+2.
Como fue probado en [19], el semigrupo de este proceso estocdstico, tiene una extensién
cudntica a B(H) donde H = Ly(R). El generador formal tiene la siguiente expansién de

Lindblad:
Sean D el espacio de todos los ¢ € H que son infinitamente diferenciables, con soporte
compacto, y que se anulan en una vecindad del 0. El operador G, con dominio D, dado

por

(G1)(@) = 555 1@) + 5@

Como se ;;rueba en [19], G se extiende al generador mﬁmtemmal del siguiente semigrupo
de contracciones en H:

ot \~F o
(Wef)(z) = (1+ﬂ—x2-) f(x\/1+ k2 )Ir,( )

dondeT;, ={zeR: z?> ——2ﬂ—f: , € I, es la funcién indicadora del conjunto T'.

Al menos formalmente, para encontrar esta expresién de W, se considera el siguiente
" problema de Cauchy

2 atmr=— B n+ 2 gt 60,9= )

y se le integra por el método de las caracteristicas. El semigrupo dual de W, est4 dado
por ([19]): |

B

(Wr F) (&) = (1—%) f<x 1—5255) Ir..(2)
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El término ®(-) en la forma de Lindblad (2.1.2), se construye de la siguiente manera:
Sea M el operador autoadjunto, no acotado, en H, que es la multiplicacién, por 733;, es

decir, . .
dm M= {feN: B;f(-’ﬂ) €H} (M) = -ﬁ;f(x)-

¥ sea el operador unitario
’ _1.(Z
(DN@ = ld4f ().
Entonces _
®(B)[u]| = (D:-Mu,BD:Mu) u€D, BEeB(H).

En particular, ®(I)[] es la forma cuadritica del operador M?, es decir, es la forma
cuadritica del operador de multiplicacién por la funcién -5,1;, Sean {F, : t > 0} el QDS
minimal asociado y Q; la transformacién definida en (2.2.4). Puesto que I € Ly (R, dz),
que es un espacio invariante bajo @); (cosa que probamos en el suiguiente lema) tenemos

que decidir si
Jim Q7(I)=0  casi dondequiera. (2.3.4).

Lema 2.3.3 Para cualquier f € Loo(R,dz) tenemos que Q1 f € Loo(R,dz) y [|Q1 fum <
| flleo. De hecho, sea € R\{0,-1}y c=1+8

(a) Si B <0 entonces
(Qu)(@) = Bel** f(cy/1+¢)

donde £ es una variable aleatoria positiva con funcidon de distribucion

P(E<s)=1—(1+s)%, s>0 (235)

(6) Si 8 >0 entonces '
_13.2
(Q1f)(x) = Ee™P"¢ f(cay/1 - €)
donde ¢ es una variable aleatoria cuyos valores estdn en el intervalo (0,1) y su
funcion de distribucion es -

PlE<s)=1-(1—s)%, 0<s<]l, (2.3.6)

Demostracién: Sea f € Loo(R,dz). Un cdlculo directo muestra que, para T #0,
(Qif)=) =

o 2% \ 1= f(c:z: 1—%‘,
/0 dte t(l—-ﬂﬁ)‘ﬁe Zt

1+ A . I Ip_,(z)-
B2z2(1 - 2) ,6:7:2(1 ) P




(hemos usado que Iy, (x,/l j =1).

Asi que si 8 < 0, como se supone en a), entonces Ir_,(z) = 1 y el cambio de variable

s = 34 nos lleva a que

(@if)(z) = - /oooe%ﬁuzf (C-’l—'\/i_ﬁ) d(1 +.s)715 = Ee%ﬁ&?f (m: 1+ E)

donde £ es una variable aleatoria con funcién de distribucién (2.3.5).
Por otro lado, cuando 8 > 0, con el cambio de variable s = ;,%‘g tenemos

(Q1)(x) = _/01 e~1Ps% f (c:z: 1— 3) d(l - s)’rla = Ee‘*ﬂt’?f (c:z:\/l - §)

donde £ es una variable aleatoria con funcién de distribucién (2.3.6). Aqui hemos usado
que z € I'_; siy slo si 22 > & = sa? ie., Ir_,(z) = Lsiys6losis < 1.

En cualquier caso, es claro ahora que Q1 f € Loo(R,dz) ¥ [|Q1lloc < || f]loo-
B

El siguiente lema nos da una representacion estocéstica de las potencias Q7(7). Cuan-
do 8 < 0, las sumas parciales la serie (2.3.1) estdn involucradas de tal forma que serd
claro que Q7(I) va a cero casi dondequiera si y sélo si (2.3.1) diverge con probabilidad
uno. :

Lema 2.3.4 Sea {&: £=1,2,...} una sucesidn de v.a.i.i.d. B € R\{0,-1} yc=1+4.

(a) SiB <0 yla funcidn de distribucién comiin de las £y, estd dada por (2.3.5) entonces

Q1(I)(z) = Eexp ( fz? {61 + "i‘, 1 H(l +£¢)}) (2.3.7)

=1

(b) St B >0 y& tiene funcidn de distribucion (2.3.6) entonces

Q1(I)(z) = E exp (—".5-’5 {f +nz—:02 Ehi1 H(l —~ &) }) (2.3.8)

=1
Demostracién: Para (a), usemos el Teorema de Fubini y el Lema 2.3.3 para obtener
) 1 |
QD)) = Eexp (562 {62+ (1 + E)6a})

y en general, es posible probar que

n—1
Q"(I)(:I:) E exp (“ {En + Z c* €n—k H(l + gn-l-f-l)})

pero la condicién, sobre las v.a. &, de ser i.i.d. implica (2.3.7).
De forma similar se prueba (b),
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n-1 k
Q) = Eexp (2 {6n+ > P enos [I(L = boer)
2 k=1

=1
n—1 k .
= Eexp (—%ﬂxz {61 + 3 e JJO - ft)})
k=1 =1

Proposicion 2.3.5 Sea £ una variable aleatoria y las constantes 3 y ¢ como en los lemas -
previos.

(a) Si B <0y la funcién de distribucion de § estd dada por (2.3.5) entonces log(1 +¢&)
tiene distribucidn exponencial con parameiro —z, i.e.

Plog(1+&) >z} =e® (x> 0)

(b) 8i B > 0 y la distribucion de £ estd dada por (2.3.6) entonces —log(l — &) tiene
distribucidn exponencial con parametro 5.

Demostracién: Sea z > 0, entonces para (a)
Pllog(1+&) >z} =P{>e* —1} =e.

De la misma forma se prueba (b).
|

El problema de decidir si las potencias QF(I) convergen casi seguramente a 0, depende -
de la posicién de 8 con respecto a 8* € (—2,0), que es el tinico nimero real que resuelve
la ecuacién (1 + r)e* = —1. Aproximadamente, el valor de §* es —1.278...

Teorema 2.3.6 Sean {{,: £=1,2,...} v.a.iid. y B, c como en el Lema 2.3.1
(a) Si B >0 y¢& tiene funcidn de distribucién (2.3.6) entonces

) k
P{Z C2k€k+1 H(l —&) < OO} =1

(b) SiB* < B <0y (2.8.5) esla funcidn de distribucion de £, entonces (2.8.1) converge
con probabilidad uno.

(¢) Si B8 < B* y la distribucidn es nuevamente (2.3.5) entonces (2.8.1) diverge con
probabilidad uno.

Demostracién: Sea f(3) = (1 + B)e™®. Por tanto log f*(8) = log(l + B)* - 26.
0< f(f)<1si20. En =0, f alcanza el méximo global.
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Para probar (a), sea ¢y = ¢2(1 — &) y observemos que

| € H(1 — &1 < T ¢
=1
Los términos a la derecha de esta desigualdad forman una serie que, segtin el Teorema
2.3.1, converge casi seguramente pues

Elog¢e = log (1+8)* —28 =1log f*(6) <0

pues 3 > 0.
Las partes (b) y (c) también son consecuencias directas del Teorema 2.3.1. En particu-

lar, en el caso B = B*, la conclusién se sigue porque log(1+&;) € L'y E log c3(1+&;) = 0.

Corolario 2.3.7 La solucién minimal de la ecuacidn (2.1.6) es conservativa si y sdlo si

B < B

Demostracién: Como ya lo sefialamos, debemos verificar el criterio de Chebotarev para
la conservatividad (Teorema 2.2.4). Pero las ecuaciones (2.3.7) y (2.3.8) junto con el

Teorema 2.3.6 muestran que P/™" es conservativo si y sélo si 8 < 3.
[ |

Nota 2.3.8 El estudio de la conservatividad de este QDS fue hecho en [19]. Los autores

obtuvieron el mismo resultado que en el Corolario 2.3.7 excepto el caso § = 3*, que no
lograron cubrirlo con sus métodos.
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Capitulo III

3 TUna clase de transformaciones normales, comple-
tamente positivas y no acotadas.

3.1 Introduccion.

En este capitulo, estudiamos la estructura de una clase de transformaciones lineales,
normales, completamente positivas y no acotadas que introdujo A.M. Chebotarev ([13],
[9]). La clase serd denotada por CPn,(H,F). Los elementos de esa familia son los
coeficientes completamente positivos del generador formal de une gran variedad de QDS.
Este estudio lo iniciamos en [21]. Sea H un espacio de Hilbert separable, llamado espacio
inicial. El producto interno lo denotamos con {-,*) y & la norma, |- |. Sea F un espacio
vectorial topolégico densa y continuamente incluido en .

El capitulo estd basado en [36] y tiene 4 secciones. Los resultados principales estdn en
las Secciones 3.2 y 3.3. En la Seccién 3.2, cuando F C H es un espacio de Hilbert,
el Teorema 3.2.5 y el Corolario 3.2.6 proporcionan caracterizaciones constructivas de
CPn.(H,F) en el mismo sentido en que el Teorema de Kraus (ver Teorema 1.2.7) pro-
porciona todos los posibles ejemplos de elementos de C Pn(). En la Seccién 3.3, F es el
limite proyectivo de espacios de Hilbert, y el Teorema 3.3.1 junto con el Corolario 3.3.2
caracterizan CPn,(H,F). En la Seccién 3.4, presentamos algunos ejemplos y comentar-
ios. Primero recordemos la definicién de los conos CPn(H) y CPn,(H,F) al tiempo de
sefialar sus propiedades bésicas.

Definicién 3.1.1. CPn(H) es el cono de todos las transformaciones lineales
R : B(H) — B(H)
que son completamente positivas y normales ([6],[68]).

Sea R € CPn(H). R estd definido en toda el élgebra de Banach B(H). Se puede
probar que la normalidad de R implica que es cerrado, asi que R es acotado.

El Teorema de Kraus ([59], Teorema 3.3, p. 217 o bien Cap. 1. Teorema 1.2.7) carac-
teriza a CPn(H) en el sentido de proporcionar todos los ejemplos posibles de CPn(H).
Concretamente, R estd en CPn(H) si y sélo si existe una sucesién {Ax} en B(H) ta.l que
>k Af Ax converge fuertemente a un operador acotado y

R(X)=S Al XA« X € B(H).
k -

Sélo para dar un ejemplo de una transformacién lineal, normal, completamente positiva y
no acotado, supéngase que H = Ly(R), y reoordemos que en el ejemplo 1.4.7 se consideré
el generador formal de Lindblad

£(B) = ®(B) — -;- {®(I)B + B&(I)} + i[H, B]
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donde B € B(H), ®(B) = -3 4BE y H=0.

Este generador puede considerarse como una extension cuédntica del Laplaciano en R,
y la ecuacién maestra asociada corresponde con una extensién cusntica de la ecuacién del
calor. La transformacién ®(-) es un ejemplo natural de una transformacién completamente
positiva no acotada. ' ‘

Sobre CPn(H) definamos la familia de pseudométricas

Rr={Oan : ACF, BCB(H)} Oap :CPn(H)x CPn(H)—R,

Los indices son parejas (A, B), donde A es un conjunto compacto y absolutamente convexo
en F, B es un conjunto compacto en la topologia ultredébil de B(*H), absolutamente

convexo y
Oan(®1,P2) = sup [{p, P1(X)¥) — (i, P2(X)¥)| 3.1.1) -
pYeN . XEB , ]
donde ®,,P; € CPn(H). Notemos que la familia de pseudométricas (3.1.1) depende del
espacio F.

Recordemos que los conjuntos precompactos de la topologia ultradébil de B(H) son
todos los conjuntos acotados en norma ([5]). Rs induce en CPn(H) una estructura de
espacio topolégico uniforme por lo que tiene una completacién ([57], Teorema. VI.28,

p.196).
Definicién 3.1.2. CPn.(H,F) es la completacién de CPn(H) con respecto a las

pseudométricas (3.1.1).
Usamos la misma notacién que en (3.1.1) para las pseudométricas en. C Pn.(H, F).

De la forma en que se construyen completaciones de espacios topolégicos uniformes,
([57], Teorema VI1.28, p. 196), se sigue que C'Pn,(H,F) es el cono de todos las transfor-
maciones ® : B(H) x F x F — C tales que existe una red en CPn(H), {®a} ez, (Z esun
conjunto dirigido) que converge a ® en el sentido siguiente: para todo conjunto compacto
en F, A C F y todo subconjunto acotado en norma B C B(H),

OA,B(<I>.,, @) — 0. (3.1.2)
Si F = H, es claro que CPn,(H,H) = CPn(H). Si F es metrizable, las siguientes

propiedades son condiciones necesarias para que un objeto ® pertenezca a CPn,(H, F).
Propiedades algebraicas:

(&) ®(-)[,] es una transformacién sesquilinesal en las variables vectoriales y es lineal en
la variable operador.

(b) ®(-)[,:] es Completamente Positivo, esto es

i (X! X)W, ¥j] >0 parane€N, ¢ €F yX:eB(H)

3,j=1
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Propiedades de continuidad:
(c) Para X € B(H) fijo, ®(X)[,-] es continua en F x F.
(d) Para ¢ € F fijo, ®(-)[¢] es una funcional lineal normal B(H) i.e.,
' X =sup X, implicaque sup®(X,)[]=2(X)[¥]

para cualquier sucesién creciente y acotada en norma {X,} de elementos positivos
en B(H)
De hecho, las propiedades algebraicas (a) y (b) son consecuencia de la convergencia pun-
tual de elementos de CPn(H) y las propiedades de continuidad (c) y (d) se siguen de la

convergencia uniforme sobre conjuntos compactos.
Si R es un elemento de C Pn(H), entonces transforma operadores positivos en operado-
res positivos. Puesto que para cualquier operador acotado y autoadjunto X la desigualdad

X < || X]leo I se cumple, se sigue que
IR oo < 1 XMoo I1R(I) loo- (3.1.3)

Una desigualdad similar se cumple para los elementos de C' Pn,(H, F) como consecuencia
de las propiedades algebraicas (a) y (b):

12(X) [, ¥l < 1 X oo [R(D)]eb, 9], - (319,

donde X es acotado y autoadjunto y ¥ € . En adelante, supondremos que F es metri-
zable,

Una conjetura natural es que las condiciones (a)-(d) también son suficientes para que
un elemento ® pertenezca a CPn,(H,F). Probaremos esta conjetura cuando F es un
espacio de Hilbert (Seccién 3.2) y cuando F es el limite proyectivo de espacios de Hilbert
* (Seccién 3.3). Un ejemplo de esta iltima situacién es H = Ly(R), y F es el espacio de’
Schwartz de funciones suaves y rdpidamente decrecientes. Se sabe que ([67]) el espacio de
Schwartz es el limite proyectivo de los espacios {Hx}x>0, donde H; es el dominio de N i
y N es el llamado oscilador arménico

1 d? 2
N = 5 (__J:c_i +z°+ 1)

N

De aquf en adelante para cualquier forma sesquilineal a, escribiremos a[¢)] = aly, ¢)].
Sea B.(F) el espacio de formas sesquilineales continuas sobre F.

Con estas notaciones, las condiciones necesarias (a)-(d) dicen que CPn.(H,F) esté
contenido en el conjunto de todos las transformaciones lineales ® : B(H) — B,(F) que
son completamente positivas y normales en el sentido de las condiciones (b) y (d).

Si F es un espacio de Hilbert, identificamos B, (F) con el espacio B(F) de operadores
acotados sobre F por medio de la ecuacién

ale, y] = (¢, AY) 7,

donde (:,-)r es €l producto interno en F, a € B,(F) y A es el elemento de B(F) que
representa a la forma sesquilineal a.
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3.2 Completaciones generadas por espacios de Hilbert

Esta seccién la dedicamos al caso més simple cuando F es un espacio de Hilbert densa y

continuamente incluido en . Primero establezcamos una propiedad sencilla de los conos

CPn,(H,F) vélida para cualquier espacio vectorial topolégico metrizable F.
Proposicién 3.2.1. Supongamos que F; y F, son espacios vectoriales topoldgicos

metrizables y H es un espacio de Hilbert F, estd densa y continuamente incluido en F,
y Fy estd densa y continuamente incluido en H. Entonces

La transformacion inclusion es uniformemente continua. '

Demostracién. Hay una forma natural de ver a B, (F;) como subespacio de B,(F;) :
Como F; esté contenido en JF; entonces cualquier forma sesquilineal continua en F; es una
forma sesquilineal sobre F;. Dado que la topologia de JF; es més fuerte que la topologia
inducida por F,, la restriccién también es una forma sesquilineal continua en F;. Por lo
tanto, B,(F;) C B.(F)). |

Notemos que cualquier conjunto compacto en F; también es un conjunto compacto
en F2. De aqui que,

R € Rr

Esto muestra que la transformacién identidad
i:(CPn(H),RF,) — (CPn(H),Rx)

es uniformemente continua. Entonces existe una tinica extensién uniformemente continua
de i, que denotaremos, momentdneamente, por t, entre las completaciones i.e.,

i: CPn,(H,F,) — CPn,(H,F,).

Sea ® € CPn,(H,F); entonces ®(X) € B,(F2) para cada X € B(H). Asi que, por
restriccién a Fi, $(X) € B,(F1) y existe una red {®,}, en CPn(H) que converge a ¢
en la topologia iuducida por Rz,. Entonces ®, =i (®,) converge a ¢ (®). ¢n la topologia
inducida por R,. Por lo tanto, [z(®)}(X) es la restriccién de ®(X) a 7, y la inyectividad

de 7 se sigue de la densidad de F; en F». Asi , obtenemos (3.2.1).
n

En adelante, ya no usaremos la notacién 7 para la transformacién inclusién de
1: CPn,(H,F3) — CPn,(H,F),

sélo nos referiremos a ella como la transformacion inclusion.
En el resto de la seccién, supondremos que F es un espacio de Hilbert, densa y
continuamente incluido en M, con producto interno y norma denotados, respectivamente,

por
(G oy -

48




Proposicién 3.2.2. Eziste un operador densamente definido, no negativo y autoad-
junto A en H y que satisface que

F=dom A (AY, Ap) = (¥, ) (3.2.2)

y 0 estd en el conjunto resolvente de A.

Demostracién. Puesto que F estd continuamente incluido en H, existe una constante
positiva K tal que '
, lul < Kllull, ueF.
Sea a[y), @] = ((¥, ¥)). Se puede probar que la forma cuadrética a es densamente definida,
positiva y cerrada con dominio F. Por los Teoremas de Representacién de Kato ([55],
Teoremas VI. 2.1 y VI1.2.23, pp. 322 y 331), existe un operador densamente definido,
positivo y autoadjunto A tal que dom A es un subespacio denso en F, dom Ai = F,

aly, o] = (A, Alp) o, pEF,
Yy .
aly, ol = (Y,Ap) p€ domA; € F.

Sea A = A%. Debemos probar que 0 pertenece a su conjunto resolvente. Es suficiente con
mostrar que A tiene inverso acotado. Para u € dom A tenemos

A [l > (, Au) = fuf* 2 K%uf”
De aqui , es claro que kerA = 0 y si u#0
|Au| > K~2|u|. (3.2.3).
Como A es autoadjunto y kerA = 0, su rango es denso en H. Probaremos ahora que el
rango de A también es cerrado. Sea {z,} una sucesién en dom Ay y € H tal que Az, — y.

Entonces por (3.2.3), {z,} es una sucesién acotada en H asi que tiene una subsucesién
{ym} que es débilmente convergene a algiin v € H. Para cualquier z € dom A,

(v, Az) = lim(ym, A2) = lim{Aym, 2) = (3,2)-

Por lo tanto v € dom A* = dom A y y = A*v = Av € rango deA. Dado que el rango de
A ="H y A™! es un operador simétrico definido en todo H, es acotado.
[

Nota 3.2.3.

(i) Puesto que 0 estd en el conjunto resolvente de A, entonces el operador A es un
isomorfismo unitario entre F y H. Esta es la clave para dar la caracterizacién de
CPn,(H,F).

(i) Sea A : B(H) — B(F) definido por la ecuacién A(X) = A~* X A. Debido a que A es
una transformacién unitaria de F en H, A es un isomorfismo que transforma el opera-
dor I de H en el operador I de F. En particular, A es una transformacién invertible,
completamente positiva, normal e isométrica. A~! tiene las mismas propiedades.
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(iii) Por (3.2.3), A~! tiene norma menor o igual que K~2. El que A sea autoadjunto
implica que A es mayor o igual que K veces el operador identidad en H. Si fuera
necesario, introducimos en F el siguiente producto interno, equivalente al original,

(v, ) + (u,v),

por lo que podemos suponer sin pérdida de generalidad, que K =1y A > I.

Escribiremos A, = A(1 +€¢A)™!, y paraz € H z. = (1 + cA)"z.

Proposicién 3.2.4 Pare cuslquier A C F que sea un compacto en la topologia de F,
la convergencia
|Az, >< Az| — |Az >< Az|

cuando € — 0, con respecto a la norma de la traza, es uniforme en z € A.

Demostracién. Sea z = Az, entonces z. = Az, y, por la desigualdad del tridngulo

| ze >< zel = |2 >< 2| |1 £ 2 |2 — 2| |2| =2 |Az — Az| |Az]

que va a 0 si-€ — 0. Para probar que la convergencia es uniforme en € A, notemos que
(1 +¢€A)™? crece a 1 y Az pertenece a A(A) C H que es un conjunto compacto debido
a la continuidad de A como operador de F en H. Asi que, podemos aplicar el Teorema
de Dini para probar que |(I — (1 + €A)™!)u| decrece a 0 uniformemente para u € A(A) si
e— 0.
|
El siguiente resultado nos da la caracterizacién completa del cono CPn.(H,F). Sea
A la transformacién definida en el inciso (ii) de la Nota 3.2.3. ‘

Teorema 3.2.5. Sea G = {AoR: R € CPn(H)} y sea € el conjunto de todos los
elementos ® que satisfacen las condiciones (a)-(d) de la Seccion 3.1. Entonces

G = CPr,(H,F) = E&.

0
Demostracién. Probaremos que G € CPn,(H,F)y & C G. Como CPn,(H,F) C €,

la prueba estard completa. ,
Sea R € CPn(H). Cualquier elemento de la forma A o R es una transformacién de

B(H) en B(F) = B.(F) (ver la Seccién 3.1 para la notacién). Cualquier X € B(H),
(Ao R)(X) tiene la siguiente expresién explicita como forma sesquilineal:

(Ao R)(X)|p, %] = (¢, AT'R(X)A¥)) = (Ap, R(X)AY) Ve,9 € F. (3.2.4)

Definamos R.(X) = A.R(X)A.. Notemos que R.(-) pertenece a CPn(H) porque A, €
B(H). Afirmamos que R, — )X o R si ¢ — 0, con respecto a las pseudométricas (3.1.2).
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Podemos probarlo de diferentes formas. Por ejemplo, usemos (3.1.3), (3.2.4) y el hecho
de que A, es autoadjunto: si ¥ = ¢ € F, tenemos

(¥, Re(X)¥) — (A o R)(X)[Y]] = [(Ate, R(X) Athe) — (A¢h, R(X) A¢)|

= [tr{R(X)[|Ade >< A| — |Ad >< Ad]}| <
X lleo 1R lloo | [Athe >< Atfe] — |AY >< AY] |1

Esta desigualdad junto con la Proposicién 3.2.4 muestran que la convergencia es uniforme
si X se restringe a subconjuntos de B(H) acotados en la norma, y si ¢ pertenece a
cualquier subconjunto compacto de F. Asi , Ao R € CPn,(H,F).

Por otro lado, sea ® € £. Para cada X € B(H), ®(X) € B.(F) = B(F) y es
completamente positivo y normal en el sentido definido por las condiciones (b), (c). Sea
R = A1 o ®. Por lo que R es una transformacién lineal de B(H) en si mismo. La
positividad completa y la normalidad de R se siguen de la representacién de R como
composicién de transformaciones completamente positivas y normales. Por lo tanto, R
estien CPn(H)y®=AoR€g.

B

Corolario 3.2.6. Tenemos lo siguiente,

1. Para cualquier ® € CPn,(H,F), eziste una sucesién de operadores acotados en 'H,
{Ax} € B(H) tal que T, A} Ax converge fuertemente y

(X)) = 3 _(AxAv, XArAd) X €B(H) Y,p€F

k

2. Las condiciones (a)-(d) de la Seccion 1) son suficientes para que un elemento ® se
encuentre en C Pn,(H,F)

3. Cualguier elemento de CPn.(H,F) es el limite de una sucesion de elementos en
CPn(H) con respecto a la topologia inducida por Rr.

Demostracién. Sea R € CPn(H) y ® = Ao R. Para probar la parte 1, recordemos
que por el Teorema de Kraus, existe una sucesién { Ax} en B(H) tal que 3" A} Ay converge
fuertemente y

RX)=SAlXA, VX eBH):
k

Por lo tanto, por (3.2.4), tenemos que

(X)le, ] = (Ap, R(X)AY) = 3 (AcAp, X ArAY).

k

La parte 2 es inmediata. La prueba de la parte 3, se sigue de la prueba del Teorema 3.2.5:
tomemos € = %, entonces {R1}_ N s una sucesién aproximante.

n
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3.3 Completaciones generadas por limites proyectivos de espa-
cios de Hilbert. '

Supongamos ahora que F es un espacio de Hilbert Contable i.e., F es un espacio vectorial
topolégico localmente convexo y completo cuya topologia est4 dada por una sucesién de
seminormas de Hilbert {] - I"}neNU{O}' Sea H, la completacién de F con respecto a la
seminorma | - |,. Se sabe que F es el limite proyectivo de la sucesién de espacios de
Hilbert M, y por lo tanto, es un espacio de Fréchet reflexivo. ([67], Proposicién 1.2.1, p.
4); en particular, es metrizable. ,

Suponga que los espacios H, forman una sucesién decreciente:

7.{02%12"2}:, f::nn’}-{” (33-1)

Yy ,
Iuln-i'l ..<. Iul'm u e F. (3.32)
Puesto que F es denso en cada H,, H,+; estd densa y continuamente incluido en H,,.

Tomemos Hy como el espacio de Hilbert inicial . Por la Proposicién 3.2.1, tenemos
la siguiente sucesién creciente

CPn(H) C CPn.(H,H1) C CPny(H,Hs) C -+ - C CPn,(H, F). (3.3.3)

Teorema 3.3.1. La siguiente representacion se cumple:

CPn.(H,F) = Uy CPn.(H, Hy). (3.3.4)

Demostracién. En vista de (3.3.3), la unién los conjuntos C Pn,(H, Hy) estd contenida
en CPn,(H,F). Para probar la contencién reciproca, notemos primero que cualquier
elemento G € B,(F) es una forma sesquilineal continua por lo que existen dos seminormas
||k ¥ | |m, y una constante positiva M, que depende de G, tal que

lG[u,'v]l» <M lulk lvlm para u,v € F.

esto se puede probar imitando la demostracién de la misma propiedad para formas bili-
neales conjuntamente continuas ([82], Capitulo 41, p. 420). Por(3.3.2), podemos suponer
que k = m. Por lo que G tiene una dnica extensién conjuntamente continua a Hy, dado
que F es denso en Hy.

Sea ® € CPn,(H,F). Entonces ®(X) € B,(F) para cada X € B(H), y existe un
espacio de Hilbert H;, al cual ®(X) puede ser extendida como una forma sesquilineal
conjuntamente continua. Denotaremos a esta ltima forma por el mismo simbolo ®(X).
El indice k depende de ® y de X pero aseguramos que es posible elegir el mismo indice k
para todo X, por lo que sélo dependerd de ®. De hecho, consideremos un espacio de Hilbert
‘H,. donde ®(I) pueda ser extendida continuamente. Entonces, por (3.1.4), tenemos las
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siguientes desigualdades para cualquier operador autoadjunto X, todo ¢ € F, y alguna
constante positiva M,

12X < 1 Xlloo [B(DWI < Xl M ;-

Puesto que cualquier operador es combinacién lineal de 6peradores autoadjuntos y
® es lineal en la variable operador, ®(X) € B.(Hy), para cada X € B(H). En otras

palabras, ® € CPn.(H,Hy). Asi , obtenemos (3.3.4).
|

De (3.3.3) y (3.3.4), vemos que al conjunto CPn,(H,F) se le puede dar, de manera
natural la topologia de lfmite inductivo. Por definicién, esta topologia es la més fuerte
en CPn,(H,F) que hace continuos las transformaciones inclusién de CPn.(H,Hx) en
CPn,(H,F) k > 0. Por la Proposicién 3.2.1, la topologia inducida por Rz también
hace que sean continuas las transformaciones inclusién. Por lo tanto, esta topologia es
més débil o igual que la topologfa de limite inductivo. Es un problema abierto decidir si
ambas topologias son equivalentes.

Corolario 3.3.2. Tenemos lo siguiente,

1. Para cualguier ® € CPn.(H,F), eziste un operador densamente definido, positivo y
autoadjunto A y una sucesion {Ai}, de operadores acotados en H tales que 3" A% Ax
es fuertemente convergente y

Q(X)['wa 50] = Z(AkA'/}’ XAI:A¢)7 VX € B(H), V¢’ "4 € F
k

2. Las condiciones (a)-(d) en la Seccidn 3.1 son suficientes para que un elemento -
pertenezca a CPn,(H,F).

3. Cualguier elemento de CPn.(H,F) es el limite de una sucesidn de elementos en
CPn(H) con respecto a la topologia inducida por Ry.

Demostracién. Recordemos que Hp es nuestro espacio de Hilbert inicial 2. Sea
® € CPn.(H,F). Por el Teorema 3.3.1, existe un indice k tal que ® € CPn,(H,Hy).
Para probar el Corolario, apliquemos la Proposicién 3.2.2 y el Corolario 3.2.6 al espacio de
Hilbert H;. Concretamente, sea A el operador densamente definido positivo y autoadjunto
descrito en la Proposicién 3.2.2; sea {Ax} la sucesién en B(H) y sea {R 71;} la sucesién en
CPn(H) del Corolario 3.2.6. {R%} converge a ® en la topologia de CPn,(H,Hs) pero
CPn.(H, Hs) es continuamente incluido en CPn.(H,F) (Proposicién 3.2.1); por lo que la

convergencia de { Ry } también es en la topologia de C Pn.(H, F). Esto termina la prueba.
]
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3.4 Ejemplos y Observaciones.

Los primeros dos ejemplos estdn relacionados con formas cuadriticas no cerrables.
Ejemplo 3.4.1. Presentamos aqui un ejemplo de & € CPn,(H,F), done ®(I) es una
forma cuadrética densamenta definida en H pero existe un elemento X en B(H), tal que

®(X) no es cerrable a pesar de que se cumple la desiguladad (3.1.4).
Recordemos que una forma cuadrética es cerrable si tiene una extensién cerrada ([55],

Cap. VI, Seccién 1). Una condicién equivalente a la cerrabilidad es la siguiente ([55], Teo.
VI.1.17, p. 315)

Yn Edoma, Y -0 y afthy—¥m] =0 si n,m— oo, implica aft,] — 0.

Sea H = {3, las sucesiones cuadrado sumables de niimeros complejos. Sea N el operador
de nimero que ya introdujimos en el Capitulo I i.e.,

dom N = {(an) € H : (nas) € H}, N((an)) = (nan).

Para k € NU {0}, sea Hi = domN% con producto interno (s ) = (Nip, Niy).

Sea F = MiHi. F es el espacio de todos los elementos en {a,} € H tales que para
todo k € NU {0}, {n*a,} € H. Se sabe que F es denso en cada H; ([70], pp. 142, 143).
Definamos

B(X)¥] = (N3, XNiy)
Seak=3A=Ni Ay=1Iy A =0 para £ > 2. Con estos operadores, ® tiene la
estructura descrita en el Corolario 3.2.6. Esto muestra que & € CPn,(H,H3) y por lo
tanto ® € CPn.(H,F). Ademés, ®(I)[¢)] = |N34|? es una forma cuadratica positiva y
densamente definida con dom ®(I) = dom N3. Por la desigualdad de Schwartz, (3.1.4) se
cumple para todo X € B(H). Sea {e,} la base canénica de H, i.e., todas las coordenadas
de e, son cero excepto la n-ésima que es igual a uno.

Sea 1, = N~3e, = n~%e,. Entonces Yn — 0y N%gb,, = ne,. Sea T = (,—1.);'.‘;1 EHYy
X = |z >< z|. Tenemos

(z, Niy,) = (z,ne,) = 1. ‘ (3.4.1)

Para todo ¥ € F,
(X)) = (N, |z >< z|N3g) = |(z, Niy)[2. (34.2)
En particular, usando (3.4.1) y (3.4.2) obtenemos '
®(X)[gn] = (@, Nigm)P =1 Vn

y por otro lado,

3
¢()()["/"n — Um] = [{z, N2 (¢, — "/’m»lz =0.
Lo que demuestra que ®(X) es una forma cuadrédtiva positiva, densamente definida pero

no es cerrable.
a
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Ejemplo 3.4.2 Con una modificacién del Ejemplo 3.4.2, presentamos en seguida un
ejemplo de ® € CPn,(H,F) tal que (1) no es una forma cuadrética cerrable sobre H.
El ejemplo resalta el hecho clave en nuestro enfoque: ®(I) no necesita ser una forma
cuadrética cerrable en el espacio inicial pero debe ser acotada en algiin espacio de Hilbert
densa y continuamente incluido en el espacio inicial.

Sean H, F y = € H como en el ejemplo previo. Sea y = 5. . Entonces ly >< y| es una

proyeccién ortogonal. Definamos ®(-)[-, -] de la siguiente manera:
S(0)u,0) = (ly >< yINiu, X Jy >< 9| Niv).

Nuevamente, ® € CPn,(H,F) porque ® € CPn,(H,H3) con A = N I, A =ly><yly
Ax =0 para k > 2. Ademss,

&(I)[u] = I{y, Nu)[?
Asi que esta forma cuadritica es igual a un miiltiplo escalar de la forma cuadratlca del

Ejemplo 2; por lo que tampoco es cerrable en H.
2

Ejemplo 3.4.3. Sea F un espacio de Hilbert densa y continuamente incluido en H. Sea
D C F un subespacio vectorial y & : B(H) x D x D — C, una transformacién que cumple
con las condiciones II.2 del Capitulo II. Si las dos condiciones siguientes se cumplen
entonces ® se puede extender a una transformacién, que seguiremos llamando $, definida
sobre B(H) x F x F y tal que & € CPn,(H,F):

(i) D es denso en F
(ii) Existe una constante positiva M tal que

®(I)[p} < Mllpl?, ¥y €D.

Demostracién. Las dos condiciones implican que ®(/) es una forma cuadrdtica den-
samente definida, positiva y acotada en F por lo que tiene una unica extensién a todo
F.

Si X € B.(H) entonces X < [ Xl por lo que para todo ¢ € D

0 < (X)[y] < IXNla®(Dle] < M | X oo o,

lo que garantiza que ®(X)[:] también se puede extender de manera tnica y acotada a toda
F. Del mismo modo, puesto que todo X € B(H) es combinacién lineal de operadores
positivos, se concluye que ®(.X)[:] se extiende de manera acotada y unica a toda F.

Es claro que la transformacién extendida ® satisface las condiciones (a), (b) y (c) de
la Seccién 3.1. Falta verificar la condicién de normalidad (d). Sean 0 < X; < X, <
una sucesién no decreciente de elementos en B, () tales que X = lim X, € B(H). Por
demostrar que ®(X)[p] = lim ®(X,)[p] Vo € F. Si ¢ € D no hay nada que probar. Si
@ € F pero no necesariamente elemento de D, entonces existe ¢, € D tal que ¢, — ¢ en
F. Consideramos la sucesién numérica con doble indice,

®(Xn)[l- (3.4.3)
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Es claro que si uno de los fndices, n o k, permanece fijo y el otro se hace tender a infinito
entonces hay limite. Sin embargo, aseguramos que Iim <I>(X,’.)[<p,,] existe de manera uni-

forme en el indice n. Para probarlo notemos que, como cada X es positivo, (B(Xy,)[-])1/?
es una seminorma por lo que podemos utilizar la desigualdad del tridngulo

[ (®(Xa)lpal)? — (B(Xn)lgel)? | < (B(Xn)pn — o))
< IXall3? @(Dlex — ) * < MIXIL ok — eell = 0.

Por lo tanto, el limite doble de (3.4.3) existe as{ como sus dos limites iterados; ademds
los tres son iguales ([2], Tms. 19.6 y 19.10 pp 155-157). Por lo tanto

(X)) = lim &(X)[x] = lim lim &(Xn)[ipx] = Kim lim $(Xo)[spe] = lim &(Xa)[i0]-
_ |
Ejemplo 3.4.4. En [17] y [18] se consideran operadores G, L, (¢ = 1,2,3,...) que
satisfacen la siguiente hipdtesis. .

A El operador —G es el generador infinitesimal de un semigrupo de contracciones
fuertemente continuo W; en H. El dominio de los operadores (L)72, contiene a D, una
esencia de G. Para todos u, v, € D, tenemos

(—v,Gu) — (Gv,u) +>_(Lev, Leu) = 0.
=1
El objetivo de este ejemplo es probar que si definimos

(X)) [v,u] = i(Lg‘U, XLw) XeB(H) u,veD

=1
entonces ® se puede extender, de forma tnica a un elemento de C'Pn, (M, F), en donde a
F = dom G y lo dotamos de la norma de Hilbert
llz)] := |u + Gul. (3.4.4)

que como lo observamos en el capitulo anterior, es equivalente a la norma de la gréfica de

G, debido a la desigualdad (2.1.3).
Bastara con probar que $ satisface las condiciones del Ejemplo 343.

Las propiedades (a) y (b) de la Condicién II.2 del Capitulo II, son obvias. Con el
Teorema de Convergencia Dominada se puede probar la propiedad de normalidad, por lo
que la Condicién II.2 es satisfecha. Por hipétesis, D es denso en F. Para probar (ii) del
Ejemplo 3.4.3, notemos que para cada ¢ =1,2,3,..., u € D,

|Leu| < ®(I)[u] = 2Re{u, Gu) < |lu|| < |u] + |Gyl (3.4.5).
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Nota. Puede ser de interés saber cuél es el operador positivo autoadjunto A cuya
existencia asegura el Teorema 3.2.5. En este caso, A = | +G], el valor absoluto de I +G.

Ejemplo 3.4.5. Sea D C H un subespacio denso. Sea £L: B(H) x D x D — C con la
expansién de Lindblad (2.1.2)

donde G, ® y D satisfacen las condiciones II.1, I1.2 y I1.3 del Capitulo II. Si a D le
damos la norma de Hilbert (3.4.4) entonces

(i) ® se puede extender, de manera \nica, a un elemento & € CPn,(H,F) donde
F = dom G con la norma de Hilbert (3.4.4).

(ii) Existe una sucesién de operadores {L,}32, tales que ﬁl dom L, DDy

S(X)lg¥] = 3 (Lep, X L)

=1

Demostracién.

(i) Como D denso en F y P satisface las hip6tesis del Lema 2.1.1 entonces, por I1.3,

la desigualdad
2Re(u, Gu) < |I + Gul?

y la definicién de la norma (3.4.4), ® cumple con las hipétesis de nyestro Ejemplo
3.4.3, por lo que existe una tnica extensién & : B(H) x F x F — C tal que
¢ € CPn,(H,F).

(ii) Sea A = |I + G|, el valor absoluto de I + G. Como ® € CPn,(H,F), entonces, por
el inciso 1 del Corolario 3.2.6, existe una sucesién {A,}2, en B(H) tal que

B(X)lp, ] = 3-(AcAp, X A.A).

=1

Sea Ly = A4A. Observemos que dom L, =dom A =dom G D D.

Nota: Si F = dom G con la norma (3.4.4), entonces

(a) El Ejemplo 3.4.4 muestra que la hipdtesis A de [17] y [18] implica que
®ecCPn,(H,F) y L)[g]=0VpeF.

(b) La afirmacién (i) del Ejemplo 3.4.5 muestra que las condiciones I1.1, I1.2 y I1.3 del
Capitulo II implican que

® € CPn.(H,F) Vg€ F.
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(¢) Una revisién cuidadosa de la afirmacién (ii) del Ejemplo 3.4.5 muestra que las condi-
ciones
e CPn.(H,F) v LDfpl=0 peF

implican la hipétesis A de [17] y [18]. Por lo tanto, tenemos que las siguientes
condiciones son equivalentes '

(i) Hipbtesis A de [17] y [18]
(ii) IL.1, IL.2 del Capitulo Il y £(I)[¢] =0Vyp € F
(iii) ® € CPn,(M,F)y L(D[p) =0Vp € F.
Ejemplo 3.4.6. Sean £,G y ® como en el ejemplo anterior pero
®(I)[p] = 2Re(p,Gyp), ¢ €F.

Para cada n € N, sea F, el operador positivo y definido sobre todo H, a través de su
forma cuadrética '

(u, Fou) = ®(I)[nR(n, G)u]
donde R(n,G) es el operador (nl + G)~1, resolvente de G. Entonces

F, € B(H).

Por otro lado sean A un operador densamente definido, positivo y autoadjunto, F =
dom A} con la norma de la gréfica. Supdéngase ademds que dom G C F y que dom G es
esencia de A%. Si

(u, Fou) < Co]JA2u), neEN, ucdomG
donde la sucesién numérica {C,} es tal que liminf, .o Cn < co. Entonces ® tiene una
tnica extensién a un elemento de CPn,(H, F),

Demostracién. Puesto que F, es positivo y estd definido en todo H, concluimos que

debe ser acotado.
Para probar la siguiente afirmacién sea M = liminf, o C,. Por el Lema 2.1.1, tene-

mos que para todo X € B(H)y p €dom G
®(I)l¢] = 2Relp, Gp) = liminf(p, Fap) < M|AY?g| = M|j¢|?

como estamos suponiendo que D es denso en F entonces se satisfacen las condiciones del

ejemplo 3.4.3, por lo que ® se puede extender a un elemento de CPn,(H,F).
2

Como lo mencionamos en la Seccién 3.1.1, si F es un espacio de Hilbert densa y conti-
nuamente incluido en H, hay una forma natural de ver al espacio de formas sesquilineales
acotadas en H como un subespacio del espacio de formas sesquilineales acotadas en F: si
X € B(H) y restringimos

(u, Xv)
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a u,v € F. Por lo tanto, existe j(X) € B(F) tal que

(u, Xv) = ((u, 5(X)v)).

Un célculo directo muestra que j{X) es la restriccién a F del operador A~1X, donde A es el
operador tal que A = A'/2 de la Proposicién 3.2.2. Esta transformacién j : B(H) — B(F),
jugaré un papel muy importante en el siguiente capitulo.

Ejemplo 3.4.7 ([39]).
(i) 7 € CPn,(H,F). En particular j es continuo con respecto a las topologias ul-

(i)

tradébiles de B(H) y B(F).
El rango j (B('H)) es ultradébil denso en B(F).

Demostracién

0

(i)

Siuyven Fy X € B(H),
«U,J(X)'U)) = (’U, «Y‘U) = <A-1/2A1/2u,’ XA‘I/QAI/Q,”)

por lo que j € CPn,(H,F) pues con los operadores A = A2, A, = A~1/2, 4, =0,
€=2,3..., tiene la estructura descrita en el Comlaﬁo 3.2.6.

Sean B € B(F) y X. el operador acotado en H definido por medio de
X, = A(I +€eA)V2B(I + eA)Y/2,
Sea B, = j(X,). Para cualquier y € F tenemos la convergencia
(o Bug)) = (NV2(1 + eh) ™20, AV2B(I + eh) 20} (g, By,

donde A'/2B : F — 'H es un operador acotado. Usando la identidad de polarizacién
obtenemos que B, — B, en la topologia débil, cuando ¢ — 0. Ahora, el Principio de
acotamiento uniforme nos permite mostrar que la familia (B,)c>0 estd uniformemente
acotada en B(F) y entonces B, — B, si € — 0, con respecto a la topologia ultradébil
de B(F).

[ |

Ejemplo 3.4.8 Sea (£, S) un espacio medible con una medida o—finita u. Para cada
w € 2 sea a(w) un operador densamente definido y cerrado en H con dominio dom a(w).
Sea D el subespacio lineal de todos los 3 € H tales que existe un conjunto C € S cuyo
complemento tiene medida cero,

¥ € Nyecdom a(w)

v la funcién real-valuada

w > |a(w)y|

59




es u—medible y pertenece a L?(u), Supongamos que D es denso en H. Sea

Alp, v} = [ (a(w)p, alw)p)u(dw)

Es fécil ver que la forma cuadritica asociada con A es no negativa definida y cerrada. Por
lo tanto, por el Teorema de Representacién de Kato (ver [55]), existe un operador positivo
y autoadjunto A tal que dom A3 =D y Afg] = lA'f‘zbl"’. De hecho, A = b*b, donde b, es el
operador lineal con dominio D, rango contenido en L2(u, H) = L%(u) ® H, y definido por
¥ +— by donde by € L?(u, H) es la clase de equivalencia (mod u) de la funcién

w — a(w)y.
Sea F = dom A% con norma inducida por el producto interno

(e, ¥)) = Alp, ¥].

Il = v Al

El que A sea cerrado implica que F es un espiacio de Hilbert. Su topologia es equivalente
a la inducida por la norma de la gréifica de A% = |b|.
Para X € B(H) y ,% € D sea

y la norma esté dada por

(X, ¥l = [(a(w)e, Xa(w)p)u(dw)

Puesto que las condiciones I1.2 del Capitulo II son satisfechas por ®, ademds ®(I)[p, ¥] =
Alp, ¥l '
(X)[¥] < | Xl (D) [,

y D = dom bdom A es denso en F = dom A% entonces se cumplen las condiciones del

ejemplo 3.4.3 por lo que
® € CPn.(H,F).
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Capitulo IV

4 Estimaciones a priori para una clase de QDS

4.1 Introduccion.

En este Capitulo mostramos que, bajo ciertas condiciones, es posible construir una ex-
tensién de la transformacién ®, que aparece como la parte completamente positiva del
generador formal de un QDS, de tal manera que es posible aplicar ¢ no sélo a operadores
acotados X en H sino que se aplicard a formas sesquilineales densamente definidas en
H, pero posiblemente no acotadas en ‘H.También extendemos el semigrupo minimal B, y
damos estimaciones a priori de la extensién. Este problema fue tratado en [39]; aqui pre-
sentamos algunas simplificaciones y una nueva prueba del resultado principal, el Teorema
4.4.1.

En la Seccién 4.2, introducimos conceptos que originalmente dieron la pauta para
caracterizar C Pn, (M, F) cuando F es un espacio de Hilbert (ver [37]). En todo el capitulo,
el operador A de la Proposicién 3.2.2 seré denotado por A3. Como en el Capitulo I1I, el
espacio incial H tiene producto interno y norma denotados por

A lo largo del capitulo, trabajaremos bajo la siguiente hipétesis.
A.1 & € CPn,(H,F) donde F es un espacio de Hilbert densa y continuamente in-

cluido en el espacio de Hilbert inicial H. El producto interno y la norma de F, los
denotaremos por
(¢ -

En la Seccién 4.3 formulamos una hipétesis, la A.2, que permite hacer la extensién
de ® a formas sequilineales no acotadas y calcular las estimaciones a priori del semigrupo
minimal extendido. En lo que se refiere a la conservatividad del semigrupo P, en la
Seccién 4.4 mostramos que la Hipétesis A.2, es equivalente a la Hipétesis C de [18] y que
el Teorema 4.4.1 es un criterio de conservatividad del cual los Teoremas 4.3 y 4.4 de (18]
son corolarios.

4.2 Un espacio de Banach importante.

De acuerdo con lo que hicimos en el Capitulo III, cada ¢ € CPn,(H,F) se puede pensar
como una transformacion ¢ : B(H) — B(F) lineal, completamente positiva, normal y
acotada. Aunque el espacio predual de B(F) es el espacio de elementos de B(F) que
tienen traza finita, en esta seccién damos otra representacién del espacio predual de B(F)
que serd de gran importancia en las siguientes secciones.

Para empezar, notemos que el Teorema 3.2.5 y las ecuaciones (3.2.5) muestran que

(X)[w.v] = ((u, B(X)v)) X € B(H) u,v € F. (4.2.1)
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Definicién 4.2.1
(a) Sea a: T(H) — T(H) la transformacién definida por
a(p) = A"1pA~t

Denotamos por 75(*) la imagen de esta tranformacién lineal e inyectiva y por
Txt(H) el rango del cono T+(H) de los operadores positivos de traza finita.

(b) Sobre T, (H), introducimos la norma
lellzaeg = lla™ (p) | (4.2.2)
donde la transformacién inversa de a, a™!, estd bien definido sobre 7, (H).

Con esta norma a es una isometria entre 7(H) y Ta(H) por lo que el Wltimo espacio es
completo.

En seguida, hacemos un estudio detallado de 7,(H). Puesto que cada uno de sus
elementos es combinacién lineal de elementos en 7;'(H), empezamos con el siguiente
lema que da caracterizaciones itiles de este cono. La prueba se di6 originalmente en [21]

y en [37].
Lema 4.2.2 Sea p un operador positivo de traza finita. Lo siguiente es egusvalente:
() rango p? C dom A% y o := Alples un operador de Hilbert-Schmidt.
(b) El operador densamente definido S := p’i A% tiene una estension de Hilbert-Schmidt. .
(c) lim_otr(pA,) eziste y es finito.
(d) p€ Ty (H).

Ademds, bajo cualquiera de estas condicior.cs tenemos que la ectension Hilbert-Schmidt

de S es o*,
p=caloo*) y lina tr(pAe) = tr(oo*)

Demostracion: El esquema de la prueba ser4 el siguiente: (a) implica (b); (b) implica
(¢); (c) implica (a) ;(a) implica (d); (d) implica (c).

(a) implica (b). Paracada ¢y cdom Aty p € H
(o, SU) = (Alpie,9) = (0p,9) = (p:0"Y)

Por lo tanto, S tiene como extensién de Hilbert-Schmidt a o*.
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(b) implica (c). Denotemos también por S la extension de piA3. Entonces S(1+
1
eA)~3 = p’}Aé, 1+ eA)'%S* = AZp3. Dado que S es un operador de Hilbert-

Schmidt ,
00 > tr(SS5*) > tr(S(1 + €A)™1S*) = tr(pA.)

Para todo € > 0. Por lo tanto, (c) se cumple porque tr(pA.) crece cuando e decrece
a 0. .

(c) implica (a). Recordemos que 1 € H pertenece a dom A7 siy sélo si (¥, AY)
crece cuando ¢ — 0, al valor finito |[A34|2. Asf que si [¢| = 1,

(¥, Acphi)) < tr(p?Acp?) = tr(Acp)
Por lo que (c) implica que rango p% C dom A} y para cualquier base ortonormal,
{¢x}, si usamos el Teorema de Convergencia Mondtona,

tr(0*0) = 3 |Adpig|? = lim 3~ (p3he, Acpitha) = limtr(A.p) < oo
k k '

(a) implica (d). Supongamos que p es un operador de traza finita que cumple con
(a) y por lo tanto, con (b) y (c). Sea n = oo* asi que n € T*(H). Sobre dom A%,
tenemos 7 = A pA} por lo que es claro que a(n) = p.

(d) implica (c). Sea p € TH(H) y n € T*(H) tales que p = A‘%r]A'% entonces,

tr(pA) = tr(n(1 + eA)™1) = tr(n).
sie—0

Esto termina la demostracidn.

Nota Puesto que todo p € 74(H) puede escribirse como combinacién lineal de ope--
radores positivos de traza finita tales que el rango de sus rafces cuadradas estd contenido
en dom A% entonces rango pC domA3. Asf que a~1(p) es una extensién de traza finita
de A3 pA’ii pues sobre dom A'}, ambos operadores coinciden.

Consideremos el isomorfismo isométrico que introdujimos en el inciso (ii) de la Nota

3.2.3, \: B(H) — B(¥),
AMX) = A~Y2XAYV2,

Definicién 4.2.3
(a) Sea p € TA(H) y B € B(F), definimos la forma tracial o dualidad

((B,p)) =tr(A"H(B)a"Y(p)) | (4.23)
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Consideremos la transformacién lineal j : B(H) — B(.F) definida por X ](X )y
que presentamos en el ejemplo 3.4.7.
Proposicién 4.2.4 Para todo X € B(H) y p € Ta(H), tenemos la identidad

((§(X), p)) = tr{Xp}.

En particular, si ¢ € F entonces ((5(X), pp)) = {p, X ).

Demostracion.

((H(X), p) = tr(X" (§(X))a" (p)) =
tr(A"Y2 XA (p)) = tr(Xaa™'(p)) = tr{X p}.

El siguiente Teorema da la caracterizaién de espacio dual de 73 (H).

Teorema 4.2.5 Sea F cualquier espacio de Hilbert densa y continuamente incluido
en H.

Cualguier elemento B € B(F) dd lugar a una funcional lineal acotada fp : Ty(H) —» C

definida como
f8(p) = ((B,p))

La transformacién B — fp, es una biyeccion lineal entre B(F) y (To(H))*, que es una
isometria y ademds un homeomorfismo entre la topologia ultadébil de B(F) y la topologia
débil * de (Ty(H))*.

Demostracién.

A partir de la Definicién (4.2.3), y de que a y A son isometrias, es claro que cualquier
elemento de B € B(F), induce una funcional lineal acotada, fg, sobre 75(H) en la forma
indicada. Es claro que || fg| = || Bl|(x). Por otro lado, sea f : 74(*) — C una funcional
lineal acotada y sea g : T(H) — C la funcional g = f o a. Es inmediato verificar que ésta
es una funcional lineal acotada en 7 (). Por lo tanto hay un tnico elemento X € B(H),
tal que

g(n) =tr{Xn} VneT(H)

As{ que, para cualquier p € Tp(H), sin=a"1(p) y B = MX)
f(p) = fa(n)) = g(n) = tr{Xn} = ((B,p)) = fa(p)

En otras palabras, f = fg y B es el tinico elemento en B(F) que cumple con esta igualdad.
El que ) sea un homeomorfismo entre las topologias ultradébiles de B(H) y B(F)
implica que la asociacién B — fp sea un homeomorfismo entre la topologia ultradébil de

B(F) y la topologia débil * de (Ta(H))*.
[ |

Corolario 4.2.6
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(a) Eziste una correspondencia uno a uno, denotada por } del cono CPn.(H,F) sobre
el cono

{®' : TA(H) — T(H) lineal, acotado y que transforma T3t (H) en T7(H)}

que satisface

(8(X),0) = tr {2}(p)X} (424)
para cualgquier p € Ty (H).

(b) Si ® € CPn.(H,F) y u € F entonces tr{X®(p,)} = ((8(X),p.)) = ®(X)[u]
donde p, = |u >< ul.

Demostracion:

(a) Dado ® € CPn.(H,F), entonces es una transformacién de B(H) en B(F) sea
®f: Ty (H) — T(H) su transformacién predual, el cual existe por la normalidad de

.
ot =R oM =Rtoa™L.

Observemos que, por la definicién de la forma tracial, la transformacién predual de

Aes ol

(b) La primer igualdad es consecuencia de (a). Para probar la otra, usamos las ecua-
ciones (4.2.1) y (4.2.3)

(8(X), pu)) = tr{X"H(@(X))a " (pu)} = ((u, B(X)u)) = B(X)[u].

4.3 Estimaciones a priori.

En este seccién y la que sigue, supondremos que se cumple la Hipdtesis A de [18] (en el
Ejemplo 3.4.4 dimos la formulacién de esa hipdtesis). Como lo sefialamos en los comen-
tarios'de la Seccién 3.4 el generador formal L estd definido para X € B(H) y ¢,% € D,
donde D es un subespacio denso de H con D C F, por medio de

L(X)p,¥] = (X)), ¥] — (G, X¥) — (¢, XGY), (4.3.1)

donde G es un operador definido sobre D, —G genera un semigrupo de contracciones en
H y esté relacionado con ¢ de tal forma que la estimacién

0 < @(I)[p] = 2Re(Ge, ),

se cumple para todo ¢ € D.

En lo que queda del capitulo, consideraremos A un operador densamente definido,
positivo y autoadjunto en el espacio H. F = dom A} conel producto interno

(o)) = (Adp, Aby).
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La norma inducida, serd denotada por
1
lell = 1A%

y es equivalente a la norma de la gréfica de A3. La Hipétesis A.1 se supondrd vdlida con
respecto a este espacio de Hilbert F.

Nuestra. hipétesis clave es la siguiente (en [18] y [51] se dan hipétesis similares).
A.2,

o El subespacio denso D = dom G es una esencia de A1/?,

e Para todo ¢ € D' = dom G? sup®(Ac)[p] < oo ¥

e Eriste una constante positiva c, tal que para ¢ € D’

sup ®(Al¢] < cllgll* + 2Re((p, G,

donde G es la parte de G en F.
Recordemos que la parte de G en F es la restriccién de G al subespacio
{¢ €dom G : Gy € F}

Se sigue inmediatamente de la parte (c) del Lema 4.2.2 que el limite lim ®(A)[p] existe |

si y sblo si ®f(p,) € To(H) donde p, = |¢ >< ¢|. De hecho, puesto que ®(A.) € B(F),
para todo ¢ € D tenemos que

lime ®(A)[¢]

[

lime ((2(Ad), £y))
lim, tr{Ac®(p,)] = |19"(pe) a0 (432)

Por lo tanto, si ¢ € T’ entonces ®'(p,) € Ta(H). o
Nuestras HipStesis A.1 y A.2 permiten extender la transformacién ®, definida sobre
B(H), a una transformacién ® definida sobre B(F) de la siguiente forma.

Definicién 4.3.1. Pare B € B(F) y ¢,¢ € T/, definimos
8(B)le, ¥l = ((B, 8 (lp ><9)).

Proposicién 4.3.2. La transformacién ® : B(F) x D’ x D' — C satisface lo siguiente
(i) Eztiende a ® en el siguiente sentido

SG(X)Ne¥] = (X)p, ¥l X €BH) g, €T (4.3.3)

donde j es la transformacidn del Ejemplo 3.4.7.
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(ii) ® es lineal en su variable operador y sesquilineal en sus variables vectoriales; es
completamente positivo y normal. :
Demostracién.

(i) Segin la definicién de &, la Proposicién 4.2.4 y el Corolario 4.2.6 tenemos
(X)), ¥] = ((H(X), &' (lp >< 9)))) = tr{X®! (| >< ¥])} = B(X)lp, ¥]

(ii) El que ® sea lineal en la variable operador, sesquilineal en las variables vectoria-
les y normal es inmediato de su definicién (ver Definicién 4.3.1). Para probar la
positividad completa, sean n € N, By,..., B, € B(F),¢1,...,¢n € D'. Suponga-
mos primeramente que existen X; € B(H) tales que j(X;) = B;. De las sencillas
relaciones

HX)i(Y) = j(XA'Y), X,Y € B(H),
_ 3(X*) = G(x)»
donde B™ denota el adjunto de B en F, tenemos

3 &(BY B)lpi, il = 3 (XA X;) s, 5] =

i,j 4j

> e(AT2X) ATVAX) s, 4] 2 0
%J
Para B; € B(F) en general, el resultado se sigue de que el rango de j es ultradébil

denso en B(F) y ® es normal.
[ §

Sea Ig(r) €l operador identidad en F; recordemos que A, = A(1 + €¢A)~!. Entonces
J(A¢) = Ig(r) en la topologia fuerte de B(F); pero como

1i(AD s = IN2GA oo = (1 + €A) Yoo £ 1

entonces la convergencia también es en la topologia ultradébil de B(F). En consecuencia
b(Iar)le] = lm B(i(Ad) ] = lim B(A.) ]
Pero, por la ecuacién (4.3.2),

d(Ism)le) = 19 (po) Iy, ¢ €T (4.3.3).

La ecuacién (4.3.3) no debemos confundirla con

(D] =19 (p)lr, v €F

que es consecuencia del inciso (b) en el Corolario 4.2.6.
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Definicién 4.3.3 Para todo B € B(F) y cualquier para ¢,% € D' = dom G? definimos
la forma sesquilineal de L(B) sobre D' x D' por medio de

L(B)lp,¥] = ¥(B)le, 9] — (e, B + 3)0) = (G + 2o, BY)).

donde c es la constante positiva de la Hipétesis A.2. v
Nota 4.3.4. (a) En términos de ﬁ(IB(}-)) nuestra suposicién A.2 tiene la forma
Lsr)lel €0, VpeD,

Una suposicién similar fue considerada en [21] junto con algunas hipétesis adicionales,
entre las cudles fue necesario suponer que G € B(F).

(b) Notemos que £(j(X))le] = L(X)[¢] = ¢, Xep)-

Nos proponemos demostrar que este £ satisface las condiciones del Lema 2.1.1. que
garantizan la existencia de un QDS minimal.

Teorema 4.3.5. Si las Hipdtesis A.1, A.2 se cumplen entonces el Cy-semigrupo de
contracciones (W,;);>o sobre H, generado por —G, deja invariante al espacio F; W, es un
Co-semigrupo tal que

Weell < e“lell, Vo eF.

y para todo p € D' = dom G? tenemos la identidad

d ~
5 IWeell” = —2Re((GWep, Wep))-
Demostracién. Seguiremos a [18]. Por nuestra Hipdtesis A.2, tenemos que para
¢ € D' la siguiente igualdad se cuample

cllel> > ®(Isr)lp] — 2Re((Ge, ¢))
el S —213.(3?(@1@). L3 g (4.3.5)

Para u = (I + A"!G)¢ € D = dom G, obtenemos a partir de (4.3.5) que
lul® > el = A~ flell® = (1 = ex™)iell?.

Lo que implica que
IO+ u < (A=) Mull, VueD.

Dado que D es una esencia de A!/2, entonces la. misma estimacién se cumple para ¢ € F.
Ahora, de la Proposicién 4.2.1 en {77] se sigue que F es G-admisible, i.e., W; aplica F
en F; es un Cy-semigrupo sobre F y

Wil < e*llgll.
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La identidad para la derivada se sigue inmediatamente de aqui.

Corolario 4.3.6. E! subespacio D’ = dom G? es esencia de A% y
IWepll < efllell Vo e F.

Demostracién. Puesto que W; actiia sobre F como un semigrupo fuertemente con-
tinuo entonces el dominio de cualquier potencia de su generador infinitesimal es denso en

F. En particular, dom G? es denso en F; pero
domG?*cdomG?cdom G cCF

lo que prueba que dom G? es esencia de A/2,
Por otro lado, usando la desigualdad (4.3.5) y el hecho de que dom G? es invariante

bajo W, se prueba que para todo ¢ € dom G?
2 | Wil = ~2Re(GWep, Wig)) < clWepll.
Entonces, por el Lema de Gronwall
[Wegll? < eflell?
y como ya sabemos que dom G? es denso en F, tenemos que
IWepll < efllell, ¢€F.
.y

Como consecuencia de lo anterior, tenemos que —(G + $) genera, en F, al semigrupo
de contracciones M; = e~ $*W,. Si al dominio dom G, le damos la norma de Hilbert

IU+5+8)el, pedom@,

lo convertimos en un espacio de Hilbert y ademés

Corolario 4.3.7.
(i) & tiene una tnica estension a un elemento de CPn,(F,dom G)

(ii) Egiste un QDS minimal, P,, en B(F) tal que para todo B € F y ¢ € dom G
d - . .
(o, BUABIG)) = LB(B)lwl, Po(B)=B

(iii) B(j(X)) = e"i(PP=(X)), Ra(i(X)) = jREA(X)) VX € B(M) donde R, es el
resolvente de P.
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Demeostracién.

(i) La Hipétesis A.2, escrita en términos de ®, dice que
. ~ ‘ = C
®(Ism)ly] < cllell® + 2Re({p, Gy)) = 2Re((p, (G + 3)P)

pero como dom G? es denso en F entonces, por la Proposicién 4.3.2, concluimos
que G +¢/2 y ® satisfacen las condiciones IL1 y IL.2 del Capitulo II respecto al
espacio de Hilbert F y su subespacio dom G2 por lo que la conclusién se sigue del
ejemplo 3.4.3.

(ii) Es claro pues & satisface las condiciones del Lemas 2.1.1 y del Teorema 2.1.3.

(iii) Recordemos el procedimiento iterativo (2.1.7) para construir el QDS minimal 5,
(0, BO(B)@)) = ((Mep, BMp))

(s BB = (0, BN + [ dod(BEHBY) (M-
asi que si B es de la forma j(X), puesto que
M XM, = e W XW,,
tenemos que
FP(i(X)) = e (R (X)

de la misma manera podemos proceder inductivamente para probar que
B(i(X)) = e™(P™ (X))

y haciendo n — oo, 3
P,(§(X)) = e~*j(P™(X)).

La dltima igualdad se sigue de la definicién de resolvente para un semigrupo.

4.4 Una aplicacién.

En esta seccién usamos la relacién que hay entre P, y PP para dar un criterio de
conservatividad que generaliza los dos resultados principales en [18]. La estructura de la
seccién es la siguiente: el Teorema 4.4.1 es el criterio de conservatividad. La Proposicién
4.4.2 muestra que nuestra Hipdtesis A.2. es equivalente a la Hipétesis C de [18]. Después
enunciamos explicitamente cudles son los resultados que nuestro criterio generaliza. Por
ultimo examinamos algunos ejemplos.

Recordemos que en el ejemplo 3.4.6 definimos, para cada n € N un operador positivo

y acotado, Fy,, por medio de
(u, Fu) = ®(I)[nR(n,G)u], ueH.
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Usando la terminologia de [18], F, es la extensién acotada del operador

S (nLeR(n, G))" (nLeR(n, G))

=1

definido sobre D = dom G donde {L,} es la sucesién de operadores que prescribe la
Hipétesis A de aquella referencia y R(n,G) = (n + G)~L.

Teorema 4.4.1. Si la Hipétesis A de [18] se cumple, asi como la Hipdtesis A.2 para
algidn operador positivo y autoadjunto A , entonces la Hipdtesis A.1 es suficiente para que
Ppin seq conservativo, donde el espacio F de la Hipdtesis A.1 es el dominio de A2,

Demostracién. Es suficiente comprobar que {p, @%(I)¢) — 0 cuando n — oo para
algin A > 0 y todo ¢ € 7’ = dom G?

Recordemos que, (ver Lema 2.2.1. y Teorema 2.2.3)
’ o0
Al = [ dte(X)Wagl.

El operador resolvente R(X) de P/"(X) puede representarse como

BA(X) = 3 Q3(Ax(X))

n=0

donde o
Ax(X)lel = [ dte™(Wip, XWag)

y la serie converge fuertemente. Como en [18] Ax(F3,) — Q»(I) fuerte y ultradébilmente. -
Por lo tanto, si procedemos como en la misma referenciay A >cy o € T

g«a,oium = E«a,@ﬁ(@;(nm
= 3 lim (¢, QX(Ax(Fa))
k=0
< limiaf (o, QX))
-0
= liminf(p, RE™(Fa)p)

= limiof({p, i(RY™(Fa))e))
= liminf({p, Ra-c(i(Fa))9))

.. 1 .
< lxrl;r_lgxf :\-:—E”.7(1‘_‘1-)”15(.7'-')”‘P”2

n \2 m
(22) el = 3= Nl < oo

n-—-c —C

‘ m
< liminf
n— )\ —c
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donde m = ||®(I)||p(r). Hemos hecho uso del Lema de Fatou, el Corolario 4.3.7, la
Proposicién 4.2.4 y la siguiente estimacién para || ](F MBx), que es consecuencia del
Teorema 4.3.5 si n > ¢,

li(F sy = IAY%5(EA oo = sup (u, A2 EpA20)
ui{=1

= sup(A™V2u, F,A~Y2y) = sup &(I)[nR(n, G)A~Y24y]
uEH
lul=1 |u|_
m sup |AY?nR(n, G)A~2uf?

u€EMH

Jul=1

n \? n \2

m ( ) sup [AYV2A" V22 =m ( ) :

n—c

uEH n—c¢
Juf=1

IA

IA

Nota: Otra demostracién del Teorema 4.4.1 se encuentra en [39)].

En (18], p. 391, se enuncia la siguiente hipdtesis acerca del operador A.3:
C

e El dominio de la raiz cuadrada, A% contiene a dom G y dom G es esencia de A} ,

e los subespacios vectoriales L{(dom G?)), £ > 1, estén contenidos en el dominio de
A3,

e existe una constante positivat c tal que

—2Re(A%u, ATGu) + Z(A%Leu A%Leu) < c|Afuf?

=1

Proposicién 4.4.2 La Hipdtesis A.2 es equivalente a lo Hipdtesic. C de [18).

Demostracién.

Si ®(X)|¢] = 2,{Lew, XLew) < 00, con domL, O domG= D para todo £ > 1;
entonces la HipéStesis C en (18] y el Teorema de Convergencia Monétona implican que

para € dom G?
lim®(A)[p] = lim3 (Lep, AcLep)
=1

=Y (AYV?Lep, AV?Lep) < 2Re{(p,Go)) + cllll®.

=1

3 Aquf escribiremos la hipStesis con nuestra notacién. En la referencia, los autores denotan por C al
operador A y suponen que G es el generador de W; y no, como nosotros, —G.
‘En la referencia, es denotada por b.
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y reciprocamente, dado que

ST (AY2Lep, A2 Lyp) = Y ((Lep, L))
=1 =1

= &(Is, )] = lim2(Al¢]l < 2Rel(p,Gyp)) +cllell®,

para ¢ € D; nuestra suposicién A.2 implica la Hipétesis C en [18].
|

Los dos resultados principales de [18] son los Teoremas 4.3 y 4.4 pp. 393-394. Pro-
bamos enseguida que tales resultados son consecuencia de nuestro Teorema 4.4.1. En
ambos Teoremas las Hipétesis generales son A y C (ver pp 385 y 391 de ese trabajo).
La hipdtesis A la hemos hecho explicitamente y la Hipdtesis C es equivalente a nuestra
Hipétesis A.2. En el Teorema 4.3 de [18] se supone ademéds que

(u, Fyu) < [AY?y|, VYu € dom G

por lo tanto, segin nuestro ejemplo 3.4.6, ® € CPn,.(H,F) ya que dom G es denso en F.

Por otro lado, el Teorema 4.4 de la citada referencia supone la existencia de un operador
densamente definido en H, positivo y autoadjunto, al que se le denota por ® y tal que

(a) El dominio de la raiz cuadrada positiva $!/2 contiene al dominio de G y para cada
u en dom G se tiene

2Re(u, Gu) =Y (Leu, Lyu) = (®"/*u, '/?u),
e=1

(b) El dominio de A esté contenido en el dominio de ® y, para cada u € dom A tenemos

(B2, B %u) < (AM2u, AY24).

Es claro que esto implica que la forma cuadrética ®(/) es cerrable y acotada en F =
dom A2,

En otras palabras las hipétesis de ambos resultados implican nuestra Hipétesis A.1 lo
que los convierte en casos particulares de nuestro resultado.

Podemos aplicar nuestros resultados a todos lo ejemplos dados en [18]. Ademés de
la Hipétesis A.2, que es equivalente a la Condicién C en ese trabajo, la inica condicién
nueva que debemos verificar es que ®(/) es una forma sesquilineal acotada en F x F.

Usando la notacién de arriba, podemos ver que en el primer ejemplo (Modelo de
Colisién de Iones [25]) el acotamiento de $(I) se sigue del acotamiento relativo de G
con respecto a A = ¢(—A + 1), ¢ una constante. Para el segundo ejemplo, tenemos que
®(I)[u] = |AY2u| y el acotamiento de ®(I) es inmediato. En el tercer ejemplo (Formas
no cerrables) tenemos que

&(Dl] = 516 < (O +1¢') = IAV2] = [l
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para ¢ € H'(0,+00) y el acotamiento de ®(I) se sigue de esta estimacién.

Por tltimo, debemos mencionar que nuestra Hipétesis A.2 (o bien la HipStesis C de
(18]) es un andlogo no conmutativo de algunas condiciones suficientes para que no haya
explosién en la solucién de cierto tipo de ecuaciones diferenciales estocésticas. Concre-
tamente, en [78] se cita un resultado cldsico de Hasminskii (Teorema A, pédgina 551 de
esa referencia). Asimismo, en la misma referencia, el Teorema 1, pagina 552, es una ge-
neralizacién del resultado de Hasminskii. También en [76], Capitulo 10, Teorema 10.2.1,
pagina 254, se da otra condicién suficiente para que no haya explosidn.
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Capitulo V

5 La ecuacién de Lindblad con coeficiente dependien-
te del tiempo. '

5.1 Introduccion.

Nuestro propésito en este capitulo es extender algunos de los resultados de Chebotarev
sobre la existencia, unicidad y conservatividad de la solucién de la llamada ecuacién
maestra (o de Lindblad) con coeficiente dependiente del tiempo.

2 (6, Xet) = Lo (X o, 4], 0 €D (5.011)

donde D es un subespacio denso en H, y , para cada ¢t > 0, £, tiene una expansién de
Lindblad del, tipo (2.1.7), .

L(X)[p, b) = (X))o, %] — (Geps X¢) ~ {0, XGitp), (5.1.2)

Aqui G; y ®; cumplen con las condiciones I1.1, I1.2 y IL.3 del Capitulo II, y D C
Nydom G,

Para encontrar soluciones de (5.1.1), en la Seccién 5.2, procedemos como en [14], [16],
[17], [18] etc., estableciendo la equivalencia de (5.1.1) con cierta ecuacién integral (la
(5.2.6)) que es la versién dependiente del tiempo de la ecuacién (2.1.6) del Capitulo II.
Damos explicitamente las condiciones bajo las cuales ambas ecuaciones son equivalentes.

En la Seccién 5.3 probamos la existencia y propiedades de un Sistema de evolucidn
minimal o cociclo minimal, (MES segiin las iniciales en inglés), que es una solucién de
(5.1.1), por medio de un esquema iterativo como el (2.1.7). Mostramos que nuestras
condiciones se pueden aplicar a la ecuacién maestra (2.1.1) por lo que la prueba de nues-
tros resultados son una prueba alternativa (a las ya conocidas) de la equivalencia de las
ecuaciones (2.1.1) y (2.1.6) asi como del Teorema 2.1.3. Recordemos que en el Capitulo
IT sélo formulamos estos resultados pero no dimos sus pruebas.

En la Seccién 5.4 damos un ejemplo explicito de un cociclo minimal, en la llamada
Representacidn de interaccidn. y en la Seccién 5.5 introducimos el concepto, ya estudiado
por Holevo ([49], [50]) de covarianza respecto a una representacién unitaria de un grupo,
para dar una condicién suficiente de conservatividad. En este capitulo volvemos a las
notaciones usuales del producto interno y la norma en ‘H

Gy -
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5.2 Hipdtesis principales y resultados preliminares.

Para transformar la ecuacién maestra en su forma diferencial (5.1.1) en una ecuacién

integral del tipo (2.1.7), introducimos algunos conceptos importantes.
Una familia de operadores E(t, s) € B(H) definida para (t,3) € A:= {(t,s) : 0< s <
t < oo} es llamada un sistema de evolucidn ([43]) si )

(i) E(t,3) es fuertemente continuo en A y E(s,s) = I para todo s > 0.

(ii) Para cada T > 0 existe una constante K1 < oo tal que |E(, 3)]|oo < K7,0< 8 <
t<T.

(iii) E(t,8) = E(r,s)E(t,r) para 0 <s<r<t.

Decimos que un sistema de evolucidn, E(t, s), es fuerte si existe una familia de operadores
acretivos® y cerrados {A;, ¢ > 0}, tal que

E(t,s) : domA; — domA, para t> s,

-gt-E(t, 8)p = —E'(t, s)Ayp para t>s, p € domA,,

(%E(t, s)p = A,E(t,s)p, para s<t, y ¢ € domA,. (5.2.1)

La familia {A:}:>0 es llamada el generador de E(t, s).
Necesitamos la siguiente hip6tesis:

V.1. La familia {G:}:>0 es el generador de un sistema de evolucion de contracciones
U(t,s), (t,8) € A. Esto es, U(t,s) es un sistema de evolucion fuerte y JU(2,3)||ec < 1°
para cada (t,s) € A. Supongamos también que U(t, s)* es fuertemente continuo en A.

Nota 5.2.1.
(a) Bajo la hipétesis V.1, la ecuacién (5.2.1) se lee asi

%U(t, s)p = G,U(t,s)pg, para s<t, y ¢ € domG;. (5.2.1)

(b) Si {Gt}>0 satisface las hipé6tesis usuales de Tanabe o de Kato-Tanabe (ver (69], (56]
o [77]) entonces {G:}+>0 genera un sistema de evolucién fuerte de contracciones.

(c) Cada Cy-semigrupo de contracciones W(t) define un sistema de evolucién U(t, s) =
W(t - s).
(d) Sesigue que el sistema adjunto {U(t, s)* : (¢,8) € A} tiene las siguientes propiedades
(i) U(s,8)* =1,

5que un operador, A, densamente definido sea acretivo significa que Re{u, Au) >0
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(i) JU@E 8)'llo < 1, |
(i) U(t,8)* =U@,r)*U(r,s)* para 0 < s<r <t

(e) Sit > Ty ¢ €D entonces U(t, 7)p € domG,. Asi que, para cualquier curva cuyos
valores son operadores, 7 — X, la funcién

. e(t7 T) = (I).,.(X.,-)[U(t, T).‘P]
_ esté bien definida.

En adelante, haremos uso del siguiente supuesto,

V.2. S5i0<s<tyr— X(7) una curva cuyos valores son operadores y es acotada
en norma definida para T € [s,t], entonces T+ £(L,7) es Borel-medible.

Lema 5.2.2 Si para cada t > 0, Gy y O, satisfacen las condiciones I1.1, I1.2 y I1.3 del
Capitulo I1. Si la familia {G:}e>0 cumple con la hipdtesis V.1 y la familia {®:}150 cumple
con la condicién V.2 Entonces

(a) La siguiente forma cuadrdtica positiva y que estd definida sobre D es acotada
, . .
Ft,)(X(Dle) = [ dre (X(M)UEn)e] ¢eD (52.2)

Denotemos por F(t,s) a F(t,3)(X(-)), st no hay confusién sobre cudl es la curva
X(-). Asimismo, usemos la misma notacién F(t,s) para el operador acotado aso-
ctado a la forma cuadrdtica.

(b) F(t,s) — 0 fuertemente sit —s — 0
(¢) Parat' >t > s tenemos
F({t,s)=U{,t)*F(t,s)U(t,t) + F(',t). (5.2.3)

(d) Para s > 0 fijo, t — F(t,s) es fuertemente continuo por la derecha.

Demostracién: Dado que U(t, s) es un sistema de evolucién fuerte, se sigue que, para
@ € D, la funcién 7 +— ||U(t, 7)p]|? es diferenciable y

g; U (t, T)ell® = 2Re(G.U(t, T)e, U(t, T)e)- (5.2.4)

Asi que, al tomar en cuenta los incisos (ii), (iii) del Lema 2.1.1, cuyos supuestos son
satisfechos por cada &, y G,, tenemos que para ¢ € D

Fs)lell = | dre.Cewenyll |

< X Mg / ard (DU (L )] (5.2.5)

< WXl [ dr o IUGE Tl
= X Uallel =10 s)el),
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donde [||X |5, = 5up,¢fs, g | X (7)loo- Esto prueba (a).
Por lo que,
0 < F(t,s)el < X flima leell,

La conclusién (b) la probaremos en dos etapas: Primefo, ya que U(t, )¢ — o fuerte-
mente si t—s — 0y D es denso entonces, por la estimacién (5.2.5), F(t, s) — 0 débilmente.
Segundo,la convergencia fuerte a 0 se sigue de aqui pues

"F(ta 3)90”2 (F(t, s)p, F(t, 3)‘?) = F(t, 3)[F(t1 ), ‘P] <
|F(2, ) [@l"2|F (¢, 8)[F (2, 8)) |2 <

P, el (11X ) IF ()l <
(X Uwt)*” el [F (2, s)lel 2 — 0

INIA

IA

sit—s8—0.

Sea t’.> t > s, entonces para ¢ € D
(o, Ut',1)* F(t,)U(t, t)p) = F(t,8)[U(t,t)g] =

= /.tdr@T(Xm))(U(t,T)U(t’, t)el
: /:drtbf(X(T))[U(t',T)«’]
_ /S”dT¢T(X(r)))(U(ﬂ,r)¢1

- [ drerx @)W, Myl
= F(t,9)l¢] - F(t, 1))

Por lo tanto U(t',t)*F(t,3)U(t,t) = F(t',s) — F(t,t). Esto termina la demostracién
de (c)

Para probar (d), usemos (c) y el hecho de que U(#',¢) y U(t', )" son acotados en norma
y ambos convergen a I sit’ | t. Usemos también (bj para ver que F(t/,t) — 0 fuertemente

y F(t',s) = F(t,s)sit' | ¢
|

Debido al inciso (a) del Lema 5.2.2, tiene sentido considerar la siguiente ecuacién
integral

(. Xet) = (U, XU ) + [ dr8 (XU D, U7 (5:26)

donde X € B(H), ¢,¥ € D 7 — X, es una curva cuyos valores son operadores en H
acotada en norma y ultradébil continua, tal que X, = X y el integrando sea Borel-medible
como funcién de 7.
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Proposicién 5.2.3. Bajo las mismas condiciones que en el Lema 5.2.2, sit > s y
X € B(H) entonces las ecuacidn (5.2.6) es equivalente a la ecuacidn (5.1.1) junto con la
condicién inicial,

X, =X.

Demostracién. Seguiremos a [49]. Reemplacemos en (5.2.6) ¢ por 7, ¢ por U(t, )¢ y
¥ por U(t, )¢, entonces, con identidades como U(r,r)U(t,7) = U(t,r) parar < 17 < ¢, _
obtenemos que

U, T, X: U, 7)) =
(U, s)p, XU(t, s)b) + [T dr®, (X,) [U(t, ), UL, r)d).

De a.quf que,
2 (U7, XUt 7)) = B0 (X) Ut 7, ULt 7))

Para casi todo 7 con respecto al medida de Lebesgue. _

Si calculamos la derivada con la regla de Leibnitz, tomando en cuenta que U(t,s)
satisface (5.2.1)’, y evaluamos en 7 = t obtenemos que X; satisface la siguiente ecuacién
de evolucién

%«o, Xeh) = & (X:)[p, %] — (G, Xet) -
—{p, XeGeb) =

= Lt (Xt) [501 1&])

para casi todo ¢ con respecto a la medida de Lebesgue, ¢,9 € D, X € B(H).
Reciprocamente, si X; es cualquier solucién débilmente continua de (5.1.1) obtenemos
que

[ dr{L, (X)W, 76, Ut 0] +(GoU 6, ), X Ut 7))

+ (U, 7)p, X.G U, 7))}
= [ dr Wi re XU )
= (901 Xt¢) - (U(ta 3)‘F7 XU(ta 3)"/))'7

v, € Dy X € B(H). entonces las ecuaciones (5.2.6) y (5.1.1) son equivalentes.

5.3 El cociclo minimal.

En toda la seccién haremos los mismo supuestos que en el Lema 5.2.2. introducimos ahora
un proceso iterativo que nos conducird a una encontrar una solucién (la minimal) de la
ecuacion integral (5.2.6).
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Definicién 5.3.1. Para X € B(H) y (t,s) € A consideremos la siguiente familia de

operadores
PO, s)(X)=0; PY(t,s)(X)=U(t,s)*XU(t,s).

XP(r) = PP(r,5)(X) T (2, 5)(X) = F(t, )(XP())

PO, ) (X) = PO(t, s)(X) + JOH)(2, 3)(X). (5.3.1)

Lema 5.3.2. Bajo la hipdtesis del Lema 5.2.2, tenemos
(8) Para X € BL(H), 0 < P®(t,s)(X) < || Xlool.

(b) Para cadan € N y X € B(H), la familia {J+t)(t, 5)(X)}ts)ea €s uniformemente
acotada, - ’

(c) P™(¢,s) € CPn(H).
(d) PM(t,s)(X) < P@*D(t,5)(X) para X € By(H).
(e) P™(t,5)(X) < PO)(t,r) (P)(r,5)(X)) para X € By(H) y 0 s <r<t.

Demostracién:
Demostraremos (a) inductivamente.
Para X €e B,(H) y ¢ € D,

0 < (i, PO(t,8)(X)p) < U2, 9)*lloo Ut 8) oo 1 X Nleo llell® < 1 X Nloo el
Por lo que P()(t, s) satisface (a). Recordemos que J(*1)(¢, s)(X) = F (¢, s)(P™(,s)). Si

P™(t, s) satisface (a) entonces, como consecuencia de la estimacién (5.2.5),

(i, P™D(2, 8) (X)) = (U(t, 9)i, XU 2, 9)) + {2, SV (2, 5)( X))
IXlleo NUE )l + 1 X oo (el — WU (2, 8)ell?) = [1Xlleo e,

0 <
<

Por lo tanto,
0 < P(t, s)(X) < | X|leo 1,

esto prueba (a). De (5.2.5) obtenemos

T 8)(X)[e] < 1 X el

lo que prueba (b). Puesto que PW(¢, s)(X) = U(t,s)* XU(t, s) entonces P1)(t, s) estd en
la Representacién de Kraus por lo que es elemento de CPn(H).
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Es claro que PV y P®) satisfacen (b). Parat >r > s,

PO, 7) (PD(r,s)(X)) = Ult,r)'U(r,s)"XU(r,s)U(t,r) =
= U(t,s)*XU(t,s) = PO(t, s)(X).
Por lo tanto P(!) satisface la igualdad en (c).
Ahora, como hipétesis de induccién, supongamos que P satisface (a)-(c) donde, en

(b), n + 1 se reemplaza por n.
Sea 0 < Xi T X si k T oo entonces para ¢ € D,

®,(Xr)[e] T - (X))

Por lo que la normalidad de P(*+1(¢, s) se sigue de la normalidad de P((t, s), el Teorema
de Convergencia Mondtona y la densidad de D.

El que P™*1) sea completamente positivo se sigue de esto, de que PV, P™ y &, lo
son y de la densidad de D.

Para probar (b) sea ¢ € H. Entonces

(e, (P2, 9)(X) ~ POt 9)(X) ) o) =

[ drd, (P)(r,5)(X) = PE(r,8)(X)) [U(t,)¢] > 0.

Finalmente para establecer (c) tomemoss <t <7< ¢, Y = P ))(¢, 5)(X), y usemos
la propiedad (c) del Lema 5.2.2,

PO, s)(X) = PO, s)(X) + JI(, 8)(X) = PO, 1) (P (e, 8)(X))
+ U, t)* I (¢, s)(X)U (¥, t) + F(¢, ) (X)) =
= PO, 1) (P, s)(X)) + F(t, ) (X)) =
= PO, t)(Y) + F(&,)(X{())
| | (5.3.2)
Pero, por hipétesis de induccién y la ya probada propiedad (b) en este lema, tenemos
que
XM(r) = PP(r, 8)(X) < (PP(r, )PP, 5)(X)) < PM(r, 1) (PO, 8)(X))
= PO (r,t)(Y) = ¥,"(7)

Dado que &, preserva la positividad,
F({,)(X{) < F(¢,)(Y,™) = S, 0)(Y)
Entonces, con ayuda de (5.3.2),

P, s)(X) < PO, e)(Y) + JOD(@,8)(Y) = PO, 8)(Y) =
= P, 1) (PHI(2, 5)(X)) . ‘
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Nota. (i) La funcién ¢(t,7) también estd bien definida para cualquier curva con valores
en operadores T +— X, si U(t,7)D C D. De hecho, la suposicién V.1 puede reemplazarse
por '

(V.1)’ La familia {G; : t > 0} estd relacionada con el sistema de evolucion contractivo
Ul(t,s), de la siguiente manera, eziste un subespacio D,denso en M tal que

D C Nydom G,
Ut,syDCD

0

50 hsle = GU(ts)p

parat > sy € D.

(ii) Es posible probar que la funcién
T — &, (X,)[U(E, 7))

es continua usando propiedades de regularidad del sistema de evolucién U(t,s), como
las probadas por Kato en [56], pero esto requiere hipStesis excesivas sobre la funcién
7 — G,. En algunos ejemplos de interés, la continuidad de esa funcién puede verificarse

directamente, ver la Seccién 5.4.
De la propiedad (d) del Lema 5.3.1, se sigue que existe una familia P(t, s) de trans-
formaciones lineales B(H) en si mismo tal que

P™(t,8)(X) T P(t,s)(X) si n— o0

'fuerte, débil y ultradébilmente ([6]). La familia {P(t,s) : t > s > 0} es la solucién mini-
mal de (5.2.6) como lo demostramos en el siguiente,

Teorema 5.3.3 El sistema {P(t,s) : (t,s) € Ar} tiene las siguientes propiedades.

(a) Es solucion de la ecuacidn maestra con coeficiente dependiente del tiempo en forma
integral (5.2.6)

(b) Para cada (t,s) € A, P(t,s) € CPn(H)
(c) P(t,s)(I) <1 V(s)eA

(d) Es un sistema de evolucidn o cociclo: P(s,s) = I, P(t,s) = P(t,r)P(r,s) para
0<s<r<t.

(e) Para X € B, H ys > 0 fijos, t — P(t, s)(X) es fuertemente continuo por la derecha.
Para t > 0 fijo, s — P(t,3)(X) es ultradébil continuo por la izquierda.
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(£) Si{Q(t,s): (t,s) € A} es otra familia de transformaciones lineales que satisfacen
la ecuacidén (5.2.6), entonces

P(t,s)(X) < Q(t,s)(X) VX € B, (H).
Observemos que no se pide que {Q(t,s) : (t,8) € A} sea un sistema de evolucidn.
(g) Si{P(t,s)} es conservativo, i.e., P(t,s)(I) =1V(t,s), entonces {P(t,s)} esla inica
solucidn de (5.2.6) que satisface las propiedades (a)-(e).

Demostracion.
Para X € B, (H) fijo, P™(t,s)(X) T P(t,s)(X), fuerte, débil y ultradébilmente.
Ademss, por la propiedad (a) del Lema 5.3.2

0 < P(¢,s)(X) < || X]lood
Por lo tanto, con la condicién de normalidad, para cada ¢,9 € D, y 7 € [s,1]

&, (P™(r,5)(X)) [U(t,7)¢] ] & (P(r,5)(X)) [U(t, )]

asi que la funcién 7 — @, (P(1,s)(X)) [U(t, T)¢, U(t, T)¥] es medible.
Por lo tanto, la integral

/at dr®, (P(r,s)(X)) U, ), U(t, T)¥]

estd bien definida en el sentido de Lebesgue y ahora es claro que { P(t, s)} es una solucién
de (5.2.6): tomemos el limite, cuando = — 00, en la relacién de recurrencia (5.3.1) que’
define a P*. Esto prueba (a).

(b). Lalinelidad y la positividad completa se preservan bajo la toma de limites débiles.
Para la normalidad, tomemos 0 < X, T X, entonces
0 < (g, Pt,s)(X — Xa)p) < (o, (P(t,3) — PH(t, 3))(X)p)
— {p, (P(t,s) = PO(t,5)(Xa)p) + (@, (PR, s))(X — Xp)p) <
(i, (P(t,8) — PP, 8))(X)p) + (0, PP, $)(X — X))
Si k es suficientemente grande, podemos hacer que el primer término sea menor que ¢/2

¥, puesto que para esta k la transformacién P®(¢,s) es normal, podemos tomar n tan
grande que el segundo término sea menor que €/2.

(¢) Dado que I € B,(H) y 0 < P™(t,s)(I) < I entonces 0 < P(t,s)(]) < I.
(d) Como U(s,s) = U(s, s)* = I entonces para ¢ € D
(0. P(s,)(X)e) = (0, X¢)+ [ drd, (P(r,s)(X)) U, ), Ult, 7)) =
= (‘P? X‘P)?
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por lo tanto
P(s,8)=1.

Hemos definido X{™(t) = P™(¢,s)(X)
Definamos las siguientes transformaciones positivas de B(H) en sf mismo.
DO, s)(X) = XO)
DB, s)(X) = XED() - XP(t)
Dado que Pt (t, 5)(X) = PU(t,s)(X) + F(t,s)(X{™)(-)) entonces
D¥(t,5)(X) = F(t,s)(XP() = XED()) = F(t,3) (DD, 8)(X)).
Aseguramos lo siguiente '

PM(t,5)(X) = E D¢, s)(X), (5.3.3)
k=0 .
y si t > r > s entonces
Vn e NU{0}, D™(t,s)(X)= Z"j D®)(t,7) D™= (r, 5)(X). (5.3.4)
k=0

Para probar (5.3.3), observemos que

POLs)(X) = X0 = X0 + 3 (XP) - XE-2(0)
k=2

= 3 DD, 5)(X) = nf D®(, 5)(X).
k=0

k=1

Para probar (5.3.4), usemos induccién sobre n.
Si n = 0 entonces

DOt, s)(X) = PO(t, 8)(X) = PD(t,r) (PO(r,5)(X)) = DO, ) (DOr, 5)(X))

Supongamos que (5.3.4) es vélida para n. Entonces, para t > r > s > 0, por la propiedad
(c) en el Lema 5.2.2,

D¢, s)(X) = F(t,s)(D™(,s)(X)) = Ult,r)*F(r, s D™ (-)(X)U (t,r) +
+ F(t,r)(D™(,8)(X)) = DO, r) (D" (r, s)(X))
+ F(ts T)(D(n)(" 3)(X))

D (t,7) (D(n+1)(r’ s)(X)) + F(t,7) I:ki D(")(-,T)D("‘k)(r, s)(X)]

I

DO, YDV (r, 5)(X) + 3 F(t,r) (DW(,1)D"P(r, 5)(X)) -
k=0

= DO(t;r)D™V(r,5)(X) + 3 D*V(t,r) DM (r, 5)(X)
k=0

n41
= 3 D®(t,r) DB (r, 5)(X).

k=0
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Asf que para cualquier ¢ € H y X € B, (H) tenemos que

(g, P(t,8)(X)p) = (%ZD("’(t s)(X)p) = Z(% D""(t 3)(X)p) =

k=0

00 k oo k )
Y (e, 3 DO, r) D% 0 (r, 5) (X)) = 3 (e, DO(E, ) D I(r, 5)(X)¢p)

k=0 =0 k=0 ¢=0
i i(% DO(t,r)D*9(r, s)(X)p) =
=0 k=t
i(% DO(t,r)P(r, s)(X)p) = (¢, P(t,7)P(r,s)(X)).
=0

Hemos usado que D(t, r) es una transformacién positiva y que la composicién de trans-
formaciones positivas es positiva.

P(t,s)(X) = P(t,r)P(r,s)(X) para t2>r 2 s, y X € By (H).

La igualdad para cualquier otro X es obvia ahora.
(e) Sea X,(r) = P(7,s)(X). Al usar la notacién del Lema 5.2.2, la ecuacién integral

maestra (5.2.6) es
P(t,8)(X) = PO (2, 8)(X) + F(t, 5)(X.())

Usando la parte (d) en el Lema 5.2.2, y la continuidad fuerte de P! obtenemos la con-
tinuidad fuerte por la derecha de t — P(t, s)(X).

Por la parte (b) en el mismo Lema, concluimos que P(t,s)(X) — 0 cuandot—s — 0
fuertemente.

Sit>s>r >0, lapropiedad de cociclo muestra que,

P(t,8)(X) — P(t,r)(X) = P(t,s)(X = P(s,r)(X))

Por lo tanto, si t y s quedan fijos y r T s, la normalidad de P(t,s) muestra que s —
P(t,s)(X) es ultradébil continuo por la izquierda.
(f) Sea Q otra solucién de (5.2.6), entonces para X € By (M) es claro que

Q(t, s)(X) > PO(¢, 8)(X).
Si suponemos Q(t, s)(X) > P(")(t, 8)(X) entonces, para ¢, 9 E' D, tenemos que
{p, Qt, s X)V) (0, PU(¢, 3)(X)e)
+ [ dre, QU 9)(X) U, 1), U 1)
> {p, POt s)(X)p)
/ “dre, (PO(r,5)(X)) [U(t, ), U2, 7))
(i, P, 5)(X) )

Il

+

Il
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Por lo'que sin — oo
Q(t, 8)(X) > P(t, s)(X).
Es suficiente probar (g) para X € Bi(H) = {Z € B(H):0< Z<I}. Sea X =1
entonces por la conservatividad de P, la contractividad de @ (i.e., la propiedad (e) en
este Teorema), y y la ya probada propiedad (f) tenemos que -

I=P(t,s)(I) <Qt,s)(I) < I

Por lo tanto,
Qt,s)I) = Pt,s)(I) =1 V(¢ s) € Ar.

Ahora, para cualquier X € By(H), sea Y = I — X € B;(H). Entonces
0 < Q(t,s)(I — X) — P(t,s)(I — X) = P(t, s)(X) — Q(t, s)(X),

entonces Q(¢, 3)(X) < P(t, s)(X) por lo que Q(t, s)(X) = P(t, s)(X).
|

Debido a la propiedad (f) del Teorema 5.3.3, a P lé llamamos el Cociclo Minimal
(MC segin las iniciales en inglés) para la ecuacién maestra con coeficiente dependiente
del tiempo (5.2.6). y lo denotaremos por P™",

Antes de terminar la seccién, consideremos un generador formal £ con expansién de
Lindblad (2.1.2) donde G y @ satisfacen las hipétesis IL.1, IL.2 y II.3 del Capitulo II.
Nos proponemos mostrar que con lo que hemos desarroliado en este capitulo, el esquema
iterativo (2.1.7) converge a la solucién minimal -definida en (2.1.8)- de la ecuacién maes-
tra (2.1.1); que las ecuaciones (2.1.1) y (2.1.6) son, efectivamente, equivalentes y que el
Teorema 2.1.3 es un caso particular del Teorema 5.3.3.

Sea £, = L ¥t > 0. Por lo tanto, Gy = G y ¢, = . Basta probar que se cumplen las
condiciones V.1 y V.2. Es claro que el sistema de evolucién generado por la familia G,
es

Ut,s) = W(t—s)
donde, como en los capftulos anteriores, W; es el semigrupo fuertemente continuo y de

contracciones generado por —G.
La condicién V.2 es consecuencia del inciso (v) del Lema 2.1.1.

5.4 TUn ejemplo: representacién de interaccién.
Sea
‘CO(X)[‘P’ 'd)] = @(X)[(p, "1)] - (GOS"’ X¢> - (‘P, XGO"/)) ‘P’d} € dom GO X e B(H)

Sea H; un operador autoadjunto, no necesariamente acotado, con dominio D = dom H; C
dom Gy y D esencia de Gy. Denotemos por V; al grupo generado por H;.
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Sea
LX), ¥] = Lo (ViXVoy) Vi, Vit 9,4 € domH,; X € B(H)

Una forma de Lindblad para L; es la siguiente

Li(X)lp, 9] = ®(X)lp, 8] - (Gep, ¥) — {0, Ge¥h) (5.4.1)
donde
&(X)[g] = 2(VeXV; ) Vil ¢ € dom Hy
Yy
Gep =V 'GoVsp ¢ € dom H,
Proposicién 5.4.1. Si —G = (Go + iH;), con dominio dom Hi, es el genemdor de un

Co-semigrupo de contmcczones {W:}, entonces
(a) {L;: t € R} satisface todas las hipdtesis para la ezistencia de P™™(t,s) y
Prin(g s) = A(—)TI™=(t — 5)B(s)  (542)
donde (3(3) es el QDS conservativo
Bls)(X) = VXV,
y [I1™"(¢) es el QDS minimal generado por
LX) pr ] = Lo(X)lgr 8] — (Hagp, X0) — oy iX Hu)
para ¢, € domH,
(b) Pmin(t,s) es consrvativo si y sélo si [I™"(t) es conservativo.

Demostracion.

- (a) Cada G, y ®; satifacen las condiciones IL.1, I1.2 y I1.3 del Capitulo II respecto al
subespacio D. Como dom G; = V_,dom Go, entonces D C Nydom G,.

Sea
U(t,s) =V_,W(t - s)Vi,

Se sigue de la hipétesis de esta Proposicion, W; deja invariante a D por lo que
U(t,s)(D)cCD
y un célculo directo muestra que
;QU(t 3) = G,U(t,s)
ds 18)¢ = s y )¢
parat > sy ¢ € D. Por lo que la condicién (V.I)’ se satisface con D = dom H,
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Una forma de Lindblad para L, definido en el inciso (a) de la Proposicién, es
LX) e, %] = @(X)[p, %] — {(Go + iHr)p, X9} — {p, X(Go + iHy)P)

Como Gy + tH, genera un semigrupo fuertemente continuo, entonces £ satisface
las condiciones del Lema 2.1.1 y por el inciso (v) de tal lema, si ¢ > 7, es fijo y
X € B(H)y ¢, ¥ € D la funcién :

T = O(X)[W(t — 7)Vip, W(t — 7)Virh)

es uniformemente continua en todo X que pertenece a un conjunto acotado en
norma, asi que se cumple la condicién V.2. Finalmente, para probar (a) notemos
que con (5.4.3), para cada n € N, (¢,8) € A, X € B,(H) y ¢ € D tenemos, con
ayuda de (5.4.3),
' &, (P (r, s)X))Ut, 7)p, Ult, 7)) =

O(VeP™ (7, s)(X)V-) ViU (¢, 7), ViU (¢, T)]
= (™ (t — 7)B(T) (X)W (t — 7)Vip, W(t — T)Vie)]
la continuidad de
T QI — )Y X)W (- T)Vip, W(t — T)V;9)]

se sigue de la condicién V.2, la continuidad fuerte y el abotaMento uniforme de
{I)t — 7)B(7) : (t,7)t > T} pues

0 < I — 7)BHX) S IBE) (XMoo I = X ||oo I

Hemos probado que, en efecto, P™"(t,s) y II™" existen. Probemos ahora (5.4.2).
Como P™in(t,s) = lim, P™(t,s) y ™™ = [im TI{")(t,s) puntualmente en la
topologia ultradébil de B(H), basta con probar inductivamente que

P™(t, s)(X) = B(—)II™) (¢t — 5)B(s) (5.4.3)

donde M®)(¢, s) y P™(¢,s) son, la n-ésima aproximacién a [I™*(t — s) y P™in(¢, 5)
respectivamente (ver las relaciones de recurrencia (2.1.7) y (5.2.8)). Paran =1,

PO(,s)(X) = V_t{W"(t-s){V_,XV_,}W(t—s)}Vt
= B(-IV(t — 5)B(s)(X)

Supongamos que (5.4.3) es vélida para n y probémosla para n+ 1. Consideremos la
relacién de recurrencia (5.2.8) entre P(+1) y P(® expresada en términos de formas
cuadrérticas: para p € domH;,

(¢, PE(E,5)(X)g) = i, PO(t,9) (X)) + [ dr@( PO, o) (X)U (e, 7)ol
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= (Vip, IV(t — 5)(B()(X)) Vi)
+ [ ar(8(r)PW(r, ) CO)W (¢~ 7)Vig)
. = (Ve IO — 5)(B(s)(X)) Vi)
+ [ dre IO - B ONWE -~ 7)Vig]

= (Vip, TI*(t — 5)(B(s)(X)) Vi)
= ({p, B(=OIV(t — 5)(B(s)(X)))

Por lo tanto
Pt 5) = B(—t)I*HD (¢ — 5)0(t)

(b) Es claro a partir de la ecuacién (5.4.2).

5.5 Conservatividad de cociclos covariantes.

En esta seccién seguiremos a [49]. Nuestro propésito es extender un resultado de Holevo
[49] respecto a un criterio para la conservatividad de cociclos covariantes.

Definicién 5.5.1.

(a) Una familia de generadores formales {L£:(X)[ep, ¥]}t>0 definida para o,y € Dy X €
B(H), es covariante con respecto a representacién unitaria y proyectiva, g — Uj, de
un grupo G en H, si las siguientes condiciones se cumplen:

(i) U,D C D

(i) Para cada t > 0 £, (U3 XU,) o, %] = Lo(X)[Usp, U], 0,9 € D, X € B(H) y
g€QG.

También decimos que L; es U-covariante, U = {U, : g € G}.
(b) Un cociclo P(t,s) es U-covariante si

P(t,s)(U: XU,) = U P(t,s)(X)U,, g € G, X €B(H), (t,3) € A.

-

Si denotamos por a4 el grupo de transformaciones definidas por a,(X) = U, XUy,
X € B(H), entonces P(t,s) es U-covariante si y sélo si P(t,s)ay = a,P(t,s),g € Gy
(¢, 8) € A.

Proposicién 5.5.2. Bajo las condiciones del Lema 5.2.2 P™™(t, s) es U— covariante si y
solo si {L}; es U— covariante.

89




Demostracién. Sea P™"(t,s) la solucién minimal de (5.2.6), o equivalentemente, de
(5.1.1) y sea

PYs(t,5)(X) = U2 Poin(¢, s)(U, XU)U,, X € B(H), (t,) € A.

Puesto que £,(X)[p, 9] es covariante, se sigue que PYs(t, s) es una solucién de (5.1.1) que
satisface PUs(s,s)(X) = X y PY(t,s) € CPn(H). Entonces por el Teorema 5.3.3 (f), se

sigue que _
P%(t,s)(X) > P™"(t,3)(X), g € G, X € B(H).

Entonces si Y = U, XUy,
P™(Y) 2 U P™0(t, s)(X)U; = PY%(t,s)(Y)
¥y en consecuencia

Pmin(t, 5)(X) = PY(t, s)(X), X € B(H), g€ G,

esto es, P™™(¢, s) es U-covariante.
Reciprocamente, si P(t,s) es una solucién Ll-covanante de (5.1.1) tenemos

2 o P U XU = Lo (Plt, 5)(UXU)) iy ) =
= £ (U3 P(t, s)(X)Uy) [, ]

SUIP AU = Uy, P, 5) (X)Uot) =
= L (UP(, (X)) Uy, Usdl,

para g, € Dy X € B(H). Al evaluar en t = s obtenemos L, (U‘X U, ) [e,¥] =

Li(X)[Ugp, Ugt, esto es, L(X)[p, ] es U-covarisnte.
|

Si P(t,s) es cualquier solucién U-covariante (5.1.1) y A es el dlgebra de puntos fijos
delU,ie, A={X € B(H): U;XU; = X, Vg € G}, entonces

U, P(t,s)(U; XU,)U: = P(t,s)(X).

Por lo que P(t,s) puede restringirse a A, i.e. P(t,s)|, es una solucién de (5.1.1) en A.
Como en [49] damos un criterio simple de conservatividad.

Teorema 5.5.3. Supongamos que {L;}: satisface las condiciones del Lema 5.2.2 y es
U-covariante. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) P™in(t,s) es conservativo
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(ii) La funcion X(t,s) = I, (t,s) € A, es la inica solucidn positiva y débilmente continua
de (5.1.1) en la clase de soluciones con valores en A tal que X (s,s) = I.

Demostracién: i '

Si P™in(t, 5) es conservativo, entonces P™(t, s)(I) = I, (t,s) € A, y, por el Teorema
5.3.3 (g), es la tinica solucién positiva y débilmente continua de (5.1.1) en la clase de
soluciones con valores en A tales que P™"(s,s)(I) = I. Reciprocamente, si X(¢,8) = I
es la tnica solucién positiva y débil continua de (5.1.1), sea P™i(t, s)| , la restriccién del
cociclo minimal a A, dado que P™™"(t,s)(I) = I, obtenemos P™"(¢,s)(I) = X(t,s), i.e.,

Pmin(t s) es conservativo.
]

Corolario 5.5.4. Si {L:}; es U-covariante, L;(I)[@p] =0Vt> 0,0 €D, y
| 1IL:(X) [, ¥]} < CONell N X |l oo (5.5.1)

para todos o, € D, X € A, y C(t) es una funcién det > 0 que es localmente acotada,
entonces P™"(¢,s) es conservativo.

Demostracién. Dado que P™"(t,s) es U-covariante, se le puede restringir a A, ie,
Pmin(¢ )| 4 es una solucién de (5.1.1) en A. Tomemos X (¢,s) = P™(t, s)(I). Esta es
una solucién de (5.1.1) en A con X(s,s) = I. Ademés X(¢t,8) <Iy

o (T = Xt D) = | [ drtee (T - X7, 9)) ]| <

< [[#lelPlr - X0 91wClo) < 302,00 Ul [kt = X0, )l

entonces

17 = X, )l = s0p s (= X, < (sup €(r)) [t = X(r, )

Por lo que el Lema de Grownwall implica que ||I — X (¢, 3)|lcc = 0. Por lo tanto
Pt s)(I) =1, (i, s)eA

Damos ahora una aplicacién al ejemplo de la Seccién anterior.

Corolario 5.5.5. Si a las hipdtesis de la Proposicion 5.4.1 agregamos las siguientes:

(8) Lo(D)[e] = 0, |Lo(X)[e, ¥l < Cllelll9oll | Xlleo con o) €D X € Ay que Lo es

U— covariante.

(b) ‘/tUg = Z(t7 g)Ug‘/t con Z(tyg) € C’ IZ(tvg)l = 17 UQ € u
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Entonces P™"(¢,s) es conservativo.

Demostracién. Basta con probar que las hipStesis del Corolario 5.5.4. Las dos primeras
las hemos hecho explicitamente. Falta verificar que la familia {£;}, es —covariante.
Notemos que Z(t,g~!) = Z(—t, g). La hipétesis (b) implica que
£ (U XU,) [ ¥ = Lo (VU; XU, Voe) Vi, Vi) =
Lo (2(t,97)UViX(Z(~,9)) " V_il,) Vi, Vil =
Lo (U3ViXV_4U,) Ve, Vi) = Lo (ViX Vo) [UpVip, UpVidh] =
Lo (ViXV_e) [Z(t, 9) ' ViUyep, (218, 9)) ' ViUgd] =
L(X)[Ugep, U]
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Conclusiones

En los dltimos afios se han investigado intensamente criterios que garanticen la conserva-
tividad de la solucién minimal de la ecuacién maestra y que sean facilmente verificables.
Nuestra contribucién fue a través del estudio detallado de la parte completamente posi-
tiva del generador formal (Capitulo III) y su aplicacién al estudio de la conservatividad
de una clase de QDS (Capitulo IV). Hay todavia una serie de problemas abiertos:

i) Dado F un espacio vectorial topoldgico densa y continuamente incluido en H, ca-
racterizar el cono CPn,(H,F) en términos de algiin resultado como el Teorema de
Kraus. Cuando F es un espacio de Hilbert o un limite proyectivo de espacios de
Hilbert, en el Capitulo III hicimos un uso sistemético del Teorema de Kato sobre la
representacién de formas cuadréticas, positivas, densamente definidas y cerradas en
el espacio de Hilbert H y por supuesto el Teorema de Kraus. Para el caso general
atin po sabemos si podemos contar con resultados como esos.

ii) Como lo mostramos en el Capitulo IV el estudio de CPn,(H, F), cuando F es un
espacio de Hilbert, arrojé una interesante relacién con la condicién A.2. Una pre-
gunta natural es si la caracterizacién de C Pn,(H, F) para espacios F més generales,
pudiera dar indicios de nuevas condiciones de conservatividad.

iii) Encontrar condiciones facilmente verificables para la conservatividad de la solucién
minimal de la ecuacién maestra con coeficiente dependiente del tiempo. Los criterios
del Capitulo II dependen fuertemente del concepto de resolvente de un semigrupo.
En el caso en que el coeficiente depende del tiempo sabemos que la solucién de la
ecuacién maestra no es un semigrupo sino un sistema de evolucién por lo que el
concepto de resolvente no lo podemos emplear.
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