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expĺıcitamente para evitar omitir a alguien. Los llevo en mi corazón.

A usted cordial lector, por tener en cuenta este trabajo.

iii



Introducción

Uno de los logros fundamentales en el estudio de los grupos topológicos
abelianos es la teoŕıa de dualidad de Pontryagin-van Kampen que introduce la
estructura de grupo topológico localmente compacto en el grupo formado por
los caracteres y permite identificar todo grupo abeliano localmente compacto

G con el grupo
ˆ̂
G de los caracteres de su grupo de caracteres Ĝ. Este

resultado ha sido extendido a varias clases de grupos topológicos abelianos y
ha encontrado aplicación en otras áreas de las matemáticas, como la Teoŕıa
de Números y el Análisis Armónico.

Muy recientemente, se han encontrado nuevas e interesantes aplicaciones
a la teoŕıa de códigos. Este trabajo se enmarca dentro del contexto general
de los grupos topológicos y, más espećıficamente, de los grupos topológicos
abelianos.

Nuestra motivación es la importancia de la teoŕıa de dualidad en el estudio
de los códigos y sistemas lineales.

Un grupo topológico G es un grupo dotado de una topoloǵıa que hace
continua tanto a la operación del grupo como a la función que a cada ele-
mento del grupo le asigna su inverso. Ahora, si G es un grupo topológico
abeliano, su dual, el cual denotaremos por Ĝ, es el conjunto de los homo-
morfismos continuos de G en T = S

1, que también son llamados caracteres,
con la topoloǵıa de la convergencia uniforme en compactos, también llamada
topoloǵıa compacto-abierta. La función evaluación E : G×T → T, dada por
E(χ, x) = χ(x), nos permite definir un homomorfismo E(−, x) = φx : Ĝ→ T

mediante φx(χ) = χ(x), para toda χ ∈ Ĝ. Esto es, por cada x ∈ G, tenemos

un φx ∈ ˆ̂
G. Más aún, es fácil ver que la función dada por α(x) = φx es un

homomorfismo entre G y
ˆ̂
G. Decimos que un grupo topológico G es reflexivo
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si α es un isomorfismo topológico.
La meta en nuestro trabajo es demostrar el Teorema de Dualidad de

Pontryagin-van Kampen, para grupos localmente compactos, que establece
que todo grupo abeliano localmente compacto es reflexivo; pues a partir
de él podemos definir los duales de espacios de sucesiones sobre grupos
abelianos localmente compactos, que nos permirtirán determinar los duales
de los grupos de códigos, uno de los principales objetos de estudio en nuestro
futuro trabajo doctoral.

El Teorema de Dualidad de Pontryagin-van Kampen para grupos local-
mente compactos es la base de la teoŕıa de dualidad para grupos topológicos
abelianos. Desde el siglo pasado, la dualidad de Pontryagin ha demostrado
ser una poderosa herramienta para el análisis de la estructura y propiedades
de los grupos abelianos localmente compactos, grupos ALC. Estos grupos se
encuentran en las ráıces del Análisis de Fourier, a través de la medida de
Haar y el Teorema de Bochner.

La dualidad de Pontryagin en los grupos ALC actúa como un espejo
que refleja las propiedades de un grupo en su grupo dual (que también es
localmente compacto), y viceversa. Por ejemplo, para un grupo abeliano G,
se tiene que si G es discreto, su dual es compacto; si G es compacto, su dual
es discreto o si G es compacto, entonces G es metrizable si, y sólo, si su dual
es numerable. Esto motiva al estudio de las clases más grandes de los grupos
que también cumplen la dualidad de Pontryagin, los grupos reflexivos.
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Resumen histórico

Los fundamentos de la teoŕıa de grupos abelianos localmente compactos y
de su dualidad fueron sentados por Lev Pontryagin en 1934. Su tratamiento
se basó en grupos que eran segundo-numerables y compactos o discretos. Esto
fue mejorado, para cubrir a los grupos abelianos localmente compactos, en
general, por E.R. van Kampen en 1935 y André Weil en 1953. En 1932 Haar
introduce una medida sobre grupos, posteriormente llamada la medida de
Haar, que permite definir sobre grupos localmente compactos una integral
análoga a la de Lebesgue. Esta medida fue utilizada por Von Neumann y
por Pontryagin en 1934, y por A. Weil en 1940 para construir una teoŕıa
abstracta de análisis armónico conmutativo.

En el ámbito de los grupos abelianos las representaciones unitarias irre-
ducibles son exactamente los caracteres. La idea de Pontryagin fue dar es-
tructura de grupo al conjunto de tales caracteres y observar que dado un
grupo G discreto y numerable, o bien, compacto y separable, cada elemento
de G determina un caracter sobre Ĝ, estableciéndose una correspondencia

entre G y
ˆ̂
G. La teoŕıa de la dualidad se origina al demostrar Pontryagin que

esta correspondencia es un isomorfismo topológico.
Van Kampen (1935) extendió la dualidad de Pontryagin a la clase de

los grupos abelianos localmente compactos, utilizando una nueva topoloǵıa
sobre Ĝ, la topoloǵıa compacto-abierta, que coincid́ıa con la definida por
Pontryagin para el dual de un grupo compacto y separable o para el dual
de un grupo discreto y numerable. Esta teoŕıa de dualidad es el punto de
encuentro entre el Análisis Armónico y la topoloǵıa de Bohr.

La dualidad de Pontryagin-van Kampen ha sido extendida, posteriormen-
te a clases más generales de grupos topológicos, abelianos y no abelianos; el
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caso no abeliano tiene caracteŕısticas espećıficas debido, principalmente, a
que el dual de un grupo no commutativo ya no es un grupo y es necesario
utilizar estructuras menos conocidas para su estudio. La primera extensión
se debe a Kaplan que entre 1948 y 1950 prueba que la clase de los grupos
Pontryagin-reflexivos es cerrada para productos arbitrarios y sumas directas;
además, propone el problema de la caracterización de los grupos topológi-
cos abelianos que satisfacen la dualidad de Pontryagin, es decir, que son
Pontryagin-reflexivos.

Posteriormente, se han dedicado muchos trabajos a resolver esta cues-
tión, pueden citarse, como ejemplo, las contribuciones de Banaszczyk, Ven-
katamaran y Kye. En estos dos últimos ejemplos lo que se caracteriza es la
Pontryagin-semireflexividad de los grupos considerados.
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0.1. Objetivos

0.1.1. General

Estudiar la teoŕıa clásica de dualidad para desarrollar, posteriormente,
un trabajo de investigación en Teoŕıa de Códigos y Sistemas Lineales.

0.1.2. Espećıficos

Presentar un estudio de la teoŕıa de dualidad poniendo particular atención
al teorema de Pontryagin-van Kampen sobre dualidad de grupos abelianos
localmente compactos.
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Capı́tulo 1
Preliminares

En este apartado se establecen algunas definiciones y notaciones básicas,
necesarias para la comprensión de este proyecto.

Todas la demostraciones se omiten. En cambio, el lector encontrará la
referencia donde se demuestran los resultados mencionados. Todos los resul-
tados se encuentran en [4], [11] y [8]. En lo sucesivo G denotará un grupo
topológico abeliano Hausdorff y eG el elemento G.

Escribiremos T para referirnos al subgrupo multiplicativo S1 ⊂ C. En oca-
siones, recurriremos a T como el cociente R/Z bajo el isomorfismo canónico
exponencial de R/Z en S1.

Definimos Ĝ como el conjunto de los homomorfismos continuos de G en
T. Se puede verificar que Ĝ es un grupo abeliano si para cada χ1, χ2 ∈
Ĝ definimos (χ1 + χ2)(g) = χ1(g)χ2(g), para todo g ∈ G. Y por eso Ĝ
denotará al grupo dual de G, también llamado grupo de caracteres de G.

Denotamos con C(X, Y ) al conjunto de funciones continuas de X en Y ,
donde X y Y son espacios topológicos. La aplicación E : C(X, Y )×X → Y
dada por E(f, x) = f(x) se llama función evaluación de C(X, Y ).

Dados G y H grupos topológicos y f : G→ H un homomorfismo. Enton-
ces f es un isomorfismo topológico si es biyectivo y bicontinuo. Decimos que
G y H son localmente isomorfos si existen U , vecindad de eG, V , vecindad de
eH y f : U → V , un homeomorfismo, tales que si x, y y xy son elementos de
U , entonces f(xy) = f(x)f(y). Por ejemplo, R y T son localmente isomorfos.

Recordemos que una aplicación continua f : X → Y es perfecta si X
es un espacio Hausdorff, f es cerrada y todas sus fibras son subconjuntos
compactos de X . En particular, si f es inyectiva, entonces es perfecta si, y
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sólo si, es una aplicación cerrada.

Teorema 1.1. Si f : X → Y es una aplicación perfecta, entonces para todo
subespacio Z ⊂ Y compacto, la imagen inversa f−1(Z) es compacto.

Teorema 1.2 (de la Aplicación Abierta). Sean G un grupo localmente com-
pacto que es σ-compacto y f cualquier homomorfismo continuo y suprayecti-
vo de G en un grupo Hausdorff localmente compacto, H. Entonces f es una
aplicación abierta.

Teorema 1.3 (de Wallace). Si As es un subespacio compacto de un espa-
cio topológico Xs para s ∈ S, entoces para todo subconjunto abierto W del
producto cartesiano

∏

s∈SXs que contiene al conjunto
∏

s∈S As existen con-
juntos abiertos Us ⊂ Xs tales que Us 6= Xs sólo para un número finito de
s ∈ S y

∏

s∈S As ⊂
∏

s∈S Us ⊂W .

1.1. Espacios uniformes

Introducimos algunas notaciones y teoremas convenientes para el desa-
rrollo de este proyecto. Sean X un conjunto y X × X = X2 el produc-
to de X consigo mismo. Si V ⊂ X2, entonces V −1 denota al conjunto
{(y, x) : (x, y) ∈ V } ⊆ X2. Si U y V son subconjuntos de X2, enton-
ces UV denota al conjunto de todos los pares (x, z) tales que para algún
y ∈ X , (x, y) ∈ U y (y, z) ∈ V . Haciendo V = U definimos U2. El conjunto
{(x, x) : x ∈ X} es llamado la diagonal.

Definición 1.4. Una uniformidad sobre un conjunto X es una familia no
vaćıa U de subconjuntos de X ×X tal que

i. Cada miembro de U contiene la diagonal.

ii. Si U ∈ U, entoces U−1 ∈ U.

iii. Si U ∈ U, entoces existe V ∈ U tal que V 2 ⊂ U .

iv. Si U ∈ U y V ∈ U, entonces U ∩ V ∈ U.

v. Si U ∈ U y U ⊆ V ⊆ X2, entonces V ∈ U.

El par (X,U) se llama espacio uniforme.
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En lo sucesivo escribiremos X en lugar de (X,U) para referirnos al espacio
uniforme X .

Definición 1.5. Sea X un conjunto. Si V ⊂ X ×X contiene a la diagonal
del producto cartesiano de X ×X y V = V −1, entonces V se llama entorno
de la diagonal.

La familia de todos los entornos de la diagonal del producto cartesiano
de X ×X se denotará por DX . Si x0 ∈ X y V ∈ DX . Entonces el conjunto
B(x0, V ) = {x ∈ X : (x0, x) ∈ V } es la bola con centro x0 y radio V .

Ejemplo 1.6. Si R es el conjunto de los números reales, entonces la unifor-
midad usual para R es la familia

U = {U ⊂ R× R : {(x, y) : (∃r ∈ R+)(| x− y |< r)} ⊆ U} .

Toda uniformidad U sobre un conjunto X induce una topoloǵıa τ sobreX .
En consecuencia, todo espacio uniforme, (X,U), define un espacio topológico,
(X, τ). Más exactamente, tenemos

Teorema 1.7. Para toda uniformidad U sobre un conjunto X la familia
τ =

{

G ⊂ X : para todo x ∈ G existe V ∈ U tal que B(x, V ) ⊂ G
}

es una
topoloǵıa sobre el conjunto X y el espacio topológico (X, τ) es T1.

La topoloǵıa τ es la topoloǵıa inducida por la uniformidad U. En lo
sucesivo, denotaremos con FE a la colección de todas las funciones f : E → F .

Definición 1.8. Sean E y F espacios topológicos, M cualquier colección de
subconjuntos M y V una base de conjuntos abiertos en F . Sea P (M,V ) =
{f ∈ FE : f(M) ⊆ V }. Entonces la familia {P (M,V )}M∈M,V ∈V es una sub-
base para una topoloǵıa en FE. Se puede verificar con facilidad que si F es
un espacio Hausdorff y M una cubierta de E, esta topoloǵıa es Hausdorff.

Dos casos importantes de esta topoloǵıa se dan cuando:

i. M es la colección de todos los subconjuntos finitos de E, y en este
caso, la topoloǵıa se le llama p-topoloǵıa o topoloǵıa de la convergencia
puntual.

ii. M es la colección de todos los subconjuntos compactos de E, y, en este
caso, la topoloǵıa se le llama k0-topoloǵıa, topoloǵıa compacto-abierta o
topoloǵıa de la convergencia uniforme en compactos.
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Se pueden considerar otras topoloǵıas tomando a M como la colección
de los subconjuntos acotados de E y, en este caso, la topoloǵıa se llama
topoloǵıa acotado-abierta. Además, si E es un grupo topológico y M es la
colección de los subgrupos precompactos de E, la topoloǵıa se llama topoloǵıa
precompacto-abierta. En este trabajo nos centraremos en i y ii.

Como todo conjunto finito es compacto, la k0-topoloǵıa es más fina que la
p-topoloǵıa. Por lo que un subconjunto de FE que es k0-compacto, también
es p-compacto. Nosotros estamos interesados en el conjunto C(E, F ) ⊂ FE

de las funciones continuas de E en F y deseamos hallar condiciones que
garanticen la k0-compacidad para subconjuntos de él.

Definición 1.9. Sean E y F espacios topológicos y G ⊂ FE . Decimos
que una topoloǵıa en G es conjuntamente continua si la función evaluación
E : G× E → F es continua.

Teorema 1.10. Sean E y F espacios topológicos y G ⊂ C(E, F ). Entonces
G es k0-compacto si

i. G es k0-cerrado en C(E, F ),

ii. la clausura del conjunto {g(x) : g ∈ G} es compacta para cada x ∈ G y

ii. la p-topoloǵıa en Clp(G) en F
E es conjuntamente continua.

Definición 1.11. Sean E un espacio topológico y (F,U) un espacio uniforme.
Un subconjunto G de C(E, F ) es equicontinuo en el punto x ∈ E si para cada
U ∈ U existe una vecindad V de x tal que

(

g(y), g(x)
)

∈ U , para todo y ∈ V
y g ∈ G. La familia G es equicontinua si es equicontinua en cada x ∈ E.

Teorema 1.12. Sea G ⊂ C(E, F ) una familia equicontinua en x ∈ E.
Entonces la p-clausura de G, G, en FE también es equicontinua en x.

Demostración. Sean U ∈ U y x ∈ E . Entonces existe W ∈ U tal que
W 3 ⊂ U . Además, por la equicontinuidad de F, existe V vecindad de x
tal que

(

f(x′), f(x)
)

∈ W , para todo f ∈ F y x′ ∈ E. Sean g ∈ Clp(F)
y x′ ∈ E. Veamos que

(

g(x′), g(x)
)

∈ U . Consideremos el conjunto O =
M

(

{x}, B(g(x),W )
)

∩M
(

{x′}, B(g(x′),W )
)

, entonces O es un abierto en la
p-topoloǵıa que contiene a g, lo cual implica que O ∩ F 6= φ. Sea h ∈ O ∩ F.
Entonces

(

g(x′), h(x′)
)

,
(

h(x′), h(x)
)

y
(

h(x), g(x)
)

son elementos de W , por
lo que

(

g(x′), g(x)
)

∈ W 3 ⊂ U .
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Teorema 1.13. Sea G una subfamilia equicontinua de C(E, F ). Entonces la
p-topoloǵıa de G es conjuntamente continua.

Combinando los dos teoremas anteriores obtenemos el siguiente.

Teorema 1.14 (de Ascoli). Sean E un espacio topológico y F un espacio
uniforme. Si G ⊂ C(E, F ), entonces G es k0-compacto si

i. G es k0-cerrado en C(E, F ),

ii. la k0-clausura del conjunto {g(x) : g ∈ G} es k0-compacta para cada
x ∈ E y

iii. G es equicontinua.

Observación 1.15. Si E es un espacio Hausdorff localmente compacto y
F un espacio Hausdorff uniforme, es fácil verificar el rećıproco del teorema
anterior.

1.1.1. Espacios de funciones

Sea f : Z × X → Y una función. Definimos la función Λ(f) : Z → Y X

mediante la fórmula
[Λ(f)(z)](x) = f(z, x).

Es claro que Λ establece una biyección entre las funciones de Z ×X en Y y
las funciones de Z en Y X . Llamamos a Λ la función exponencial.

Decimos que una topoloǵıa sobre C(X, Y ) es propia si para todo espacio
Z y toda f ∈ C(Z×X, Y ), la función Λ(f) es elemento de C

(

Z,C(X, Y )
)

, es
decir, Λ

(

C(Z×X, Y )
)

⊆ C
(

Z,C(X, Y )
)

. Es claro que si τ y τ ′ son topoloǵıas
sobre C(X, Y ) tales que τ es propia y τ ′ ⊆ τ , entonces τ ′ es propia.

De manera similar, decimos que una topoloǵıa sobre C(X, Y ) es admisible
si para todo espacio Z y toda g ∈ C

(

Z,C(X, Y )
)

, la función Λ−1(g) es
elemento de C(Z×X, Y ), es decir, Λ−1

(

C
(

Z,C(X, Y )
))

⊆ C(Z×X, Y ). En
este caso, tenemos que si τ y τ ′ son topoloǵıas sobre C(X, Y ) tales que τ es
admisible y τ ⊆ τ ′, entonces τ ′ es admisible.

Teorema 1.16. Una topoloǵıa τ sobre C(X, Y ) es admisible si, y sólo si, la
función evaluación, E : C(X, Y ) × X → Y , definida por E(f, x) = f(x), es
continua.
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Demostración. Observe que para Z = C(X, Y ) con la topoloǵıa τ y g =
idC(X,Y ) tenemos Λ−1(g) = E : C(X, Y )×X → Y . Por lo tanto, si la topoloǵıa
sobre C(X, Y ) es admisible, entonces g = idC(X,Y ) la función Λ−1(g) = E es
continua.

Ahora, suponga que la evaluación E : C(X, Y )×X → Y es continua con
la topoloǵıa τ y sea Z un espacio topológico y g ∈ C

(

Z,C(X, Y )
)

. La función
Λ−1(g) es continua porque Λ−1(g) = E ◦ (g × idX).

Teorema 1.17. Si τ y τ ′ son topoloǵıas sobre C(X, Y ) tales que τ es propia
y τ ′ es admisible, entonces τ ⊆ τ ′.

Demostración. Denote con CO(X, Y ) al espacio de funciones continuas de
X en Y con la topoloǵıa O. Del Teorema ( 1.16), tenemos que la evalua-
ción E : Cτ ′(X, Y ) × X → Y es continua. Como τ es propia, tenemos que
Λ(E) : Cτ ′(X, Y ) → Cτ (X, Y ) es continua. Pero Λ(E) es la identidad. Por lo
tanto, τ ⊆ τ ′.

Observe que la topoloǵıa de la convergencia punto por punto es propia.
En efecto, sea f ∈ C(Z ×X, Y ). La función Λ(f) : Z → Y X es continua si,
y sólo si, px0 ◦ Λ(f) es continua para cada x0 ∈ X , donde px0 : Y

X → Y es
la proyección sobre la coordenada x0. Como px0 ◦ Λ(f)(z) = f(z, x0) para
toda z ∈ Z, tenemos la continuidad de Λ(f). Más aún, si restringimos la
función exponencial a funciones continuas, entonces cuando consideramos
una topoloǵıa propia sobre C(X, Y ) la función exponencial es una función de
C(Z ×X, Y ) en C

(

Z,C(X, Y )
)

, esto es, Λ: C(Z ×X, Y ) → C
(

Z,C(X, Y )
)

.
Si consideramos la topoloǵıa de la convergencia punto por punto en todos los
espacios de funciones considerados, entonces Λ es una inmersión topológica.
En efecto, para (z0, x0) ∈ Z × X y V abierto en Y , Λ

(

M
(

{z0, x0}, V
))

=
M

(

{z0, },M
(

{x0}, V
))

.

Teorema 1.18. Para cada par de espacios topológicos, X y Y , la topoloǵıa
compacto abierta en C(X, Y ) es propia.

Demostración. Sea Z un espacio topológico y f una función en C(X, Y ).
Tome un conjunto abierto básicoM(K,U) ⊆ C(X, Y ), donde K es compacto
en X y U es abierto en Y . Observe que

[Λ(f)]−1(M(K,U)) = {z ∈ Z : [Λ(f)](x) ∈ U , para toda x ∈ K}
= {z ∈ Z : f(z, x) ∈ U , para toda x ∈ K}
= {z ∈ Z : f({z} ×K) ∈ U}
= {z ∈ Z : {z} ×K ∈ f−1(U)}.
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Por el teorema de Wallace, para cada z ∈ Z, existe un abierto W tal que
W × K ⊆ f−1(U). Esto es, el conjunto {z ∈ Z : {z} × K ∈ f−1(U)} es
abierto y, por lo tanto, Λ(f) es continua. Es decir, Ck(X, Y ) es propia.

Teorema 1.19. Si X es localmente compacto, entonces para cada espacio
topológico, Y , la topoloǵıa compacto abierta en C(X, Y ) es admisible.

Demostración. Probaremos que la función evaluación, E : C(X, Y )×X → Y ,
es continua. Sea (f, x) ∈ C(X, Y ) ×X y V un abierto en Y que contiene a
E(f, x) = f(x). Como f es continua y X es localmente compacto, existe una
vecindad compacta K de x tal que f(K) ⊆ V . Observe que M(K, V ) ×K
es una vecindad de (f, x) tal que E(M(K, V ) × V ) ⊆ V . Por lo tanto,
E es continua y, por el Teorema (1.16), la topoloǵıa compacto-abierta es
admisible.

1.1.2. Pseudoequicontinuidad

Decimos que una familia de funciones F de X en Y es pseudo-equicontinua
si para toda x ∈ X , toda y ∈ Y y toda vecindad V de y, existe una vecindad
U de x y una vecindad W de y tal que la condiciones f ∈ F y f(x) ∈ W
implican f(U) ⊆ V , esto es, E[(F ∩M({x},W )) × U ] ⊆ V , donde E es la
función evaluación. De esta definición, vemos que todo elemento f en F es una
función continua. También de la definición tenemos el siguiente resultado.

Teorema 1.20. Si una familia de funciones F ⊆ C(X, Y ) es pseudo-
equicontinua, entonces la función evaluación, E↾F×X es continua respecto
a la topoloǵıa de la convergencia punto por punto en F.

Como la topoloǵıa compacto-abierta es propia, entonces la aplicación
id ↾F = Λ(E↾F) : F → Ck0(X, Y ) es continua. Esto es, F recibe de Cp(X, Y )
y de Ck0(X, Y ) la misma topoloǵıa.

Teorema 1.21. Sean Y un espacio regular y F ⊆ Y X una familia de fun-
ciones pseudo-equicontinuas. Entonces la cerradura, F en Y X es pseudo-
equicontinua. En particular, F es cerrado en C(X, Y ) si, y sólo si, es cerrado
en Y X .

Demostración. Sean x0 ∈ X , y0 ∈ X y V una vecindad de y0 en Y . Sea
V ′ una abierto en Y tal que y0 ∈ V ′ ⊆ V ′ ⊆ V . Como F es pseudo-
equicontinua, existe una vecindad U de x0 y una vecindad W de y0 tal que
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E
[(

F∩M
(

{x0},W
))

×U
]

⊆ V ′. Sea f ∈ F y suponga que f ∈M
(

{x0},W
)

.
Si existiera x ∈ U tal que f(x) /∈ V , entonces f es elemento del abierto

M
(

{x}, X \ V ′)

. Por lo tanto, existe g ∈ F∩M
(

{x0},W
)

∩M
(

{x}, X \ V ′
)

.
Esto contradice la elección de U . Por lo tanto, E

[(

F∩M
(

{x0},W
))

×U
]

⊆ V .

Esto es, F es pseudo-equicontinua.

Teorema 1.22. Sean Y un espacio regular y X un espacio topológico. Si
una familia de funciones F ⊆ Cp(X, Y ) es compacta en Cp(X, Y ) y E↾F×X
es continua, entonces F es pseudo-equicontinua.

Demostración. Sean x ∈ X , y ∈ Y y V una vecindad de y. Como Y es
regular, podemos tomar una vecindad W de y tal que W ⊆ V . Es claro
que F0 = F ∩M({x},W ) es compacta. Como E

(

F0 × {x}
)

⊆ V , tenemos
que F0 × {x} ⊆ (E↾F×X)

−1(V ). Ahora, existe una vecindad U de x tal que
E(F0 ∩ U) ⊆ V . Esto es, F es pseudo-equicontinua.

Definición 1.23. Un espacio topológico X es llamado un k-espacio si es un
espacio Hausdorff y es la imagen de un espacio localmente compacto bajo
una aplicación cociente.

Teorema 1.24. Sean X un k-espacio y F un subconjunto compacto de
Ck0(X, Y ). Entonces E↾F×X es continua.

Demostración. Como F ×X es un k-espacio, es suficiente verificar que para
todo subconjunto compacto H de X , la restricción E0 = E↾F×H es continua.
Como la topoloǵıa compacto abierta es admisible para espacios localmente
compactos, entonces la evaluación correspondiente EH : Ck0(H, Y )×H → Y
es continua. Por lo tanto, E0 = EH↾F↾H ×H , donde F↾H = {f↾H : f ∈ F}, es
continua.

A continuación, la versión del Teorema de Ascoli sin equicontinuidad

Teorema 1.25 (de Ascoli). Sean X un k-espacio y Y un espacio de Tycho-
noff. Un subconjunto F del espacio Ck0(X, Y ) es compacto si, y sólo si, F
es una familia pseudo-equicontinua de funciones, F es cerrado y el conjunto
{f(x) : f ∈ F} ⊆ Y tiene cerradura compacta, para toda x ∈ X.
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Capı́tulo 2
Dualidad

La teoŕıa de Pontryagin-van Kampen establece que todo grupo abeliano
localmente compacto G es el grupo dual de su grupo dual, donde el grupo
dual de G, Ĝ, es el grupo de todos los homomorfismos continuos deG al grupo
del ćırculo T con la topoloǵıa compacto abierta. Cualquier grupo abeliano
compacto puede caracterizarse mediante propiedades puramente algebraicas
de su grupo dual discreto. Por ejemplo, para cualquier grupo abeliano G
tenemos que:

i. Ĝ es discreto si G es compacto,

ii. Ĝ es compacto si G es discreto,

iii. G es conexo si, y sólo si, Ĝ es libre de torsión,

iv. si G es un grupo compacto Hausdorff, entonces G es metrizable si, y
sólo si, Ĝ es numerable.

Definición 2.1. SiG es un grupo topológico abeliano, entonces un homomor-
fismo continuo χ : G→ T es un caracter. La colección de todos los caracteres
se llama grupo dual de G o grupo de caracteres de G y lo denotamos por Ĝ.

Observación 2.2. Se puede verificar que Ĝ es un grupo abeliano si para
cada par de elementos χ1, χ2 ∈ Ĝ definimos (χ1 + χ2)(g) = χ1(g)χ2(g) para
cada g ∈ G.

Para estudiar ejemplos de los duales de grupos clásicos como son el grupo
de los números enteros, el grupo del ćırculo y los reales, estableceremos
previamente algunos resultados.
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Consideremos a T = R/Z.

Proposición 2.3. Si G es un subgrupo cerrado de T, entonces G = T o G
es un grupo ćıclico finito.

Demostración. Sea G un subgrupo cerrado de T con G 6= {0} y consideremos
al homomorfismo canónico ϕ : R → R/Z. Entonces ϕ−1(G) es un subgrupo
cerrado de R (pues ϕ es un homomorfismo continuo) y, por lo tanto, ϕ−1(G) =
R o ϕ−1(G) es un grupo ćıclico discreto (Ver este resultado en el caṕıtulo 2
de [8]).

Si ϕ−1(G) = R, entonces G = ϕ(R) = R/Z, por la suprayectividad de ϕ.
Si ϕ−1(G) = 〈α〉, para algún α ∈ R, entonces G = 〈ϕ(α)〉, para algún

ϕ(α) ∈ T. Se puede ver, fácilmente, que G = 〈ϕ(α)〉 es discreto, con lo que
completamos la demostración.

Proposición 2.4. Sean ϕ : T → T y χ : T → T homomorfismos continuos
y suprayectivos tales que kerϕ = kerχ. Entonces existe un automorfismo
continuo α : T → T tal que α ◦ ϕ = χ .

Demostración. Para cada x ∈ T, definimos α(x) = χ(m) siempre que x =
ϕ(m) para algún m ∈ T. Claramente, α define una función. En efecto, si
x1, x2 ∈ T son tales que α(x1) 6= α(x2), entonces existen m1, m2 ∈ T tales
que x1 = ϕ(m1) y x2 = ϕ(m2). Aśı, χ(m1) = α(x1) 6= α(x2) = χ(m2), lo cual
implica que (m1 −m2) /∈ kerχ = kerϕ, esto es, ϕ(m1 −m2) 6= 0. Por lo que
x1 = ϕ(m1) 6= ϕ(m2) = x2.

Además, α es inyectiva pues si x1, x2 ∈ T son tales que α(x1) = α(x2),
entonces existen m1, m2 ∈ T tales que x1 = ϕ(m1) y x2 = ϕ(m2), luego
χ(m1) = α(x1) = α(x2) = χ(m2). De donde, (m1 −m2) ∈ kerχ = kerϕ, esto
es, ϕ(m1 −m2) = 0. Por lo tanto, x1 = ϕ(m1) = ϕ(m2) = x2.

Por otra parte, α es suprayectiva, pues si y ∈ T, existen m, b ∈ T tales
que y = χ(m) y b = ϕ(m). Aśı, α(b) = χ(m) = y para algún b ∈ T.

Asimismo, α es un homomorfismo, pues si x1, x2 ∈ T, existen m1, m2 ∈ T

tales que x1 = ϕ(m1) y x2 = ϕ(m2). Luego, α(x1) = χ(m1) y α(x2) = χ(m2);
además, x1 + x2 = ϕ(m1 + m2). Por lo cual, α(x1 + x2) = χ(m1 + m2) =
χ(m1) + χ(m2) = α(x1) + α(x2).

En conclusión, α : T → T es un automorfismo. Además, α ◦ ϕ = χ, pues
si x ∈ T existe m ∈ T tal que m = ϕ(x); aśı, α(m) = χ(x). Por lo que,
(α ◦ ϕ)(x) = α(ϕ(x)) = α(m) = χ(x).

Finalmente, α es continua, puesto que α ◦ ϕ = χ es continua y ϕ es
cociente.
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Denotaremos con
k

2n
a la clase

[ k

2n
+ Z

]

.

Proposición 2.5. Si ϕ es un automorfismo de T, entonces ϕ
( k

2n

)

=
k

2n
o

ϕ
( k

2n

)

= − k

2n
, para todo k < 2n y n ∈ N.

Demostración. Probaremos el caso ϕ
( k

2n

)

=
k

2n
, pues el caso ϕ

( k

2n

)

= − k

2n
es análogo.

Procederemos por inducción sobre n.

Para n = 1, k = 1 y ϕ
(1

2

)

=
1

2
. En efecto, ϕ(1) = 1, aśı 1 = ϕ

(1

2
+
1

2

)

=

2ϕ
(1

2

)

.

Supongamos que ϕ
( k

2r

)

=
k

2r
, para todo k < 2r y y r < n. Veamos que

ϕ
( k

2n

)

=
k

2n
. Para ello, primero mostremos que ϕ

( 1

2n

)

=
1

2n
. En efecto,

por hipótesis de inducción, tenemos que ϕ
( 1

2n−1

)

=
1

2n−1
. Aśı,

1

2n−1
=

ϕ
( 1

2n−1

)

= ϕ
( 2

2n

)

= 2ϕ
( 1

2n

)

, de donde, ϕ
( 1

2n

)

=
1

2 · 2n−1
=

1

2n
.

Ahora bien, sabemos que si
k

2n
es un elemento de orden

k

2n
, entonces

k = 2m+ 1, para algún m ∈ Z.

Aśı, ϕ
( k

2n

)

= ϕ
(2m

2n

)

+ ϕ
( 1

2n

)

= ϕ
( m

2n−1

)

+ ϕ
( 1

2n
) =

m

2n−1
+

1

2n
=

2m+ 1

2n
=

k

2n
.

Lema 2.6. Si ϕ : T → T es un isomorfismo topológico, entonces ϕ = 1T o
ϕ = −1T.

Demostración. Sea ϕ : T → T un isomorfismo topológico y consideremos

D =
{ k

2n
: k < 2n, n ∈ N

}

. Sabemos que D es denso en T, y, por la

Proposición 2.5, tenemos que para todo x ∈ D, ϕ(x) = x o ϕ(x) = −x.
Por lo tanto, ϕ = 1T o ϕ = −1T.

En el siguiente ejemplo demostraremos que el dual de T es Z.
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Ejemplo 2.7. Consideremos el grupo T. Entonces todo caracter χ de T pue-
de expresarse de la forma χ(x) = mx, donde m es un entero que caracteriza
al homomorfismo χ y, por lo tanto, T̂ es algebraicamente isomorfo a Z.

Solución. Sea χ un caracter de T y denotemos conK al núcleo de χ. Entonces
K es un subgrupo cerrado de T, lo cual implica que K = T o K es un grupo
ćıclico finito.

Si K = T, entonces para todo x ∈ T, χ(x) = 0, aśı χ : T → T se define
trivialmente por χ(x) = 0 ·x para todo x ∈ T. Y, en este caso, el isomorfismo
η entre Z y T̂ está definido por η(m) = χ0(m), para todo m ∈ Z, donde
χ0(x) = 0 · x, para todo x ∈ T.

SiK es un grupo ćıclico finito de T, entonces χ(T) = T pues si χ(T) = {0},
entonces K = T lo cual contradice el hecho que K es un grupo ćıclico finito
de T.

Ahora, consideremos la aplicación χr : T → T, dada por χr(x) = rx, para
cada r ∈ Z. Veamos que χr es un homomorfismo continuo y suprayectivo.

En efecto

i. χr es un homomorfismo: Sean x1, x2 ∈ T. Entonces χr(x1 + x2) =
r(x1 + x2) = rx1 + rx2 = χr(x1) + χr(x2).

ii. χr es continua en T: Por tratarse de un espacio homogéneo, basta ver
que χr es continua en cero. Sea U una vecindad del cero. Queremos
hallar una vecindad V del cero tal que χr(V ) ⊆ U . Como U es una
vecindad del cero, sin pérdida de generalidad, podemos considerar U =

(−ε, ε), para 0 < ε < 1
4
. Entonces existe V =

(−ε
r
,
ε

r

)

tal que χr(V ) ⊆

U . En efecto, si x ∈ V , entonces
−ε
r
< x <

ε

r
, además, χr(x) = rx; aśı,

−ε < rx < ε, lo cual implica que χr(x) = rx ∈ (−ε, ε) = U .

En resumen, para todo x ∈ V , χr(x) ∈ U . Por lo tanto, χr(V ) ⊆ U .

iii. χr es suprayectiva: Sea y ∈ T. Entonces y = a + Z, para algún a ∈ R,

luego, existe x =
a

r
+Z ∈ T tal que χr(x) = rx = r

(a

r
+Z

)

= a+Z = y.

Finalmente, kerχr = kerχ. Sabemos que kerχr =
{

0,
1

r
, . . . ,

r − 1

r

}

, además,

kerχ = {0, a, 2a, . . . , (r−1)a}, para algún a ∈ T. Si hacemos a =
1

r
, tenemos

que kerχr = kerχ.
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En conclusión, χr y χ son homomorfismos continuos y suprayectivos tales
que kerχr = kerχ, entonces, por la Proposición 2.4, existe un automorfismo
continuo α de T tal que α ◦ χr = χ; y, por el Lema 2.6, tenemos que α = 1T
o α = −1T. De aqúı, χ(x) = (α ◦ χr)(x) = α(χr(x) = α(rx).

En consecuencia, χ(x) = rx o χ(x) = −rx para cada x ∈ T.
Por lo tanto, cada caracter χ de T es de la forma χ = χm, para algún

m ∈ Z, donde χm(x) = mx, para todo x ∈ T. Además, χm+χn = χm+n, pues
si x ∈ T, entonces (χm + χn)(x) = χm(x) + χn(x) = mx+ nx = (m+ n)x =
χm+n(x).

Aśı, existe un isomorfismo η : Z → T̂, dado por η(m) = χm, para cada
m ∈ Z.

Por lo tanto, Z es algebraicamente isomorfo a T̂.

Ejemplo 2.8. El dual de Z es el grupo del ćırculo.

Ejemplo 2.9. El dual de R es él mismo: En efecto, considere el isomorfismo
ϕ : R → R̂ definido por ϕ(d) = χd, donde χd es el caracter de R dado por
χd(r) = e2πidr, para cada r ∈ R.

Proposición 2.10. Sean K ⊂ G un compacto y U ⊂ T un abierto. Si
χ ∈ M(K,U), entonces existe una k0-vecindad de eĜ, W , tal que χ +W ⊂
M(K,U).

Demostración. Sean k ∈ K y Vε(k) una vecindad de eT, que depende de k0,
para un ε > 0 dado, tales que χ(k)V2ε ⊂ U . Elijamos Uk, vecindad de k0,
de tal forma que Uk sea compacta y χ(Uk) ⊂ χ(k)Vε. Entonces {Uk}k∈K
es una cubierta abierta de K, por lo que existen k1, . . . , kn ∈ K tales que
K ⊂ ⋃n

i=1 Uki. Además,
⋂n
i=1M(Uki , Vε(ki)) es una k0-vecindad de eĜ tal

que χ ∈ χ +
⋂n
i=1M(Uki , Vε(ki)) y χ +

⋂n
i=1M(Uki , Vε(ki)) ⊂ M(K,U). En

efecto, sean ϕ = χ+ψ, para algún ψ ∈
⋂n
i=1M(Uki , Vε(ki)) y g ∈ K. Veamos

que ϕ(g) ∈ U . Como g ∈ K, entonces g ∈ Uki, para algún i ∈ {1, 2, . . . , n}.
Aśı, ψ(g) ∈ Vε(ki), para algún i ∈ {1, 2, . . . , n}; luego ϕ(g) = (χ + ψ)(g) =
χ(g)ψ(g) ∈ χ(g)Vε(ki) ∈ χ(Uki)Vε(ki) ⊂ χ(ki)Vε(ki)Vε(ki) ⊂ χ(ki)V2ε(ki) ⊂
U . Aśı, ϕ(g) ∈ U , para todo g ∈ K, lo cual implica que ϕ ∈M(K,U), como
se queŕıa demostrar.

La siguiente proposición nos permite dar estructura de grupo topológico
al dual de un grupo topológico.

Proposición 2.11. Sea G un grupo topológico abeliano. Entonces Ĝ dotado
con la k0-topoloǵıa es un grupo topológico abeliano de Hausdorff.
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Demostración. Sea G un grupo topológico abeliano. Veamos que Ĝ dotado
con la k0-topoloǵıa es un grupo topológico abeliano de Hausdorff.

Primero, veamos que (Ĝ,+) es un grupo, donde (χ1+χ2)(g) = χ1(g)χ2(g),
para todo g ∈ G y χ1, χ2 ∈ Ĝ.

En efecto, si χ1 y χ2 son elementos de Ĝ, entonces (χ1 + χ2)(g1 +
′ g2) =

χ1(g1+
′ g2)χ2(g1+

′ g2) y, por ser χ1 y χ2 homomorfismos, tenemos que (χ1+
χ2)(g1 +

′ g2) = [χ1(g1)χ1(g2)][χ2(g1)χ2(g2)] = [χ1(g1)χ2(g1)][χ1(g2)χ2(g2)] =
[(χ1 + χ2)(g1)][(χ1 + χ2)(g2)]. Por lo tanto, χ1 + χ2 es un homomorfismo;
además, es continuo porque χ1 y χ2 lo son.

El elemento neutro es el homomorfismo eĜ : G→ T definido por eĜ(g) =

1T, para todo g ∈ G y χ ∈ Ĝ; el inverso es el homomorfismo −χ ∈ Ĝ, definido
por (−χ)(g) = [χ(g)]−1, para todo g ∈ G. Claramente, (Ĝ,+) es abeliano,
pues T es abeliano.

Ahora, consideremos la familia M = {M(K,Uε) : K ⊆ G,Uε ∈ U},
donde K es compacto, Uε = {e2πiθ ∈ T : θ ∈ (−ε, ε)}, M(K,Uε) = {χ ∈ Ĝ :
χ(K) ⊆ Uε} y U = {Uε : ε > 0}.

Veamos que M satisface las siguientes propiedades:

i. Para todoM(K,Uε) ∈ M existeM(K ′, Uε′) ∈ M tal que 2M(K ′, Uε′) ⊆
M(K,Uε).

En efecto, sea M(K,Uε) ∈ M. Entonces M(K,U ε
2
) ∈ M es tal que

2M(K,U ε
2
) ⊆ M(K,Uε), pues si χ ∈ 2M(K,U ε

2
), entonces existen

χ1, χ2 ∈ M(K,U ε
2
) tales que χ = χ1 + χ2. Es claro que, para todo k ∈

K, χ(k) = (χ1 + χ2)(k) = χ1(k)χ2(k) ∈ Uε, puesto que χ1(k), χ2(k) ∈
U ε

2
. Por lo tanto, χ(K) ⊆ Uε, lo cual implica que χ ∈M(K,Uε) y, como

χ no es fijo, tenemos que 2M(K,U ε
2
) ⊆M(K,Uε).

ii. Para todoM(K,Uε) ∈ M existeM(K ′, Uε′) ∈ M tal que−M(K ′, Uε′) ⊆
M(K,Uε).

En efecto, si M(K,Uε) ∈ M, entonces −M(K,Uε) ⊆ M(K,Uε), pues
si χ ∈ −M(K,Uε), existe χ1 ∈M(K,Uε) tal que χ = −χ1; luego, para
todo k ∈ K, χ(k) = (−χ1)(k) = −[χ1(k)] ∈ Uε. Aśı, χ(K) ⊆ Uε, lo cual
implica que χ ∈ M(K,U) y como χ no es fijo, tenemos la contención
deseada.

iii. Consideremos, ahora, a T como el subgrupo cociente R/Z (Ver prelimi-
nares) y veamos que para todo M(K,Uε) ∈ M, y χ ∈M(K,Uε), existe
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M(K ′, Uε′) ∈ M tal que M(K ′, Uε′) + χ ⊆ M(K,Uε). Recordemos que
en este caso Uε = (−ε, ε).
En efecto, sean M(K,Uε) ∈ M y χ ∈ M(K,Uε). Entonces, por la
compacidad de K y la continuidad del homomorfismo χ, χ(K) ⊆
(−ε, ε) es un compacto y, por lo tanto, χ(K) ⊂ Um, para algún
m = máx{| supχ(K) |, | ı́nf χ(K) |}. Hagamos δ = ε − m. Enton-
ces M(K,Uδ) ∈ M es tal que M(K,Uδ) + χ ⊆ M(K,Uε), pues si
χ1 ∈ M(K,Uδ) + χ, existe χ′ ∈ M(K,Uδ) tal que χ1 = χ′ + χ.
Aśı, para todo k ∈ K, χ1(k) ∈ Uδ y χ(k) ∈ Um, lo cual im-
plica que χ1(k) = (χ′ + χ)(k) = χ′(k)χ(k) ∈ Uε. Por lo tanto,
χ1(K) ⊆ Uε, de donde, χ1 ∈ M(K,Uε) y como χ′ no es fijo, tenemos
que M(K,Uδ) + χ ⊆ M(K,Uε).

iv. Para todo M(K,Uε) ∈ M y χ ∈ Ĝ, existe M(K ′, Uε′) ∈ M tal que
χ+M(K ′, Uε′)− χ ⊆M(K,Uε).

En efecto, si M(K,Uε) ∈ M y χ ∈ Ĝ, entonces χ +M(K,Uε) − χ ⊆
M(K,Uε) pues si χ

′ ∈ χ+M(K,Uε)−χ, existe χ1 ∈M(K,Uε) tal que
χ′ = χ + χ1 − χ, y, puesto que Ĝ es abeliano, tenemos que χ′ = χ1 ∈
M(K,Uε). Puesto que χ′ no es fijo, concluimos que χ+M(K,Uε)−χ ⊆
M(K,Uε).

v. Para todo M(K ′, Uε′) y M(K ′′, Uε′′) en M, existe M(K,Uε) ∈ M tal
que M(K,Uε) ⊆ (M(K ′, Uε′) ∩M(K ′′, Uε′′)).

En efecto, si M(K ′, Uε′) y M(K ′′, Uε′′) son elementos de M, entonces
M(K ′∪K ′′, Uε′ ∩Uε′′) ⊆M(K ′, Uε′)∩M(K ′′, Uε′′); pues si χ ∈M(K ′∪
K ′′, Uε′ ∩ Uε′′), χ(K ′ ∪K ′′) ⊆ (Uε′ ∩ Uε′′), lo cual implica que χ(K ′) ⊆
χ(K ′∪K ′′) ⊆ (Uε′ ∩Uε′′) ⊆ Uε′ y χ(K

′′) ⊆ χ(K ′ ∪K ′′) ⊆ (Uε′ ∩Uε′′) ⊆
Uε′′. Por lo tanto, χ ∈ M(K ′, Uε′) ∩M(K ′′, Uε′′) y, puesto que χ no es
fijo, tenemos la contención.

vi. {eĜ} =
⋂

M. En efecto, supongamos que existe χ ∈
⋂

M tal que
χ 6= eĜ. Entonces χ(g) 6= 1T para algún g ∈ G, luego χ(g) = e2πiθ,
donde θ 6= 0. Sin pérdida de generalidad, supongamos que θ > 0.
Entonces M

(

{eG, g}, Uθ
)

∈ M y χ /∈ M
(

{eG, g}, Uθ
)

, pues de no ser
aśı, χ(g) = e2πiθ ∈ Uθ lo cual es un absurdo. Por lo tanto, χ /∈ ⋂

M

que es una contradicción. En conclusión, χ = eĜ, con lo que tenemos
la afirmación.
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Puesto que Ĝ es un grupo y la familia M de subconjuntos de Ĝ satisface
las condiciones i-vi, concluimos que la familia BM = {M(K,Uε) + χ : χ ∈
Ĝ,M(K,Uε) ∈ M} es una base para una topoloǵıa T1, τM sobre Ĝ; pero,
por 2.10, tenemos que ésta también es una base para la k0-topoloǵıa, por lo
tanto, Ĝ, con esta topoloǵıa, es un grupo topológico T1 y, en consecuencia,
de Hausdorff; además, la familia

{

χ +M(K,Uε) : χ ∈ Ĝ,M(K,Uε) ∈ M
}

es

una base para dicha topoloǵıa en Ĝ.

Teorema 2.12. Si G es un grupo abeliano localmente compacto (ALC),
entonces Ĝ dotado con la k0-topoloǵıa es un grupo ALC.

Demostración. Claramente Ĝ siempre es abeliano y, por el teorema anterior,
tenemos que (Ĝ, τk) es un grupo abeliano. Sólo debemos ver que es localmente
compacto. Para ésto es suficiente probar la compacidad local en eĜ. En efecto,

sean U cualquier vecindad compacta de eG y V 1

4

=
{

e2πix : −1

4
< x <

1

4

}

subcojunto de T. Entonces V 1

4

es una vecindad de la identidad de T, eT
(tomando a T como el grupo multiplicativo S1).

Sea N 1

4

= M(U, V 1

4

) = {χ ∈ Ĝ : (∀g ∈ U)(χ(g) ∈ V 1

4

)}. Entonces N 1

4

es

una vecindad de eĜ, (tomando a Ĝ como un grupo multiplicativo). Veamos
que Clk(N 1

4

), esto es, la k0-clausura de N 1

4

, es compacta.

i. Es claro que Clk(N 1

4

) es k0-cerrado en Ĝ.

ii. El conjunto {χ(g) ∈ T : χ ∈ N 1

4

} es compacto para todo g ∈ G, por ser
un subconjunto cerrado de T, quien es compacto.

iii. Clk(N 1

4

) es equicontinua en eG: Afirmamos que N 1

4

es equicontinua

eG. En efecto, sean ε > 0 dado y Vε = {t ∈ T : t = e2πix,−ε <
x < ε} una vecindad de eT. Queremos ver que existe U1 vecindad de
eG tal que para todo χ ∈ N 1

4

y todo k ∈ U1, χ(k) ∈ Vε. Es decir,

N 1

4

⊂ M(U1, Vε). Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que

ε <
1

4
y sea n ∈ N tal que

1

4
< nε. Además, sea U1 una vecindad

de eG tal que Un
1 ⊂ U . Entonces, N 1

4

= M(U, V 1

4

) ⊂ M(Un
1 , V 1

4

) =

M(U1, V 1

4n
) ⊂ M(U1, Vε). Por lo tanto, N 1

4

es equicontinua en eG, lo

cual implica, por el Teorema 1.12, que Clp(N 1

4

) es equicontinua en eG,

y como Clk(N 1

4

) ⊂ Clp(N 1

4

), entonces Clk(N 1

4

) es equicontinua en eG
y, por lo tanto, es equicontinua en G.
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Aśı, de i,ii y iii, concluimos, por el Teorema de Ascoli, que Clk(N 1

4

) es

compacta, lo que demuestra la compacidad local de Ĝ en su identidad, hecho
que implica, por la homogeneidad de (Ĝ, τk), que Ĝ es localmente compacto
con la k0-topoloǵıa.

Como consecuencia de la demostración del teorema anterios tenemos el
siguiente resultado

Corolario 2.13. Sean G un grupo ALC, K una vecindad compacta de eG y
Va = {e2πiθ : −a < θ < a}, para algún número real positivo a < 1

4
. Entonces

M(K, Va) es una vecindad compacta de eĜ.

Lema 2.14. Si K ⊂ G es compacto, entonces M
(

(

K ∪ {eG}
)n0

, V 1

4

)

=

M
(

K, V 1

4n0

)

para n0 ∈ N fijo.

Demostración. Sean G un grupo ALC, K un subconjunto compacto de G y
n0 ∈ N fijo.

i. M
(

K, V 1

4n0

)

⊆ M
(

(

K ∪ {eG}
)n0, V 1

4

)

: Sean χ ∈ M
(

K, V 1

4n0

)

y k ∈
(

K ∪ {eG}
)n0. Entonces k = k1 · k2 · . . . · kn0

, donde k1, k2, . . . , kn0
∈

(

K ∪{eG}
)

. Luego, χ(k) = χ(k1) · . . . ·χ(kn0
), donde χ(ki) = e2πiθ, con

− 1

4n0
< θi <

1

4n0
, para i ∈ {1, 2, . . . , n0}. Aśı, χ(k) = e2πi(θ1+θ2+···+θn0

),

donde − n0

4n0

< θ1+θ2+ . . .+θn0
<

n0

4n0

, lo cual implica que χ(k) ∈ V 1

4

,

para todo k ∈
(

K ∪{eG}
)n0. Por lo que, χ

(

(K ∪ {eG})n0

)

⊂ V 1

4

, con lo

cual se tiene que χ ∈M
(

(

K ∪ {eG}
)n0

, V 1

4

)

.

ii. M
(

(

K∪{eG}
)n0 , V 1

4

)

⊆M
(

K, V 1

4n0

)

: Sean χ ∈M
(

(

K∪{eG}
)n0 , V 1

4

)

y k ∈ K. Entonces k, k2, . . . , kn0 ∈
(

K ∪ {eG}
)n0

, lo cual implica que
χ(k), [χ(k)]2, . . . , [χ(k)]n0 ∈ V 1

4

. Como χ(k) ∈ V 1

4

, entonces χ(k) =

e2πiθ, donde −1

4
< θ <

1

4
.

Teorema 2.15. Sea G un grupo topológico.

i. Si G es compacto, entonces Ĝ es discreto;
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ii. Si G es discreto, entonces Ĝ es compacto.

Demostración. Sea G un grupo topológico.

i. Supongamos que G es compacto. Es suficiente mostrar que {eĜ} es un
k0-abierto. En efecto, consideremos la vecindad de eT, V 1

4

. Entonces

M
(

G, V 1

4

)

= {eĜ}. En efecto, sean χ ∈ M
(

G, V 1

4

)

y g ∈ G. Enton-

ces para todo k ∈ N, χ(Gk) ⊂ V 1

4

; por lo que χ ∈ M
(

Gk, V 1

4

)

=

M
(

G, V 1

4k

)

, luego χ(g) ∈ V 1

4k
, para todo k ∈ N, lo cual implica que

χ(g) = eT. Aśı, {eĜ} es un k0-abierto.

ii. Supongamos que G es discreto. Entonces {eG} es abierto y, por el

Corolario 2.13, M
(

{eG}, V 1

4

)

es compacto. Pero M
(

{eG}, V 1

4

)

= Ĝ,

pues todo χ ∈ Ĝ satisface χ(eG) = eT ∈ V 1

4

. Por lo tanto, Ĝ es
compacto.
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Capı́tulo 3
Introducción al teorema de dualidad

de Pontryagin-van Kampen

Uno de los logros fundamentales en el estudio de los grupos topológicos
abelianos es la teoŕıa de dualidad de Pontryagin-van Kampen que introduce la
estructura de grupo topológico localmente compacto en el grupo formado por
los caracteres y permite identificar todo grupo abeliano localmente compacto

G con el grupo
ˆ̂
G de los caracteres de su grupo de caracteres Ĝ. Este

resultado ha sido extendido a varias clases de grupos topológicos abelianos y
ha encontrado aplicación en otras áreas de las matemáticas, como la Teoŕıa
de Números y el Análisis Armónico.

El Teorema de Dualidad de Pontryagin-van Kampen para grupos local-
mente compactos es la base de la teoŕıa de dualidad para grupos topológicos
abelianos. Desde el siglo pasado, la dualidad de Pontryagin ha demostrado
ser una poderosa herramienta para el análisis de la estructura y propiedades
de los grupos abelianos localmente compactos, grupos ALC.

Definición 3.1. Sea G un grupo abeliano. Definimos la evaluación canónica

α de G en
ˆ̂
G como α(g) = ĝ, donde ĝ : Ĝ→ T está dada por ĝ(χ) = χ(g). Si

α es un isomorfismo topológico, decimos que G es reflexivo.

Lema 3.2. Sea G un grupo abeliano. Si g ∈ G es fijo, entonces la aplicación
ĝ : Ĝ→ T definida por ĝ(χ) = χ(g) es un homomorfismo continuo.

Demostración. Sea g ∈ G fijo.
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i. ĝ es un homomorfismo: Sean χ1, χ2 ∈ Ĝ. Entonces

ĝ(χ1 + χ2) = (χ1 + χ2)(g)

= χ1(g)χ2(g)

= ĝ(χ1)ĝ(χ2)

ii. ĝ es continuo: Sea Vε un abierto de T. Entonces

(ĝ)−1(Vε) = {χ ∈ Ĝ : ĝ(χ) ∈ Vε}
= {χ ∈ Ĝ : χ(g) ∈ Vε}
= {χ ∈ Ĝ : χ({g}) ⊂ Vε}
=M({g}, Vε)

Por lo tanto, (ĝ)−1(Vε) =M({g}, Vε) es un abierto de Ĝ y como Vε no
es fijo, tenemos la afirmación.

Lema 3.3. Sea G un grupo ALC. Si α es la evaluación canónica de G en
ˆ̂
G,

entonces α es un homomorfismo continuo.

Demostración. Veamos que α es un homomorfismo continuo.

i. α es un homomorfismo: Sean g1, g2 ∈ G y χ ∈ Ĝ. Entonces

α(g1 + g2)(χ) = ˆ(g1 + g2)(χ)

= χ(g1 + g2)

= χ(g1)χ(g2)

= [ĝ1(χ)][ĝ2(χ)]

= [α(g1)(χ)][α(g2)(χ)]

En resumen, puesto que χ ∈ Ĝ no es fijo, tenemos que α(g1+ g2)(χ) =
[α(g1)(χ)][α(g2)(χ)], para todo χ ∈ Ĝ, lo cual implica que α(g1+ g2) =
[α(g1)][α(g2)], lo que demuestra la afirmación.

ii. α es continuo: Para ésto es suficiente probar la continuidad de α en

la identidad de G, eG. Sea V una vecindad de la identidad en
ˆ̂
G, e ˆ̂

G
.

Veamos que existe U
′

vecindad de eG tal que α(U
′

) ⊂ V . En efecto,
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sin pérdida de generalidad, podemos suponer que V = M(K, Vε) para
algún K ⊂ Ĝ compacto y Vε ⊂ T abierto. Sea U cualquier vecindad de
eG tal que U es compacto. Es claro queM

(

U, V ε
2

)

es una vecindad de eĜ,

puesto que si χ ≡ eĜ, entonces χ(x) = 1T, para todo x ∈ U , por lo que
χ(x) = 1T ∈ V ε

2
, para todo x ∈ U ; esto es, χ(U) ⊂ V ε

2
, lo cual implica

que χ ≡ eĜ ∈ M(U, V ε
2
). Entonces la colección

{

χ +M
(

U, V ε
2

)}

χ∈Ĝ

cubre al compacto K. Esto es, K ⊆ ⋃

χ∈Ĝ

(

χ+M
(

U, V ε
2

)

)

. Aśı, existen

χ1, χ2, . . . , χn en Ĝ tales que K ⊆
⋃n
i=1

(

χi+M
(

U, V ε
2

)

)

. Sean U1 una

vecindad de eG tal que U1 ⊆ U , χi(g) ∈ V ε
2
, para todo i ∈ {1, 2, . . . , n}

y g ∈ U1. Afirmamos que U1 es la vecindad de eG tal que α(U1) ⊂ V .

En efecto, sea g ∈ U1. Como α(g) ∈ ˆ̂
G, entonces α(g) = χ, para algún

χ ∈ Ĝ. Sea ψ ∈ K. Veamos que α(g)(ψ) ∈ Vε. Puesto que ψ ∈ K,
ψ ∈ χi +M(U, V ε

2
), para algún i ∈ {1, 2, . . . , n}, esto es, ψ = χi + χ,

para algún χ ∈ M(U, V ε
2
), lo cual implica que ψ − χi ∈M(U, V ε

2
); aśı,

(ψ − χi)(g) ∈ V ε
2
, para todo g ∈ U . En particular, (ψ − χi)(g) ∈ V ε

2
,

para todo g ∈ U1 ⊆ U . Como χi(g) ∈ V ε
2
, para todo i ∈ {1, 2, . . . , n},

entonces ψ(g) = χi(g)− χ(g) ∈ V ε
2
+ V ε

2
⊆ Vε. Aśı, para todo ψ ∈ K

α(g)(ψ) = ĝ(ψ) = ψ(g) ∈ Vε, lo cual implica que α(g) ∈ V y como
g ∈ U1 no es fijo, concluimos que para todo g ∈ U1, α(g) ∈ V , con lo
que tenemos la afirmación.

De la demostración obtendremos que α es un homomorfismo siempre que
G sea abeliano. Existen ejemplos de grupos donde α no es continua (ver
en [2]).

Del mismo modo, se conocen casos donde α es continua, esto es, cuando
G es: localmente compacto, como vimos en el lema anterior; un k0-grupo,
como se puede ver en [9]; o pseudocompacto, como se puede ver en [2], entre
otros.

Hemos demostrado que α es un homomorfismo continuo para cualquier
grupo ALC, G. Pero la pregunta que surge naturalmente es bajo qué condi-
ciones α es un isomorfismo topológico. El teorema de dualidad de Pontryagin-
van Kampen establece a la compacidad local como condición suficiente para
responder a dicho interrogante. Inmediato a ésto podemos preguntarnos si
los grupos ALC son los únicos reflexivos. La respuesta a esta pregunta es,
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no; y el Teorema de Kaplan que afirma que el producto infinito de espacios
reflexivos es reflexivo, lo justifica. Aśı, vemos grupos reflexivos que no son
locamente compactos, pues el producto infinito de localmente compactos, no
compactos, no es localmente compacto. En este trabajo, aunque no demos-
tramos el Teorema de Kaplan, incluimos una versión finita de éste. Cabe
anotar que en [9] puede verse que un subgrupo cerrado de un grupo reflexivo
puede no ser reflexivo.

Teorema 3.4. Si G1, G2, . . . , Gn son grupos ALC, entonces Ĝ =
∏n

i=1 Ĝi,
donde G =

∏n
i=1Gi.

Demostración. Es suficiente probarlo para el caso n = 2. En efecto, sean G1

y G2 grupos ALC. Supongamos que G = G1×G2. Veamos que Ĝ = Ĝ1× Ĝ2.
Primero, veamos que Ĝ es topológicamente isomorfo a Ĝ1 × Ĝ2. Sea

θ : Ĝ1 × Ĝ2 → ˆG1 ×G2 dada por θ
(

(χ1, χ2)
)

= [χ1, χ2], donde [χ1, χ2] : G1 ×
G2 → T es la aplicación definida por [χ1, χ2]

(

(g1, g2)
)

= χ1(g1)χ2(g2).

i. θ está bien definida, puesto que [χ1, χ2] es un homomorfismo, por ser
χ1 y χ2 homomorfismos; además, es continuo, puesto que el producto
de aplicaciones continuas es una aplicación continua. Y usando ésto, se
puede probar, fácilmente, que θ es un homomorfismo.

ii. θ es inyectiva: Sean (χ1, χ2) y (χ
′

1, χ
′

2) elementos de Ĝ1 × Ĝ2 tales
que θ

(

(χ1, χ2)
)

= θ
(

(χ
′

1, χ
′

2)
)

. Veamos que (χ1, χ2) = (χ
′

1, χ
′

2). Como

[χ1, χ2] = [χ
′

1, χ
′

2], ntonces [χ1, χ2](g1, g2) = [χ
′

1, χ
′

2](g1, g2) para todo
(g1, g2) ∈ G1 × G2, en particular, para (g1, eG2

) y (eG1
, g2); lo cual

implica que χ1(g1) = χ
′

1(g1) y χ2(g2) = χ
′

2(g2) para todo g1 ∈ G1 y
g2 ∈ G2. Por lo tanto, χ1 = χ

′

1 y χ = χ
′

2, como se queŕıa demostrar.

iii. θ es suprayectiva: Sea ϕ ∈ ˆG1 ×G2. Entonces ϕ : G1 × G2 → T es
un homomorfismo continuo, además, para todo (g1, g2) ∈ G1 × G2,
ϕ
(

(g1, g2)
)

= ϕ
(

(g1, eG2
) +Ĝ1×Ĝ2

(eG1
, g2)

)

= ϕ
(

(g1, eG2
)
)

ϕ
(

(eG1
, g2)

)

.

Definamos χ1 : G1 → T por χ1(g1) = ϕ
(

(g1, eG2
)
)

y χ2 : G2 → T

por χ2(g2) = ϕ
(

(eG1
, g2)

)

. Entonces χ1 ∈ Ĝ1 y χ2 ∈ Ĝ2, además,

ϕ = [χ1, χ2]. Por lo tanto, existe (χ1, χ2) ∈ Ĝ1×Ĝ2 tal que θ
(

(χ1, χ2)
)

=
[χ1, χ2] = ϕ, con lo que tenemos la suprayectividad.

iv. θ es continua: Es suficiente mostrar la continuidad de θ en la identidad
(eĜ1

, eĜ2
) de Ĝ1×Ĝ2. En efecto, seaM(K, Vε) una vecindad de e ˆG1×G2

,

23



dondeK ⊂ G1×G2 es compacto. Veamos que existe una vecindadW de
(eĜ1

, eĜ2
) en Ĝ1×Ĝ2 tal que θ(W ) ⊂M(K, Vε). Si hacemosK1 = p1(K)

yK2 = p2(K), donde p1 y p2 son las proyecciones de G1×G2 sobre G1 y
G2, respectivamente, entoncesW =M

(

K1, V ε
2

)

×M
(

K2, V ε
2

)

es una ve-

cindad de (eĜ1
, eĜ2

) tal que θ
(

M
(

K1, V ε
2

)

×M
(

K2, V ε
2

)

)

⊂M(K, Vε).

Sean χ ∈ θ
(

M
(

K1, V ε
2

)

× M
(

K2, V ε
2

)

)

y k ∈ K. Por demostrar,

que χ(k) ∈ Vε. Sean χ1 ∈ M
(

K1, V ε
2

)

y χ2 ∈ M
(

K2, V ε
2

)

tales que

χ = θ
(

(χ1, χ2)
)

= [χ1, χ2], k1 ∈ K1 y k2 ∈ K2 tales que k = (k1, k2).
Entonces χ(k) = [χ1, χ2](k1, k2) = χ1(k1)χ2(k2) ⊂ V ε

2
V ε

2
⊂ Vε. Por lo

que χ(k) ∈ Vε, para todo k ∈ K, lo cual implica que χ(K) ⊂ Vε, esto
es, χ ∈M(K, Vε), y ésto, para todo χ, con lo que queda demostrada la
afirmación.

v. θ−1 es continua en e ˆG1×G2
: Sea W una vecindad de (eĜ1

, eĜ2
). Veamos

que existe W ′ vecindad de e ˆG1×G2
tal que θ(W ′) ⊂ W o, equivalente-

mente, W ′ ⊂ θ(W ).

Sin pérdida de generalidad, tomemos W = M(K1, Vε) × M(K2, Vε),

vecindad de (eĜ1
, eĜ2

). Entonces W ′ = M
(

(

K1 ∪ {eG1
}
)

×
(

K2 ∪

{eG2
}
)

, Vε

)

es una vecindad de e ˆG1×G2
tal que W ′ ⊂ θ(W ). En efec-

to, sea χ ∈ W ′ y definamos: χ1 : G1 → T y χ2 : G2 → T por
χ1(g1) = χ(g1, eG2

) y χ2(g2) = χ(eG1
, g2). Entonces χ1 ∈ Ĝ1 y χ2 ∈ Ĝ2,

además, χ1 ∈ M(K1, Vε) y χ2 ∈ M(K2, Vε). Finalmente, χ = [χ1, χ2],
pues χ

(

(g1, g2)
)

= χ
(

(g1, eG2
)
)

χ
(

(eG1
, g2)

)

= [χ1, χ2](g1, g2). Aśı, existe
(χ1, χ2) ∈M(K1, Vε)×M(K2, Vε) =W tal que χ = θ

(

(χ1, χ2)
)

, por lo
que χ ∈ θ(W ).

De i,ii,iii,iv y v, concluimos que θ es un isomorfismo topológico. Por lo tanto,
el dual del producto de un número finito de grupos topológicos es el producto
de sus respectivos duales.

Definición 3.5. Un grupo D es divisible si D = {xn : x ∈ D}, para toda
n ∈ N. Esto es, todo elemento de D tiene una ráız n-ésima.

Lema 3.6. Sean G un grupo abeliano y H un subgrupo de G. Si ϕ : H → D,
donde D es un grupo divisible, es un homomorfismo, entonces ϕ se puede
extender a 〈H ∪ {x}〉, para todo x ∈ G \H.
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Demostración. Sea x ∈ G\H y consideremos al grupo 〈H∪{x}〉 = {hxn : h ∈
H, n ∈ N \ {0}}. Veamos que ϕ puede extenderse a 〈H ∪ {x}〉. Supongamos
que xn /∈ H , para todo n ∈ N \ {0}. Definamos ψ(hxn) = ϕ(h). Claramente,
ψ está bien definida, pues si hxn y h′xn

′

son elementos de 〈H ∪ {x}〉 tales
que hxn = h′xn

′

, entonces h(h′)−1 = xn
′
−n, lo cual implica que xn

′
−n ∈ H

y ésto, por nuestro supuesto, se da sólo si n′ − n = 0. Por lo tanto, h = h′,
con lo cual tenemos que ψ(hxn) = ψ(h′xn

′

). Además, por la conmutatividad
de G, podemos ver, fácilmente, que ψ es un homomorfismo y, por la forma
en que lo definimos, vemos que ψ ↾H= ϕ. Ahora, supongamos que xn ∈ H ,
para algún n ∈ N \ {0}. Sea k = mı́n{n ∈ N \ {0} : x ∈ H}. Entonces
ϕ(xk) = d ∈ D, por lo que existe z ∈ D tal que zk = d (ésto por ser D
divisible). Definamos ψ(hxn) = ϕ(h)zn. Veamos que ψ está bien definida.
Sean hxn y h′xn

′

en 〈H ∪ {x}〉 tales que hxn = h′xn
′

. Entonces h(h′) =
xn

′
−n ∈ H , de donde, n′ − n = km, para algún m ∈ N \ {0} (1) ; luego

n = ak + r y n′ = bk + r, para algunos a, b, r ∈ Z, con a 6= 0 6= b y r > 0.
(2) Aśı, zn = zka+r = (zk)azr = dazr y zn

′

= dbzr. Por otra parte, de (1) y
(2) tenemos hxakxr = hxbkxr, esto es, hxak = h′xbk; aśı ϕ(hxak) = ϕ(h′xbk),
de aqúı, ϕ(h)ϕ(xak) = ϕ(h′)ϕ(xbk), ϕ(h)[ϕ(xk)]a = ϕ(h′)[ϕ(xk)]b, de donde,
ϕ(h)da = ϕ(h′)db y ϕ(h)dazr = ϕ(h′)dbzr. Luego, ϕ(h)zn = ϕ(h′)zn

′

, lo cual
implica que ψ(hxn) = ψ(h′xn

′

). Usando la conmutatividad de G se prueba
que ψ es un homomorfismo y, por la forma como está definida ésta, tenemos
que extiende a ϕ.

Lema 3.7. Sean G y K grupos abelianos, H un subgrupo de G y ϕ : H → K
un homomorfismo. Si todo homomorfismo ψ : M → K, donde M es un
subgrupo de G, se puede extender a 〈M ∪ {x}〉, para todo x ∈ G, entonces ϕ
se puede extender a G.

Demostración. Consideremos el conjunto
F = {ψ ∈ Hom(M,K) : M es un subgrupo de G,ψ ↾H= ϕ}. Entonces

F 6= ∅, pues ϕ ∈ F y (F,⊆) es un COPO. Sea C ⊂ F una cadena.
Luego,

⋃

C es una cota superior para C. Veamos que
⋃

C ∈ F. En efecto,
⋃

C :
⋃

ψ∈C domψ → K es una función, pues si (a1, b1) y (a2, b2) están en
⋃

C

y a1 = a2, entonces existen ψ1, ψ2 ∈ C tales que (a1, b1) ∈ ψ1 y (a2, b2) ∈ ψ2.
Como ψ1, ψ2 ∈ C, entonces ψ1 ⊆ ψ2 o ψ2 ⊆ ψ1. Si ψ1 ⊆ ψ2, (a1, b1) y (a2, b2)
están en ψ2 y, puesto que ψ2 es una función, tenemos que b1 = b2. De la
misma forma se procede si ψ2 ⊆ ψ1. Además,

⋃

C es un homomorfismo,
pues si (a1, b1), (a2, b2) ∈

⋃

C, existen ψ1, ψ2 ∈ C tales que (a1, b1) ∈ ψ1 y
(a2, b2) ∈ ψ2. Si ψ1 ⊂ ψ2, (a1, b1) y (a2, b2) están en ψ, lo cual implica que
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(a1+a2, b1+b2) ∈ ψ2, por ser ψ2 un homomorfismo. Aśı, (a1+a2, b1+b2) ∈
⋃

C.
Del mismo modo se procede si ψ2 ⊆ ψ1. Claramente,

⋃

ψ∈C domψ ≤ G, pues
si x1, x2 ∈

⋃

ψ∈C domψ, existen ψ1, ψ2 ∈ C tales que x∈ domψ1 y x2 ∈ domψ2.
Si ψ1 ⊆ ψ2, entonces domψ1 ⊆ domψ2, por lo que x1, x2 ∈ domψ2 ≤ G; aśı,
x1 + x2 domψ2 ⊂

⋃

ψ∈C domψ. Análogamente se prueba si ψ2 ⊆ ψ1.
Finalmente, es fácil ver que

⋃

C ↾H= ϕ, pues si (x, y) ∈ ϕ, entonces
(x, y) ∈ ψ ↾H , para todo ψ ∈ F, en particular, (x, y) ∈ ψ ↾H , para todo
ψ ∈ C. Aśı, (x, y) ∈

⋃

C ↾H . Por lo tanto,
⋃

C ∈ F, lo cual implica que toda
cadena está acotada superiormente y ésto, por el lema de Zorn, implica que
F tiene un elemento maximal. Sea λ : M ′ → K dicho elemento. Veamos que
M ′ = G. Supongamos que G \M ′ 6= ∅. Sea k ∈ G \M ′. Entonces λ se puede
extender a 〈M ′ ∪ {k}〉, lo que contradice la maximalidad de λ. Por lo tanto,
G \M ′ = ∅, por lo que G =M ′.

De los dos lemas anteriores se concluye la siguiente proposición

Proposición 3.8. Si K es un subgrupo de un grupo abeliano G y ϕ : K → D
es un homomorfismo, donde D es un grupo abeliano divisible, entonces ϕ se
puede extender a un homomorfismo ψ : G→ D.

Corolario 3.9. Si G es un grupo abeliano, entonces para cualquier g y h en
G, con g 6= h, existe un homomorfismo ϕ : G→ T tal que ϕ(g) 6= ϕ(h).

Demostración. Es suficiente mostrar que para cada g 6= eG existe un homo-
morfismo ϕ : G→ T tal que ϕ(g) 6= eT.

i. Supongamos que gn = eG y gk 6= eG para 0 < k < n. Sea H = {gm :
m ∈ Z}. Definamos ϕ : G → T por ϕ(gm) = rm, para cada m, donde
r = n

√
eT 6= eT . Ahora, por la Proposición 3.8, podemos extender ϕ a

todo G.

ii. Supongamos que gn 6= eG para todo n. Definamos ϕ(g) = z para algún
z 6= eT ∈ T. Extendemos ϕ a H y, por la Proposición 3.8, a todo G.

Proposición 3.10. Sean G un grupo abeliano y H un subgrupo abierto y
discreto de G. Entonces G es topológicamente isomorfo a H × G/H, donde
G/H es un grupo discreto.

Ver la demostración en [8].
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Proposición 3.11. Sean A y B grupos ALC y f : A→ B un homomorfismo
continuo. Si f̂ : B̂ → Â es la aplicación dada por f̂(χ)(a) = (χ ◦ f)(a), para
todo χ ∈ B̂ y a ∈ A, entonces f̂ es un homomorfismo continuo. Además,
si f es suprayectiva, entonces f̂ es inyectiva; y si f es abierta e inyectiva,
entonces f̂ es suprayectiva.

Demostración. Supongamos que f̂ : B̂ → Â es la aplicación definida por
f̂(x)(a) = (χ ◦ f)(a), para todo χ ∈ B̂ y a ∈ A. Veamos que f̂ es un
homomorfismo continuo. Sean χ1, χ2 ∈ B̂ y a ∈ A. Entonces f̂(χ1+χ2)(a) =
(χ1 +B̂ χ2)(f(a)) = [χ1(f(a))][χ2(f(a))] = [f̂(χ1)(a)][f̂(χ2)(a)] = [f̂(χ1) +Â

f̂(χ2)](a). Por lo que f̂(χ1 +B̂ χ2) = f̂(χ1) +Â f̂(χ2).

Para ver la continuidad de f̂ consideremos M(K,U) un abierto subbásico
de Â. Entonces (f̂)−1(M(K,U)) = M(f(K), U) es un abierto subbásico
de B̂. En efecto, sea χ ∈ (f̂)−1(M(K,U)). Entonces f̂(χ) ∈ M(K,U), lo
cual implica que f̂(χ)(K) ⊂ U , esto es, f̂(k) ∈ U , para todo k ∈ K; por
lo que χf(k) ∈ U , para todo k ∈ K. Aśı, χ(f(K)) ⊂ U , por lo tanto,
χ ∈M(f(K), U), lo cual demuestra que (f̂)−1(M(K,U)) ⊆M(f(K), U). En
forma análoga se demuestra que M(f(K), U) ⊆ (f̂)−1(M(K,U)), con lo que
se completa la igualdad.

Ahora, supongamos que f es suprayectiva. Por demostrar que f̂ es in-
yectiva. Sean χ1, y χ2 en B̂ tales que f̂(χ1) = f̂(χ2). Entonces f̂(χ1)(a) =
f̂(χ2)(a), para todo a ∈ A. Aśı χ1(f(a)) = χ2(f(a)), para todo a ∈ A y,
por la suprayectividad de f , χ1(b) = χ2(b), para todo b ∈ B. Por lo tanto,
χ1 = χ2, con lo que tenemos la inyectividad de f̂ .

Finalmente, supongamos que f es abierta e inyectiva y demostremos que f̂
es suprayectiva. Sea χ ∈ Â. Queremos ver que existe ϕ ∈ B̂ tal que f̂(ϕ) = χ,
esto es, ϕ ◦ f = χ. Como f es una aplicación inyectiva, existe una aplicación
g : B → A tal que g ◦ f = 1A. Si hacemos ψ = g ↾Im f , entonces ψ es un
homomorfismo, por lo que σ = χ ◦ ψ : Im f → T es un homomorfismo. Aśı,
existe un homomorfismo ϕ : B → T que extiende a σ, tal que ϕ ◦ f = χ y ϕ
es continuo. En efecto, si a ∈ A, entonces (ϕ ◦ f)(a) = ϕ(f(a)) = σ(f(a)) =
(χ ◦ ψ)(f(a)) = χ(ψ(f(a))) = χ(g(f(a))) = χ(a), con lo que tenemos la
igualdad entre ϕ ◦ f y χ.

Para ver la continuidad de ϕ en B, basta probar dicha continuidad en eB.
Sea U ∈ T una vecindad de eT. Veamos que existe V vecindad de eB tal que
ϕ(V ) ⊂ U . Como χ es continua, en particular, en eA existeW vecindad de eA
tal que χ(W ) ⊂ U , esto es, (ϕ ◦ f)(W ) ⊂ U ; de donde, ϕ(f(W )) ⊂ U . Como
f es un homomorfismo y W es una vecindad de eA, entonces f(W ) es una
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vecindad de eB, si tomamos V = f(W ), completamos lo que queŕıamos ver.
Por lo tanto, ϕ ∈ B̂ y f̂(ϕ) = ϕ◦f = χ, lo cual demuestra la suprayectividad
de f̂ .

Corolario 3.12. Si B es un grupo cociente de A, donde A y B son grupos
abelianos compactos de Hausdorff o grupos abelianos discretos, entonces B̂
es topológicamente isomorfo a un subgrupo de Â.

Demostración. Sean A y B grupos abelianos compactos de Hausdorff. Su-
pongamos que B = A/H es un grupo cociente de A. Consideremos el homo-
morfismo cociente ϕ : A→ B, donde B = A/H . Entonces ϕ es un homomor-
fimo continuo, suprayectivo y abierto. Por el teorema anterior, la aplicación
ϕ̂ : B̂ → Â es un homomorfismo continuo e inyectivo. Entonces la aplicación
ψ : B̂ → Im ϕ̂ dada por ψ(χ)(a) = ϕ̂(χ)(a) = χ(a), para todo a ∈ A es
un homomorfismo continuo y biyectivo. Ahora, como Â y B̂ son discretos
e Im ϕ̂ es un subgrupo de Â, entonces ψ−1 : Im ϕ̂ → B̂ es continua. Aśı, ψ
es un isomorfismo topológico. Del mismo modo, si A y B son discretos y
usamos la proposición anterior, considerando las aplicaciones ϕ, ϕ̂ y ψ como
en el caso anterior, tenemos que ψ : B̂ → Im ϕ̂ es un homomorfismo conti-
nuo y biyectivo. Ahora, como Â y B̂ son compactos, entonces Im ϕ̂ es un
subgrupo compacto de Â y, por lo tanto, de Hausdorff; y, puesto que ψ es
continua y biyectiva, ψ es un homomorfismo, por lo que ψ es un isomorfismo
topológico.

Corolario 3.13. Sean A y B grupos abelianos discretos. Si A es subgrupo
de B, entonces Â es un grupo cociente de B̂.

Demostración. Consideremos la función inclusión de A en B, f : A →֒ B.
Entonces f es un homomorfismo continuo, inyectivo y abierto; por la pro-
posición anterior, la aplicación f̂ : B̂ → Â es un homomorfismo continuo y
suprayectivo. Aśı, el primer teorema de isomorfismos implica que existe un
isomorfismo ϕ : Â → B̂/ ker f̂ . Claramente, ker f̂ es un subgrupo cerrado de
B̂ por lo que B̂/ ker f̂ es un grupo cociente de B̂. Veamos que ϕ es un isomor-
fismo topológico. Sólo falta ver que ϕ y ϕ−1 son continuas. En efecto, puesto
que f̂ es cerrada y suprayectiva, entonces f̂ es cociente. Además, por el pri-
mer teorema de isomorfismos, ϕ◦f̂ = π, donde π es el homomorfismo cociente
de B̂ en B̂/ ker f̂ . Entonces ϕ es continuo y, como ϕ−1 ◦ π = f̂ , tenemos la
continuidad de ϕ−1. Por lo tanto, ϕ es un isomorfismo topológico.
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Lema 3.14. Sea G un grupo ALC. Entonces la evaluación canónica α es
uno a uno si, y sólo, si G tiene suficientes caracteres para separar puntos.
Esto es, para cada g y h en G, con g 6= h, existe χ ∈ Ĝ tal que χ(g) 6= χ(h).

Demostración. Supongamos que α es uno a uno y que existen g y h en G
tales que g 6= h y χ(g) = χ(h), para todo χ ∈ Ĝ. Entonces ĝ(χ) = ĥ(χ), para
todo χ ∈ Ĝ, por lo que ĝ = ĥ, esto es, α(g) = α(h) y, por la inyectividad de
α, tenemos que g = h, lo que contradice nuestro supuesto. Por lo tanto, para
cada g y h en G, con g 6= h, existe χ ∈ Ĝ tal que χ(g) 6= χ(h).

Rećıprocamente, supongamos que G tiene suficientes caracteres para se-
parar puntos. Veamos que α es inyectiva. En efecto, sean g y h en G con
g 6= h. Entonces existe χ ∈ Ĝ tales que χ(g) 6= χ(h); Aśı ĝ(χ) 6= ĥ(χ), para
algún χ ∈ Ĝ, lo cual implica que ĝ 6= ĥ. Por lo tanto, α(g) 6= α(h), con lo
que tenemos la inyectividad.

Proposición 3.15. Sea G un grupo ALC reflexivo y tal que todo grupo
cociente no trivial de Hausdorff de Ĝ, Ĝ/B, tiene un caracter no trivial.
Si A es un subgrupo de Ĝ que separa puntos de G, entonces A es denso en
Ĝ.

Demostración. Supongamos que A no es denso en Ĝ. Entonces B = A ⊂ Ĝ
y Ĝ/B es un grupo ALC. Aśı, existe un homomorfismo continuo no tri-
vial χ : Ĝ/B → T. Sea ϕ : Ĝ → Ĝ/B el homomorfismo cociente. Entonces
χ ◦ ϕ : G → T es un homomorfismo continuo tal que χ ◦ ϕ(Ĝ) = χ(ϕ(Ĝ)) =
χ(Ĝ/B) 6= {eT}, pues χ es no trivial, pero (χ ◦ ϕ)(B) = χ(ϕ(B)) =

χ({Ĝ/B}) = {eT}. Como G es reflexivo y χ ◦ ϕ ∈ ˆ̂
G, existe g ∈ G tal

que ĝ = α(g) = χ ◦ ϕ. Aśı, ĝ(ψ) = (χ ◦ ϕ)(ψ), para todo ψĜ, esto es,
(χ ◦ ϕ)(ψ) = ψ(g), para todo ψ ∈ Ĝ. Por lo cual, ψ(g) = eT, para todo
ψ ∈ Ĝ, en particular, para todo ψ ∈ A. Como A separa puntos de G, g = eG.
Luego, ĝ = êG. Aśı, (χ ◦ ϕ)(Ĝ) = ĝ(Ĝ) = êg(Ĝ) = {eT}, lo que es una

contradicción. Por lo tanto, A es denso en Ĝ.
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Capı́tulo 4
Dualidad para grupos compactos y

discretos

Teorema 4.1 (Peter, Weyl, van Kampen). Todo grupo abeliano compacto
tiene suficientes caracteres para separar puntos.

Ver apéndice [B].

Corolario 4.2. Sea G un grupo abeliano compacto. Entonces G es topológi-
camente isomorfo a un subgrupo cerrado del producto

∏

i∈I Ti, donde cada Ti
es topológicamente isomorfo a T e I es algún conjunto de ı́ndices.

Demostración. Por el Teorema 4.1,G tiene suficientes caracteres para separar
puntos. Definamos la aplicación δ : G →

∏

χ∈Ĝ Tχ por δ(g) = {χ(g)}χ∈Ĝ ∈
∏

χ∈Ĝ Tχ. Claramente, δ está bien definida y es un homomorfismo continuo.
Además, es inyectiva, por el lema anterior y el hecho que separa puntos.
Consideremos la aplicación ϕ : G→ Im δ dada por ϕ(g) = δ(g). Entonces ϕ es
un homomorfismo, continuo y suprayectivo de un compacto en un Hausdorff,
por lo que ϕ es un homeomorfismo. Aśı, ϕ es un isomorfismo topológico de
G en un subgrupo cerrado del

∏

χ∈Ĝ Tχ que es topológicamente isomorfo al
∏

i∈I Ti, lo cual implica que G es un subgrupo cerrado del
∏

i∈I Ti.

Corolario 4.3. Sea G un grupo abeliano compacto. Entonces toda vecindad
U de eG contiene un subgrupo cerrado H tal que G/H es topológicamente
isomorfo a Tn ×D, para algún grupo discreto y finito D y n ≥ 0.

Demostración. Por el Corolario 4.2, G es topológicamente isomorfo a un
subgrupo cerrado de

∏

=
∏

i∈I Ti, donde cada Ti es isomorfo a T. Por lo
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cual, si V es un abierto canónico de
∏

, entonces G ∩ V es un abierto de G.
Consideremos, para cada i ∈ I, al conjunto Gi = {x ∈ ∏

: x(β) = 1, i 6= β}.
Entonces Gi

∼= T. Además, Gi ∩ G ≤ T es cerrado. Entonces Gi ∩ G es T o
un grupo ćıclico finito. Ahora, consideremos, para cada i ∈ I, al conjunto

Hi =

{

Ti, si i ∈ A \ J
{1}, si i ∈ J

donde |J | < ℵ0. Entonces
∏

i∈I Hi es un subgrupo cerrado de
∏

i∈I Ti. Sea
H = (

∏

i∈I Hi) ∩G. Entonces H es un subgrupo cerrado de G tal que G/H
es topológicamente isomorfo a

∏

i∈I Ni, donde

Ni =

{

{1}, si i ∈ A \ J
Gi ∩G, si i ∈ J

Proposición 4.4. Sea G un grupo abeliano discreto. Si A es un subgrupo de
Ĝ que separa puntos de G, entonces A es denso en Ĝ.

Demostración. Sea M(K,U) un abierto subbásico de Ĝ. Veamos que
M(K,U) ∩ A 6= {eĜ}. Como G es discreto y K ⊂ G es compacto, en-
tonces K es finito. Sean H = 〈K〉, f : H →֒ G el homomorfismo inclusión
y f̂ : Ĝ → Ĥ la aplicación dada por f̂(χ) = χ ↾H . Entonces, por la Propo-
sición 3.11, f̂ es un homomorfismo continuo, suprayectivo y abierto. Como
A separa puntos de G, f̂(A) separa puntos de H y como H es un grupo
abeliano, discreto y finitamente generado, entonces H es reflexivo; además,
todo grupo cociente no trivial de H , H/B tiene un caracter no trivial. Por
lo tanto, la Proposición 3.15 implica que f̂(A) es denso en Ĥ . Aśı, en parti-
cular, f̂(M(K,U))∩ f̂(A) 6= ∅. Esto es, existe ϕ ∈ f̂(M(K,U)) y ϕ ∈ f̂(A).
Luego, existen χ1 ∈ A y χ2 ∈ M(K,U) tales que χ1 ↾H= χ2 ↾H . Ahora,
(χ1 ↾H)(K) = (χ2 ↾H)(K). Por lo que existe χ1 ∈ A tal que χ1 ↾H∈M(K,U).
Por lo tanto, A ∩M(K,U) 6= ∅.

El siguiente teorema garantiza la reflexividad de los grupos compactos.

Teorema 4.5. Todo grupo abeliano compacto es reflexivo.

Demostración. Como G es compacto, el Teorema 4.1 implica que G tiene
suficientes caracteres para separar puntos. Por lo tanto, la aplicación α es
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inyectiva. Además, por el Lema 3.3, α es un homomorfismo continuo. Cla-
ramente, α(G) separa puntos de Ĝ. En efecto, sean χ1, χ2 ∈ Ĝ tales que
χ1 6= χ2. Entonces existe g ∈ G tal que χ1(g) 6= χ2(g). Puesto que g ∈ G,
α(g) = ĝ ∈ α(G), aśı, existe ĝ ∈ α(G) tal que ĝ(χ1) = χ1(g) 6= χ2(g) = ĝ(χ2).
Ahora, como G es compacto, Ĝ es discreto y, por la proposición anterior,

α(G) ≤ ˆ̂
G es denso en

ˆ̂
G. Además, α(G) es cerrado en

ˆ̂
G, por ser subcon-

junto compacto de un Hausdorff, aśı, α(G) = α(G) =
ˆ̂
G. Por lo tanto, α

es suprayectiva. En resumen, α es una aplicación continua y biyectiva de un
compacto en un Hausdorff, por lo cual α es un homeomorfismo y, puesto que
α es un homomorfismo, concluimos que α es un isomorfismo topológico.

Corolario 4.6. Sea G un grupo abeliano y compacto. Si A es un subgrupo
de Ĝ que separa puntos de G, entonces A = Ĝ.

Demostración. Como G es compacto, por el Teorema 4.5, G es reflexivo;
además, todo grupo cociente no trivial de Ĝ tiene un caracter no trivial. En
efecto, sea Ĝ/B, donde B es un subgrupo cerrado de Ĝ, un grupo cociente
no trivial de Ĝ, entonces Ĝ/B 6= Ĝ y Ĝ/B 6= eĜ. Aśı, existe χ ∈ Ĝ/B con

χ 6= eĜ ∈ Ĝ/B, por el Corolario 3.9, existe un homomorfismo ϕ : Ĝ/B → T

tal que ϕ(χ) 6= ϕ(eĜ) = eT, lo cual implica que ϕ es no trivial; además, ϕ

es continuo, puesto que Ĝ/B es discreto. Por lo tanto, ϕ es un caracter no
trivial de Ĝ/B. Entonces, por la Proposición 3.15, como A es un subgrupo
de Ĝ que separa puntos de G, tenemos que A es denso en Ĝ; y, puesto que
A cerrado, por ser Ĝ discreto, tenemos que A = Ĝ.

Corolario 4.7. Sean G un grupo ALC con suficientes caracteres para separar
puntos yK un subgrupo compacto de G. Entonces todo caracter de K se puede
extender a un caracter de G.

Demostración. Sea A la colección de todos los caracteres de K que se pueden
extender a caracteres de G. Entonces A es un subgrupo de K̂. Ahora, como
G tiene suficientes caracteres para separar puntos, entonces A separa puntos
de K, pues si k1 y k2 son elementos de K ⊂ G tales que k1 6= k2, entonces
existe χ ∈ Ĝ tal que χ(k1) 6= χ(k2); si tomamos ϕ = χ ↾K , entonces ϕ ∈ A y
ϕ(k1) = χ(k1) 6= χ(k2) = ϕ(k2). Aplicando el Corolario 4.6 a K tenemos que
A = K̂.

Corolario 4.8. Sean B un grupo ALC con suficientes caracteres para separar
puntos, A un grupo compacto y f : A → B un homomorfismo continuo e
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inyectivo. Entonces la aplicación f̂ : B̂ → Â, definida en la Proposición 3.11,
es un homomorfismo cociente.

Demostración. Como A y B son grupos ALC y f : A → B es un homo-
morfismo continuo, la Proposición 3.11 implica que f̂ : B̂ → Â, dada por
[f̂(χ)](a) = (χ ◦ f)(a), para todo a ∈ A, es un homomorfismo continuo. Para
ver que f̂ es cociente basta demostrar que f̂ es abierta y suprayectiva. La
primera afirmación es evidente, puesto que Â es discreto. Para ver que f̂ es
suprayectiva debemos demostrar que f̂(B̂), subgrupo de Â, separa puntos de
A y aplicar el Corolario 4.6. En efecto, sean a1, a2 ∈ A con a1 6= a2. Entonces
f(a1) 6= f(a2), por la inyectividad de f , y como B tiene suficientes caracteres
para separar puntos, existe χ ∈ B̂ tal que χ(f(a1)) 6= χ(f(a2)). Aśı, existe
f̂(χ) ∈ f̂(B̂) tal que [f̂(χ)](a1) = χ(f(a1)) 6= χ(f(a2)) = [f̂(χ)](a2), con lo
cual tenemos que f̂(B̂) separa puntos de A, y , por el Corolario 4.6, tenemos
que f̂(B̂) = Â. En conclusión, puesto que f̂ es abierto y suprayectivo, f̂ es
cociente.

El siguiente teorema garantiza la reflexividad de los grupos discretos.

Teorema 4.9. Todo grupo abeliano discreto es reflexivo.

Demostración. Por el Lema 3.3, α es un homomorfismo continuo. Por otra

parte, α(G) es un subgrupo de
ˆ̂
G que separa puntos de G, pues si χ1, χ2 ∈ Ĝ

son tales que χ1 6= χ2 existe g ∈ G tal que χ1(g) 6= χ2(g); aśı, existe
ĝ = α(g) ∈ α(G) tal que ĝ(χ1) = χ1(g) 6= χ2(g) = ĝ(χ2). Además, como

Ĝ es compacto, el Corolario 4.6 implica que α(G) =
ˆ̂
G, por lo cual tenemos

la suprayectividad de α. Ahora, como G tiene suficientes caracteres para
separar puntos, pues si g1, g2 ∈ G son tales que g1 6= g2, entonces, por el
Corolario 3.9, existe un homomorfismo ϕ : G→ T tal que ϕ(g1) 6= ϕ(g2); pero
ϕ es continuo, puesto que G es discreto, lo que demuestra nuestra afirmación.
Aśı, el Lema 3.14 implica que α es inyectiva, por lo que α es un isomorfismo

y, además, bicontinuo, puesto que G y
ˆ̂
G son discretos. Por lo tanto, α es un

isomorfismo topológico.

Definición 4.10. Un grupo topológico G es monotético si tiene un subgrupo
ćıclico denso.

Ejemplo 4.11. T = S1 es monotético. En efecto, considere el conjunto
H = 〈e2πit〉, donde t ∈ (0, 1) es un irracional. Entonces H es un subgrupo
ćıclico infinito denso de T.
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Teorema 4.12. Sea G un grupo ALC monotético. Entonces G es compacto
o es topológicamente isomorfo a Z.

Demostración. Supongamos que G es discreto. Entonces G = Z o G es un
grupo ćıclico finito y, por lo tanto, compacto.

Supongamos que G no es discreto. Sea H = {xn : n ∈ Z} el subgrupo
ćıclico denso que G contiene por ser monotético, donde xn+xm = xn+m, para
todo n,m ∈ Z. Entonces H es infinito, pues de lo contrario seŕıa discreto y,
por lo tanto, cerrado en G; lo cual implica que H = G, es decir, G es discreto.
Sea V una vecindad simétrica de eG tal que V es compacta. Si g ∈ G, entonces
(V +g)∩H 6= ∅, puesto que H es denso; aśı, existe k ∈ Z tal que xk ∈ V +g,
lo cual implica que g − xk ∈ V , por lo que existe W , vecindad simétrica de
eG, tal que (g−xk)+W ⊂ V . Como G no es discreto, W contiene un número
infinito de los xn y, como W es simétrico, si xn ∈ W , entonces x−n ∈ W . Por
lo tanto, existe j < k tal que xj ∈ W . Haciendo i = k− j, tenemos que i > 0
y g − xi = g − xk−j = g − (xk − xj) = g − xk + xj ∈ (g − xk) +W ⊂ V .
De donde, g ∈ V + xi, para algún i ∈ Z

+; aśı, G ⊂
⋃

∞

i=1 V + xi. Ahora,
como V ⊂ G ⊂

⋃

∞

i=1 V + xi es compacto, existen x1, . . . , xN en W tales

que V ⊂
⋃N
i=1 V + xi. Para cada g ∈ G, sea n = n(g) el entero positivo

más pequeño tal que g ∈ V + xn; luego, g − xn ∈ V ⊂ ⋃N
i=1 xi + V ,

xn−g ∈ xi+V ⊂ xi+V , para algún i ∈ {1, . . . , N}. Luego, xn−xi−g ∈ V ,
para algún i ∈ {1, . . . , N}, esto es, xn−i − g ∈ V , para algún i ∈ {1, . . . , N},
de donde, g−xn−i ∈ V . Aśı, g ∈ xn−i+V , para algún i ∈ {1, . . . , N}. Ahora,
por la elección de n, tenemos que n − i ≤ 0, de donde, n ≤ i ≤ N ; por lo
que para cada g ∈ G, n ≤ N . Aśı, G =

⋃N
i=1 V + xi, lo cual implica que G es

compacto, pues cada V + xi es compacto.

Definición 4.13. Sea G un grupo ALC. Entonces G es compactamente
generado si tiene un subconjunto compacto V tal que G = 〈V 〉.

Lema 4.14. Sean A, B grupos ALC y H un subgrupo de A finitamente
generado (no necesariamente cerrado). Si f : A → B es un homomorfismo
continuo tal que ker f ⊂ H es topológicamente isomorfo a Zn, para algún
n ≥ 1, y f(H) contiene un subgrupo topológicamente isomorfo a Z, entonces
H contiene un subgrupo topológicamente isomorfo a Zn+1.

Ver en [8].

Proposición 4.15. Sean G un grupo ALC y V una vecindad simétrica y
compacta de eG. Si G = 〈V 〉, entonces G tiene un subgrupo cerrado A
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topológicamente isomorfo a Zn, para algún n ≥ 0, tal que G/A es compacto
y V ∩A = {eG}.

Demostración. Sea V una vecindad simétrica y compacta de eG tal que
G = 〈V 〉. Si hacemos V1 = V y Vn+1 = Vn + V , para cada n ≥ 1, entonces
G =

⋃

∞

n=1 Vn. Como V2 = V1 + V = V + V = 2V , entonces V2 es compacto y
V2 ⊂ V +V ⊂

⋃

g∈V g+V , existen g1, . . . , gm ∈ G tales que V2 ⊂
⋃m
i=1 gi+V .

Sea H = 〈{g1, . . . , gm}〉. Entonces Vi ⊂ V +H , para i = 1, 2.
Supongamos que Vn ⊂ V + H . Veamos que Vn+1 ⊂ V + H . En efecto,

Vn+1 = Vn+V ⊂ V +H+V = V +V +H = V2+H ⊂ V +H+H = V +H .
Aśı, por inducción, queda demostrado que Vn ⊂ V +H , para todo n ≥ 1, lo
cual implica que G ⊂ V + H , puesto que G =

⋃

∞

i=1 Vn ⊂ V + H , y, como
V + H ⊂ G, tenemos G = V + H . Sea Hi = 〈gi〉, para i ∈ {1, . . . , m}, y
consideremos su clausura H en G. Entonces H = H1 + · · ·+Hm.

Supongamos que cada H i es compacto. Entonces H es compacta, pues
H ⊂ H1+ · · ·+Hm es subconjunto cerrado de un compacto. Aśı, G = V +H
es compacto. En este caso, la proposición se verifica para n = 0, tomando a
A = {eG} que es isomorfo a Z0, y G/A = G, el cual es compacto.

Supongamos que existe i ∈ {1, . . . , m} tal que Hi no es compacto. En-
tonces, por el Teorema 4.12, Hi, que es un grupo monotético (por ser un
subgrupo ćıclico finito y denso en H i), es topológicamente isomorfo a Z, por
lo que H es discreto y, por lo tanto, H = H . Aśı, H = H1+ · · ·+Hm contiene
un subgrupo topológicamente isomorfo a Z.

En resumen, si G = V + H , donde H es finitamente generado,
y G no es compacto, entonces H = H1 + · · · + Hm contiene un
subgrupo topológicamente isomorfo a Z.(∗)

Como H es finitamente generado (y todo subgrupo de un grupo abeliano
con p generadores puede ser generado por n elementos, con n ≤ p), podemos
considerar n ≤ m como el natural más grande tal que A es topológicamen-
te isomorfo Zn, donde A es un subgrupo de H . Puesto que A es discreto
y V es compacto, A ∩ V es finito, por ser un subconjunto cerrado y dis-
creto de un compacto. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que
A ∩ V = {eG}, pues de no ser aśı, reemplazamos A por un conjunto A′

que también sea topológicamente isomorfo a Z tal que A′ ∩ V = {eG}. Por
ejemplo, si A =

〈

{a1, . . . , an}
〉

y r es tal que A ∩ V ⊂
{
∑n

i=1 kiai : ki ∈
[1− r, 1+ r], i ∈ {1, . . . , n}

}

, entonces A′ =
〈

{ra1, . . . , ran}
〉

. Sea ϕ : G→ K
el homomorfismo cociente, donde K = G/A. Luego, K = G/A = ϕ(G) =
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ϕ(V +H) = ϕ(V )+ϕ(H); de donde, se tiene que ϕ(H) no tiene un subgrupo
topológicamente isomorfo a Z, pues de ser aśı el Lema 4.14 implicaŕıa que H
contiene un subgrupo topológicamente isomorfo a Zn+1, lo cual contradice la
elección de n. Aplicando el contrarećıproco de ∗ a K, en lugar de aplicarlo a
G, tenemos que K es compacto, esto es, G/A es compacto, como se queŕıa
demostrar.

El siguiente resultado garantiza la inyectividad de la evaluación canónica
α para grupos ALC.

Teorema 4.16. Todo grupo ALC tiene suficientes caracteres para separar
puntos.

Demostración. Sea G cualquier grupo ALC y g 6= eG. Sea V una vecindad
abierta, simétrica de eG que contiene a g y tal que V es compacta. Entonces
V es una vecindad simétrica y compacta de eG que contiene a g. Si hacemos
W = V , entonces el subgrupo H = 〈W 〉 es abierto en G, pues para todo
h ∈ H , hV ⊂ H . Por Proposición 4.15, H tiene un subgrupo cerrado A tal
que H/A es compacto y H ∩A = {eG}. Consideremos la evaluación canónica
ϕ : H → H/A. Entonces ϕ(g) 6= eH/A, pues de lo contrario g ∈ kerϕ = A, lo
cual implica queH∩A 6= {eG}. Puesto queH/A es compacto, tiene suficientes
caracteres para separar puntos, aśı, existe un caracter ψ : H/A → T tal que
ψ(ϕ(g)) 6= eT. Por lo tanto, ψ◦ϕ es un caracter deH y, por la Proposición 3.8,
ψ ◦ ϕ se puede extender a un homomorfismo χ : G → T que además es
continuo, por la continuidad de ψ ◦ ϕ, y tal que χ(g) 6= eT, como se queŕıa
demostrar.

El siguiente corolario garantiza que todo grupo ALC contiene un subgrupo
abierto y compactamente generado.

Corolario 4.17. Todo grupo ALC tiene un subgrupo abierto y compacta-
mente generado.

Demostración. Sean G un grupo ALC yW una vecindad simétrica y compac-
ta de eG. Entonces H = 〈W 〉 es un subgrupo abierto de G y compactamente
generado. Por lo tanto, G tiene un subgrupo abierto y compactamente gene-
rado.

Lema 4.18. Si D es un subgrupo discreto de un grupo abeliano G, entonces
G y G/D son localmente isomorfos.

36



Demostración. Como D es discreto, existe una vecindad V de eG tal que
V ∩ D = {eG}. Si consideramos al homomorfismo canónico ϕ : G → G/D,
entonces ϕ(V ) es una vecindad de eG/D, por ser ϕ una aplicación abierta.
Por lo tanto, la aplicación ψ : V → ϕ(V ), dada por ψ(v) = ϕ(v) es un
homeomorfismo, como se queŕıa demostrar.

Teorema 4.19. Sea G un grupo topológico abeliano localmente isomorfo a
Rn, n ≥ 1. Entonces G es topológicamente isomorfo a Ra × Tb × D, donde
D es un grupo discreto y a + b = n.

Ver la demostración en [8].
A continuación, se demuestra el teorema de estructura para los grupos

ALC que son compactamente generados, el cual nos garantiza que éste tie-
ne un subconjunto compacto K tal que G/K es topológicamente isomorfo
al producto R

a × Z
b × T

c × F , que es un grupo reflexivo, por los Ejem-
plos 2.7, 2.8, 2.9 y los Teoremas 3.4 y 4.9, donde F es un grupo abeliano
discreto finito y a, b, c ∈ N.

Proposición 4.20. Si G es un grupo ALC compactamente generado, enton-
ces tiene un subgrupo compacto K tal que G/K es topológicamente isomorfo
a R

a×Z
b×T

c×F , donde F es un grupo abeliano discreto finito y a, b, c ∈ N.

Demostración. Como G es compactamente generado, sin pérdida de genera-
lidad, podemos afirmar que es algebraicamente generado por una vecindad
simétrica y compacta de eG. Por la Proposición 4.15, G tiene un subgrupo
cerrado D topológicamente isomorfo a Zn, para algún n ∈ N, tal que G/D es
compacto. Como D es topológicamente isomorfo a Zn, D es discreto y fini-
tamente generado. Sea N una vecindad simétrica y compacta de eG tal que
3N∩D = {eG}. Sea f : G→ G/D el homomorfismo cociente. Entonces f(N)
es una vecindad de eG/D y como G/D es compacto, el Corolario 4.3 implica
que existe un subgrupo cerrado B ⊂ f(N) tal que (G/D)/B es topológica-
mente isomorfo a Tn × E, donde E es un grupo discreto, finito y n ≥ 0. Si
hacemos K ′ = f−1(B), entonces G/K ′ es topológicamente isomorfo a Tn×E.
Sea K = K ′ ∩N . Como K ′ es cerrado y N es compacto, entonces K es com-
pacto, además, f(K) = f(f−1(B))∩ f(N) = B ∩ f(N) = B. Afirmamos que
K es un subgrupo de G, pues si x, y ∈ K, entonces x−y ∈ K ′, por lo que exis-
te z ∈ K tal que f(z) = f(x− y); lo cual implica que x− y− z ∈ ker f = D,
de donde, x− y− z = eG, puesto que 3N ∩D = {eG}. Luego, x− y = z ∈ K,
lo cual implica que K es un subgrupo de G. Además, K ′ = K +D, pues si
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k′ ∈ K ′ = f−1(B), existe k ∈ K tal que f(k′) = f(k), de donde, k′ − k ∈ D;
luego, k′ = k + (k′ − k) ∈ K + D, con lo cual tenemos que K ′ ⊂ K + D.
El rećıproco es claro, puesto que ker f = D. Por lo tanto, K ′ es topológica-
mente isomorfo a K ×D. Aśı, si π : G→ G/K es el homomorfismo cociente,
entonces π(D) es topológicamente isomorfo aD y (G/K)/π(D) es topológica-
mente isomorfo a G/K ′, quien es topológicamente isomorfo a Tn ×E. Como
π(D) y E son discretos, por el Lema 4.18, G/K es localmente isomorfo a
T
n y, en consecuencia, a R

n. Por el Teorema 4.19, G/K es topológicamente
isomorfo a Ra × Tc × S, donde S es un grupo discreto y a + c = n. Co-
mo G es compactamente generado, entonces G/K y, por consiguiente, S son
compactamente generados. Aśı, S es un grupo abeliano discreto finitamente
generado y, por lo tanto, topológicamente isomorfo a Zm × F , para algún
grupo discreto y finito F y m ≥ 0. En conclusión, G/K es topológicamente
isomorfo a Ra × Tc × Zm × F , donde a, b,m ∈ N y F es un grupo discreto y
finito.

38



Capı́tulo 5
Demostración del teorema de dualidad

de Pontryagin-van Kampen

Hemos demostrado que todo grupo ALC, G, tiene un subgrupo compacto,
K, tal que G/K es reflexivo. Además, K es reflexivo, por el Teorema 4.5.
Aunque no podemos concluir que G es topológicamente isomorfo a K×G/K,
introducimos la técnica de sucesiones exactas para demostrar su reflexividad.

Definición 5.1. Sean A, B y C grupos topológicos, y f1 : A→ B y f2 : B →
C, homomorfismos continuos. La sucesión

0 A B C 0- -
f1

-
f2

-

es exacta si

i. f1 es uno a uno,

ii. f2 es suprayectiva y

iii. ker f2 = f1(A).

Proposición 5.2. Sean G un grupo ALC y K un subgrupo compacto de G.
Si la sucesión

0 K G G/K 0- -
f1

-
f2

-

es exacta, donde f1 es un homeomorfismo de K sobre su imagen en G y f2
es un homomorfismo continuo y abierto, entonces la sucesión

0 ˆ(G/K) Ĝ K̂ 0- -
f̂2

-
f̂1

-
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es exacta, f̂1 y f̂2 son homomorfismos continuos y abiertos.

Demostración. Por la Proposición 3.11, f̂1 y f̂2 son homomorfismos conti-
nuos, f̂2 es uno a uno y f̂1 es suprayectiva. Veamos que ker(f̂1) = f̂2( ˆG/K).

i. ker(f̂1) ⊆ f̂2( ˆG/K): Sea χ ∈ ker(f1). Entonces χ ∈ Ĝ y f̂1(χ) = eK̂ ,
esto es, (χ ◦ f1)(k) = eT, para todo k ∈ K, lo cual implica, por la
Proposición A.3, que existe un homomorfismo ϕ : G/K → T tal que
ϕ◦f2 = χ y que, además, es continuo, por ser χ continua y f2 cociente.
Aśı, existe ϕ ∈ ˆG/K tal que χ = ϕ ◦ f2 = f̂2(ϕ), lo cual demuestra que

χ ∈ f̂2( ˆG/K).

ii. f̂2( ˆG/K) ⊆ ker(f̂1): Sea χ ∈ f̂2( ˆG/K). Entonces χ = f̂2(ϕ) = ϕ ◦ f2,
para algún ϕ ∈ ˆG/K. Queremos ver que f̂1(χ) = eK̂ . Sea k ∈ K.

Entonces [f̂1(χ)](k) = (χ◦f1)(k) = [(ϕ◦f2)◦f1](k) = ϕ[f2(f1(k))] = eT.
Aśı, χ ∈ ker(f̂1).

De i y ii, tenemos la igualdad deseada. Por lo tanto, la sucesión es exacta y
sólo falta ver que f̂1 y f̂2 son abiertos. En efecto, por el Teorema 4.16, G tiene
suficientes caracteres para separar puntos y como f1 es un homomorfismo
continuo e inyectivo del compacto K en G, el Corolario 4.8 nos permite
concluir que f̂1 es un homomorfismo cociente y, por lo tanto, abierto.

Para ver que f̂2 es abierto, consideremos al abierto subbásico, M(C,U) ⊂
ˆG/K, donde C ⊂ G/K es compacto y U ⊂ T es abierto. Como C es compacto

y f2 perfecta, existe S = f−1
2 (C) ⊂ G compacto tal que f2(S) = C. Vemos

que ϕ ◦ f2 ∈ M(S, U), donde ϕ es cualquier elemento de M(C,U); aśı,
M(S, U) es un abierto subbásico de Ĝ tal que f̂2(M(C,U)) = M(S, U) ∩
f̂2( ˆG/K), lo cual implica que f̂2(M(C,U)) es un abierto de f̂2( ˆG/K). Por lo

tanto, f̂2 es un homeomorfismo de ˆG/K sobre su imagen en Ĝ. Como K̂ es

discreto, ker(f̂1) = (f̂1)
−1({eK̂}) es abierto en Ĝ. Pero, f̂2( ˆG/K) = ker(f̂1),

aśı, f̂2( ˆG/K) es un abierto en Ĝ. Por lo tanto, f̂2(M(C,U)) = M(S, U) ∩
f̂2( ˆG/K) es un abierto de Ĝ, lo cual implica, por la proposición A.4, que f̂2
es una aplicación abierta.

Proposición 5.3. Sean G un grupo ALC y A un subgrupo abierto de G . Si
la sucesión

0 A G G/A 0- -
f1

-
f2

-
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es exacta, f1 y f2 son homomorfismos continuos y abiertos, entonces la
sucesión

0 ˆG/A Ĝ Â 0- -
f̂2

-
f̂1

-

es exacta, f̂2 es un homeomorfismo de ˆG/A sobre su imagen en Ĝ y f̂1 es un
homomorfismo continuo y abierto.

Demostración. Por Proposición 3.11, f̂1 y f̂2 son homomorfismos continuos,
además, f̂2 es uno a uno y f̂1 es suprayectiva. Veamos que ker(f̂1) = f̂2( ˆG/A).

Sea χ ∈ f̂2( ˆG/A). Entonces χ = f̂2(ϕ) = ϕ ◦ f2, para algún ϕ ∈ ˆG/A.
Ahora, si a ∈ A, entonces [f̂1(χ)](a) = (χ ◦ f1)(a) = [(ϕ ◦ f2) ◦ f1](a) =
ϕ[f2(f1(a))] = ϕ(eG/A) = eT. Aśı, para todo a ∈ A, [f̂1(χ)](a) = eT, lo cual

implica que f̂1(χ) = eÂ, esto es, χ ∈ ker f̂1. Por lo tanto, f̂2( ˆG/A) ⊆ ker f̂1.

Rećıprocamente, sea χ ∈ ker f̂1. Entonces f̂1(χ) = eÂ, lo cual implica que

[f̂1(χ)](a) = eT, para todo a ∈ A. Aśı, por la Proposición A.3, existe un
homomorfismo ψ : G/A → T tal que ψ ◦ f2 = χ. Además, ψ es continuo,

puesto que f2 es cociente y χ es continuo. Por lo tanto, existe ψ ∈ ˆG/A tal que

χ = ψ◦f2 = f̂2(ψ), lo cual implica que χ ∈ f̂2( ˆG/A). Aśı, ker(f̂1) ⊆ f̂2( ˆG/A),
con lo que queda probada la igualdad. Con esto queda demostrado que la
sucesión es exacta.

Por otra parte, como A es abierto en G, la Proposición A.1 implica que
G/A es discreto y, por lo tanto, ˆG/A es compacto. Por ser f̂2 inyectiva, f̂2 es

una biyección de ˆG/A sobre su imagen en Ĝ y, puesto que ˆG/A es compacto,

f̂2 es un homeomorfismo de ˆG/A sobre su imagen en Ĝ.
Para finalizar, veamos que f̂1 es una aplicación abierta. En efecto, sean

Va una vecindad de eT, donde a <
1
4
, y K un subconjunto compacto de G

tal que K ⊂ A. Entonces M(K, Va) es un abierto en Ĝ y f̂1
(

M(K, Va)
)

=

M
(

f−1
1 (K), Va

)

es un abierto en Â, puesto que f−1
1 (K) es un compacto, por

el Teorema 1.1. Además, la restricción de f̂1 a M(K, Va) es una aplicación
abierta y suprayectiva de M(K, Va) en f̂1

(

M(K, Va)
)

. Por lo tanto, por la

Proposición A.4, f̂1 es una aplicación abierta.

Proposición 5.4. Sean A,B,C,D,E y F grupos abelianos y f1, f2, f3,
f4, f5, f6 y f7 homomorfismos continuos, como se indica en el siguiente dia-
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grama

0 A B C 0

0 D E F 0

- -
f1

?

f5

-
f2

?

f6

--

?

f7

- -

f3

-

f4

-

Cada una de las sucesiones horizontales es exacta y el diagrama respectivo
es conmutativo. Si f5 y f7 son isomorfismos algebraicos, entonces f6 también
es un isomorfismo algebraico.

Demostración. Veamos que f6 es biyectiva.

i. f6 es inyectiva: Sea b ∈ ker f6. Entonces f6(b) = eE , además, f7(f2(b)) =
(f7 ◦ f2)(b) = (f4 ◦ f6)(b) = f4(f6(b)) = f4(eE) = eF , lo cual implica
que f2(b) ∈ ker f7 = {eC}, por la inyectividad de f7. Aśı, f2(b) = eC ,
por lo que b ∈ ker f2 = f1(A), esto es, b = f1(a), para algún a ∈ A.
Como a ∈ A, f5(a) ∈ D, luego f3(f5(a)) = (f3 ◦ f5)(a) = (f6 ◦ f1)(a) =
f6(f1)(a) = f6(b) = eE ; pero f3 ◦ f5 es inyectiva, aśı, a = eA. Por lo
tanto, b = eB, lo cual implica que ker f6 = {eB}.

ii. f6 es suprayectiva: Sea k ∈ E. Veamos que existe b′ ∈ B tal que f6(b
′) =

k. Como k ∈ E, f4(k) ∈ F y, por la suprayectividad de f7, existe c ∈ C
tal que f7(c) = f4(k). Puesto que c ∈ C y f2 es suprayectiva, existe
b ∈ B tal que f2(b) = c; aśı, f4(k) = f7(c) = f7(f2(b)) = f4(f6(b)),
entonces k − f6(b) ∈ ker f4 = f3(D). Luego, existe d ∈ D tal que
f3(d) = k− f6(b) y, puesto que f5 es suprayectiva, existe a ∈ A tal que
f5(a) = d. Por lo tanto, k − f6(b) = f3(d) = f3(f5(a)) = f6(f1(a)), de
donde, k = f6(b + f1(a)). En conclusión, existe b′ = b + f1(a) ∈ B tal
que k = f6(b

′).

De i y ii, concluimos la biyectividad de f6 y, por lo tanto, su isomorf́ıa
algebraica.

El siguiente resultado nos garantiza que los grupos ALC compactamente
generados son reflexivos.

Teorema 5.5. Todo grupo ALC compactamente generado es reflexivo.

Demostración. Sea G un grupo ALC compactamente generado. Veamos que

la evaluación canónica α : G → ˆ̂
G es un isomorfismo topológico. En efecto,
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por la Proposición 4.20, G tiene un subgrupo compacto K tal que G/K es
topológicamente isomorfo a Ra×Zb×Tc×F , que es reflexivo, donde a, b, c ∈ N

y F es un grupo abeliano, discreto y finito. Ahora, consideremos la sucesión
exacta

0 K G G/K 0- -
f1

-
f2

-

donde f1 es el homomorfismo inclusión y f2 es el homomorfismo cociente.
Entonces f1 es un homeomorfismo deK sobre su imagen enG y f2 es continua
y abierta, luego, por la Proposición 5.2, la sucesión

0 ˆG/K Ĝ K̂ 0- -
f̂2

-
f̂1

-

es exacta, además, f̂1 y f̂2 son homomorfismos continuos y abiertos; lo cual
implica, por la Proposición 5.3, que la sucesión

0 ˆ̂
K

ˆ̂
G

ˆ̂
G/K 0- -

ˆ̂
f1

-

ˆ̂
f2

-

es exacta, donde
ˆ̂
f1 es un homeomorfismo de

ˆ̂
K sobre su imagen en

ˆ̂
G y

ˆ̂
f2

es un homomorfismo abierto y continuo.
Por otra parte, es fácil ver que el diagrama

0 K G G/K 0

0 ˆ̂
K

ˆ̂
G

ˆ̂
G/K 0

- -
f1

?

αK

-
f2

?

α

--

?

αG/K

- -

ˆ̂
f1

-

ˆ̂
f1

-

ˆ̂
f2

-

es conmutativo, donde αK y αG/K son las evaluaciones canónicas de K en
ˆ̂
K y de G/K en

ˆ̂
G/K, respectivamente. En efecto, si k ∈ K, (α ◦ f1)(k) =

α(f1(k)) = ˆf1(k) ∈ ˆ̂
G y se define por ˆf1(k)(χ) = (χ◦f1)(k), para todo χ ∈ ˆ̂

G.

Por otra parte, (
ˆ̂
f1 ◦ αK)(k) = ˆ̂

f1(αK(k)) =
ˆ̂
f1(k̂) ∈ ˆ̂

G, donde k̂ ∈ ˆ̂
K y

ˆ̂
f1(k̂)

se define como en la Proposición 3.11, esto es,
ˆ̂
f1(k̂) = k̂ ◦ f̂1. Aśı, ˆ̂

f1(k̂) ∈ ˆ̂
G

es dado por
ˆ̂
f1(k̂)(χ) = (k̂ ◦ f̂1)(χ) = k̂

(

f̂1(χ)
)

= k̂(χ◦ f1) = (χ◦ f1)(k), para
todo χ ∈ Ĝ. Por lo tanto, (α ◦ f1)(k) = (

ˆ̂
f1 ◦ αK)(k), para todo k ∈ K, lo
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cual implica que α◦f1 = ˆ̂
f1 ◦αK . En un procedimiento análogo se demuestra

que αG/K ◦ f2 = ˆ̂
f2 ◦ α.

Puesto que K y G/K son reflexivos, esto es, αK y αG/K son isomorfismos
topológicos, entonces la Proposición 5.4 implica que α es un isomorfismo
algebraico.

Ahora, como α es una aplicación continua y suprayectiva definida de
un grupo compactamente generado, G, a un grupo Hausdorff localmente

compacto,
ˆ̂
G, entonces el Teorema de la Aplicación Abierta implica que α es

una aplicación abierta y, por lo tanto, es un isomorfismo topológico.

Teorema 5.6 (Dualidad de Pontryagin-Van Kampen). Todo grupo abeliano
localmente compacto es reflexivo.

Demostración. Sea G un grupo abeliano localmente compacto. Entonces, por
el Corolario 4.17, G tiene un subgrupo A que es compactamente generado y
abierto. Ahora, consideremos la sucesión exacta

0 A G G/A 0- -
i

-
π

-

donde i es el homomorfismo inclusión y π es el homomorfismo cociente.
Entonces la Proposición 5.3 implica que la sucesión

0 ˆG/A Ĝ Â 0- -
π̂

-
î

-

es exacta, î es un homomorfismo abierto y continuo, además, π̂ es un homeo-
morfismo de ˆG/A sobre su imagen en Ĝ. Y, por la Proposición 5.2, tenemos
que la sucesión

0 ˆ̂
A

ˆ̂
G

ˆ̂
G/A 0- -

ˆ̂i
-

ˆ̂π
-

es exacta; también se tiene que los homomorfismos ˆ̂i y ˆ̂π son abiertos y
continuos. Por otra parte, es fácil ver que el diagrama

0 A G G/A 0

0 ˆ̂
A

ˆ̂
G

ˆ̂
G/A 0

- -
i

?

αA

-
π

?

α

--

?

αG/A

- -

ˆ̂i

-

ˆ̂i

-

ˆ̂π

-
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es conmutativo.
Como A es un grupo ALC compactamente generado y G/A es un gru-

po discreto, entonces αA y αG/A son isomorfismos topológicos; aśı, por la
Proposición 5.4, α es un isomorfismo algebraico. Además, α es una aplica-
ción abierta, puesto que A ⊂ G es un abierto tal que α(A) = α

(

i(A)
)

=

(α ◦ i)(A) = (̂̂i ◦ αA)(A) = ˆ̂i
(

αA(A)
)

es abierto y la restricción de α a A es
una aplicación abierta y suprayectiva de A en su imagen α(A). Por lo tanto,
la Proposición A.4 implica que α es un isomorfismo topológico.
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Capı́tulo 6
Conclusiones y futuras investigaciones

La teoŕıa de dualidad es una herramienta que nos permite estudiar la
estructura de los grupos topológicos abelianos, en particular, la estructura
de los grupos abelianos localmente compactos.

En el desarrollo de esta teoŕıa estudiamos resultados muy significativos.
Por ejemplo, si G es un grupo ALC, entonces:

i. G es discreto si, y sólo si, Ĝ es compacto;

ii. G es compacto si, y sólo si, Ĝ es discreto.

También se demostró que la reflexividad es una propiedad que se hereda
bajo productos finitos y que los grupos compactos, discretos y compactamen-
te generados son reflexivos.

En este trabajo estudiamos la teoŕıa clásica de dualidad, poniendo parti-
cular atención al Teorema de Dualidad de Pontryagin-van Kampen porque es
éste quien nos permite establecer los duales de espacios de sucesiones sobre
grupos abelianos localmente compactos, que nos ayudarán a determinar los
duales de los grupos de códigos, uno de los principales objetos de estudio en
nuestro futuro trabajo doctoral.
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Apéndice A
Cocientes de Grupos Topológicos

En lo que sigue, introducimos algunos resultados elementales de los co-
cientes de grupos topológicos. Todas la demostraciones se omiten. En cambio,
el lector encontrará la referencia donde se demuestran los resultados mencio-
nados. Todos los resultados se encuentran en [1].

Proposición A.1. Sean G un grupo topológico y H un subgrupo cerrado de
G. Entonces G/H con la topoloǵıa cociente es discreto si, y sólo si, H es
abierto en G.

Teorema A.2. Sea G un grupo topológico U una base abierta de eG. Enton-
ces:

i. para cada U ∈ U existe V ∈ U tal que V 2 ⊂ U ;

ii. para cada U ∈ U existe V ∈ U tal que V −1 ⊂ U ;

iii. para cada U ∈ U y x ∈ U existe V ∈ U tal que V x ⊂ U ;

iv. para cada U ∈ U y x ∈ G existe V ∈ U tal que xV x−1 ⊂ U ;

v. para cada par U, V ∈ U existe W ∈ U tal que W ⊂ U ∩ V ;

vi. {eG} =
⋂

U

Rećıprocamente, si G es un grupo y U es una familia de subconjuntos abiertos
de G que satisfacen las condiciones i-vi, entonces la familia BU = {Ua : a ∈
G,U ∈ U} es una base para una topoloǵıa T1, τU, sobre G. Con esta topoloǵıa,
G es un grupo topológico y la familia {aU : a ∈ G,U ∈ U} es una base para
la misma topoloǵıa sobre G.
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Proposición A.3. Sean ϕ : G→ H y ψ : G→ K homomorfismos continuos
de grupos topológicos G, H y K tales que ψ(G) = K y kerψ ⊂ kerϕ. Si el
homomorfismo ψ es abierto, existe un homomorfismo continuo f : K → H
tal que ϕ = f ◦ ψ.

A continuación presentamos un resultado que nos proporciona condiciones
suficientes para que un homomorfismo continuo de grupos topológicos sea
abierto.

Proposición A.4. Sean G y H grupos topológicos con elemento identidad
eG y eH , respectivamente, y p : G → H un homomorfismo continuo y supra-
yectivo tal que, para algún U ⊂ G no vaćıo, el conjunto p(U) es abierto en
H y la restricción de p a U es una aplicación abierta y suprayectiva de U
sobre p(U). Entonces el homomorfismo p es abierto.
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Apéndice B
Compacidad y sus Generalizaciones en

Grupos Topológicos

Este caṕıtulo introduce al lector a la Teoŕıa de Dualidad de Pontryagin-
van Kampen con el principal propósito de establecer los resultados necesarios
para la demostración del Teorema 4.1, quien establece que la familia de los
homomorfismos continuos de un grupo abeliano compacto en el grupo del
ćıculo, T, separa puntos del grupo.

B.1. Existencia de caracteres continuos no

triviales sobre grupos abelianos compac-

tos

El resultado principal de esta sección es el Teorema B.8. Este implica que
los homomorfismos continuos de un grupo abeliano compacto, G, sobre el
grupo del ćırculo, T, separan puntos de G. Este resultado se conoce como
el Teorema de Peter, Weyl, van Kampen. Para ello usaremos la noción de
integral de Haar. Recordemos que la integral de Haar es un funcional lineal
φ : C(G) → R, φ(f) =

∫

f(x)dx, donde C(G) es el conjunto de funciones
continuas de G en C con la topoloǵıa compacto abierta, que satisface:

i. Para cada α ∈ R,
∫

αf(x)dx = α
∫

f(x)dx;

ii.
∫

[f(x) + g(x)]dx =
∫

f(x)dx+
∫

g(x)dx;

49



iii. si f(x) ≥ 0, para todo x ∈ G, entonces
∫

f(x)dx ≥ 0;

iv. si f(x) = 1, para todo x ∈ G, entonces
∫

f(x)dx = 1;

v.
∫

f(x)dx =
∫

f(xa)dx, para todo a ∈ G.

Teorema B.1 (Von Neumann). Si G es un grupo topológico compacto,
entonces existe una única integral de Haar que, además, satisface:

i.
∫

f(x)dx =
∫

f(ax)dx, para todo a ∈ G;

ii.
∫

f(x−1)dx =
∫

f(x)dx;

iii. si f(x) ≥ 0, para todo x ∈ G, y f(y) > 0, para algún y ∈ G, entonces
∫

f(x)dx > 0.

Definición B.2. Sea φ una función de valores complejos definida sobre G.
Decimos que está definida positivamente si

n
∑

i,j=1

λiλjφ(gig
−1
j )

es un número real no negativo, para todo n ≥ 1, cualquier sistema de números
complejos y cualesquiera elementos g1, . . . , gn ∈ G.

Proposición B.3. Sean f y g funciones definidas positivamente sobre G y
µ un número real no negativo. Entonces:

a) f + g es una función definida positivamente;

b) µf es también una función definida positivamente.

Teorema B.4. Para cualquier función f de valores reales sobre un grupo abe-
liano compacto G, la función φf definida por la regla φf(x) =

∫

f(xy)f(y)dy,
para cada x ∈ G, es definida positivamente.

Proposición B.5. Sea f cualquier función definida positivamente sobre
G. Entonces, para cada transformación T (a, s, θ), la función T (a, s, θ)f es
definida positivamente y, para cada transformación adjunta T ∗ = T ∗(a, s, θ),
la función T ∗f es también definida positivamente.
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Proposición B.6. Para todo s ∈ G con s 6= eG, existe una función continua
φ de valores reales definida positiva sobre G con φ(eG) = 1 y una función
de k0 sobre G continua, simétrica y de valores reales no negativos tal que la
función f sobre G definida por

f(x) =

∫

k(xy)φ(y−1)dy

satisface la condición f(s) 6= f(eG).

Teorema B.7. Sean φ una función continua definida positiva sobre G tal
que φ(eG) = 1 y k0 una función continua, simétrica y no negativa, de valores
reales sobre G. Entonces la función f sobre G definida por la fórmula f(x) =
∫

k(xy)φ(y−1)dy está en la p-clausura de la envolvente de Ĝ.

El siguiente teorema es el resultado principal de esta sección

Teorema B.8 (F. Peter and H. Weyl). Para todo grupo abeliano compacto
G y todo a ∈ G, con a 6= eG, existe χ ∈ Ĝ tal que χ(a) 6= eT.

Demostración. Por la Proposición B.6, existen una función continua φ sobre
G, de valores reales y definida positiva tal que φ(e) = 1 y una función continua
k0 sobreG, de valores reales, simétrica y no negativa tal que la función f sobre
G definida por f(x) =

∫

k(xy)φ(y−1)dy satisface la condición f(a) 6= f(e).
Por el Teorema B.7, la función f está en la clausura de la envolvente

del conjunto de todos los caracteres de G, con la topoloǵıa de la convergen-
cia puntual. Puesto que f(a) 6= f(e) tenemos que al menos uno de estos
caracteres debe tomar valores distintos en a y en e.
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