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Introduccion

Uno de los logros fundamentales en el estudio de los grupos topoldgicos
abelianos es la teoria de dualidad de Pontryagin-van Kampen que introduce la
estructura de grupo topoldgico localmente compacto en el grupo formado por
los caracteres y permite identificar todo grupo abeliano localmente compacto

G con el grupo G de los caracteres de su grupo de caracteres G. Este
resultado ha sido extendido a varias clases de grupos topolégicos abelianos y
ha encontrado aplicacién en otras areas de las matematicas, como la Teoria
de Numeros y el Andlisis Arménico.

Muy recientemente, se han encontrado nuevas e interesantes aplicaciones
a la teoria de cédigos. Este trabajo se enmarca dentro del contexto general
de los grupos topolégicos y, mas especificamente, de los grupos topolégicos
abelianos.

Nuestra motivacién es la importancia de la teoria de dualidad en el estudio
de los codigos y sistemas lineales.

Un grupo topoldgico GG es un grupo dotado de una topologia que hace
continua tanto a la operacion del grupo como a la funciéon que a cada ele-
mento del grupo le asigna su inverso. Ahora, si G es un grupo topoldgico
abeliano, su dual, el cual denotaremos por G, es el conjunto de los homo-
morfismos continuos de G en T = S', que también son llamados caracteres,
con la topologia de la convergencia uniforme en compactos, también llamada
topologia compacto-abierta. La funcién evaluacion F: G x T — T, dada por
E(x,z) = x(z), nos permite definir un homomorfismo E(—,z) = ¢: G — T
mediante ¢, (x) = x(z), para toda x € G. Esto es, por cada = € G, tenemos

un ¢, € G. Més ann, es facil ver que la funcién dada por a(r) = ¢, es un

homomorfismo entre Gy G. Decimos que un grupo topoldgico G es reflexivo
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si & es un isomorfismo topoldgico.

La meta en nuestro trabajo es demostrar el Teorema de Dualidad de
Pontryagin-van Kampen, para grupos localmente compactos, que establece
que todo grupo abeliano localmente compacto es reflexivo; pues a partir
de él podemos definir los duales de espacios de sucesiones sobre grupos
abelianos localmente compactos, que nos permirtiran determinar los duales
de los grupos de cédigos, uno de los principales objetos de estudio en nuestro
futuro trabajo doctoral.

El Teorema de Dualidad de Pontryagin-van Kampen para grupos local-
mente compactos es la base de la teoria de dualidad para grupos topolégicos
abelianos. Desde el siglo pasado, la dualidad de Pontryagin ha demostrado
ser una poderosa herramienta para el analisis de la estructura y propiedades
de los grupos abelianos localmente compactos, grupos ALC. Estos grupos se
encuentran en las raices del Analisis de Fourier, a través de la medida de
Haar y el Teorema de Bochner.

La dualidad de Pontryagin en los grupos ALC actia como un espejo
que refleja las propiedades de un grupo en su grupo dual (que también es
localmente compacto), y viceversa. Por ejemplo, para un grupo abeliano G,
se tiene que si G es discreto, su dual es compacto; si G es compacto, su dual
es discreto o si G es compacto, entonces G es metrizable si, y sélo, si su dual
es numerable. Esto motiva al estudio de las clases mas grandes de los grupos
que también cumplen la dualidad de Pontryagin, los grupos reflexivos.



Resumen historico

Los fundamentos de la teoria de grupos abelianos localmente compactos y
de su dualidad fueron sentados por Lev Pontryagin en 1934. Su tratamiento
se basd en grupos que eran segundo-numerables y compactos o discretos. Esto
fue mejorado, para cubrir a los grupos abelianos localmente compactos, en
general, por E.R. van Kampen en 1935y André Weil en 1953. En 1932 Haar
introduce una medida sobre grupos, posteriormente llamada la medida de
Haar, que permite definir sobre grupos localmente compactos una integral
analoga a la de Lebesgue. Esta medida fue utilizada por Von Neumann y
por Pontryagin en 1934, y por A. Weil en 1940 para construir una teoria
abstracta de andlisis arménico conmutativo.

En el ambito de los grupos abelianos las representaciones unitarias irre-
ducibles son exactamente los caracteres. La idea de Pontryagin fue dar es-
tructura de grupo al conjunto de tales caracteres y observar que dado un
grupo G discreto y numerable, o bien, compacto y separable, cada elemento
de G determina un caracter sobre G, estableciéndose una correspondencia

entre G y G. La teorfa de la dualidad se origina al demostrar Pontryagin que
esta correspondencia es un isomorfismo topoldgico.

Van Kampen (1935) extendid la dualidad de Pontryagin a la clase de
los grupos abelianos localmente compactos, utilizando una nueva topologia
sobre G, la topologia compacto-abierta, que coincidia con la definida por
Pontryagin para el dual de un grupo compacto y separable o para el dual
de un grupo discreto y numerable. Esta teoria de dualidad es el punto de
encuentro entre el Andlisis Arménico y la topologia de Bohr.

La dualidad de Pontryagin-van Kampen ha sido extendida, posteriormen-
te a clases més generales de grupos topolégicos, abelianos y no abelianos; el
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caso no abeliano tiene caracteristicas especificas debido, principalmente, a
que el dual de un grupo no commutativo ya no es un grupo y es necesario
utilizar estructuras menos conocidas para su estudio. La primera extensién
se debe a Kaplan que entre 1948 y 1950 prueba que la clase de los grupos
Pontryagin-reflexivos es cerrada para productos arbitrarios y sumas directas;
ademads, propone el problema de la caracterizacion de los grupos topologi-
cos abelianos que satisfacen la dualidad de Pontryagin, es decir, que son
Pontryagin-reflexivos.

Posteriormente, se han dedicado muchos trabajos a resolver esta cues-
tién, pueden citarse, como ejemplo, las contribuciones de Banaszczyk, Ven-
katamaran y Kye. En estos dos tltimos ejemplos lo que se caracteriza es la
Pontryagin-semireflexividad de los grupos considerados.
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0.1. Objetivos

0.1.1. General

Estudiar la teoria clasica de dualidad para desarrollar, posteriormente,
un trabajo de investigacién en Teoria de Cédigos y Sistemas Lineales.

0.1.2. Especificos

Presentar un estudio de la teoria de dualidad poniendo particular atencién
al teorema de Pontryagin-van Kampen sobre dualidad de grupos abelianos
localmente compactos.



Capitulo

Preliminares

En este apartado se establecen algunas definiciones y notaciones basicas,
necesarias para la comprension de este proyecto.

Todas la demostraciones se omiten. En cambio, el lector encontrara la
referencia donde se demuestran los resultados mencionados. Todos los resul-
tados se encuentran en M, [II] y [§]. En lo sucesivo G denotara un grupo
topologico abeliano Hausdorff y e el elemento G.

Escribiremos T para referirnos al subgrupo multiplicativo S! € C. En oca-
siones, recurriremos a T como el cociente R/Z bajo el isomorfismo candnico
exponencial de R/Z en S'.

Definimos G como el conjunto de los homomorfismos continuos de G en
T. Se puede verificar que G es un grupo abeliano si para cada yi,x2 €
G definimos (x1 + x2)(9) = x1(9)x2(g), para todo g € G. Y por eso G
denotara al grupo dual de G, también llamado grupo de caracteres de G.

Denotamos con C'(X,Y) al conjunto de funciones continuas de X en Y,
donde X y Y son espacios topoldgicos. La aplicacién F: C(X,Y) x X - Y
dada por E(f,z) = f(z) se llama funcion evaluacion de C'(X,Y).

Dados G 'y H grupos topolégicos y f: G — H un homomorfismo. Enton-
ces [ es un isomorfismo topoldgico si es biyectivo y bicontinuo. Decimos que
Gy H son localmente isomorfos si existen U, vecindad de e, V', vecindad de
eg v f: U — V,un homeomorfismo, tales que si z, y y zy son elementos de
U, entonces f(zy) = f(x)f(y). Por ejemplo, R y T son localmente isomorfos.

Recordemos que una aplicacién continua f: X — Y es perfecta si X
es un espacio Hausdorff, f es cerrada y todas sus fibras son subconjuntos
compactos de X. En particular, si f es inyectiva, entonces es perfecta si, y



sOlo si, es una aplicacién cerrada.

Teorema 1.1. 5i f: X — Y es una aplicacion perfecta, entonces para todo
subespacio Z C'Y compacto, la imagen inversa f~1(Z) es compacto.

Teorema 1.2 (de la Aplicacién Abierta). Sean G un grupo localmente com-
pacto que es o-compacto y f cualquier homomorfismo continuo y suprayecti-
vo de G en un grupo Hausdorff localmente compacto, H. Entonces [ es una
aplicacion abierta.

Teorema 1.3 (de Wallace). Si A; es un subespacio compacto de un espa-
cio topologico X, para s € S, entoces para todo subconjunto abierto W del
producto cartesiano HSES X, que contiene al conjunto HSES A, existen con-
juntos abiertos U, C X, tales que Us # X, solo para un numero finito de
s€S YJlegAs CllesUsCW.

1.1. Espacios uniformes

Introducimos algunas notaciones y teoremas convenientes para el desa-
rrollo de este proyecto. Sean X un conjunto y X x X = X? el produc-
to de X consigo mismo. Si V' C X2, entonces V™! denota al conjunto
{(y,2) : (z,y) € V} € X2 Si U y V son subconjuntos de X2 enton-
ces UV denota al conjunto de todos los pares (z,z) tales que para algin
ye X, (x,y) €Uy (y,2) € V. Haciendo V = U definimos U?. El conjunto
{(z,z) : x € X} es llamado la diagonal.

Definicién 1.4. Una uniformidad sobre un conjunto X es una familia no
vacia U de subconjuntos de X x X tal que

i. Cada miembro de U contiene la diagonal.

ii. Si U € U, entoces U™ € U.
iii. Si U € U, entoces existe V € U tal que V2 C U.
w. SiUeUy Vel entonces UNV € U.

v. SiU €Uy UCV C X2 entonces V € U.

El par (X, U) se llama espacio uniforme.



En lo sucesivo escribiremos X en lugar de (X, U) para referirnos al espacio
uniforme X.

Definicién 1.5. Sea X un conjunto. Si V' C X x X contiene a la diagonal
del producto cartesiano de X x X y V =V~ entonces V se llama entorno
de la diagonal.

La familia de todos los entornos de la diagonal del producto cartesiano
de X x X se denotara por Dx. Si xg € X y V € Dx. Entonces el conjunto
B(zo, V) ={z € X : (x9,x) € V} es la bola con centro xo y radio V.

Ejemplo 1.6. Si R es el conjunto de los niimeros reales, entonces la unifor-
midad usual para R es la familia
U={UCRxR:{(z,y): @FreR)(|z—y|<r)} CU}.

Toda uniformidad U sobre un conjunto X induce una topologia 7 sobre X.
En consecuencia, todo espacio uniforme, (X, U), define un espacio topoldgico,
(X, 7). Més exactamente, tenemos

Teorema 1.7. Para toda uniformidad U sobre un conjunto X la familia
T = {G C X : para todo x € G existe V € U tal que B(z,V) C G} es una
topologia sobre el conjunto X y el espacio topoldgico (X, T) es Tj.

La topologia 7 es la topologia inducida por la uniformidad U. En lo
sucesivo, denotaremos con F'¥ ala coleccién de todas las funciones f: E — F.

Definiciéon 1.8. Sean F y F' espacios topoldgicos, M cualquier coleccién de

subconjuntos M y V una base de conjuntos abiertos en F. Sea P(M,V) =

{f € FE: f(M) C V}. Entonces la familia { P(M,V)}yemvev €s una sub-

base para una topologia en F¥. Se puede verificar con facilidad que si F' es

un espacio Hausdorff y M una cubierta de E, esta topologia es Hausdorff.
Dos casos importantes de esta topologia se dan cuando:

i. M es la coleccion de todos los subconjuntos finitos de E, y en este
caso, la topologia se le llama p-topologia o topologia de la convergencia
puntual.

1. M es la coleccion de todos los subconjuntos compactos de E, y, en este
caso, la topologia se le llama kq-topologia, topologia compacto-abierta o
topologia de la convergencia uniforme en compactos.



Se pueden considerar otras topologias tomando a M como la coleccién
de los subconjuntos acotados de E y, en este caso, la topologia se llama
topologia acotado-abierta. Ademas, si F es un grupo topoldgico y M es la
coleccion de los subgrupos precompactos de E, la topologia se llama topologia
precompacto-abierta. En este trabajo nos centraremos en 4 y .

Como todo conjunto finito es compacto, la kg-topologia es mas fina que la
p-topologia. Por lo que un subconjunto de F'¥ que es ky-compacto, también
es p-compacto. Nosotros estamos interesados en el conjunto C(E, F) C F¥
de las funciones continuas de E en F' y deseamos hallar condiciones que
garanticen la ky-compacidad para subconjuntos de él.

Definicién 1.9. Sean E y F espacios topolégicos y G C FF. Decimos
que una topologia en G es conjuntamente continua si la funcién evaluacién
E: G x E — F es continua.

Teorema 1.10. Sean E y F espacios topoldgicos y G C C(E, F). Entonces
G es ko-compacto si

i. G es ko-cerrado en C(E, F),
ii. la clausura del conjunto {g(x) : g € G} es compacta para cada x € G y
i. la p-topologia en Cl,(G) en F¥ es conjuntamente continua.

Definicién 1.11. Sean E un espacio topoldgico y (F,U) un espacio uniforme.
Un subconjunto G de C(E, F') es equicontinuo en el punto x € E si para cada
U € U existe una vecindad V de z tal que (g(y), g(:L')) € U, paratodoy € V
y g € G. La familia G es equicontinua si es equicontinua en cada x € F.

Teorema 1.12. Sea G C C(E,F) una familia equicontinua en v € E.
Entonces la p-clausura de G, G, en F¥ también es equicontinua en x.

Demostracion. Sean U € Uy x € E . Entonces existe W € U tal que
W3 C U. Ademds, por la equicontinuidad de F, existe V vecindad de x
tal que (f(:c’),f(x)) € W, para todo f € Fya' € E. Sean g € Cl,(F)
y ' € E. Veamos que (g(:c’),g(x)) € U. Consideremos el conjunto O =
M ({z}, B(g(z),W)) N M ({«'}, B(g(z'), W)), entonces O es un abierto en la
p-topologia que contiene a g, lo cual implica que ONF # ¢. Sea h € ONTF.
Entonces (g(z'), h(z')), (h(z), h(z)) y (h(z), g(z)) son elementos de W, por
lo que (g(z'),g(z)) e W* C U. O



Teorema 1.13. Sea G una subfamilia equicontinua de C(E, F). Entonces la
p-topologia de G es conjuntamente continua.

Combinando los dos teoremas anteriores obtenemos el siguiente.

Teorema 1.14 (de Ascoli). Sean E un espacio topoldgico y F un espacio
uniforme. Si G C C(E, F), entonces G es kg-compacto si

i. G es ko-cerrado en C(E,F),

ii. la ko-clausura del conjunto {g(z) : g € G} es ko-compacta para cada
rely

1i. G es equicontinua.

Observacién 1.15. Si E es un espacio Hausdorff localmente compacto y
F un espacio Hausdorff uniforme, es facil verificar el reciproco del teorema
anterior.

1.1.1. Espacios de funciones

Sea f: Z x X — Y una funcién. Definimos la funcién A(f): Z — V¥

mediante la féormula

[AS)(2)](@) = [z, 2).
Es claro que A establece una biyeccion entre las funciones de Z x X en Y y
las funciones de Z en Y. Llamamos a A la funcién exponencial.

Decimos que una topologia sobre C'(X,Y) es propia si para todo espacio
Zytoda f € C(ZxX,Y),lafunciéon A(f) es elemento de C(Z, C(X, Y)), es
decir, A(C’(Z x X, Y)) C C'(Z, (X, Y)) Es claro que si 7 y 7/ son topologias
sobre C'(X,Y’) tales que 7 es propia y 7 C 7, entonces 7’ es propia.

De manera similar, decimos que una topologia sobre C'(X,Y") es admisible
si para todo espacio Z y toda g € C(Z,C’(X, Y)), la funciéon A~1(g) es
elemento de C(Z x X,Y), es decir, A"} (C(Z,C(X,Y))) CC(Zx X,Y). En
este caso, tenemos que si 7 y 7’ son topologias sobre C'(X,Y) tales que T es
admisible y 7 C 7/, entonces 7" es admisible.

Teorema 1.16. Una topologia T sobre C(X,Y) es admisible si, y sdlo si, la
funcion evaluacion, E: C(X,Y) x X — Y, definida por E(f,z) = f(x), es

continua.



Demostracion. Observe que para Z = C(X,Y) con la topologia 7y g =
ide(x,y) tenemos A (g) = E: C(X,Y)xX — Y. Por lo tanto, si la topologfa
sobre C'(X,Y) es admisible, entonces g = idc(x,y) la funciéon A~*(g) = E es
continua.

Ahora, suponga que la evaluacién E: C(X,Y) x X — Y es continua con
la topologia 7 y sea Z un espacio topolégicoy g € C(Z, (X, Y)) La funcion
A7Y(g) es continua porque A~!(g) = F o (g X idy). O

Teorema 1.17. Si T y 7' son topologias sobre C(X,Y) tales que T es propia
y 7' es admisible, entonces T C 7.

Demostracion. Denote con Cy(X,Y) al espacio de funciones continuas de
X en Y con la topologia O. Del Teorema ( [LI6), tenemos que la evalua-
ciéon E: C(X,Y) x X — Y es continua. Como 7 es propia, tenemos que
A(E): Ch(X,Y) = Cr(X,Y) es continua. Pero A(E) es la identidad. Por lo
tanto, 7 C 7. O

Observe que la topologia de la convergencia punto por punto es propia.
En efecto, sea f € C(Z x X,Y). La funcién A(f): Z — Y es continua si,
y s6lo si, pg, o A(f) es continua para cada zy € X, donde p,,: Y — Y es
la proyeccién sobre la coordenada . Como p,, o A(f)(z) = f(z,x¢) para
toda z € Z, tenemos la continuidad de A(f). Mas aun, si restringimos la
funcién exponencial a funciones continuas, entonces cuando consideramos
una topologia propia sobre C'(X,Y) la funcién exponencial es una funcién de
C(ZxX,Y)en C(Z,C(X,Y)), estoes, A: C(Zx X,Y) = C(Z,C(X,Y)).
Si consideramos la topologia de la convergencia punto por punto en todos los
espacios de funciones considerados, entonces A es una inmersién topoldgica.
En efecto, para (29,79) € Z x X y V abierto en Y, A(M({zo,xo},V)) =
M({z0, }, M ({z0},V)).

Teorema 1.18. Para cada par de espacios topologicos, X y 'Y, la topologia
compacto abierta en C(X,Y") es propia.

Demostracion. Sea Z un espacio topolégico y f una funcién en C'(X,Y).
Tome un conjunto abierto basico M (K,U) C C'(X,Y), donde K es compacto
en X y U es abierto en Y. Observe que
AH]TTHM(K,U)) ={z € Z:[A(f)](z) € U, para toda = € K}
={z€Z: f(z,x) € U, para toda x € K}
={zeZ: f{z} xK)eU}
={zeZ: {z}xKe fY(U)}



Por el teorema de Wallace, para cada z € Z, existe un abierto W tal que
W x K C f~YU). Esto es, el conjunto {z € Z : {z} x K € f~YU)} es
abierto y, por lo tanto, A(f) es continua. Es decir, Cy(X,Y) es propia. [

Teorema 1.19. St X es localmente compacto, entonces para cada espacio
topoldgico, Y, la topologia compacto abierta en C(X,Y) es admisible.

Demostracién. Probaremos que la funcién evaluaciéon, E: C(X,Y)x X — Y,
es continua. Sea (f,z) € C(X,Y) x X y V un abierto en Y que contiene a
E(f,z) = f(x). Como f es continua y X es localmente compacto, existe una
vecindad compacta K de x tal que f(K) C V. Observe que M(K,V) x K
es una vecindad de (f,z) tal que E(M(K,V) x V) C V. Por lo tanto,
E es continua y, por el Teorema (LI0), la topologia compacto-abierta es
admisible. O

1.1.2. Pseudoequicontinuidad

Decimos que una familia de funciones F de X en Y es pseudo-equicontinua
si para toda z € X, toda y € Y y toda vecindad V' de y, existe una vecindad
U de z y una vecindad W de y tal que la condiciones f € Fy f(x) € W
implican f(U) C V, esto es, E[(FNM{z},W)) x U] CV, donde F es la
funcién evaluacion. De esta definiciéon, vemos que todo elemento f en F es una
funcién continua. También de la definicién tenemos el siguiente resultado.

Teorema 1.20. Si una familia de funciones § C C(X,Y) es pseudo-
equicontinua, entonces la funcion evaluacion, Elgxx es continua respecto
a la topologia de la convergencia punto por punto en JF.

Como la topologia compacto-abierta es propia, entonces la aplicacién
id [y = A(Ef5): F — Ck(X,Y) es continua. Esto es, F recibe de C,(X,Y)
y de Ck,(X,Y) la misma topologia.

Teorema 1.21. Sean Y un espacio reqular y F C YX_ una familia de fun-
ciones pseudo-equicontinuas. Entonces la cerradura, F en Y es pseudo-

equicontinua. En particular, F es cerrado en C(X,Y") si, y sélo si, es cerrado
X
en Y.

Demostracion. Sean z9 € X, yo € X y V una vecindad de yo en Y. Sea
V' una abierto en Y tal que yo € V/ C V/ C V. Como F es pseudo-
equicontinua, existe una vecindad U de zy y una vecindad W de y, tal que



E[(?ﬂM({xo}, W)) X U} C V'.Sea f € T y suponga que f € M({xo}, W)
Si existiera x € U tal que f(z) ¢ V, entonces f es elemento del abierto
M({z}, X \V/). Por lo tanto, existe g € FNM ({zo}, W) N M ({z}, X \ V).
Esto contradice la eleccién de U. Por lo tanto, E[(FNM ({zo}, W))xU] C V.
Esto es, F es pseudo-equicontinua. ]

Teorema 1.22. Sean Y un espacio reqular y X un espacio topoldgico. Si
una familia de funciones § C C,(X,Y) es compacta en Cp(X,Y) y Elgxx
es continua, entonces F es pseudo-equicontinua.

Demostracion. Sean x € X, y € Y y V una vecindad de y. Como Y es
regular, podemos tomar una vecindad W de y tal que W C V. Es claro
que Fo = F N M({z},W) es compacta. Como E(Fy x {z}) C V, tenemos
que Fy x {2} C (Elgxx) (V). Ahora, existe una vecindad U de z tal que
E(FyNU) C V. Esto es, F es pseudo-equicontinua. a

Definicién 1.23. Un espacio topoldgico X es llamado un k-espacio si es un
espacio Hausdorff y es la imagen de un espacio localmente compacto bajo
una aplicacién cociente.

Teorema 1.24. Sean X wun k-espacio y F un subconjunto compacto de
Cro (X, Y). Entonces Elgxx es continua.

Demostracion. Como F x X es un k-espacio, es suficiente verificar que para
todo subconjunto compacto H de X, la restriccion Fy = E|g«y es continua.
Como la topologia compacto abierta es admisible para espacios localmente
compactos, entonces la evaluacién correspondiente Ey: Cy, (H,Y)x H =Y
es continua. Por lo tanto, Ey = Ey [y, xH, donde Fly ={fln: f € F}, es
continua. O

A continuacion, la versién del Teorema de Ascoli sin equicontinuidad

Teorema 1.25 (de Ascoli). Sean X un k-espacio y Y un espacio de Tycho-
noff. Un subconjunto F del espacio Cy,(X,Y) es compacto si, y sélo si, F
es una familia pseudo-equicontinua de funciones, F es cerrado y el conjunto
{f(z): f e TF} CY tiene cerradura compacta, para toda v € X.



Capitulo

Dualidad

La teoria de Pontryagin-van Kampen establece que todo grupo abeliano
localmente compacto G es el grupo dual de su grupo dual, donde el grupo
dualde G, G, es el grupo de todos los homomorfismos continuos de G al grupo
del circulo T con la topologia compacto abierta. Cualquier grupo abeliano
compacto puede caracterizarse mediante propiedades puramente algebraicas
de su grupo dual discreto. Por ejemplo, para cualquier grupo abeliano G
tenemos que:

i. G es discreto si G es compacto,
1. G es compacto si G es discreto,
113. G es conexo si, y solo si, G es libre de torsion,

w. si G es un grupo compacto Hausdorff, entonces G es metrizable si, y
sOlo si, G es numerable.

Definicién 2.1. Si G es un grupo topolégico abeliano, entonces un homomor-
fismo continuo x: G — T es un caracter. La coleccion de todos los caracteres
se llama grupo dual de G o grupo de caracteres de G y lo denotamos por G.

Observacion 2.2. Se puede verificar que G es un grupo abeliano si para
cada par de elementos x1, x2 € G definimos (x1 + x2)(9) = x1(9)x2(g) para
cada g € G.

Para estudiar ejemplos de los duales de grupos clasicos como son el grupo
de los ntumeros enteros, el grupo del circulo y los reales, estableceremos
previamente algunos resultados.
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Consideremos a T = R/Z.

Proposicién 2.3. St G es un subgrupo cerrado de T, entonces G =T o G
es un grupo ciclico finito.

Demostracion. Sea G un subgrupo cerrado de T con G # {0} y consideremos
al homomorfismo canénico ¢: R — R/Z. Entonces ¢~ (G) es un subgrupo
cerrado de R (pues ¢ es un homomorfismo continuo) y, por lo tanto, o~ *(G) =
R 0 ¢ !(G) es un grupo ciclico discreto (Ver este resultado en el capitulo 2
de []).

Si ¢1(G) = R, entonces G = p(R) = R/Z, por la suprayectividad de .

Si ¢ 1(G) = (a), para algin a € R, entonces G = (p(a)), para algin
p(a) € T. Se puede ver, facilmente, que G = (p(«)) es discreto, con lo que
completamos la demostracion. O

Proposicién 2.4. Sean ¢: T — T y x: T — T homomorfismos continuos
y suprayectivos tales que ker ¢ = kery. Entonces existe un automorfismo
continuo a: T — T tal que avop = x .

Demostracion. Para cada x € T, definimos a(x) = x(m) siempre que = =
©(m) para algin m € T. Claramente, a define una funcién. En efecto, si
x1,22 € T son tales que a(z1) # a(xs), entonces existen mq,my € T tales
que 1 = @(mq) y T = @(ma). Asi, x(m1) = a(z1) # a(xz) = x(ms), lo cual
implica que (m; — ms) ¢ ker y = ker ¢, esto es, p(m; —ms) # 0. Por lo que
r1 = p(my) # p(my) = T

Ademads, « es inyectiva pues si 21,29 € T son tales que a(z1) = a(xs),
entonces existen my,mg € T tales que 1 = p(my) y 3 = p(ms), luego
x(my1) = a(x1) = a(zz) = x(ms2). De donde, (m; —ms) € ker x = ker ¢, esto
es, p(my —msy) = 0. Por lo tanto, 1 = ¢(mq) = p(ms) = .

Por otra parte, a es suprayectiva, pues si y € T, existen m,b € T tales
que y = x(m) y b =@(m). Asi, a(b) = x(m) = y para algin b € T.

Asimismo, « es un homomorfismo, pues si x1, 9 € T, existen mq, mqo € T
tales que 21 = p(m1) y 22 = ¢(m2). Luego, a(x1) = x(m1) y a(z2) = x(m2);
ademds, x1 + x5 = @(my + my). Por lo cual, a(x; + 22) = x(mq + ma) =
x(m1) + x(me2) = a(z1) + a(z2).

En conclusion, a : T — T es un automorfismo. Ademas, o o ¢ = x, pues
siz € T existe m € T tal que m = ¢(x); asi, a(m) = x(x). Por lo que,
(aop)(z) =ale(x) = a(m) = x().

Finalmente, o es continua, puesto que « o ¢ = ) es continua y ¢ es
cociente. O
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Denotaremos con on a la clase [;ﬂ + Z] .

k k
Proposicién 2.5. Si ¢ es un automorfismo de T, entonces g0<%> = 5n ©
k k
gp<%> = ~on para todo k < 2" yn € N.

., k k k k
Demostracion. Probaremos el caso g0<%> = o pues el caso <p<2—n) = "o
es anélogo.

Procederemos por induccion sobre n.
1 1 1 1
Paran=1,k=1y g0<§> =3 En efecto, p(1) =1, asi 1 = g0<§+§> =

1
2 (—)
2 k k
Supongamos que SD(?) = 57 Para todo k < 2"y y r < n. Veamos que

k k 1 1
g0<%> = on- Para ello, primero mostremos que @(2—n> = o En efecto,

1 1 1
por hipdtesis de induccion, tenemos que <p< 2n_1) = D Asl, — =

1 9 1 f 1 1
- on :2 (_>7 d d d ’ (_) T 9. on1 on
S0(2”—1> S0(271) P\on ek N ¥\gn) T oot T o

Ahora bien, sabemos que si on es un elemento de orden o entonces

k =2m+ 1, para algin m € Z.

ast o) = #(50) +(5) = elgimn) + o5 = 5 + 3
S J— — _ —_— = —) = —_— =
Ly on ¥ omn ¥ on g 2n—1 g omn 2n—1 on
2m+1  k

—. ]
2n 2n
Lema 2.6. Si ¢ : T — T es un isomorfismo topoldgico, entonces ¢ = 1t o
@ = —1']1‘.
Demostracion. Sea ¢ : T — T un isomorfismo topolégico y consideremos
k
D = {Q—n k< 2" n € N}. Sabemos que D es denso en T, y, por la
Proposicion 2.5 tenemos que para todo x € D, p(z) = = o ¢p(x) = —=x.
Por lo tanto, ¢ = 1t 0 p = —17. O

En el siguiente ejemplo demostraremos que el dual de T es Z.
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Ejemplo 2.7. Consideremos el grupo T. Entonces todo caracter x de T pue-
de expresarse de la forma y(z) = mz, donde m es un entero que caracteriza
al homomorfismo x y, por lo tanto, T es algebraicamente isomorfo a Z.

Solucion. Sea y un caracter de T y denotemos con K al ntcleo de y. Entonces
K es un subgrupo cerrado de T, lo cual implica que K =T o K es un grupo
ciclico finito.

Si K = T, entonces para todo z € T, x(z) = 0, asi x: T — T se define
trivialmente por x(x) = 0-z para todo z € T. Y, en este caso, el isomorfismo
n entre Z y T estd definido por n(m) = xo(m), para todo m € Z, donde
Xo(z) = 0z, para todo x € T.

Si K es un grupo ciclico finito de T, entonces x(T) = T pues si x(T) = {0},
entonces K = T lo cual contradice el hecho que K es un grupo ciclico finito
de T.

Ahora, consideremos la aplicacién x,.: T — T, dada por x,(z) = rz, para
cada r € Z. Veamos que X, es un homomorfismo continuo y suprayectivo.

En efecto

i. X es un homomorfismo: Sean x1,z5 € T. Entonces x,(z; + x3) =
r(x1 4+ z2) = rxy + rre = X (1) + X (T2).

1. X, es continua en T: Por tratarse de un espacio homogéneo, basta ver
que Y, es continua en cero. Sea U una vecindad del cero. Queremos
hallar una vecindad V' del cero tal que x,(V) C U. Como U es una

vecindad del cero, sin pérdida de generalidad, podemos considerar U =
— €
(—e,e),paral < e < i. Entonces existe V' = (—, —) tal que x,. (V) C
r'r
—& €
U. En efecto, si x € V, entonces — < = < —, ademads, x,(r) = rz; asi,
T
—e < rx < g, lo cual implica que x,(x) =rx € (—,e) =U.

En resumen, para todo z € V, x,.(x) € U. Por lo tanto, x,.(V) C U.

i11. X, es suprayectiva: Sea y € T. Entonces y = a + Z, para algin a € R,
luego, existe z = 17 € Ttal que x,(x) =rx = T(E—FZ) =a+Z =y.
r r

1 -1
Finalmente, ker x, = ker y. Sabemos que ker x, = {0, — ey ! }, ademas,
r r
1
ker x = {0,a,2a,...,(r—1)a}, para algin a € T. Si hacemos a = —, tenemos
T

que ker x, = ker x.
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En conclusién, y, y x son homomorfismos continuos y suprayectivos tales
que ker y,. = ker y, entonces, por la Proposicién 2.4], existe un automorfismo
continuo « de T tal que a0 x, = x; v, por el Lema 2.6 tenemos que a = 1p
o a = —1g. De aqui, x(z) = (@ o x,)(x) = a(x,(x) = a(rz).

En consecuencia, x(z) = rz o x(x) = —rx para cada z € T.

Por lo tanto, cada caracter y de T es de la forma x = x,,, para algiun
m € Z, donde x,,(x) = mx, para todo x € T. Ademas, X+ Xn = Xmin, PUES
si z € T, entonces (Xm + Xn) (@) = Xm(x) + xn(x) = mz +nz = (m+n)zr =
Xomtn (). A

Asi, existe un isomorfismo n: Z — T, dado por n(m) = x,,, para cada
m € Z.

Por lo tanto, Z es algebraicamente isomorfo a T. O

Ejemplo 2.8. El dual de Z es el grupo del circulo.

Ejemplo 2.9. El dual de R es él mismo: En efecto, considere el isomorfismo
¢: R — R definido por ¢(d) = x4, donde x4 es el caracter de R dado por
xa(r) = €™ para cada r € R.

Proposicién 2.10. Sean K C G un compacto y U C T un abierto. Si
X € M(K,U), entonces existe una ko-vecindad de e, W, tal que x + W C
M(K,U).

Demostracién. Sean k € Ky V.4) una vecindad de er, que depende de ko,
para un € > 0 dado, tales que x(k)Va. C U. Elijamos Uy, vecindad de ko,
de tal forma que U sea compacta y x(Uy) C x(k)Vz.. Entonces {Uj}rex
es una cubierta abierta de K, por lo que existen kq,...,k, € K tales que
K C Ui, Uy,. Ademas, N, M(Uy,, Ve(k;)) es una ko-vecindad de ey tal
que x € X + Niey M (U, Va(ki)) v x + iy M (Uk,, Va(ki)) € M(K,U). En
efecto, sean ¢ = x +1, para algin ¢ € (;_; M(Uy,, Vz(k;)) y g € K. Veamos
que ¢(g) € U. Como g € K, entonces g € Uy,, para algin i € {1,2,...,n}.
Ast, ¥(g) € Ve(ki), para algtn i € {1,2,...,n}; luego ¢(g) = (x +¥)(9) =
X(9)(g9) € x(g)Va(ki) € x(Uk,)Ve(ki) C x(ki)Ve(ki)Va(ki) C x(ki)Vae (ki) C
U. Asi, p(g) € U, para todo g € K, lo cual implica que ¢ € M(K,U), como
se queria demostrar. O

La siguiente proposicion nos permite dar estructura de grupo topoldgico
al dual de un grupo topoldgico.

Proposicion 2.11. Sea G un grupo topolégico abeliano. Entonces G dotado
con la ko-topologia es un grupo topologico abeliano de Hausdorff.

14



Demostracion. Sea GG un grupo topoldgico abeliano. Veamos que G dotado
con la kg-topologia es un grupo topolédgico abeliano de Hausdorff.

Primero, veamos que (G, 4) es un grupo, donde (x1+x2)(g9) = x1(9)x2(9),
para todo g € Gy x1, x2 € G.

En efecto, si x1 y x2 son elementos de G, entonces (x1+x2)(g1 + g2) =
X1(g1+ g2)x2(g1 + g2) v, por ser x1 ¥ X2 homomorfismos, tenemos que (x; +
x2)(g1 +" g2) = [x1(91)x1(92)][x2(91)x2(92)] = [x1(g1)x2(91)][X1(g2)x2(92)] =
[(x1 + x2)(91)][(x1 + x2)(g2)]. Por lo tanto, x1 + x2 es un homomorfismo;
ademas, es continuo porque X1 y X2 lo son.

El elemento neutro es el homomorfismo ex: G — T definido por ea(g) =
1, paratodog € Gy X € G; el inverso es el homomorfismo —X € G, definido
por (—x)(g9) = [x(g)]~", para todo g € G. Claramente, (G,+) es abeliano,
pues T es abeliano.

Ahora, consideremos la familia M = {M(K,U,) : K C G,U. € U},
donde K es compacto, U. = {2™ € T : 0 € (—¢,¢)}, M(K,U.) ={x € G :
X(K) QU yU={U.:e>0}.

Veamos que M satisface las siguientes propiedades:

i. Para todo M(K,U.) € Mexiste M(K',U.) € M tal que 2M (K',U./) C
M(K,U).
En efecto, sea M(K,U.) € M. Entonces M(K,Us) € M es tal que
2M(K,Us) € M(K,U.), pues si x € 2M(K,Us), entonces existen
X1, X2 € M(K,Ug) tales que x = x1 + x2. Es claro que, para todo k €
K, x(k) = (x1 + x2)(k) = xa(k)x2(k) € Ue, puesto que xi(k), xa(k) €
U:. Por lo tanto, x(K) C U, lo cual implica que x € M (K, Uc) y, como
X no es fijo, tenemos que 2M (K, Us) € M(K, Uy).

ii. Paratodo M (K,U.) € Mexiste M(K',U.) € M tal que —M (K',U.) C
M(K,U.).
En efecto, si M(K,U.) € M, entonces —M (K,U.) C M(K,U.), pues
six € —M(K,U.), existe x1 € M(K,U.) tal que xy = —x1; luego, para
todo k € K, x(k) = (—x1)(k) = —[x1(k)] € U.. Asi, x(K) C U., lo cual
implica que x € M(K,U) y como x no es fijo, tenemos la contencién
deseada.

iii. Consideremos, ahora, a T como el subgrupo cociente R/Z (Ver prelimi-
nares) y veamos que para todo M(K,U.) € M,y x € M(K, U.), existe
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7.

i,

M(K',Us) € M tal que M(K',U) + x € M(K,U,). Recordemos que
en este caso U, = (—¢,¢).

En efecto, sean M(K,U.) € My x € M(K,U.). Entonces, por la
compacidad de K y la continuidad del homomorfismo y, x(K) C
(—e,e) es un compacto y, por lo tanto, x(K) C U, para algin
m = max{| sup x(K) |,| inf x(K) |}. Hagamos § = ¢ — m. Enton-
ces M(K,Us) € M es tal que M(K,Us;) + x € M(K,U.), pues si
x1 € M(K,Us) + x, existe x' € M(K,Us) tal que x1 = x' + x-
Asi, para todo k € K, xi(k) € Us y x(k) € Up, lo cual im-
plica que xi1(k) = (X + x)(k) = X'(k)x(k) € U.. Por lo tanto,
x1(K) C Ue, de donde, x; € M(K,U.) y como X' no es fijo, tenemos
que M(K,Us)+x € M(K,U,).

Para todo M(K,U.) € My x € G, existe M(K',U.) € M tal que
X+ M(K',U.) — x C M(K,U.).

En efecto, si M(K,U.) € My x € G, entonces x + M(K,U.) — x C
M(K,U.) puessi ' € x+ M(K,U.)—y, existe xy; € M(K,U.) tal que
Y =X+ x1— X, ¥, puesto que ( es abeliano, tenemos que Y’ = y1 €
M(K,U.). Puesto que x’ no es fijo, concluimos que y+ M (K,U.)—x C
M(K,U).

Para todo M(K',U.) y M(K",U.) en M, existe M(K,U;) € M tal
que M(K,U.) C (M(K',Us) N M(K",U.n)).

En efecto, si M(K',U.) y M(K",U.») son elementos de M, entonces
M(K'UK", U OU.r) © M(K',U) A M(K", U ); pues si y € M(K'U
K" UsNUa), x(K'UK") C (Us NU»), lo cual implica que x(K') C
X(K'UK") C(UsNU) CUy x(K") Cx(K'UK") C (UsNU) C
Uen. Por lo tanto, x € M(K',Us) N M(K”,U.») y, puesto que x no es
fijo, tenemos la contencion.

{ea} = MM. En efecto, supongamos que existe x € (M tal que
X # eg. Entonces x(g) # 1y para algin g € G, luego x(g) = €™,
donde € # 0. Sin pérdida de generalidad, supongamos que 6 > 0.
Entonces M({eg,g}, U@) eEMyx ¢ M({eg,g},Ug), pues de no ser
ast, x(g) = €™ € Uy lo cual es un absurdo. Por lo tanto, x ¢ (M
que es una contradiccién. En conclusién, x = eg, con lo que tenemos

la afirmacion.
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Puesto que G es un grupo y la familia M de subconjuntos de G satisface
las condiciones i-vi, concluimos que la familia By = {M(K,U.) + x: x €
G, M(K,U.) € M} es una base para una topologia Tj, Ty sobre G: pero,
por 210, tenemos que ésta también es una base para la ko-topologia, por lo
tanto, @, con esta topologia, es un grupo topoldgico T} y, en consecuencia,
de Hausdorff; ademds, la familia {X + M(K,U.): x € G, M(K,U.) € M} es
una base para dicha topologia en G. O

Teorema 2.12. 51 G es un grupo abeliano localmente compacto (ALC),
entonces G dotado con la ko-topologia es un grupo ALC.

Demostracion. Claramente G siempre es abeliano y, por el teorema anterior,
tenemos que (G, ) es un grupo abeliano. Sélo debemos ver que es localmente
compacto. Para ésto es suficiente probar la compacidad local en e4. En efecto,
. 1
2mix

1
sean U cualquier vecindad compacta de eq y V% = {e - < < Z}

subcojunto de T. Entonces Vi es una vecindad de la identidad de T, er
(tomando a T como el grupo multiplicativo Sh.
Sea Ny = M(U, V1) = {x € G: (Vg € U)(x(g) € V1)}. Entonces N1 es

una vecindad de e, (tomando a G como un grupo multiplicativo). Veamos
que C’lk(N%), esto es, la kg-clausura de Ni’ es compacta.

i. Es claro que C’lk(N%) es ko-cerrado en G.

ii. El conjunto {x(g) € T: x € Ni} es compacto para todo g € G, por ser
un subconjunto cerrado de T, quien es compacto.

iii. Cly(N1) es equicontinua en eg: Afirmamos que Ni es equicontinua
4 4

eg. En efecto, sean ¢ > O dado y V. = {t € T : t = ¥ —¢ <
x < ¢} una vecindad de eyp. Queremos ver que existe U; vecindad de
ec tal que para todo x € Ny y todo k € U, x(k) € V.. Es decir,
N 1 C M (U, V.). Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que

e < E y sea n € N tal que 1 < ne. Ademads, sea U; una vecindad
de e¢ tal que Uy C U. Entonces, N» = M(U, Vi) € M(U!, V1) =
M(Ul,Vﬁ) C M(Uy, V:). Por lo tanto, N1 es equicontinua en e, lo
cual implica, por el Teorema [[.12, que Cl,(N 1

y como C’lk(N%) C C’lp(N%), entonces Cli(N
y, por lo tanto, es equicontinua en G.

) es equicontinua en eg,

1) es equicontinua en eg
4
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Asi, de 4,7 y i1, concluimos, por el Teorema de Ascoli, que Clk(N%) es

compacta, lo que demuestra la compacidad local deAGAY en su identidad, hecho
que implica, por la homogeneidad de (G, 7x), que G es localmente compacto
con la kg-topologia. O

Como consecuencia de la demostracion del teorema anterios tenemos el
siguiente resultado

Corolario 2.13. Sean G un grupo ALC, K una vecindad compacta de eq y
= {e*™ . —a < 0 < a}, para algin nimero real positivo a < ;. Entonces

M(K, V,) es una vecindad compacta de eg.

Lema 2.14. Si K C G es compacto, entonces M((K U {eG})no,Vg =
M(K,V4L> para ngy € N fijo.
nQ

Demostracion. Sean G un grupo ALC, K un subconjunto compacto de Gy
ng € N ﬁJO
i M(K,V%>QM<(KU{60}) ) SeanxéM(KV >yk:€
7LO

(K U {eG})nO. Entonces k = ky - ky - ...+ ky,, donde ky, ko, ... k,, €
(KU {eG}). Luego, x(k) = x(k1) - ... 'X(k‘ ,), donde x(k;) = 27r2€ ,con

1 1
_ < b; < — ., parai € {1 2,. no} ASl X(]{;) 27r2(91+02+ +9n0)
477,0 4n, g

donde _R <O +0+...+0,, < — 4n , lo cual implica que (k) € V1
0

para todo k € (K U{eg})™. Por lo que, y((K U{ec})™) C V1, con lo

cual se tiene que y € M((K U{ec})"™, %).

ii. M((KUfea)™,V2) € MK, Vo ): Sean x € M((KUfecH)™, V;)

y k € K. Entonces k,k%,..., k™ ¢ (K U {eG})no, lo cual implica que
X(B), [x(B)%, ... [x (k)™ € Vi. Como x(k) € Vi, entonces x(k) =

) 1 1
270 donde —= < 0 < =.
e*™”, donde —7 1

Teorema 2.15. Sea G un grupo topoldgico.

i. 51 G es compacto, entonces G es discreto;
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.

Si G es discreto, entonces G es compacto.

Demostracion. Sea G un grupo topoldgico.

1.

ii.

Supongamos que G es compacto. Es suficiente mostrar que {es} es un
ko-abierto. En efecto, consideremos la vecindad de er, Vi’ Entonces

M(G, Vi) = {es}. En efecto, sean x € M(G, Vi) y g € G. Enton-
ces para todo k € N, x(G*) C Vi; por lo que y € M(Gk,VQ =
M(G, Vi)’ luego x(g) € Vi’ para todo k& € N, lo cual implica que
x(g) = er. Asi, {es} es un ky-abierto.

Supongamos que G es discreto. Entonces {eg} es abierto y, por el
Corolario 2.13] M({eG},Vi) es compacto. Pero M({eg},VQ =G,

pues todo y € G satisface x(eq) = er € Vi. Por lo tanto, G es
compacto.

O
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Capitulo

Introduccion al teorema de dualidad
de Pontryagin-van Kampen

Uno de los logros fundamentales en el estudio de los grupos topoldgicos
abelianos es la teoria de dualidad de Pontryagin-van Kampen que introduce la
estructura de grupo topolédgico localmente compacto en el grupo formado por
los caracteres y permite identificar todo grupo abeliano localmente compacto

G con el grupo G de los caracteres de su grupo de caracteres G. Este
resultado ha sido extendido a varias clases de grupos topoldgicos abelianos y
ha encontrado aplicacién en otras areas de las mateméticas, como la Teoria
de Numeros y el Analisis Arménico.

El Teorema de Dualidad de Pontryagin-van Kampen para grupos local-
mente compactos es la base de la teoria de dualidad para grupos topolégicos
abelianos. Desde el siglo pasado, la dualidad de Pontryagin ha demostrado
ser una poderosa herramienta para el analisis de la estructura y propiedades
de los grupos abelianos localmente compactos, grupos ALC.

Definicién 3.1. Sea G un grupo abeliano. Definimos la evaluacion canonica

o de G en G como a(g) = §, donde §: G — T estd dada por §(x) = x(g). Si
a es un isomorfismo topoldgico, decimos que G es reflexivo.

Lema 3.2. Sea G un grupo abeliano. Si g € G es fijo, entonces la aplicacion
g: G — T definida por g(x) = x(¢) es un homomorfismo continuo.

Demostracion. Sea g € G fijo.
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i. ¢ es un homomorfismo: Sean 1, x2 € G. Entonces

i1. g es continuo: Sea V. un abierto de T. Entonces

(9) 7' (Ve) ={x € G:g(x) € V:}
={x€G:xl(g) € V:}
={xeG:x({g}) cV:}
= M({g},Ve)

Por lo tanto, (§)~'(V.) = M({g},V.) es un abierto de G y como V. no
es fijo, tenemos la afirmacion.

O

Lema 3.3. Sea G un grupo ALC. Si « es la evaluacién canénica de G en G,
entonces a es un homomorfismo continuo.

Demostracion. Veamos que « es un homomorfismo continuo.

i. a es un homomorfismo: Sean ¢1,9o € Gy x € G. Entonces

a(gr +g2)(x) = (o + 92)(x)
= x(g1 + 92)
= x(g1)x(g2)
= [9100)][g2(x)]
= [a(g1) )][a(g2) (X))

En resumen, puesto que x € G no es fijo, tenemos que a(g, 4 g2)(x) =

[a(g1)(X)][a(92)(x)], para todo y € @, lo cual implica que a(g; + g2) =
[a(g1)][a(g2)], 1o que demuestra la afirmacién.

. a es continuo: Para ésto es suficiente probar la continuidad de a en
la identidad de G, eq. Sea V una vecindad de la identidad en G, e &
Veamos que existe U vecindad de eg tal que o(U') C V. En efecto,

21



sin pérdida de generalidad, podemos suponer que V = M(K, V) para
algin K C G compacto y V. C T abierto. Sea U cualquier vecindad de
e tal que U es compacto. Es claro que M (U, V%) es una vecindad de ez,
puesto que si x = egs, entonces x(z) = 1r, para todo x € U, por lo que
x(z) = 11 € Vz, para todo x € U; esto es, x(U) C Ve, lo cual implica
que X = e € M(U, V%). Entonces la coleccion {X + M(U, V%)}xeé

cubre al compacto K. Esto es, K C Uxeé ()ﬁ—M(U, Vg)) Asi, existen

X15 X2y« -+ Xn €10 G tales que K C U, <X,~+M(U, Vg)) Sean U; una

vecindad de eg tal que Uy C U, x;(g) € Ve, para todo i € {1,2,...,n}
y g € Uy. Afirmamos que U; es la vecindad de eg tal que a(Uy) C V.

En efecto, sea g € U;. Como a(g) € G, entonces a(g) = x, para algun
Yy € G. Sea ¢ € K. Veamos que a(g)(v) € V.. Puesto que ¢ € K,
Y€ x; + M(U, Ve), para algin i € {1,2,...,n}, esto es, ¥ = x; + X,
para algtin x € M (U, Ve), lo cual implica que ¥ — x; € M(U, Ve); asi,
(¥ — xi)(g) € Ve, para todo g € U. En particular, (¢ — x;)(9) € V&,
para todo g € U; C U. Como Y;(g) € Ve, para todo i € {1,2,...,n},
entonces ¥(g) = xi(g) — x(g9) € Ve + Ve C V.. Asi, para todo ¢ € K
a(g)(W) = g(v) = ¥(g) € Vi, lo cual implica que a(g) € V' y como
g € Uy no es fijo, concluimos que para todo g € Uy, a(g) € V, con lo
que tenemos la afirmacion.

O

De la demostracién obtendremos que « es un homomorfismo siempre que
G sea abeliano. Existen ejemplos de grupos donde « no es continua (ver
en [2]).

Del mismo modo, se conocen casos donde « es continua, esto es, cuando
G es: localmente compacto, como vimos en el lema anterior; un kg-grupo,
como se puede ver en [9]; o pseudocompacto, como se puede ver en [2], entre
otros.

Hemos demostrado que « es un homomorfismo continuo para cualquier
grupo ALC, GG. Pero la pregunta que surge naturalmente es bajo qué condi-
ciones « es un isomorfismo topoldgico. El teorema de dualidad de Pontryagin-
van Kampen establece a la compacidad local como condicién suficiente para
responder a dicho interrogante. Inmediato a ésto podemos preguntarnos si
los grupos ALC son los unicos reflexivos. La respuesta a esta pregunta es,
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no; y el Teorema de Kaplan que afirma que el producto infinito de espacios
reflexivos es reflexivo, lo justifica. Asi, vemos grupos reflexivos que no son
locamente compactos, pues el producto infinito de localmente compactos, no
compactos, no es localmente compacto. En este trabajo, aunque no demos-
tramos el Teorema de Kaplan, incluimos una versién finita de éste. Cabe
anotar que en [9] puede verse que un subgrupo cerrado de un grupo reflexivo
puede no ser reflexivo.

Teorema 3.4. Si G1,G,, ..., G, son grupos ALC, entonces G = 1T, GE,
donde G =[], G;.

Demostracion. Es suficiente probarlo para el caso n = 2. En efecto, sean G
y G5 grupos ALC. Supongamos que G = GG; X G3. Veamos que G =G xGy.

Primero, veamos que G es topolégicamente isomorfo a G X Gs. Sea
0: G x Gy — G x G4 dada por 9((X17X2)) = [x1, X2/, donde [x1, x2]: G1 X
G2 — T es la aplicacién definida por [x1, x2] (g1, 92)) = x1(91)x2(92)-

i. 0 esta bien definida, puesto que [x1, x2] es un homomorfismo, por ser
X1 Y X2 homomorfismos; ademads, es continuo, puesto que el producto
de aplicaciones continuas es una aplicacién continua. Y usando ésto, se
puede probar, facilmente, que # es un homomorfismo.

ii. 0 es inyectiva: Sean (x1,x2) v (X1, Xo) €lementos de Gy x Gs tales
que O((x1,x2)) = 0((x1,x2))- Veamos que (x1,x2) = (X1, X2). Como

[X1,X2) = [X1» Xa), ntonces [x1,x2)(g1,92) = [X1, X2l (g1, g2) para todo
(91,92) € G1 X Ga, en particular, para (gi,eq,) y (ea,,g2); lo cual

implica que x1(g1) = X1(g1) ¥ X2(g2) = X5(g2) para todo g € Gy y
g2 € G5. Por lo tanto, x1 = x; ¥ X = X, como se queria demostrar.

1. 0 es suprayectiva: Sea ¢ € G % G,. Entonces ¢: Gy x Go — T es
un homomorfismo continuo, ademéds, para todo (g1,92) € Gy X Ga,
e ((91,92)) = ©((91,€6) +é,x0s (€crr92)) = ©((91,€6,)) 0 ((ec, 92))-
Definamos x1: G1 — T por xi(g1) = ¢((91,¢6,)) v x2: G2 — T
por xa2(g2) = go((egl,gg)). Entonces y1 € G1 y x2 € (o, ademés,
© = [x1, xz2]. Por lo tanto, existe (x1, x2) € G1x G5 tal que 9(()(17 X2)) =
[X1, X2] = ¢, con lo que tenemos la suprayectividad.

1. 6 es continua: Es suficiente mostrar la continuidad de € en la identidad
(e@,req,) de Gi x Go. En efecto, sea M (K, V) una vecindad de e, ¢,
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donde K C Gy x (G4 es compacto. Veamos que existe una vecindad W de
(ea,»eq,) en G x Gy tal que (W) € M (K, V.). Si hacemos K; = p; (K)
y Ky = pa(K), donde p; y po son las proyecciones de G x G sobre G y
(G5, respectivamente, entonces W = M(Kl, Vg) X M(K2, V%) es una ve-

cindad de (eg ,eq,) tal que 9<M(K1,Vg) X M(Ké,Vg)) C M(K,V,).
Sean y € 9<M(K1,V%) X M(KQ,V%)> y k € K. Por demostrar,
que x(k) € V.. Sean x; € M(Kl,Vg) Yy X2 € M(KQ,VE) tales que

X = 9((X1,X2)) = [x1,Xx2], k1 € K1y ko € K, tales que k = (ky, ko).
Entonces x (k) = [x1, X2](k1, k2) = x1(k1)x2(k2) C VeVe C VL. Por lo
que x(k) € V;, para todo k € K, lo cual implica que x(K) C V., esto
es, x € M(K,V.), y ésto, para todo x, con lo que queda demostrada la
afirmacion.

. 67" es continua en ey ;. : Sea W una vecindad de (eg , es,). Veamos
que existe W' vecindad de e ;. tal que (W') C W o, equivalente-
mente, W' C ().

Sin pérdida de generalidad, tomemos W = M(K;,V.) x M(K,,V.),
vecindad de (eg,,eq,). Entonces W' = M((Kl U {ea}) x (K2 U

{ec,}), V€> es una vecindad de eg ;.. tal que W' C 6(W). En efec-
to, sea x € W'y definamos: x;: Gi — T y xo: Go — T por
x1(g91) = x(91,€c,) v x2(92) = x(€q,, g2). Entonces x1 € G1 y x2 € Go,
ademds, x1 € M(Ky,V.) y x2 € M(K,,V.). Finalmente, x = [x1, x2),
pues x((g1,92)) = x((91,€6,)) x (a1, 92)) = [x1, X2 (91, ga). Asi, existe
(X1, x2) € M(Ky,VZ) x M(K3,V.) =W tal que x = 9((X17X2))7 por lo
que x € O(W).

De 14,11,114,7v y v, concluimos que 6 es un isomorfismo topolégico. Por lo tanto,
el dual del producto de un niimero finito de grupos topolégicos es el producto
de sus respectivos duales. O

Definicién 3.5. Un grupo D es divisible si D = {z" : © € D}, para toda
n € N. Esto es, todo elemento de D tiene una raiz n-ésima.

Lema 3.6. Sean G un grupo abeliano y H un subgrupo de G. Si ¢: H — D,
donde D es un grupo divisible, es un homomorfismo, entonces ¢ se puede
extender o (H U {z}), para todo v € G\ H.
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Demostracion. Seax € G\ H y consideremos al grupo (HU{x}) = {ha" : h €
H,n € N\ {0}}. Veamos que ¢ puede extenderse a (H U {x}). Supongamos
que 2™ ¢ H, para todo n € N\ {0}. Definamos ¢(ha") = ¢(h). Claramente,
1 estd bien definida, pues si ha™ y h'a™ son elementos de (H U {z}) tales
que haz™ = R'z™, entonces h(h)~' = 2", lo cual implica que 2" " € H
y ésto, por nuestro supuesto, se da sélo si n’ —n = 0. Por lo tanto, h = I/,
con lo cual tenemos que ¥(ha™) = ¥ (h'z™). Ademés, por la conmutatividad
de G, podemos ver, facilmente, que ) es un homomorfismo y, por la forma
en que lo definimos, vemos que ¥ [g= . Ahora, supongamos que z" € H,
para algin n € N\ {0}. Sea & = min{n € N\ {0} : x € H}. Entonces
o(xF) = d € D, por lo que existe z € D tal que z* = d (ésto por ser D
divisible). Definamos ©(hx") = ¢(h)z". Veamos que 1) estd bien definida.
Sean ha" y h'z™ en (H U {x}) tales que ha" = h'z™. Entonces h(h') =
2V ~" € H, de donde, n' — n = km, para algin m € N\ {0} (1) ; luego
n = ak +r yn' = bk +r, para algunos a,b,r € Z, cona #0 # by r > 0.
(2) Asf, 2% = ZFotr = (ZF)ey" = 42" y 2" = d®2". Por otra parte, de (1) y
(2) tenemos ha®™x" = ha® a" esto es, ha® = h'z"; asf p(hat) = o(h'z%),
de aqui, ¢(R)p(a™) = (R )p(x"), p(h)p(eF)}* = p()ip(x*)], de donde,
o(h)d® = p(h)d" y p(h)d*z" = p(h)d’z". Luego, p(h)z" = p(h')2", lo cual
implica que ¥(ha™) = ¢(K'z™). Usando la conmutatividad de G se prueba
que 1 es un homomorfismo y, por la forma como esta definida ésta, tenemos
que extiende a ¢. O

Lema 3.7. Sean G y K grupos abelianos, H un subgrupo de G y p: H — K
un homomorfismo. Si todo homomorfismo ¥: M — K, donde M es un
subgrupo de G, se puede extender a (M U{z}), para todo x € G, entonces ¢
se puede extender a (.

Demostracion. Consideremos el conjunto

F = {¢ € Hom(M, K) : M es un subgrupo de G,v [g= ¢}. Entonces
F # I, pues p € Fy (F,C) es un COPO. Sea € C F una cadena.
Luego, | JC es una cota superior para €. Veamos que [ JC € F. En efecto,
U€: Uyeedomy) — K es una funcién, pues si (a1, 1) y (az,ba) estén en (JC
y a; = ag, entonces existen 11, ¢, € C tales que (a1, b1) € U1 v (as, by) € ¥s.
Como 9,1, € C, entonces 1 C 1y 0 1y C 1. Sy C o, (a1,b1) v (a2, b2)
estdn en 1y y, puesto que 1, es una funcién, tenemos que by = by. De la
misma forma se procede si ¥y C 1. Ademds, (JC es un homomorfismo,
pues si (a1, b1), (az,bs) € |JC, existen 11,1y € C tales que (ay,by) € ¥y y
(ag,bs) € 1hy. Si Yy C o, (a1,b1) y (as,bs) estdn en 1), lo cual implica que
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(a1+as, bi+bs) € 1y, por ser ¥, un homomorfismo. Asi, (a;+as, bi+b2) € |JC.
Del mismo modo se procede si ¢ C /1. Claramente, Uwee domvy < G, pues
sixy, To € Udzee dom v, existen 11,9y € € tales que xc dom )y y xo € dom )s.
Si i1 C 1o, entonces dom ¢, C dom)g, por lo que z1, x5 € dompy < G asi,
x1 + xo dom )y C Uwee dom ). Analogamente se prueba si 1y C 1);.
Finalmente, es facil ver que |JC [g= ¢, pues si (z,y) € ¢, entonces
(x,y) € ¥ [y, para todo ¥ € F, en particular, (x,y) € ¢ [y, para todo
¥ € C. Asi, (z,y) € UC [g. Por lo tanto, | JC € F, lo cual implica que toda
cadena estd acotada superiormente y ésto, por el lema de Zorn, implica que
F tiene un elemento maximal. Sea \: M’ — K dicho elemento. Veamos que
M’ = G. Supongamos que G\ M’ # @&. Sea k € G\ M'. Entonces A se puede
extender a (M'U {k}), lo que contradice la maximalidad de A. Por lo tanto,
G\ M' =@, porlo que G = M. a

De los dos lemas anteriores se concluye la siguiente proposicién

Proposicién 3.8. Si K es un subgrupo de un grupo abeliano G y p: K — D
es un homomorfismo, donde D es un grupo abeliano divisible, entonces ¢ se
puede extender a un homomorfismo ¥: G — D.

Corolario 3.9. Si G es un grupo abeliano, entonces para cualquier g y h en
G, con g # h, existe un homomorfismo p: G — T tal que v(g) # w(h).

Demostracion. Es suficiente mostrar que para cada g # eg existe un homo-
morfismo ¢: G — T tal que ¢(g) # er.

i. Supongamos que g" = eq y g* # eg para 0 < k < n. Sea H = {g™ :
m € Z}. Definamos ¢: G — T por ¢(¢™) = r™, para cada m, donde
r = y/er # er. Ahora, por la Proposicién B.8, podemos extender ¢ a
todo G.

ii. Supongamos que g" # eg para todo n. Definamos ¢(g) = z para algin
z # et € T. Extendemos ¢ a H y, por la Proposicién B.8], a todo G.

O

Proposiciéon 3.10. Sean G un grupo abeliano y H un subgrupo abierto y
discreto de G. Entonces G es topoldgicamente isomorfo a H x G/H, donde
G/H es un grupo discreto.

Ver la demostracién en [§].
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Proposicién 3.11. Sean A y B grupos ALC'y f: A — B un homomorfismo
continuo. Si f: B— A es la aplicacion dada por F)(a) = (x o f)(a), para
todo x € B y a € A, entonces f es un homomorfismo continuo. Ademds,
si f es suprayectiva, entonces f es inyectiva; y st f es abierta e inyectiva,
entonces f es suprayectiva.

~ A

Demostracion. Supongamos que f B — A es la aplicacién definida por
f(z)(a) = (x o f)(a), para todo x GAB y a € A. Veamos que f es un
homomorfismo continuo. Sean x1, x2 € By a € A. Entonces Ffla+ X2)(a) =
(X1 +5 x2)(f(@) = Da(f(@)]xa(f(a))] = [F ) @][f (x2)(@)] = [F(x1) +24
f(x2)l(a). Por lo que f(x1 45 x2) = f(x1) +4 f(x2).

Para ver la continuidad de f consideremos M (K, U) un abierto subbésico
de A. Entonces (f)_l(M(K,AU)) = M(f(K),U) es un abierto subbdsico
de B. En efecto, sea x € (f)"Y(M(K,U)). Entonces f(x) € M(K,U), lo
cual implica que f(X)(K) C U, esto es, f(k) € U, para todo k € K; por
lo que xf(k) € U, para todo k € K. Asi, x(f(K)) C U, por lo tanto,
X € M(f(K),U), lo cual demuestra que (f)" (M (K,U)) € M(f(K),U). En
forma andloga se demuestra que M(f(K),U) C (f)"Y(M(K,U)), con lo que
se completa la igualdad.

Ahora, supongamos que f es suprayectiva. Por demostrar que f es in-
yectiva. Sean x1, y X2 en B tales que f(Xl) = f( 2). Entonces f(X1)( ) =

f(Xg)( ), para todo a € A. Asi x1(f(a)) = x2(f(a)), para todo a € Ay,
por la suprayectividad de f, x1(b) = x2(b), para todo b € B. Por lo tanto,

X1 = X2, con lo que tenemos la inyectividad de f. R

Finalmente, supongamos que f es abierta e inyectiva y demostremos que f
es suprayectiva. Sea y € A. Queremos ver que existe ¢ € B tal que f (p) = x,
esto es, po f = x. Como f es una aplicacién inyectiva, existe una aplicacion
g: B — Atal que go f = 14. Si hacemos ¥ = g [m s, entonces ¥ es un
homomorfismo, por lo que 0 = yo¢: Im f — T es un homomorfismo. Asi,
existe un homomorfismo ¢: B — T que extiende a o, tal que po f=xy ¢
es continuo. En efecto, si a € A, entonces (¢ o f)(a) = ¢(f(a)) = o(f(a)) =
(x o ¥)(f(a)) = x(¥(f(a))) = x(9(f(a))) = x(a), con lo que tenemos la
igualdad entre po f y x.

Para ver la continuidad de ¢ en B, basta probar dicha continuidad en eg.
Sea U € T una vecindad de er. Veamos que existe V vecindad de eg tal que
o(V) c U. Como Y es continua, en particular, en e4 existe W vecindad de e4
tal que x (W) C U, esto es, (po f)(W) C U; de donde, ¢(f(W)) C U. Como
f es un homomorfismo y W es una vecindad de ey4, entonces f(W) es una
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vecindad de ep, si tomamos V' = f (W), completamos lo que queriamos ver.
Por lo tanto, p € By f(p) = o f = x, lo cual demuestra la suprayectividad
de f. O

Corolario 3.12. 51 B es un grupo cociente de A, donde A y B son grupos
abelianos compactos de Hausdorff o grupos abelianos discretos, entonces B
es topologicamente isomorfo a un subgrupo de A.

Demostracion. Sean A y B grupos abelianos compactos de Hausdorff. Su-
pongamos que B = A/H es un grupo cociente de A. Consideremos el homo-
morfismo cociente ¢: A — B, donde B = A/H. Entonces ¢ es un homomor-
fimo continuo, suprayectivo y abierto. Por el teorema anterior, la aplicacion
P B — A es un homomorfismo continuo e inyectivo. Entonces la aplicacién
¢: B — Im¢ dada por ¥(x)(a) = ¢(x)(a) = x(a), para todo a € A es
un homomorfismo continuo y biyectivo. Ahora, como A y B son discretos
e Im ¢ es un subgrupo de A, entonces Pl Imp — B es continua. Asi, (0
es un isomorfismo topoldgico. Del mismo modo, si Ay B son discretos y
usamos la proposicion anterior, considerando las aplicaciones ¢, ¢ y ¥ como
en el caso anterior, tenemos que : B — Im ¢ es un homomorfismo conti-
nuo y biyectivo. Ahora, como A y B son compactos, entonces Im  es un
subgrupo compacto de A y, por lo tanto, de Hausdorff; y, puesto que v es
continua y biyectiva, 1) es un homomorfismo, por lo que % es un isomorfismo
topologico. O

Corolario 3.13. Sean A y B grupos abelianos discretos. St A es subgrupo
de B, entonces A es un grupo cociente de B.

Demostracion. Consideremos la funcion inclusiéon de A en B, f: A — B.
Entonces f es un homomorfismo continuo, inyectivo y abierto; por la pro-
posicién anterior, la aplicacién f B — A es un homomorfismo continuo y
suprayectivo. Asi, el primer teorema de isomorfismos implica que existe un
isomorfismo ¢: A— B / ker f Claramente, ker f es un subgrupo cerrado de
B por lo que B / ker f es un grupo cociente de B. Veamos que ( es un isomor-
fismo topoldgico. Sélo falta ver que p y ¢~ ! son continuas. En efecto, puesto
que f es cerrada y suprayectiva, entonces f es cociente. Ademds, por el pri-
mer teorema de isomorfismos, po f = m, donde 7 es el homomorfismo cociente
de B en B / ker f . Entonces ¢ es continuo y, como ¢~ lom = f , tenemos la
continuidad de ¢~1. Por lo tanto, ¢ es un isomorfismo topoldgico. O
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Lema 3.14. Sea G un grupo ALC. Entonces la evaluacion candnica o es
uno a uno si, y sélo, st G tiene suficientes caracteres para separar puntos.
Esto es, para cada g y h en G, con g # h, existe x € G tal que x(g) # x(h).

Demostracidn. Supongamos que « es uno a uno y que existen g y h en G
tales que g # h y x(g) = x(h), para todo x € G. Entonces g(x) = h(X) para
todo y € G, por lo que § = h, esto es, a(g) = a(h) y, por la inyectividad de
a, tenemos que g = h, lo que contradice nuestro supuesto. Por lo tanto, para
cada g y h en G, con g # h, existe x € G tal que x(g) # x(h).
Reciprocamente, supongamos que G tiene suficientes caracteres para se-
parar puntos. Veamos que « es inyectiva. En efecto, sean g y h en G con
g # h. Entonces existe y € G tales que x(g) # x(h); Ast §(x) # h(x), para
algin x € G, lo cual implica que § # h. Por lo tanto, a(g) # a(h), con lo
que tenemos la inyectividad. O

Proposicion 3.15. Sea G un grupo ALC reflexivo y tal que todo grupo

cociente no trivial de Hausdorff de G, G/B, tiene un caracter no trivial.

Si A es un subgrupo de G que separa puntos de G, entonces A es denso en

G.

Demostracion. Supongamos que A 1o es denso en G. Entonces B=A4 C G
/ B es un grupo ALC. Asi, existe un homomorfismo continuo no tri-

v1a1 x: G/B — T. Sea ¢: G — (/B el homomorfismo cociente. Entonces
xo¢: G — T es un homomorfismo continuo tal que y o (@) = x(¢(@Q)) =

x(G/B) # {er}, pues x es no trivial, pero (x o ©)(B) = x(o(B)) =
x({G/B}) = {er}. Como G es reflexivo y y o ¢ € G, existe g € G tal
que § = ag) = x o p. Asi, g(v) = (x o ¢)(¥), para todo VG, esto es,
(x © p)(¥) = 1(g), para todo ¢ € G. Por lo cual, ¥(g) = er, para todo
(RS G, en particular, para todo ¢ € A. Como A separa puntos de G, g = eg.
Luego, § = ég. Asi, (x 0 9)(G) = §(G) = ¢,(G) = {er}, lo que es una
contradiccion. Por lo tanto, A es denso en G. 0
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Capitulo

Dualidad para grupos compactos y
discretos

Teorema 4.1 (Peter, Weyl, van Kampen). Todo grupo abeliano compacto
tiene suficientes caracteres para separar puntos.

Ver apéndice [B].

Corolario 4.2. Sea G un grupo abeliano compacto. Entonces G es topologi-
camente isomorfo a un subgrupo cerrado del producto [[,.; T;, donde cada T;
es topologicamente isomorfo a T e I es algin conjunto de indices.

Demostracion. Por el TeoremaldIl G tiene suficientes caracteres para separar
puntos. Definamos la aplicacién 6: G — [[ 4 Ty por 6(9) = {x(9)},eq €
[1,cc Ty Claramente, ¢ estd bien definida y es un homomorfismo continuo.
Ademas, es inyectiva, por el lema anterior y el hecho que separa puntos.
Consideremos la aplicacién ¢: G — Im § dada por ¢(g) = 6(g). Entonces ¢ es
un homomorfismo, continuo y suprayectivo de un compacto en un Hausdorff,
por lo que ¢ es un homeomorfismo. Asi, ¢ es un isomorfismo topoldgico de
G en un subgrupo cerrado del eré T, que es topolégicamente isomorfo al
[Lic; T3, lo cual implica que G es un subgrupo cerrado del [, T;. O

Corolario 4.3. Sea G un grupo abeliano compacto. Entonces toda vecindad
U de eq contiene un subgrupo cerrado H tal que G/H es topoldgicamente
isomorfo a T™ x D, para algin grupo discreto y finito D yn > 0.

Demostracion. Por el Corolario 4.2l G es topolégicamente isomorfo a un

subgrupo cerrado de [] = [];c; 73, donde cada T; es isomorfo a T. Por lo
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cual, si V' es un abierto candnico de [], entonces G NV es un abierto de G.
Consideremos, para cada i € I, al conjunto G; = {z € [[: z(B) = 1,i # 5}.
Entonces G; = T. Ademas, G; NG < T es cerrado. Entonces G; NG es T o
un grupo ciclico finito. Ahora, consideremos, para cada i € I, al conjunto
)T siie A\ J
YO, siied
donde |J| < Ny. Entonces [[,.; H; es un subgrupo cerrado de [[,.; T;. Sea

H = (]];,c; Hi) N G. Entonces H es un subgrupo cerrado de G tal que G/H
es topolégicamente isomorfo a [[..; N;, donde

N — {1}, stieA\J
)l GiNG, siield

O

Proposicion 4.4. Sea G un grupo abeliano discreto. Si A es un subgrupo de
G que separa puntos de G, entonces A es denso en G.

Demostracion. Sea M(K,U) un abierto subbésico de G. Veamos que
M(K,U)NA # {eg}. Como G es discreto y K C G es compacto, en-
tonces K es finito. Sean H = (K), f: H < G el homomorfismo inclusién
y f: G = H la aplicacién dada por f(x) = x [z. Entonces, por la Propo-
sicién [B.11] f es un homomorfismo continuo, suprayectivo y abierto. Como
A separa puntos de G, f(A) separa puntos de H y como H es un grupo
abeliano, discreto y finitamente generado, entonces H es reflexivo; ademas,
todo grupo cociente no trivial de H, H/B tiene un caracter no trivial. Por
lo tanto, la Proposicién implica que f (A) es denso en H. Asi, en parti-
cular, f(M(K,U))N f(A) # @. Esto es, existe p € f(M(K,U))y ¢ € f(A).
Luego, existen x; € Ay xo € M(K,U) tales que x1 [g= X2 [g. Ahora,
(x1 Tu)(K) = (x2 Iu)(K). Porlo que existe x; € A tal que x1 [g€ M(K,U).
Por lo tanto, AN M(K,U) # @. O

El siguiente teorema garantiza la reflexividad de los grupos compactos.
Teorema 4.5. Todo grupo abeliano compacto es reflexivo.

Demostracion. Como G es compacto, el Teorema [A.1] implica que G tiene
suficientes caracteres para separar puntos. Por lo tanto, la aplicacion « es
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inyectiva. Ademas, por el Lema B.3] o es un homomorfismo continuo. Cla-
ramente, «(G) separa puntos de G. En efecto, sean X1, X2 € G tales que
X1 # X2- Entonces existe g € G tal que x1(g9) # x2(g). Puesto que g € G,
a(g) = g € a(G), asi, existe § € a(G) tal que §(x1) = x1(9) # x2(9) = 9(x2)-
Ahora, como G es compacto, G es discreto y, por la proposicién anterior,

a(G) < G es denso en G. Ademads, a(G) es cerrado en G, por ser subcon-

junto compacto de un Hausdorff, asi, a(G) = m = G. Por lo tanto, «
es suprayectiva. En resumen, « es una aplicacion continua y biyectiva de un
compacto en un Hausdorff, por lo cual o es un homeomorfismo y, puesto que
« es un homomorfismo, concluimos que « es un isomorfismo topoldgico. [

Corolario 4.6. Sea G' un grupo abeliano y compacto. Si A es un subgrupo
de G que separa puntos de G, entonces A = G.

Demostracion. Como G es compacto, por el Teorema L3 G es reflexivo;
ademas, todo grupo cociente no trivial de G tiene un caracter no trivial. En
efecto, sea G / B, donde B es un subgrupo cerrado de G, un grupo cociente
no trivial de G, entonces G/B # G y G/B + eq. Asi, existe y € G/B con

X 7 eq € G/ B, por el Corolario B0, existe un homomorfismo ¢: G/B — T
tal que ¢(x) # ¢(eg) = er, lo cual implica que ¢ es no trivial; ademds, ¢
es continuo, puesto que G /B es discreto. Por lo tanto, ¢ es un caracter no
trivial de G /B. Entonces, por la Proposicién 315 como A es un subgrupo
de G que separa puntos de GG, tenemos que A es denso en G’; y, puesto que
A cerrado, por ser G discreto, tenemos que A = G. O

Corolario 4.7. Sean G un grupo ALC' con suficientes caracteres para separar
puntos y K un subgrupo compacto de G. Entonces todo caracter de K se puede
extender a un caracter de G.

Demostracion. Sea A la coleccion de todos los caracteres de K que se pueden
extender a caracteres de GG. Entonces A es un subgrupo de K. Ahora, como
G tiene suficientes caracteres para separar puntos, entonces A separa puntos
de K, pues si k; vy kg son elementos de K C G tales que ki # ks, entonces
existe x € G tal que y(k1) # x(ks); si tomamos ¢ = x [k, entonces p € A y
@(k1) = x(k1) # x(k2) = ¢(k2). Aplicando el Corolario LGla K tenemos que
A=K. O

Corolario 4.8. Sean B un grupo ALC con suficientes caracteres para separar
puntos, A un grupo compacto y f: A — B un homomorfismo continuo e
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inyectivo. Entonces la aplicacién f: B — A, definida en la Proposicion[3.11),
es un homomorfismo cociente.

Demostracion. Como A y B son grupos ALC y f: A — B es un homo-
morfismo continuo, la Proposicién B.I1] implica que f: B — A, dada por
[F00)](a) = (x o f)(a), para todo a € A, es un homomorfismo continuo. Para
ver que f es cociente basta demostrar que f es abierta y suprayectiva. La
primera afirmacion es evidente, puesto que A es discreto. Para ver que f es
suprayectiva debemos demostrar que f (B), subgrupo de A, separa puntos de
A y aplicar el Corolario En efecto, sean ai,as € A con a; # as. Entonces

f(a1) # f(az), por la inyectividad de f, y como B tiene suficientes caracteres
para separar puntos, existe x € B tal que x(f(a1)) # x(f (az)). Asi, existe
f(x) € f(B) tal que [f(x)](a) = x(f(a1)) # x(f(a2)) = [f(x))(a2), con lo
cual tenemos que f (B) separa puntos de A, y , por el Corolario [4.6] tenemos
que f(B) = A. En conclusién, puesto que f es abierto y suprayectivo, f es
cociente. O

El siguiente teorema garantiza la reflexividad de los grupos discretos.
Teorema 4.9. Todo grupo abeliano discreto es reflexivo.

Demostracion. Por el Lema B3, o es un homomorfismo continuo. Por otra

parte, a(G) es un subgrupo de G que separa puntos de G, pues si x1, X2 € G
son tales que x; # xo existe g € G tal que xi1(g9) # x2(g); asi, existe
g = a(g) € a(G) tal que g(x1) = x1(9) # x2(9) :Ag(xg). Adem4s, como
G es compacto, el Corolario implica que o(G) = G’, por lo cual tenemos
la suprayectividad de «. Ahora, como G tiene suficientes caracteres para
separar puntos, pues si g1,g2 € G son tales que g; # ¢o, entonces, por el
Corolario[3.9 existe un homomorfismo ¢: G — T tal que ¢(g1) # ¢(g2); pero
© es continuo, puesto que G es discreto, lo que demuestra nuestra afirmacion.
Asi, el Lema [B.14] implica que « es inyectiva, por lo que « es un isomorfismo

y, ademads, bicontinuo, puesto que G y G son discretos. Por lo tanto, v es un
isomorfismo topoldgico. O

Definiciéon 4.10. Un grupo topoldgico G es monotético si tiene un subgrupo
ciclico denso.

Ejemplo 4.11. T = S' es monotético. En efecto, considere el conjunto
H = (*™), donde ¢t € (0,1) es un irracional. Entonces H es un subgrupo
ciclico infinito denso de T.
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Teorema 4.12. Sea G un grupo ALC monotético. Entonces G es compacto
o es topologicamente isomorfo a Z.

Demostracion. Supongamos que G es discreto. Entonces G = Z o G es un
grupo ciclico finito y, por lo tanto, compacto.

Supongamos que G no es discreto. Sea H = {z,, : n € Z} el subgrupo
ciclico denso que G contiene por ser monotético, donde x, +x,,, = Ty 1m, para
todo n,m € Z. Entonces H es infinito, pues de lo contrario seria discreto vy,
por lo tanto, cerrado en G; lo cual implica que H = G, es decir, G es discreto.
Sea V una vecindad simétrica de eg tal que V es compacta. Si g € G, entonces
(V+g)NH # &, puesto que H es denso; asi, existe k € Z tal que x, € V+g,
lo cual implica que g — x; € V, por lo que existe W, vecindad simétrica de
eq, tal que (g—xx)+W C V. Como G no es discreto, W contiene un niimero
infinito de los x,, y, como W es simétrico, si x,, € W, entonces x_,, € W. Por
lo tanto, existe j < k tal que z; € W. Haciendo ¢ = k — j, tenemos que ¢ > 0
yog—vi=9g—a—j=9g—(xp—xj) =g—ap+x;, € (g—ap)+W C V.
De donde, g € V + z;, para algin ¢ € Z%; asi, G C |J;2, V + ;. Ahora,
como V C G C Ufil V 4+ x; es compacto, existen zq,...,xny en W tales
que V.c UX,V + 2. Para cada g € G, sea n = n(g) el entero positivo
més pequeiio tal que g € V + x,; luego, g —z, € V C Ufil x; +V,
Tp,—gE€x;+V Ca;+V,paraalgini € {1,..., N}. Luego, z,, —1;,—g € V,
para algin i € {1,..., N}, estoes, 7, ; —g € V, paraalgini € {1,..., N},
de donde, g—z,,_; € V. Asf, g € x,,_;+V, para algin i € {1,..., N}. Ahora,
por la eleccion de n, tenemos que n — ¢ < 0, de donde, n < ¢ < N; por lo
que para cada g € G, n < N. Asi, G = Uf\il V + x;, lo cual implica que G es
compacto, pues cada V 4+ es compacto. [

Definicién 4.13. Sea G un grupo ALC. Entonces G es compactamente
generado si tiene un subconjunto compacto V' tal que G = (V).

Lema 4.14. Sean A, B grupos ALC y H wun subgrupo de A finitamente
generado (no necesariamente cerrado). Si f: A — B es un homomorfismo
continuo tal que ker f C H es topologicamente isomorfo a Z", para algin
n> 1,y f(H) contiene un subgrupo topoldgicamente isomorfo a 7, entonces
H contiene un subgrupo topoldgicamente isomorfo a Z"+1.

Ver en [§].

Proposicién 4.15. Sean G un grupo ALC y V una vecindad simétrica y
compacta de eg. St G = (V), entonces G tiene un subgrupo cerrado A
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topoldgicamente isomorfo a Z™, para algin n > 0, tal que G/A es compacto
yVNA={eg}.

Demostracion. Sea V' una vecindad simétrica y compacta de eg tal que
G = (V). Si hacemos V}, =V y V.1 = V,, + V, para cada n > 1, entonces
G = U;L'ozl V. Como Vo =V, +V =V 4V =2V entonces V5 es compacto y
Vo CVAHV C U ey g+V, existen gy, ..., gm € G tales que Vo C UL, gi+ V.
Sea H = ({g1,...,9m}). Entonces V; CV + H, parai=1,2.

Supongamos que V,, C V + H. Veamos que V,,,; C V + H. En efecto,
Vi1 =V +VCV+H+V =V4H+V+H=Vo+HCV+H+H=V+H.
Asi, por induccién, queda demostrado que V,, C V + H, para todon > 1, lo
cual implica que G C V + H, puesto que G = |J;2,V,, C V + H, y, como
V+ H C G, tenemos G =V 4+ H. Sea H; = (g;), parai € {1,...,m}, y
consideremos su clausura H en G. Entonces H = Hy + - - - + H,,,.

Supongamos que cada H; es compacto. Entonces H es compacta, pues
H C Hy+---+ H,, es subconjunto cerrado de un compacto. Asi, G =V +H
es compacto. En este caso, la proposiciéon se verifica para n = 0, tomando a
A = {eg} que es isomorfo a Z°, y G/A = G, el cual es compacto.

Supongamos que existe i € {1,...,m} tal que H; no es compacto. En-
tonces, por el Teorema 12, H;, que es un grupo monotético (por ser un
subgrupo ciclico finito y denso en H;), es topoldgicamente isomorfo a Z, por
lo que H es discreto y, por lo tanto, H = H. Asi, H = Hy+- - -+ H,,, contiene
un subgrupo topoldgicamente isomorfo a Z.

En resumen, si G = V + H, donde H es finitamente generado,
y G no es compacto, entonces H = H; + --- + H,, contiene un
subgrupo topolégicamente isomorfo a Z.(x)

Como H es finitamente generado (y todo subgrupo de un grupo abeliano
con p generadores puede ser generado por n elementos, con n < p), podemos
considerar n < m como el natural mas grande tal que A es topoldgicamen-
te isomorfo Z", donde A es un subgrupo de H. Puesto que A es discreto
y V es compacto, ANV es finito, por ser un subconjunto cerrado y dis-
creto de un compacto. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que
ANV = {eg}, pues de no ser asi, reemplazamos A por un conjunto A’
que también sea topoldégicamente isomorfo a Z tal que A’NV = {eqg}. Por
ejemplo, si A = ({a1,...,a,}) yrestal que ANV C {01 kia; : k; €
1—r147],i€ {1,...,n}}, entonces A" = <{m1,...,mn} .Sea p: G - K
el homomorfismo cociente, donde K = G/A. Luego, K = G/A = ¢(G) =
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o(V+H)=@(V)+p(H); de donde, se tiene que ¢(H) no tiene un subgrupo
topolégicamente isomorfo a Z, pues de ser asi el Lema [4.14l implicaria que H
contiene un subgrupo topolégicamente isomorfo a Z"*!, lo cual contradice la
eleccion de n. Aplicando el contrareciproco de * a K, en lugar de aplicarlo a
G, tenemos que K es compacto, esto es, G/A es compacto, como se queria
demostrar. O

El siguiente resultado garantiza la inyectividad de la evaluacion candnica
« para grupos ALC.

Teorema 4.16. Todo grupo ALC' tiene suficientes caracteres para separar
puntos.

Demostracion. Sea G cualquier grupo ALC y g # eg. Sea V una vecindad
abierta, simétrica de eq que contiene a g y tal que V es compacta. Entonces
V es una vecindad simétrica y compacta de eq que contiene a g. Si hacemos
W =V, entonces el subgrupo H = (W) es abierto en G, pues para todo
h € H, hV C H. Por Proposicién [4.15] H tiene un subgrupo cerrado A tal
que H/A es compactoy HNA = {eq}. Consideremos la evaluacién canoénica
¢: H — H/A. Entonces ¢(g) # epya, pues de lo contrario g € kerp = A, lo
cual implica que HNA # {eg}. Puesto que H/A es compacto, tiene suficientes
caracteres para separar puntos, asi, existe un caracter 1»: H/A — T tal que
¥(p(g)) # er. Por lo tanto, oy es un caracter de H y, por la Proposicion B.8]
1 o ¢ se puede extender a un homomorfismo x: G — T que ademas es
continuo, por la continuidad de 1 o ¢, y tal que x(g) # er, como se querfa
demostrar. O

El siguiente corolario garantiza que todo grupo ALC contiene un subgrupo
abierto y compactamente generado.

Corolario 4.17. Todo grupo ALC tiene un subgrupo abierto y compacta-
mente generado.

Demostracion. Sean G un grupo ALC y W una vecindad simétrica y compac-
ta de eg. Entonces H = (W) es un subgrupo abierto de G’y compactamente
generado. Por lo tanto, G tiene un subgrupo abierto y compactamente gene-
rado. O

Lema 4.18. Si D es un subgrupo discreto de un grupo abeliano G, entonces
G y G/D son localmente isomorfos.
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Demostracion. Como D es discreto, existe una vecindad V de eq tal que
VN D = {eg}. Si consideramos al homomorfismo canénico ¢: G — G/D,
entonces (V) es una vecindad de eg/p, por ser ¢ una aplicacién abierta.
Por lo tanto, la aplicacién ¢: V. — ¢(V), dada por ¢(v) = ¢(v) es un
homeomorfismo, como se queria demostrar. O

Teorema 4.19. Sea G un grupo topologico abeliano localmente isomorfo a
R", n > 1. Entonces G es topoldgicamente isomorfo a R* x T® x D, donde
D es un grupo discreto y a +b = n.

Ver la demostracién en [§].

A continuacién, se demuestra el teorema de estructura para los grupos
ALC que son compactamente generados, el cual nos garantiza que éste tie-
ne un subconjunto compacto K tal que G/K es topoldgicamente isomorfo
al producto R* x Z’ x T¢ x F, que es un grupo reflexivo, por los Ejem-
plos 2.7 2.8] y los Teoremas 34 y 9] donde F' es un grupo abeliano
discreto finito y a,b,c € N.

Proposicién 4.20. Si G es un grupo ALC compactamente generado, enton-
ces tiene un subgrupo compacto K tal que G/ K es topoldgicamente isomorfo
aR*x 7P xT¢x F, donde F es un grupo abeliano discreto finito y a,b,c € N.

Demostracion. Como G es compactamente generado, sin pérdida de genera-
lidad, podemos afirmar que es algebraicamente generado por una vecindad
simétrica y compacta de eq. Por la Proposicién 415l G tiene un subgrupo
cerrado D topolégicamente isomorfo a Z", para algin n € N, tal que G/D es
compacto. Como D es topoldgicamente isomorfo a Z", D es discreto y fini-
tamente generado. Sea N una vecindad simétrica y compacta de eg tal que
3NND = {eg}. Sea f: G — G/D el homomorfismo cociente. Entonces f(N)
es una vecindad de eg/p y como G/D es compacto, el Corolario {.3 implica
que existe un subgrupo cerrado B C f(N) tal que (G/D)/B es topoldgica-
mente isomorfo a T" x E, donde E es un grupo discreto, finito y n > 0. Si
hacemos K’ = f~!(B), entonces G/ K’ es topolégicamente isomorfo a T" x E.
Sea K = K’ N. Como K’ es cerrado y N es compacto, entonces K es com-
pacto, ademds, f(K) = f(f~%(B))N f(N)= BN f(N) = B. Afirmamos que
K es un subgrupo de G, pues si 2,y € K, entonces z—y € K’, por lo que exis-
te z € K tal que f(z) = f(x —y); lo cual implica que z —y — z € ker f = D,
de donde, x —y — z = e, puesto que 3NN D = {eg}. Luego, x —y = z € K,
lo cual implica que K es un subgrupo de G. Ademéas, K’ = K + D, pues si
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K e K'= f~1(B), existe k € K tal que f(k') = f(k), de donde, ¥’ — k € D;
luego, ¥ = k+ (k' — k) € K + D, con lo cual tenemos que K’ C K + D.
El reciproco es claro, puesto que ker f = D. Por lo tanto, K’ es topolégica-
mente isomorfo a K x D. Asi, si 7: G — G//K es el homomorfismo cociente,
entonces 7(D) es topoldgicamente isomorfo a D'y (G/K)/m(D) es topolégica-
mente isomorfo a G/K’, quien es topoldgicamente isomorfo a T" x E. Como
m(D) y E son discretos, por el Lema I8, G/K es localmente isomorfo a
T™ y, en consecuencia, a R™. Por el Teorema [£.19 G/K es topolégicamente
isomorfo a R* x T¢ x S, donde S es un grupo discreto y a + ¢ = n. Co-
mo G es compactamente generado, entonces G/K y, por consiguiente, S son
compactamente generados. Asi, S es un grupo abeliano discreto finitamente
generado y, por lo tanto, topolégicamente isomorfo a Z™ x F, para algin
grupo discreto y finito F'y m > 0. En conclusién, G/K es topolégicamente
isomorfo a R x T¢ x Z™ x F', donde a,b,m € Ny F es un grupo discreto y
finito. O
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Capitulo

Demostracion del teorema de dualidad
de Pontryagin-van Kampen

Hemos demostrado que todo grupo ALC, G, tiene un subgrupo compacto,
K, tal que G/K es reflexivo. Ademds, K es reflexivo, por el Teorema .5
Aunque no podemos concluir que G es topolégicamente isomorfo a K x G/ K,
introducimos la técnica de sucesiones exactas para demostrar su reflexividad.

Definicién 5.1. Sean A, B y C grupos topoldgicos,y fi: A — By fo: B —
C, homomorfismos continuos. La sucesion

0 A-l.p L. 0

es ezxacta si

i. fi1 es uno a uno,
1. fo es suprayectiva y

1. ker f2 = fl (A)

Proposicién 5.2. Sean G un grupo ALC y K un subgrupo compacto de G.
St la sucesion

0 K 1 G f2 G/K

0
es exacta, donde fi es un homeomorfismo de K sobre su imagen en G y fo
es un homomorfismo continuo y abierto, entonces la sucesion

N T
0 —— (G/K) e K 0
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es exacta, fi1 y fa son homomorfismos continuos y abiertos.

Demostracién. Por la Proposicion B.11] f1 y f2 son homomorfismos conti-
nuos, f» s uno a uno vy f; es suprayectiva. Veamos que ker( fl) fg(G / K).
i. ker(fl) C fg(G?K)Z Sea x € ker(f;). Entonces y € G y f1(X) = eg,

esto es, (x o f1)(k) = er, para todo k € K, lo cual implica, por la
Proposicién [A.3] que existe un homomorfismo p: G/K — T tal que

po fa = x y que, ademds, es continuo, por ser x continua y fo cociente.

Asi, existe p € G/K tal que x = po fo = fg(gp), lo cual demuestra que

X € JE2(G/AK)-

. fg(G]K) C ker(f1): Sea x € fg(G/K) Entonces x = fg(gp) = po fy
para algun p € G/K Queremos ver que fl( ) = eg. Sea k € K.

Entonces [f1(x)](k) = (xof1)(k) = [(wof2)o fi](k) = ¢l fo( f1(k))] = ex.
Asi, y € ker(fl)

De 7 y 11, tenemos la igualdad deseada. Por lo tanto, la sucesion es exacta y
solo falta ver que f1 y f2 son abiertos. En efecto, por el Teoremald.16] G tiene
suficientes caracteres para separar puntos y como f; es un homomorfismo
continuo e inyectivo del compacto K en G, el Corolario nos permite
concluir que fl es un homomorfismo cociente y, por lo tanto, abierto.

Para ver que fg es abierto, consideremos al abierto subbésico, M (C,U) C
G ] K, donde C' C G/K es compactoy U C T es abierto. Como C' es compacto
y fo perfecta, existe S = f;*(C) C G compacto tal que fo(S) = C. Vemos
que o fy € M(S,U), donde ¢ es cualquier elemento de M(C,U); asi,

M(S,U) es un abierto subbdsico de G tal que fo(M(C, U)) M(S,U) N

fg(G/K) lo cual implica que fo(M (C,U)) es un abierto de fg( 7 K). Por lo
tanto, f» es un homeomorﬁsmo de G / K sobre su imagen en G. Como K es
discreto, ker(fl) = (f1)" '({ez}) es abierto en G. Pero, fg(G/K) = ker(f1),
asi, fg(G/K) es un abierto en G. Por lo tanto, fo(M(C,U)) = M(S,U) N

fg(G / K) es un abierto de G lo cual implica, por la proposicién [A.4] que f2
es una aplicacion abierta. O

Proposicién 5.3. Sean G un grupo ALC y A un subgrupo abierto de G . Si
la sucesion

0 A f1 G f2 G/A—>O
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es exacta, fi y fo son homomorfismos continuos y abiertos, entonces la
sucesion R R
~ f2 N 1 N
0 — G/A G A 0

es exacta, fo es un homeomorfismo de G /A sobre su imagen en G y fi es un
homomorfismo continuo y abierto.

Demostracién. Por Proposicién B.11] f1 y f2 son homomorfismos continuos,
ademés, f» es uno a uno y f; es suprayectiva. Veamos que ker( fl) fg(G /A)
Sea x € fg(G/A). Entonces x = fg( ) = @ o fy, para algin ¢ € G/A
Ahora, si a € A, entonces [fi(x)|(a) = (x o fi)(a) = [(¢ o f2) 0 fi](a) =
o[fa(fi(a))] = ¢(ec/a) = er. Asi, para todo a € A, [fi(x)](a) = er, lo cual
implica que fl(x) = e, esto es, x € ker f1. Por lo tanto, fg(G7A) C ker fi.
Reciprocamente, sea xy € ker fl. Entonces fl(x) = ey, lo cual implica que
[/1(X)](a) = er, para todo a € A. Asi, por la Proposicién A3, existe un
homomorfismo ¢: G/A — T tal que ¢ o fo = x. Ademds, ¢ es continuo,
puesto que f; es cociente y x es continuo. Por lo tanto, existe v € G /A tal que
X = o fo = fo(¥), lo cual implica que x € fo(G/A). Ast, ker(f,) C fo(G/A),
con lo que queda probada la igualdad. Con esto queda demostrado que la
sucesion es exacta.

Por otra parte, como A es abierto en G, la Proposicién [AT] implica que
G /A es discreto vy, por lo tanto, G /A es compacto. Por ser f2 inyectiva, f2 es
una biyeccion de G /A sobre su imagen en G y, puesto que G /A es compacto,
f» es un homeomorfismo de G /A sobre su imagen en G.

Para finalizar, veamos que f; es una aplicacién abierta. En efecto, sean
V, una vecindad de er, donde a < i, y K un subconjunto compacto de G
tal que K C A. Entonces M(K,V,) es un abierto en G y f (M(K,V,)) =
M(f{'(K),V,) es un abierto en A, puesto que f{'(K) es un compacto, por
el Teorema [LLIl Ademas, la restriccién de fiaM (K,V,) es una aplicacién
abierta y suprayectiva de M(K,V,) en f; (M(K, Va)) Por lo tanto, por la
Proposicién [A.4], fl es una aplicacién abierta. O

Proposiciéon 5.4. Sean A, B,C,D,E y F grupos abelianos y fi, fo, f3,
fa, f5, fo y fr homomorfismos continuos, como se indica en el siguiente dia-
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grama ; ;
0 A——= B —>( 0

lfs lfﬁ lﬁ
0 D 7 E T F 0
Cada una de las sucesiones horizontales es exacta y el diagrama respectivo

es conmutativo. Si fs y fr son isomorfismos algebraicos, entonces fg también
es un isomorfismo algebraico.

Demostracion. Veamos que fg es biyectiva.

i. fe esinyectiva: Sea b € ker fs. Entonces fg(b) = ep, ademas, f7(f2(b)) =
(f7 0 f2)(b) = (fao f6)(b) = fu(fs(b)) = faler) = ep, lo cual implica
que fo(b) € ker f; = {ec}, por la inyectividad de fr. Asi, fo(b) = ec,
por lo que b € ker fo = f1(A), esto es, b = fi(a), para algin a € A.
Como a € A, f5(a) € D, luego f3(f5(a)) = (f30 f5)(a) = (fso fi)(a) =
fe(f1)(a) = fe(b) = ep; pero f3 o f5 es inyectiva, asi, a = e4. Por lo
tanto, b = ep, lo cual implica que ker fg = {ep}.

ii. f es suprayectiva: Sea k € E. Veamos que existe b’ € B tal que fg(b') =
k. Como k € E, f4(k) € F'y, por la suprayectividad de f7, existe ¢ € C
tal que fr(c) = fi(k). Puesto que ¢ € C'y fy es suprayectiva, existe

b € B tal que fo(b) = ¢; asi, fu(k) = fr(c) = fr(f2(b)) = fa(fs(D)),
entonces k — fg(b) € ker fy = f3(D). Luego, existe d € D tal que
f3(d) = k — fs(b) y, puesto que f5 es suprayectiva, existe a € A tal que

fs(a) = d. Por lo tanto, k — fs(b) = f3(d) = f3(fs(a)) = fs(fi(a)), de
donde, k = fs(b+ fi(a)). En conclusién, existe b’ = b+ fi(a) € B tal

que k = fg(b').

De 4 y i, concluimos la biyectividad de fg y, por lo tanto, su isomorfia
algebraica. O

El siguiente resultado nos garantiza que los grupos ALC compactamente
generados son reflexivos.

Teorema 5.5. Todo grupo ALC compactamente generado es reflexivo.

Demostracion. Sea G un grupo AALC compactamente generado. Veamos que

la evaluacion canénica a: G — G es un isomorfismo topolégico. En efecto,
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por la Proposicion .20, G tiene un subgrupo compacto K tal que G/K es
topolégicamente isomorfo a R? x ZP x T¢x F, que es reflexivo, donde a, b, c € N
y F' es un grupo abeliano, discreto y finito. Ahora, consideremos la sucesion
exacta

0 K 1 G f2 G/K—>O

donde f; es el homomorfismo inclusiéon y fo es el homomorfismo cociente.
Entonces f; es un homeomorfismo de K sobre suimagen en G'y f, es continua
y abierta, luego, por la Proposicion 5.2 la sucesion

N T
0 —— G/K ——~ G —— K 0

es exacta, ademas, f; y fo son homomorfismos continuos y abiertos; lo cual
implica, por la Proposicién 53] que la sucesion

N fl IN ]52 N
0 K I G/K —0

es exacta, donde f; es un homeomorfismo de K sobre su imagen en G y fo
es un homomorfismo abierto y continuo.
Por otra parte, es facil ver que el diagrama

fi f2

0 K G G/K —— 0
\O!K «@ laG/K

0 2 . A i GQK - .
K36, ¢

es conmutativo, donde ag y ag/k son las evaluaciones candnicas de K en
K y de G/K en G/K respectivamente. En efecto, si k € K, (o f1)(k)

a(fi(k)) = (k) € Gy se define por f(k)(x) = (xo f1)(k), para todo x € G
Por otra parte, (f1 o ax)(k) = fi(akx(k)) = fi(k) € G, donde k € K y fi(k)
se define como en la Proposicién B.11], esto es, fl(A) = ko fi. Asi, fl(fc) € é’
es dado por f1(k)(x) = (ko f1)(x) = k(/i(x)) = k(x o f1) = (xo fi)(k), para
todo x € G. Por lo tanto, (a0 f1)(k) = (fi o ag)(k), para todo k € K, lo

>> ||
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cual implica que avo f; = f; oag. En un procedimiento andlogo se demuestra

que g/ © Jo= faoa.

Puesto que K y G/ K son reflexivos, esto es, ax y ag/k son isomorfismos
topolégicos, entonces la Proposicién [5.4] implica que « es un isomorfismo
algebraico.

Ahora, como a es una aplicacién continua y suprayectiva definida de
un grupo compactamente generado, G, a un grupo Hausdorff localmente

compacto, G’, entonces el Teorema de la Aplicacién Abierta implica que « es
una aplicacién abierta y, por lo tanto, es un isomorfismo topoldgico. O

Teorema 5.6 (Dualidad de Pontryagin-Van Kampen). Todo grupo abeliano
localmente compacto es reflexivo.

Demostracion. Sea G un grupo abeliano localmente compacto. Entonces, por
el Corolario [4.17, G tiene un subgrupo A que es compactamente generado y
abierto. Ahora, consideremos la sucesion exacta

0 A—w G "+ G/A—0

donde i es el homomorfismo inclusién y 7 es el homomorfismo cociente.
Entonces la Proposicion 5.3 implica que la sucesion

0 —— GJA —— G —— 4 0

es exacta, ¢ es un homomorfismo abierto y continuo, ademas, 7 es un homeo-
morfismo de G/A sobre su imagen en G. Y, por la Proposicion [5.2], tenemos
que la sucesion

B A

0 i G——G/A—0

es exacta; también se tiene que los homomorfismos ¢ y 7 son abiertos y
continuos. Por otra parte, es facil ver que el diagrama

0 A—t g —T+G/A——0
aa e laG/A
0 A——G——GjA——0



es conmutativo.

Como A es un grupo ALC compactamente generado y G/A es un gru-
po discreto, entonces a4 y agya son isomorfismos topolégicos; asi, por la
Proposicién [£.4] « es un isomorfismo algebraico. Ademads, « es una aplica-
cién abierta, puesto que A C G es un abierto tal que a(A) = «(i(4)) =

(o i)(A) = (10 ay)(A) = %(aA(A)) es abierto y la restriccién de o a A es
una aplicacién abierta y suprayectiva de A en su imagen a(A). Por lo tanto,
la Proposicién [A.4] implica que « es un isomorfismo topolégico. O
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Capitulo

Conclusiones y futuras investigaciones

La teoria de dualidad es una herramienta que nos permite estudiar la
estructura de los grupos topoldgicos abelianos, en particular, la estructura
de los grupos abelianos localmente compactos.

En el desarrollo de esta teoria estudiamos resultados muy significativos.
Por ejemplo, si G es un grupo ALC, entonces:

i. G es discreto si, y solo si, G es compacto;
it. G es compacto si, y sélo si, G es discreto.

También se demostrd que la reflexividad es una propiedad que se hereda
bajo productos finitos y que los grupos compactos, discretos y compactamen-
te generados son reflexivos.

En este trabajo estudiamos la teoria clasica de dualidad, poniendo parti-
cular atencién al Teorema de Dualidad de Pontryagin-van Kampen porque es
éste quien nos permite establecer los duales de espacios de sucesiones sobre
grupos abelianos localmente compactos, que nos ayudaran a determinar los
duales de los grupos de codigos, uno de los principales objetos de estudio en
nuestro futuro trabajo doctoral.
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Apéndice

Cocientes de Grupos Topolégicos

En lo que sigue, introducimos algunos resultados elementales de los co-
cientes de grupos topoldgicos. Todas la demostraciones se omiten. En cambio,
el lector encontrara la referencia donde se demuestran los resultados mencio-
nados. Todos los resultados se encuentran en [IJ.

Proposicion A.1. Sean G un grupo topologico y H un subgrupo cerrado de
G. Entonces G/H con la topologia cociente es discreto si, y solo si, H es
abierto en G.

Teorema A.2. Sea G un grupo topologico U una base abierta de eq. Enton-
ces:

i. para cada U € U existe V € U tal que V? C U;
ii. para cada U € U existe V € U tal que V' C U;
1. para cada U € Wy x € U existe V € U tal que Vax C U;
iv. para cada U € U yx € G existe V € U tal que xVz~! C U;
v. para cada par U,V € U existe W € U tal que W CUNV;
vi. {eg}=NU
Reciprocamente, si G es un grupo y U es una familia de subconjuntos abiertos
de G que satisfacen las condiciones i-vi, entonces la familia By = {Ua : a €
G,U € U} es una base para una topologia Ty, Ty, sobre G. Con esta topologia,

G es un grupo topologico y la familia {aU : a € G,U € U} es una base para
la misma topologia sobre G.
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Proposicién A.3. Sean p: G — H y: G — K homomorfismos continuos
de grupos topologicos G, H y K tales que ¥(G) = K y kerv) C kerp. Si el
homomorfismo 1 es abierto, existe un homomorfismo continuo f: K — H
tal que ¢ = f o).

A continuacién presentamos un resultado que nos proporciona condiciones
suficientes para que un homomorfismo continuo de grupos topoldgicos sea
abierto.

Proposiciéon A.4. Sean G y H grupos topologicos con elemento identidad
eq Yy eq, respectivamente, y p: G — H un homomorfismo continuo y supra-
yectivo tal que, para algin U C G no vacio, el conjunto p(U) es abierto en
H y la restriccion de p a U es una aplicacion abierta y suprayectiva de U
sobre p(U). Entonces el homomorfismo p es abierto.
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Apéndice B

Compacidad y sus Generalizaciones en
Grupos Topologicos

Este capitulo introduce al lector a la Teoria de Dualidad de Pontryagin-
van Kampen con el principal propédsito de establecer los resultados necesarios
para la demostracién del Teorema .|, quien establece que la familia de los
homomorfismos continuos de un grupo abeliano compacto en el grupo del
ciculo, T, separa puntos del grupo.

B.1. Existencia de caracteres continuos no
triviales sobre grupos abelianos compac-
tos

El resultado principal de esta seccion es el Teorema [B.8l Este implica que
los homomorfismos continuos de un grupo abeliano compacto, G, sobre el
grupo del circulo, T, separan puntos de G. Este resultado se conoce como
el Teorema de Peter, Weyl, van Kampen. Para ello usaremos la nociéon de
integral de Haar. Recordemos que la integral de Haar es un funcional lineal
¢: C(G) = R, ¢(f) = [ f(x)dz, donde C(G) es el conjunto de funciones
continuas de GG en C con la topologia compacto abierta, que satisface:

i. Para cada o € R, [af(z)dx = a [ f(x)dz;
it 1)+ g(@)lds = [ f(e)do + [ g(z)ds
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wi. si f(z) >0, para todo x € G, entonces [ f(z)dx > 0;
w. si f(z) =1, para todo = € G, entonces [ f(z)dz =1;
v. [ f(x)dx = [ f(za)dz, para todo a € G.

Teorema B.1 (Von Neumann). Si G es un grupo topolégico compacto,
entonces existe una unica integral de Haar que, ademds, satisface:

i. [ f(z)dx = [ f(ax)dz, para todo a € G;
i. [ fla=Y)dx = [ f(z)dx;

iii. si f(x) >0, para todo x € G, y f(y) > 0, para algin y € G, entonces
[ f(x)dz > 0.

Definicién B.2. Sea ¢ una funciéon de valores complejos definida sobre G.
Decimos que esta definida positivamente si

Z )\ixj¢(9i9j_1)
ij=1

es un numero real no negativo, para todon > 1, cualquier sistema de niimeros
complejos y cualesquiera elementos g1,...,g, € G.

Proposicion B.3. Sean f y g funciones definidas positivamente sobre Gy
1 un numero real no negativo. Entonces:

a) f+ g es una funcion definida positivamente;
b) uf es también una funcion definida positivamente.

Teorema B.4. Para cualquier funcion f de valores reales sobre un grupo abe-
liano compacto G, la funcidn ¢y definida por la regla ¢r(x) = [ f(zy)f(y)dy,
para cada x € G, es definida positivamente.

Proposiciéon B.5. Sea f cualquier funcion definida positivamente sobre
G. Entonces, para cada transformacion T'(a, s,0), la funcion T(a,s,0)f es
definida positivamente y, para cada transformacion adjunta T* = T*(a, s, 0),
la funcion T*f es también definida positivamente.
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Proposicién B.6. Para todo s € G con s # eq, existe una funcion continua
¢ de valores reales definida positiva sobre G con ¢(eg) = 1 y una funcion
de ko sobre G continua, simétrica y de valores reales no negativos tal que la
funcion f sobre G definida por

satisface la condicion f(s) # f(eq).

Teorema B.7. Sean ¢ una funcion continua definida positiva sobre G tal
que ¢(eq) = 1 y ko una funcion continua, simétrica y no negativa, de valores
reales sobre G. Entonces la funcion f sobre G definida por la formula f(x) =
[ k(zy)p(y=)dy estd en la p-clausura de la envolvente de G.

El siguiente teorema es el resultado principal de esta seccion

Teorema B.8 (F. Peter and H. Weyl).A Para todo grupo abeliano compacto
G y todo a € G, con a # eg, existe x € G tal que x(a) # er.

Demostracién. Por la Proposicién [B.6l, existen una funcién continua ¢ sobre
G, de valores reales y definida positiva tal que ¢(e) = 1 y una funcién continua
ko sobre GG, de valores reales, simétrica y no negativa tal que la funcién f sobre
G definida por f(x) = [ k(zy)¢(y~")dy satisface la condicién f(a) # f(e).
Por el Teorema [B.7], la funcién f estd en la clausura de la envolvente
del conjunto de todos los caracteres de GG, con la topologia de la convergen-
cia puntual. Puesto que f(a) # f(e) tenemos que al menos uno de estos
caracteres debe tomar valores distintos en a y en e. O
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