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DISCRETIZACION DE LA ECUACION
DE  SCHRODINGER

PARA LOS OSCILADORES ARMONICO Y ANARMONICO
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I.1 HOTIVACIOW

En ia lHecanica Cuéntica, la iaea de que el espacio en
que vivimos esté cuantizado no ha dejado ae estar presente a Lo
largo de su desarrollo 'y el interes por elbta noe na sido
wenoscabado por el tiempo a pesar de que dentro de la estructura
ceiual de Lla teortia no ha ~siao posible encontrar &u lugar
touavia. Dicha idea ha sido intutaa en y manejada de distintas
jormas'S, segun la concepeion y aplicacidn teniaas.

Conocer lLa jitsica de Los fenomenos que ocurren a distan-
cics realmente pequefias (menores que 10% jri) y dispowner ae una
teoria cuantica para dichos fenomenos s11 problenas de
aivergencias, som lLas principales razones para estudiar La
estructura del espacio.

., Asvs para salvar Los problemas ae divergencias en Las
teortas cuanitcas de campo lLocales (aurque en casos tnportantes
108 trapajos se desarrollaron sin considerar esvos proilenias), se
pensé en cuantizar al espacto (-tiempo) pariiendo dae retaciones
ae conmutacton candnicas, es decir de conmutadores de la forua

[posicion,mouentol=ifil,

para Los operadores correspondientces asoctados al
gspacio—tiempo“‘. i's interesante notar que en este coiitexto se
le asigna al espacio-itieripo.una exzistencia per ses. independiente
ue los sistemas Jisicoss Yy que la Jrase ' eugntigacion ael
espacio-tienpo’ Lo sianifica granklgridae @ —drscretgs de §us
variables, pues couo Lo seﬁala Vattanave* » -el proponer una
relacion de conmutacion canoniea para tos operadores uel
espacio-tielpo, HO €S8 sino jormular el prineipio ae inceriiaunbre
en este espacio de cuatro cimensiones, y coro €8 conogciaos escve
principio no requiere necesariamente aiscretez en Las variables
que iugoiucra. . X
Por otra parie, en jechas mas recientes » Se nan pro-

puesto mocelos para la estructurd interna  de particulas
subnucleares que &e Dasan en una cugniizacion discreta del
espacio-tiempo (forma de red)s La que se obtiene al suponer que
los operadores asociaaos al tiempo (7) y posicion (R) cuunplen cown
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el conmutador
N ~
[T!R]——-‘Lh

en donde E*=)X;, X » y las coordenauas esggCtaLes X ae ios eventos
conmutan entre ellas mismas, Te€os [XA.Yd] =0, »2s3.

En este caso, la euanttzaczén el esyaczo ttempo g1 8ig-
nz;wca discretez en Las variables I3 y I'» pero esta granularmaaa
estd determinada por la relacion de conmutaeion aniterior Yy €s8
Lndepenatente. nuevanente, ge Los sistemas Itsacos 0 dae S8Us
interacciones.

Otro punto de vista del problemna ha gido desarrollado
por Yan y Ford'. &Sin Llegar a un espacio-tiemnpo granubaao 0
discreto. introducen un cuanto de longitud en la electodinamica
que tntergretan como distancia en la cual los operadores j tas
varibles de eampo &e gngmggggn.

For otra parte, sin considerar el aspecto relutivisia

eb problemas esto €38, restringiendose soLameﬁue a la leeanica
Cuantzea no Relativista, es posible desarrollar moatfzcaczones a
ia teort convencional para introducir un cuanto de longitud
(espacio d$screta) e investigar Sus consecuencids. Stguzenao ias
ideas de thneré. 7.D. Paiev®, muestra que puede Ser aerivado un
especgtro diacrevo Y firiio para ia distancia entre dos parvzcubas
no relbativistas, como resultado de una cuantizacion no canonicds
la que se obtiene '@l busecar soluciones de Las ecuaciones

>
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de un sistemna con Hamil toniano H (l/2m)P1+ U ., que sean aistintas
de las candnicas. Wigner mostr o que, para el caso del oscilador
armonico. existen mucnas soluciones que mno satisjacen estas
relaciones de conmutacwon pero que requieren eigenvalores del
cstado base de H distintos al usuai (1/2)fw. ,
Con este panorama en mente, poaengs preguntarnos. dsera

poszobe aesarrol&ar atyuna moaz]zcaCuou' estructural de ia
ijecdnica Cuantica nc relativisia que «é lugar a una concepctan
wel espacio distinta a ia ortodoxa Yy tratar, eventuailente, de

ext?naerba ql dominio relativistas con objeto de estudiar Los
jenomenos fiéicos que ocurren ew distancias pequehas?




I.2 INTRODUCCIOL

Toda teoria Fisica involucra de al guna manera al espacio
en que ViVimMos, al que, por Lo comun, se lLe asigna una exi stencia
independiente de todo Lo que en el extstes Y 8€ ie consideras
simplemente, COmMO el medio en donde $e desenvuelven Los 8isvemas
fisicas. si bien, con ciertas propiedades (forma, nomogenetiaads
isatropia)-que s1 dependen ae lLos objetos ineorporados a él.

Se considera que sieumpre tiene sentido hablar ae espacios
de distancia entre d0s puntos. ain cuando el universo esté vacios
ain cuanao no exisita algo que haga distinguible un punto de otro.
Se considera que tiene sentido hablar de la parﬁicula libre y que
ios conceptos ‘egpacio' Y 'pasicién de una particuta' son
esencialmente disiintos, sin tomar en cuenta ques finaluentes el
espacio tendria que ser rejeride a la medicion de lLa posicién e
identificarse con ella. Es por esto que, en 1o que se refiere a
nuesiro problema, hablar ae cuantizacion del espacio equivatdr& a
habZar‘dé diseretez del espectro del operaaor asoeiado a la
pvosicion de una particula (en el caso en que el sistema consisia
en solo una particula en un canmpo de juerzas).

De ocurrir que en Ld liecanica Cuantica el espacio estu-
viera cuantizaao, 8on ae esperarse algunos cambios en 8US
postuiados jfundamentaless sin los cuales no es posible imaginarse
discontinuidad alguna en el espectro del operauor posicién. La
eccuacidn de Sehrodingels por ejemplos deberia transjormarse en
otra ecuacion que exhipiera este nuevo rasgos ademnds, &1 el
espectro fuera _finitos ta condicion cuantica [¥,P1=inl también
deberta ecambiart, originando asts todos Los ecambios que esto
trajera consigo.

En este puntos €8 conveniente nacer las sigutentes con-
sideraciones acerca de este temad. .

Como se sabe, Los postulados ae ia liecanieca Cuantica
asignan elementos de un espacto de Hilbert a estados de un
sistema fisicos. operadores Lineales 4 variables dindmicas Y
eigenvalores de operadores Lermitianos a resuliados posibles ae
ung medicidn., Uada establecen acerca de la naturaleza (continua
o discontinua) del espectro de eigenvalores, y por lo tanto. en
generali, debemos aceptar ambas posibiliaaaes. Eweepto cuando
tratamos con el caso de la posicidn. Aquis Los postulados uah
como un hecho ta naturaleza continua ae la posiciéﬂ en todo el
rango (=0,+%). .

Ha sido posible opntener resul tados teoricos concoraantes
con lLos datos qxperimentales de la apiicacién de estos postulados
g problemas freicos. Sin embargo, supongamos por un momento que
éstos gstabtecieran ia ewxistencia de un espectro disereto para la
posicion, que Los probilenas pucdieran ser resueltos y que Los
resul tados teoricos medibles concoraaran cot lLos datos
experimentales; que sucederia entonces?

U?o 1no pueue dejar de preguntarses como es que la lieca-
nica Cuantica, cuyas ecuactones de movimiento fueran inspirauas
por la Hecdniea Cldsica, permiie d ia energia de Los estauos
tigados tomar valores discretos mientras que prohtbe @ La
posicion hacer 1o mismo, cuando que las dos variables dinamicas




tienen el mismo cardcter continuo en ia Hecanica Clasica? Es
clarc que siendo la lecanica Cudntica una teoria distintas no
tiene porqué preservar la relacidn continua-continua de algun par
de variables ‘'cldsicas', pero tampoco deberia  prohibir la
discontinuidad para alguna de ellas. dQue es lo que distingue a
esas dos varibles que una pueae tomar valores aiscretos y la otra
no? Adecerca de esto, las siguientes consideraciones seran dtiles.
En los origeneg de la @ec&nica Cudntica, ita gente se
preocupe peor explicar un jenomenc que Sse presentaba ante ellos:
ias lineas espectrales. Para explicarlos Jue necesario usar la
hipotesis de Bonr, la cual se salta del contexto de 1la liecanica
Cidsica y que se puede escCribir comuo

mxdx = J:nh

£l lado derecho de esta ecuacion representa La necesidad
ae reproducir 1los valores discretos de la energia en el atomo ae
Hidrdogeno. El lado izquierdo, por otra parte, requiere de ta
continuidad de la posici&n puesto que no habua experimento que
asi Lo requiriese. Fue esa la ecuacion en ia cual Heisenberg
substituyo

A Wet

X(”‘i A(e

[+

para obtener, primerc

{ = mz gﬁ(dw“ la-dﬁl)

ol = -o9

}

s 1 g : .o
y despues, la jormula que Born y Jordan' escribieron couno

%(Pm( q’xn - C‘}m Pm«) T —ﬁ’

. . N . , - .ot .
y.,.9q se Transjornos J’Mmlmenve, en La condteion cudnitica:
LX,

ue
4 P]=£ﬁ1. .

Imaginemos ahora, por un mnomento, que existiese un expe-
rimento que requiriera valores discretos ue lLa posici&n. Es ae
esperarse que esta condieidn y Lla ecuacidn de Senrodinger
eambiaran. ¢4 que seria igual el conmutador [2.,P1? dCudi seria la
jorma de la ecuacidn de Schrodinger? £Es requistio indispensable
para el desarrollo de Lla teoriaq conocer lLa respuesta de estas
preguntas.

El propésito de este trabajo es examinar lLas consecuen-
cias qge_qonlleva el hecho ae inducir un espectro discreto  para
ta posicion. Trabajaremos primeramenie con el oscilador armonico
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por ser éste wun problema relativamente sencillo y del que se
obtiene mucha informacidn.

En la siguiente seccidn de esta primera parte, comenza-
remos con Las hipétesis con que trabajaremos, las cuales tienen

. . “ L . 1 : C - <
como idea principal subsiituir caaa marriz representativa de un

operador por uno de sus blogques. lHostraremos que Los
. - + .t T . . .

eigenvalores de la posteion resultan ser ratces de Los polinomios
de Hermite y obtendremos las eigenfunciones de o0nda; se

s ] - = P . . ) ]
mostrardn algunas de sus propiedades algebraircas y 3se obtendran
- . - g . -y L3 - -
tas eigenfunciones del nomento, Después se obiendrd ta ecuacton
que satisfacen las funciones de ondas y ¢&e mostrara Jque esa

. ¥ «s . . 4 = . .
ecuacion es compatible con cierta propieaad nininal.

I.3 EL OSCILADOR ARUONICO CUAWNTICO
EIl UN ESPACIO VECTORIAL FILITO

.

I.3.1 Las hipotesis

Existen muehas maneras ae modijicar la teoria cudntica
convencional parg introdueir un cuarto de Longitud. Aqui
deseribiremos un método simple para nacer discreto al espacio del
oscilador armonico cudntico.

El Hamiltoniano de un oscilador ce nasa i y de jrecuewn-
cig angular w €8

4 \"Z | 2 2
M = o P 4 Lmw?x

o~
El tratamiento usual del probtema ue eigenvalores ue k

por medie de los operaaores dade ereacion Yy ani uiZacién nos
permite obiener las matrices representativas ae y de P en la
pase donde H es diagonal, es aecir, en Lla Jormada por Sus
eigenvectores de estado ILg>. Aqui y en lo que resta ael
trabajo, usaremos la notacion de Dirac para Los observables
estaaos del sistena. El simbolo 1> representaré un estaco
(vector) del sistema y el simbolo <}, el adjunto hermitiano.

s bt e e et R et A P R R B om0 e



Para saber a dque estado nos refertmos. lo etiquetaremos con una
letra. Asts 1Eg> representara el estado del oscilador que tiene
energid Bk Por otra parie, todo operador & tiene una
representGCton matricial en una base dada, digamos ta base IEg>.
Los elementos de 1la matriz asoctiada a4 % en esa base, los
denotaremos por <EKI&IE4>.
Como se sabel, cuando el twemga no es tomago en cuentds

los elementos de las natrtces asociauas a X y a F en la base de
los eigenveciores de i son

CERLED jmw[Fg IR S |

<EK| ﬁ(E.S?

(R

. iimw l—r
A T [-JR—‘%K,SH-} *_1 %\'\'“&—Il 3

- : . 4 - +
respeczzvamente. Por Lo tanto, la ecuacion de eigenvalores para
¥ toma la forma

/ 2
/ 0¥V G / 'ﬁ'u\ [f v
/ . ] ‘ i '
! \ﬁ._\ O F ]! k ) { i
S o T Poh, Lo
Fh i . t X \I )
\/ analy 8 { . , - i a
: i N : i '
VL | v P
\ SRR R L]
S | /
\ ‘ /N / \ /
h \ {
en donde Hyes el K -ésimo elemento ael vector 1X> representado én

ia base [lEx> Y viene a 8er lLa k- ésina }unczon ae bernite en La
variable =, o escrita e forma mas conocidas La Junczon de onda
ﬂéz) del oscilador armnonico.

Para obtener umn especiro discpeto, substituyamos la ecuas
cion anterior por: '

o0 EATEEN A
it C J7 ' P‘ } ‘ Pl ~‘
} o N7 O | Lo
T v f R
\}i‘ﬁu_) l e e e E . = X ; "~ (1)
‘\\ E ‘ l‘ . R
\ . \
- O ¢ |
T o0 VW \
O J—P‘T D PA.' ('J

- £
Aqut P, tendria el szgnﬁjtcaao que d-gzene.en el caso aun-
Teriors saLo que P no  seria yd ia funecion i-estiha de Hermites




eino una funcién inedgnita que queda por determinal.

Al suponer a esia ecuacion CORo ia corresponaiente al
problema de eigenvalores de X, estamos haciendo dos cosas:
primero, substituyenao el espacito de Hil bert por uno
dimensionalmente finito Y segundo, aceptando que la matriz
representativa ae X es la dada por aicha ecuacion. Sobre esto es
necesario afadir algo m&s.A 51 el espacio de Kets es de dimension
finita, el especiro de H depe ser [finito tambDieis Y esto
siqnifica que extiste una cota superior para Sus eigenvectores,

Ast s

\ e

\ O tN/

en donde es de esperarse que Egsea ae la Jorma (k+1/2)fw.

Puesto que lLa tdea clave es substituir una matriz infi-
nita ,por uno de Sus bloques, tenemnos una alternativa: escoger
<BEjdHJE> con Ep=(n+1/2)fiv para n=0,1,2s...s4, como una de las

representatiyas Funcamentales, o escoger

oVt C
0 Y
G N7 O

|

(<ElRlE)= & o | )

e

¢ JNy 0
Ny YA G )
) | O JN O




como las jundamentales, Y en términoe de ellas encontrar
<EJ IHIER>Q
Estas dos pgsibil'daaes no son equivalentes debido a la
X

no linealidad de H en y P. Si escogemos ia primera opeion, Las
matrices (<Ej IXIEy>) y (<E%
3

" -
IPIEy>) son diferentes de aquellas
dadas por las ecs. ( y (4) solamente por Los ultirios
elementos, y &1 escogemos la segundd, los eigenvalores de H son

(n*:‘{) tjw 3 n:CJII?; ")N-i )
E. - |
/ \%Jﬂ’mw n=N,
\' -/

A pesar del vaior que toma ahora Eys supondremos vdiidas
las representativas uadas por las ecs. (3) g (W), La simetria
que se obtendrd en todos Los resultados sera considerada coloO una
justificacion de este procedimtento. n

loerca e la condicidn cudntica [X,Pl=ifil., se aebe decir
que, de acuerao ua las ecs.(3) y (4), se transjorma ewn

——
(3}
N

LR BIEY = i G, - b <&IEIED

N"'l 3 J:((:N)
Y | )

dc« G’b’@. mave o,

El operador &, nos periiite responder alguuas preguntas
que surgen'® en el tratamiento del problema ce eigenvalores de &
por meaio de los operadores ue ereacidon-aniquilucidn de acuerdo
al punto de vista aquu vilanteaao. Por ejeuplo, ai operador €

. ¥ " . ) - -
creacion, definido de la manera usual

Of = —— mw X - i F)
Jamhw

1

se lLe permite ahora satisfacer ia relacion

GHEN = O,

’ 4 = .
analoga a la bien conocida
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7.3.2 El problena de eigenvalores de X

Hemgs ei?ablecido yc la jorma diagonal de ﬁ y el conmu-
tador de X y P.iWyestro siguiente paso €s pesolver el problema ue
eigenvalores de X, ecuacion (1). \

Definamos la variable adimensional §=(2mwlh)1X. io ¢s
difteil ver que la ecuacidn caracieristica de (1), det{X-x1)=0,
se convierte ei

HCN\»(<Q—'\ = 0,

siendo Hepyy (%) el polimonmio (F+1)-ésimo de Hermite cuya funeion
generaaora es ExP[-(1/2)% 1. Por Lo tantos 10S eigenvalores de 2
son todos reales, aistintos y simetricamente dispuestos ulreaeaor
dei origen dentro del intervalo (-2J/ii+1.+2Ji+1). Cuando V->o00
estos puntos, jorman un conjunto denso dondequiera en eada
segmento finito de la recta realV'*
Tampién e obtiene de la ec. (1) la ecuacion de recu-

rrencia '

F () = SRS
2L VT RG&) = ¢ P(3)

P

Vel RN AER G
JRB, (8= ¢ R

para las componentes Pk(f) del eigenket 1 Z 7

- - . . - L ™ . -
Para resolvgrbas. pricipienos por La %l tima. Tonmando en
cuenta la condiecion de normalizacions Se obtiehne

BlS) = s, Buale) s o) [ 0003

PN-‘((;\-\/W%‘. i PN‘}(S\"m-

T | [?f- 3N §Z+ N(u-zﬂi
—t ) -
PN~Z(S) = \/'(éj%\ @ é’ N )

|

@)

P IR N

10
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Como se vera mas adelante, estos polinomios satisyacen

\ NI HQN,j(ﬁﬂ
B"R&’\ "SR (-2 m (q)

para todos Los valores de 1 Yy d. Aquis ij es una raiz de
Heyolt). Este resultado era necesario segun (7)» ya 4que eso
hupiéramos obtenido para Py.g(%) sis para resoiver (1), hubiéramos
comenzaao por La primera de ellas.

Puesto que I§j> es un etigenket de umn operador Hermitiano
en un espacio de dimension finita, sus comnponentes satisfacen las
sigutentes relactiones de ortonormalidad

Z RO RO = S, (16)
N+l
é B8 Br(e) = % (1)

Sin embargo., es instructivo desde el punte de vista ai-
gebraico, dar una demostracidn un poce mds 'direecta' de esas
relaciones, pues se exponen nas propieuaaes de Los polinomics
Pi(ﬂ). Esto es Lo que hareros en segutdd.

I.3.3 Digresién algebraicc

Primeraqente nostraremos que LOS polinonios (8) cuniplen
con La ecuaeion (9). Para esto escribanos

—7 4 -3
00 2w (%

donde [1/2]1 significa el entero nds grande conteniao en [o,1/2].
Substituyendo La ec, (12) en la ec. (7) obienemnos La ecuacidn
de diferencias

Ly = (70 Wy ey el

para ios coeficientes de los polinomios (8). Aquis cf(u)=1 ys ST




1 es par, Cé&rﬂ. Una solucion particular de esa ecuacidn es

N
((h)- T é(-\) @)Q\)j}ﬁ \ (-2 *lk).zk

en donde (&) es el factorial de & de graao L, Te€as
(kl£=k(k-1)....‘ (k=-2+1),
Obsérvese que

CNF ' .
Q. KA g
(! '\'J)‘ﬁ‘-(t-l/*)'. ‘

£ ‘' . s . . . _ .
@es ezéﬁ-eszmo coejiciente ae ng cuando este se escribe COmMO
’

Ho(4) < [j,f{ aL ¢
PR )

.
por lo tantos cfg‘{* (FY=ay" g

26,(¢)- ,(8) = R, (€)= Bgu8) = I?'LTT' fre,. (€) .

.

Usando la e?uaci5n1(7) y el hecho de que HeNH(iJ)=0. se
llega a lLa ecuaeion (9).
Ahora, usanao este resultado, la relacidn

£ j\ U,(‘ZQ = : S 4 D2
Lz o @““) (";QN(QJ) Hq,(:‘r-\; £:9 .
puede ser obteniaa  jdeilmente, y  cown la jormula  ae

Christoffel-Darboux para Los polinomios de Hermite, la ecuacion
(10) puede ser probada. :

Vayamos ahora con la oira relacidn ue ortogonaliaads
ec. (11). Para dar una prueba de ella, supotgamnos que i sea un

¢ X - e . R -
numero par. iWéitese que los coeficientes Cilli) pueden ser

reescritos cowme elementos de una matriz, para obtener

Pu(&)\ [ \,
Fun (6 | 5
P};.Ii(ﬂ 1 z RA\ l’i\l q ; (|3>

H i
H

R(3) / iy

12



en donde Rs A, y A, son matrices definidas por:

al o o O &
o & o O . 0
- 0 &y 0

"CLH\ O aHD-3

A | © - ,

4

W’L ] v
N . Q
(1) Oy, ’ /
¥ a,) o o © 0
o ¢ o O .0
C\.N':( O aw:l ON* . O \‘1]
, * 1
A2: O O~i C Ay ¢ !
' f‘
!
‘ QP-"H !f;
'_\)n-l
Uku/z o ¢ ‘_//

Nl
z . .
Si acordamos denotar la suma Zi@j'cama S(). tendremos

Gque ‘ o N

i\ SM\ CC: ' / (N +Y aow
f! gl \a S(‘J \ (YL ° t i i O '-‘“"
[ ¢ { @) | o g DA,
éiAzg | < AL . - : | ' / 3
] L

\fi’f S \%S"’ NGy, | \ e /’

rt

e s

- \ A

et donce hemos uscao las formulas de Newton para ilas sumas

potencias de raices pocx&narm.a:?.es'3 De aqui se sigue que

N-sk

Ak, P %

Z(‘U 1('“*\-&&)&,,-,,\ Qe 5 S M 28 pa,

: ‘ | 'S
@) <) /M L8 nmPa .




pero
e R.;

M, -2k . M y
Z_(l) Z(Nn«:tﬂ d:‘/rk qukt < (-1) "(Nﬂ) Cpy %/*/N \
R=o

de manera que

Ak, 7= (V) %

Recordando ahora lLa ecuacion (13), podewmos darnos cuenta de que

¥

R 2 Sy Ok

De la misma manera Se puede mostrar que

N 1
Z iP'\(@J)Pﬂ-k (23) - gk, \ C S Re N,

d

Y. por induccidn Lusando la ecuacidn de recurrencia de Pas($)1s
uno puede probar que la ccuacion (11) es valiaa.
: Cuando I es impar, la demostracion sigue Los mismos
pasos.

lidtese que si substituimos (9) en (11), esta ultina se
convierie emn

oW

7 ;T
e GICT

para cuahao 2=k=0; Este presuliado coincide cot el obtenido para

iq suma de Los numeros de Christoffel asociados a Los polinomios
He''™ .

14
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I.3.4 ElL problema de eigenvalores de P

e s . ' . .
Habiendo obtenido la forma explicita algunas propieda-
des de las componentes de Los eigenkets de en Lla base de H,

procedamos ahora a resolven el problena de eigenvalores ae F.
Deyiniendo R =(2/Amw)Y*P, y usando la representativa (4).,
la ecuacidn de eigenvalores puede ser puesta enr la jorwua

o JU 0 \ 35\ ‘L\\
-0 I V9, 9,

] |
o~k G . ' q2 3?

ry
>
T —

.
-
-
[

N

t

DW}\ A
w0 \CSN,

) 14 44 . 1 -
De aqut se obtiene la ecuacidn caractertsiica

He,, (ny= 0,

5 t i R Loy . ~ N . - -
mostrande asi que el espectiro de X y de P coinciden saivo por una
constante. ., Tanbién, de la ecuacidn de recurrencia
ecorrespondiente, se obtiene que

'

0.0

N

: T S
%N‘ﬂ Olﬂ :t}‘} B U

y por lo tanto, estos polinomtios satisjfacern las relactones

Z %600 = &
v

LA

SL. ‘3:(“13\%(“153 i

- 3 . . 7 - - ¢ 4 N
enrn donde ?3 es la j-ésima raitz de Hey, y (*) signijica conplejo
conjugado.

LA
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I.3.5 Kepresentativas de F y H en la base de X

Para dar respuesta a una de lLas cuestiones planteaaas al
prineipio de este trabajo (conocer la jorma de la ecuacicn de
eigenvalores de H en la representacidén de L) se requiere
encontrar <X;IPIlX,>. La manera mds directa de hacer esto, es
reemplazar la matriz ortogonal

/ Po(’ﬁ\, P, (%) Piz(@nu\
Pi@d R(gﬁ ', . ﬂ(%ﬁ\
(e = |

| SR !
\ S |

. o |
\ PN("*\ PN(?‘-?) t}"(%~+!\} /

- . T
¢ la ecuacion (4) en

1Py = 2 Ve Rl PLED CEalXed

para obtener

. —_— - ‘ - - :
VB ey =4 ) gcﬁﬁ“[aﬂ(%d ABE AT INENG)

. .. » - ) . ) .

Calcutetios <XSIPIXK>A“. Usando La ecuacion de recurren-
cia ge Py{l), la forma explicita de Py($), ¥ la ecuacion (10),
uno puede ver que

b

”~ . N;/' arunnra bl .
< 7(‘;1"‘)\7(0 x& -4 ‘g‘ S SJK - - \)X(&”) [i;l(ij)ei,.(gk)‘ Pi-u(%x) Pﬂ-ﬁ(id\]i
Rz : -

y andlogamente,

'R
X5 P IR K = 4 5}5 =S5+ 2 JHE | 6% B, (00 - Bl P]-.(ij\ﬂ

koo s !

De manera que, restando estas aos ecuaciones, poaemos encontrar

\ {
N -k s X T g
<R PIXe) = ( Ki-%x ’ (18)
- O } X\i = XK -
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Esta ee la representativa de P en la base X. Es intere-
sante notar la semejanza superficial de este resultaao con la
bien conoeida relacidn

Pos ciry &

del caso en que a f se le permite tener un espectro continuoe. lio
olvidar que la dijerencia ﬁJ—JK puede se cercana a c¢ero., 0 tawn
grande como [8(H+3/2)Aa/ w8 .2
Con (15), la forma de La ecuacion ae eigenvalores para £,

(35 85+ £mw R [ED = BB

- . o> ‘ - N , .
en La base X puede se encontrada jacilmuente. Lila es:

4 FQ(<R5 + Lyw?x? A Qs [6
ARy é(xj'x,é(&')(k\ JL“W Kd P“(f.)\ E. P"‘( 0) ( )

en donde (& ) significa suna sobre indices que no nacen nulo al
denominador. Ppl{$y)= P[(va/ﬂ)z x] es la funcidn de onda definida
en g corresponateﬁte al etgernvulor En. Obviameiite, €8 UHG
solueidn de (16).

Con esta ecuacidn heiios ﬁermtnaao de contestar las pre-
guntas hecnas al principio de este trabajo. La ec. (16) ne ec
una ecuacion diferencial como Lla de Secnrddingers ni ura ce
diferencias finitas. Una ecaracteristica interesante. es s5u
no-localidad: el operador 'diferenciual' que allil aparece toma en
cuernta casi touos Los puntos del woiitnio ae dejinicion y no
dnicamente aquellos contenidos en lLa vecindad de un punto, couo
ocurre en la ecuacidn de Schrddinger. Es interesante también,
preguntarse si su no-localidad se preservae en su Jorua itnisve
cuando li->o00 (si tal forna existe), por el Lugar que esto puateﬂa
ocupar en La discusién aecerca de divergencias en las teortas ae
camnipo iLocales.

I.3.6 Propiedaces minimales

Como se sabe'’s una ecuacidn ue eigenvalores couo

HIEk> Ehan> en un espaeio tineal Fjinito tietne eiertas
propiedaces extremales con relacidn a sus eigenvectores: el
cociente de Raytleigh




hixO

R[ } <x(x)

definido para cualquier vector IX> tal que <X1x>#0.toma un valor

/

estacionario en IX>=lEp>. Lste wvalor resulta minimo euando
IEn>=1Epo> y m&xzno cuando lEn> es el eigenestado asociado al
eigenvalor mds grande (principio de Rayleigh). Para nuestro

caso, los valores minimo y mdximo de R[X]1 son, vrespectivamente,

Eo=(1/2)hw y Ews=[(20-1)/2]0w.
En esta seccidn mostrarenos ques aaenas'de estas propie-
aades, Los eigenvalores de La posicidn hacenminina a

Tohe L X fiXey

- . ) o I
es deeir, la suma de Los valores esperados de la energia toma ui
valor estacionario cuando el sistema Se encuentra en Los estados

1Xg>.
Para esto. permitamos a la Tr i ser funcidn ue (li+1) va-
riables conritinuas zpR:

A%i ,

T (22 2) = w0 [ = P 72
(FREH fm) R,R- (zk ?}\) v vy K
La condieidn de punto estacionario

TTH(E’Q)& =D, kR N
o 2¢= §

exige que los puntos satisjagan la ecuacidn

O

: N
2;;,(%?%:%;)3 - 63 3 (I?>

y para demostrar que, ejectivamenie, eso ocurre, consideremnos Lo

siguiente.
De la jormula ae Christoyjel-Darboux para Los polinonios
Py(§)s se ve inmedictamente que

'Z

Nt

7 [ (0B (8- P Boral] = (57607 2 Bl §) Bl

- 1
Si1 ademas noitanos que

; io p‘ (”)\N w(gk‘ - Z’Q ( ) M) 1

usando Las ecuaciones (14) y (15), poaemos illegyar a lLa igualduw

C




L

G;\jé'k)i < é‘éﬂ@(‘iﬂﬁa(‘fﬂ oGS

de estqg manera,

| - 5 o ‘?t(’l’v! £
N e AR ALY ey EESA LR IEIACH

ein donde hemos hecho la identificacion
& @x
5ol 28

Para calecular JﬁPg(%d). usemos nuevamente (14) y (15),
junto con la eecuacidn (11). Esto nos da

-

R(Q)a =0,
DR 2] e) -3z R (6], 16hewmt,
i— 7 PN-;(@( L= N.

¥ Ty - e = i H . L 4 - e
) ?gggzztygenao esve resuliadoe ein la expresion para ji ﬁ'@ 3
y striplificando, se obtieue h(f Q

Z o s 2SR R
A @*‘Qg 9 ;;‘E\ﬁ-.('iﬂ A

La suma del lado aerecno de esta ecuacioil no es sino el

elemento diagonal <X aﬂV >, aonde (Ot es el operador de
. ¥
creacion, de lanera que

OBy = e Ol ok B = 16,

y por Zo tanto, venos _que Se satisface La ecuaeidn (17),
conaicidn para gque Tr i (21 283 sesesyn) teura urn valor
estacionaric en (g”AzJ,., CN“). Ys de esta manera, dé Lugar a una
propiedad adieional al prircipio variaciokal arripa HeENcCLONAUO,
con la diferencia de que en este las variaciones se hacein soore
los estados IX>, y en nuestro caso, sopre Los valores zy.
Para mosirar que ese valor estactionario corresponde a un

minimos basta probar gque La correspondiente mairiz Hessiana,



i.e,» lLa matriz formada por las segundas derivaaas parciales de
- - - o . - 1

Tr E es positiva definida cuando se evalua en 2g=%;, . Para

esto, reescribdmosla como

24 A,

(Fiﬂ = | RIPLTE (%)

en donde \
6h' 4
WoT o AT
Q T (ii gJ)
) f dv i:] .

( ZEE\@; ’

Segundo, probagremos que cualquier mnatriz que tenrga la Jorua (13),
con toaas las componentes [/ positivas, es positiva definidd.
Tomemos una ([+1)-eada arbitreric 2% y construyanos la

yorua I*F2.. Un poco de aigebra nos lleva a que

2res {2+ 24 (24'3;\.1,
L ALy

lo cual prueba que nuesiva matriz Hessiana es positiva definiaca,
siempre que la segunda derivada de V(x) sea positiva en caaa uUrO
de los puntos @j s+ Lo que se satisyace para el caso del oscilaaor
armdnico.

I.4 ALGUNAS COLSIDERACIOKES SOBRE LOS RESULTADOS

] - ;. . -
Para coneluir esta priuera parie, discutirenos alguhos
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puntos imp ©rtantes relactonados coh la nipditesis sobre las que
se basa el presente trabajo, que Jueron establecidas en la
seccidn I.3.1 e <introducidas en lugar de 8us andlogas de la
teoria eonvencignal para obtener un espacio discreto.
Tales thoteszs conlievan los siguientes dos puntos'
(1) E1 espaeio vectorial de estados del oscilador armd-
nico es de dimensidn jinita. ~
(2) La repfesentattva del conmutagor de X y P en la
base de £ (o en la base de P) es

. O{
[ O

Aribos puntos son necesarios para obtener la jorua no Lo-
cal de la ecuacién de Schrédinger dada por ta ec. (16) y <tener,
simul tdrneamente, un espectro de enePgta cuya jorma no difiere,
esencialmente, de aquel dauo por la teortia convencional' para ei
ocscilador arménico.

El primer punto nos garanvzza que el espectro de lLa po-
sicidn (y de todo operador) sea daiscreto, si bien, por 81 WLsNO,
no determina ni el numero de puntos del espectro (su mnagnitud),
ni La distancia reliativa entre eZLos (su estructura).

El numero N+1l, que determind la magnitud del espacio jt’
sico del oseilador, es decir, el que determind la dimensidn del
espacio vectorial de estaaos se introdujo de manera un poeco
arbitraric en La seceidn I 3.1 de este trabajo. Sin enbarygo,
puede dagse una justificacidn de este hecno si se piensa ek que
La energia del oscilaaor debe tener como cota superior ¢ La
energia total acvuaZ del umiverso Eys, La cual, de acuerde al
rmodelo cosmoldgico estanaars aunque muy grandes es Jinita:

11
Bo= 5110 exgs,

Unicamente com el yim de aar unc itcea de La magnituua del
espacio del oseilaaor y ae la arstancia relativa entre dos puntos
ce espaeio coRntiguos, imagineiios que Los paranetras ae uuesrr
gscilaaor tiernen vaiLores t{picos nucieares. Asi, la masa serd ia
de un protdn:

29
M~ me= LE 1D gr.

iy la frecuencia serd:

A
&

0
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Ahora igualenos el etgenvaZOf mas granae de la energma
an oscilador con la energia total del universo para ohtener el
numero N. Esto nos da

N ~ le,

un numero aemasiado grande (el nilmero estimado de bariones en el
universo es del orden de 10%%),

Como se sabel', la longitud L del intervalo en que se
encuentran contenidas todas lLas ratces de JHey, (§), resulta ser
aprosimadamente tgual a [8(H+3/2)7/ma]’ 1. Para el easo
considerado esto se reduce G

AT
= ) - o,
Curiosametite, este resuttado es del misimo orden gue el

valor cansignado$para el radio ael universo: 1.1 10%¥cum,

En lo que se refiere a la estructura de ese espagcio 8¢
puntoss podemos preguntarnos: ¢qué aspectos del sistenma Fisica en

cuestidn dan como consecuencia que lLa estructura de eos punntos de
espacio sea la correspordiente a Lla ue las raices de Los
polinomios de Hermite?

51 nos detenemos a busear La razdn, Veremos que, de
acuerdo a Lo establecido en La seccion I.3.1, para que la matriz
asociada a X sea aquella dada por la ec. (3) (que es lLa que
adetermina ese itipo de rafces), es necesarzo que el especiro de 7
sea el que fue discutido en esa seccidn, de manera que puede
decirse que Lla estructura del esgaczo del oscilador estd
detgrminaca por la jorma de Lnteracezon (MXt) y por el conmutador
[Z, P] {(ec. (5)), ya que a su vez, éstos determinan el espectro
de l;.

Por otra parite, al querer conocer la aistancia enire aos
ratces, vemos que La daensidad ce ceros de los polinomios de
Hermite en la recta real no es unijorie, y lLa distancia entre cos
ae ellos consecutivos sclo iha podido ser determinaaa dentro de
ciertas cotus. S5in embarge., la foria asintotica que tienen Lo
poLpnontos cuando I >>§* , wnos permite saber que unag buena
estimacion para la distancia entre dos puntos consecutivos es

oL [ER o,
SERT 0

muw N

Un nimero aemasiado pequerio: 10% veces menor gue La longituu ue
Pianck (Lm,u=103’3cm) . :

Ho debenos olvidar que lLos valores numéricos obtenidos
para los parametros sL y 2 deberian ser considerades como cotas
superiores (o ecota injyerior, si_ se trata de L), pues se
chtuvieron al igualar la energra macina deli oseilador cown su coia
superior. y que, ademas, SOn numeros meramente ilustrativos.

Por otra parte, respecio al punto (2), es interesante
seflalarie algunos rasgos thRporiantes:
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Ppimero: como ya lo mencionamos, tiene influencia en la
estructura del espacto del oscilador

Segunao. da iugar a que la representativa de P en La ba-
se de X sea de la jorma dada por la ec. (15}, como se pueae ver
fdeilmente si se resueilve para <X 121Xy > Por Lo tanto, -origina
que la ecuacion para la funeidn ae onaa sea de tipo no local.

ElL hecho de que el conmuutador [X Pl tenga la misma

representativa en _las bases de b e y ae Y que.,aaenas, sea
zndependzente expltcztanente de U, sugiere algo mas que una
siuple coicidencia: lo hace un buen candidato para mnegrniener en

problemnas distintos del osctlador. .
De estos dos ultgros puntos se sigue que es tambien ue
esperarse que la ecuacion

,if £ Pl ' - :
il 4% X; - el ke X V(K)\(F”(XSLL“L(“(X"'\J h

T . - . . . = T .
resulte ser valida para atgunos oTros potenciales V() bien
conportaaos, entendiendo por valido que la forﬁa ue ia ecuacion

se mantenga, que Los eigenvalores Ly. gque alli aparecen ,sean
(con excepcz&n ae algunos posibleiiente} Los de la ecuacidn ue
Senrodinger, ¥ dque tos etgenvectores ?n( ck ) se ercuentremn

rebaczanaaos de alguna manera con lLas soluciones exactas ue La
ecuacidn diferencial,

FPor otra parte, tambieén es de esperarse que ta grapteaaa
estacionariac de Tr H en Los eigenvaliores aue La posic eton  se

nantenga en 0otros preblencs por el signijicado fisico que esio
tiene.

e e M e T
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II.Y INTRODUCCIOL

En esita segunda parte, abandonaremos por lo que resta la
idea gemneral bajo la cual se ha venido desarroliando el Traocajo y
que fue planteada en las secciones 1.1 y I.2 de 1la parte

antertor, para towmar una de caracter ractico: el obtener
sotucioness en prineipic aproximaacs o numericass de La ec. ae

Sehrduinger.,

ids adelante mostraremos algunos resuitaudos obitenicos al
intentar verifiear lLa conjetura concerniente con La vaeiiuez de la
ecuacion (40) para un potencial V(x) bien comportaac y de ia
prropiedad estacionaria de Tr H, planteada al jinalizar la primera
parte de este trabajo.

Fesulta ser de interés considerar lLa posibilidad de que

tal conjetura sea veraaderac, yd que de ser esto asi,
aisponartamos de um métouo sencillo paru estuaiar tas soluciones
de la ecuacibdn e Schrddinger al iener wna ecuaetdn de
eigyenvalores en cierto sentideo equivalente, en un espacio de
dimension jinita. La abuncante literatura sobre léiodos de
aprozimnaeidn para resoiver esa ecuacidsn pagjo diferentes

condiciones, da je del natural interds por encontrar soiuciones
gue se ajusten caqu vVez umejor « Los problemnas cuanticos y el
intentar hacer esvo de manera cada vez uds sencilla aa sentido a
investigar s8i la conjetura arripa planteada es ¢ no es verdadera.
Probar esto en el caso del potencial anarmdnico

V(z) = ©?+ Bl GQ)

es uno de Los objetivos de esta segunda parie. Yy cCONO vVeremos Mis
adelante, la respuesta a esta cuestion es ajiruativa en el
sentido numérice. Por otra parte, parece ser que existen mks
Funciones VI(x) para Ias que ia conjetura es verdauera ial couo
estd planteda.

Para comenzar con tal prueoa. ¢l primer paso 0DVLO €8
buscar soluciones ue
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Dol X0

,Q’%l Q&) Y (X}. XKS

¢ V) oK) = En () @9)

con V(z) dado por la ec.(19) j compararias cot resuttados Dien
conoeidos y Jirmemente establecidos. Una itigera vista a la ec.
(20) muestra que hay demasiados par&metros desconocidos, a saber.
los I puntos x;, los H eigenvalores E y los Ii eigenvectores #(“'
(j=lsesesli). Para que (20) tome la Forma de una ecuacidn ue
eigenvalores, deben ser conocidos Los puntos Z;con anterioridad.
Asi. a menos que dispongamos de una manera pard conocerloss nO
podrenios resolver el problema de eigenvalores correspondiente a
dicha ecuacidin.
Esta difiguliad podia ser eliminada usqndo la propieaau

extrenul de Tr & pLanveaa dentro de las conjeturas por probar, ya

- 1
que la condicion necesaria para tener un punto eztremal el Zx =Xk

2t 5 1 . 40 [ =07 (2))

noe da un sistema de I ecuaciones (no Lineales) que aeberian
satisjacer Los puntos Zj o Conio se puede ver, esa ecuaeidn sdio
cepende del tipo e Funcion V(x) que se tengas por Lo que uha vex
conocidas poaraa intentarse resobvefba y obtener los puntos ae
espacio requertdos para.la solucidn ae Lta ec. (20}, Obvtaneute,
la distribucidn de tales puntos sobre la recia real sert la
consecueiicic de lLa jorima juneional que tuviera el potencial V().

Visto de esta manera, el procediliiento poafia ser conside-
rado como une derivado ae un principlo extremals. en cercana
analogia a otros'l.

Si la conjetura fuera verdadera, es ue esperarse que los
eigenvalores Lyp obtenidos a pariir de (20) ruestren (excepto
yos¢obemente aigunos de ellos) znaepenaeneua det par&metro I
como sucede en ek caso del oscilador armduico, de tal manera que
el increuentar [ d& como resuliado nuepos eigenvalores que
correspondan a lLa eigensucesidn exacia.

Eesumcmeos el procediuiento por proopalr. S5bto consta de Los
siguientes dos pasos:

(1) Resoiver la ec. (21) para Los puintos Sy sgseseriiys

H=233 00

(2) Eesolver ita ec (20) para ios eigenvalores Ly

etgenveciores ¢h(25). =031l seaesii=l.

Con rejerencia a estos puntos, hasta este momento no te-
nemos una manera de demostrar que realuente se puede obtener uid
solucidn de La ec. (21) cuando 8e tiene unaq JuACtén arbitraria

y Los
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V(z). I&s aln, no sabemos i tal solucidn existe, ni si es
Ynica. Sin embargo, en lo que resta del trabajo, usaremos €l
hecho de que es posible obtener soluciones numéricas de dicha
ecuacibn para el potencial amarménico dado por la eec. (18), en
un gran rango de valores ael parémetro B.

Antes de concluir esta seccibn, airemos algo acerca
de la notacidn por emplear.

Siempre pensareinos que Los puntos Z; que satisjacen la
ee. (21) se emcuentran arreglawos en orden creciente:

x\¢x2<xa< <XN

h)

Y cuando la situacidn sea propicic para confusiones, ’
denotaremnos por &ys al j-ésimo de ellos y por ¢$ffayy) y por Efa
ios respectivos eitgenvecitores y eigenvalores.

En la siguiente seceidn, haremos una pequena digresidn
para presentar unos resuliados que servivdn de apoyo a ta tidea
agqui esbozada Y Qques por otra parie, rnostrar&n algunas
propiedades de Los ceros de las eigenfunci?nes de Lla ec. de
Sehrouinger y de sus eigenvalores. Despues pasarenos d sostrar
los rvesultados numéricos obtenidos para el potencial anaruonico
para un ampiic rango del parametro no Lineal B. y Jinclliente,
proponarenios posibles airecciones en las que pueden ektenderse
Los resultacos exzpuestos en este trabago.

II.2 ALGUNAS PROPIEDADES GENERALES

Como mencionamos anterioruente, al parecer existen uls
Funeiones V(x) distintas de La cuadrdiica para las cuales la
conjetura arriba planteda es totaluenie vhiida. Esto es sugerido
por Lo que mostrarenos e Seguidd.

Debencs anticipar aos cosas. La priunera es que estos re-
sultados se obtuvierown al tratar de mostrar en jorua analiiieca
dicha conjetura. y la segunda, €8 que no lLogrum del todo su
propdsito. como se verd mas adelante. '

Por su naituraieza, esvablecerernos estos reguittados en
la forma de un Lena, y su demnostracidn serd uaaa en el apbndice.

2.0
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Lena.- Toda solucidn de la ecuacion de Schrddinger

Iy g0 = B,

que tenga la forua

en donde Xn; fv ¥ &n sON par&unetros dependientes ael indice n Yy J(x)
es un polinomio de orden wn, tiene lLa propiedad ae que el

conjunto de 8uS Ceros, L&y sTgseeasinls R
(a) hacen estacionaria u La junctaﬁ Te F (2, se0es8n)
defintda por

TeR = ;m CE,.(ZJ 2 t XZV(?Q;

X,k

. 1 “ . . . . ‘s
(b) estan reiacionados con sus eigenvalores por liedio
ae

[y

f

E.-=

9o

it

b ;E ! £ V(xg) - ;:'L)f\zo{
VS ekt AT

(¢) y satisfacen la siguiente igucldad

¥l
i
0(‘.\7(' :'_h
Z Gy Tk

Para el caso del oscilador armontco (q& -nw/ﬁsﬁh—og
Tnzéte. ge normalizaeion), La junceion dej'inida en el ineciso (a)
como Tr FE, resulta ser justameiute la treza cel Hamiltoniano aado
por la ec. (2), es decir, resulta ser Lg suma de Los priueros
(#n-1) eigenvalores de la correspondiente ec. ce Scarodinger uas
un - término (EN) que mo corresponde a lLa eigensucesidn exactu.

lioc ha sido posible demostrar que suceda algo equivalen-
te a Lo anterior en un casoc en que Los par&mezros on § fBn Tomen
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otros valores, Lo que nos probaria en parte la conjetura arriba
planteda.

Con relacidn al inciso (b). debemos hacer notar que el
valor Eﬁ+(3ﬁl/2m)dn puede ser calculado airectamente con las
ratces x4, calculadas a su VvVez usandao el resultado anterior
(resolviendo la condicidn de extremo)s, Lo que vendrtia a ser un
resultado interesante si el parbunetro &g maniuviera en oiros
casoss la jorma proporcional a la diferencia Epq-Ln que tiene en
el caso armdnico, como se hark ver en el apéndice.

Para finalizar esta seceidbn, mostraremcs dos propie-
dades mbs de las ecuaciones (20) y (211},

Si V(x) es una juneidn simbétrica, entonces:

(i) Los puntos que satisfacen la cc.(21) esthn simé-
tricamente dispuestos en lLa recta real alreaeuor de
cero, Y CONO consecuencid,

(41) 1a ecuacidn (20) tiene soluciones con siuetria
Gefinida, es decir, lLos eigenvectores Soun pares o
1mMpares.

En el apénaice se mostrar&n estas ayirmaciones.

77.3 EL OSCILADOR ANARMONICD V(X)=X%+BX:
RESULTADOS HULERICOS.

Lkegresenos ahora al problena planteao en el prinetpeo
de esta segunda parte. Aplicaremos el mbtodo ue soiucidu ya
descrito al potencial aado por la ec. (18) y analizaremos Sus
resultados para cierto rango del par&metro E. [En todo lo lLargo
Je esiva seccidn hareuos las constantes 7, i1 iy W iguuales a 1.
, iiota importante: en la literaitura sobre el temc es nuy co-
wika el 'alisar' al operador Hamil toniuno y recserebirlio

B x> = B

Como una de las ideas es cowmparar Los resultados que
aqui se obtengan con Los ya establecidoss tendreniocs que adecuar
nuesiras ecuaciones para poder comparar Las misuas variaovles.
Los caribios que esto ocasiona son:
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(a) En la ecuaeidn (20)

y q)w (K*)
(X_‘, ‘Xﬂ)(xﬂ -Xk)

(XJ?* BXS) 6a06) = E) (X)) (204)

(b)) En la ecuacidn (21)

{

- 4
—_ -,%X

T (%)

fB X (21.1)

'Y

IrT.3.1 B>0

B

Resotver numéricamente la ec.(21.1) para este caso, no
represeﬂta nayor proble.a que €l Locabi ar Los raigos aei
Haranevro B en donde Los punios (u) tmeaen variaciones mas
grandes. FResulta ser que &3 (B) vafza s raptdameuue para
valeres pequetios de su argumento, es aecb;.lawﬂ(B)/aB\es Mb s
grange para B pequena y tiende a cero Papyaaneare cuanuo B erece.
Ademass esta rapidez de ccmbio de desvanece G mWedida ae (ue el
valor absoluto dei 1udice Jj se acerca a cero (o vien, a Los
valores centrales. FKecubrdese que por tener um poiencial pars
tos puntos est&n simetricamente aispuestos alrededor de cero, y
¢s nils conveniente para nueeiros propdsitos usar la netaeidn
siméirica para ellos).

En la Figura 1 se aprecic claramente Lo anteriornente

dicho. La gr&fica jue obtenida para =30, pero solamente
cparecen Los 15 puntos positivos. Ll invervaio investigado del
par&retro B jue 0<B<1000. Sin embargo., por razones prievicas, en

ia gr&yiea mno jue posiblie ni deseable touar el rango entero. La
Figura 2 mnuesira ia pro«ecczéﬂ de lLas lineas w3 (B) sobre el plano
©-B., Iio hubo evidencia de que tendieran « un valor counstante
(como pouria parecer), sin embargo, debido a Gue 2y (B) cambia uuy
poco cuando L es granue es posible subsiituir, sin mermncr nuuecho

ia precisidn de los resuliados postertores. el valor exacto de &

(B) por wun valor aproximauo Y Jjijo obteniuo para alghn valor
grande de 8w argumnento.
Ln cuanto a Los eigenvalores se rejiere, lLos resuliados

A R AT A T




Fig. 1:

Dependencia de los puntos X.{B) en sus parametros.
B=(0.1,...,1.0,2.0,...,10.0)y j=16,17,...,30.

Fig. 2: Proyeccién de la Fig.1l sobre el plano X-E.




son satisjactorios. Antes ue mostrarios, peruitasencs decir Lo
sigutente.
Estamos trabajando con mbtodos numbricos de solucibdn

para Zas ecuaciones (20.1) y (21.1), de manera que los resultaaos
estardn cercanos a Los exactos. El criterio ae cercanta estld
deterninado por Y aepende de las condiciones de soiucidn, Ast,
ia manera de decidir si se ha alcanzado el oodetmvo degenae de St
estancs reso&uaenao ila ec. (21.1) o diagenalizande la eec,
(20.1) y ael métoao de soluczén. Para resolver La ec. (21.1)
hermos hecho usv del método de Hewton y el criterio para dectdir

~
si nabiamos 'resuelto' la ecuacidn jue que

(4*0 m ey () (M é\)
A MQK ? ( -[”/z]) (i((;"/;}l- Z%”/z}ﬂ3 > ”/zl lﬂ/&])

- ' . . . . 5 .. ;. ) 2 .. - R
ruera unag sucesidn esirictamente decreciente del indice J y que
4

-3

A, <10

J

- . . | b = -
Una aprozimaeiou como esta en lLos puntos Xj, aa tugar
a que

20 <

en donue €{(B) es del oruen de 10" cuanco B es pequelio (~10) y
adel ordehn de 107 cuando B es granae (~100). KHesumienuos podencs
decir que los puntos AE§ asi calculados, haceir que el valor a8
grande de S/Uwq r i) sea - aproziniaaarente cero, donde
'gurowimadamente' significa 10'° en proiedio.

En otras palabras, no es del itouo acep?able'aicha apro-
ximacidil, pero como Vereros eh Seguiuls AUl A8l Proauce Dueios
resuttaaos.

El eriterio para deciair 8i La ee. (20.1) estapa dia-
gonulizaua jue auirecio: la rutiinag erc detenida CUARUO el
gleniento no atagomnatl n&s grande en valor absoluto erd rienor que
10t

na vez ezplicados someramente lLos eritertos de soluecidn
usados, paseros a hostrar Los resultaacos de La utagonalizacidn,

En la tablc 1 se muestran Los eigeuvalores uel estado
base dei oscilacor obtenidos por este nétoao para =16 y B entre
6.1 ¥ 1.0, y son comparacos con Los resuliados obitentdos por
Biswas et all® wusanuo 1la téenica aei daeterminanie de Hill.
También se muestran Los calculauos por GraJJt et ali!’, quienes
trapajaron con los aproximantes de Paué de La serie perturdativd
detl problema. Touos estos valores queuah wuentre aGae Las cotas
eorresponazea-es calculuaas usanuo ubtoaos variacionales por
Baaltey ¥y Fox'% ilas cuales taubién som mostrauas.
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para distintos valeoTs




Como se ves, Los eigenvalores aqui calculados, coinctden
con Los ya publicados hasta Lla eifra dada por nuestra
aprozimacidn en los puntos .

Un poco de trabajo numerico adicional . muestra que
la sucesion

(~) © ) } ) i
EVG0) B0, L, BT,

es convergente. En otras palabras, e?§re mhs cercano esté el
punto xf del valor ezacio xxslos puntos Ey se acercan mbs a los
valores mostrados,, Entonces es de esperarse {que unad megor

aprozimacién en m?’nos lleve a una negjor aproximaeién en Los
eigenvalores de la ec. de Schrodinger.

En la tabla 2 se muestran lLos eigenvalores aqui obte-
nidos para =16 y para algunos valores w&s del par&metro B.
liuevamnente &on comparados con 108 obtenidos por 3iswas.

En la tabla 3 se muestran los obtenidos para un valor
tipico de B y distintos valores de L. Como se puede observar,
cetos datos sugieren dos cosas que ya esperabamMos:

La primera es que existe siempre para cada I un etgeil-
valor espurioc (E%) ~que mno corresponac & la sucesidn de
eigenvalores de la ec. de Schridinger, y La segunda es que el
eigenvalor Ef (8#i7) se nuestra independiente ae i en el sentiao
de que stgue apareciendo en Las subsecuentes diagonalizaciones
con Il mayores, tal camo sucede en el caso arndnico.

Por lo que toca a los eigenveciores seé puede decir Lo
siguiente.

Como era ae esperarse, resulian tener paridad definiaa:
$aa-g 8 ) tieme la aridad indicada por el  entero L
(£=0slseeeski-1). Auenas, su interpolacién lineal tiene
exactamente § nodos, es deciy, iiene 4 cambios de siguno.

En La Figura 3 se muestran las interpolaciones lineales
de los primeros tres eigenveciores 'y en ta fig. L ila
interpoiacién lineal de sus cuadradoss para H=30 y 5=1.0. La
iinea con sdmbolos indica los correspondientes eigenvectores del
caso armdnice (B=0).

La fig. 5 muestra lLa dependencia et I de lLag interpola-

cidn lineal de un eigenvecior tipico: ¢%&x§ ). La Jigs. 6
wuesira la ae sus cuaarados. Y coiio se pueae ver de eliass la
' forua' asociada al eigenvector €8 sdlo wuna. EiL aumentar s
qunenta el 'llenado' de la figura sclamenteé. Ess en cieria

naneras algo semejante a lo que sucede con Los eigenvalores.
1 - o .
Para concluir este caso (B>0)s en la fig. 7 10osrramnos

la dependencta en el pardmetro B de la interpolacibn lineal del
cuadpado del tercer eigenvector para =30. Como se puede
apreciar en la gr&jica, el cambio en 8u forria es whs dr&stice

cuando B es pequetia.

w
e



N=20 B=0. 2

| §257765617735003D 01
1931 567998422883D 02
| 3067728407885533D 02
| 3ER3788673201797D oz
51831313843891462D 02
 b61B542274746141D a2

e JuRoge)

SO0

N=25 B=0. 2

o. 111B8292654359294D 01
0. 9257765617725453D 01
0. 19315679984203820 02
0. 3067728407883009D 02
o, 4267736119611936D 02
- 51631319629080814D 02
o &562246789401524D 02
0. 8012434366201432D 02
0. 9092558566933854D 02
N=30 =0. 2

0. 1118292654357418D 01
0. 9257765617710788D 01
0. 1931567998419200D 02
0. 3067728407878666D 02
o 4307374853827377D 02
0. 5415243965429908D 02
5 £5602846790521749D 02
0. 8012321339938625D 02
0. 95266600231254596D 02
0. 1109896159349436D 03

1118292454361198D Ci.

0.353?005287891906D 01
0.1244060179995824D 02
0.2297463115879645D 02
0. 3187054427521888D 02
0.43073738531972799 02
0. 5634545338502357D o2
0. 66430491233007720 o2

0. 3539005287877728D 01
0.124406017?9?4596D o2
0. D297443115875143D o2
0. 2470381527124527D o2
0.43073748538347890 o2
0.5634462??9143352D 02
0.703808b3265323560 o2
0.8509507548523106D 02

0. 3537005287872384D 01
0. 1244060179993073D 02
0.229?463115872824D 02
0.3470391527119&61D 02
0. 47406373214692927D o2
0. 5634442999138941D o2
0.703809é144705721D 02
0. 8510245810227115D 02
0. 1004477225645168D 03
0. 11470259248468248D 03

TABLA 3:

suybrayado.

Eigenvalores Ej
N=20. 25 y 30.

cooOOO00 oO0ooo

co0OoCOoOQODODO

 6D77248616967710D
 1579953445567605D
| 24764949561477601D
3470381527125573D
 4740697460221478D
 L0G3776069045952D

 £277248616962253D
157§953445565706D
.2676494961475327D
 2983788472888795D
| 47406373217003467D
 5094275032060932D
7521525140621706D
 g9806465450137108D

_ 527724B616953897D
| 1579953445564251D
067649496147 1530D
| 2583788472884020D
' 51B83131962977768D
| 5094275031740107D
| 7521526068563252D
_ $015090120721742D
| 1056940934985641D
| 1173728827743252D

(j=0l 10 2; -

e e e e e e e b 47 L8 B 4

_,N) eobtenidos para B=0.2 4

El1 eigenvalor espurio se encuentra

01
o2
02
o2
02
02

01
o2
02
o2
02
o2
o2
02

01
Oz
oz
o2
o2
02
02
02
03
03



Los tres primeros eigenestados para B=1.0 y N=30.

3.5 \/ [\j
A /\A A
3.5 \/ \/ DM\
0.4 ot
A /Q)\A/\‘L
3.5 WY, \7 ‘\75
0.4
Fig. 3:
0 7
a0
//
i —y _;-—.:.;;:.z':—-ﬁ——.fr—-.‘]’/
-7.0 0.0

Fig. 4: Cuadrados de las 3 primeras eigenfunciones, para
N=30, B=1.0 y B=0.0 {con sfimbolos).
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Fig. 5: E1 estado base del oscilador para B=0.2 correspon-
diente a N=16 (fig. sup.) y N=30 (fig. inf.).
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Fig. 6: le(x)\z para B=0.2. La 1inea continua correspon-

de a N=16 y

1a de simbolos a N=30.
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Fig. 7: El estado base para N=30 y distintos valores de B.
La 1fnea contfnua corresponde al caso arménico
(B=0). La del simbolo (A), a B=7.0, ¥ ta del
sfmbolo (<) a B=50.0
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IT.3.2 "B<0.

En este caso, primeramente debernos decir que debiac a
la forma que toma ahora el potencial no es posible encontrar
estados estacionarios estables. Es deecir, no hay estados
iigaqos. Sin embarge puede Seguir considerindose el tratar de
buscar soluciones de la ec. de Sehrodinger para un potencial
como éste. A tales estados Les lliamaremos pseudoestados para
distinguirios de Los estacionarios estables.

Por Lo que se rejiere a nuestra blisqueda ae pseudoes-
tados para este potencial, los resultados numericos son Los
siguientes.

Los Eroblemas empiezan al buscar soluciones de La ec.
(21.1). Sdio es posibie encontrarlas denitro de un rango nuy
pequfﬁo a la izquierda de cero del par&metro B. Entre may or seq
el nlmero I de puntos que se quierc engcontrar, mMas pequeino
rgsulta ser el rango negativo dande‘se les encuentra. Va%ares
tipicos som: para =30, el valor minimo de B para el cual aun es
posible encontrar soiueidn de la ec. (21,1) es aproximadamente
-0.005.

Y lo que aparenteniente poaria aparecer cono dificuliad,

: 14 . - i 1
se revierte como un argunento nas a javor de esvé metodo,

La jigura 8 muesira Las gréyicas de V(x =z +5zY parc
distintos valores del par&metro {Bi. Los maximos del potencial
se localizan en il/(ZIBI)%~ coin V(seds )=1/41BI. De manera que
para valores cada vez m&s grandes de IB1l, el mazine ae V(z) se
viene abajo reciprocanente.

Con esto a lLa mano, poaemos ahora interpretar nuestro re-

sul tado negativo: EL wnhmero [ nos da el nlmero de puntos que
intervienen en la ec. (21.1) y el nluero ge eigencsiados, por Lo
gue para poder encontrars p. €j.» RUCROSs pseuaoestacos del
potenecial, se requiere 4gue Su mn&zimo se encuentre lo

suficientemente alto. Y viceversc: para valores cada vez muks
grandes de IBl. el poteiicial es menos alio y menor es el ninero
de pseudoestados. Surge entonces La pregunta: €Cubi es el valor
mwinimo de B para ei que existen pseudoestados?

La respuesta que daaGreinos a €stad pregunic, debe consi-
derarse dentro del método propuesto.

Puesto que al aumentar Bl debe disminutr I, bastark
tomar =2 y buscar el minimne valor ae B para ei cual esistan
soiuciones de Lla ec. (21.1). Esto nos iievard a encontrar una
cota inferior para el parduetro B. Con k=2, iau ec. (21.1) se
reduce al sistema

0



l 1 3 i I
— —“X . ——— T — + )
le& 7 J+6x‘ } Xl"xi &Xz BXZ o

N . 1 . 1 1 .
Este sistema tendra solucion solo st
By -3 -
7 3

De mgnera que el razonamiento anterior sugiere que para valores

de B menares gue -1/8, #o existiran pseudoestados de la ec. de
- Mo .

Sehrodinger para el potencial anarudnico (19).

II.4 WOTAS FIUALES

Para concluir esta seguitua parie Y fituaiizar asi el
presente trabajo, mencionaremog algunas ideas sobre el mismo que
puedern servir ae‘base para un'fuvu°o desarropbo.

Coma se vid en La seccion anterior, el método plan-
teaao wqua para obtener solucioines aproxiladas de ia ee uae
‘Seihreainger para ui potencial bien comporiado, es extremaaanente
sencillo y jacil ae usar, no requiere nrucho tienpo de naquzna
cuando se ”eabzzan chlculos mnuméricos, puedei obtenerse con &L
resultados analiticos interesantes y abre muchos canines €en
varios campos Gue deben 8er investigados. Sblo @ manera de
ejenplo mostraios emn seguida algunos vemas posivles.

(<) Investigar regiones Y razdu de convergencia Y
estabilidaa de 1las soluciones «e Lta ec. (21} para
arbitraria V{(z)s, e 1investigair Sus consecuencias en Las
solueiones de La ec. (20).

. . - - - . 1 - .
(%1) Investigar La relacion (si existe tal) entre la jorud
limite de. la ec. (20) cuanco l->00 4 La ec, de
Sehrodinger.

(1ii) Investigar si es posible apicar atyuna eutensidn del

1 : . . L. - . .
mbioao aqui propuesto para otro bvipo de provlemas jflsicos,
P. ej.» sistemas no iigacos.




II.5 APENDICE

Comenzaremos por dar la demostracidn del lema. La idea
es simple y solamente requiere un poco de &debrak
. . o - .1 . ae e
La condicidn de extremo para la funcion Ir H dejinida e

el ineiso (a) tiene la jorma de la ec. (21), a saver:

h \ - m aV(KJ
,Qé (XU'X).>3 l{\z- l_){_ /x

b

Supongainos que Los n puntos &; que satisfacen La ec. ante-
Jd J

rior son ratces de un polinomio F(x). es decir,

PR = k) (5o o (KoRe).

Ahora definamos al polinonio de grudo n-1

&u(x} = (X‘X:)(X\‘Xz\ cre (X~Xu-.)(>&-?(,f,"f} coe (K'x h.) .

. - ’ - 1. L L, .
Baciendo un poco de algebra sSe obitiene que

SR N T N O
éz X% * T TR +[Hﬂ){ .

—

1 - - » . .- . - . .
Adenits, los polinomios fy(x) y y(x) satisjacen La reiacidu

Py = 5 e

por lo que se lLlega a que

2

Zw)  F oy T TP Y )

y por lo tanto, & que

k2



W) 0 z 2 ) 2 v ) 3
)] £°0m0] - ige)(xu}{( ) {“(m) [ § )(iku)]gt %’Q—Z\I ") [{m(m]} (22)

s adembs que el polinomio j(x) saiisface

rma
@3)

diferencial, el lLaao

Si suponeno
una ecuacidn diferencial de la jo

%u(,q _ RI(A) + G (x) {la) = b,

tendremos que, usando varias veces e8ta €c.
izquierdo de (22) toma ila jorma

PR N Ue P R T PR CR L ASIBIC

ooy substituyendola en (22)
z) y g (&) de la ec. (23)

3 P | :
Evcluando esta expresion en X=T
Llegamos a que los coeficientes g, {
deberan Cumiplir con

b AL V' (k) ) PRI AL

3}(»@\ g/ (%) - 9, (%) - 19" (%) = =

“ o - - ] - , - N % . . .
resultado que debe ser valido para toaa Z. AST que integranaoc
dicha ecuacion se obiiene

X 1 '
-%—U s L0 -ase) s R VR-1Re ()

1a constante

eis donde hemos escogido @
rkn claras mbs adelante.

—-(um/ht)e por razones que se
lo que hasia aqui llevamos, podemos ay iriaa? que
de los polinomios que satisfacen 1a ec. diferencial (23),
coejicienteg satisfacen ia ec. (24}, @nacen estaectonariad a

Lo8 ceros

juncibn Tr H definida arriba.
., Por otra parte, considérenos soluciones de La ec. de
Schrodinger que tengan la forma
\Pv'\ (}q = F(x) 'Fn(")
e Entonces este

es un polinomio de graao
de la jorma (23) en

(x) son

en donde Frpix)
polinomio satisyace una &C.
coeficientes de fé(z) y de fh

de 4integracidu cono
Resumienco

CUy 08§
ta

waonce Los

43



2 gr 4R

respectivaniente.

De acuerdc al resultaadc ya planteado, para que Los cercs
de fn(x) (Los ceros de WYWoa(x))  hagan estacioneria ¢ Tr H, se
requiere que

i% ) F‘&)(%Y: “F

en dadoncdce

An= 3z (e- B

_‘f"(h }(?4/5\.)(4 hq
La solucidn de esa ecuacidn resulia ser C

y con esio queca estableeido el lena. Hbtese gque parac el caso
ariionico se tiene dw=-uw/fi de donde se ve que e=ip-y Yy esto
sugiere que Mn deba ser proporcional a una dijerencia ue energitas
en otro caso.

 Pasemos anora a nostrar que lLos incisos (i) y (i) de la
seceion II.2 tambien se satisjacei.

Primeramente hareuos ver que st V(x) es una Funeidn par
entonces La ec. {21) acepta soluciones siméiricuas.

Campiemos nuestra notacidu para los punios zj.Penserios
por un momento que n sea un nhimero par Yy que Los puntos s8¢
encuenitran ordenados en lLa formna

Kov, éx“/z*! LK K LKy

De manera qgue si en lLa ec. (21) cambiamos § por -j y re-
. .
arreglanos los teruinos, tenarenos

-Yy: .

§ \ - ) (_l\/()(_ﬁ
R A
£z % (' s ! X*S

51 V(&) cumple con la conaicidn de simetrta, entonces
1a ecuacidn anterior es satisyecha por un conjunto e puntos
simétricoss, ya que en este casos ~ERFI_K Y ia ecuacidn anterior
regresa a su jorma origiual. Por Lo tanto, el sistema de ecs.
(21) acepia soluciones simbiricas si Viz) es simbtrico. Anora
pien, pensanuo en que Lla solucidn de este sistema es nica,




] - . ~ . . .

conclutmos que debe satisfacerse el inciso (¢). Por otra parte,
si en la ec, (20) substituimos el eigenvector <Enlz;> por el
vector <Eyi-xj>s €8 decir,

oM U(.[nz]\ O “[ﬁ) |

bu (;({%]”) q’“(xlfj—h
: por "

d)n (ﬁﬂ-l) q) "’( )&mn)

t{)“(xﬁ‘]) b. (7(-[51_])

se obtiene

7]
x Bl X | N .
o ‘9%&} Xk VO u(R5) = o BulKs) oS-l #[8],

. : ) ] 5. - " . : - L . -
Cambiando indices en la suma y usando lLa propiedcd srherrica ae
los puntos ; Y del potencial. pueaec reescribirse de la nianerd
siguiente: |

A

)ﬁ! E . @v(?‘k)
Cim kz)y (\x-j “X(Xe-X )

V(KJ) C#N(X.j) = EV' (P“(K.J) : j:““E?,--/\'{—E},

. . - . - .t . .
Esto muestra que el vecivor <Ehl~xj> es ‘tambien un etrgenvecior
ecorresponaiente ?i mismo eigenvalor, de manera que de aqui se
sigue que a Lo mas difierein por un s81gno.
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