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INTRODUCCION

Un clan es una subgréfica completa maximal. El problema de decisién de
encontrar un clan de tamafio k en una gréafica (problema CLIQUE), es uno de
los 21 problemas NP-completos clasicos de Karp [14]. El simple hecho de
que este problema sea NP-completo le da una importancia esencial para el
estudio de la complejidad temporal, ya que una de las preguntas abiertas
mas importantes en la teorfa de la complejidad computacional, es la de
encontrar un procedimiento de decisiéon que pueda resolver a un problema
NP-completo en tiempo polinomial.

Existe la creencia bastante generalizada, de que probablemente no existe
un problema NP-completo que puede ser resuelto por un procedimiento
de decisién en tiempo polinomial. Sin embargo, atin cuando se descubriera
que si existe un problema con tales caracteristicas, existen otros problemas
de decision relacionados con la bisqueda de clanes, que intuitivamente son
mas dificiles que el problema CLIQUE; tal es el caso del problema MCLIQUE
[14], el cual consiste en decidir si una gréfica tiene un clan méximo de
tamario k.

Ademas de los problemas de decisién antes mencionados, es bien conoci-
do que el problema de buscar todos los clanes en una gréfica, en el peor
de los casos, requiere tiempo exponencial. A este problema de busque-
da en este trabajo le hemos denominado LCLIQUE. Aunque el problema
LCLIQUE no es un problema de decisién (razén por la cual formalmente
no podemos compararlo con otros problemas de decisién), intuitivamente
podemos pensar que es todavia més dificil que el problema MCLIQUE.

Existen multiples aplicaciones para los problemas LCLIQUE, MCLIQUE y
CLIQUE, que van desde el estudio de redes sociales de millones de personas,
hasta el estudio de estructuras comunes en moléculas de la Quimica basica
[3, 8-10, 16, 26]. Es por ello que en este trabajo, nos hemos centrado en
estudiar a fondo dichos problemas de bisqueda de clanes, asi como las
demostraciones cldsicas de su pertenencia a las clases de complejidad NP-
completo y NP-dificil. También hemos puesto mucho énfasis en estudiar
uno de los algoritmos mds utilizados para buscar clanes en una gréfica; el
algoritmo de Bron-Kerbosch.
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En la préctica, multiples resultados experimentales muestran que en la
mayoria de los casos, el algoritmo de Bron-Kerbosch es mas rdpido que
cualquier otro algoritmo conocido [3, 9, 29]. Aunque se sabe que para una
gréafica con n vértices, la complejidad del algoritmo de Bron-Kerbosch es
©(3™/3) [29], no existe una cota de complejidad que esté en funciéon de
otros pardmetros que permitan compararlo en casos de graficas especifi-
cas. Esto hace particularmente dificil hacer una comparativa formal de la
complejidad temporal del algoritmo de Bron-Kerbosch con otros algorit-
mos cuya complejidad temporal estd en funcién de vértices y aristas, como
es el caso del algoritmo TIAS [30]. Por esta razén, como parte de este tra-
bajo se investigd una propuesta para la cota de complejidad temporal del
algoritmo de Bron-Kerbosch, en funcién de vértices y aristas. Algunas con-
jeturas que tenemos al momento, se revisan en los capitulos 3 y 4 de este
trabajo.

El contenido de esta tesis esta distribuido de la siguiente forma:

= En el capitulo 1 estudiamos definiciones y teoremas bésicos de teo-
ria de las gréficas y de complejidad computacional que son esenciales
para entender el contenido del resto de los capitulos. En particular, se
pone especial énfasis en el estudio de los modelos de la mdquina de
Turing, ya que son fundamentales para poder enunciar formalmente
el concepto de funcién de complejidad temporal. También revisamos
detalladamente los conceptos de transformacién polinomial (reduc-
ciéon de Karp) y reduccién de Turing (reduccion de Cook). También
estudiamos varios lemas y teoremas esenciales relacionados con las
siguientes clases de complejidad: P, NP, co-NP, NP-completo y NP-
dificil. Se revisan algunos de los 21 problemas clasicos de la lista de
Karp y su respectiva prueba de que son NP-completos.

= En el capitulo 2 se revisan las definiciones de los problemas CrLi-
QUE, MCLIQUE y LCLIQUE. Se estudian a fondo las demostraciones
de que CLIQUE es NP-Completo y MCLIQUE es NP-dificil. Del proble-
ma LCLIQUE, primero estudiamos la demostraciéon de que el mayor
ntimero de clanes que puede tener una gréfica es 3"/3 y posterior-
mente se demuestra que la gréfica de Moon-Moser alcanza esta cota.

= En el capitulo 3, se estudian las propiedades del algoritmo de Bron-
Kerbosch en las versiones propuestas por J. Koch en [16]. También se
estudia el algoritmo TTT que se propone en [29], asi como la demos-
tracion de que dicho algoritmo es equivalente al algoritmo de Bron-
Kerbosch y se demuestra que su complejidad temporal es O(3™/3) .
En las tltimas secciones del capitulo 3, se demuestran cotas de com-
plejidad para algunas familias de graficas basicas que obtuvimos du-
rante el desarrollo de este proyecto de maestria y se enuncian las
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conjeturas que tenemos sobre la forma que puede tener una cota de
complejidad temporal para el algoritmo de Bron-Kerbosch, en fun-
cion de n vértices y m aristas.

En el capitulo 4 se muestran varios resultados experimentales que
confirman las cotas que se calcularon en el capitulo 3. También se re-
sumen varios resultados experimentales que obtuvimos durante este
trabajo y que sirven de evidencia para las conjeturas que presentamos
en el capitulo 3.
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PRELIMINARES

En este capitulo se resumen definiciones y teoremas béasicos de teoria de las
gréficas y de complejidad computacional. Se ha puesto especial atencion
en incluir dnicamente aquellos temas que son necesarios para una mejor
comprension de este trabajo .

2.1 CONCEPTOS BASICOS DE TEORIA DE LAS GRAFICAS

Una grifica G es un par ordenado de conjuntos (V,E) donde E es una
coleccion de subconjuntos de 2 elementos de V, esto es

EC{{uvi:uveV}.

Para este trabajo se asumira en todo momento que V' y E son conjuntos fini-
tos. A los elementos del conjunto V se les denomina vértices o nodos de la
gréfica G y a los elementos del conjunto E se les denomina aristas de la gra-
fica G. En este trabajo usaremos las notaciones V(G) y E(G) para referirnos
a los conjuntos de aristas y vértices de una grafica G respectivamente.

Si {u,v} es una arista de E(G), por simplicidad denotaremos a dicha aris-
ta como uv. Se dice que los vértices u y v son adyacentes si la arista uv
estd en E(G). El orden de una gréfica G es el nimero de vértices (cardinali-

dad de V(G)) y el tamafio de una gréfica G es el total de aristas que tiene
(cardinalidad de E(G)).

El complemento de la grafica G = (V,E), es la grafica G = (V,E’) tal que
ect’si y solo si e ¢ E. En este trabajo, en ocasiones, usaremos la notacién
G¢ para referirnos a G.

Si Gy = (Vi,E1) y G2 = (V2,E2), la unién de las graficas G1 y G2 es
la grafica G1 UG, = (V3 UV, E1 UEy). La suma de Zykov G1 + G es la
grafica que resulta de hacer la unién de Gy y G, y afiadir toda posible
arista de los vértices de Gy a los vértices de G;.

'Si el lector desea profundizar en los topicos de este capitulo, recomendamos revisar
los libros [1, 2] para teoria de las gréficas y [11, 13, 28] para teoria de la complejidad
computacional



2.1 CONCEPTOS BASICOS DE TEORIA DE LAS GRAFICAS

Se dice que la grafica G’ = (V/, ') es una subgrdfica de la grafica G = (V, E)
si V' C VyE’ C E. Por otra parte, si para cada par de vértices uy v de
V’, se tiene que uv es una arista de G’ si y solo si uv es una arista de G,
entonces se dice que G’ es una subgrdfica inducida por V' y se denota por
G[V’]. En este trabajo usaremos la notacién G’ C G para indicar que G’ es
una subgrafica de G.

Se define a la vecindad abierta del vértice v como el conjunto de todos los
vértices adyacentes a v y se denota por N (v). La vecindad cerrada se define
como Ng[v] = Ng(v) U{v}. Cuando resulte claro de qué gréfica G se esta
hablando, omitiremos el subindice y simplemente escribiremos N(v) y N[v]
para referirnos a las vecindades abierta y cerrada respectivamente.

Siv es un vértice de G, el grado dg(v) de v se define como dg(v) = [Ng(v)l.
Cuando resulte claro en el contexto, usaremos simplemente la notacién
d(v) en lugar de dg(v). El grado minimo de G se denota por 8(G) y el grado
mdximo de G se denota por A(G). Cuando resulte claro de que grafica G se
estd hablando, usaremos 6 y A para el grado minimo y maximo respectiva-
mente.

Un camino es una sucesion vpeiviezvy - - - vn_1en vy de vértices v; y aristas
e; tal que para 1 < i < n se cumple que e; = {vi_1,vi}. Normalmente
para describir al camino se omiten las aristas y se deja solo la sucesién de
vértices voviV2 - - - V1V O equivalentemente se usa la notacién vg —vy,.
La longitud de un camino es el total de aristas que tiene la sucesion.

Una trayectoria es un camino vop — vy, en el que todos los vértices de la su-
cesion son diferentes. Si solo los vértices vy y vy, son iguales, se dice que
Vo —Vn_es un ciclo. Usaremos las notaciones P, y Cy, para representar a las
gréficas de n vértices que tienen una sola trayectoria y un solo ciclo respec-
tivamente. Por lo general, cuando no cause ambigiiedades, nos referiremos
a dichas familias de graficas como trayectorias y ciclos.

Decimos que una grafica es conexa si para cada par de vértices u y v existe
una trayectoria de u a v. Un drbol es una grafica conexa en la que existe
una y solo una trayectoria entre cada par de vértices. Una hoja de un arbol
es un vértice v con grado d(v) = 1.

Si T es un &rbol, en ocasiones es conveniente elegir un vértice r € V(T) y
denotar a dicho vértice como nodo raiz, en tal caso se dice que T es un drbol
con raiz. La profundidad de un vértice v € T es la longitud de la trayectoria
r —v. Por convencién, el nodo raiz tiene profundidad cero. La altura de
un vértice v es la mayor de las longitudes sobre todas las trayectorias que
van del nodo v a una hoja y que incluyen tinicamente vértices de una altura
igual o mayor que v. La altura de un drbol es la altura del nodo raiz. El vértice

subgrdfica

vecindad abierta

vecindad cerrada

grado

grado minimo

grado mdximo

camino

trayectoria

ciclo

grdfica conexa

drbol

drbol con raiz
profundidad

altura

vértice padre
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padre de v, es un vértice que es adyacente a v y que tiene profundidad
menor que v. Un vértice hijo de v, es un vértice que es adyacente a v y que
tiene profundidad mayor que v.

En este trabajo haremos uso de los siguientes resultados para arboles con
raiz con bastante frecuencia.

Lema 2.1.1. Sea T un drbol con raiz v y altura h para el cual se cumple que todo
vértice que no es una hoja tiene exactamente k hijos. Si d < h, entonces el niimero
total de vértices con profundidad d es k4.

Demostracion. La prueba se hard por induccién sobre la profundidad d. Si
d =1, los tinicos nodos con profundidad 1 son los k hijos del nodo raiz r.

Suponga que la afirmacién es cierta para d < h, mostraremos que la afir-
macion es cierta para d + 1.

Por la hipétesis de induccién hay k¢ vértices con profundidad d y como
cada uno tiene k hijos, el total de vértices con profundidad d + 1 es k4+'.
Ul

Teorema 2.1.1. Sea T un drbol con raiz r tal que todo vértice que no es una hoja
tiene exactamente k > 1 hijos. Sea b el total de hojas de T, entonces |V(T)| < 2b

Demostracién. Sea h la altura del &rbol T. Por el lema 2.1.1, se tiene que
b = kM. La cardinalidad del conjunto V(T) se obtiene sumando todos los
vértices con profundidad i < h:

h ) h—1 ) kh—]
VM=) K'=) K+k'="—F+b
i=0 i=0

<kP—1+b<kM+b=2b

Una grdfica completa G = (V, E) es una gréfica en la que cada vértice v e V
es adyacente a cada uno de los vértices de V \ {v}. Una gréfica completa
de orden n se denota por K;,. Observe que una gréfica completa es una

s ) _ -
grafica conexa y tiene un tamafio de [E| = %

Un clan Q de una gréfica G es una subgrafica completa maximal. Denotare-
mos por K(G) a el conjunto de todos los clanes de la gréfica G. De manera
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similar, se dice que un subconjunto de vértices I C V(G) es independiente si
ningtin par de vértices en I son adyacentes. Denotaremos por MIS(G) a la
coleccién de todos los conjuntos independientes maximales de G.

Una grdfica bipartita es una grafica G = (V, E) en la que su conjunto de
vértices V puede ser dividido en dos subconjuntos disjuntos V7 y V5, tal
que cada arista de G tiene un vérticeen Vi y V2. Si [Vi| =ny [Val =my
cada vértice de V7 es adyacente a todo vértice de V>, se dice que G es una
grdfica bipartita completa y se denota por Ky, m. Una grifica estrella es una
grafica bipartita completa K1 ,, y se denota por S,.

Puesto que en esta tesis se estudia principalmente la complejidad tempo-
ral de los algoritmos que listan todos los clanes de una gréfica G, en la
siguiente seccién se resumen conceptos basicos de complejidad compu-
tacional que se usaran frecuentemente en este trabajo.

2.2 MODELOS BASICOS DE LA MAQUINA DE TURING

Por mucho tiempo, se daba por sentado que un algoritmo es simplemente
un conjunto finito de pasos que deben de ser ejecutados en orden a fin
de resolver un problema determinado. Fue hasta 1928 que a raiz de que
David Hilbert formul6 el Entscheidungsproblem [12, p.112-124] que result6
necesario formalizar el concepto de algoritmo. Dicho problema planteado
por Hilbert, pregunta si es posible construir un algoritmo que decida si
una formula del calculo de primer orden es universalmente valida.

La respuesta negativa a la pregunta planteada por el Entscheidungspro-
blem fue demostrada en 1936 por Alonzo Church [6] y poco después de
manera independiente por Alan Turing [31]. En sus trabajos se incluyen las
primeras definiciones formales de lo que se entiende por algoritmo, aun-
que ambas son equivalentes, la definicién maés utilizada es la que propuso
Alan Turing, la cual se desprende de su modelo de computacién. En la
actualidad a este modelo se le denomina médquina de Turing.

Existen multiples variantes de la mdquina de Turing, todas equivalentes.
En este trabajo centraremos nuestra atencion en 4 modelos que son ne-
cesarios para desarrollar conceptos y teoremas basicos de la teoria de la
complejidad computacional:

1. La maquina de Turing de 1 cinta.

2. La médquina de Turing de multiples cintas.

conjunto
independiente

grdfica bipartita

grdfica bipartita
completa

grdfica estrella

Entscheidungspro-
blem

Alonzo Church
Alan Turing

modelos de la
mdquina de Turing
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3. La maquina de Turing no determinista.

4. La médquina de Turing con oraculo.

En la teoria de la computacion, un alfabeto X es cualquier conjunto finito,
a los elementos de L se les llama simbolos del alfabeto. Una sucesién fi-
nita de simbolos de L se denomina cadena. Si w es una cadena sobre el
alfabeto Z, la longitud de w es el niimero de simbolos que tiene w y se
denota por |[w|. Sean w1 = X1X2---Xm Y W2 = Yi1Y2---Yn cadenas so-
bre el alfabeto X, la concatenacién de las cadenas wy y w; es la cadena
WiW2 =X1X2 - XmY1Y2 - - Yn.

Denotaremos por I* al conjunto de todas las cadenas que se pueden for-
mar sobre un alfabeto X, incluyendo a la cadena vacia e (cadena sin nin-
gun simbolo). Denotaremos por It a el conjunto de todas las cadenas
que se pueden formar sobre X, excluyendo a la cadena vacia, observe que
It = 2*\{e}. Un lenguaje es cualquier subconjunto de Z*.

Los modelos de la mdquina de Turing son fundamentales para el estudio
formal de lenguajes. Cada modelo de computacién tiene como objetivo
principal, determinar si una cadena es parte de un determinado lenguaje
de computacién.

2.2.1  Mdquina de Turing

Podemos visualizar de manera intuitiva a la mdquina de Turing por me-
dio de la figura 1. La maquina consta de una cinta dividida en casillas que
se extienden a la izquierda y a la derecha infinitamente. La maquina tam-
bién tiene una unidad de control, que a su vez tiene un cabezal que en todo
momento sefiala a una de las casillas de la cinta.

El cabezal puede leer y escribir (o sobrescribir) un simbolo en cada casilla,
dicho simbolo se toma de un conjunto finito de simbolos previamente da-
do, el cual se denomina alfabeto de cinta. Después de que el cabezal a escrito
o leido un simbolo, este debe moverse sobre la cinta en direccién izquierda
o derecha.

En todo momento la unidad de control tiene asociado un estado, el cual se
toma de un conjunto finito que contiene todos los estados posibles de la
unidad de control. Con cada movimiento del cabezal, la unidad de control
cambia de estado.
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Unidad de control
(estados finitos)

Cinta i Cabezal de escritura y lectura

BB X X 5[5

Figura 1: Representacion de una maquina de Turing.

Antes de que inicie la mdquina, se puede escribir en la cinta un sucesién
finita de simbolos que se conocen como cadena de entrada, dichos simbolos
se toman de un conjunto finito denominado alfabeto de entrada. Las casillas
restantes de la cinta inicialmente almacenan un simbolo especial llamado
espacio en blanco, que denotaremos por B. El espacio en blanco es un simbo-
lo del alfabeto de cinta pero no es un simbolo del alfabeto de entrada.

Al arrancar la maquina, el cabezal sefiala a la casilla que contiene el sim-
bolo mas a la izquierda de la cadena de entrada. El comportamiento de la
maquina estd determinado por un conjunto finito de instrucciones que se
le conoce como programa. Diferentes programas producirdn una sucesiéon
de movimientos diferentes en la maquina. Un movimiento de la maquina
comprende las siguientes tareas:

1. Dependiendo del estado en el que se encuentre la unidad de control
y del simbolo que lee el cabezal, este dltimo escribird un simbolo del
alfabeto de cinta en la casilla que sefiala, el cual remplaza al simbolo
actual. Es posible que el simbolo a escribir sea el mismo simbolo que
habia previamente en la casilla.

2. La mdquina moverd el cabezal una casilla hacia la izquierda o hacia
la derecha.

3. La unidad de control cambiard de estado. Es posible que el siguiente
estado sea el mismo que el estado actual.

La definicién formal de la mdquina de Turing puede variar ligeramente
dependiendo del autor, en este trabajo usaremos la definicién que se des-
cribe en [28, p. 139], en dicha definicién se dice que la maquina se detiene
o termina si entra en el estado qa o qr.

Si la mdquina termina en el estado qa, se dice que la cadena de entrada
fue aceptada y si la maquina termina en el estado qg, se dice que la cadena
de entrada fue rechazada. Si la maquina nunca termina en el estado qa o
qr, entonces la maquina nunca se detiene, en cuyo caso decimos que la
maquina estd en un ciclo infinito o en un ciclo por tiempo indefinido.

cadena de entrada
alfabeto de entrada

espacio en blanco

programa

movimiento de la
mdquina de Turing

cadena aceptada

cadena rechazada

ciclo infinito
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Teniendo en cuenta la descripcién intuitiva de la maquina de Turing de
los pérrafos anteriores, procederemos a enunciar la definiciéon formal de la
misma.

Definicién 2.2.1. (Sipser [28, p. 139]) Una mdquina de Turing M es una séptupla
de la forma

M — (Q, Z/ r/ 61 qO/ qAI qR)I

Q, X y I son conjuntos finitos. Los componentes de M tienen el siguiente signifi-
cado:

1. Q son los estados en los que se puede encontrar la unidad de control.
2. L es el alfabeto de entrada.

3. I"es el alfabeto de cinta. Se debe de cumplir que © C T, ademds el espacio
en blanco B estd en T pero no pertenece a & (B no es un simbolo de entrada).

4. & es la funcién de transicion, la cual es de la forma:

5:(Q\{qa, qr}) X T — Q x T'x {L, R}

Los argumentos de 8(q, X) son un estado q y un simbolo de cinta X. EIl valor
de 6(q, X) es la terna (p,Y, D), donde:

a) p es el siguiente estado de la mdquina.

b) Y es simbolo del alfabeto de cinta T' que se escribe en la casilla que
sefiala el cabezal.

c) D es la direccion en que el cabezal debe moverse después de haber
escrito el simbolo Y. Solo puede moverse una casilla en direccion iz-
quierda (L) o derecha (R).

5. qo € Q es el estado inicial, esto es, el estado en el que se encuentra la
unidad de control al arrancar la mdquina.

6. qa € Q es el estado de aceptacion. Cuando la unidad de control entra en
este estado se dice que la mdquina acept6 a la cadena de entrada.

7. qr € Q es el estado de rechazo. Cuando la unidad de control entra en este
estado se dice que la mdquina rechazé a la cadena de entrada.

Observacién 2.2.1. El programa de una mdquina de Turing estd determinado
por la funcién de transicion.

A manera de ejemplo la figura 2 describe los componentes de una maquina
de Turing muy simple.

Para ilustrar los movimientos de la mdquina de la figura 2, considere la
cadena de entrada 10110. La figura 3 muestra por cada renglén un movi-
miento de la maquina y el efecto que tiene en los simbolos en la cinta. En
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'={0,1,B}, Z={0,1}

Q =1{q0,91,9A, qr}

5(q,s)
Estados 0 1 B
qo (qOIOIR) (qOI]IR) (q]IBII—)
q] (qA/B/L) (qR/B/L) (qR/B,I—)

Figura 2: Ejemplo de una méquina de Turing.

cada renglén el cabezal se representa con un tridngulo encima de la cinta
y el estado en el que se encuentra la unidad de control se muestra a la iz-
quierda. El dltimo renglén de la figura 3 muestra que la mdquina termina
aceptando a la cadena 10110.

w : T TelTe Tl o]
o To[elo[:[solo]"
w : el T o]
e FF P
o+ Teleloe[slols]
w : TTe[aTe i T TsT
o Te[elo[:[sols]"
o Telalo e[« [o o]

Figura 3: Movimientos de la maquina de Turing descrita en la figura 2, cuando la
cadena de entrada es 10110.

La relacién que hay entre lenguajes y maquinas de Turing resulta de la
siguiente definicion.

11
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PRELIMINARES

Definicion 2.2.2. Sea M = (Q, %, T, 5, qo, qa, qr) una mdquina de Turing, el
lenguaje aceptado o reconocido por M se denota por Ly y se define como

Lm ={w € ¥ : w es una cadena de entrada que es aceptada por M}.

No es dificil demostrar que la maquina de la figura 2 acepta aquellas ca-
denas cuyo simbolo maés a la derecha es cero, por lo tanto la cadena 10110
estd en lenguaje reconocido por la mdquina de la figura 2.

Puesto que no necesariamente una mdquina de Turing se detiene con ca-
da cadena de entrada, es conveniente hacer una distincién entre aquellas
madaquinas que siempre se detienen para cualquier cadena de entrada y las
que no.

Definicién 2.2.3 (Kozen [17, p. 213]). Se dice que una mdquina de Turing es
total si se detiene para cualquier cadena de entrada.

También es importante distinguir entre los lenguajes que son reconocidos
por una maquina de Turing y aquellos para los que existe una mdquina de
Turing total que los reconoce, esto nos lleva al siguiente concepto.

Definicién 2.2.4. Sea L C X* un lenguaje con alfabeto L. Se dice que L es un
lenguaje Turing decidible si existe una mdquina de Turing total M tal que
Lm =L

Por medio de la definicién 2.2.3 podemos enunciar de una manera mds
formal el concepto de algoritmo. Se tiene una gran cantidad de evidencia
empirica que muestra que nuestra nocién intuitiva de algoritmo, se corres-
ponde con la de un programa que es ejecutado por una maquina de Turing
total. A esta tesis se le conoce como tesis de Church-Turing.

Una idea fundamental para el estudio de la clase NP-completo (esta clase
se estudia en la seccién 2.3.3) es asociar una funcién a una maquina de
Turing total, esto se formaliza en la siguientes definiciones.

Definicién 2.2.5. Sea M una mdquina de Turing total con alfabeto de entrada X
y sea € la cadena vacia. Se define la funcién fp : ¥ — L* como:

» f(w) = e si al detenerse la mdquina la cinta contiene inicamente simbolos
en blanco B.
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= f(w) = w/, donde w' € IV es la cadena no vacia con la longitud mds
grande que se puede encontrar al leer la cinta de izquierda a derecha, una
vez que se ha detenido la mdquina.

Definicién 2.2.6. Se dice que una funcién f es computable por una maquina
de Turing total si existe una mdquina de Turing total M tal que f = fa1.

Una técnica muy utilizada para definir el programa de una méaquina de Tu-
ring es la de guardar informacién en los estados de la mdquina. Por ejemplo, si
q es el estado actual en el que se encuentra la maquina y queremos guardar
el simbolo x, podemos definir un estado con etiqueta (q,x) para guardar
dicha informacién. Esto no significa que estamos creando un nuevo estado
después de que ha iniciado la ejecucion de la maquina, sino que previamente
al definir la funcién de transicion, hemos considerado el caso en el cual la
maquina guarda el simbolo x por medio del estado (q, x).

La técnica de guardar informacion en los estados de una maquina, también
se puede utilizar para programar cualquiera de los modelos de compu-
tacion que estudiaremos en las siguientes secciones.

2.2.2  Midquina de Turing con muiltiples cintas

Como su nombre lo indica, la mdquina de Turing con multiples cintas
(o multicinta) puede escribir y leer multiples cintas. En este modelo, la
unidad de control tiene muiltiples cabezales. Cada cabezal apunta a una cinta
en particular, tal como se muestra en la figura 4.

Al igual que en la mdquina de Turing de 1 sola cinta, cada cabezal puede
moverse en direcciones izquierda (L) y derecha (R); sin embargo, a diferen-
cia de la maquina de Turing en la maquina multicinta cualquier cabezal
tiene permitido quedarse en la misma casilla, en este caso se dice que el
cabezal tiene direccion estatica (S).

Como es de esperarse, la definicién formal de la maquina de Turing multi-
cinta es muy similar a la maquina de Turing con 1 sola cinta.

Definicién 2.2.7. Una maquina de Turing M con k cintas (multicinta) es
una séptupla de la forma

M — (Q; z/ r/ 6/ q0/ qAI qR)I
donde

13

funcién computable
por una mdquina de
Turing total

guardar informacion
en los estados de una
mdquina

cinta, cabezales y
unidad de control de
una mdquina
multicinta

direcciones de una
mdquina de Turing
con miiltiples cintas

mdquina de Turing
multicinta



14

ejemplo sobre la
funcion de
transicion &

movimiento de una
mdquina multicinta

PRELIMINARES

= Q, %, T, qo, qa ¥ qr se definen igual que en la definicion 2.2.1.

= § es la funcién de transicion y es de la forma:

5:(Q\{ga, qr}) x T — Q x ' x {L, R, S}*.

A fin de ejemplificar como opera la funcién de transicién 6, sea M una
madquina de Turing con k cintas y con componentes

M=(Q,LT,5 q0,9A, qr)-

Sean q; y qj estados de Q. Sean (ay,...,ax) y (b1,..., by) k-tuplas de '
y sea (Dq,...,Dx) una k-tupla de {L, R, S1*. Entonces la expresion

6(qi/(a]/"'1ak)) = (qj/(b]/"'rbk)/ (D]/-'-/Dk))r

indica que si la unidad de control estd en el estado q; y los cabezales de
las cintas 1 a la k estdn leyendo los simbolos desde a; hasta ay, entonces
los cabezales deben de reemplazar dichos simbolos por by hasta by y mo-
verse en las direcciones D a Dy respectivamente. Hecho esto la unidad de
control pasa al estado qj.

Es importante notar que un movimiento de la mdquina multicinta consta de
las siguiente tareas:

1. Actualizar cada una de las casillas que sefialan las cabeceras.

2. Mover todas las cabeceras en la direccién que indique la funcién de
transicion.

3. Actualizar el estado de la unidad de control.

unidad de control

4 cabeceras
4 cintas

Figura 4: Representacién de una maquina de Turing con multiples cintas.
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Puesto que la maquina multicinta puede actualizar multiples casillas en
un solo movimiento, intuitivamente esto nos lleva a pensar que la maqui-
na multicinta es mds "rdpida" que la mdquina de Turing de 1 cinta. Mas
adelante cuando desarrollemos los conceptos de complejidad temporal re-
gresaremos a estudiar esta idea.

Al arrancar la maquina de Turing multicinta, la cadena de entrada se coloca
en la primera cinta y el resto de las cintas se dejan en blanco. La maquina
se detiene cuando la unidad de control entra en el estado qa o qr. Si una
cadena de entrada hace que la unidad de control termine en el estado qa
se dice que la cadena fue aceptada, si la unidad de control termina en el
estado qg se dice que la cadena fue rechazada.

Definicién 2.2.8. Sea M una mdquina de Turing con muiltiples cintas. El len-
guaje aceptado por M se denota por Ly y se define como

Lm ={w € Z* : w es una cadena de entrada que es aceptada por M}.

De la definicién 2.2.8, resulta evidente que cualquier lenguaje que es acep-
tado por una maquina de Turing puede ser aceptado por una maquina de
Turing con multiples cintas. El siguiente teorema muestra que el reciproco
también es cierto.

Teorema 2.2.1. Sea S una mdquina de Turing con k cintas que acepta al lenguaje
Ls, entonces existe una mdquina de Turing M tal que Ly = Ls.

Demostracién. Construiremos una mdaquina de 1 sola cinta M que puede
simular los movimientos de la mdquina multicinta S. El programa de la
maquina M estd descrito por las siguientes reglas:

1. Sea w = aj - - an la cadena de entrada que se coloca en la primera
cinta de S. Para simular a S con la mdquina M colocamos la cadena
w en la cinta de entrada de la maquina M. Lo primero que hace la
maquina M es reemplazar la cadena w por:

w =1#d;---a . #B#B#. - - #B#F

El reemplazo anterior tiene como finalidad representar las k cintas
de S, para esto cada cinta de S y su contenido estan representados
en M entre 2 simbolos #. Los simbolos I y F representan el inicio de
la primera cinta y el final de la tltima cinta respectivamente. La posi-
ciéon de cada cabezal de S se representa por medio de un simbolo que
resulta de colocar un punto sobre el simbolo original de S. Podemos
pensar que cada uno de estos puntos son cabezales virtuales en M que
representan a los cabezales originales de S.
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2. Para simular un movimiento de la funcién de transicién de S, el ca-

bezal de M se coloca en el simbolo I. A continuacién el cabezal se
mueve en direccién derecha buscando los simbolos que tengan un
punto encima, esta informacién se almacena en los estados de M. El
cabezal detiene su movimiento hacia la derecha cuando llega al sim-
bolo F. A continuacién la maquina vuelve a mover el cabezal hacia la
izquierda (sin alterar los simbolos de la cinta) hasta llegar al simbolo I.
A toda esta ejecucion le llamaremos primer recorrido.

Terminado el primer recorrido, la mdquina M vuelve a mover el ca-
bezal en direccién derecha, la informacién que se obtuvo sobre los
simbolos con puntos en el primer recorrido, se usa para actualizar
cada simbolo en la cinta de acuerdo a las reglas de la funcién de
transicion de S. El cabezal detiene su movimiento hacia la derecha
cuando llega al simbolo F, acto seguido la mdquina reanuda el mo-
vimiento del cabezal hacia la izquierda (sin alterar los simbolos de la
cinta) hasta llegar al simbolo I. A toda esta ejecucién le llamaremos
segundo recorrido.

Un solo movimiento de S se simula en M ejecutando el primer y
segundo recurrido. La maquina M entra en el estado qa solo si la
simulacién de S entra en estado de aceptacién. La maquina M entra
en el estado qr solo si la simulacién de S entra en estado de rechazo.

. Al simular un movimiento de S puede ocurrir que al mover algin

cabezal virtual en direcciéon derecha se sustituya alguno de los sim-
bolos {#, 1, F} por #, esto significa que en la maquina S uno de los
cabezales de la cinta se movié a una casilla que no se habia leido. Si
esto ocurre, la simulacién del movimiento de S se pausa y a continua-
cién se ejecuta una subrutina que desplaza una casilla a la derecha
todos los simbolos adelante de #, acto seguido escribe un simbolo #
en la siguiente casilla y sustituye # por B. Al finalizar esta subrutina
la maquina M reanuda la simulacién del movimiento de S.

Una subrutina similar aplica si al mover un cabezal virtual a la iz-
quierda se sustituye alguno de los simbolos {#, I, F} por #.

Puesto que la mdquina M termina en un estado de aceptacién (o
rechazo) si y solo si la maquina S termina en un estado de aceptacion

(o rechazo), concluimos que Lyp = Ls

O

Observacién 2.2.2. Sea S una mdquina de Turing de muiltiples cintas que se
detiene para cualquier cadena de entrada. Sea M la mdquina de Turing que simula
a la mdquina S de acuerdo a las reglas descritas en el teorema 2.2.1. Entonces M
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también se detiene para cualquier cadena de entrada, esto es, M es una mdquina
de Turing total.

Mas adelante mostraremos cual es el costo en tiempo® de simular una ma-
quina de Turing multicinta, con la mdquina M propuesta en el teorema
2.2.1.

2.2.3 Midquina de Turing no determinista

Hasta este momento, hemos definido modelos de maquinas de Turing en
los que cada paso esta determinado de manera iinica por el paso anterior. En
estos modelos la mdquina no puede estar en diferentes estados al mismo
tiempo. Es por ello que denominamos a estos modelos como modelos deter-
ministas. En un modelo no determinista, la maquina si puede estar estar en
multiples estados al mismo tiempo. Esta idea es la base para la maquina
de Turing no determinista.

Podemos representar visualmente a la maquina no determinista de la mis-
ma forma que se hizo para la maquina de Turing de 1 cinta (figura 1), esto
es, la maquina cuenta con una cinta, una unidad de control y un cabezal de
escritura/lectura que se mueve en direcciones izquierda (L) o derecha (R).

La diferencia que tiene la mdquina no determinista con respecto al mode-
lo estudiado en la seccién 2.2.1, es que por cada movimiento la maquina
no determinista puede existir en multiples estados, cada uno de los cuales
resulta de una decisién diferente que tomé la maquina al leer un determi-
nado simbolo de la cinta. El funcionamiento de la maquina resultard mas
claro después de estudiar la siguiente definicién.

Definicién 2.2.9. Una maquina de Turing no determinista M es una tupla
de la forma

M == (Q, Z; r/ 6/ CIO, qA)l
donde

= Q, LT, qoy qa se definen igual que en la definicion 2.2.1.

'Por ahora de manera intuitiva, pensaremos que el tiempo es el ntimero de movimien-
tos del modelo de computacién, mas adelante en la seccién 2.3 damos la definicién formal
de este concepto.

17

determinismo

no determinismo

cinta, cabezal,
unidad de control y
direcciones de una
mdquina no
determinista

mdquina de Turing
no determinista



18

movimiento de una
mdquina de Turing
no determinista

drbol de ejecucion de
una mdquina no
determinista

cadena aceptada por
una mdquina no
determinista

PRELIMINARES

= J es la funcién de transicion y es de la forma

6: (Q\{qa}) xT'— P(Q x T x{L,R}),
donde P (Q x T x {L, R}) es el conjunto potencia de Q x T" x {L, R}

A fin de ilustrar el uso de la funcién de transicién delta & en la definicién
2.2.9, sean Dy, ..., Dy, direcciones en {R,L}. Suponga que la mdquina no
determinista N se encuentra en el estado q y que el cabezal lee el simbolo
x. Si & tiene el valor

6(qrx) :{ (q1/X1/D1)/ (qZIXZ/DZ), ey (qm/erDm) }/

entonces un movimiento de la mdquina N hara que la maquina se encuentre
al mismo tiempo en m posibles estados diferentes:

» En una de estas posibilidades la maquina sustituye el estado q y el
simbolo x por el estado q7 y el simbolo x; respectivamente y termina
moviendo el cabezal en direcciéon Dj.

» En otra posibilidad la maquina sustituye el estado q y el simbolo x
por el estado g2 y el simbolo x; respectivamente y termina moviendo
el cabezal en direccién Ds.

= Asi sucesivamente llegamos a la posibilidad en la que la maquina
sustituye el estado q y el simbolo x por el estado ¢, y el simbolo X,
respectivamente y termina moviendo el cabezal en direccién Dyy,.

En el siguiente movimiento, cada uno de los m posibles estados en los que
se encuentra la maquina termina produciendo otras posibilidades para la
mdquina N.

Dada una cadena de entrada w, se puede visualizar la ejecucién de una
maquina de Turing no determinista por medio de un drbol de ejecucion. En
dicho éarbol, cada nodo representa una posible eleccién que puede hacer
la méquina al ir procesando la cadena w. Los nodos que estan a una pro-
fundidad n, representan todos los posibles estados en los que se puede
encontrar la maquina después de realizar n movimientos sobre la cadena
w.

La figura 5 muestra una comparativa entre los drboles de ejecucién de una
méquina determinista y una mdquina no determinista. Observe que en la
maquina determinista cada estado estd determinado de manera tinica por
el estado anterior.

Sea N una méquina de Turing no determinista. Formalmente decimos que
w es una cadena aceptada por N, si existe una sucesién de movimientos
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Ejecuciéon determinista Ejecucién no determinista
Inicio Inicio

D

Aceptacion o Rechazo Aceptacion

Figura 5: Representacién de la ejecuciones de una maquina determinista y una
maquina no determinista.

(definidos por la funcién de transicion) que terminan en el estado qa, en

caso contrario se dice que w es una cadena rechazada por N. Intuitivamente  cadena rechazada

esto significa que si w es aceptada por la maquina N, entonces existe al ~ Por una miquina no
. p . ‘2 . . determinista

menos una hoja en el 4rbol de ejecucion de N que tiene asociado el estado

qa.-

Observacion 2.2.3. En ocasiones se utiliza la palabra "adivinar", para indicar  adivinar una cadena
que en una mdquina no determinista, existe una sucesion de movimientos que
hacen que la mdquina acepte una determinada cadena.

El lenguaje reconocido por una maquina no determinista se define, como
era de esperar, de forma similar al modelo determinista.

Definicién 2.2.10. Sea N una mdquina de Turing no determinista, el lenguaje  lenguaje reconocido

reconocido por N se denota por LN y se define como: por una mdquina no
determinista

Ln ={w € Z* : w es una cadena de entrada que es aceptada por N}.

De la definicién 2.2.9 es evidente que una mdaquina de Turing no deter-
minista puede ejecutar los mismos programas que la maquina de Turing
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determinista. Por lo tanto, cualquier lenguaje que es aceptado por una ma-
quina de Turing determinista, también es aceptado por alguna maquina
de Turing no determinista. Esto nos lleva a preguntarnos si existira algin
lenguaje que pueda ser aceptado por una méaquina no determinista, pa-
ra el que no existe una maquina determinista que pueda reconocerlo. El
siguiente teorema muestra que este no es el caso.

Teorema 2.2.2. Sea N una mdquina de Turing no determinista que acepta al
lenguaje LN, entonces existe una mdaquina de Turing M tal que Ly = L.

Demostracién. Se construird una mdquina de Turing de mdultiples cintas S
que se usara para simular a la maquina no determinista N. Recordemos
que si w es una cadena de entrada, podemos representar cada paso que
realiza la maquina N por medio de un &rbol de ejecucién, tal como se
mostro6 en la figura 5.

La idea intuitiva de la simulacién es que la maquina S debe recorrer el ar-
bol de ejecucion de N haciendo una biisqueda en anchura, esto es, primero se
comienza visitando todos los nodos adyacentes al vértice raiz, después se
visitan todos los vecinos de los vecinos del nodo raiz y asi sucesivamente.

Sea & la funcién de transicion de la maquina N, sea w una cadena de
entrada y sea x un simbolo de la cadena w. Observe que si para el simbolo
x y el estado q, el valor de dn es de la forma

5N(qrx) :{ (q11X11D1)/ (qZ/XZIDZ)/ cee gy (qT/X‘r/DT) }/

entonces podemos enumerar de izquierda a derecha a las configuraciones,
de tal forma que el ntiimero O corresponde a la configuracion (qq,x1,D1),
el ntiimero 1 corresponde a (q2,%2, D) y asi sucesivamente hasta llegar al
nuimero v — 1, que corresponde a (qr,xr, Dy). Observe que en el 4rbol de
ejecucion de N, el nodo que corresponde al estado q debe tener exactamen-
te T hijos (uno por cada configuracion posible).

Puesto que en el arbol de ejecuciéon de N, cada uno de los nodos hijos
de cada vértice representa uno de los siguientes estados posibles. El nimero
maximo de nodos hijos que puede tener cualquier vértice esta acotado por

m=max{|on(q,x)] : x€T, g€ Q\{qal}}.

Por lo tanto, podemos representar la posicion de cada nodo en el arbol
de ejecucién, por medio de un ndmero en base m de la siguiente manera;
el nimero aja;---ap representa p movimientos que realiza la maquina
N con la cadena de entrada w, de tal forma que en el primer movimien-
to la maquina N selecciona la configuracién con nimero a; de dn, en el
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segundo movimiento selecciona la configuracién con ntimero a; y asi su-
cesivamente hasta ap.

La maquina S que simula a N tiene 3 cintas que se usan para las siguientes
tareas:

= La primera cinta se usa para almacenar a la cadena de entrada w. La
maquina nunca modifica al contenido de la primera cinta.

» La segunda cinta se usa para almacenar un ntimero en base m que
se incrementa gradualmente, dicho ntiimero representa uno de los
posibles nodos del 4rbol de ejecucion de la maquina N.

= La tercera cinta se usa para simular la ejecuciéon de la maquina N y de-
terminar cual es el estado que tendré la unidad de control, cuando se
recorre el arbol de ejecucion de N hasta llegar al nodo representado
por el namero en la segunda cinta.

Al arrancar la mdquina S, la primera cinta contiene la cadena de entrada
wy el resto de las cintas estan vacias. La descripcién de la maquina S esté
determinada por las siguientes reglas, que se ejecutan en estricto orden:

1. Copiar la cadena w en la tercera cinta.

2. Tomar el niimero en base m que esta en la segunda cinta e incremen-
tarlo en 1 unidad. Si la cinta esta vacia escribir el niimero 0.

3. Si en la segunda cinta estd el nimero aj...a,, usar la tercera cin-
ta para simular la ejecucién de la maquina N cuando selecciona las
configuraciones ay,...,an. Si al llegar a la configuracién a,, la si-
mulacién de N termina en el estado de aceptacion de la maquina N,
entonces S acepta a la cadena w, de lo contrario la maquina S ejecuta
el paso 4.

Observe que el namero en la segunda cinta, representa a un nodo
de un arbol en el que todo vértice que no sea una hoja tiene k hi-
jos. Puesto que el arbol de ejecuciéon de N no necesariamente es de
esta forma, algunos de los nimeros que aparezcan en la cinta 2 son
configuraciones que no son validas en N, cuando este sea el caso la
maquina S detiene la simulacién en la cinta 3 y salta al paso 4.

4. Limpiar la tercera cinta (reemplazar la cadena actual por simbolos en
blanco B) y saltar al paso 1.

Puesto que la maquina S acepta a una cadena w si y solo si w es aceptada
por la mdquina N, se tiene que Ly = Ls.

21
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Finalmente, por el teorema 2.2.1, la mdquina S puede ser simulada por una
maquina M de 1 cinta tal que Lpm = Ls.

O

Observacién 2.2.4. Sean N y M las mdquinas no determinista y determinista
descritas en el teorema 2.2.2. Si w es una cadena que no estd en el conjunto Ly,
entonces la mdquina M se queda en un ciclo por tiempo indefinido.

Observacioén 2.2.5. Sea m la cota que se definid en la demostracion del teorema
2.2.2. Si la mdquina no determinista N se detiene para cualquier cadena de entrada
y se desea que la mdquina de Turing multicinta S tenga el mismo comportamiento
(y en consecuencia, la mdquina de Turing M que simula a S serd una mdquina
de Turing total), se puede incluir una cuarta cinta que sirve para almacenar un
contador.

Cada que se incrementa un digito en el contador® de la segunda cinta, el conta-
dor de la cuarta cinta se reinicia con el valor 0. A continuacion, el contador de
la cuarta cinta se incrementa en una unidad, vinicamente cuando el niimero del
contador en la sequnda cinta, representa un nodo vdlido del drbol de ejecucion de
la mdquina N.

La mdquina S que simula a la mdquina N, termina en el estado de rechazo qg, si al
incrementar un digito del contador de la sequnda cinta se tiene que el contador de
la cuarta cinta vale O (antes de reiniciar el contador). Observe que esta condicién
se cumple cuando ya no quedan mds nodos por explorar del drbol de ejecucion de
N.

Es importante mencionar que en la prueba del teorema 2.2.2, una estrate-
gia errénea para recorrer el drbol de ejecucion de N, serfa haciendo una
biisqueda en profundidad, es decir, primero se recorre una rama del arbol
hasta llegar a una hoja, posteriormente se recorre una rama diferente hasta
llegar a una hoja diferente y asi sucesivamente. El problema de esta estrate-
gia, es que la maquina N para la misma cadena de entrada w puede tener
una sucesion de configuraciones que la llevan a un estado de aceptacion
y también puede tener una sucesiéon de configuraciones que hagan que la
maquina quede inmersa en un ciclo infinito. En este caso, una de las ramas
del 4rbol de ejecucién tendria longitud finita (la de aceptacién) y otra rama
tendria longitud infinita. Si la blisqueda en profundidad elige esta tltima
rama, la simulacién que ejecuta S quedaria inmersa en un ciclo infinito y
nunca reportaria el estado de aceptacion.

'Por ejemplo, en base m esto pasa cuando se suma una unidad al nimero aa con
a =m— 1. En este caso el siguiente ntimero es 100, este ntimero tiene un digito mas que el
ndmero previo aa.
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Mas adelante mostraremos cual es el costo en tiempo de simular una maqui-
na de Turing no determinista, por medio de una variacién de la maquina
de Turing M propuesta en el teorema 2.2.2. Por ahora, podemos pensar in-
tuitivamente que dado que una méaquina no determinista en 1 movimiento
puede "probar" multiples opciones de manera simultanea, dicha maqui-
na es mas "radpida" que cualquiera de los modelos que estudiamos en las
secciones anteriores.

2.2.4 Midquina de Turing con ordculo

Por los teoremas 2.2.2 y 2.2.1, podemos concluir que todas las variantes
de la maquina de Turing que se estudiaron en las secciones anteriores
son equivalentes, es decir, los lenguajes que reconoce una variante de la
méquina de Turing pueden ser reconocidos por las otras variantes de la
maquina de Turing.

Aunque esté fuera de los objetivos de esta tesis, se puede demostrar que
existen lenguajes para los que no existe una maquina de Turing que pueda
reconocerlos *. Por otra parte, también existen lenguajes indecidibles y len-
guajes para los que no se conoce un programa de una maquina de Turing
que pueda reconocer las cadenas de dicho lenguaje en tiempo eficiente
(este problema se explora a detalle en la seccién 2.3 de esta tesis).

Estas cuestiones nos llevan a formular de manera intuitiva lo que se co-
noce como ordculo. Podemos pensar que un ordculo es un programa que
bajo cierto modelo de computacién (quizds desconocido), puede reconocer
cualquier cadena de un determinado lenguaje L en 1 solo movimiento de
dicho modelo de computacién. Esto también nos lleva a preguntarnos so-
bre el tipo de problemas que podria resolver una maquina de Turing, que
tiene un programa que puede invocar tantas veces como sea necesario a un
ordculo que reconoce al lenguaje L. Una mdquina con tales caracteristicas
se le conoce como mdquina de Turing con ordculo o simplemente mdquina con
ordculo.

Podemos visualizar a una maquina de Turing con ordculo como una mé-
quina con 2 cintas, cada una asociada con un cabezal de escritura/lectura.
A la primera cinta se le denomina cinta primaria y a su cabezal asociado se
le llama cabezal primario. A la segunda cinta se le conoce como cinta ordculo
y a su cabezal asociado se le llama cabezal ordculo. La maquina con ordculo

'Un ejemplo de un lenguaje para el que no existe una maquina de Turing que pueda
reconocerlo se estudia en [28, p. 181-182].
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unidad de control ~ también tiene un estado asociado a la unidad de control. Una representacion
de la maquina de Turing con ordculo se muestra en la figura 6.

cinta oraculo

I Blylwelys| - Jwi| - |w]|B] -
cabezal oraculo
Unidad
de
control
cabezal principal

cinta principal

Figura 6: Representacién de una méquina de Turing con oraculo.

La definicién formal de la mdquina de Turing con ordculo se muestra a
continuacion.

miquina de Turing ~ Definicién 2.2.11. Una maquina de Turing con ordculo es una tupla M =
conordculo (Q,%,T,8,9,q0,qc, A, qF), Cuyos componentes tienen el siguiente significado:

= Q es el conjunto de estados.

do € Q es el estado inicial.

gdc € Q es el estado de consulta.

= g1 € Q es el estado de consulta terminada.

gr € Q es el estado final.

Y es el alfabeto de entrada.

I" es el alfabeto de cinta. El simbolo blanco B es parte de T y se debe
cumplir que T’ D L.

b es la funcioén de transicién y es de la forma

0:(Q\{gc,qr}) xI'xT'—= Q xT'x ' x {R, L} x{R, L},

donde R es la direccion derecha y L es la direccion izquierda.

g es la funcién ordculo y es de la forma g : ©* — L*.

Antes de arrancar la mdquina, la cinta ordculo solo contiene simbolos en
blanco B y la cadena de entrada se coloca en la cinta primaria.

Sea M = (Q,%,T,8,9,90,9c,qA, qr) una maquina con ordculo y sea q

movimiento dela el estado actual en la unidad de control, un movimiento consiste en las
mdquina con ordculo
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siguientes tareas:

» Siq € Q\{qc, qr}, entonces la maquina lee los simbolos x y y de
la cinta primaria y la cinta ordculo respectivamente. Sean Dy y D>
direcciones en {R, L}, si se tiene que

6(qlxly) — (q,zX//Ul,DI/DZ);

entonces la maquina sustituye el simbolo x en la cinta primaria por
x’ y el simbolo y en la cinta ordculo por y’. A continuacién mueve
el cabezal primario en direcciéon D y el cabezal ordculo en direccién
D,. Finalmente, el estado de la unidad de control se cambia a q’.

= Si q = qc, entonces leyendo de izquierda a derecha, el cabezal ordcu-
lo toma la cadena S que se encuentra delimitada por un simbolo
blanco B a la izquierda y a la derecha, es decir; BSB. A continuacion,
la cadena g(S) sustituye a la cadena S en la cinta ordculo. Si se tiene
que |g(S)| < |S|, entonces el resto de los simbolos de S se cambian por
el simbolo blanco B. Finalmente, la méquina pasa al estado q.

= Si q = qF, entonces la maquina detiene su ejecucion.

Bajo ciertas condiciones, podemos asociar una funcién a una maquina con
ordculo, de una manera similar como se hizo con la maquina de Turing.
Como se verd mas adelante, esta idea es fundamental para el estudio de la
clase NP-dificil (seccion 2.3.4).

Definicién 2.2.12. Sea M una mdquina con ordculo con alfabeto de entrada ¥ y
sea € la cadena vacia. Si para toda cadena de entrada w, la mdquina M termina
en el estado qg, entonces se define la funcion fp : & — X* como:

n f(w) = €, sial entrar en el estado qF, la cinta primaria contiene vinicamente
simbolos en blanco B.

» f(w) =W/, si la cinta primaria contiene al menos un simbolo del alfabeto
X, diferente de B. w’ es la cadena no vacia de mayor longitud, que resulta
de leer de izquierda a derecha la cinta primaria, una vez que la mdquina ha
entrado en el estado qr.

Definicién 2.2.13. Se dice que una funcion f es computable por una maquina
con oréculo, si existe una mdquina de Turing con ordculo M tal que f = .

La maquina de Turing con ordculo es muy ttil para estudiar relaciones
de cadenas, que a su vez son muy importantes para poder formalizar el
estudio de problemas de buasqueda.
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Definicién 2.2.14. Sea L el conjunto de cadenas no vacias sobre el alfabeto L.
Una relacion de cadenas sobre el alfabeto ¥, es un subconjunto R C It x I+,

Observacién 2.2.6. Sea s un simbolo fijo del alfabeto L. Es posible identificar
un lenguaje L con la relacién de cadenas

Rp={(x,s) | xeLNnZ}.

Definicién 2.2.15. Sea € la cadena vacia, se dice que una funcion f : L* — L*
realiza la relacién de cadenas R, si cumple con las siguientes condiciones:

» f(x) = €, si y solo si x es un simbolo en X, para el que no existe un
simbolo y en % tal que (x,y) € R.

» f(x) =y, si y solo si x es un simbolo en Lt para el que existe un simbolo
yen It tal que (x,y) € R.

Definicién 2.2.16. Se dice que una mdquina de Turing con ordculo M, realiza a
la relacién de cadenas R, si la funcionfn, realiza a Ry.

Por medio de una relacién de cadenas, se puede definir el lenguaje que
acepta una mdquina de Turing con orédculo de la siguiente manera.

Definicién 2.2.17. Sea Ry la relacién de cadenas que se identifica con el lenguaje
L (observacion 2.2.6). Sea M una mdquina de Turing con ordculo. Se dice que M
reconoce al lenguaje L si Ty realiza a R.

La méquina con orédculo es capaz de reconocer lenguajes que ninguna mé-
quina de Turing puede reconocer, por lo tanto, estos modelos no son equi-
valentes. Sin embargo, atn con el poder computo del oraculo, se puede de-
mostrar que existen lenguajes que ninguna maquina de Turing con ordculo
puede reconocer [27]. Para los propésitos de este trabajo, es suficiente co-
nocer los modelos de computaciéon estudiados en estas secciones.

2.3 CONCEPTOS BASICOS DE COMPLEJIDAD COMPUTACIONAL

2.3.1  Complejidad temporal

Nos gustarfa definir una medida para cuantificar el "tiempo" de un pro-
grama en los modelos de computacién previamente estudiados, para esto,
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consideraremos que una unidad de tiempo en un determinado modelo de
computacién, corresponde a un movimiento de dicho modelo de compu-
tacion.

Definicién 2.3.1. Sea M una mdquina de Turing (o una mdquina de Turing
multicinta o una mdquina de Turing con ordculo) y sea w una cadena de entrada.
Si la mdquina M se detiene después de realizar m movimientos, se dice que M
requiere un tiempo de ejecucion m con la cadena w.

Observacién 2.3.1. Si M es una mdquina de Turing y M’ es una mdquina de
Turing con miiltiples cintas (o con ordculo) tal que Lyy = Ly, no necesariamente
se cumple que los tiempos de ejecucién de M y M son iguales cuando reciben la
misma cadena de entrada w.

Puesto que en una maquina de Turing no determinista en cada movimiento
puede estar en multiples configuraciones al mismo tiempo, es necesario dar
una definicion diferente de 2.3.1 para el tiempo de ejecucion de maquinas
no deterministas.

Definicién 2.3.2. Sea M una mdquina de Turing no determinista que acepta a
la cadena de entrada w. El tiempo de ejecucion de M con la cadena w es el
minimo niimero de movimientos sobre todas las secuencias de movimientos que
aceptan a la cadena w.

Por lo general, para estudiar la complejidad temporal del programa de un
modelo de computacién, resulta més ttil considerar el maximo tiempo de
ejecucion sobre todas las cadenas de una longitud n. Esto nos lleva a la
siguientes definiciones.

Definicién 2.3.3 (Garey [11, p. 26]). Sea M una mdquina de Turing (o una
mdquina con miiltiples cintas o una mdquina con ordculo) que siempre termina
con cualquier cadena de entrada. La funcién de complejidad temporal Ty :
IN — IN de la mdquina M, se define como

Existe una cadena w € L* con jlw| =n
Tm(n) =max ¢ m € N : tal que M termina con la cadena w

en tiempo m.
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Definicion 2.3.4 (Garey [11, p. 31]). Sea N una mdquina de Turing no determi-
nista. La funcién de complejidad temporal Ty : IN — IN de la mdquina N, se
define como

Existe una cadena w € Ly con [w| =n
Tn(m) =max ¢ {1}U < m € IN : tal que N acepta a la cadena w

en tiempo m.

Observacion 2.3.2. Observe que la funcién de complejidad temporal T (n) para
un algoritmo no determinista, considera iinicamente las cadenas de longitud n que
son aceptadas, si no existe ninguna cadena con dichas caracteristicas la funcion
Tn (N tiene valor 1.

Es importante notar que si M es una médquina de Turing y M’ es una
méquina no determinista (o de mdultiples cintas o con orédculo) tal que
Lm = Lmy, no necesariamente se cumple que Tap(n) = Ty (n).

En general, nos interesa saber cémo se comporta la funcién de complejidad
temporal Tp1(n) a medida que n crece de manera arbitraria. Més atn, si
M7 y M, son ambas méquinas de Turing, es posible construir una maquina
M3 que tiene a M y M, como subrutinas en su ejecucién, en tal caso nos
interesa saber como es la complejidad temporal de M3z, al depender de
M; y M. La siguiente notacién, propuesta originalmente por Edmund
Landau [18, pags. 59-63] y posteriormente popularizada en la teoria de la
computacién por Donald Knuth [15], nos provee de las herramientas para
tratar estas cuestiones.

Definicién 2.3.5 (Landau [18, pdgs. 59-63], Knuth [15]). Sean f(n) y g(n)
funciones definidas sobre los enteros. Se dice que f(n) estd en O(g(n)) si existe
una constante ¢ > 0 y un entero ng tal que para todo entero 1 > n, se cumple
que:

If(n)] < clg(n)|

Observacion 2.3.3. A la definicion 2.3.5 también se le conoce como notacion O
grande o simplemente notacion O.

Observacién 2.3.4. Es comiin utilizar la notacion f(n) = O(g(n)) o simple-
mente f = O(q) para indicar que f(n) estd en O(g(n)) . Es importante notar
f = O(g) solo es una notacion y de ninguna manera representa una igualdad en
sentido estricto.

La definicién 2.3.5 se puede generalizar para funciones sobre los reales,
para nuestros propositos las funciones definidas sobre los enteros serdn
suficientes. La notacién O es muy tutil para denotar funciones que estin
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acotadas superiormente. Ademads de la notacién O grande, resulta conve-
niente tener una notacién para las funciones f(n) que estan acotadas infe-
riormente por una funcién g(n). En estos casos usamos la siguiente notaciéon
propuesta por Donald Knuth.

Definicién 2.3.6 (Knuth [15]). Sean f(n) y g(n) funciones definidas sobre los
enteros. Se dice que f(n) = Q(g(n)) si y solo si g(n) = O(f(n)).

Observacion 2.3.5. A la definicién 2.3.5 también se le conoce como notacién
Omega grande o simplemente notacién Q).

Si M es una maquina de Turing (o una méquina no determinista o una
maéaquina multicinta 0 una méquina con oraculo) con funcién de compleji-
dad temporal Tp1(n), se dice que la maquina M tiene complejidad g(n), si
Tm(n) y g(n) cumplen con la definicién 2.3.5, esto es, si Tm(n) = O(g(n)).
A continuacion se listan algunas propiedades bésicas de la notacién O.

Teorema 2.3.1. Sean f, g, h y s funciones definidas sobre los enteros. Sea ¢ una
constante positiva. La notacién O tiene las siguientes propiedades:

(i) Escalamiento: cf estd en O(f)

(ii) Transitividad: Sih = O(g) y g = O(f), entonces h = O(f)
(iii) Regla de la suma: Si f = O(h) y g = O(s), entonces f + g = O(max{h, s})
(iv) Regla del producto: Si f = O(h) y g = O(s), entonces fg = O(hs)

Demostracion.
(i) Como c[f(n)| < (c+ 1)[f(n)| para todo n, tome a (¢ + 1) como constante
de la definicién 2.3.5.

(ii) Por definicién, existen constantes positivas ¢ y ¢, y enteros nq y n;
tales que

h(n)| <cilgn)l  Vn>ny,
lgm)l < calf(n)]  Vn>n,
Luego
h(n) <cilgm)l < crczlf(n)]  Vn > max{ny, na}.

(iii) y (iv) Por definicién, existen constantes positivas c¢1 y c2 y enteros n
y n; tales que
fn)I<cilh(n)l  Vn=mny,

lg(n)| < cals(n)]  Vn >mn,.
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Para n > max{nj, n,}y por la desigualdad del tridngulo se tiene que

[f(m) +g(m) < [f(M)] +1g(n)] < crh(n)][+ c2ls(n)]
< cplmax{h(n), s(n)}f + c2lmax{h(n),s(n)}|
< (e1 +c2)max{h(n), s(n)}.

Por otra parte, para el inciso (iv)

[f(m)g(m)| < If(m)llg(n)] < (crc2)lh(n)lls(n)]
< (cre2)lh(n)s(n)].

El teorema 2.3.1, provee de herramientas muy ttiles para acotar superior-
mente a una funciéon de complejidad temporal. En particular, si f(n) < g(n)
y si ¢y y ¢z son constantes positivas, entonces por los incisos (ii) y (iii) del
teorema 2.3.1 se tiene que cif(n) +c2g(n) = O(g(n)).

Siw es una cadena sobre un alfabeto X, en ocasiones es posible representar
a dicha cadena usando una convencién que permita usar menos simbolos.
Por ejemplo, la cadena w = 10000 se puede representar como 1#5, donde
el niimero 5 es el niimero de ceros que hay después del ntimero 1. En este
caso se dice que la cadena 10000 es una representacion explicita y la cadena
1#5 es una representacion implicita de la cadena 10000.

Observe que para dar una representaciéon implicita, es necesario especi-
ficar un algoritmo que permite pasar de la representacién implicita a la
representacion explicita. Podria ocurrir que bajo dicho algoritmo, existen
multiples representaciones implicitas para la misma cadena. Esto nos lleva
a preguntarnos cual es la representacion implicita mas pequefia que se pue-
de tener para una determinada cadena con dicho algoritmo, la siguiente
definicién nos permite formalizar esta cuestion.

Definicion 2.3.7 (Vitdnyi [21, p. 94]). Sea ¢ : &* — I* una funcion computable
por una mdquina de Turing con alfabeto de entrada X. Sea y € L* una cadena en
el rango de ¢. La complejidad de Kolmogorov® K¢, de la cadena y con respecto
ades

Koly) =min{lx| : xeZ* y o(x)=y}.

La definicién 2.3.7 se puede extender para hacer uso de la mdquina de Turing
Universal®, para los fines de este trabajo la definicién 2.3.7 es suficiente.

*En honor al matematico ruso Andrey Nikolaevich Kolmogorov (1903- 1987).
2En [21, p. 94-99] se da una explicacién detallada de como hacer dicha extension.
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Teorema 2.3.2. Sea @ : X* — X* una funcion computable. Sea h : N — IN
una funcién sobre los enteros y sea f : L* — L* una funciéon computable por
la mdquina de Turing M. Si para todo entero n > 0, existe una cadena x € L*
tal que x| = ny Ky (f(x)) > h(|x|), entonces la complejidad temporal Ty, de la
mdquina M cumple que Tp (n) = Q(h(n)).

Demostracion. Puesto que para la cadena de entrada x, la maquina M impri-
me en su cinta K¢ (f(x)) simbolos, la maquina requiere al menos K¢ (f(x))
movimientos y en consecuencia

Tm(n) > Kg (f(x)) = h(lx])

Por lo tanto, Tp(n) = Q(h(n)). O

El teorema 2.3.2 serd de mucha utilidad para acotar inferiormente a la
complejidad temporal del problema LCLIQUE que se estudia en la seccién

3:3-

El siguiente teorema muestra cual es la complejidad temporal de simular
una maquina multicinta con la mdquina de Turing del teorema 2.2.1.

Teorema 2.3.3. Sea S una maquina de Turing multicinta con Ts(n) = f(n) >
n. Existe una maquina de Turing M tal que Ly = Ls y Tm(n) = O(f%(n))

Demostracion. Sea k el nimero de cintas de la mdquina S. Defina una ma-
quina de Turing M que simula a S descrita por las mismas reglas del teo-
rema 2.2.1. Observe que en la regla 1, la maquina S lee toda la cadena de
entrada w para colocar los simbolos # que representan las k cintas, como
lw| =n, ejecutar la regla 1 lleva tiempo O(n).

Puesto que S acepta o rechaza la cadena w en no mds de f(n) movimientos,
cada una de las cintas de S a lo méds requieren f(n) casillas para ejecutar
el programa de S. Por lo tanto, la mdquina M usa un total de casillas
proporcional a kf(n) para poder simular a S. Por la regla 2, la mdquina M
realiza 2 recorridos de la cinta a fin de simular un movimiento de S, esta
operacion requiere tiempo O(2kf(n)) = O(f(n)).

Dado que la mdquina S realiza a lo més f(n) movimientos y por cada mo-
vimiento la mdquina M realiza los pasos descritos en la regla 2, la mdquina
M requiere un tiempo O(f%(n)) para simular a S, sin contar el tiempo que
requiere para ejecutar la regla 1. Por lo tanto, Tm(n) = O(f2(n)) + O(n).

Por hipétesis f(n) > n, luego Tm(n) = O(f2(n)).
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Para las siguientes demostraciones, necesitamos definir formalmente el
concepto de contador. Un contador es una mdquina de Turing que toma co-
mo entrada a un ndmero n (en base k > 2) y calcula la funcién f(n) =n+1
(en base k). Con frecuencia haremos uso del siguiente resultado.

Lema 2.3.1. Sea w una cadena que representa a un niimero de n digitos en base
k. Un contador M tiene complejidad temporal Tapp(n) = O(n).

Demostracién. Construiremos una maquina M que al recibir el namero w
imprime en su cinta el resultado de la suma w + 1 en base k. La maquina
realiza las siguientes reglas en estricto orden:

1. Mover el cabezal en direccién derecha (sin modificar ningtn simbolo)
hasta llegar al primer simbolo en blanco B.

2. Mover el cabezal en direccién izquierda, al encontrar el primer sim-
bolo diferente de B (es decir, el ultimo digito del nimero w) sumar
una unidad a dicho digito. Para determinar el resultado de esta ope-
racion, previamente se ha definido un estado por cada posible par de
nameros (x,y) € K x K, cada uno de estos estados tiene el resultado
de sumar x + y.

3. Si la suma resulta en un nimero con 2 digitos; b1b,. Reemplazar
el simbolo actual por b, y guardar en el estado de la maquina el
simbolo b7 (a este digito le llamaremos acarreo). Si la suma resulta
en un ntimero con 1 digito; b;. Reemplazar al simbolo actual por b
y guardar el nimero 0 como acarreo en el estado de la maquina.

4. Mover el cabezal a la izquierda, si el simbolo que se lee es B y el
acarreo que se guardo previamente en el estado es O, terminar la
ejecucién de la méquina, de lo contrario sumar el acarreo al simbolo
actual y repetir desde la regla 3.

Para determinar la complejidad de la maquina, observe que la regla 1 reco-
rre toda la cadena de entrada w en direccion derecha, el resto de las reglas
terminan recorriendo otra vez la cadena w pero en direccién izquierda. Por
lo tanto, existe una constante C; tal que

Tm(wl) = Tm(n) < 2Cim =0(n).

Si w es un nimero en base k, denotaremos por (w)¢ al resultado de con-
vertir el niimero w a base decimal.
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Los siguientes resultados muestran cual es la complejidad temporal de rea-
lizar operaciones aritméticas bésicas sobre los enteros en una maquina de
Turing multicinta. Para algunas de estas operaciones es posible construir
algoritmos mds eficientes de los que se describen en este trabajo, sin em-
bargo, las cotas que se presentan a continuacién, son suficientes para los
teoremas que se revisardn en las siguientes secciones.

Lema 2.3.2. Sea k un entero positivo. Sea f. : IN — IN la funcién definida como
fi(n) = nk™.

Sea x el miimero mds grande en base k, que se puede construir usando n digitos.
Entonces, la funcion fy tiene la siguiente propiedad:

(x)10 < fr(n)
Demostracion. El valor del nimero x en decimal estd dado por :

n—1 —1
(Moo= k'< > kK'=nk"=fi(n)
i=0 i=0

O

Teorema 2.3.4. Sean wi y wy niimeros enteros en base k > 2, con wi| =ny
wa| = m. Si m < n, existe una mdquina de Turing multicinta M para cada
una de las siguientes operaciones tal que:

(a) Determinar si w1 = w se puede hacer en tiempo Ty (n) = O(n).
(b) Sumar wy y w; (en base k) se puede hacer en tiempo Ty (n) = O(n).
(c) Multiplicar wy por w (en base k) se puede hacer en tiempo Ty (n) = O(n?).

(d) Elevar w1 a una constante entera p (en base k) se puede hacer en tiempo
Tm(n) = O(n?).

Demostracion.

(a) Defina una maquina multicinta M con 2 cintas que recibe como entrada
la cadena wi#w;. Al inicio, la mdquina M copia la cadena w1 a la se-
gunda cinta y borra la cadena w1# de la primera cinta. Posteriormente
los cabezales en la primera y segunda cinta se colocan al final de las ca-
denas wj y w,. Observe que para realizar estas operaciones, existe una
constante C; tal que en el peor caso, se requieren C;(n+m) < 2Cin
movimientos.
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A continuacién ambos cabezales se mueven al mismo tiempo en direc-
cién izquierda, comparando los simbolos de ambas cadenas; si se en-
cuentra un par que es diferente la cadena se rechaza, si se lee el simbo-
lo blanco en ambas cintas entonces la cadena se acepta. Para realizar
estas operaciones, existe una constante C, tal que en el peor caso, se
requieren Con movimientos.

Por lo tanto, la complejidad temporal de la maquina M es

Tm(n) €2Cin+Con = 0O(n).

Defina una mdquina multicinta M con 2 cintas que recibe como entrada
una cadena de la forma wi#w,. La primera y sequnda cinta se usaran
para almacenar las cadenas wq y w; respectivamente. El resultado de
la suma se sobrescribe en la segunda cinta.

Al inicio, la maquina copia la cadena wj a la segunda cinta y borra
la cadena wi# de la primera cinta. A continuacién los cabezales en
la primera y la segunda cinta se colocan al final de las cadenas w; y
1A%} respectivamente. Por lo tanto, existe una constante C; tal que en
el peor caso, estas operaciones requieren C1(m+n+1) < Ci(2n+1)
movimientos.

Posteriormente la maquina mueve los cabezales en la primera y segun-
da cinta en direccién izquierda al mismo tiempo. En cada movimiento,
la mdquina suma los digitos que estén leyendo el primer y segundo
cabezal (la suma se hace en base k), si ocurre un acarreo este se suma
en el siguiente movimiento. La mdquina se detiene si lee el simbolo
blanco en la primera y en la segunda cinta y si no hay ningtin acarreo
guardado en su estado. El resultado de la suma se muestra en la segun-
da cinta. Por lo tanto, existe una constante C; tal que en el peor caso,
estas operaciones requieren C,(n + 1) movimientos.

Por lo tanto, la complejidad de la maquina M es

Tvn) <Ci2n+1)+Co(n+1) =0(n).

Defina una mdquina con 4 cintas que recibe como entrada una cadena
de la forma wi#w,. La primera y sequnda cinta se usan para almacenar
las cadenas wi y w; respectivamente. La tercera cinta contendré el re-
sultado de la multiplicacién. La cuarta cinta se usa para almacenar un
contador en base k.
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El funcionamiento de la maquina se basa en el hecho de que multiplicar
wj por w; en base k, es equivalente a realizar la suma

w1
WiWwo = ZWz.
1

La maquina ejecuta las siguientes reglas en estricto orden:

1 Copiar la cadena w; a la segunda cinta. En la primera cinta borrar
la cadena w1 #. Escribir en la tercera y cuarta cinta el ntiimero 0.

2 Revisar que w1 # 0y wy # 0, para ello, la maquina compara wy y w;
con el ntimero en la tercera cinta, si alguno es igual a 0, la méquina
termina su ejecucion, en caso contrario la maquina continua con la
regla 3.

3 Sumar los ntiimeros en la segunda y tercera cinta, sobrescribir el re-
sultado en la tercera cinta.

4 Incrementar el contador en la cuarta cinta en una unidad, compa-
rar el valor del contador con el ntimero en la primera cinta. Si son
iguales la maquina termina su ejecucién y el resultado de la multipli-
cacion es el ntiimero en la tercera cinta, en caso contrario la maquina
vuelve a ejecutar las reglas 3 y 4.

Puesto que la regla 1 recorre la cadena wi#, se requieren n + 1 movi-
mientos para esta regla. Por el inciso (a), existe una constante C; tal
que la regla 2 en el peor caso requiere Cyn movimientos.

Sea x el ntiimero en base k que resulta de multiplicar wi por w; (en
base k). Por el inciso (b), para poder ejecutar la regla 3, la maquina
requiere un nimero de movimientos proporcional al niimero de digitos
que tiene el nimero x. Por el lema 2.3.2, el valor médximo del ndmero
x esta acotado por

()10 < Fic(twi ) fic(fwal) = fie()fic(m) < (Fie(n))? =n?k2™

Por lo tanto, el niimero de digitos que se requieren para representar
a x en base k, estd acotado por el nimero de digitos que se requieren
para representar a n2k?™ en base k, como

[logk(n?k*™)] = [2n+ 2logk(n)] < 2n+2logy(n) +1 < 4n +1,

el nimero x en base k no puede tener més de 4n + 1 digitos y por el
inciso (b), existe una constante C, tal que en el peor caso, la regla 3
requiere C(4n + 1) movimientos.

Por el inciso (a) y por el lema 2.3.1, existe una constante C3 tal que en
el peor caso, la regla 4 requiere C3n movimientos.
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Finalmente, como las reglas 3 y 4 se ejecutan n veces, se tiene que

T <M+ +Cin+n(C(4n+1)+C3n)
=(4C+C3n?+(C1+Co+1)n+1=0n?).

(d) Si p =0, entonces w§ = 1. Por lo tanto, es suficiente definir una ma-

quina de 1 cinta que para cualquier cadena de entrada w1, la mdquina
reemplaza a dicha cadena por el niimero 1.

Si p = 1, entonces w}o = w1,. Por lo tanto, es suficiente definir una
maquina de 1 cinta que al recibir una cadena de entrada wj, inmedia-
tamente acepta a wy.

Si p > 1, entonces el funcionamiento de la mdquina se basa en notar
que elevar wj a una potencia p en base k, es equivalente a

P
W? = HW] .
i=1

Defina una méquina M con 4 cintas que recibe como cadena de entrada
a la cadena wj. Puesto que p es una constante, podemos definir un
contador ¢ cuyo valor se guarda en el estado de la unidad de control (no
es necesario usar una cinta). La mdquina M funciona ejecutando las
siguientes reglas en estricto orden:

1 Agregar el simbolo # al final de la cadena w; y asignar al contador
elvalorc=1.

2 Copiar la cadena wy a la tercera cinta.

3 Copiar la cadena en la tercera cinta al final del simbolo # en la pri-
mera cinta.

4 Limpiar la segunda, tercera y cuarta cinta (poner en todas las casillas
el simbolo blanco B).

5 Usar las 4 cintas para hacer la multiplicacién de las cadenas que
se encuentran en la primera cinta, usando las mismas reglas que se
usaron para la maquina que multiplica del inciso (c).

6 Incrementar el contador ¢ en una unidad. Si ¢ = p, entonces la ma-
quina termina su ejecucion y el resultado de la multiplicacién es el
nimero en la tercera cinta. Si ¢ # p, entonces la maquina vuelve a
ejecutar las reglas desde la ntimero 3 en adelante.

Puesto que las reglas 1y 2 recorren la cadena w1, existe una constante
C; tal que estas operaciones en el peor caso, requieren Cimn movimien-
tos.
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Sea x el nimero que resulta de elevar wj a la potencia p (en base k).
Denotaremos por 1 a la cantidad de digitos que tiene p, es decir r = |p|.
Por el lema 2.3.2, el valor de x estd acotado superiormente por

()10 = (W1)10) P10 < fic (P FeIPD = (i),

Por lo tanto, el nimero de digitos que requiere x en base k esta acotado
superiormente por

ﬁogk ((nk“)fkrﬂ — [rk" (logi (n) +1)] < 2rk™n + 1.

Por el inciso (c), existe una constante C, tal que en el peor caso, la regla
5 requiere Calx|? < Co (2rk™n + 1)2 movimientos.

Las reglas 3 y 4 recorren todas las cadenas que hay en las cintas, la lon-
gitud maxima de dichas cadenas no puede ser mayor a |x|. Por lo tanto,
existe una constante C3 tal que en el peor caso, la maquina realiza
Cslx| < C3(2rk™n + 1) movimientos.

La regla 6 requiere solo un movimiento. Las reglas 3, 4, 5 y 6 se ejecutan
p veces. Como 1 y k son constantes, la complejidad temporal de la
maquina M es

Tpm(n) < Cin4p (C3(2rkfn+ 1)+ Cs (Zrkfn+1)2+1)

<Cim+p(C3+Ca+1) (4rk"™n)?
=Cin+p(C3+Co+1) (1672k*")n?
= On?).

2.3.2 Clases P, NP y co-NP

Independientemente de cual sea el modelo de la maquina M, se dice que
M tiene complejidad temporal polinomial, si existe un polinomio p(n) tal que
Tm(n) = O(p(n)). Esto nos lleva a distinguir 2 tipos de clases de lenguajes
que son fundamentales en teoria de la complejidad computacional.

Definicién 2.3.8. La clase de complejidad P, es la clase de lenguajes L para
los que existe una mdquina de Turing M tal que Lny = L y M tiene complejidad
temporal polinomial.
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Definicién 2.3.9. La clase de complejidad NP, es la clase de lenguajes L para
los que existe una mdquina de Turing no determinista N tal que Ly = Ly N tiene
complejidad temporal polinomial.

Usando la notacién O grande podemos decir que un lenguaje L esta en la
clase de complejidad P, si existe una maquina de Turing M y un polinomio
p(n) tal que Lm =Ly Tm(n) = O(p(n)). Una definicién similar se puede
hacer para la clase NP.

Una de las preguntas abiertas mds importantes en la teoria de la compleji-
dad computacional es determinar si la clase P y NP son iguales. Algunos
de los resultados que se han desarrollado para responder a esta cuestion y
algunas de las implicaciones que tiene la respuesta afirmativa o negativa a
este problema, se estudian en el resto de este capitulo.

Definicién 2.3.10. Sea L un lenguaje sobre el alfabeto L1 y sea # un simbolo
que no estd en L. Sea V una maquina de Turing total con alfabeto de entrada
Yy DO X1 U{#). Sedice que la mdquina V es un verificador del lenguaje L si se
cumple que

L={weX] | Vacepta a w#s para alguna cadena s € 35 \ {#} }.

Observacion 2.3.6. A la cadena s de la definicién 2.3.10 se le llama certificado
de pertenencia al lenguaje L.

Observacién 2.3.7. Se dice que el verificador V de la definicién 2.3.10 es un
verificador con tiempo polinomial, si existe un polinomio p tal que para toda
cadena w#s la mdquina V tiene complejidad temporal Ty (jwhs|) = O (p(Iw])).

Lema 2.3.3. Sea V un verificador con tiempo polinomial O(p(n)) del lenguaje L.
Para toda cadena w € L existe una cadena s y una constante c tal que |s| < cp(n)
y WHs es una cadena que acepta V.

Demostracion. Suponga que la afirmacién del lema es falsa. Sea w una ca-
dena del lenguaje L con [w| = n. Sea s la cadena con la menor longitud
que hace que la cadena w#s sea aceptada por V. Puesto que V tiene tiempo
polinomial, existe una constante c tal que la mdquina solo puede leer a
lo méas cp(n) simbolos de la cadena s. Por lo tanto, la cadena s se puede
escribir como s = s7s2, donde s1 es una cadena con [s1| < Cp(n) y sz es
una cadena con [s3| = |s| — |s1].

Como la maquina no lee ninguno de los simbolos de la cadena s;, entonces
la cadena w#s; es aceptada por la maquina V, contradiciendo la hipétesis
de que s es la cadena més pequefia que cumple dicha condicion. O



2.3 CONCEPTOS BASICOS DE COMPLEJIDAD COMPUTACIONAL

El siguiente teorema muestra que la definicién de la clase de complejidad
NP se puede hacer en términos de verificadores con tiempo polinomial.

Teorema 2.3.5. L es un lenguaje en la clase NP si y solo si existe un verificador
V del lenguaje L con tiempo polinomial.

Demostracion.

(=) La idea intuitiva de la demostracién es construir un verificador del
lenguaje L que toma como cadenas testigo a una sucesién de movimientos
de la maquina N.

Sea L un lenguaje sobre el alfabeto £; que estd en la clase NP, existe
una mdquina de Turing no determinista N y un polinomio p(n) tal que
Tm(n) < p(n) y Ly = L. Por lo tanto, existen constantes C; y r tal que
para todon > 1 se cumple que p(n) < Cyn".

Sea dn la funcién de transiciéon de la mdquina N. Por las mismas obser-
vaciones que se hicieron en la demostracion del teorema 2.2.2, existe un
entero k tal que [on(q,x)| < k, para todo estado q y simbolo x de la méa-
quina N. Ademas, es posible asignar a cada configuracién de 5(q,x) un
nimero entreel O y k — 1.

Sea w una cadena en £} con [w| = ny sea s una cadenaen{0,1,..., k—1}"
(es decir, s representa un nimero en base k). Defina una maquina de Turing
M con 7 cintas que tiene alfabeto de entrada X, = X U{#}U{0, 1, ... ,m—
1}. La mdquina M recibe cadenas de entrada de la forma w#s (esta cadena
se coloca en la primera cinta).

La primera cinta de la mdquina M se usa para almacenar el namero s, la
segunda cinta se usa para simular a la mdquina N cuando tiene entrada w,
la tercera cinta se usa para guardar un contador, el resto de las cintas se usan
para hacer multiplicaciones y calcular potencias.

La maquina M ejecuta las siguientes reglas en estricto orden:

1. Copiar la cadena w a la segunda cinta y en la primera cinta borrar la
cadena w#. Inicializar el contador en la tercera cinta a 0. Colocar los
cabezales en la primera y segunda cinta al principio de las cadenas s
y w respectivamente.

2. Usar las cintas de la 4 a la 7 para calcular el valor de C1|w[P = Cin'.

3. Sea (o el estado inicial de la maquina N, guardar dicho estado en la
unidad de control de la maquina M.
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4. Sea q el estado que guarda actualmente la unidad de control de la
maquina M. Sea x el simbolo que lee la mdquina en la sequnda cinta
y sea y el simbolo que lee en la primera cinta.

Si y es el simbolo blanco B, la mdquina M termina en estado de
rechazo, de lo contrario sea (q’,x’, D) la configuracién con nimero y
de dn(q,x) y sean qa v qr los estados de rechazo y aceptacion de la
maquina N. La maquina M simula el movimiento que corresponde a
la configuracién (q’,x’, D) en la segunda cinta y guarda el estado q’
en la unidad de control de la maquina M. Si q’ = ga la maquina M
termina en estado de aceptacion, si ¢’ = qr la mdquina M termina
en estado de rechazo.

5. Mover el cabezal en la primera cinta una casilla a la derecha.

6. Incrementar el contador ¢ en la tercera cinta en una unidad. Si ¢ =
Cin" + 1, la méquina termina en estado de rechazo, de lo contrario
volver a ejecutar las reglas 4 en adelante.

Por la regla 6 se tiene la garantia de que la mdquina M se detiene con toda
cadena de entrada. Si w es una cadena del lenguaje L entonces existe una
sucesién de movimientos s con [s| < Cin", que hacen que la maquina N
acepte a w, por lo cual la cadena w#s es aceptada por la maquina M. De
manera inversa, si W#s es una cadena que acepta M, entonces |s| < Cin”
y s es una sucesiéon de movimientos que hacen a la maquina N aceptar
a la cadena w. De estas observaciones y del teorema 2.2.1, una médquina
de Turing V que simula a la mdquina multicinta M es un verificador del
lenguaje L.

Para determinar la complejidad temporal del verificador V, primero cal-
culamos la complejidad temporal de la madquina M. Puesto que la regla
1 requiere un nimero de movimientos proporcional a la cadena w, existe
una constante C tal que en el peor caso la regla 1 requiere Czlw| = Con
movimientos.

La regla 3 solo requiere un movimiento y por el teorema 2.3.4 incisos (c) y
(d), existe una constante C3 tal que en el peor caso las reglas 2 y 3 requieren
C3n? movimientos.

Las reglas 4 y 5 se pueden hacer en 1 solo movimiento. Por el lema 2.3.1
y por el teorema 2.3.4 inciso (a), existe una constante C4 tal que en el peor
caso las regla 6 requiere C4 [logio (Cin")] < C;C4n™ 4+ C4 movimientos.
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Puesto que las reglas 4, 5 y 6 se repiten a lo mas CinP + 1 veces. la com-
plejidad temporal de la mdquina M estd acotada superiormente por

Tm(wis]) = Tm(n+[s| +1)
< Con+C3n? +(Cim"+ 1) (C1Cyn™ + Cy)
= C4 +Can+ C3n? +2C1Cqn" + CFCym 2.

Como 1 es una constante, la maquina M tiene complejidad temporal poli-
nomial y por el teorema 2.3.3, el verificador V tiene complejidad Ty (n) =

O ((TM (n))2>. Por lo tanto, V es un verificador con tiempo polinomial.
(<)

Sea V un verificador con tiempo polinomial del lenguaje L C £7. Sea £, O
21 U{#} el alfabeto de entrada de V. Defina una maquina de Turing no
determinista N, con alfabeto de entrada X;. La maquina N para cadenas
w € L7 opera de acuerdo a las siguientes reglas:

1. Escribir el simbolo # al final de w (el simbolo # es parte del alfabeto
de cinta de N).

2. Adivinar una cadena s € X3} \ {#} y escribir dicha cadena al final de
wH.

3. Colocar el cabezal al principio de la cadena w#s.

4. Ejecutar el verificador V con la cadena w’ = wis. Si V acepta a w/,
entonces N termina en estado de aceptacion.

Por la regla 4, si w es una cadena que acepta N, entonces existe una cadena
s tal que el verificador acepta a w#s. De manera inversa, si la cadena w#s
es aceptada por el verificador V, entonces por las reglas 2 y 4 la maquina
N acepta a la cadena w. Por lo tanto Ly = L.

La regla 1 requiere w|+ 1 movimientos. La regla 2 en una mdaquina no
determinista requiere |s| movimientos. La regla 3 requiere [s| + [w|+ 2 mo-
vimientos.

Puesto que V es un verificador con tiempo polinomial, existen constantes
Cy y 7 tales que la regla 3 requiere a lo mas, C;|w|" movimientos.

Por lo tanto, el nimero de movimientos m que requiere la maquina N para
aceptar o rechazar una cadena de entrada w es

m < (Wl + 1) +Is| 4 (Is| + Wl +2) + Cy[w["
=3+ 2|s|+2lw|+ Ciw|". (1)
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Siw € L, por el lema 2.3.3 existe una constante C, y una cadena s tal que
ls| < C2fw|". Por lo tanto, si m,, es el minimo ntimero de movimientos que
requiere la maquina N para aceptar a w, de la desigualdad (1) se tiene que

My < 342wl + (2C2 + Cr)wl"
Por lo tanto, la complejidad temporal de la maquina N con [w| =n es
Tn(m) = max{0, my} < max{0,3+2n+ (2C2 + C1)n"} = O(n").

Como N tiene complejidad temporal polinomial, concluimos que L estd en
la clase NP. O

El siguiente teorema nos permitirdn demostrar que un lenguaje en la clase
NP, puede ser reconocido por una mdquina de Turing en tiempo exponencial.

Teorema 2.3.6. Sea N una mdquina de Turing no determinista con Ty (n) < f(n).
Existe una mdquina de Turing determinista M tal que Ly = Ly vy Tm(n) =

O (zf(n))

Demostracién. Sea dn la funcidon de transicion de N y sea k el ntimero
maximo de configuraciones posibles de 6n (cardinalidad maxima de los
conjuntos en el contradominio). Si k = 1 la maquina es esencialmente una
maquina de Turing determinista y la afirmacion del teorema es trivial. Su-
ponga que k > 1.

Puesto que la maquina N acepta o rechaza una cadena w € Ly en no mds
de Ty (n) = f(n) movimientos, el drbol de ejecucién de la maquina N tiene
una altura menor que f(n). Por el lema 2.1.1, el drbol de ejecucién de la
méquina N tiene a lo mas k(™) hojas y por el teorema 2.1.1, el total de
vértices no puede ser mayor que 2k’ (™),

Construya una mdquina de Turing con 3 cintas S que simula a la mdquina
N usando las mismas reglas que se usaron para construir la maquina de
3 cintas del teorema 2.2.2; con la diferencia de que si el contador de la
regla 2 llega a 2kf(™), la maquina S se detiene en el estado de rechazo. Esta
condicién extra en el contador de la cinta 2, garantiza que la maquina S
acepta (o rechaza) la cadena w si y solo si la mdquina N acepta (o rechaza)
la cadena w.

Para calcular la complejidad temporal de la mdquina S, recuerde que la
maquina S realiza una simulacién de N en la tercera cinta (por medio la
configuracién que indica el contador de la cinta 2), por lo tanto, la comple-
jidad temporal de cada simulacién en la cinta 3 estd en O(f(n)). Como la
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maquina S a lo més tendra que realizar 2kf(™) simulaciones (valor méximo
del contador en la cinta 2), se tiene que

Ts(n) =0 <2f(n)kf(“)) -0 (f(n)kf(n)> _

Como

KF(m) = 21092 (™) _ Jloga(K)F(n) _ ploga(k)pf(n) — g(2f(n)

7

f(n) = 2'092(F(N) - of (M) — (Zf(n)> _
La complejidad temporal de la maquina S es
Ts(n) =0 (f)k"™) =0 (22M) = 0 (2.

Finalmente, defina una maquina de Turing M que simula a N usando la
construcciéon propuesta en el teorema 2.2.1. Por el teorema 2.3.3, la comple-
jidad temporal de la maquina M es

Tl =0 (ITs(m)2) =0 ((2)7)

—0 (22”“)) —0 (zf(“J) .

Corolario 2.3.1. Sea L un lenguaje en la clase NP. Existe un polinomio p(n) y
una mdquina de Turing total M tal que L = Ly y Tm(n) = O(2P (M)

Demostracién. Como L es un lenguaje en la clase NP, existe una médquina de
Turing no determinista N tal que L = Ly y Tn(n) < p(n). Por el teorema
2.3.6, existe una maquina de Turing total M con Tp(n) = O(2rn) O

A la fecha no se sabe si existe una mejor estrategia que permita reducir
el tiempo del corolario 2.3.1. Observe que si la cota de complejidad de la
simulacién propuesta en el teorema 2.3.6, pudiera reducirse a un orden
polinomial, se tendria inmediatamente que P = NP.

Si L es un lenguaje sobre el alfabeto X, definimos al complemento del lenguaje  complemento del
L como el conjunto L¢ = £* \ L. Esto nos lleva a definir la siguiente clase lenguaje
de complejidad.

Definicién 2.3.11. La clase de complejidad co-NP es la clase de lenguajes L para
los que su complemento L€ estd en la clase NP.
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No se sabe si NP=co-NP. Algunos de los teoremas que se estudian en la
siguiente seccién, tienen implicaciones que podrian ayudar a resolver este
problema abierto.

2.3.3 Clase NP-completo

Para fines practicos, un algoritmo que requiere tiempo exponencial deja
de ser ttil a medida que aumenta la longitud de la cadena de entrada,
ya que por la naturaleza de las funciones exponenciales, puede ocurrir
que el nimero de pasos que requiere el algoritmo excede el nimero de
microsegundos que tiene el universo. Es por esta cuestién que resulta muy
importante tener algoritmos que puedan trabajar en tiempo polinomial.

En ocasiones puede ocurrir que no se conozca un algoritmo para resolver
un problema, sin embargo seria posible resolver dicho problema si pudié-
ramos "transformarlo” a otro problema equivalente para el cual si tenemos
un algoritmo. Si ademds dicha transformacién podemos hacerla en "poco
tiempo", la soluciéon dependeria principalmente del tiempo del algoritmo
que ya conocemos. La siguiente definicién permite formalizar esta idea.

Definicion 2.3.12. Sean Ly C X y Ly C X3 lenguajes sobre los alfabetos L1 y
X, respectivamente. Una transformacién polinomial o reduccién de Karp® es
una funcion f : 7 — L5 que cumple las siguientes condiciones:

1. Existe una mdquina de Turing M con complejidad temporal polinomial tal
que f es una funcion computable por M (ver definicién 2.2.6).

2. Toda cadena w € L7 estd en Ly siy solo si la cadena f(w) estd en L;.
Observacién 2.3.8. Usaremos la notacion L1 o< Ly para indicar que hay una

transformacion polinomial de Ly a L. Por simplicidad diremos que Ly se transfor-
ma L para referirnos a Ly o< L.

La siguiente clase de lenguajes resulta fundamental para investigar la cues-
tién de si P es igual a NP. Intuitivamente esta clase abarca a los problemas
en NP que son los mas "dificiles" (algunos de estos problemas se estudian
en la seccién 2.3.5).

Definicion 2.3.13. Un lenguaje L es NP-completo si cumple con las 2 condiciones

siguientes:

1. L € NP

*En honor del matemético estadounidense Richard M. Karp.
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2. VL’ e NP, L « L

La importancia de la clase NP-completo se deriva del siguiente teorema.

Teorema 2.3.7. Sean Ly C X* y L, C X* lenguajes con alfabetos L1 y X,
respectivamente. Suponga el lenguaje Ly se transforma al lenguaje L. Entonces
se cumple lo siguiente:

L, estd en la clase P = L estd en la clase P.

Demostracién. Sea f(n) la funcién que cumple las condiciones de la defini-
cién 2.3.12 para L1 oc L. Existe una maquina de Turing M y un polinomio
p¢(n) tal que My calcula a la funcién f(n) y Ty, (n) < pe(n).

Como L; esté en la clase P, existe una méaquina de Turing M y un polino-
mio pz(n) tal que Tm,(n) < p2(n) yLm, =12

Construimos una maquina de Turing total My que reconoce a L; por medio
de las siguientes reglas:

1. Al leer la cadena de entrada w € Xj, la maquina calcula f(w) € X}
por medio de las reglas de la méquina M.

2. Posteriormente la maquina usa las reglas de la maquina M; para
aceptar o rechazar a la cadena f(w).

Por la definicién de transformacién polinomial, tenemos que w € L siy
solo si f(w) € L,. Por lo tanto, el lenguaje que acepta la maquina My es Ly,
es decir Ly, = L.

Para acotar a la funcién de complejidad temporal Ty, (n) de la maquina
M, observe que con [w| = n, la complejidad temporal de la regla 1 es
proporcional a p¢(n). Debido a que [f(w)| < p¢(lw]), la complejidad de la
regla 2 es proporcional a p2(p¢(n)). Por lo tanto, la complejidad temporal
de My es

Tm, (M) =0 (pr(n) +p2(pe(n))).

Concluimos que M; tiene complejidad temporal polinomial y por lo tanto
L estd en la clase P. O

El teorema 2.3.7 tiene una consecuencia inmediata muy interesante: si exis-
te un lenguaje NP-completo que puede ser reconocido por una maquina de
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Turing en tiempo polinomial, entonces se debe de cumplir que P = NP. Por
lo tanto, si se puede demostrar que un lenguaje es NP-completo, entonces
se tiene la certeza de que no se conoce un algoritmo que puede reconocer
a dicho lenguaje en tiempo polinomial.

Los siguientes resultados son de gran utilidad para demostrar que un len-
guaje es NP-completo.

Lema 2.3.4. Si Ly o< Ly y L oc L3 entonces L1 o< L3.

Demostracion. Sean Lj, L5 y L3 los alfabetos de los lenguajes L, L, y L3
respectivamente. Como L; o L, existe una funcién f; : [y — L, y una
maquina M que calcula la funcién f; en tiempo polinomial pj(n). Como
L, o L3, existe una funcién f; : L, — L3 y una mdquina M, que calcula a
la funcién f; en tiempo polinomial pq(n).

La funcién f3 : L1 — L3 definida como f3 = (f2(f1(n))) cumple que w € L4
siy solo si f3(w) € L3. Construya una maquina M3 que calcula la funcién
f3 de acuerdo a las siguientes reglas:

1. Con la cadena de entrada w la maquina M3 calcula a f;(w) usando
las reglas de la maquina M;.

2. Posteriormente, con la cadena z = f1(w) € L;, la madquina M3 calcula
f2(z) usando las reglas de la mdquina M.

Con [w| = n, el tiempo requerido para la regla 1 es O(py(n)). Como
If1(w)| < p1(wl), el tiempo de la regla 2 es O(p2(p1(n))). Por lo tanto,
el tiempo total de M3 es O(p1(n)) + O(p2(p1(n))), el cual esta acotado por
un polinomio. Luego Ly o< L3. O

Teorema 2.3.8. Sean Ly y L, lenguajes en la clase NP. Si Ly es NP-completo y
Ly o L, entonces Ly es NP-completo.

Demostracién. Puesto que L, estd en la clase NP, solo hace falta probar que
cumple la condicién 2 de la definicién 2.3.13. Sea L’ un lenguaje en NP.
Como L; es NP-completo se tiene que L’ o L;. Por hipétesis Ly o L, y por
el lema 2.3.4, se tiene que L’ o L;. O



2.3 CONCEPTOS BASICOS DE COMPLEJIDAD COMPUTACIONAL

Como ya se menciond, determinar si NP=co-NP es un problema abierto.
Esta cuestion junto con el siguiente lema, son de mucha utilidad para jus-
tificar que un determinado lenguaje posiblemente no esta en la clase NP™.

Lema 2.3.5. Sea L un lenguaje NP-completo tal que su complemento L estd en
la clase NP. Entonces NP=co-Np.

Demostracién. Sea L’ un lenguaje en la clase NP. Como L es NP-completo,
existe una reduccién de Karp f tal que w € L’ si y solo si f(w) € L, en
consecuencia w’ € (L’)¢ si y solo si f(w’) € L. Por hipétesis, L€ estd en
la clase NP y en consecuencia existe una maquina no determinista N con
complejidad temporal polinomial tal que Ly = L€.

Para reconocer al lenguaje (L’)¢, defina una mdquina N’ que al recibir la
cadena de entrada w calcula f(w) y a continuacién ejecuta la maquina N
con la cadena de entrada f(w), la maquina N’ acepta a w si la mdquina N
acepta a f(w). Puesto que calcular f y ejecutar N requiere tiempo polino-
mial, la maquina N’ estd en la clase NP. O

2.3.4 Clase NP-dificil

Intuitivamente, los lenguajes que estdn en la clase NP-completo son mds
dificiles de reconocer que los lenguajes en la clase P. Sin embargo, existen
lenguajes que intuitivamente parecen ser todavia més dificiles de reconocer
que los lenguajes que estdn en la clase NP-completo. Para estudiar a dichos
lenguajes necesitamos la siguiente definicion 2.

Definicién 2.3.14 ( Garey [11, p. 113] ). Sean Ry y R, relaciones de cadenas
sobre los alfabetos X1 y X, respectivamente. Sea M una mdquina de Turing con
ordculo que tiene alfabeto de entrada X1 y que tiene complejidad temporal polino-
mial.

Si para toda funcion g : L5 — L5 que realiza a Ry, la mdquina M al usar a g
como ordculo cumple que su funcion asociada fn, realiza a Ry, entonces se dice
que M es una reduccién de Cook? o reduccion polinomial de Turing de Ry a
Ry.

Observacion 2.3.9. Usaremos la notaciéon Ry o<t Ry para indicar que existe una
reduccion de Turing/Cook de la relacion de cadenas Ry a la relacién de cadenas R;.

"Un problema que posiblemente no estd en la clase NP se estudia en el siguiente capi-
tulo en la seccién 3.1.

2El lector puede repasar los conceptos de relacién de cadenas, funcién que realiza a una
relacion de cadenas y funcién asociada con la mdquina ordculo en las secciones 2.2.14, 2.2.15 y
2.2.12 respectivamente.

3En honor al matemadtico estadounidense Stephen Arthur Cook.
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De manera intuitiva, una reduccién de Cook formaliza la idea de que es
posible tener un algoritmo Aj, que resuelve un problema de manera "efi-
ciente" usando como parte de su programa otro algoritmo A;, este tltimo
no necesariamente es un algoritmo conocido. Mediante la reduccién de
Cook es posible formular la siguiente clase de complejidad computacional.

Definicién 2.3.15 ( Garey [11, p. 113] ). Sea L un lenguaje NP-completo y sea
Ry la relacién de cadenas identificada con el lenguaje L, tal como se definié en
2.2.6. Se dice que una relacion de cadenas R es NP-dificil si Ry oct R.

Definicién 2.3.16. La clase NP-dificil son todos los lenguajes L para los que Ry
es NP-dificil.

Aunque la definicién 2.3.15 permite extender la clase NP-dificil a proble-
mas de busqueda, para los fines de este trabajo la definicién 2.3.16 es sufi-
ciente.

Los siguientes resultados son de mucha utilidad para demostrar que un
lenguaje es NP-dificil, usando una reduccién de Karp en lugar de una
reducciéon de Cook.

Teorema 2.3.9. Sean L1 y L, lenguajes sobre los alfabetos X1 y L, respectiva-
mente. Sean Ry, y Ry, las relaciones de cadenas identificadas con L1 y L, respec-
tivamente. Si existe una reduccién de Karp tal que Ly oc L, entonces existe una
reduccion de Cook tal que Ry, oct Rp,.

Demostraciéon. Como L o L, existe una médquina de Turing M con com-
plejidad temporal polinomial tal que w € Ly si y solo si fm(w) € L,. Sea
s un simbolo fijo en X y sea g : 5 — X} una funcion que realiza a la re-
lacién de cadenas Ry ,. Defina una maquina de Turing con ordculo M’ que
tiene alfabeto de entrada X7 y que para toda cadena de entrada w € L4
opera de acuerdo a las siguientes reglas:

1. Calcular fpm (w) usando la maquina de Turing M.

2. calcular w' = g(fm(w)). Si w’ = ¢, limpiar la cinta primaria de la
mdquina (poner en cada casillas el simbolo blanco B). Si w’ # e
imprimir en la cinta primaria el simbolo s.

Por la regla 2, la maquina M’ realiza a la relacién de cadenas R, y co-
mo las reglas 1 y 2 requieren tiempo polinomial, la mdquina M’ es una
reducciéon de Cook de R, a Ry,. O
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Corolario 2.3.2. Sea L un lenguaje tal que para todo lenguaje L’ en la clase NP,
se cumple que L' oc L. Entonces L estd en la clase NP-dificil.

Demostracién. Puesto que todo lenguaje L’ en la clase NP cumple que L’
L, en particular un lenguaje L. que sea NP-completo cumple esta condicién.
Por el teorema 2.3.9, se tiene que Ry, oct Rr. Por lo tanto, L estd en la clase
NP-dificil. O

Del corolario 2.3.2, los lenguajes en la clase NP-completo también estan
en la clase NP-dificil. Sin embargo, existen lenguajes que estdn en la clase
NP-dificil que no se sabe si estdn en la clase NP*.

2.3.5 Problemas de decision

Un problema de decision es una pregunta que solo admite como respuesta
"si” 0 "no”. La pregunta se plantea de tal forma que es necesario especificar
ciertos pardmetros de entrada a fin de que la pregunta tenga sentido. El

siguiente es un ejemplo de un problema de decisién:

Pardmetros de entrada: Una grafica G = (V,E) y un entero positivo
k < [V(G)I.

Pregunta: ;Tiene la grafica G un clan de tamafio mayor o igual a k?

Cuando en el problema de decisién se especifican valores para los parame-
tros de entrada, se dice que se tiene una instancia del problema de decisién.

Si T es un problema de decision, denotaremos por Dy al conjunto de ins-
tancias de T1. Denotaremos por Yy al conjunto de instancias del problema
IT que tienen como respuesta un “si” y denotaremos por Ny al conjunto
de instancias del problema IT que tienen como respuesta un “no”. Observe
que Nn = Dn \Yn.

A partir del problema IT podemos formar un nuevo problema de decisiéon
IT¢ que consta de todas las instancias de IT con las respuestas invertidas,
esto es, Yrie = N1 y Npje = Yyq. Al problema T1¢ se le conoce como problema
de decisién complementario del problema TT.

Con la codificacién adecuada podemos representar a cada instancia del
problema de decisién TT, como una cadena w sobre un alfabeto . De esta

'Un problema con tales caracteristicas se estudia en la seccién 3.2.
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forma el problema IT induce una particién en * que consta de los siguien-
tes subconjuntos:

= El subconjunto de cadenas w € £* que representan instancias de Y.
A este subconjunto lo denotaremos por L[IT] y se le denomina lenguaje
asociado al problema de decisién TT.

» El subconjunto de cadenas w € I* que representan instancias en Ny.

= El subconjunto de cadenas w € L* que no representan a ninguna
instancia de Dry.

En ocasiones, por simple conveniencia, usaremos los conceptos de proble-
ma de decisién IT y su lenguaje asociado L[IT] como si fueran sinénimos,
aunque estrictamente hablando en todo momento estaremos trabajando
con L[IT].

Si existe una maquina de Turing total M tal que Lyy = L[IT], se dice que
la maquina M resuelve al problema de decision TT, también se dice que TI
tiene un procedimiento de decision.

Se dice que un problema de decision IT esta en las clase P, si su lenguaje
asociado L[IT] esta en la clase P. Definiciones similares se hacen para las
clases de complejidad que se definieron en las secciones anteriores.

Observe que el complemento del lenguaje asociado con un problema de
decision TT no es lo mismo que el lenguaje asociado al problema comple-
mentario TT¢, es decir L[IT]¢ # L[IT¢]. Esto se debe a que L[IT|¢ contiene
cadenas que no representa a ninguna instancia de Tl. Observe que si se
cumple que L[IT¢] C L[IT]¢. El siguiente lema muestra que esta cuestién,
realmente no es relevante para la clase NP.

Lema 2.3.6. Sea IT un problema de decision y sea T1° su problema complementario.
Si L[IT¢] estd en la clase NP entonces L[TT]¢ también estd en la clase NP.

Demostracion. Puesto que L[IT¢] estd en la clase NP, existe una mdaquina
de Turing no determinista N con tiempo polinomial tal que N reconoce al
lenguaje L[IT¢]. Defina una méquina no determinista N’ que reconoce al
lenguaje L[IT]¢ usando las siguientes reglas:

1. Para toda cadena de entrada w, verificar de manera determinista que
w es una codificacién de una instancia de TT. Si w no representa una
instancia aceptar la cadena, de lo contrario, continuar con la regla 2.

2. Ejecutar la maquina N con la cadena de entrada w, si la maquina N
acepta a w entonces N’ también acepta a w.
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La regla 1 se puede hacer en tiempo proporcional a la longitud de la cadena
de entrada y la regla 2 requiere tiempo polinomial, por lo tanto N’ tiene
complejidad temporal polinomial y en consecuencia L[IT|¢ estd en la clase
NP. O

Una estrategia muy poderosa que surge del teorema 2.3.8 para demostrar
que un problema TT; es NP-completo a partir de otro problema TT; que
se sabe que es NP-completo, consiste en demostrar que TT; estd en NP
y que existe una reduccion de Karp de TTy a TT,. Mds adelante usaremos
esta estrategia para demostrar que el problema de decisién CLIQUE es NP-
completo.

El primer problema de decision que se demostré que es NP-completo es
el problema de satisfabilidad booleana. La terminologia formal para dicho pro-
blema se describe a continuacion.

Sea B = {x1,%x2,...,Xn} un conjunto que denominaremos como conjunto
de wvariables Booleanas. Una funcién de verdad es una funcién de la forma
f:B — {V,F}. Si la variable booleana x € B cumple que f(x) =V, se dice
que x es verdadero sobre f. Por otra parte, si f(x) = F se dice que x es falso.
El literal X es verdadero sobre f si y solo si x es falso sobre f. En general, si
x es una variable booleana diremos que X y x son literales sobre B.

Una cldusula sobre B es un conjunto de literales sobre B, por ejemplo,
U = {x1,x2,X3} representa la disyuncion l6gica de dichos literales, esto es,
U representa a x1 V x2 V X3. Se dice que una cldusula se satisface por una
funcién de verdad f si y solo si al menos uno de sus miembros es verdade-
ro sobre f; por ejemplo, la cldusula U se satisface a menos que f(x;) = F,
f(x2) =Fy f(x3)=V.

Una coleccién de cldusulas C sobre B se satisface si y solo si existe una
funcién de verdad f que satisface simultdneamente todas las cldusulas de
C; en tal caso se dice que f es una funcion que satisface a C. La coleccién
de cldusulas representa una conjuncién l6gica de las clausulas® de C. Esto
es, si C = {{x1,%2},{x1,x2},{x3}}, entonces C representa a (x; Vx2) A\ (x1 V
x2) /\ (x3). Con esta terminologia se define el problema de la satisfabilidad
booleana de la siguiente manera.

Definicién 2.3.17. Instancia: Coleccién de cldusulas C sobre el conjunto de va-
riables booleanas B. Prequnta: ;Existe una funcion de verdad f que satisface a
c?

'Las expresiones booleanas que representan a C se dice que estan en forma normal
conjuntiva (FNC)

51

funcion de verdad

literales

clausula

coleccion de
cldusulas

satisfabilidad

problema de la
satisfabilidad
booleana



52

3-SAT

Teorema de
Cook-Levin

PRELIMINARES

Observacién 2.3.10. Por lo general, se usan las siglas SAT para referirse al
problema de la satisfabilidad booleana.

Si en la definicion 2.3.17 se pone la restriccion de que cada cldusula debe
tener exactamente 3 literales, se dice que es un problema de 3-satisfabilidad
(3-SAT).

El descubrimiento de que SAT es NP-completo, fue hecho de manera inde-
pendiente primero por el matemaético estadounidense Stephen Cook [7] y
poco después por el matemético ruso Leonid Levin [20]. La idea intuitiva
de la demostracién de dicho teorema es que para cada lenguaje L en NP,
sabemos que existe una maquina no determinista N que reconoce a L en
tiempo polinomial. La idea entonces es dar una reduccién de L a SAT tal
que para toda cadena w € L, la reduccién produce una formula booleana
que simula a la mdquina N con la cadena de entrada w.

Enunciamos el teorema de Cook-Levin sin su demostracion ya que la prue-
ba es demasiado extensa y nos alejarfamos de los propdsitos principales
de este trabajo’.

Teorema 2.3.10 (Cook [7], Levin [20]). SAT es NP-completo

Posteriormente Richard Karp, usé el resultado de Cook para demostrar
que 3-SAT es NP-completo [14]. Este resultado se demuestra en el siguiente
teorema.

Teorema 2.3.11 (Karp [14]). 3-SAT es NP-completo

Demostracién. Sea I una cadena que representa una instancia de 3-SAT y
sea S una cadena que representa un grupo de valores posibles para la
funcién de verdad de I. Construya un verificador que recibe como entrada
cadenas de la forma I#S, el verificador evalda a la Instancia I usando los
valores de S para la funciéon de verdad. Puesto que esta operacion puede
hacerse en tiempo polinomial (con respecto a |I|) se tiene que 3-SAT esta
en NP.

Sea B = {x1,%x2,...,Xn} un conjunto de variables Booleanas y sea C =
{c1,¢2,...,cm} una coleccién de cldusulas sobre B. Se mostrard que es po-
sible transformar C a una coleccién de cldusulas C’ sobre el conjunto de
variables Booleanas B’ tal que cada cldusula de C’, tiene 3 literales y C se
satisface si y solo si C’ se satisface.

El lector puede consultar las demostraciones de estos teoremas en [11, p. 38-50]
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Sea ¢y = {z1,z2,...,2zp} una de las cldusulas de la coleccién C (cada z; es
un literal sobre B), defina la coleccién de cldusulas con 3 literales C/ y el
conjunto de variables Booleanas B! de acuerdo a los siguientes casos:

= Caso1.p=1.

B ={y}, ui}

C{ = {{z1,y{,yi}{z1,yi, b {z1, 91 uil {21, 91, Ui}
» Caso2.p=2.

B! =y}
Ci, = {{21,22,1;:},{21,22,@;}}

Caso 3. p =3.

B/ =0
Ci{ ={ci}

Caso 4. p > 3.

-3
B ={yl,yi,....yP "}
p—4

¢t ={znzull} U {oh 2l U{Er > o200

j=1
Defina la coleccién de cldusulas C’ sobre el conjunto de variables Booleanas

como
m m
B':BU{UB{} ¢'=Jci
i=1 i=1

Suponga que C se satisface por una funcién de verdad f: B — {V, F}, mos-
traremos que esto implica que C también se satisface. Defina la funcién de
verdad f’: B’ — {V, F} como f/(x) = f(x) six € B.Six € B\ B = Ji%; B,
entonces x estd en alguno de los conjuntos B/, se tienen los siguientes ca-
S0S:

» B/ es un conjunto que se construyo usando el caso 1 o 2. Entonces
hacer f’(x) =V, para todo x € B/

» B/ = {y!,y%,...,y?_g} es un conjunto que se construyo usando el
caso 4 con la clausula ¢; = {z1,22,...,z,} € C. Por hipétesis, la clau-
sula c; se satisface, por lo tanto, existe un indice k < p tal que zi = V.
Consideramos los siguientes casos:

* Sik < 2, definir f’(x) = F para todo x € B{.
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® Si 3 <k < p—2, definir f’(yi) =Vparal <j <k—-2y
f'(y)) =Fparak—1<j<p—3.
* Sik=p—1o0sik=rp, definir f'(x) = V para todo x € B{.

Es facil comprobar que si la funcion f satisface a C entonces la funcién de
verdad f’ satisface a C’. Suponga ahora que C’ se satisface, se mostrara
por contradiccién que para toda clausula ¢; = {z1,22,...,2zp} € C, existe
un indice k tal que zx = V. Suponga entonces que esta afirmacion es falsa,
tenemos los siguientes casos:

= Si p # 3, entonces yi] € B{ cumple que yz =Vy yz = F, una
contradiccion.

» Si p = 3, entonces la tnica cldusula de C] no se satisface, contradi-
ciendo la hipétesis de que la coleccion de clausulas C’ se satisface.

Por lo tanto, si C’ se satisface entonces C se satisface. Finalmente, para
ver que esta transformacion requiere tiempo polinomial, observe que el
numero de cldusulas de 3 literales en C’ estd acotado por mn y en conse-
cuencia, el tamafio de una cadena que representa a la instancia de 3-SAT,
estd acotado por un polinomio en funcién de la longitud de la cadena que
representa a la instancia SAT. Puesto que las operaciones de unién requie-
ren un tiempo polinomial que depende de la longitud de la instancia SAT,
esta transformacion requiere tiempo polinomial y por el teorema 2.3.10 y
el lema 2.3.8 se concluye que 3-SAT es NP-completo.

En el siguiente capitulo estudiaremos el problema CLIQUE y por medio
de los teoremas desarrollados en este capitulo, se demostrard que dicho
problema es NP-completo.
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En este capitulo estudiamos 3 problemas fundamentales relacionados con
la bisqueda de clanes:

» Problema CLIQUE: Consiste en determinar si una gréfica tiene un clan
con al menos k vértices.

» Problema MCLIQUE: Consiste en determinar si una grafica tiene un
clan mdximo de k vértices.

= Problema LCLIQUE: Consiste en listar todos los clanes de una grafica.

En particular, nos interesa revisar en qué clase de complejidad se encuen-
tra cada uno de los problemas antes mencionados. Este enfoque permite
estudiar cudles pueden ser las restricciones en tiempo que tienen los algo-
ritmos que resuelven problemas de btisqueda de clanes.

3.1 EL PROBLEMA CLIQUE

El problema CLIQUE es uno de los 21 problemas clasicos NP-completos de
Karp[14]. Podemos enunciar el problema de decisién CLIQUE de la siguien-
te forma:

Instancia: Una gréfica G = (V, E) y un entero positivo k < [V/.

Pregunta: ;Contiene G un clan de orden k o mayor?

Para demostrar que CLIQUE es NP-completo, usaremos la estrategia que
surgi6 a raiz de estudiar el lema 2.3.8. Esto es, se demostrara que CLIQUE
es NP y que toda instancia del problema NP-completo 3-SAT se puede
transformar a una instancia del problema CLIQUE.

Comenzamos con el siguiente lema que demuestra que 3-SAT se transfor-
ma a CLIQUE.
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Lema 3.1.1 (Karp [14]). Existe una transformacion polinomial de 3-SAT a CL1-
QUE.

Demostracién. Sea B = {x1,%2,...,%Xr} un conjunto de variables booleanas
y sea C ={Cy,C2,...,Cy} una coleccion de cldusulas sobre B. Construire-
mos una gréfica G = (V, E) y un entero positivo K < V] tal que G tiene un
clan de tamafio K o mayor si y solo si se satisface la colecciéon de clausulas

C.

Observe que C tiene m cldusulas y cada cldusula tiene exactamente 3 lite-
rales, por lo tanto C tiene en total 3m literales.

La reglas para construir la gréfica G son las siguientes:

1. Por cada cldusula C; = {cy,, ci,, ci,} de C, construya el conjunto de
vértices Vi = {ci,, ci,, ci;}. Observe que los vértices en V; se etique-
tan usando los mismos literales de Cj.

K
2. Defina los vértices de G como V = [J V;. Por la regla 1, existe una
i=1
correspondencia uno a uno entre los vértices en V' y los literales en

C.

3. Cada par de vértices v; y v; de G son adyacentes excepto en los si-
guientes casos:

a) El par de vértices v; y v; son parte del mismo conjunto Vi C V.
Por lo tanto cada conjunto V; es independiente.

b) El par de vértices v; y v; tienen etiquetas de la forma vi = x; y
Vj = Vi = X;. Es decir, ningtin vértice con etiqueta x es adyacente
a un vértice con etiqueta X.

Defina K = m. Mostraremos que la coleccién de cldusulas C se satisface si
y solo si la gréfica G tiene un clan de orden igual o mayor que K.

Suponga que C se satisface, entonces al menos un literal de cada cldusula
es verdadero. Defina el conjunto de literales S seleccionando de cada cldu-
sula el literal que es verdadero, en caso de que exista mds de un literal
verdadero en la cldusula, tome uno de los literales de manera arbitraria.
Observe que |S| = K =m.

Formamos el subconjunto Q C V seleccionando todos los vértices que
tienen como etiquetas a los literales en S. Por la manera en que se defini6é
la grafica G, se tiene que |Q| = |S| = K. Como cada literal de S se selecciond
de clausulas diferentes, ningtin par de vértices v; y v; en Q estdn ambos en
el mismo conjunto V,, C V, por lo tanto, el caso 3 inciso (a) no se cumple.
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Puesto que cada par de literales x; y xj en S es verdadero en las cldusulas
de C, no es posible que vi = x{ y vj = Vi = X{ y por lo tanto tampoco
se cumple el caso 3 inciso (b). Concluimos que cada par de vértices en Q
son adyacentes y en consecuencia Q tiene una subgrafica completa con K
vértices y G tiene un clan de orden igual o mayor a K.

Por otra parte, suponga que G tiene un clan Q de K vértices. Por la forma
en que se defini6 G, ningtn par de vértices vi = x; y vj = xj en Q pueden
estar ambos en el mismo conjunto V,, C V, por lo tanto, cada etiqueta x;
en el conjunto Q estd en una cldusula diferente C,, € C.

Six € Vp, C 'V, asignamos el valor verdadero para el literal x en la clausula
Cp € C. Como la arista {x,x} no existe en E(G), no es posible que esta
asignacion haga a x y X verdaderas. Por lo tanto, cada clausula C,, € C tiene
un literal verdadero y por ende la coleccion de cldusulas C se satisface.

Finalmente, dado que una codificacién para una instancia de 3-SAT puede
hacerse en tiempo proporcional a n = [C| 4 |B| = r + m, la construccién de
los vértices de la gréfica G puede hacerse en tiempo O(n). La construccién
de las aristas de G siguiendo las reglas 2 y 3 puede hacerse en tiempo
O(n?). Concluimos que esta transformacién tiene complejidad polinomial.

O

A manera de ejemplo, considere la instancia de 3-SAT que tiene variables
Booleanas B = {x1,%x2,x3} y coleccién de clausulas

C= {{X1 , X2, ﬁ}/ {ﬁ/ X2, X3}/ {ﬁ/ X2, ﬁ}}

La gréfica que resulta de aplicar la transformacioén descrita en el lema 3.1.1
a la coleccion de clausulas C se muestra en la figura 7.

Gracias al lema 3.1.1, estamos listos para demostrar el teorema més impor-
tante de esta seccién.

Teorema 3.1.1 (Karp [14]). El problema CLIQUE es NP-completo.

Demostracién. Sea G = (V,E) una gréfica con conjuntos de vértices V y
aristas E. Sea K < [V| = n un entero positivo. Primero demostraremos que
el problema CLIQUE estd en NP, para ello construimos una maquina no
determinista N que recibe una cadena de entrada de la forma <V E>K'y
que opera siguiendo las siguientes reglas:

1. La maquina selecciona de manera no determinista un posible conjun-
to solucion Q = {vy,..., vk} C V.
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Figura 7: La grafica que resulta de la transformacién de la instancia 3-SAT con
clausulas C = {{X] 1 X2, @}/ {ﬁr X2,X3 }r {ﬁ/ X2, @}}

2. Por cada par de vértices v; y vj en Q, la maquina comprueba que la
arista vivj estd en E.

3. Si todos los pares de vértices del paso 2 estdn en el conjunto E, la
maquina N termina en estado de aceptacioén, en caso contrario la
maquina termina en estado de rechazo.

La médquina N por ser no determinista puede ejecutar la regla 1 en un tiem-
po O(K), las reglas 2 y 3 se pueden hacer en un tiempo O(K?). Como K < n
la mdquina N tiene complejidad temporal polinomial y en consecuencia el
problema Clique es NP.

Por el teorema 2.3.11, 3-SAT es NP-completo y por el lema 3.1.1, existe una
transformacién polinomial de 3-SAT al problema CLIQUE. Finalmente, por
el teorema 2.3.8, concluimos que CLIQUE es NP-completo.

O

Corolario 3.1.1. Sea I1 el problema CLIQUE y sea TI¢ su problema complementa-
rio. Si L[TT€] estd en la clase NP, entonces NP=co-NP.

Demostracion. Por el lema 2.3.6, L[IT]¢ esta en la clase NP. Por el teorema
3.1.1, L[IT] estd en la clase NP-completo y por el lema 2.3.5, se tiene que
NP=co-NP. ]

El teorema 3.1.1 tiene consecuencias practicas sumamente importantes; pues-
to que CLIQUE es NP-completo, no se conoce a la fecha un procedimiento
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de decision para el problema CLIQUE con complejidad temporal polinomial.
Mas atin, por el teorema 2.3.6 el mejor tiempo que se conoce para dicho
procedimiento de decisién es de orden exponencial.

Podemos usar el teorema 3.1.1 para probar que otros problemas similares
son NP-completos. Uno de estos problemas es el problema del conjunto
independiente maximal (INDEPENDENT SET), que podemos enunciar de la
siguiente manera:

Instancia: Una gréfica G = (V, E) y un entero positivo k < |V].

Pregunta: ;Contiene G un conjunto independiente maximal de orden
k o mayor?

Para demostrar que INDEPENDENT SET es NP-completo, primero demos-
traremos el siguiente teorema, que aunque es muy simple, muestra una
relacién importante entre los clanes de una gréfica y los conjuntos inde-
pendientes maximales de su complemento.

Teorema 3.1.2. Q es una subgrdfica completa de G si y solo si Q es un conjunto
independiente de G.

Demostracion. (=) Sea Q una subgrafica completa de la grafica G. Por de-
finicién, para cada par de vértices vy u en Q, existe una arista e = {v,u} €
E(G). Por lo tanto, los vértices v y u no son adyacentes en G y en conse-
cuencia Q es un conjunto independiente de G.

(<) Si Q es un conjunto independiente de G, cada par de vértices 1wy v en
Q son adyacentes en G, por lo que Q es una subgréfica completa de G. O

Corolario 3.1.2. Q es un clan de la grifica G si y solo si Q es un conjunto
independiente maximal de G

Demostracion. Inmediato de la demostracion del teorema 3.1.2 O

Corolario 3.1.3. El niimero de clanes de una grdfica G es igual a el niimero de
conjuntos independientes maximales de su complemento G, es decir:

K(G)| = IMIS(G)]

Demostracién. Inmediato de la demostracion del teorema 3.1.2 O
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Por medio del teorema 3.1.2, podemos visualizar a un problema de clanes
como un problema equivalente de btiisqueda de conjuntos independientes.
Esta dualidad serd de mucha importancia para el resto de los capitulos de
este trabajo.

Teorema 3.1.3. INDEPENDENT SET es NP-completo

Demostracion. Primero demostraremos que INDEPENDENT SET es NP. Para
esto basta construir un algoritmo S no determinista para INDEPENDENT SET
con complejidad polinomial. Dicho algoritmo se puede construir de mane-
ra similar al algoritmo del teorema 3.1.1, con la diferencia de que en S se
revisa que todos los vértices del conjunto solucién no sean adyacentes. De
esto se concluye que INDEPENDENT SET es NP.

Sea <V,E>K la cadena que representa una instancia de CLIQUE con G =
(V,E) y entero K. Para transformar CLIQUE a INDEPENDENT SET construi-
mos el complemento G de la gréfica G. Esta transformacion puede hacerse
en tiempo O(] < V,E > K|?) y por el corolario 3.1.2, se tiene que Q es un
clan en G si y solo si Q es un conjunto independiente maximal en G. Por
el teorema 2.3.8, concluimos que INDEPENDENT SET es NP-completo. O

Las implicaciones que tiene el teorema 3.1.3 en los procedimientos de de-
cisién que buscan conjuntos independientes, son las mismas que se discu-
tieron para el teorema 3.1.1.

3.2 EL PROBLEMA MCLIQUE

Un problema de bisqueda de clanes que estd muy relacionado con el pro-
blema CLIQUE, es el problema MCLIQUE el cual se enuncia a continuacién:

Instancia: Una grafica G = (V, E) y un entero positivo k < [V] .

Pregunta: ;Contiene G un clan mdximo de orden k?

Observe que a diferencia del problema CLIQUE, el problema MCLIQUE no
busca cualquier clan con orden k o mayor, sino que busca el clan mdximo
(el clan de mayor ntiimero de vértices) cuyo orden es exactamente k. Es-
ta pequenia diferencia hace que el problema MCLIQUE esté en la clase de
complejidad NP-dificil.
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Teorema 3.2.1 (Karp [14]). MCLIQUE es NP-dificil

Demostracion. Se mostrara que existe una transformacién polinomial de 3-
SAT a MCLIQUE.

Sea I una instancia de 3-SAT con la coleccién de cldusulas C = {Cq,..., Cy}
y sea f la transformacion polinomial descrita en el lema 3.1.1. Recuerde que
f transforma a la instancia I en una gréfica G de acuerdo a las siguientes
reglas:

1. Por cada literal x de cada cldusula C; € C, la gréfica G tiene un
vértice (Cy, x).

2. Los vértices (Ci,x) y (Cj,y) en G son adyacentes si y solo si C; # C;
y X #1.

Por el lema 3.1.1, I se satisface si y solo si G contiene un clan Q tal que
QI > k=1

Suponga que G tiene un clan Q tal que |Q| > k. Por el principio del palomar
existe una cldusula C; € C con literales x y y tales que los vértices (Cj,x)
y (Ci,y) son adyacentes en G, pero esto contradice la regla 2. Por lo tanto
Q] < k y en consecuencia Q es clan méximo de G. Por lo tanto, I se
satisface si y solo si G tiene un clan maximo de orden k, en consecuencia,
f es una trasformacién polinomial de 3-SAT a MCLIQUE.

Por el teorema 2.3.11, todo problema de decisiéon TT en NP se transforma
a 3-SAT. Como 3-SAT se transforma a MCLIQUE, por el lema 2.3.4, existe
una transformacién polinomial de TT a MCLIQUE y por el corolario 2.3.2,
MCL1QUE es NP-dificil.

El significado intuitivo del teorema 3.2.1 es que el problema MCLIQUE es
tanto o mas complicado que el problema CLIQUE. No se sabe si el proble-
ma MCLIQUE esta en NP, sin embargo se puede demostrar que de ser asi
entonces NP=co-NP [19, Teorema 2.2], omitimos la demostracién de este
resultado ya que es demasiado extensa y requiere terminologia que nos
alejaria de los objetivos de este trabajo.
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3.3 EL PROBLEMA LCLIQUE

El problema LCLIQUE consiste en listar todos los clanes de una grafica. Has-
ta este momento hemos estudiado problemas de decision relacionados con
la bisqueda de clanes, sin embargo, el problema LCLIQUE no es un proble-
ma de decision. Por esta razon no podemos usar las poderosas herramientas
que se desarrollaron para la teorfa de la NP-Completez, sin embargo, si po-
demos mostrar que el problema LCLIQUE, en el peor de los casos, requiere
un tiempo exponencial. Con este fin enunciamos los siguientes lemas y
observaciones.

Observacioén 3.3.1. Sea I un conjunto independiente maximal de la grdfica G y
sea v un vértice de V(G) entonces:

INNpN] #0.

Lema 3.3.1. Sea I un conjunto independiente maximal de la grdfica G = (V, E) y
sea w un vértice del conjunto 1. Entonces 1\ N[w] es un conjunto independiente
maximal de G[V \ N[w]].

Demostracién. Si G es una grafica sin aristas, la demostracién es trivial.
Considere una grafica G con al menos una arista.

La prueba se hard por contradiccién. Suponga que la afirmacién del lema
no se cumple para algtn vértice w € I.

Sea V' = V\ N[w], existe un vértice x € V' tal que x ¢ Iy I’ = {x}U (I\
N[w]) es un conjunto independiente (no necesariamente maximal) de la
grafica G[V'].

Por la observaciéon 3.3.1, existe un vértice y € V tal que y € IN N[x]. Co-
mo Yy es un vértice del conjunto I, no es posible que y = x, ya que esto
implicaria que x € I, una contradiccién. Por lo tanto, y # x.

Observe que y # w, de lo contrario x no podria pertenecer al conjunto
V', Por otra parte, si y € N(w) entonces los vértices y y w estdn en el
conjunto I y son adyacentes, otra contradiccién. Por lo tanto, y ¢ N[w] y
en consecuenciay € V'.

Como los vértices x y y estan en el conjunto I y la arista {x,y} es parte de
la gréfica G[V’], concluimos que I’ no es un conjunto independiente, una
contradiccion.
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Lema 3.3.2. Sean f(x) = 3%/3 y g(x) = x, funciones definidas sobre los reales,
entonces:
f(x) = g(x) Vx € [3,00).

Demostraciéon. Sea h la funcidn sobre los reales definida como
R(x) = f(x) — g(x).

Sea b un numero real en el intervalo (3, 0o). Por el teorema del valor medio,
existe una constante c € (3,b) tal que

h(b)—h(3) 33 _—-p
/ _ i
e =—F—=3 =53
Como ¢ > 3, se tiene que
h'(c) = 37 -1>0
3
Luego,
3v/3 —p
T3>0
b—3
Por lo tanto
3b/3 > b

Como b es un niimero arbitrario en (3, 00) y como ¢(3) = f(3) se concluye
que
33 >x Vx >3

El siguiente teorema fue demostrado de manera independiente primero
por Miller y Muller en 1960 [24] y posteriormente por Moon y Moser en
1965 [25]. Sin embargo, una prueba mds simple fue publicada por David
Wood en 2011 [33] y es la que se describe a continuacion.

Teorema 3.3.1 (Miller y Muller [24, Teorema 4], Moon y Moser[Teorema 1]
[25], Wood [24]). Sea G una grifica con n vértices y sea MIS(G) la coleccion de
todos los conjuntos independientes maximales de la grdfica G. Entonces

IMIS(G)| < g(n),
donde la funcion g(n) esta definida como:
3n/3, sin=0 (mod 3)

gn)=<4.34/3 " sin=1 (mod3)
2.3(n=213 sin=2 (mod 3)
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Demostracion. La prueba se hara por induccién sobre n.

Sin =1, entonces g(1) = %, el cual es un valor mayor que el niimero de
conjuntos independientes maximales que se pueden formar con 1 vértice.

Sin = 2, entonces g(2) = 2, el cual es un valor igual al mayor ndmero de
conjuntos independientes maximales que se pueden formar con 2 vértices.

Suponga que la afirmacién es vélida para n < N. Mostraremos que tam-
bién es vélida paran = N+ 1.

Sea § el grado minimo de G y sea v un vértice de G de grado d. Sea
N[v] la vecindad cerrada de v. Por la observacion 3.3.1, existe un vértice
w € INN[] y por el lema 3.3.1, se tiene que I\ N[w] € MIS(G \ N[w]).
Por lo tanto, para algtn vértice w € N[v], cada conjunto independiente
maximal I € MIS(G) tiene asociado al menos un conjunto independiente
maximal I’ € MIS(G \ N[w]). Por lo tanto

IMIS(G)I < ) IMIS(G\Ngwl)l.

weNg [v]

Puesto que dg(w) >  se tiene que |G \ Ng[w]| < n—86—1y por la hipote-
sis de induccién se tiene que

IMIS(G)I < ) g(IG\Ngwll).

WwENG [V]

Como g(n) es una funcién creciente, en la desigualdad anterior se obtiene
que

IMIS(G)| < (6+1)-g(n—8—T). (2)

Observe que

A fin de obtener una cota superior para (2), considere los siguientes casos:

m Sid > 3, entonces

IMIS(G)| < (541)-30m8-11/3 _3 (Z;; > 3(n-41/3,

Por el lema 3.3.2 se tiene

5+1 8 1
38/3  38/3 + 38/3

<4/3
Por lo tanto en (2) queda

IMIS(G)| < 4-34/3 < g(n)
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Si 6 = 2, entonces

IMIS(G)| <3-g(n—3) =g(n)

Sio=1yn=1(mod3), comon—2=2(mod 3) se tiene que

IMISG(G)| <2-g(n—2)<2-2-30272)/3 —4.3(n=4)/3 _ g(n)

Sid=1yn=0(mod3), comon—2=1(mod3) se tiene que

IMIS(G)| < 2-g(n—2) <2-4.3(n"274)/3 < 3n/3 = g(n)

Sid=1yn=2(mod3), comon—2=0(mod3) se tiene que

IMIS(G)I < 2-g(n—2) <2-3"2)/3 —g(n)

Esto prueba que [IMIS(G)| < g(n).

Una pregunta que surge inmediatamente después de revisar el teorema
3.3.1, es si la cota superior que se propone para el naimero de conjuntos in-
dependientes maximales de una gréfica, efectivamente se alcanza. El com-
plemento de la siguiente grafica propuesta por Moon y Moser [25] cumple
esta condicion.

Definicién 3.3.1 (Moon-Moser [25]). La grdfica de Moon-Moser G de n vértices,
es el complemento de la grdfica H, la cual se define de acuerdo a los siguientes
€asos:

m Sin=0(mod3)
= Sin=1 (mod3)

m Sin=2(mod3)

(n—=2)/3

Para demostrar que el complemento de la grafica de Moon-Moser alcanza
la cota del teorema 3.3.1 necesitamos el siguiente lema.
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Lema 3.3.3. Sea G una grdfica arbitraria y sea Ky la grdfica de 1 solo vértice,
entonces:
[K(G)I = IK(G + Kyl

Demostracién. Construiremos una funcioén biyectiva que permita relacionar
clanes en K(G) con clanes de K(G + Ky). Para ello, observe que si Q es un
clan de G, entonces Q + K; es un clan de K(G + Kjy).

Defina la funcién f : K(G) — K(G + K5) como

f(Q)=Q+K;y vQ € K(G).

Sea x el tinico vértice de la gréfica K. Como el vértice x adyacente a cada
uno de los vértices de G, todo clan de G + K; debe contener a x. Si Q’ es un
clan de K(G+Kj), entonces S = Q' \ {x} es una subgréfica completa de G. Si
S no es clan un clan de G, existe un vértice y € V(G) \ S tal que los vértices
S U{y} forman una completa, pero esto implica que SU{x,y} = Q" U{x} es
un completa de G + Ky, una contradiccion. Por lo tanto f es sobreyectiva.

Sean Q7 y Q2 clanes de G tales que f(Q7) = f(Q2). Entonces Q1 +K; =
Q2 + Ky y por lo tanto Q1 = Q3. De esto concluimos que la funcién f es
inyectiva y en consecuencia

[K(G)I = IK(G + Ky )I.

El dltimo teorema de esta secciéon demuestra que el total de clanes de una
grafica de Moon-Moser se corresponden con los valores de la funcién del
teorema 3.3.1.

Teorema 3.3.2 (Moon y Moser [25]). Sea g(n) la funcién que se definié en el
teorema 3.3.1. Sea My, la grifica de Moon-Moser de n vértices. Entonces para
n=3

[K(Mn)l = g(n).

Demostracién. La prueba se hard por induccién sobre n. Para la base de la
induccién consideramos los siguientes casos:

» Sin =3, entonces M3 = K3 y [K(M3)| = g(3) = 3.
» Sin =4, entonces My =Ky y [K(My)| = g(4) = 4.
» Sin =5, entonces M5 = (K3 UK3) vy [K(Ms)] = g(5) = 6.
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Suponga que el teorema es verdadero para n < N vértices. Mostraremos
que el teorema es valido paran =N + 1.

Sea K, la gréfica discreta (sin aristas) de n vértices. Para |[K(My,)| tenemos
los siguientes casos:

= Sin =0 (mod 3), observe que

(&) C

n/3 (n—3)/3
My = UK3 = U K3 | +K3=Mu_3+K3
i=1

i=1

Si x es un vértice de K3, por el lema 3.3.3 se cumple que

[K(Mn—3 +{x}] = K(Mn_3)|

Como n — 3 = 0(mod 3), por la hipétesis de induccién [K(My_3)| =
3(n=3)/3, por lo tanto:

|K(MT‘L)| = 3|K(Mn73)‘ — g(n) — 3“/3

Sin =1 (mod 3), observe que

Cc C

(n—4)/3 (m—4)/3 o -
M, = U Kz | UKy | = U Kz | +Ks=Mp 4+Kqg

i=1 i=1

Como n —4 = 0(mod 3), por la hipétesis de induccion [K(My_4)| =
3(n=4)/3 y por el lema 3.3.3 se tiene que:

K(Mp)| = 4K(Mp_4)| = g(n) =4.304)/3

Sin =2 (mod 3), observe que
(m—2)/3 ¢ (n—2)/3 ¢
Mn = U K|uke] =| U K| +Kz=Mnu2+Ks
i=1 i=1

Como n — 2 = 0(mod 3), por la hipétesis de induccién [K(My )| =
3(n=2)/3 y por el lema 3.3.3 se tiene que:

K(Mn)| =2K(My_2)| = g(n) =2-3—2)/3
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Corolario 3.3.1. Sea M, el complemento de la grdfica de Moon-Moser de n
vértices, entonces:
IMIS(Mn)| = g(n)

Demostracién. Aplicar el lemma 3.3.3 al teorema 3.3.2 O

Corolario 3.3.2. Sea g(n) la funcién que se definio en el teorema 3.3.1. Un al-
goritmo que imprime al menos un simbolo por cada clan de una grdfica G con n
vértices, tiene complejidad temporal Q(g(n)).

Demostracién. Inmediato del teorema 2.3.2 y del teorema 3.3.2. O

Del teorema 3.3.2, se tiene que la mejor cota posible para el total de clanes
(o conjuntos independientes) de una grafica G es la funcién g(n) < O(3"/3)
del teorema 3.3.1. Por el corolario 3.3.2, un algoritmo que resuelve el pro-
blema LCLIQUE puede llegar a usar al menos O(3™/3) movimientos. En el
siguiente capitulo estudiaremos un algoritmo sumamente eficiente que per-
mite encontrar todos los clanes de una grafica en tiempo O(3™/3).



EL ALGORITMO DE BRON-KERBOSCH

El algoritmo de Bron-Kerbosch es uno de los algoritmos més utilizados
para listar todos los clanes de una gréfica (problema LCLIQUE). Este algo-
ritmo fue presentado por primera vez en 1977 en [4]. Es curioso que en la
publicacién original no se incluye ninguna demostracién de que el algorit-
mo efectivamente encuentra todos los clanes de una gréafica, tampoco se
incluye un andlisis de la complejidad temporal.

El determinar cual es la complejidad temporal del algoritmo de Bron-
Kerbosch fue una pregunta abierta por mas de 30 afios. Sin embargo, en
el afio 2006 los japoneses Tomita, Tanaka y Takahashi [29] publicaron un
algoritmo que resuelve el problema LCLIQUE usando una estrategia muy
similar al del algoritmo de Bron-Kerbosch. Dicho algoritmo para un gré-
fica de n vértices tiene complejidad temporal O(3™/3). Dos afios después,
Cazals y Karande [5] demostraron que el algoritmo propuesto por Tomita
et al. es esencialmente el algoritmo de Bron-Kerbosch, con esto finalmente
quedaba resuelta la cuestion de cual es la complejidad temporal del algo-
ritmo de Bron-Kerbosch.

Existe mucha evidencia empirica que muestra que para graficas de n vérti-
ces y m aristas, el algoritmo de Bron-Kerbosch tiene un tiempo de ejecucién
menor que cualquier otro algoritmo que resuelve el problema LCLIQUE [3,
9, 29]. A la fecha no existe un estudio de la complejidad temporal de este
algoritmo en funcién de estos pardmetros (o en funcién otros pardmetros
relevantes). Esta cuestién es un problema muy importante, ya que nos limi-
ta a usar el ndmero de vértices como un medio parar comparar el tiempo
de ejecucion entre algoritmos, mientras que otras propiedades importantes
como son el nimero de aristas y el nimero de independencia simplemente
se ignoran. Es por esta razén que uno de los problemas que se investiga-
ron como parte de este trabajo, es la complejidad temporal del algoritmo
de Bron-Kerbosch en funcién del namero de vértices y aristas de una gréa-
fica. Al final de este capitulo se muestran algunos resultados parciales y
conjeturas relacionadas con este problema.
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4.1 VERSION 1 DEL ALGORITMO DE BRON-KERBOSCH

Para estudiar el algoritmo de Bron-Kerbosch, usaremos el enfoque utiliza-
do en [16], esto es, partiremos de una version muy simple (version 1) e
iremos agregando mejoras hasta llegar a la version 3, que corresponde a la
version original que se publicé en [4].

El pseudocédigo de la primera versién del algoritmo de Bron-Kerbosch se
describe a continuacién:

Algoritmo 1: Version 1 del algoritmo de Bron-Kerbosch.
llamada inicial: BK1(0, V(G), 0)
1: procedure BK1(C, P, N)

2: Sea P ={vy, -, v}

3 ifP=0y N =0 then

4 Reportar C como clan

5: else

6: fori<+ 1tokdo

7: P =P\ {vi}

8: Cnew =CuU {Vi}

9: Prew = PNN(vyi)
10: Ninew = NN N(vy)
11 BK1(Crew, Prew, Nnew)
12: N =NU{vi}

13: end for
14: end if

15: end procedure

El algoritmo 1 usa principalmente 3 conjuntos: C, P y N. La funcién que
tienen estos conjuntos en el algoritmo se describe a continuacién:

» C (clan): Se usa para almacenar los vértices de una subgrdfica comple-
ta de la grdfica G. El algoritmo mueve un vértice v del conjunto P al
conjunto C, solo si v es adyacente a todos los vértices de C. Con cada
llamada recursiva del algoritmo, el conjunto C aumenta su cardinali-
dad en una unidad. Si en alguna llamada recursiva, los conjuntos S
y P son vacios, el algoritmo reporta que los vértices del conjunto Q
forman un clan de la gréfica G.

= P (posibles): Se usa para almacenar a todos los posibles vértices que
son adyacentes a todos los vértices del conjunto C.
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= N (not): Se usa para guardar todos los vértices que han sido utilizados
para extender a C. Los vértices en N o deben ser usados en posterio-
res iteraciones del bucle en la linea 6.

Al iniciar el algoritmo 1, los conjuntos C y N son vacios. El conjunto P se
inicializa con todos los vértices de la grafica G.

Observe que cada vértice vi de P se selecciona de manera arbitraria en el
bucle del algoritmo (linea 6). Tan pronto se selecciona el vértice v;, este se
elimina del conjunto P (linea 7) y se afiade al conjunto C para formar un
nuevo conjunto que denotaremos por Cpew (linea 8).

Los conjuntos Pnew Y Nnew se forman al realizar la interseccién de la
vecindad abierta de vi con P y N respectivamente (lineas 9 y 10). Los con-
juntos Priew ¥ Npew contienen los vértices de P y N que son adyacentes
al vértice vi, por lo que en la siguiente llamada recursiva (linea 11) los
conjuntos P y N contienen tinicamente vértices que son adyacentes a v;.

Teorema 4.1.1 (Koch [16, Teorema 3.3]). Sea G una grdfica simple. Los con-
juntos C, P y N que se usan en el procedimiento BK1 (algoritmo 1), tienen las
siguientes propiedades:

(i) Cada vértice v € P es adyacente a todos los vértices de C.
(ii) Cada vértice v € N es adyacente a todos los vértices de C.

(iii) Todos los vértices en C son adyacentes por pares, es decir, C es una subgridfica
completa de G.

(iv) Seav un vértice de G que no estd en el conjunto C. Siv es adyacente a todos
los vértices en C, entonces v estd en P o estd en N.

(v) Siv e N, entonces todos los clanes de G que contienen a C U{v}, ya han sido
enumerados.

(vi) Al terminar la invocacion del procedimiento BK1, todos los clanes de la grd-
fica G son enumerados exactamente una sola vez.

Demostracion.

Para los siguientes incisos, denotaremos por C;, P; y N; a los valores que
tienen los conjuntos C, P y N, en la linea 2, de la i-ésima llamada recursiva
del algoritmo 1, respectivamente. Los conjuntos Cy, Po y No denotarédn los
valores que tienen los conjuntos C, P y N en la invocacién inicial del pro-
cedimiento BK1, respectivamente. Observe que al iniciar el procedimiento
BK1, se tiene que Cp = ), ademds, siempre se cumple que |Ci| = i.

También usaremos la convencién de que si el conjunto C tiene vértices

C= {V],Vz .. 'IVTL}/

71

conjunto N



72 EL ALGORITMO DE BRON-KERBOSCH

entonces vy es el primer vértice que se agreg6 a C, v, es el segundo vértice
que se agreg6 a C y asi sucesivamente.

(i), (ii) y (iii)

(iv)

La prueba se hara por induccién sobre la cardinalidad del conjunto
C. Para [C| =1, sea C = {v1}. Por las lineas 8, 9 y 10 del algoritmo 1,
se tiene que

C=Ci=Coufwi}=0Uwn}={w},
P =P; =PoNN(vy),
N =N; =NoNN(vq).

Por lo tanto, todos los vértices de los conjuntos P y N son adyacentes
a v1. El conjunto C; es una subgréfica completa de 1 vértice.

Suponga que la afirmacién de los incisos (i), (i) y (iii) es cierta para
n.Sea C ={v1,V2,...,Vn, Vn41}, por las lineas 8, 9 y 10 del algoritmo
1, se tiene que

C= Cn+1 =Cn U{Vn+1}/
P=Pni1 =PuNN(Vni1),
N =Nni1 =Nn mN(Vn—H)'

Como |Cn| = n, por la hipétesis de induccién C;, es una subgrafica
completa, ademads, todos los vértices de Py, y N, son adyacentes a Cy,.
Como los conjuntos P41 y Njq7 resultan de la interseccién con la
vecindad abierta de vy 41, todos los vértices de los conjuntos P y N
son adyacentes a todos los vértices de C = Cy, U{vn 41}

Por la linea 6 del algoritmo 1, el vértice v, ;1 se seleccioné del conjun-
to P. Por lo tanto, el vértice v,,41 es adyacente a todos los vértices
del conjunto C,, y en consecuencia, C es una subgréafica completa.

Sea Cy, = {v1,...,vn}, los vértices del conjunto C en la recursién ac-
tual. Sean P;, y Ny, los conjuntos P y N en la recursién actual, respec-
tivamente. Sea v un vértice de G que no estd en el conjunto C,, y que
es adyacente a todo vértice de C,,. Por las lineas 7 y 12 del algoritmo
1, siempre se cumple que V(G) = Py U Ny. Por lo tanto, se tienen 2
casos:

m Caso1:v € Py.

Por la linea 9 del algoritmo 1, se tiene que P; = Po N N(vy).
Como N(vq) D {v1}, el vértice v estd en P;. Un razonamiento
similar nos lleva a concluir que el vértice v estd en los conjuntos:
Py,...,Pn.
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= Caso 2: v € Npy.

Por la linea 10 del algoritmo 1, se tiene que N7 = N N N(vq).
Como N(v1) D {v1}, el vértice v estd en Ny. Un razonamiento
similar nos lleva a concluir que el vértice v estd en los conjuntos:
N2,...,Nn.

De los casos anteriores, concluimos que el vértice v esta en el conjunto
P o en el conjunto N.

Sea Cy, P, y Ny, los conjuntos C, P y N de la recursién actual, respec-
tivamente. Sea v un vértice que estd en el conjunto P,.

Si Q = Cny U{v} es un clan de la gréfica G, entonces por los incisos
(i) y (ii), la llamada recursiva que se realizé después de seleccionar
el vértice v para extender al conjunto Cy,, tuvo conjuntos P71 = 0
y Nni1 = 0. Por la linea 3 del algoritmo 1, dicha llamada recursiva
reporto al clan Q.

Si Q 2 CnU{v} es un clan de la grafica G, entonces se tiene que
R=Q\ (CnU{v}) # 0. Sea Cy,11 el conjunto C del siguiente nivel de
recursion que resulta de elegir al vértice v, para extender a C;,. Por lo
tanto, Cry11 = Gy U{v} y se tienen 2 casos:

m Caso 1: RN N1 =0.

Por el inciso (iv), P41 2 R. Por lo tanto, los vértices en el conjun-
to R son elegidos para extender a Cy, 1 en las sucesivas llamadas
recursivas, hasta llegar a una llamada recursiva en la cual P = ()
y N = (. Por la linea 3 del algoritmo 1, dicha llamada recursiva
report6 al clan Q.

s Caso2: RNN, 1 #0.

Por el inciso (i), cada vértices en el conjunto R’ = RN Ny, 11 son
adyacentes a todos los vértices en Cy 1. Por lo tanto, existe un
nivel de recursién i < n+ 1, en el cual se agregd por primera
vez un vértice r del conjunto R’ en el conjunto Nj.

Para el nivel de recursién i, se tiene que C,11 2 Ci y Q 2
Ci. Como en el nivel 7, ninguno de los vértices de Q \ (C; U{r})
estd en el conjunto Nj, por el inciso (iv) se tiene que P; 2 Q\
(Ci U{r}). Por lo tanto, la eleccién del vértice r para extender a
C; report6 al clan

Ciu{rtu(Q\ (Ciu{r})) =Q.
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(vi) Al iniciar el algoritmo 1, se tiene que Py = V(G). Por la linea 6 del
algoritmo 1, cada vértice en el conjunto Py se selecciona para extender
a Cp y por el inciso (v), todos los clanes que contienen a cada vértice
del conjunto Py son reportados. Por lo tanto todos los clanes de la
grafica G son reportados al terminar el algoritmo.

Para mostrar que los clanes de la grafica son reportados 1 sola vez, sea
v un vértice en No. Por el inciso (v), cualquier clan Q que contiene al
vértice v ya ha sido reportado. Puesto que el vértice v ya no se puede
volver a usar para extender a Cy, el algoritmo solo puede reportar al
clan Q una vez.

Sea S C Q un subconjunto de un clan Q. Para mostrar que el algorit-
mo 1 no puede reportar a S como un clan de la grafica G, suponga
que existe un nivel de recursion i tal que C; = S. Tenemos 2 casos:

= Caso 1: (Q\S)NN; =0.

Por el inciso (iv), se tiene que P; = Q\ S. Por lo tanto, en la
recursion i, no se cumple la condicién de la linea 3 del algoritmo
1y en consecuencia S no se puede reportar como clan.

= Caso 2: (Q\'S) NNy # 0.

Entonces, en la recursion i, no se cumple la condicién de la linea
3 del algoritmo 1 y en consecuencia S no se puede reportar como
clan.

Es importante notar el algoritmo 1 requiere seleccionar al menos n vértices
para reportar un clan Q, con |Q| = n. Sin embargo, el algoritmo también
desperdicia tiempo seleccionando més de w vértices extras. Por ejem-
plo, la figura 8 muestra el drbol de recursién o drbol de biisqueda del algoritmo
1, cuando G = K4 = {v1,v2,v3,v4}. Cada nodo del arbol en la figura 8, re-
presenta un vértice que fue seleccionado para extender el conjunto C. El
nodo R representa la ejecucion inicial del procedimiento BK1. Observe que
el algoritmo solo requiere seleccionar 4 vértices (trabajo), para reportar que
G es un K4. Sin embargo, el algoritmo termina seleccionando 10 vértices

mas (desperdicio) que no reportan ningtn clan.

Los nodos del 4rbol de btisqueda que se requieren para reportar los clanes
de la gréfica (incluyendo el nodo raiz), los denominaremos como vértices
trabajo. El resto de los vértices los denominaremos vértices desperdicio.
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Figura 8: Arbol de btisqueda del algoritmo 1 cuando G = K4 = {v1,v2,v3,v4}.
R

V4
V4 V4 desperdicio

V4
Se reporta clan K4 (trabajo)

En la siguiente seccién, examinaremos una version diferente del algoritmo
de Bron-Kerbosch que tiene menor desperdicio que el algoritmo 1.

4.2 VERSION 2 DEL ALGORITMO DE BRON-KERBOSCH

El arbol de btisqueda que se presenta en la figura 8, tiene varios vértices
desperdicio debido a que en cada llamada del procedimiento BKT, el bucle
en la linea 6 selecciona todos los vértices del conjunto P. Por ejemplo, los
vértices desperdicio v, v3 y v4 que son hijos del vértice R, se producen al
seleccionar a todos los vértices del conjunto P = {v1, v2, v3, v4}, de todos
estos vértices, inicamente es necesario elegir al vértice vi a fin de que el
algoritmo pueda reportar al clan K.

Surge entonces la pregunta de si es posible seleccionar menos vértices en
el paso 6, de tal forma que las propiedades que se enuncian en el teorema
4.1.1 sigan siendo vélidas. Esta cuestién nos lleva a formular la segunda
version del algoritmo de Bron-Kerbosch, el pseudocédigo de esta version
se muestra en el algoritmo 2.

Observe que el algoritmo 2, difiere del algoritmo 1, Ginicamente en las li-
neas 6 y 8. El vértice v, que se selecciona en la linea 6, se le conoce como
pivote. A diferencia del algoritmo 1, solo se seleccionan los vértices que no
son adyacentes al pivote, esto no excluye al pivote de ser seleccionado ya
que en una gréfica simple, el vértice v, no es adyacente a si mismo.
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Algoritmo 2: Versién 2 del algoritmo de Bron-Kerbosch.
llamada inicial: BK2(0, V(G), 0)

1: procedure BK2(C, P, N)
Sea P ={vy, -+, v}

2:

3 if P=0yN={then

4 Reportar C como clan

5: else

6: Sea vy, € P un vértice que maximiza a [P N N(vp )|
7: fori«+ 1tokdo

8: if vi € N(vp) then

9: P =P\ {vi}
10: Chew = CU{vi}
118 Prnew = PN N(vy)
12: Niew = NN N(vy)

13: BKZ(CTL€WI Prew, Nnew)
14: N = NU{vi}

15: end if

16: end for

17: end if

18: end procedure

El siguiente teorema muestra que el algoritmo 2, cumple las mismas pro-
piedades que el algoritmo 1. Observe que la restriccién que se pide en la
linea 6 del algoritmo 2 (seleccionar el pivote v, que maximiza a [PNN(v})|),
no es necesaria para la demostracion.

Teorema 4.2.1. Sea G una grdfica simple. Los conjuntos C, P y N que se usan en
el procedimiento BK2 (algoritmo 2), tienen las siguientes propiedades:

(i) Cada vértice v € P es adyacente a todos los vértices de C.
(ii) Cada vértice v € N es adyacente a todos los vértices de C.

(iii) Todos los vértices en C son adyacentes por pares, es decir, C es una subgrifica
completa de G.

(iv) Seav un vértice de G que no estd en el conjunto C. Si v es adyacente a todos
los vértices en C, entonces v estd en P o estd en N.

(v) Siv e N, entonces todos los clanes de G que contienen a C U{v}, ya han sido
enumerados.

(vi) Al terminar la invocacion del procedimiento BK2, todos los clanes de la grd-
fica G son enumerados exactamente una sola vez.

Demostracién. Los incisos (1), (ii), (iii), (iv) y (iv) se demuestran igual que en
el teorema 4.1.1.
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Para la demostracion del inciso (vi), sea v, € P el pivote que se elige en
la linea 6 del algoritmo 2. Dado que v, no es adyacente a si mismo, el
vértice v, serd seleccionado para extender al conjunto C y por el inciso
(v), al llegar a la linea 14 del algoritmo 2, todos los clanes que contienen a
CU{vp} han sido reportados.

Suponga que posteriormente se selecciona un vértice vi € N(vy,), entonces
tenemos 2 casos:

1. Caso 1: N(vi) \ N(vp) = 0.

Como vy, estd en el conjunto N y todos los vecinos de v; son adyacen-
tes a vy, el conjunto Ny, nunca es vacio. Por lo tanto, la condicion
en la linea 3 del algoritmo 2, no se cumple en las siguientes llamadas
recursivas y en consecuencia, el conjunto C rno se reporta como clan.

2. Caso 2: N(v;) \ N(vp,) # 0.

Por el inciso (v), los clanes que contienen a {vp,vi} se enumeran al
seleccionar al vértice v,,. Para determinar qué sucede con los clanes
que contienen a v;{ pero no a vy, considere un vértice v; en N(vi) \
N(vp). Como vj no es adyacente al pivote v, dicho vértice debe ser
seleccionado en la linea 8 del algoritmo 2. Cuando el procedimiento
BK2 llega a la linea 14, por el inciso (v), los clanes que contienen a
{vi,v;} ya han sido reportados.

De los casos 1y 2, concluimos que no es necesario seleccionar a los vértices
que estdn en la vecindad del vértice pivote. Por lo tanto, para listar todos
los clanes de la grafica G es suficiente seleccionar a los vértices en P\ N(p).
La demostracién de que los clanes se enumeran sin repeticion es igual que
en en el teorema 4.1.1 inciso (vi).

Puesto que las propiedades del teorema 4.2.1 se cumplen independiente-
mente de como se seleccione el pivote, es posible usar alguna estrategia
heuristica a fin de reducir los vértices desperdicio. Una estrategia muy uti-
lizada por su simplicidad y efectividad, es la de seleccionar el vértice con
el mayor grado. Es por esta razén que la linea 6 del algoritmo 2, impone
la restriccion de que el pivote v, debe maximizar a [P N(v}, )| . Sin embar-
go, existen varios casos en los cuales esta estrategia no es suficiente para
reducir el desperdicio, tal como lo demuestra el siguiente lema.
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Lema 4.2.1. [Koch [16, Teorema 3.5]] La eleccion del vértice v, € P con el grado
mayor, no necesariamente disminuye el desperdicio en el drbol de biisqueda del
algoritmo 2.

Demostracion. Sea Ky, una gréfica completa con n vértices, etiquetados de
la siguiente manera

V(Kﬂ.) = {V],Vz, e /Vn}-

Sea Sy, la grafica estrella con n + 1 vértices etiquetados como

V(Sn) = {vn+1fvn+1l o /V2n+1}/

donde v;, ;1 es el vértice de mayor grado de S,. Sea G la grafica con vértices
V(G) = V(Kn)UV(Sy) y con aristas E(G) = E(Ky) UE(Sy). La grafica G se
muestra en la figura 9.

Figura 9: Gréfica G disconexa para el lema 4.2.1.

v
Vn43 !

Vn+4

V3

Vn+e  Yn+7 Vg

Al realizar la llamada inicial BK2(0), V(G), (), el algoritmo 2 selecciona un
pivote en la linea 6. Consideraremos 2 casos en la selecciéon del pivote y
denotaremos a el total de nodos de los arboles de recursion de los casos 1
y 2, como A7 y A respectivamente.

= Caso 1: vp = V.

El &rbol de busqueda que resulta de esta elecciéon se muestra en la
figura 10. Observe que en este caso el pivote no es el vértice de grado
mayor. Los vértices que no son adyacentes al pivote vi son: vy 41,
Vn42, ..., Van41. Por lo tanto, el nodo raiz R del arbol de bisqueda
tiene n + 2 ramas.

Por hipétesis, la primera rama el vértice vy se usa para extender a
C y por el teorema 4.2.1 inciso (iv), dicha rama debe reportar al clan
formado por los vértices vi, vy, ..., vp. Por lo tanto, el total de nodos
de esta rama (sin contar el nodo raiz) es n.

La segunda rama se produce al seleccionar el vértice v, 1. Como
los vértices vy 1 2,...,Von41 solo tienen como vecino a vy, la siguiente
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llamada recursiva tendrd que reportar a los n clanes formados por
los vértices vn41,...,v2n+1. En total, la segunda rama tiene n + 1
nodos (sin contar el nodo raiz).

Las n ramas restantes se producen al seleccionar los vértices vy 4 2, .. .,
voni1. Cada uno de estos vértices es vecino de v, 1. Por lo tanto, el
conjunto N nunca es vacio y en consecuencia estas ramas no reportan
clanes. De esto se tiene que el total de nodos de las ramas restantes
es n (sin contar el nodo raiz).

El total de nodos del drbol de busqueda es:

Al=n+n+1)+n+1=3n+2

Vi
Vn+42 Yn+3 Von4i

Vértices desperdicio
V2

Yn4+2 Vni3  vngg Vonti

Se reportan clanes de S,

Se reporta Ky,

Figura 10: Variante 1, se elige a vp = v1.
» Caso 2: vp = V1.

El arbol de bisqueda que resulta de esta eleccién se muestra en la
figura 11. Observe que en este caso, el pivote es el vértice de grado
mayor. Los vértices que no son adyacentes al pivote son: vy, ..., vp.
De esto se tiene que el nodo raiz R tiene n + 1 ramas.

La primera rama se produce al seleccionar al pivote vy 1, por el
teorema 4.2.1 inciso (v), dicha rama reporta los n clanes formados
por los vértices vny1, Vnt1, ..., V2nyt1. En total, la primera rama
tiene n + 1 nodos (sin contar el nodo raiz).
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En la segunda rama se selecciona al vértice vq, por el teorema 4.1.1
inciso (v), dicha rama debe de reportar al clan K,,. Por lo tanto, el
total de nodos en esta rama es n. Al terminar la llamada recursiva
que genera a esta rama, el vértice vq se agrega al conjunto N (paso

14).

La tercera rama se produce al seleccionar el vértice v,. En las siguien-
tes llamadas recursivas el conjunto P siempre es un subconjunto de
{v2,...,vn}y el conjunto N nunca es vacio ya que N[v,] C N[vq]. Por
lo tanto, esta rama enumera los vértices de la subgrafica completa con
vértices {vy,...,Vp}, pero no la reporta como clan. En total esta rama
tiene n — 1 nodos. Por un razonamiento similar, las siguientes ramas
encuentran subgraficas completas de cardinalidadesn—2,n—-3, ...,
2, 1. Sin embargo, ninguna de estas subgraficas se reporta como clan.
El total de nodos desde la segunda rama hasta la Gltima rama es

2
n+Mm—1)+...+24+1 =251

El total de nodos del &rbol de btisqueda (contando el nodo raiz) es:

2
L LIS S A

Ar=n+1)+ 3 7 7

Figura 11: Variante 2, se elige a vp = v 1.

Vn

Vn+2 Vni3 Vpgg V2nid
Se reportan clanes de S;, v3 Vn

Vértices desperdicio

\)n.

Se reporta K;,

En ambos casos, el total de vértices trabajo es el mismo. Cuando n > 4
entonces A, > A7 y por lo tanto el caso 1 tiene menos desperdicio que el
caso 2. 0
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La grafica G que se defini6 en el lema 4.2.1 es disconexa. Dicha grafica
puede hacerse conexa agregando la arista {vi,v2p41}. Por medio de un
razonamiento similar al caso disconexo, se puede demostrar que también
se cumple que A < Aj.

El lema anterior nos lleva a enunciar la tercera versiéon del algoritmo de
Bron-Kerbosch.

4.3 VERSION 3 DEL ALGORITMO DE BRON-KERBOSCH

El argumento que se utilizé en el caso 2 del lema 4.2.1, muestra que el

algoritmo 2 tiene el siguiente problema: Si un clan Q no se reporta en la
(1QI=D)?*+(IQI=1)
2

primera rama, el drbol de btisqueda puede llegar a tener
vértices desperdicio. La versiéon 3 del algoritmo de Bron-Kerbosch, solu-
ciona este problema eligiendo el pivote de una manera diferente de como
se hace en el algoritmo 2. El pseudocéddigo de la versién 3 se muestra a
continuacion.

Algoritmo 3: Version 3 del algoritmo de Bron-Kerbosch.
llamada inicial: BK3((), V(G), )

1: procedure BK3(C, P, N)
Sea P ={vy, -+, v}

2:
3 ifP=0yN=(then
4 Reportar C como clan
5: else
6: Sea v, un vértice en N U P que maximiza a [P N N(vp)|
7: fori«+ 1tokdo
8: if vi € N(vp) then
9: P =P\ {vi}
10: Crew = CU{vi}
11: Prew = PN N(v;i)
12: Nnew = NN N(vy)
13: BKg(CTLeWI Prew, Nnew)
14: N =NuU{v;}
15: end if
16: end for
17: end if

18: end procedure

La tnica diferencia que tiene el algoritmo 3, con respecto al algoritmo 2,
es la forma en como se elige el pivote en la linea 6. Mientras que en el
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algoritmo 2, el pivote se elige del conjunto P, en el algoritmo 3, el pivote
se elige de la unién de los conjuntos P y N. Es importante notar que las
iteraciones de la instruccion for en la linea 7, se hacen sobre los indices de
los vértices que estan en P, por lo que si el pivote v, se elige del conjunto
N, entonces v, no puede ser utilizado para extender a C.

El siguiente teorema muestra que las propiedades del algoritmo 2, también
se cumplen para el algoritmo 3. Observe que al igual que en el teorema
4.2.1, la demostracién del teorema 3, no requiere la condicién de seleccio-
nar el pivote v, de tal forma que maximiza a [P N N(v},)|. Esta Gltima con-
dicién, se utiliza por su simplicidad y efectividad para reducir el nimero
de vértices desperdicio del arbol de biasqueda del algoritmo 3.

Teorema 4.3.1 (Koch [16, Lema 3.6], Tomita et al. [29, Teorema A1]). Sea G
una grdfica simple. Los conjuntos C, P y N que se usan en el procedimiento BK3
(algoritmo 3), tienen las siguientes propiedades:

(i) Cada vértice v € P es adyacente a todos los vértices de C.
(i) Cada vértice v € N es adyacente a todos los vértices de C.

(iii) Todos los vértices en C son adyacentes por pares, es decir, C es una subgrdfica
completa de G.

(iv) Seav un vértice de G que no estd en el conjunto C. Si v es adyacente a todos
los vértices en C, entonces v estd en P o estd en N.

(v) Siv e N, entonces todos los clanes de G que contienen a C U{v}, ya han sido
enumerados.

(vi) Al terminar la invocacion del procedimiento BK3, todos los clanes de la grd-
fica G son enumerados exactamente una sola vez.

Demostracién. Los incisos (i), (ii), (iii), (iv) y (v) se demuestran igual que en
el teorema 4.1.1.

Para la demostracion del inciso (vi), suponga que el pivote v, estd en el
conjunto N. Por el inciso (v) los clanes que contienen a v, ya han sido
enumerados. Suponga que se selecciona un vértice vi € N(v;,), entonces
tenemos 2 casos:

1. Caso 1: N(vi) \ N(vp) = 0.

Debido a que todos los vecinos de v; son adyacentes a v, el conjunto
Npew nunca es vacio. Por lo tanto, la condicién en la linea 3 del
algoritmo 3, no se cumple en las siguientes llamadas recursivas y por
tanto, el conjunto C no se reporta como clan.
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2. Caso 2: N(v;) \ N(vp,) # 0.

Puesto que v, € N, los clanes que contienen a {v;,,vi} ya han sido
reportados. Observe que los vértices que estdn en el conjunto R =
N(vi) \ N(vp) son vecinos de v; pero no del vértice v, por lo tanto,
dichos vértices deben ser seleccionados en la linea 8 del algoritmo 3.
Por el inciso (v), todos los clanes que contienen a v; pero no a vy,
seran reportados al seleccionar los vértices en R.

De los casos anteriores, se concluye que no es necesario seleccionar a los
vértices en la vecindad abierta de v,. Por medio del mismo razonamiento
que se utiliz6 en la prueba del teorema 4.2.1 inciso (vi), podemos concluir
que si el pivote v, estd en P, tampoco es necesario seleccionar sus vecinos.
Por lo tanto, el pivote v, se puede elegir de N U P. La demostraciéon de que
los clanes se reportan sin repeticion, es igual que en la prueba del teorema
4.1.1 inciso (vi).

El simple hecho de elegir el pivote del conjunto P UN, reduce drasticamen-
te el desperdicio del &rbol de bisqueda. Compare el drbol de bisqueda del
algoritmo 3, cuando G es la gréfica del lema 4.2.1 (figura 12), con el arbol
de busqueda del algoritmo 2 (figura 11), para la misma gréfica G.

Figura 12: Arbol de busqueda del algoritmo 3 cuando G es la grafica de la figura
12.

Vértices desperdicio
V2

Yn+2 Vni3 Vngsq Vontl

Se reportan clanes de S;,
v3

Vn.

Se reporta clan K,
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En la siguiente secciéon presentamos el algoritmo TTT. Como se verd mds
adelante, los resultados del algoritmo TTT también aplican para el algorit-
mo de Bron-Kerbosch.

4.4 EL ALGORITMO TTT

El algoritmo que se estudia en esta seccion fue descrito por Tomita, Tanaka
y Takahashi en [29]. De aqui en adelante denotaremos a este algoritmo
como el algoritmo TTT .

En este trabajo presentamos 2 versiones del algoritmo TTT, las cuales difie-
ren principalmente en la forma en la que imprimen cada clan que encuen-
tran. Aunque en [29] no se hace tal distincién, creemos que es mds sencillo
estudiar al algoritmo TTT usando este enfoque.

4.4.1  Version 1 del algoritmo TTT

El pseudocédigo de la primera version del algoritmo TTT se muestra a
continuacién. Usamos simbolos diferentes de los que se usan en [29], a fin
de que resulte més facil identificar las similitudes que tiene el algoritmo
TTT con el algoritmo de Bron-Kerbosch.

Algoritmo 4: Version 1 del algoritmo TTT.
llamada inicial: TTT1(0, V(G), V(G))
1: procedure TTT1(C, S, P)

2: if S = () then

3: Reportar que C es un clan

4 else

5: Sea u un vértice en S que maximiza [P N N(u)
6: while P\ N(u) # 0 do

7: Seleccionar vértice g en P\ N(u)
8: Cnew =CuU {q}

9: SnewzsmN(q)
10: Prew = PN N(q)
11 TTT](Cnew, Snew, Pnew)
12: P=P\{q}
13: end while
14: end if

15: end procedure
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El algoritmo 4 usa principalmente 3 conjuntos: C, S y P. La funcién que
tienen estos conjuntos se describe a continuacién:

= C (clan): Contiene los vértices de una subgrafica completa de G. El
algoritmo extiende este conjunto por medio de los vértices en el con-
junto P.

» P (posibles): Se usa para almacenar a todos los posibles vértices que
pueden usarse para extender al conjunto C.

» S (subgrdfica): Contiene a todos los vértices de P. También contiene a
todos los vértices que ya han sido utilizados para extender al conjun-
to C.

Una simple comparacién del algoritmo 4, con el algoritmo 3, muestra que
hay multiples similitudes entre estos algoritmos. El siguiente teorema es
una recopilacién de las observaciones hechas en [5], las cuales nos permi-
ten concluir que ambos algoritmos son basicamente el mismo.

Teorema 4.4.1 (Cazals, Karande [5]). La version 1 del algoritmo TTT (algorit-
mo 4), tiene las siguientes propiedades con respecto a la versién 3 del algoritmo de
Bron-Kerbosch (algoritmo 3).

(i) Los conjuntos C y P, tienen la misma funcién en el procedimiento TTT]1
(algoritmo 4) y en el procedimiento BK3 (algoritmo 3).

(ii) El conjunto N del procedimiento BK3, es equivalente al conjunto (S \ P) en
el procedimiento TTT1.

(iii) S = 0 en el procedimiento TTT1 si y solo si en el procedimiento BK3 se
cumple que N =0y P = (.

Demostracion.

(i) Al inicio, en ambos algoritmos el conjunto C es vacio y P contiene
todos los vértices de G. En ambos algoritmos se elige un pivote u y los
vértices que se seleccionan para extender a C, se toman del conjunto
P\ N(u). La creacién de los conjuntos Pnew ¥ Cnew €s similar en
ambos casos .

(ii) Al inicio del procedimiento TTT1, se tiene que P = S = V(G) y por
lo tanto, S\ P = (). Mds atn, si q es el vértice que se selecciona en la
linea 7 del algoritmo 4, entonces Snew = N(q) y Pnew = N(q). En
consecuencia, (Snew \ Pnew) = 0. Esto coincide con los valores del
conjunto N al inicio del procedimiento BK3.
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En las siguientes llamadas recursivas del procedimiento TTT1, se tie-
ne que
(Snew \ Pnew) = (S \ P) N N(Q)

Como N = S\ P, entonces Nnew = (Snew \ Prnew). Puesto que P es
un subconjunto de S, se tiene que

PA(S\{q}) = (P\S)U{q} =NU{q}

Por lo tanto, la operaciéon P = P\ {q} que realiza en la linea 12 del
procedimiento TTT1, de manera implicita realiza la operaciéon N =

N\{q}

(iif) Por el inciso (i), sabemos que N = S\ P. Puesto que P es un subcon-
junto de S, se tiene que S =0 siysolosiP=0y S =0.

Corolario 4.4.1. Suponga que en la linea 7 del procedimiento TTT1, todos los
vértices se seleccionan siguiendo el mismo orden que el bucle for en la linea 7
del procedimiento BK3. Entonces, en todo momento los conjuntos C, P .y N del
procedimiento BK3 tienen los mismos vértices que los conjuntos C, Py (S\ P) del
procedimiento TTTT.

Demostracién. Inmediato de los incisos (i), (ii) y (iii) del teorema 4.4.1. ]

Corolario 4.4.2. La version 1 del algoritmo TTT cumple con las propiedades del
teorema 4.3.1.

Demostracion. Usar el mismo argumento que se utiliz6 en la prueba del
teorema 4.3.1, con los conjuntos S, Py (S\ P). O

Mas adelante demostraremos que la complejidad temporal del algoritmo
4 es O(n33). Si se tiene cuidado con la implementacién de la versiéon 3
del algoritmo de Bron-Kerbosch, se puede concluir por medio del teorema
4.4.1, que la complejidad de dicho algoritmo también es O(n33).
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4.4.2 Version 2 del algoritmo TTT

La segunda version del algoritmo TTT se basa en el hecho de que se puede
omitir el conjunto C del algoritmo 4, sin que esto afecte a la forma del
arbol de busqueda. El pseudocédigo de la segunda version se muestra en
el algoritmo 5.

Algoritmo 5: Versién 2 del algoritmo TTT.
llamada inicial: TTT2(V(G), V(G))
1: procedure TTT2(S, P)
if S = () then
imprimir("clan,")
else
Sea u un vértice en S que maximiza [P N N(u)
while P\ N(u) # 0 do
Seleccionar vértice g en P\ N(u)
imprimir(q, ",")
Snew =SNN (q)
Prew =PN N (q)
TTTZ(SneW/ Pnew)
P =P\{q}
imprimir("regresar,")
14: end while
15: end if
16: end procedure

=
= O

-
N

[
k]

El algoritmo 5, difiere del algoritmo 4 (procedimiento TTT1), iinicamente
en las lineas 3, 8 y 13. Si u es el vértice pivote y q es el vértice que selecciona
del conjunto (P\ N(u)), el algoritmo 5 imprime el vértice q seguido de
una coma ( en lugar de guardarlo en el conjunto C, como se hace en el
procedimiento TTTT1).

Observe que cuando el algoritmo 5 encuentra un clan, el procedimiento
TTT2 imprime el texto "clan," y cuando termina la llamada recursiva del
procedimiento TTT2, el algoritmo imprime "regresar,". Por ejemplo, si G =
K4 ={v1,Vv2,Vv3,v4} entonces el algoritmo 5 imprime la siguiente cadena:

V1, V2, V3, V4, clan, regresar, regresar, regresar, regresar,

Para ilustrar el significado de la cadena "regresar," suponga que el algo-
ritmo 5 se usa para buscar los clanes de la grafica que se muestra en la
figura 13. Cuando el algoritmo 5 termina, el procedimiento TTT2 produce
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la siguiente salida (hemos dividido el texto de salida en 3 renglones a fin
de que sea més facil de entender):

V1, V2,V3, V4, clan, regresar, regresar,
vs, Vg, clan, regresar, regresar,

Vg, TEgresar, regresar,

El primer renglén del texto anterior, indica que el algoritmo encontré un
clan con vértices Q = {v1, v2, v3, v4}. Las 2 cadenas "regresar" a la derecha
de la cadena "clan", indican que hay que remover los vértices v4 y vz de Q,
a fin de poder listar el siguiente clan que se encontro.

En el segundo renglén, la cadena "vs, v¢" indica que se deben agregar los
vértices vs y vg al conjunto Q. La cadena "clan", indica que el algoritmo
encontr6 un clan con vértices Q = {vi, v2, vs, v¢}. Las 2 cadenas "regresar"
al final del renglén, indican que hay que remover los vértices vs y vg de Q
para poder enumerar el siguiente clan que se encontro.

El tercer renglén indica que el algoritmo encontré una subgrafica completa
con vértices Q = {v1,Vv2,Vg}, no es un clan ya que la cadena "regresar," se
encuentra a la derecha de la cadena "vg".

El 4rbol de basqueda del algoritmo 5 para la grafica 13, se muestra en la
tigura 14.

Figura 13: Grafica de ejemplo para la segunda versién del algoritmo TTT.
Vi

V3
Vs

V4 Vg

La estrategia utilizada por el algoritmo 5 para imprimir clanes, es crucial
para que su complejidad temporal sea O (3%). Como era de esperarse, el
algoritmo 5 cumple con las mismas propiedades que la version 1 del algo-
ritmo TTT.
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Figura 14: Arbol de busqueda del algoritmo 5 cuando G es la grafica de la figura

13.
R
7
V2
V3 V5 Ve
desperdicio
Va4 Ve
clan clan

Teorema 4.4.2. La version 2 del algoritmo TTT cumple las propiedades del teore-
ma 4.4.1.

Demostracién. Aunque el conjunto C no estd presente de manera explicita
en el algoritmo 5, podemos suponer que dicho conjunto es una variable
auxiliar del algoritmo cuyo contenido nunca se imprime. Tomando en cuenta
esta observacion, el algoritmo 5 cumple las propiedades (i), (ii) y (iii) del
teorema 4.4.1. O

4.4.3 Complejidad temporal del algoritmo TTT

Antes de estudiar la complejidad temporal de los algoritmos 3, 4 y 5 con-
viene definir las siguientes funciones y constantes que usaremos para el
resto de los lemas y teoremas de esta seccion.

Definicién 4.4.1. Sea p1 > 0 una constante en los reales, defina las constantes

q1, 92 Y q3 como sigue: constantes q1, 2 y
q3
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_p

q] 7 >O/
_oP1
q2_972 >0,
P1
=27— > 0.
q3 7 >

funcion Q(x)  Definicién 4.4.2. Defina la funcion Q(x) sobre los reales como sigue:

Q(x) = qix* + q2x + g3.

constantes kq, ko, Definicién 4.4.3. Defina las constantes k1, k2, k3 y km como sigue:

k3 y km
W S92 27p
"Tm3) T 2 m(3)
_ 3%
k2_2,31/3

- 3Q(x—3)
ks = max {3<X/3> (1-2.312/3) }

km =max{kq, k2, k3}.

Puesto que
lim Qlx—3)

x—vo0  3(x/3) =0,

la funcion Qs((’:;?) esta acotada superiormente, por lo tanto las constantes K3 y

km estdn bien definidas.
funcion R(x)  Definicién 4.4.4. Defina la funcién R(x) sobre los reales como sigue:

R(x) = km(3*/%) = Q(x).

Mas adelante se vera que la funcién R(x) es una cota superior para la fun-
cién de complejidad temporal del algoritmo TTT. En particular la funcién

R(x) tiene la siguiente propiedad:

Lema 4.4.1. La funcion R(x) es creciente para x > 0.

Demostracién. La primera derivada de la funcién R(x) es
R'(x) = In(3) - km (3X/3—1) ~2q1x— qa.

La segunda derivada de la funcién R(x) es

R”(x) = In%(3) - km (3X/3—2) —2q1.
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Como ki > k1 se tiene que
R"(x) > n?(3) Ko (3/372) —2q1 = n(3) - q2 (3/37") — 21,

Al reemplazar los valores de las constantes q7 y g por los de la definicién
4.4.1 queda

3-1n(3) (3%/3)

R"(x) > ( 5

—1>p1>0 Vx> 0.

Puesto que R”(x) es la primera derivada de la funcién R’(x), por la de-
sigualdad anterior se tiene que R’(x) es creciente para x > 0. Por lo tanto

R0 > R/(0) = MELEm g, s O g0 ss0

De la desigualdad anterior concluimos que R(x) es creciente para x > 0.

O

Para poder determinar la complejidad temporal del algoritmo TTT, se debe
tener muy en cuenta el siguiente resultado.

Lema 4.4.2. Para todo entero positivo n # 3 se cumple que

n <3—(n/3)> <2.372/3),

Demostracion. El caso n = 1 es facil de verificar. La igualdad se cumple
cuando n = 2. Si n > 3, considere la funcién g(x) sobre los reales que se
define como

g(x) =x (3*(”3)) —2.37(2/3),

La funcién g(x) es continua y diferenciable en todo IR. Si x > 3, por el
teorema del valor medio, existe una constante c en el intervalo (3,x) tal
que

Como ¢ > 3 se tiene que

g'(c) =37(¢/3) (1 _ B3 C) <0,

luego
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Como x > 3, el denominador de la desigualdad anterior se puede cancelar,

entonces
1—1n(3)

3 < 0.

g(x) <g(3) =

De esto se concluye que
x(370/9) <2372/ wx>3

En particular, la desigualdad anterior es vélida para todos los enteros n >
3. O

Las siguientes definiciones se hacen considerando la estructura del algo-
ritmo 5, sin embargo, se pueden enunciar definiciones similares para el
algoritmo 4.

Definicién 4.4.5. Sean S y P los conjuntos de la sequnda version del algoritmo
TTT. Sea TTT2 el procedimiento del algoritmo 5. Sea n. > 1 un entero positivo.

= Denotaremos por T(n), al tiempo de ejecucion que tiene en el peor caso, la
invocacion del procedimiento TTT2(S, P) cuando [S| = n.

» Denotaremos por Ty.(n), al tiempo de ejecucion que tiene en el peor caso, la
invocacién del procedimiento TTT2(S,P) cuando |S| =n y [P\ N(u)| =k
para algiin vértice pivote u € S.

= Denotaremos por TTT24(S, P), al procedimiento que se obtiene de TTT2(S, P)
al reemplazar la linea 11:

TTTZ(STICW/ PT\.CW)

por:
TTT2(0, 0)

» Denotaremos por Ty(n), al tiempo de ejecucion que tiene en el peor caso, la
invocacion del procedimiento TTT12y(S, P) cuando |S| = n.

Observacion 4.4.1. De las definiciones anteriores es inmediato el siguiente resul-
tado:

T(n) = 1r<1r1ké1;<n {Tk(m)}

El siguiente lema, muestra que la complejidad temporal del procedimiento
TTT2y es polinomial.

Lema 4.4.3. La complejidad temporal del procedimiento TTT2y(S, P) cuando
IS| =n es
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Demostracién. La seleccion del pivote en la linea 5 del algoritmo 5, puede
hacerse de la siguiente manera:

1. Iterar sobre el conjunto S seleccionando un vértice v € S, en cada
ciclo.

2. Por cada vértice v, realizar la operaciéon r = [P N N(v)| . Si r es mayor
que la iteracién previa, hacer u = v.

El paso 2 puede hacerse en tiempo O(n). Puesto que el paso 2 realiza n
veces el paso 1, la seleccion del pivote u se puede hacer en tiempo O(n?).

La seleccion del vértice q (linea 7 del algoritmo 5) y la creacién de los
conjuntos Snew ¥ Pnew, puede hacerse en tiempo O(n). Las operaciones
en las lineas 3, 8, 11, 12 y 13 del procedimiento TTT2j, pueden hacerse
en tiempo constante. Por lo tanto, cada ciclo del bucle while (linea 6 del
algoritmo 5) puede hacerse en tiempo O(n).

La instruccién while del procedimiento TTT2, realiza [P\ N(u)| < n ciclos,
en consecuencia, el tiempo total de ejecutar esta instruccion es O(n?).

Concluimos que el tiempo de ejecucion del procedimiento TTT2y(S, P) es

Ty(n) = O(n?).

Observacioén 4.4.2. Como Ty(n) = O(n?) existe una constante ¢ > 0 y un
entero ng > 1 tal que

2

Tpln) <c-n vn > ng

De aqui en adelante se asumird que la constante py que se usa en las definiciones
4.4.1 Y 4.4.3 tiene el siguiente valor:

p1 =max ({Tp(1), Ty(2), ..., Tp(no)}U{c}

Es importante notar, que la complejidad temporal del procedimiento TTT2
es O(n?), gracias a que en la linea 3 del algoritmo 5, no se imprimen todos
los vértices del clan. Si se imprimen todos los vértices que forman al clan C
(tal como se hace en la primera versién del algoritmo TTT), podria ocurrir
que n? <|C|y por lo tanto el anélisis del lema 4.4.3, no serfa valido. Es por
esta razon que la segunda version del algoritmo TTT, usa la estrategia de
impresion de clanes que se mencion6 con anterioridad.
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El siguiente lema es crucial para poder acotar a la complejidad temporal
T(n).

Lema 4.4.4 (Tomita, Tanaka y Takahashi [29, lema 2]). Sea TTT2(S,P) Ia
invocacion del algoritmo 5 cuando |S| = n y [P\ N(u)| = k, para algiin vértice
pivote u € S.

Sea P\ N(u) = {v1,va, ..., v} y suponga que los vértices en la linea 7 del
algoritmo 5, se eligen siguiendo este orden. Defina k conjuntos de la siguiente
manera

Si=SNN(vi) paratodoi=1,2,..., k

Entonces se cumplen las siguientes desigualdades:

(i) Te(ISI) < Tp(n) + Y& 4 T(Si).
(ii) ISiI\n— <n-1 vi=1,2,...,k

Demostracion.

(i) El tiempo de ejecucion del procedimiento TTT2 sin invocar la llamada
recursiva en la linea 11 del algoritmo 5, es el mismo que TTT2. Para
cada vértice vy, el tiempo de la llamada recursiva TTT2(S;, PN N(vy))
es T(|Si]). Por lo tanto

k
(IS < ) TS+ Ty(n).
i=1

(ii) Como el vértice u se elige de tal forma que maximiza [P N N(u)| y
como [P\ N(u)| = k, para todo vértice v; se cumple lo siguiente

[PAN)l < [PAN(u)| = [P|—
Como S = (S\ P)UP y por la desigualdad anterior se tiene que

ISUNWi)[ = [(S\P) N N(vi)[+ [P N(vi)|
SIS\P[+[PAN(vi)|
<(m—=Ph+(P[=k) =n—k.

Comok > 1Tentoncesn—k <n-—1.

El siguiente teorema nos permitird concluir que la versién 2 del algoritmo
TTT, tiene complejidad temporal O(3™/3).
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Teorema 4.4.3 (Tomita, Tanaka y Takahashi [29, Teorema 3]). Sea p; la cons-
tante cuyo valor esta determinado por la observacion 4.4.2. Sea km la constante
que se definid en 4.4.3. Sean Q(x) y R(x) las funciones que se definieron en 4.4.2 y
4.4.4 respectivamente. Sea T(n) la funcion de complejidad temporal de TTT2 que
se definié en 4.4.5.

Para todo enteron > 1 se cumple que

T(n) < R(M) =k -3V3—Q(n).

Demostracion. La prueba se hard por induccién sobre n.

Sin =1, el procedimiento TTT2 es el mismo que el procedimiento TTT2y.

Como k, = %, el valor de R(1) cumple lo siguiente

37
R() =km 3173 = Q(1) > kp -30/3) - =20 =y,

Por la observacién 4.4.2, se tiene que Ty(n) < p; -n?, luego

T(1) = Ty(1) <p1 < R(1):.

Suponga que el teorema es vélido para n < N. Mostraremos que el teorema
también se cumple paran = N+ 1.

Considere el procedimiento TTT2(S,P), con [S| = n y con un pivote u tal
que P\ N(u) ={v1, v2, ..., vi}. Por el lema 4.4.4 inciso (i), se tiene que

3
Ti(n) = Te(IS) < To(m) + > T(ISil).
i=1
Por el lema 4.4.4 inciso (i), se tiene que |Si| < n —k y por la hipétesis de
induccién T(|Si|) < R(|Si|). Por el lema 4.4.1, la funcién R(n) es creciente.
Al sustituir estas observaciones en la desigualdad anterior se tiene que

k
Ti(n) < Tp(n)+ ) R(Sil) < Ty(n) +k-R(n—k)
i=1
= Tp(n) + km (k- 33373y —kQ(n—k). (3)

Sin es fijo, mostraremos que la parte derecha de la desigualdad (3), alcanza
su valor méximo cuando k = 3. Este problema es equivalente a demostrar
la siguiente desigualdad:

K (k-30/33703)) —1Qn—k) <km(3™/3)=3Q(n—3).  (4)



96

EL ALGORITMO DE BRON-KERBOSCH

Es evidente que la desigualdad (4) se cumple cuando k = 3. Suponga que
k # 3, entonces (4) es equivalente a resolver la siguiente desigualdad

3Q(n —3) —kQ(n—k)
3n/3.(1—%-3-(k/3)) = K. (5)

Como n—k > 0, entonces kQ(n —k) > 0. Por el lema 4.4.2, se tiene que
k-37(m/3) < 2.37(2/3) y por la definicién 4.4.3 de k3, en la parte izquierda
de la desigualdad (5) obtenemos que

3Q(n—3)—kQ(n—k) 3Q(n—3) <k
33 (1—k-3-(x/3)) S (1-2.3-(2/3)).3n/3 59

Como k3 < ki, las desigualdades (5) y (4) son validas. Por lo tanto, en la
desigualdad (3) queda

Te(n) < Ty(n) +km3™/3) —3Q(n—3)

27
<p1n+km3(“/3)—3<pz](n—3)2+9§](n—3)+2p1>
_ (n/3)_ (P12, 7P 27p1
=km3 <2n —i——z n+ >

=km3™/3) —Q(n) = R(n).
De la desigualdad anterior y de la observacién 4.4.1, se concluye que:

T(n) = max {Ti(n)} < R(n).

Corolario 4.4.3. La complejidad temporal de la version 2 del algoritmo TTT es
0(3n/3).

Demostracién. Inmediato del teorema 4.4.3 O

Corolario 4.4.4. La complejidad temporal de la version 1 del algoritmo TTT es
O(n3n/3).

Demostracién. La version 1 del algoritmo TTT difiere de la versién 2, tinica-
mente en la forma en que reporta los clanes; en la versién 1 cada vez que
se encuentra un clan se imprimen todos sus vértices.

Si una gréfica tiene n vértices, entonces cualquier clan Q de la gréfica
cumple que |Q| < n. Por lo tanto, el tiempo que le lleva imprimir un clan
Q, a la version 1 del algoritmo TTT es O(n).
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Si el algoritmo TTT no imprime todos los vértices de un clan, por el co-
rolario 4.4.4, sabemos que el algoritmo requiere un tiempo O(3™/3) para
poder reportar todos los clanes de la gréfica. En consecuencia, la compleji-
dad temporal de la versién 1 del algoritmo TTT es O(n3™/3). O

Corolario 4.4.5. La complejidad temporal de la version 3 del algoritmo de Bron-
Kerbosch es O(n3™/3)

Demostracién. Por el teorema 4.4.1, la versién 3 del algoritmo de Bron-
Kerbosch y la versién 1 del algoritmo TTT son esencialmente el mismo
algoritmo. El resultado es inmediato del corolario 4.4.4. O

4.5 COMPLEJIDAD TEMPORAL DE FAMILIAS DE GRAFICAS BASICAS

En la seccién anterior se demostré que el algoritmo de Bron-Kerbosch tiene
complejidad temporal O(3™/3) (cuando usa la estrategia de reportar clanes
propuesto por Tomita et al.). Aunque esta cota es vélida para cualquier
gréafica, nos gustaria saber cual es la complejidad temporal del algoritmo
cuando la grafica de entrada es una trayectoria, un ciclo, una estrella, una
gréfica sin aristas o una grafica completa. También nos gustaria saber cual
es la complejidad temporal del algoritmo con la grafica de Moon-Moser.
Como se verd mas adelante, la cota ©(3™/3) es mucho mayor que la cota
de complejidad de la mayoria de las familias de gréaficas que se estudian
en esta seccion.

A menos que se indique lo contrario, asumiremos en todo momento que es-
tamos trabajando con la version 2 del algoritmo TTT. Por los resultados de la
seccién anterior, dicho algoritmo es equivalente a la versién 3 del algorit-
mo de Bron-Kerbosch (sin imprimir los clanes). Es por esto que usarermos el
pseudocddigo descrito en 5, como sindnimo del algoritmo de Bron-Kerbosch.

Por un razonamiento similar al del corolario 4.4.5, basta con multiplicar
por n a cada una de las cotas que se presentan en esta seccion, para que
también sean validas para el caso en el que se imprimen todos los vértices
del clan a reportar.

En esta seccién seguiremos utilizando las definiciones 4.4.5 para las funcio-
nes de complejidad temporal T(n), Ti(n) y Typ(n). El valor de la constante
p1, se define igual que en la observacién 4.4.2. Los conjuntos P y S asi
como el vértice pivote se definen igual que en 5.
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4.5.1  Complejidad temporal para grdficas completas

Teorema 4.5.1. Sea Ky, una grdfica completa de n vértices. Sea T(n) la compleji-
dad temporal del algoritmo de Bron-Kerbosch cuando la grdfica de entrada es Ky,.
Para todo enterom > 1 se cumple que

T < py (n(n+1)6(2n+1)>‘

Demostracién. Sea u el vértice pivote del algoritmo. Como u es adyacente
a todos los vértices de la gréfica, tenemos que P\ N(u) = {u}. Por lo tanto,
T(n) = Ty(n). La desigualdad del teorema se demostrard por induccién
sobre n.

Sin =1, entonces
T(1) =T (1) =Ty(1) =p1.

Suponga que la desigualdad del teorema es valida para n < N, mostrare-
mos que la desigualdad también se cumple paran =N+ 1.

Como [S| =n, entonces |SUN(u)| =n —1. Por el lema 4.4.4, se tiene que

Tn) =T(S]) < Tp(n) + TH(ISUN(W)])
=pim?+Ti(n—1)
=pm?+T(n—1).

Por la hipétesis de induccién, se tiene que T(n—1) < py (%)

4

al sustituir este valor en la desigualdad anterior se obtiene que

2n? +3n+1 nn+1)2n+1)
) ()

T(n) < i (

Corolario 4.5.1. La complejidad temporal del algoritmo de Bron-Kerbosch cuando
la grdfica de entrada es una completa K,, con n vértices es O(n3).

Demostracién. Inmediato del teorema 4.5.1. O
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4.5.2  Complejidad temporal para grdficas sin aristas

Teorema 4.5.2. Sea Ky, una grdfica sin aristas con conjunto de vértices V. Sea
T(n) la complejidad temporal del algoritmo de Bron-Kerbosch, cuando G es la
grdfica de entrada. Para todo entero n > 1 se cumple que

T(n) < pint

Demostracién. Como la grédfica G no tiene aristas, cualquier vértice u € V
puede ser seleccionado como pivote. Si v es un vértice del conjunto P\
N(u), entonces

Snew :SQN(V) :®/

Phew =PNNW)=0.

Por lo tanto, el procedimiento TTT2 se detiene inmediatamente en la si-
guiente llamada recursiva, lo cual es equivalente al procedimiento TTTy y
en consecuencia:

T(n) = Tp(n) < pin’.

Corolario 4.5.2. Sea Ky, una grdfica sin aristas con n vértices. La complejidad
temporal del algoritmo de Bron-Kerbosch con la grdfica Ky, es O(n?).

Demostracién. Inmediato del teorema 4.5.2. O

4.5.3 Complejidad temporal para grdficas estrella

Teorema 4.5.3. Sea Sy una grdfica estrella con n vértices. Sea T(n) la compleji-
dad temporal del algoritmo de Bron-Kerbosch cuando Sy, es la grdfica de entrada.
Para todo enteron > 1 se cumple que

T(n) <p1 (2n*—2n+1).
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Demostracién. Por definicion, la gréfica S, tiene un vértice u con grado
IN(u)] = n—1, el resto de los vértices de la gréfica S, tienen al vértice u
como tnico vecino. Al iniciar el algoritmo, el vértice u se elige como pivote
y en consecuencia P\ N(u) = {u}. Ademas, al llegar a las lineas 8 y 9 del
algoritmo 5, se tiene que

Phew = PON(LL) = V(Sn) \{u} ’
Snew =S ﬂN(u) = V(Sn) \{u} .

Los vértices del conjunto Syew, inducen una subgréfica sin vértices y por
el teorema 4.5.2, el tiempo de ejecucion de TTT2(Snew, Prnew) estd acotado
por p1|Snew| = pj(n —1). Por lo tanto

T(n) < Tgm) +p1(n—1)=p1 (n? + (n—1)?)
=p1 (2n*—2n+1).

Corolario 4.5.3. La complejidad temporal del algoritmo de Bron-Kerbosch cuando
la grdfica de entrada es una estrella Sy, con n vértices es O(n?).

Demostracion. Inmediato del teorema 4.5.3. O

4.5.4 Complejidad temporal para trayectorias y ciclos

Teorema 4.5.4. Sea P,_1 una trayectoria con n vértices. Sea T(n) la complejidad
temporal del algoritmo de Bron-Kerbosch cuando Py, es la grdfica de entrada.
Para todo enterom > 1 se cumple que

T(n) <p1 (n? +4n—4).

Demostracién. Es fécil verificar que la desigualdad del teorema es valida
paran = 1.

Para n > 1 sabemos que al inicio, el algoritmo elige un vértice pivote u
del conjunto V(Pn,_1). Si v es un vértice en el conjunto P\ N(u), por la
definicién de trayectoria se cumple que
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ISnewl = |SmN(V)‘ <2,
|Pnew| = |PﬁN(V)| < 2

Los vértices en el conjunto Sy ¢y, inducen una subgréfica sin aristas de 1 0 2
vértices. Por el teorema 4.5.2, el tiempo de ejecucion de TTT2(Snew, Prew)
estd acotado por p1 IStewl? < 4p1 y como [P\ N(u)] < n—1 el tiempo de
ejecucion del algoritmo es:

T(n) < Ty(n) +PAN()|(4p1) < pin’ + (n—1)(4p1)
=pi(n? +4n—4).

Corolario 4.5.4. La complejidad temporal del algoritmo de Bron-Kerbosch cuando
la grdfica de entrada es una trayectoria P, _q con n vértices es O(n?).

Demostracién. Inmediato del teorema 4.5.4. O

Corolario 4.5.5. Sea Cy,_1 un ciclo con n vértices. Sea T(n) la complejidad

temporal del algoritmo de Bron-Kerbosch cuando C,_1 es la grdfica de entrada.

Para todo entero n > 3 se cumple que

T(n) <p1 (n?+4n—4).

Demostracién. La prueba es idéntica a la del teorema 4.5.4 O

Corolario 4.5.6. La complejidad temporal del algoritmo de Bron-Kerbosch cuando
la grifica de entrada es un ciclo Cy,—1 con n vértices es O(n?).

Demostracién. Inmediato del corolario 4.5.5. O
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4.5.5 Complejidad temporal para la grifica de Moon-Moser

En esta seccion mostramos que la grafica de Moon-Moser alcanza la co-
ta de complejidad O(3™/3) del teorema 4.4.3. Con este fin enunciamos el
siguiente lema:

« e 2
Lema 4.5.1. La serie infinita 3_°_; 3575 es convergente.

Demostracion. Primero demostraremos la siguiente desigualdad:
2

n "
33 S <3> inz 3t ©

La desigualdad (6) es equivalente a las siguientes desigualdades

2 n/3 1
< —

& 2-In(n) <3-In(n/3)+(1/3)In(n)
& 5-In(n) < 9-In(n/3)

@ w < ()

& on® <1 — ;‘:) <0

Como la dltima desigualdad se cumple para n > 33, concluimos que la
desigualdad (6) es verdadera. Por lo tanto para N > 3° se tiene

Noon2 N " n?
Zgn/a< > <3> +1gla<x33{3n/3}.

n=1 n=33+1

. P n 4 .
Puesto que la serie geométrica ) (%) es convergente, el término de-

recho de la desigualdad anterior estd acotado cuando N — oco. Por lo tanto,

la serie )%

2
n
n—1 3n/3 €S convergente. O

Teorema 4.5.5. Sea G la grdfica de Moon-Moser con n vértices. Sea M(n) la
funcién sobre los enteros que se define de la siguiente manera

L
M(n) = > 3% (n-3i)%
i=0

Sea T(n) la complejidad temporal del algoritmo de Bron-Kerbosch, cuando G es
la grdfica de entrada. Sin = 3 (mod3) y n > 3 entonces se cumple la siguiente
desigualdad

T(n) < p1M(n).
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Demostracion. La prueba se hard por induccion sobre el nimero de vértices.

Sin =1, entonces M(1) = py, por lo tanto
T(1) =T0(1) < p1.

Suponga que el teorema es verdadero para n < N, se demostrard que
también es valido paran = N + 1.

Sea u € V(G) el vértice pivote que se elige al inicio del algoritmo y sea
P\ N(u) = {v1, vz, ..., vi}. Defina los conjuntos S; = SUN(v;) parai =
1,2, ..., k. Por el lema 4.4.4 inciso (i), se tiene que

3 k
Te(n) < Tg(m) + ) T(Si) <pim?+ ) T(ISi).
i=1 i=1
Por la definicién 3.3.1, la grafica de Moon-Moser tiene k = 3, si n =
0 (mod3) y por el lema 4.4.4 inciso (i), se cumple que [S;/| < n—k=n—-3.
Por la hipétesis de induccién y por el hecho de que M(n) es una funcién
creciente, en la desigualdad anterior se tiene que

3
T3(n) <pim?+ ) T(ISil) <pin?+3piM(n—3)

i=1
n-3_1

3
=pin? +p; Z 3T —3(i+1))>
i=0

Al hacer el cambio de variable j =i+ 1 en la desigualdad anterior, obtene-
mos que

—1

wlz

T3(n) < pin? +p; (n—3§)?

nl\/]
)

e

1
=P1 3 (n—3j)* =piM(n).

j=1

Finalmente por la observacién 4.4.1, concluimos que

T(n) = T3(n) < piM(n).

Teorema 4.5.6. Sea G la grdfica de Moon-Moser con n vértices. Sin = 0 (mod 3),
la complejidad temporal del algoritmo de Bron-Kerbosch, cuando G es la grdfica de
entrada es O(3™/3).
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Demostracién. Sea T(n) la complejidad temporal del algoritmo de Bron-
Kerbosch con la gréfica G. Por el teorema 4.5.5, para n > 3 se cumple la
siguiente desigualdad:

1

Tm)<pr ) 3'n—31)2%
i=1

Haciendo el cambio de variable k = n — 3i en la desigualdad anterior, se
tiene que

n—3 . n—3 K2
T <pr ) 35K =p3"7° ) s
k=3 k=3

< P13“/3 Z 3k7 (7)
k=1

e 2
Por el lema 4.5.1, la serie infinita ) ;. ; % es convergente. Por lo tanto,
existe una constante c € R tal que

Z 3%/3 <c 8)
k=1

Al sustituir la desigualdad (8) en (7), tenemos que
T(n) < pre3™/?

Por lo tanto, T(n) = O(3™/3). O

La cota del teorema 4.5.6 se comprueba en el capitulo 5, por medio de
experimentos computacionales.

46 CONJETURAS SOBRE LA COMPLEJIDAD TEMPORAL

Resulta claro de los resultados de la seccién anterior, que la complejidad
temporal del algoritmo de Bron-Kerbosch puede variar drasticamente en
funcién de la grafica de entrada. Una de las cuestiones que se investigaron
en el desarrollo de este trabajo fue el determinar una cota de compleji-
dad temporal en funcién de las aristas y vértices de una grafica. Como ya
se mencionod, dicha cota es crucial para poder hacer comparaciones mas
adecuadas con otros algoritmos.
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Durante el desarrollo de este trabajo, se hicieron multiples conjeturas para
tratar de determinar una cota de complejidad en funcién de vértices y aris-
tas. La conjetura més general que tenemos para la complejidad temporal
parametrizada del algoritmo de Bron-Kerbosch, se enuncia a continuacién.
Aunque no se pudo demostrar dicha cota de complejidad, si se restringe
nuestra cota en funcién de vértices y aristas, los resultados de los experi-
mentos computacionales del capitulo 5, parecen respaldar estos resultados.

Conjetura 4.6.1. Sea G una grdfica con n vértices, n aristas y p clanes. La
complejidad temporal del algoritmo TTT (version 2) es

On? + nm+ ).

Observacién 4.6.1. Para obtener una cota para el algoritmo de Bron-Kerbosch
(versién 3) basta con multiplicar por n, a la cota de complejidad de la conjetura
4.6.1.

Una evidencia que tenemos para suponer que la conjetura 4.6.1 es correcta,
es que dicha conjetura permite obtener las cotas de complejidad que se
demostraron en las secciones anteriores (gréficas completas, sin aristas, ci-
clos, trayectorias y de Moon-Moser). En particular, observe que también es
posible obtener la cota de complejidad del corolario 4.4.5, para el algoritmo
de Bron-Kerbosch (versién 3).

De ser cierta la conjetura 4.6.1, seria posible derivar una cota de compleji-
dad que esté en funciéon de el ntimero de vértices n y el niimero de aristas
m. Para esto es necesario tener una formula para el nimero méximo de
clanes que puede tener una gréfica en funciéon de n y m, esto nos lleva a
enunciar la siguiente conjetura.

Conjetura 4.6.2. Sea w(n, m) el nmimero mdximo de clanes que puede tener una
grdfica con n vértices y m aristas, entonces

n4c;3n/3 Si0<m<n(n{3)

n-4 023(71*7'2)/3 SZ m 2 Tl(nsz)

pn,m) <

donde c1 y ¢y son constantes positivas y 1 y T2 son enteros que se definen de la
siguiente manera:

k(k —
T :méx{kelN ‘ (23)<m} ,

n(n—3)

T2, =Mm-—
2

La idea intuitiva que nos llevé a proponer la conjetura 4.6.2, para el nimero
maximo de clanes, se basa en las siguientes observaciones.
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Observacion 4.6.2.

(i) La grdfica de Moon-Moser de n vértices tiene un niimero de clanes que estd
en el orden O(3™/3). Por los teoremas 3.3.1 y 3.3.2, este es el mayor niimero
de clanes que puede tener una grdfica de n vértices.

(ii) Es posible que una situacion similar a la del inciso (i), ocurra para una grdfica
G con n vértices y m aristas. En este caso, tenemos la conjetura de que el
mayor niimero de clanes en la grdfica G, ocurre con una grdfica que resulta
de usar las m aristas para construir una subgrdfica M que es "similar” a la
grdfica de Moon-Moser. Tenemos los siguientes casos:

(n—=3)

= Sim < 52, entonces el niimero de aristas de G, es menor que el

niimero mdximo de aristas que puede tener una grdfica de Moon-Moser
con n vértices. Por lo tanto, aproximamos el niimero de vértices de la
subgrdfica M con el entero 1. El total de clanes de la subgrdfica M,
estd acotado por c13™/3 y puede haber a lo mds n — 11 < n vértices

aislados.

. _3 . .
Sim > n(nz ), entonces el niimero de aristas de G, es mayor que el

niimero mdximo de aristas que puede tener una grdfica de Moon-Moser
con n vértices. Por lo tanto, aproximamos el niimero de vértices de la
subgrdfica M con n — ;. El total de clanes de la subgrdfica M, esta
acotado por ¢13™""72)/3 y puede haber a lo mds v, < m subgrdficas
completas.

Al usar la conjetura 4.6.2, en la conjetura 4.6.1, obtenemos las siguientes
conjeturas para la complejidad temporal en funcién de vértices y aristas.

Conjetura 4.6.3. Sea G una grdfica con n vértices y m aristas. Sea T(n, m) la
complejidad temporal del algoritmo de Bron-Kerbosch, cuando la grdfica de entrada
es G. Sea p1 la constante que se definié en la observacion 4.4.2. Sea C > p1, una
constante en los reales y sea Q1(n) una funciéon de orden polinomial.

n(n—3)

Para 0 < m < ——— y para todo n. > 3 se cumple que

T(n,m) < C (nz +nm+3(”/3)) +Qi(n),

donde 71 es un entero que se define de la siguiente manera:

L P

n—méx{ke]N ‘ 7

El determinar el valor especifico de la funcién polinomial Qq(n), es uno
de los problemas que impiden probar formalmente la conjetura 4.6.3. Es-
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ta funcién tiene el objetivo de facilitar el paso inductivo, de una manera
similar como se hace en el teorema 4.4.3.

Si se observa con cuidado la demostracién del teorema 4.4.3, se notard que
es crucial la condicién [Si| < n — k. Para la demostracién de la conjetura
4.6.3, es necesario encontrar una condicién similar que dependa de n, my
k.

Conjetura 4.6.4. Sea G una grdfica con n vértices y m aristas. Sea T(n, m) la
complejidad temporal del algoritmo de Bron-Kerbosch, cuando la grifica de entrada
es G. Sea p1 la constante que se definié en la observacion 4.4.2. Sea C = p1, una
constante en los reales y sea Q2(n) una funcién de orden polinomial.

Para m > ™30y para todo 1 > 3 se cumple que

T(n,m) < C (nm+3(“42)/3) +Qa(n),

donde v es un entero que se define de la siguiente manera:

n(n—3)

T2, =Mm—
2

La funcién Qz(n) tiene el objetivo de facilitar el paso inductivo de una
manera similar como se hizo en el teorema 4.4.3. Las razones por las que
no hemos podido demostrar la conjetura 4.6.4, son similares a las razones
por las que no hemos podido demostrar la conjetura 4.6.3.

-3) .. . s
Observe que con m = n(nz ) aristas, es posible formar una grafica de

Moon-Moser. Es interesante notar que para este niimero de aristas, la cota
de la conjetura 4.6.4 estd en O(3™/3), este resultado coincide con el coro-
lario 4.4.4. Sim = n(n{”, entonces se tiene una grafica completa y para
este nimero de aristas, la conjetura 4.6.4 estd en O(n?), esto coincide con

el corolario 4.5.1.
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En esta seccién presentamos varios resultados de experimentos compu-
tacionales, que confirman los teoremas y corolarios sobre complejidad tem-
poral para las familias de gréficas que se discutieron en el capitulo anterior.
Al final de esta seccién, mostramos resultados experimentales que sirven
de evidencia para las conjeturas 4.6.3 y 4.6.4.

Puesto que las cotas de complejidad son modelos teéricos del mundo real,
es importante tomar en cuenta los criterios de falsabilidad propuestos por
Karl Popper’; a fin de considerar que cierta teoria tiene validez, es necesa-
rio tratar de mostrar que es falsa mediante evidencia experimental, si estos
experimentos no pueden demostrar que la teoria es falsa, se puede tener
cierto grado de confianza en la teoria. Los experimentos de este capitulo
por una parte sirven como evidencia de que las cotas de complejidad desa-
rrolladas son correctas y permiten visualizar cuan parecido es el modelo
tedrico, con el comportamiento del algoritmo en un entorno real.

Para realizar las mediciones de tiempo de cada uno de los experimentos de
esta seccion, se han tomado en cuenta las recomendaciones que se descri-
ben en [22]. La implementacién de todos los experimentos que se muestran
hasta antes de la seccién 5.7, se realizaron siguiendo la siguiente estrategia
(para cada familia de gréficas):

1. Paran =10, 20, 30, ...,70 generar una grafica G de n vértices.

2. Realizar 100 invocaciones del procedimiento TTT2(V(G), V(G)). Por
cada invocacién tomar el tiempo que le lleva al procedimiento TTT2
terminar con la grafica G. El tiempo final reportado para n, es el
tiempo promedio de todas las invocaciones.

En cada una de las graficas que presentamos en las siguientes secciones,
también se incluye una estimacién de la funcién de complejidad tempo-
ral T(n), por medio de una regresién con minimos cuadrados. Para ello
considere los conjuntos N = {nj, n, ..., nx} de enteros positivos y sea
T ={T(n1), Tnz2), ..., T(ny)} los tiempos T(n) que se obtuvieron en el

'Filosofo y teérico de la Ciencia Austro-Britdnico (1902-1994). Propuso la teoria de
Falsacionismo como criterio de demarcacién para la Ciencia.
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experimento, para n = ny, ny, ..., k. Los modelos que utilizamos para
las estimaciones son los siguientes *

1. Regresion exponencial por minimos cuadrados:
T(n) = Ae®™.

Las constantes A y B, se calculan de acuerdo a las siguientes formu-
las:

YE (M) X )2 =8 i I8 i (T(ny)

a= 2
N2 - (Zim)
g Mgl (Tno) = FE me T In (T(n))
2
Ny )2 - (2 )
A=e®

2. Regresion logaritmica por minimos cuadrados:
In(T(n)) = A+ Bln(n).

La expresion anterior es equivalente a

T(n) = AgnB.
Las constantes A, Ap y B, se calculan de acuerdo a las siguientes
formulas:
g i (T)in(ma)) = 7 Tng) 38 n(ng)
2
nZiZ] ln(ni))z - (Z]f:] ln(ni))
A T T —b & In(T(ny))
n
Ao = eA.

La razén por la cual utilizamos estos 2 tipos de regresion lineal, se debe a
que en algunos casos los tiempos reportados por los experimentos tienen
complejidad exponencial y en otros casos tienen complejidad polinomial.

'Para mds informacién sobre métodos de regresiéon y sobre el método de minimos
cuadrados puede consultar [32].
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Coeficientes de AgnPB para graficas completas
para g p

Ao 0.000003719277272395287
B 2.8235443825782625

Tabla 1: Coeficientes de la regresion logaritmica para la figura 15 (graficas comple-
tas).

5.1 EXPERIMENTOS PARA GRAFICAS COMPLETAS

La figura 15 confirma lo que se demostré en el corolario 4.5.1; la comple-
jidad temporal de una grafica completa es O(n3). Como era de esperarse,
el valor que se reporta en la tabla 1, para el coeficiente B de la regresion
T(n) = AonB, es muy cercano a 3.

Figura 15: Resultados del experimento y de la regresién logaritmica para graficas

completas.
08 T T T T
—e—Tiempo para graficas completas
—=Tiempo estimado (regresion logaritmica)

0.6 -
n
S
o]
5
.%D 0.4
&
&
<]
g 02p
=
g
=

oF—— i
02 | | | I L
10 20 30 40 50 60 70

Vértices



5.2 EXPERIMENTOS PARA GRAFICAS SIN ARISTAS

Coeficientes de Aon® para gréficas sin aristas

Ao

0.000014332191338383747

B

1.939274350420881

Tabla 2: Coeficientes de la regresién logaritmica para la figura 16 (graficas sin

aristas).

5.2 EXPERIMENTOS PARA GRAFICAS SIN ARISTAS

La figura 16 confirma lo que se demostro en el corolario 4.5.2; la compleji-
dad temporal de una gréfica sin aristas es O(n?). Como era de esperarse,
el valor que se reporta en la tabla 2, para el coeficiente B de la regresién

T(n) =AonB, es

Figura 16: Resultados del experimento y de la regresién logaritmica para gréficas

muy cercano a 2.

sin aristas.
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Coeficientes de AonP para graficas estrella

Ao

0.000013722107548104948

B

2.0714699699939985

Tabla 3: Coeficientes de la regresion logaritmica para la figura 17 (gréficas estre-

la).

5.3 EXPERIMENTOS PARA GRAFICAS ESTRELLA

La figura 17 confirma lo que se demostré en el corolario 4.5.3; la comple-
jidad temporal de una gréfica estrella es ©(n?). Como era de esperarse,
el valor que se reporta en la tabla 3, para el coeficiente B de la regresion
T(n) = AonB, es muy cercano a 2.

Figura 17: Resultados del experimento y de la regresién logaritmica para graficas
estrella.
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5.4 EXPERIMENTOS PARA TRAYECTORIAS

Coeficientes de AonP para trayectorias

Ao 0.000021892796774310257
B 1.9274451028491058

Tabla 4: Coeficientes de la regresién logaritmica para la figura 18 (trayectorias).

5.4 EXPERIMENTOS PARA TRAYECTORIAS

La figura 18 confirma lo que se demostré en el corolario 4.5.4; la com-
plejidad temporal de una trayectoria es O(n?). Como era de esperarse, el
valor que se reporta en la tabla 4, para el coeficiente B de la regresion
T(n) = AgnB, es muy cercano a 2.

Figura 18: Resultados del experimento y de la regresion logaritmica para trayecto-
rias.
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Coeficientes de Aon® para ciclos

Ao

0.00002922500456268621

B

1.8389736937097538

Tabla 5: Coeficientes de la regresién logaritmica para la figura 19 (ciclos).

5.5 EXPERIMENTOS PARA CICLOS

La figura 19 confirma lo que se demostr6 en el corolario 4.5.6; la compleji-
dad temporal de un ciclo es O(n?). Como era de esperarse, el valor que se
reporta en la tabla 5, para el coeficiente B de la regresion T(n) = AonB, es

muy cercano a 2.

Figura 19: Resultados del experimento y de la regresién logaritmica para ciclos.
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Coeficientes de AeB™ para gréficas de Moon-Moser
A 0.0001557126226709981

B 0.36684745659223744

e® 1.44317775507

Tabla 6: Coeficientes de la regresiéon exponencial para la figura 20 (grafica de
Moon-Moser).

56 EXPERIMENTOS PARA GRAFICAS DE MOON-MOSER

La figura 20 confirma lo que se demostré en el teorema 4.5.6; ja compleji-
dad temporal de la gréfica de Moon-Moser con n = 0 (mod3), es O(3"/3).

Figura 20: Resultados del experimento y de la regresién exponencial para gréficas

de Moon-Moser.
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Observe que el coeficiente B en la tabla 6, tiene la peculiaridad de que
eB = 1.446, observe también que 3(1/3) ~ 1.446. Por lo tanto, la regresion
exponencial nos dice que un modelo adecuado para el tiempo del experi-
mento 20, es T(n) = A - 3"/3. Este es un resultado que era de esperarse, ya
que por el corolario 4.4.5 y por el teorema 4.5.6, el peor tiempo que pue-
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observacién
importante

conjetura sobre
Bron-Kerbosch

EXPERIMENTOS COMPUTACIONALES

de tener el algoritmo de Bron-Kerbosch es O(3™/3) y dicho tiempo ocurre
cuando la grafica de entrada es una grafica de Moon-Moser.

5.7 EXPERIMENTOS PARA GRAFICAS CON M VERTICES Y M ARISTAS
5.7.1 Niimero de clanes en funcién de vértices y aristas

En esta seccién presentamos datos experimentales que sirven de evidencia
para la conjetura 4.6.2. Para este experimento, usamos la lista de graficas
que se ofrecen en la pagina de Brendan McKay [23]. Dicha lista contiene to-
das las gréficas (salvo isomorfismos) con ntiimero de vértices n < 10. Para
realizar el experimento, nuestro algoritmo previamente guarda todas las
graficas con n < 10 vértices en una lista L y usa un arreglo R bidimensio-
nal, en el que la entrada R[n][m], contiene el nimero de clanes maximo
que tiene una grafica de n vértices y m aristas. Nuestro algoritmo que
realiza el experimento usa las siguientes reglas:

» Para cada gréfica G € L, calcular el nimero de vértices n, el nimero
de aristas m y el niimero de clanes .

= Sip > R[n][m], hacer R[n][m] = pn

En la tabla 7 se muestra los valores del arreglo R para n = 8,9,10. La
columna p’, es el piso de la cota superior de la conjetura 4.6.2. Paran = 10,
se han omitido algunos renglones en la tabla 7 a fin de mostrar el mayor
rango posible de resultados, para el nimero de aristas.

5.7.2  Complejidad temporal en funcion de vértices y aristas

En la seccién 4.6, enunciamos una conjetura sobre la forma que tiene la
cota de complejidad temporal de la versiéon 2 del algoritmo TTT o equi-
valentemente; la versién 3 del algoritmo de Bron-Kerbosch sin imprimir
los clanes. Recuerde que cuando la cota estd en funciéon de n vértices y m
aristas, la conjetura 4.6.3 indica que la cota de complejidad temporal para

m < w es de la forma:

Tn,m)<C (nz +nm+3(”/3)) +Q1(n),

donde n:méx{kelN ‘ k(k2_3)<m}.
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/

n m p oM n o m U8 n o m p op

8 o 8 14 9 5 9 21 10 1 9 16
8 1 7 14 9 6 10 21 10 2 9 18
8 2 7 16 9 7 10 21 10 3 9 18
8 3 7 16 9 8 11 21 10 4 10 18
8 4 8 16 9 9 12 27 10 5 10 22
8 5 8 20 9 10 12 27 100 6 11 22
8 6 9 20 9 11 13 27 10 7 11 22
8 7 9 20 9 12 14 27 10 8 12 22
8§ 8 10 20 9 13 14 27 10 9 13 28
8 9 11 26 9 14 15 34 10 10 13 28
8 10 11 26 9 15 16 34 10 11 14 28
8§ 11 12 26 9 16 17 34 10 12 15 28
8§ 12 13 26 9 17 17 34 10 13 15 28
8 13 13 26 9 18 18 134 10 14 16 35
8 14 14 33 9 19 19 34 10 15 17 35
8 15 15 33 9 20 20 46 10 16 18 35
8§ 16 16 33 9 21 19 46 10 17 18 35
8 17 13 33 9 22 19 46 10 18 19 35
8 18 14 33 9 23 20 46 10 19 20 35
8 19 15 33 9 24 21 46 10 20 21 47
8 20 16 45 9 25 22 46 10 21 21 47
8§ 21 18 33 9 26 24 46 10 25 25 47
8§ 22 12 26 9 27 27 63 10 26 25 47
8 23 12 20 9 28 20 46 10 28 28 64
8 24 16 16 9 29 20 34 10 29 29 64
8 25 8 14 9 30 24 27 10 30 30 64
8 26 4 12 9 31 16 21 10 31 31 64
8§ 27 2 10 9 32 16 17 10 32 33 64
8 28 1 10 9 33 8 15 10 33 36 64
9 o0 9 15 9 34 4 13 10 35 30 87
9 1 8 15 9 35 2 11 10 36 32 64
9 2 8 17 9 36 1 11 10 39 24 28
9 3 8 17 10 o0 10 16 10 44 2 12.
9 4 9 17 10 1 9 16 10 45 1 12.

Tabla 7: Valores de py p’ para n vértices y m aristas.
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procedimiento
TIEMPOp,m

EXPERIMENTOS COMPUTACIONALES

La constante C y la funcién Qq(n) se definieron en 4.6.3. Lo importante
a notar de la conjetura 4.6.3, es que si m es una constante, entonces 14
también es una constante. Por lo tanto, la complejidad temporal en este
caso, deberfa de ser algo muy cercano a 9(n?). Los experimentos de esta
seccién, confirman que efectivamente dicha condicién se cumple.

El procedimiento 6, describe el c6digo que se utiliz6 para realizar los expe-
rimentos de esta seccién. Los procedimientos

ConstruirGraficaAleatoria y

ConstruirGraficaMoonMoser,

que se listan en las lineas 10 y 11 del algoritmo 6, construyen gréficas
aleatorias y de Moon-Moser con n vértices y m aristas. Omitimos la imple-
mentacion de dichos procedimientos por se demasiado extensa.

El procedimiento TIME() en las linea 16 y 18 del algoritmo 6, regresa el
tiempo actual. El procedimiento ARRAY (k) en la linea 3 del algoritmo 6,
construye un arreglo de tamafio k. Este arreglo se utiliza para guardar
el tiempo maximo que se obtuvo en el experimento, para n vértices y m
aristas.

El procedimiento TIEMPO, m (N, M) en el algoritmo 6, recibe arreglos de
enteros N y M tales que k = |[N| = |[M|. Para cada enteroi =1,2,...,k, el
procedimiento asigna n = N[i] y m = M[i] y a continuacién construye 100
graficas de n vértices y m aristas. Por cada una de estas 100 graficas, el
procedimiento revisa con cual de ellas se alcanza el tiempo méaximo; para
ello, por cada gréfica, el procedimiento realiza 100 llamadas al algoritmo
de Bron-Kerbosch y obtiene el promedio del tiempo de ejecucién.

Observe que en el procedimiento TITEMPOy, ., para cada n y m, la gréfica
niimero 100 es la grafica de Moon-Moser con n vértices y m aristas. Esto
se debe a que tenemos la conjetura de que dicha grafica, es la que tiene el
mayor tiempo de ejecucién (conjeturas 4.6.2 y 4.6.1).

La figura 21 muestra el resultado de ejecutar el procedimiento 6 con gréfi-
cas en las que el total de aristas siempre es m = 27 (constante) y el total
de vértices n es un multiplo de 3. Observe que el total de aristas es mucho
menor que el namero de aristas que podria tener la grafica G, si fuera una
grafica completa.

Es muy importante notar que el valor de la constante B en la tabla 8, es casi
B = 2. Por lo tanto, los experimentos con un niimero de aristas constante
que se muestran en la figura 21, estdn en O(n?). Este comportamiento es
el que se espera, en caso de que la conjetura 4.6.3 sea verdadera.
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Algoritmo 6: Procedimiento que realiza experimentos para medir la com-
plejidad temporal de graficas con n vértices y m aristas.

Sea N ={nj, ny, ..., Ny} un conjunto de enteros.
Sea M ={mj, my, ..., Ny} un conjunto de enteros tales que

ni(ny—1)

0<m; < >

vi=1,..., k.

llamada inicial: TIEMPOy m (N,M)
1: procedure TIEMPO,, (N,M)

2 k =|N|

3: T = ARRAY(k)

4 fori«+ 1tokdo

5: n = N[i]

6: m = M[]

7 tmaximo =0

8: forj <— 1 to 100 do

o: if j < 99 then

10: G = ConstruirGraficaAleatoria(n, m)
11 else

12: G = ConstruirGraficaMoonMoser(n, m)
13: end if

14: tprornedio =0

15: forl+ 1 to 100 do

16: tinicial = TIME()

17: TTT2(V(G), V(G))

18: trinal = TIME()

19: J[promedio = tpromedio + (tfinal —tinicial)
20: end for
21 tprmnedio = tpromedio/1oo
22: if tmaximo < tpromedio then
23: tmaximo = tpromedio
24: end if
25: end for
26: Thl = tmaximo
27: end for
28: return T

29: end procedure
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Figura 21: Resultados del experimento y de la regresién logaritmica para gréficas
conn > 9 y m = 27 (constante).

O] T T T T T T T

—o—Tiempo para graficas con m = 27 (constante)
—=Tiempo estimado (regresiéon logaritmica)

8102 |

Tiempo en milisegundos
N
—
<
N
T

"
\|
\

\

_97.102 | | | L | I I L
2-10 9 12 15 18 21 24 27 30 33 36

Vértices

Sean M; y Nj arreglos que se le pasan al procedimiento TIEMPOy m,
cuyos valores son los siguientes:

My = (27, 44, 70, 125, 169, 232, 304, 385, 445],

Ny =[9 12,15, 18, 21, 24, 27, 30, 33

Si para cada entero n € Ny, calculamos el nimero w y dicho valor se
guarda en un arreglo M}, entonces los valores de M} son los siguientes:

M| = [27, 54, 90, 135, 189, 252, 324, 405, 495].

Observe que cada ntimero en la i-ésima entrada del arreglo M, es un
valor cercano al niamero que contiene la i-ésima entrada del arreglo M.

Coeficientes de graficas con m = 27 (constante)

Ao 0.00005226426908717166

B 2.022562573150225

Tabla 8: Coeficientes para la regresién logaritmica de la figura 21 (gréficas con
n=9%ym=27).
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Los conjuntos M7 y Nj se utilizaron para evaluar el comportamiento de
. L (e . . n(n—3)
la conjetura 4.6.3 cuando la gréfica G tiene aristas m ~ ———, en este
caso se tiene que 11 =~ n (r7 es el entero que se defini6 en 4.6.3). De ser
cierta la conjetura 4.6.3, la complejidad temporal debe estar en O(3™/3) y
en consecuencia, una regresiéon exponencial de la forma AeB™ debe tener
B cercano a 3'/3 ~ 1.44. La tabla 9 y la figura 22, muestran que esta con-
dicién se cumple para los experimentos realizados por el procedimiento

TIEMPO,m, cuando recibe como entrada los arreglos M7 y Nj.

Figura 22: Resultados del experimento y de la regresién exponencial para graficas
con m = w, My = [27,44,70,125,169,232,304,385,445] y N1 =
[9,12,15,18,21,24,27,30, 33].
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Sin > n(nz—3) , la conjetura 4.6.4 afirma que el tiempo T(n, m) esta acotado
por la desigualdad

T(n,m) < C (nm+ 3(“**2)/3) +Qa(n),

donde 1 =m-— n(nz—3)

La constante C y la funcién Q2 (n) se definieron en 4.6.4. Lo importante a

. . , . -1
notar de la conjetura 4.6.4, es que si el nimero de aristas se acerca a n(nz ),

entonces T2 ~ n y en consecuencia, la complejidad temporal deberia estar
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Coeficientes de AeB™ para gréficas con n ~ 11(%73)
A 0.00010247734746275625

B 0.3421424036041071

ebB 1.40796078193

Tabla 9: Coeficientes de la regresién exponencial para la figura 22 (graficas con

m A 771(712—3))‘

Coeficientes de AgnP para gréficas con m > w
Ao 0.000006765287174738636
B 2.7727315462394557

Tabla 10: Coeficientes de la regresion logaritmica para la figura 23 (graficas con

m > 771(“273)).

en O(n3). Para probar experimentalmente este caso, sean M, y N arreglos
cuyos valores son los siguientes:

M, = [30, 59, 96, 140, 198, 263, 341, 420, 515],
N, =1[9 12,15, 18, 21, 24, 27, 30, 33l

Sin € Ny, el nimero méximo de aristas que puede tener una grafica con

P n(n—1) . . .
n vértices es >—, estos valores se muestran en el siguiente arreglo:

MY = [36, 66, 105, 153, 210, 276, 351, 435, 528].

Observe que el nimero en la i-ésima entrada del arreglo M;, es un va-
lor cercano al ntimero en la i-ésima entrada, del arreglo MJ. De ser cier-
ta la conjetura 4.6.4, los experimentos realizados por el procedimiento
TIEMPOs,m con los arreglos de entrada N, y M;, deberian tener com-
plejidad en O(n3). Por lo tanto, la regresion exponencial Age®, debe tener
a la constante B cercana a 3. La tabla 10 y la figura 23 confirman que esta
condicién se cumple.
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Figura 23: Resultados del experimento y de la regresién logaritmica para gréaficas
con m > M3 m, = (30,59, 96,140,195, 263,342,420,515) y Ny =
(9,12,15,18,21,24,27,30, 33].
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CONCLUSIONES

En este trabajo estudiamos teoremas fundamentales de la teoria de la com-
plejidad computacional. Hicimos un extenso analisis de esos conceptos a
fin de buscar herramientas que puedan ser de utilidad para entender me-
jor la complejidad temporal del algoritmo de Bron-Kerbosch, que es uno
de los algoritmos mds utilizados para buscar clanes en una gréfica. Al
estudiar las clase de complejidad de los problemas LCLiQuE, MCLIQUE y
CLIQUE, surgieron mdltiples ideas y problemas relacionados con la com-
plejidad temporal de los algoritmos que buscan clanes. En particular, en
una buena parte de este trabajo, nos centramos en estudiar el problema
abierto de determinar una cota de complejidad temporal para el algoritmo
de Bron-Kerbosch, en funcién de aristas y vértices.

Aunque de entrada el problema parece sencillo, en la préctica resulté mu-
cho mas dificil de lo que crefamos, no por nada, el simple problema de
determinar la complejidad temporal del algoritmo de Bron-Kerbosch en
funcién de n vértices, permanecié abierto por més de 30 afios.

Durante el desarrollo de este trabajo, surgieron multiples conjeturas que
resultaron ser falsas pero que fueron de gran ayuda para determinar las
conjeturas que presentamos en 4.6.4 y en 4.6.3. Estudiamos a fondo los
lemas y teoremas necesarios para demostrar las propiedades y la compleji-
dad temporal del algoritmo de Bron-Kerbosch. También estudiamos otros
algoritmos que buscan clanes en una gréfica, que ya no incluimos en este
trabajo, pero que resultaron ttiles para posibles ideas que permitan una
demostracion de las conjeturas que se presentan en esta tesis.

Existen multiples problemas técnicos a resolver para demostrar formalmen-
te la conjeturas que tenemos, sin embargo, parece haber mucha evidencia
experimental que apoya la idea de que nuestras conjeturas son correctas.
Quizds un analisis posterior del problema, nos permita demostrar alguna
de las conjeturas presentadas. Creemos que hay incégnitas y problemas
abiertos muy interesantes, relacionados con la complejidad del algoritmo
de Bron-Kerbosch.
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