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Introduccion

De acuerdo con la opinién de David Ruelle [23], la Mecanica Estadistica,
creada hacia finales del siglo XIX entre otros por Maxwell, Boltzman y Gibbs,
consiste de dos partes diferentes: la mecanica estadistica de sistemas en equi-
librio y aquella de sistemas fuera de equilibrio. La primera se ha desarrollado
y aplicado con gran éxito, pero el desarrollo de la segunda ha sido mucho
mas lento y aun se depende de las ideas originales de Boltzman sobre la
irreversibilidad, de manera que el conocimiento actual de este fenémeno es
todavia principalmente cualitativo. Un sistema macroscépico consiste de
una gran cantidad (del orden de 10%*) de elementos microscépicos tales como
atomos y moléculas. El problema fundamental de la mecanica estadistica de
sistemas fuera de equilibrio, consiste en explicar los fenémenos irreversibles
que prevalecen en sistemas macroscépicos debido a la evolucién reversible
de sus componentes microscopicas, dando predicciones cuantitativas. La
solucién de este problema se inici6 en 1872 con la formulacién de lo que ahora
se llama ecuacién de transporte de Ludwig Edward Boltzman (Vienna 1844
- Trieste 1906). A pesar de su poco riguroso estilo de escribir y del rechazo
que sus ideas provocaron entre sus contemporaneos, Boltzman hizo contribu-
ciones mayores no sélo en fisica y quimica, sino también en matematicas. En
particular la nocién de entropia y su famoso Teorema H, han sido una
inmensa fuente de inspiracién para, por una parte, entender nuestro universo
en términos matematicos y, por otro lado, para atacar muchos problemas
puramente mateméticos, véase por ejemplo [25].

Al tratar con los problemas fisicos de sistemas fuera de equilibrio, se usan
dos enfoques: en el primero se modela el sistema mediante un proceso es-
tocastico y en el otro mediante un sistema dindmico determinista. Siguiendo
el libro de los Qian [21], en los primeros tres capitulos de este trabajo nos con-
centramos en la modelacién usando cadenas de Markov a tiempo discreto y
continuo. En el dltimo capitulo estudiamos una cadena de spines cudnticos,
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considerado como un sistema cudntico abierto que interacciona con su en-
torno, este es un caso particular de una clase de sistemas cuanticos abiertos
estudiados en [1]. Los objetos de nuestro interés son distintos de aquellos
relacionados con el Teorema H, pues sélo estudiaremos estados estacionar-
ios fuera de equilibrio que, de acuerdo con Prigogini [11, 19], son el punto
medular.

Las ideas centrales de modelacion de sistemas fisicos mediante procesos
estocdsticos estan presente en el trabajo de Boltzman y méas claramente en
los trabajos de Einstein sobre el movimento browniano, [8]. La investigacién
sobre la irreversibilidad de sistemas fuera de equilibrio se inicié con los tra-
bajos de Haken [13, 14] sobre lasers y Prigogini [11, 19] sobre las oscilaciones
de reacciones quimicas. En particular, Nicolis y Prigogini [19] consideran
que un sistema fuera de equilibrio es un sistema abierto estacionario con tasa
de produccién de entropia positiva, lo cual significa intercambio de materia
y energia con su entorno, e introducen el concepto de estructura disipativa
para designar el fenémeno que se origina de la cooperacién de los subsistemas
en una situaciéon en la que el sistema total esta en equilibrio. Hacemos notar
que precisamente esta caracteristica esta presente en la cadena de spines que
estudiamos en el Capitulo 4.

Para distingir los estados de equilibrio de aquellos que siendo estacionar-
ios estan fuera de equilibrio, en fisica se tiene la condicién de balance de-
tallado, ya conocida por Boltzman, que describe la dualidad que existe
entre el proceso de transicién de un estado a otro y el proceso de tran-
sicion inverso. En matematicas tenemos la condiciéon de reversibilidad
de Kolmogorov que establece que la probabilidad de visitar los estados
X9, X3, - Ty, iniciando en xy es la misma que la de vistarlos en el orden
inverso ,,x,_1, -+ ,T2,2; iniciado en x;. No es un accidente que ambas
condiciones sean equivalentes pues las dos nociones: equilibrio y reversibili-
dad, resultan ser lo mismo.

Si el balance detallado caracteriza equilibrio, jqué caracteristica debe
tener un sistema fuera de equilibrio? Trabajando con la descomposiciéon en
ciclos de cadenas de Markov de Kalpazidou [16], recientemente los Qian [21]
desarrollaron una descripcién de la produccion de entropia de una cadena
de Markov estacionaria en términos de la distribucion circulatoria ¢ descom-
posicion en ciclos, mostrando asi el papel fundamental que juegan los ciclos
tanto en el comportamiento asintotico de la cadena como en la produccion de
entropia. Esta descomposicién en ciclos implica que la corriente o flujo entre
los estados de la cadena, tiene una descomposicion en ciclos de manera que,
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si el flujo neto en cada ciclo es nulo el sistema esté en balance detallado y la
cadena es reversible; pero si hay un flujo neto no nulo en al menos un ciclo,
entonces la cadena es irreversible. Una cadena de Markov con una corriente
neta no nula tiene produccion de entropia positiva y viceversa. Entonces las
cadenas de Markov con una corriente neta no nula pueden tomarse como
modelos de sistemas fuera de equilibrio.

El propésito principal del presente trabajo es hacer una revision de la
teoria de los Qian en el caso de cadenas de Markov finitas, completando los
detalles de manera que la exposicion resulte facil de entender para el lec-
tor interesado. Ademds, como mencionamos antes, presentamos un ejemplo
nuevo, relativamente ”simple”, de una cadena de Markov a tiempo continuo
con un estado invariante fuera de equilibrio, a la cual aplicamos su teoria.
Este ejemplo completa, en cierta medida, la exposicién de los Qian: pues por
una parte es un ejemplo de una cadena de Markov a tiempo continuo irre-
versible, los Qian no presentan ejemplo alguno de este tipo; por otro lado,
puesto que proviene de un generador de Gorini-Kossakowski-Sudarshan y
Lindblad (GKS-L) restringido a una subdlgebra conmutativa del dlgebra de
las matrices complejas 4 x 4, esta asociada con un sistema cuéntico fuera de
equilibrio, los cuales no se consideran en el libro de los Qian. El semigrupo
cuantico de Markov asociado con este generador GKS-L, describe la evolucion
de una cadena de spines cuanticos que interacciona con dos banos térmicos a
diferentes temperaturas, [1]. Otros enfoques sobre sistemas cudnticos fuera
de equilibrio se pueden encontar en las referencias 23], [15, 2].
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Capitulo 1

Circuitos, ciclos y funciones de
pasaje

1.1 Circuitos

Un circuito o ciclo es un concepto topolégico que puede definirse geomé-
tricamente o algebraicamente. Desde el punto de vista geométrico, un cir-
cuito de puntos distintos es la imagen, bajo cierta funcién, de un circulo o de
cualquier curva homeomorfa a un circulo, por ejemplo una curva de Jordan
compuesta de varios arcos cerrados. Mientras que la definicién algebraica
requiere la nocién de orientacion, es decir, distinguir un punto inicial y un
punto final en cada arco. Cuando los arcos de un circuito tienen la misma
orientacién lo llamaremos circuito dirigido.

Una propiedad que poseen los circuitos dirigidos es que regresan perioédica-
mente a sus puntos, esto motiva una definicion que exprese dicha periodici-
dad.

Definicién 1.1.1. Una funcion de circuito dirigido en un conjunto numer-
able S es una funcion periddica ¢, ¢ : 7 — S.

A los valores de la funcién ¢(n), n € Z, les llamamos puntos, vértices o
nodos de ¢, mientras que a las parejas (c(n),c(n + 1)), n € Z, les llamamos
aristas. Al menor entero p = p. > 1 que satisface la ecuacion c¢(n +p) = ¢(n)
para todo n € Z le llamaremos periodo de c.

Con cada funcién de circuito dirigido ¢ podemos asociar una clase de
funciones de circuito dirigido ¢/, construida a partir de ¢ mediante el grupo



2 CAPITULO 1. CIRCUITOS, CICLOS Y FUNCIONES DE PASAJE

de translaciones en 7Z de la siguiente manera: para cualquier ¢ € Z fijo,
definimos la funcién ¢;(n) := n + ¢, n € Z. Con ello obtenemos una nueva
funcién de circuito dirigido ¢ mediante la composicién ¢ = c o t;, es decir,
d(n)=c(n+1i),neZ.

El hecho de que ¢y ¢ no difieren escencialmente motiva definir la siguiente
relacion.

Definicién 1.1.2. Decimos que dos funciones de circuito dirigido ¢ y ¢’ estdn
relacionadas, denotdndolo por c ~ ', siy solo si existe i € 7 tal que ¢ = cot;.

Es importante notar que si ¢ ~ ¢’ entonces ambas funciones comparten
periodo, vértices y direccion.

Proposicién 1.1.3. La relacion ~ es una relacion de equivalencia sobre la
clase de todos las funciones de circuito dirigido en S.

Demostracion. (i)Reflexividad. Una funcién de circuito dirigido ¢ satis-
face ¢ ~ ¢, pues c = co ty.

(71)Simetria. Supongamos que ¢ ~ ¢, es decir existe i € Z tal que /(n) =
¢(n+1i). A partir de ello vemos que —i satisface ¢(n) = /(n + (—i)). Por lo
tanto ¢ ~ c.

(#11) Transitividad. Sic ~ ¢y ¢ ~ ', entonces existen ¢,j € Z tales que
d(n) =cn+1i)y d(n) =cln+j). Deaqui obtenemos ¢’(n) = (n+j) =
cn+i+j). Asi que c ~ (. O

Definicién 1.1.4. Le llamamos circuito dirigido a cada una de las clases
de equivalencia inducidas por ~.

Un circuito dirigido ¢ estd completamente determinado por

e El periodo p.

e Cualquier (p. + 1)-tupla (i1,4s,...,%p,,lp.41) CON ip 1 = 43 O cua-
lesquiera p. parejas ordenadas (iy, i2), (i2,%3), - - ., (ip., Ip.t1) CON Gy 1 =
i1 donde iy = c(n+1—1), 1 <1 < p. para algin n € Z.
Definicién 1.1.5. Fl ciclo dirigido asociado con un circuito dirigido dado
¢ = (i1,92,...,1p,01), p > 1, con puntos distintos iy, 1, ..., 1,, es la sucesion
ordenada ¢ = (iy,...,1p).
Como consecuencia de las definiciones anteriores, un ciclo dirigido es in-
variante respecto a permutaciones ciclicas.
Definicién 1.1.6. Dado un circuito dirigido ¢ = (i1, 12, ..., 1y, 11) definimos
el circuito en reversa como c— = (i1,ip,ip—1,...,%2,171).
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1.2 Funciones de pasaje

Dado un conjunto finito Sy un circuito dirigido c en .S, para el estudio de sus
propiedades es t1til saber cuando un circuito pasa a través de un punto. La
manera mas sencilla de hacerlo es usar la funcién indicadora de dicho evento.

Definicién 1.2.1. Dado un circuito dirigido ¢ = (i1, ... ,1,,%1), definimos la
funcion de pasaje de c denotada por J. como

Jo(k)=card{l € Z : i1 = k,0 <1 <p.— 1}
Decimos que ¢ pasa por k siy sélo si J.(k) # 0. J.(k) es el nimero de

veces que ¢ pasa por k.

Proposicién 1.2.2. Si ¢ es un circuito dirigido entonces Jeo, (k) = Jo(k)

para todo j € 7.

Demostracion. Como cot; es una permutacion ciclica de ¢ es claro que

Jeot; (k) = Jo(K). ]
Cuando los puntos de ¢ son distintos, con excepcion de los extremos,

entonces

Ju(k) = { 1 sik es punto de c¢;

0 otro.
Definicién 1.2.3. Dados ky,..., k. € S conr > 1 y un circuito dirigido c
en S con periodo p, definimos J.(kq, ..., k.) como

Jo(ki, ... k) =card{l € Z : coty(m) =kp,m=1,2,...,r0<1<p.—1}

Decimos que ¢ pasa através de (ki, ... k) siy solo si J.(ki,..., k) #
0. Jo(k1,...,k.) es el nimero de veces que ¢ pasa por (ki,..., k;).

Cuando los puntos de ¢ son distintos, excepto por los extremos, entonces

nisg) =

Lema 1.2.4. La funcion de pasaje J. satisface las siquientes propiedades de
balance:

1 si(4,7) es arista de ¢;
0 otro.

To(k) =" Je(k,i) = > Jo(l k)

i€S les
Jo(k) = J._(k-)
para cualquier k = (ky, ..., k) € S", r > 1.
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Demostracion. Primero notemos que ¢ no pasa por k siy solo si ¢ no pasa
por (k,i) para todo ¢ € S, equivalentemente, ¢ no pasa por (I, k) para todo
[ € S. En ese caso se cumple

Jo(k) = Je(ki) = Jo(lk) =0

€S leS

En el otro caso, cada vez que ¢ pasa por k, considerando al punto de ¢
inmediatamente después de k, digamos i, podemos concluir que ¢ pasa por
(k,7). De manera andloga, fijindonos en el punto inmediatamente anterior a
k, digamos [, concluimos que ¢ pasa por (I, k).
Para la segunda ecuacion es claro que el nimero de veces que ¢ pasa por
k es el mismo nimero de veces que c_ pasa por k_.
m

Definicién 1.2.5. Una funcion w : S x S — Z, no negativa que satis-
face las propiedades de balance del lema anterior la llamaremos funcion de
balance.

Sorprendentemente el siguiente teorema muestra que cualquier funcién de
balance puede expresarse como combinacion lineal de funciones de pasaje de
ciertos circuitos dirigidos. Es decir, en cierto sentido, las funciones de pasaje
forman una "base” de las funciones de balance.

Teorema 1.2.6. Sea S un conjunto no vacio, finito y w una funcion no
negativa definida sobre S x S. Supongamos que w satisface las ecuaciones de
balance

> w(k,i)=> w(ik), keS (1.1)

€S 1€S

Tal que cada suma es estrictamente positiva. Entonces existe una coleccion
ordenada, finita C de circuitos dirigidos en S y un conjunto ordenado {w, :
¢ € C} de nimeros estrictamente positivos, dependiendo del orden de C, tales
que

w(k,i) =Y wedo(k, i), (1.2)

ceC

para todo k,i € S donde J.(i,j) es una funcion de pasage.
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Demostracion. Sea k € S arbitrario fijo. Por la positividad estricta
de (1.1) existe un j € S tal que w(k,j) = w_(j,k) > 0. Hacemos i; =
k, i = j. Tomando iy fijo y aplicando (1.1), podemos concluir que ex-
iste un i3 tal que w(iz,i3) > 0. Repitiendo este proceso obtenemos una
sucesion de pares (i1,142), (i2,43), ... para los cuales w(ix,ix1) > 0. Como
S es finito los términos de la sucesién eventualmente se repiten. Sea n el
minimo indice tal que 7, = i para algin k£, 1 < k < n. Entonces la lista

(Uy tk11), (Tks1, Tka2), - - - (n_1, 9% ) determina un circuito dirigido ¢; con pun-
tos distintos.
Definimos
We, min w(i, ).

{(4,5):(i,5) es arista de c1}

Consideramos la funcion w (i, j) := w(i, j) —we, Je, (4, ). Por la definicién
de w., y por ser combinacién lineal de funciones de balance, esta nueva
funcion es no negativa y de balance.

Si wy; = 0 la conclusién del teorema se satisface para C = {¢;}. Si no,
entonces por contruccién w; se mantiene estrictamente positiva en ntimero
menor de parejas que w. Repitiendo el argumento ahora para w; obten-
emos un circuito dirigido ¢ de puntos distintos, excepto por los extremos.
Definimos

We, 1= min wi(2,7).
2 {(3,7):(2,5) es arista de c2} ( ’ )

Y tenemos la funcién

WQ(Z,j) = wl(Zaj) - w02‘]62(i7j)
= ’U)(’L,j) - wcljcl(imj) - wCQJCQ(iaj)7

etcétera.

Mediante este procedimiento obtenemos una sucesion wq, ws, ... de fun-
ciones de balance tales que cada wy; permanece estrictamente positiva en
menos parejas que wy. Por ello después de un numero finito de pasos, dig-
amos n, la sucesién de funciones se vuelve constante 0, es decir w; = 0 para
[ >n+1.

Si hacemos C = {e¢y,¢a,...,¢,} por construccién para todo i,j € S se
satisface

w(i,j) = chJc(i’j>

ceC
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O

La ecuacién (1.1) se llama "ecuacién generadora de ciclos” pues puede

usarse como definicién implicita de circuitos dirigidos, véase la referencia

[16]. De acuerdo con lo anterior diremos que la funcién w esta representada
por (C,w.) v que (1.2) es su descomposicién en circuitos dirigidos.



Capitulo 2

Descomposicion en ciclos:
tiempo discreto

2.1 Introducciéon

En este capitulo £ = {&, },ez es una cadena de Markov a tiempo discreto, ir-
reducible y estacionaria en un espacio de probabilidad (€2, F,P), con espacio
de estados S finito, matriz de transiciéon P = (p; ;)i jes v distribucién invari-
ante [T = {m;};cs. Siempre que sea necesario, por ser S finito, consideraremos
a la o-algebra total ¥ = 2% en el espacio medible (S,%) y |S| = N.

Frecuentemente tomaremos (2, F,P) como el espacio canénico dado por
el Teorema de Extensién de Kolmogorov para &, es decir,

Q=5%={w=(w)rez : wr €S, Yk € Z}

con &, (w) = wy.

En este capitulo definiremos una cadena de Markov auxiliar que nos ayu-
dara a estudiar ciertas propiedades de la cadena &, en particular, la existencia
de ciclos que no dependen de la orbita w. Esto nos permitira alcanzar nu-
estro objetivo principal que es obtener una descomposiciéon de la cadena en
términos de estos ciclos.

[ustraremos la definicién de la cadena auxiliar {7, }, mediante un ejem-
plo. Supongamos que la érbita w de £ es

{3,4,7,3,1,2,1,2,4,1,...}
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En cada tiempo n, 1,(w) serd la érbita de la cadena original hasta el tiempo
n, respetando el orden en que aparecen los estados, pero descartando los
ciclos formados hasta dicho tiempo. Es decir,

n 0 1 2 3 4 3 6
&n(w) 3 4 7 3 1 2 1
() 8 B4 B47 B B B2 B
Ciclos descartados (3,4,7) (1,2)

A continuacién definiremos {7, }, de manera rigurosa.

2.2 La cadena derivada

Definicién 2.2.1. Definimos a [S] como el conjunto de sucesiones finitas
ordenadas de elementos distintos de S. En simbolos

[S] = {[i1, 02, ... 0] 1,02, ...,10 € S y son distintos,r > 1}.

La concatenacion de dos elementos de [S] estd bien definida siempre y cuando
no tengan puntos en comin, i.e.

[[7:1, e ,Z'r], [7;7«4_1, e ,7:»,«4_”]] = [7;1, P 7ir7 7:7"+17 e 77:T+n].
Claramente [S] es finito. Tomaremos la o-4lgebra [] = 2[5,

Definicién 2.2.2. Definimos una operacion binaria |3 : [S] x S — [S] me-
diante

[il 2'2 Z]E_JZ_{ [i17i27‘-'air7i] SZZ¢{21,7ZT}
) 02y 0oy bp -

[i1,92, ... i),  SUi=ig,para algin 1 <k <7

Definicién 2.2.3. Definimos el proceso estocdstico {n, tnen, M : 2 — [S)]
recursivamente como sigue:

no(w) = [€o(w)] N (W) = Nn—1( Ufn paran > 1.

Proposiciéon 2.2.4. El proceso estocdstico {n,(w)}nez estd adaptado a la
filtracion {F, }n>o donde F,, = 0(& : 0 < k <n).
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Demostracion. Tenemos que ver que 7, es F,-medible para cada n. Usa-
remos induccién. Sea A € [¥] cualquiera.

Para n = 0,

1 (A) = {w e Q: o)) = mlw) € A} = | &' ({m}) € R

[nl]EA

Supongamos que el resultado es vélido para n. Como X, [¥] son las o-4l-
gebras totales, entonces la o-algebra producto coincide con [X] x ¥ haciendo
trivialmente medible a |4 : [S] x S — [S]. Por otro lado para (1, &.41) :
Q — [S] x S tomamos un conjunto rectangular A x B donde A € [¥],
BeX.

(nnagnJrl)_l(A X B) = 77;1(‘4) mg;-il-l(B) € ‘FnJrl pues ‘Fn C Fn+1

La familia de conjuntos rectangulares medibles es una algebra, por tanto
es m-sistema contenido en la familia .

"E’p - {C € [S] X S: (77m§n+1)_1(0) € ~Fn+1}
i) Se tiene que [S] x S € & pues (N, &nv1) H([S] X S) =Q € Fia
ii) Si C,D € £y C C D entonces

(Umfn—i—l)_l(D - C) = (Un7€n+1)_l(D N CC)
- (nna §n+1)_1(D) N (Un,§n+1)_1(00) S ]:n+1

iii) SiCy C Cy C ..., C; € Z entonces

nn’gn—l-l <UO> U 77n,§n+1) (Cz> € ]:n+1

Asi £ es un A-sistema. Por el lema de Dynkin (7, £,+1) es medible. Usando
la relacién de recurrencia 7,41 = [ o(1n, £np1) concluimos que 7,11 es Friq
medible.

O

Definicién 2.2.5. Definimos [S]; como el conjunto de elementos [iy, ..., i,],
r > 1 de [S] tales que iy =i y pi, i, >0V 1<k <.
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De acuerdo a la manera en que estd definida 7, si no(w) = [i] entonces
nn(w) € [S]; para todo n.

Lema 2.2.6. n = {n,}n>0 €s una cadena de Markov con espacio de estados
[S] y distribucion inicial

1€ 8

otro

P =) = { ¢

Cada [S]; es una clase irreducible y positiva recurrente de n. Ademds
para cualquier par de estados y; = [i1,... 05,92 = [j1,---,Jr] € [S]; la
probabilidad de transicion en un solo paso viene dada por

Dig g, SZ.TSS yil:jl; i2:j2;-";i7‘:jr
Pyy,yo = 0T:S+1y21:j1}22:j27"‘7282]57
0 otro caso

Y la distribucidn invariante tinica 11 de 1 en cada clase irreducible [S); sat-
1sface

I ([i]) = m;
Demostracion. Primero notemos que si y; = [i1, ..., %), %2 = [j1,.--,jr] €
[S]i, w € Q, por la manera en que actia 4, s6lo es posible la transiciéon de
(W) = y1 & Nur1(w) = y2 si y2 = Y1, 5] 6 y1 = [Y2, [ir41, .- -, 4s]], por tanto

si no pasa lo anterior para cualesquiera zy,...z,-1 € [S];

P(Nni1(w) = va|na(w) = 1, M0-1(W) = 201, ... ,m(w) = 21) =0

En cambio, siys = [y1, 7] 0 1 = [y2, [irs1, - - -, 1s)] ¥y cualesquiera zy, ... 2,1 €
[S]; adecuados, tenemos que

P11 (w) = 2|mn(w) = y1, Mn-1(w) = 201, -, m0(w) = [i])

= P(nn+1(w) = 2, o1 (w) = Jrl€n(w) = s, ma(w) = 91, .-, mo(w) = [1])
= P(§ni1(w) = jrl&n(w) = is, (W) = 91,11 (W) = 201, ..., mo(w) = [i])
= P(§ni1(w) = jrl&n(w) = is)

- pisvj'r?
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donde hemos usado la propiedad de Markov de £&. Asi mismo, la propiedad
de Markov para 7 se sigue de lo anterior.

Para ver que [S]; es una clase irreducible de 7, basta ver que cualquier
[i,41,...,is € [S]; estd comunicado con [i]. Por definicién de [S];, [i] esta
comunicado con [i,iy,...,is]. En efecto, como ¢ es irreducible, n llega a [i]
partiendo de [i,11,...,1], pues & llega a i partiendo de i, completando el
ciclo (,41,...,1s).

Al ser n irreducible en [S]; el cual es finito, entonces es recurrente positiva.
Sea II’ la distribucién invariante tinica de 7.

Finalmente tenemos que

(i) = Im > P = i = 1)

B nh—{{.lo % Zp(fk = [i]|§ = [i]) = m.

2.3 Distribucion estacionaria de 7

En esta seccion se probardan algunos resultados necesarios para dar la forma
explicita la distribucién estacionaria, II*; de 1, en términos de las entradas
de la matriz de transicion P de &.

Definicién 2.3.1. Dado un conjunto indice H = {hy,...,h}, definimos
D(H) como el subdeterminante de la matriz D = I — P tomando como
renglones y columnas a los elementos de H, es decir,

dhhhl dh17h2 T dhl:hk
dhyhy Ahohy =0 dhgh
2,1 2,12 2,51k
D(H)=| . )
dhk,h1 dhk,hQ T dhk»hk

Si H =0 definimos a D(H) = 1.
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Lema 2.3.2. La distribucion estacionaria unica Il = (m;);es de la cadena de
Markov & puede expresarse como

D{i}c
U 9 (2.1)
2 jes DI
Demostracion. Sabemos que II existe, es Unica y satisface

MP=P, TI1=1,

Uy

equivalentemente,
IID=o0, II1=1.

Como la suma de cada renglén de D es cero, el anterior sistema de ecua-
ciones es equivalente al sistema

1 dig dip -+ dij dijp -0 din
1 dey dop -+ dyj1 dojp1 - dan
(7717 . y TN . . . . .
1 dnvy dyp -+ dyj-1 dyj+1 - dyw
= (17 0’ . b 0)7

para cada j € S.
Llamaremos D; a la matriz del sistema anterior. Veremos que det D; # 0.
Consideremos la transformacién lineal asociada con la matriz D,

D:RY — RV,
i) 1 € ker(D) — Im(D)

Claramente D1 = I1 — P1 =0, donde 1 =
1
Por otro lado supongamos que 1 € Im(D), es decir, existe x tal que
Dx=1= Px =2z — 1. Entonces
NP=MI=Iz=I0Pr=1I(z—1)=1lz -1
=1=0

Lo cual es una contradiccién.
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ii) ker(D) N Im(D) =10

Tenemos que ker(D) N Im(D) C ker(D) y por el teorema de Perron-
Frobenius sabemos que el espacio propio asociado al valor propio domi-
nante tiene dimensién 1, en este caso al ser P una matriz estocastica e
irreducible dicho valor propio es A = 1y dimker(D) = dimker(/ — P) =
dim E), = 1. De esta forma dim(ker(D) N Im(D)) = 06 1. Pero no
puede ser 1, pues en ese caso ker(D) N Im(D) = ker(D) y por el inciso
anterior esto no es posible.

ili) Las columnas de D; son linealmente independientes

Por lo anterior podemos escribir RY = ker(D) @ I'm(D), es decir pode-
mos escribir de manera tnica al 0 como suma de elementos de ker(D) y

de Im(D).

Para probar la independencia lineal de las columnas de D; llamemosles
1,d; a las columnas correspondientes. Si al + ), 4 Bid; = 0 entonces
claramente a1 pertenece al kernel y la suma del lado derecho pertenece
a la imagen de la matriz D. Solo queda entonces que a = 0 y que
> oy Bid; = 0. Por tltimo, de la independencia lineal de d; se sigue que

B = 0.
De modo que resolviendo el sistema obtenemos,

II=(1,0,...,0)D;! = (vector de cofactores de la primera columna de D;).

La j-ésima entrada de II es

D({;}°)
T (1)t det D, (22)

Recordando que ), d;; = 0 = —d, ), = Z#k d;; para toda k, sumamos
todas las columnas, excepto la primera, a la segunda columna. Como el
intercambio de columas dentro de un determinante sélo le cambian el signo,
obtenemos que si 2 < j < N
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det Dj =
1 dig dip -+ dij dijp -0 din
1 dey dao -+ doj1 dojp1 - dan
= det . . . . . . ) .
1 dny dyp -+ dyj-1 dyjy1 - dyw
1 —di; dip - dij1 dij1 -+ din
 det —dy; dao - dQ,?‘—l d2,7+1 o dyn
1 —dn; dy2 -+ dyj—1 dyjqr - dyn
1 dig -+ dij1 di; dijz1 -+ din

1 dyp -+ doj1 doj doji1 -+ don
1 dn2 -+ dnj—1 dnj dnj+1 -+ dyn

= (=1)’*'det D,

Por otro lado dado que Y ._¢m; =1y que 7;(—1)*tdet D; = D({j}°)

jeES
det Dy =det Dy Y ;=Y mi(—1) " det D; = > D({j}*)
JES jeS JES

Finalmente combinando lo anterior

__ D) _D{39) __ D{R)
i (—1)i+1 det D, det D, Z]ESD({]'}C)‘

Lema 2.3.3.
D({iy,i9,...,i5-1}°)
— dis,isD({ih P ,is}c)

. .. . ve
- E pis,jlpjh]é'"pjr—l,jrpjmisD({jla--'a]razlw"vzs} )7
T’>0,j1 7777 .jT
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en donde la suma se toma sobre todas las elecciones distintas de ji,..., 7, €

A

Demostracion. Introducimos para esta demostracién la siguiente notacién.

Le llamaremos D(i, j|k1,. .., k) al siguiente determinante:
dij digy, - dig,
DG, jlkr, . k)= | o9 Dk ]
Ay i o o dpg,
es decir, es el determinante formado por los renglones i, k1, . . ., k, y las colum-
nas j,ki,...,k, de la matriz D. Entendemos que todos los kq,..., k. son

distintos entre si.
Expandiendo dicho determinante por el primer renglén vemos que

O I S R/
DG, jlkr, ... k) = dyy | Bl _ o |y
g o g |
D(kr, o)
kg ik 0 ik oy ik 0 ik,
+di,ksj(_1)1+(s+1) dk‘%j dkz.,kl dk27'ksfl dk27‘1€s+1 dkg.,kr 4
g Ao 0 dikey ek 0 dike |
Mi k.
kg diiks 0 diyke s
by (1)) | B ke

di,j o o ek,
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Es facil verificar que D(ks, jlk1, ..., ks—1, ksy1, -+, k) = (=1)* "M ;. donde
M; 1, es la matriz del término general indicada arriba.
Con ello tenemos que

D(i, jlk1,. .. k)

=di;D(ky,... .k +Zdz ko (=D)AL

=d;;D(ky,... .k +Zdz k(=D D (kg Gk, ket Kagn, oK)

=d;;D(ky,... .k +Zdl k(D2 Dk, gLk ke, kg Ky
\—,_/

DPi ks

=di;D(ky, ... k) + > piw Dk, jllr, o ket k- k).

Por induccién sobre r probaremos que

D(Za.7|k:1 s 7kr) - dz‘,jD({k/’l, RN kr})

@3
Z Pij1Pjr gz " .pjaflajapjaij<{k17 RS kr} N {Jla s 7.7&} )7
a>0,71,....0a
donde la suma se toma sobre las distintas elecciones jy, ..., j, en {ki,..., k.}.

Para r=1, usando la igualdad obtenida anteriormente obtenemos,
D(i, jlki) = di jD({k1}) + pig, D(k1, j|-) = di jD({k1}) = Pigy Prr D(OD),
——— ~~~

dk17]' 7dk17j
que corresponde al inico caso de la eleccion ”vacia”.
Supongamos el resultado cierto para r. Por la expresiéon anterior

D<i7j’k17 T kr+1) = di,jD(kh cee k?r+1)+
r—+1

szkD sa]|k17'-' s— 17ks+1a-"7kr+1)
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Trabajamos la suma del lado derecho en donde al usar la hipétesis de
induccion obtenemos que

r+1

D ik Dk, gk, - ko oy k)
s=1

r+1

= i ) D Fa b R))
s=1

- Z Di ks Dks,j1Pjr,ga ~ "

. 'pja71,japja’jD<{k1’ ceey ks—ly k3+1, ey kr+1} ﬂ {jl; e ,ja}c).

Fijandonos que

D({k1, ... ks—1,kss1,- - kri1}) = D({k1, ..., krp1 0 {ks}9), a cada eleccién

J1y- -+, Ja de elementos de {ki,..., ks_1,ksi1,...,k-11} la renombramos y
agregamos el correspondiente k,, obteniendo al mover la s con la suma todas
las elecciones j1, jb, ..., j., de elementos de {ki, ..., kry1}

donde ji = ks, jb = Jji1,. ..
Ademas notamos que

D({k1, ... ks—1,ksi1, - krn } 01, -+ Ja}S)
- D({kl, ey kr+1} ﬂ {]1, e ,j(;/}c)

Obteniendo finalmente, al juntar los dos términos de la suma, que
D(i,jlky ... krya) = diyD({k1, .. krya })

- Z Pi i Py g4 ‘pj;,,jD({k’l, Y S SRR VITERRY 93

Cl{,>0,‘]i 7777 ];/
Por tanto la ecuacién (2.3) vale para toda r. Finalmente hacemos i =
Jj =1is, v a{ky,....k} = {i1,...,is}° en dicha ecuacién para obtener lo

deseado. O]
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Lema 2.3.4. Para todo j € {iy,...,is}° fijo tenemos que

D({iy, ..., is}°)

= Z Z Dj,j1Pjr g2 " 'pjr,ikD({jajla o Ty U1y e ais}c)a

k=1 r>0
-]17“'7‘77‘

donde la suma esta tomada sobre las distintas elecciones

]la"'ajr € {jailf" ais}c-

Demostracion.Procederemos inductivamente. Vemos que si el ciclo es todo
S —{j}, es decir, de longitud s = N — 1, entonces el lema es valido, ya que

D({i1,....i.}9) =D({j}) =djy =1—pj; = > pis,
k=1

:Z Z pj:jlpjlvﬁ“.pjmikD({jajla'"7.7'1”77/-17"'>is}c)

k=1720,j1,....4r

pues existe una tunica eleccién para los 7;’s, la eleccién vacia.

Si el ciclo tiene s = N — 2 elementos para j = iy_1 0 j = iy se tiene que
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D({iy,...,is}%)
= D({in-1,in})

= diN717iN71diN,iN - diNflyiNdiNﬂNfl

(1 - piN—1,iN—1)diN,iN — Pin_1,inPinjin_1

N-2
= ( E :pithik +piN71»iN)diN7iN — Pin_1,inPiniin_s
k=1
IN—2
= E :piNflﬂlkdiNﬂ‘N T Din_1,in (diN,iN - piN:iN—l)
k=1
N—-2
= D DPin virlinin t Pin_1in (1 = Pinin = Pinsin_1)
k=1
N-2 N-2
- piNflvikdiN’iN + § :piNfl’iniN’ik
k=1 k=1
N-2
. ) c ) . e
= piNflfikD({Zl? cee 7ZN—1} ) +piN71,iniNﬂ:k‘D({Zl7 s 7ZN} )7
k=1

por lo tanto también es valida la aseveraciéon. Ahora el paso inductivo.

Suponemos que es valida para {i, . ..,is}, 0 sea para todo j = isy1, ..

D({is_H, e ,iN})

:Z Z pj}jlpjhjz"'pjmikD({j7j1a-~~7jr>i17---ais}c)a

k=17r2>0,j1,....jr

19

L IN
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. . o N
con ji,...,Jr € {i1,49,...,1s, 7}

Tenemos que probar que es valida para {1,...,s— 1}, es decir, para todo
J=1lgy .. IN-
D({is,is11,---,in}) (2.4)

s—1
= Z Z Dj,51Pj1 .52 "'pjr,ikD({j>j17"'7j7“72.17---77;s—1}c)7

k=1720,41,....Jr

en donde la suma se toma sobre las distintas elecciones
Jis- -y Jr € {i1,09,...,is}°. De hecho basta probar que lo anterior sucede
para j = ig, pues mediante una numeracion distinta de los elementos fuera
del ciclo, podemos obtenerlo para cualquier otro j € {iy,..., 451}

La contribucién a la suma de la eleccién vacia r = 0 del lado derecho de
(2.4) es

s—1
Zpi57ikD({i17 12y vy 51, 7:s}c)
k=1

—_

S—

pis,ik-D({is—i-l) oo 77/N})
1

i

N
(dzl — Z pis,il> D({iss1,...,in}) v por hiptesis de induccién
l=s+1

= dis,isD({is—‘rl? s 7ZN})

N s
. ./ ./ . . . C
- § Dis i E § pil,jipji,jé“'pjé,ikD({ZlL]lﬂ"'7]7’7217227"'77'5} )

I=s+1 k=1r>0,4,....5.

=di, i, D({ist1,- -, in})
_Z Z Pis,j1Pj1,52Pj2 .43 'pjr,ikD({j17j27 cey Jry 1,02, 7i8}6)'

k=1r>1j1,....jr

Y completando con el resto de las contribuciones de las elecciones para
r > 1 obtenemos que la parte derecha de (2.4) es igual a
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di, i, D({iss1, -, in})

=YY PiiPiiPings P DU Gas G, )

k=1r>1,j1,....jr

s—1
L. L. . e
+§ E pi57j1pj1,j2pj27j3'"pjmik-D({jb]?a"'7]7‘721722"-'725} )
k=1r>1,j1,....Jr

= di, i, D({is41, - in})
- Z pis,j1pj1,j2pj2,j3”’pjr,isD({jlanW"7jra7;17i27"'7is}c)7
21,51, 07

donde la suma es sobre las distintas elecciones j;, ..., j, € {i1,...,i5}¢. Por
el lema anterior se concluye el lado izquierdo de (2.4). ]

Lema 2.3.5. Para cualquier i €

ZD({]}C) = Z Diyjip - 'pisflaisD({il’ T 7i5}c)'
JjeSs [i1,...,is]€[S]s

Para el caso s = 1, entendemos a p;, i, -+ Pi,_,,i, cOMoO 1.

Demostracion. Usando el lema anterior y sumando

ZD({j}c> = Z Z Di,j1Pjrj2 - 'pjmjD({iajla e I l}c) + D({Z}C)

jes jes >0
j;éijlr":]‘r‘

= Z Diqig * - .pisflyis‘D({Zi? SR 7i8}c) + D({z}c>

5227i27-~'7is
i1=1

- Z Pirjis " 'pisflyisD({Zi? R 7is}c)-

[i1,..is] €[S
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Regresando a la cadena derivada n, el siguiente teorema nos da una de-
scripcién explicita de su distribucion invariante.

Teorema 2.3.6. Si & es una cadena de Markov estacionaria con matriz de
transicion P = (p; j)ijes, trreducible con espacio de estados S finito y dis-
tribucion estacionaria Il = (m;);es, entonces su cadena derivada n es positiva
recurrente en cada [S]; con distribucion invariante 11" dada por

T ([ . 62]) = DirsaPins -~ Povr %’g'{'j’}s}). 2.5)

jES
Ademas se tiene que
I ([Zla"' p’ls,’u = § E Hjl jla'"7]7"72k72k:+17'"alk-i-s—l])pik_his)

k=1 r>1

J25--5]r
(2.6)
donde ji es fijo en {i1,...,i5}% la suma es sobre las distintas elecciones
Joy -y Jr € {J1501, - - -, 05 )€ y las sumas donde aparece k se entienden modulo

S.

Demostracion. Solo resta demostrar las ecuaciones (2.5) y (2.6). Como
n es recurrente positiva en la clase irreducible [S]; entonces II" es la tnica
solucion del sistema de ecuaciones

Yoo ([ i) =

[i1,...7i5]€[s]i

Por el lema anterior se sigue que I dado por (2.5) satisface la segunda
ecuacion. Recordando que d;j; = 1 —p;; y usando el lema (2.3.3) obtenemos
que
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D({ir, ..., i.}°)
> DY)

jes

=Diy,i2Pissiz " " Pis_1,is

D({iy,...,i5-1})
> D{i})

D({iy, ... is}°)
> D)

jes

=Div,iaPissis " Pis_1,is

_|_ pi17i2pi27i3 T pis—hispisyis

D({71, - Jrsi1y .-, 15}°)
+ Z DivyioPissis * " Pis—1,isPis,j1Pji,j2 ** " Pjr—1,3rPiris N
=1 > D({j}9)

J1ye-s]r jes

= Diy iy ([0, -y i5m1]) + piss, T ([i1, - - 4s))
—— ~

c) b)
+ P IE([i1, sy 31 -5 i)
; \.v./
jlziva CL)

Veamos que esto es exactamente la primera ecuacién. Recordemos que si
r=[T1,..., T, ¥ = [Y1,- - -, Ym| € [S]; entonces p,, # 0 sélo cuando

a) m<n
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y en los tres casos Pry = Pa,, iy -

= ﬁz/,y Hi([ila---aisfl])_" ﬁx”,y Hi([ila---aié’])
~~~ S~~~

+ Z ﬁx,y Hi([ila"'aisajla'"7jr])

Esto demuestra (2.5). Usando la descripcién de IT? junto con el lema (2.3.4),
fijando un j; € {iy,...,is}¢ se concluye la validez de (2.6). O

2.4 Representacion probabilistica en ciclos

Definicién 2.4.1. Le llamamos C,(w) a la clase de todos los ciclos que ocur-
ren hasta el tiempo n a lo largo de la orbita {&(w)}i>o

Definicién 2.4.2. Para un ciclo ¢, definimos

o) = lzfuzzl{w (@) = (@), figns e[} @)

Es claro que w,,(w) cuenta el nimero de veces que aparece el ciclo ¢ o alguna
permutacion ciclica en la orbita {§(w)}i>0 hasta el tiempo n.

Definicién 2.4.3. Denotamos por o,(w;1,j) al nimero promedio de transi-
ciones de i a j en la drbita de {§(w)}; > 0 hasta el tiempo n.
En simbolos

1
op(wii,j) = — card{m : 0 <m < n,&p(w) =1, &npr(w) = J}
n
Buscamos obtener una familia de ciclos, a la que llamaremos C,, que no

dependa de w y que contenga a todos los ciclos posibles de la cadena . A
continuacion definimos dos procesos estocasticos auxiliares v y ¢ mediante
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Vot 2 — S xS

Tn(w = (€n1(w), &n(w))
G s Q — [S] x [9]
(W) = (Ma-1(w), M (w))

Proposicion 2.4.4. El proceso estocastico v es una cadena de Markov. FEs
wrreducible y positiva recurrente en

I'={(,s) e SxS:p,s>0}
con distribucion estacionaria unica
Hw(@';j) = TiPij
Demostracion. La propiedad de Markov se sigue de

]P)(%H-l(w) = (yla y2)|7n(w) = (1'1, x2)7 Vn—l(w)’ s 771((")))
= ]P)(fnJrl(w) = yQafn(w) = y1|€n(w) = T2,... 7€0<w))
0 otro = Q@) (yrv2)-

_ { Py ST2 =Y _

La irreducibilidad de v se sigue de la definicion de I y de la irreducibilidad
de &. Al ser [ finito entonces 7y es positiva recurrente.

Como
E TPk = E 7TlE Dik = E m=1
LkeS leS  keS les
E TIPLEG(K),(5,5) = E TiPL,iPi; = Pij E TP = TiPij
LkeS les les
por la unicidad de la distribucién invariante entonces 1L, (%, j) = m;p; ;. O

Proposicion 2.4.5. El proceso estocdstico  es una cadena de Markov. Para
cada i € S, ¢ es irreducible y positiva recurrente en

Ii = {(yo,y1) € [S]i X [S]i : Pyoy > 0}

con distribucion estacionaria

f[i(yo, Y1) = ﬁi(QO)ﬁyO:yl
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Demostracion. La propiedad de Markov se sigue de

P(Cot1(w) = (Y1, ¥2)[Ga(w) = (21, 22), ..., (1 (w))
= P(1nr1(w) = y2, Ma (W) = y1|na(w) = 22, ..., 1m0(W))

Dur. Si xo = Y1 ~
— { Oyl Y2 otro = q(z1,22),(y1,92)"

La irreducibilidad de ( se sigue de la definicién de I; y de la irreducibilidad
de n. Al ser I finito entonces 7 es positiva recurrente. Como

Z HZ xl px1 T2 T ZH Zﬁxlvx? - Zﬂz(il) -

r1,T2€1; z1€l; ro€l; r1€I?

Z Hi(xl)ﬁm,ng(m,xz),(yhyz) = Zni(xl)ﬁxl,wﬁyhyz

z1,22€l; z1€S

= Dyr Z Hi(xl)ﬁth = pynygni(yl)’

T1ES
por la unicidad de la distribucién estacionaria entonces IL, (7, j) = mp;; O

Proposicién 2.4.6. Para todo i,7 € S

lim 0, (w;1,7) = mpi; c.s.
n—oo

Demostracion. Para,j € Sfijos consideramos el funcional f : SxS — R
definido por

f(z,y) = Liagy (2, y)

Tenemos que o,(w; 1, j) Zf (Em_1( Zf (Ym (w

Y aplicando la ley de los imeros para cadenas de Markov a la cadena
obtenemos que
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1 n
S | :
im o, (w3, 7) n;ngonn;f(v ()

n—oo

= Y IL(LEFILE)  cs

l,kesS

= ) (LK), k) cs.

LkeS
= II,(, ) c.s.
= TuPi;j C.S.
]
Proposicién 2.4.7. Para cada ciclo ¢ = (iy, ... ,is) el siguiente limite existe
. Wen(w)
lim ——~ =w, c.s.,
n—00 n

donde

We = Piq ioPinsia " Di pD({ll77Zs}c)
c i1,i2M12,i3 is—1,isMis,i1 ZjesD({j}c>

Demostraciéon. Para algin ¢ € S fijo denotamos por P; a la probabilidad

condicional P(-|§y = ). Para el ciclo ¢ = (i1, ..., 1) definimos el conjunto en
[STi x [STi
A ={(z,w) : z = [w,ig11, - . -, igrs—1]), €l Ultimo elemento de w es iy}

Aplicando la ley de los grandes nimeros para cadenas de Markov a ( y
al funcional f : [S]; x [S]; — R, entendiendo las sumas interiores médulo s,

flwy) = 1a(z.y),

obtenemos que para P;-casi todo w
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tim 22— LS™ g ) = 27 (50)

n—00 n

= Z ﬂi(l‘l,l’g)f(l‘l,x2>

(z1,22)€[S]?

S

- Z ﬁi<x1)ﬁrl,xzzlAk($1,$2).

(z1,22)€[S7 k=1

Hay dos casos:

Sii € {iy,...,is} digamos i =14; con 1 <[ <s,

Ay = { (i, il )} stk =1

0 otro

de donde

= Y I(@0)Pria ) la,(21,72)

(e1,22)el; h=1
= ﬁil([ib iH—lv s 7il+5_1])pil_1’il

- ﬁil([ila o 7i8])pi5,i17

usando el Teorema 2.3.6 en la ultima desigualdad.

Sii ¢ {iy,...,is} entonces
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= Z ﬂi(xl)ﬁml,mzlka@hfz)

(w1,22)€[S]? k=1
=22 > TT([d, Yo, ihs1s - - i rs1])Pin i
k=17r=0 (y1,y2)€[S]?

Y1=[0,Y2, k41 -1l s—1]
y2:[j1 »"‘9jT7ik]

= ZZ Z U ([6, 1oy G ks - e ey Bhbset1])Digy i

k=1720j1,...,jr

= T ([i1, ..., is))Pis iy

usando nuevamente en la ultima igualdad el Teorema 2.3.6.
Por todo lo anterior tenemos que en cualquier caso, para P;-casi todo w

tim 2o _ g,

Jm —=> is])Pissin
115+, )
= pil,’igpiQ,ig o 'pis—lfispisﬂ»l { : s}
> D}
jES
hemos usado por ultima vez el Teorema 2.3.6. [

Es importante notar que por la proposicién anterior, el limite w. no
depende de w.

Proposicién 2.4.8. La sucesion (Cp(w))n converge casi seqguramente a una
clase de ciclos denotada por Cs

Demostracion. Por definicién de los C,,(w), la sucesién es creciente y pode-
mos asignarle a cada w la clase

Coo(w) := lim C,( UC

n—o0

Para ver que no depende de la trayectoria, sean wy,ws fuera del conjunto
de probabilidad cero dado por la proposicion anterior. Entonces para cada
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¢ € Coo(wr)
lim —wc’n<w1) = w, = lim —qu(WQ)’
n—00 n n—r00 n
y asi ¢ € Coo(w2).
Por tanto Cy, = Co(w) no depende de la trayectoria w. O

Definicién 2.4.9. La clase de ciclos Cy, dada por la proposicion anterior
es la coleccion de ciclos que ocurren en casi todas las orbitas {&,(w)},. Al
conjunto de pesos {w. : ¢ € C} de las proposiciones anteriores se les llama
distribucion circulatoria de &.

El siguiente teorema es el mas importante de esta seccion. Es el primer
teorema que sugiere fuertemente que estudiando los ciclos que se forman
podemos obtener informacién probabilistica de la cadena de Markov.

Teorema 2.4.10. (Representacién Probabilistica en Ciclos) Si ¢ es
una cadena de Markov estacionaria con matriz de transicion P = (p; ;)i jes,
irreducible con espacio de estados S finito y distribucion estacionaria 11 =
(7)ics, entonces

mipig = lm Z%MW,J‘) c.s
CECOO

=Y we(i,j) VijeS.

ce Coo

Demostracion. Para esta demostracion definimos la funcion €, (w; 1, j,)
como

1 si la ultima transicion de ¢ a j pertenece
en(w;i, j) = a algun ciclo de C,(w)
0 otro.

Tenemos la siguiente descomposicion:
- Wen(W) oo (Wi, j)
n ; 9 - : JC 9 .
onlwiing) = Y, =) +

n
c€Cp (w)
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Definimos para cada n

We,n (W) .
) = sice Cy(w)
an(w; ) = { 0 otro.

Para obtener

n(wii,f) = > ande(i, f) (w’l’j)

CECOO

Tomando limite cuando n — oo en ambos lados y usando la Proposicion
2.4.6, obtenemos

TiPij = chJc(iaj)~
c€Co

]

Teorema 2.4.11. (Descomposicion en Ciclos) Si & es una cadena de
Markov estacionaria con matriz de transicion P = (p; ;)i jes, irreducible con
espacio de estados S finito, distribucion estacionaria Il = (m;);cs entonces
para cualesquiera i,) € S

TiPij — TjPji = Z (We — we_)Je(i, J).- (2.7)
CECOO

Demostracion. Para cualesquiera i,j € usando el teorema anterior dos
veces y restando obtenemos que

Wipi,j - ijj,i = cht]c(la]) - Z We_ Jc_ (]72) = Z (wc - wc_)Jc(iaj>a

c€Coo c—€ECxo c€Coo

donde usamos que J.(i,7) = J._(j,1). ]

2.5 Irreversibilidad y produccion de entropia

Definicién 2.5.1. Decimos que la cadena de Markov estacionaria & es re-
versible si (&myy - - Em,) tiene la misma distribucion que (Er—mys- - - Er—my)
para todo k> 1, my <mo < ...<my yT €Z.
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Definicién 2.5.2. Decimos que la cadena de Markov estacionaria & con
distribucion invariante 11 estd en balance detallado si

Tipij = Tjpji Vi,J €S

Definicién 2.5.3. Decimos que una cadena & con matriz de transicion P =
(pij)ijes satisface el criterio de Kolmogorov si

DiyisDisyis = " Pig_1,is = Pisyis—1 " " Pis,iaPiai1s
para cualquier coleccion finita {i1,...,is} de elementos distintos de S.

La condicién de balance detallado y el criterio de Kolmogorov son equiv-
alentes a la reversibilidad de la cadena.

r:(Q,F) = (QF)
rw(n) =w(—n) n €7,

la transormacion que "invierte” el tiempo, y

6:(QF)— (QF)
fw(n) =wn+1) neZ,

la transformacion que hace un ”corrimiento” a la izquierda.
Ambas transformaciones son invertibles, en particular r = r~!.
)

Definicién 2.5.4. Definimos el proceso estocdstico &~ como

& (W) = &u(rw) = Eon(w)
y la medida P~ = rP sobre (2, F), en donde

P~(A) = rP(A) = P(r~'(A)) VA€ F.

& es el proceso & con el tiempo en reversa, y su distribucion viene dada
por P~
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Proposicion 2.5.5. £ es reversible si y solo si P =P~

Demostracion. Recordemos que la o-adlgebra F esta generada por con-
juntos cilindricos de la forma B x SZ M donde M C Z finito, digamos
M ={my,...,my}y B e Xk

Para cualquier conjunto cilindrico tenemos que

(B x SEM

P(r—(B x S*71))

=P{weQ:rwim;) € B, i=1,...k})

P{weQ:w(-m;) € B, i=1,...,k})

=P, (W), & my (W), ..., € m, (w) € B) y usando la reversibilidad
P, (), € (@), -y () € B)
P(
I(

{fwe:wim;)eB, i=1,...k})
B x S

Esto demuestra que si € es reversible entonces P = P~. La suficiencia se
sigue de un reacomodo de las igualdades anteriores. O

Proposicion 2.5.6. La transformacion 0™ es P-invariante y P~ -invariante,
es decir, "P =P y 0"P~ =P~

Demostracion. Para cualquier conjunto cilindrico tenemos que

P(6~Y(B x SZ~M))

P{weQ:0wim;) e B i=1,...,k})

=P(&n+1(w), ..., &mr1(w) € B) y usando que € es estacionaria
I(

I(

Emi (W), -+, &my (W) € B)
B x %~ m)

Mediante el lema de Dynkin se extiende a toda F. La P~ -invariancia es
consecuencia de
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P~ (67'A)

=P(r 16 tA)

= P((6r)" )

=P((r6~ ')t A), pues r =7r67"

= IP’(HT*IA)

= P(r~'A), usando la P-invariancia de ¢
=P (A4)

El cason > 1 se prueba por induccién y esconsecuencia de lo anterior. [

Proposicién 2.5.7. £ es una cadena de Markov estacionaria en (2, F,P)
con matriz de transicion

ﬂ'.p< .

- - _ [ TPy

P~ = (p;;)ijes = <— ) ,
T/ ijes

y distribucion invariante 11— = I1.

Demostracion.
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P(E 0 () = J1E o) (@) = 1€ (@) )
= P(&n(rw)|Emir (rw) =14, ...)

B (r) = () =i,
P(&na(rw), . ..)

(i o= ) (R =9)

(Rt =)

usando la propiedad de Markov
7\

P(Enr2(rw), - [Gmia (rw) = 1)
P(&nsa(rw), ... [Enir(rw) = i)

(P&t =)

(e et

P(m+1(rw) = ilém(rw) = j) N T
- =P (rw) = ) = Lpij.
]P(ferl(TW) — Z) ( ( ) ) 7Ti J
Esto demuestra la propiedad de Markov y la forma de su matriz de tran-
sicién. La existencia y unicidad de la distribucion invariante de £~ se sigue
de la existencia y unicidad de la de &.

Ademas observamos que

- Tilig

jes jes J

es decir, II es punto fijo de P~, por lo que II™ = II. O
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Definicién 2.5.8. Supongamos que p y A son dos medidas de probabilidad
sobre un espacio medible (M, A), la entropia relativa de p respecto a \ se
define como

dp . d
) /Mloga(x),u(dx) sip < A ylog € Ly()

+0o0 otro

Definicién 2.5.9. La tasa de produccion de entropia de la
cadena de Markov estacionaria £ se define por
— lim ZH(Py,, P )
ep - n1_>rIolon [0,n] [0,n]
donde H(IP’[OM,IF’[B n]) es la entropia relativa de P con respecto a P~ restringi-
das a la o-dlgebra F{'.

Lema 2.5.10. 5% la matriz de transicion P de & satisface

pi7j>0<:>pj,i>0 VZ,]GS

entonces para todo m,n € 7Z las medidas Py, min) y P son equiva-

[m,m+n]
lentes, es decir, Py min) <K P[jn mtn] Y me mtn] K Pl men]-
Ademds la derivada de Radon-Nikodym viene dada por

d]P)[m,m—‘rn] (

AP~ w) =

me(w)pfm(w)7§m+1(w) o .p§m+n—1(w)7fm+n(w) IP) —c.s (28)
[m,m+n] W£m+n(w)p£m+n(w)a§m+nfl(W) e pferl(W),gm(w)

Demostracion. Como podemos pensar a Fit" = o({{im} X -+ {imin} X
SE=M s iman € S}) consideramos cualquier conjunto cilindrico B x
SZ=M de los que generan a Fm .

P (B x M) = (6 (@), ..., &min(w) € B)

= 7T-'irnlf)i'm7'5A11’L+1 e pim+n—17im+n ‘
Similarmente

P B x SEMy =7~

[m,m—i—n]( Zmpimyim+1 e pim+n717im+n

= 7Tim+npim+n,im+n—1 e pim+l(w),im :
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Y usando la relacién entre P y P~ obtenemos que

P[m,m_,_n](B X SZ_M) =

7.‘—iml)imﬂ;'rrwrl e piernfl:i'nH»n ]P)f
[m,m+n

(B x §EM),

ﬂ-im+np7:m+n7im+n71 o .pim+1

Asi bajo la hipdtesis de la proposicion las medidas son equivalentes.
Recordemos que los conjuntos cilindricos forman un algebra, por lo que
forman un 7-sistema contenido en el siguiente conjunto

Z = {A € F;:Jrn : ]P)[m,m—‘rn] (A) = /Afdp[m,m_g.n]}
donde f es la funcién dada por (2.8). Veremos que .Z es un A-sistema.

i) Q € Z pues

dP. = dP
/Q f [m,m+n] Z /;XSZM f [m,m+n]

Tmyeeesbm4n €S

o § Wimpl'mﬂ;m-l»l te .pim+n—17im+n ]P)—

- [m,m+n]

(B x S&M

7Tim+np7:m+nyim+n71 U pierlyim

= Z ]P)[m,m—&—n}(B X SZ?M) = ]P)[m,m—l—n](Q)

ii) Si A,B € ¥, A C B entonces

P(B) = fdP~+ [ fdP~
BNAe¢ BNA

- FdP~ + /A FdP~

B-A

- /B a4

Por lo que fdP~ =P(B) —P(A) =P(B — A).
B—A



38CAPITULO 2. DESCOMPOSICION EN CICLOS: TIEMPO DISCRETO

iii) Si Ay C Ay C ... € Z entonces

/ fdP~ = lim fdP~ = lim [ fdP~
U A, .

n—o00 U”AZ n—oo [ 4

= lim P(A4,) = P(U®A4,).

n—o0

Por el lema de Dynkin ¥ = F7*" vy por unicidad f es la derivada de
Radon-Nikodym. O

Teorema 2.5.11. La tasa de producion de entropia e, de la cadena de
Markov estacionaria & puede expresarse como

1 TiDi,j
Gp = 5 Z (ﬂ-ipi,j — ijj,i) IOg —7T4 ] . (29)
i,jeS iPji
Demostracion.
Basta considerar el caso en que

pi7j>0<:>pj,i>() Vi,jES,

de lo contrario e, = 400 mientras que en el lado derecho de (2.9) ningin
término puede ser —oo y por lo menos uno de ellos es +0o. En dicho caso
(2.9) se cumple.

Asi pues, bajo la hipotesis del lema anterior,

.1 -
ep = lim —H (P, Py,

n—oon,

ﬂ'iopio,il te .pin—lyin

Winpin;infl T ‘pil,io

= 1 L E 1
— 1m — Ty o T - 1o
n—oomn ' loploﬂl pln—l»ln g

10 yees in€S

y utilizando propiedades del logaritmo para separar productos en sumas,
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1 . TP

. k ik,ik+1

= lim — E E TkPi. i log ————
n—oo 1 p2k71k+1 &

k=0iy,ip11€S Tip1Digy i
— 1 TiDi,j 1 it d de d
= m;p;,5 10g ———, pues la suma Interna no depende de n
= TiPj.i
i,jes

W,p. .
. 1 17,
= 3> (mpij — 7ipsi) log P

i,j€S iPiii

]

Mediante el teorema anterior es visible la relacién entre la produccion de
entropia y la condicion de balance detallado. Dado que en la seccién anteior
encontramos una expresion de m;p; ; en términos de su distribucién circula-
toria {w. : ¢ € Cx} se antoja expresar la tasa de produccién de entropia en
estos mismo términos.

Teorema 2.5.12. Si £ es una cadena de Markov estacionaria con matriz
de transicion P = (p;j)ijes, irreducible con espacio de estados S finito y
distribucion estacionaria 11 = (m;);es, entonces su tasa de produccion de
entropia puede ser expresada en términos de su distribucion circulatoria

1 c
ep =35> (we—w. )log v (2.10)

w
c€Coo ¢

Demostracion. Partiendo de (2.9) y usando (2.7) se tiene que



40CAPITULO 2. DESCOMPOSICION EN CICLOS: TIEMPO DISCRETO

€p = Z Z We_ (Z j) lOg ZpZJ

T
i,j€ScECoo iPisi
p7
= 3> (we—we_)Jo(i, j)log =L
T
cGCoonES ]p]’
7r. p. .
_ 1 Utk 4-1
=3 ) Z e )log —— L
CGCOO 1k+1plk+1ﬂk

=(coiky kg 15 )

1Y e log [[ T

c€Coo k= 17le+1plk+1ﬂk

= 12 log

c€Cxo

C_

O
El trabajo de todo este capitulo puede resumirse en el siguiente teorema.

Teorema 2.5.13. Si £ es una cadena de Markov estacionaria con matriz
de transicion P = (p;j)ijes, irreducible con espacio de estados S finito y
distribucion estacionaria 11 = (m;);es, entonces son equivalentes:

1) La cadena deMarkov £ es reversible.
2) La cadena de Markov estd en balance detallado, esto es,
TiDij = T;Dj; Vi,j € S.
3) La cadena de Markov satisface el criterio de Kolmogorov,
PiyiaPissis * " Pis_1s = Pisjis—1 * " Dis,iaPisyins
para cualquier coleccion finita {iy,...,is} de elementos distintos de S.

4) Los elementos de la distribucion circulatoria {w, : ¢ € Cx} satisfacen la
condicion de simetria

w, = w,_ Ve € Cqp
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5) La tasa de produccion de entropia es cero

e, =10
Demostracion.
Ya sabemos que 1) <= 2) <= 3). Mientras que 4) <= 5) es consecuen-
cia de (2.10). Por ultimo 2) <= 5) se sigue de (2.9). O

Ejemplo 2.5.14. El caso mas simple no trivial es cuando el espacio de
estados es S = {1,2,3} y matriz de transicion

P =

" O
< o3
o Y

donde p,q >0 yp+q=1. La distribucion envariante es Il = (%, %, %)
Los ciclos que aparecen en casi todas las trayectorias son

Coo = {(1,2,3),(3,2,1),(1,2),(2,3),(3,1) }

Recordemos que un ciclo es equivalente a sus permutaciones ciclicas. Los
pesos asociados a cada ciclo en virtud de la proposicion (2.4.7) son

W3 = P1,2P2,3P3,1 _ p
‘ 1 —p w+‘ 1 —p‘_+‘ 1 —p‘ 3(1 - pq)
—q 1 —q 1 —q 1
7
W(3,2,1) = m7

Pq
3(1 —pq)’

Es importante notar que para cada ciclo ¢ de longitud 2, se tiene que c_
es la unica permutacion ciclica de c, y por la equivalencia conocida entonces
We = w._. Esto y la ecuacion (2.10) muestra que los ciclos que contribuyen
a la tasa de produccion de entropia son aquellos de longitud 3 o mds.

En nuestro ejemplo la tasa de produccion de entropia es

W) = We3) = WE1) =
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3
€p = (w(l 2,3) — W32 1)) log 2a23) i log (£> S - log b
P o~ "~ wien  3(1—pg) q ’

2 2
p—a)(*+pg+gq p P
_ )(1 >10g—=(p—q)10g—.
— g q q

Pues sip+q =1, entonces (p+q)?> =1 y con ello p* + pg+ ¢* =1 — pq.
De lo anterior vemos que la cadena de Markov & es reversible si y solo si



Capitulo 3

Descomposicion en ciclos:
tiempo continuo

3.1 Introduccion

A lo largo de este capitulo suponemos que § = {& }ier es una cadena de
Markov a tiempo continuo, irreducible, estacionaria, con espacio de estados
finito S = {1,..., N} y distribucién invariante IT = {m;};cs sobre el espacio
de probabilidad canénico (£2, F,P) de £&. Supondremos que sus trayectorias
son continuas por la derecha con limites por la izquierda, entre otras cosas,
esta hipotesis asegura la existencia y unicidad de medidas condicionales,
véase por ejemplo el Corolario 3 en la pagina 622 de [B. Fristedt and L.F.
Gray, A Modern Approach to Probability Theory, Birkhauser, 1997]. Su ma-
triz de intensidades de transicién, o generador infinitesimal, se denotara por

Q = (Qi,j)i,jes donde

q; ‘= Z Qij = — Qi < OO VieS.
jES,£i

Sea P(t) = (pij(t))ijes la matriz de probabilidades de transicién de & al
tiempo ¢, entonces tenemos que

. pi,j(t> - 5z',j .
lim —————% = ¢;; V .
tlJ%l t g hjes

43
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Consideraremos la matriz D = (d; ;); jes, donde

1 i
d; = i
! {_qq;'j i # 7

Definicién 3.1.1. Dado un conjunto de indices H = {hy, ..., hy}, definimos
D(H) como el subdeterminante de la matriz D tomando como renglones y
columnas a los elementos de H, es decir,

dhl,hl dh1,h2 T dhhhk
dhohy  Ahohy o+ dpgn
2,1 2,12 2,k
DH)=| . )
dhk,h1 dhkahQ T dhk,hk'

De manera similar denotamos por D(H) al determinante de () dado por
el conjunto de indices H. En ambos casos convenimos que D(0) = D(0) = 1.

Definicién 3.1.2. Denotamos por & = {én}neN = {&1, bnen, donde Ty, Th, . ..
son los tiempos de transicion de & definidos por

To(w) =0
Ti(w) :=inf{t > 0: &(w) # &o(w)}
T (w) = inf{t > Ti(w) : &(w) # &) (w)} VE € N.

De la propiedad fuerte de Markov de & se tiene que & es una cadena de
Markov a tiempo discreto, irreducible, recurrente y estacionaria con espacio
de estados S, distribucion invariante I = (7;)ies y matriz de transicion
P = (pi;)ijes dada por

. : L Li 4y
pm:P(an:ﬂfn:Z):{ 0 i=j

E se llama la cadena de Markov encajada de &, ver [20].

Es facil ver que las matrices D, P satisfacen que D = I — P, mientras que
los procesos cumplen

&(w) = &(w) cuando Ti(w) <t < Ty (w).
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Proposicion 3.1.3. Las distribuciones invariantes de & y & satisfacen las
siguientes relaciones

7= D({Z}C) — D(N{Z}C)Qi Vie S

o) YU

(3.1)
mo= (~{Z}C) _ Ti/qi Vie S

S DY) g

JjeSs jeS

Demostracion. Las primeras igualdades en (3.1) se siguen del Lema 2.3.2
del capitulo anterior y del hecho de que I1Q) = 0.

Para obtener la tiltima igualdad para 7; bastara ver que para i # j se tiene
que D({j}°)D({i})q; = D({i}°)D({j}°)q;. En efecto, utilizando la relacién
entre los elementos de matriz de Q) y D y propiedades de los determinantes

D)D) = DUIDUIa]] =

— D({j})D LR

—q; 145 —q1
—q;

= D({j}9)D — H—_
QJ 1£] qi

= D)D) zH_ql

= D({j}*)D({i}* QJH_

1#£1
= D({j}*)D({i}*)q;

A partir de esta relacién se ve que la iltima igualdad para 7; es inmediata
pues,
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D{j})® = D({j}9)q %

leS

3.2 Representacion probabilistica en ciclos
Dado que la cadena ¢ es irreducible y recurrente, en casi todas las trayecto-
rias w, & (w) genera una sucesién infinita de ciclos. Si contamos cada ciclo
completado y lo eliminamos, podemos saber el nimero de veces que aparece
un ciclo especifico ¢ hasta el tiempo ¢, denotamos a este ntimero por QI)Qt(wZ.
La idea es aplicar los resultados del capitulo anterior a la cadena encajada &.
Definicién 3.2.1. Definimos ni(w) como

ni(w) =sup{n > 0:7T,(w) <t}

De la definicion se ve que ny(w) es el nimero de transiciones en la orbita w
hasta el tiempo t de la cadena .

Definicién 3.2.2. Para la cadena & definimos
wc,t(‘fu) = Weng(w)

Es claro que w.+(w) es el nimero de veces que se completa el ciclo ¢ en la
orbita w hasta el tiempo t.
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Lema 3.2.3. Para P-casi todo w € )

47

Demostracion. Para cadan > 1 sea 7,(w) = T,,(w) — T,,—1(w) el tiempo de
espera entre transiciones de la cadena £. Sabemos que {7, (w)},>1 son vari-
ables aleatorias independientes distribuidas exponencialmente con parametro

Qer, | (@ . Recordemos que E [Tklﬁk 1] =po fk 1 en donde ¢ : S — R es

medible. Puesto que condicionando respecto al evento {ﬁk_l(w) = i}, la

variable 7, tiene distribucién exponencial con parametro g;, se tiene que

~ 0 1
p(i) =F [Tk|£k—1 = Z} = / que” %duy = —
0

¢
Por lo que
. ~ 1
E 1l | (@) = g0 & = ——.
U1 (w)
Por otro lado
1 —Var(r,
Var(r,) < max— < oo = w < 00.
i€S g n

n=1

Y usando el criterio de Kolmogorov para la ley de los grandes niimeros

lim l2:[7% — E(m)] =0 c.s.

o= D({i
- 2

jES
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Y con esto

RS 1l -
J%@Zﬂmzﬁﬁa;E@hm4>

k=1

= llm — / Tk|§k 1]
n—>oon {€k—1=1}

k=1 ieS

:hm— /
nﬁoonk 1 ieS T J (1= Z}

immZZ”l

k=1 ieS

=3 )
¢ k=1

€S

> D({i}9)

i€S

BG)

JES

De donde
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Finalmente para cada w € Q y t > 0

ny(w) ng(w) ny(w)
Tm(oam(W)S t STnt(w)(w)’

tomando limite obtenemos por lo anterior que

Z a;D({5}°)

hm&—h E—JES c.s
icS
O]
Proposicién 3.2.4. Para cada ciclo ¢ = (iy, ... ,is) el siguiente limite existe
We (W
lim ﬁ =w. CcC.S.,
t—oo t

donde

D({iy, . ,is}c)'
>ies DT}

_ s—1
We = (_1) QivyioQiniz * * " Qis—1,isDis i

Demostracion. Para cada ciclo ¢ por la Proposicién 2.4.7, aplicada a la
cadena encajada &, obtenemos que casi seguramente
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lim wc,n(w) ({Zl, .. } )

- pz i pz i pzs zspzs i
oo n 1,92Mi9,i3 1, 1 ZD {]} )
jES

I ...}

. ) qi
 Qiyio Qi iy 1€{in,e.., ’Ls}c

N | = DIRIS

les ]ES

lE{i1 ..... is} q’il qjs Z_qJD({.]}C)

jeSs

s— 11, ..
=(-1) 1%’1#2%’27%3 “Qig_1,is9isin <{ ! } )
ZQJ {]}

JES

Y usando el lema anterior

w, = lim wc’t(w>
t—o00 t

iy ") W) (W)
t—oo ng (w)

q; D ({719
D({i, .45} JGZS

qu ioin,iz """ Qis_ 1,0s q% i1
> qD {J} > D({i})
jeS €S
D({iy,...,is}°)
> D({i})

€S

= (=1)*

_ s—1
- <_1> iy ioQinsiz " Qis—1,isDisyin

[]

Proposicion 3.2.5. La sucesion {Ci(w) }+~o converge casi sequramente a una
clase de ciclos que denotaremos por Cs.
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Demostracion. Por definicién de los Cy(w), la sucesion es creciente y pode-
mos asignarle a cada w la clase

Coo(w) = lim Cy(w) = | JCi(w).

t—o00
t>0

Para ver que esta clase no depende de la trayectoria, tomemos wy, wo fuera
del conjunto de probabilidad cero dado por la proposicion anterior. Entonces
para cada ¢ € Coo(w1)

lim = w. = lim ,
t—o00 t—00
y asi ¢ € Coo(w2).
Por lo tanto Cs, = Cx(w) no depende de la trayectoria w. O

Teorema 3.2.6. (Representacion Probabilistica en Ciclos) Si § es
una cadena de Markov estacionaria con generador @, irreducible con espacio
de estados S finito y distribucion estacionaria I1, entonces

TGy = Y welo(i,j) Vi jE€S i#].
c€Coo
Wen (W)

Demostracion. Para cada ¢ € C, denotamos w, = lim ————= c.s,
n—oo n

entonces claramente {0, : ¢ € Cy} es la distribucién circulatoria de la cadena
encajada &, ain més por la Proposicién 3.2.4 sabemos que

> Dy

€S

TS LB

jes

_Utilizando la representacion probabilistica en ciclos de la cadena encajada
¢ dada por el Teorema 2.4.10,

Fipij = Y Weloli, ),

CECoo

las relaciones entre las distribuciones invariantes IT y II, de la Proposicién
3.1.3 obtenemos que
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Ti4i,5 = Z chC(Zv.])

CECoo
[l

Teorema 3.2.7. (Descomposicion en Ciclos) Si & es una cadena de
Markov estacionaria con matriz Q = (gi;)ijes, irreducible con espacio de
estados S finito y con distribucion estacionaria I1 = (m;);es, entonces para
cualesquiera i,j € S

Tidij — 7595, = Z (We — we_)Je(i, J)- (3.2)

c€Coo

Demostracion. Para cualesquiera ¢, €, usando el teorema anterior dos
veces y restando obtenemos que

71—z'(]i,j - ﬂij,i = chjc(zaj) - Z wc,ch (.772) = Z (wc - wcf)Jc(iaj)a

c€Coo c—€Cxo c€Coo

donde usamos que J.(i,7) = J._(J,1). O

3.3 Irreversibilidad y produccion de entropia

Definicién 3.3.1. Decimos que una cadena de Markov estacionaria & es
reversible si (&,,...,&,) tiene la misma distribucion que (Er—ty, ..., Er—t,)
para todo k> 1,1t < ... <t yT €R.

Definicién 3.3.2. Decimos que la cadena de Markov estacionaria & con
distribucion invariante 11 estd en balance detallado si

TiQij = TQj;  Vi,] €S

Definicién 3.3.3. Decimos que una matriz Q = (gi ;)i jes satisface el criterio
de Kolmogorov si

Qiv,ioQingisz " " Qig_vyis = Qigyis—1 * " Qiz,iaQis,ix

para cualquier coleccion finita {i1,...,is} de elementos distintos de S.
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Sean r la transformacion medible que "invierte” el tiempo y 0, t € R, el
corrimiento a la izquierda por ¢ unidades.

Como requerimos que las trayectorias sean continuas a la derecha, modi-
ficamos los estados en los tiempos de transicion en las trayectorias en reversa
como sigue:

r (@, F) = (Q,F),
rw(t) = gr_ri w(s), VteR,

para la transformacion que ”invierte” el tiempo, y

0:(QF)— (Q,F),
biw(s) =w(s+t), VseR,

para la transformaciéon que hace un ”corrimiento” a la izquierda.

Ambas transformaciones son invertibles, en particular r = r~1.

Definicién 3.3.4. Definimos el proceso estocdstico £~ como
& (W) = &(rw)
y una medida P~ = rP sobre (), F), en donde

P~(A) =rP(A) =P(r"Y(A)), VAcF.
&7 es la cadena en reversa de & y su distribucion viene dada por P~.

Proposicion 3.3.5. Las transformaciones anteriores satisfacen las sigu-
tentes propiedades:

i) € es reversible si y solo si P =P~
i) 0; es P-invariante
iii) 0, es P~ -invariante

Demostracion. Las demostraciones son andlogas al caso discreto al con-
siderar el algebra cilindrica generada con el conjunto indice R y usando el
lema de Dynkin.
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Proposicién 3.3.6. £ es una cadena de Markov estacionaria en (2, F,P)
con generador

B B Tiqj.i
Q" = (qi,j)i,jES = (M) )
U i,jES

y distribucion invariante II- = I1.

Demostracion. Para cualquier par de estados ¢, 7, distintos, tenemos que

mipji(h) = P& (rw) = j)P(§ern(rw) = i|&(rw) = j)
= P(&§(rw) = 1)P(§(rw) = j|&n(rw) = 1)
= P(&(rw) = )P(& (W) = jI&,(w) = i) = mip, ;(h).

S

De donde dividiendo entre h y tomando limite cuando h — 0 obtenemos

o opii(h) m . pia(h)
gy P\ W Pt T
G%i = M0 h T hoo h T,

De esto se sigue la propiedad de Markov. De la existencia y unicidad de
IT se sigue la existencia y unicidad de II7, ademas estas coinciden, pues se
satisface que

S = Y m e

jes jes J

es decir, IIQQ~™ = 0, por lo que I~ = II. Asi £ es una cadena de Markov
estacionaria. ]

Definicién 3.3.7. Para cualquier s < t denotamos por F: a la sub o-dlgebra
generada por {&, : s < u <y}, es decir,

Fl=o0( :s<u<t)
Pl = Pl
P-

[S7t

}:P_’H'
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Definicién 3.3.8. La tasa de produccion de entropia de una cadena de
Markov estacionaria & se define por

1 -
e, = lim —H(P[O,t]ap[o,t})’

t—oo t

donde H(P[07t],P[f) t]) es la entropia relativa de P con respecto a P~ restringi-
das a la o-dlgebra Fi.

Definicién 3.3.9. Para cualquiert > 0, n > 0 y [ig,i1,...,0,] € [S], deno-
tamos por

Aigsirin(t) = {w € Qi my(w) = n, {nyw)(w) = ik, k= 0,1,...,n},

al conjunto de trayectorias w que hasta el tiempo t contienen n transiciones
sobre el conjunto 19,11, ..., %,.

Lema 3.3.10. 5% la Q-matriz de & satisface

Q5 >O<’:>q]'7i>0 Vi,jES,

entonces para todo s,t € R, t > 0 las medidas Ps 14 ¥y IP’[S sy SOM equiva-
lentes, es decir, P o4y < ]P)[_s,ert} Y ]P)[_s,s+t] L Pl 44
Demostracion. Parat >0, n >0, [ig,i1,...,0,) €[S],0<t; <...<t, <

t y ¢ suficientemente pequeno para que no haya traslapes escribimos

A= {(JJ — Aio,i1,...,in(t) . tl < Tl(UJ) < tl + 5t1, v ,tn < Tn(W) < tn + (Stn}

Con esto,
t1+0t1 to+dta—s1

— 7. D, . . p 9igS1y. . e 4152 5. .

P(A) = T Pio i1 / Qio€ 07 Diyio / gi,e ™t Pin_1,in
t1 to—s1
tn+0tn—3 ) sk oo
/ Gy € 1" / Gi e ot idsy, dsy, - - - dsadsy
tn =Y 1 Sk t=3 k=1 5k

= 7riOin;il e qin—linqin

t1+6t1 tn+0tn =0 1 sp  poo n
/ o / / H e Ukt ds, g - dsy.
t1 tn=3"0 1 =2 k=15k k=0

k=1 Sk
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De manera similar,

P(A) = i tigi, ** Girin G,

t1+8t1 tntStn—3 3y sk 00 n _
—q. S
/ / / ||6 qzk k+1d$n+1"’d$1.
t1 tn =371 sk t=2h=15k k—0

Y tenemos

P(A) = 0 <=Gi,i1 = * Tin_rinTin—1,in = 0
—
=0<=P (A)=0.

inyil e qinflin qinflvin

Adn més, para P(A) > 0 usando la relacién entre q;; y q;;

]P)(A) — 7TiOqio,il . e q’in—linqin_l,’in ]P)i(A>'

T Qi yin_1 ° " " Qin,i1 iy ig

Como F¢ C o(ny, &0, 15,81y -+, Thy &3, - - -), esta tltima siendo generada
por conjuntos del tipo de A, entonces tenemos que P < P~ y P~ < P en F,
en donde si w € A;,. ;. (t)

dP[o,t} W) = Teo(w)éo(w),&ry (W) * " " D, ()b (W) Der, | (w) €T (W) P s
AP B o

[0,t] Ten(@)Dn(w)br, ) " Lery (W) Ery (W) er, (W)€ (w)

]

Teorema 3.3.11. La tasa de producion de entropia e, de la cadena de
Markov estacionaria a tiempo continuo & puede expresarse como

1 7rq .
ep =5 > (Tigij — 7iq54) log =, (3.3)
24 Tj4j,i
JEeS
Demostracion.
Basta considerar el caso en que

Qi,j>0@Qj,i>O Vi, j €9,
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de lo contrario e, = 400, mientras que en el lado derecho de (3.3) ningin
término puede ser —oo y por lo menos uno de ellos es +00. En dicho caso

(3.3) se cumple.

Bajo la hipdtesis del lema anterior,

_ dPjo,q
H(Pro.0, P ) = o (1 dIP’[o t]>

> dPpo ¢
= 1 Ldp
Z /{nt=n} o8 dP, (0.4

0,4
— ZEP

dIED - t:n] P(n, = n).

Hacemos C = max{|log Z;—J| 1i,J € 5,4, > 0},

1,7 € S}y C3 =max{q; : 1 € S}.

Cy = max{|log ™
J

Asi paran > 2

dP
‘EP log@ ng=mn ‘
dP[O,t]
_ ’ 5 |log TeoQeobr, = " Yer, _, my e, Emn = n
T¢nléntr, | " q£T2 ér, dér, £y,
— ‘EP -10g ¢ :| + Z EIP’ qETk éTkJrl =n
7T q
L an STRE

S C’ln + 02.
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Por otra parte

~~~~~ ( = TigGigyir * " " Qip— 1anZn

/ / / 1 / H e T dsy g -+ - dsy
3=t Sk 2 h=15k k=0
= TigQigyir * " Qin— mn/ / / ) e ~ i (=300 151)H€ GipSk+1dg, o ds;
Zz 15k

0 t—s1 tfzz;llsk
n

= TigWig,iy " * qin—linm7

con lo cual se ve que

20 5-y an[S]
o (Cyt)
S Z ﬂ-’boq’bo i1 " Qin_linm S n‘ .
$0yenes ’LnE[S]
Obteniendo que
> dP
>_ B |lo dp[i)’t] = ]P(nt =n)
n=2 [O,t]
- (Cst)"
< Z(Cln + Cs) o
n=2

Es decir, — 0 cuando t — 0F. Pode-

m:4Mm:m

S, EF {log = Oti

mos decir entonces que equivale a un término de orden cuadrado O(#?).
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T04¢o,¢r,

Ter, dér, €1

H(Py, Py ,y) = EF |log ny=1|P(n, = 1) + O(t?)

T0d¢o.¢m,

Tep, der, &1,

log

ng = 1)60:i7§T1 :j] P(nt: 1750:7;7€T1 = )

= > log (A1) + O(F)
i,j€S M5,
i#j

= Z log 77'@_(]1,]/ / mqi,jqje_qisle_qﬂ'”dszdsl + O(tz)
45,8 JO Jt—s1

e
’i,jES ]q]ﬂ
7]

= 3 g log 2% ¢

JES ]QJ ‘
i#j

= D migiylog T ——— (7 — 1) + O(#?).
i,jes jq] 7 q] q;

G

Y usando L’Hopital en el siguiente limite

t
0t / 0101 ds, 4 O()
0

1 e it — 70!
lim = lim —ge ¥ 4 gje %" =1
q; — q; t—0+ t q; — q; t—0*

concluimos que

H(]P) 1 e—qit _ e—qjt
lim ————— Z TigGi ;1o Tidlij lim ——
t—07+ Ges quj i @5 — @i t—=07F t
O(#?
+ lim ()
t—0t+ L
iG55
- Z 7Tz%,] 7T —=d
7]65 ,]QJ ‘
zQz,]
= Z TiGij — T;q5:) log ——=.
75,

,JES
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]

Teorema 3.3.12. Si £ es una cadena de Markov estacionaria con generador
Q = (¢ij)ijes, trreducible con espacio de estados S finito, y con distribucion
estacionaria 11 = (7;);es, entonces su tasa de produccion de entropia puede
ser expresada en términos de su distribucion circulatoria

= —Z log

cECoo

(3.4)

C_

Demostracion. Partiendo de (3.3) y usando el Teorema 3.2.7,

ZQl,
=3 Z ﬂ-z%] TiPj.i ) 1Og !

’JGS ]qjl
.o 45,5
:_ E E c ™ We_ C(Zaj)log,/_r' ~
i,jE€S c€Coo i
S5 X )Yl T
2 c€Coo 7T1k+1q%+1ﬂk

C:(il yeeerls )

1 K3 Uk,
=3 Z (we — w,_)log H MinGin ey y por la proposicién (3.2.4)

c€Coo k=1 ﬂ-lk+1 qzk+1ﬂk
1 W,
=3 E (wc—wc_)logw :
c€Coo ¢~

O
Los resultados del presente capitulo pueden resumirse en el siguiente teo-
rema.

Teorema 3.3.13. Si & es una cadena de Markov estacionaria con generador
Q = (¢ij)ijes, irreducible con espacio de estados S finito y distribucion
estacionaria Il = (m;);es, entonces son equivalentes:

1) La cadena de Markov & es reversible.

2) La cadena de Markov £ estd en balance detallado, esto es,

TiGij = Qi Vi,j €S
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3) La cadena de Markov satisface el criterio de Kolmogorov
QivioQinsiz * " Qis—1,is = Qisyis—1 " Qiz,izia,in
para cualquier coleccion finita {i1,...,is} de elementos distintos de S.

4) Los elementos de la distribucion circulatoria {w, : ¢ € Cx} satisfacen la
condicion de simetria

W, =W, Ve € Cqp.

5) La tasa de produccion de entropia de £ es cero

e, = 0.
Demostracion.
Ya sabemos que 1) <= 2) <= 3). Mientras que 4) <= 5) es consecuen-
cia de (3.4). Por ultimo 2) <= 5) se sigue de (3.3). O

Ejemplo 3.3.14. Consideremos la cadena de Markov estacionaria, irre-
ducible £ sobre el espacio de estados S = {0,1,2,3} con generador

—(qo1 + qo.2) qo1 qo,2 0
0= q1,0 —(q10+ q13) 0 71,3
42,0 0 —(q2,0 + q2,3) 42,3 ’
0 q31 432 —(g31 + q32)

donde las entradas indicadas son no nulas, y distribucion invariante Il = p =
(po, p1, P2, p3) calculada en el siguiente capitulo.
Los ciclos que aparecen en casi todas las trayectorias son

Cs ={(0,1,2,3),(0,1,3,2),(0,2,1,3),(0,2,3,1),(0,3,1,2),(0,3,2, 1),
(0,1,2),(0,2,1),(0,1,3),(0,3,1),(1,2,3),(1,3,2), (0,2, 3),
(0,3,2),(0,1),(0,2),(0,3),(1,2),(1,3),(2,3)}.

Sabemos que los ciclos que contribuyen son aquellos de longitud 3 ¢ mads,
pues si ¢ = (i1,19) entonces c_ = (ig,11), es decir, ¢ y c_ son equivalentes en
Coo al ser c_ una permutacion ciclica de ¢ y con ello w, = w,_.

Calculando los pesos vemos que todos ellos se anulan excepto los corre-
spondientes a los ciclos {(0,1,3,2),(0,2,3,1)}, de modo que en este ejemplo
la tasa de produccion de entropia es
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W0,2,3,1)
€p = (w(0,2,3,1) - w(0,1,3,2)) log ———
W(0,1,3,2)

_ _ 90,292,393,191,0 — 40,191,393,292,0 log q0,292,393,191,0

5. e QO,1Q1,3(J3,ZQQ,O'
D({5}9)
0

Y la cadena & es reversible si y solo si o 2G2,3931¢1.0 = §0,191,393,242,0-



Capitulo 4

Una cadena de espines
cuanticos

4.1 Introducciéon

En este capitulo estudiaremos los estados invariantes de una cadena de es-
pines cuanticos cuya evolucion se describe por un semigrupo cuantico de
Markov. Esta cadena es un caso particular de una familia de sistemas
cudnticos abiertos fuera de equilibrio que se estudian en la referencia [1].
El generador infinitesimal del semigrupo cuantico cuya forma general es

L.(p) = ®u(p) = Gp = pG",
P.(p) = ZKiPK;,
i=1
1
G = §<I>*(I) — A, A autoadjunto,

estd definido sobre el espacio de matrices complejas 4 x 4, My,.4(C), es decir,
en el espacio de operadores sobre el espacio de Hilbert C*. Explicitamente
para p € My,4(C),

63
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Li(p) =—1[A,p]

1
- > <le(§{E;lEml7 p} = EmpEr,)
{0<1,m<3: (41)

em—e; >0}

1
+ QZm(ﬁ{Esz:nz, P} — E;zlpEml)>a

donde ¢,,;, @i son constantes positivas,

Eml = ’€l><€m‘ (42)
A=iy (ImlE;;,Eml - IlmEmlE;*nl>, (4.3)
weF

con I, I, constantes reales y {|¢,) : 0 < r < 3} la base ortonormal de C*
cuyas coordenas en la base

son

con

{61 = (O’()?O? 1)762 = (OaOa 170)763 = (07 ]-aOa 0)764 - (1707()’0)}’

0,2, (M — A2) — VO — Aa)2 + 4, 0),

|€1> = 0;5 <277 07 Oa ()\1 + )\2) - \/()\1 + )\2)2 + 472>7 ( )
) 4.4
lea) = ¢y (2% 0,0, (A1 + A2) + V(A1 + X)2 + 472>,
es) = ¢ (0,2, 0 = Xa) + VOu = X2)” +4,0),
Co :Co()\l, )\2) =4+ (()\1 — )\2) — \/()\1 — )\2)2 -+ 4)2,
C1 :Cl(>\1, >\2) = 4’)/2 + ((/\1 + >\2) - \/(/\1 + >\2)2 + 4’)/2 )2, (4 5)
e = (M, Aa) = 4% + (M + A9) + VO + )2 +492)%,
C3 :Cg()\l, )\2) =4+ (()\1 — )\2) + \/()\1 — )\2)2 -+ 4)2,
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Ve ==/ —X)?+4, a=—/(M+X0)?2+492, & = —€, €5 = —e,
con A\, Ao v v # 0 ntimeros reales tales que A\; Ay < 1 —~2. Obsérvese que
€ < €1 < €9 < €3.

Los valores de las constantes ¢,.;, i estan dados por

] — 472) _ efrw P21
qio = 2T CoC1 ' efrwor — 1 (c0=4) efr —1
c—49%) 4 (co — 4)°
_ypla—47) ‘”( )
qo1 & CoC1 e efror — 1 efewr —1)7
o —4°)? ez o e
_gp2le =) ““’(4— —4 —>
420 g CoC2 2 ePrwa — 1 + (e ) ez — ]
—4 2\2 4 —4 2
Qoo = 871-2(62—’)/)(*}267“)2 ( (CO ) ) )
CoCa ehez —1 - efen —1 (4.6)
72 2 ePrwz ez '
o —ws _
g3 =8 1C3wQe ((CS 4 efrwz — 1 i 46'82“2 - 1)’
4ry? (cz —4)° 4
P 2 - —w2
q13 _87T 0103W26 ( eﬁlwz—l 6,320-12 —_ 1)7
» i e ePrwr 162 ePrwi
Q32 =387 @wle ((03 - ) eBrwr — 1 + 167 6,32011—_1>7
Lo (=4 1677
2 w1
423 =38 2C3w1€ (eﬁlwl —1 ePawi _ 1>

Y todas las demas ¢/,,;s son cero. Aqui, 81, 82 son dos constantes positivas y
W1 = €1 — €p, Wg = €9 — €.

La evolucion de la cadena de espines estda gobernada por la ecuacion
maestra

d/;—(f) = L.(p(1)); .7
p(0) = p. (18)

Es decir, p(t) = T..(p) donde (7. ¢)i>¢ es el semigrupo cudntico de Markov
generado por L,.



66 CAPITULO 4. UNA CADENA DE ESPINES CUANTICOS

4.2 Estados invariantes y produccién de en-
tropia

Definicién 4.2.1. Un estado p es invariante para el semigrupo si y solo st
T.+(p) = p, equivalentemente, L.(p) = 0.

La restriccién del generador £, a una subélgebra conmutativa de Myy4(C)
coincide con el generador de una cadena de Markov clasica. En nuestro
caso, restringiremos L, a la subdlgebra diagonal de Myx4(C) en la base
{ler) : r = 0,1,2,3} y buscaremos estados invariantes diagonales en esta
base. Supongamos que p = Y p,|€,) (€| es un estado invariante, entonces
después de algunos calculos usando (4.1) y las relaciones

EvupEr, =le)(emlplem)(al = pmle)(al, (4.9)
EripEn =|em) eilpler)(em| = prlem) (eml, (4.10)
EnEnp =le)(alp = pla)(al = pEmErL, (4.11)
B Emip =|em){€mlp = pmlem){em| = pEn Emi, (4.12)

obtenemos que

£.(0) (113)
== > gulpmlen)lem] = pmle) (@) + am (prler) (@] = pilem) (enl)
{0<I,m<3:
em—e >0}
(4.14)
Z Jml|6m><em| + Jlm|€l><6l|7 (415)
{0<i,m<3:
em—e >0}

donde Jo = pmlmi — PiGim Y Jim = —Jmi- Consecuentemente L, (p) =0 siy
solo si, p@) = 0 donde Q es la matriz

—(q0,1 + qo.2) qdo1 qo,2 0
Q= q1,0 —(q10 +¢13) 0 71,3
42,0 0 —(g2,0 + @2,3) 42,3

0 43,1 q3,2 —(g31 + q3.2)
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Obsérvese que () es una (Q-matriz, es decir, es el generador de una cadena
de Markov finita. De hecho, @) es la (Q-matriz de la cadena de Markov en el
Ejemplo 3.3.14. Entonces para calcular los estados invariantes podemos usar
las férmulas de los Qian del capitulo anterior.

De acuerdo con la Proposicién 3.1.3

o = D({O}C) _ 013920832 + 1,092,393, + 41,092,093 + 41,092,093,
3 3
> D} - D({j})
§=0 §=0
o= D({1}°)  qo0202:3G3.1 + 90,192,393, + 0,142,093,1 + G0,1G2,043,2
1= 73 - 3
> D({j}) - > D({j})
§=0 §=0
p D({2}°)  qo1q13G32 + 90,291,393,2 + 90,241,093,1 + 0,241,043,
27 73 - 3
> D({j}) —-> D({j})
§=0 §=0
Dy = D({3}°) 02010423 + 90,291,392,3 + 90,191,242,0 + G0,1G1,3G2,3
37 73 - 3
> DY) -> D19
. =

Como ya hemos visto en el capitulo anterior, la tasa de produccion de
entropia esta dada por

w(0,2,3,1)
€p = (w(0,2,3,1) - w(0,1,3,2)) log ————
W(0,1,3,2)
_ _ 90,292,393,191,0 — 40,191,393,292,0 log 40,292,393,191,0
5. e 40,191,393,292,0
D({7}°)
=0

Y es no nula si y sélo si la condicién de Kolmogorov no se cumple en el ciclo
(0,2,3,1), i.e.,

90.292,343,191,0 7 §0,141,393,292,0- (4.16)

En el siguiente teorema damos una condicion necesaria y suficiente para que
esto ocurra.
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Teorema 4.2.2. La condicion de reversibilidad de Kolmogorov se cumple
para el ciclo (0,2,3,1), i.e., qo,242,33,191,0 = 0,191,343,2G2,0 51 Y 5610 51 31 = (5.
Demostracion. Un célculo directo usando las relaciones (4.6) nos permite
ver que

402923431910 = 401913432920,

para todos los valores de wy, ws, si y solo si

f(w2) f(wr)
B~ g@n)” (4.17)
Donde

4(eP2v — 1) + (co — 4)2ePe=Pw (ehreo 1)

A TP A S VR
(3 — 4)2(e% — 1) 4 1692w (e — )
g(w) = (63 — 4)2(6ﬁ2°" _ 1) + 16’}/2(661“} — 1) ) (4.18)
By — (8= 4™ —1) + deBmPe (e — 1)
(w) = (cs — 4)2(eP2 — 1) + 4(ePre — 1)

Si 81 = [, entonces f(w) = g(w) = h(w) = 1y (4.17) se cumple para
todos los valores de wy, wo.

Reciprocamente, si #; # Ps, digamos [Py > (1, entonces cuando Ay, Ay —
0y v — 1 tenemos que w; — 0y wy — 4 por lo tanto, ggﬁ; — 1, pero ig:jzg

se aproxima al valor

|

Lo (M) 1) () > 1
( ) 4+ 1655

Consecuentemente (4.17) no se cumple para todos los valores de wy, wy. Esto
termina la demostracion. O]

La importancia de este ejemplo en particular, radica en la simpleza para
calcular tanto el estado invariante como la tasa de producciéon de entropia,
puesto que en la gran diversidad de ejemplos que se encuentran en la liter-
atura, es necesaria la ayuda de una computadora para realizar los calculos
antes mencionados. La teoria de descomposicién en ciclos de Kalpazidou-
Qian expuesta en los primeros capitulos, da un marco tedérico para nuestro
ejemplo y facilita la obtencién de los resultados.



Apéndice A

Dinamica de sistemas cuanticos
abilertos

Un sistema cudntico abierto es un sistema cuantico que interacciona con un
sistema cudantico externo, el ambiente, por lo tanto esta conectado correla-
cionalmente con factores externos a él.

La dinamica de los estados en un sistema cuantico abierto se describe me-
diante un semigrupo de tranformaciones completamente positivas que preser-
van la traza (7. )0 del espacio Ly (), de los operadores de traza finita sobre
H, en si mismo. De manera que un estado inicial p es enviado por este semi-
grupo en un estado p; al tiempo t: p; = T (p). La familia de estados (pt)e>0
es la solucion de la ecuacion maestra

dpi
Po = P,

donde p es un estado inicial y £, es un operador, no necesariamente acotado,
del espacio Li(H) en si mismo, al que se le llama generador de Lindblad y
Gorini-Kossakowski-Sudarshan (LGKS) en su representaciéon predual.

El Teorema de Schatten, véase [22], establece un isomorfismo isométrico
entre Ly(#H)*, el dual de Ly(H), y B(H). Asi, para cada funcional lineal
continuo f sobre Li(H) existe un elemento x € B(H) tal que f(p) = tr(xzp)
para todo p € L1(H). Entonces para cada x € B(H) y cadat > 0 el funcional

flz,t)(p) = tr (:ﬂ;t(p)> tiene asociado un elemento 7T;(x) € B(H) tal que
Fa)(p) = tr(aTulp)) = tr(Tilw)o).

69
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Para cada t la aplicacién x — T;(z) es completamente positiva y la familia
(T¢)e>0 define un semigrupo sobre B(#H) que preserva la identidad. Si £ es el
generador de este semigrupo entonces se tiene

ATilx) _
o = L(Ti)),

To(z) =z € B(H).

(A.2)

Esta es una ecuacién de evolucién en el dlgebra B(H) que gobierna la
evolucién de las observables del sistema cuéntico abierto.

Consideremos el caso de dimensién finita, H = CV el espacio de vectores
complejos de longitud N y B(H) = Mpyxn(C) es el espacio de matrices
complejas de N x N. Al conjunto de estados o matrices de densidad (i.e.,
el conjunto de operadores positivos sobre H de traza uno) lo denotamos por
D(H), claramente D(H) C Li(H).

En dimension finita cualquier transformacién completamente positiva que
preserva la traza tiene la forma de Kraus, véase el Teorema 11.24 de [7], es
decir, es de la forma

O(x) =Y K2k, (A.3)
i=1
donde los K; son operadores en B(#H) que satisfacen la condicién
S KK =1 (A.4)
i=1

Esta representacion no es unica.

Definicién A.0.3. Un semigrupo cuantico de Markov uniformemente con-
tinuo sobre el dlgebra de von Neumann My, es una familia {T(t) : t > 0}
de operadores acotados sobre My tal que

1. T(0) =1
2. T(t+s) = T(t)T(s)
3. TH)(1) =1, V>0

4. Para cada t >0, T(t) es una transformacion completamente positiva.
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5. (Continuidad uniforme)

lim sup || T(t)x — z|| = 0.

+
t=0T ||z <1

Denotaremos por 7™ al operador adjunto de 7', es decir, T* es el tnico
operador que satisface (Tx,y) = (z,T*y) para toda z,y € H, donde (-,-)
denota el producto interno en H.

Sea un grupo uniformemente continuo {7'(t)};er sobre H con generador
A, esto es

T(t) =€, VteR.

Puesto que la aplicacién T' — T™* es continua en B(H), el grupo adjunto
{T'(t)*}+er también es uniformemente continuo y

T)* =€, Vvt eR.

Los grupos para los cuales todos los operadores T'(t) son unitarios, es decir,
aquellos para los cuales se cumple que T'(¢)*T'(t) = I, son particularmenete
importantes y se pueden caracterizar de la siguiente manera.

Proposicién A.0.4. El grupo {e'}.cr es unitario siy sélo si A es sesquiad-
junto, i.e., A = —A*

Demostracion. = Supongamos que el grupo {4} es unitario. Sean z,y €
‘H, entonces

(e, y) = (x, () y) = <:E,1i7rlnzn: (i—},lk)y>

k=0
= <x,li7zinz (k;' ) y> = (z,e7y).
k=0 ’

Hemos usado que el producto interno es continuo en cada coordenada.
De lo anterior tenemos que

(z, () —e)y) =0, Yo,y eH.

Y esto demuestra que et = (etA)*.
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tA)* tA _

Como el grupo es de operadores unitarios tenemos que (e e

etA ( tA) *

e = [, entonces

oA (etA)* = ()L = 7t = et=A),

Recordando que un semigrupo esta determinado de manera tinica por su
generador, podemos concluir que A* = —A.

e

Si A es sesquiadjunto, entonces los grupos {4 },cr y {e 7 }1er coinciden,
esto implica que

(etA)fl — eftA — etA* _ (etA)* Vvt € R.
Por lo tanto {e1}cr es unitario. O

Definicién A.0.5. Para cadat € R se define el operador de implementacion
T(t) : B(H) — B(H) asociado a un grupo unitario (e')ecr estd definido
como

TT = T, VT € B(H)

Lema A.0.6. Cada operador de implementacion T (t) es un automorfismo
sobre el *-dlgebra de Banach B(H).

Demostraciéon. Sean T'y S operadores y A € C
(i)
T)YAT + S) =" (AT + S)e' = (AT + ' 19) e
=\ + (M8 = NT ()T + T (¢)S,

T(t) (T*) _ etA(T*)etA* — (etA*)*(etAT)*
= (e“Te) = (T(H)T)*,
(i)
T ()T S) =e"X(T S)e!t" = e ATe et S
=T ' Se = T(H)T T (t)S.
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Lema A.0.7. La familia de operadores implementados {T (t) }+er asociados

a un Semigrupo unitario (etA)teR es un grupo de operadores uniformemente
continuo sobre B(H).

Demostracion.
(1)
T(0) = e =1,
(i)
T(t+ s) — ot A (t+5)AT _ tA+sAFEA" +5A”
AT s A AT (T ().
Es claro que es uniformemente continuo pues limyq [|e'te!” —I|| = 0. O

Como consecuencia del lema anterior existe un operador B : B(H) —
B(H) tal que

Tt)=eP  VteR

Derivando la aplicacién t — e!4Tet4” en t = 0 se obtiene que

d7@)T = Ae(TeM) 4+ AT A |

dt li=0
= AT +TA* = AT —TA.
Esto demuestra lo siguiente.

Proposicién A.0.8. El grupo uniformemente continuo {T (t)}ier de auto-
morfismos sobre B(H), implementado por el grupo unitario {e'4},cr, estd
generado por el operador L definido mediante

L(T)=AT —TA VT € B(H).

Ejemplo A.0.9. El grupo implementado (T (t))i>0 sobre B(H) asociado a
un grupo unitario (U(t))er sobre H es un semigrupo cudntico de Markov
uniformemente continuo si el grupo es uniformemente continuo. Notese en
particular que, como cada T (t) tiene la forma de Kraus, entonces (T (t))io0
consta de transformaciones completamente positivas.
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Otros ejemplos de semigrupos cuanticos de Markov uniformemente con-
tinuos se pueden encontrar en [5], [9]. El siguiente teorema caracteriza al
generador infinitesimal de un semigrupo cuantico de Markov uniformemente
continuo, ver [17],[18].

Teorema A.0.10. Un operador lineal acotado L de B(H) en si mismo es el
generador infinitesimal de un semigrupo uniformemente continuo si y solo si
existe una transformacion completamente positiva ® de B(H) en si mismo

B(H) y un operador G € B(H) tales que

L(x)=®(x)—Gz—2G, VreBH) y

G+ G < L(1).

El generador del semigrupo predual y £ satisfacen la misma relacién de
dualidad que los semigrupos, es decir, tr (a:C*(,o)> =tr (E(x)p)
Consecuentemente L, tiene la forma

L.(p) = Pu(p) — Gp — pG*,

D.(0) = 3 Kipk;,
=1

donde @, es un elemento de Li(H)* completamente positivo. En el caso
®, = 0 la ecuacién maestra (A.1) se reduce a la ecuacién de Schrodinger en
la representacién de Heisenberg.



Apéndice B
Cadenas de Markov

Aqui se presentan las definiciones béasicas y los resultados méas importantes
usados en la exposicion del texto sin demostracién. Para mayor referencia
consultar [20]. Siempre se denotara por £ a una cadena de Markov discreta
6 continua sobre un espacio de estados finito S con matriz de transicion
P(t) = (pij(t))ijes 6 matriz de intensidades de transicién (generador, 6 Q-
matriz) @) respectivamente.

Las siguientes definiciones son analogas en el caso discreto.

Definicién B.0.11. Le llamamos distribucion invariante de & a un vector
I con entradas no negativas que satisface

i)y =1

jes
ZZ) 7Tj = Zwlpz,y(t>
jes
Definicién B.0.12. A una cadena de Markov & con distribucion invariante

I le llamamos cadena de Markov estacionaria si P(&y(w) = i) = m; para todo
1 € S. Es decir, si su distribucion inicial es la distribucion invariante.

Definicién B.0.13. A una cadena de Markov & le llamamos irreducible si
para cualquier par de estados distintos 1,5 € S existen j1,...,J. € S tales

qUE Di j1 Pjs,js - » Pjr—1,3rPirj = 0.

Definicién B.0.14. A una cadena de Markov & con espacio de estados finitos
S le llamamos positiva recurrente si

P(r(i) <o) =1 Vie S

5
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donde 7(i) = min{n > 0: & = i,&, = i} es el tiempo de primer regreso al
estado 1.

Teorema B.0.15. En una cadena de Markov irreducible & son equivalentes:
i) € tiene un estado positivo recurrente

i) & es positiva recurremte

ii1) & tiene una distribucion invariante

En particular toda cadena de Markov discreta e irreducible £ con espa-
cio de estados finito es positiva recurrente pues al ser P estocastica 1 es el
valor propios dominante de P y por el teorema B.0.18 de Perron-Frobenius
existe un tnico vector propio II (salvo multiplos) asociado a 1, es decir, una
distribucién invariante de &, de donde por el teorema anterior £ es positiva
recurrente.

Teorema B.0.16. Si & es una cadena de Markov discreta irreducible, posi-
tiva recurrente sobre un espacio de estados finito S y distribucion invariante
II, entonces

I+P+P*+.---+P"
n+1

— A

donde A es una matriz con todos sus renglones iquales a II.

Teorema B.0.17. (Ley de los grandes nimeros para cadenas de
Markov discretas)Si & es una cadena de Markov discreta irreducible, sobre
un espacio de estados finito S y con distribucion invariante 11; entonces para
cualquer funcion acotada f : S — S y cualquier distribucion inicial dada

lim £ 37 f(6) = B = 3 mr(i),

n—oo N e
= 3

Teorema B.0.18. (Teorema de Perron-Frobenius para cadenas de
Markov discretas irreducibles) Si £ es una cadena de Markov discreta,
irreducible, sobre un espacio de estados finito S y con distribucion invariante
II; entonces

i) 1 es el mayor valor propio de P
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it) El espacio propio asociado a 1 tiene dimension 1

(n)

i) Para cualquier i,j € S, lim p;"’ = 7,
n—oo” I

Definicién B.0.19. Los tiempos de transicion de una cadena de Markov a
tiempo continuo & se definen por

To(w) :=0
Ti(w) :=inf{t > 0: &(w) # &o(w)}
T (w) = inf{t > T (w) : &(w) # &nw)(w)} VE €N

Los tiempos de espera son precisamente las diferenicias entre los tiempos
de transicion, es decir, para toda n > 1

nn="T—-"1T5

Tpn = Tn - Tn—l

Proposicion B.0.20. Los tiempos de espera en una cadena de Markov a

tiempo continuo se distribuyen exponencialmemte con pardmetro qe,. ) (@)
n—1w



78

APENDICE B. CADENAS DE MARKOV



Apéndice C
Condiciones de Reversibilidad

Los siguientes teoremas son bien conocidos y completan los resultados de los
capitulos 2 y 3.

Teorema C.0.21. (Reversibilidad < Balance detallado) Si ¢ es una
cadena de Markov discreta estacionaria con matriz de transicion P = (p; j)i jes,
irreducible con espacio de estados S finito y con distribucion estacionaria
[T = (7m;)ies entonces son equivalentes:

i) € es reversible.
it) El proceso de Markov estd en balance detallado, esto es,
Wipi,j = ﬂ-jpji Vl,] - S

Demostracion. =
Como ¢ es reversible para cualquier 7,7 € S

Tipij = P(€n(w) = i, §np1 (W) = J) = P(u(w) = J, §n1(w) = 1) = mpji

< Sean jo,...,Jm € S arbitrarios y T,n € Z. Sea n/ € 7Z tal que
T =n+n'+m. Entonces por un lado

P(&n(w) = Jos Ent1(W) = J1s - - Enam (W) = Jim)

= M50 Pjo,j1Pj1,2 -+ + + Pim—1.3m >

79
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y por otro lado
]P)(fn’(w) = jOy én’—&-l(w) = jla cee 7§n’+m(w) = Jm)
= ijpjmyjm—lpjm—lyjm—2 . 'pjlij'

Por la condicion de balance detallado el lado derecho de las cantidades
anteriores son iguales. Es decir, la distribucion de (&, &ntt,y - - - 5 Enim) €s igual

a la distribucién de (§7—n, Er—n—1, - - - s Er—n—m)), POr lo que (&mg, Emys - - - Emy)
tiene la misma distribucién que (§r—mg, Er—mys - - - » Er—m, ) Para cualesquiera
mo, ..., My, 1 € 7. O

Teorema C.0.22. (Balance detallado < Criterio de Kolmogorov)

Si € es una cadena de Markov estacionaria con matriz de transicion
P = (pij)ijes, wrreducible con espacio de estados S finito y con distribucion
estacionaria Il = (m;);es entonces son equivalentes:

i) El proceso de Markov estd en balance detallado, esto es,
™iDi; = TiDji Vi,j € S.
it) El proceso de Markov satisface el criterio de Kolmogorov
PiyiaPissis " Pis—1,is = Pisyis—1 =" " Pig,iaPigsirs
para cualquier coleccion finita {ii,...,is} de elementos distintos de S.

Demostracion. =
Esta direccion es trivial pues para cada coleccién finita de elementos dis-
tintos {41,...,is} se tiene que

Ti1Pivyia = TigDisgyiy
TioPisyis = TigDis,ia
ﬂ-ispisﬂ'l = ﬂ-ilpilyis

Multiplicando lo anterior obtenemos que

DPiv,iaPisyis ** * Pis_1,is = Pisyis—1 * " Pis,iaPig i1 -
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< Tomemos i; arbitrario y fijo, a manera de estado de referencia en el
resto de la prueba. Para cualquier otro ¢ € S, como £ es irreducible, existe
una coleccion finita de estados distintos {iy,...,7s_1,1} cuya trayectoria es
posible, es decir, p;, i, Piy.is  * " Dis_,.i > 0. Definimos la funcién

PiyiaPigis * * * Pis_1,i

T, =B
Pijis_1 * " " Dig,iaPisia
donde B > 0.
7 esta bien definida al no depender de la coleccién finita de estados, pues si
{i1, 5, ..., 4,1} es otra coleccion con p;, i Py it -+ pir_, i > 0, por hipétesis

Ti _ PirisPisis * " Pisvii _ PinipPiyay """ Pif

B DPijis_1 " PisiaPis iy Pigl_, - Pig,it, Pitig

Ademds para cualquier 7,5 € S, p; ; > 0 se tiene que usando la hipotesis
Dij = Py

TiDij = T5Dj

Por tltimo escogemos B de tal modo que ), (7 = 1. Trivialmente
vemos que 7 es una distribucion invariante para &, y por unicidad m = 7. De
esta forma £ esta en balance detallado. O

Teorema C.0.23. (Reversibilidad < Balance detallado) Si ¢ es una
cadena de Markov estacionaria a tiempo continuo con matriz de intensidades
de transicion Q) = (q; j)i jes, irreducible con espacio de estados S finito y con
distribucion estacionaria 11 = (m;);cs; entonces son equivalentes:

i) & es reversible.
i1) El proceso de Markov estd en balance detallado, esto es,
7'('2'(]7;7]' = 7'(']'(]]‘71' VZ,] € S

Demostracion. =
Como £ es reversible para cualquier 7,57 € S y toda t > 0

7TZPz‘,j(’f) _ P(&s(w) =i, &i(w) = J) _ P(&(w) =, &qe(w) =4) W'Pj,i(ﬂ

t t t Tt
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Finalmente cuando t — 07 obtenemos que m;q; ; = 7;q;.;-

P
Consideremos A C € el conjunto de trayectorias en [—T, T| que empiezan
ent = —T en algtin estado, digamos j;, y permanecen ahi un tiempo h; antes

de brincar a otro estado, digamos j,, permanecen en js un tiempo hy antes
de llegar a un estado j3 y asi sucesivamente hasta llegar a un estado j,, donde
permanecen hasta el tiempo t = T un periodo de tiempo h,,. Sabemos que
los tiempos de espera h; se distribuyen exponencialmente con pardametro j,
asi que

m

P(A) = T51951,52 " " Qjr_1,jm / H e~ dh,

{1+ Ahm=2T} 1

Por otro lado sea A~ C € el conjunto de trayectorias inversas, es decir,
aquellas trayectorias que al tiempo ¢t = —T" se encuentran en j,,, después de
un tiempo h,, brincan al estado j,,_1, etc. hasta llegar al estado j; donde
permanece un tiempo h; hasta el tiempo t =T

La condicién de balance detallado implica que

ﬂ-jlqujQ e qjmflajm = ijqj"L7jM71 T qj2=j17

por tanto P(A) = P(A™). Esto significa que el comportamiento probabilistico

de & es el mismo que £ ; en [T, T]. Asi (&,,-..,&,,) tiene la misma dis-
tribucién que (€_¢,,...,&_4,,), pero esta ultima tiene la misma distribucién
que (§r—ty,---,&r—1,,) por la estacionariedad de €.

Se concluye que £ es reversible. O]

Teorema C.0.24. (Balance detallado < Criterio de Kolmogorov)

Si &€ es una cadena de Markov a tiempo continuo estacionaria, con ma-
triz de intensidades de transicion Q) = (¢; ;)i jes, trreducible con espacio de
estados S finito y con distribucion estacionaria Il = (m;);es; entonces son
equivalentes:

i) El proceso de Markov estd en balance detallado, esto es,
TiGi,j = Qs Vi,j € S.
ii) El proceso de Markov satisface el criterio de Kolmogorov

Qi1 ,inGiniz = Qis—1,is = Qisis—1 " Qi iaPig,ivs

para cualquier coleccion finita {i,...,is} de elementos distintos de S.
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Demostracion. La demostracion es completamente andloga al caso dis-
creto. ]
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