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Introduccion

Debido al brote del virus de la influenza A(HIN1) en México tuvimos la inquietud
de implementar un modelo que describiera la propagacién de la enfermedad. Nos
concentramos en la propagacion en el estado de Jalisco. En la literatura encontramos
que un sistema de ecuaciones diferenciales puede describir procesos epidemiolégicos
por lo que decidimos proponer que la propagacion del virus de la influenza A(HINT)
puede ser descrita con un modelo SIR debido a la naturaleza de la enfermedad.

El modelo SIR divide a la poblacién en diferentes clases de acuerdo al estado de
la enfermedad, estas son, cuando la poblacién se encuentra susceptible a enfermarse,
cuando se encuentran en estado infeccioso y por iltimo cuando se han recuperado de
la enfermedad, es decir, fueron removidos de la clase de infectados.

Una vez con el modelo, buscamos estimar los parametros del sistema considerando
el nimero reproductivo bésico de la infeccién, que es el promedio de infecciones secun-
darias que ocurren cuando un individuo infectado se introduce en una poblacién que
es completamente susceptible a la enfermedad. Utilizamos los métodos de estimacion
de parametros en sistemas dinamicos por maxima verosimilitud, el de la distribucién
Ji-cuadrada x? y el de evolucién diferencial, tomando como referencia los datos pro-
porcionados por la Secretaria de Salud Jalisco (SSJ) y el Consejo Estatal de Poblacién
del estado de Jalisco (COEPO) en el periodo de abril del 2009 a agosto del 2010.

Utilizamos una adaptacién espacial del modelo para implementar datos geograficos
y estadisticos de la poblacion en una estructura de vecinos, debido a que una persona
no se encuentra en un lugar en especifico, si no que tiene que trasladarse a centros de
estudio o de trabajo, que en ocasiones se encuentran en un lugar diferente al lugar en
donde se vive. Propusimos modelar el brote en la Zona Metropolitana de Guadalajara,
que esta dividida en 8 municipios y por lo regular las personas viajan entre estos para
realizar sus actividades diarias.

Ademds vamos a usar una aplicacion de cédigo abierto que contiene modelos es-
paciales y temporales de enfermedades infecciosas STEM, este programa contiene
datos de la Republica Mexicana y lo utilizamos con pardmetros que nos muestren
propagaciones muy marcadas a lo largo del territorio nacional.






Capitulo 1

Modelos epidemiolégicos

Los modelos epidemiolégicos nos permiten describir la propagacion de enfermedades
que atacan a una poblacion, en este trabajo nos concentraremos en los que se utiliza
un sistema. de ecuaciones diferenciales, donde cada ecuacién nos proporciona infor-
macion sobre las diferentes etapas que tiene la enfermedad y su distribucién en la
poblacion.

Los modelos epidemiolégicos son utilizados para describir brotes repentinos de
enfermedades que infectan a una porcién sustancial de la poblaciéon, que por lo regular
se dan en periodos cortos de tiempo, mientras que los modelos endémicos se utilizan
para describir enfermedades que se encuentran permanentemente en la poblacién,
es decir, cuando hay persistencia de la enfermedad y por lo regular se estudian por
periodos largos de tiempo [19].

En este capitulo vamos a presentar como se formulan los modelos SI y SIR, vamos
a dar una explicaciéon mas detallada para el modelo SIR, debido a que es nuestra pro-
puesta para explicar la propagacién del virus de la influenza A(HIN1) y el desarrollo
de este trabajo se basa en su teoria.

1.1. Preliminares

Para formular el modelo necesitamos hacer una serie de suposiciones que nos per-
mitan establecer las bases tedricas para asi poder describir la propagacién de la en-
fermedad que vamos a estudiar. Las suposiciones para el modelo son las siguientes;

La poblacién se divide en clases disjuntas que cambian conforme pasa el tiempo, al
que vamos a denotar con t. La clase susceptible consiste de todos aquellos individuos
que pueden adquirir la enfermedad pero no estan infectados. La clase de infectados
consiste de todos los individuos que adquirieron la enfermedad y a su vez, pueden
transmitirla a otros que estan en la clase de los susceptibles. La clase de removi-
dos o recuperados consiste de todos los individuos que son removidos de la fraccion



susceptible-infecciosa ya sea por muerte, inmunidad o aislamiento. Estas clases se de-
notan por S(t), I(t) y R(t) respectivamente, ademas, si denotamos por N al niimero
total de individuos en la poblacion, tenemos la siguiente relacién,

N=S+I+R

Consideremos una poblacion suficientemente grande para que cada clase se pueda
considerar como una variable continua. Esta poblacién se mezcla de forma homogénea,
es decir, los individuos tienen la misma probabilidad de encontrarse e infectarse. Si el
modelo incluye dindmica vital, es decir, ocurren nacimientos y muertes en el periodo de
estudio, suponemos que los nacimientos y las muertes por causa natural ocurren a una
misma tasa, de tal manera que todos los que nacen son susceptibles. Los individuos
son removidos de cada clase a una tasa que es proporcional al tamano de la clase
con constante de proporcionalidad p la cual llamaremos tasa de mortalidad, que
corresponde al inverso proporcional del promedio de vida, es decir, la esperanza de
vida de la poblacién es igual a %

La tasa de contacto diario que denotamos por 3 es el promedio de contactos ade-
cuados de individuos infecciosos por cada unidad de tiempo. Un contacto adecuado
de un individuo infeccioso es una interaccién que da como resultado la infeccién de un
individuo que es susceptible. El tipo contacto adecuado directo o indirecto depende
de una enfermedad especifica.

Los individuos se recuperan y son removidos de la clase de infectados a una tasa
proporcional al nimero de infectados, con una tasa de proporcionalidad constante
v, que llamaremos tasa de recuperaciéon por unidad de tiempo. El periodo latente es
cero y se define como el periodo entre el tiempo de exposicién, y el tiempo en que
comienza la infecciosidad. El promedio del periodo infeccioso es %

Antes de la infeccién todos los individuos de la poblacién se encuentran en la clase
susceptible S. Si S(t) es el nimero de susceptibles al tiempo ¢, I(t) es el nimero de
infectados y N es el total de la poblacién, entonces s(t) = S(¢t)/N e i(t) = I(t)/N
son las fracciones de susceptibles e infectados respectivamente. Si 3 es el ntmero
promedio de contactos adecuados o tasa de transmision de la enfermedad, es decir,
contactos suficientes para la transmisiéon de una persona por unidad de tiempo, en-
tonces BI/N = fi es el nimero promedio de contactos infectados por unidad de
tiempo de un susceptible, y (8I/N)S = [BNis es el nimero de casos nuevos por
unidad de tiempo debido a S = Ns susceptibles.

1.2. Numero reproductivo basico

El ntimero reproductivo bésico o tasa de reproducion bésica de la infeccion Ry es
el promedio de infecciones secundarias que ocurren cuando un individuo infectado se



introduce en una poblacién totalmente susceptible. Cuando el Ry es mayor que uno,
significa que en promedio cada individuo infeccioso, al inicio del proceso de contagio,
infecta a mas de un nuevo individuo y entonces se producira un brote epidémico. En
caso de que Ry sea menor que uno, cada individuo infectara en promedio a menos de
una persona, y por lo tanto no habra brote epidémico y el virus desaparecera de la
poblacion.

El ntimero de contacto o se define como el promedio de contactos adecuados de la
infeccién tipica durante el periodo infeccioso. Un contacto adecuado es aquel que es
suficiente para la transmisién, es decir, si el individuo en la clase de susceptibles esta
ahora en la clase de infectado.

El ndmero de reemplazamiento R se define como el promedio de infecciones se-
cundarias producidas por infeccién tipica durante todo el periodo de infecciosidad.
Notemos que Ry, 0 y R son iguales al inicio de la propagacién de la enfermedad
cuando toda la poblacién es susceptible excepto el invasor infectado, debido a que
el promedio de infecciones secundarias y el promedio de contactos adecuados es el
mismo al tiempo que ingresa el invasor.

En la literatura reciente de los modelos epidemiolégicos Ry es frecuentemente uti-
lizada como la cantidad que determina si una enfermedad puede invadir a la poblacion
[19]. Ry se define solamente al principio de la invasién, o y R se definen durante todo
el tiempo. Para muchos modelos, el nimero de contacto o permanece constante du-
rante toda la propagacién y es igual siempre al nimero de reproducciéon béasica Ry, en
las secciones siguientes daremos una explicacion mas detallada de como se relaciona
el nimero de contacto, con el estado libre de enfermedad y el estado de equilibrio
endémico. El nimero de reemplazamiento R es el niimero actual de casos secundarios
de una infeccién tipica, es decir, después de que la infeccién ha invadido a la poblacién
y cada individuo no es susceptible, R es siempre menor que el nimero de reproduccién
béasica Ry. También después de la invasion, la fraccién de susceptibles es menor que
uno, es decir, que no todos los contactos resultan en un nuevo caso. Asi, el ntimero
de reemplazamiento R es siempre menor que el nimero de contacto o después de la
invasién. Combinando estos resultados, tenemos que

Ro>c >R

con las tres cantidades iguales al tiempo de la invasién [19]. Note que Ry = o para
muchos modelos, y o > R después de la invasion para todos los modelos.
1.3. El modelo epidémico SIR clasico

En el modelo epidémico SIR cléasico consideramos un periodo de tiempo muy corto,
por lo que no se incluyen las muertes y nacimientos en la poblacién, es decir no



incluimos dindmica vital, consideremos entonces el problema de valor inicial

ds __psI

dl  pSI

= =N — I (1.1b)
dR

i ~I (1.1c)

al inicio de la infeccién tenemos S(0) = Sy >0, I[(0) =Ip > 0y R(0) = Ry > 0.
Este modelo utiliza la incidencia estandar y tiene tasa de recuperacién ~yI.

Si dividimos las ecuaciones (1.1) por la poblacién total N, es decir, tomamos las
fracciones s = S/N,i=1I1/N y r = R/N del modelo, obtenemos

d
£ = —Bsi (1.2a)
g
Eﬁzﬂﬁ—yi (1.2b)

con r(t) = 1 — s(t) — i(t) donde s(t), i(t), r(t) son fracciones de las clases, el
tridangulo T" en el plano s¢ se define como,

T={(s,i)]s > 0,i >0,s+i<1} (1.3)

es positivamente invariante y existe una solucién de tal manera que el modelo
esta matemadticamente y epidemiolégicamente bien planteado[19]. Aqui el nimero

de contacto o = g se define como la tasa de contacto 8 por unidad de tiempo,

multiplicada por el promedio del periodo infeccioso % y se interpreta como el promedio
de contactos adecuados de los infectados durante el periodo de infeccién. El nimero
de reemplazamiento al tiempo de inicio de la epidemia es osg, que es el producto del
numero de contacto o y la fraccién inicial de susceptibles sg.

Teorema 1. Sea (s(t),i(t)) una solucion de (1.2) en T. Si 0sy < 1, entonces i(t)
decrece a cero cuando t — co. Si gsg > 1, entonces i(t) primero se incrementa hasta
1 In(oso) d ‘s d d
~ ——5 Yy después decrece a cero cuando
t — oo. La fraccion susceptible s(t) es una funcion decreciente y el limite s €s la

dnica raiz en (0,1) de la ecuacion

llegar a un valor mdrimo imaqr = i + So —

In(se0/50)

g

10+ S0 — Seo + =0 (1.4)

Una de las caracteristicas de un brote epidémico, es la curva de individuos infec-
tados que se incrementa desde un punto de inicio ¢g cercano a cero, llega a un punto
maximo y empieza a descender y se va acercando mucho al cero conforme pasa el
tiempo, figura(1.1). La fraccién susceptible s(t) siempre decrece, pero al final, la frac-
cion susceptible so, serd positiva. La epidemia tiende a desaparecer, porque cuando



SIR epidémico con ndmero de contacto sigma=3; beta=1, gamma=1/3
1 T T T T

fraccidn infectados
fraccidgn susceptible [

[IR=43

07F

05k

0.4F

02F

01k

D 1 1
10 15

tiempo en dias

[}
[hy}

25

Figura 1.1: Solucién del modelo SIR epidémico clésico con ¢ =3 y 1/ = 3 dias
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Figura 1.2: Plano fase para el modelo SIR epidémico clasico con o = 3




la fraccién susceptible s(t) es menor que 1/0, el niimero de reemplazamiento os(t) es
menor que 1.

En la figura (1.2) los puntos de equilibrio alrededor del eje s son neutros inestables
para s > 1/0 y son neutros estables para s < 1/0. Una aproximacién clasica [18] dice
que para un ip pequeno y sg ligeramente més grande que $p,q: = 1/0, la diferencia
Smaz — $(00) es igual a sg — Smaz, donde Spqz €s el valor maximo que alcanza la frac-
cién susceptible, observe la figura (1.1). Podemos ver que los resultados principales,
envuelven el niimero de reemplazamiento osg, aunque se pueden expresar en términos
del nimero de reproduccion béasica Ry.

1.4. EIl modelo endémico SIR clasico

El modelo SIR endémico clasico a diferencia del modelo epidémico, incluye dindmi-
ca vital, es decir, contempla las muertes y los nacimientos.

ds 3SI
dI  BSI

— —ul 1.5b
i - N ST (1.5b)
dR

—~J — 1.
7 = eR (1.5¢)

al inicio de la infeccién tenemos S(0) = Sy >0, I(0) =Ip >0y R(0) = Ry > 0.

Si dividimos las ecuaciones (1.5) por la poblacién total N, al igual que en el modelo
epidémico, obtenemos

% = p— Bsi— ps (1.6a)
di , .
W i~ -+ i (1.6b)

con r(t) = 1 — s(t) — i(t) donde s(t), i(t), r(t) son fracciones de las clases, el
triangulo T en el plano s¢ se define como,

T ={(s,i)]s >0,i>0,s+i<1} (1.7)

es positivamente invariante y existe una soluciéon de tal manera que el modelo esta
matemdaticamente y epidemioldgicamente bien planteado [19]. El nimero de contacto
o es igual al nimero reproductivo béasico de la epidemia, para todo el periodo de
tiempo, debido a que no ocurren nuevas clases de susceptibles o infecciosos después
de la invasién, para este modelo la cantidad principal es

__B
T+ u

la cual es la tasa de contacto 8 por unidad de tiempo, multiplicada por el nimero

de muertes ajustadas al periodo de infeccién ﬁ

Ry=o0 (1.8)



Teorema 2. Sean (s(t),i(t)) una solucién de (1.6) en T. Si o <1 019 =0 entonces
las trayectorias de la solucion empiezan en T y convergen a un estado de equilibrio
libre de enfermedad, dado por, s =1 ei=0. Si o > 1 entonces todas las trayectorias
de la solucion con ig > 0 convergen a un estado de equilibrio endémico, dado por,

_ 1, _ po-l)
Se = P € le = T
s'=-betasi+mu-mus beta= 173 gamma=1/3
i'=heta =i-(mu+ gamma) i Ro=sigma=0.5 mu = 1/80
i
04
oG -
07 I|
06 lf
)
— osf f
04 !
03t / /
02+ &
l \ L /
ot | 1 | 1 1 1 1
i} o1 0z 03 0.4 05 0g or 0s 04 1
S

Figura 1.3: Plano fase para el modelo SIR endémico clasico con Ry = o = 0.05

Si Rg = o < 1 entonces el nimero de reemplazo os es menor que 1 cuando i, > 0,
y la infeccién decrece hasta llegar a cero. Ademaés la velocidad del movimiento alrede-
dor de las trayectorias no es aparente figura(1.3), la fraccién infecciosa decrece muy
rapidamente muy cerca del cero y entonces como para 100 afios o mas, la poblacién
recuperada muere muy lentamente y el proceso de nacimientos incrementa muy lenta-
mente a los susceptibles, hasta que eventualmente cada uno es susceptible en el estado
de equilibrio libre de enfermedad con s =1 e i =0.

Si Ryp = 0 > 1, i es pequeno y sg es grande con osg > 1 entonces s(t) decrece e i(t)
se incrementa hasta llegar a un punto maximo y entonces empieza a decrecer, justo
como podria pasar en una epidemia, observe la figura(1.4). Sin embargo, después de
que la fraccién infecciosa decrece a un nivel muy bajo, el lento proceso de muerte
de gente recuperada y los nacimientos de nuevos individuos susceptibles (alrededor
de 10 a 20 anos) gradualmente incrementa la fraccién susceptible hasta que os(t)
es suficientemente grande para que otra pequena epidemia ocurra. Este proceso de
rapida alternancia epidémica y lenta recuperacién de susceptibles continta, como las
trayectorias se acercan al estado de equilibrio endémico descrito en el teorema 2. En
este equilibrio endémico el niimero de reemplazamiento os. es 1, lo cual es plausible
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Figura 1.4: Plano fase para el modelo SIR endémico cléasico con Ry =0 =3

si el nimero de reemplazamiento es mayor o menor a uno, la fraccién infecciosa i(t)
puede incrementarse o disminuir respectivamente.

1.5. El modelo SIR(S) normalizado

Los modelos SIR (susceptible, infeccioso, recuperado) y SIRS (susceptible, infec-
cioso, recuperado, susceptible), para una poblacién normalizada, se definen por el
sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias [35]

% = p— Bsi+dr — pus (1.9a)
% = [si — i — pi (1.9b)
% :ryq/_(;r—'u'r (19C)

donde
= s es la proporcién de la poblaciéon que es susceptible
= 4 es la proporcion de la poblacién que es infecciosa

= 7 es la proporcién de la poblacién que esta recuperada de la infeccién, ya no es
susceptible y por tanto no puede ser infectada
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» 4 es tanto la tasa de inmigracién (i.e. nacimiento) y emigracioén (i.e. muerte) de
la poblacién, y se suponen constantes durante el periodo de tiempo de interés

= (3 es la tasa de transmision de la enfermedad. Es la tasa con la que los indi-
viduos infecciosos infectan a los individuos susceptibles. Una vez infectados, los
individuos susceptibles entran a ser expuestos.

= v es la tasa a la cual los individuos se curan. En este modelo los individuos
curados no podrén ser reinfectados por un tiempo después de la infeccién (siendo
removidos de la poblacién o adquiriendo inmunidad)

= ) es la tasa de pérdida de la inmunidad. Este coeficiente determina la tasa a
la cual los miembros recuperados de la poblaciéon pierden su inmunidad a la
enfermedad y son susceptibles de nuevo. Para un modelo SIR esta tasa es 0.

Sea pu; la tasa de mortalidad infecciosa, es decir, la tasa a la cual la poblacion
infectada muere especificamente de la enfermedad, si incluimos esta tasa al modelo,
obtenemos

g =p— Bsi+or — pus (1.10a)
i

d% = Bsi — i — (1 + )i (1.10b)
% =i —dr — ur (1.10c)

donde (4 p;) es la tasa neta de mortalidad y p = s + i + r es la proporcién de
poblacién total.

1.5.1. Adaptacion espacial del modelo SIR

Tomemos una adaptacion espacial del modelo que se desarrolla con detalle en el
capitulo 5.

El modelo SIR se puede adaptar a poblaciones espacialmente distribuidas. Esto
relaja la hipotesis de que las poblaciones estdn en un solo lugar y abre la posibilidad
de que diferentes lugares tengan diferentes tamano y nimero de habitantes, es decir,
diferente densidad de poblacion .

Para implementar esta situacion se utilizan versiones no normalizadas del sistema
(1.10). Sea P, el ntimero de individuos de la poblacién en el lugar I y P, = S;+I; + R;.
Ademas, se necesita tomar en cuenta la variabilidad de la tasa de transmisién 8 debido
a las posibles diferencias en la densidad de poblacién, por lo que se supone una tasa
especifica que se denota por ;.
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ds;

T pwP — (B1/P)SiL + 6 Ry — S (1.11a)
dl,

dftl = (Bi/P)SiLy — I — (e + i)y (1.11b)
d

e g

1.5.2. Poblaciones vecinas infecciosas para el modelo SIR

La adyacencia fisica de las poblaciones conduce naturalmente al contacto de poblacién
a poblacién y eventualmente a la diseminacion de la enfermedad. Podemos extender el
modelo incorporando este aspecto de una poblacién espacialmente distribuida como
sigue:

Dos lugares estan relacionados positivamente cuando es posible el intercambio de
miembros de las poblaciones mediante algin sistema de transporte como caminos,
carreteras, trenes o aviones. En este caso es posible que los miembros de las pobla-
ciones de infecciosos visiten a miembros susceptibles de otras poblaciones. Se supone
que los visitantes tienen el mismo nivel de contacto infeccioso que los miembros de la
poblacion visitada, es decir, que se pueden contar como miembros de la poblaciéon en
el lugar en cuestion.

Tomamos el siguiente sistema de ecuaciones, que se describe a detalle en el capitulo

5.
ds,
d7t1 = :U'Pl - 5lSlIvecinos + 5Rl - /~LSZ (1123)
dl
ditl = ﬂlSlIvecinos - (’7 + H)Il (112b)
dR
LT (1.120)
dt

donde

K
_ Zk:l Mgy

Lyecinos = LA es el numero de visitantes infecciosos del vecino k.
k=1

= My es una constante que depende del tipo de relacion positiva; si las poblaciones
son vecinas, i.e. comparten una frontera, si estan conectados por carreteras, entre
otros.

= P es el nimero de individuos en la poblacién vecina k.

= ;. es el nimero de individuos infecciosos de la poblacién vecina k.
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Capitulo 2

Modelador espacio-temporal de
epidemias STEM

STEM (Modelador Espacio-temporal de Epidemias) es una aplicacién de cédigo
abierto creado en la plataforma ECLIPSE. Es una infraestructura y herramienta de
desarrollo para la composicién de modelos espaciales y temporales de enfermedades
infecciosas. Utiliza la arquitectura de software de componentes mas recientes basadas
en un estandar llamado la iniciativa OSGI, la plataforma Equinox de Eclipse es la
implementacién de referencia del estandar. Al utilizar la arquitectura de software
de componentes STEM permite la composiciéon de modelos, todos los componentes
de STEM, incluidos los cédigos y datos son reutilizables y estan disponibles como
componentes y paquetes. STEM viene con un gran niimero de complementos como
son, los datos globales, geograficos, poblacionales, demograficos, informacién sobre
transporte, como caminos y rutas aéreas y modelos bédsicos de enfermedades.[35]

Esta arquitectura es compatible con la colaboracién, ya que los usuarios pueden
no solo crear nuevos modelos y componer nuevos escenarios, si no también intercam-
biarlos como componentes reutilizables y por lo tanto basarse en el trabajo de los
demas.

Uno de los objetivos principales al crear STEM es facilitar la creacién y utilizacién
de modelos espacio temporales de enfermedades infecciosas que ayuden a entender y
prevenir la dispersion de la enfermedad.

2.1. Preliminares

Supongamos que una enfermedad se esta propagando por algin pais, por ejem-
plo México, uno puede estimar cuanto tiempo después de que aparezcan 10 casos
en la ciudad de Monterrey, se observara el pico del brote ocurrido en la ciudad de
Guadalajara, asi como el nimero de casos probables que ocurrirdn durante el brote,
para responder estas preguntas se requiere un modelo predictivo.

Modelar la propagacién de una enfermedad en una poblacién, es en muchos aspec-
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tos similar al modelado del clima, sin embargo a diferencia del clima, la politica de
salud publica puede cambiar el resultado de una epidemia, por ejemplo, como cam-
biara el numero total de casos, si implementamos politicas de distanciamiento social,
anadimos vacunas o cerramos escuelas.

Los datos requeridos para un modelo de enfermedad infecciosa son llamados, datos
denominadores [35], el tipo de datos denominadores que se necesitan depende del tipo
de enfermedad que se quiere modelar, para nuestro ejemplo, ciertamente necesitamos
saber el nimero de personas que viven en la ciudad de Monterrey y en la ciudad de
Guadalajara, también como las personas se desplazan entre estas ciudades incluyendo
no solo los transportes terrestres, sino también el transporte aéreo.

Algunas de las caracteristicas de la enfermedad a modelar son;
= La velocidad de transmisién o tasa de reproduccién bésica del virus,

» El tiempo en promedio serd infecciosa una persona, (esto se llama tasa de recu-
peracién),

» El tiempo en promedio son inmunes las personas una vez que se recuperan, (esta
es la tasa de perdida de la inmunidad),

= La tasa de mortandad de la enfermedad,

= Que fracién de la poblacién se espera sea resistente o inmune a este tipo de
virus,

Estas caracteristicas se conocen como los parametros basicos de la enfermedad,
los cuales se utilizan como coeficientes en los modelos mateméaticos de la enfermedad
misma. Los usuarios pueden crear sus propios modelos matematicos, o elegir algunos
modelos que se encuentran disponibles como complementos en STEM, uno de los
modelos es el SIR que es un modelo compartamental.

Un modelo compartamental divide la poblacién o poblaciones en estudio en va-
rios estados de la enfermedad o compartimientos diferentes. Podemos pensar en cada
compartimiento o estado, como en un cuarto de una casa, una persona puede moverse
entre los diferentes cuartos, pero solo puede existir en un cuarto a la vez, la poblacién
completa se distribuird entre los cuartos, o compartimientos definidos por el mode-
lo, la poblacién total puede aumentar o disminuir segin las tasas de nacimientos y
defunciones.

En un modelo SIR la personas susceptibles dejan el estado susceptible, interac-
tuando con personas infecciosas, esta interaccién define el proceso de infeccién. Se
requieren modelos matematicos diferentes para modelar una enfermedad infecciosa,
debido a que cada enfermedad tiene un comportamiento diferente, por ejemplo, para
infecciones que confieren inmunidad de por vida en el estado recuperado (sarampion,
paperas) un modelo SIR es apropiado, debido a que, las personas nunca dejan el
estado recuperado mientras vivan.
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Los modelos SIRS (involucran virus de influenza) debido a que la inmunidad no
es de por vida y la inmunidad disminuye con el tiempo. Algunas enfermedades infec-
ciosas se caracterizan por un periodo de incubacién entre la exposicién a un patégeno
v el desarrollo de sintomas clinicos, si el individuo expuesto no es portador del virus
durante este periodo de incubacion, puede ser importante modelar el tiempo de in-
cubacién explicitamente, por ejemplo, en el virus de la viruela es importante modelar
este estado expuesto, ya que existe un retraso de 7 a 14 dias entre el momento en que
el individuo se infecta al momento en que llega a ser infeccioso, asi pues, el modelado
de enfermedades requiere de muchos modelos, también de una gran cantidad de datos
denominadores.

2.2. Modelacion en STEM

2.2.1. Ejemplo del modelo SIR(S) utilizando STEM

El modelo SIR(S) es ttil para modelar enfermedades con un periodo corto de
tiempo, entre que un individuo es infectado y comienza a ser infeccioso, cuando el
individuo se recupera, adquiere inmunidad definitiva después de la infeccién (modelo
SIR) o inmunidad temporal (modelo SIRS). Ejemplos de enfermedades que siguen
estos modelos son la varicela y la influenza. Los individuos susceptibles son infectados
con una tasa de 81 y en un tiempo pierden infecciosidad en una tasa v y llegan a ser
inmunes, la tasa de perdida de la inmunidad se denota como 4.

Daremos un ejemplo ilustrativo de como trabaja STEM:

I. Disenamos un nuevo proyecto al que llamaremos SIR.

11. Ahora creamos un nuevo modelo al cual llamaremos ModeloSIR, y aqui incluire-
mos un modelo dado en STEM llamado MEX Human Population (Levels:0,1),
donde el nivel 0 representa la Republica Mexicana y el 1 la subdivisién de los
Estados, también incluiremos las redes de transporte de las principales autopis-
tas entre los estados y las redes aéreas principales entre los estados, nombradas
en STEM como Air Transport between MEX(0) and MEX(1) y Road Trans-
portation Network (2001) For MEX(1).

15



Figura 2.1: Red Aérea de México

Figura 2.2: Red Carretera de México

1I. Definimos una enfermedad a la cual llamaremos EnfermedadSIR, en la cual
utilizaremos el modelo deterministico que viene dado en STEM llamada Deter-
ministicSIR DiseaseModellmpl buscando su soluciéon mediante Finite Difference,
ahora definimos los pardametros de la enfermedad, primero que afecte a los hu-
manos, la tasa de transmision § = 1.5, la tasa de recuperacién de la infeccion
v = 1 y la tasa de mortalidad p; = 0.003 y para nuestra tasa de perdida de
inmunidad 6 = 0.01

1v. Ahora determinemos el periodo de tiempo en que modelaremos la enfermedad
en STEM lo llaman Sequencer y la fecha es del 4 de mayo del 2009 al 4 de mayo
del 2011

v. Ahora definiremos un escenario llamado MexicoSIR
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VI. Disenemos el infector principal el cual iniciard con un ntimero de 10 personas
infectadas en el DF
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Figura 2.3: Grafica de incidencia para el modelo SIR

Esta es la grafica de incidencia, figura (2.3), muestra como se propaga la enfer-
medad, primero infecta a un ntmero alto de susceptibles, luego baja el nimero de
infectados, y este fenémeno se presenta pero conforme avanza el tiempo las oleadas
presentan un nimero menor de infectados.

DISTRITO FEDERAL, 09, DIF MX-DIF

Figura 2.4: Serie de tiempo para el modelo SIR
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La grafica de serie de tiempo, figura (2.4) muestra como poblacién infecciosa mues-
tra altibajos y conforme las personas pierden el estado infectado, pasan al estado
recuperado y el estado susceptible aumenta.

Scenario "MexicoSIR"

Model Properties Edges Colors Legend
[Disease "EnfermedadsiR® - [ - . s 3
I

| Labels Colors Mapping - -]

p

Figura 2.5: Propagacion en 40 dias con el modelo SIR

Scenario "MexicoSIR"

Model Properties Edges Colors Legend
[Disease "EnfermedadsIR® - [ - . s E
[Labels Colors Mapping -[r -] | ]p R

Figura 2.6: Propagacion en 207 dias con el modelo SIR
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Scenario "MexicoSIR"

Model Properties Edges Colors Legend
| Disease "EnfermedadsIR" - [ - . s E
I R

| Labels Colors Mapping MalE -

Figura 2.7: Propagacion en 494 dias con el modelo SIR

En diferentes dias podemos ver como se va propagando la enfermedad conforme
pasa el tiempo en 40, 207 y 494 dias, figuras (2.5, 2.6, 2.7)
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Capitulo 3

Estimacion de parametros para
el modelo SIR endémico

Debido a la naturaleza del virus de la influenza A(HIN1) proponemos un modelo
endémico SIR para modelar su propagacién en el estado de Jalisco.

Para resolver nuestro problema tomamos los reportes de la propagacién y estado
del virus de la influenza A(HIN1) del periodo de abril del 2009 a agosto del 2010,

debido a que con estos datos vamos a estimar los parametros del modelo.

3.1. Estimaciéon de parametros por maxima verosimili-
tud

Para estimar los parametros por este método, vamos a utilizar una versién nor-
malizada del modelo SIR y vamos a tomar la tasa de pérdida de inmunidad igual a
cero.

d
d—j = p— Bsi— ps (3.1a)
i
d—z = Bsi — i — pi (3.1b)
d
dltj =i — pr (3.1c)

Partiendo de la estimacién de parametros en sistemas dinamicos, podemos escribir
el modelo (3.1) como una representacién diferencial paramétrica de espacio-estado
como

i=f(z,0,u), zcR", weR™ #cR” (3.2)

donde x = [z1,...,2,]7 es el vector de estado, u = [u1,...,un]? es el vector de

entradas y 0 = [0y, ..., 0,]T es el vector de pardmetros.
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Supongamos que conocemos el vector de entradas y que estan uniformemente dis-
tribuidas en los instantes de tiempo ti,...,ty, alternativamente estas proporciones
pueden ser escritas como

y(tl)v ey y(tN)
y(ts) = [y1(t), oo yn ()]

Supongamos que conocemos el valor inicial del vector de estado z(tp).

Para un vector de entradas u(t) y dado un estado inicial x(#g), la solucién al sistema
diferencial (3.12) es parametrizada por el vector § y denotada por z(t,0). Existe una
desviacién entre el estado x(tg) calculado con el modelo y las entradas y(t;), esto
se debe a diferentes factores, tales como, errores de modelado, de entradas, procesos
ruidosos o entradas ruidosas, entre otros. Esta desviacién usualmente es llamada error
de salida y se denota como;

w(tjae) = y(tj) - x(tjve)a ] =1, 7N

El método de méxima verosimilitud sigue de una representaciéon de una sucesién
de errores de salida w(t;,6) en los instantes del muestreo como una realizacién de
un proceso estocastico. El parametro 6ptimo a estimar 0 se define como el vector de
pardmetros que maximiza la probabilidad de que y(¢;) sea una medida de z(t;,6),
vista como la realizacién de un vector aleatorio. Esto nos permite definir la matriz de
covarianza del estimador como,

Cy=E{(6—E@)(0-E@®)")

que puede ser usado para estimar intervalos de confianza de los pardmetros esti-
mados.

En la practica el vector w(t;, #) puede estar altamente correlacionado, esto es una
evidencia de que es posible la aproximacién por maxima verosimilitud para sistemas
no lineales, para explicar la correlaciéon de los errores de salida. Sin embargo, la
dificultad principal aparente, esta en la necesidad de el calculo de la inversa
de una matriz de covarianza muy grande.

La estimacion del vector de parametros 6 resulta de la maximizacién de la funcién
que describe la probabilidad de que n vectores y; sean medida de n vectores x;(#). Para
construir esta funcién de probabilidad, suponemos que w;(f) es un vector aleatorio
que toma valores en RY con media cero y una funcién de densidad de probabilidad
dada por;

_ 1 ~1/2w;(O)T 5, w;(0)
= e J 3.3
fo = s &
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donde ¥; es la matriz de covarianza del vector aleatorio w;(#) denotada como:

%j = B{(w; — E(w)))(w; — E(w;))"} (3-4)

Debido a que 6 es desconocido, consideramos a (3.3) como una funcién del parametro
0 que serd estimado.

Supongamos que todos los vectores w; son independientes uno del otro, es decir,

E{wj, (tg, )wj, (try)} =0 Vhi, ke and Vi1 # jo

Esto significa que la medida de cada variable de estado puede ser alterada por
diferentes e independientes procesos estocésticos.

Cada proceso puede estar altamente correlacionado en el tiempo, esta correlacion
se puede jerarquizar en las matrices ¥;.

Esta suposicién nos permite calcular la densidad de probabilidad conjunta para
todos los vectores y;, como una funcién de ¢:

P (0) = [[ e /22O 25 05(0) (3.5)
j=1

v (2m) N5

Esta funciéon deterministica de 8 es llamada la funcion de verosimilitud que es
proporcional a la probabilidad de que n vectores y; sean medidos de n vectores x;(6).
La estimacién del vector de pardametros 6 resulta de la maximizacién de esta funcién.
Considerando su logaritmo, podemos replantear este problema como un problema de
minimizacion:

oML = arg mel’n J(0) (3.6)

donde
J(0) = w;i(0)T5; w;(6) (3.7)
j=1
El gradiente de la funcién de costo J(#) esta dado por
9.J(0) - Ts—1

donde G; son las matrices de sensitividad de estado y estan dadas por

Oz (0
o0
las cuales pueden ser calculadas por la integracién de la siguiente ecuacién diferencial
matricial.

e RVxP (3.9)
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Gj(t) + M, Gj(()) =0 (3.10)

26, = 2100 5

dt ox

3.2. [Estimacién de parametros utilizando ji cuadrada x>

Para estimar los parametros por este método vamos a utilizar una versiéon no
normalizada del modelo SIR

S’:uN—%— S (3.11a)
ST

I’::éx;——(7-+;ol (3.11Db)

R =~I — uR (3.11c)

Aplicando la misma metodologia para la estimacién por maxima verosimilitud, si
partimos de la estimacion de parametros en sistemas dinamicos, podemos escribir el
modelo (3.11) como una representacién diferencial paramétrica de espacio-estado

i=f(z,0), zeR", #eRF (3.12)

donde z = [71,...,7,)7 es el vector de estado y 6 = [01,...,0,]T es el vector de
parametros.

El vector de pardmetros dependiente de la variable de estado x;(t, ) evaluado en
los instantes del tiempo ty = t1,...,ty se denota por z;(0) = [z;(t1,0), ..., x;(tn, 0)]7,
j=1,...,N.

El vector de las medidas de la variable de estado x; al paso del tiempo se denota
por yj = [y;(t1), .- y; (tn)]"

A la desviacion entre el estado x;(#) calculado con el modelo y las entradas y; se
le conoce como el vector de errores de salida w;(0) = y; — x;(6).

Si tenemos un estado inicial (), la solucién para el sistema diferencial (3.11) es
parametrizada por el vector 6 y se denota por z(t, 6)

Para estimar el vector de pardmetros 6 debemos maximizar la funcién que describe
la verosimilitud de n vectores y; sean medidos de n vectores x;(f).

Utilizando el vector de errores de salida, necesitamos resolver el siguiente problema
de minimizacién

0 = arg minJ(f), donde J(f) = > w;(0) w;(6) (3.13)
j=1
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El gradiente de la funcién de costo J(#) esta dado por

n ) T
3‘2‘(9@ - —zz (8xafé9)> w; (0) (3.14)

el cual se puede calcular de las ecuaciones variacionales.

3.3. Solucion al problema de minimizacion

Para estimar los pardmetros del modelo, necesitamos minimizar la funcién de costo
y debido a la naturaleza del problema no es recomendable utilizar métodos directos,
por ejemplo, factorizacién de Cholesky, por lo que utilizaremos los métodos de opti-
mizacion no cuadratica de gradiente conjugado en el caso no-lineal y por el método
de sobrerelajacion sucesiva SOR.

Otro problema en la estimacién por méxima verosimilitud es el de invertir la
matriz de covarianza, debido a que es una matriz muy cercana a ser singular, por lo
que necesitamos un método de regularizacién para dar una aproximacién de la matriz
inversa.

3.3.1. Meétodo de gradiente conjugado no-lineal GC

Este método es iterativo y a partir de un valor de inicio va calculando valores que
se van acercando a la solucién exacta del problema utilizando direcciones conjugadas
y busqueda de linea. En el algoritmo usamos la formula de descenso conjugado de
Polak-Riviere [15].

=« Dado 2
» 9" =Vf(a?)
s 0 = go

= mientras norm(g¥) > tol y k < kmax

. ay = argminf(z* — ad®)

B — gk _ gy d

. x

= g =VIEMT

(g T (gF+1—g*)
(g")T (%)

- dk—i—l — gk+1 _ Bkdk

] Bk:_

= fin mientras

Cuando el criterio de paro se cumple, esta solucionado el problema de mini-
mizacion.
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3.3.2. Sobrerelajacién sucesiva SOR

Este método es una variante del método de Gauss-Seidel que resuelve sistemas
de ecuaciones, pero con la ventaja de que converge mas rapido, su principio es que
puede predecir la nueva solucion, extrapolando entre la iteracién anterior y la iteracién
calculada con Gauss-Seidel para cada componente. Vamos a resolver el problema de
minimizacién utilizando el método SOR [3].

Si la iteracion original tiene la forma

Tpt1 = f(zn)

entonces podemos utilizar su versién modificada que es

a:;ffffb =(1- w)xﬁOR + wf(ac;fop“)

que es equivalente a

Ty = WEp—1 + (1 —w)Tp_2

claro que para un valor conveniente 0 < w < 1. Entonces llegamos al minimo de la
funcién objetivo.

3.3.3. Regularizacion de Tikhonov

La regularizaciéon de Tikhonov es un método comunmente utilizado para regu-
larizar problemas bien planteados (existe solucién, es tnica, dependen continuamente
de los datos). En estadistica, este método se conoce como regresién lineal. Se relaciona
con el algoritmo de minimos cuadrados para minimizar problemas no lineales

La forma estandar para resolver un problema de regresién lineal, esta dado por,

Az =b
que se conoce como minimos cuadrados lineales donde se busca minimizar el resi-
dual
| Az — b

donde ||.|| es la norma Euclidiana. Sin embargo, la matriz A es singular o muy
cercana a serlo. Para obtener una solucién con propiedades deseables, se incluye un
termino de regularizacion en la minimizacién:

|4z = b||* + [l *

para alguna matriz « elegida a conveniencia. Por ejemplo, si elegimos « como
la matriz identidad o« = I, obtenemos resultados con normas pequenas, es decir
con un error muy pequed. Al utilizar este método de regularizacién, se mejora el
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condicionamiento del problema, permitiendo una buena aproximacién numérica a la
solucién z, la cual denotamos como:

i=(ATA+aTa)tATD

Eleccion del pametro de regularizaciéon por el método de la curva L

La idea del método de la curva L es elegir una sucesién de candidatos del pardmetro
de regularizacién «, de manera que para cada «,, desde 1 < m < M la sucesién tenga
la siguiente forma,

D<o <ag <...<ay <o

para cada valor de oy, se calcula la aproximacion a la solucién del problema || Az —
b||?2 + |lax||?, es decir, la &, solucién. Una vez que tenemos la solucién regularizada
para cada a,,, calculamos su residual, y se define una sucesién de coordenadas de la
siguiente manera,
(log||z — Za,, ||, log [ Za,,|)) € R?

de tal manera que al graficar estos puntos en un plano, debe formarse una curva
suave que por lo regular tiene la forma de una L. El valor éptimo para « es el que se
encuentra mas a la esquina de la curva [31].

Maxima curvatura de la curva L

Se puede encontrar el punto de méaxima curvatura de la curva L de la siguiente
manera; sea &, la solucién regularizada y r, = & — %, el residual regularizado. Se
define,

R(a) = ral,  X(a) =log R(a) (3.15)

S(a) = l|Zall,  Y(a) =logZa (3.16)

Suponemos que X (a) y Y («) varian suavemente con respecto a a. Se selecciona el
valor que méaximiza la funcién de curvatura,de la siguiente manera,

_ Xma)Yi(a) — X1(a)Y (o)
w1 = T Kia) — V(a2

donde la prima (/) denota diferenciacién con respecto de « [44].

(3.17)

3.3.4. Intervalo de confianza para los parametros estimados

Para calcular el intervalo de confianza de los parametros estimados, utilizamos la
matriz de informacién de Fisher, que se determina con la siguiente ecuacién [24],

F=G7s7'G; (3.18)
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donde G es la matriz de sensitividad que se calculo anteriormente y ¥ es la matriz
de covarianza.

La desviacién estandar de los parametros es entonces la raiz cuadrada de los ele-
mentos de la diagonal de la matriz F~1.

o >\ F;! (3.19)

El intervalo de confianza del 95 % puede ser aproximado por [24],

6 —20; <0 <0+20; (3.20)

3.4. Implementaciéon computacional

Consideremos el sistema diferencial (3.12) del modelo SIR definimos los siguientes
vectores z = [s,4,7]7 € R? es el vector de estado, u = [PI]T es el vector de entradas
donde P1I es la proporcién de infectados suponiendo toda la poblacion de Jalisco como
susceptible a enfermar con el virus y 0 = [u, 3,7]7 € R3 es el vector de pardmetros.

Tomamos diferentes tamanos de vector, con N =6 y N =79 para ty = t1,...,tn,
asi, podemos tomar el vector parametro-dependiente de la variable de estado x(t, (1, 5,7))
como

zi((1, 8,7)) = [w(tr, (1, 8,7))s oo i (N, (s BT, G =1,..,3

ademas el vector de medida de la variable de estado x; al paso del tiempo es
denotado por

yi = [(P1);(t1), ... (PI);(tn))"

y el vector de errores de salida w;(u, 3,7) se define por,

wj(p, B,7) = yj — 251, B,7)- (3.21)

una vez que encontramos el error del vector de salida, utilizamos dos caminos para
estimar los parametros.

3.4.1. Implementacion computacional del método de maxima vero-
similitud
Utilizamos el cdlculo del error de salida (3.21) procedemos a calcular la matriz de
covarianza de la siguiente manera,

% = B{(wj — E(w)))(w; — E(w;))"} (3.22)

Debido a que la matriz de covarianza se forma con el vector de errores de salida
es muy cercana a ser singular y es necesario aplicar un método de regularizacién,
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elegimos la regularizacién de Tikhonov. Otra dificultad del método consiste en invertir
la matriz de covarianza en cada paso del tiempo, por lo que vamos a utilizar el método
de gradiente conjugado no-lineal con la variante Polak-Riviere.

Una vez invertida la matriz de covarianza, calculamos la funcién objetivo como

3
T, 8,7) = > wi(, B,7) 7S5 wy (s B,7) (3.23)

j=1

y al integrar la ecuacién diferencial matricial

d N 8f(x, (M,ﬂ,’Y)) ) 8f(x, (Maﬁa’”) . _
@Gj(t) = TG](t) + W, Gj(0)=0 (3.24)
obtenemos o L s (3.25)
79w, By)

con esta matriz ahora ya podemos calcular el gradiente de la funcién de costo

0.J (1, B, : -

J=1

3.4.2. Implementacion computacional de la distribucién Ji-cuadrada

X2

Una vez que tenemos el vector de errores de salida (3.21) calculamos la funcién
objetivo que necesitamos minimizar,

3
T(u, 8,7) =D wilps, 8,7) wiu, B,7) (3.27)

=1

El gradiente de la funcién de costo J(u, 3,7) esta dado por

01(wBy) _ _yy (OB
o, B,7) 2;( 3w, 3, 7) ) i(1s 957) (3.28)

el cual se puede calcular de las ecuaciones variacionales. Hay que notar que para este
método utilizamos una version no normalizada del modelo SIR, por lo que los casos
de las estadisticas de la SSJ.

3.4.3. Resultados de las simulaciones

Para hacer nuestras simulaciones tomamos Ry = 1.58 que es tomado de Fraser [16]
para calcular nuestros parametros de inicio. Como los datos vienen dados semanal-
mente, calculamos p como el inverso de la esperanza de vida en Jalisco que es de 76.86
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anos entonces p = m = 0.00025, decimos que el promedio infeccioso del virus es
de 5 dias [43] por lo que v = £ y si sustituimos estos resultados en la ecuacién (1.8)

encontramos que la tasa de transmision es § = 2.212395.

Ademds, tomamos los datos estadisticos proporcionados por la SSJ figura (3.1)
para 6 y 79 semanas respectivamente.

Infectados Jalisco
SDD T T T T T T T
280 F * B
*
-
*
200 F B
*
el
*
g -
= *y
fd
T 1|0E b
E S
0’ *
o0} L .
*
* *,
+ -
s . .
+ e ’ ”’¢
+4
[ Llees 1 1 1 1 ’“‘“?0“‘ P 1
] 10 20 30 40 a0 ] 70 50
semanas

Figura 3.1: Infectados en Jalisco

Simulaciones utilizando el método de maxima verosimilitud

En esta parte del trabajo, vamos a estimar u, 0 y v del modelo normalizado
(3.1), tomando los datos para las 79 semanas que fue todo el periodo de estudio.
Tomamos como pardmetros iniciales los que calculamos con Ry = 1.58 y minimizamos
el problema utilizando GC no-lineal y regularizacién de Tikhonov.

Encontramos que al minimizar la funcién objetivo, los valores para los pardametros
son los que se presentan en el cuadro (3.1):

@ B g
0.012307998965084 | 11.074366171596264 10.993436181379380
Ry Intervalo de confianza 95 % error relativo
1.006235106879402 | (0.920818197131399,1.099611693191965 ) | 1.199211906516079

Cuadro 3.1: Parametros estimados para la propagacién durante 79 semanas utilizando
méaxima verosimilitud y GC no-lineal

Si hacemos la gréafica de incidencia
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infectado
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Figura 3.2: Propagacién durante 79 semanas utilizando maxima verosimilitud y GC

no-lineal

Si ahora tomamos a p = 0.00025 como una constante, y solo estimamos (5 y 7,
nuestro algoritmo se vuelve mas rapido y obtenemos los siguientes valores de los
parametros, cuadro (3.2).

7 B v
0.00025 11.083855209831800 10.984000677203728
Ry Intervalo de confianza 95 % error relativo

1.009067940595601

(0.871937096634555,1.168012851868845 )

1.957572392914411

Cuadro 3.2: Parametros estimados para la propagacién durante 79 semanas con y fija
y utilizando maxima verosimilitud y GC no-lineal
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¥ 10'5Infectados Jalisco; mu=0.00025, beta=11.0839, gamma=10.5584
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Figura 3.3: Propagacién durante 79 semanas utilizando

no-lineal y u fija

maxima verosimilitud, GC

Al observar los datos proporcionados por la SSJ se puede apreciar que en el periodo
de estudio sucedieron 3 brotes de la enfermedad, figura (3.1), al ver los datos de las
primeras seis semanas observamos que el namero de infectados empieza a crecer por
lo que se tomaron medidas sanitarias precautorias en las que la mas notable fue
el aislamiento social de la semana 4 a la 6, para disminuir el nimero de personas
infectadas por el virus. Al estimar los paradmetros para las primeras 6 semanas, con
u fija, obtuvimos los resultados que se muestran en el cuadro (3.3) y la gréfica de

incidencia (3.4)

Iz B v
0.00025 2.041370324078564 1.227584844548659
Ry Intervalo de confianza 95 % error relativo

1.662577286466368

(1.413977384520947,1.968259586983927 )

0.183106920291212

Cuadro 3.3: Parametros estimados para la propagacién durante 6 semanas con p fija
y utilizando maxima verosimilitud y GC no-lineal
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Figura 3.4: Propagacion en las primeras 6 semanas utilizando maxima verosimilitud,
GC no-lineal y u fija

Si extendemos el periodo de propagacion a 79 semanas pero utilizamos los pardme-
tros estimados para las primeras 6, suponiendo que no se hubieran tomado medidas
de prevencién figura (3.5)

Infectados Jalisco; mu=0.00025, beta=2.0414, gamma=1.2276
0.1 T T T T T T T

0.09 B

0.08 [ B

0.07 A

Q.05 — Plest | ]
+  Pljal
0o5H E

infectado

0.04 A

003 F A

002 B

0.01F B

0 " " . . L
0 10 20 30 40 a0 B0 70 80

semanas

Figura 3.5: Propagacién de las 79 semanas con los parametros de las primeras 6
utilizando méxima verosimilitud, GC no-lineal y pu fija
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Si ahora estimamos los parametros utilizando el método SOR para las primeras 6
semanas y u fija, podemos observar en la figura (3.6) que la solucién que obtuvimos
con los parametros del cuadro (3.4) es buena y se adapta a la naturaleza de la epidemia
para este periodo de tiempo tan corto,

Iz B Y

0.00025 1.681739997636880 0.827565183705449
Ry Intervalo de confianza 95 % error relativo
2.031540409912646 | (1.696429799154473,2.461766925664745) | 0.075680671609574

Cuadro 3.4: Pardmetros estimados para la propagacién en las primeras 6 semanas
utilizando el método SOR y p fija

infectado

150

100

50+

Infectados Jalisco SOR; mu=0.00025, beta=1.6817, gamma=0.82757
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15 2 25 3 3A 4 4.5 5 ] 53
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Figura 3.6: Propagacién en las primeras 6 semanas utilizando el método SOR y p fija

Si extendemos el periodo de propagacién a 79 semanas pero utilizamos los parame-
tros estimados para las primeras 6, suponiendo que no se hubieran tomado medidas

de prevencién, figura (3.7),
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Figura 3.7: Propagacién durante 79 semanas con los parametros de 6, utilizando el

método SOR

Si ahora utilizamos el modelo sin normalizar (3.11) y estimamos los pardmetros de
igual manera que para el modelo normalizado. Al estimar los paradmetros para las

primeras 6 semanas, con p fija, obtuvimos los resultados del cuadro (3.5) y la figura
(3.8)

7 B v

0.00025 2.064878623642913 1.209792232622020
Ry Intervalo de confianza 95 % error relativo
1.706451698936625 | (1.437364264820157,2.042328442707254 ) | 0.076461042083420

Cuadro 3.5: Parametros estimados para la propagacién durante 6 semanas con p fija
y utilizando maxima verosimilitud y GC no-lineal
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Infectados Jalisco; mu=000025, beta=2.0414, gamma=1.2276
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Figura 3.8: Propagacion en las primeras 6 semanas utilizando maxima verosimilitud,
GC no-lineal y u fija

Si extendemos el periodo de propagacion a 79 semanas pero utilizamos los pardme-
tros estimados para las primeras 6, suponiendo que no se hubieran tomado medidas
de prevencién, figura (3.9)

¥ 105 Infectados Jalisco; mu=0.00025, beta=2.0414, gamma=1.2276
7 T

— Plest
+  Plal

infectado
[40]
1

1
0 10 20 30 40 a0 B0 70 80
semanas

Figura 3.9: Propagacién de las 79 semanas con los parametros de las primeras 6
utilizando méxima verosimilitud, GC no-lineal y pu fija
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3.5. Estimacion de parametros para Bélgica y Francia

Utilizamos el método de maxima verosimilitud descrito anteriormente, para es-
timar los pardmetros de infecciénes de enfermedades respiratorias para Bélgica y
Francia.

Vamos a considerar las estimaciones de los casos positivos en estos paises para una
poblacion de 100000 habitantes, estos datos se encuentran disponibles en Google flu
trends [34].

Utilizamos la serie de datos para Bélgica tomados semanalmente desde el 23 de
agosto del 2009 hasta el 22 de mayo del 2011, y estimamos los parametros u, 8y
obteniendo los siguientes resultados, cuadro (3.6).

Iz B Y
0.024989840045384 | 3.398537516045367 2.701850997336147
Ry Intervalo de confianza 95 % error relativo
1.246327790553716 | (1.016447908320612,1.542949650460891 ) | 2.107831170126933

Cuadro 3.6: Pardametros estimados para Bélgica durante 91 semanas utilizando maxi-
ma verosimilitud y GC no-lineal

La figura (3.10) muestra la incidencia para los parametros estimados para Bélgica,

SIR Belgica GC; mu=0.024%3, heta=3.3385, gamma=2.7013
0.025 T T T T T T T T T

002

Plest |
+  Plbel

0.01a

infectados

001 F

0.005 -

a0
semanas

Figura 3.10: Propagacion para 91 semanas para Bélgica con todos los parametros
utilizando méxima verosimilitud, GC no-lineal

Utilizamos la serie de datos para Francia tomados semanalmente desde el 8 de
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agosto del 2004 hasta el 9 de julio del 2006, y estimamos los parametros u, 8y v
obteniendo los siguientes resultados, cuadro (3.7).

Iz B Y
0.040062534893096 | 2.197182339489372 1.803239906099932
Ry Intervalo de confianza 95 % error relativo

1.191981462524240

(0.914466372015850,1.405866431613108)

2.555540173677056

Cuadro 3.7: Parametros estimados para Francia durante 101 semanas utilizando méaxi-
ma verosimilitud y GC no-lineal

La figura (3.11) muestra la incidencia para los pardmetros estimados para Francia,

SIR Francia GC; ru=0.040063, beta=21972, gamma=1.8032
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Figura 3.11: Propagacién para 101 semanas para Francia con todos los pardametros
utilizando méxima verosimilitud, GC no-lineal
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Capitulo 4

Estimacion de parametros para
el modelo SIR epidémico

En este capitulo, proponemos un modelo epidémico SIR para modelar la propa-
gacion de la influenza A(H1IN1) en el estado de Jalisco. En este modelo, consideramos
un periodo de tiempo muy corto, por lo que no se incluyen las muertes y nacimientos
en la poblacion, es decir no incluimos dindmica vital, consideremos entonces el modelo
normalizado,

ds

di

d—i = Bsi — i (4.1b)
dr ,

priaiel (4.1c)

4.1. Estimacion de parametros utilizando evolucién dife-
rencial

La evolucién diferencial o DE, es una rama de la computacién evolutiva para
optimizaciéon en espacios continuos, es una técnica de busqueda paralela, directa y
estocdstica, que maneja funciones objetivo no diferenciables y no lineales [25].

Utiliza NP, D — dimensional vectores de pardmetros [32],

riq para i=1,2,... NP

como poblacion en cada generaciéon G, y este nimero queda fijo durante todo el
proceso. El vector de poblacién inicial, se elige aleatoriamente del espacio que cubre
a todos los posibles parametros. Como una regla, se supone una distribucién de pro-
babilidad uniforme, para todas las decisiones, a menos que se indique lo contrario. En
caso de disponer de una solucién preliminar, la poblacién inicial puede ser generada
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agregando desviaciones estdndar aleatorias normalmente distribuidas, a la solucién
nominal Z,om,0. DE genera un nuevo vector de pardmetros agregando la diferencia de
pesos entre dos vectores de la poblacién a un tercer vector. Esta operacién es llamada
mutacion. El vector de parametros que ha sido transformado, vector mutante, se
mezcla con los parametros de otro vector predeterminado, el vector nuevo, es llamado
vector de ensayo. La mezcla de estos pardmetros es llamada frecuentemente cruza.

El vector de ensayo, es aceptado para reemplazar la siguiente generacion, si y solo si,
existe una reduccién en el valor de la funcién objetivo, de otra forma nos quedamos con
el vector de ensayo anterior. Esta operacién es conocida como seleccién. Cada vector
de la poblacion sirve una vez como vector de ensayo, hasta que las N P competiciones
tengan lugar en una generacion.

Se puede describir esta estrategia mas especificamente como sigue;
= Mutacién

Para cada vector objetivo, x; g, el vector mutante es generado de acuerdo a;
Vi G+1 = Try,G +F- (wTQ,G - xT37G)

con indices aleatorios enteros x,, ¢, Try G, Try,c¢ € 1,2, ..., NP, mutuamente difer-
entes y I' > 0. Los enteros elegidos aleatoriamente x,, g, ¥r, ¢ ¥ Try, se eligen
de manera diferente a el indice ¢ de tal manera que NP debe ser mayor o igual
a cuatro para que se pueda cumplir esta condicién. El factor F' es una constante
real que se encuentra entre 0 y 2, que controla la amplificacién de la variacién
diferencial (z,,.¢ — Zrs,c)-

= Cruza

Se introduce la cruza, para incrementar la diversidad del vector de parametros
perturbados. Con este fin, el vector de ensayo,

Ui G+1 = (U15,G41, U2i,G41s -+, UDi,G+1)

se forma de la siguiente manera,

[ vjigy1 si (randb(j) < CR) 6 j = nbrn(i) .

Ugi Gl = { zjic st (randb(j) > CR) 6 j # nbrn(i), paraj=12,...D
(4.2)

randb(j) es la j—ésima evaluacién de un nimero aleatoriamente generado entre
0 y 1. CR es la constante de cruza que se encuentra entre cero y uno y es
generada por el usuario. rnbr(i) es un indice aleatorio € (1,2, ..., D) que asegura

que u; g+1 obtendrd al menos un pardmetro de v; g41
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= Seleccién

Para decidir independientemente si el vector de ensayo u; ¢+1 debe o no pertenecer
a la generacién G + 1, se compara con el vector objetivo x; ¢ utilizando el sigu-
iente criterio. Si el vector u; g4+1 tiene menor valor de la funcién de costo que
x;,q, entonces T; g4+1 serd u; g+1, de otra manera, se retiene el valor de z; .

s Algoritmo

Sea x; g el vector candidato solucién, en la poblacién. El algoritmo bésico es el
siguiente;

-Inicializar todos los vectores x; g con posiciones aleatorias en el espacio de
busqueda.

-Repetir lo siguiente hasta que se cumpla un criterio de paro.
+ Para cada z; ¢ en la poblacion, hacer;

¢ Escoger aleatoriamente tres vectores z,, g, Tr; Gy Tr,c € 1,2, NP de la
poblacion, sin que se repitan.

o Escoger aleatoriamente un indice ¢ € 1,2, ..., NP donde el mas grande valor
de NP es la dimensionalidad del problema.

¢ Calcular el vector de prueba en la nueva posiciéon u; ¢4+1 iterandolo como
sigue;

* Escoger randb(j) ~ U(0,1)

* Si j = nbrn(i) 6 randb(j) < CR entonces u;gy+1 = Tr,.q + F - (Try.c —
$r3,G)

o Si f(uigy1) < f(zig+1) entonces se reemplaza el vector de prueba y
Ui, G4+1 = Ti,G

+FElegir el vector de prueba como el que tiene la menor funcién de costo y
regresarlo como el candidato solucién.

4.2. Implementacion computacional

La implementacion en MATLAB, permite la ejecucién de funciones de optimizacién,
de un modo simple y seguro; toda vez que los clasicos métodos de optimizacién son
inconvenientes al resolver problemas de optimizacién con miltiples objetivos [25].
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Se tomo el algoritmo de uso libre implementado en MATLAB que se encuentra
en [5], utilizando los siguientes criterios como condiciones iniciales para estimar los
parametros, que deben estar acotados en los valores probables que pueden tomar los
parametros. Las poblaciones de infectados, susceptibles y recuperados se encuentran
acotados entre 0 y 1 porque estamos normalizando a las poblaciones. Los parametros
B v v se encuentran acotados entre 0 y 100.

El factor de peso aplicado a la diferencia aleatoria, F' es un factor de escala entre
0 v 2, lo vamos a tomar de 0.85. Tomamos la constante de cruza como 0.9, que es la
probabilidad que tienen los individuos de ser cruzados y esta entre 0 a 1. Tomamos
el tamano de la pobacién NP como diez veces el nimero de parametros, aunque
en nuestro caso se obtuvieron mejores resultados aumentando a 20 veces el niimero
de parametros. Iteramos 10000 veces, utilizando la estrategia basada en el vector
a perturbar DE/best/1 with jitter, que corresponde a utilizar, cruza exponencial,
perturbando un solo vector que debe ser el mejor.

4.2.1. Resultados de la simulaciéon

Para resolver nuestro problema tomamos los reportes de la propagacién y estado
del virus de la influenza A(H1IN1) del periodo de abril del 2009 a febrero del 2010,
debido a que con estos datos estadisticos, vamos a estimar los parametros del modelo,
para las primeras 46 semanas de la enfermedad.

¥ 10'5 Infectados Jalisco; beta=20.2865, gamma=20.1331
‘!1 T T T

asf . _

. Plest

infectado

1
0 5 10 148 20 25 30 35 40 45 a0
semanas

Figura 4.1: Infectados en Jalisco
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g

g

Ry

20.286545077602579

20.138063987550360

1.007373156135764

Intervalo de confianza 95 % error absoluto

error relativo

(1.007361536328892,1.007384776210068 )

4.426772577887333e-005 | 0.344356611228278

Cuadro 4.1: Parametros estimados para la propagacién durante 46 semanas utilizando

evolucion diferencial

Para estimar los pardmetros G y 7 del modelo SIR epidémico, que se propone
para modelar las infecciénes de enfermedades respiratorias en Estados Unidos, del 7
de noviembre del 2004 al 25 de septiembre del 2005, es decir. 46 semanas. Vamos a
considerar las estimaciones de los casos positivos en estos paises para una poblacién
de 100000 habitantes, estos datos se encuentran disponibles en Google flu trends [34].
Obteniendo los siguientes resultados, cuadro (4.2).

0.03

Infectados EUA, beta=0.57 164, gamma=0. 46639

0.025

002

infectado

0015

001F

0.005

Plest ||

1
10 15 20 25 30 35 40 45
sernanas

a0

Figura 4.2: Infectados en EUA

g

v

Ry

0.571641744500185

0.466385978965574

1.225683811867724

Intervalo de confianza 95 % error absoluto

error relativo

(0.993320021164155, 1.598000450127583) | 0.114554623447735

8.911151688262218e4-002

Cuadro 4.2: Parametros estimados para la propagacién durante 46 semanas utilizando

evolucion diferencial
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Al estimar los pardametros utilizando evolucién diferencial en el modelo epidémico,
observamos un mejor ajuste en los datos en comparacién con el modelo y los métodos
de estimacion utilizados en el capitulo anterior.
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Capitulo 5

Adaptacion espacial del modelo

Para un gran nimero de personas infecciosas, porque no toda la poblacién es
susceptible a la infeccion. Una vez que no hay gente susceptible que se puede infectar,
no puede haber nuevas infecciones, esta expresion es

p
P

donde P es la poblacién total y % es la fraccién de la poblacién susceptible a la
infeccién. La ecuacién (5.1) es un término de interaccién o producto de interaccién,
porque representa la interaccién entre la gente infectada y la gente susceptible como
un simple producto. Este producto de interaccién determina la nueva incidencia de
la infeccion.

Al xx =ST (5.1)

Si la ecuacién (5.1) se utiliza para definir la tasa a la cual la gente infectada en
una poblacion particular j causa que la gente susceptible en la misma poblacion j sea
infectada, entonces podemos escribir (5.1) como,

S.
J
Sea la tasa de infeccién en la poblacién j mezclando con la poblacion k

I,
Sy mk P

Entonces la tasa de nuevas infecciones (tasa de incidencia) en la poblacién j es

M3 (5.3)

3 K
S ZMjka (5.4)

K
> k1 Mk Pr 11

donde
= mj es la tasa de mezcla entre j y k (note que mj; = 1)

= [;. es el nimero de infectados en la poblacién k
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= k es el nimero total de poblaciones
= P es la poblacién en el lugar k

= 3 es la tasa de transmisién

5.1. Adaptacién espacial del modelo

El modelo SIR se puede adaptar a poblaciones espacialmente distribuidas. Esto
relaja la hipotesis de que las poblaciones estan en un solo lugar y abre la posibilidad
de que diferentes lugares tengan diferentes areas, nimero de pobladores y tasas de
transmision.

Para dar solucién a esta situacién se usan versiones no normalizadas del modelo
SIR (1.10) tal como sigue. Sea P; el niimero de individuos en la poblacién en el lugar
[ (N6tese que P, = S;+ I} + R;). Es necesario tomar en cuenta la variabilidad de la
tasa de transmision 3 debida a las posibles diferencias en la densidad poblacional.
Para ello se supone una tasa especifica que denotamos por ;.

Sustituyendo 8 por ; multiplicando ambos miembros de el sistema (1.10) por P,
y tomando la tasa de perdida de inmunidad § = 0 y la tasa de muertes debido a la
enfermedad p; = 0 obtenemos

d

P = uPi - fisiP| - psP, (5.52)
di . .

7P = BisiPi— (y+ i) P (5.5b)
d

cTZPl = yiP, — prP (5.5¢)

Se utiliza el valor de ; como (3 escalandolo por la razén entre la densidad de
la poblacién en el lugar [ y el promedio de la densidad de poblacién de todas las
locaciones [35]:

B = Bd;/APD (5.6)
L
donde d; es la densidad local de la poblacién en el lugar [ y APD = w es el
promedio de la densidad de poblacién de todos los lugares, L es el total de lugares.

Sea S; = sP; el nimero de miembros susceptibles de la poblacién en el lugar [,
sea I} = iP; el nimero de miembros infecciosos de la poblacién en el lugar [ y sea
R; = rP, la poblacién recuperada, al sustituir estas expresiones en el sistema (5.5) se
obtiene,
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ds;

= M= BiSii — S (5.7a)
dl .

= = BiSi— (v + ), (5.7b)
dR;

S — .
el i1 (5.7¢)

sustituyendo ¢ = I /P, en (5.7) obtenemos

ds,

7; = P = (Bi/P)Sidi — Sy (5.8a)
dl

7; = (Bi/P)Sili — (v + w1 (5.8b)
iR,

T v — ply (5.8c)

Sustituyendo la tasa de nuevas infecciones, es decir, tasa de incidencia en la
poblacién [, ecuacién (5.4) en (5.9),

d K I

B ppi— g =l (5.92)
¢ > i1 Mk P

dr, K el

- = R LU (5.9b)
¢ >kt Mk P

dR,

b RS A .

pralmiil i (5.9¢)

5.2. Poblaciones vecinas infecciosas

La adyacencia fisica de las poblaciones conduce naturalmente a contacto poblacién
a poblacién y eventualmente a la diseminacion de la enfermedad. Podemos extender el
modelo incorporando este aspecto de una poblacién espacialmente distribuida como
sigue:

Dos lugares estan relacionados positivamente cuando es posible el intercambio de
miembros de las poblaciones mediante algin sistema de transporte como caminos,
carreteras, trenes o aviones. En este caso es posible que los miembros de las pobla-
ciones de infecciosos visiten a miembros susceptibles de otras poblaciones. Se supone
que los visitantes tienen el mismo nivel de contacto infeccioso que los miembros de la
poblacion visitada, es decir, que se pueden contar como miembros de la poblaciéon en
el lugar en cuestion.

Las ecuaciones se modifican de la siguiente manera:
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ds,

E = N-Pl — BiStlvecinos — MSZ (5103)
dl,
ditl = /BlSlIvecinos - (7 + M)Il (510b)
dR
d—tl =1, — pR, (5.10c)

donde

K
_ Zk:l mygly

Lyecinos = LA es el numero de visitantes infecciosos del vecino k.
k=1

= My es una constante que depende del tipo de relacion positiva; si las poblaciones
son vecinas, i.e. comparten una frontera, si estan conectados por carreteras, entre
otros.

= P es el nimero de individuos en la poblacién vecina k.
= [} es el numero de individuos infecciosos de la poblacién vecina k.

Modificando este modelo con términos apropiados, se pueden calcular estadisticas
especificas del total de nacimientos, muertes y muertes debidas a la enfermedad, por
ejemplo:

» B=u(S+ 1+ R), el nimero de nacimientos.
s D=pS+ (u+ p)I + pR, el nimero de muertes.

= DD = p;1, el namero de muertes debidas a la enfermedad.

5.2.1. Ejemplo de la adaptacion espacial para una estructura de tres
vecinos

Tomemos como ejemplo una estructura de tres vecinos, denotados por [ = 1,2,3
con k =1,2,3. En donde P} = Si + I! + R} es la poblacién en cada vecindario en el
paso del tiempo, asi, formemos el modelo con la siguiente estructura,

dS
ditl = MPI - /BlSlIvecmos - NSI (5-113)
dl
ditl = /BlSlIvecinos - (7 + :u')Il (511b)
dR,
L (5.11¢)

K
e mukdk

Si tenemos que [ = Pyig y al denotar Lyecines = =& como
Y1 Mk P
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my [y + myals + mysls
my P + mpp Py + my3P3

Hay que notar que cuando I = k entonces my; es igual a 1 y si denotamos

Ivecinos -

P mi
n=
my1 P + mpa Py + my3P3
iy — mio
y =
my1 Pr +mpp Py + my3 Py
y
- my3
a3 =

my P + mp Py + my3 P

llegamos a la siguiente expresion:

Lvecinos = Tran + Iaaj + Iza;3

sustituyendo en el sistema (5.23) obtenemos

S = uP, — BiSi(Iian + ap + Isaiz) — pS; (5.12a)
Il/ = BlSl(Ilall + Isaps + Igalg) — (")/ + /L)Il (5.12b)
Ry =~I; — pRy (5.12¢)

Si tomamos [ = 1,2,3 el sistema (5.12) se convierte en tres sistemas, uno para
cada poblacién [

Proposicion 1.
P,=S.+I,+R,=0

Demostracién: Tomando la tasa neta de mortalidad en la ecuacién (5.12b) es decir,

po= ()

S + I, + Ry, = puP — B1Sk(I + Liag, + Imakm) — 1Sk
+ BpSk(Ik + Inag + Imagm) — vI — pdy
+ 1l — Ry
= pub — pSk — ply — pRy
= pP — (uSy, + ply + pRy,)
=0

o

Corolario 1. P, = S + I + Ry = ctte.

Este hecho muestra que las poblaciones vecinas permaneceran constantes al paso
del tiempo.
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5.3. Adaptacién espacial para la estructura de vecinos
de la Zona Metropolitana de Guadalajara

Tomemos una estructura de vecinos para los 8 municipios de la ZMG

Figura 5.1: Zona Metropolitana de Guadalajara

en la figura (5.1) los nimeros representan respectivamente a los municipios

I. Guadalajara
1. Zapopan
1. Tlaquepaque
v. Tonala
v. Tlajomulco
vI. El Salto
VII. Juanacatldan
vIII. Ixtlahuacan de los Membrillos

Para fines préacticos reordenaremos la lista en orden alfabético

I. Guadalajara

1I. Ixtlahuacan de los Membrillos
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1. Juanacatlan
Iv. Salto El

v. Tlajomulco

vI. Tlaquepaque
viL. Tonal&

VIII. Zapopan
Definamos las areas de cada municipio en kilémetros cuadrados como Ay

AGdl7 Alazta AJuay ASala ATlaja ATlaqa ATona AZap

y el area total de la ZMG como la suma de las areas de todos los municipios como

Atotal = Agdl + Arzt + Ajua + Asal + ATiaj + ATiag + ATon + AzZap
El ntimero de habitantes de cada municipio como P
PGdb P[xta PJum PSala PTlaja PTlaqa PTon; PZap

Y el numero total de habitantes de la ZMG como
Protar = Pgar + Prat + Prua + Psai + Priaj + Priag + Pron + Pzap

La densidad de poblacién para cada municipio es el cociente entre el nimero de
. p L P
habitantes y el area del municipio, di = A—’Z

El factor de mezcla my, se toma como la diferencia entre viajes atraidos en cada
municipio menos los viajes generados, tomado como base los desplazamientos de la
ZMG [39].

Tomando como base el ejemplo de estructura para tres vecinos, formemos la es-
tructura de vecinos para la ZMG, denotando por

I =Gld, Izt, Jua, Sal, Tlaj, Tlag, Ton, Zap

k = Gld, Ixt, Jua, Sal, Tlaj, Tlag, Ton, Zap

a cada municipio, en donde k corresponde a los vecinos del municipio y Pf = Si +
I,i + R}f€ es la poblacion en cada vecindario en el paso del tiempo, asi, formemos el
modelo con la siguiente estructura,

migdilcdl + MiretIret + Migualjua + MisatIsal + MiTiajIT1aj T MiTIaqITIaq + MiTonITon + Mizaplzap

Iyecinos =
migalPcdl + Mitet Prat + Mijua Prua + Misai Psat + MiTiaj Priaj + MiTiaqPriag + MiTon Pron + MizapPzap
(5.13)
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Hay que notar que cuando I = k entonces my; es igual a 1 y si denotamos

aiGdl =

A rzt =

Al Jua =

aiSal =

a|Tlaj =

A Tlag =

A Ton =

A Zap =

miGdl
migdiPcar + M1zt Prat + MijuaPrua + Misat Psal + MiTiaj Priaj + miTiaqPTiag + MiTonPron + MiZapPzap
(5.14)
Mzt

micdiPcdl + Mirzt Prat + MijuaPiva + Misat Psat + MiTiaj Priaj + MiTiaqPTiag + MiTonPron + MiZapPzap

(5.15)
MY Jua
migdiPcdl + Mirzt Prat + MijuaPiua + Misat Psat + MiTiaj Priaj + MiTiaqPTiag + MiTonPron + MiZapPZap
(5.16)
miSal
miGdiPcdl + MirztPrat + MijuaPrva + Misai Psal + MiTiaj PTiaj + MiTiaqPTiaqg + MiTonPron + MizapPzap
(5.17)
MiTlaj
miGgdiPcaar + mi12t Prat + Mijua Prua + Misai Psat + MiT1ai PTiaj + MiTliaqPTiag T MiTon Pron + MiZapPzap
(5.18)
™M Tlagq

migdiPcar + M1zt Przt + MmijuaPrua + Misat Psal + MiTiaj Priaj + MiTiaqPTiag + MiTon Pron + MiZapPzap
(5.19)

™M|Ton

migdiPcdl + Mirzt Prat + MijuaPrva + Misat Psat + MiTiaj Priaj + MiTiaqPTiag + MiTonPron + MiZapPzap

(5.20)
M Zap
migatPcdal + Mirzt Prat + MijuaPiua + Misat Psal + MiTiaj Priaj + MiTiaqPTiaqg + MiTon PTon + MizapPZap
(5.21)

llegamos a la siguiente expresion:

Iyecinos = IgdiaiGdl + Irzt@iret + Tjualjua + Isal@isal + ITiaj@Tiaj + ITiaq@Tlaq T ITon®Ton + 1Zap@izap (5-22)

que podemos sustituir en la siguiente ecuacion

ds;

E = MPI - /BlSlIvecinos - ,USl (5233)
dl

ditl = BlSlIvecinos - (7 + ,U)Il (523b)
dR;

— =~ — uR 5.23
i 1 — ply ( c)

Estructura de vecinos para el municipio de Guadalajara

dS¢
76” = uPga — BaarSadilvecinosGdl — WSadi (5.24a)
dl,

didl = BaaScalvecinoscar — (v + 1) Ica (5.24b)
dR,
# =vlga — pRga (5.24¢)
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donde, la tasa de transmision es

Iyecinosgdl = IgaiagaiGditrztacdirztt1juaaGdiguatisalacdisal HTiaj0GdiTiaj tIT1aq0GdITIaq T TondGdITont{ ZapaGdiZap
(5.25)

Siguiendo esta metodologia, formamos la estructura de vecinos para cada municipio

de la ZMG

5.4. Implementacion computacional de la estructura de
vecinos de la Zona Metropolitana de Guadalajara

En esta seccion implementaremos las estructuras de vecinos de todos los municipios
de la ZMG en un mismo algoritmo para simular la propagacién de la enfermedad al
paso del tiempo, tomando en cuenta periodos semanales, ademéas de considerar los
parametros § y v que estimamos en el capitulo anterior.

Tomamos en cuenta las estadisticas el consejo estatal de poblacién COEPO del
estado del Jalisco [40] y los desplazamientos entre los municipios [39] para adecuar
nuestro modelo a la ZMG.

Tomemos el area en kilometros cuadrados para cada municipio de la ZMG

I. Guadalajara 187.91
1. Ixtlahuacén de los Membrillos 184.25
1. Juanacatlan 89.08
v. Salto El 41.5
v. Tlajomulco 636.93
VvI. Tlaquepaque 270.88
vil. Tonald 119.58

VIII. Zapopan 893.15

que en suma nos dan un total de 2423.3 kilémetros cuadrados. También necesitamos
el nimero de habitantes de cada municipio

I. Guadalajara 1 600 940
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1I. Ixtlahuacan de los Membrillos 23 420

I11. Juanacatlan 11 902

Iv. Salto El 111 436

v. Tlajomulco 220 630

vi. Tlaquepaque 563 006

viI. Tonaléd 408 729

VIII. Zapopan 1 155 790

que en total son 4 095 853 habitantes

Estos datos nos permitiran calcular el pardmetro (3; para cada municipio, debido
a la variabilidad de la densidad de poblacién para cada uno de ellos.

Para hacer la simulacién utilizamos MATLAB y creamos un ambiente grafico de
modo que al dar valores a los parametros, el nimero de semanas de la epidemia
que deseamos modelar asi como la clase ya sea susceptible, infeccioso o removido,
obtenemos los resultados conforme se avanza la enfermedad en el tiempo. La ventaja
de hacerlo en un ambiente grafico es que podemos variar los pardmetros con los que
se desea modelar como se muestra en la figura (5.2)
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PROPAGACION DE LA EPIDEMIA AL PASO DEL TIEMPO EN LA ZMG

1

PARAMETROS ool

BETA
GAMMA 7z
MU

07+

ESTADOS G

Susceptible

05+

SEMANAS DE LA
EPIDEMIA 03

02+

01+

Figura 5.2: Ambiente Grafico

para ejemplificar tomemos los pardmetros que estimamos en el capitulo anterior
de la figura (3.4), 8 = 2.0414, v = 1.2276, u = 0.00025 y veamos la propagacién a las
10, 20, 40 y 80 semanas.

La clase susceptible se muestra en la figura (5.3).
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Figura 5.3: Propagacién de la enfermedad para la clase susceptible de la semana 10 a

la 80

La clase de infectados en la figura (5.4).
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Figura 5.4: Propagacién de la enfermedad para la clase infecciosa de la semana 10 a

la 80

Y las personas que se han recuperado de la enfermedad, figura (5.5).
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Figura 5.5: Propagacion de la enfermedad para la clase de removidos de la semana 10
ala 80

Este ambiente grafico nos permite observar como se propaga la epidemia semana
a semana, debido a que podemos ver como cambian los tonos de los colores acorde a
la clase que representan, el verde a las personas propensas a contraer la enfermedad
susceptibles, el rojo a las personas que han adquirido la enfermedad, los infectados y
el azul a las personas que se han recuperado después de contraer la enfermedad, los
removidos o recuperados.

Los diferentes tonos nos representan el nimero de personas que se encuentran
semana a semana en cada clase, por eso podemos ver en las figuras que no todos los
municipios tienen la misma tonalidad pero si el mismo color, entre mas oscuro sea
el color significa que més personas estan en la clase de la enfermedad, por ejemplo,
en la grafica para las personas infectadas que esta en color rojo, podemos ver como
los municipios de la parte inferior que representan a Ixtlahuacén de los Membrillos
y a Juanacatldn se encuentran en un tono rojizo muy claro, esto significa que pocas
personas han adquirido la enfermedad, en cambio el municipio del centro que es
Guadalajara tiene un tono rojo oscuro y esto significa que un mayor ntmero de
habitantes ha contraido la enfermedad.

En resumen para las tres clases, si el tono del color que corresponde a cada uno de
ellos es mas oscuro, significa que hay mas personas en la clase que cuando la tonalidad
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es mas clara, esto se cumple para todos los municipios y para todas las clases .
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Conclusiones

Podemos utilizar STEM para darnos una idea de como se propaga una enfermedad
por el territorio nacional y hacer comparaciones entre diferentes escenarios y diferentes
enfermedades, tenemos que utilizar parametros conocidos que se encuentran en base
a la experiencia o con una estimacién.

Cuando utilizamos estimacion de parametros por maxima verosimilitud una de las
dificultades principales fue que la matriz de covarianza es muy cercana a ser singular,
por lo que para invertirla necesitamos un método de regularizacién, la desventaja de
utilizar regularizacién es que se introduce ruido, que al ser muy pequeno obtenemos
buenos resultados. Utilizamos un algoritmo para obtener el mejor pardmetro de reg-
ularizacién, pero aun asi, necesitamos mas tiempo maquina porque se debe invertir
la matriz cada vez que se calculan los gradientes y la funcién de costo.

Al utilizar la distribucién x?, solo utilizamos el vector de errores por lo que se
disminuye la complejidad de invertir la matriz de covarianza. Cuando utilizamos el
método SOR la desventaja es que necesitamos estar muy cerca del minimo para que
funcione el algoritmo y la convergencia es muy lenta, al usar GC no lineal obtenemos
mejores resultados y una convergencia mas rapida.

Si usamos un modelo SIR sin dindmica vital y el algoritmo de evolucién diferencial,
los datos tienen mejor ajuste que con los modelos descritos anteriormente, mas no
muestran de manera precisa el comportamiento del virus en el estado de Jalisco en el
tiempo de estudio.

En cuanto al modelo SIR con y sin dindmica vital, obtenemos mejores aproxima-
ciones al modelar la influenza por periodos largos de tiempo. Al observar los datos
originales y compararlos con los resultados obtenidos, podemos ver que el modelo
no muestra un comportamiento tipico como se puede observar en los datos propor-
cionados por la SSJ, una explicacién es que la enfermedad fue inesperada y hubo tres
brotes significativos en un periodo corto de tiempo, mientras que los modelos SIR
se utilizan regularmente por periodos largos. En el articulo [10] menciona, que para
obtener un mejor ajuste a los datos de la influenza A(HIN1), se necesitan separar
las personas infectadas por cohortes de edad, siendo contrario a lo que se pensaba,
que se necesita aislar como medida preventiva a los nifios y ancianos porque son los
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mas vulnerables, las personas en edad productiva son las que estan mas expuestas
a infectarse con el virus y asi mismo a propagarlo. Debido a la escases de vacunas,
se tomo como prioridad vacunar a ninos y ancianos, que en la practica, seria mejor
vacunar a las poblaciones jovenes que tienen mayor movilidad.

Podemos utilizar el modelo SIR para describir enfermedades respiratorias que
tienen un comportamiento tipico, en donde el invierno juega un papel importante
en las personas que se pueden enfermar, como sucede en los ejemplos para Bélgi-
ca y Francia, donde es mas sencillo y observamos mejores resultados al estimar los
parametros que para la influenza en México.

Al implementar el modelo espacial SIR en conjunto con el demo de la ZMG, ob-
servamos como se propaga el virus de la influenza A(HIN1) suponiendo que la en-
fermedad se adapta a un modelo SIR, para adaptar este modelo de una manera mas
precisa, necesitamos un modelo que se aproxime a los datos reales tal como se propone
en la seccién de estimacién de parametros.
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Apéndice A

Estimacion de parametros para
un modelo epidemiolégico SIRQ

Otra manera de abordar el problema de la propagacién del virus de la influenza
A(HINT1) en la Zona Metropolitana de Guadalajara, es utilizando un modelo SIR para
las primeras seis semanas de la enfermedad y un modelo SIQR propuesto en [29] para
las semanas siguientes, para explicar el brote durante las primeras 47 semanas de la
epidemia. Vamos a utilizar la distribucién x? y el método de sobrerelajacién sucesiva
SOR que vimos en el capitulo 3.

A.1. Modelo SIQR

El modelo SIQR es 1til para modelar enfermedades cuando algunos individuos se
encuentran en la clase de personas aisladas.

I
Q =9I (n+0)Q (A.lc)
R = —uR + 60 (A.1d)

donde

— S es la poblacién susceptible

— I es la poblacién infectada

— (@ es la poblacién en cuarentena
— R es la poblacién removida

— 1 es la tasa de mortalidad per-capita

63



— [ es la tasa de infeccion per-capita, el promedio de personas que susceptibles que
se infectan por cada infectado.

— v es la tasa a la cual los individuos se recuperan de la infeccién

— ¢ es la tasa a la cual los individuos entran a la clase de aislados

A.2. Resultados

Para estimar los parametros del modelo SIQR, utilizamos la distribucién x? y el
método SOR, pero vamos a dejar fijos los valores para de u =0.00015, 8 =1.692349916183763
y v =0.838567691345682 estimados para el modelo SIR y solo vamos a calcular ¢ para
los intervalos semanales de 6 a 10, 10 a 22 y 22 a 47 semanas.

% ms mu=0.0001%, beta=1.6523, gamma=0.83857, delta=1.2, p=0.95
7.0166 T T T T T T T

70165+ B
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S+4+R
.

7.0185 -
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6

L I L L L I L
6.5 7 75 g 85 g 95 0

150

100 -

Flest
+  Pldat

L ! L L L ! L
6 6.5 7 75 | [2Ka) l 945 10
semanas

a0r

Figura A.1: Propagacién de la semana 6 a la 10 para el modelo SIQR

Debido al paro de labores y actividades bésicas en la ciudad y al periodo de va-
caciones de semana santa, suponemos que la proporcion de la poblacion que estuvo
aislada durante 4 semanas en sus hogares fue del 95 %, al tomar esta proporcién y
los parametros mu =0.00015, § =1.692349916183763 y v =0.838567691345682, esti-
mamos 6=1.199999564613630. Al tomar estos pardmetros observamos que hubo una
disminucién en el nimero de personas que fueron infectadas con el virus, figura (A.1).
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Figura A.2: Propagacién de la semana 6 a la 47 para el modelo SIQR

Si suponemos que toda la poblacién estd en cuarentena de la semana 6 a la 47,
observamos que la enfermedad tiende a desaparecer conforme pasa el tiempo, pero
es imposible que se paren las actividades por tan largo periodo de tiempo para que
ocurra este fenémeno, figura (A.2).
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0 L
10 12 14 16 18 20 22
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Figura A.3: Propagacién de la semana 10 a la 22 para el modelo SIQR

Cuando paso la alerta epidemiolégica, las personas regresaron a sus labores nor-
males por lo que la proporcién de personas aisladas disminuyé. Al modelar la propa-
gacion de la semana 10 a la 22 que comprende el periodo de vacaciones de verano,
suponemos que la proporcién de personas aisladas es del 60 %, obteniendo la esti-
macién del pardmetro 6 =2.1, figura (A.3).
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Figura A.4: Propagacién de la semana 22 a la 47 para el modelo SIQR

Si modelamos la propagacion de la semana 22 a la 47 que comprende el periodo
invernal y sus vacaciones, suponemos que la proporcion de personas aisladas es del

60 %, obteniendo el pafametro 6 =2.3, figura (A.4).

A.3. Conclusiones del apéndice

Para estimar los parametros este modelo, nuestros parametros iniciales necesitan
estar cerca del minimo de la funcién de costo para poder hacer uso del método de

sobrerelajacion sucesiva SOR.

S+Q+R
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Figura A.5: Propagacién de la semana 1 a la 47 para el modelo SIR/SIQR

Para modelar la propagacién del virus de la influenza A(HIN1) en la ZMG y com-
parar con los datos reales proporcionados por la secretaria de salud Jalisco, necesita-
mos utilizar un modelo SIR para las primeras 6 semanas de la enfermedad y algunos
modelos SIQR para las siguientes, debido a los diversos episodios que sucedieron, que
fueron la alerta epidemioldgica, vacaciones y actividades normales figura (A.5). El
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modelo por partes muestra una buena aproximacién a los datos reales. Hay que notar
que en [29] proponen el modelo SIQR para modelar el virus de la influenza, pero no
necesariamente es el mejor modelo para explicar la propagacién de este tipo de virus.
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