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1 .- Introducción 

Una de las  preocupaciones de mayor importancia clue tiene  la  Ciencia e11 nuestros 

días es la  creación de una teoría  unificada,  la  cual  combine  todas  las  partículas y slls 

interacciones en una teoría  consistente.  Por  tal  motivo,  se h a ~ l  vcnido  desarrollanclo  con 

gran  interés dos de las Areas de mayor  importancia en la  física  fundamental: la  física 

de partículas  elementales,  la cual  describe  las  intera.cciones de los constituyentes biisicos 

(&tomos,  nficleos,  electrones,  quarks,  etc.) de la  materia que forma  nuestro  Universo, y la 

relatividad  general, la cual  describe el campo  gravitacional conm una  mmifcstacibn de l a  
c:urlratura del espacio-tiempo. 

Después  de la. creación de la  mecánica.  cuántica  como  una necesiclad para explicar 

f e n h e n o s ,  q11e oc11rrc11 a esca1a.s del &den del &tomo y la,  cual nos da rcalmwt,c. 1 1 1 ~  

tlcscripción m&s completa de  la naturaleza de la  matcria, es natural  pensar CII b ~ ~ s c ¿ u  

la compa,tibilidad de ésta  teoría con la de la relatividad  general. La cuant.iza.ci6n de la 

gravedad nos daría informacicin  sobre el origen  de  nuestro Universo, y prol,~l~lelzlent,t. 

podríamos  cont,estar a, a,lgunas de las  siguientes interrogantes: De qué est6 rea.lment,c 

formado el espacio-tiempo'? De dónde y cómo surgío  nuestro  Universo? 
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Hasta el lnonlento se 11a.n propuesto  diferentes mCtodos 6 fornlalismos 1)¿\.ri\ la cx1;ulti- 

zacitin de la. g rav~dad sin hasta hoy e n  din. tener una teoría.  consistent,c. Esto S(:  d c l x ~  ( ~ 1  

gran  parte a que no se tienen  guías  experinlentales (co~no lo fué l a  radiaci6n del cuc:rpo ne- 

gro para  la  mecánica  curintica),  de cómo modificar nuestros rlldtodos ó teorías, 1- entonces 

se tiene  que  seguir  intentando  cuantizar la graveclad media.nte  nlétodos  estándares o quiz¿í 

se debe hacer  una  "excursión teórica," dejando los experimentos a un lado y tr;Ltanclo tlc 

suponer  de qué tipo de modificaciones  necesitan  las  teorías ya. existentes, lmsihlemcmtc- 

guiados  por la, belleza  matem&ica. 

La teoría  de supercuerc1a.s [I] es un  tipo de "excursión  teórica" que 110 tiene un so- 

porte experimental.  En los idtimos afios se ha considerado como uno dc los cn.ndidatos 

mis  fuertes para la cua.ntiza.ci6n de la  gravedad e inclusive dc 11na teoría dcl  t,odo (gr;ln 

unificación). La idea  fundamenta.1  de  la  teoría de cuerdas es c l u e  los constituyentes b ¿I.Sl('OS ' ' 

de la materia s o n  objetos  extendidos  tipo  cuerdas lllliclilllellsiollalcs en lugar t l v  ol)jet,os 

puntuales  (teoría  cuhntica, del campo). L a  teoría  de  cuerdas sc p e d e  ver  conlo 11na síntesis 

dc los muchos  intentos  anteriores  para  cuantizar  la graveclad: sul'er~;rwv"dacl, t,c:.orías t l ~  

I<aluza-Klein,  teorías de espín  superior,  etc. 

Debido a la  complejidad  técnica  de los formalismos  existentes para l a  cuantiza.ciOl1 

de la, graveda,cl uno  debe buscar obtener  información  aproxinmda  del  universo  actual ('11 

un tiempo  donde la rnecrinica cuántica fué relevante.  Estas  aproximaciones se o1)tiencn al 

suponer que el espacio-tiempo es homogéneo, es decir,  que  la  nlétrica es indepcntlielltc. tl(, 

las coordenadas  espaciales  y  contienen  un  nhnero  finito  de graclos de li1,ertntl. A (st>;ts 

aprosimxiones se les  conoce  como  lnodelos cosmológicos. Entonces,  la  cuantizacibn de la. 

gra.vr-:dad sc' reduce a cuantiza los grados de libertad  finitos, clue son obt,enidos meclia.nt(> 

la rcducci6n  espacial, lo que se conocc como cosmología. cucintica. La,  espc;ra,nzt1, plesttl 

ell el contexto de la cosnlología cu;íntica, es poder conocer de una forlnn  aprosilnacla c.1 

comportamiento de la graveclad cut-intica. 
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ecuación  de  Wheeler-DeWitt  debido a que  ésta es una  ecuación  de  segundo orden del tipo 

Klein-Gordon. 

Los modelos cosmológicos supersimétricos  pueden ser obtenidos  de  la  supergravedad 

mediante la reducción  espacial [15,16] ó mediante el método de  simetría escondicla [l'i]. El 

estudio  de  éstos  modelos con y  sin  materia  ha  sido el objetivo  de  una  serie  de  trabajos [16 

y referencias ahí citadas]. 

La.  idea,  principa,l  de  éste trabajo es establecer l a  supersimetría local e11 los nlod(~los 

cosmológicos. Esto nos permitirá  dar  una formulación  de supercampo  para  éstos  modelos. 

Nuestro fornla.lismo est& ba.sa.do en la generalización de la invariancia.  de rcp;~,ranl(~- 

tjriz;l.ci6n t,enlporal a u n a ,  1 %  = 2 supersimetría local. Este 1~r~":eclilniento es l ) i w  cono(-itlo 

en 1a.s teorías moc1erna.s de  partículas espinoriales  [19,20,21], superpartículas [22] y super- 

partículas  espinoriales [23]. Introduciendo funciones en u11 superespacio  uno construye la. 

acción de supercampo  para un modelo cosmológico dado,  la  cual es invarimte bajo trans- 

formaciones  locales  de  supersimetría [24,25,26]. Con  esta  supersimetría local 11110 obt,ierlc. 

de  manera  clara  y  sistemática los campos fermiónicos  asociados a los campos bosónicos. y 

permite la inclusión  de  materia [27,28]. 

Este trabajo  esta  organizado  de la siguiente  manera:  en l a  sección 2 se preseuta la 

mwAnica cuántica  supersimétrica  y  tres cle las  consecuencias de la supersimetría  global, 

t,a.nll-,ien se mues t ra  como se construye  una acción  de supercampo  en  un  ejemplo mecAnico- 

cuántico;  en la sección 3 se muestra como se construye  una a,cción para  partículas espino- 

riales, la  cual es invariante  bajo  transformaciones locales de reparall-letrizacióll temporal. 

esto se hace  introduciendo variables de Grassmann; en la sección 4 se analiza u 1 1  desplaz¿v 

mient,o  twistorial en un sistema, el cual  consiste de una.  supcrpartícula y un sup"r'll"ltipl"t,e 

Maxweliano  de  fondo  en el espacio-tiempo D=1+2; Las secciones anteriores 1x111 sido es- 

critas mas quc nada para fijar ideas  y  notaciónes que s e r h  ~~tilizac1a.s cn (':st,;) tesis, l a  
seccicjn 5 dedicamos a dar la forrnulacicin de  supercanlpos  para cl ruodelo  dt, FRW, c11 

k t a .  se obtienen los generadores  cuimticos  para el modelo;  en l a  sección 6 se generaliza e1 

t,ra.ba,jo mterior, es  decir, se obtiene la. a.cción de  supercampos  para. todos los modelos  tip(.) 

Bianchi;  en  la sección 7 se  ana,liza,  el  rompimiento espontcineo de l a  supersilllc,t,ría para 
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el modelo  de FRW en los casos k = O y k = 1 ;  en  la  sección 8 se  generaliza  el tralmjo 

anterior,  incluyendo un conjunto de campos de materia  chiral,  esto se llace con el objetivo 

de construir u11 mecanismo  general de rompinliento  espontáneo  de la  supersimetría en l o s  

campos de  materia  chiral y los campos de dilaton-axion en l a  cosmología,  así cono  tam- 

bien  establecer una relación  entre el potencial  efectivo  de &tos campos  en  las  teorías de 

supergravedad y supercuerdas; e n  la. sección 9 damos las  concluciones y perspectivas de 

nuestro  trabajo, y por  idtimo, en la sección 10 se encuentran  las  referencias. 
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2.- Mecánica  Cuántica  Supersimétrica 

2.1 Descripción del sistema 

En el presente  capítulo  estudiaremos las  propiedades  fundamentales  de la, super- 

simetría  mediante  un  ejemplo sencillo: mecánica  cuántica  supersinlétrica,  siguiendo el 

trabajo [29]. 

El modelo  más sencillo en el  cual  puede  ser  introducido el concepto de supersirnetria 

con  todas sus propiedades  características fué propuesto  por E. Witten [30], y despu4s fui. 

investigado  desde  diferentes  puntos de vista  en  una  serie  de  trabajos [31,32]. 

Consideremos  un  problema  mcc~nico-cuántico: El movimiento de  ma paltícula (’S- 

pinorial en un  potencial unidirnensional internctuando con u 1 1  campo nlagndticc.). Se m- 

tiende que en &te problema no csiste la. posibilidad  de  distinguir los niveles bosdnicos y 

fermiónicos del sistema  en el mismo sentido clue le damos a los bosones y fermioues ell u~la  

teoría  de  campos.  Sin  embargo,  existe  cierto  operador, el cual  divide  todos los estados  en 

dos clases.  Podemos  considerar, que una clase se compone  de  excitaciones  ”bostinicas” y 

la  otra clase de  excitaciones  ”fermiónicas”.  Estudiemos el siguiente  Hamiltoniano 

(2.1.1) 

(2.1.2) 

si las componentes  primera y tercera del  potencial  vectorkl  son iguales a cero, y la seguntln 

depende de .c, entonces  tenemos 

A l  = A3 = o ,  (2.1.3) 

6 



fkilmente se puede ver que de (2.1.2) se obtiene ixllnetliataIllelite  el hanliltoniano (2.1.1). 
Es importante clue el momento  magnético clue figura  ell  el  último  término de (2.1.2) s c ; ~  

el momento  magnético del electrón.  De  otra  manera el hamiltoniano (2.1.2) 110 podría. ser 

escrito  en  la forma. de (2.1.1).  El  estado del sistema ( hamiltjoniano) se descrihe nlediantmc. 

espinores  de  dos  componentes: 

(a. 1.4) 

L a  formulacicin matemAtica de la  supersimetría  consiste en clue el halniltolliallo (2.1.1) 

puede  ser representado en  fornm del cuadra.do de cierto opera,dor lla~rlado supc:rcarg;". E11 

nuestro  caso,  existen dos supercargas  construidas del operador  impulso y de las  matrices 

de  Pauli, 

(2.1.5) 

(2.1.G) 

dstas  supercargas  cumplen el siguiente  álgebra 

{SZ, S j }  = 6ZjH. 2,j  = 1,2   (2 .1 .7)  

E l  hecho  de  que en el álgebra de las supercargas figure un anticonmutador.  muestra l a  

naturaleza  fermiónica  de  éstos  operadores. En una teoría de campos las  su1)ctrcnrg;a.s S ( !  

tlansforman  mediantr  la repr(xxlta&')n cspinorial del p ~ p o  (le Lorer1t)z. 

Las dos supercargas  se  co~lservan es decir, 

La igualdad a cero cle los comlutsdores es  debido a que H = 2s; = 2s:;'. 
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2.2 Propiedades del Sistema 

Por sencillez,  supongalnos que la función W ( x )  es tal que 

eliminando  de la consideraci6n l a s  colldiciones del espectro  continuo  nos quecla.mos soltl- 

mente  con  niveles de energía  discretos.  Antes de todo,  demostremos  que la energía tlvl 

estado  más  bajo se anula,  una de las  consecuencias  fundamentales  de la supersimetría 110 

rota.  Cuando  uno  habla sobre el  rompimiento o ni, rompimiento de la  simetría, desde  luego 

se entiende que el rompimiento no es explícito,  ya clue las  relaciones de (anti)colllllutación 

(2.1.7)  se  cumplen en el  sentido  operacionaJ.  Sin  enlbargo, la  simetría del llauilto&no 

no  garantiza  la  correspondiente  simetría. del espectro, ya que, e n  general  existe el  peligro 

de un rompimiento  espontiineo  de la  simetría.  Ma,temá.tic~tmente  esta.  circunstancia ('S 

equivalente a lo  siguiente:. Los operadores  de  supercarga  deben  de aniyui1a.r al estado l ~ a s e  

(va.cío), 

SI 10 >= o sz/o >= o. (2.2.3) 

Debido a clue ésta  relación se vé muy transparente,  hagamos  ciertas  observaciones: Recor- 

de~nos el  ejemplo de simetría IlosOnica.. Digamos, la. invariancia  isotGpica  del  vacío  significa. 

que para un  giro en el iso-espa.cio el estado de vacío  coincide con el inicial, 

exp(iw"T")10 >= 10 >, (2.2.3) 

dondc T" son los  generadores de las  iso-rotaciones y w' son los  par6.metros del giro. Dc- 
sa,rrollando en serie la exponencid obtenelnos 

T"l0 >= o. (2.2.4) 

Si tenemos en cuenta, clue S; son los generadores de las supertrrtIlsformaciolles, entonces 

la. analogía.  entre (2.2.2) y (2.2.4) está  clara.  Utilizando  la  relación  explícita  pa,ra las 

supercarga,s (2.1.5,  2.1.6) encontranlos  la función  de onda, clue cumple la  relacitin (2.2.2). 

Debido a que S2 = -iaaS1 es suficiente  resolver la  primera ecua.ción SI I O  >= O ,  la cual 

como se puede  ver  tiene  la  siguiente forma, 

(2.3.5) 
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La. solución de &ta ecuaci611 diferencial de prinler  orden  es trivial y tiene l a  for111a 

(2.2.G) 

(1011d~ C' es  una. constante de normalización. Para normalizar la función  de onda cs 

necesario y suficiente, que la función T/V(y) tenga un comportamiento  asinthtico  cua~ltlo 

!/ -+ +cm, y sea. dc  otro signo e n  comparacicjn  con la  asintótica W ( y  --f --cm), (tl(. a(ltlí 

sf' sigue  que W ( x )  tiene  un  número  impar de ceros).  Por  ejemplo, W(y) = corasf.y 6 

ror,,..;t.y(y' - a'). Veamos, si VV(y -+ +m) > O entonces en (2.2.6) es necesario cscoger ( 1 1  

estado  con  espín  dirigido  hacia  abajo y o3 en el exponente  tiende a -1.  En el  caso  contrario 

c.sc.ogcrnos el estado col1 espín  dirigido hacia  arriba y 03 tiende a. +l. Del.,ido ;I l¿a rc.la.c.1o11 

clue existe  entre  las  supercargas Sil$ >= O y el hamiltoniano H = 2s; = 2s; se deduct. 

c l ~ ~ e  el estado  construido es el estado propio del hanliltoniano con energía  cero. -4tlenks, 

la  escritura  del  harniltoniano e11 forma de cuadrado  de u11 operador hcrmitiano  garutiza 

que  el espectro  es no negativo.  Por lo tanto, se puede estar  seguro, clue el  estado (3.2.G) 

(:S el mínimo de  energía. (va,cío). La afirmación  sobre la nulidad de la energía clcl vacío 

( ' 1 1  (,l c a s o  de 110 rompimiento de supersimetría es general, &ta es  vtilida no solaanmtc ('11 

nlc~(.tinica  cuimtica. E.1 deseo de anu1a.r la  energía del vacío en  la  teoría de campos fuC. u 1 1 o  

de los motivos  para  introducir en la fenomenología  de  quarks y leptones los n d e l o s  super- 

simt:t,ricos. Estudiemos  otro  aspecto  general de la  supersimetría,  la auto-aniclIlila,cii,l1 tlc 

c.ol.1.c.cciones  cuci.nt,ica.s  1msórlic:a.s y fermi6rlica.s. En o t r a  p&.l)ras, veamos  como s11rgc l a  

n1~lida.d de  la energía del  vacío  en la  teoría de perturbaciones.  Consideremos  como  ejemplo 

e 1  siguiente  potencial W (  z)  = &Zuz( 1 - [x2), donde w es una  constante de normalizaci6n 

' 7  es un  pa,rámetro, el cual se  considera  pequeño. La gráfica de la función J . )  est;í 

reIxx.wnt ada en la figura ( 1 ). 

. I  
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A nivel  clásico el  sistenm  que  se  encuentra e n  uno de los mínimx,  -<-'I2, O ,  +I-lI2 

estará en estado de reposo, y su energía  ser&  igual a cero. A nivel  curintico slugen  oscila- 

ciones  pequeñas,  las  cuales  afectan a la  energía, inclusive si despreciamos  el  angarmonismo, 

es  decir si ponemos [ = O.  En  éste  límite  la  parte  bosónica en el hamiltoniano (2.1.1) queda 

como mw2x2 (el  factor w se introduce de tal  manera que la  espresión  del  ha,miltoniano 

coincida  con  la  forma  estándar  del  oscilador  armónico). La energía de las  oscila,ciones nu1a.s 

para el oscilador  armónico se supone son conocidas  e  igual a y .  La 1mrte " f ~ ~ r ~ l l i ( ~ ) ~ l i c ¿ ~ "  ( m  

el hamiltoniano (2 .  l. 1 )  es 

a3 1 dm+) a3 a3 W 

2 J1?1 n.T 
"___ = -u(l - 3 ( 2 )  -+ - + O(<). 

2 3 I 
(2.2.7) 

Tomando los  valores  propios de a3 como  negativos ,$(x) - 1 I>, comprobanlos que la 

energía  del nivel ~niis lmjo es 

E o  = 7 - c, + O ( [ )  = o + O ( ( ) .  
w w  

2 "  
(2.2.S) 

No es nada  complicado seguir este  ejercicio. En particular, la. corrección  de primer o r ( h  

respecto a ( en (2.2.8) tiene  la  forma: 

+m 

AE = E dl:(--) e.-mwx2 
nzw 112 3 

2 { -mw2x4 + - w x 2 } ,  
-m 

(2.2.9) 

donde  el  exponente  representa el cuadrado  de la función  de  onda  del  estado  base del 

oscilador  armónico, y los  primero y segundo sunmndos dentro de  los  parkntesis est¿ín 

relacionados  con el angarmonismo W 2 (  x) y clVV/clx correspollclielltelllente. Entxmces cal- 

culando  la  integral, ksta es idénticamente  igual a cero. 

Por  idtimo,  estudiaremos otra de las  importantes  lllarlifestaciolles de la  sul",~sirnctrí;l., 

como lo es,  la degeneración de todos  los niveles con  energía no nula  (evaporaci6n de los nivc- 

les).  Cada  estado  bosónico  en el espectro  excepto el vacío, es aconqxíiado por fenniones 

y viceversa.  Desde luego clue en el caso de la  mec&nica  cuántica. unidilnellsic~)Ilal no S(: 

puede hablar en  serio  sobre  bosones y ferlniones. Por  tal  motivo,  hablemos de cstados (le1 
tipo bosónicos I I> y del tipo fermiónicos I T>. Escluemáticamente la  represellt,a.cióll tlc.1 

espectro se dá en la  figura (2) .  



E 
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Fig. 2.  Representa el espectro  de  energia  del  sistema  rnecánico-cuántico  del  Ilaruiltoniano ( 2 . 1 . 1 )  

Supongamos  que $boy es cierto  estado propio del hamiltoniano (2.1.1), al  cual  le COI- 

responde  el  valor  propio E. Entonces ( E / 2 ) - 1 / 2 S l ' $ b o s  también  es  un  estado propio  del 

hamiltoniano con  el mismo valor  propio,  pero ya del tipo  fermiónico 

(22.10) 

E l  coeficiente ( E/2)- ' j2  se  introdujo  para  tener  una  normalización  correcta.  Empezemos 

con la segunda  afirmación.  Debido a que la  supercarga S1 contiene  solamente  matrices 

de  Pauli  antidiagonales c ~ ~ , ~  ~ es  evidente clue SI transforme  al  espinor 1 L> e n  I T>, e s  

decir  bosón  en  fermión y viceversa,  de  acuerdo con la termillologia aquí descrita.. La 

primera  afirmación es aún  más  trivial, debido a que las  supercargas S 1 , 2  conmutan con  el 

hamiltoniano. 

2.3 Superespacio 

Para el lector puede  ser que le  surga la pregunta: ic61no fu6 posible  construir cl 

hamiltoniano  supersimétrico (2.1. l), el cual  posee una forma muy especial?  Rcalnlent,(~ 

en  los  primeros trabajos sobre la  búsqueda  de  modelos  supersirnétricos, no  existía un 

mi-todo para. la  construcción de éstos  modelos. Sin  embargo,  un  formalismo  elegante y 

sistemático fui: desarrollado  en [33]. Este  formalismo, el  cual nos permite  construir  la- 

grangianos  supersimétricos,  est&  hasado en agrandar el espacio-tiempo  introduciendo  co- 

ordenadas  fermiónicas  adicionales,  las cuales junta.s con  las coorc1enada.s bosónicas fornmll 
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un espacio 1la.nmdo supereslmcio. E n  el  superespacio  el álgebra de la. supersimctría se real- 

iza de forma,  lineal. Ademjs los campos  bosónicos y fermiónicos se unen en un supercampo 

<mico. Debido a que el forma.lismo  de supercanlpo es la. lmse de 6sta tésis  es  necesario  arltcs 

mostrar en un ejemplo  sencillo c.omo &te formalismo  funciona. 

De la mecánica  cuántica se sabe que un movimiento  uniclimensional  es caracterizdo 

por  una  variable  dintimica y ( t )  E y i ( t )  i=172, ..., s y la  acci6n correspondiente, est;. cla.cla. 

(2.3.1) 

Hagamos un paréntesis para ver algunas  de  las  propiedades  de  los  niuneros de Grass- 

111a1111. Todas  las  propiedades  aritmkticas de los niuneros de Grassmann son las mismas 

que las  propiedades de  los  números clue conocemos, la. imica  diferencia, es clue los níulleros 

de Grassmann a.nticonmutan. Es decir, 

De aquí se deduce, en particular, que el  cuadrado  de un número de Grassmann es igual 

(2 .3 .3)  

Si c-es u11 número cualquiera.,  entonces 

d (  c??;) = c- dl];. 
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La definición de la función  delta  también es  generalizada a las  variables  de  Grassnlann. Es 

fácil  demostrar clue 

h(711 - 772)6(71: - 77;) = (771 - 772)(71; - d l ,  (2.3.6) 

a pesar de la  forma  polinomial,  la  espresión (2.3.6) posee todas  las  propiedades de la  

función delta clue conocemos. Así para una función arbitraria f(q,1)) tenemos 

1 dl?ldq26(% - 7 7 2 ) 6 ( q :  - qi)f(rll,  V i )  = f(772, q 2 ) .  
I ( 2 . 3 3 )  

Las variables 77 y f j  tienen  dimensión y las  diferenciales d77 y dfj tienen [ l ] - ’ I 2 .  Estas 

propieda,des de  los  niuneros  de Grassmam serán  suficientes para  construir los 1a.grangianos 

supersimétricos. 

E l  siguiente  paso  es, en  lugar  de la variable ~ ( t )  introducir  una  supervariable @ ( t ,  77, i j )  

dada  en  un  superespacio  (una  construcción aniiloga en la teoría de campos es llamada 

supercampo, vamos a utilizar  éste  nombre  aunque en  meciinica  cuiintica  ullidimellsiollal 

no existe  dependencia de las  coordenadas  espaciales). El  desarrollo de @(t ,  rj) en  serie 

(le Taylor  respecto a 77,q, siempre  se corta, debido a que 7 1 2  = q2 = O. Si ponemos l a  
condición de realidad, a* = G. Entonces  tenemos 

@(t,  7 1 ,  q)  = y ( t )  + i?j’>((t) -k i . / f ( t )  + q1)F(t) (2.3.8 

donde V ( t )  y F ( t )  son  variables  reales del tipo  bosónicas, x y  su complejo  conjugado so1 

del tipo  fermiónicas.  Análogamente, como ocurre en el espacio-tiempo  (en  nuestro  caso el 

tiempo t )  donde  se  realiza una a.cción  en  el  generador  de traslxiones 

t ” t t + n  a = const,  (2.3.9) 

el superespacio nos permite  realizar  todos los genera,dores  de la  supersimetría. Para l a s  

transforrllaciones  globales  de  supersinletría las coordenadas  del  supertiempo ( t  , ‘ 1 1 ,  ,I) S(’ 

tmnsforman  como: 

(2.3.10) 
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parámetros p y p, como es fácil  ver, nuevamente son iguales a las transformaciones clel 

mismo  tipo  más un  desplazamiento  en  el  tiempo (2.3.9) con a = ipp - ;PP. por lo tanto, 

realmente  tenemos  una  realización de  supergrupo.  Además la realización (2.3.10) no es 

ímica. 

Veamos  ahora como cambian  las  conlponentes del supercanlpo @(t ,  71, q )  debido a las 

supertransformaciones.  Sustituyendo  (2.3.10) en la  serie (2.3.8) y  limitiindonos hasta el 

segundo  orden  en p, p ,  obtenemos 

(2.3.11) 

Notemos que el incremento de F(t)   da una derivada total.  Esta no es  una  propiedad 

específica  del  problema  dado, es  fácil  comprender  que la  última  componente de cualquier 

sllpercampo, r e d  ó chiral,  siempre  cambia en una derivada total cuando  se le a.plica u n a  

supertransformación.  Tomando  la  integral en el  superespacio  (en  mecánica  cuántica  en el 

tiempo),  obtenemos  una  expresión  super-invariante.  De  tal manera, clue hemos  obtenido 

una receta  sencilla  y  efectiva  para  construir  lagrangianos  supersimétricos.  Cabe  mencionar 

que  cualquier  combinación  lineal de supercampos es nuevamente un superctmlpo. Así ccmw 

la multiplicación de  dos  supercampos es también un supercampo. L a  primera afirma.clorl 

es fcicil de  demostrar,  por  tal  motivo nos concentraremos en la  demostración de la. seguncla 

afirmación.  Supongamos que y @ 2  son dos supercampos  reales (2.3.8) entoncw seg1‘111 

la segunda  afirmación el producto @ = deberá  ser  nuevameute 11x1 sl11)crcampo. 

Tenemos 
9 = 9 1 9 2 ,  x = 2 1 9 2  + x 2 9 1 ,  x = x192 + x291, 

F = %92 + F291 + x221 + s1x2, 

. I  

(2.3.12) 

de  (2.3.11)  obtenemos,  por  ejemplo, que 

2 i 
2 69 = 9 1 4 9 2  + 92691 = 2Vl(PX/2 + Ps2) + -$92(PX/1  + PXl) = 

(2.3.13) 
2 z 
2 I 

= -11)(13152 + 9 2 x 1 )  + c.c = ,(fix + Px.), 

es  decir,  justamente  la ley de transformación de las  componentes  del  supercan1I)o.  Mate- 

máticamente el  hecho  de  que el producto de  supercampos  sea  lluevamellte  un  sul>erca1llpo3 
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explica  que  las  transformaciones de supersilnetría  se  realizan  en los supercampos  de una 

manera  lineal. Es evidente  también, que, diferenciando  el  supercampo  respecto a,l tiempo 

nuevamente  obtengamos un supercampo g .  Sin  embargo,  la  diferenciaci6n  respecto a t~ 

c:st,l-; fuera de l a  clase de supercanlpos. Así por ejenlplo: - ( t ,  7 1 ,  ?I) para &te objeto 110 

podemos decir  que sus componentes se transforman  linealmente una en otra respecto a las 

transformaciones de supersimetría (2.3.10). 

iJ 
a 'I 

Podemos sin embargo,  corregir  la derivada - completando una. deriva.cla covariautc, 

la  cual se representa  como D, y juega un papel muy importante  ell el formalismo de 

supercampos, 

a 
'I 

Es  fr-icil ver que el anticonmutador de las derivadas  covariantes  es 

d 
at {DI], &} = -2i- 

(2.3.14) 

(2.3.15) 

(2.3.1G) 

2.4 Lagrangian0  de la Mecánica Cuántica  Supersimétrica 

Hasta ahora hemos visto el material  necesario para la  construcción de lagrangianos 

supersirnktricos  mediante un nlétoclo  claro y sistemático. Empeza,remos por la acc,iÓn de la. 

mecá.nica  cuántica  dada en (2.3.1) cambiemos el ca.mpo ~ ( t )  por el supercamp) @(t ,  ' 1 ,  I / )  

de (2.3.8), 1a.s deriva.das temporales  por  las derivadas  covariantes (2.3.14) y la  integral cle 

espacio-tiempo por una  integral e n  el superespa.cio:  Tenemos 

(2.4.1) 

donde g( @) es una función arbitmria del superca.mpo, 1la.mada superpotencial. ,Antc.s tlc 

todo  ilustraremos que la acción  obtenida es super-invariante.  Efectiva.ment.e, la c-qresicin 

en  los paréntesis  cuadrados de la. accibn (2.4.1) es cierto  supercampo  real.  Recortlando 1;ts 

reglas de integracibn  antes  introducidas  (2.3.4) nos cercioranlos clue la, integral c l 7 1 d ~  divitlc 
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la  componente F(t) de &te  supercampo  (todas  las demcis conrponentes no  dan  ninguna 

a.port,aciÓn en (2.4.1)).  Ademii.s,  el  incxemento de la  componente F( t )  bajo  las trnnsfoz'- 

rnaciones  supersimétricas clá una derivada total  respecto  al  tiempo.  Entonces c1la.nclo S(' 

integra con respecto a clt la. derivada total desaparece. Por  tal  motivo el  lagrarlgiano au- 

tomáticarnente  es irrvariante respecto a las  transformaciones  de  supersinletría  (hasta. la. 

derivada total). 

Probablemente no quede muy claro  que la, a.cción (2.4.1)  describa el  nlislllo  sistenla 

m(~!cAnico,  el  cual f1l6 estudiado en el capítulo  (3.1) (ver. llamiltoniuo (2.1.1)). En 1mrtic.u- 

lar, pueden  surgir  la,s  siguientes  preguntas:  en la expresión (2.4.1), dónde quedi) cl tkrminu 

cinktico? y si la  normalización es o 110 correcta,  cuál es la relación  entre  las  funciones 

q ( 9 )  y W ( x ) ?  etc.  Para contesta.r a éstas preguntas es  necesario  mcrihir la superaccitin 

(2 .4 .1)  en sus componentes.  Para  esto,  necesitamos  realizar  las  operaciones  correspolltli- 

cntes  utilizando las superderivtdas  covariantes  (2.3.14),  el  supercampo( 2.3.8) y desarrollar 

el superpotencial en  serie  de  Taylor 

entonces  integrando  sobre  las  variables de  Grassrnann según l a  f6rmula (2.3.4) podemos 

identificar al lagrangiano  supersimétrico 

(2.4.4) 

(2.45) 
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Sustituyendo  ésta  solución en el  lagrangiano (2.4.4)  obtenenlos 

(2.4.G) 

Ahora  pasemos a la representación  matricial  para las variables  fermiónicas s. Afortunada- 

mente  éste  procedimiento es bien conocido, el paso inverso clc 11 ecnacioncs  dc  Sllriidingcr 

a una  descripción  de  campo  esta  basada en la segunda  cuantización [34]. En nuestro 

caso la solución es muy simple  debido a clue tenelnos solalnentc una va.riLlc fernliónica 

y su conjugado 2. Todo lo clue hay que hacer es  imponer  las  siguientes  relaciones de 

anticonmutación  canónicas: 

Para ésto 2 ,  y 2 las  podemos  escoger como 

(2.4.8) 

cIonc1e a+ y o- son combinaciones de las  matrices de Pauli a+ = a l + i a  y a - =  

Pasa considerar la  naturaleza fermiónica  de  escribamos el último  término del lagrangiano 

(2.4.6) como i [ x x ] ( q )  y pasemos del lagrangimo  al  hamiltoniano 

u1 - ‘“Z 
2 .  

acp 

(2.4.9) 

Si  ahora  igualamos  con W ( x )  y m = 1 entonces la. expresión (2.4.9) y (2.2.1) coinciden 

completamente. 
acp 

Cabe mencionar clue el  lagrangiano (3.4.6) posee cargas que  se conservan, 

f = xs, (2.4.10) 

q11e es el número de estados  fermiónicos. (La conservación de f se v& clsramellte de las 

ecua,ciones  de  movimiento ;;i = i d s ,  k = - z d S ) .  E n  la  representación  nmtricial  la 

carga, .f se escribe corno 

a2 3 2  

1 
2 

f ”+ - ( 1 + 0 3 ) .  (2.411) 

De éste  modo, el postulado  que vimos mteriormente: de acuerdo con el cual  los cstados ( 1 ~ 1  

tipo I I> son  llamados  bosónicos  y  los del tipo I T> son llamados  fermiónicos,  encuentran 

su explicación  natural. 
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2.5 Rompimiento  Espontáneo de la Supersimetría 

En el capítulo (2.2) fuk obtenida la solución a la ecuación 

La flulci6n  de  onda  correspondiente  describe el estado  propio del hamiltoniano con energía 

nula,  (vacío). La. solución fuk normalizada  mediante  ciertas condiciones impuestas a la 

función I;V(z), por  ejemplo, se impuso que los signos de la función  cuando x --t +m y 

.I’ 4 “cx, fueran  de  signo  contrario, es decir que tenga 1111 número  impar  de ceros. -4horn 

110s  preguntamos,  que pasa.rri. si la condiciórl no se cumple? Un ejemplo cle tal situaciGn se 

refleja  en  las  siguientes gráficas: 

la soluciin  formal de l a  ecuación (2.5.1), dada. en la fórmula. (2.2.6), a 1 l o I a  ( ’ S  110 

l ~ ~ ) r ~ l l Í - ~ , l i ~ a c l ~ ~ ,  debiclo i t  clue al escoger a l g u r ~ ~  de los estados  espinoriales ya  sea I T >  O 1 1>. 
l a  expresión 
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supersimetría.  Recordemos que para no tener un rompimiento de supersimetría. la  energía 

d e l  estado  base  debe  ser cero. Sin embargo, puede existir  ronlpimiento  espont;ineo de l a  

supersimetría  es  decir, S1,210 ># O ,  entonces 

< 01 HI0 = 2 < o p 1 ,  S110 >= 2 < 0’10’ >> o ,  (2 .5.3)  

donde 10’ >= S1 10 >. Por lo tanto,  para  tener  rompinliento  espontáneo de  la, supersimetría 

es necesario y suficiente  que  el  valor  medio de la  energía del  vacío sea  positiva. 

Regresemos  al  potencial  representado en  las  gráficas (3  a,b) la  energía  lníninla en los 

mtatlos es  positiva,  esto se vé claramente de ( 3  a) .  Aquí a nivel clásico  el  sistcnla tic:rw 

una energía  diferente de  cero E,,, = (x = O).  Si el angarlnonismo es pequelio, 

entonces  las  correcciones  cuánticas, se entiende, no pueden desplazar el valor tle la E,,,,, 
a cero. Es fácil  mostrar que la serie en teoría de perturbaciones  para E,,,, e n  sí est,A 

ausente (compensación de  correcciones  cuánticas) y Is rcspuesta  clhsica para. E,c,,,, t l a , t l ; ~  

arriba es correcta con una  exactitud de hasta el exponencial  no  perturbativo pequeilo. 

Respecto  al  potencial representado en la grcifica ( 3  13) la  situaci6n nc)  (5s ta.n t,rivial. il 

nivel  clá.sico el  sistema posee dos estados con energía nula (puntos -4 y B en  la grá.fica ( 3  

11) ) .  Antes  mostra.mos, que  empezando  con  alguno  de los estados y calc111~1,11do la. energía 

en forma de desarrollo no lineal,  obtenemos un resultado  para E,,,, orden a orden. Desde 

luego,  el  análisis en el  capítilo (2.2) se basó  solamente  en la. circunsta,ncia de que VV( x )  

tiene  un  cero  cuando n: = x, y que en las cercanías del cero la función W ( : I : )  se ~ I I &  

clesarrol1a.r en  series  alrededor  de x - x,. Si  para R: = .xo el  cero  es  <mico, cwt,onccs 1 1 0  

esist,e  rompimiento de  la, supersimetría.  Además, en cualquier  orden  finito es important,e 

solamente el comporta,miento de la función W ( x )  en regiones  pequeíias  de x,, y la  existencia 

o 116 existencia de otros  ceros, de la cual  depende la  existencia de un nivel nulo norrnalizado 

de ninguna  manera  se  refleja en la. teoría de perturbaciones. La teoría  de perturba.cionc>s 

clá, una  energía  nula del vacío, lo clue significa  que no existe  rompimiento  espontálleo de 

la supersimetría.  Sill end>argo,  esperemos un poco. Las consiclerac.iollc-I;; cla.cla,s ;I1 1)rincipio 

de éste  capítulo  demuestran, que en el espectro del problema cuAntico correspolldientc a .  

la  gráfica (3 b )  no existe un estado de va.cío supersimétrico. Esto es claro, clebi& q1.1e 

los efectos no perturlmtivos difieren de cero,  desplaza~ldo la, ellergía  del lylcío (le (‘(;ro 11ast¿l 

cierto  valor  positivo. Q u k  podemos extraer de kstos ejemplosi‘. Antes de todo, en cl rkgi111(:11 

W ‘ ( Z )  
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de la interacción  débil  existen dos posibles  escenarios  para el  ronipimiento  espont&neo cle 

la. supersimetría: (.) la energía  potencial  clásica no se anula y entonces E,,,. > O cn las 

a.proximaciones: ( b )  si e n  el nivel E,,, = O ,  cntonccs la supcrsimetría, se  cmxrva .  cn la 

t,coría de perturbaciones y el rompimiento  espontá.neo de la supersimetría p11ed~ tmer lugar 

sola.Inente  debido a los  efectos no perturbativos  (por  ejemplo;  instantoncs). Por otro  lado, 

el hecho de tener  rompimiento o nó  rompimiento  de  supersimetría  depende  solanlente de las 

(a-acterísticas globales del potencial,  tales como  el  signo  de la a.sint0tica. W ( x )  O la cant,iclatl 

de ceros. Las deformaciones  continuas de la función W ( n : )  (localizadas e n  :c) no  cambian 

la situa.ci6n. Por lo tanto, todos los potenciales se dividen cn clases, y si nos interesa.mos 

sola,nlente e n  el rompinliento  espontáneo de la, supersimetría dehenlos  varia,r W (  x )  rcslwcto 

a la clase dada. Parece ser que &to fué lo  que  llev6  a Witten a .  pensar e n  cómo  introducir 

ciertas  característica.s  topológicas de la  teoría (miis tarde  recihieron  el nombre. de ínc1icc.s 

t l ~  \Vit,ten), la cual no dependa, de valores concretos de los par'inletros;  masa,  constant(. tit. 

ligamiento,  volúmen  normalizado en el caso de teorías  tetradimensionales  etc. y clue IK)S 

d k  la  respuesta sobre el  rolnpimiento  espont áneo de la. supersimetría.. 

Resúmen del Capítulo 2 



3.- Partícula  Puntual Masiva 

Con el objetivo de establecer  la  supersimetriía  local en los modelos  cosmológicos, y 

debido a la analogía  entre  éstos modelos y las partículas, en éste  capítulo  analizaremos 

la, acción  que  describe el  movimiento de una  partícula sin espín y de masa m ,  l a   c x d  es 

invariante bajo transformaciones de repara.metrización  temporal [19]. Después  se  hace  la 

generalización a una partícula,  espinorial. E l  movimiento  de  una  partícula  puntual sin e s l h  

de masa 7n se describe  mediante  la  acción: 

la  cual  representa  la  integral a lo l a g o  de la línea de mundo de la  partícula.  entre dos 

p ~ ~ n t o s  @'(ti) y $p"(tf) donde t es un pa,r'lmetro  arbitrario y 42 G La. a.cci6n es 

inva.riante bajo  las  transformaciones de repsrametrizac~o~~ 

. .  

. I  

t + t' = u p ) ,  (3.2) 

donde a(t) es una función  arbitraria. del partimetro t .  La ecua.ción  de nmvirllicxlto de la 

partícula  está da.da por 

( 3 . 3 )  

p "1 = o ,  2 2 
(3.4) 

la. cual  es  desde  luego  la condición de mass-shell. Es factible  trabajar e n  la  calibración clcl 

tiempo  propio  dada  por 

p h L  = m@', ( 3 . 5 )  

tlespu6s la  ecuación de movimiento la podemos  escribir como 

¡#)f' = o ,  

&a ecuación  tiene  la  siguiente solución 

$i!)'l = + I P t .  
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Finalmente la  constricción se escribe  como 

' 2  4 = l .  (3.8 1 

La, ecuaci6n de movimiento (3.6) puede ser  derivada del lagrangiano  lineal 

L =  -m 4 ,  1 2 ' 2  

2 
(3.9) 

el cual  es  invariante  solamente bajo transformaciones del pará.metro t .  Para. extender 

dste lagrangiano  al  caso de una partícula  espinorial  necesitarnos  reescribir  el  lagrangiano 

mterior. El lagrangiano (3.9) es jústanlente  el  lagrangiano de Klein-Gordon  unidimensional 

si consideramos a. q5 como  un  campo. Es  l ien conocido que el lagrangiano de Iilein-Gordon 

puede tomar una  forma covariante  introduciendo el tensor  métrico o lo clue es (+valent e 

el campo  vierbein e$ donde CL es el  índice  plano y p es el índice  curvo. Entonces el tellsor 

mGt,rico puede ser representado  como 

donde ? l a b  es la métrica  plana. Para una dimensión arbitraria  tenemos el sig11ient)c: 1¿1- 

(3.11) 

donde e e dete; .  Es  f k i l  demostrar que la  acci6n  correspondiente es invariante bajo 

ciertas  transformaciones  generales de las  coordenadas x --f x' = x - a(.) si e:L y 4 sc 

transforman  como 

Se; = CL x axe; + a,,axe: 

En una dimensión e: E N ( t )  y entonces  tenemos 

64 = a4, 

Un lagrangiano  generalmente  covariante en u m  dimensión  es ahora  dado por 

(3.12) 

(3.13) 

(3.14) 
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El  término  ”gravitacional” N m 2  no  rompe la invariancia  de  reparametrización  y se ha in- 

troducido  para  darle  una  masa  finita a la  partícula. La  acción  correspondiente a (3.14) es 

diferente  de (3.1)  en &ta tenemos  dos ca.mpos N ( t )  y $( t )  los  cuales  deben  variame  inde- 

pendientemente. Es fácil verificar  que ésta acción  es  equivalente a la  formulaci6n  anterior 

si usamos  las  ecuaciones de Euler-Lagrange  para N ( t )  y  sustituyendo en el lagrangiano 

(3.14). De (3.14) obtenemos  la  ecuación de  movimiento 

-(-) d d  = o ,  
dt N 

y la constricción 

d2 N 2 ~ n 2 ,  

(3.15) 

(3.1G) 

Donde la  calibración del tiempo propio  corresponde a la elección  de N = despuGs de 

lo  cual  recobrarnos la  ecuación de  movimiento (3.6) y la  constricción (3.8). E s  interesante 

rernarcar  que el límite na --+ 0 es singular ell (3 .1)  pero  no e n  (3.14). Esto significa que para 

una, partícula sin masa y  sin  espín  no  podemos eliminar el campo  vierbein  para  escribir 

una  acción con solamente d @ ( t ) .  

Ahora  veamos el caso de una  partícula  relativísta  espinorial sin masa.  Esta.  partícula. 

se describe  por su posición $@( t )  junto con la variable  adisional A l ( t )  la. cual  conmuta.  con 

d ( t )  pero  anticonmuta con sí misma, 

A’.”xv + A ” A @  = o ,  (3.17) 

para  ciertos  valores escogidos de 1-1 y v. Procediendo corno lo  hicimos  anteriormente con- 

struyamos  una  acción  invariante  bajo  reparametrización  incluyendo  el  campo t l c  vierhein 

N ( t ) .  E l  lagrangiano  más  simple que tiene  &stas propiedades  es la  generalizacih obvia. dc 

(3.14) y está  dado  por 

(3.1s) 

Este  lagrangiano  claramente se transfornla como una  derivada total  bajo repararlletriza,cii,n 

d 
dt 

SL = “(nL),  (3.19) 
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de  tal  manera clue la, a.cción correspondiente es inva.riante.  Debido a la  componente  tem- 

p o r d  del campo Ai1 existe la. posibilidacl cle que aprescan estados  de  norma mgat8ivos (’11 

el espectro.  Para  desacoplarlos se requiere  de una. i~lvariancia aclisional e inspir:í.ndose e11 

cl modelo  de Neveu-Schwarz-Ralnoncl es natural  demandar la. invariancia  bajo  transfor- 

maciones  locales de supercalibración.  Esto  se  puede  hacer  introduciendo la  contra.pa,rte 

fermiónica $ ( t )  al  campo  de  vierbein y escribiendo el siguiente  lagrangiano 

8 

(3.20) 

si toma.mos  las  siguientes  transformaciones de supercalil”ra.ció11 

(3.21) 

(3.22) 

S x  = 2p. 

Donde P ( t )  es un  elemento del álgebra  de  Grassnlann el cual es una función  arbitraria cle t .  

Es fá.ci1 checar  que  bajo las transformaciones (3.22) el lagrangiano (3.20) es una  derivada 

tota,l 

¿iL = - (-pdx) d i  
dt 2N (3.23) 

Entonces nuestra  acción  tiene las  invariancias  requeridas. Si ahora  interpretamos a. ~ h ( t ) .  

Ajt), N ( t )  y $ ( t )  como  campos  unidi~nensionales vemos que $ “ ( t )  es el anrilogo del campo 

de Rarita.-Schwinger, el cual  aparece  en la supergravedad, y el lagrangiano (3.20) representa 

la. interacción  entre  supergravedad y supermateria en una dilllellsión. 



4.- Dinámica - Twistorial  Generalizada de  Superpar- 
tículas 

E n  los  liltinlos  aííos  se ha puesto  especial  atención  al  estudio  de  sistemas  diná.micos 

(p. ej.  los o modelos  bidimensionales [35] y superpartículas [22]), los  cuales  poseen  a,l 

mismo  tiempo dos tipos de supersimetrías;  supersimetría  local  "peyueíia"( e11 ésta los 

parámetros  de  las  transformaciones de la susy son  variables complejas de Grassnlann y d e  
penden  solamente del paránletro  temporal) y la supersimetría,  global (SUSY e11 donde los 

parámetros  de  las  transfornmciones son espinores constantes,  tambien se le conoce co~llo 

SUSY rígida), en las  cuales se  desarrolla l a   d i n h i c a .  del sistema. E l  estudio de tales  teorías 

estimuló la  necesidad  de un entendimiento más profundo de la  estructura  geonlétrica de 

la  teoría de  cuerdas y supercuerdas y la  aclaración de las  razones  básicas de su  int,er- 

relación, lo cual puede  ser una  ayuda  sustancial en la. realización  de una primera  y s e g u d a  

cuantización  covariante que sea  consistente  en la  teoría de cuerc1a.s. Por éstw razones es 

importante  establecer el  origen  de la simetría,  de  Siegel [36] e n  las  teorías de sl1l)ercuertlas 

y  superpartículas. La simetría de Siegel juega un papcl  definitivo  en la  elinlinaci6n de 

grados  de libertad  no  físicos en las  teorías de  supercuerdas y superpartícu1a.s [l]. En el 

trabajo [22] fué  propuesto un formalismo  twistorial  para la. construcci6n de lagra,ngianos 

que describan  las  superpartículas, &tos lagrangianos  poseen  supersimetría  local  pequeíia 

y supersimetría  global.  Tal formulación  de la  mecánica de 1a.s superpartículas permitici 

considerar la, simetría de  Siegel como una manifestación del grupo  de la. su1)ersilnetría. 

local que realiza  la  reparametrizacicin del supertiempo ( t ,  q )  donde t es un parsmetro  tem- 

pora.1 real  bosónico y '1 es  el  supercompaíiero  Grassmaniano,  el  cual  tonla  valores  en los 

números:  reales (R), complejos (C),  cuaterniones ( H )  u octa.niones ( O )  dependiendo e11 

q u &  dimensión  del  espacio-tiempo  se mueve la  superpartícula D = 2, 3,4, 6 ,  10. E l   6 , l g e l ~ r ~ ~  

de la  supersimetría  local de  Siegel  en la  teoría es generada por un conjunto irreducible dc 

constricciones de primera  clase  Lorentz-covariantes. 

E l  uso  de  espinores  de tipo twistorial clue conmutan  permiti6  estahlccer e n  la meccinicn 

de partículas  relativistas ( t o m a d o  e n  cuenta 1a.s ecuaciones de movimiento) la  c~cluiva1enci;r 

[22] de  los lagrangianos  clásicos en las  teorías  de N = 1 superpartículas  sin  masa. [37] y  las 

pa.rtículas  de  Dirac [38,20,21]. 
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La. dinkmica  twistorial  de  las  partículas  relativistas f& gelleralizada e11 [39] :\.dicionrim 

dole ciertos  términos a los lagrangianos  estr-indares, los cuales dcpende~l  solanmlte de las 

c:omponentes twistoriales y de  sus  derivadas  respecto al tiempo  propio.  Entonces  existe una. 

transformación no trivial de las  variables (desplazamiento  twistorial). La dinámica gencr- 

alizada de partículas  libres es equivalente a la dinámica  estrindar.  Sin endmrgo, cuando las 

partículas  interactúan con  campos  externos  ésta  equivalencia se pierde,  esto se manifiesta, 

através  de la introducción  en la teoría  de  un parámetro de interacción no local 1 3' la  apari- 

encia, de una serie  infinita 1" cle términos de interacción 110 lllínima.  iucuyentlo  cl t,ensor 

tlr Maxwell y sus c1erivada.s de  órden  superior en el caso de un campo  electromagnético 

est erne. 

La. dinci,mica generalizada de una  superpartícula  interactuando con un  canq)o Ma.swe- 

lia.no de  fondo se describe  mediante l a  acción [40] 

donde D = a,, + 2qdt es una derivada.  covariante  de la, supersimetría. "peclueila" sobre la 

t,rayectoria  mundial, la cual es parametrizada por el parrimetro  temporal t y su compaíiero 

supersimétrico  Grassmaniano 7 ;  E&( 2 )  es el superdreibein  estándar del espacio  plano 

con las coordenadas z'* = (x7,', ea>, las  cuales son supercampos  escalares  respecto a la. 

supersimetría pequefia, donde 

(4.3) 



Tomando  en  cuenta las ecuaciones  de  movimiento  después  del  desplazamiento  twistorial a, 

primer  orden  en 1, obtenemos  la  siguiente acción 

donde fin' es una forma,,  la  cual  es  invariante  bajo  transformaciones  de la supersinletría 

pequeña y transformaciones globales de  la  supersimetría e n  el superespacio,  datlo  por 

En D = 3, un campo  vectorial  entra  en el supermultiplete  espinorial [41] 

A, = 1, +BO,  + v,@ + I/V,OO (4.7) 

donde V,p = V""((y,,,),p y 1 2 ,  son can~pos vectoriales de  calibración y sus supercompañeros 

correspondientes. Si imponemos la calibración  de \;liess-Zumino, es  decir, 1 = 13 = O y la 

constricción a.diciona1 

se  tiene  solamente  un  submultiplete  irreducible  de los campos físicos de la teoría. La acción 

(4.5) entonces  puede  ser  escrita como 

donde enmk es la  densidad  de  Levi-Civita y F,,, el tensor  de  Maswell. 
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obtenemos  la  acción  en sus componentes de donde  podernos  identificar al 1agrangi;mo. Esta 

eleccicin de la. soluci6n  asocia.da con el primer  término en la. acción (4.5)  fué  discutida  en 

1421. Regresemos  ahora  al  término D0”.4,, en  la accicin (4.5).  Escribiendo  ésta expresicin 

en  forma  de  sus  componentes y usando la ecuación de movimiento  en  términos  de N ,  

fácilmente  se  puede ver que  éste  término  duplica  cierto  término en la acción  (4.5)  por 

eso redefiniendo los coeficientes en ellos. El lagrangiano  total  despues del despl;uamient,o 

twistorial  toma  la  siguente forma: 

(4.11) 

El lagrangiano (4.11) es  invariante  bajo  las siguientes  transformaciones  de la  sul,(.lsilnctlí¿~, 

glolml 

m11 el parámetro  impar ‘ p .  Por lo tanto, con el procedimiento del desplazamiento  twistorial 

es posible  eliminar el término  no  deseado 88 en la acción (esto es importante  debido, a que 

cuando pasa.mos a una teoría  de  campos,  éste  término  rompe la. relacicin entre el espín y la 

estadística).  El  procedimiento  twistorial da entonces  lugar a una serie  infinita  de  potencias 

del parámetro  no local 1 en el sector  bosónico. Esta serie  incluye el tensor  de Maxwell y 

s u s  derivadas  de  orden  superior. El sector  fermiónico, el cual  esta.  presente en el caso de la. 

superpartícula,  es  tarnbien modificado del esquema del campo Illininlo en la forma ~l s~ la l ,  

R un  esquema  no  mínimo con deriva.das  de  orden  igual al orden de la. expanciim  en 1 del 

su1)ercompaiiero  del campo vectorial.  Este  esquema  puede  ser generaliza.clo en una. fornla 

natural a dimensiones  má,s  altas D = 4,6. desafortulladalllellte el ca.so D = 10, el cual 

es el más  interesa.nte no puede ser construido,  debido a que  aparece el sector  tasi6n. Sill 

embargo  investigaciones  en  ésta dirección se estan  continuando muy activamente. 

Es importante  mencionar  que siguiendo la  analogía clue existe  entre  partículas es- 

pinoriales y las acciones para los modelos cosmológicos uno  puede  aplicar  la formula.clon . ,  

twistorial [43] en el minisuperespacio con el objetivo  de ver si existe  una relac-icin entre 
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la  supersimetría local  conforme del tiempo  propio y la  supersimetría del espacio-tiempo 

(como  sucede  en  las  teorías  de  superpartículas  espinoriales), y en  base a ésto  construir una 

teoría  cuántica  de  la cosmología. Esta es la idea  funadamental  de  ésta  tésis. Sin embargo, 

lo que  se  ha  logrado ha.sta el momento es establecer la. supersimetría  local  en los mode- 

los  cosmológicos, lo cual  representa  un  gran  paso  para  la  formulación  twistorial  de &tos 

modelos. 
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5.- Descripción  de  supercampos en  el modelo  de 
FRW 

Debido a la imposibilidad  de  tener  una  teoría  cuá,ntica  de la gravedad uno 1)usca. tJener 

información  aproxima,da del Universo actual  en u11 tiempo  en clue la mec5,nica cuáaltica, fué 

relevante.  Estas  aproximaciones se obtienen  cuando uno reduce  de  un  nimero  infinito de 

grados de  libertad  (teoría  de  campo) a un nilmero  finito  de  grados  de  libertad  (mecánica, 

cuántica). ,4 6stas  aproximaciones se  les conoce como  modelos cosmolbgicos (6  minisu- 

perespacios).  Entonces,  la  cuantización  de  la  gravedad  se  reduce a cuantizar los grados de 

libertad  finitos,  que son obtenidos  vía reducción  espacial, lo que se conoce  como cmmología 

c1lántic,a.. La esperanza  puesta  en el contexto  de la. cosnlología cuht ica  es  pod(^ conoc(:r 

tlc ~ l n a  forma.  aproximada el comportamiento  de l a  grr-lvedatl cu;intica.. En el nlinisupcrcw 

pacio  las  variables  del  campo  gravitacional y las  de materia. son reducic1a.s a 1111 nú~llcro 

finito  de grados de  libertad. La ecuación  que  gobierna el comportamiento  de los modelos 

rosmológicos es la. ecuación  de  Wheeler-DeWitt [4,5]. Esta ecuación  es  obtenida  nxdiant,e 

l a  reducción espa.cia1 de  la  gravedad  de (1 + 3) a (1 + O )  dimensiones, l a  cual resulta e11 

1111 Hamiltoniano  cuadrático  que nos lleva a una ecuación  tipo  Klein-Gordon con todos sus 

problemas  de  interpretación, como lo es la. densidad  de  probabilichd. 

Después  de clue se descubrió la supersimetría [S] y consecuentemente  la sul)(.rgra,vecla.d 

nnlchos  investiga.tlores han estado  facinados  por &Sta teoría.  Existen ra.zcmes para esto. 

Primero,  las  teorías  de  supergravedad son  las  ilnicas  teorías  consistentes, las cua,les acoplan 

la. partícula  fundamental  de  espín 3/2 a la gravedad.  Segundo, l a s  teorías (le sul"'lgra.vecl¿~~l 

no presentan  divergencias como la, relatividad  general.  Existen  algunas  indicacioncs  para 

1)ensar que la teoría  de  supergravedad  pura N = 1 es finita [lS]. 

La. formulncicin cantinica. de N = 1 supergravedad fuC: presentada  en [13] segfin I n  

not,aciOn espinorial de cua,tro  componentes y e n  la. notja.ci611 espinorial  de (los co111pon(:llt(~s 

[In]. Para. encontJra.r 11n estado físico, es suficiente resolver la. constricción de Lorentz y la. 

supersimdtrica  de  la  teoría; el Algebra de las  constricciones  inlplica que  la funciOn de orlda 

física obedecerá  también  la  constricción  lmnliltoniana [13]. 

30 



E n  los  Gltimos años los modelos  cosmológicos  supersimétricos han sido objeto de u11 

constante  estudio.  Estos modelos hall sido investigados medir-1,Ilte diferentes  form a. 1’  lsnlos, 

citemos  los m,is importantes: 

i).- Los modelos  basados e n  la supergravedad. Estos han sido estudiados Iwudo  la  

formulación  canónica de ADM y el  formalismo  espinorial de cuatro  conlponentes [15,44,45] 

a,sí como  también  usando  variables  ADM en el formalismo  espinorial  de dos conlponentcs 

[46,47,48], siguiendo  éste  esquema en los trabajos [49,50] se introdujo  materia  tomando 

AT = 1 así como  también N = 2 supergravedades.  Además las variables cle Aslltelcar han 

sido consideradas [51,52] en la formulación de Jacobson de la supergraveda,d [53,54]. Una 
t,ransforrnación  can6nica.  apropiada  de l a s  variables de ADM a un formalislno  esl)illorial dc 

dos componentes ha  sido  recientemente  propuesto [55]. 

ii).- Aquellos  definidos mediante la supcrsimetría  global [17,56,57,58]. Sill (:lnbilrgo, 

&te  formalismo no permite  identificar de u11a manera  cla,ra a las  variables  de  Grassmann 

C O I I ~ O  los compafieros  de  las  variables  bosónicas. 

E s  bien  conocido que la acción  de  Einstein-Hilbert para el campo  gravitxional e11 

el espacio-tiempo  es  invariante bajo transformaciones de Lorentz.  Entonces c1vmdo u110 

lmce la  reducción  espacial  la  invariancia de reparametrización  temporal de la. acción se 

conserva. Por lo tanto, uno  puede  exigir la invariancia  local  de la  acción  para, los mode- 

los cosmológicos,  por  tal  razón una simetría  extendida  debe  ser  local.  De  lo  anterior, en 

&te  trabajo se  propone  extender  las  transfornmciones de reparametrizacióll  twy>oral ;L 

una n = 2 supersimetría  local  ”pecpeiia.” esto nos permitió  formular u m  acción de super- 

canlpo,  primero  para el  modelo  de FRW [24], en el tra.bajo [25] se introdujo  uua nueva, 

reparametrización  en los campos y después  se obtuvo  la formulac,ión de  supercanlpos  para 

los  modelos tipo  Bianchi [26]. Con éste  formalismo podenlos  identificar 1a.s variables tlc 

Grassmann como los  compaileros cle las va.riables lxx&icas y hacer 1111 cst,utlio sol~rc. l;ls 

simetrías  escondidas  en  &tos  modelos, así como  también 110s cia. u n a .  proccclura. para incl11ir 

campos de materia. e n  una  forma  sencilla y sistemática [27,28]. 

Para  mostrar  nuestro formalismo  primero  consideremos  el  modelo  cosmoltigico 11l;i,s 

sencillo  al  cual se le  conoce como modelo  de Friedmann-Robertson-Wall;er (FRW). Para 
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&te modelo la métrica  es  homogénea  e  isotrópica, la cual  esta  definida por el elemento  de 

línea 

ds2 = -N2( t )d t2  + R2(t)dRi, 
donde do: es la métrica  espacial  estándar del modelo de (FRW) sobre el espacio  tridimen- 

sional. N ( t )  y R(t )  son  las  funciones  lapse y el factor  de esca.la respectivamente, los cuales 

solo dependen del parámetro  temporal t .  

La reducción  espacial  de la acción  de Einstein-Hilbert  de  cuatro dimensiones para la 

gravedad al modelo  de FRW con la métrica dada en (5.1) tiene la forma 

(5 .2)  

donde k = 1, O,  -1 para los espacios esférico, plano ó hiperesfdrico y k = g. Esta accicin 

es invariante bajo reparametrización  temporal 

t /  = t + a@), (5.3) 

si R(t) y N ( t )  se  transforman como 

ver (3.13). Las  variaciones con respecto n(t) y N ( t )  nos d m  las  ecuaciones c.1risica.s dcl 

movimiento  para el factor  de  escala R(t)  y la constricción, la cual  genera la transformación 

local de R(t)  y N ( t ) .  La constricción  nos da la ecuación estiinclar de  Wheeler-DcWitt para 

la, cosmología cuántica. 

La acción (5.2) se puede ver como  un  modelo  unidimensional simple  de  interacción 

entre el campo  ”material” R(t )  y el campo gra.vitacina1 N ( t ) ,  definido por la m&ric;\. 

unidimensional (5.1). 

Pa.ra  obtener  la  formulación  de  supercampo  de la acción ( 5 . 2 ) ,  extenderenlos las tmrls- 

formaciones  de  reparametrización  temporal (5.3) a. una 12 = 2 supersimetría  local.  Entonces 

obtenemos las siguientes  transformaciones 



sq = $ ( t )  + 5 1 (U(t) + i b ( t ) ) q  + ;&,, 

sfj  = - P ' ( t )  + - ( U ( t )  - i b ( t ) ) i j  - ,p '17, 

2 I Y 

1 1 
2 2 2 

i ., 
( 5 . 5 )  

la,s cuales son la generalización  de  las  transformaciones (5.3).  Estas  transfornmciones se 

realizan  en  un  superespacio con  las  coordenadas ( t ,  q,  q) donde las  variables 11 y '1  son cc)or- 

c1enada.s "temporales". En la ley  de  transformaciones 77 es  un parámetro  impar  complejo, 

es decir, 7 anticonmuta, ~ ( t ) '  = ~ ' / ~ p ( t )  es un parámetro  complejo de Grass1u;Lm de 1a.s 

tra.nsformaciones  supersimétricas  locales "pequeíías" n = 2 (Note  que a dif'erenck de las 

transformaciones  (2.3.10)  las  transformaciones  (5.5) son locales,  es  decir, los  pa,rámetros 

dependen  del  tiempo) y b ( t )  es  el p a r h e t r o  de las  rotaciones  locales  en 7 1 .  

Las transforma,ciones de supersimetría  (5.5) pueden ser  escritas en  tdrminos de una 

s11pcrfunción A(t,  7 1 ,  q )  sobre el superespacio de la  siguiente 111anera 

, 

(5.G) 

donde la superfunción está definida  como 

A(t, 77, f j )  = a(t) + i?lj?'(t) + iijP'(t) + b ( t ) q V ,  (5.7) 

Entonces, la acción de  supercampo  para  la  acción  (5.2),  la  cual es invariant(-: bajo las 

transformaciones de supersimetría (5 .5 )  tiene la  forma 

( 5 . 8 )  

En ésta  acción puede  ser  incluido  el término c R3d77dijdt (c-constante) invaria,nt'e lmjo  las 

transformaciones de la  supersimetría (5 .6 ) ,  el  cual  conticne  información  sobre el t&lnino 
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cosmológico. Este  término  no se incluyó  en la acción (5 .8 ) ,  debido  a  que se quierr  conqmrar 

los modelos cosmológicos con la  supergravedad  de  Poincaré ó con la teoría efectiva de 

supercuerdas,  para  las  cuales el término cosmológico surge  debido a que  la  energía,  del vacío 

de los campos  escalares es  diferente  de  cero [62]) a diferencia  de la. supergravedad OSP( 1,4) 

donde  dicho  tkrmino  debe ser  incluido.  En la acción (5.8) N ( t ,  7 1 ,  q )  es el supcrcanlpo de 

la  gravedad.  Haciendo el  desarrollo en serie  de  Taylor respecto  a 77 y v. Tenemos 

N@, 7 ,  = N(t) + ")4 ' ( i )  + i?$(t) + ?IVV'(t), (5.9) 

donde a. diferencia  del  trabajo [24] utilizamos la, siguiente reparametrización [25] ,$'( t)  = 

AT1/2qb(t), $ ( t )  = N'/"$(t> y VI = N.V - 7$$. Las transfornla,ciones  de  coordenadas (5.6) 

del supercampo ( i ,  7 7 , V )  generan la regla de transformación  para, el vector  del supercampo 

N( t , q ,  f j )  . Tenemos 

SN = ( AN 1. + : D 7 , ~ ~ 7 , ~  : + :D,ADN, (5.10) 
I 

la  transformación (5.10) es una generalización  de l a  transformaci6n para N(t)  en (5.4). 

Las componentes  del  supercampo N ( t ,  7 7 ,  f j )  en (5.9) son campos  de calibracitin de  la su- 

pergravedad  unidimensional n = 2 extendida,. N ( t )  es el einbein, '$( t )  y ,$(t) son 1a.s 

componentes  temporales  de los campos de  Rarita-Schwinger $I;, $; clue son obtenidos 

mediante  la  reducción  espacial  de  la  supergravedad en  4-dimensiones a la nlétrica (5.11, y 

V ( t )  es un U( 1) cmlpo de  calibración. 

_ .  

De la  expresión (5.10) podemos  obtener 

y V ( t ) .  Estos  campos se transforman como 

6N = (nN), 

- 

la ley de  transformación para N ( t ) ,  $(i) ,  ?) ( t )  

(5.11) 

6V = (.V), + & 

donde DP = p - i,BV es una U( 1) derivada  covariante y ,$ = b + &(P?j - p7)) 
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El supercampo  real  de  ”materia” R(t, q ,  f j )  puede ser escrito  de  la  siguiente  manera 

R(t, 7 ,  q )  = R(t) + 27lX’(t) + ifjX’(t) + B’(t)77q, (5.12) 

donde X ’ ( t )  = N1/‘X(t), x’(t) = N1/’X(t) y B’(tj = N B  - $($X - $X). La regla  de 

transformación  pa,ra el supercampo escalar R(t, rl, 17) puede ser obtenida  de (5.6) 

la, cual  viene  siendo una generalización  de  la  transformación para R( t )  en  (5.4).  La co111- 

ponente B(t)  en (5.12) es un  campo  auxiliar, A ( t )  y x ( t )  son grados  de  libertad  dinámicos 

clue quedan  al  hacer  la reducción  espacial del campo  de  Rarita-Schwinger a los modelos 

cosmológicos y son los compañeros fermiónicos  del factor  de  escala R(t) .  De la expresióu 

(5.13) obtenemos  la ley de  transformación  para los campos R(t) ,  X(t) ,  x ( t )  y B j t ) ,  

. p D R .  
6 X = a X +  - - -2B 

6 X = u X + - ( - +  . p DR iB  )-$‘)x 
( 

2 -  

2 N  

: ! N  I 

(5.14) 

donde DR = R - ;($X + $X) es una  derivada  supercovariante y DX = x - ;AV es una 

U( 1) derivada  covariante. 

Las transformaciones infinitesirnales  de la acción  de supercampo  (5.8)  bajo  las  trans- 

formaciones (5.10) y (5.13)  tienen  la  siguiente  forma 

SS = J { D l ,  [AD,, ( - -D~~RD~,R  + &IR’>] + i R -  
Y 3Lv 

+D,, [AD, ( - -D,,RD7,R + &E’)] }dqdfjdt 
IR- 

2Lv 

(5.15) 

de  donde  podemos ver que (5.15) nos da una derivada  total.  Por lo tanto la a,cción de 

supercampo  (5.8) es invariante  bajo las  transformaciones  locales (5.6). 
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Pa,ra escribir  la  acción (5.8) en sus  componentes  es  necesario integra   la  a.cción  de  su- 

perca.mpo  respecto a .  la,s  va.riables 7117 (ver reglas  de  diferenciación e integración en (2 .3 .3)  

y (2.3.4)). Después  de  realizar la integración  obtenemos la siguiente  acción  en sus compc)- 

nentes 

(5.16) 

La acción (5.16) es  invariante bajo las  transfornmciones  supersimétricas (5.6). E l  c a m p  

auxiliar B ( t )  puede  ser obtenido de 1a.s ecuaciones  de  movimiento, y después de sustituirlo 

en la  acción y haciendo  la reedifinición de los campos X "+ R-1/2 X y x + x o1)tcllemos 

(5.18) 

con  respecto a los paréntesis  canónicos de  Poisson { R, TR} = 1, y pa,ra, los momentos T X  y 

T A  conjugados a las  variables  fermiónicss X y X se tienen  las  siguientes  constricciones 

(5.19) 

estas  constricciones  son de segunda  clase, y pueden  ser  eliminadas meclimte la procedura 

de  Dirac. El resulta,do de éste  procedimiento es la elilninación  de  los  momentos c.onjugac1os 

11. 1a.s va.riables fermiónicas, quedando schnente  los siguientes  prk11tesis de Dirac tliferent,c>s 

de cero 

(X,X}* = 4 ,  { R , T R } *  = {R,T]<}  = 1. (5 .20)  

En una teoría. cuántica, los  paréntesis  de  Dirac (5.20) deben ser reemp1a.zados 1)or connlu- 

tadores o anticomnutadores. E s  decir. 

[R, T/<] = i ,  { X ,  X} = 1. 
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De  la  acción  (5.17) uno obtiene  las  constricciones de primera  clase  variando  respecto 

a' W t ) ,  w > ,  Y V ( t )  

(5.22) 

Estas  constricciones  son  debido a la invariancia  de la acción (5.17)  bajo  las  transformaciones 

locales. El  hamiltoniano general es la suma de todas  las  constricciones 

(5 .23 )  

En  una  teoría  cuántica  las constricciones de primera  clase  imponen  condiciones a .  la función 

de  onda,  tales  que  para  cierto  estado  físicamente  permitido se deben  obedecer  las siguientes 

constricciones  cuánticas 

ésta.s  constricciones  cuánticas son obtenidas  cuando  uno  cambia  las  variables dinrimica.s 

por  operadores T R  = - i a  y para los grados de libertad  fermiónicos se escoge una rep- 

resentación  adecuada. Para los genera.dores  cuánticos H ,  S, S y F obtenemos  la siguiente 

super-álgebra  cerrada 

d 

{ S ,  S}  = -2H, [S ,  H] O, [F, S]  = -S ,  

s2 = S 2  = o ,  [ S ,  HI = o ,  [F, S ]  = S ,  (5 .25 )  

donde H es  el hamiltoniano del sistema, S es la  carga  supersimétrica  compleja de la 

mecánica  cuántica  supersimétrica 72 = 2 y .F es el  operador  fermiónico. 

Es  importante  mencionar que  en la  teoría de  supergravedad  en cuatro dimensiones 

naturalmente  existe  la  constricción de  Lorentz [18], la cual  corresponde a las  transfor- 

maciones  locales de Lorentz. Esta. misn1a constricción est& presente y e n  la  fornda.citin 

tetrádica de la gravedad.  Sin e n h r g o ,  cuando  uno  hace la. reducción de la gra.\:c~da.d a los 

modelos  cosmológicos tal  constricción  no  existe. Una reduccibn  correcta  para los  fermiones 
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en la  acción de la supergravedad, en la cual  se  utilizan  espinores clue conmutan  sobre 1a.s 

configuraciones  espaciales nos lleva a clue la constricción de Lorentz se reduce  la corn 

striccicin  corresponcliente .F = XX de  las  transformaciones  locales del grupo U(1) en el ca.so 

de la TI = 2 susy local y de S U ( 2 )  en el ca,so de la. 71 = 4 susy local,  la  cual corresponde  al 

grupo  de  holonomías de las  configuraciones  espaciales  en  el caso de n = 4 ó de su subgrupo 

en el caso de n = 2. 

Cabe  mencionar que los generadores (5.22) fueron encontrados en  los trabajos  [17,56] 

utiliza.ndo  el  método  llamado  simetría  escondida en los  modelos  cosmológicos,  pero  el su- 

peralgebra  (5.25) de  esos  generadores  corresponde a una simetría  global. La supcmimetría 

loca,l  del  subgrupo de reparametriza.ción  global  sale  de  los  generadores (5.22).  Entonces 

podenlos decir que la  acción  (5.17) tiene la forma. de versi6n 1ocaliza.cla en l;r N = 2 

mec6.nica  curintica  snpersimktrica.  Los  generadores (5.22)  satisfacen el supera1gel)ra (5.25) .  

El caso  para k = - 1  requiere  de  algunos  comenta.rios. En tal  caso el tercer  término en el 

hxniltoniano de (5.22)  lo  hace  no-hermitia,no,  éste es el  modelo  isotrópico  correspondierlte 

al  modelo  tipo  Bianchi V. Es bien  conocido  [59] que en  la  cosmológía curi.ntica  est,¿í.nda.r,  la 

cllantización de los  modelos  tipo  Bianchi B guardan  ciertos  problerna,s. Sin enllmrgo, 1 1 0  

est,á claro si la  no-hermiticidad del  ha.miltonia.no (5.24)  para k = - 1  es  consecuencia. de 1a.s 

dificultades  que  se  tienen en la cosmología, estándar.  De todas maneras  &te caso reserva 

un estudio m r i s  cuidadoso. 

Conclusiones 

En base a. una 7 1  = 2 supersimetría  local  la  acción de supercampo para. c l  nlc~)delo 

rosmológico de FRW ha sido obtenida. Se mostró que la accitjll (5.17)  ticnc 1;)  form;^ ( 1 ~  

versitin localimda de la N = 2 meccinica. cuántica.  supersinz&trica,  es  decir, los o1)eradores 

de supercarga,  constituyen  la ”raíz cuadrada,” del operador ha~~~i l toninno ,  ccmlo (:n el caso 

de otros modelos  en la  cosmología  cuántica  supersimétrica [lS]. Debido  al  álgebra que 

cunplen  &os genera,clores (5.25),  la ecuación de Wheeler-DeWitt  (ecuacitjn clv segundo 

orden) puede  ser reemplazada por los dos operadores de supercarga, los cuales  comtituyen 

SII ” ra íz  cua,dra,cla”. Aclelllris l a  aniquilacitjn de la fiulci611  clc  c~mda por los oll(:liltlol(:s t l c  

sxlperca,rga constituyen  ahora, un coujunto dc: ecuaciones  diferenciales  parciales t l c  prinlcr 

orden  a.copladas  (ecuaciones  tipo  Dirac) en el  minisul,erespa.cio. 
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Los trabajos involucrados  en  ésta sección son; 

1.- O. Obregbn, J.J. Rosales and V.I. Tkach, Phys. Rev. D53, R1750,  (1996). 

2.- J.J. Rosales, V.1, Tkach  and O. Obregón,  Proceedings  in  Workshops on Particles  and 

Fields  and  Phenomenology of Fundamental  Interactions,  AIP  Press 517-520, Puebla, 

Mexico (1995). 
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6.- Acción Supersimétrica  para los Modelos 
Cosrnológiios tipo BianFhi 
U n a  3-geometría  espacialmente  homogénea es una 3-va.riedad sobre  la  cual u110 de 

los grupos  tridimensionales de Lie  act&  transitivamente [GO]. De  tal  manera, clue sohre 

la 3-variedad  existen  tres  vectores de Killing  linealmente  independientes E;  i = 1 , 2 , 3  los 

cuales satisfacen el Algebra de Lie [ti, ~ j ]  = c $ E ~ ,  donde ~ 6 .  = -cJ”Z son las  const,antes cle 

est,ructura del grupo. los  grupos  de  Lie  tridimensionales han sido  clasificados por Bianchi 

[ w r  G l ]  en nueve posibles  conjuntos de constantes de estructura C;. 

23 

La nlétrica en  el  minisuperespacio  es  fijada hasta un factor  conforme  escrito co~no  cy1[2i~?(q)  

[61]. Todos  los  modelos  Bianchi son conformalmente  planos 

La, a.cción (6.4) es invariante bajo reparametrización de t’ ”-f t + c ~ ( t ) ,  si las tlansforll1a.ciolIc.s 

de q”(  t )  y N ( t )  son definidas  como 

S q y t )  = C L ( t ) f ,  m ( t )  = ( n N ) . .  (6 .5)  
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de tal  manera clue la  acción  para los  modelos cosnloldgicos tipo  Biarlchi es invn,riante. En 

l a  a.cción (6.4) U( q )  corresponde al potencial, el cual  dependc  del modelo en  cuestión. Est>e 

pot,encial  puede ser escrito de la siguiente manera 

(6 .7)  

Gracias a la  existencia de ésta relación la  simetría  escondida  para el modelo  cosmológico 

Bianchi IX fué  encontrada [l‘i]. Esto permitió  construir una mecánica  cuii,ntica  super- 

simétrica  correspondiente [30]. En éste  caso  la  supersimetría. es global. Por otro lado, u110 

puede exigir que los  modelos  cosmológicos sean invariantes b a j o  u 1 1  principio 1ll:ís fulltla- 

mental como lo son las transformacioxles  locales. Por  tal razcin, una simetría  extendida 

debe ser invariante bajo transforrnaciones  locales.  debido a la generalizacicin  del 1)arhletro 

temporal  usual t a ( t ,  7 ,  71, los carnpos q / ‘ ( t )  y N ( t )  son vistos como supercampos I”(t, 7 1 ,  / I )  

. J V ( t ,  q ,  .I) y la  supermétrica G,, es ahora  una función del supercampo 7’. Entonces, la. 

generalización de la a-cción (6.4) para los mdelos  cosmológicos tipo  Bianchi a u ~ l a  acciim 

de supercampo  tiene  la siguiente  forma 
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(6.10) 

Las  transformaciones  para las  componentes  del supercampo Y'"(t ,  7 1 ,  q )  se siguen de (6.10) 

y tienen la fornla 

Sq" = + - ( P A L L  + p x q  2 

2 

(6.11) 

De donde podemos ver clue bajo la integración se encuentra  una  derivada  total. Es decir, 

l a  acción (6.8) es invariante bajo las supert,r1-tnsfornlaciollcs 1oca.les (5.G). 

La Acción en sus Componentes 

Para escribir la  a.cción (6.8) en componentes del supercampo N ( t ,  7 1 ,  q )  y el super- 

(:a,mpo "material" y L L ( t ,  7 1 , ~ )  es necesa.rio integrar  la acción de supercampos sobre las co- 
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ordenadas de Grassmann 7, fj. Después de  integrar  obtenemos la siguiente  accitin 

(6.13) 

(6.14) 

(6.15) 

clorlde todos  los tkrminos de la acción (6.15) tienen una forma covariante y no (lepende11 

d e l  sistema  escogido en  el  minisuperespacio, i e .  ellos estan dados por el tensor de cur- 

vatura RklvpU y deriva.clas cova.riantes V,, sobre  una  variedad con la  métrica. G,,,( q ) .  En la 

acción (6.15) los  campos N ( t ) ,  $( t ) ,  $ ( t ) y  V ( t )  no son términos  cinernáticos. E11 nuestro 

m s o  de  supergravedad  unidimensional  estos campos juegan  el  papel de multiplicadores dc 

Lagrange. 

Análisis  Hamiltoniano 
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Para  cuantizar  nuestro  modelo usamos  el  hecho  de clue los fermiones  pueden x r  escritos 

como X" = eEXIL ,  lo  cual  relaciona fermiones  originales por medio de la base ortogonal 

(vierbein) e; y su  inversa e t .  Entonces  la  métrica es representa,&  por GIl,(qx) 

con rj'ab = diag( - 1 , 1 , 1 ) .  El  momento  conjugado a q I ' ( t )  esta dado  clásicamente  por  la 

siguiente  expresión 
1 

TIL = j T j G p v D q Y  - i u p ( a ) ( 6 )  X(")X(b) (6.17) 

con  respecto a los paréntesis de Poisson { qfL,  T '}  = S" donde la conección  de  espiu 

es una  funcion de q p  definida  por 
I' ' 

(6.19) 

- 2 
ñIL E5 r I p  - -X, M o 

2 
2 -  nu z II, - -X, M O ,  
2 

(6.20) 
- 

donde I I I L  = 7 aL y I I , )  = z. C3L Las constricciones f l I L  and n, son de segunda clasc. y pueden 

ser  eliminadas según la procedura de Dirac [3] .  Definamos la. matriz de constricción Cll!/ 

como el paréntesis de  Poisson  de  dos  constricciones 

ax 

cpu = { n l L ,  n,} = -z~,, ,  (6.21) 

y su matriz  inversa ( C " l ) p ,  = ZGf". Los Paréntesis de Dirac { , } *  son entonces definidos 

por 

{A, w *  = { A ,  B} - { A ,  n,>C,-,'{n,, B) - {A, ",'>clT,1(I=lY, q .  (6.22) 

Como  resultado  de  ésta  procedura es la eliminaciGn del momento  conjugado a 1a.s variables 

fermiónicas,  quedando  Gnicamente los siguientes  paréntesis de Dirac 

(6.23) 
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Después  de la  cuantización  de los  paréntesis de Dirac  (6.23)  obtenemos  las  relaciones de 

conmutación y anticonmutación del Algebra canónica 

esto lo  podemos  escribir de la siguiente manera 

(6.24) 

(6.25) 

De la acción  (6.15)  uno  obtiene las  constricciones de primer  clase  variando la  acci6n 

respecto a ~ ( t ) ,  $ ( t ) ,  ~ ( t )  y V ( t ) .  Obtenemos 

(6.26) 

(6.27) 

(6.28) 

(6.29) 

Las constricciones  (6.26 - 6.29) son debido a la invariancia  de la  acción  (6.15)  bajo las 

tra.nsformaciones  locales  supersimétricas  (5.5). E l  Hamiltoniano  general  es la suma. de 

todas  éstas  constricciones,  es  decir 

(6 .30)  

En ésta  expresión las constricciones  primarias  correspondientes a los momentos conjugados 

de las variables N, ,$, ~,.i y V estan ausentes. Esto es debido a clue sus  moment>os  conju- 

gados  son  cero. Entonces, en  nuestro ca.so de  supergravedad  unidimensional los campos 
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X ,  $I, 4 y V juegan  el  papel de campos de calibra.ción, para los cuales la derivada  temporal 

es arbitraria, éstos no son campos  dinámicos.  Por  ésta  razón  podenms  eliruinsrlos del 

Hamiltoniano  general H G .  En una  teoría  cuántica las  constricciones  de  primera  clase (626- 

6.29) asociadas  con  la  invariancia de la acción (6.15) son condiciones  sobre la. función de 

onda,  así que  ciertos  estados físicos permitibles  deben  obedecer  las  siguientes  collstricciones 

cuánticas H 1 + >= O ,  S I ,$ >= O ,  3; 1 $I >= O y 3 1 ,$J > O ,  la,s cuales so11 obtenitlas cua~ldo 

uno cambia  las variables  clásicas por operdores con la ragla. de conmutación (6.24).  

Para los  generadores  cuánticos H, S, S y 3 obtenemos la siguiente super-dgebra cer- 

ra.da 

[S, S 3  = 2H [S, HI = o [F, S] = -S ((5.31) 

s2 = S2 = o [ S ,  H] = o [F, S ]  = S ,  

donde H es  el Hamiltoniano, S es la mrga supersimétrica. de la 1 1  = 2 nleciuica cur-i.utica 

supersimétrica y .F es  el operador  fermiónico. 

Conclusiones 

En  ésta sección  hemos  obtenido  la  acción  general de supercampos (6.8) en los modelos 

cosmol6gicos  tipo  Bianchi.  Dado el potencial y la. métrica de un modelo en particula,r, uno 

obtiene  fácilmente el  modelo  supersimétrico. 

El  trabajo de  ésta seccicin es: 

1.-  V.I. Tkach, .J.J. Rosales  and O. Obregón,  Class.  Quantum  Grav. 13, 2349 (1996). 
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7.- Rompimiento de la  supersimetría  en el modelo de 
FRW 

E l  propósito de éste  trabajo es estudiar  el  modelo  supersilnétrico  de FRW i n t e r x -  

tuando con u 1 1  supern-lultiplete  de materia escalar  real,  así como el rompimiento (:spontAneo 

de la  supersimetría  para los casos X: = O y X: = 1. 

La descripción de supercampo  para el modelo  de FRW sin materia fué ol->t,enida. en la 

sección ( 5 )  de  ésta  tésis  (ver 5.8). Esta acción  tiene la siguiente  forma 

(7.1) 

e 1 1  &ta  acci6n  hemos  introducido el  parárnetro K = e, clonde G es la  comtante c1c 

Newton para  la gravedad. En  la acción (7 .1)  los supercampos N ( t ,  1 1 ,  I r )  y lR,(t, q , V )  son 

los  mismos que estan definidos e n  (5.9) y (5.12)  respectivamente.  Escribamos la. acc1on 

( 7 . 1 )  en  sus  componentes R ( t ) ,  A ( t ) ,  x ( t ) ,  B ( t ) ,  N ( t ) ,   $ ( t ) ,  ,lG(t) y V ( t )  (ver 5.16) 

. ,  

Esta  acción es invariante  bajo  las  transformaciones (5.11)  y (5.14). 

Acción  supersimétrica para el campo  material 

Ahora  vamos a estudiar uno de los casos I ~ & S  simples de materia..  Consitleremos  el 

s1lpermultiplete de materia  escalar  real @(t ,  11,  q ) ,  el  cual comiste de u11 ca11ll)c) de 1 1 1 : ~ -  

teria  real  espacialmente homogéneo v ( t ) ,  dos grados de libertad fermic5nicos \ ( t )  y \ .( t) ,  

1.111 campo  bosónico  auxiliar F ( t )  asi como un superpotencia1 arbitrario, el  cual  depende 

solamente  del  supercampo materia.1, i. e.  g( a). Las colnponentes del supercampo  material 

real se pueden  escribir de la, siguiente forma 

(7 .3)  



donde ~ ' ( t )  = N ' / ~ x ( ~ ) ,  ~ ' ( t )  = N ' / ~ x ( ~ )  y ~ ' ( t )  = NF - $($x - $2). Las transforma.- 

ciones del superespacio  (5.6)  generan  las  reglas de transformación del supercampo  material. 

Tenemos  en  analogía a (5.13) 

(7.4) 

De donde podemos obtener  fá,cilmente  las reglas de transformación  para  las  componentes 

del supercampo ~ ( t ) ,   ~ ( t ) ,  z ( t )  y F ( t ) .  Tenemos 

(7 .5 )  

son  derivadas  supercovariantes, DX = X; - $Vx - y D S  = x + son la,s U(1) derivada.s 

covariantes.  Entonces  la acción de supercampo para, el supermultiplete de materia  escalar, 

la  cual  es  invariante bajo 1a.s transfornmciones (5.10), (5.13) y (7.4) tiene  la  forma 

Las  transformaciones  infinitesimales de la a,cción  de  supercampo bajo  las  transforlnaciones 

(5.10), (5.13) y (7.4)  tiene  la siguiente forma 

De donde se puede  ver  que bajo la  integrxión se encuentra  una deriva.cla, tota.1,  es decir, 

la  acción  (7.6) es invariante  bajo  las supertransforll-laciolles (5.5). Después cle integrar l a  
accich (7.6)  sobre la,s variables  de  Grassmann 71q obtenemos la a.cción  ell  sus componentes, 
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esta  tiene la forma. 

N 3NR2 
- 3 & R 2 g ( y j N B  + YR3F2 + 7 K:F(X~ - Xx) - N R 3 F - -  

3 89 

+ GK'NR~(~)XX dt. 1 
Esta acción  es  invariante  bajo las leyes de  transformación (5.11), (5.14) y (7 .5) .  Podemos 

ver que  en  la a.cción (7.8) aparecen dos  campos  auxiliares B ( t )  y F ( t ) ,  a difercmcia de la 

acción (7.2) donde  aparece  solamente B( t ) .  Este hecho es debido a clue tenemos  un  campo 

material  interactuando con el modelo cosmológico de FRW. Haciendo una  expanción en 

serie de Taylor para el superpotencia1 y (@) ,  uno puede  escribirlo  como y(@) = y ( y )  + 
*(@ - y )  + a-$$( @ - y ) 2  + . . . , con CP dada  por (7.3). Esta  expanción  en  serie se corta acp 
en el segundo  término  debido a la propiedad,  de que ( @  - y )  es nilpotentente.  Entonces, el 

sistema  gravedxl  ma.teria  consiste  de la suma  de  las acciones de  superca,nlpo, o lo clue es 

equivalente, a la suma  de  las dos acciones supersin1étrica.s dadas e n  (7.2) y (7.8). Es decir 

Es claro que la acción (7.9) es invariante  bajo las transformaciones  locales c k  la super- 

simetría (5.5) si las leyes de transforlnación  para  las  componentes e s t h  dadas l)or (5.11), 

(5 .14)  y (7.5).  Los ca.mpos  auxiliares B ( t )  y F ( t )  pueden  ser  determinados  rxriando la 

acción (7.9) respecto a éstos. Las ecuaciones para  estos  campos son algebráicas y tienen 

las  siguientes  soluciones 

3K 
2R F ( t )  = "(AX - i s )  + 

(7.10) 

(7 .11)  

sustituyendo  la  expresión  para  éstos campos en l a  acción (7 .9)  y  llacicndo  las siguientt.s 

reedefiniciones de los ca,mpos X --+ R-l12X, x t R"/2X, -+ R-'/'x, -+ R-'//"S 

49 



obtenemos la,  siguiente  acción  supersimétrica 

(7.12)  

Como se puede  ver  de  la, a,ccitin (7.121, para, los ca,nlpos N( t ) ,$ ( t ) ;$ ( t )  y V ( t )  110 existe 

tkrmino  cinético.  Estos  campos  aparecen  como  multiplicadores de Lagrange. 

Procedamos con  el  análisis  Immiltoniano de nuestro  sistema.  Los  momentos TR y rp 

conjugado a R(t )  y p(t) respectivamente  estan dados por 

(7 .13)  

Los  paréntesis de Poisson son 

Como en  los  capítulos  anteriores, debido a las  variables  de  Grassmann, tendremos cou- 

stricciones  de  segunda  clase, la,s cuales  se  escriben  como 

(7.15)  
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donde 7rx = - y 7rx = zi son los momentos  conjugados a, las  variables dixímicas que 

a.nticonmutan ~ ( t )  y ~ ( t )  respectivamente.  Sirnilarmente,  para  las  variables X(t) y ~ ( t ) .  

Debido a que  las  variables N(-¿), 4(t) ,  $ ( t )  y V ( t )  no  son  variables  dinámicas p:wa éstas el 

momento  conjuga,do es cero,  entonces  juegan el  papel  de  multiplicadores  de  La,grange. Las 

constricciones  (7.15) son de  segunda  clase y puede11 ser  eliminadas  siguiendo  cl  proced- 

imiento  de  Dirac  [3].  Para  esto definamos la  matriz de constricción C i k ( 2 ,  I; = X, 5, X, 2)  
como  un  paréntesis  de  Poisson,  el  cual  tiene los siguientes  elementos nmtriciales  diferentes 

de cero 

d I, 
ax 

- 

Cix = Cxi = {nA,n,} = %, C,,y = C S S  = {n X '  n - }  x = - 2 ,  (7.16) 

con  sus elementos  matriciales inversos ( ~ - 1 ) "  = (c-' )" = -i and (c-1 ) x  1 = 

(C" )x% = i. Los  paréntesis de Dirac { , } *  son entonces  definidos 

E l  resultado  de  éste  procedimiento es la eliminación  de  los  momentos  conjugados a las 

variables  fermiónicas,  quedando  solamente los siguientes  paréntesis de Dirac, 

{R,7rn}* = {R,TR} = 1, 

{&X}* = 2,  
(7.1s) 

En una  teoría  cutintica los paréntesis  de  Dirac { , } *  deben  ser  reemplazados por conmu- 

tadores [ , ] o por  anticonmutadores { , }. Tenemos 

[R,7r,] = i{R,7rR}* = 2, 

{&X} = i { X , X } *  = -1, 
(7.19) 

Las  constricciones de primer orden  pueden  ser obtenidas de In acción (7.12) nlc\(lia,nt,e la 

varixión independiente de N ( t ) ,  $( t ) ,   $ ( t )  y V ( t )  respectivamente.  Despuks  de la  variaciim 

se obtienen  las  siguientes  constricciones de  primera  clase 
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(7.20) 

(7 .21)  

(7 .22)  

(7 .23)  

Las constricciones (7.20-7.23) son debidas a la invariancia de la  acción (7 .12 )  bajo Ins 

tral-lsforlnaciones de supersinletría  local "peclueria" (5.5). El  hamiltoniano  general es la. 

sluna de  todas éstas constricciones y tiene  la siguiente forma 

(7.24) 

E n  la teoría  cuá,ntica  las  constricciones de primera  clase (7.20-7.23) imponen  condiciones 

a la  función  de onda, tales clue para  cierto estado físico  permitido  deben  obedecer  las 

siguientes  constricciones  cuántica.s 

(7 .25 )  
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éstas  constricciones  curinticas son obtenidas  cuando  uno  cambia  las  variables  dinámicas 

por  operadores TR = - 2  -, T+, = - i d  y para los  grados de libertadad  fermiónicos se 

escoge la  siguiente  representación matricia.1 pa.ra. X,, X, y 

’ a  
aR acp 

- 

(7.26) 

las  cuales  obedecen  las r e g l a  de conmutación  (anticonmutación) con u(*) = 01*’a2 2 , dolldc~ 

ul ,  0 2  y u3 son lass matrices de Pauli.  Para los generadores H, S, S y F obtenemos  la 

siguiente  super-álgebra  cerrada 

{S, S}  = 2H [S, HI = 0 [F, S ]  = -S 

donde H es  el  hamiltoniano del sistema, S es la  carga  supersimétrica  compleja  de  la 12 = 2 

mecánica  cuántica  supersimétrica, y 3 es  el  operador  fermiónico. 

Rompimiento  espontáneo de la  supersimetría 

Para estudiar el  rompimiento espontheo de la  supersimetría  considerenlos el caso  nlás 

sencillo del modelo de FRW, éste es k = 0 (el  caso  plano).  En  éste ca.so el  hanliltonia.no 

(7.20)  y las  supercargas ( 7 . q 7 . 2 2 )  tienen la forma, 

H =  

- 

+ 
S= 

+ 
- 
S =  

+ 

(7.28) 

(7.29) 

(7.30) 



El potencial  efectivo V(y) para el campo  escalar 9 esta relacionado  con  el  supc:rpotencial 

g ( p )  y entonces  de  (7.28)  tenemos 

V(y) = -;K y ( y )  + - 9 2 2  (q. 
2 2 ap 

(7.31) 

En el límite  cuando K -+ O(i.e.K = -l",dondeMI, es la  masa  de  Planck)  obtenemos  la 

expresión  para  le  energía del campo  escalar en el caso de la  supersimetría  global V = 

1 2 (a> 2 .  De  (7.31) se puede ver, que V(y) puede tomar valores negativos  ell  el  caso de 

la  supersimetría  local. Los parámetros del superpotencial y ( 9 )  pueden  ser  escogidos  de 

tal  manera, que la constante  cosmológica no a.paresca. Es  decir, la  densidad de energía. 

del  vacío sea cero. Para  éste propósito es necesario, clue en el mínimo i3,V(y)l,=,, = O 

correspondiente a p = po =< y >, tambien el  valor  del  vacío  del potencial del campo 

escalar V(y) sea cero. La condición a,V(y) = O permite  establecer la siguiente  relacloll 

en  el  mínimo 9 0  

M, 

. I  

(7.32) 

Ilajo  el  requerimiento de clue a # O. LOS parámetros del superpotencial y ( y )  tleben ser 

escogidos  de tal  manera, que tambien V(p0) = O ,  es  decir la relación 
acp 

(7.33) 

debe  cumplirse  para tp = yo. Entonces,  podemos  escoger el superpotencial  de la,  siguiente 

manera 

Y(P) = "$(K9)> (7.34) 

donde p es  el  parrimetro  de  rompimiento espontAneo de la. supersimetría ( [ p ]  = L- ' ) ,  y 

.f'(rctp) es una función  adimensional de y. Para  una función dada f ( q )  sus  I)as&metros 

deben  ser  exactamente  fijados,  asi que la ecuación (7.33) se debe  cumplir  est,ríctanlente 

cuando V(p0) = O ,  y el potencial n h i m o  es encontrado en yo. Podemos co1lsidera.r las 

relaciones  (7.33,7.34)  como  las  ecuaciones  para  enc0ntra.r una función .f( ~p), la clml p a l a  

los  valores  del  vacío  del campo  escalar asegure que el potencia.l(7.31)  sea cero. Encontramos 

que el superpotencial g ( 9 )  tiene  la forma. 

(7 .35)  
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Por otro  lado, los términos fermiónicos lilineales del hanliltoniano (7.28) son 

hxiendo  una redefinición para X 

(7.36) 

(7.3'7) 

la  variable  fermiónica puede ser eliminada, y entonccs  obtenemos el térnlino  bilineal 

fermiónico en la fase del rompiniento espontáneo de la  supersimetría 

(7.38) 

E n  (7.38) : p f ( ~ p 0 )  es la  masa del  gravitino ??23/2. Entonces, para el hamiltonia.no (7.28), 

las  supercargas (7.29,7.30) y para  el  operador  fermiónico (7.23) en  el caso de rompimiento 

espontáneo de Ia supersimetría,  tenemos 

(7.39) 

(7.40) 

(7.41) 

(7.42) 

Para  la densidad  de  energía cero V ( p o )  = O la expresión (7.33) se cunlple, y cl paso a las 

mriables X (7.37) toman  la  forma X = X + ,y. Entonces, el t6rmino  cinittico  para S ,  el cual 

es el  supercompañero de y,  desaparece  en  el  lagrangiano de (7.12). Este  canhio nos da, 

l a  posibilidad  de reedefinir  las  constricciones de segunda  clase para los  fermiolles. Como 

resultado  tenemos, los  siguientes  anticonmutadores para X, X, y 2. 

Y 

" 
- 

Teniendo (7.43), [R, rfi] = z{R, n - ~ z } "  = i y [ y ,  7rv] = { y ,  rv } *  = %, es fricil cll(~:ar ( 1 1 1 ~  c.1 

ha.miltoniano (7.39), las  supercargas (7.40,7.41) y el  operador  fermidnico  (7.4'2)  obedecen 

el super-álgebra (7.27). E n  el caso cuando la. curvatura es X: = - 1  (curvatura negativa), la 

acción (7.12) es no hermitiam, y en éste trabajo 110 lo  discutiremos. 
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Para el caso de k = 1 (curvatura  positiva) el potencial  depende  de dos variables 

(7.44) 

donde V ( y )  es el  potencial  efectivo  para el campo  escalar p (7.31). La presencia.  (le  3R2g(43) 

es una  consecuencia  de  la  acción  supersimétrica.  En  éste modelo la  supersimetría  tambien 

es rota,  como  en el caso  de k = O ,  cuando  la  energía del vacío  es V(p0) = O. así como 

V b 0 )  - m ; / 2 i q .  

Conclusiones 

En éste  trabajo se mostró que  el  rompimiento cle la  supersimetría  en los  modelos 

anteriores es una característica  general y parecida a la de  los  modelos  con sulmsimetría 

global. Los modelos  cosnlol6gicos con supersimetría  local nos permiten  tener  rolllpimiento 

de  supersimetría  cuando la densidad de energía del  vacío del ca~llpo escalar ('S cero  para 

E = O y k = 1. Para  éste  último  caso  la  supersimetría ta.mbien  se rompe  cuando V(p0) - 
m 2  3 12  M;. Estos modelos  simples  de  Universo  construidos  en lmse a. una supersinletría  local 

"pequeña"  exiben  propiedades  similares a los modelos de N = 1 supergravedad  acoplada 

a. N = 1 materia  chiral en el  espacio-tempo [62]. La generalización  de  éste  trabajo se 

estudiará  en el siguiente  capítulo de la presente  tésis. 

El   trabajo involucardo en ésta sección  es: 

1 . -  V- I Tlcach, O Obregón  and J J Rosales,  Class.  Quantum  Grav.  14,  339, (1997). 
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8.- FRW supersimétrico con campos  de materia 
chiral 

En el  trabajo  anterior se  consider6  el  modelo  de FRW interactuanclo col1 el  super- 

multiplete  más  sencillo de materia., el campo  escalar. Se mostró  que en &te modelo  de 

Universo  con  supersimetría  local,  cuando  la  energía del  vacío  es  igual a cero  permite  tener 

rompimiento espontbeo de la supersimetría. 

E l  presente trabajo es una generalización  del  anterior y vamos a considerar el  modelo 

de FRW interactualdo con un conjunto de supermultipletes  complejos  de materia y se 

n1ostrar;jl. que l a  accitjn  supersimétrica  obtenida  para dste  nod de lo corresponde a 1111 clilaton- 

asion y a las  componentes  chirales de la  teoría de supergra.vedac1. 

Es bien  conocido clue la,  acción para el modelo de FRW es invariante 1mjo la. rcpara.~n(~- 

trimción  temporal t' "+ t+a(t). Entonces uno puede obtener  la formulación  de  supercampo 

mediante  la  introducción de  variables  "tenlporales" 11 y v. Esta  procedura  ha siclo c:studiada 

en la  presente  tésis. La acción  para el caso  del  modelo de FRW interactuanclo con un 

conjunto de supermultipletes  complejos de materia se puede escribir  de  la  siguient,e  manera. 

(S.2) 
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E s  claro  que  la  acción de supercampo (8.1) es  invariante bajo las  transformaciones de la 

17, = 2 supersimetría  local (5.6) si los superca,mpos  se transforman con10 (5.10,  5.13, 8.3). 

Realizando  las  operaciones  correspondientes en la. acción (8.1), uno  obtiene la, expresih 

para la  acción en sus componentes, donde los campos  auxiliares B( t ) ,  F " ( t )  y F"( t )  apare- 

cen.  Haciendo la variación  con  respecto a éstos  campos  auxiliares  uno  obtiene (ecuaciones 

algebráicas,  las  cuales  tienen las siguientes  soluciones 

36 w F " ( t )  = " ( A p  - X,y") + 2", 
2 R  82, 

K -  dx 3 K  
B( t )  = F A A  + - + -R(k"x" + $"4") - 3 ~ R I g 1 ,  

2R K 4 

3K 

2R 8% 
F " ( t )  = "(AX" - X$") + 2-, 8191 

(8.5) 
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Entonces  obtenemos  la  siguiente  acción en sus  componentes 

(S.í) 

Esta.  acción  corresponde a la acción  obtenida del modelo  de  Wess-Zumino  mediante la, 

reducción  dimensional, con  un superpotencial  arbitrario ~(2). La acción (8.8) tiene dos 

supercargas  complejas Q1 y Q 2 .  Debido a clue la acción  permanece  invariante si  cambianms 

Z" tt Za,  entonces  las  supercargas  tambien  permiten la invariancia bajo  el ca.mbio de 

& I  tf Q 2 .  Por lo anterior,  uno puede juntarlas  en  una  supercarga  compleja  iulica, a la 

cual  representaremos  como S = Q1 + Q 2  y S = & I  + Q 2 .  

- - - 

Ahora  procedamos con  el  análisis  hamiltoniano del sistema. Los momentos I I R ,  II: y 

It: conjugados a R(t), ~ " ( t )  y P ( t )  respectivamente, son dados por 
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(8.11) 

con los  siguientes  paréntesis  canónicos de Poisson 

?, - z n, = n, + ,X M o ,  n, II, + -X M o ,  (8.13) 
2 9 4 

1 =nu - -7" z o ,  n; = n; - a (1 = o ,  (8.14) x -  x 2' 
I 

1 -a na = J-Ja 2 

cp- 4 2 - o ,  (8.15) 

donde I I x  = g, II, - aso y IT, - son los momentos  conjugados a las X ( t ) .  y ( t )  y p( t )  

respectivamente. LOS momentos colljugados a, ~ ( t ) ,  ~,b(t>,   $( t )  y ~ ( t )  son encont,rados igual 

a, cero, indica.ndo que éstas  variables  juegan el  papel  de  campos de calilsraci6n (gauge), 

para los cuales la derivada  temporal  es  arbitraria, es decir son campos no dinimicos. 

4 "  4 - 3 6  zoo, n(! = nu - -$(& N 

d 

a - aL a - a L  

Las constricciones (8.13-8.15) son de segunda cla.se y pueden  ser eliminadas  lllediante la. 

procedura de Dirac.  Para  esto definamos C i k ( z ,  k = X, x,  f ,  S", $ a ,  6") como el paréntesis 

de Poisson.  Tenemos los  siguientes  elementos matriciales  diferentes  de cero 

con su matriz  inversa (C")" = - i ,  (C-' ),YA = i y (C-')$4 = i. Los paréntesis de Dirt1.c 

{ , } *  estan definidos como en (6.22) Como en el  capítulo  allterior  tenemos los siguient,es 

parkntesis de Dirac diferentes de cero 



En  una  teoría cu;intica  los  paréntesis de Dirac { , } *  deben  ser  reemplazados  por 

conmutadores [ , ] o anticonmutadores { , }. Tenemos 

donde  hemos  tomado el sistema de  unidades para el  cual h, = c = 1. Las  constricciones de 

primera  clase pueden ser  obtenidas de la acción (8 .7 ) ,  variando la  acción  independientc- 

mente  respecto a N ( t ) ,  $( t ) ,  $ ( t )  y V ( t )  respectivanlente.  Después  de la variacióll  se  tienen 

las  siguientes  constricciones de primera  clase 

(8. 19) 
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(8.23) 

En  una  teoría  cuántica  las constricciones de primera  clase a.sociadas a la  invariancia de la, 

acci6n  (8.7)  imponen  condiciones  sobre l a  función  de onda con l a  regla  de  conmutación 

( S . l 8 ) ,  de  tal  manera que  todo  estado  físicamente  permitido  debe  obedecer l a s  constric- 

ciones  cuánricas. 

las  cuales son obtenidas  cuando uno cambia las variables  dinámicas  clásicas  por  oper- 

adores n R  = -2- ,  dR d = -z= y utilizando la  siguiente  representación  matricial para. 

las va,riables  fermiónicas X, X ,  >c, 2 , d  and 4 ,  

' a  

X = - a - @ l @ l ,  X = a + @ l @ l ,  

x = 0 3 ~ o - m ,  2 = 0 3 8 0 + m ,  (8.25) 

donde o* = *Zb y 0 1 ,  u2 and o 3  son  las matrices de Pauli. Para los  generadores 

cuánticos H, S, S y F obtenemos  la  siguiente  superalgebra 

{S ,  S} = 2H, [S, HI = O ,  [F, S] = -S (8.26) 

donde H es el  hamiltoniano del sistema, S es la carga  supersimétrica  compleja de la n = 2 

mecá.nica  cuántica  supersimétrica y F es el operador  fermiónico. 

Conclusiones 

En  base a una 72 = 2  supersimetría local, hemos  considerado  el  modelo  cosmológico 

de FRW con  un  conjunto de campos de materia  chiral y un superpotencia1 g ( 2 "  ). Esto es 
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con  el  fin  de  construir  un  mecanismo  general de rompimiento  espontáneo  de  s1lpersimetría 

en los campos de materia  chiral y dilaton-asion en la cosmología., así  como  talubien poder 

establecer una relación  con los potenciales  efectivos de &tos  campos en los  modelos de 

supergravedad y supercuerdas [63,64,65]. 

Este  trabajo ha sido  enviado 

1.- V.I. Tkach  and J.J. Rosales,  Submited in Phys.  Rev.  Lett. (199G). 
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9.- Conclusiones y Perspectivas 

Las  teorías  basadas en simetrías  locales  han  tenido gra.11 ésito en la  construcción de 

1 1 1 ~  teoría unificacla  de las  interacciones funclamentales. Es  natura.1 pensa,r q11e para la 

cxmstrucción de  ma. teoría  unificada,  la  cual  incluya  la  gravedad, sea. necesario  tlesarrollar 

cl principio de simetría  local,  introduciendo  estructuras de  grupo más comp1eja.s. A ~ ~ U I X I S  

de éstas  estructuras  han sido encontradas y estudiadas en las  teorías  recientes  dc  partículas 

[19-21], superpartícula,s y supercuerdas [22]. En éste Último se propuso una clescripciim 

t>wistorial en dichas  teorías, en particular  se mostró clue las  superpartículas  poseen  doble 

supersimetría:  la  supersimetría espacio-tempora.1 (SUSY "gra.ntle") y la supersilnetría  local 

"pequeña". Esta  línea de investigacihn  abrió una. nueva posibilic1a.d en la  construccih de 

una teoria  cuántica de las  superpartículas  y  supercuerdas. 

En éste  trabajo de tésis se estableció la supersimetría  local pecluena en los  modelos cos- 

rnológicos p r t i e n d o  de la  analogía que existe  entre  éstos modelos  y las superpart,ículas. Y 

por  lo  tanto, se 11a.n dado  los  primeros pasos a una formula,cibn twistorial de la cosmología. 

Esto es con el  objetivo de ver si existe  una  relación entre la  supersimetría  local  pequena  y 

la supersimetría del espacio-tiempo  (conlo sucede en 1a.s teorías de superpartículas  espino- 

rialcs). y en hase a &to construir u11a teoría c u h t i c a  de l a .  cosnlología.. 

Siguiendo la. analogía que esiste  entre una partícula y un modelo  cosmol6gico,  para 

los cuales la  acción es  invariante bajo reparametrización  temporal uno extielde las trans- 

formaciones de reparametrización  temporal a una 9% = 2 supersimetría  local l'equeíia. 

Est';\ generalizxióu nos permitió  formular una acción  de  supercanlpo  para los modelos 

r:osmológicos, dar 11na explicación sobre las simetrías  escondidas [I71 en tales  n~odelos y 

collstruir un mktodo  sistemático  para  incluir  campos de materia. Una vez collstruida  la 

acxi6n (le supercampo  para un modelo en  particular, uno procede a la forlnulaciciu c.nnOnic;t.. 

Como se mostr6 en la. presente tésis:  Debido  a  que  las  acciones construic1a.s son irlvitriant,cts 

hjo transformaciones de una n = 2 supersimetría  local, uno obtiene  cuatro  constricciones 

de primera  clase,  las  cuales en una teoría cuántica son condiciones  inlpuestas sobre la 

función  de onda del  modelo  en  cuestión. Se mostró clue los generadores cuánticos  cunlplen 

u 1 1  (super)álgebra  cerrada,  la  cual coincide con el dgebra de la mec&ica c&,ntic-a super- 

simktrica.  Sin  emlxrgo,  cabe 1nenciona.r clue ésta. idtima. es iIlvariante 1Ja.jo tra11sforllla.- 
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ciones  globales.  Por lo tanto, uno  obtiene clue las  acciones de supercampo  aquí  construida's 

tienen la forma  de  una versión lacalizada  de la mecAnica cuántica  supersimCtrica. Para 

describir  los  estados  de  éstos modelos podernos hacer uso del hecho, de  que &stjos estados 

están en correspondencia  uno a uno con las  p-formas  diferenciales  sobre  las  variedades [66]. 

Los estados  serán  de  la  misma  estructura a los ya encontrados en [16-18]. Sin  embargo, 

con el  formalismo aquí propuesto, podemos exteneder  la variedad  con  el fin de incluir la 

supermateria y buscar nuevas  p-formas y sus correspondientes  estados.  Sobre itsto se esta. 

trabajando  intensamente. 

El  problema de rompimiento espontrineo  de la  supersimetría  en el modelo  cosmológico 

supersimétrico de FRW tanhien fué analizado.  Se  mostr6 que el  rompimiento  de  super- 

simetría  para  los ca.sos k = O y I; = 1 del modelo de FRW es una  característica  general 

diferente a la  de  los  modelos  con  supersimetría  global. Los rnoclelos cosnwlOgicos con 

supersimetría,  local  permiten  tener  rompimiento  espont6neo de supersimetría  cuando  la 

densidad  de  energía  del  vacío  es  cero  para el campo  escalar.  Para el caso en C ~ I I C  k = 1 la. 

supersimetría  tambien se rompe cmndo V N m 2  Mi. Estos modelos  simples cle Universo 

coustruidos en base a una supersimetría.  local "peclueíia." exilxm propiedades simila.res a 

los  modelos  de N=l supergravedad  acoplada a materia c h i d  e n  el espacio-tieml)o de cua.- 

tro dimensiones [62]. Con el objetivo de construir un mecanismo  general  de  rompimiento 

espontáneo de la. supersimetría  en los campos de materia  chiral y los  campos clv dilat,oll- 

asion  en  la  cosmolgía, así como  tanhien  establecer  una  ralxión  entre el potencial  efectivo 

cle cbtos campos en las  teorías de  supergravedad y supercuerda,s [63-651, se estuditi  el mod- 

elo  de FRW interactuando con un conjunto de campos chirales de materia. 

312 

Las  perspectivas que se tienen con el formalismo propuesto son 
las siguientes; 

La extensicin  de &tos  modelos a una n = 4 supersimetría  local. Esto es de gran 

interés, e n  paticula.r,  uno  podría  tratar de entender si la. susy "pequeíia"  propuesta, e n  

los  modelos  cosmológicos  es una. remanente de la SUSY de  la  supergravedad 

o si uno debería  proponer  modelos que posean los dos t,ipos de  supersimetrías  locales 

con el objetivo  de  tener  una  teoría cuAntica de la cosmología. 

Construir un esquema  más  general de interacción con supermultipletes e x d a r e s  en 

la  variedad  de Kahler  sobre los  supercampos  complejos. Este  modelo nos  permitirA 
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un análisis más completo  sobre el rompimiento  espontáaeo  de la  supersimetría en los 

casos k = O y k = 1 del modelo FRW. 

3.- E n  el formalismo propuesto.  es tanhiell posible  incluir un supermultiplete, el cnal 

contenga  campos de calibración  (gauge fields). Esto  parece ser  de interés,  debido a 

que para el modelo de  Universo  cerrado  pudiera  surgir  una  relación con la configuracitin 

exac,ta, del  vacío de la supergravedad. 

4.- Establecer la relación  entre el parámetro de  rompimiento  espontáneo de l a  super- 

simetría y la  probabilidad de nacimiento del Universo. 

5.-  Hacer la reducción  espacial  de supergravedad d = 4 a los modelos  cosmológicos d = 1 

y analizar la  constricción de  Lorentz  con  el  operador  del  niunero  de  fermiones. 
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