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1.- Introduccién

Una de las preocupaciones de mayor importancia que tiene la Ciencia en nuestros
dias es la creacion de una teoria unificada, la cual combine todas las particulas y sus
Interacciones en una teoria consistente. Por tal motivo, se han venido desarrollando con
gran interés dos de las dreas de mayor importancia en la fisica fundamental: la fisica
de particulas elementales, la cual describe las interacciones de los constituyentes basicos
(dtomos, nucleos, electrones, quarks, etc.) de la materia que forma nuestro Universo, y la
relatividad general, la cual describe el campo gravitacional como una manifestacién de la

curvatura del espacio-tiempo.

Después de la creaciéon de la mecanica cuantica como una necesidad para explicar
fenomenos, que ocurren a escalas del orden del atomo y la cual nos da realmmente una
descripcion mas completa de la naturaleza de la materia, es natural pensar en buscar
la compatibilidad de ésta teoria con la de la relatividad general. La cuantizacién de la
eravedad nos daria informacion sobre el origen de nuestro Universo, y probablemente
podriamos contestar a algunas de las siguientes interrogantes: De qué esta realmente

formado el espacio-tiempo? De dénde y cédmo surgio nuestro Universo?

La cuantizacién de la gravedad se encuentra con problemas serios. Primero, las di-
ficultades matemadticas, el problema principal en éste contexto es que cuando la teoria
es considerada como una teoria de campos, y es cuantizada, ésta tiene incousistencias
matematicas inherentes a la idealizacién implicita de el limite a distancias infinitesimales,
de tal manera que no pueden ser eliminadas mediante la renormalizacién. Segundo, se
tienen dificultades de cardcter conceptual. En la teoria de Einstein el campo gravitacional
se refleja como la curvatura del espaco-tiempo. Por lo tanto, existe gran diferencia entre
la teoria de la gravedad y las teorias que describen otras fuerzas fundamentales de la nat-
uraleza. Una de las diferencias mas remarcadas es que en una teoria de particulas uno
asume, que los campos se propagan en un espacio-tiempo de fondo no dindamico, mientras
que en la teoria de la gravedad es precisamente el espacio-tiempo de fondo el que juega
el papel de campo dinamico. Por lo tanto, uno podria hablar sobre la cuantizacién del

espacio-tiempo. Que sentido tiene ésto?



Hasta el momento se han propuesto diferentes métodos 6 formalismos para la cuanti-
zacion de la gravedad sin hasta hoy en dia tener una teoria consistente. Esto sc debe en
gran parte a que no se tienen guias experimentales (como lo fué la radiacion del cuerpo ne-
gro para la mecanica cuantica), de como modificar nuestros métodos 6 teorias, y entonces
se tiene que seguir intentando cuantizar la gravedad mediante métodos estandares o quiza
se debe hacer una ”excursion tedrica” dejando los experimentos a un lado y tratando de
suponer de qué tipo de modificaciones necesitan las teorias ya existentes, posiblemente

guiados por la belleza matematica.

La teoria de supercuerdas [1] es un tipo de "excursién tedrica” que no tiene un so-
porte experimental. En los dltimos anos se ha considerado como uno de los candidatos
mas fuertes para la cuantizacion de la gravedad e inclusive de una teoria del todo (gran
unificacion). La idea fundamental de la teoria de cuerdas es que los constituyentes basicos
de la materia son objetos extendidos tipo cuerdas unidimensionales en lugar de objetos
puntuales (teoria cuantica del campo). La teoria de cuerdas se puede ver como una sintesis
de los muchos intentos anteriores para cuantizar la gravedad: supergravedad, teorias de

KNaluza-Klein, teorias de espin superior, etc.

Debido a la complejidad técnica de los formalismos existentes para la cuantizacion
de la gravedad uno debe buscar obtener informacién aproximada del universo actual en
un tiempo donde la mecdnica cuantica fué relevante. Estas aproximaciones se obtienen al
suponer que el espacio-tiempo es homogéneo, es decir, que la métrica es independiente de
las coordenadas espaciales y contienen un numero finito de grados de libertad. A éstas
aproximaciones se les conoce como modelos cosmoldgicos. Entonces, la cuantizacion de la
gravedad se reduce a cuantizar los grados de libertad finitos, que son obtenidos mediante
la reduccion espacial, lo que se conoce como cosmologia cuantica. La esperanza puesta
en el contexto de la cosmologia cuantica es poder conocer de una forma aproximada cl

comportamiento de la gravedad cuantica.

Después de la formulacién canénica de la relatividad general [2,3], la ecuacion de
Wheeler-DeWitt [4,5] ha sido considerada para los modelos cosmoldgicos [6]. La cos-

mologia cuantica resultante es entonces governada por una ecuacion similar a la ecuacion
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de Klein-Gordon para la funcion de onda que caracteriza al Universo, con todos los proble-
mas inherentes de interpretar éstas funciones de estado como densidades de probabilidad.
La primera idea que surge, es tratar de obtener la raiz cuadrada a la Dirac de dicho hamil-
toniano (ecuacién de Wheeler-DeWitt) de tal manera que el hamiltoniano sea lineal en los
momenta y su cuadrado nos de la ecuacion original de Wheeler-DeWitt. Este tipo de raiz
cuadrada ha sido encontrada en las métricas tipo Bianchi clase A [7], y en particular para
los modelos de Bianchi Iy el Taub la ecuacion tipo Dirac resultante ha sido completamente
resuelta. Sin embargo, existe un problema, el cual consiste en que la soluciéon es un vector

con varias componentes y 1o hay una interpretacion natural de dichas componentes.

Después de que la supersimetria fué descubierta [8], y el papel importante que ésta
tuvo en la fisica de altas energias [9], v en supergravedad, es natural por analogia estudiar
la formulacién hamiltoniana de la supergravedad [10,11,12,13]. En la supergravedad el
campo gravitacional es combinado con su compaifiero supersimétrico el gravitino, para el
cual los grados de libertad fisicos estan dados por el campo de espin 3/2. La supersimetria
es local, es decir los pardmetros espinoriales, que definen una transformacion infinitesimal
de supersimetria e(z) y e (z) dependen del espacio-tiempo. La formulacion hamiltoniana
de la supergravedad, usando espinores de dos componentes, ha sido obtenida en [13]. Los
generadores de la supersimetria local en la teoria hamiltoniana clasica se escriben como
Say Sar, vy sus paréntesis de Dirac [14] dan H 44+, €l cual es la version espinorial de H; v
H, en la formulacion de ADM combinada en un tetra-vector. En la cuantizacién uno tiene
operadores fermiénicos S4 v S .4/, para los cuales el anticonmutador es proporcional a H 4 4.
También se tienen los generadores de las rotaciones locales de Lorentz sobre los indices
espinoriales Jap v Ja g necesarios en una teoria con fermiones. Entonces, es suficiente
resolver las constricciones supersimétricas Safyp >= 0, 5"4/|1[) >= 0 y las constricciones
debidas a la invariancia bajo rotaciones Jagly >= 0y j,\//g/w) >= () para resolver la
constriccion remanente H4,4/0tp >= 0, la cual incluye la ecuacion de Wheeler-DeWitt.
Entonces, las constricciones cuanticas supersimétricas Sq y Jap son de primer orden en
los momentos gravitacionales, éstas son mas faciles de resolver que la ecuaciéon de Wheeler-
DeWitt (ecuaciéon de segundo orden). Las constricciones supersimétricas son analogas a
la ecuacion de Dirac, por lo tanto, uno espera tener densidades de probabilidad positivas

definidas para los modelos cosmoldgicos, lo cual no sucede si uno tuviera solamente la
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ecuacion de Wheeler-DeWitt debido a que ésta es una ecuaciéon de segundo orden del tipo

Klein-Gordon.

Los modelos cosmolégicos supersimétricos pueden ser obtenidos de la supergravedad
mediante la reduccion espacial [15,16] 6 mediante el método de simetria escondida [17]. El
estudio de éstos modelos con y sin materia ha sido el objetivo de una serie de trabajos [18

y referencias ahi citadas].

La idea principal de éste trabajo es establecer la supersumetria local en los modelos

cosmoldgicos. Esto nos permitira dar una formulacién de supercampo para éstos modelos.

Nuestro formalismo estd basado en la generalizacidon de la invariancia de reparame-
trizacién temporal a una n = 2 supersimetria local. Este procedimiento es bien conocido
en las teorias modernas de particulas espinoriales [19,20,21], superparticulas [22] y super-
particulas espinoriales [23]. Introduciendo funciones en un superespacio uno construye la
acciéon de supercampo para un modelo cosmoldgico dado, la cual es invariante bajo trans-
formaciones locales de supersimetria [24,25,26]. Con esta supersimetria local uno obtiene
de manera clara y sistematica los campos fermionicos asociados a los campos bosdnicos. y

permite la inclusién de materia [27,28].

Este trabajo esta organizado de la siguiente manera: en la seccion 2 se presenta la
mecanica cuantica supersimétrica y tres de las consecuencias de la supersimetria global,
tambien se muestra como se construye una accion de supercamnpo en un ejemplo mecanico-
cuantico; en la secciéon 3 se muestra como se construye una accioén para particulas espino-
riales, la cual es invariante bajo transformaciones locales de reparametrizacién temporal,
esto se hace introduciendo variables de Grassmann; en la seccién 4 se analiza un desplaza-
miento twistorial en un sistema, el cual consiste de una superparticula y un supermultiplete
Maxweliano de fondo en el espacio-tiempo D=142; Las secciones anteriores han sido es-
critas mas que nada para fijar ideas y notaciones que seran utilizadas en ésta tesis, la
seccion § dedicamos a dar la formulaciéon de supercampos para ¢l modelo de FRW, cn
ésta se obtienen los generadores cuanticos para el modelo; en la seccién 6 se generaliza el
trabajo anterior, es decir, se obtiene la accion de supercampos para todos los modelos tipo

Bianchi; en la seccién 7 se analiza el rompimiento espontdneo de la supersimetria para
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el modelo de FRW en los casos k = 0y k = 1; en la seccién 8 se generaliza el trabajo
anterior, incluyendo un conjunto de campos de materia chiral, esto se hace con el objetivo
de construir un mecanismo general de rompimiento espontaneo de la supersimetria en los
campos de materia chiral y los campos de dilaton-axion en la cosmologia, asi como tam-
bien establecer una relacién entre el potencial efectivo de éstos campos en las teorias de
supergravedad y supercuerdas; en la secciéon 9 damos las concluciones y perspectivas de

nuestro trabajo, y por tltimo, en la seccion 10 se encuentran las referencias.



2.- Mecanica Cudntica Supersimétrica

2.1 Descripcién del sistema

En el presente capitulo estudiaremos las propiedades fundamentales de la super-

simetria mediante un ejemplo sencillo: mecanica cuantica supersimétrica, siguiendo el

trabajo [29].

El modelo mas sencillo en el cual puede ser introducido el concepto de supersimetria
con todas sus propiedades caracteristicas fué propuesto por E. Witten [30], y después fué

investigado desde diferentes puntos de vista en una serie de trabajos [31,32].

Consideremos un problema mecanico-cuantico: El movimiento de una particula cs-
pinorial en un potencial unidimensional mteractuando con un campo magnético. Se en-
tiende que en éste problema no existe la posibilidad de distinguir los niveles bosénicos y
fermidnicos del sistema en el mismo sentido que le damos a los bosones y fermiones en una
teoria de campos. Sin embargo, existe cierto operador, el cual divide todos los estados en
dos clases. Podemos considerar, que una clase se compone de excitaciones ”bosonicas” v

la otra clase de excitaciones "fermidnicas”. Estudiemos el siguiente Hamiltoniano

1/p? 4 o3 dW(a)
PO (R L)) 11
2\m () + vm de ( )
donde p es el impulso y el operador correspondiente es p = —i%, o3 es la matiiz de Pauli

y W(z) una funcién arbitraria de x. Fisicamente éste hamiltoniano describe el movimiento
de un electrén a lo largo del eje @ en un campo magnético, teniendo solamente la tercera
componente, la cual solo depende de x. Ahora comparemos (2.1.1) con la ecuacion de
. Schrodinger para el electréon en un campo magnético externo H

5 : 2
p ie P Y - N € . -~

H=—+—V-4A—-—A4. — A —0c-H 2.1.2
2m + 2m m Pt 2m "+ ‘777&0 ’ ( )

<

si las componentes primera y tercera del potencial vectorial son iguales a cero, y la segunda

depende de x, entonces tenemos

Wiz
‘41 = Ag = 0, AQ = M, (213)

lel



facilmente se puede ver que de (2.1.2) se obtiene imediatamente el hamiltoniano (2.1.1).
Es importante que el momento magnético que figura en el ultimo término de (2.1.2) sea
el momento magnético del electron. De otra manera el hamiltoniano (2.1.2) no podria ser
escrito en la forma de (2.1.1). El estado del sistema (hamiltoniano) se describe mediante

espinores de dos componentes:

afx

(el

la|? +(B° = 1, (2.1.4)

donde ¢(z) es la funcién de onda. Si o = 1,5 = 0, el espin del electrén esta dirigido hacia
arriba | T>. Cuando o = 0,3 = 1, el espin esta dirigido hacia abajo | |>. Recordemos,
que el operador de espin o3 conmuta con el hamiltoniano, es decir el espin se conserva

estrictamente.

La formulacién matematica de la supersimetria consiste en que el hamiltoniano (2.1.1)
puede ser representado en forma del cuadrado de cierto operador llamado supcrcarga. En
nuestro caso, existen dos supercargas construidas del operador impulso y de las matrices

de Pauli,

1 o
S] ::?:(O'l“\/p—TTlJrO'QVV(:L‘)), (21‘.')
| 1 p )
S, = §<02ﬁ - O—IW(;U)>, (2.1.6)
éstas supercargas cumplen el siguiente algebra
{S:,S;} =¢6;;H. 1,7 =1,2 (2.1.7)

El hecho de que en el algebra de las supercargas figure un anticonmutador. muestra la
naturaleza fermionica de éstos operadores. En una teoria de campos las supercargas se

transforman mediante la representacién espinorial del grupo de Lorentz.

Las dos supercargas se couservan es decir,

Sl = —i[S;,H] =0 |, S = —i[Sy, H] = 0. (2.1.8)

La igualdad a cero de los conmutadores es debido a que H = 257 = 253,



2.2 Propiedades del Sistema

Por sencillez, supongamos que la funcién W(z) es tal que
[W(z)] — oo cuando T — +0o0 (2.2.1)

ehminando de la consideracion las condiciones del espectro continuo nos quedamos sola-
mente con niveles de energia discretos. Antes de todo, demostremos que la energia del
estado mas bajo se anula, una de las consecuencias fundamentales de la supersimetria no
rota. Cuando uno habla sobre el rompimiento o né rompimiento de la simetria, desde luego
se entiende que el rompimiento no es explicito, ya que las relaciones de (anti)conmutacién
(2.1.7) se cumplen en el sentido operacional. Sin embargo, la simetria del hamiltoniano
no garantiza la correspondiente simetria del espectro, ya que, en general existe el peligro
de un rompimiento espontaneo de la simetria. Matematicamente esta circunstancia cs
equivalente a lo siguiente:. Los operadores de supercarga deben de aniquilar al estado base
(vacio),

S110 >=0 S3]0 >= 0. (2.2.2)

Debido a que ésta relacién se vé muy transparente, hagamos ciertas observaciones: Recor-
dermos el ejemplo de simetria bosonica. Digamos, la invariancia isotopica del vacio significa

que para un giro en el iso-espacio el estado de vacio coincide con el inicial,

exp(1w*T*)|0 >= |0 >, (2.2.3)

(¢

donde T'* son los generadores de las iso-rotaciones y w* son los parametros del giro. De-

sarrollando en serie la exponencial obtenemos
T¢0 >= 0. (2.2.4)

Si tenemos en cuenta, que S; son los generadores de las supertransformaciones, entonces
la analogia entre (2.2.2) y (2.2.4) estd clara. Utilizando la relacién explicita para las
supercargas (2.1.5, 2.1.6) encontramos la funcién de onda, que cumple la relacion (2.2.2).
Debido a que S; = —io3S; es suficiente resolver la primera ecuacién S;]0 >= 0, la cual

como se puede ver tiene la siguiente forma

d;l/) = VmW(z)osp(x). (
dz

™
™
ot



La solucién de ésta ecuacion diferencial de primer orden es trivial y tiene la forma

b(w) = Cexp (/ VW (y)osdy) (] 1>, 1 1>}, (2.2.6)
0

donde C' es una constante de normalizacién. Para normalizar la funcién de onda cs
necesario y suficiente, que la funcién W(y) tenga un comportamiento asintético cuando
iy — +00, y sea de otro signo en comparacién con la asintética Wy — —oo), (de aqui
se sigue que W(x) tiene un numero impar de ceros). Por ejemplo, W(y) = const.y 6
const.y(y? — a*). Veamos, si W(y — +00) > 0 entonces en (2.2.6) es necesario escoger el
estado con espin dirigido hacia abajo y o3 en el exponente tiende a -1. En el caso contrario
escogemnos el estado con espin dirigido hacia arriba y oy tiende a +1. Debido a la relacion
que existe entre las supercargas S;|¢p >= 0 y el hamiltoniano H = 257 = 253 se deduce
que el estado construido es el estado propio del hamiltoniano con energia cero. Ademaés,
la escritura del hamiltoniano en forma de cuadrado de un operador hermitiano garantiza
que el espectro es no negativo. Por lo tanto, se puede estar seguro, que el estado (2.2.6)
es el minimo de energia (vacio). La afirmacion sobre la nulidad de la energia del vacio
en el caso de no rompimiento de supersimetria es general, ésta es valida no solamente cu
mecanica cuantica. El deseo de anular la energia del vacio en la teoria de campos fué uno
de los motivos para introducir en la fenomenologia de quarks y leptones los modelos super-
simétricos. Estudiemos otro aspecto general de la supersimetria, la auto-aniquilacion de
correcciones cuanticas bosénicas y fermiodnicas. En otras palabras, veamos como surge la
nulidad de la energia del vacio en la teoria de perturbaciones. Consideremos como ejemplo
el siguiente potencial W(z) = y/mwa(1—£2?), donde w es una constante de normalizacién
v £ es un pardmetro, el cual se considera pequeno. La grafica de la funcién W?2(w) estd

representada en la figura (1).

IF'ig. 1. Representa la energia potencial del Hamiltoniano (2.1.1)



. 7 . ’ . — D —_ 2l

A nivel clasico el sistema que se encuentra en uno de los minimos, —¢~ /2,0, 4-€671/2
estara en estado de reposo, y su energia sera igual a cero. A nivel cudntico surgen oscila-
clones pequenas, las cuales afectan a la energia, inclusive si despreciamos el angarmonismo,
es decir si ponemos £ = (0. En éste limite la parte bosdénica en el hamiltoniano (2.1.1) queda
como mw?z? (el factor w se introduce de tal manera que la expresién del hamiltoniano
coincida con la forma estandar del oscilador arménico). La energia de las oscilaciones nulas

. L ‘ . . w e e
para el oscilador arménico se supone son conocidas e igual a 3. La parte "fermionica” cn

el hamiltoniano (2.1.1) es

o3 1 dW(z) o3 9 3w o

Tomando los valores propios de o3 como negativos ¥(z) ~ | |>, comprobamos que la

energia del nivel mas bajo es

Eo=2 -2 4006 =0+0(6) (2.2.8)

o} €
VIS

No es nada complicado seguir este ejercicio. En particular, la correccion de primer orden

respecto a ¢ en (2.2.8) tiene la forma:

o
i

Foo 1/2 3
AE = §/ dm(ﬁ—lg) e_m“‘””?{—mu)zrt4 + awmz}, (2.2.9)

T

donde el exponente representa el cuadrado de la funcion de onda del estado base del
oscilador armonico, y los primero y segundo sumandos dentro de los paréntesis estan
relacionados con el angarmonismo W?%(z) y dW/dz correspondientemente. Entonces cal-

culando la integral, ésta es idénticamente igual a cero.

Por dltimo, estudiaremos otra de las importantes manifestaciones de la supersimetria,
como lo es, la degeneracién de todos los niveles con energia no nula (evaporacién de los nive-
les). Cada estado bosdnico en el espectro excepto el vacio, es acompanado por fermiones
y viceversa. Desde luego que en el caso de la mecdnica cuantica unidimensional no se
puede hablar en serio sobre bosones y fermiones. Por tal motivo, hablemos de estados del
tipo bosénicos | | > y del tipo fermidnicos | T>. Esqueméaticamente la representacion del

espectro se da en la figura (2).
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| T> | 1>
Fig. 2. Representa el espectro de energia del sistema mecdnico-cudntico del Hamiltoniano (2.1.1)

Supongamos que s €s cierto estado propio del hamiltoniano (2.1.1), al cual le cor-
responde el valor propio E. Entonces (E/2)7'/2S1%p,, también es un estado propio del

hamiltoniano con el mismo valor propio, pero ya del tipo fermioénico

l/)ferm = _%—Slwbo& (2210)

E/2
El coeficiente (E/2)71/2 se introdujo para tener una normalizacién correcta. Empezemos
con la segunda afirmacion. Debido a que la supercarga S; contiene solamente matrices
de Pauli antidiagonales o1 2, es evidente que Sy transforme al espinor | |> en | T>, es
decir bosén en fermién y viceversa, de acuerdo con la terminologia aqui descrita. La
primera afirmacién es aun mas trivial, debido a que las supercargas S; 2 conmutan con el

hamiltoniano.

2.3 Superespacio

Para el lector puede ser que le surga la pregunta: ;cémo fué posible construir el
hamiltoniano supersimétrico (2.1.1), el cual posee una forma muy especial? Realmente
en los primeros trabajos sobre la busqueda de modelos supersimétricos, no existia un
método para la construccidon de éstos modelos. Sin embargo, un formalismo elegante v
sistematico fué desarrollado en [33]. Este formalismo, el cual nos permite construir la-
grangianos supersimétricos, esta basado en agrandar el espacio-tiempo introduciendo co-

ordenadas fermionicas adicionales, las cuales juntas con las coordenadas bosénicas forman
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un espacio llamado superespacio. En el superespacio el dlgebra de la supersimetria se real-
1za de forma lineal. Ademas los campos bosdnicos y fermidnicos se unen en un supercampo
unico. Debido a que el formalismo de supercampo es la base de ésta tésis es necesario antes

mostrar en un ejemplo sencillo como éste formalismo funciona.

De la mecénica cuantica se sabe que un movimiento unidimensional es caracterizado

por una variable dindmica p(t) = ¢'(¢) i=1,2,....s y la accidén correspondiente estd dada

S = /dt{%(‘%f - V(L,o)} (2.3.1)

donde V() es la energia potencial, se considera que la masa de la particula es m = 1.

por

La generalizacién supersimétrica del tiempo t se construye adicionandole dos coordenadas

complejas de Grassmann 1 y 77 (donde n = —1\/?(771 + i), = L\/_('r]l —112)).

2

Hagamos un paréntesis para ver algunas de las propiedades de los ntumeros de Grass-
mann. Todas las propiedades aritméticas de los ntuneros de Grassmann son las misias
que las propiedades de los niimeros que conocemos, la tnica diferencia, es que los nimeros

de Grassmann anticonmutan. Es decir,
nin2 = —n2n1, nn = —nn (2.3.2)

De aqui se deduce, en particular, que el cuadrado de un nimero de Grassmann es igual
9 . . . ., . . .«
a cero n? = n2 =n? = 72 = 0. Debido a la anticonmutacién la regla de difercuciacion se

modifica. Tenemos para la diferenciaciéon

(%)1 =0, (Wdﬁ)’h‘ = bij, (C—:T> (Uk?’lﬂ) = OikNe = Oienk- (2.3.3)

1

Asi como las reglas de diferenciacion se han modificado también las reglas de integracion

sobre los numeros de Grassmann pueden ser introducidas. Tenemos
/d?]i =0 /d77i77j = 0;j /7‘)(17'7 = /77([7] =0 /ndn = /ﬁdﬁ =1 (2.34)
St c-es un numero cualquiera, entonces

d(en:) = ¢~ ;. (2.3.5.)
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La definicién de la funcion delta también es generalizada a las variables de Grassmann. Es

facil demostrar que
8(m — m2)6(nt —m2) = (m = m2)(ny = m2), (2.3.6)

a pesar de la forma polinomial, la expresién (2.3.6) posee todas las propiedades de la

funcién delta que conocemos. Asi para una funcién arbitraria f(n,7) tenemos

o
@
=1

p—

/d’7ld7725(771 —n2)8(ny —ny) f(m,my) = f(n2.m3). (:

Las variables n y 7 tienen dimensién [{]'/? y las diferenciales dn y dij tienen [[]7'/%. Estas
1Yy y
propiedades de los ntimeros de Grassmann serdn suficientes para construir los lagrangianos

supersimétricos.

El siguiente paso es, en lugar de la variable ¢(¢) introducir una supervariable ®(¢,7,17)
dada en un superespacio (una construccién analoga en la teoria de campos es llamada
supercampo, vamos a utilizar éste nombre aunque en mecanica cuantica unidimensional

no existe dependencia de las coordenadas espaciales). El desarrollo de ®(¢,1,1) en serie

de Taylor respecto a 1,7, siempre se corta, debido a que n? = 52 = 0. Si ponemos la
condicién de realidad, ®* = ¢. Entonces tenemos
B(t,m,77) = o(t) + inx(t) + i1 (t) + niF(t) (2.3.8)

donde ¢(t) y F(t) son variables reales del tipo bosénicas, x y su complejo conjugado X son
del tipo fermiénicas. Analogamente, como ocurre en el espacio-tiempo (en nuestro caso el

tiempo t) donde se realiza una accién en el generador de traslaciones
t—t+a a = const, (2.3.9)

el superespacio nos permite realizar todos los generadores de la supersimetria. Para las
transformaciones globales de supersimetria las coordenadas del supertiempo (t,4,1) se

transforman como:

N —

N ~ _ 1
st=(nB+7f),  bn=zB.  bi=p, (2.3.10)

donde # y 3 son pardmetros de Grassmann de las supertransformaciones globales, es decir,

3 y 8 no dependen del parametro temporal t. Dos transformaciones consecutivas con
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parametros 3 y [, como es facil ver, nuevamente son iguales a las transformaciones del
mismo tipo mas un desplazamiento en el tiempo (2.3.9) con a =188 — 3. Por lo tanto,
realmente tenemos una realizaciéon de supergrupo. Ademads la realizacion (2.3.10) no es

unica.

Veamos ahora como cambian las componentes del supercampo ®(t,7,7) debido a las
supertransformaciones. Sustituyendo (2.3.10) en la serie (2.3.8) y limitdndonos hasta el

segundo orden en f3, 3, obtenemos

So= S HAD,  bx = S(p—iF),

(2.3.11)

o ] =

| —

oN = =(p +1F), OF =

Notemos que el incremento de F(t) da una derivada total. Esta no es una propiedad
especifica del problema dado, es facil comprender que la ultima componente de cualquier
supercampo, real 6 chiral, siempre cambia en una derivada total cuando se le aplica una
supertransformacién. Tomando la integral en el superespacio (en mecanica cuantica en el
tiempo), obtenemos una expresion super-invariante. De tal manera, que hemos obtenido
una receta sencilla y efectiva para construir lagrangianos supersimétricos. Cabe mencionar
que cualquier combinacion lineal de supercampos es nuevamente un supercampo. Asi como
la multiplicacién de dos supercampos es también un supercampo. La primera afirmacion
es facil de demostrar, por tal motivo nos concentraremos en la demostracion de la segunda
afirmacion. Supongamos que ®, y ®, son dos supercampos reales (2.3.8) entonces segin
la segunda afirmacion el producto & = ®,$, deberda ser nuevamente un supercamnpo.

Tenemos
Y = P1y2, X = X1¥2 + X2%1, X = X1¥2 + X2¢1,
(2.3.12)
F = Fio, + Fopr + x2X1 + X1X2,

de (2.3.11) obtenemos, por ejemplo, que

i .
bp = 91892 + 2801 = 5e1(Axa + Bxa) + e2(Bxs + Bx1) =
. 2 (2.3.13)

1 - _ ? _
= 55(991/\/2 +paX1) Fcc= ;(5/\( + Ax),

es decir, justamente la ley de transformacién de las componentes del supercampo. Mate-

maticamente el hecho de que el producto de supercampos sea nuevamente un supercampo,
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explica que las transformaciones de supersimetria se realizan en los supercampos de una
manera lineal. Es evidente también, que, diferenciando el supercampo respecto al tiempo
. o . oAs : hargo. la difer fo AN Te
nuevamente obtengamos un supercampo %;. Sin embargo, la diferenciacién respecto a 1
esta fuera de la clase de supercampos. Asi por ejemplo: ';—?I-(t,n, ) para éste objeto 1o
podemos decir que sus componentes se transforman linealmente una en otra respecto a las

transformaciones de supersimetria (2.3.10).

Podemos sin embargo, corregir la derivada 56_,7 completando una derivada covariante,

la cual se representa como D, y juega un papel muy importante en el formalismo de

supercampos,
0 3] . 0 7]
D, =4+ L D= -—2 gl 2.3.14)
oy T ot ! an T ( )
Ahora D,® ya forma un supercampo
D,® =ux+ (1 + F)y+ xn1. (2.3.15)
Es facil ver que el anticonmutador de las derivadas covariantes es
= .0
{D,,D,} = —2152 (2.3.16)

2.4 Lagrangiano de la Mecanica Cuantica Supersimétrica

Hasta ahora hemos visto el material necesario para la construccion de lagrangianos
supersimeétricos mediante un método claro y sistematico. Empezaremos por la accion de la
mecanica cuantica dada en (2.3.1) cambiemos el campo ¢(t) por el supercampo ®(t,7,1n)
de (2.3.8), las derivadas temporales por las derivadas covariantes (2.3.14) y la integral de

espacio-tiempo por una integral en el superespacio: Tenemos
1 B = b
Ssusy = [gD,,CI)D”@ — g(®)|dndiat, (2.4.1)

donde g(®) es una funcién arbitraria del supercampo, llamada superpotencial. Antes de
todo ilustraremos que la accién obtenida es super-invariante. Efectivamente, la expresion
en los paréntesis cuadrados de la accidn (2.4.1) es cierto supercampo real. Recordando las

reglas de integracion antes introducidas (2.3.4) nos cercioramos que la integral dndij divide
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la componente F(t) de éste supercampo (todas las demdas componentes no dan ninguna
aportacion en (2.4.1)). Ademds, el incremento de la componente F(t) bajo las transfor-
maciones supersimétricas da una derivada total respecto al tiempo. Entonces cuando se
integra con respecto a dt la derivada total desaparece. Por tal motivo el lagrangiano au-
tomdticamente es invariante respecto a las transformaciones de supersimetria (hasta la

derivada total).

Probablemente no quede muy claro que la accion (2.4.1) describa el mismo sistema
necanico, el cual fué estudiado en el capitulo (2.1) (ver hamiltonino (2.1.1)). En particu-
lar, pueden surgir las siguientes preguntas: en la expresion (2.4.1), dénde quedé el término
cinético? y si la normalizacidén es o no correcta, cudl es la relacién entre las funciones
g(e) y W(z)? etc. Para contestar a éstas preguntas es necesario escribir la superaccion
(2.4.1) en sus componentes. Para esto, necesitamos realizar las operaciones correspondi-
entes utilizando las superderivadas covariantes (2.3.14), el supercampo(2.3.8) y desarrollar

el superpotencial en serie de Taylor

g(® —J(so)+——(<1> ©) 4 (2.4.2)

Vemos que la serie se corta en el segundo término esto es debido a que (& —¢) es nilpotente.
Después de operaciones no muy complicadas obtenemos la accion en sus componentes, la

cual tiene la siguienta forma,

1. e 1 0 0%
Ssusy = / (5@2 +i%Y + 3F2 - Fag + 57 Jz,\/ >7777d77d77dt (2.4.3)

entonces integrando sobre las variables de Grassmann segin la formula (2.3.4) podemos

identificar al lagrangiano supersimétrico

1 . s 1 a 02
Lsusy = 5¢° +ixx + 5F —Fa*g+ 8o :

NX- (2.4.4)

En el lagrangiano F(t) no tiene término cinético, es decir no es una variable dindmica y
por lo tanto, puede ser eliminada de la ecuacién de movimiento. Variando el lagrangiano
(2.4.4) respecto a F(t) obtenemos una ecuacién algebraica sencilla, la cual ticne como

solucion

Jyg

F=_— 2.4.5
20 (2.4.5)
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Sustituyendo ésta solucién en el lagrangiano (2.4.4) obtenemos

d¢

2 2
Lsu%f==%¢2+ifx-'%(ag) +—§;gfx- (2.4.6)
Ahora pasemos a la representacién matricial para las variables fermidénicas x. Afortunada-
mente éste procedimiento es bien conocido, el paso inverso de n ecuaciones de Shrodinger
a una descripcién de campo esta basada en la segunda cuantizacién [34]. En nuestro
caso la solucién es muy simple debido a que tenemos solamente una varible fermionica
Y v su conjugado x. Todo lo que hay que hacer es imponer las siguientes relaciones de

anticonmutacion candnicas:

{x(t),x(®)} = {x(®),x®)} =0,  {x(®),x(®)} =1, (2.4.7)

Para ésto x, y x las podemos escoger como

_ 0 1 0 0 ‘
S == = ;== = .7
X (0 0) o+ 5 X <1 0> o (2.4.8)

donde o, y o_ son combinaciones de las matrices de Pauli ot = 11%5—1 y oo = 4

Para considerar la naturaleza fermionica de x escribamos el dltimo término del lagrangiano

2.4.6) como %[y —ai% y pasemos del lagrangiano al hamiltoniano
2 X/ BLP g) g

1, 1(_8:(1)2 1 9%

Heroo 2 1 1,99 24
susy = 5P B 57957 (2.4.9)

2+2

Si ahora igualamos -gf; con W(z)y m = 1 entonces la expresion (2.4.9) y (2.2.1) coinciden

completamente.
Cabe mencionar que el lagrangiano (2.4.6) posee cargas que se conservarn,

f=xx (2.4.10)

que es el niimero de estados fermidnicos. (La conservacion de f se vé claramente de las

. .. . .92 2 N L . -
ecuaciones de movimiento xy = zm;%x,x = ~z%%,\/). En la representacion matricial la
carga f se escribe como

faéu+@y (2.4.11)

De éste modo, el postulado que vimos anteriormente: de acuerdo con el cual los estados del
tipo | | > son llamados bosénicos y los del tipo | T> son llamados fermionicos, encuentran

su explicacién natural.
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2.5 Rompimiento Espontdneo de la Supersimetria
En el capitulo (2.2) fué obtenida la solucion a la ecuacion
Sy = 0. (2.5.1)

La funcion de onda correspondiente describe el estado propio del hamiltoniano con energia
nula, (vacio). La solucién fué normalizada mediante ciertas condiciones impuestas a la
funcion W(z), por ejemplo, se impuso que los signos de la funcién cuando 2 — 4oc v
&+ — —oo fueran de signo contrario, es decir que tenga un numero impar de ceros. Ahora
nos preguntamos, que pasara si la condicién no se cumple? Un ejemplo de tal situacion se

refleja en las siguientes gréaficas:

40 9 15
W) 12.5 w(z)
30
10
20 7.5
W) s|wz)
10
.5\
-4 -2 2 s v e -2 A\_/B 2 . *

(a) (b)

Fig. 3. Ejemplo de funciones W(CE) y Wz(.l) para los cuales la supersimetria no es rota espountaneamente.

la solucién formal de la ecuacién (2.5.1), dada en la férmula (2.2.6), aliora cs no
normalizada, debido a que al escoger alguno de los estados espinoriales ya sea | 7> 6 | [>.
la expresion

exp{vmos / W(y)dy} (2.5.2)

0
es positiva en mas y en menos infinito, y entonces el exponente crece en uno de los limites,
En otras palabras, no existe un estado normalizado que sea invariante bajo transforma-

ciones de supersimetria y como consecuencia tenemos un rompimiento espontaneo de la
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supersimetria. Recordemos que para no tener un rompimiento de supersimetria la energia
del estado base debe ser cero. Sin embargo, puede existir rompimiento espontaneo de la

supersimetria es decir, S} 2|0 ># 0, entonces
<0 H|0=2<0[5,5]0>=2<00 >>0, (2.5.3)

donde |0’ >= S1|0 >. Por lo tanto, para tener rompimiento espontaneo de la supersimetria

es necesario y suficiente que el valor medio de la energia del vacio sea positiva.

Regresemos al potencial representado en las graficas (3 a,b) la energia minima en los
estados es positiva, esto se vé claramente de (3 a). Aqui a nivel clasico el sistema ticne
una energia diferente de cero E,,. = ZV—%(—Q (z = 0). Si el angarmonismo es pequeno,
entonces las correcciones cuanticas, se entiende, no pueden desplazar el valor de la E,,.
a cero. Es facil mostrar que la serie en teoria de perturbaciones para E,,., en si estd
ausente (compensacion de correcciones cuanticas) y la respuesta clasica para E,,. dada
arriba es correcta con una exactitud de hasta el exponencial no perturbativo pequeno.
Respecto al potencial representado en la grafica (3 b) la situacién no es tan trivial. A
nivel clésico el sistema posee dos estados con energia nula (puntos A y B en la gréfica (3
b)). Antes mostramos, que empezando con alguno de los estados y calculando la energia
en forma de desarrollo no lineal, obtenemos un resultado para E,,., orden a orden. Desde
luego, el andlisis en el capitilo (2.2) se basd solamente en la circunstancia de que Wi{x)
tiene un cero cuando © = z, y que en las cercanias del cero la funcion W(a) se puede
desarrollar en series alrededor de & — x,. Si para @ = z, el cero es tnico, entonces no
existe rompimiento de la supersimetria. Ademas, en cualquier orden finito es nuportante
solamente el comportamiento de la funcién W(z) en regiones pequenas de x,, y la existencia
o no existencia de otros ceros, de la cual depende la existencia de un nivel nulo normalizado
de ninguna manera se refleja en la teoria de perturbaciones. La teoria de perturbaciones
da una energia nula del vacio, lo que significa que no existe rompimiento espontdneo de
la supersimetria. Sin embargo, esperemos un poco. Las consideraciones dadas al principio
de éste capitulo demuestran, que en el espectro del problema cuéntico correspondiente a
la grafica (3 b) no existe un estado de vacio supersimétrico. Esto es claro, debido a que
los efectos no perturbativos difieren de cero, desplazando la energia del vacio de cero hasta

cierto valor positivo. Qué podemos extraer de éstos ejemplos?. Antes de todo, en el régimen
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de la interaccion débil existen dos posibles escenarios para el rompimiento espontaneo de
la supersimetria: (@) la energia potencial clasica no se anula y entonces E,q, > 0 en las
aproximaciones: (b) si en el nivel F,,. = 0, entonces la supersimetria se conserva en la
teoria de perturbaciones y el rompimiento espontaneo de la supersimetria puede tener lugar
solamente debido a los efectos no perturbativos (por ejemplo; instantones). Por otro lado,
el hecho de tener rompimiento o né rompimiento de supersimetria depende solamente de las
caracteristicas globales del potencial, tales como el signo de la asintotica W{z) 6 la cantidad
de ceros. Las deformaciones continuas de la funcién W(z) (localizadas en a) no cambian
la situacion. Por lo tanto, todos los potenciales se dividen en clases, y s1 nos interesamos
solamente en el rompimiento espontaneo de la supersimetria debemos variar W{x) respecto
a la clase dada. Parece ser que ésto fué lo que llevé a Witten a pensar en céomo introducir
ciertas caracteristicas topoldgicas de la teoria (mas tarde recibieron el nombre de indices
de Witten), la cual no dependa de valores concretos de los parametros; masa, constante de
ligamiento, volimen normalizado en el caso de teorias tetradimensionales etc. y que nos

dé la respuesta sobre el rompimiento espontaneo de la supersimetria.
Resumen del Capitulo 2

En éste capitulo hemos ilustrado tres consecuencias fundamentales de la supersimetria
mediante un ejemplo sencillo de un sistema mecanico-cuantico. Tales consecuencias son:
a) .- La anulacién de la energia del vacio;
bh) .- La eliminacién exacta de bosones y fermiones;

¢) .- La degenaracién de masa para los bosones y fermiones;

Tambien se mostrd, que el hamiltoniano (2.4.9) obtenido de la generalizacién de la
accién (2.3.1) es equivalente al hamiltoniano (2.1.1). Tal genecralizacién se hizo utilizando
el formalismo llamado supercampo, el cual, en general, consiste en agrandar el espacio-
tiempo x, mediante la introduccién de variables que anticonmutan 8¢ y 6%, En el caso
unidimensional esto es equivalente a introducir variables tipo temporales, las cuales serian
las companeras de la variable temporal, es decir, en lugar de tener un tiempo t tendriamos
un supertiempo (t,7,7). La accién de supercampo obtenida en (2.4.1) es invariante bajo

transformaciones globales de la supersimetria n = 2 (2.3.10).



3.- Particula Puntual Masiva

Con el objetivo de establecer la supersimetriia local en los modelos cosmoldgicos, v
debido a la analogia entre éstos modelos y las particulas, en éste capitulo analizaremos
la accién que describe el movimiento de una particula sin espin y de masa m, la cual es
invariante bajo transformaciones de reparametrizacién temporal [19]. Después se hace la
generalizacion a una particula espinorial. El movimiento de una particula puntual sin espin

de masa m se describe mediante la accion;

t
S:m/!dt\/;;, (3.1)
ti

la cual representa la integral a lo largo de la linea de mundo de la particula entre dos
puntos ¢*(t;) y ¢#(ts5) donde ¢ es un parametro arbitrario y ¢ = é,,,(;.ﬁ“. La accion es

invariante bajo las transformaciones de reparametrizacion
! ¢
t—t' = a(t), (3.2)

donde a(t) es una funcién arbitraria del parametro t. La ecuacién de movimiento de la

particula esta dada por

d

—ph(t) =0, (3.3)
dt

oL

OpH

ancia de la accion tenemos la siguiente constriccion primaria

donde p, = es el momento canénico conjugado a ¢. Como consecuencia de la invari-

p? —m? =0, (3.4)

la cual es desde luego la condicién de mass-shell. Es factible trabajar en la calibracién del
tiempo propio dada por

p" =mg", (3.5)

después la ecuaciéon de movimiento la podemos escribir como

ésta ecuacion tiene la siguiente soluciéon

o" = g +p't (3.7)
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Finalmente la constriccion se escribe como

¢ =1 (3.8)

L - _n’lzq;Qa (39)

el cual es invariante solamente bajo transformaciones del pardametro ¢. Para extender
éste lagrangiano al caso de una particula esbinorial necesitamos reescribir el lagrangiano
anterior. Ellagrangiano (3.9) es justamente el lagrangiano de Klein-Gordon unidimensional
si consideramos a ¢ como un campo. Es bien conocido que el lagrangiano de Klein-Gordon
puede tomar una forma covariante introduciendo el tensor métrico o lo que es equivalente
el campo vierbein ej; donde « es el indice plano y p es el indice curvo. Entonces el tensor

métrico puede ser representado como
a . b 3 10
e;ﬂ]abcy - .(/;wv . )

donde 1, es la métrica plana. Para una dimension arbitraria tenemos el siguiente la-

granglano
1
N7 ; . ab 5
I = —Secteid, 00,01, 3.11
donde e = detef. Es ficil demostrar que la accion correspondiente es invariante bajo
ciertas transformaciones generales de las coordenadas v — 2’ = 2 — a(2) si €}, y ¢ se

transforman como

A A
el = a 8,\62 + 00" €l
8¢ = a0\ . (3.12)
En una dimensién ej, = N(t) y entonces tenemos

ON = (aN)

6¢ = ag. (3.13)
Un lagrangiano generalmente covariante en una dimensién es ahora dado por
1 <¢2

N 2 )
L=5(%+Nm ) (3.14)

o
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El término "gravitacional” Nm? no rompe la invariancia de reparametrizacién y se ha in-
troducido para darle una masa finita a la particula. La accién correspondiente a (3.14) es
diferente de (3.1) en ésta tenemos dos campos N(t) y ¢(t) los cuales deben variarse inde-
pendientemente. Es facil verificar que ésta accién es equivalente a la formulacién anterior
si usamos las ecuaciones de Euler-Lagrange para N(t) y sustituyendo en el lagrangiano

(3.14). De (3.14) obtenemos la ecuacién de movimiento

d (¢

— =] =0 3.15

(%) (3.5
y la constriccion

¢* = N*m?, (3.16)
Donde la calibracion del tiempo propio corresponde a la eleccion de N = 7171 después de

lo cual recobramos la ecuacién de movimiento (3.6) y la constriccion (3.8). Es interesante
remarcar que el limite m — 0 es singular en (3.1) pero no en (3.14). Esto significa que para
una particula sin masa y sin espin no podemos eliminar el campo vierbein para escribir

una accién con solamente ¢#(t).

Ahora veamos el caso de una particula relativista espinorial sin masa. Esta particula
se describe por su posicién ¢*(t) junto con la variable adisional A*(t) la cual conmuta con

¢(t) pero anticonmuta con si misma,
MY + XA =0, (3.17)

para ciertos valores escogidos de p y v. Procediendo como lo hicimos anteriormente con-
struyamos una accién invariante bajo reparametrizacién incluyendo el campo de vierbein
N(t). El lagrangiano mas simple que tiene éstas propiedades es la generalizacion obvia de

(3.14) y esta dado por

L= %(%-MA). (3.18)

Este lagrangiano claramente se transforma como una derivada total bajo reparametrizacion
s1 A se transforma como un escalar al igual que ¢ en (3.13). Explicitamente se encuentra

que

6L = %((LL), (3.19)



de tal manera que la accién correspondiente es invariante. Debido a la componente tem-
'
poral del campo A\* existe la posibilidad de que aparescan estados de norma negativos en
el espectro. Para desacoplarlos se requiere de una invariancia adisional e inspirandose en
el modelo de Neveu-Schwarz-Ramond es natural demandar la invariancia bajo transfor-
maciones locales de supercalibracién. Esto se puede hacer introduciendo la contraparte
fermidnica v (t) al campo de vierbein y escribiendo el siguiente lagrangiano
n z'

1 N 7 .
L= §(ﬁ A — -]\—TWA). (3.20)

La accién correspondiente a (3.18) es ahora invariante bajo reparametrizacion y supercal-

ibracién si ¢ se transforma de la misma forma que N bajo reparametrizacion
oy = (ay), (3.21)

si tomamos las siguientes transforinaciones de supercalibracion

8¢ = 1A,

5\ = ﬂ(% — 5%@\), (3.22)
SN = iy,
8x = 2B

Donde 3(t) es un elemento del algebra de Grassmann el cual es una funcién arbitraria de ¢.
Es fécil checar que bajo las transformaciones (3.22) el lagrangiano (3.20) es una derivada
total

5L = %(2—'3\7@0. (3.23)

Entonces nuestra accion tiene las invariancias requeridas. Si ahora interpretamos a ¢(t),
A(t), N(t) y ¥(t) como campos unidimensionales vemos que ¥*(t) es el analogo del campo
de Rarita-Schwinger, el cual aparece en la supergravedad, y el lagrangiano (3.20) representa

la interaccion entre supergravedad y supermateria en una dimension.



4.- Dindmica Twistorial Generalizada de Superpar-
ticulas

En los 1ltimos aflos se ha puesto especial atencion al estudio de sistemas dinamicos
(p. €j. los o modelos bidimensionales [35] y superparticulas [22]), los cuales poseen al
mismo tiempo dos tipos de supersimetrias; supersimetria local "pequena”( en ésta los
pardmetros de las transformaciones de la susy son variables complejas de Grassmann y de-
penden solamente del pardmetro temporal) y la supersimetria global (SUSY en donde los
pardmetros de las transformaciones son espinores constantes, tambien se le conoce como
SUSY rigida), en las cuales se desarrolla la dinamica del sistema. El estudio de tales teorias
estimulé la necesidad de un entendimiento més profundo de la estructura geométrica de
la teoria de cuerdas y supercuerdas y la aclaracién de las razones basicas de su inter-
relacién, lo cual puede ser una ayuda sustancial en la realizacién de una primera y segunda
cuantizacién covariante que sea consistente en la teoria de cuerdas. Por éstas razones es
importante establecer el origen de la simetria de Siegel [36] en las teorias de supercuerdas
y superparticulas. La simetria de Siegel juega un papel definitivo en la eliminacién de
grados de libertad no fisicos en las teorias de supercuerdas y superparticulas [1]. En el
trabajo [22] fué propuesto un formalismo twistorial para la construcciéon de lagrangianos
que describan las superparticulas, éstos lagrangianos poseen supersimetria local pequenia
y supersimetria global. Tal formulacién de la mecanica de las superparticulas permitié
considerar la simetria de Siegel como una manifestacion del grupo de la supersimetria
local que realiza la reparametrizacién del supertiempo (¢,7) donde t es un parametro tem-
poral real bosénico y n es el supercompanero Grassmaniano, el cual toma valores en los
numeros: reales (R), complejos (C), cuaterniones (H) u octaniones (O) dependiendo en
qué dimension del espacio-tiempo se mueve la superparticula D = 2, 3,4, 6,10. El dlgebra
de la supersimetria local de Siegel en la teoria es generada por un conjunto irreducible de

constricciones de primera clase Lorentz-covariantes.

El uso de espinores de tipo twistorial que conmutan permitié establecer en la mecénica
de particulas relativistas ( tomando en cuenta las ecuaciones de movimiento) la cquivalencia
[22] de los lagrangianos clasicos en las teorias de N = 1 superparticulas sin masa [37] y las

particulas de Dirac [38,20,21].



La dindmica twistorial de las particulas relativistas fué generalizada en [39] adicionan-
dole ciertos términos a los lagrangianos estandares, los cuales dependen solamente de las
componentes twistoriales y de sus derivadas respecto al tiempo propio. Entonces existe una
transformacién no trivial de las variables (desplazamiento twistorial). La dinamica gener-
alizada de particulas libres es equivalente a la dindmica estdndar. Sin embargo, cuando las
particulas interactian con campos externos ésta equivalencia se pierde, esto se manifiesta
através de la introduccién en la teoria de un parametro de interacciéon no local [ y la apari-
encia de una serie infinita [" de términos de interacciéon no minima incuyendo el tensor
de Maxwell v sus derivadas de érden superior en el caso de un campo electromagnético

externo.

La dindmica generalizada de una superparticula interactuando con un campo Maxwe-

liano de fondo se describe mediante la accidn [40]
S= /dtdn(z’E‘lDE“DEﬁ(y,,L)C,[;DE'”’ +IET'E“DE, + DE"AA), (4.1)

donde D = 3, + 1m0, es una derivada covariante de la supersimetria ”pequena” sobre la
trayectoria mundial, la cual es parametrizada por el pardmetro temporal t y su companero
supersimétrico Grassmaniano 1; E$(z) es el superdreibein estdndar del espacio plano
con las coordenadas zM = (X™,©%), las cuales son supercampos escalares respecto a la

supersimetria pequenia, donde
X‘”l - Int + Z‘77X7n7 @Q — 9& + 7]AO” (4.2)

donde x™ es el supercompaiiero de la coordenada bosénica 2™ y A® es un espinor que anti-

conmuta, el cual representa la primera mitad del twistor; E~! = N71 — in% es el analogo
de 1D supergravedad en la linea mundial; A, (zM) es un supercampo del supermultiplete

Maxweliano de fondo; y [ es un parametro que tiene dimensiones de longitud.

FEl desplazamieto twistorial es generado por una transformacién a unas nuevas coor-

denadas espacio temporales

o o l e l ;
Xob = x ﬁ+m(ﬂ DGﬁ‘f”ﬂﬂD@Q)’ (4.3)
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donde ® = u* + nd* es un supercampo par, el cual contiene la segunda mitad de la

componente del twistor, u®, y su supercompaiiero d®. Aqui
fa =1Xag, Xapg = Xin(v")as, DO = 4,DO. (4.4)

Tomando en cuenta las ecuaciones de movimiento después del desplazamiento twistorial a

primer orden en [, obtenemos la siguiente accién
- ' , o a 1 g
S = / dtdn (ZE_lDG'ymD@D.X T4+ QAL+ ;lQ“ﬁ(a""l)aﬂan>, (4.5)

donde 2™ es una forma, la cual es invariante bajo transformaciones de la supersimetria

pequena y transformaciones globales de la supersimetria en el superespacio, dado por
Q"™ = DX™ +109y™DO + iDOY™O. (4.6)
En D = 3, un campo vectorial entra en el supermultiplete espinorial {41]
Ag =lo + BO, + Vy30” + W,00 (4.7)

donde Vog = V"™ (¥m Jas ¥ ha son campos vectoriales de calibracién y sus supercompaneros
correspondientes. Si imponemos la calibracion de Wess-Zumino, es decir, I = B =0y la

constriccion adicional
Fos(X,0) =0,  T%(X,0) =22, (45)
se tiene solamente un submultiplete irreducible de los campos fisicos de la teoria. La accién

(4.5) entonces puede ser escrita como

l

S = /dtdn{iE—lDe»ymD@DXm -~

" 1 . ) . ,
Qm (vmseﬂ(ym Yo Bh, — %@@efjm)Jr (4.9)

L

+%€€nmk0k (an + @a(ﬂ}/n)aﬂamilﬂ - %@G)ﬁﬁfanFlM) }

donde €"™* es la densidad de Levi-Civita y Fon €l tensor de Maxwell.

Integrando respecto a 7, y fijando la solucién de la ecuacién de movimiento con re-

specto a y en la forma

X" = (0" A+ M), (4.10)
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obtenemos la accién en sus componentes de donde podemos identificar al lagrangiano. Esta
eleccién de la solucién asociada con el primer término en la accién (4.5) fué discutida en
[42]. Regresemos ahora al término DO*A,, en la accién (4.5). Escribiendo ésta expresion
en forma de sus componentes y usando la ecuacién de movimiento en términos de NV,
facilmente se puede ver que éste término duplica cierto término en la accién (4.5) por
eso redefiniendo los coeficientes en ellos. El lagrangiano total despues del desplazamiento

twistorial toma la siguente forma:

m

- 1 7 :
i= —<N“1/\7m/\ - (V + 205700 he ieeeF’Fk,)+ (4.11)

nk 1 . 2 .
—{—le%‘ (Fnk -+ Séavﬁﬂakhﬂ - 21-9965,110,,FM>>WM,
dw™ = dz™ — 10y™df + 1dfy™ 6 + 2Ay" AdT. (4.12)

El lagrangiano (4.11) es invariante bajo las siguientes transformaciones de la supersimetria
global

N % g t 1

Vi = —=€5(ym)* " ha, 605 =€5,  bha = (0" )ga P, (4.13)

con el parametro impar €g. Por lo tanto, con el procedimiento del desplazamiento twistorial
es posible eliminar el término no deseado 86 en la accién (esto es importante debido, a que
cuando pasamos a una teoria de campos, éste término rompe la relacion entre el espin y la
estadistica). El procedimiento twistorial da entonces lugar a una serie infinita de potencias
del parametro no local [ en el sector bosénico. Esta serie incluye el tensor de Maxwell y
sus derivadas de orden superior. El sector fermidnico, el cual esta presente en el caso de la
superparticula, es tambien modificado del esquema del campo minimo en la forma usual,
a un esquema no minimo con derivadas de orden igual al orden de la expancion en [ del
supercompanero del campo vectorial. Este esquema puede ser generalizado en una forma
natural a dimensiones mas altas D = 4,6. desafortunadamente el caso D = 10, el cual
es el més interesante no puede ser construido, debido a que aparece el sector taxién. Sin

embargo investigaciones en ésta direccion se estan continuando muy activamente.

Es importante mencionar que siguiendo la analogia que existe entre particulas es-
pinoriales y las acciones para los modelos cosmoldgicos uno puede aplicar la formulacion

twistorial [43] en el minisuperespacio con el objetivo de ver si existe una relacién entre
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la supersimetria local conforme del tiempo propio y la supersimetria del espacio-tiempo
(como sucede en las teorias de superparticulas espinoriales), y en base a ésto construir una
teoria cuantica de la cosmologia. Esta es la idea funadamental de ésta tésis. Sin embargo,
lo que se ha logrado hasta el momento es establecer la supersimetria local en los mode-
los cosmolégicos, lo cual representa un gran paso para la formulacion twistorial de éstos

modelos.



5.- Descripcion de supercampos en el modelo de
FRW

Debido a la imposibilidad de tener una teoria cuantica de la gravedad uno busca tener
informacién aproximada del Universo actual en un tiempo en que la mecanica cudntica fué
relevante. Estas aproximaciones se obtienen cuando uno reduce de un ntmero mfinito de
grados de libertad (teorfa de campo) a un ntmero finito de grados de libertad (mecanica
cuantica). A éstas aproximaciones se les conoce como modelos cosmolégicos (6 minisu-
perespacios). Entonces, la cuantizacién de la gravedad se reduce a cuantizar los grados de
libertad finitos, que son obtenidos via reduccion espacial, lo que se conoce como cosmologia
cudntica. La esperanza puesta en el contexto de la cosmologia cuantica es poder conocer
de una forma aproximada el comportamiento de la gravedad cuantica. En el minisuperes-
pacio las variables del campo gravitacional y las de materia son reducidas a un numero
finito de grados de libertad. La ecuacién que gobierna el comportamiento de los modelos
cosmoldgicos es la ecuacion de Wheeler-DeWitt [4,5]. Esta ecuacién es obtenida mediante
la reduccién espacial de la gravedad de (1 + 3) a (1 + 0) dimensiones, la cual resulta en
un Hamiltoniano cuadrético que nos lleva a una ecuacion tipo Klein-Gordon con todos sus

problemas de interpretacién, como lo es la densidad de probabilidad.

Después de que se descubrié la supersimetria [8] y consecuentemente la supergravedad
muchos investigadores han estado facinados por ésta teoria. Existen razones para esto.
Primero, las teorias de supergravedad son las unicas teorias consistentes, las cuales acoplan
la particula fundamental de espin 3/2 a la gravedad. Segundo, las teorias de supergravedad
no presentan divergencias como la relatividad general. Existen algunas indicaciones para

pensar que la teoria de supergravedad pura N =1 es finita [18].

La formulacion candnica de N = 1 supergravedad fué presentada en [12] segin la
notacién espinorial de cuatro componentes y en la notacién espinorial de dos componentes
[13]. Para encontrar un estado fisico, es suficiente resolver la constriccién de Lorentz y la
supersimétrica de la teoria; el dlgebra de las constricciones implica que la funcion de onda

fisica obedecerd también la constriceiéon hamiltoniana [13].
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En los tltimos anos los modelos cosmoldgicos supersimétricos han sido objeto de un
constante estudio. Estos modelos han sido investigados mediante diferentes formalismos,

citemos los mas importantes:

1).- Los modelos basados en la supergravedad. Estos han sido estudiados usando la
formulacién canénica de ADM y el formalismo espinorial de cuatro componentes [15,44.45]
asl como también usando variables ADM en el formalismo espinorial de dos componentes
[46,47,48], siguiendo éste esquema en los trabajos [49,50] se introdujo materia tomando
N =1 asi como también N = 2 supergravedades. Ademas las variables de Ashtekar han
sido consideradas [51,52] en la formulacién de Jacobson de la supergravedad [53.54]. Una
transformacion canodnica apropiada de las variables de ADM a un formalisino espinorial de

dos componentes ha sido recientemente propuesto [55].

i1).- Aquellos definidos mediante la supersimetiia global [17,56,57,58]. Sin embargo,
éste formalismo no permite identificar de una manera clara a las variables de Grassmann

como los companeros de las variables bosénicas.

Es bien conocido que la accién de Einstein-Hilbert para el campo gravitacional en
el espacio-tiempo es invariante bajo transformaciones de Lorentz. Entonces cuando uno
hace la reducciéon espacial la invariancia de reparametrizacion temporal de la accion se
conserva. Por lo tanto, uno puede exigir la invariancia local de la accién para los mode-
los cosmoldgicos, por tal razén una simetria extendida debe ser local. De lo anterior, en
éste trabajo se propone extender las transformaciones de reparametrizacion temporal a
una n = 2 supersimetria local "pequena” esto nos permitié formular una accién de super-
campo, primero para el modelo de FRW [24]; en el trabajo [25] se introdujo una nueva
reparametrizacion en los campos y después se obtuvo la formulacién de supercampos para
los modelos tipo Bianchi [26]. Con éste formalismo podemos identificar las variables de
Grassmann como los companeros de las variables bosonicas y hacer un estudio sobre las
simetrias escondidas en éstos modelos, asi como también nos da una procedura para incluir

campos de materia en una forma sencilla y sistematica [27,28].

Para mostrar nuestro formalismo primero consideremos el modelo cosmoldgico mas

sencillo al cual se le conoce como modelo de Friedmann-Robertson-Walker (FRW). Para
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éste modelo la métrica es homogénea e isotrépica, la cual esta definida por el elemento de

linea

ds® = —N?(t)dt* + R*(t)dQ3, (5.1)

donde d2? es la métrica espacial estdndar del modelo de (FRW) sobre el espacio tridimen-
sional. N(t)y R(t) son las funciones lapse y el factor de escala respectivamente, los cuales

solo dependen del parametro temporal ¢.

La reduccién espacial de la accién de Einstein-Hilbert de cuatro dimensiones para la

gravedad al modelo de FRW con la métrica dada en (5.1) tiene la forma

RR? 1
. — N D)
Syrav = / ( o 2kNR>clt, (5.2)
donde k = 1,0, —1 para los espacios esférico, plano é hiperesférico y R= ——‘fllf. Esta accidon

es invariante bajo reparametrizacién temporal
t'=t+a(t), (5.3)
si R(t) y N(t) se transforman como
6R=aR, 6N =(aNY, (5.4)

ver (3.13). Las variaciones con respecto a R(t) y N(t) nos dan las ecuaciones clasicas del
movimiento para el factor de escala R(t) y la constriccidn, la cual genera la transformacion
local de R(t) y N(¢). La constriccién nos da la ecuacién estandar de Wheeler-DeWitt para

la cosmologia cuantica.

La accién (5.2) se puede ver como un modelo unidimensional simple de interaccién
entre el campo "material” R(t) y el campo gravitacinal N(t), definido por la métrica

unidimensional (5.1).

Para obtener la formulacién de supercampo de la accién (5.2), extenderemos las trans-
formaciones de reparametrizacién temporal (5.3) a unan = 2 supersimetria local. Entonces

obtenemos las siguientes transformaciones
2 -
6t = a(t) + 2uf'(t) + La'(o),
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on = %5"(1‘) + %(a(t) + ib(t))n + %B’m‘;, (5.5)

5= 24(0)+ 5 ((t) — ib(t))m — 5 8,
2 2 2
las cuales son la generalizacién de las transformaciones (5.3). Estas transformaciones se
realizan en un superespacio con las coordenadas (t,7,7) donde las variables i y 1) son coor-
denadas "temporales”. En la ley de transformaciones n es un parametro impar complejo,
es decir, 7 anticonmuta, 4(t)' = N'/23(t) es un pardmetro complejo de Grassmann de las
transformaciones supersimétricas locales "pequenias” n = 2 (Note que a diferencia de las
transformaciones (2.3.10) las transformaciones (5.5) son locales, es decir, los pardmetros

dependen del tiempo) y b(t) es el pardametro de las rotaciones locales en 7.

Las transformaciones de supersimetria (5.5) pueden ser escritas en términos de una

superfuncién I\(t,1,7) sobre el superespacio de la siguiente manera

donde la superfuncion esta definida como
N(t,n,7) = a(t) + b (t) +inf'(t) + b(t)nm, (5.7)

v D, = 0, + 110y, D,y = =05 — 110, ({D.,,,D.,,} = —2ia,) son las derivadas supercovari-
antes de la supersimetria global "pequena” del pardmetro generalizado correspondiente al

parametro temporal t. Las derivadas locales supercovariantes tienen la siguiente forma

D,=IN""*D,yD,=N""*D,.

Entonces, la accion de supercampo para la accion (5.2), la cual es invariante bajo las

transformaciones de supersimetria (5.5) tiene la forma

1 _ NG
Syrav = / <_ 5IN"'IRD,RD, IR + §R2>d77dvjdt. (5.8)

En ésta accién puede ser incluido el término ¢ IR® dydndt (c-constante) invariante bajo las

transformaciones de la supersimetria (5.6), el cual contienc informacién sobre ¢l término
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cosmolégico. Este término no se incluyd en la accién (5.8), debido a que se quiere comparar
los modelos cosmoldgicos con la supergravedad de Poincaré 6 con la teoria efectiva de
supercuerdas, para las cuales el término cosmoldgico surge debido a que la energia del vacio
de los campos escalares es diferente de cero [62], a diferencia de la supergravedad OSP(1,4)
donde dicho término debe ser incluido. En la accién (5.8) IN(t,7,7) es el supercampo de

la gravedad. Haciendo el desarrollo en serie de Taylor respecto a n y 7. Tenemos
IN(t,n,17) = N(t) + in'(t) + i (1) + nqV'(2), (5.9)

donde a diferencia del trabajo [24] utilizamos la siguiente reparametrizacién [25] ¥'(t) =
NY2(t), ' (t) = NY2(t) y V! = N.V — tpep. Las transformaciones de coordenadas (5.6)

del supercampo (t,7,7) generan la regla de transformacién para el vector del supercampo

IN(t,n,7n). Tenemos
§IN = (M\r)' + +D,AD,N + D, DN, (5.10)

la transformacién (5.10) es una generalizacién de la transformacién para N(t) en (5.4).
Las componentes del supercampo IN(t,7,7) en (5.9) son campos de calibraciéon de la su-
pergravedad unidimensional n = 2 extendida. N(t) es el einbein, ¥(t) y (t) son las
componentes temporales de los campos de Rarita-Schwinger 7, Aﬁ que son obtenidos

mediante la reduccion espacial de la supergravedad en 4-dimensiones a la métrica (5.1), y

V(t) esun U(1) campo de calibracién.

De la expresién (5.10) podemos obtener la ley de transformacién para N(t), i(t), ¥(t)

v V(t). Estos campos se transforman como
SN = (aN) + -’2-(51/; + 8)
6 = (ap) + DG + by

np, (5.11)

~

donde Df = g3 — %ﬂV es una U(1) derivada covariante y b = b + -Qlw(ﬁzﬁ — Bi).
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El supercampo real de "materia” IR(t,n,7) puede ser escrito de la siguiente manera
R(t,n,7) = R(t) + X' () + inN'(t) + B'(t)n, (5.12)

donde MN(t) = N2X(t), N(t) = NV2X(t) y B'(t) = NB — 1(A — ¢)). La regla de

transformacién para el supercampo escalar IR(t,7,7) puede ser obtenida de (5.6)
R ; )
0IR = NR + §D.,,I\D,,,H?, + §D7717\D,,B, (5.13)

la cual viene siendo una generalizacién de la transformacién para R(t) en (5.4). La com-
ponente B(t) en (5.12) es un campo auxiliar, A(¢) y A(¢) son grados de libertad dindmicos
que quedan al hacer la reducciéon espacial del campo de Rarita-Schwinger a los modelos
cosmolégicos y son los compaifieros fermiénicos del factor de escala R(t). De la expresién

(5.13) obtenemos la ley de transformacion para los campos R(t), A(f), A(t) y B(t),

6R = aR + %(BA + AX)

5X = a + g(%ﬁ —iB) + %z}x, (5.14)
6/_\:aj\+ g(P]VE—FZB) - %i)}\
-+ (01033 8)o] - alor- J(2E -]}

donde DR = R — 1(¥A 4+ A) es una derivada supercovariante y DA = A— %/\V es una

U(1) derivada covariante.

Las transformaciones infinitesimales de la accién de supercampo (5.8) bajo las trans-
formaciones (5.10) y (5.13) tienen la siguiente forma
? _ R - 2
65 =< / {D,|nD, (- =D RD, R+ VER?)|+ (5.15)

2N

<

+D, | AD, (- %D,,RD,,R + VER?)| }dydnat

de donde podemos ver que (5.15) nos da una derivada total. Por lo tanto la accién de

supercampo (5.8) es invariante bajo las transformaciones locales (5.6).
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Para escribir la accién (5.8) en sus componentes es necesario integrar la accién de su-
percampo respecto a las variables 7 (ver reglas de diferenciaciéon e integracion en (2.3.3)
y (2.3.4)). Después de realizar la integracion obtenemos la siguiente accién en sus compo-

nentes

2
Sgrav =-/ {- %(—R—(%@— ~2RADA + NRB* — NBA)+ (5.16)

- | - -
+NVERB — NVEM — —\§R(¢/\ - ¢/\)}dt
La accién (5.16) es invariante bajo las transformaciones supersimétricas (5.6). El campo
auxiliar B(t) puede ser obtenido de las ecuaciones de movimiento, y después de sustituirlo
en la accién y haciendo la reedifinicién de los campos A — R™Y2X y A — R™'/2 ) obtenemos
vk

: Vk - - 1 ,
Sgrav = / { - EJ—V—R(DR) +iADA — —f R($A = d) + 5 NI+ §IcNR}dt. (5.17)

Dada la accion supersimétrica pasemos a la formulacién hamiltoniana, para esto definamos

los momentos Tg conjugados a R(t) como

R Ry. ¢, - -
__ B — S R—- — (¢ /

con respecto a los paréntesis canénicos de Poisson {R,7r} = 1, y para los momentos 7y y

75 conjugados a las variables fermidnicas A y A se tienen las siguientes constricciones

il

Ax0, Iy =my+ —A~0. (5.19)

HA
A 2

DN | e

T +

estas constricciones son de segunda clase, y pueden ser eliminadas mediante la procedura
de Dirac. El resultado de éste procedimiento es la eliminacién de los momentos conjugados
a las variables fermidnicas, quedando solamente los siguientes paréntesis de Dirac diferentes

de cero

(MAY =i, {Rorp}* = {Rrp) =1 (5.20)

En una teoria cuantica, los paréntesis de Dirac (5.20) deben ser reemplazados por conmu-

tadores o anticonmutadores. Es decir,

[Rywpl =i,  {\A}=1 (5.21)
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De la accién (5.17) uno obtiene las constricciones de primera clase variando respecto

a N(t), ¥(1), (1) y V(1)
f: ;\/\7

s=("E-iVWE)A  S= (”—\/’;_2 +iVkVE) (5.22)

Estas constricciones son debido a la invariancia de la accién (5.17) bajo las transformaciones
locales. El hamiltoniano general es la suma de todas las constricciones

T 1
Hg = NH + 508 + 205 + F(-=). (5.23)

<

En una teoria cuantica las constricciones de primera clase imponen condiciones a la funcién
de onda, tales que para cierto estado fisicamente permitido se deben obedecer las siguientes

constricciones cuanticas

Hlyp >=0, Sl >= 0, Sl >=0, Flp >=0, (5.24)

éstas constricciones cuanticas son obtenidas cuando uno cambia las variables dindmicas

. d = —i-% a1 los de libertad fermidnicos
por operadores g = —iyy y para los grados de libertad fermionicos se escoge una rep
resentacion adecuada. Para los generadores cuanticos H,S,S y F obtenemos la siguiente

super-algebra cerrada

{S,S} = —2H, [S,H] =0, [F,S] =-S5,

S, (5.25)

I

S?=5% =0, (S, H] =0, [F,S]

donde H es el hamiltoniano del sistema, S es la carga supersimétrica compleja de la

mecanica cuantica supersimétrica n = 2 y F es el operador fermidnico.

Es importante mencionar que en la teoria de supergravedad en cuatro dimensiones
naturalmente existe la constriccién de Lorentz [18], la cual corresponde a las transfor-
maciones locales de Lorentz. Esta misma constriceidon esta presente y en la formulacion
tetradica de la gravedad. Sin embargo, cuando uno hace la reduccién de la gravedad a los

modelos cosmoldgicos tal constriccién no existe. Una reduccion correcta para los fermiones
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en la accién de la supergravedad, en la cual se utilizan espinores que conmutan sobre las
configuraciones espaciales nos lleva a que la constriccién de Lorentz se reduce a la con-
striceion correspondiente F = A\ de las transformaciones locales del grupo U(1) en el caso
de la n = 2 susy local y de SU(2) en el caso de la n = 4 susy local, la cual corresponde al
grupo de holonomias de las configuraciones espaciales en el caso de n = 4 6 de su subgrupo

en el caso de n = 2.

Cabe mencionar que los generadores (5.22) fueron encontrados en los trabajos [17,56]

utilizando el método llamado simetria escondida en los modelos cosmoldgicos, pero el su-
peralgebra (5.25) de esos generadores corresponde a una simetria global. La supersimetria
local del subgrupo de reparametrizacion global sale de los generadores (5.22). Entonces
podemos decir que la accién (5.17) tiene la forma de version localizada en la N = 2
mecdnica cuantica supersimétrica. Los generadores (5.22) satisfacen el superalgebra (5.25).
El caso para k = —1 requiere de algunos comentarios. En tal caso el tercer término en el
hamiltoniano de (5.22) lo hace no-hermitiano, éste es el modelo isotrdpico correspondiente
al modelo tipo Bianchi V. Es bien conocido [59] que en la cosmoldgia cuantica estdandar, la
cuantizacion de los modelos tipo Bianchi B guardan ciertos problemas. Sin enibargo, no
esta claro si la no-hermiticidad del hamiltoniano (5.24) para k = —1 es consecuencia de las
dificultades que se tienen en la cosmologia estandar. De todas maneras éste caso reserva

un estudio mas cuidadoso.
Conclusiones

En base a una n = 2 supersimetria local la accién de supercampo para ¢l modelo
cosmologico de FRW ha sido obtenida. Se mostré que la accién (5.17) tiene la forma de
versién localizada de la N = 2 mecanica cuantica supersimétrica, es decir, los operadores
de supercarga constituyen la "raiz cuadrada” del operador hamiltoniano, como en el caso
de otros modelos en la cosmologia cudntica supersimétrica [18]. Debido al algebra que
cumplen éstos generadores (5.25), la ecuacion de Wheeler-DeWitt (ecuacion de segundo
orden) puede ser reemplazada por los dos operadores de supercarga, los cuales constituyen
su "raiz cuadrada”. Ademas la aniquilacién de la funciéon de onda por los operadores de
supercarga constituyen ahora un conjunto de ecuaciones diferenciales parciales de primer

orden acopladas (ecuaciones tipo Dirac) en el minisuperespacio.
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Los trabajos involucrados en ésta seccién son;

1.- O. Obregén, J.J. Rosales and V.I. Tkach, Phys. Rev. D53, R1750, (1996).

2.- J.J. Rosales, V.I, Tkach and O. Obregén, Proceedings in Workshops on Particles and
Fields and Phenomenology of Fundamental Interactions, AIP Press 517-520, Puebla,
Mexico (1995).
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6.- Accion Supersimétrica para los Modelos
Cosmologicos tipo Bianchi

Una 3-geometria espacialmente homogénea es una 3-variedad sobre la cual uno de
los grupos tridimensionales de Lie actia transitivamente [60]. De tal manera, que sobre
la 3-variedad existen tres vectores de Killing linealmente independientes &; ¢ = 1,2, 3 los
cuales satisfacen el dlgebra de Lie [§;,¢;] = Cl-kj{k, donde Clk] = —C']kl- son las constantes de
estructura del grupo. los grupos de Lie tridimensionales han sido clasificados por Bianchi

[ver 61] en nueve posibles conjuntos de constantes de estructura C'ik]-.
Para los modelos cosmolégicos tipo Bianchi la métrica en el minisuperespacio puede
ser escrita en coordenadas generalizadas ¢* = («, A4, #-) como
1% = G (q*)dg" dg 6.1
dS* = G, (g7 )dgtdq”. (6.1)
La métrica en el minisuperespacio es fijada hasta un factor conforme escrito como exp{2w(q)
[61]. Todos los modelos Bianchi son conformalmente planos
v . 2Q(q) (0) ;
GHV((I) =€ Guu’ (62)

con G(;Jl , = drag(—1,1,1). El inverso de éste factor conforme aparece en el potencial de

cada modelo z.e.
U(q) = e gy (q), (6.3)

con el potencial Uy = —3¢* R, donde 3¢ es el determinante y >R es el escalar de curvatura
de la métrica tridimensional. La accion para los modelos cosmoldgicos tipo Bianchi puede

ser escrita como

N

La accién (6.4) es invariante bajo reparametrizacién de t' — t+a(t), si las transformaciones

<

1 1
S = 5/ [—G,“,(q)‘)q'“g}" + NU(¢™)|dt. (6.4)

de ¢"(t) y N(t) son definidas como
0g"(t) = a(t)g", ON(t) = (aNy. (6.5)

Es decir, ¢*(t) se tansforma como un escalar y N(¢) como un vector unidimensional y su

dimensionalidad es inversa a la de a(t). Explicitamente encontramos

1/ .
55 = 5/ [ Gunla)i"d" + aNu(g)] di. (6.6)

Z
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de tal manera que la accién para los modelos cosmologicos tipo Bianchi es invariante. En
la accién (6.4) U(¢) corresponde al potencial, el cual depende del modelo en cuestién. Este

potencial puede ser escrito de la sigulente manera

1., 06(q) ¢ .
U) = 56 —(,)Tj(‘q—) aq(:f). (6.7)

Gracias a la existencia de ésta relacién la simetria escondida para el modelo cosmoldgico
Bianchi IX fué encontrada [17]. Esto permitié construir una mecénica cuantica super-
simétrica correspondiente [30]. En éste caso la supersimetria es global. Por otro lado, uno
puede exigir que los modelos cosmoldgicos sean invariantes bajo un principio mas funda-
mental como lo son las transformaciones locales. Por tal razén, una simetria extendida
debe ser invariante bajo transformaciones locales. debido a la generalizacién del parametro
temporal usual ¢ a (¢,7,7), los campos ¢*(t) y N(t) son vistos como supercampos (¢, 1, 1)
, IN(t,n,7) y la supermétrica GG, es ahora una funcién del supercampo €*. Entonces, la
generalizaciéon de la accion (6.4) para los modelos cosmoldgicos tipo Bianchi a una accion
de supercampo tiene la siguiente forma

1 : ~ ,
o= 5/ (N7 G (9D, 9D, 1" + o(1") | dndiidt. (6.3)

<

Note, que en la accidn (6.4) N(t) aparece en el denominador del primer término. Esto es
debido a la presencia de la derivada temporal de ¢#(t), y en al segundo término ¢l cual es el
término de interaccién, N(t) estd en el numerador. A diferencia de la acciéon de supercampo
(6.8) donde IN(t,7,7) esta ausente en el numerador del segundo término. Esto se debe
a que Be?‘Eg1 tiene las sigulentes componentes E‘g(t,'r},'ij) (19} E} = E\T%(t,‘z/,ﬁ),Eg =
Z’\’T%(t,n,ﬁ),E;’ = —igIN(t,n,7), E} = —inIN(t,n,7),El = IN(t,1,7) v El'=E/ =E =
Ef] = (0. Entonces el super-Jacobiano de las transformaciones generalizadas (5.5) es igual
a uno BerEf = (IN%IN%)_IW = 1 y dtdndn es un elemento de volimen invariante.
El inverso del super-dreibein Ef tiene como derivadas supercovariantes IND,] = EPop =
ﬂ\r_%Dn,B,, = E,,-?@B = IN%BW. Por consiguiente, el superpotensial ¢(§*) en la accion de
supercampo (6.8) es invariante bajo las transformadas (5.5 ) sin IN(,1,7). En la accién
(6.8) IN(t,n,177) es el supercampo real de la gravedad, el cual ha sido definido anteriormente

(5.9). El supercampo real §“(¢,n,7) tiene la forma

T(t,m, 1) = ¢*(t) +in\*(t) + i \'“(t) + B'*(t)ni, (6.9)
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v es un supercampo de “materia” | donde M'* = N/2)\# y B = BrN — %('LZ;/\"‘ — YA,
Las componentes de éste supercampo A*(t) y A*(t) son grados de libertad dindmicos rema-
nentes de la parte espacial del campo de Rarita-Schwinger, obtenidas de la reduccién de las
teorias de supergravedad pura a modelos cosmoldgicos, los cuales son los supercompaneros
de ¢*. Las componentes B#(t) del supercampo §*(¢,1,7) son grados de libertad auxiliares.

Las transformaciones del supercampo escalar €#(¢,7,17), son obtenidas de (5.6)
69" = N" + :D,AD,§" + 5D,ND,§". (6.10)

Las transformaciones para las componentes del supercampo §*(¢,1,7) se siguen de (6.10)

v tienen la forma

8" = adt + (AN + BN,

. Dot N
BA = a4 g( - 'L'B“> - %W,

2\ N
§B* = aB* + wo_ ﬂ D¢* w7 AT ’
= aB /jDA S\ + 1 B* | — FDA— (6.11)

i)

— T\ M VAW - . Sl TR i L
donde Dg#* = ¢* — (A" +1pA*) es una derivada supercovariante y DA* = A — 5V A es
una U(1) derivada covariante. Las transformaciones infinitesimales de la accion (6.8) bajo

las transformaciones (5.10) y (6.10) tienen la siguiente forma

55:%/{&,{}2\&,(6“” D,9“D,¥" ++¢(ﬁi”)>]

» (6.12)
+D, [1\1),,( D,9"D, T + @(119))] }dndﬁdt.

De donde podemos ver que bajo la integracion se encuentra una derivada total. Es decir,
la aceidn (6.8) es invariante bajo las supertransformaciones locales (5.6).
La Accién en sus Componentes

Para escribir la accién (6.8) en componentes del supercampo IN(¢,71,7) y el super-

campo “material” §“(¢,1,7) es necesario integrar la accién de supercampos sobre las co-
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ordenadas de Grassmann 7,7. Después de integrar obtenemos la siguiente accién

1 i v N 1] ¢ YR\ v v v
S= / [é—ﬁa,“,pq' D¢ + 5 BB, — SGu, MDA = £G,, MDA

N 8G,, - - : |
— L (ANPAT F ATAPVAENY — NT, L AEANYB? 6.13
4 aqpaqa< + ) P ( )
N_ 04 1, .06 N 0% . ]
— Bt —— — —(pA* —pAH - — AVAE AN ) dt

+ 27 Qg+ 4(¢ 4 )8(1*‘ 4 Oql‘@q"( + |4

donde Dg# = ¢# — H(pA* + pAF) | DAF = DAF +TH, ,GPAY = AF — EVAR L TH#, PN
v T,.uv son los simbolos de Christoffel en el minisuperespacio con la métrica G, (¢”).
El término I'* ,,¢” A* en la derivada covariante DA* nos lleva a la ley de transformacion
homogénea de ésta derivada cuando uno escoje coordenadas de parametrizacion de ¢*(t) en
el minisuperespacio. En la accién (6.13) las componentes B#(t) del supercampo §*(, 7, ij)
aparecen sin derivadas, es decir, son variables no dindmicas. La solucién para la ecuacion

de B*(t) es algebréica y puede ser escrita como

_ 1 94 |
BH(t) =T# ,LAPAY — —GHY —, 5.14

y después de sustituirla nuevamente en la accidén (6.13), tenemos

1 N L
S == / {’Q_'NG”,/D(I“D(IV - E‘G‘“/altéau¢ - ZG}I}/)\‘LD/\U+

N - - _ 1 -
+ 7}2“,,,,0/\“)\"/\@\” — NV, V, oA\ + -2-1/;/\“(‘3“(;5 (6.15)

t

| —

¢

wﬂaud)}dt,

o

§

donde todos los términos de la accién (6.15) tienen una forma covariante y no dependen
del sistema escogido en el minisuperespacio, t.e. ellos estan dados por el tensor de cur-
vatura R,,,, y derivadas covariantes V, sobre una variedad con la métrica G, (¢). En la
accién (6.15) los campos N(t),4(t),4(t)y V(¢) no son términos cinematicos. En nuestro
caso de supergravedad unidimensional estos campos juegan el papel de multiplicadores de

Lagrange.

Analisis Hamiltoniano
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Para cuantizar nuestro modelo usamos el hecho de que los fermiones pueden ser escritos
como A* = el A\*, lo cual relaciona fermiones originales por medio de la base ortogonal

(vierbein) e y su inversa ef. Entonces la métrica es representada por & ()

Gun() = ep(@er(@)tas, (6.16)

con ngp = diag(—1,1,1). El momento conjugado a ¢*(t) esta dado clasicamente por la
siguiente expresion

1 v . 3 (a
T = 57 Guv D — W0y iy A AP, (6.17)

. 4 M : v — SV 1A 3 .
con respecto a los paréntesis de Poisson {g,, 7"} = ¢/, donde la coneccién de espin wi,(a)(1)

es una funcion de ¢* definida por
v A
Wu(a)(h) = ~C(@)w(Ope(ny T Tuxeh): (6.18)

. . s : 0
si la métrica G,,(q) es conforme con la métrica constante i.e. G,,(q) = 2% GE“,) con
la parametrizacion (a, f4, 3-), como es el caso de los modelos cosmolodgicos tipo Branchi,

entonces tenemos

G \
Wu(a)(b) = a—q-;(e(a)emu — €03 €(a)p)- (6.19)

Como es usual con los sistemas fermidnicos, el calculo de los momentos conjugados a
variables que anticomutan originan constricciones primarias, las cuales representaremos
COmMo

i i

n, =1, - 5~ 0 n, =1, — -\, =0, (6.20)

o |

ar¥
ser eliminadas segun la procedura de Dirac [3]. Definamos la matriz de constriccién C),,

donde IT, = 58;\% yII, = 8L 1,as constricciones x and MM, son de segunda clasc y pueden

como el paréntesis de Poisson de dos constricciones
Cv,ul/ = {H;Lamy} = —'iG;u/ (621)

v sumatriz inversa (C1),, = iG"”. Los Paréntesis de Dirac { , }* son entonces definidos

por
{A,B} = {A,B} - {4,1,}C}{N,,B} — {4,n,}C, }{N,,B}. (6.22)

Como resultado de ésta procedura es la eliminacion del momento conjugado a las variables

fermidnicas, quedando tinicamente los siguientes paréntesis de Dirac
vyi* __ gV N2 T e ;
{qu, 7"} = s {AM A = —16,,. (6.23)
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Después de la cuantizacién de los paréntesis de Dirac (6.23) obtenemos las relaciones de

conmutacion y anticonmutacion del algebra candnica
L — &K ¢ — :
[¢", 7] =168, (AN} =68, (6.24)

esto lo podemos escribir de la siguiente manera

[p“’p”] = —Ry.u/\pj‘A/\p; []Jl“ ;\V] = iFl’:P;\p’

(6.25)
[¢",pu) =06, [pus A"] =DA%,

donde p, = m, 41w, (a)(b) M@ X son los momentos covariantes y 7 « €s el momento canénico

conjugado a ¢*.

De la accién (6.15) uno obtiene las constricciones de primer clase variando la accion

respecto a N(t),%(t),¥(t) y V(t). Obtenemos

1 1
H = 5p"pu— 5Ruvap NATN + a HOF D + VT, pAAY (6.26)

= (pu — 10,0)\", (6.27)
S = (pu +10,9)\", (6.28)
F =M, (6.29)

Las constricciones (6.26 - 6.29) son debido a la invariancia de la accién (6.15) bajo las
transformaciones locales supersimétricas (5.5). El Hamiltoniano general es la suma de

todas éstas constricciones, es decir

H, —NH+“/} ¢S+f<v>

1 1 L\V\O L Ly
= N(§p"p“ - :Z_R,“/Up/\! A /\ AP + ah(]ﬁ@’ ¢ + V“V,,(b/\‘ > (630)

+ %I,E/\“p“ 4 %/\"auqﬁ + %p—:\“p“ ¢A“8 WP+ = /\“/\ V.

En ésta expresion las constricciones primarias correspondientes a los momentos conjugados
de las variables N, 1 y V' estan ausentes. Esto es debido a que sus momentos conju-

gados son cero. Entonces, en nuestro caso de supergravedad unidimensional los campos
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N,%, y V juegan el papel de campos de calibracién, para los cuales la derivada temporal
es arbitraria, éstos no son campos dindmicos. Por ésta razén podemos eliminarlos del
Hamiltoniano general H,. En una teoria cuantica las constricciones de primera clase (626-
6.29) asociadas con la invariancia de la accién (6.15) son condiciones sobre la funcién de
onda, asi que clertos estados fisicos permitibles deben obedecer las siguientes counstricciones
cudnticas H [y >=0,5 |4 >=0,5 | >= 0y F | ¢ > 0, las cuales son obtenidas cuando

uno cambia las variables clésicas por operadores con la ragla de conmutacién (6.24).

Para los generadores cuanticos H, 5,5 y F obtenemos la siguiente super-dlgebra cer-

rada

(5,S]=2H [S,H]=0 [F,§]=-S (6.31)
S?=82=0 [S,H|=0 [F,S]=S5,

donde H es el Hamiltoniano, S es la carga supersimétrica de la n = 2 mecanica cuantica

supersimétrica y F es el operador fermidnico.
Conclusiones

En ésta seccién hemos obtenido la accién general de supercampos (6.8) en los modelos
cosmolégicos tipo Bianchi. Dado el potencial y la métrica de un modelo en particular, uno

obtiene facilmente el modelo supersimétrico.
El trabajo de ésta seccion es:

1.- V.I. Tkach, J.J. Rosales and O. Obregén, Class. Quantum Grav. 13, 2349 (1996).
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7.- Rompimiento de la supersimetria en el modelo de
FRW

El proposito de éste trabajo es estudiar el modelo supersimétrico de FRW interac-
tuando con un supermultiplete de materia escalar real, asi como el rompimiento cspontaneo

de la supersimetria para los casos k =0y k = 1.

La descripcion de supercampo para el modelo de FRW sin materia fué obtenida en la

seccion (5) de ésta tésis (ver 5.8). Esta accion tiene la siguiente forma

1 N~' VE _ -
Sgrav = 5—2/{ — ? RD,,RDnR+ —§—IR d?]d’l]dt, (/1)
en ésta accidén hemos introducido el parametro ~ = é—’ég—, donde G es la constante de

Newton para la gravedad. En la accién (7.1) los supercampos IN(¢,7n,7) v IR(t,n,7) son
los mismos que estan definidos en (5.9) y (5.12) respectivamente. Escribamos la accion

(7.1) en sus componentes R(t), A(t), M(t), B(t), N(t), 1(t), (t) y V(t) (ver 5.16)

R o s NR _, Nk_-.  k
Sgrav:/{-?,N/{2(DR) +LR)\D/\—TB +—§—B>\/\+TRNB“

RVk

T

(PX —PA) — N\/EXA}dt_
Esta accién es invariante bajo las transformaciones (5.11) y (5.14).
Acciéon supersimétrica para el campo material

Ahora vamos a estudiar uno de los casos mas simples de materia. Consideremos el
supermultiplete de materia escalar real ®(¢,7,7), el cual consiste de un campo de ma-
teria real espacialmente homogéneo ¢(t), dos grados de libertad fermidnicos \(t) y v(#),
un campo bosénico auxiliar F(t) asi como un superpotencial arbitrario, el cual depende
solamente del supercampo material, r.e. g(®). Las componentes del supercampo material

real se pueden escribir de la siguiente forma

Q(t,1,7) = o(t) +inx'(t) +17x () + F'(t)n, (7.3)
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donde x'(t) = NY2x(t), X'(t) = NY/2x(t) y F'(t) = NF — (¥x — ¢x). Las transforma-
ciones del superespacio (5.6) generan las reglas de transformacion del supercampo material.

Tenemos en analogia a (5.13)
§& = Nd + %D.,,I\Dncp + %D,,l\D,,(I). (7.4)

De donde podemos obtener facilmente las reglas de transformacion para las componentes

del supercampo ¢(t), x(t), x(¢t) y F(t). Tenemos

Ny _
bp = ap + 5(Bx + BX),

D P
by = ax + ﬁ(—f - z'F) + 5y,

2\ N 2
D . (7.5)
@ i
oy = ax + _<—N—+LF>-§I)/\’

§F = aF + W(ﬁDX BDx),

donde‘DX =Dy - %(%i—iF)i/), Dy=Dy- %( £ +2F)z yDp=¢— ‘(‘/’X'*’i/)X)
son derivadas supercovariantes, Dy = y — %V/\/ y DY =¥ + %VX/ son las U(1) derivadas

covariantes. Entonces la accién de supercampo para el supermultiplete de materia escalar,

la cual es invariante bajo las transformaciones (5.10), (5.13) y (7.4) tiene la forma

N~ ,
Smatt =/{ D,®D,® — R?’J(@)}dndﬁdt. (7.6)

Las transformaciones infinitesimales de la accidn de supercampo bajo las transformaciones

(5.10), (5.13) y (7.4) tiene la siguiente forma

i ' _ N7t Lo
bSmutt = % / {Dﬂ [ADU( 9 B5D1]@Dn¢ — ng(@)>} +

-1

(N
+D, {I\D,,(

R*D,®D,® — ]R3g(<I>)>] }dn di dt.

De donde se puede ver que bajo la integracion se encuentra una derivada total, es decir,
la accién (7.6) es invariante bajo las supertransformaciones (5.5). Después de integrar la

accion (7.6) sobre las variables de Grassmann 77 obtenemos la accién en sus componentes,
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esta tiene la forma

R3 3 R? - . 3xR?
Smort = [ { (D) + ZRDehn + 40 = 5Dy + 25N B

9N 2
N 3N R? § dg
= 3kRg(p)NB + ZRF? + S —rF(Ax = ) = N R’ aé
3KZRY - . - R 8g -

= A =R - 3 NRA+ S 2 (x — )+ (7.8)

3 0% 2909 3 3 o 7 i
+ NR’ == xXx +3&NR “L(RA+ Ax) + SeR2g(9) (90X — 92+

Op? Oy 2

+ chQNRg(ap)S\/\} dt

Esta accién es invariante bajo las leyes de transformacién (5.11), (5.14) y (7.5). Podemos
ver que en la accién (7.8) aparecen dos campos auxiliares B(t) y F(t), a diferencia de la
accién (7.2) donde aparece solamente B(t). Este hecho es debido a que tenemos un campo
material interactuando con el modelo cosmolégico de FRW. Haciendo una expancion en
serie de Taylor para el superpotencial ¢(®), uno puede escribirlo como ¢(®) = g(¢) +
%%(@ —¢)+3 Bv £ 9(® — )’ + ..., con & dada por (7.3). Esta expancién en serie se corta
en el segundo término debido a la propiedad, de que (® — @) es nilpotentente. Entonces, el

sistema gravedad materia consiste de la suma de las acciones de supercampo, o lo que es

equivalente, a la suma de las dos acciones supersimétricas dadas en (7.2) y (7.8). Es decir
S = Sgrav + Smatt- (79)

Es claro que la accidon (7.9) es invariante bajo las transformaciones locales de la super-
simetria (5.5) si las leyes de transformacién para las componentes estan dadas por (5.11),
(5.14) y (7.5). Los campos auxiliares B(t) y F(t) pueden ser determinados variando la
accion (7.9) respecto a éstos. Las ecuaciones para estos campos son algebrdicas y tienen

las siguientes soluciones

\/E 3/@R

B(t) = ﬁ/\/\ + —+ XX — 3kRyg(e), (7.10)
3k Jg
F(t)——QR(/\X-/\/\hL%, (7.11)

sustituyendo la expresion para éstos campos en la accion (7.9) y haciendo las siguientes

reedefiniciones de los campos A — R™Y/2A X — R™Y2)\ v — R™3/2y v — R™3/%y
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obtenemos la siguiente accién supersimeétrica

NRE R? 9 q
5= /{ 2k 2./\/’ (DR)* + = » +—]*V‘(D<P) +§HQNR392(<P)“

3 y - _
_NR <§9_> _ NVER?g(9) + %&Dtp(/\,\’ +AY) +iADA—

2 \ Oy
- NVES \f\/— 3NVE
—ixDx = 552 (A = d) + —p=Xx— (7.12)

9 9 3
— 55 Ng(e)Xx + ;KzNg( )AN + —KN—(xA +Ax)-
3/2 e 02

R g, _ g _
Rm(d) PA)RX + 5 %('lbx—ibeNa@?x,\'wL

+ 2R (o)A - w}dt

Como se puede ver de la accién (7.12), para los campos N(1),4(t),%(t) y V(t) no existe

término cinético. Estos campos aparecen como multiplicadores de Lagrange.

Analisis hamiltoniano

Procedamos con el andlisis hamiltoniano de nuestro sistema. Los momentos ng y 7,

conjugado a R(t) y (t) respectivamente estan dados por

R R |. 1K -
WR——RZNDR—-——;‘;J\—T'[R— 2 R(L//\+(Z))\)},
3 , , (7.13)
RO ? 3tk Ty 4 Ao
Te =N 99*2R3/2(¢/\+1/}\) +-2—‘( X+ AX).
Los paréntesis de Poisson son
{Ra Trn} =1, {99371-,,} =1 (714)

Como en los capitulos anteriores, debido a las variables de Grassmann, tendremos con-

stricciones de segunda clase, las cuales se escriben comno

7 -
ﬂ,\EW,\+§)\xO, My =m+ A =0,

; ; (7.15)
My =7y~ 5 =0, My =75 — 5x &0,
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donde 7y = ‘Z—f\i y Ty = g—i son los momentos conjugados a las variables dindinicas que

anticonmutan A(t) y x(t) respectivamente. Similarmente, para las variables A(t) y ¥(t).
Debido a que las variables N(t),%(t),4(t) y V(t) no son variables dindmicas para éstas el
momento conjugado es cero, entonces juegan el papel de multiplicadores de Lagrange. Las
constricciones (7.15) son de segunda clase y pueden ser eliminadas siguiendo el proced-
imiento de Dirac [3]. Para esto definamos la matriz de constriccién Ci (i, k = A\, X, x, ¥)
como un paréntesis de Poisson, el cual tiene los siguientes elementos matriciales diferentes
de cero

Cv;\,\ - C’/\;\ = {ﬂ,\,ﬂ;\} = i, C'X/X = C'XX' - {HX’I_]X’} - —i, (716)

con sus elementos matriciales inversos (C™1)M = (C71)M™ = —i and (C71)\x =

(C~1)XX = 4. Los paréntesis de Dirac { , }* son entonces definidos
{4, B}* = {A, B} — {A,}(C~")*{ni, B}. (7.17)

El resultado de éste procedimiento es la eliminacion de los momentos conjugados a las

variables fermionicas, quedando solamente los siguientes paréntesis de Dirac

{R,mr}" = {R,mr} =1, lome}" ={pmp} =1

o ] | (7.18)
{MNAY =4, v, X} =~

En una teoria cuantica los paréntesis de Dirac { , }* deben ser reemplazados por conmu-

tadores [ , ] o por anticonmutadores { ,}. Tenemos
[R.me] = i{R,m,}" =1, o o] = i{p,me}" =1 (7.19)
{4 A=A =1, oxt=ivx} =1

Las constricciones de primer orden pueden ser obtenidas de la accién (7.12) mediante la
variacién independiente de N(t),¥(t),1(t) y V(t) respectivamente. Después de la variacion

se obtienen las siguientes constricciones de primera clase

= kR 1 9 R* (0g\*
g N2 +~—7r2——ﬁ2R392(<,9)+—(—g>+

AR T 22 T oRpsTe T g 2 \ 9,
StRT,  ~ 92 .
. 102 w — _
+ 3VER () = S (X +A0) = i

vk 3Vk

9 i 9
topA - gﬁQQ(Sﬂ)/\/\ - Sp oot SrCg(9)Xx—
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2
(KT z\/Z\/I—Z 3m B B3,
=0
+ ( 7%3 +NR359—>X, (7.21)
_ kR 3 .
5= (’;% + 2{‘/_ + Q%XX - 3m/ng(L,o)> put
9
F =M+ xx. (7.23)

Las constricciones (7.20-7.23) son debidas a la invariancia de la accién (7.12) bajo las
transformaciones de supersimetria local "pequeria” (5.5). El hamiltoniano general es la
suma de todas éstas constricciones y tiene la siguiente forma

R \% K2 kR
=N z Z _ 7 ? i
Hqa H+2¢'S+2l/)5+]‘-<.) I\[ 2R 2»;2+

1 9 ,
+ 5prTe — 5 e e) + R—@l"—) +3VER g(p)-

2R3 ¥ 2 \ Jy
ik, 9x* . Vko. 9 .
T 2R3 (AX * AY) 1 O T SR = 3R T9(@)MA —
3Vk _ 3k 0y - d%g
- XX+ 5 ~ﬂ 2g(@)xx — = 7= (XA+ Ax) - ———Xx} +
2R 2 9y )" (7.24)

i Ry z\/—\/ ik - , -

A —~ 3inVR3 2

Sk oy VR
x ivVEkVR

v o _ R w ARy _
X~ a&%z NG p

VR’
Lo\ +i\/R3Qg—x}+
O

31K s
2V R3 Vv R3

—(=A + )V

A—

+

XA+ 3tk VR3g(@) N +

L

+

o] —

En la teoria cuantica las constricciones de primera clase (7.20-7.23) imponen condiciones

a la funcién de onda, tales que para cierto estado fisico permitido deben obedecer las

sigulentes constricciones cuanticas

Hip >=0, Sl >=0, S| >=0y Flp >=0, (7.25)
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éstas constricciones cuanticas son obtenidas cuando uno cambia las variables dinamicas
por operadores g = ——i%,mp = —i% y para los grados de libertadad fermiodnicos se
escoge la siguiente representacion matricial para A, A\, x vy X
A= —a(—)@)l, X:UH)@L
(7.26)
3 -~ - 3 '
X=0 ® ol ), X=0 ®a(+),
las cuales obedecen las reglas de conmutacién (anticonmutacién) con o(#) = 9%2, donde
oy, O o3 son las matrices de Pauli. Para los generadores H,S,S y F obtenemos la
1, 02 Y O3 g 3~y y

siguiente super-algebra cerrada
{S,S} =2H [S,H] =0 [F,S)=-S

$?=5"=0 (S,H] =0 [F,5] =S, (7.27)
donde H es el hamiltoniano del sistema, S es la carga supersimétrica compleja de la n = 2
mecanica cuantica supersimétrica, y F es el operador fermiodnico.

Rompimiento espontaneo de la supersimetria

Para estudiar el rompimiento espontanco de la supersimetria consideremos el caso més
sencillo del modelo de FRW | éste es k = 0 (el caso plano). En éste caso el hamiltoniano

(7.20) y las supercargas (7.21,7.22) tienen la forma

272 2 . 9 . . 1/9g\°
g=_"r  Te  p3|l_ 2 20 AR N
2R +2R3+R[ 2“9(“0”2(0@
kW, - _ 9 k* 9 . T
9 _ 0%g _ 3k g , _ -
+ 517 g(@)Rx — o XX~ 7%(xk + Ax), (7.28)

KTR ik

R 2VR3

XX + 31eV R3g(<p)> A+

KTR ik

2VR?

XN — 3ifs:\/R3g(ap)> A

(7.30)



El potencial efectivo V(¢) para el campo escalar ¢ esta relacionado con el superpotencial

g(p) y entonces de (7.28) tenemos

9 1/8g\° |
V(v)=~§ﬂ292(so)+§<5i—> : (7.31)

En el Lmite cuando % — 0(i.e.k = Ml—;,dondeM], es la masa de Planck) obtenemos la

expresién para le energia del campo escalar en el caso de la supersimetria global V =

2

%(g—%) . De (7.31) se puede ver, que V{¢) puede tomar valores negativos en el caso de
la supersimetria local. Los parametros del superpotencial g(y) pueden ser escogidos de
tal manera, que la constante cosmoldgica no aparesca. Es decir, la densidad de energia
del vacio sea cero. Para éste propdsito es necesario, que en el minimo 9,V (¢)|o=yp, = 0
correspondiente a ¢ = @y =< ¢ >, tambien el valor del vacio del potencial del campo
escalar V() sea cero. La condicién 9,V (yp) = 0 permite establecer la siguiente relacion
en el minimo ,

%;% = 9r%g(y), (7.32)
bajo el requerimiento de que g% # 0. Los pardmetros del superpotencial g(y) deben ser

escogidos de tal manera, que tambien V(pg) = 0, es decir la relacion

2—2 = 3rg(p), (7.33)
©

debe cumplirse para ¢ = . Entonces, podemos escoger el superpotencial de la siguiente

manera
9(e) = = f(rp), (7.34)

donde y es el pardmetro de rompimiento espontaneo de la supersimetria ([u] = L71), y
f(kp) es una funcién adimensional de . Para una funcién dada f(xky) sus pardmetros
deben ser exactamente fijados, asi que la ecuacion (7.33) se debe cumplir estrictamente
cuando V(yg) = 0, y el potencial minimo es encontrado en ¢y. Podemos considerar las
relaciones (7.33,7.34) como las ecuaciones para encontrar una funcion f(xp), la cual para
los valores del vacio del campo escalar asegure que el potencial (7.31) sea cero. Encontramos

que el superpotencial ¢g() tiene la forma

=1
W
Ct

/‘L 3K
9{po) = ;‘2"6’3 vo. (
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Por otro lado, los términos fermiénicos bilineales del hamiltoniano (7.28) son

9 9 3 Oy d*q _ ,
—579(@)A + SR g(P)xX — R L0+ XA - Lpgz XX (7.36)
haciendo una redefinicién para A
~ 1 Oy
Y=g Y, (7.37)
3rg(p) Op

la variable fermidnica y puede ser eliminada, y entonces obtenemos el término bilineal

fermidnico en la fase del rompimiento espontaneo de la supersimetria
2 =~ 9 =~
—=r"g(0) AZ—;)—;L]‘(M,QO)/\/\. (7.38)
En (7.38) %uf(h:goo) es la masa del gravitino ms/,. Entonces, para el hamiltoniano (7.28),
las supercargas (7.29,7.30) y para el operador fermidénico (7.23) en el caso de rompimiento

espontaneo de la supersimetria, tenemos

kTR 9 K2 =~ 9, Ry
H = ——2 = T 5 WAL = Srg(0) AN, (7.39)
KTR RIT ~ KTR .
S = ( ———Vx + 3isVR3g(p )A - —=X, (7.40)
VR 2/R3 ’ VR

S = <%;r—f ::)/__xx - 3z/~,\/—_g(<po)> ﬂ,\‘/, (7.41)

F = (=Ih + X0+ Ax). (7.42)

Para la densidad de energia cero V(gg) = 0 la expresion (7.33) se cumple, y ¢l paso a las
variables \ (7.37) toman la forma X= A+ x- Entonces, el término cinético para y, el cual
es el supercompariero de ¢, desaparece en el lagrangiano de (7.12). Este cambio nos da
la posibilidad de reedefinir las coustricciones de segunda clase para los fermiones. Como

resultado tenemos, los siguientes anticonmutadores para A\, A\, x y Y.

=L =1{\x} =1 (7.43)

Teniendo (7.43), [R,mg] = t{R,7r}* =1y [p,7,] = {p,7u}* = 1, es facil checar que el
hamiltoniano (7.39), las supercargas (7.40,7.41) y el operador fermiénico (7.42) obedecen
el super-algebra (7.27). En el caso cuando la curvatura es k = —1 (curvatura negativa), la

accién (7.12) es no hermitiana, y en éste trabajo no lo discutiremos.
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Para el caso de k = 1 (curvatura positiva) el potencial depende de dos variables
R 2 3
U(R, ) = =55 +3R%g(¢) + RV (»), (7.44)

donde V() es el potencial efectivo para el campo escalar ¢ (7.31). La presencia de 3R%g(¢)
es una consecuencia de la accidén supersimétrica. En éste modelo la supersimetria tambien

es rota, como en el caso de k = 0, cuando la energia del vacio es V(pg) = 0. asi como

Vipo) ~ mg/QJ\/I]f.
Conclusiones

En éste trabajo se mostrd que el rompimiento de la supersimetria en los modelos
anteriores es una caracteristica general y parecida a la de los modelos con supersimetria
global. Los modelos cosmolégicos con supersimetria local nos permiten tener rompimiento
de supersimetria cuando la densidad de energia del vacio del campo escalar es cero para
k =0y k=1. Para éste tltimo caso la supersimetria tambien se rompe cuando V(pg) ~
m2 /2M 3. Estos modelos simples de Universo construidos en base a una supersimetria local
"pequenia” exiben propiedades similares a los modelos de N = 1 supergravedad acoplada
a N = 1 materia chiral en el espacio-tempo [62]. La generalizacién de éste trabajo se

estudiara en el siguiente capitulo de la presente tésis.
El trabajo involucardo en ésta seccion es:

1.- VI Tkach, O Obregén and J J Rosales, Class. Quantum Grav. 14, 339, (1997).
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8.- FRW supersimétrico con campos de materia,
chiral

En el trabajo anterior se consideré el modelo de FRW interactuando con el super-
multiplete mas sencillo de materia, el campo escalar. Se mostré que en éste modelo de
Universo con supersimetria local, cuando la energia del vacio es igual a cero permite tener

rompimiento espontdneo de la supersimetria.

El presente trabajo es una generalizacién del anterior y vamos a considerar el modelo
de FRW interactuando con un conjunto de supermultipletes complejos de materia y se
mostrard que la accion supersimétrica obtenida para éste modelo corresponde a un dilaton-

axion y a las componentes chirales de la teoria de supergravedad.

Es bien conocido que la accion para el modelo de FRW es invariante bajo la reparame-
trizacion temporal t' — ¢+a(¢). Entonces uno puede obtener la formulacién de supercampo
mediante la introduccién de variables ”temporales” 77y 17. Esta procedura ha sido estudiada
en la presente tésis. La accidn para el caso del modelo de FRW interactuando con un

conjunto de supermultipletes complejos de materia se puede escribir de la siguiente manera

k
S = /{ ]RD RD,IR+ \/—]R +
N ) 7 ' (8.1)
+ = (D,,Z“D,,Z“ + D,,Z“D,,Z“) — Jzzﬂg(zn}dndﬁdt,
donde « = 4"6 y G es la constante de Newton de la gravedad. Los supercampos

IN(t,n,7) y IR(t,n,17) han sido definidos anteriormente (ver 5.9 y 5.12 )

El supermultiplete complejo escalar de materia Z¢ consiste de un conjunto de campos
de materia compleja escalar homogéneos z*(t), z*(¢)(a« = 1,...n), cuatro grados de libertad
fermidnicos x“(t), ¥*(t), ¢“(t) y #°(t), dos campos bosénicos auxiliares F(t) v F(t) y
un superpotencial del tipo |g(Z)|. Las componentes del supercampo material complejo

pueden ser escritas de la siguiente manera

Z%(t,0,77) = 2(8) + ipy"*(8) + 6" (£) + F'* (£, (8.2)
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donde y'%(t) = N'/2x(t),4'“(t) = NV24%(t) y F'“(t) = NF* — L(p*x® — *x"). Andlo-
gamente a las transformaciones para los supercampos (5.10,5.13), podemos escribir la ley

de transformacién para el supercampo material
. i - 7 _
82 =NZ* + :)—D.,]I\D,]Z“ + SD,,I\D.,,Z“. (8.3)

Es claro que la accién de supercampo (8.1) es invariante bajo las transformaciones de la
n = 2 supersimetria local (5.6) si los supercampos se transforman como (5.10, 5.13, 8.3).
Realizando las operaciones correspondientes en la accién (8.1), uno obtiene la expresién
para la accién en sus componentes, donde los campos auxiliares B(t), F*(t) y F“(t) apare-
cen. Haciendo la variacién con respecto a éstos campos auxiliares uno obtiene ecuaciones

algebrdicas, las cuales tienen las siguientes soluciones

K l/_Z 3k

B(t) = — A\ RV + ¢%9%) — 3k )
() = g+ =+ T R(XX® + 6%9") = 3xR]gl, (8.4)
a 3K Ta A al(/l

- v D) =4
v
ra _ 3"; ~=a \ a a|g‘
Fi(t) = —g=(Ax" - Ao )+282a, (8.6)

y después de sustituirlas en la accién obtenida de (8.1) y haciendo las siguientes reedefini-
ciones \ — R—l/?/\’ \ — R—l/‘zj\’ Y¢ — 21/2R”3/2/\/ua /\7a SN 21/2R_3/2,\7a, ¢a N
21/2R—3/2¢a y gga N 21/2 R“B/Q(J_ﬁa.
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Entonces obtenemos la siguiente accién en sus componentes

R? NRk 9 203
aw? R _
5= /{ QNhQ (DR)* + NDz Dz + 5 ()2
3 Y p—
_ Nf gg aaija ~3N\/ER2IgI+Z/\D)\—Z¢GD¢G'—-Z/\7“DXG
Z .

3\/§n ~ < 3\/_

1Dz (AX* + A@® LAX + NpY)—
N\/_ \/_ a. .a 9N 2 —a. a a
\f*/_w $3) - (86" + X°X*) + 75 X' X"6"9
3 2 n IRY R —a._ .a 9 a,.a a -
- 4R\§2 Rt A = $A)S"6" + X°X") = SNA|gl(X" X" + ¢“6%) (8.7)
9%|g| Yo+ &*lg| o+
¢ AN
2N02a8b¢ +AN G K f»ngl
3f algi |J| - 40 aQIJ' b —a b
+_2_N[0 A+ Ay + aza( XA+ Ao%) +2Nazaab(¢¢ X")
%[WR?’/? a| 9l “ +2R3/? a!.glqﬁ +3AR3/2|J|/\]
U a2 99lge o apsrndldlca gm0y
5 V2R 5. 0"+ V2R SR+ 3R 2|gIA)
(W\W)\) =20 \/—m(wd)a'*‘d)x )y Dz = £ W(&‘ba
py®) son las denvadas supercovariantes, D\ = sVAy D¢* = ¢ + 3V ¢* son las

derivadas covariantes. De la accién (8.1) podemos ver, que la accidén para el conjunto de

campos de supermateria compleja tiene la forma

1/ . _ _ _
/{Z<D,,Z“D.,,Z“ + D,,Z“DUZ“) - lg(Z)j}dndﬁdt. (8.8)

Esta accién corresponde a la accion obtenida del modelo de Wess-Zumino mediante la
reduccion dimensional, con un superpotencial arbitrario g(Z). La accion (8.8) tiene dos
supercargas complejas @1 y Q2. Debido a que la accién permanece invariante si cambiamos
7% « Z°, entonces las supercargas tambien permiten la invariancia bajo el cambio de
@1 « Q2. Por lo anterior, uno puede juntarlas en una supercarga compleja unica, a la

cual representaremos como S = Q1+ Q2 y S = Q1+ Q2.

Ahora procedamos con el anélisis hamiltoniano del sistema. Los momentos IIg, I1¢ y

II¢ conjugados a R(t),z%(t) y 2%(t) respectivamente, son dados por
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R . -
=——|R- YA+ P A 8.9
a R3 La 0 —a o 31\/‘§K —a N ola
a R3 s La 3“/5& Y@ ia ’
con los siguientes paréntesis canodnicos de Poisson
_ by _ sb (= Trby _ sb 5
{R,HR} - 11{3&’Hz} _Oav{zavni} '_Ou' (81—‘)

Los momentos conjugados a las variables fermidnicas, como en los casos anteriores, nos

dan las siguientes constricciones

I—I)\EH,\+%;\QO, HAEH;\+%/\%O, (8.13)
ny =I5 — %\’ ~ 0, ng =105 - é;\"‘ ~ 0, (8.14)
ng =105 — -2-95 ~ 0 ne =I5 — %¢ ~ 0, (8.15)
donde IT = gi G = y IIg = :9"’_ son los momentos conjugados a las A(t). y(t) y ¢(?)

respectivamente. Los momentos conjugados a B(t),(t),%(t) y V(t) son encontrados igual
a cero, indicando que éstas variables juegan el papel de campos de calibracion (gauge),

para los cuales la derivada temporal es arbitraria, es decir son campos no dinamicos.

Las constricciones (8.13-8.15) son de segunda clase y pueden ser eliminadas mediante la
procedura de Dirac. Para esto definamos Ciy(z,k = A\, A, x%, ¥, 6%, $*) como el paréntesis
de Poisson. Tenemos los siguientes elementos matriciales diferentes de cero

! A l) - “b [
CXA:C’/\X: {ﬂ)\a’m;\ }:“ba ) C\\ _C\\ - {ﬂ\u» “} Iba'7
, ™ (8.16)
Cd_)d) :C¢<Z>: {[—Iﬁb“’[—ltz) } :Zéa,

con su matriz inversa (C71)M = —{ (C71)W =4 y (C~1)?¢ =i, Los paréntesis de Dirac
{ ,}" estan definidos como en (6.22) Como en el capitulo anterior tenemos los siguientes

paréntesis de Dirac diferentes de cero

{R, Iz} ={R,1g} =1, {2, I0}* = {2,112} = &%,
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{5aanbz}* = {Ea,Hg} = 637 (8-17)
{/\7/_\}* = iv {Xavyb}* = —iégv {¢a?$b}* = —262

En una teorfa cudntica los paréntesis de Dirac { , }* deben ser reemplazados por

conmutadores [ , | o anticonmutadores { , }. Tenemos

[R.OR] = i{R IR} =i,  [20, 1] = i{za, I10}* = i8?,
(24, T12] = i{Z,, 12 }* = 462, (8.18)
{NA =AM =1 {xe X} = i{xe X} = 6L
{¢a,6"} = i{¢ad"}"
donde hemos tomado el sistema de unidades para el cual i = ¢ = 1. Las constricciones de
primera clase pueden ser obtenidas de la accién (8.7), variando la accién independiente-

mente respecto a N(t),(t),%(t) y V(t) respectivamente. Después de la variacién se tienen

las sigulentes constricciones de primera clase

271712 L
NHR___Ri _Q_HaHa_QLRB’J )l2 R aJ aJ \/Z

5B 3:2 TR EX )
3f 3v2ikIle - _ Ik? e a

H=-

im0 + ) - B2UE (gt g - 2 (gegt 1 g
3\/'— a —a_.a 9”2 3\ 9“2 Ta ja—a..a 9 a a
——~¢¢+\x) 5 ls @wa—lgiww )
62|g‘ 89|J| —a b 3\/— algl —a
82 82b¢ X’ 28 3zb ¢ - A
3f aIgl *lg] b cab
/\ a ayy — a a
o (X 46 azaa%w 8+ X", (8.19)

S = ["”H}’; “/i‘/ﬁ — Qf/iis(q?%“ + XX + 3m/ﬁ|g|J A

+ [\/‘%Ha +ivevVRIZL 'g'] [\/%H; +zt\/§\/f?g|z_iﬂ¢“, (8.20)
5= [Ty DR L 0 Gage y oy )= syl A

+ [\/\%n“ Z\fz@%}x + [ﬁ% — iﬂ\/ﬁgfﬂ&“, (8.21)

61



F = (=2 + 6" + X“x*). (8.22)

Las constricciones (8.19-8.22) se siguen de la invariancia de la accién (8.7) bajo las trans-
formaciones locales “pequefias” (5.5). El hamiltoniano general es la suma de todas las

constricciones, es decir
. 1
Ho = NH + 295+ 595 + F(5V). (8.23)

En una teoria cudntica las constricciones de primera clase asociadas a la invariancia de la
accién (8.7) imponen condiciones sobre la funcién de onda con la regla de conmutacion
(8.18), de tal manera que todo estado fisicamente permitido debe obedecer las constric-

clones cuanricas.
Hl|y >=0, Sy >0, Sld) >=0, Fl>=0, (8.24)

las cuales son obtenidas cuando uno cambia las variables dinamicas clasicas por oper-
. B a a -9 oy e . s . K .
adores Ilg = —13%,11% = —t55- ¥ utilizando la siguiente representacién matricial para

las variables fermidnicas A, A, x, ¥, ¢ and ¢,
A=-0"Q1lQl, A=0T@l®l,
x=0'®0c” ®1, v=0*cT @1, (8.25)
b=0cRc*RoT, b=c*QRc3 Q0

donde ot = zl-:%ﬂl y 01,02 and o3 son las matrices de Pauli. Para los generadores

cuanticos H,S,S y F obtenemos la siguiente superalgebra

{'5, S} =2H,[S,H] =0,[F,S]=-S (8.26)

S$?=5?=0,[S5,H]=0,[F,5 =S,

donde H es el hamiltoniano del sistema, S es la carga supersimétrica compleja de la n = 2

mecdnica cudntica supersimétrica y F es el operador fermiénico.

Conclusiones

En base a una n = 2 supersimetria local, hemos considerado el modelo cosmoldgico

de FRW con un conjunto de campos de materia chiral y un superpotencial ¢(Z*). Esto es
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con el fin de construir un mecanismo general de rompimiento espontaneo de supersimetria
en los campos de materia chiral y dilaton-axion en la cosmologia, asi como tambien poder
establecer una relacion con los potenciales efectivos de éstos campos en los modelos de

supergravedad y supercuerdas [63,64,65].

Este trabajo ha sido enviado

1.- V.I. Tkach and J.J. Rosales, Submited in Phys. Rev. Lett. (1996).
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9.- Conclusiones y Perspectivas

Las teorias basadas en simetrias locales han tenido gran éxito en la construccion de
una teoria unificada de las interacciones fundamentales. Es natural pensar que para la
construcciéon de una teoria unificada, la cual incluya la gravedad, sea necesario desarrollar
el principio de simetria local, introduciendo estructuras de grupo mas complejas. Algunas
de éstas estructuras han sido encontradas y estudiadas en las teorias recientes de particulas
[19-21], superparticulas y supercuerdas [22]. En éste ultimo se propuso una descripcién
twistorial en dichas teorias, en particular se mostré que las superparticulas poseen doble
supersimetria: la supersimetria espacio-temporal (SUSY 7grande”) y la supersimetria local
"pequena”. Esta linea de investigacién abrié una nueva posibilidad en la construccion de

una teoria cuantica de las superparticulas y supercuerdas.

En éste trabajo de tésis se establecid la supersimetria local pequena en los modelos cos-
moldgicos partiendo de la analogia que existe entre éstos modelos y las superparticulas. Y
por lo tanto, se han dado los primeros pasos a una formulacion twistorial de la cosmologia.
Esto es con el objetivo de ver si existe una relacion entre la supersimetria local pequena y
la supersimetria del espacio-tiempo (como sucede en las teorias de superparticulas espino-
riales), v en base a ésto construir una teoria cuantica de la cosmologia.

Siguiendo la analogia que existe entre una particula y un modelo cosmoldgico, para
los cuales la accion es invariante bajo reparametrizacion temporal uno extiende las trans-
formaciones de reparametrizacién temporal a una n = 2 supersimetria local pequena.
Esta generalizaciéon nos permitié formular una acciéon de supercampo para los modelos
cosmoldgicos, dar una explicacién sobre las simetrias escondidas [17] en tales modelos v
construir un método sistematico para incluir campos de materia. Una vez construida la
accion de supercampo para un modelo en particular, uno procede a la formulacién canénica.
Como se mostro en la presente tésis: Debido a que las acciones construidas son invariantes
bajo transformaciones de una n = 2 supersimetria local, uno obtiene cuatro constricciones
de primera clase, las cuales en una teoria cudntica son condiciones impuestas sobre la
funcién de onda del modelo en cuestién. Se mostréd que los generadores cudnticos cumplen
un (super)algebra cerrada, la cual coincide con el dlgebra de la mecénica cudntica super-

simétrica. Sin embargo, cabe mencionar que ésta dltima es invariante bajo transforma-
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ciones globales. Por lo tanto, uno obtiene que las acciones de supercampo aqui construidas
tienen la forma de una versién lacalizada de la mecanica cudntica supersimétrica. Para
describir los estados de éstos modelos podemos hacer uso del hecho, de que éstos estados
estan en correspondencia uno a uno con las p-formas diferenciales sobre las variedades [66).
Los estados seran de la misma estructura a los ya encontrados en [16-18]. Sin embargo,
con el formalismo aqui propuesto, podemos exteneder la variedad con el fin de incluir la
supermateria y buscar nuevas p-formas y sus correspondientes estados. Sobre ¢sto se esta

trabajando intensamente.

El problema de rompimiento espontaneo de la supersimetria en el modelo cosmoldgico
supersimétrico de FRW tambien fué analizado. Se mostrd que el rompimiento de super-
simetria para los casos k = 0y k = 1 del modelo de FRW es una caracteristica general
diferente a la de los modelos con supersimetria global. Los modelos cosmoldgicos con
supersimetria local permiten tener rompimiento espontaneo de supersimetria cuando la
densidad de energia del vacio es cero para el campo escalar. Para el caso en que k =1 la
supersimetria tambien se rompe cuando V ~ mg /2.M 1%‘ Estos modelos simples de Universo
construidos en base a una supersimetria local "pequena” exiben propiedades similares a
los modelos de N=1 supergravedad acoplada a materia chiral en el espacio-tiempo de cua-
tro dimensiones [62]. Con el objetivo de construir un mecanismo general de rompimiento
espontaneo de la supersimetria en los campos de materia chiral y los campos de dilaton-
axion en la cosmolgia, asi como tambien establecer una ralacion entre el potencial efectivo
de éstos campos en las teorias de supergravedad y supercuerdas [63-65], se estudi6 el mod-
elo de FRW interactuando con un conjunto de campos chirales de materia.

Las perspectivas que se tienen con el formalismo propuesto son
las siguientes;

1.- La extensién de éstos modelos a una n = 4 supersimetria local. Esto es de gran
interés, en paticular, uno podria tratar de entender si la susy ”pequena’ propuesta en
los modelos cosmolégicos es una remanente de la SUSY "grande” de la supergravedad
o s1 uno deberia proponer modelos que posean los dos tipos de supersimetrias locales

con el objetivo de tener una teoria cuantica de la cosmologia.

V]
i

Construir un esquema mds general de interaccién con supermultipletes escalares en

la variedad de Kahler sobre los supercampos complejos. Este modelo nos permitira
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un analisis més completo sobre el rompimiento espontaneo de la supersimetria en los
casos k =0y k =1 del modelo FRW.

En el formalismo propuesto es tambien posible incluir un supermultiplete, el cual
contenga campos de calibraciéon (gauge fields). Esto parece ser de interés, debido a
que para el modelo de Universo cerrado pudiera surgir una relaciéon con la configuracion
exacta del vacio de la supergravedad.

Establecer la relacién entre el parametro de rompimiento espontaneo de la super-
simetria y la probabilidad de nacimiento del Universo.

Hacer la reduccion espacial de supergravedad d = 4 a los modelos cosmolégicos d = 1

y analizar la constriccion de Lorentz con el operador del nimero de fermiones.
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