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Resumen

En este trabajo se determinan algunas cotas y relaciones para la dimension de ideales
principales en algebras de grupo analizando polinomios minimos de representaciones
regulares. Estos resultados son utilizados, primero, en el contexto de algebras de grupo
semisimples, para calcular, para cualquier codigo abeliano, un elemento con peso de
Hamming igual a su dimension. Luego, para obtener cotas de la distancia minima de
ciertos c6digos MDS. Una relacién entre una clase de cédigos de grupo y cédigos MDS
es presentada. Se exponen ejemplos ilustrando los resultados principales.

Palabras Clave. dlgebras de grupo, ideales principales, idempotentes primitivos,
c6digos abelianos, codigos de grupo MDS.
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Introduccion

En 1948 Claude Shannon publicé un articulo titulado “A mathematical theory of
communication” [41], debido a la importancia y relevancia de este, algunos autores
consideran que la Teoria de Codigos tuvo origen con este trabajo. En la préctica, la
Teoria de Codigos lineales se ocupa de encontrar soluciones al problema de detectar
y corregir errores en el proceso de transmision de informacién a través de un medio
(canal) de comunicacién. En su trabajo, Shannon le asigna a cualquier canal de co-
municacién dos cantidades llamadas “capacidad del canal” y “razon de tranmision del
canal”, luego prueba que si la capacidad es mayor que la razén, existe un sistema de
comunicacion donde la probabilidad de detectar y corregir errores es tan alta como se
desee. En los ltimos 70 afnios la Teoria de Cédigos se ha convertido en una disciplina
que intersecta a las Matematicas, la Ingenieria y la Computaciéon con aplicaciones a
areas de la Comunicacion tales como la transmisién de informacion satelital, el graba-
do de discos compactos, y el almacenamiento de datos, entre otras (cf. [11,29,34,40,/46]).

Un codigo lineal es un espacio vectorial de dimension finita sobre un campo finito,
dotado de una métrica llamada la métrica de Hamming. Para presentar la definicion
formal, introducimos el siguiente contexto: sea ¢ una potencia de un nimero primo y I,
el campo finito con ¢ elementos. Sea n € Z", dados dos vectores en [y su distancia de
Hamming se define como el niimero de coordenadas en los que estos difieren |27, Sec-
cién 1.2]. Un [n, k, d]-cédigo lineal C' es un subespacio k-dimensional de Fy en el que d
es la distancia minima entre dos elementos distintos del cdédigo. El niimero de errores
que se pueden corregir con C' es t = |(d — 1)/2] |27, Teorema 1.11.4], asi que mientras
mayor sea la distancia minima de C, mayor sera la capacidad de corregir errores de
C. Sin embargo, cuanto mayor sea la distancia minima, menor sera la dimensién del
c6digo. Una manera de medir esta relacion dimensién-distancia minima es mediante la
cota de Singleton que establece que para cualquier [n, k, d]-c6digo lineal, se satisface la
siguiente relacién k <n —d + 1 [27, Teorema 2.4.1].
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Problemas de interés en la teoria de codigos incluyen: el de construir c6digos con bue-
nos parametros, es decir, tales que su distancia minima y su dimensién sean lo mas
grande posibles y el de determinar los pardametros dimension y distancia minima de
un cédigo dado, o al menos determinar cotas para estos (con métodos que reduzcan
la complejidad de los ya conocidos). Para abordar estos problemas se utilizan diversas
técnicas de dreas que pasan por la Combinatoria (cf. [8/43]), Geometria combinatoria
y algebraica (cf. [37,44]), Algebra conmutativa (cf. [38]), Teorfa de representaciones de
grupos finitos (cf. [17,/18}21]) y Teoria de nimeros (cf. [30]), entre otras. Nuestro interés
particular se centra en encontrar soluciones al problema de determinar la dimensién de
un codigo. Utilizando teoria de representaciones de grupos finitos obtenemos informa-
cion de la dimension de codigos que son ideales de un dlgebra de grupo finito, sobre un
campo finito.

El algebra de grupo F'G de un grupo finito G sobre un campo F' es el conjunto de
combinaciones lineales formales de elementos de GG con coeficientes en el campo F', es
decir, FG := {dea agg : ag € F} Este conjunto es una F-algebra que tiene a G' como
base, su suma es la suma usual de vectores y su mutiplicacién se obtiene al extender la
operacion de G (ver Seccién . Si F =T, un cédigo de grupo (o G-cddigo) C' sobre
F es un ideal de F'G. Si G es abeliano, entonces se dice que C' es un codigo abeliano. El
peso de Hamming wt(x) de un elemento x € F'G es el nimero de entradas no-cero en su
vector de coordenadas con respecto a la base G. El peso minimo (o distancia minima)
de un codigo de grupo es el minimo de los pesos de Hamming de sus elementos no-cero.

Probablemente el inicio de los c6digos de grupo se remonte a [3] y [32], desde entonces
se han encontrado estrechas relaciones entre algunos de los codigos lineales mas impor-
tantes y estos. Por ejemplo, en [5] se muestran algunos cédigos de Golay extendidos
como ideales de Fo Sy y FoSL(2,3), y en [47] muestran que el [24, 12, 8]-c6digo de Golay
se puede construir a partir de un ideal de FgGG para un grupo G de tamano 24. Los
cddigos de Reed—Muller pueden ser vistos como ideales de un algebra de grupo donde
G es un grupo p-elemental abeliano [31]. El caso méas conocido y estudiado de cédigos
de grupo es el de los ideales del algebra de grupo F,C),, donde C, es el grupo ciclico
de orden n. Dado que F,C,, es un algebra isomorfa a F,[z]|/(z" — 1), existe una corres-
pondencia biyectiva entre sus ideales y estos se pueden estudiar utilizando teoria de
polinomios (ver Ejemplo. Algunos beneficios obtenidos de dicho isomorfismo son
el poder describir la dimension de estos codigos o el construir c6digos con una distancia

minima prefijada como ocurre con los cédigos BCH y Reed-Solomon (cf. [33, cap. 7,
8], [27, cap. 4], [27, cap. 5]).
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Encontrar métodos para calcular la dimension de ideales de F-algebras de dimension
finita es un tema de interés en si mismo. En el contexto de teoria de codigos, esto es
crucial porque la dimension es un parametro requerido, ademas de la distancia minima
(cuyo célculo es un problema NP-hard, cf. [16,45]), para determinar qué tan bueno
o malo es un codigo para correccién de errores. Sin embargo, contrario a la distancia
minima, este aspecto es de naturaleza mayormente algebraica y puede ser estudiado
utilizando métodos algebraicos. Por otra parte, en algebras de grupo mas generales
(que la de un grupo ciclico), este no es un problema sencillo. En la literatura aparecen
algunas referencias en las que se exploran este tipo de casos. Por ejemplo, en [21] deter-
minaron relaciones para calcular la dimension y peso minimo de codigos abelianos que
son minimales (esto es, que s6lo se contienen a si mismos y al ideal 0) en Fo(Cpn x C,)
donde p es un primo impar, C, es el grupo ciclico de orden p, y n > 3. Luego, en [17],
determinaron la dimension y distancia minima de ideales bilaterales en el dlgebra de
grupo semisimple de un grupo diédrico. En |18], abordaron el problema de determinar
la dimensién de un cédigo de grupo, que es un ideal principal, estudiando el polinomio
caracteristico de la representacién regular derecha/izquierda de un generador. Recien-
temente, en [7] se calcularon cotas para la distancia minima y dimensién en la clase
de c6digos BCH-diédricos principales introducidos por los autores, lo cual les permitio
dar cédigos dihedricos con distancia minima prescrita.

Los ideales principales en algebras de grupo estan estrechamente relacionados con una
clase de codigos llamados checables (cf. [6,[24,125]) que son aquellos que son anuladores
izquierdos/derechos de un elemento. En [6] probaron que un cédigo de grupo es che-
cable si es el dual de un ideal principal y que las algebras de grupo en las que todo
codigo de grupo es checable estan determinadas por la estructura del grupo subyacente.
Como consecuencia de esta caracterizacién se obtiene (altenativamente) un conocido
resultado de Passman, el cual establece que si car(F) = p, los ideales izquierdos de FG
son principales si y solo si G es p-nilpotente con un p-subgrupo de Sylow ciclico.

En este trabajo nos ocupamos de determinar relaciones (como cotas, identidades, y
congruencias) para la dimensién de ideales principales en dlgebras de grupo estudiando
el polinomio minimo de la representacion regular derecha definida por un generador
del ideal y usamos estas relaciones para determinar la dimensién de cédigos abelianos
semisimples. El manuscrito estd organizado de la siguiente manera. En el Capitulo [I]
son presentados resultados preliminares que seran necesarios a lo largo de este trabajo.
En el Capitulo [2] usamos el Teorema de la Descomposiciéon Primaria para obtener rela-
ciones que permitan determinar la dimension de ciertos ideales principales en algebras
de grupo. Estos resultados son aplicados en las ultimos dos capitulos, primero, en el
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Capitulo [3] para estudiar la dimensién de cédigos abelianos en algebras de grupo semi-
simples. Luego, en el Capitulo[d] para calcular cotas en la distancia minima de algunos
cddigos de grupo MDS que son ideales principales. Se incluyen ejemplos que ilustran
los resultados principales del trabajo. Todos estos resultados aparecen en [22]. En el
Capitulo 5| presentamos las principales conclusiones obtenidas durante la elaboracion
de este trabajo e incluimos algunos problemas de interés que podrian abordarse en
investigaciones futuras. El Apéndice ?? incluye los algoritmos de SageMath [42] con
con los que elaboramos los ejemplos.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se tratan algunos conceptos y resultados que seran necesarios para el
desarrollo de este trabajo. Se presentan dos conocidos resultados de descomposicion de
modulos, se repasan los conceptos de algebra de grupo y cédigo de grupo, y se muestran
resultados elementales de algebras de grupo semisimples. Se caracterizan los ideales en
algebras de grupo que son principales generados por idempotentes y se da una manera
de calcular la dimension de estos como el rango de una matriz. Todo moédulos en este
trabajo es un médulo izquierdo, a menos que se especifique lo contrario.

1.1. Algunos resultados de descomposiciéon de moé-
dulos

En esta seccién recordamos algunos resultados sobre la descomposicion de modulos

que seran de utilidad mas adelante.

Teorema 1.1.1 (Teorema de la descomposicién primaria). [26, Teorema 12, cap. 6]
Sea V' un F'-espacio vectorial de dimension finita, y'T' un F-endomorfismo de V. Sea
m el polinomio minimo de T, con

— 1 Tt
m=py Dy

donde los p; son polinomios monicos irreducibles distintos sobre F', y los r; son enteros
positivos. Sea W; el espacio nulo de p;(T)", 1 =1,...;t. Entonces

1L.V=W@---0W,.

2. W; es T-invariante para 1 =1, ..., 1.

13
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3. El polinomio minimo de T|Wi es ;.

Note que V' es un F[z]-mddulo con la multiplicacién por escalares dada por f(z)v :=
f(T)(v) para todo f € Flz] y v € V, y que un subespacio vectorial W de V es
F[z]-submédulo si y solo si es T-invariante. Asi que el teorema de la descomposicién

primaria garantiza una descomposicion para V' como suma directa de un tipo particular
de F[x]-submddulos.

Sea A un anillo, y M un A-moédulo distinto de 0. Sea N un submddulo de M, si
existe un submoédulo U de M tal que M = N & U se dice que U es complemento
directo de N. M es llamado simple si no tiene submddulos propios distintos de cero;
es llamado semisimple si M se descompone como suma directa de submodulos simples
o, de manera equivalente, si todo submoédulo de M tiene complemento directo. Se dice
que A es semisimple, si todo A-modulo es semisimple

Teorema 1.1.2 (Teorema de Maschke). [36, Teorema 3.4.7] FG es anillo semisimple
si y solo si |G| es invertible en F'.

1.2. Algebras de grupo y cédigos de grupo

En este trabajo G denotara un grupo finito, F' un campo (no necesariamente finito),
y R = FG el dlgebra de grupo de G sobre F', esto es, R denotara la coleccion de las
combinaciones lineales formales de la forma

x:Zagg

geG

donde a, € F. R es un F-algebra con unidad, isomorfa como F-espacio vectorial a
FIGl. Sus operaciones de anillo estan determinadas por las de G y F de la siguiente
manera: si T = Y cq Ggg, Y = 2ge Cgg Son elementos de R, entonces

c4+y=Y (ag+cy)g
geG

ry = Z agchgh7
g,heG

o de manera equivalente,
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TY = Z Wy U

ueG

donde w, = 3,4, @4cy (similar al producto de polinomios sobre un anillo). La unidad
de R denotada por 1 es aquel elemento cuyo coeficiente en el neutro de GG es la unidad
de F' y cero en otro caso.

Dado un elemento x = 3 cx ayg se define el soporte de z como el subconjunto de
elementos de G que efectivamente aparecen en la expresiéon de x como combinacién
lineal de elementos de G, esto es:

supp(z) :={g€ G: a, # 0}

En términos del soporte se define el peso de Hamming de x como
wt(x) == |supp(z)]

La funcién que a cada x € R le asigna su respectivo peso de Hamming es una norma,
y a la funcién d : R x R — Z* dada por (x,y) — wt(x — y) es una distancia llamada
la métrica de Hamming.

Si V C FG, se define su peso minimo como wt(V') := min{wt(v) :v € V—{0}}, y
su distancia minima como d(V') := min{d(z,y) : (z,y) € VXV Az #y}. SiV es
subgrupo aditivo de F'G entonces para x,y € V, d(z,y) = d(z — y,0), asi que

d(V) = min{d(z,y) : (x,y) € VXV Ax #y}
={d(z —y,0): (z,y) e VXV ANz —y#0}
={wt(zr—y): (x,y) € VXV Az —y#0}
={wt(v) :veV Av#0}
= wt(V)
Si ¢ C F,G se dice que C es un cédigo de grupo, si C' es un ideal de F,G, en dicho
caso d(C') = wt(C'), asi que hablar de peso minimo y distancia minima para cédigos de

grupo es exactamente lo mismo. Si C' es un cédigo de grupo de F,G con G abeliano,
se dice que C' es un cddigo abeliano.

Ejemplo 1.2.1. Sea o el Fy-automorfismo de ¥y dado por

O'(CL(), Aty .- a’n—l) = (an—h Qagy -+, a’n—?)a
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y C,, el grupo ciclico (de orden n) generado por o. Un cédigo ciclico es un subespacio
C de Fy que es invariante bajo o, esto es, o(C) = C (cf. |27, cap. 4]).

Sea R, = Fy[z]/(z" —1). A F} se le puede dotar de estructura de R,-mddulo como
sigue: Sip(x) = 7= cia’ € Fola]/(a" — 1) y v € FY,

p(z) v = 2 cio'(v).

Con esta estructura, un cédigo en ¥y es o-invariante si y solo si es un R, -submddulo.

Si se considera el isomorfismo de F'-espacios vectoriales dado por
¢ Fy — Fylz]/(z" — 1)
(ag, @1, ooy Up1) — g + 10 + -+ + @p_ 2™,

se tiene que

o(z - (ag,ay,...,an_1)) = ¢(o(ag, a1, ..., pn_1))
= P(an_1,00, -, An_2)
= Qp_1+ aox + ... + Ap_ox""
=2(ap + a1 + ... + ap_12"Y)

=x-¢(ag, a1, ..., Ap_1).

1

Por lo que ¢ es un isomorfismo de R,-modulos, e induce un isomorfismo entre la
reticula de submddulos de ¥y y la reticula de ideales de R,,. Luego un cédigo C < Fy
es ciclico si y solo si ¢(C) es un ideal de R,.

Por otro lado, Fy y R,, son espacios métricos con el peso de Hamming wt (que es una

norma) definido como el nimero de entradas no-cero del vector de coordenadas de un
elemento en ¥y o R, con respecto a las base candnica de Fy o la base {l,z,....,2" '}
de R, respectivemente. ¢ define un isomorfismo de espacios métricos (con la métrica
determinada por la norma wt) pues

wt(v) = wt(p(v)) para todo v € F,

Ast que en el sentido de la teoria de codigos es lo mismo estudiar codigos ciclicos en
[, que ideales en R,,.
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et s ¢ € Ry para todo i} es
isomorfa (como dlgebra y espdcio métrico) a Ry, estudiar codigos ciclicos en Ty es lo
mismo que estudiar ideales de R,. Por lo dicho anteriormente, en adelante nos referi-

remos a un codigo ciclico como un ideal de de R, o F,C,, indistintamente.

Finalmente, como el dlgebra de grupo F,C, = {3

Como R,, es un anillo cociente, sus ideales estdn en correspondencia con los ideales de
F,[z] que contienen a (x™ — 1), en consecuencia, con los divisores de " — 1. De hecho,
todo ideal I de R, es generado por el polinomio monico de menor grado que estd en
I (llamado polinomio generador de I), el cual es un divisor de x™ — 1 (27, Corolario
4.2.2]. Esto es muy conveniente para calcular la dimension de un cédigo ciclico. En
efecto, si I < R,, es un codigo ciclico con polinomio generador g de grado k, entonces
I = R,g asi que

dim(I) = dim(R,g) = dim(R,,/ann(g)),

donde ann(g) (el anulador de g) es generado por el polinomio (2" —1)/g, el cual tiene
gradon —k, i.e., dim(I) =n — k.

1.3. Algebras de grupo conmutativas semisimples

En esta secciéon hablaremos de algunas propiedades basicas de las algebras de grupo
conmutativas semisimples. Para un mayor acercamiento a la teoria de anillos y médulos
semisimples recomendamos ver |15, Capitulo 3|, |12, Capitulo 3].

Se dice que z,y € R son ortogonales si xy = yr = 0. Si e € R es un idempotente
(i.e, €2 = €) con la propiedad que ¢ = f + g con f,g € R idempotentes ortogonales
implica f =00 g = 0, se dice que e es un idempotente primitivo (cf. [12, pag. 119]).

Sea G un grupo abeliano finito. Si |G| y car(F) son primos relativos, el algebra de gru-
po R es semisimple (por Teorema, es decir, existe una coleccién de R-submodulos
(ideales) simples [, ..., I, de R tales que R = [} ®---@®I,. Por lo tanto, 1 = a; +---+a,
con a; € I; para todo j. Asi que, si x € R, entonces v = z1 = za; + --- + za, con
za; € I;, implicando que si z € [;, * = za; y za; = 0 para ¢ # j. Luego I; = Ra;,
a? =a;,y aja; =0sii# jparal <j <r. Mas aln, a; es un idempotente primitivo,
en otro caso, existen idempotentes ortogonales f; y g; tales que a; = f;+g;, implicando

que I; = Ra; = Rf; ® Rg; no es un R-mddulo simple. Asi que cada I; es generado por
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el idempotente primitivo a;.

Por otro lado, I; con la restricciéon de la multiplicaciéon de R es un anillo con unidad
aj, esto implica que a; es el Gnico idempotente generador de I;. Ademas, por |36, Le-
ma 2.6.2] y [12, Proposicién 3.20, parte (iv)], los I; son unicos, es decir, si existe otra
descomposicion R = J; ® - -- @ J, donde J, es R-mddulo simple para todo k, entonces,
con un orden adecuado de los sumandos, [, = J; para todo k.

Por lo mencionado anteriormente se tiene el siguiente Teorema.

Teorema 1.3.1. Si R es semisimple conmutativo, se tienen la siguientes afirmaciones:

1. Existe una coleccion unica de (ideales) R-submddulos simples I, ..., I, tales que
Rzll@'@]r

2. Todo ideal I estd generado por un unico idempotente primitivo e;, y la coleccion
{e1,...,e.} es la coleccion de todos los idempotentes primitivos de R.

3. Si I # 0 es un ideal de R, entonces existe un unico J C {1,....,r} tal que I =
@jeslj, e I es principal teniendo como tnico idempotente generador a 3 ;¢ €;.

Un ideal de R que es simple como R-mdédulo es también un ideal minimal segtn el
orden dado por contencion en la reticula de ideales de R, es por eso que con frecuencia
se suele referirse a estos como ideales minimales de R.

Una consecuencia del Teorema (parte 3) es que los cddigos abelianos se escriben
de manera tinica como suma directa de c6digos abelianos minimales, y tienen un tinico
idempotente generador.

1.4. Ideales principales en algebras de grupo

A lo largo de este trabajo, para b € R, r, (I,) denotard la representacién regular
derecha (izquierda) de b, es decir, el F-endomorfismo de R dado por r,(w) = wb
(Iy(w) = bw). Ademads, my(x) y pp(x) denotardn los polinomios minimo y caracteristico
respectivamente de 7.
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Observe que G es un grupo isomorfo a p(G) := {r, : g € G} con la composicién. Asi
¢ : FG — Fp(G) dado por ¢(X cq 099) = > yeq g7y s un isomorfismo de F-algebras.
Recordemos que e € R es llamado idempotente si e? = e.

Lema 1.4.1. Sea b € R, y k(x) un polinomio que anula ary. Sea k(x) = fo(z) f1(x) una
descomposicion en factores coprimos. Si ug(x),ur(x) € Flz] son tales que uo(z) fo(x) +
uy(z) fr(x) = 1, entonces u;(b) f;(b) es un idempotente generador de Rf;(b) parai =0, 1.

Demostracion. Como fo(x) y fi(x) son coprimos, existen ug(z), u;(z) € F[z] tales que
1 = ug(x) fo(x)+ui(x) fi(z). Sea E; := wu;(ry) fi(ry) parai = 0, 1. Entonces id = Ey+ Fj,
Ey = E2 + EoE1 y fo(ry) = fo(rs)Eo + fo(re) E1, pero EgEy = (ug(ry)us(ry))r(ry) = 0
y fo(re)Er = uq(ry)r(ry) = 0, asi que Ey es un idempotente de Fp(G) y fo(rp) €
Fp(G)Ey. Andlogamente, E; es un idempotente de Fp(G) and fi(ry,) € Fp(G)E;.
Ahora el resultado se sigue del hecho que o~ (E;) = u;(b)f;(b) € Rfi(b) para todo
i. [

En [18] Corolario 5] se propone calcular idempotentes generadores de ideales que tie-
nen complemento directo, resolviendo un sistema de ecuaciones multivariables cuadra-
ticas y lineales. El Lema [I.4.1] es una alternativa a solucionar ese problema utilizando
el Algoritmo Euclideano, pues con dicho algoritmo podemos encontrar los elementos
up(z),uq(z) € F[z] mencionados en este lema.

Recuerde que una de las equivalencias de ser un médulo proyectivo es la siguiente |12,
pég. 29]. P es un A-médulo proyectivo si existe un A-médulo P’ tal que A" =2 P @ P’
para algin n € Z*.

Lema 1.4.2. [15, Lema 2.1] Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. Si R = Ry ® Ry con ideales R;, entonces existe un idempotente e € R tal que
R1:R€ ngzR(l—e).

2. Si existe un idempotente e € R, entonces R = Re @ R(1 — e).
Note que el Lema [1.4.2 implica que si un ideal I es generado por un idempotente,

entonces es un R-modulo proyectivo, pues existe un ideal I’ tal que I & I’ = R, es
decir, un complemento directo de I en R.

Lema 1.4.3. Sea J un ideal principal no-trivial de R. Las siguientes afirmaciones son

equivalentes:

1. J tiene un generador b tal que ry, es anulado por un polinomio k(x) = xzh(x) con
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2. J tiene complemento directo.

3. J tiene un idempotente generador.

Demostracion. (2) = (3), por Lema [1.4.2] (parte 1).

(3) = (1), pues si J = Re con e idempotente, entonces el polinomio minimo de r, es
me(z) = z(x —1).

(1) = (2). Supongamos que J tiene un generador b tal que es anulado por un poli-
nomio k(z) = xh(z) con z { h(z). Entonces, por Lema J es generado por un
idempotente, asi que J tiene complemento directo (por Lema (parte 2)). O

Ahora veremos cuando las dimensiones del ideal izquierdo y derecho generado por
un elemento en R son iguales. Recordemos que el mapeo”: R — R dado por u =
> gec ag,g "', para u = > gec (g9, €s un anti-isomorfismo de F-algebras (ver [36, Propo-
sicion 3.2.11], |35, pag 5]).

Si M es un R-mdédulo derecho, el espacio dual de M* = Homp(M, F') se le da estruc-
tura de FG-médulo derecho mediante fg(m) := f(mg~') para todo m € M, f € M*,
yge€QG.

Lema 1.4.4. [15, Lema 2.3] Si e € R es idempotente, entonces éR = (eR)*

Lema 1.4.5. Sea b € R. Sean [ry]¢ las matrices asociadas a vy y lp en la base G,
respectivamente. Entonces, dim(Rb) = rango([ry)c), y si b es idempotente dim(Rb) =

rango([l)c)-

Demostracion. dim(Im(ry)) = dim(Rb) = rango([r]¢). Similarmente, dim(Im(l,)) =
dim(bR) = rango([ly)¢). Por otro lado, Rb = bR porque " es un anti-automorfismo de
F-&lgebras. Esto implica que rango([r]¢) = dim(Rb) = dim(Rb) = dim(bR). Si b es
idempotente, por Lema [1.4.4] dim(bR) = dim((bR)*) = dim(bR) donde (bR)* denota

el mdédulo dual de bR. OJ

Si F' =T, los ideales by bR definen codigos de grupo equivalentes (esto es, espacios
isométricos) pues " restringido a G es una permutacion.

El Lema es una version alternativa de [18, Proposicién 1]. Sin embargo, este lema
menciona la igualdad de las dimensiones de los ideales izquierdo y derecho generados
por un mismo elemento, mientras que la mencionada Proposicién no lo hace.



Capitulo 2

Dimension de ideales en algebras de
grupo

En este capitulo se presentan métodos para la obtencién de relaciones (identidades,
cotas y congruencias) para determinar la dimensién de ideales principales en algebras
de grupo mediante el estudio de los polinomios minimo (Teorema [2.1.4)) y caracteristico
(Teorema de la representacion regular derecha asociada a un generador del ideal.

2.1. Relaciones aritméticas para la dimensiéon de
ideales
Por convencion, cuando igualemos un entero con una clase modular, lo que queremos

decir es que la reducciéon de este al respectivo médulo es igual a la clase modular. Esta
notaciéon es la misma utilizada en [35, Lema 1.2].

Lema 2.1.1. Sea A € M,,«,(F) una matriz con polinomio minimo ma(x) = z(x —a)®
para algin entero s > 1 ya € F'—{0}. Entonces se tienen las siguientes afirmaciones:

1. traza(A)a™! es un elemento del subcampo primo de F.
2. rango(A) = traza(A)a™!.

Demostracién. Por el Teorema n = dim(ker(A)) + dim(ker(A — al)®), entonces
rango(A) = n — dim(ker(A)) = dim(ker(A — 1)*) . Si N es la forma canénica de
Jordan de A, entonces traza(A) = traza(N) es igual a la suma de a tantas veces

como esta aparece en la diagonal principal de N, esto implica que traza(A)a™! es un

21
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elemento del subcampo primo de F'. Por otro lado, el nimero de entradas no-cero en la
diagonal principal de N es igual a dim(ker(A — al)®). Asi, si car(F) = 0, rango(A) =
traza(A)a='. Sicar(F) = p > 0y u = rango(A) < p, entonces rango(A) = traza(A)a™!.
Siw=pc+rcon0<r < p,entonces traza(A)a~ =7 lo cual es igual a la reduccién
de u médulo p, terminando la prueba. O

El Lema (parte 1) tiene relacién con [36, Teorema 7.2.1, Teorema 7.2.2]. Cuando
se restringen estos resultados a algebras de grupo de dimensién finita, ambos resultan
ser una consecuencia del Lema [2.1.1] (parte 1).

Recordemos que R = FG. Si b € R, el coeficiente de b en 1 lo denotaremos por A;(b),
este es llamado la traza de b (ver [36, pag. 221, |35, pag. 31]). Los siguientes resultados
seran de utilidad para la demostracién del Teorema [2.1.4]

Teorema 2.1.2. (36, Lema 7.1.1] Sea b € R, entonces

traza(ry) = |G| A1 (D)
Recordemos que la p-parte del orden de G, denotada por |G|,, es la mayor potencia
de p que divide |G]|.

Teorema 2.1.3. /28, Corolario 7.16, cap. VII] Sea car(F) =p > 0 y |G|, la p-parte
de |G|. Si P es un R-mddulo proyectivo entonces |G|, | dim(P).

Teorema 2.1.4. Sea b € R tal que my(z) = 2"py(x)™ - - - pe(x)™ donde los p; son facto-
res monicos irreducibles distintos y p; # x para todo i. Sea (, = dim(ker(ry)/ker(ry)).
Entonces

1. dim(Rb) = ¢, +>t_, dim(ker(p;(ry)™)). Mds atin, Si py(z) = 2*h(z) con z { h(x),
entonces dim(Rb) = ¢, + |G| — u.
2. Sicar(F)=p>0 y|G|, la p-parte de |G|, entonces

(t+1)|G|, si|G],|dim(ker(r)) yn>1

dim(Rb) >
t|Gl, en otro caso

Mds atn, si n =1, entonces |G|, | dim(Rb) y dim(Rb) € [t|G|,, |G| — |G|,

3. 8 my(z) = xz(x — a)® para algin s > 1 ya € F — {0}, entonces dim(Rb) =
|G| A (b)a™.
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Demostracion. Sea Uy = ker(ry) y Uy = ker(ry}).

1.

3.

Sea W C U tal que Uy = Uy @ W. Entonces, por Teorema [I.1.1] (parte 1),
R = (Uy® W) ® ker(pi(rp)™) @ -+ ® ker(pi(rp)"™). Asi, por el Teorema de la
Nulidad-Rango,

dim(Rb) = dim(Im(rs))

= dim(W) + > _ dim(ker (pi(rs)"™))

=1

= G+ Y _ dim(ker(pi(rp)™)).

i=1

Sea py(x) = x"h(x) con x t h(x). Sean U = ker(récl), my(z) y ma(z) los po-

linomios minimos de 74|, y 7]y, respectivamente. Por Teorema (parte

3), mi(z) = 2™ Como U; C U C R es una cadena de espacios r-invariantes,

entonces 2" | mg(x) | my(x). Asi, como my(z) | 2!, my(x) | 2", implicando

que ma(xz) = z™, por lo que U; = U. Implicando que dim(U;) = dim(U) lo

cual es igual a la multiplicidad algebraica u (ver [1, pp 171-172]). Por lo que
t_ dim(ker(pi(n)")) = |G| — u.

. Sea car(F) = p > 0y |G|, la p-parte de |G|. Como r, es un morfismo de R-

moédulos, por Teorema[l.1.1] (parte 1), R = Uy @ ker(pi (1)) & - - B ker(py(ry)"™)
es una descomposicién de R como suma de ideales. Asi que Uy y ker(p;(ry)™) son
R-modulos proyectivos para todo 7, y por Teorema |G|, divide a dim(U;)
y dim(ker(p;(ry)™)) para todo i. Por lo tanto, t|G|, < dim(Rb). Ademads, si
|G, | dim(Up), |G|, es un divisor comin de dim(Up) y dim(U;). Luego, sin > 1,
|G|, | ¢ # 0, implicando que (¢t + 1)|G|, < dim(Rb).

Sin =1, Rb es proyectivo (por Lema[l.4.3), y asf |G|, divide a dim(Rb). Por lo
tanto, como Rb # R, dim(Rb) € [t|G|,, |G| — |G|,).

Sea my(z) = x(xr — a)® para algin s > 1y a € F — {0}. Entonces, por Lemas

N dim(Rb) = rango([ry)¢) = traza([ry)¢)a'. Finalmente, por Teorema
2.1.2) traza([ry)q) = |G|A1 (D), por lo tanto dim(Rb) = |G|\ (b)a™".

]

El siguiente lema es un conocido resultado que esté relacionado con el Teorema [2.1.4]
Lo enuciaremos para luego detallar dicha relacién.
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Lema 2.1.5. [35, Lema 1.2, cap. 2] Sea R semisimple.

1. Sib € R es nilpotente, entonces A;(b) = 0.

2. Si e € R es un idempotente, entonces A\i(e) = dim(Re)/|G|.

El Teorema (Parte 3) es una versién mds general del Lema [2.1.5] (parte 2), el
cual solo es valido con R semisimple y para idempotentes. El beneficio principal de este
resultado, cuando lo comparamos con el Lema (parte 2), es que puede ser apli-
cado a una mayor cantidad de elementos de R, sin necesidad de ser idempotentes. Sin
embargo, por Lema [1.4.3] cualquier elemento que satisface las hipétesis del Teorema
(parte 3), genera un ideal que también tiene un generador idempotente, es decir,
ambos resultados sélo son aplicables a ideales principales generados por idempotentes.

Por nuestra convencién, si car(F) = 0 en el Teorema [2.1.4] (parte 3), obtenemos una
formula explicita para la dimensiéon de Rb. Sin embargo, si car(F) = p > 0, solo
obtenemos la clase de la dimensién médulo p (la cual es |G|\ (b)a™!). Asi tenemos los
siguientes dos corolarios.

Corolario 2.1.6. Sea b € R y my(z) = z(x — a)® para algin s > 1 ya € F —{0}. Si
car(F) = 0, entonces dim(Rb) = |G|\(b)a™".

Corolario 2.1.7. Sea b € R, J = Rb, y my(z) = z(x — a)® para algin s > 1 ya €
F —{0}. Sea car(F) =p >0, y r el menor entero positivo en la clase de |G|\;(b)a™".
Entonces se tiene lo siguiente:

1. r < dim(J). Mds ain, si dim(J) < p, entonces dim(J) = r. En particular, si
|G| —1<pyl|G|#p, la dimension de cualquier ideal no-trivial se puede calcular
de esta manera.

2.8 M) =a =1, |G| > pyces el cociente de dividir |G| por p, entonces
dim(J) = |G| — pt para algin 0 <t < c.

3. dim(J) es maltiplo de p si y solo si A\1(b) =0 o p||G]|.

4. ST |G| —1 > p, c es el cociente de dividir |G| — 1 por p, y A\ (b) = 0, entonces
dim(J) = pt para algin 1 <t < c.

5. Si dim(J) = 1, entonces \;(b) = |G| a.
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Demostracion. 1. Como dim(J) estd en la clase |G|\ (b)a™", r < dim(J). Supon-
gamos que dim(J) < p, entonces dim(.J) es el minimo entero positivo en la clase
|G|X1(b)a™t, lo cual implica que dim(J) = 7. Si |G| =1 < py |G| #p, pt |G|, asi
que R es semisimple (por Teorema . Por lo tanto, cualquier ideal no-trivial
es principal generado por un idempotente no-trivial y tiene dimensién menor o
igual a p.

2. Supongamos que A(b) = a = 1. Como J es un ideal propio, entonces dim(J) =
|G| — pt para un entero 1 < t, pero el minimo valor posible que puede tomar
dim(J) es r (por parte 1) y en tal caso t tomaria el valor de c.

3. dim(J) = |G|A1(b)a™t = 0 si y solo si |G| es multiplo de p o A\;(b) = 0.

4. Ya que A\;(b) =0, dim(J) es multiplo de p, pero el mayor multiplo de p menor o
igual a |G| — 1 es pe, asi que dim(J) = pt para algin 1 < ¢ < c.

5. Si 1=dim(J) = |G| i (b)a", entonces A (b) = |G| a.
[

Todos los célculos desarrollados en los ejemplos de este trabajo estan hechos en Sage-
Math [42].

Ejemplo 2.1.8. Sea G = (z,y | 2* = 1, 22 = y?> = (2y)?, yay ' = 271 =
{1, z,y, 2% 23y, vy, 23, 2%y} el grupo de los cuaternios y R = F3G. Sea by = x + 2y +
207+ 203y + wy + 2y y by = 1 +x +y+ 23y, entonces my, (2) = 2(2 —1)? parai =0, 1.
Asi, por Corolario[2.1.7 (parte 4), dim(Rby) = 3t donde 1 <t < 2, es decir, dim(Rby)
es igual a 3 o 6. Ademds, por Corolario (parte 2), dim(Rb;) = 8 — 3t donde
1 <t <2, es decir, dim(Rby) es igual a 5 0 2. Sea by = 2 + 2w + y + 23y, entonces
my, (2) = 2(z — 2)%. Asi, por Teorema [2.1.]] (parte 3), dim(Rby) = |G|Ai(b)27" = 2
asi que dim(Rby) es igual a 2 0o 5. De hecho, utilizando Lema obtenemos que
dim(Rb;) es igual a 6,5,5 para i = 0,1,2, respectivamente.

Ejemplo 2.1.9. Sea

G=(ryla®=y"=1, zy=y '2) = {12,y 2", v*, zy, zy’, y*, v, 2y°}

el grupo diédrico de orden 5. Sea w una raiz del polinomio p(z) = 2+ 2z+2 € F3[z] en
algin campo extension de Fs. p(2) es irreducible, asi que F := F3(w) = Fy. Sea R = FG
y b= 2w?+(w+2)z+2w+1)y+wryt+2y2 +wry+2wxy® + 2wyt +wyd+ (w+2)zy? €
R, entonces my(z) = 2(z — w?)?. Luego, por Teorema [2.1.4] (parte 3),

dimp(Rby) = |G|\ (b)(w?) ™! = 10(2w?)(2w?) = 10(4w?) = 2.
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Por lo tanto, dim(Rbs) es igual a 2, 5 u 8. De hecho, utilizando Lema obtenemos
que dim(Rb) es igual a 8.

Observe que los dos ejemplos anteriores tienen varias cosas en comin. Ambos fueron
realizados con dlgebras de grupo semisimples no-conmutativas finitas. A pesar que los
resultados ilustrados en estos ejemplos son validos para algebras de grupo sobre campos
arbitrarios, trabajamos con algebras finitas porque estamos interesados en estudiar sus
cédigos de grupo mas adelante. Se eligieron algebras de grupo semisimples porque,
para las no-semisimples, el Teorema (parte 3) dice que la dimensién del ideal
Rb debe ser un miultiplo de la caracteristica del campo; sin embargo, decir eso no es
muy relevante, si tenemos en cuenta que (por el Lema Rb también es generado
por un idempotente, asi que Rb es proyectivo, implicando (por Teorema que la
dimensiéon de Rb es igual a un multiplo de un p-subgrupo de sylow de G, donde p es
la caracteristica del campo. Es decir, en el caso no-semisimple, el Teorema [2.1.3] es
mas fuerte que el Teorema m (parte 3), por lo que no vale mucho la pena usar este
ultimo en dicho caso. Se eligieron algebras de grupo no-conmutativas pues en el caso
conmutativo semisimple, si un elemento b tiene polinomio minimo my(z) = z(x — a)®
con a # 0, entonces e = a~ b es idempotente y my(x) = x(x — a) (ver abajo Teorema
, parte 1). Asi que este caso no es de mucha importancia, por no distar mucho de
aquellos en los que se puede aplicar el Lema m (parte 2).

2.2. Dimension y polinomio caracteristico

En [18, Teorema 6] se presenta una cota inferior para la dimensién de un ideal principal
en un algebra de grupo cuando se conoce la multiplicidad de 0 como raiz del polinomio
caracteristico de la representaciéon regular izquierda/derecha asociada a un generador.
También se menciona que esta cota resulta ser la dimensién exacta cuando es aplicada
al polinomio caracteristico de un idempotente. Nosotros observamos que los tnicos
elementos para los cuales se tiene dicha igualdad son aquellos cuya representacion
regular derecha tiene polinomio minimo con 0 como raiz simple. Asi que vamos a
reformular dicho resultado.

Teorema 2.2.1. [18, Teorema 6] Sea b € R tal que py(x) = z*h(x) donde x t h(z),
entonces

|G| — v < dim(Rb) < |G| — 1.

Mas ain, dim(Rb) = |G| —u si y solo si 0 es una raiz simple de my(x).
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Demostracion. Por Teorema (parte 1), |G| — u < dim(Rb). Ademds, como 0 es
un valor propio de r,, Rb C R, y asi dim(Rb) < |G| — 1.
Sea my(z) = x™w(x) con x t w(zx). Si n = 1, por Teorema (parte 1), dim(Rb) =
|G| — u. Reciprocamente, si dim(Rb) = |G| — u, dim(ker(ry)) = u. Como ker(r,) C
ker(ry) C ker(rLG‘), entonces ker(ry) = ker(ry) = ker(rf'). Asi el polinomio minimo
de 75|y = Tb|ker(rg) es © = x™, y por lo tanto n = 1.

]

Corolario 2.2.2. Sea b,V € R tal que py(r) = 2*h(x) y py(z) = x¥H(x). Entonces
se tiene lo siquiente:

1. 8i Rb= Rb y my(x) tiene a 0 como raiz simple, entonces u < u'.

2. Si ry es diagonalizable dim(Rb) = |G| — u. En particular, esto se tiene si b es
idempotente.

Demostracion. 1. Por Teorema dim(Rb) = |G| — u. Asi |G| — «' < dim(RV)
= dim(Rb) = |G| — u, por lo que u < u/'.

2. Se sigue del Teorema [2.2.1] y del hecho que 7, es diagonalizable si y solo si todas
las raices de my(x) son raices simples. En particular, si b es idempotente, my(x) =

2? —x = z(z — 1), asf que 73, es diagonalizable.

]

Ejemplo 2.2.3. Sea G = (z,y | 23 = y* = (2y)® = 1) = {1, 2, 2%y, y, 22yx, 22, yx, 29,
xyx, yry, yr?, vyx®} el grupo alternante de grado 4 y R = FyG. Si b = x + 2yx
entonces my(z) = z(2* + z + 1)%. Asi, por Teorema (parte 2), 4 | dim(Rb) y
4 < dim(Rb) < 8, asi que dim(Rb) es igual a 4 u 8. Alternativamente, podemos usar
el Teorema para calcular dim(Rb). Como py(z) = 2*(2* + 2+ 1)* y 0 es una raiz
simple de my(z), entonces dim(Rb) = 12—4 = 8. Por otro lado, si b = 1+x+y+zyz,
entonces my (2) = 22(2% + 2 + 1)? y py(2) = 24(22 + 2 + 1)*. Asi, por Teorema [2.2.1]
8 =12 — 4 < dim(Rb). De hecho, utilizando el Lema[1.4.5, obtenemos que dim(Rb) =
rango([rp]a) = 9. Esto ocurre porque la multiplicidad de z como raiz de my (z) no es 1
5ino 2.

Recordemos que F' es campo de descomposicién para el grupo G (el dlgebra FG) si

Endpg(V) = F para cada F'G-médulo simple V. [15, pag. 22].

Proposiciéon 2.2.4. Sea G abeliano y F campo de descomposicion de G. St FG es
semisimple, entonces sus ideales son F'-espacios vectoriales de dimension 1.
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Demostracion. Por |15, Corolario 4.4] F'G tiene tantos ideales minimales como clases
de conjugacion, esto es, |G| ideales (pues G es abeliano). Por lo que todos estos deben
tener dimension 1. O

Teorema 2.2.5. Sea b € R = FG. Si R es un dlgebra de grupo conmutativa semisim-
ple, entonces se tienen las siquientes afirmaciones:

1. Simy(z) =x(x —a)® cona #0, entoncesa=1ys=1oa#1ys=1,ya'b
es un idempotente.

2. Sip, =x"h(x) con x { h(x), entonces dim(Rb) = |G| —u

Demostracion. Sea F una extension de F' que es campo de descomposiciéon para G
(esta existe por [15, Proposicién 7.13]). Por Teorema [1.3.1] (parte 1) FG se escribe
como suma directa de ideales minimales, y por Proposicién 2.2.4] todos estos tienen
dimension 1. Sea 1, : FG — FG dado por ry(u) = ub. Como los ideales de FG tienen
dimensién 1, los idempotentes primitivos que generan a estos ideales forman una base
de vectores propios de 7, por lo que 7}, es diagonalizable. Note que el polinomio minimo
de 1, es igual al de 7|, = 74, esto es, my(x). Por lo tanto, my(x) se factoriza en factores
lineales distintos en F, es decir, m;(x) no tiene raices repetidas.

_r=ux(x-1),

1. Sea my(z) = x(x —a)® con a # 0. Si b es idempotente, m;(x) = x
asi que @ = 1 y s = 1. Si b no es idempotente, entonces my(x) = z(x — a)® #
x(r — 1) asi que a # 1 0 s # 1 (sin la posibilidad a = 1y s = 1), pero my(x)
no tiene raices repetidas, asi que s = 1, por lo que a # 1. Ademds, siu =a"lby
d(myp) es el grado de my, con la férmula para calcular el polinomio minimo de un
miltiplo escalar de una matriz, se tiene que

my(x) = (a2 my (™) ) = a 2my(ax)

= a ?[az(az — a)] = a }[a*x(x — 1)] = 2(x — 1)

asi que u es idempotente, y b = au.

2. Sea p, = 2"h(x) con x t h(z). Por lo dicho anteriormente my(z) no tiene raices
repetidas en F, asi que 0 es una raiz simple de my(z). Luego, por Teorema
dim(Rb) = |G| — u.



Capitulo 3

Dimension de cédigos abelianos

En este capitulo aplicamos algunos resultados del Capitulo[2)al estudio de la dimensién
de cbédigos abelianos en algebras de grupo semisimples. En particular, se determina
una cota inferior y superior para la dimensién basada en cardinalidades de ¢-Orbitas
(Teorema [3.1.1)). Ademds se determina la existencia de una transformacién lineal (a
la que luego llamamos el indicador de dimensiones) con la propiedad que su
evaluacion en el idempotente generador de un codigo abeliano tiene peso de Hamming
igual a la dimensién del c6digo (Teorema y se presenta una manera de calcular
dicha transformacién (Teorema [3.2.2)).

3.1. Cotas para la dimensiéon de cédigos abelianos

En lo que resta de este capitulo, F' = F,, p = car(F,), G es abeliano de orden primo
relativo a ¢ (esto es para poder aplicar el Teorema de Maschke).

El exponente de GG es el minimo comin multiplo de los ordenes de los elementos de G.
Sea m el exponente de GG, 6 una raiz m-ésima primitiva de la unidad en algiin campo
extensién de F, y F := F(0). Sea H := Gal(F/F), y a el automorfismo de Frobenius.
Entonces H acttia en G como « - g := ¢9. Las 6rbitas bajo esta acciéon son llamadas
g-6rbitas (o g-subconjuntos |10]; si G es ciclico, clases g-ciclotémicas |27, pag. 122]).
Es bien conocido (ver por ejemplo, |19, Teorema 1.3]) que existe una biyeccién entre
los ideales minimales de R y las g-6rbitas bajo la cual, el tamano de una g¢-6rbita es
igual a la dimensién del correspondiente ideal. Resumimos esto en el siguiente Teorema.

Teorema 3.1.1. Sea {U;}}_, la coleccion de las q-orbitas de G. Sea R = @®}_,I; la

29
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descomposicion de R como suma de ideales minimales. Entonces r = w y para una
indezxacion adecuada, dim(l;) = |U;| para j =1,...,r.

Demostracion. Se sigue de |19, Theorem 1.3]. O

Corolario 3.1.2. (cota q-orbitas) Sea e € R un idempotente primitivo e [ = Re. Si
Y ={|U;| : |U;| = |G| (e), j=1,...,r} donde \i(e) es la traza de e, entonces

min(Y) < dim(/) < max(Y)
Demostracion. Se sigue del Teorema 2.1.4] (parte 3). O

Por Teorema 1 <|Y].Si|Y|=1,lacota en el Teorema nos da la dimension

exacta.

3.2. El indicador de dimensiones

Los siguientes dos teoremas ofreceran una solucién al problema de calcular la dimen-
sion de cualquier c6digo abeliano, para ello, primero introduciremos algo de contexto.

Proposicién 3.2.1. [15, Corolario 24.11] Sea F' un campo finito tal que car(F) t |G|,
m el exponente de G, y 0 una raiz m-ésima primitiva de la unidad. Entonces F(0) es
campo de descomposicion para G.

Sea G = (), X - --x (C,, una descomposicién de G como un producto directo de grupos
ciclicos con C,, = (x;) = {1,351-,...,95?"*1} para todo i. Sea R; := FC,,, l; : R; — R;
la transformacién F-lineal dada por li(y) = @y, {7ij,}j=1, ¥ 1€ }j=1 el espectro de
l; y la coleccion de idempotentes primitivos de R; para todo ¢, respectivamente. Sea

c; = |Cp, "t modp parai=1,...;s.

Teorema 3.2.2. Asumiendo la notacion anterior, se tiene lo siguiente: [ei;]c,.
ci(l,yfji_l,vfji_Q,...,fyijl.) para i = 1,..,8 y j; = 1,...,n;. Ademds, los vectores de
coordenadas de los idempotentes primitivos de R con respecto a G estan dados por

{levile,, ® - ®lesile, @ Ji = 1,...,n:}, donde ® denota el producto de Kronecker.

Demostracion. Sea g = C,, ® --- ® C,, la base tipica del producto tensorial R. Co-
mo F es campo de descomposicién para todo C,,, entonces todo ideal minimal tiene
dimensién 1 como F-espacio vectorial (por Proposicion . Asi, como los ideales
de R; son l;-invariantes, todo idempotente primitivo en R; es un vector propio de [;.
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Supongamos que [;(e;;,) = 7ij,€i;;, donde j; = 1,...,n; para i = 1,...,s. El polinomio
minimo de [; es ™ — 1, por lo que [; tiene tantos valores propios distintos como n; (pues
(IG|,q) = 1), implicando que todo espacio propio de ; tiene dimensién 1 para todo i.
Luego, como 1 + yfji_lxi + 7%2_2%2 + oo + 727" es un vector propio de [; asociado
al valor propio v;;, para todo ¢, e;;, debe ser un multiplo de este elemento, por lo tanto

e = (L5 o+l 222 + .+ yi,2 ) para todo i (por Corolariom parte 5).

Por otro lado, si T' = R} ® --- ® Ry, los tensores de la forma e;;, ® --- ® ey, son
idempotentes primitivos de 7" pues el conjunto {e;, ®---®ey;, : j; =1,...,n; para i =
1,...,s} es un conjunto de idempotentes ortogonales de T' con tamarnio |G|, asi que debe
ser el conjunto de los idempotentes primitivos de T. Ademaés, por la definiciéon de 3, se
tiene que [e1j, ®- - ®eg;,]s = [e1,]c,, @ ®les]o,, paraji=1,..,njei=1,.., s Asi,
como x : R — T dado por la extensién F-lineal de x(z{' ---2$°) = 2" ® - - - @ 25 es un
isomorfismo de F-algebras, los vectores de coordenadas de los idempotentes primitivos
de R con respecto a GG son los mismos vectores de coordenadas de los idempotentes

primitivos de 7' = x(R) con respecto a = x(G), terminando la prueba. ]

Sea R:=FGyR = EB}ZlR fj la descomposicién de R en ideales minimales donde f;
es idempotente para todo j. Por [15, Corolario 24.11], F es campo de descomposicion
para G, asi que dimg(R f;) = 1 para todo j (ver |15, Corolario 4.4]). Esto implica que
1 :={fj}j=1 es una F-bases para R y t = |G|. Note que H actiia en R por evaluacién
en los coeficientes, es decir, a © Yjea A\gg = Ygea @(Ng)g = Xyeq Alg. Ademds, si
f=2%ecaq9 €,

alof=alofM=a0 (Y alag)g?) = > a9’ =(f) €n,
geG geq

donde v es el automorfismo de R que resulta de extender linealmente el automorfismo
“elevar a la ¢” de G. Por lo tanto, H actiia en 7. Sea 7; un valor propio de [; que es
una raiz n;-primitiva de la unidad (esta existe pues ™ — 1 no tiene raices repetidas), y
e() == ci(L+ 0wy 9222 + ..+ vl ') € R; para todo i. Considere la funcién

uv.: @ — i
[T o5 —T1 e(vi?).

Para cualesquiera dos elementos distintos g,h € G, U(g)U(h) = 0, asi que U es
inyectiva. Implicando que [Im(U)| = |G| = n, asi que U es biyectiva. Mas atn,

oMo ) = ([T ) =Moo =0 (I
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por lo tanto U es un isomorfismo de H-conjuntos. Asi, para un orden fijado en G, U
induce un orden en 7 tal que su extension lineal U es la transformacion de cambio de
bases que envia a G en 7. Sea A := [Ulg.

Antes de presentar nuestro siguiente Teorema (3.2.5)) enunciaremos un par de resul-
tados necesarios.

Proposicién 3.2.3 (descenso de Galois). [14, Proposicion II1.6] Los idempotentes
primitivos de R son aquellos de la forma e =3 ..oz con O € n/H

Lema 3.2.4. Si f € R, entonces dimp(Rf) = dimp(Rf).

Demostracion. Se sigue del hecho que Rf = F ®p Rf como R-mdédulos. [

Teorema 3.2.5. Se tienen las siguientes afirmaciones:

1. Sea f € R un idempotente primitivo, y D el inverso de U, entonces dimp(Rf) =

wt(D(f)).

2. U induce una biyeccion entre las q-orbitas y los ideales minimales de R, bajo la
cual, el tamano de una g-orbita es igual a la dimension de su correspondiente

ideal.

Demostracién. 1. Sea D el F-automorfismo de R dado por D(z) := U~!(z), donde
U es la transformacion de cambio de bases que se presenté anteriormente. En-
tonces D|77 : 1 — G es un isomorfismo de H-conjuntos. Por el argumento del
descenso de Galois (Proposicion [3.2.3)), existe O € n/H tal que f = Y .¢p 2. Por
lo que D(f) =3 .co D(2), el cual es una suma de elementos de G pertenecientes
a la ¢-6rbita D(0), y asi wt(D(f)) = |O|.

Por otro lado, dimp(Rf) = dimg(Rf) (por Lema [3.2.4). Asi, como Rf =
@.coRz (la suma es directa porque los elementos de O son idempotentes or-
togonales dos a dos),

dimp(Rf) = dimp(Rf) = > dimp(R2) = Y_ 1 =|0| = wt(D(f))

z€0 z€0

pues dimg(Rz) = 1 para todo z € O (por Proposicién [2.2.4)).
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2. Como Ul|, : G — n es un isomorfismo de H-conjuntos, U induce una co-
rrespondencia biyectiva que preserva cardinalidad U : G/H — n/H dada por
U(S) =U(S).

Sea 1’ la coleccion de los idempotentes primitivos de R. Por el argumento de des-
censo de Galois (Proposicién[3.2.3), v : n/H — 1’ dado por v(0) = Y, 0 es una
funcién biyectiva. Asi que voU : G /H — 1 es una biyeccién entre las g-6rbitas y
los idempotentes primitivos de R, y como estos idempotentes estan en biyeccion
con los ideales minimales que ellos generan, entonces existe una biyeccién entre
g-6rbitas y los ideales minimales de R (esto ya lo garantizaba el Teorema m,
pero ahora conocemos la biyeccién y no solo de su existencia).

Ahora, por un argumento similar al presentado al final de la prueba de la par-
te 1, si f = v(0) con O € n/H, entonces dimp(Rf) = |0 = |U(0)| =
| T~ (v=(f))], es decir, el tamaifio de la g-6rbita U~ (v=1(f)) = U~ ov ' (f) que
es la correspondiente al ideal Rf es igual a la dimension de este.

]

Observe que el Teorema m (parte 2) implica el Teorema El F-automorfismo
D presentado en el Teorema [3.2.5] (parte 1) serd llamado el indicador de dimen-
stones de R asociado a F, o simplemente el indicador de R. Note que como
todo c6digo abeliano es suma directa de ideales minimales (por Teorema parte
3), el indicador de dimensiones de R puede ser utilizado para calcular la dimensién de
cualquier cédigo abeliano.

Ahora veremos que el indicador de R esta relacionado con la transformada de Fourier
discreta. El grupo de caracteres G* de GG es el conjunto de los morfismos de grupo de
G a F — {0} con la multiplicacién de funciones. Es bien conocido que G* = G (ver,
por ejemplo, |9, Seccién 1.1]). La transformada de Fourier discreta e (ver [14, Seccién
IT.AJ, [9, Seccion 2]) es el isomorfismo de F-algebras que va desde FG* a su descom-
posicién de Artin-Wederburn FI¢! dado por €(f) = (f(g))sec- Sea A = €71, u la base
canénica de FI¢ y n* la coleccién de idempotentes primitivos de FG*. Note que si
fi : FG = Fl¢ly f, : FG — FG* son las transformaciones F-lineales que envian a G
en 1y n en n*, respectivamente, entonces el siguiente diagrama commuta:
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F¢ Y FG

|

FIC| —— F&"

Es decir, Afi = foU, asi g«[Afila =¢+ [f2U]g, por lo que
(e [N (ulAle) = (e [Aln)id =+ (Al = (e[ fo]e)(clU]a)-

Por otro lado, si f5 es la extensién lineal de un isomorfismo de grupos entre G 'y G*,
entonces es un isomorfismo de F-algebras entre FG y FG* que envia a 7 en n*, es
decir, existe un orden en 1 en n* para el cual f3 = fo. En ese caso g+[f2]¢ = id, luego

A =¢ [Ulc =¢ M-

Por el Teorema [3.2.2l podemos calcular el indicador de R como el inverso de la trans-
formacion F-lineal de R cuya matriz en la base G tiene como columnas los vectores de
coordenadas de los idempotentes primitivos de R con respecto a G. Como A =g+ [A],,,
esto también puede hacerse utilizando Teoria de Caracteres (ver |14, Corolario I1.2]),
pero nosotros estamos motivados principalmente por el hecho que el indicador de R
puede obtenerse como una aplicacién del Teorema m (parte 3), con un enfoque
alternativo al clasico.

Ejemplo 3.2.6. Sea FF =TF3 y G = Cy x Cy donde Cy = {1,21} y Cy = {1, x9, 23, 23}
son los grupos ciclicos de orden 2 y 4, respectivamente. Sea v una raiz en alguna ex-

tension de F del polinomio z? 2

es una raiz 4-ésima primitiva de
la unidad, F := F(v) = F(¥*) es un campo de descomposicién para G. Sea l; co-
mo en el Teorema y o(l;) el espectro de l; para i = 1,2. Entonces o(ly) =
{1,2} y o(ly) = {1,72,~4* = 2,75}, Asi, por Teorema los vectores de coorde-
nadas de los idempotentes primitivos de Ry = FCy y Ry = FCy son {(2,2),(2,1)} y
{(1,1,1,1),(1,2,1,2), (1,75, 2,v%), (1,72,2,75)}, respectivamente. Note que 2+° = 2.
Luego, por Teorema

—z—1. Como 7y

(2,2)®(1,1,1,1) = (2,2,2,2,2,2,2,2)
(2,2) ®(1,7%,2,9%) = (2,7%,1,7%2,7%,1,79°%)
(2,2)®(1,2,1,2) = (2,1,2,1,2,1,2,1)
(2,2) @ (1,7%,2,9%) = (2,7%,1,9%2,7%,1,9%)
2D ®(1,1,1,1) = (2,2,221,1,1,1)
2,1)®(1,7%2,9%) = (2,7%1,7%1,7%2,7%)
2,1)®(1,2,1,2) = (2,1,2,1,1,2,1,2)
2, D)@ (1L,7%2,9%) = (2,7%1,7%1,7%2,7%)
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son los vectores de coordenadas de los idempotentes primitivos de R = FG con respec-
to a G = {1,xq, 23, 23, v, 179, T173, T175} (ordenado lexicogrificamente con Ty < x1).
Por otro lado, como 2 y v? son una raiz 2-primitiva y 4-primitiva de la unidad, respec-
tivamente, se puede definir un isomorfismo de H-conjuntos entre G y n en términos
de 2 y +* como

Uv: G — n
T rP—e(2)e(y22),
donde e(2) = 2(1 + 2911) y e(v*?) = 1 + %2xy + 2223 + 72223, y su extension

lineal U es la matriz de cambio de bases que envia a G en n. Por lo que la matriz del
indicador D en la base G es A~ = [U]g', la cual esta dada por

-1

2 22 22 22 2
2 42 1 A8 2 A2 1 4
2 12 12 12 1
g | 271 20 1y
2 22 21 11 1
2 42 1 4% 1 A5 2 42
2 12 11 21 2
2 45 1 42 1 A% 2 4
1 11 11 11 1
1 72 2 4% 1 42 2 4
1 21 21 21 2
142 21 A8 2 2
1 11 12 22 2
1 72 2 A5 2 48 1 A2
1 21 22 12 1
1 A5 2 42 2 42 1 48

Ahora daremos una tabla donde se presentan los elementos de G, sus imagenes bajo

U y los vectores de coordenadas de estas. Ademds identificaremos con distintos colores
las 3-orbitas de G y las orbitas de los idempotentes primitivos de FG bajo la accion
(por evaluacion en coeficientes) del grupo de Galois.

Por el argumento del descenso de Galois podemos concluir que los idempotentes pri-
mitivos de F'G son los idempotentes que aparecen en los reglones impares del Cuadro
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Ulg) | [U(9)le

|

1 2 + 21y + 223 + 275 + 231 + 21179 + 23123 + 20175 (2,2,2,2,2,2,2,2)

. 2. 2 L 6. - 2 o 2 6. 3 21 ~ 2 1 A6
Ty | 2472wy + 23 + Y023 + 221 + YPwiwe + 123 + YO0m s | (2,72,1,7°,2,4%,1,79)

73 2+ xy + 203 + 23 + 211 + 210 + 27073 + 117 (2,1,2,1,2,1,2,1)

13 2+ 7/6:1;2 + .’I,’S + “/211;3 + 2r1 + 76:1:]:1,'2 + :1:]:1;3 + "/2.’1;1:1;3 (2, “/67 1, “/2./ 2, “/6, 1, 7’2)

T 2+ 2x9 + 2:1;% + 223 + 11 + 1110 + :1;1:1;3 + :1;1:1:§ (2,2,2,2,1,1,1,1)
T173 2+ o + 222 + 25 + 11 + 20110 + 1122 + 22173 (2,1,2,1,1,2,1,2)

Cuadro 3.1: Imagen de U e identificacién en colores de orbitas bajo las acciones de H
en G yn.

1+ 222 + 21+ 22122 (la suma de los idempotentes de los reglones 2 y 4 del Cuadro
, Yy (la suma de los idempotentes de los reglones 6 y 8 del

Cuadro , pues v2 + % = 0.

Como D|77 :n — G es un isomorfismo de H-conjuntos, la imagen de cualquier idem-
potente de R bajo D es una suma de elementos de G pertenecientes a una union de
q-orbitas. Sea v = 20002111, vy = 01111101, v3 = 11212101, vy = 21111111, y
vs = 00200202. Un cdlculo directo muestra que el elemento f; € R tal que [filc = v;
es idempotente para todo i. Aplicando el Lema para calcular dimp(Rf;), obtene-
mos que este coincide con wt(D(f;)) para todo i, como lo garantiza el Teorema [3.2.5
De hecho, las funciones rank(_) y codes.LinearCode(_).minimum_distance() de
SageMath [42] aplicadas a la matriz [rs]e dan la dimension y distancia minima del
cédigo de grupo Rf;. Lo anterior se resume en el Cuadro[3.3:

i | vi =[file | [D(fi)]e = [Dlgui | wt(D(f;)) | Pardmetros de Rf;
1 | 20002111 1000011 4 8,4, 4]
2 [ 01111101 0010010 3 8,3, 4]
3 [ 11212101 0111101 5 8,5, 2]
4] 21111111 0111111 7 8,7,2]
5 | 00200202 0111110 6 8,6, 2]

Cuadro 3.2: Ilustracién del Teorema (parte 1).

Note que en la tercera columna del Cuadro [3.3, para cada vector de coordenadas,

aparecerd 1 de un color determinado si y solo si el idempotente primitivo de FG co-
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rrespondiente a dicho color aparece en la descomposicion de f; como suma de idem-
potentes primitivos para todo i. Por ejemplo, para fi aparece un uno en la posi-
cion primera, sexta y octava, y séptima, entonces fi se escribe como la suma de los
idempotentes azul, naranja y negro de F'G. Esto se puede comprobar observando que
20002111 = 22222222 + + 21211212.

De acuerdo a la tabla [25], los cddigos Rf; resultaron ser dptimos para todo i, es decir,
con la distancia minima mds grande posible para un codigo con longitud 8 y dimension
correspondiente.

Ejemplo 3.2.7. Sea F =F3 y G = (x1) X (xg) X (x3) donde (x;) = {1, z;} para todo 1.
Note que exp(G) = 2 es una raiz 2-primitiva de la unidad. Luego, por Teoremam
F es un campo de descomposicion para G. Sea l; como en el Teorema yo(ly) el
espectro de l; para i = 1,2,3. Entonces o(l;) = {1,2} para todo i. Asi, por Teorema
los vectores de coordenadas de los idempotentes primitivos de R; = FCy son
{(2,2),(2,1)} para todo i.

Sea 3 como en el Teorema es decir, ={101®1,101®x3,l @2 ® 1,1 ®
To @3, 1R 1L,x; ®1 Q23,01 @2y ® 1,21 ® 9 ® x3} (0orden lexicogrifico con
r3 < x9 < 1), entonces

(2,2)®(2,2)®(2,2) = (22)®(1,1,1,1) = (2,2,2,2,2,2,2,2)
(2,2)®(2,2)®(2,1) = (2,2)®(1,2,1,2) = (2,1,2,1,2,1,2,1)
(2,2)®(2,1)®(2,2) = (2,2)®(1,1,2,2) =(2,2,1,1,2,2,1,1)
(2,22 (2,1)®(2,1) = (22)®(1,2,2,1) =(2,1,1,2,2,1,1,2)
2,)®(2,2)®(2,2) = (2,)®(1,1,1,1) =(2,2,2,2,1,1,1,1)
2,)®(2,2)®(2,1) = (2)®(1,2,1,2) =(2,1,2,1,1,2,1,2)
2,)0((2,1)®(2,2) = (2,1)®(1,1,2,2) =(2,2,1,1,1,1,2,2)
2,12 (2,1)®(21) = (2)®(1,2,2,1)=(2,1,1,2,1,2,2,1)

son los vectores de coordenadas de los idempotentes primitivos de Ri ® Ry ® Rz con
respecto a (3. Si suponemos que G tiene el orden determinado por 3, es decir, G =
{1, 23, T9, Tow3, X1, T1X3, T1 T2, T1T2X3}, Y X €S como en el Teorema entonces g[x|c =
Id. Por lo tanto, estos también son los vectores de coordenadas de los idempotentes pri-
mitivos de R con respecto G. Por otro lado, como 2 es una raiz 2-primitiva de la unidad,
se puede definir un isomorfismo de H-conjuntos entre G y n en términos de 2 como

uv. @ — n

b ali—e(2)e(22)e(25),
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donde e(2) = 2(1 + 2Yix;) para todo i, y su extension lineal U es la matriz de cambio
de bases que envia a G en n. Por lo que la matriz del indicador D en la base G es
A=t = [U]g', la cual esta dada por

22222222
21212121
22112211

g |21r1r2211 02
22221111
21211212
22111122
21121221

11111111
12121212
11221122
12211221
111122202
12122121
11222211
12212112

Como D\n :n — G es un isomorfismo de H-conjuntos, la imagen de cualquier idem-
potente de R bajo D es una suma de elementos de G pertenecientes a una union de
q-orbitas. Sea v = 11000011, vy = 12112210, vz = 12222022, v, = 20100000, y
vs = 01012222. Un cdlculo directo muestra que el elemento f; € R tal que [filc = v;
es idempotente para todo i. Aplicando el Lema para calcular dimp(Rf;), obtene-
mos que este coincide con wt(D(f;)) para todo i, como lo garantiza el Teorema[3.2.5
De hecho, las funciones rank(_) y codes.LinearCode(_) .minimum_distance() de
SageMath [42] aplicadas a la matriz [rg]e dan la dimension y distancia minima del
cédigo de grupo Rf;. Lo anterior se resume en el Cuadro[3.5:

De acuerdo a la tabla (23], los cédigos Rf; resultaron ser éptimos para i = 2,3,5,
es decir, con la distancia minima mds grande posible para un codigo con longitud 8 y
dimension 5,5, 3, respectivamente.



3.2. EL INDICADOR DE DIMENSIONES

i | vi=[file | [D(fi)]e = [Dlgvi | wi(D(f;)) | Pardmetros de Rf;
1| 11000011 10000010 2 8,2, 4]

2 | 12112210 10110110 5 8,5,2]

3 [ 12222022 11011010 5 8,5,2]

4'[ 20100000 00110011 1 8,4, 2]

5 | 01012222 11000100 3 8,3, 4]

Cuadro 3.3: Ilustracién del Teorema m (parte 1).
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Capitulo 4

Cédigos de grupo MDS

En este capitulo se estudian distintas relaciones de la teoria desarrollada en el Capi-
tulo [ con los codigos de grupo MDS. En particular, se describen los pardmetros de
c6digos de grupo MDS que son ideales principales, mediante el analisis de los polino-
mios minimales y caracteristicos de la representacion regular derecha asociada a un
generador (Teorema partes 1,2). Se presenta el concepto de cddigo de grupo
de dimension fdcilmente calculable y distintas relaciones que este tiene con los
codigos MDS (Teorema parte 3, y Teorema |4.2.5)).

Asumiremos que F' = F, y car(F) = p > 0 a menos que se indique lo contrario. La
cota de Singleton establece que si existe un [n, k, d]-c6digo lineal sobre F, entonces
k <n—d+1 [27, Teorema 2.4.1]. Un cdédigo para el cual se obtiene la igualdad en esta
cota es llamado un codigo de distancia maxima separable (maximum distance separa-
ble) o MDS (por sus siglas en Inglés). Estos c6digos son optimales en el sentido que
estos alcanzan la mayor distancia minima posible para una longitud y dimensién fija,
asi que estos son de gran interés para la correccion de errores.

R tiene una forma bilineal simétrica, no degenerada, y G-invariante dada por

(g,h) = dgn, paratodog,h € G
Donde G-invariante significa que (gz, gy) = (z,y) para todo z,y € Ry g € G.
Respecto a esta forma bilineal se define el ortogonal (dual) C+ de un cédigo de grupo
C < R como

Ct={reR:(x,c)=0paratodoc € C}

41



42 CAPITULO 4. CODIGOS DE GRUPO MDS

Como (e, ®) es G-invariante, C+ también es un ideal de R.

Una transformacién monomial M de R es una transformacion lineal M : R — R tal
que

M(3_ Xeg) = D_ mghoe)g

geG geqG

donde m, € F — {0} para todo g € Gy 0 € Sg.

Dos cédigos de grupo C, C" < R se dice que son monomialmente equivalentes si existe
una transformacion monomial M de R tal que M (C) = C".

Dos cédigos de grupo monomialmente equivalentes tienen la misma distancia minima
y las mismas distribuciones de pesos.

C es un codigo de grupo MDS si C' es un ideal de F'G tal que sus parametros satisfacen
la igualdad en la cota de Singleton. Si C' es un cédigo de grupo MDS de R, se dira que es
trivial si C' = R o C' es monomialmente equivalente a R(}" ¢ g) (el codigo repeticién) o
a su dual (el ideal de aumentacion) (ver definicién para coédigos lineales |27, pp 71-72]).

4.1. Cota de Singleton y Cédigos ECD

Observe que el Corolario 2.1.7] (parte 1) presenta una manera sencilla de calcular la
dimensién de ciertos codigos de grupo, esto nos lleva a introducir nuestra proxima
definicion. Sea J un ideal de R, si J es principal generado por un idempotente, y
dimp, (J) < p, entonces se dird que J es un cédigo de grupo de dimension fdcil-
mente calculable (easily computable dimension group code), abreviado ECD (por
sus siglas en Inglés). Si cualquier ideal distinto de 0 y R es un cédigo de grupo ECD,
entonces se dird que R es un dlgebra de grupo de dimension fdcilmente calcu-
lable abreviado ECD. A continuacién usaremos el Teorema de Maschke para clasificar
las algebras de grupo ECD.

Teorema 4.1.1. R es ECD si y solo si |G| <p+ 1y |G| # p.

Demostracion. Supongamos que R es EC'D. Sea C' un ideal no-trivial de R, entonces
C' = Re para algin idempotente e € R y dim(C) < p. Como C' es generado por un
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idempotente, C' tiene un complemento directo. Por lo tanto R es semisimple (pues todo
ideal tiene complemento directo, ver [15, Lema 2.3]), y por Teorema p1 |G|, luego

1
p # |G]. Por otro lado, si eg := il Ygec 9, dim(R(1 —eg)) = |G| — 1 < p, implicando

que |G| <p+ 1.

Supongamos que |G| < p+ 1y |G| # p. Entonces p t |G|, y por Teorema R
es semisimple, asi que todo ideal de R es generado por un idempotente (por Teorema
1.3.1} parte 3). Ademas la desigualdad |G| < p + 1, implica que la dimensién de todo
ideal propio de R es menor o igual a p.

]

El siguiente resultado es una consecuencia directa de la cota de Singleton, Teorema

y Corolario (parte 1).

Corolario 4.1.2. Sea b € R tal que my(x) = a"pi(z)™ - p(x)™ donde los p; son
factores ménicos irreducibles distintos con p; # x para todo i. Sea py(x) = x“h(x)
donde x 1 h(x). Sea d la distancia minima de Rb. Entonces se tienen las siguientes
afirmaciones:

1. Si ¢, = dim(ker(ry)/ker(ry)), entonces d < u—(, + 1. Ademds, Rb es un cédigo
MDS siy solo si es un [|G], |G| —u+ G, u—(,+1]-codigo. En particular, sin =1,
d <u+1; Rb es ciodigo de grupo MDS si solo si es un [|G], |G| — w, u+ 1]-cddigo.

g< |G| - (t+1)|G|,+1 si|G],|dim(ker(ry)) and n > 1
G —-tG], + 1 en otro caso

Ademds, sin =1y Rb es un cédigo de grupo MDS, entonces d =1 (méd |G|,)
y|Glp+1<d<|G| -G, + 1.

3. Si my(x) = x(x — a)® para algin entero s > 1 ya € F — {0}, r es el menor
entero positivo en la clase |G|\ (b)a™'; y Rb es un cédigo de grupo ECD, entonces
d < |G| —r+1. Ademds, Rb es un cédigo de grupo MDS y ECD si solo si es un
[|G], 7, |G| — r + 1]-code.

Ejemplo 4.1.3. Sea G un grupo de orden mp' conl>1, m# 1, yptm. Sea b € R,
my(x) = 2"py ()™ - p(x)™ donde los p; son factores ménicos irreducibles con p; # x
para todo i. Entonces, por Teorema p! divide a dim(ker(r})) y dim(ker(p;(ry)"))
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para i =1,...,t, por lo que 1 <t < m. Asi, si m =2, entonces my(x) solamente tiene
dos factores irreducibles. Por lo tanto, si n = 1 y Rb es un codigo de grupo MDS,
entonces Rb es proyectivo (por Lema m y su distancia minima d debe ser p' + 1

(por Corolario parte 2).

Sea G = (a,b | a®> =b* =1, bab~' = a?) = {1,b,a,a® ba* ba} el grupo simétrico de
grado 3, y R = FoG. Si a es un elemento de Fy con polinomio minimo 2> + z + 1,
entonces b = (2a + 2) + (a + 1)b + aa + (2a + 1)a® + (a + 1)ba® + ba es tal que
my(z) = z(z+2a)?. En este caso, Rb es un [6,3,4]-cédigo MDS, y asid = 3+1 como se
establecid en el Corolariol4.1.9 (parte 2). Por otro lado, V' = (a+1)+ab+2a+2a>+2ba
es tal que my (x) = 2?(x + o + 2)%. En este caso, RV es un (6,4, 3]-cédigo MDS, y asi
d =3 < 3+ 1, esto ocurre porque la multiplicidad de 0 como raiz de my(x) no es 1
510 2.

4.2. Relaciéon de existencia entre cédigos MDS y
ECD

Ahora estudiaremos una relacién entre los cédigos de grupo MDS y ECD. Para ese
proposito recordamos la Conjetura-MDS.

Conjetura-MDS [27, pag. 265]: Si existe un cédigo (lineal) MDS con pardametros
[n, k] sobre F,, entonces

n <

q+2 sigpar,yk=30k=q—1
q+ 1 en otro caso

Lema 4.2.1. |27, Teorema 2.4.4] Si C' es un cédigo MDS binario, entonces C es
trivial.

Lema 4.2.2. (39, Teorema 1] Si C es un cddigo ciclico de longitud p sobre [F,,, entonces
C' es equivalente a un codigo M DS

Lema 4.2.3. Sea p un nimero primo. Si la Conjetura-MDS es verdadera, entonces los
unicos codigos de grupo MDS no-triviales en el dlgebra de grupo no-semisimple F,G
existen cuando G = C), y p es impar; y son equivalentes a cédigos MDS.

Demostracion. Si F,G no es semisimple, por Teorema p | |G|. Supongamos que
la Conjectura-MDS es cierta y que existe un cédigo de grupo MDS C' en F,G. Entonces
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si p = 2, cualquier c6digo de grupo MDS en FyG es trivial (por Lema , asi que C
es trivial. Si p es un primo impar, |G| < p+ 1 (por la Conjetura-MDS), asi que p | |G|
y |G| < p+ 1. Como la igualdad |G| = p+ 1 no es posible, p | |G|y |G| < p+ 1, asi
G = C,. Implicando que C es un cédigo de grupo en F,C),, es decir, C' es un cédigo
ciclico de longitud p sobre F,. Por lo tanto, C' es equivalente un cédigo ciclico MDS

(por Lema [4.2.2)). O

Teorema 4.2.4. (2, Corolario 9.1] Un cédigo MDS de dimension k sobre F, tiene
longitud a lo mas
q+k+1—min(k,p) donde k < q.

Teorema 4.2.5. Se tienen las siguientes afirmaciones:

1. Si existe un cédigo de grupo MDS y ECD en R, entonces |G| < q+ 1

2. Sea p un primo impar. Supongamos que la Conjetura-MDS es cierta y que G #
Cy. Si existe un codigo de grupo MDS no-trivial en F,G, entonces F,G es un
algebra de grupo ECD.

Demostracion. 1. Se sigue del Teorema [£.2.4]

2. Si existe un cédigo de grupo MDS no-trivial en F,G, por Lema F,G es
semisimple o G = C), con p impar. Asi F,G es semisimple, y por la Conjectura-
MDS, |G| — 1 < p, implicando que R es un algebra de grupo ECD.

]
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Capitulo 5

Conclusiones y perspectivas

En este ultimo capitulo se presentaran las principales conclusiones obtenidas a lo largo
de este trabajo, y se plantearan prespectivas que se podrian abordar en investigaciones
futuras.

5.1. Conclusiones

Las principales conclusiones que se han obtenido en el desarrollo de este proyecto son
las siguientes:

= Se proponen distintas técnicas para describir la dimensién de ideales principales
en algebras de grupo (Teoremasy, Corolariosy, obteniendo
en algunos casos formulas explicitas (Teorema [2.1.4] parte 1, y Teoremas y
2.2.5| parte 2). Algunos de estos resultados generalizan o complementan otros ya
conocidos en la literatura.

= Se introduce el indicador de dimensiones de un élgebra de grupo conmutativa se-
misimple finita, el cual permite calcular la dimensién de cualquier c6digo abeliano
de manera sencilla (Teoremas [3.2.5)), y se presenta un método para calcularlo.

= Via la Conjectura-MDS se obtiene una relacion entre los codigos de dimensién
facilmente calculable y los codigos MDS, de manera que la existencia de los
primeros implica la de los segundos (Teorema . Una consecuencia directa
del Teorema es que todo cddigo de grupo MDS no-ciclico en F,G es un

c6digo de dimension facilmente calculable.

» Se han dado ejemplos que ilustran los principales resultados.
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5.2. Perspectivas

En esta seccion se presentaran los problemas abiertos relacionados con los resultados
presentados en esta tesis. Algunos de estos se encuentran relacionados con el problema
de describir la dimensién de ideales en algebras de grupo sobre un campo arbitrario, y
otros son referentes a la dimensién de cédigos de grupo.

» Los Teoremas[2.1.4)y [2.2.1 han mostrado ser ttiles para describir la dimensién de
ideales principales en algebras de grupo. Sin embargo, su alcance es limitado si se
quieren aplicar a ideales principales generados por elementos nilpotentes, ya sea
porque sus consecuencias se vuelven triviales, o porque no pueden aplicarse. Asi
que un problema abierto seria el de encontrar alternativas teéricas que describan
con éxito la dimension de ideales principales generados por nilpotentes en término
de relaciones como identidades, cotas y congruencias.

» El Teorema [3.1.2] presenta una cota inferior y superior para la dimensién de un
cddigo abeliano en un algebra de grupo semisimple. Un problema abierto seria el
de determinar bajo qué condiciones podemos obtener la igualdad de la dimension
del cédigo con estas cotas.

= Sea F' un campo arbitrario y G un grupo finito. En [19] se presenta el concepto
de F'-clase ciclotomica, que es una generalizacion del concepto de g-6rbita. Luego
se prueba que existe una correpondencia biunivoca entre los ideales minimales
del centro de F'G/J(FG) (donde J(FG) denota el radical de Jacobson de F'G) y
las F'-clases ciclotémicas de GG, y que cada ideal tiene dimension igual al tamaifio
de su F-clase ciclotémica correspondiente |19, Teorema 1.3]. Este resultado es
una generalizacion del Teorema Como este dltimo es una consecuencia
del Teorema m (parte 2), es natural preguntarse si se pueden generalizar las
ideas que se usaron para construir el isomorfismo U que aparece en este, de
manera que se encuentre explicitamente una biyecciéon como la mencionada en |19,
Teorema 1.3]. Esto permitiria determinar la dimensién de los ideales del centro
de FG/J(F@G), tal cual como lo hicimos para los ideales de un élgebra de grupo
conmutativa semisimple sobre un campo finito.

» El Teorema [£.2.5 nos garantiza, bajo ciertas condiciones, la existencia de un c6di-
go de grupo MDS en F,G implica que F,G es un algebra de grupo de dimensién
facilmente calculable. Un problema abierto es el de determinar si el hecho de que
F,G sea ECD implica la existencia de un cédigo de grupo MDS en F,G, y si no
es asi, evaluar si es posible encontrar condiciones bajo las cuales esto sea cierto.



Apéndice A
Ejemplos en SageMath

En este apéndice presentamos funciones que fueron fttiles para el desarrollo de los
Ejemplos de esta tesis (2.1.8 [2.1.9] [2.2.3] 4.1.3] [3.2.6 y [3.2.7]). Para estos ejemplos, se
crearon funciones personalizadas en Python y luego se cargaron en SageMath. Antes

de ejecutar funciones personalizadas creadas con algoritmos propios, se debe tener un
archivo "nombre.py" (que es el tipo de extensién de archivos Python) que conten-
ga dichas funciones en una carpeta interna de SageMath y luego cargarlo dentro de
una pagina de trabajo de SageMath escribiendo load("nombre.py") y presionando
Shift+Enter. De esta manera todas las funciones personalizadas se cargardn como si
fueran funciones propias de SageMath.

5.3. Funciones Python usadas en los Ejemplos[2.1.8],
2.1.9, 2.2.3], y 4.1.3.

En esta seccion presentamos las funciones Python utilizadas para elaborar los ejem-
plos 2.1.8, 2.1.9, 2.2.3], v [£.1.3] Dichas funciones se hicieron con el propésito de obtener
para cualquier b € R la matriz de [rp]q, donde el grupo G es un grupo de permutaciones
que viene con un orden (como base del dlgebra de grupo) fijado por SageMath.

Dada un tupla (g, F, G) donde g es un elemento de G, la funciéon grrep(g,F,G)
retorna la matriz [ry|e. El orden de la base ordenada G viene fijado por SageMath ya
que G se construye como un grupo de permutaciones de SageMath.

def grrep(g,F,G):
A = GroupAlgebra(G, F)
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u=list(A.basis())

11=[]
for i in u:
12=[]
for j in u:
if ixg==j:
12.append (1)
else:

12.append(0)
11.append(12)
return Matrix(F,11).transpose()

Dada una tupla (F,G), la funcién grbasisrep(F,G) retorna la colecciéon {[ry]¢ : g €

G}

def grbasisrep(F,G):
c=[]
A = GroupAlgebra(G, F)
u=list(A.basis())
for i in u:
c.append(rrep(i,F,G))
return c

Dada un tupla (v, F, G) donde v € FICl es decir, v es el vector de coordenadas de
un elemento v' € F'G con respecto a G, la funcién grtraduction(v, F, G) retorna la
matriz [ry]q.

def grtraduction(v, F, G):
w=vector (F,v)
c=matrix.zero(F, w.length())
u=rbasisrep(F,G)
for j in range(w.length()):

c=c+w[jl*ulj]

return c

grtraduction(v, F, G) fue utilizada en la elaboraciéon de los Ejemplos [2.1.8]
2.2.3] y|4.1.3] para el célculo de my(x) y el calculo de dim(Rb) como el rango de [ry]c.
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5.4. Funciones Python usadas en los Ejemplos (3.2.6
y 3:2.7

En esta seccién presentamos las funciones Python utilizadas para elaborar los ejem-
plos y B:2.7 Dichas funciones solo pueden ser aplicadas para grupos abelianos y
se se hicieron con el propésito de obtener, para cualquier b € R, la matriz de [r]q,
donde el grupo G es un grupo abeliano con un orden (como base del algebra de grupo)
prefijado por nosotros. En estas podemos determinar el orden del grupo G, lo cual no
se podia hacer con las funciones Python presentadas en la seccion anterior. El poder
controlar el orden de G es indispensable para poder aplicar el Teorema |3.2.2, pues si
G tiene el orden de § inducido por x, entonces z[x|c = Id, implicando que los vectores
de coordenadas de los idempotentes primitivos de T con respecto a [ sean los mismos
que los de los idempotentes primitivos de F'GG con respecto a G.

Sea G es abeliano y G = C,,, x ... x C},, una descomposicion en grupos cilicos, donde
Cy, = (x;) para todo i. Es un ejercicio sencillo ver que

Flzy, ..., z,]
. PG — -
¢ (2t = 1,2 —1)

es un isomorfismo de F-algebras. Usando este hecho definiremos funciones Python en
el anillo cociente. Por ejemplo, para crear F3(Cy x Cy x C5), se ejecutd el siguiente
cddigo en una hoja de trabajo de SageMath.

F=GF(3); P.<r,s,t> = PolynomialRing(F, 3);
R.<x,y,z> = QuotientRing(P, P.ideal([r"2 - 1, s72 - 1, t72 -1]))

de esta manera los monomios del anillo cociente R se interpretan como elementos de
G. Luego para organizar estos elementos (con orden monomial con y < x) se uso el
siguiente algoritmo

b=[]
for i in range(2):
for j in range(2):
for k in range(2):
b.append (x~ixy~j*z"k)
print(b)
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Dada una tupla (g,M,F) donde g es un elemento de GG, M es una lista ordenada de
monomios (con un orden fijado, por ejemplo, un orden lexicogréfico) cuyos elementos
son los elementos de ¢(G), la funcién arrep(g,M,F) retorna la matriz [r]y.

def arrep(g,M,F):

11=[]
for i in M:
12=[]
for j in M:
if ixg==j:
12.append (1)
else:

12.append(0)
11.append(12)
return Matrix(F,11).transpose()

Dada una tupla (M, F), la funcién arbasisrep(M,F) retorna la coleccién {[ry]p : g €
M}.

def arbasisrep(M, F):
c=[]
for i in M:
c.append(grrep(i,M,F))
return c

Dada un tupla (v, M, F) donde v € FI¢l es decir, v es el vector de coordenadas de
un elemento v" € F'G con respecto a la base ordenada M (que es G como conjunto), la
funcién artraduction(v, M, F) retorna la matriz [r,]a;.

def artraduction(v, M, F):
w=vector (F,v)
c=matrix.zero(F, w.length())
u=grbasisrep(M, F)
for j in range(w.length()):

c=c+w[jl*ulj]
return c

artraduction(v, M, F) fue utilizada en la elaboracién de los Ejemplos y
para el célculo de la matriz [r,]¢ a la que luego se le aplicaron las funciones rank(_)
y codes.LinearCode(_) .minimum_distance() de SageMath.
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