
Universidad Autónoma Metropolitana
Unidad Iztapalapa

División de Ciencias Básicas e
Ingeniería

“Dimensión de ideales en álgebras de
grupo, y códigos de grupo”

TESIS
QUE PRESENTA:

Elías Javier García Claro
MATRÍCULA 2151801064

PARA OBTENER EL GRADO DE:
Doctor en Ciencias (Matemáticas)

DIRECTOR:
Dr. Horacio Tapia Recillas

JURADOS:
Dr. Horacio Tapia Recillas

Dr. Felipe de Jesús Zaldívar Cruz
Dr. Rogelio Fernández Alonso González

Dr. Juan Jacobo Simón Pinero
Dr. Alberto Gerardo Raggi Cárdenas

Iztapalapa, Ciudad de México, Diciembre de 2020



2



Resumen

En este trabajo se determinan algunas cotas y relaciones para la dimensión de ideales
principales en álgebras de grupo analizando polinomios mínimos de representaciones
regulares. Estos resultados son utilizados, primero, en el contexto de álgebras de grupo
semisimples, para calcular, para cualquier código abeliano, un elemento con peso de
Hamming igual a su dimensión. Luego, para obtener cotas de la distancia mínima de
ciertos códigos MDS. Una relación entre una clase de códigos de grupo y códigos MDS
es presentada. Se exponen ejemplos ilustrando los resultados principales.

Palabras Clave. álgebras de grupo, ideales principales, idempotentes primitivos,
códigos abelianos, códigos de grupo MDS.
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Introducción

En 1948 Claude Shannon publicó un artículo titulado “A mathematical theory of
communication” [41], debido a la importancia y relevancia de este, algunos autores
consideran que la Teoría de Códigos tuvo origen con este trabajo. En la práctica, la
Teoría de Códigos lineales se ocupa de encontrar soluciones al problema de detectar
y corregir errores en el proceso de transmisión de información a través de un medio
(canal) de comunicación. En su trabajo, Shannon le asigna a cualquier canal de co-
municación dos cantidades llamadas “capacidad del canal” y “razón de tranmisión del
canal”, luego prueba que si la capacidad es mayor que la razón, existe un sistema de
comunicación donde la probabilidad de detectar y corregir errores es tan alta como se
desee. En los últimos 70 años la Teoría de Códigos se ha convertido en una disciplina
que intersecta a las Matemáticas, la Ingeniería y la Computación con aplicaciones a
áreas de la Comunicación tales como la transmisión de información satelital, el graba-
do de discos compactos, y el almacenamiento de datos, entre otras (cf. [11,29,34,40,46]).

Un código lineal es un espacio vectorial de dimensión finita sobre un campo finito,
dotado de una métrica llamada la métrica de Hamming. Para presentar la definición
formal, introducimos el siguiente contexto: sea q una potencia de un número primo y Fq
el campo finito con q elementos. Sea n ∈ Z+, dados dos vectores en Fnq su distancia de
Hamming se define como el número de coordenadas en los que estos difieren [27, Sec-
ción 1.2]. Un [n, k, d]-código lineal C es un subespacio k-dimensional de Fnq en el que d
es la distancia mínima entre dos elementos distintos del código. El número de errores
que se pueden corregir con C es t = b(d− 1)/2c [27, Teorema 1.11.4], así que mientras
mayor sea la distancia mínima de C, mayor será la capacidad de corregir errores de
C. Sin embargo, cuanto mayor sea la distancia mínima, menor será la dimensión del
código. Una manera de medir esta relación dimensión-distancia mínima es mediante la
cota de Singleton que establece que para cualquier [n, k, d]-código lineal, se satisface la
siguiente relación k ≤ n− d+ 1 [27, Teorema 2.4.1].

9



10 ÍNDICE GENERAL

Problemas de interés en la teoría de códigos incluyen: el de construir códigos con bue-
nos parámetros, es decir, tales que su distancia mínima y su dimensión sean lo más
grande posibles y el de determinar los parámetros dimensión y distancia mínima de
un código dado, o al menos determinar cotas para estos (con métodos que reduzcan
la complejidad de los ya conocidos). Para abordar estos problemas se utilizan diversas
técnicas de áreas que pasan por la Combinatoria (cf. [8, 43]), Geometría combinatoria
y algebraica (cf. [37,44]), Álgebra conmutativa (cf. [38]), Teoría de representaciones de
grupos finitos (cf. [17,18,21]) y Teoría de números (cf. [30]), entre otras. Nuestro interés
particular se centra en encontrar soluciones al problema de determinar la dimensión de
un código. Utilizando teoría de representaciones de grupos finitos obtenemos informa-
ción de la dimensión de códigos que son ideales de un álgebra de grupo finito, sobre un
campo finito.

El álgebra de grupo FG de un grupo finito G sobre un campo F es el conjunto de
combinaciones lineales formales de elementos de G con coeficientes en el campo F , es
decir, FG :=

{∑
g∈G agg : ag ∈ F

}
. Este conjunto es una F -álgebra que tiene a G como

base, su suma es la suma usual de vectores y su mutiplicación se obtiene al extender la
operación de G (ver Sección 1.2). Si F = Fq, un código de grupo (o G-código) C sobre
F es un ideal de FG. Si G es abeliano, entonces se dice que C es un código abeliano. El
peso de Hamming wt(x) de un elemento x ∈ FG es el número de entradas no-cero en su
vector de coordenadas con respecto a la base G. El peso mínimo (o distancia mínima)
de un código de grupo es el mínimo de los pesos de Hamming de sus elementos no-cero.

Probablemente el inicio de los códigos de grupo se remonte a [3] y [32], desde entonces
se han encontrado estrechas relaciones entre algunos de los códigos lineales más impor-
tantes y estos. Por ejemplo, en [5] se muestran algunos códigos de Golay extendidos
como ideales de F2S4 y F2SL(2, 3), y en [47] muestran que el [24, 12, 8]-código de Golay
se puede construir a partir de un ideal de F8G para un grupo G de tamaño 24. Los
códigos de Reed–Muller pueden ser vistos como ideales de un álgebra de grupo donde
G es un grupo p-elemental abeliano [31]. El caso más conocido y estudiado de códigos
de grupo es el de los ideales del álgebra de grupo FqCn, donde Cn es el grupo cíclico
de orden n. Dado que FqCn es un álgebra isomorfa a Fq[x]/〈xn− 1〉, existe una corres-
pondencia biyectiva entre sus ideales y estos se pueden estudiar utilizando teoría de
polinomios (ver Ejemplo 1.2.1). Algunos beneficios obtenidos de dicho isomorfismo son
el poder describir la dimensión de estos códigos o el construir códigos con una distancia
mínima prefijada como ocurre con los códigos BCH y Reed-Solomon (cf. [33, cap. 7,
8], [27, cap. 4], [27, cap. 5]).
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Encontrar métodos para calcular la dimensión de ideales de F -álgebras de dimensión
finita es un tema de interés en sí mismo. En el contexto de teoría de códigos, esto es
crucial porque la dimensión es un parámetro requerido, además de la distancia mínima
(cuyo cálculo es un problema NP-hard, cf. [16, 45]), para determinar qué tan bueno
o malo es un código para corrección de errores. Sin embargo, contrario a la distancia
mínima, este aspecto es de naturaleza mayormente algebraica y puede ser estudiado
utilizando métodos algebraicos. Por otra parte, en álgebras de grupo más generales
(que la de un grupo cíclico), este no es un problema sencillo. En la literatura aparecen
algunas referencias en las que se exploran este tipo de casos. Por ejemplo, en [21] deter-
minaron relaciones para calcular la dimensión y peso mínimo de códigos abelianos que
son minimales (esto es, que sólo se contienen a sí mismos y al ideal 0) en F2(Cpn ×Cp)
donde p es un primo impar, Cp es el grupo cíclico de orden p, y n ≥ 3. Luego, en [17],
determinaron la dimensión y distancia mínima de ideales bilaterales en el álgebra de
grupo semisimple de un grupo diédrico. En [18], abordaron el problema de determinar
la dimensión de un código de grupo, que es un ideal principal, estudiando el polinomio
característico de la representación regular derecha/izquierda de un generador. Recien-
temente, en [7] se calcularon cotas para la distancia mínima y dimensión en la clase
de códigos BCH-diédricos principales introducidos por los autores, lo cual les permitió
dar códigos dihedricos con distancia mínima prescrita.

Los ideales principales en álgebras de grupo están estrechamente relacionados con una
clase de códigos llamados checables (cf. [6,24,25]) que son aquellos que son anuladores
izquierdos/derechos de un elemento. En [6] probaron que un código de grupo es che-
cable si es el dual de un ideal principal y que las álgebras de grupo en las que todo
código de grupo es checable están determinadas por la estructura del grupo subyacente.
Como consecuencia de esta caracterización se obtiene (altenativamente) un conocido
resultado de Passman, el cual establece que si car(F ) = p, los ideales izquierdos de FG
son principales si y solo si G es p-nilpotente con un p-subgrupo de Sylow cíclico.

En este trabajo nos ocupamos de determinar relaciones (como cotas, identidades, y
congruencias) para la dimensión de ideales principales en álgebras de grupo estudiando
el polinomio mínimo de la representación regular derecha definida por un generador
del ideal y usamos estas relaciones para determinar la dimensión de códigos abelianos
semisimples. El manuscrito está organizado de la siguiente manera. En el Capítulo 1,
son presentados resultados preliminares que serán necesarios a lo largo de este trabajo.
En el Capítulo 2, usamos el Teorema de la Descomposición Primaria para obtener rela-
ciones que permitan determinar la dimensión de ciertos ideales principales en álgebras
de grupo. Estos resultados son aplicados en las últimos dos capítulos, primero, en el
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Capítulo 3 para estudiar la dimensión de códigos abelianos en álgebras de grupo semi-
simples. Luego, en el Capítulo 4, para calcular cotas en la distancia mínima de algunos
códigos de grupo MDS que son ideales principales. Se incluyen ejemplos que ilustran
los resultados principales del trabajo. Todos estos resultados aparecen en [22]. En el
Capítulo 5 presentamos las principales conclusiones obtenidas durante la elaboración
de este trabajo e incluimos algunos problemas de interés que podrían abordarse en
investigaciones futuras. El Apéndice ?? incluye los algoritmos de SageMath [42] con
con los que elaboramos los ejemplos.



Capítulo 1

Preliminares

En este capítulo se tratan algunos conceptos y resultados que serán necesarios para el
desarrollo de este trabajo. Se presentan dos conocidos resultados de descomposición de
módulos, se repasan los conceptos de álgebra de grupo y código de grupo, y se muestran
resultados elementales de álgebras de grupo semisimples. Se caracterizan los ideales en
álgebras de grupo que son principales generados por idempotentes y se da una manera
de calcular la dimensión de estos como el rango de una matriz. Todo módulos en este
trabajo es un módulo izquierdo, a menos que se especifique lo contrario.

1.1. Algunos resultados de descomposición de mó-
dulos

En esta sección recordamos algunos resultados sobre la descomposición de módulos
que serán de utilidad más adelante.

Teorema 1.1.1 (Teorema de la descomposición primaria). [26, Teorema 12, cap. 6]
Sea V un F -espacio vectorial de dimensión finita, y T un F -endomorfismo de V . Sea
m el polinomio mínimo de T , con

m = pr1
1 · · · prt

t

donde los pi son polinomios mónicos irreducibles distintos sobre F , y los ri son enteros
positivos. Sea Wi el espacio nulo de pi(T )ri, i = 1, ..., t. Entonces

1. V = W1 ⊕ · · · ⊕Wt.

2. Wi es T -invariante para i = 1, ..., t.

13
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3. El polinomio mínimo de T |Wi
es pri

i .

Note que V es un F [x]-módulo con la multiplicación por escalares dada por f(x)v :=
f(T )(v) para todo f ∈ F [x] y v ∈ V , y que un subespacio vectorial W de V es
F [x]-submódulo si y solo si es T -invariante. Así que el teorema de la descomposición
primaria garantiza una descomposición para V como suma directa de un tipo particular
de F [x]-submódulos.

Sea A un anillo, y M un A-módulo distinto de 0. Sea N un submódulo de M , si
existe un submódulo U de M tal que M = N ⊕ U se dice que U es complemento
directo de N . M es llamado simple si no tiene submódulos propios distintos de cero;
es llamado semisimple siM se descompone como suma directa de submódulos simples
o, de manera equivalente, si todo submódulo de M tiene complemento directo. Se dice
que A es semisimple, si todo A-módulo es semisimple

Teorema 1.1.2 (Teorema de Maschke). [36, Teorema 3.4.7] FG es anillo semisimple
si y solo si |G| es invertible en F .

1.2. Álgebras de grupo y códigos de grupo

En este trabajo G denotará un grupo finito, F un campo (no necesariamente finito),
y R = FG el álgebra de grupo de G sobre F , esto es, R denotará la colección de las
combinaciones lineales formales de la forma

x =
∑
g∈G

agg

donde ag ∈ F . R es un F -álgebra con unidad, isomorfa como F -espacio vectorial a
F |G|. Sus operaciones de anillo estan determinadas por las de G y F de la siguiente
manera: si x = ∑

g∈G agg, y = ∑
g∈G cgg son elementos de R, entonces

x+ y =
∑
g∈G

(ag + cg)g

y

xy =
∑
g,h∈G

agchgh,

o de manera equivalente,
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xy =
∑
u∈G

wuu

donde wu = ∑
u=gh agch (similar al producto de polinomios sobre un anillo). La unidad

de R denotada por 1 es aquel elemento cuyo coeficiente en el neutro de G es la unidad
de F y cero en otro caso.
Dado un elemento x = ∑

g∈G agg se define el soporte de x como el subconjunto de
elementos de G que efectivamente aparecen en la expresión de x como combinación
lineal de elementos de G, esto es:

supp(x) := {g ∈ G : ag 6= 0}

En términos del soporte se define el peso de Hamming de x como

wt(x) := |supp(x)|

La función que a cada x ∈ R le asigna su respectivo peso de Hamming es una norma,
y a la función d : R × R → Z+ dada por (x, y) 7→ wt(x− y) es una distancia llamada
la métrica de Hamming.

Si V ⊆ FG, se define su peso mínimo como wt(V ) := mín{wt(v) : v ∈ V − {0}}, y
su distancia mínima como d(V ) := mín{d(x, y) : (x, y) ∈ V × V ∧ x 6= y}. Si V es
subgrupo aditivo de FG entonces para x, y ∈ V , d(x, y) = d(x− y, 0), así que

d(V ) = mı́n{d(x, y) : (x, y) ∈ V × V ∧ x 6= y}
= {d(x− y, 0) : (x, y) ∈ V × V ∧ x− y 6= 0}
= {wt(x− y) : (x, y) ∈ V × V ∧ x− y 6= 0}
= {wt(v) : v ∈ V ∧ v 6= 0}
= wt(V )

Si C ⊆ FqG se dice que C es un código de grupo, si C es un ideal de FqG, en dicho
caso d(C) = wt(C), así que hablar de peso mínimo y distancia mínima para códigos de
grupo es exactamente lo mismo. Si C es un código de grupo de FqG con G abeliano,
se dice que C es un código abeliano.

Ejemplo 1.2.1. Sea σ el Fq-automorfismo de Fnq dado por

σ(a0, a1, ..., an−1) := (an−1, a0, ..., an−2),
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y Cn el grupo cíclico (de orden n) generado por σ. Un código cíclico es un subespacio
C de Fnq que es invariante bajo σ, esto es, σ(C) = C (cf. [27, cap. 4]).

Sea Rn = Fq[x]/〈xn − 1〉. A Fnq se le puede dotar de estructura de Rn-módulo como
sigue: Si p(x) = ∑n−1

i=0 cix
i ∈ Fq[x]/〈xn − 1〉 y v ∈ Fnq ,

p(x) · v :=
n−1∑
i=0

ciσ
i(v).

Con esta estructura, un código en Fnq es σ-invariante si y solo si es un Rn-submódulo.

Si se considera el isomorfismo de F -espacios vectoriales dado por
φ : Fnq −→ Fq[x]/〈xn − 1〉

(a0, a1, ..., an−1) 7−→ a0 + a1x+ · · ·+ an−1x
n−1,

se tiene que

φ(x · (a0, a1, ..., an−1)) = φ(σ(a0, a1, ..., an−1))
= φ(an−1, a0, ..., an−2)
= an−1 + a0x+ ...+ an−2x

n−1

= x(a0 + a1x+ ...+ an−1x
n−1)

= x · φ(a0, a1, ..., an−1).

Por lo que φ es un isomorfismo de Rn-módulos, e induce un isomorfismo entre la
retícula de submódulos de Fnq y la retícula de ideales de Rn. Luego un código C ≤ Fnq
es cíclico si y solo si φ(C) es un ideal de Rn.

Por otro lado, Fnq y Rn son espacios métricos con el peso de Hamming wt (que es una
norma) definido como el número de entradas no-cero del vector de coordenadas de un
elemento en Fnq o Rn con respecto a las base canónica de Fnq o la base {1, x, ..., xn−1}
de Rn, respectivemente. φ define un isomorfismo de espacios métricos (con la métrica
determinada por la norma wt) pues

wt(v) = wt(φ(v)) para todo v ∈ Fq

Así que en el sentido de la teoría de códigos es lo mismo estudiar códigos cíclicos en
Fnq que ideales en Rn.
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Finalmente, como el álgebra de grupo FqCn = {∑n−1
i=1 ciσ

i : ci ∈ Fq para todo i} es
isomorfa (como álgebra y espácio métrico) a Rn, estudiar códigos cíclicos en Fnq es lo
mismo que estudiar ideales de Rn. Por lo dicho anteriormente, en adelante nos referi-
remos a un código cíclico como un ideal de de Rn o FqCn, indistintamente.

Como Rn es un anillo cociente, sus ideales están en correspondencia con los ideales de
Fq[x] que contienen a 〈xn− 1〉, en consecuencia, con los divisores de xn− 1. De hecho,
todo ideal I de Rn es generado por el polinomio mónico de menor grado que está en
I (llamado polinomio generador de I), el cual es un divisor de xn − 1 [27, Corolario
4.2.2]. Esto es muy conveniente para calcular la dimensión de un código cíclico. En
efecto, si I ≤ Rn es un código cíclico con polinomio generador g de grado k, entonces
I = Rng así que

dim(I) = dim(Rng) = dim(Rn/ann(g)),

donde ann(g) (el anulador de g) es generado por el polinomio (xn−1)/g, el cual tiene
grado n− k, i.e., dim(I) = n− k.

1.3. Álgebras de grupo conmutativas semisimples

En esta sección hablaremos de algunas propiedades básicas de las álgebras de grupo
conmutativas semisimples. Para un mayor acercamiento a la teoría de anillos y módulos
semisimples recomendamos ver [15, Capítulo 3], [12, Capítulo 3].

Se dice que x, y ∈ R son ortogonales si xy = yx = 0. Si e ∈ R es un idempotente
(i.e, e2 = e) con la propiedad que e = f + g con f, g ∈ R idempotentes ortogonales
implica f = 0 o g = 0, se dice que e es un idempotente primitivo (cf. [12, pág. 119]).

Sea G un grupo abeliano finito. Si |G| y car(F ) son primos relativos, el álgebra de gru-
po R es semisimple (por Teorema 1.1.2), es decir, existe una colección de R-submódulos
(ideales) simples I1, ..., Ir de R tales que R = I1⊕· · ·⊕Ir. Por lo tanto, 1 = a1 + · · ·+ar
con aj ∈ Ij para todo j. Así que, si x ∈ R, entonces x = x1 = xa1 + · · · + xar con
xaj ∈ Ij, implicando que si x ∈ Ij, x = xaj y xai = 0 para i 6= j. Luego Ij = Raj,
a2
j = aj, y ajai = 0 si i 6= j para 1 ≤ j ≤ r. Más aún, aj es un idempotente primitivo,

en otro caso, existen idempotentes ortogonales fj y gj tales que aj = fj+gj, implicando
que Ij = Raj = Rfj ⊕Rgj no es un R-módulo simple. Así que cada Ij es generado por
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el idempotente primitivo aj.

Por otro lado, Ij con la restricción de la multiplicación de R es un anillo con unidad
aj, esto implica que aj es el único idempotente generador de Ij. Además, por [36, Le-
ma 2.6.2] y [12, Proposición 3.20, parte (iv)], los Ij son únicos, es decir, si existe otra
descomposición R = J1⊕ · · ·⊕ Jr donde Jk es R-módulo simple para todo k, entonces,
con un orden adecuado de los sumandos, Ik = Jk para todo k.

Por lo mencionado anteriormente se tiene el siguiente Teorema.

Teorema 1.3.1. Si R es semisimple conmutativo, se tienen la siguientes afirmaciones:

1. Existe una colección única de (ideales) R-submódulos simples I1, ..., Ir tales que
R = I1 ⊕ · · · ⊕ Ir.

2. Todo ideal Ij está generado por un único idempotente primitivo ej, y la colección
{e1, ..., er} es la colección de todos los idempotentes primitivos de R.

3. Si I 6= 0 es un ideal de R, entonces existe un único J ⊆ {1, ..., r} tal que I =
⊕j∈JIj, e I es principal teniendo como único idempotente generador a ∑j∈J ej.

Un ideal de R que es simple como R-módulo es también un ideal minimal según el
orden dado por contención en la retícula de ideales de R, es por eso que con frecuencia
se suele referirse a estos como ideales minimales de R.

Una consecuencia del Teorema 1.3.1 (parte 3) es que los códigos abelianos se escriben
de manera única como suma directa de códigos abelianos minimales, y tienen un único
idempotente generador.

1.4. Ideales principales en álgebras de grupo

A lo largo de este trabajo, para b ∈ R, rb (lb) denotará la representación regular
derecha (izquierda) de b, es decir, el F -endomorfismo de R dado por rb(w) = wb

(lb(w) = bw). Además, mb(x) y pb(x) denotarán los polinomios mínimo y característico
respectivamente de rb.
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Observe que G es un grupo isomorfo a ρ(G) := {rg : g ∈ G} con la composición. Así
ϕ : FG→ Fρ(G) dado por ϕ(∑g∈G agg) = ∑

g∈G agrg es un isomorfismo de F -álgebras.
Recordemos que e ∈ R es llamado idempotente si e2 = e.

Lema 1.4.1. Sea b ∈ R, y κ(x) un polinomio que anula a rb. Sea κ(x) = f0(x)f1(x) una
descomposición en factores coprimos. Si u0(x), u1(x) ∈ F [x] son tales que u0(x)f0(x)+
u1(x)f1(x) = 1, entonces ui(b)fi(b) es un idempotente generador de Rfi(b) para i = 0, 1.

Demostración. Como f0(x) y f1(x) son coprimos, existen u0(x), u1(x) ∈ F [x] tales que
1 = u0(x)f0(x)+u1(x)f1(x). Sea Ei := ui(rb)fi(rb) para i = 0, 1. Entonces id = E0+E1,
E0 = E2

0 + E0E1 y f0(rb) = f0(rb)E0 + f0(rb)E1, pero E0E1 = (u0(rb)u1(rb))κ(rb) = 0
y f0(rb)E1 = u1(rb)κ(rb) = 0, así que E0 es un idempotente de Fρ(G) y f0(rb) ∈
Fρ(G)E0. Análogamente, E1 es un idempotente de Fρ(G) and f1(rb) ∈ Fρ(G)E1.
Ahora el resultado se sigue del hecho que ϕ−1(Ei) = ui(b)fi(b) ∈ Rfi(b) para todo
i.

En [18, Corolario 5] se propone calcular idempotentes generadores de ideales que tie-
nen complemento directo, resolviendo un sistema de ecuaciones multivariables cuadrá-
ticas y lineales. El Lema 1.4.1 es una alternativa a solucionar ese problema utilizando
el Algoritmo Euclideano, pues con dicho algoritmo podemos encontrar los elementos
u0(x), u1(x) ∈ F [x] mencionados en este lema.
Recuerde que una de las equivalencias de ser un módulo proyectivo es la siguiente [12,
pág. 29]. P es un A-módulo proyectivo si existe un A-módulo P ′ tal que An ∼= P ⊕ P ′
para algún n ∈ Z+.

Lema 1.4.2. [13, Lema 2.1] Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. Si R = R1 ⊕ R2 con ideales Ri, entonces existe un idempotente e ∈ R tal que
R1 = Re y R2 = R(1− e).

2. Si existe un idempotente e ∈ R, entonces R = Re⊕R(1− e).

Note que el Lema 1.4.2 implica que si un ideal I es generado por un idempotente,
entonces es un R-módulo proyectivo, pues existe un ideal I ′ tal que I ⊕ I ′ = R, es
decir, un complemento directo de I en R.

Lema 1.4.3. Sea J un ideal principal no-trivial de R. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

1. J tiene un generador b tal que rb es anulado por un polinomio κ(x) = xh(x) con
x - h(x).
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2. J tiene complemento directo.

3. J tiene un idempotente generador.

Demostración. (2)⇒ (3), por Lema 1.4.2 (parte 1).
(3) ⇒ (1), pues si J = Re con e idempotente, entonces el polinomio mínimo de re es
me(x) = x(x− 1).
(1) ⇒ (2). Supongamos que J tiene un generador b tal que es anulado por un poli-
nomio κ(x) = xh(x) con x - h(x). Entonces, por Lema 1.4.1, J es generado por un
idempotente, así que J tiene complemento directo (por Lema 1.4.2 (parte 2)).

Ahora veremos cuando las dimensiones del ideal izquierdo y derecho generado por
un elemento en R son iguales. Recordemos que el mapeo ˆ : R → R dado por û =∑
g∈G agg

−1, para u = ∑
g∈G agg, es un anti-isomorfismo de F -álgebras (ver [36, Propo-

sición 3.2.11], [35, pag 5]).
Si M es un R-módulo derecho, el espacio dual de M∗ = HomF (M,F ) se le da estruc-
tura de FG-módulo derecho mediante fg(m) := f(mg−1) para todo m ∈ M , f ∈ M∗,
y g ∈ G.

Lema 1.4.4. [13, Lema 2.3] Si e ∈ R es idempotente, entonces êR ∼= (eR)∗

Lema 1.4.5. Sea b ∈ R. Sean [rb]G las matrices asociadas a rb y lb en la base G,
respectivamente. Entonces, dim(Rb) = rango([rb]G), y si b es idempotente dim(Rb) =
rango([lb]G).

Demostración. dim(Im(rb)) = dim(Rb) = rango([rb]G). Similarmente, dim(Im(lb)) =
dim(bR) = rango([lb]G). Por otro lado, R̂b = b̂R porqueˆes un anti-automorfismo de
F -álgebras. Esto implica que rango([rb]G) = dim(Rb) = dim(R̂b) = dim(b̂R). Si b es
idempotente, por Lema 1.4.4, dim(b̂R) = dim((bR)∗) = dim(bR) donde (bR)∗ denota
el módulo dual de bR.

Si F = Fq, los ideales Rb y b̂R definen códigos de grupo equivalentes (esto es, espacios
isométricos) pues ˆ restringido a G es una permutación.
El Lema 1.4.5 es una versión alternativa de [18, Proposición 1]. Sin embargo, este lema
menciona la igualdad de las dimensiones de los ideales izquierdo y derecho generados
por un mismo elemento, mientras que la mencionada Proposición no lo hace.



Capítulo 2

Dimensión de ideales en álgebras de
grupo

En este capítulo se presentan métodos para la obtención de relaciones (identidades,
cotas y congruencias) para determinar la dimensión de ideales principales en álgebras
de grupo mediante el estudio de los polinomios mínimo (Teorema 2.1.4) y característico
(Teorema 2.2.1) de la representación regular derecha asociada a un generador del ideal.

2.1. Relaciones aritméticas para la dimensión de
ideales

Por convención, cuando igualemos un entero con una clase modular, lo que queremos
decir es que la reducción de este al respectivo módulo es igual a la clase modular. Esta
notación es la misma utilizada en [35, Lema 1.2].

Lema 2.1.1. Sea A ∈Mn×n(F ) una matriz con polinomio mínimo mA(x) = x(x−a)s
para algún entero s ≥ 1 y a ∈ F −{0}. Entonces se tienen las siguientes afirmaciones:

1. traza(A)a−1 es un elemento del subcampo primo de F .

2. rango(A) = traza(A)a−1.

Demostración. Por el Teorema 1.1.1, n = dim(ker(A)) + dim(ker(A− aI)s), entonces
rango(A) = n − dim(ker(A)) = dim(ker(A − 1)s) . Si N es la forma canónica de
Jordan de A, entonces traza(A) = traza(N) es igual a la suma de a tantas veces
como esta aparece en la diagonal principal de N , esto implica que traza(A)a−1 es un

21
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elemento del subcampo primo de F . Por otro lado, el número de entradas no-cero en la
diagonal principal de N es igual a dim(ker(A− aI)s). Así, si car(F ) = 0, rango(A) =
traza(A)a−1. Si car(F ) = p > 0 y u = rango(A) < p, entonces rango(A) = traza(A)a−1.
Si u = pc + r con 0 ≤ r < p, entonces traza(A)a−1 = r lo cual es igual a la reducción
de u módulo p, terminando la prueba.

El Lema 2.1.1 (parte 1) tiene relación con [36, Teorema 7.2.1, Teorema 7.2.2]. Cuando
se restringen estos resultados a álgebras de grupo de dimensión finita, ambos resultan
ser una consecuencia del Lema 2.1.1 (parte 1).

Recordemos que R = FG. Si b ∈ R, el coeficiente de b en 1 lo denotaremos por λ1(b),
este es llamado la traza de b (ver [36, pág. 221], [35, pág. 31]). Los siguientes resultados
serán de utilidad para la demostración del Teorema 2.1.4.

Teorema 2.1.2. [36, Lema 7.1.1] Sea b ∈ R, entonces

traza(rb) = |G|λ1(b)

Recordemos que la p-parte del orden de G, denotada por |G|p, es la mayor potencia
de p que divide |G|.

Teorema 2.1.3. [28, Corolario 7.16, cap. VII] Sea car(F ) = p > 0 y |G|p la p-parte
de |G|. Si P es un R-módulo proyectivo entonces |G|p | dim(P ).

Teorema 2.1.4. Sea b ∈ R tal que mb(x) = xnp1(x)r1 · · · pt(x)rt donde los pi son facto-
res mónicos irreducibles distintos y pi 6= x para todo i. Sea ζn = dim(ker(rnb )/ker(rb)).
Entonces

1. dim(Rb) = ζn+∑t
i=1 dim(ker(pi(rb)ri)). Más aún, Si pb(x) = xuh(x) con x - h(x),

entonces dim(Rb) = ζn + |G| − u.

2. Si car(F ) = p > 0 y |G|p la p-parte de |G|, entonces

dim(Rb) ≥

(t+ 1)|G|p si |G|p | dim(ker(rb)) y n > 1
t|G|p en otro caso

Más aún, si n = 1, entonces |G|p | dim(Rb) y dim(Rb) ∈ [t|G|p, |G| − |G|p].

3. Si mb(x) = x(x − a)s para algún s ≥ 1 y a ∈ F − {0}, entonces dim(Rb) =
|G|λ1(b)a−1.
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Demostración. Sea U0 = ker(rb) y U1 = ker(rnb ).

1. Sea W ⊂ U1 tal que U1 = U0 ⊕ W . Entonces, por Teorema 1.1.1 (parte 1),
R = (U0 ⊕ W ) ⊕ ker(p1(rb)r1) ⊕ · · · ⊕ ker(pt(rb)rt). Así, por el Teorema de la
Nulidad-Rango,

dim(Rb) = dim(Im(rb))

= dim(W ) +
t∑
i=1

dim(ker(pi(rb)ri))

= ζn +
t∑
i=1

dim(ker(pi(rb)ri)).

Sea pb(x) = xuh(x) con x - h(x). Sean U = ker(r|G|b ), m1(x) y m2(x) los po-
linomios mínimos de rb|U1

y rb|U , respectivamente. Por Teorema 1.1.1 (parte
3), m1(x) = xn. Como U1 ⊆ U ⊆ R es una cadena de espacios rb-invariantes,
entonces xn | m2(x) | mb(x). Así, como m2(x) | x|G|, m2(x) | xn, implicando
que m2(x) = xn, por lo que U1 = U . Implicando que dim(U1) = dim(U) lo
cual es igual a la multiplicidad algebraica u (ver [1, pp 171-172]). Por lo que∑t
i=1 dim(ker(pi(rb)ri)) = |G| − u.

2. Sea car(F ) = p > 0 y |G|p la p-parte de |G|. Como rb es un morfismo de R-
módulos, por Teorema 1.1.1 (parte 1), R = U1⊕ker(p1(rb)r1)⊕· · ·⊕ker(pt(rb)rt)
es una descomposición de R como suma de ideales. Así que U1 y ker(pi(rb)ri) son
R-módulos proyectivos para todo i, y por Teorema 2.1.3, |G|p divide a dim(U1)
y dim(ker(pi(rb)ri)) para todo i. Por lo tanto, t|G|p ≤ dim(Rb). Además, si
|G|p | dim(U0), |G|p es un divisor común de dim(U0) y dim(U1). Luego, si n > 1,
|G|p | ζn 6= 0, implicando que (t+ 1)|G|p ≤ dim(Rb).
Si n = 1, Rb es proyectivo (por Lema 1.4.3), y así |G|p divide a dim(Rb). Por lo
tanto, como Rb 6= R, dim(Rb) ∈ [t|G|p, |G| − |G|p].

3. Sea mb(x) = x(x − a)s para algún s ≥ 1 y a ∈ F − {0}. Entonces, por Lemas
1.4.5 y 2.1.1, dim(Rb) = rango([rb]G) = traza([rb]G)a−1. Finalmente, por Teorema
2.1.2, traza([rb]G) = |G|λ1(b), por lo tanto dim(Rb) = |G|λ1(b)a−1.

El siguiente lema es un conocido resultado que está relacionado con el Teorema 2.1.4.
Lo enuciaremos para luego detallar dicha relación.
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Lema 2.1.5. [35, Lema 1.2, cap. 2] Sea R semisimple.

1. Si b ∈ R es nilpotente, entonces λ1(b) = 0.

2. Si e ∈ R es un idempotente, entonces λ1(e) = dim(Re)/|G|.

El Teorema 2.1.4 (Parte 3) es una versión más general del Lema 2.1.5 (parte 2), el
cual solo es válido con R semisimple y para idempotentes. El beneficio principal de este
resultado, cuando lo comparamos con el Lema 2.1.5 (parte 2), es que puede ser apli-
cado a una mayor cantidad de elementos de R, sin necesidad de ser idempotentes. Sin
embargo, por Lema 1.4.3, cualquier elemento que satisface las hipótesis del Teorema
2.1.4 (parte 3), genera un ideal que también tiene un generador idempotente, es decir,
ambos resultados sólo son aplicables a ideales principales generados por idempotentes.

Por nuestra convención, si car(F ) = 0 en el Teorema 2.1.4 (parte 3), obtenemos una
formula explícita para la dimensión de Rb. Sin embargo, si car(F ) = p > 0, solo
obtenemos la clase de la dimensión módulo p (la cual es |G|λ1(b)a−1). Así tenemos los
siguientes dos corolarios.

Corolario 2.1.6. Sea b ∈ R y mb(x) = x(x− a)s para algún s ≥ 1 y a ∈ F − {0}. Si
car(F ) = 0, entonces dim(Rb) = |G|λ1(b)a−1.

Corolario 2.1.7. Sea b ∈ R, J = Rb, y mb(x) = x(x − a)s para algún s ≥ 1 y a ∈
F − {0}. Sea car(F ) = p > 0, y r el menor entero positivo en la clase de |G|λ1(b)a−1.
Entonces se tiene lo siguiente:

1. r ≤ dim(J). Más aún, si dim(J) ≤ p, entonces dim(J) = r. En particular, si
|G|−1 ≤ p y |G| 6= p, la dimensión de cualquier ideal no-trivial se puede calcular
de esta manera.

2. Si λ1(b) = a = 1, |G| ≥ p y c es el cociente de dividir |G| por p, entonces
dim(J) = |G| − pt para algún 0 ≤ t ≤ c.

3. dim(J) es múltiplo de p si y solo si λ1(b) = 0 o p | |G|.

4. Si |G| − 1 > p, c es el cociente de dividir |G| − 1 por p, y λ1(b) = 0, entonces
dim(J) = pt para algún 1 ≤ t ≤ c.

5. Si dim(J) = 1, entonces λ1(b) = |G|−1a.
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Demostración. 1. Como dim(J) está en la clase |G|λ1(b)a−1, r ≤ dim(J). Supon-
gamos que dim(J) ≤ p, entonces dim(J) es el mínimo entero positivo en la clase
|G|λ1(b)a−1, lo cual implica que dim(J) = r. Si |G| − 1 ≤ p y |G| 6= p, p - |G|, así
que R es semisimple (por Teorema 1.1.2). Por lo tanto, cualquier ideal no-trivial
es principal generado por un idempotente no-trivial y tiene dimensión menor o
igual a p.

2. Supongamos que λ1(b) = a = 1. Como J es un ideal propio, entonces dim(J) =
|G| − pt para un entero 1 ≤ t, pero el mínimo valor posible que puede tomar
dim(J) es r (por parte 1) y en tal caso t tomaría el valor de c.

3. dim(J) = |G|λ1(b)a−1 = 0 si y solo si |G| es múltiplo de p o λ1(b) = 0.

4. Ya que λ1(b) = 0, dim(J) es múltiplo de p, pero el mayor múltiplo de p menor o
igual a |G| − 1 es pc, así que dim(J) = pt para algún 1 ≤ t ≤ c.

5. Si 1 = dim(J) = |G|λ1(b)a−1, entonces λ1(b) = |G|−1a.

Todos los cálculos desarrollados en los ejemplos de este trabajo están hechos en Sage-
Math [42].

Ejemplo 2.1.8. Sea G = 〈x, y | x4 = 1, x2 = y2 = (xy)2, yxy−1 = x−1〉 =
{1, x, y, x2, x3y, xy, x3, x2y} el grupo de los cuaternios y R = F3G. Sea b0 = x + 2y +
2x2 + 2x3y+xy+x2y y b1 = 1 +x+ y+x3y, entonces mbi

(z) = z(z− 1)2 para i = 0, 1.
Así, por Corolario 2.1.7 (parte 4), dim(Rb0) = 3t donde 1 ≤ t ≤ 2, es decir, dim(Rb0)
es igual a 3 o 6. Además, por Corolario 2.1.7 (parte 2), dim(Rb1) = 8 − 3t donde
1 ≤ t ≤ 2, es decir, dim(Rb1) es igual a 5 o 2. Sea b2 = 2 + 2x + y + x3y, entonces
mb2(z) = z(z − 2)2. Así, por Teorema 2.1.4 (parte 3), dim(Rb2) = |G|λ1(b2)2−1 = 2
así que dim(Rb2) es igual a 2 o 5. De hecho, utilizando Lema 1.4.5, obtenemos que
dim(Rbi) es igual a 6, 5, 5 para i = 0, 1, 2, respectivamente.

Ejemplo 2.1.9. Sea

G = 〈x, y | x2 = y5 = 1, xy = y−1x〉 = {1, x, y, xy4, y2, xy, xy3, y4, y3, xy2}

el grupo diédrico de orden 5. Sea w una raíz del polinomio p(z) = z2 +2z+2 ∈ F3[z] en
algún campo extensión de F3. p(z) es irreducible, así que F := F3(w) = F9. Sea R = FG

y b = 2w2+(w+2)x+(2w+1)y+wxy4+2y2+wxy+2w2xy3+2w2y4+wy3+(w+2)xy2 ∈
R, entonces mb(z) = z(z − w2)2. Luego, por Teorema 2.1.4 (parte 3),

dimF (Rb2) = |G|λ1(b)(w2)−1 = 10(2w2)(2w2) = 10(4w4) = 2.
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Por lo tanto, dim(Rb2) es igual a 2, 5 u 8. De hecho, utilizando Lema 1.4.5, obtenemos
que dim(Rb) es igual a 8.

Observe que los dos ejemplos anteriores tienen varias cosas en común. Ambos fueron
realizados con álgebras de grupo semisimples no-conmutativas finitas. A pesar que los
resultados ilustrados en estos ejemplos son válidos para álgebras de grupo sobre campos
arbitrarios, trabajamos con álgebras finitas porque estamos interesados en estudiar sus
códigos de grupo más adelante. Se eligieron álgebras de grupo semisimples porque,
para las no-semisimples, el Teorema 2.1.4 (parte 3) dice que la dimensión del ideal
Rb debe ser un múltiplo de la característica del campo; sin embargo, decir eso no es
muy relevante, si tenemos en cuenta que (por el Lema 1.4.3) Rb también es generado
por un idempotente, así que Rb es proyectivo, implicando (por Teorema 2.1.3) que la
dimensión de Rb es igual a un múltiplo de un p-subgrupo de sylow de G, donde p es
la característica del campo. Es decir, en el caso no-semisimple, el Teorema 2.1.3 es
más fuerte que el Teorema 2.1.4 (parte 3), por lo que no vale mucho la pena usar este
último en dicho caso. Se eligieron álgebras de grupo no-conmutativas pues en el caso
conmutativo semisimple, si un elemento b tiene polinomio mínimo mb(x) = x(x − a)s
con a 6= 0, entonces e = a−1b es idempotente y mb(x) = x(x − a) (ver abajo Teorema
2.2.5, parte 1). Así que este caso no es de mucha importancia, por no distar mucho de
aquellos en los que se puede aplicar el Lema 2.1.5 (parte 2).

2.2. Dimensión y polinomio característico

En [18, Teorema 6] se presenta una cota inferior para la dimensión de un ideal principal
en un álgebra de grupo cuando se conoce la multiplicidad de 0 como raíz del polinomio
característico de la representación regular izquierda/derecha asociada a un generador.
También se menciona que esta cota resulta ser la dimensión exacta cuando es aplicada
al polinomio característico de un idempotente. Nosotros observamos que los únicos
elementos para los cuales se tiene dicha igualdad son aquellos cuya representación
regular derecha tiene polinomio mínimo con 0 como raíz simple. Así que vamos a
reformular dicho resultado.

Teorema 2.2.1. [18, Teorema 6] Sea b ∈ R tal que pb(x) = xuh(x) donde x - h(x),
entonces

|G| − u ≤ dim(Rb) ≤ |G| − 1.

Más aún, dim(Rb) = |G| − u si y solo si 0 es una raíz simple de mb(x).



2.2. DIMENSIÓN Y POLINOMIO CARACTERÍSTICO 27

Demostración. Por Teorema 2.1.4 (parte 1), |G| − u ≤ dim(Rb). Además, como 0 es
un valor propio de rb, Rb ( R, y así dim(Rb) ≤ |G| − 1.
Sea mb(x) = xnw(x) con x - w(x). Si n = 1, por Teorema 2.1.4 (parte 1), dim(Rb) =
|G| − u. Recíprocamente, si dim(Rb) = |G| − u, dim(ker(rb)) = u. Como ker(rb) ⊆
ker(rnb ) ⊆ ker(r|G|b ), entonces ker(rb) = ker(rnb ) = ker(r|G|b ). Así el polinomio mínimo
de rb|ker(rb) = rb|ker(rn

b
) es x = xn, y por lo tanto n = 1.

Corolario 2.2.2. Sea b, b′ ∈ R tal que pb(x) = xuh(x) y pb′(x) = xu
′
h′(x). Entonces

se tiene lo siguiente:

1. Si Rb = Rb′ y mb(x) tiene a 0 como raíz simple, entonces u ≤ u′.

2. Si rb es diagonalizable dim(Rb) = |G| − u. En particular, esto se tiene si b es
idempotente.

Demostración. 1. Por Teorema 2.2.1, dim(Rb) = |G| − u. Así |G| − u′ ≤ dim(Rb′)
= dim(Rb) = |G| − u, por lo que u ≤ u′.

2. Se sigue del Teorema 2.2.1 y del hecho que rb es diagonalizable si y solo si todas
las raíces de mb(x) son raíces simples. En particular, si b es idempotente, mb(x) =
x2 − x = x(x− 1), así que rb es diagonalizable.

Ejemplo 2.2.3. Sea G = 〈x, y | x3 = y2 = (xy)3 = 1〉 = {1, x, x2y, y, x2yx, x2, yx, xy,

xyx, yxy, yx2, xyx2} el grupo alternante de grado 4 y R = F2G. Si b = x + x2yx

entonces mb(z) = z(z2 + z + 1)2. Así, por Teorema 2.1.4 (parte 2), 4 | dim(Rb) y
4 ≤ dim(Rb) ≤ 8, así que dim(Rb) es igual a 4 u 8. Alternativamente, podemos usar
el Teorema 2.2.1 para calcular dim(Rb). Como pb(z) = z4(z2 + z + 1)4 y 0 es una raíz
simple de mb(z), entonces dim(Rb) = 12−4 = 8. Por otro lado, si b′ = 1+x+y+x2yx,
entonces mb′(z) = z2(z2 + z + 1)2 y pb′(z) = z4(z2 + z + 1)4. Así, por Teorema 2.2.1,
8 = 12− 4 � dim(Rb). De hecho, utilizando el Lema 1.4.5, obtenemos que dim(Rb) =
rango([rb]G) = 9. Esto ocurre porque la multiplicidad de z como raíz de mb′(z) no es 1
sino 2.

Recordemos que F es campo de descomposición para el grupo G (el álgebra FG) si
EndFG(V ) = F para cada FG-módulo simple V . [15, pág. 22].

Proposición 2.2.4. Sea G abeliano y F campo de descomposición de G. Si FG es
semisimple, entonces sus ideales son F -espacios vectoriales de dimensión 1.
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Demostración. Por [15, Corolario 4.4] FG tiene tantos ideales minimales como clases
de conjugación, esto es, |G| ideales (pues G es abeliano). Por lo que todos estos deben
tener dimensión 1.

Teorema 2.2.5. Sea b ∈ R = FG. Si R es un álgebra de grupo conmutativa semisim-
ple, entonces se tienen las siguientes afirmaciones:

1. Si mb(x) = x(x− a)s con a 6= 0, entonces a = 1 y s = 1 o a 6= 1 y s = 1, y a−1b

es un idempotente.

2. Si pb = xuh(x) con x - h(x), entonces dim(Rb) = |G| − u

Demostración. Sea F una extensión de F que es campo de descomposición para G

(esta existe por [15, Proposición 7.13]). Por Teorema 1.3.1 (parte 1) FG se escribe
como suma directa de ideales minimales, y por Proposición 2.2.4, todos estos tienen
dimensión 1. Sea r′b : FG → FG dado por r′b(u) = ub. Como los ideales de FG tienen
dimensión 1, los idempotentes primitivos que generan a estos ideales forman una base
de vectores propios de r′b, por lo que r′b es diagonalizable. Note que el polinomio mínimo
de r′b es igual al de r′b|R = rb, esto es, mb(x). Por lo tanto, mb(x) se factoriza en factores
lineales distintos en F, es decir, mb(x) no tiene raíces repetidas.

1. Sea mb(x) = x(x−a)s con a 6= 0. Si b es idempotente, mb(x) = x2−x = x(x−1),
así que a = 1 y s = 1. Si b no es idempotente, entonces mb(x) = x(x − a)s 6=
x(x − 1) así que a 6= 1 o s 6= 1 (sin la posibilidad a = 1 y s = 1), pero mb(x)
no tiene raíces repetidas, así que s = 1, por lo que a 6= 1. Además, si u = a−1b y
δ(mb) es el grado de mb, con la fórmula para calcular el polinomio mínimo de un
múltiplo escalar de una matriz, se tiene que

mu(x) = (a−1)δ(mb)mb((a−1)−1x) = a−2mb(ax)
= a−2[ax(ax− a)] = a−2[a2x(x− 1)] = x(x− 1)

así que u es idempotente, y b = au.

2. Sea pb = xuh(x) con x - h(x). Por lo dicho anteriormente mb(x) no tiene raíces
repetidas en F, así que 0 es una raíz simple de mb(x). Luego, por Teorema 2.2.1,
dim(Rb) = |G| − u.



Capítulo 3

Dimensión de códigos abelianos

En este capítulo aplicamos algunos resultados del Capítulo 2 al estudio de la dimensión
de códigos abelianos en álgebras de grupo semisimples. En particular, se determina
una cota inferior y superior para la dimensión basada en cardinalidades de q-órbitas
(Teorema 3.1.1). Además se determina la existencia de una transformación lineal (a
la que luego llamamos el indicador de dimensiones) con la propiedad que su
evaluación en el idempotente generador de un código abeliano tiene peso de Hamming
igual a la dimensión del código (Teorema 3.2.5) y se presenta una manera de calcular
dicha transformación (Teorema 3.2.2).

3.1. Cotas para la dimensión de códigos abelianos

En lo que resta de este capítulo, F = Fq, p = car(Fq), G es abeliano de orden primo
relativo a q (esto es para poder aplicar el Teorema de Maschke).

El exponente de G es el mínimo común múltiplo de los ordenes de los elementos de G.
Sea m el exponente de G, θ una raíz m-ésima primitiva de la unidad en algún campo
extensión de F , y F := F (θ). Sea H := Gal(F/F ), y α el automorfismo de Frobenius.
Entonces H actúa en G como α · g := gq. Las órbitas bajo esta acción son llamadas
q-órbitas (o q-subconjuntos [10]; si G es cíclico, clases q-ciclotómicas [27, pág. 122]).
Es bien conocido (ver por ejemplo, [19, Teorema 1.3]) que existe una biyección entre
los ideales minimales de R y las q-órbitas bajo la cual, el tamaño de una q-órbita es
igual a la dimensión del correspondiente ideal. Resumimos esto en el siguiente Teorema.

Teorema 3.1.1. Sea {Uj}wj=1 la colección de las q-órbitas de G. Sea R = ⊕rj=1Ij la

29
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descomposición de R como suma de ideales minimales. Entonces r = w y para una
indexación adecuada, dim(Ij) = |Uj| para j = 1, ..., r.

Demostración. Se sigue de [19, Theorem 1.3].

Corolario 3.1.2. (cota q-órbitas) Sea e ∈ R un idempotente primitivo e I = Re. Si
Y = {|Uj| : |Uj| = |G|λ1(e), j = 1, ..., r} donde λ1(e) es la traza de e, entonces

mı́n(Y ) ≤ dim(I) ≤ máx(Y )

Demostración. Se sigue del Teorema 3.1.1 y 2.1.4 (parte 3).

Por Teorema 3.1.1, 1 ≤ |Y |. Si |Y | = 1, la cota en el Teorema 3.1.2 nos da la dimensión
exacta.

3.2. El indicador de dimensiones

Los siguientes dos teoremas ofrecerán una solución al problema de calcular la dimen-
sión de cualquier código abeliano, para ello, primero introduciremos algo de contexto.

Proposición 3.2.1. [15, Corolario 24.11] Sea F un campo finito tal que car(F ) - |G|,
m el exponente de G, y θ una raíz m-ésima primitiva de la unidad. Entonces F (θ) es
campo de descomposición para G.

Sea G = Cn1×· · ·×Cns una descomposición de G como un producto directo de grupos
cíclicos con Cni

= 〈xi〉 = {1, xi, ..., xni−1
i } para todo i. Sea Ri := FCni

, li : Ri → Ri

la transformación F-lineal dada por li(y) = xiy, {γiji}ni
ji=1, y {eiji}ni

ji=1 el espectro de
li y la colección de idempotentes primitivos de Ri para todo i, respectivamente. Sea
ci ≡ |Cni

|−1 mod p para i = 1, ..., s.

Teorema 3.2.2. Asumiendo la notación anterior, se tiene lo siguiente: [eiji ]Cni
=

ci(1, γni−1
iji , γni−2

iji , ..., γiji) para i = 1, ..., s y ji = 1, ..., ni. Además, los vectores de
coordenadas de los idempotentes primitivos de R con respecto a G están dados por
{[e1j1 ]Cn1

⊗ · · · ⊗ [esjs ]Cns
: ji = 1, ..., ni}, donde ⊗ denota el producto de Kronecker.

Demostración. Sea β = Cn1 ⊗ · · · ⊗ Cns la base típica del producto tensorial R. Co-
mo F es campo de descomposición para todo Cni

, entonces todo ideal minimal tiene
dimensión 1 como F-espacio vectorial (por Proposición 2.2.4). Así, como los ideales
de Ri son li-invariantes, todo idempotente primitivo en Ri es un vector propio de li.
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Supongamos que li(eiji) = γijieiji donde ji = 1, ..., ni para i = 1, ..., s. El polinomio
mínimo de li es xni−1, por lo que li tiene tantos valores propios distintos como ni (pues
(|G|, q) = 1), implicando que todo espacio propio de li tiene dimensión 1 para todo i.
Luego, como 1 + γni−1

iji xi + γni−2
iji x2

i + ... + γijix
ni−1
i es un vector propio de li asociado

al valor propio γiji para todo i, eiji debe ser un múltiplo de este elemento, por lo tanto
eiji = ci(1+γni−1

iji xi+γni−2
iji x2

i + ...+γijix
ni−1
i ) para todo i (por Corolario 2.1.7, parte 5).

Por otro lado, si T = R1 ⊗ · · · ⊗ Rs, los tensores de la forma e1j1 ⊗ · · · ⊗ esjs son
idempotentes primitivos de T pues el conjunto {e1j1⊗· · ·⊗esjs : ji = 1, ..., ni para i =
1, ..., s} es un conjunto de idempotentes ortogonales de T con tamaño |G|, así que debe
ser el conjunto de los idempotentes primitivos de T . Además, por la definición de β, se
tiene que [e1j1⊗· · ·⊗esjs ]β = [e1j1 ]Cn1

⊗· · ·⊗[esjs ]Cns
para ji = 1, ..., ni e i = 1, ..., s. Así,

como χ : R → T dado por la extensión F-lineal de χ(xε11 · · ·xεss ) = xε11 ⊗ · · ·⊗xεss es un
isomorfismo de F-álgebras, los vectores de coordenadas de los idempotentes primitivos
de R con respecto a G son los mismos vectores de coordenadas de los idempotentes
primitivos de T = χ(R) con respecto a β = χ(G), terminando la prueba.

Sea R := FG y R = ⊕tj=1Rfj la descomposición de R en ideales minimales donde fj
es idempotente para todo j. Por [15, Corolario 24.11], F es campo de descomposición
para G, así que dimF(Rfj) = 1 para todo j (ver [15, Corolario 4.4]). Esto implica que
η := {fj}tj=1 es una F-bases para R y t = |G|. Note que H actúa en R por evaluación
en los coeficientes, es decir, α � ∑g∈G λgg := ∑

g∈G α(λg)g = ∑
g∈G λ

q
gg. Además, si

f = ∑
g∈G agg ∈ η,

α−1 � f = α−1 � f q = α−1 � (
∑
g∈G

α(ag)gq) =
∑
g∈G

agg
q = γ(f) ∈ η,

donde γ es el automorfismo de R que resulta de extender linealmente el automorfismo
“elevar a la q” de G. Por lo tanto, H actúa en η. Sea γi un valor propio de li que es
una raíz ni-primitiva de la unidad (esta existe pues xni−1 no tiene raíces repetidas), y
e(γi) := ci(1 + γni−1

i xi + γni−2
i x2

i + ...+ γix
ni−1
i ) ∈ Ri para todo i. Considere la función

U : G −→ η∏s
i=1 x

εi
i 7−→

∏s
i=1 e(γεii ).

Para cualesquiera dos elementos distintos g, h ∈ G, U(g)U(h) = 0, así que U es
inyectiva. Implicando que |Im(U)| = |G| = η, así que U es biyectiva. Más aún,

U

(
α ·

s∏
i=1

xεii

)
= U

(
s∏
i=1

xqεii

)
=

s∏
i=1

e(γqεii ) = α · U
(

s∏
i=1

xεii

)
,
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por lo tanto U es un isomorfismo de H-conjuntos. Así, para un orden fijado en G, U
induce un orden en η tal que su extensión lineal U es la transformación de cambio de
bases que envía a G en η. Sea A := [U ]G.

Antes de presentar nuestro siguiente Teorema (3.2.5) enunciaremos un par de resul-
tados necesarios.

Proposición 3.2.3 (descenso de Galois). [14, Proposición III.6] Los idempotentes
primitivos de R son aquellos de la forma e = ∑

z∈O z con O ∈ η/H

Lema 3.2.4. Si f ∈ R, entonces dimF (Rf) = dimF(Rf).

Demostración. Se sigue del hecho que Rf ∼= F⊗F Rf como R-módulos.

Teorema 3.2.5. Se tienen las siguientes afirmaciones:

1. Sea f ∈ R un idempotente primitivo, y D el inverso de U , entonces dimF (Rf) =
wt(D(f)).

2. U induce una biyección entre las q-órbitas y los ideales minimales de R, bajo la
cual, el tamaño de una q-órbita es igual a la dimensión de su correspondiente
ideal.

Demostración. 1. Sea D el F-automorfismo de R dado por D(x) := U−1(x), donde
U es la transformación de cambio de bases que se presentó anteriormente. En-
tonces D|η : η → G es un isomorfismo de H-conjuntos. Por el argumento del
descenso de Galois (Proposición 3.2.3), existe O ∈ η/H tal que f = ∑

z∈O z. Por
lo que D(f) = ∑

z∈OD(z), el cual es una suma de elementos de G pertenecientes
a la q-órbita D(O), y así wt(D(f)) = |O|.

Por otro lado, dimF (Rf) = dimF(Rf) (por Lema 3.2.4). Así, como Rf =
⊕z∈ORz (la suma es directa porque los elementos de O son idempotentes or-
togonales dos a dos),

dimF (Rf) = dimF(Rf) =
∑
z∈O

dimF(Rz) =
∑
z∈O

1 = |O| = wt(D(f))

pues dimF(Rz) = 1 para todo z ∈ O (por Proposición 2.2.4).
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2. Como U |G : G → η es un isomorfismo de H-conjuntos, U induce una co-
rrespondencia biyectiva que preserva cardinalidad Û : G/H → η/H dada por
Û(S) = U(S).

Sea η′ la colección de los idempotentes primitivos de R. Por el argumento de des-
censo de Galois (Proposición 3.2.3), v : η/H → η′ dado por v(O) = ∑

o∈O o es una
función biyectiva. Así que v ◦ Û : G/H → η′ es una biyección entre las q-órbitas y
los idempotentes primitivos de R, y como estos idempotentes están en biyección
con los ideales minimales que ellos generan, entonces existe una biyección entre
q-órbitas y los ideales minimales de R (esto ya lo garantizaba el Teorema 3.1.1,
pero ahora conocemos la biyección y no solo de su existencia).

Ahora, por un argumento similar al presentado al final de la prueba de la par-
te 1, si f = v(O) con O ∈ η/H, entonces dimF (Rf) = |O| = |Û−1(O)| =
|Û−1(v−1(f))|, es decir, el tamaño de la q-órbita Û−1(v−1(f)) = Û−1 ◦ v−1(f) que
es la correspondiente al ideal Rf es igual a la dimensión de este.

Observe que el Teorema 3.2.5 (parte 2) implica el Teorema 3.1.1. El F-automorfismo
D presentado en el Teorema 3.2.5 (parte 1) será llamado el indicador de dimen-
siones de R asociado a F, o simplemente el indicador de R. Note que como
todo código abeliano es suma directa de ideales minimales (por Teorema 1.3.1, parte
3), el indicador de dimensiones de R puede ser utilizado para calcular la dimensión de
cualquier código abeliano.

Ahora veremos que el indicador de R está relacionado con la transformada de Fourier
discreta. El grupo de caracteres G∗ de G es el conjunto de los morfismos de grupo de
G a F − {0} con la multiplicación de funciones. Es bien conocido que G∗ ∼= G (ver,
por ejemplo, [9, Sección 1.1]). La transformada de Fourier discreta ε (ver [14, Sección
II.A], [9, Sección 2]) es el isomorfismo de F-álgebras que va desde FG∗ a su descom-
posición de Artin-Wederburn F|G| dado por ε(f) = (f(g))g∈G. Sea λ = ε−1, µ la base
canónica de F|G|, y η∗ la colección de idempotentes primitivos de FG∗. Note que si
f1 : FG → F|G| y f2 : FG → FG∗ son las transformaciones F-lineales que envían a G
en µ y η en η∗, respectivamente, entonces el siguiente diagrama commuta:
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FG U−−−→ FG

f1

y yf2

F|G| −−−→
λ

FG∗

Es decir, λf1 = f2U , así G∗ [λf1]G =G∗ [f2U ]G, por lo que

(G∗ [λ]µ)(µ[f1]G) = (G∗ [λ]µ)id =G∗ [λ]µ = (G∗ [f2]G)(G[U ]G).

Por otro lado, si f3 es la extensión lineal de un isomorfismo de grupos entre G y G∗,
entonces es un isomorfismo de F -álgebras entre FG y FG∗ que envía a η en η∗, es
decir, existe un orden en η en η∗ para el cual f3 = f2. En ese caso G∗ [f2]G = id, luego
A =G [U ]G =G∗ [λ]µ.

Por el Teorema 3.2.2 podemos calcular el indicador de R como el inverso de la trans-
formación F-lineal de R cuya matriz en la base G tiene como columnas los vectores de
coordenadas de los idempotentes primitivos de R con respecto a G. Como A =G∗ [λ]µ,
esto también puede hacerse utilizando Teoría de Caracteres (ver [14, Corolario II.2]),
pero nosotros estamos motivados principalmente por el hecho que el indicador de R
puede obtenerse como una aplicación del Teorema 2.1.4 (parte 3), con un enfoque
alternativo al clásico.
Ejemplo 3.2.6. Sea F = F3 y G = C2 × C4 donde C2 = {1, x1} y C4 = {1, x2, x

2
2, x

3
2}

son los grupos cíclicos de orden 2 y 4, respectivamente. Sea γ una raíz en alguna ex-
tensión de F del polinomio z2 − z − 1. Como γ2 es una raíz 4-ésima primitiva de
la unidad, F := F (γ) = F (γ2) es un campo de descomposición para G. Sea li co-
mo en el Teorema 3.2.2, y σ(li) el espectro de li para i = 1, 2. Entonces σ(l1) =
{1, 2} y σ(l2) = {1, γ2, γ4 = 2, γ6}. Así, por Teorema 3.2.2, los vectores de coorde-
nadas de los idempotentes primitivos de R1 = FC2 y R2 = FC4 son {(2, 2), (2, 1)} y
{(1, 1, 1, 1), (1, 2, 1, 2), (1, γ6, 2, γ2), (1, γ2, 2, γ6)}, respectivamente. Note que 2γ6 = γ2.
Luego, por Teorema 3.2.2,

(2, 2)⊗ (1, 1, 1, 1) = (2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2)
(2, 2)⊗ (1, γ6, 2, γ2) = (2, γ2, 1, γ6, 2, γ2, 1, γ6)
(2, 2)⊗ (1, 2, 1, 2) = (2, 1, 2, 1, 2, 1, 2, 1)
(2, 2)⊗ (1, γ2, 2, γ6) = (2, γ6, 1, γ2, 2, γ6, 1, γ2)
(2, 1)⊗ (1, 1, 1, 1) = (2, 2, 2, 2, 1, 1, 1, 1)
(2, 1)⊗ (1, γ6, 2, γ2) = (2, γ2, 1, γ6, 1, γ6, 2, γ2)
(2, 1)⊗ (1, 2, 1, 2) = (2, 1, 2, 1, 1, 2, 1, 2)
(2, 1)⊗ (1, γ2, 2, γ6) = (2, γ6, 1, γ2, 1, γ2, 2, γ6)
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son los vectores de coordenadas de los idempotentes primitivos de R = FG con respec-
to a G = {1, x2, x

2
2, x

3
2, x1, x1x2, x1x

2
2, x1x

3
2} (ordenado lexicográficamente con x2 < x1).

Por otro lado, como 2 y γ2 son una raíz 2-primitiva y 4-primitiva de la unidad, respec-
tivamente, se puede definir un isomorfismo de H-conjuntos entre G y η en términos
de 2 y γ2 como

U : G −→ η

xε11 x
ε2
2 7−→e(2ε1)e(γ2ε2),

donde e(2ε1) = 2(1 + 2ε1x1) y e(γ2ε2) = 1 + γ6ε2x2 + 2ε2x2
2 + γ2ε2x3

2, y su extensión
lineal U es la matriz de cambio de bases que envía a G en η. Por lo que la matriz del
indicador D en la base G es A−1 = [U ]−1

G , la cual esta dada por

A−1 =



2 2 2 2 2 2 2 2
2 γ2 1 γ6 2 γ2 1 γ6

2 1 2 1 2 1 2 1
2 γ6 1 γ2 2 γ6 1 γ2

2 2 2 2 1 1 1 1
2 γ2 1 γ6 1 γ6 2 γ2

2 1 2 1 1 2 1 2
2 γ6 1 γ2 1 γ2 2 γ6



−1

=



1 1 1 1 1 1 1 1
1 γ2 2 γ6 1 γ2 2 γ6

1 2 1 2 1 2 1 2
1 γ6 2 γ2 1 γ6 2 γ2

1 1 1 1 2 2 2 2
1 γ2 2 γ6 2 γ6 1 γ2

1 2 1 2 2 1 2 1
1 γ6 2 γ2 2 γ2 1 γ6


.

Ahora daremos una tabla donde se presentan los elementos de G, sus imagenes bajo
U y los vectores de coordenadas de estas. Además identificaremos con distintos colores
las 3-órbitas de G y las órbitas de los idempotentes primitivos de FG bajo la acción
(por evaluación en coeficientes) del grupo de Galois.

Por el argumento del descenso de Galois podemos concluir que los idempotentes pri-
mitivos de FG son los idempotentes que aparecen en los reglones impares del Cuadro
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g U(g) [U(g)]G
1 2 + 2x2 + 2x2

2 + 2x3
2 + 2x1 + 2x1x2 + 2x1x

2
2 + 2x1x

3
2 (2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2)

x2 2 + γ2x2 + x2
2 + γ6x3

2 + 2x1 + γ2x1x2 + x1x
2
2 + γ6x1x

3
2 (2, γ2, 1, γ6, 2, γ2, 1, γ6)

x2
2 2 + x2 + 2x2

2 + x3
2 + 2x1 + x1x2 + 2x1x

2
2 + x1x

3
2 (2, 1, 2, 1, 2, 1, 2, 1)

x3
2 2 + γ6x2 + x2

2 + γ2x3
2 + 2x1 + γ6x1x2 + x1x

2
2 + γ2x1x

3
2 (2, γ6, 1, γ2, 2, γ6, 1, γ2)

x1 2 + 2x2 + 2x2
2 + 2x3

2 + x1 + x1x2 + x1x
2
2 + x1x

3
2 (2, 2, 2, 2, 1, 1, 1, 1)

x1x2 2 + γ2x2 + x2
2 + γ6x3

2 + x1 + γ6x1x2 + 2x1x
2
2 + γ2x1x

3
2 (2, γ2, 1, γ6, 1, γ6, 2, γ2)

x1x
2
2 2 + x2 + 2x2

2 + x3
2 + x1 + 2x1x2 + x1x

2
2 + 2x1x

3
2 (2, 1, 2, 1, 1, 2, 1, 2)

x1x
3
2 2 + γ6x2 + x2

2 + γ2x3
2 + x1 + γ2x1x2 + 2x1x

2
2 + γ6x1x

3
2 (2, γ6, 1, γ2, 1, γ2, 2, γ6)

Cuadro 3.1: Imagen de U e identificación en colores de órbitas bajo las acciones de H
en G y η.

3.1, 1 + 2x2
2 + x1+ 2x1x

2
2 (la suma de los idempotentes de los reglones 2 y 4 del Cuadro

3.1), y 1 + 2x2
2 + 2x1 + x1x

2
2 (la suma de los idempotentes de los reglones 6 y 8 del

Cuadro 3.1), pues γ2 + γ6 = 0.
Como D|η : η → G es un isomorfismo de H-conjuntos, la imagen de cualquier idem-
potente de R bajo D es una suma de elementos de G pertenecientes a una unión de
q-órbitas. Sea v1 = 20002111, v2 = 01111101, v3 = 11212101, v4 = 21111111, y
v5 = 00200202. Un cálculo directo muestra que el elemento fi ∈ R tal que [fi]G = vi
es idempotente para todo i. Aplicando el Lema 1.4.5 para calcular dimF (Rfi), obtene-
mos que este coincide con wt(D(fi)) para todo i, como lo garantiza el Teorema 3.2.5.
De hecho, las funciones rank(_) y codes.LinearCode(_).minimum_distance() de
SageMath [42] aplicadas a la matriz [rfi

]G dan la dimensión y distancia mínima del
código de grupo Rfi. Lo anterior se resume en el Cuadro 3.2:

i vi = [fi]G [D(fi)]G = [D]Gvi wt(D(fi)) Parámetros de Rfi
1 20002111 10000111 4 [8, 4, 4]
2 01111101 00100101 3 [8, 3, 4]
3 11212101 01111010 5 [8, 5, 2]
4 21111111 01111111 7 [8, 7, 2]
5 00200202 01111101 6 [8, 6, 2]

Cuadro 3.2: Ilustración del Teorema 3.2.5 (parte 1).

Note que en la tercera columna del Cuadro 3.2, para cada vector de coordenadas,
aparecerá 1 de un color determinado si y solo si el idempotente primitivo de FG co-
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rrespondiente a dicho color aparece en la descomposición de fi como suma de idem-
potentes primitivos para todo i. Por ejemplo, para f1 aparece un uno en la posi-
ción primera, sexta y octava, y séptima, entonces f1 se escribe como la suma de los
idempotentes azul, naranja y negro de FG. Esto se puede comprobar observando que
20002111 = 22222222 + 10202010 + 21211212.

De acuerdo a la tabla [23], los códigos Rfi resultaron ser óptimos para todo i, es decir,
con la distancia mínima más grande posible para un código con longitud 8 y dimensión
correspondiente.

Ejemplo 3.2.7. Sea F = F3 y G = 〈x1〉×〈x2〉×〈x3〉 donde 〈xi〉 = {1, xi} para todo i.
Note que exp(G) = 2 es una raíz 2-primitiva de la unidad. Luego, por Teorema 3.2.1,
F es un campo de descomposición para G. Sea li como en el Teorema 3.2.2, y σ(li) el
espectro de li para i = 1, 2, 3. Entonces σ(li) = {1, 2} para todo i. Así, por Teorema
3.2.2, los vectores de coordenadas de los idempotentes primitivos de Ri = FC2 son
{(2, 2), (2, 1)} para todo i.

Sea β como en el Teorema 3.2.2, es decir, β = {1⊗ 1⊗ 1, 1⊗ 1⊗ x3, 1⊗ x2 ⊗ 1, 1⊗
x2 ⊗ x3, x1 ⊗ 1 ⊗ 1, x1 ⊗ 1 ⊗ x3, x1 ⊗ x2 ⊗ 1, x1 ⊗ x2 ⊗ x3} (orden lexicográfico con
x3 < x2 < x1), entonces

(2, 2)⊗ (2, 2)⊗ (2, 2) = (2, 2)⊗ (1, 1, 1, 1) = (2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2)
(2, 2)⊗ (2, 2)⊗ (2, 1) = (2, 2)⊗ (1, 2, 1, 2) = (2, 1, 2, 1, 2, 1, 2, 1)
(2, 2)⊗ (2, 1)⊗ (2, 2) = (2, 2)⊗ (1, 1, 2, 2) = (2, 2, 1, 1, 2, 2, 1, 1)
(2, 2)⊗ (2, 1)⊗ (2, 1) = (2, 2)⊗ (1, 2, 2, 1) = (2, 1, 1, 2, 2, 1, 1, 2)
(2, 1)⊗ (2, 2)⊗ (2, 2) = (2, 1)⊗ (1, 1, 1, 1) = (2, 2, 2, 2, 1, 1, 1, 1)
(2, 1)⊗ (2, 2)⊗ (2, 1) = (2, 1)⊗ (1, 2, 1, 2) = (2, 1, 2, 1, 1, 2, 1, 2)
(2, 1)⊗ (2, 1)⊗ (2, 2) = (2, 1)⊗ (1, 1, 2, 2) = (2, 2, 1, 1, 1, 1, 2, 2)
(2, 1)⊗ (2, 1)⊗ (2, 1) = (2, 1)⊗ (1, 2, 2, 1) = (2, 1, 1, 2, 1, 2, 2, 1)

son los vectores de coordenadas de los idempotentes primitivos de R1 ⊗ R2 ⊗ R3 con
respecto a β. Si suponemos que G tiene el orden determinado por β, es decir, G =
{1, x3, x2, x2x3, x1, x1x3, x1x2, x1x2x3}, y χ es como en el Teorema 3.2.2, entonces β[χ]G =
Id. Por lo tanto, estos también son los vectores de coordenadas de los idempotentes pri-
mitivos de R con respecto G. Por otro lado, como 2 es una raíz 2-primitiva de la unidad,
se puede definir un isomorfismo de H-conjuntos entre G y η en términos de 2 como

U : G −→ η

xl11 x
l2
2 x

l3
3 7−→e(2l1)e(2l2)e(2l3),
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donde e(2li) = 2(1 + 2lixi) para todo i, y su extensión lineal U es la matriz de cambio
de bases que envía a G en η. Por lo que la matriz del indicador D en la base G es
A−1 = [U ]−1

G , la cual esta dada por

A−1 =



2 2 2 2 2 2 2 2
2 1 2 1 2 1 2 1
2 2 1 1 2 2 1 1
2 1 1 2 2 1 1 2
2 2 2 2 1 1 1 1
2 1 2 1 1 2 1 2
2 2 1 1 1 1 2 2
2 1 1 2 1 2 2 1



−1

=



1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 1 2 1 2 1 2
1 1 2 2 1 1 2 2
1 2 2 1 1 2 2 1
1 1 1 1 2 2 2 2
1 2 1 2 2 1 2 1
1 1 2 2 2 2 1 1
1 2 2 1 2 1 1 2


.

Como D|η : η → G es un isomorfismo de H-conjuntos, la imagen de cualquier idem-
potente de R bajo D es una suma de elementos de G pertenecientes a una unión de
q-órbitas. Sea v1 = 11000011, v2 = 12112210, v3 = 12222022, v4 = 20100000, y
v5 = 01012222. Un cálculo directo muestra que el elemento fi ∈ R tal que [fi]G = vi
es idempotente para todo i. Aplicando el Lema 1.4.5 para calcular dimF (Rfi), obtene-
mos que este coincide con wt(D(fi)) para todo i, como lo garantiza el Teorema 3.2.5.
De hecho, las funciones rank(_) y codes.LinearCode(_).minimum_distance() de
SageMath [42] aplicadas a la matriz [rfi

]G dan la dimensión y distancia mínima del
código de grupo Rfi. Lo anterior se resume en el Cuadro 3.3:
De acuerdo a la tabla [23], los códigos Rfi resultaron ser óptimos para i = 2, 3, 5,
es decir, con la distancia mínima más grande posible para un código con longitud 8 y
dimensión 5, 5, 3, respectivamente.
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i vi = [fi]G [D(fi)]G = [D]Gvi wt(D(fi)) Parámetros de Rfi
1 11000011 10000010 2 [8, 2, 4]
2 12112210 10110110 5 [8, 5, 2]
3 12222022 11011010 5 [8, 5, 2]
4 20100000 00110011 4 [8, 4, 2]
5 01012222 11000100 3 [8, 3, 4]

Cuadro 3.3: Ilustración del Teorema 3.2.5 (parte 1).
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Capítulo 4

Códigos de grupo MDS

En este capítulo se estudian distintas relaciones de la teoría desarrollada en el Capí-
tulo 2 con los códigos de grupo MDS. En particular, se describen los parámetros de
códigos de grupo MDS que son ideales principales, mediante el análisis de los polino-
mios minimales y característicos de la representación regular derecha asociada a un
generador (Teorema 4.1.2 partes 1, 2). Se presenta el concepto de código de grupo
de dimensión fácilmente calculable y distintas relaciones que este tiene con los
códigos MDS (Teorema 4.1.2 parte 3, y Teorema 4.2.5).

Asumiremos que F = Fq y car(F ) = p > 0 a menos que se indique lo contrario. La
cota de Singleton establece que si existe un [n, k, d]-código lineal sobre F , entonces
k ≤ n−d+ 1 [27, Teorema 2.4.1]. Un código para el cual se obtiene la igualdad en esta
cota es llamado un código de distancia máxima separable (maximum distance separa-
ble) o MDS (por sus siglas en Inglés). Estos códigos son optimales en el sentido que
estos alcanzan la mayor distancia mínima posible para una longitud y dimensión fija,
así que estos son de gran interés para la corrección de errores.

R tiene una forma bilineal simétrica, no degenerada, y G-invariante dada por

〈g, h〉 = δgh, para todo g, h ∈ G

Donde G-invariante significa que 〈gx, gy〉 = 〈x, y〉 para todo x, y ∈ R y g ∈ G.

Respecto a esta forma bilineal se define el ortogonal (dual) C⊥ de un código de grupo
C ≤ R como

C⊥ = {x ∈ R : 〈x, c〉 = 0 para todo c ∈ C}

41
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Como 〈•, •〉 es G-invariante, C⊥ también es un ideal de R.

Una transformación monomial M de R es una transformación lineal M : R → R tal
que

M(
∑
g∈G

λgg) =
∑
g∈G

mgλσ(g)g

donde mg ∈ F − {0} para todo g ∈ G y σ ∈ SG.

Dos códigos de grupo C,C ′ ≤ R se dice que son monomialmente equivalentes si existe
una transformación monomial M de R tal que M(C) = C ′.

Dos códigos de grupo monomialmente equivalentes tienen la misma distancia mínima
y las mismas distribuciones de pesos.

C es un código de grupo MDS si C es un ideal de FG tal que sus parámetros satisfacen
la igualdad en la cota de Singleton. Si C es un código de grupo MDS de R, se dirá que es
trivial si C = R o C es monomialmente equivalente a R(∑g∈G g) (el código repetición) o
a su dual (el ideal de aumentación) (ver definición para códigos lineales [27, pp 71-72]).

4.1. Cota de Singleton y Códigos ECD

Observe que el Corolario 2.1.7 (parte 1) presenta una manera sencilla de calcular la
dimensión de ciertos códigos de grupo, esto nos lleva a introducir nuestra próxima
definición. Sea J un ideal de R, si J es principal generado por un idempotente, y
dimFq(J) ≤ p, entonces se dirá que J es un código de grupo de dimensión fácil-
mente calculable (easily computable dimension group code), abreviado ECD (por
sus siglas en Inglés). Si cualquier ideal distinto de 0 y R es un código de grupo ECD,
entonces se dirá que R es un álgebra de grupo de dimensión fácilmente calcu-
lable abreviado ECD. A continuación usaremos el Teorema de Maschke para clasificar
las álgebras de grupo ECD.

Teorema 4.1.1. R es ECD si y solo si |G| ≤ p+ 1 y |G| 6= p.

Demostración. Supongamos que R es ECD. Sea C un ideal no-trivial de R, entonces
C = Re para algún idempotente e ∈ R y dim(C) ≤ p. Como C es generado por un
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idempotente, C tiene un complemento directo. Por lo tanto R es semisimple (pues todo
ideal tiene complemento directo, ver [15, Lema 2.3]), y por Teorema 1.1.2 p - |G|, luego
p 6= |G|. Por otro lado, si eG := 1

|G|
∑
g∈G g, dim(R(1− eG)) = |G| − 1 ≤ p, implicando

que |G| ≤ p+ 1.

Supongamos que |G| ≤ p + 1 y |G| 6= p. Entonces p - |G|, y por Teorema 1.1.2 R
es semisimple, así que todo ideal de R es generado por un idempotente (por Teorema
1.3.1, parte 3). Además la desigualdad |G| ≤ p + 1, implica que la dimensión de todo
ideal propio de R es menor o igual a p.

El siguiente resultado es una consecuencia directa de la cota de Singleton, Teorema
2.1.4 y Corolario 2.1.7 (parte 1).

Corolario 4.1.2. Sea b ∈ R tal que mb(x) = xnp1(x)r1 · · · pt(x)rt donde los pi son
factores mónicos irreducibles distintos con pi 6= x para todo i. Sea pb(x) = xuh(x)
donde x - h(x). Sea d la distancia mínima de Rb. Entonces se tienen las siguientes
afirmaciones:

1. Si ζn = dim(ker(rnb )/ker(rb)), entonces d ≤ u− ζn + 1. Además, Rb es un código
MDS si y solo si es un [|G|, |G|−u+ζn, u−ζn+1]-código. En particular, si n = 1,
d ≤ u+ 1; Rb es código de grupo MDS si solo si es un [|G|, |G| −u, u+ 1]-código.

2.

d ≤

|G| − (t+ 1)|G|p + 1 si |G|p | dim(ker(rb)) and n > 1
|G| − t|G|p + 1 en otro caso

Además, si n = 1 y Rb es un código de grupo MDS, entonces d ≡ 1 (mód |G|p)
y |G|p + 1 ≤ d ≤ |G| − t|G|p + 1.

3. Si mb(x) = x(x − a)s para algún entero s ≥ 1 y a ∈ F − {0}, r es el menor
entero positivo en la clase |G|λ1(b)a−1; y Rb es un código de grupo ECD, entonces
d ≤ |G| − r + 1. Además, Rb es un código de grupo MDS y ECD si solo si es un
[|G|, r, |G| − r + 1]-code.

Ejemplo 4.1.3. Sea G un grupo de orden mpl con l ≥ 1, m 6= 1, y p - m. Sea b ∈ R,
mb(x) = xnp1(x)r1 · · · pt(x)rt donde los pi son factores mónicos irreducibles con pi 6= x

para todo i. Entonces, por Teorema 2.1.3, pl divide a dim(ker(rnb )) y dim(ker(pi(rb)ri))
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para i = 1, ..., t, por lo que 1 ≤ t < m. Así, si m = 2, entonces mb(x) solamente tiene
dos factores irreducibles. Por lo tanto, si n = 1 y Rb es un código de grupo MDS,
entonces Rb es proyectivo (por Lema 1.4.3) y su distancia mínima d debe ser pl + 1
(por Corolario 4.1.2, parte 2).

Sea G = 〈a, b | a3 = b2 = 1, bab−1 = a2〉 = {1, b, a, a2, ba2, ba} el grupo simétrico de
grado 3, y R = F9G. Si α es un elemento de F9 con polinomio mínimo z2 + z + 1,
entonces b = (2α + 2) + (α + 1)b + αa + (2α + 1)a2 + (α + 1)ba2 + ba es tal que
mb(x) = x(x+2α)2. En este caso, Rb es un [6, 3, 4]-código MDS, y así d = 3+1 como se
estableció en el Corolario 4.1.2 (parte 2). Por otro lado, b′ = (α+1)+αb+2a+2a2+2ba
es tal que mb′(x) = x2(x+ α + 2)2. En este caso, Rb′ es un [6, 4, 3]-código MDS, y así
d = 3 � 3 + 1, esto ocurre porque la multiplicidad de 0 como raíz de mb′(x) no es 1
sino 2.

4.2. Relación de existencia entre códigos MDS y
ECD

Ahora estudiaremos una relación entre los códigos de grupo MDS y ECD. Para ese
propósito recordamos la Conjetura-MDS.

Conjetura-MDS [27, pág. 265]: Si existe un código (lineal) MDS con parámetros
[n, k] sobre Fq, entonces

n ≤

q + 2 si q par, y k = 3 o k = q − 1
q + 1 en otro caso

Lema 4.2.1. [27, Teorema 2.4.4] Si C es un código MDS binario, entonces C es
trivial.

Lema 4.2.2. [39, Teorema 1] Si C es un código cíclico de longitud p sobre Fp, entonces
C es equivalente a un código MDS

Lema 4.2.3. Sea p un número primo. Si la Conjetura-MDS es verdadera, entonces los
únicos códigos de grupo MDS no-triviales en el álgebra de grupo no-semisimple FpG
existen cuando G = Cp y p es impar; y son equivalentes a códigos MDS.

Demostración. Si FpG no es semisimple, por Teorema 1.1.2, p | |G|. Supongamos que
la Conjectura-MDS es cierta y que existe un código de grupo MDS C en FpG. Entonces
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si p = 2, cualquier código de grupo MDS en F2G es trivial (por Lema 4.2.1), así que C
es trivial. Si p es un primo impar, |G| ≤ p+ 1 (por la Conjetura-MDS), así que p | |G|
y |G| ≤ p + 1. Como la igualdad |G| = p + 1 no es posible, p | |G| y |G| < p + 1, así
G = Cp. Implicando que C es un código de grupo en FpCp, es decir, C es un código
cíclico de longitud p sobre Fp. Por lo tanto, C es equivalente un código cíclico MDS
(por Lema 4.2.2).

Teorema 4.2.4. [2, Corolario 9.1] Un código MDS de dimensión k sobre Fq tiene
longitud a lo mas

q + k + 1−min(k, p) donde k ≤ q.

Teorema 4.2.5. Se tienen las siguientes afirmaciones:

1. Si existe un código de grupo MDS y ECD en R, entonces |G| ≤ q + 1

2. Sea p un primo impar. Supongamos que la Conjetura-MDS es cierta y que G 6=
Cp. Si existe un código de grupo MDS no-trivial en FpG, entonces FpG es un
álgebra de grupo ECD.

Demostración. 1. Se sigue del Teorema 4.2.4.

2. Si existe un código de grupo MDS no-trivial en FpG, por Lema 4.2.3, FpG es
semisimple o G = Cp con p impar. Así FpG es semisimple, y por la Conjectura-
MDS, |G| − 1 ≤ p, implicando que R es un álgebra de grupo ECD.
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Capítulo 5

Conclusiones y perspectivas

En este último capítulo se presentarán las principales conclusiones obtenidas a lo largo
de este trabajo, y se plantearán prespectivas que se podrían abordar en investigaciones
futuras.

5.1. Conclusiones

Las principales conclusiones que se han obtenido en el desarrollo de este proyecto son
las siguientes:

Se proponen distintas técnicas para describir la dimensión de ideales principales
en álgebras de grupo (Teoremas 2.1.4 y 3.1.2, Corolarios 2.1.6 y 2.1.7), obteniendo
en algunos casos fórmulas explícitas (Teorema 2.1.4, parte 1, y Teoremas 2.2.1 y
2.2.5, parte 2). Algunos de estos resultados generalizan o complementan otros ya
conocidos en la literatura.

Se introduce el indicador de dimensiones de un álgebra de grupo conmutativa se-
misimple finita, el cual permite calcular la dimensión de cualquier código abeliano
de manera sencilla (Teoremas 3.2.5), y se presenta un método para calcularlo.

Via la Conjectura-MDS se obtiene una relación entre los códigos de dimensión
fácilmente calculable y los códigos MDS, de manera que la existencia de los
primeros implica la de los segundos (Teorema 4.2.5). Una consecuencia directa
del Teorema 4.2.5 es que todo código de grupo MDS no-cíclico en FpG es un
código de dimensión fácilmente calculable.

Se han dado ejemplos que ilustran los principales resultados.

47
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5.2. Perspectivas

En esta sección se presentarán los problemas abiertos relacionados con los resultados
presentados en esta tesis. Algunos de estos se encuentran relacionados con el problema
de describir la dimensión de ideales en álgebras de grupo sobre un campo arbitrario, y
otros son referentes a la dimensión de códigos de grupo.

Los Teoremas 2.1.4 y 2.2.1 han mostrado ser útiles para describir la dimensión de
ideales principales en álgebras de grupo. Sin embargo, su alcance es limitado si se
quieren aplicar a ideales principales generados por elementos nilpotentes, ya sea
porque sus consecuencias se vuelven triviales, o porque no pueden aplicarse. Así
que un problema abierto sería el de encontrar alternativas teóricas que describan
con éxito la dimensión de ideales principales generados por nilpotentes en término
de relaciones como identidades, cotas y congruencias.

El Teorema 3.1.2 presenta una cota inferior y superior para la dimensión de un
código abeliano en un álgebra de grupo semisimple. Un problema abierto sería el
de determinar bajo qué condiciones podemos obtener la igualdad de la dimensión
del código con estas cotas.

Sea F un campo arbitrario y G un grupo finito. En [19] se presenta el concepto
de F -clase ciclotómica, que es una generalización del concepto de q-órbita. Luego
se prueba que existe una correpondencia biunívoca entre los ideales minimales
del centro de FG/J(FG) (donde J(FG) denota el radical de Jacobson de FG) y
las F -clases ciclotómicas de G, y que cada ideal tiene dimensión igual al tamaño
de su F -clase ciclotómica correspondiente [19, Teorema 1.3]. Este resultado es
una generalización del Teorema 3.1.1. Como este último es una consecuencia
del Teorema 3.2.5 (parte 2), es natural preguntarse si se pueden generalizar las
ideas que se usaron para construir el isomorfismo U que aparece en este, de
manera que se encuentre explícitamente una biyección como la mencionada en [19,
Teorema 1.3]. Esto permitiría determinar la dimensión de los ideales del centro
de FG/J(FG), tal cual como lo hicimos para los ideales de un álgebra de grupo
conmutativa semisimple sobre un campo finito.

El Teorema 4.2.5 nos garantiza, bajo ciertas condiciones, la existencia de un códi-
go de grupo MDS en FpG implica que FpG es un álgebra de grupo de dimensión
fácilmente calculable. Un problema abierto es el de determinar si el hecho de que
FpG sea ECD implica la existencia de un código de grupo MDS en FpG, y si no
es así, evaluar si es posible encontrar condiciones bajo las cuales esto sea cierto.



Apéndice A
Ejemplos en SageMath

En este apéndice presentamos funciones que fueron útiles para el desarrollo de los
Ejemplos de esta tesis (2.1.8, 2.1.9, 2.2.3, 4.1.3, 3.2.6 y 3.2.7). Para estos ejemplos, se
crearon funciones personalizadas en Python y luego se cargaron en SageMath. Antes
de ejecutar funciones personalizadas creadas con algoritmos propios, se debe tener un
archivo “nombre.py" (que es el tipo de extensión de archivos Python) que conten-
ga dichas funciones en una carpeta interna de SageMath y luego cargarlo dentro de
una página de trabajo de SageMath escribiendo load(“nombre.py") y presionando
Shift+Enter. De esta manera todas las funciones personalizadas se cargarán como si
fueran funciones propias de SageMath.

5.3. Funciones Python usadas en los Ejemplos 2.1.8,
2.1.9, 2.2.3, y 4.1.3.

En esta sección presentamos las funciones Python utilizadas para elaborar los ejem-
plos 2.1.8, 2.1.9, 2.2.3, y 4.1.3. Dichas funciones se hicieron con el propósito de obtener
para cualquier b ∈ R la matriz de [rb]G, donde el grupo G es un grupo de permutaciones
que viene con un orden (como base del álgebra de grupo) fijado por SageMath.

Dada un tupla (g, F, G) donde g es un elemento de G, la función grrep(g,F,G)
retorna la matriz [rg]G. El orden de la base ordenada G viene fijado por SageMath ya
que G se construye como un grupo de permutaciones de SageMath.

def grrep(g,F,G):
A = GroupAlgebra(G, F)
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u=list(A.basis())
l1=[]
for i in u:

l2=[]
for j in u:

if i*g==j:
l2.append(1)

else:
l2.append(0)

l1.append(l2)
return Matrix(F,l1).transpose()

Dada una tupla (F,G), la función grbasisrep(F,G) retorna la colección {[rg]G : g ∈
G}.

def grbasisrep(F,G):
c=[]
A = GroupAlgebra(G, F)
u=list(A.basis())
for i in u:

c.append(rrep(i,F,G))
return c

Dada un tupla (v, F, G) donde v ∈ F |G|, es decir, v es el vector de coordenadas de
un elemento v′ ∈ FG con respecto a G, la función grtraduction(v, F, G) retorna la
matriz [rv′ ]G.

def grtraduction(v, F, G):
w=vector(F,v)
c=matrix.zero(F, w.length())
u=rbasisrep(F,G)
for j in range(w.length()):

c=c+w[j]*u[j]

return c

grtraduction(v, F, G) fue utilizada en la elaboración de los Ejemplos 2.1.8, 2.1.9,
2.2.3, y 4.1.3, para el cálculo de mb(x) y el cálculo de dim(Rb) como el rango de [rb]G.
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5.4. Funciones Python usadas en los Ejemplos 3.2.6
y 3.2.7.

En esta sección presentamos las funciones Python utilizadas para elaborar los ejem-
plos 3.2.6 y 3.2.7. Dichas funciones solo pueden ser aplicadas para grupos abelianos y
se se hicieron con el propósito de obtener, para cualquier b ∈ R, la matriz de [rb]G,
donde el grupo G es un grupo abeliano con un orden (como base del álgebra de grupo)
prefijado por nosotros. En estas podemos determinar el orden del grupo G, lo cual no
se podía hacer con las funciones Python presentadas en la sección anterior. El poder
controlar el orden de G es indispensable para poder aplicar el Teorema 3.2.2, pues si
G tiene el orden de β inducido por χ, entonces β[χ]G = Id, implicando que los vectores
de coordenadas de los idempotentes primitivos de T con respecto a β sean los mismos
que los de los idempotentes primitivos de FG con respecto a G.

Sea G es abeliano y G = Cn1 × ...×Cns una descomposición en grupos cílicos, donde
Cni

= 〈xi〉 para todo i. Es un ejercicio sencillo ver que

φ : FG −→ F [x1, ..., xr]
〈xn1

1 − 1, ..., xnr
r − 1〉∏r

i=1 g
ei
i 7−→

∏r
i=1 x

ei
i ,

es un isomorfismo de F -algebras. Usando este hecho definiremos funciones Python en
el anillo cociente. Por ejemplo, para crear F3(C2 × C2 × C2), se ejecutó el siguiente
código en una hoja de trabajo de SageMath.

F=GF(3); P.<r,s,t> = PolynomialRing(F, 3);
R.<x,y,z> = QuotientRing(P, P.ideal([r^2 - 1, s^2 - 1, t^2 -1]))

de esta manera los monomios del anillo cociente R se interpretan como elementos de
G. Luego para organizar estos elementos (con orden monomial con y < x) se uso el
siguiente algoritmo

b=[]
for i in range(2):

for j in range(2):
for k in range(2):

b.append(x^i*y^j*z^k)
print(b)
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Dada una tupla (g,M,F) donde g es un elemento de G, M es una lista ordenada de
monomios (con un orden fijado, por ejemplo, un orden lexicográfico) cuyos elementos
son los elementos de φ(G), la función arrep(g,M,F) retorna la matriz [rg]M .

def arrep(g,M,F):
l1=[]
for i in M:

l2=[]
for j in M:

if i*g==j:
l2.append(1)

else:
l2.append(0)

l1.append(l2)
return Matrix(F,l1).transpose()

Dada una tupla (M, F), la función arbasisrep(M,F) retorna la colección {[rg]M : g ∈
M}.

def arbasisrep(M, F):
c=[]
for i in M:

c.append(grrep(i,M,F))
return c

Dada un tupla (v, M, F) donde v ∈ F |G|, es decir, v es el vector de coordenadas de
un elemento v′ ∈ FG con respecto a la base ordenada M (que es G como conjunto), la
función artraduction(v, M, F) retorna la matriz [rv′ ]M .

def artraduction(v, M, F):
w=vector(F,v)
c=matrix.zero(F, w.length())
u=grbasisrep(M, F)
for j in range(w.length()):

c=c+w[j]*u[j]
return c

artraduction(v, M, F) fue utilizada en la elaboración de los Ejemplos 3.2.6 y 3.2.7
para el cálculo de la matriz [rfi

]G a la que luego se le aplicaron las funciones rank(_)
y codes.LinearCode(_).minimum_distance() de SageMath.
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