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Introducción

El Teorema Fundamental de la Aritmética establece que cada número natural > 1 se puede
expresar en forma única como un producto de ciertas potencias de números primos. En
anillos de enteros, esta propiedad no se cumple y el ejemplo clásico es Z[

√
−5]. A nivel de

ideales no cero, cualquier ideal es producto de ideales primos en forma única. Dedekind, en
su famosa memoria de 1877 [8], pp 53-61, propone estudiar leyes generales de la división
que gobiernan a los anillos de enteros. Un año después, publica su célebre Teorema 1.52,
en donde describe la factorización de un ideal no cero, como producto de ideales primos,
solo que, en las hipótesis aparece una condición sobre el ı́ndice del generador del campo.
En su teorema, Dedekind da generadores de los ideales primos factores. Como sabemos, si
p es un primo racional y L = Q(θ) es un campo de números de grado n y OL es su anillo
de enteros, entonces, teóricamente es posible factorizar

pOL = P e1
1 · · ·P eg

g ,

donde los Pi son ideales primos de OL. El problema de encontrar la factorización anterior
ha merecido la atención de matemáticos interesados en el tema. Por ejemplo, Llorente-
Nart [26] han dado la factorización de cualquier primo racional en un campo cúbico, pero
no proporcionan generadores para cada factor ideal primo; S. Alaca et al [1] dan la factor-
ización explı́cita de 2OL en un campo cúbico de ı́ndice 2; Guardia et al [27] han construido
un algoritmo para obtener los generadores de los Pi y el discriminante del campo. Este al-
goritmo es la factorización p-ádica basada en la teorı́a de los polı́gonos de Newton de orden
superior. Aguilar-Pineda [3] dan la ramificación de 2OL en ciertas extensiones de grado 8.

Bien, pues este trabajo trata de eso; factorizar explı́citamente ideales en el anillo de
enteros de un campo de números generado por un polinomio de la forma x4 + px2 + p, en
donde p es un primo racional positivo e impar. La importancia de este polinomio radica
en que podemos calcular fácilmente sus raı́ces para obtener el campo de descomposición
del polinomio, en donde el grupo de Galois resultante es C4 o D8. La importancia de esta
investigación, tal como lo planteó Dedekind, consiste en hacer aritmetica explı́cita para
factorizar ideales y dar generadores de ellos en extensiones descritas anteriormente.

En el capı́tulo 1 damos cuenta de los antecedentes necesarios, destacando el cálculo del
grupo de Galois del polinomio x4 + px2 + p: si p = 4+ n2, entonces el grupo de Galois es
C4, el grupo cı́clico de orden 4 y si p no es de la forma 4+n2, entonces el grupo de Galois
es el grupo dihédrico de orden 8.

En el capı́tulo 2 trabajamos el caso cı́clico. Sea K el campo de descomposición del
polinomio f(x) = x4 + px2 + p con p = 4 + n2 un primo racional. Entonces K/Q es una
extensión cı́clica de grado 4 cuyo discriminante es p3, ası́, el único primo ramificado es
p. Damos explı́citamente la ramificación del ideal qOK y proporcionamos generadores de
sus factores primos. Adicionalmente damos la descomposición de manera explı́cita de los
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8 INTRODUCCIÓN

primos no ramificados . Para esto, usamos el Teorema de Dedekind para cualquier primo
racional q ̸= 3. Para descomponer el ideal 3OK , planteamos como estrategia buscar otro
generador adecuado para K y es aquı́ en donde estudiamos el ı́ndice del campo. En el
camino pudimos encontrar bases enteras de algunas familias de ideales, lo cual considero
que es un problema importante en la teorı́a de números algebraicos pues en el caso parti-
cular del anillo de enteros (que es un ideal), conociendo una base entera, solo es cosa de
calcular un determinante para conocer el discriminante del campo, el cual tiene codificada
la información de qué primos se ramifican. En el estudio del ı́ndice de K queremos resaltar
lo siguiente que nos parece importante. De acuerdo a Lavalle et al en [25] y hasta donde
tenemos conocimiento, no se sabe si existe una infinidad de campos cuárticos cı́clicos
monogénicos; un caso conocido es el campo ciclotómico con p = 5 = 4 + 12 ver [28],
Proposition 3.1, el cual coincide con la clase de primos que nos interesa estudiar. Al
principio del capı́tulo 2 presentamos una tabla con los 36 primeros primos racionales de
la forma 4 + n2, los cuales son fáciles de generar con SAGE. De estos 36 primos, 22 de
ellos son de la forma 3k + 2 y son precisamente estos primos con los que producimos
extensiones cı́clicas y coincidentemente monogénicas cuando el ı́ndice del generador es 1.
Aunque está fuera del objetivo de este trabajo, creemos que podemos construir extensiones
cı́clicas monogénicas cuarticas con primos de la forma p = 4 + n2 = 3k + 2.

En el capı́tulo 3 estudiamos el caso diédrico. Primero calculamos el discriminante δL
de la extensión L/Q sin hacer uso de una base entera del anillo de enteros OL. Este dato
es muy importante porque δL es un entero > 1 y en su factorización como producto de pri-
mos, aparecen exactamente los primos racionales que son ramificados. En el momento de
escribir esta introducción, aún desconocemos una base entera de L/Q. Debemos destacar
que para estudiar la ramificación en L, fue de gran ayuda estudiar la ramificación en el
campo intermedio K = Q(

√
p,
√
p− 4) el cual es una extensión de grado 4 sobre Q y

[L : K] = 2. En los Teoremas 3.9 y 3.33 obtuvimos que si p ≡ 3 (mod 4), entonces

δK = 24(p− 4)2p2 y δL = 212(p− 4)4p6,

y si p ≡ 1 (mod 4), entonces

δK = (p− 4)2p2 y δL = (p− 4)4p6.

Como era de esperarse, en cualquiera de los dos casos δK | δL. Esta es la razón por la cual
primero estudiamos la ramificación en K y después subimos al campo L. Aún cuando no
conocemos la factorización de p− 4, sabemos que los únicos primos ramificados de Q a L
son 2, p y los factores primos q | p − 4 si p ≡ 3 (mod 4) y cuando p ≡ 1 (mod 4), solo
los primos ramificados son los primos q tal que q | p− 4 y p. El camino que seguimos fue
el siguiente: primero estudiamos la ramificación de los primos racionales q > 3 tales que
q | p−4, a continuación damos la ramificación de q = 3 y por último damos la ramificación
de los primos 2 y p.



Capı́tulo 1

Antecedentes
En este capı́tulo los resultados que establecemos son válidos en caracterı́stica cero y al-
gunos son válidos en cualquier caracterı́stica, lo cual indicaremos en cada caso. Nuestro
interés son los campos de números, es decir, extensiones finitas de Q.

1.1. La norma, la traza y el discriminante
Sean L/K una extensión de campos de números con [L : K] = n y B = {α1, α2, . . . , αn}
una base de L como K-espacio vectorial. Para α ∈ L definimos la transformación lineal
Tα : L → L como:

Tα(αi) = ααi =
n∑

j=1

ajiαj,

donde aji son los coeficientes de ααi con respecto a la base B. Denotaremos por (aij)
a la matriz cuyas entradas son los coeficientes aij . Usando lo anterior definiremos dos
funciones que serán muy importantes a lo largo de este trabajo.

Definición 1.1. La norma de α ∈ L es N(α) = det(aij) y la traza de α es tr(α) =
n∑

i=1

aii.

La siguiente proposición nos muestra que la norma y la traza de un elemento en L no
dependen de la base que elijamos.

Proposición 1.2. Sean {α1, . . . , αn}, {β1, . . . , βn} bases de L/K y α ∈ L. Si A es la
matriz asociada a Tα con respecto a la base {α1, . . . , αn} y B la matriz asociada a Tα con
respecto a la base {β1, . . . , βn}, entonces det(A) = det(B) y tr(A) = tr(B).

Demostración. Si N es la matriz combio de base, entonces A = N−1BN y

det(A) = det(N−1BN) = det(N)−1 det(B) det(N) = det(B)

y
tr(A) = tr(N−1BN) = tr(NN−1B) = tr(IB) = tr(B).

□
El resultado que a continuación presentamos, da una forma más sencilla de cómo cal-

cular la norma y la traza de un elemento.

Proposición 1.3. Sea L/K una estensión de Galois de campos de números con [L : K] =
n y G = Gal(L/K) = {σ1, . . . , σn}. Si α ∈ L, entonces

N(α) =
n∏

i=1

σi(α) y tr(α) =
n∑

i=1

σi(α).

9



10 1. ANTECEDENTES

Demostración. Esta demostración la haremos en dos partes la primera consiste en de-
mostrar la proposición suponiendo que α es un elmento primitivo y luego demostraremos
el caso general.

Si α es un elemento primitivo, entones L = K(α) y {1, α . . . , αn−1} es una base de la
extensión. Supongamos que

Irr(α,K) = a0 + a1x+ · · ·+ an−1x
n−1 + xn.

Se conocen las siguientes relaciones entre las raı́ces de un polinomio y sus coeficientes

a0 = (−1)n
n∏

i=1

βi, an−1 =
n∑

i=1

(−1)nβi

donde βi(1 ≤ i ≤ n) son las distintas raı́ces del polinomio. Por lo anterior

a0 = (−1)n
n∏

i=1

α(i), an−1 =
n∑

i=1

(−1)nα(i)

Ahora, como
α · 1 = 0 · 1 + 1 · α + 0 · α2 + · · ·+ 0 · αn−1

α · α = 0 · 1 + 0 · α + 1 · α2 + · · ·+ 0 · αn−1

...
α · αn−2 = 0 · 1 + 0 · α + 0 · α2 + · · ·+ 1 · αn−1

y además
α · αn−1 = −a0 · 1− a1 · α− a2 · α2 − · · · − an−1 · αn−1

por lo tanto

(aij) =


0 0 · · · 0 −a0
1 0 · · · 0 −a1
...

... . . . ...
...

0 0 · · · 1 −an−1

 .

El determinante y la traza de esta matrı́z son

det(aij) = (−1)na0 y tr(aij) = −an−1.

De esto se sigue que

N(α) = (−1)na0 = (−1)2n
n∏

i=1

α(i) =
n∏

i=1

α(i),

tr(α) = −an−1 = −
n∑

i=1

(−1)α(i) =
n∑

i=1

α(i),

lo que demuestra el resultado cuando α es un elemento primitivo.
Ahora sea α ∈ L,no necesariamente primitivo. La extensión L/K se puede dividir en

dos partes, la primera K(α)/K y la segunda L/K(α). Se observa que si [K(α) : K] = d

y [L : K] = n, entonces [L : K(α)] =
n

d
= r.

Ahora si {1, α, · · · , αd−1} es una base de K(α)/K y {β1, · · · , βr} es una base de la
extensión L/K(α), entonces

{βkα
j|1 ≤ k ≤ r, 0 ≤ j ≤ d− 1}
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es una base de L/K, la cual se puede escribir como una unión de subconjuntos de la
siguiente manera

{βkα
j} = {β1α

j|0 ≤ j ≤ d− 1} ∪ · · · ∪ {βrα
j|0 ≤ j ≤ d− 1}.

Observemos que α(βkα
j) = βk(αα

j). Además, las entradas de la matrı́z (aij) con respecto
a K(α)/K se encuentran tomando en cuenta que

ααj =
d−1∑
i=0

a(i+1)(j+1)α
j.

Ası́,

α(βkα
j) =

d−1∑
i=0

a(i+1)(j+1)βkα
j.

Sea γl = βkα
j. Entonces αγl =

d−1∑
i=0

a(i+1)(j+1)βkα
j y βkα

j = γdk+j. Sea clm = aij con

l ≡ i (mod d) y m ≡ j (mod d) con kd ≤ l, m < (k + 1)d. Se puede observar que

(cij) =


A 0 · · · 0
0 A · · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · A


es la matrı́z asociada a la transformación Tα con respecto a la base {βkα

j}, donde A es la
matı́z de Tα con la base {1, α, . . . , αn−1} con respecto a la extensión de campos K(α)/K.

Ası́ que
trL/K(α) = r · tr(A) y NL/K(α) = (det(A))r.

Los automorfismos de K(α)/K se pueden extender a L/K r veces cada uno de ellos. Ası́
que si tomamos un automorfismo de K(α)/K, digamos σi(x), existen r automorfismos de
L/K, digamos σij(x) con 1 ≤ j ≤ r, tales que al restringirlos a K(α)

σij(x)|K(α) = σi(x).

Utilizando esta caracterı́stica de los automorfismos se puede calcular la traza y la norma de
α de la siguiente manera

trL/K(α) = r · tr(A) = r · trK(α)/K(α) = r ·
d∑

i=1

σi(α) =
∑
1≤i≤d

∑
1≤j≤r

σij(α)

NL/K(α) = (det(A))r = (NK(α)/K(α))
r = (

d∏
i=1

σi(α))
r =

∏
1≤i≤d

∏
1≤j≤r

σij(α)

que es el resultado que se buscaba. □
El siguiente resultado nos proporsiona algunas de las propiedades fundamentales de

N(α) y tr(α).

Teorema 1.4. Sea L/K una extensión de campos de números de grado n. Si α, β ∈ L y
a ∈ K, entonces:

(i) tr(α + β) = tr(α) + tr(β).
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(ii) tr(aα) = a · tr(α).
(iii) N(aα) = an ·N(α).
(iv) N(αβ) = N(α)N(β).
(v) Si α ̸= 0, entonces N(α−1) = N(α)−1.

(vi) N(a) = an.
(vii) tr(a) = n · a.

Demostración. Se sigue inmediatamente de la definición de norma y traza. □
De (i) y (ii) del Teorema 1.4 podemos deducir que la traza es lineal.

Definición 1.5. Sea L/K una extensión de campos de números de grado n y {α1, . . . , αn}
un subcoonjunto de L. Definimos el discriminante de {α1, . . . , αn} como:

∆(α1, . . . , αn) = det(tr(αiαj))

Proposición 1.6. Sea L/K una extensión finita de grado n. Entonces
(i) Si ∆(α1, . . . , αn) ̸= 0, entonces {α1, . . . , αn} es una base de L sobre K.

(ii) En cualquier caracterı́stica, si L/K es separable y {α1, . . . , αn} es una base de
L sobre K, entonces ∆(α1, . . . , αn) ̸= 0.

Demostración. (i) Si α1, . . . , αn son linealmente dependientes, entonces para algún ai ̸= 0
tenemos

a1α1 + a2α2 + . . .+ anαn = 0.

Si multiplicamos esta ecuación por αj tenemos

a1α1αj + a2α2αj + . . .+ anαnαj = 0.

Por lo tanto, para j = 1, . . . , n tenemos

tr(a1α1αj + a2α2αj + . . .+ anαnαj) =
n∑

i=1

aitr(αiαj) = tr(0) = 0

Lo anterior significa que a1, . . . , an es una solución no trivial del sistema
tr(α1α1)x1 + · · ·+ tr(αnα1)xn = 0
tr(α1α2)x1 + · · ·+ tr(αnα2)xn = 0

...
tr(α1αn)x1 + · · ·+ tr(αnαn)xn = 0

Si A = (tr(αiαj)), tenemos det(A) = 0 = ∆(α1, α2, . . . , αn).
(ii) Si L/K es separable, ∆(α1, α2, . . . , αn) = 0 y {α1, . . . , αn} es base de L/K,

entonces el sistema
n∑

i=1

xitr(αiαj) = 0

tiene al menos una solución no trivial (a1, . . . , an), donde ai ̸= 0 para algún i. Consi-
deramos α = a1α1 + · · ·+ anαn ̸= 0. Dado que la traza es lineal, tenemos

tr(ααj) =
n∑

i=1

aitr(αiαj) = 0.
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Sea β =
n∑

i=1

biαi ∈ L. Entonces αβ =
n∑

i=1

biααi. Por tanto

tr(αβ) =
n∑

i=1

bitr(ααi) =
n∑

i=1

bi · 0 = 0.

En particular, si β =
1

α
tenemos 0 = tr(αβ) = tr(α 1

α
) = tr(1) = [L : K] = n, lo cual no

puede ser porque la extensión es separable. □
Las siguientes proposiciones nos dan las propiedades más importantes del discrimi-

nante de una base.

Proposición 1.7. Sean {α1, . . . , αn} y {β1, . . . , βn} bases de una extensión finita L/K.
Entonces

∆(α1, . . . , αn) = det(aij)
2∆(β1, . . . , βn),

donde (aij) es la matriz cambio de base.

Demostración. Notemos que αj =
n∑

i=1

aijβi y αk =
n∑

l=1

alkβl por tanto:

αjαk =
n∑

j=1

n∑
l=1

aijalkβiβl.

Al tomar la traza en ambos lados:

tr(αjαk) =
n∑

j=1

n∑
l=1

aijalktr(βiβl).

Sean A = (tr(αjαk)), B = (tr(βiβl)) y C = (aij); obsevemos que A = CBCT . Final-
mente, usando propiedades del determinante,

∆(α1, . . . , αn) = det(aij)
2∆(β1, . . . , βn).

□

Proposición 1.8. Sea L/K separable de grado n. Si {α1, . . . , αn} ⊆ L, entonces

∆(α1, . . . , αn) = det(α
(j)
i )2

donde α(j)
i = σj(αi) y {σ1, . . . , σn} son los K-isomorfismos distintos de L a una cerradura

algebraica de K.

Demostración. Ver [21], Proposición 12.1.3, pág. 173. □

1.2. Anillo de enteros asociado a un campo de números
En esta sección veremos qué es el anillo de enteros de un campo de números y cuáles son
las propiedades que cumple dicho anillo.

Definición 1.9. Sea A un anillo conmutativo y B subanillo de A. El elemento u ∈ A es
entero sobre B si existe f(x) ∈ B[x] mónico tal que f(u) = 0.
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El caso particular que A = C y B = Z, el conjunto de números complejos enteros sobre
Z es nuestro objeto principal de estudio en este trabajo. Ası́ tenemos nuestra definición
particular:

Definición 1.10. z ∈ C es un entero algebraico si z es raı́z de algún polinomio mónico
con coeficientes enteros. Definimos

Ω = {z ∈ C : z es un entero algebraico}.

Proposición 1.11. Sean R ⊆ T anillos conumutativos y u un elemento de un anillo que
contiene a T . Supongamos que u es entero sobre T y T es entero sobre R. Entonces u es
entero sobre R.

Demostración. Ver [4], Corolario 5.4. pág. 67. □

Definición 1.12. Un Z-módulo finitamente generado, es un subconjunto no vacı́o W ⊆ C
tal que:

i) Si a ∈ Z y γ ∈ W , entonces aγ ∈ W .
ii) Si γ1, γ2 ∈ W , entonces γ1 + γ2 ∈ W .

iii) Existen γ1, γ2, . . . , γn ∈ W tales que W = γ1Z+ γ2Z+ · · ·+ γnZ.

A los números γ1, . . . , γn de iii) les llamaremos generadores de W.

Proposición 1.13. Sean W un Z-módulo finitamente generado, con W ̸= {0} y ω ∈ C tal
que ωγ ∈ W para todo γ ∈ W . Entonces ω ∈ Ω.

Demostración. Sean γ1, . . . , γn una base de W . Por hipótesis, ωγi ∈ W para 1 ≤ i ≤ n.
Lo que implica

ωγi =
n∑

j=1

aijγj (1)

con aij ∈ Z. Sea δij la función delta de Kronecker. Entonces

ωγi = δiiωγi =
n∑

j=1

δijωγj. (2)

De las ecuaciones (1) y (2)

0 =
n∑

j=1

δijωγj −
n∑

j=1

aijγj =
n∑

j=1

(δijω − aij)γj.

Si A = (δijω−aij), observamos que det(A) = 0 y det(δijx−aij) es un polinomio mónico
de grado n con coeficientes enteros del cual ω es raı́z. Por lo tanto ω ∈ Ω.

□

Proposición 1.14. Ω es un anillo conmutativo con identidad que contiene a los enteros
racionales como subanillo.

Demostración. Ver [36], Theorem 2.9, pág. 43.
□
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Definición 1.15. Sea K un subcampo de C. Diremos que K es un campo de números si
[K : Q] < ∞. El anillo de enteros de un campo de números K es el conjunto

OK = {α ∈ K : α es un entero algebraico}.

El conjunto OK tiene estructura de anillo pues claramente OK = K ∩ Ω.

Lema 1.16. Sea β ∈ K. Existe b ∈ Z \ {0} tal que bβ ∈ OK .

Demostración. Como β ∈ K, entonces f(β) = b0 + b1β + · · · + bnβ
n = 0 en donde

f(x) = b0 + b1x+ · · ·+ bnx
n ∈ Z[x]. Por tanto

0 = b0b
n−1
n + b1b

n−1
n β + · · ·+ bnb

n−1
n βn

= b0b
n−1
n + b1b

n−2
n (bnβ) + b2b

n−3
n (bnβ)

2 + · · ·+ (bnβ)
n.

Si h(x) = b0b
n−1
n + b1b

n−2
n x+ b2b

n−3
n x2+ · · ·+xn, entonces h(bnβ) = 0 y bnβ ∈ OK . □

Corolario 1.17. Sean β1, β2, . . . , βr ∈ K. Existe b ∈ Z \ {0} tal que

bβ1, bβ2, . . . , bβr ∈ OK .

Demostración. Sea bi ∈ Z \ {0} tal que biβi ∈ OK . Si b = mcm(b1, . . . , br), entonces
bi | b de donde b = biti, para algún ti ∈ Z. Como biβi ∈ OK , tenemos bitiβi ∈ OK y por
el Lema 1.16, bβi = bitiβi ∈ OK . □

Proposición 1.18. Sea I ̸= 0 un ideal de OK . Entonces I contiene una base de K.

Demostración. Sea {β1, . . . , βn} base de K/Q y b ∈ Z \ {0} tal que para l ∈ I \ {0},
lbβ1, lbβ2, . . . , lbβn es base. □

Lema 1.19. Un número racional α ∈ Q es un entero algebraico si y solo si α ∈ Z.

Demostración. Si α ∈ Q es un entero algebraico, α satisface un polinomio mónico con
coeficientes enteros, digamos f(x) = b0 + b1x + · · · + xn, con bi ∈ Z. Sea α =

c

d
, con

c, d ∈ Z y mcd(c, d) = 1. Por tanto

b0 + b1

( c
d

)
+ · · ·+

( c
d

)n
= 0

Multiplicamos por dn la ecuación anterior,

cn = −(b0d
n + b1cd

n−1 + · · ·+ bn−1c
n−1d)

= −d(b0d
n−1 + b1cd

n−2 + · · ·+ bn−1c
n−1)

y tenemos d | cn. Dado que mcd(c, d) = 1, se tiene mcd(cn, d) = 1. Ası́, d | 1. Por lo
tanto, d = ±1, es decir α ∈ Z.

Ahora si α ∈ Z, él satisface al polinomio f(x) = x − α ∈ Z[x], se concluye que α es
un entero algebraico. □

A partir de ahora, diremos que un elemento en Z es un entero racional para no con-
fundirlos con los enteros algebraicos.

Proposición 1.20. Sea α ∈ OK . Entonces N(α), tr(α) ∈ Z.
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Demostración. Si α ∈ OK , α satisface un polinomio mónico con coeficientes enteros
f(x) = a0 + a1x + · · · + xn, de donde 0 = a0 + a1α + · · · + αn. Sea σ ∈ Aut(K/Q).
Entonces

0 = σ(a0 + a1α + · · ·+ αn) = a0 + a1σ(α) + · · ·+ σ(α)n,

es decir, σ(α) ∈ OK y dado que N(α) =
∏

σ∈Aut(K/Q)

σ(α) y tr(α) =
∑

σ∈Aut(K/Q)

σ(α)

tenemos N(α), tr(α) ∈ OK .
Por otro lado N(α), tr(α) ∈ Q. Por lo tanto, por el lema anterior, N(α), tr(α) ∈

Z. □

Corolario 1.21. Sea {α1, α2, . . . , αn} ⊆ OK una base de K sobre Q. Entonces,

∆(α1, α2, . . . , αn) ∈ Z.

Demostración. Sabemos que ∆(α1, α2, . . . , αn) = det(tr(αiαj)) y por la Proposición
1.20, tr(αiαj) ∈ Z. Por lo tanto, ∆(α1, α2, . . . , αn) ∈ Z. □

Teorema 1.22. Sea I ̸= {0} un ideal de OK y {α1, α2, . . . , αn} ⊆ I una base de K/Q de
tal forma que |∆(α1, α2, . . . , αn)| es mı́nimo. Entonces, I = Zα1 + Zα2 + · · ·+ Z αn.1

Demostración. Como αi ∈ I e I es un ideal, Zαi ⊆ I . Entonces, I ⊇ Zα1 + Zα2 + · · ·+
Zαn. Inversamente, si α ∈ I , escribimos α = a1α1 + a2α2 + · · · + anαn, con ai ∈ Q.
Probaremos que ai ∈ Z. Supongamos que ai ̸∈ Z para algún i = 1, . . . , n. Sin pérdida de
generalidad, supongamos que a1 ̸∈ Z, es decir a1 = m + θ, donde m ∈ Z y θ ∈ (0, 1).
Sean

β1 = α−mα1, β2 = α2, . . . , βn = αn.

Como m ∈ OK e I es un ideal de OK , tenemos mα1 ∈ I y, por tanto, α − mα1 ∈ I , es
decir, B = {β1, β2, . . . , βn} ⊆ I . Veremos que B es una base para K/Q. Supongamos que
0 = q1β1 + q2β2 + · · ·+ qnβn, con qi ∈ Q, para i = 1, . . . , n. Ası́,

0 = q1(α−mα1) + q2α2 + · · ·+ qnαn

= q1(a1α1 + a2α2 + · · ·+ anαn)− q1mα1 + q2α2 + · · ·+ qnαn

= (q1a1 − q1m)α1 + (q1a2 + q2)α2 + · · ·+ (q1an + qn)αn

y dado que {α1, α2, . . . , αn} es una base de K/Q, tenemos q1a1−q1m = 0 y q1aj+qj = 0
para j = 2, . . . , n. Por tanto, qj = 0 para cada j = 1, . . . , n y, como [K : Q] = n, tenemos
B es una base para K/Q.

Por otro lado, la matriz cambio de base de {β1, β2, . . . , βn} a {α1, α2, . . . , αn} es

A =


θ a2 · · · an
0 1 · · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · 1

 .

Dado que det(A) = θ, por la Proposición 1.7, |∆(β1, β2, . . . , βn)| = θ2|∆(α1, α2, . . . , αn)|
y θ ∈ (0, 1). De lo anterior,

|∆(β1, β2, . . . , βn)| < |∆(α1, α2, . . . , αn)|,
1Notemos que I = Zα1 + Zα2 + · · ·+ Z αn es una suma directa, ya que {α1, . . . , αn} es una base.
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lo cual es una contradicción al hecho de que |∆(α1, α2, . . . , αn)| es mı́nimo. Entonces,
tenemos ai ∈ Z para i = 1, . . . , n. Ası́, I ⊆ Zα1 + Zα2 + · · · + Zαn. Por lo tanto,
I = Zα1 + Zα2 + · · ·+ Zαn. □

Definición 1.23. Si {α1, α2, . . . , αn} ⊆ I es una base de K/Q tal que |∆(α1, α2, . . . , αn)|
es mı́nimo, entonces llamaremos a {α1, α2, . . . , αn} una base entera de I .

Observemos que OK es un ideal de sı́ mismo, por lo tanto OK contiene una base entera,
la cual se llama base entera de K/Q.

Proposición 1.24. Sea {α1, . . . , αn} ⊆ I una Q-base de K tal que I = Zα1 + · · ·+Zαn.
Entonces {α1, . . . , αn} es una base entera de I .

Demostración. Sea {β1, . . . , βn} ⊆ I una Q-base cualquiera de K. Veremos que

|∆(α1, . . . , αn)| ≤ |∆(β1, . . . , βn)|.

Notemos que βi =
n∑

j=1

aijαj , con aij ∈ Z, entonces

∆(β1, . . . , βn) = (det(aij))
2∆(α1, . . . , αn)

y como aij ∈ Z, tenemos (det(aij))
2 ≥ 1. Ası́, ∆(β1, . . . , βn) ≥ ∆(α1, . . . , αn) y por

tanto |∆(α1, . . . , αn)| ≤ |∆(β1, . . . , βn)|. □
Con el Teorema 1.22 y la proposición anterior tenemos que {α1, . . . , αn} ⊆ I es base

entera de I si y solo si I = Zα1 + · · ·+ Zαn.

Definición 1.25. Sea K un campo de números de grado n. Diremos que K es monogénico
si existe algún α ∈ OK tal que K = Q(α) y

OK = Z+ αZ+ · · ·+ αn−1Z,
es decir, {1, α, . . . , αn−1} es una base entera de OK .

Corolario 1.26. Sean {α1, α2, . . . , αn},{β1, β2, . . . , βn} dos bases enteras de K/Q. En-
tonces ∆(β1, β2, . . . , βn) = ∆(α1, α2, . . . , αn).

Demostración. Sean αi =
n∑

j=1

aijβj , con aij ∈ Z, βj =
n∑

k=1

bjkαk. Por la Proposición 1.7,

∆(β1, β2, . . . , βn) = (det(aij))
2∆(α1, α2, . . . , αn),

y
∆(α1, α2, . . . , αn) = (det(bij))

2∆(β1, β2, . . . , βn).

Por tanto det((aij)
2(bjk)

2) = 1, de donde det(aij) = ±1. Ası́

∆(β1, β2, . . . , βn) = ∆(α1, α2, . . . , αn).

□

Definición 1.27. El discriminante de K/Q es el discrimininante de una base entera y lo
denotaremos por δK .

Lema 1.28. Sea I ̸= {0} un ideal de OK . Entonces I ∩ Z ̸= {0}.
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Demostración. Si α ∈ I ̸= {0}, α satisface un polinomio f(x) = a0+a1x+· · ·+xn ∈ Z[x]
irreducible. Puesto que a0 ̸= 0, tenemos

0 = f(α) = a0 + a1α + · · ·+ anα
n,

a0 = −(a1α + · · ·+ anα
n) ∈ I.

Por lo tanto, a0 ∈ I ∩ Z. □

Lema 1.29. Sea I ̸= {0} un ideal de OK , con [K : Q] = n. Entonces |OK/I| es finito.

Demostración. Por el lema 1.28 existe a ∈ I ∩ Z, con a > 0. Sea ⟨a⟩ el ideal principal
generado por a en OK , es decir aOK = ⟨a⟩. Definimos

φ : OK/⟨a⟩ −→ OK/I
x+ ⟨a⟩ 7→ x+ I.

La función φ está bien definida pues si x1 + ⟨a⟩ = x2 + ⟨a⟩, entonces x1 − x2 ∈ ⟨a⟩ ⊆ I y
por tanto x1 + I = x2 + I , es decir φ(x1 + ⟨a⟩) = φ(x2 + ⟨a⟩). Además es claro que φ es
una función sobre, por lo que |OK/I| ≤ |OK/⟨a⟩|, ası́ que para probar que OK/I es finito
basta probar que OK/⟨a⟩ lo es.

Sean {ω1, . . . , ωn} una base entera de K/Q, es decir OK = Zω1 + · · · + Zωn, con
ωi ∈ OK y

S =

{
n∑

i=1

γiωi : 0 ≤ γi < a

}
.

Observemos que S es un conjunto de representantes de OK /⟨a⟩ y que |S| = an. Tomemos
ω ∈ OK , ω = m1ω1 + · · · +mnωn, con mi ∈ Z para i = 1, . . . , n. Por el algoritmo de la
división en Z, mi = qia+ γi, con 0 ≤ γi < a.

ω + ⟨a⟩ = (m1ω1 + · · ·+mnωn) + ⟨a⟩
= (m1ω1 + ⟨a⟩) + · · ·+ (mnωn + ⟨a⟩)
= ((q1a+ γ1)ω1 + ⟨a⟩) + · · ·+ ((qna+ γn)ωn + ⟨a⟩).

Como (qia+ γi)ωi + ⟨a⟩ = qiaωi + γiωi + ⟨a⟩ = γiωi + ⟨a⟩, tenemos

ω + ⟨a⟩ = (γ1ω1 + ⟨a⟩) + · · ·+ (γnωn + ⟨a⟩) =
n∑

i=1

γiωi + ⟨a⟩

y
n∑

i=1

γiωi ∈ S. Por otro lado, si
n∑

i=1

γiωi =
n∑

i=1

γ
′

iωi, con 0 ≤ γi < a y 0 ≤ γ
′
i < a, se

cumple γi = γ
′
i ya que {ω1, . . . , ωn} es una base. Por tanto, |S| = an y |OK/⟨a⟩| = |S|.

Ası́, |OK/I| ≤ an. □
Observemos que si P ̸= {0} es un ideal primo de OK , entonces P ∩Z = pZ, con p un

primo racional.

Definición 1.30. Sea I un ideal no cero de OK . La norma de I es |OK/I| y la denotaremos
por N(I).

Teorema 1.31. Sea I un ideal no cero de OK . Entonces N(I) =

√
∆(β1, . . . , βn)

δK
, donde

{β1, . . . , βn} es una base entera de I .
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Demostración. Ver [36] Theorem 5.9, pág. 114. □

Proposición 1.32. Sean I, J ideales no cero de OK . Entonces

N(IJ) = N(I)N(J).

Demostración. Ver [36] Theorem 5.12, pág. 116. □

Proposición 1.33. Sea I un ideal no cero de OK . Entonces N(I) ∈ I.

Demostración. Ver [36] Theorem 5.14 (b), pág. 118. □

Corolario 1.34. OK es un anillo noetheriano.

Demostración. Sea I1 ̸= {0} un ideal de OK , por el Lema 1.29, OK /I1 es finito. Con-
sideremos I1 ⊆ I2 ⊆ I3 ⊆ · · · una cadena ascendente de ideales en OK . Como Ij/I1
es un ideal de OK/I1 y a lo más hay un número finito de subconjuntos de éste, la cadena
I1 ⊆ I2 ⊆ I3 ⊆ · · · ⊆ In = In+1 = · · · se detiene en algún n ∈ Z. Por lo tanto, OK es
noetheriano. □

Corolario 1.35. Si P ̸= {0} es un ideal primo de OK , entonces P es máximo.

Demostración. Como P es primo, entonces OK/P es un dominio entero finito, de donde
OK/P es un campo y por tanto P es un ideal máximo. □

Lema 1.36. Sea I ̸= {0} un ideal de OK . Si β ∈ K, con β ̸= 0 es tal que βI ⊆ I ,
entonces β ∈ OK .

Demostración. Como I es un Z-módulo, por la Proposición 1.13, β ∈ OK . □

Lema 1.37. Sean I, J ideales no cero de OK tales que IJ = I . Entonces J = OK .

Demostración. Sea {α1, . . . , αn} una base entera de I , es decir, I = α1Z + · · · + αnZ.

Dado que αi ∈ I = IJ , existen bij ∈ J tales que αi =
n∑

i=1

bijαj . Entonces


b11 b12 · · · b1n
b21 b22 · · · b2n
...

... . . . ...
bn1 bn2 · · · bnn




α1

α2
...
αn

 =


α1

α2
...
αn

 =


1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · 1




α1

α2
...
αn

 ,

de donde 
b11 − 1 b12 · · · b1n
b21 b22 − 1 · · · b2n
...

... . . . ...
bn1 bn2 · · · bnn − 1




α1

α2
...
αn

 =


0
0
...
0

 ,

es decir, tenemos el siguiente sistema homogéneo

0 = (b11 − 1)x1 + b12x2 + · · ·+ b1nxn

0 = b21x1 + (b22 − 1)x2 + · · ·+ b2nxn

...
0 = bn1x1 + bn2x2 + · · ·+ (bnn − 1)xn,
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el cual tiene una solución no trivial, por lo que

det


b11 − 1 b12 · · · b1n
b21 b22 − 1 · · · b2n
...

... . . . ...
bn1 bn2 · · · bnn − 1

 = 0.

Notemos que un sumando del determinate es
n∏

i=1

(bii − 1) y como las demás entradas de la

matriz están en J , entonces el determinante que queremos calcular tiene la forma
n∏

i=1

(bii − 1) + r = 0 para algún r ∈ J.

Desarrollando el producto obtenemos (−1)n + j = 0 para algún j ∈ J, de donde ±1 ∈ J
y por lo tanto, J = OK . □

Proposición 1.38. Sean I, J ideales no cero de OK y γ ∈ OK tales que se cumple
(γOK)I = JI . Entonces, J = γOK .

Demostración. Sean α ∈ I y β ∈ J . Entonces αβ ∈ IJ = (γOK)I , de donde αβ = γα′,

con α′ ∈ I . Se tiene α
β

γ
= α′ ∈ I y

β

γ
I ⊆ I . Por el Lema 1.13,

β

γ
∈ OK , lo que implica

β ∈ γOK . Ası́, J ⊆ γOK y γ−1J es un ideal de OK . Dado que γI = JI , I = (γ−1J)I .
Usando el lema anterior, γ−1J = OK y J = γOK = γOK . □

Si α ∈ OK \ {0}, entonces podemos asociar un entero, llamado ı́ndice, al entero
algebraico α; esto es debido a que {1, α, . . . , αn−1} es una base de K contenida en OK ,
[2] pág. 146.

Definición 1.39. Sean K un campo de números, α ∈ OK tal que K = Q(α). Entonces el
ı́ndice de α, escrito como ind(α), es el entero positivo dado por

ind(α) =

√
∆(α)

δK
,

donde ∆(α) = ∆(1, α, . . . , αn−1).

Notemos que si {α1, α2, . . . , αn} es una base entera del ideal ⟨α⟩, entonces por el
Teorema 1.31,

N(⟨α⟩) =

√
∆(α1 . . . , αn)

δK
.

De acuerdo a la definición anterior, tenemos que N(⟨α⟩) = ind(α) si y solo si

∆(α1 . . . , αn) = ∆(1, α, . . . , αn−1),

si y solo si {1, α, . . . , αn−1} es base entera del ideal ⟨α⟩. Esto último, creemos que es un
problema importante del cual no tenemos respuesta.

Teorema 1.40. Sean K un campo de números de grado n, α ∈ OK tal que K = Q(α).
Entonces K es monogénico si y solo si existe θ ∈ OK tal que K = Q(θ) y ind(θ) = 1.
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Demostración. Si K es monogénico, entonces existe θ ∈ OK tal que K = Q(θ) y
{1, θ, . . . , θn−1} es base entera, es decir, ∆(1, θ, . . . , θn−1) = δK , ası́ ind(θ) = 1. Sea
θ ∈ OK tal que K = Q(θ) y ind(θ) = 1. Entonces δK = ∆(1, θ, . . . , θn−1), es decir,
{1, θ, . . . , θn−1} es base entera de OK , por tanto K es monogénico. □

Proposición 1.41. Supongamos que 1, α, . . . , αn−1 son Q-linealmente independientes y
sea f(x) = Irr(α,Q). Entonces

∆(1, α, . . . , αn−1) = (−1)n(n−1)/2N(f ′(α)),

donde f ′(x) es la derivada formal de f(x).

Demostración. Ver [21], Proposition 12.1.4, pág. 174. □

1.3. Factorización de ideales en OK

En esta sección mostraremos que cualquier ideal no cero de OK se puede escribir de forma
única como producto de ideales primos.

Proposición 1.42. Sean I, J ideales en OK tal que I ⊆ J . Entonces existe un ideal M tal
que JM = I .

Demostración. Ver Proposition 12.2.7. en [21]. □

Definición 1.43. Si I ⊆ J , entonces I = JM , para algún M ideal de OK . En este caso
diremos que el ideal J divide al ideal I y lo escribiremos como J |I .

Lema 1.44. Sea I, J ideales no cero de OK tales que I ⊆ J y N(I) = N(J). Entonces
I = J .

Demostración. Como I ⊆ J , entonces existe J ′ ideal no cero de OK tal que I = JJ ′.
Dado que la norma es multiplicativa,

N(I) = N(J)N(J ′)

pero N(I) = N(J), entonces 1 = N(J ′), es decir, J ′ = OK y por tanto I = J . □

Proposición 1.45. Todo ideal no cero de OK se puede escribir como producto de un
número finito de ideales primos.

Demostración. Sea I un ideal no cero de OK . Si I es primo, la afirmación se cumple. Si I
no es primo, entonces existe un ideal primo P1 tal que I ⊆ P1 y por la proposición anterior,
I = P1N1, para algún ideal N1 de OK . Si N1 es un ideal primo, P1N1 es la expresión
deseada. Si N1 no es un ideal primo, repetimos el procedimiento tantas veces como sea
posible, de donde tenemos

I = P1P2N2 = P1P2P3N3 = · · · = P1P2 · · ·PrNr.

Ası́ generamos una cadena ascendente N1 ⊆ N2 ⊆ N3 ⊆ · · · ⊆ Nr ⊆ · · · . Como OK es
noetheriano, esta cadena no puede ser infinita por lo que para algún r, Nr = OK . □

Teorema 1.46. La factorización de un ideal I ̸= {0} de OK , como producto de ideales
primos es única.
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Demostración. Supongamos que I = P1P2 · · ·Ps = Q1Q2 · · ·Qt, con Pi, Qj ideales
primos. Tenemos 3 casos: s < t, s = t y s > t. Supongamos que s < t, entonces
P1P2 · · ·Ps = Q1Q2 · · ·QsQs+1 · · ·Qt ⊆ P1 y como P1 es primo, tenemos Qj ⊆ P1 para
algún j. Sin pérdida de generalidad, supongamos que Qj = Q1, es decir P1 = Q1, pues
Qj es primo. Por la ley de la cancelación, P2P3 · · ·Ps = Q2Q3 · · ·QsQs+1 · · ·Qt ⊆ P2.
Repitiendo el mismo razonamiento, tenemos P1 = Q1, P2 = Q2, . . . , Ps = Qs, lo cual
implica que OK = Qs+1 · · ·Qt. De lo anterior, OK ⊆ Qs+1, lo cual es una contradicción
ya que Qs+1 es máximo. Análogamente t < s no es posible, por lo que s = t. □

Lema 1.47. Sean I ̸= 0 un ideal de OK y P un ideal primo de OK tales que I2 = P 2.
Entonces I = P

Demostración. Supongamos I = P1P2 · · ·Pr con Pi ideales primos de OK , entonces

P 2
1P

2
2 · · ·P 2

r = I2 = PP.

Por el Teorema anterior, P = Pi para algún i ∈ {1, . . . , r}, sin pérdida de generalidad
supongamos P = P1, de donde P 2

2 · · ·P 2
r = OK y ası́, P2 · · ·Pr = OK , lo cual no es

posible. Por lo tanto I = P1 = P . □

Teorema 1.48. Sean [K : Q] = n, p ∈ N un primo racional. Entonces existen P1, P2, . . . , Pg

ideales primos de OK tales que

pOK = P e1
1 P e2

2 · · ·P eg
g

y e1f1 + e2f2 + · · · + egfg = n, en donde N(Pi) = |OK/Pi| = pfi . En paticular, si K/Q
es Galois, entonces e1 = · · · = en = e, f1 = · · · = fn = f y por tanto efg = n.

Demostración. Por la Proposición 1.45, tenemos que todo ideal no cero de OK es producto
de ideales primos y por el Teorema 1.46, dicha factorización es única, en particular pOK

es un ideal primo no cero, ası́

pOK = P e1
1 P e2

2 · · ·P eg
g .

Como los fi satisfacen N(Pi) = pfi , entonces

pn = N(pOK) = N(P e1
1 P e2

2 · · ·P eg
g )

= N(P1)
e1 · · ·N(Pg)

eg

= (pfi)e1 · · · (pfg)eg

= pe1f1+e2f2+···+egfg .

Por lo tanto e1f1 + e2f2 + · · · + egfg = n. Sea G = {σ1, . . . , σn} el grupo de Galois de
L/Q, puesto que pOK =

∏g
i=1, entonces para todo ı́ndice j, 1 ≤ j ≤ g, existe σ ∈ G tal

que σ(P1) = Pj . Ası́
pOK = σ(pOK) =

∏g
i=1 σ(Pi)

ei , dado que la descomposición como producto de
ideales primos es única, ej = e1 para todo j, 1 ≤ j ≤ g. Similarmente, de OK/Pj =
OK/σ(P1) ≈ OK/P1, se sigue que fj = f1, para todo j, 1 ≤ j ≤ g. □

Definición 1.49. Supongamos que pOK = P e1
1 P e2

2 · · ·P eg
g . Si algún ei > 1, diremos que p

es ramificado en K. Si ei = 1 para todo i, diremos que p no se ramifica en K. El número
ei se llama el ı́ndice de ramificación del primo p en el ideal primo Pi. El número fi se
llama grado de inercia de p en el ideal primo Pi. ,
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Teorema 1.50. Sea K un campo de números. Entonces el primo racional p se ramifica en
OK si y solo si p|δK .

Demostración. Ver [12], Proposition 5.44, pág. 111. □

Teorema 1.51. Sean K un campo de números, I un ideal no cero de OK tal que N(I) = p,
para algún p primo racional. Entonces I es un ideal primo.

Demostración. Ver [2], Theorem 10.1.6 pág. 240. □

Sabemos que el encontrar la factorización de los ideales pOK es un problema compli-
cado, como también lo es el encontrar los generadores de los ideales primos que factorizan
a pOK . Un resultado muy útil que nos ayuda a resolver estos dos problemas es el siguiente.

Teorema 1.52 ( Dedekind). Sean K = Q(θ) un campo de números de grado n, q un primo
racional, f(x) = Irr(θ,Q) ∈ Z[x] y la función − : Z[x] −→ Fq[x] que reduce módulo q

los coeficientes de un polinomio. Sea f(x) = g1(x)
e1 · · · gr(x)er , donde g1(x), · · · , gr(x)

son polinomios mónicos irreducibles distintos en Fq[x] y e1, · · · , er son enteros positivos.
Para i = 1, · · · , r sea fi(x) ∈ Z[x] mónico tal que fi(x) = gi(x). Sea

Pi = ⟨q, fi(θ)⟩.

Si ind(θ) ̸≡ 0 (mod q), entonces P1, · · · , Pr son ideales primos distintos de OK con

qOK = P e1
1 · · ·P er

r y N(Pi) = qgr(fi).

Demostración. Ver [2] Theorem 10.5.1. □

1.4. Grupo de Galois de un polinomio cuártico
Sea L el campo de descomposición de f(x) ∈ K[x]. Escribimos Gf = Gal(L/K) para
denotar al grupo de Galois de f(x) . Recordemos que si σ ∈ Gf y α ∈ L es tal que f(α) =
0, entonces f(σ(α)) = 0. También si α y β son raı́ces de f(x), entonces existe σ ∈ Gf

tal que σ(α) = β. Si G ≤ Sn, diremos que G es un grupo transitivo de grado n o que
G actúa transitivamente sobre In = {1, . . . , n} si, para cualquier par i, j ∈ {1, 2, . . . , n},
existe σ ∈ G tal que σ(i) = j. Si numeramos las raı́ces de f(x) como α1, . . . , αn entonces
es claro que Gf actúa transitivamente sobre las raı́ces de f(x) [9].

Teorema 1.53. Sean K un campo, f(x) ∈ K[x] separable de grado n y L el campo de
descomposición de f(x) sobre K. Entonces f(x) es irreducible en K[x] si y solo si Gf es
un subgrupo transitivo de Sn.

Demostración. Vea [6] Theorem 2.9. □

Para el caso particular n = 4, los únicos subgrupos transitivos de S4 son ([7], Apendix A):
(i) el 4-grupo de Klein V ,

(ii) el grupo cı́clico C4,
(iii) el grupo dihédrico D8,
(iv) el grupo alternante A4,
(v) el grupo S4.
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Dados f(x), g(x) ∈ K[x] de grado n,m respectivamente con raı́ces x1, . . . , xn y
y1, . . . , ym en el campo de descomposición de f(x)g(x). Definimos la rasultante de f
y g como

R(f, g) = amn b
n
m

∏
1≤i≤n

(xi − yj),

donde an y bm son el coeficiente lider de f(x) y g(x) respectivamente. La expresión
R(f, g) tiene propiedades interesantes, por ejemplo R(f, g) = 0 si y solo si f y g tienen
una raı́z en común. De particular importancia para nosotros es el caso particular cuando
g = f ′. En tal caso R(f, f ′) es lo que se conoce como la resultante de f . En el caso de un
polinomio de grado 4, en 1989 L. Kappe y B. Warren [24], usan la resultante y establecen
condiciones necesarias y suficientes para reconocer a Gf [34].

Teorema 1.54. Sean K un campo de caracterı́stica ̸= 2, f(x) irreducible sobre K, r3(x) =
x3− bx2+(ac−4d)x− (a2d+ c2−4bd) con campo de descomposición E y D = disc(f).
Entonces

(i) Gf = S4 si y solo si r3(x) es irreducible sobre K y D ̸∈ K2.
(ii) Gf = A4 si y solo si r3(x) es irreducible sobre K y D ∈ K2.

(iii) Gf = V si y solo si r3(x) se descompone en factores lineales sobre K.
(iv) Gf = C4 si y solo si r3(x) tiene exactamente una raı́z t en K y g(x) = (x2− tx+

d)(x2 + ax+ (b− t)) se descompone sobre E[x].
(v) Gf = D8 si y solo si r3(x) tiene exactamente una raı́z t en K y g(x) no se

descompone sobre E[x].

Demostración. Ver [24], Theorem 1, pág. 134. □

Teorema 1.55. Sean K un campo de caracterı́stica distinta de 2, f(x) = x4 + bx2 + d un
polinomio irreducible sobre K[x] y ±α,±β sus raı́ces. Entonces

(i) Gf = V si y solo si d ∈ K2 si y solo si αβ ∈ K.
(ii) Gf = C4 si y solo si d(b2 − 4d) ∈ K2 si y solo si K(αβ) = K(α2).

(iii) Gf = D8 si y solo si d(b2 − 4d) ̸∈ K2 si y solo si αβ ̸∈ K(α2).

Demostración. Ver [24], Theorem 3, pág. 135. □

Ejemplo 1.56. Sea K = Q(
√
m,

√
n), con m,n ∈ Z libres de cuadrados. Entonces

Q(
√
m,

√
n) = Q(

√
m+

√
n),

f(x) = Irr(
√
m +

√
n,Q) = x4 − 2(m + n)x2 + (m − n)2 y por el teorema anterior

Gf = V

Los siguientes resultados nos ayudarán a factorizar ciertos polinomios.

Teorema 1.57 ([24], Theorem 2). Sean h(x) = x4 + bx2 + d ∈ K[x], car(K) ̸= 2 y
±α,±β las raı́ces de f(x). Entonces las siguientes condiciones son equivalentes.

(i) h(x) es irreducible sobre K.
(ii) α2, α+ β, α− β ̸∈ K.

(iii) b2 − 4d,−b+ 2
√
d,−b− 2

√
d ̸∈ K2.



1.4. GRUPO DE GALOIS DE UN POLINOMIO CUÁRTICO 25

Demostración. Notemos primero que h(x) no puede tener un factor cúbico irreducible, ya
que si a0 es una raı́z, −a0 también es una raı́z, por tanto h(x) es reducible sobre K si y
solo si al menos una de las siguientes factorizaciones

h(x) = (x2 − α2)(x2 − β2),

h(x) = (x2 − (α + β)x+ αβ)(x2 + (α + β) + αβ),

h(x) = (x2 − (α− β)x− αβ)(x2 + (α− β)− αβ),

tiene todos sus coeficientes en K. Se sigue inmediatamente que (ii) implica (i). Las rela-
ciones entre los coeficientes y las raı́ces básicamente son: −b = α2+β2 y d = α2β2. Esto,
junto con (α+ β)2 = −b+ 2αβ y (α− β)2 = −b− 2αβ implica que si α2 ó α± β ∈ K,
entonces β2 ó αβ ∈ K respectivamente. Si α2 ∈ K, entonces β2 ∈ K, es decir, h(x) se
factoriza sobre K. Si α ± β ∈ K, entonces αβ ∈ K, es decir, h(x) se factoriza sobre K.
De lo anterior, (i) implica (ii). Finalmente, obsevemos lo siguiente

(b+ 2α2)2 = (−α2 − β2 + 2α2)2

= (α2 − β2)2

= (α + β)2(α− β)2

= (−b+ 2
√
d)(−b− 2

√
d)

= b2 − 4d

y (α± β)2 = −b± 2
√
d. Por lo tanto, α± β ∈ K si y solo si −b± 2

√
d ∈ K2 y α2 ∈ K

si y solo si b2 − 4d ∈ K2, es decir, (ii) si y solo si (iii).
□

El siguiente teorema lo podemos encontrar en [10] como Theorem 3.

Teorema 1.58. Si p es un primo impar y si r, s son enteros tales que s ̸≡ 0 (mod p) y
r2 − 4s ̸≡ 0 (mod p), entonces se dan las siguientes afirmaciones:

(i) f(x) = x4 + rx2 + s es producto de dos polinomios lineales mónicos distintos y
un polinomio cuadrático mónico irreducible módulo p si y solo si(

s

p

)
= −1,

(
r2 − 4s

p

)
= 1.

(ii) f(x) = x4 + rx2 + s es producto de cuatro polinomios lineales mónicos distintos
módulo p si y solo si(

s

p

)
= 1,

(
r2 − 4s

p

)
= 1,

(
−r − 2t

p

)
= 1,

donde t es un entero tal que s ≡ t2 (mod p).
(iii) f(x) = x4 + rx2 + s es producto de dos polinomios cuadráticos mónicos irre-

ducibles distintos módulo p si y solo si(
s

p

)
= 1,

(
r2 − 4s

p

)
= 1,

(
−r − 2t

p

)
= −1,
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donde t es un entero tal que s ≡ t2 (mod p), ó(
s

p

)
= 1,

(
r2 − 4s

p

)
= −1.

(iv) f(x) = x4 + rx2 + s es irreducible módulo p si y solo si(
s

p

)
= −1,

(
r2 − 4s

p

)
= −1.

1.5. Extensiones Relativas
Sea K un campo de números, L una extensión finita de grado n sobre K y sean OK ,OL

los anillos de enteros de K,L respectivamente. Diremos que L|K es una extensión relativa
si K ̸= Q.

Definición 1.59. Sea I un ideal de OL. La traza relativa de I es un ideal de OK definido
y denotado como

TrL|K(I) = {TrL|K(x) : x ∈ I}.

Definición 1.60. Sea Q un ideal primo de OL, Q ∩ OK = P y [OL/Q : OK/P ] = f .
(i) La norma relativa de Q es NL|K(Q) = P f .

(ii) Si I es un ideal no cero de OL y I =

g∏
i=1

Qei
i , donde Q1, . . . , Qg son ideales primos

distintos de OL, entonces la norma relativa de I es NL|K(I) =

g∏
i=1

NL|K(Qi)
ei .

Proposición 1.61. Con las notaciones previas, [L : K] = n e I cualquier ideal no cero de
OK , tenemos

NL|K(IOL) = In.

Demostración. Por la multiplicidad de la norma relativa, es suficiente mostrar la afirmación

anterior cuando I = P es un ideal primo de OK . Sea POL =

g∏
i=1

Qei
i , donde Q1, . . . , Qg

son ideales primos distintos de OL, ei ⩾ 1 y [OL/Qi : OK/P ] = fi para i = 1, . . . , g.

Puesto que
g∑

i=1

eifi = n, tenemos

NL|K(POK) =

g∏
i=1

NL|K(Qi)
ei =

g∏
i=1

P fiei = P n.

□

Proposición 1.62. Sean K ⊆ L ⊆ L′ campos de números y J ′ un ideal no cero de L′.
Entonces NL′|K(J

′) = NL|K(NL′|L(J
′)).

Demostración. Por la multiplicidad de la norma relativa, es suficiente mostrar la afirmación
anterior cuando J ′ = Q′ es un ideal primo de OL′ . Sea Q′ ∩ OL = Q, Q ∩ OK = P .
Entonces NL′|K(Q

′) = f ′′ donde f ′′ = [OL′/Q′ : OK/P ]. Por otro lado, NL′|L(Q
′) = Qf ′
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donde f ′ = [OL′/Q′ : OL/Q] y NL|K(Q) = pf donde f = [OL/Q : OK/P ]. Ası́ f ′′ = ff ′

y por lo tanto

NL|K(NL′|L(Q
′)) = NL|K(Q

f ′
) = P ff ′

= P f ′′
= NL′|K(Q

′).

□

Definición 1.63. Sea K un campo de números, L una extensión finita de grado n sobre K
y sean OK ,OL los anillos de enteros de K,L respectivamente. El discriminante relativo
de L|K es el ideal δL|K de OK generado por los elementos ∆L|K(x1, . . . , xn), para todas
las posibles bases {x1, . . . , xn} de L|K tales que cada xi ∈ OL.

Proposición 1.64. Sea {x1, . . . , xn} una base de L|K tales que cada xi ∈ OL. Entonces
δL|K = ∆L|K(x1, . . . , xn) · OK si y solo si OL es un OK−módulo libre y {x1, . . . , xn} es
una OK−base de OL.

Demostración. Ver [30], G, pág. 237. □
Un resultado que nos ayudará a saber qué ideales de K se ramifican en L es el siguiente.

Teorema 1.65. Sea P un ideal primo de OK . Entonces P se ramifica en L|K si y solo si
P | δL|K .

Demostración. Ver [30], Theorem 1, pág. 238. □

Teorema 1.66. Sean K ⊆ L ⊆ L′ campos de números. Entonces

δL′|K = (δL|K)
[L′:L] ·NL|K(δL′|L).

Demostración. Ver [30], Q, pág. 249. □

Sean p un primo racional, K un campo de números que contiene una raı́z p−ésima
primitiva de la unidad ζ y OK el anillo de enteros de K. Sea a un elemento de K que no es
una p−ésima potencia de un elemento de K y consideramos el polinomio F = xp − a ∈
K[x]. Sean t una raı́z de F , L = K(t) y OL su anillo de enteros. A continuación daremos
explı́citamente la factorización de los ideales primos de OK en OL.

Proposición 1.67. Sean P un ideal primo de OK , aOK = P hJ , donde J es un ideal de
OK no múltiplo del ideal P y h > 0 es un entero racional no múltiplo de p. Entonces

POL = ⟨P, t⟩p.

Demostración. Ver [30], J, pág. 320. □

Ahora sea P un ideal primo de OK tal que aOK = P hJ , donde J es un ideal de OK no
múltiplo de P y p divide al entero h ≥ 0. Si h > 0, entonces P | aOK y p ∤ h ó p | h. El
caso p ∤ h es la proposición anterior. Si p | h, podemos elegir a′ de tal manera que xp − a′

genera la misma extensión L|K y P ∤ a′OK . De hecho a′ es tal que a = a′bh. Ahora ya
estamos en el caso de la siguiente proposición al igual que el caso h = 0.

Proposición 1.68. Supongamos que P ∤ aOK y P ∤ pOK . Entonces
(i) Si la congruencia xp ≡ a (mod P ) es soluble en OK , entonces

POL = ⟨P, x− t⟩⟨P, x− ζt⟩ · · · ⟨P, x− ζp−1t⟩.
(ii) Si la congruencia xp ≡ a (mod P ) no es soluble en OK , entonces

POL es un ideal primo.
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Demostración. Ver [30], K, pág. 321. □

Como caso particular tenemos las extensiones relativas cuadráticas, es decir, L|K con
[L : K] = 2. Notemos que en este caso, L|K es Galois y efg = 2, las únicas formas en la
que un ideal primo P de OK se puede factorizar en OL son: P es totalmente ramificado,
P es inerte y P se descompone totalmente. Concretamente:

(i) e = 2, f = 1, g = 1, en este caso POL = P2 con P un ideal primo de OL.
(ii) e = 1, f = 2, g = 1, en este caso POL = P con P un ideal primo de OL.

(iii) e = 1, f = 1, g = 2, en este caso POL = P1P2 con P1 y P2 ideales primos de
OL.



Capı́tulo 2

Ramificación en el caso cı́clico
Lo primero que vamos a destacar es quién es Gf para f(x) = x4 + px2 + p. Notemos que
f(x) es irreducible en Q[x] por el criterio de Eisenstein. También, como

√
p ̸∈ Q, entonces

por la afirmación (i) del Teorema 1.55, Gf = C4 ó Gf = D8.

Teorema 2.1. Sean p un primo racional, f(x) = x4 + px2 + p. Entonces Gf = C4 si y
solo si p = 4 + n2 para alguna n ∈ N.

Demostración. Si Gf = C4, entonces por la afirmación (ii) del Teorema 1.55, existe
a

b
∈ Q

tal que

p2(p− 4) =
a2

b2
.

Por lo anterior, a = pt para algún t ∈ Z y ası́ b2(p − 4) = t2. Esto último se cumple si y
solo si p − 4 = n2 para alguna n ∈ N. Inversamente, si p = 4 + n2 para alguna n ∈ N,
entonces

p(p2 − 4p) = p2(p− 4) = p2n2 ∈ Q2,

y la afirmación (ii) del Teorema 1.55 se cumple y por tanto Gf = C4. □

En general, si f(x) = x4 + ax2 + a es irreducible con a = 4 + n2, entonces Gf = C4.

Corolario 2.2. Con las mismas hipótesis del teorema anterior, Gf = D8 si y solo si p no
es de la forma 4 + n2.

En el resto de este capı́tulo el primo racional p es de la forma 4+n2 y creemos que hay
una infinidad de ellos pero no conocemos una prueba, de hecho, puede ser equivalente a la
conjetura que afirma que hay una infinidad de primos de la forma 1 + n2. En la siguiente
tabla mostramos los primeros 36 primos racionales de la forma 4 + n2.

Primos de la forma 4 + n2

5 = 22 + 12 13 = 22 + 32 29 = 22 + 52

53 = 22 + 72 173 = 22 + 132 229 = 22 + (5 · 3)2
293 = 22 + 172 733 = 22 + (3 · 3 · 3)2 1093 = 22 + (11 · 3)2
1229 = 22 + (7 · 5)2 1373 = 22 + 372 2029 = 22 + (5 · 3 · 3)2
2213 = 22 + 472 3253 = 22 + (19 · 3)2 4229 = 22 + (13 · 5)2
4493 = 22 + 672 5333 = 22 + 732 7229 = 22 + (17 · 5)2
7573 = 22 + (29 · 3)2 9029 = 22 + (19 · 5)2 9413 = 22 + 972

10613 = 22 + 1032 13229 = 22 + (23 · 5)2 13693 = 22 + (13 · 3 · 3)2
15629 = 22 + (5 · 5 · 5)2 18229 = 22 + (5 · 3 · 3 · 3)2 18773 = 22 + 1372

21613 = 22 + (7 · 7 · 3)2 24029 = 22 + (31 · 5)2 26573 = 22 + 1632

27893 = 22 + 1672 31333 = 22 + (59 · 3)2 33493 = 22 + (61 · 3)2
37253 = 22 + 1932 41213 = 22 + (29 · 7)2 42853 = 22 + (23 · 3 · 3)2

29
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Sea K una extensión cı́clica de grado 4 sobre Q. El siguente resultado será de gran
utilidad para nuestro estudio de bases enteras e ı́ndice en esta clase de extensiones.

Teorema 2.3 (K. Hardy et al [17]). K se puede expresar en forma única como

Q
(√

A(D +B
√
D)

)
,

donde A,B,C,D son enteros tales que A es libre de cuadrados e impar, D = B2 + C2 es
libre de cuadrados, B > 0, C > 0 y mcd(A,D) = 1.

Demostración. Ver [17] Theorem 1. □
En el caso particular de f(x) = x4 + px2 + p, es claro que las raı́ces de f(x) son

±
√

−1

2
(p− n

√
p), ±

√
−1

2
(p+ n

√
p).

Observemos que si Gf = C4 y α =

√
−1

2
(p− n

√
p), β =

√
−1

2
(p+ n

√
p), entonces

β ∈ Q(α). También notemos que el polinomio irreducible de
√
A(D +B

√
D) en el

Teorema 2.3 es f(x) = x4 − 2ADx2 + A2C2D, sin embargo, es posible que el polinomio
irreducible de algún otro generador del mismo campo tenga término cúbico y lineal. Vea
el Lema 2.24.

Teorema 2.4. Sean f(x) = x4 + px2 + p con p = 4 + n2, α =

√
−1

2
(p− n

√
p) y

α′ =
√
−(p+ 2

√
p). Entonces Q(α) = Q(α′).

Demostración. En la siguiente torre de campos

Q(α)

Q(
√
p)

Q

una Q- base de Q(
√
p) sobre Q es {1,√p} y una Q-base de Q(α) sobre Q(

√
p) es {1, α}.

Por tanto, una Q-base de Q(α) sobre Q es {1,√p, α,
√
pα}. Puesto que

α′ =
n+ 2

2
α +

1

2

√
pα ∈ Q(α),

entonces Q(α′) ⊆ Q(α). El polinomio g(x) = x4 + 2px2 + n2p es irreducible en Q[x] y
g(α′) = 0. Por tanto [Q(α′ : Q)] = 4 y Q(α) = Q(α′). □

Si β′ =
√
−(p− 2

√
p), entonces las raı́ces de g(x) son ±α′,±β′. Notemos que

A = −1, B = 2, C = n, D = p,

en el Teorema 2.4 nos produce la igualdad

Q(
√

−(p+ 2
√
p)) = Q(α′).
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Con la representación K = Q(α′) podemos calcular la forma general de la traza de un
elemento tı́pico de K. Antes es necesario conocer la acción de Gf sobre las raı́ces de g(x).

Teorema 2.5. Sean K = Q(α′), ±α′,±β′ las raı́ces de g(x) = x4+2px2+n2p . Entonces
Gal(K/Q) = {σ1, σ2, σ3, σ4}, donde

σ1(α
′) = α′, σ2(α

′) = −α′, σ3(α
′) = β′, σ4(α

′) = −β′.

Demostración. Sabemos que Q(α′) = Q(β′) = Q(−α′) = Q(−β′) y es claro que σi ∈
Gal(K/Q). Notemos que si α1 = α′, α2 = β′, α3 = −α′ y α4 = −β′, entonces

σ1(−α′) = −α′, σ1(β
′) = β′, σ1(−β′) = −β′,

ası́, podemos suponer que

σ1 =

(
1 2 3 4
1 2 3 4

)
.

Puesto que σ2(α
′) = −α′, entonces σ2(−α′) = −σ2(α

′) = α′, y

σ2(β
′) = σ2

(
−p+ 4

2n
α′ − 1

2n
α′3
)

= −p+ 4

2n
σ2(α

′)− 1

2n
σ2(α

′)3

=
p+ 4

2n
α′ +

1

2n
α′3 = −β′.

De lo anterior, σ2(−β′) = −σ2(β
′) = β′, y por tanto podemos suponer que

σ2 =

(
1 2 3 4
3 4 1 2

)
.

De manera similar es fácil concluir

σ3(α
′) = β′, σ4(α

′) = −β′,

σ3(−α′) = −β′, σ4(−α′) = β′,

σ3(β
′) = −α′, σ4(β

′) = α′,

σ3(−β′) = −α′, σ4(−β′) = −α′.

Por lo tanto, podemos suponer que

σ3 =

(
1 2 3 4
2 3 4 1

)
, σ4 =

(
1 2 3 4
4 1 2 3

)
.

Finalmente como σ2
3 = σ2, σ

3
3 = σ4, σ

4
3 = σ1, concluimos que Gal(K/Q) = ⟨σ3⟩. □

Lema 2.6. Sea K = Q(α′) con α′ =
√

−(p+ 2
√
p). Entonces tr(α′2) = −4p y

tr(α′) = tr(β′) = tr(
√
p) = tr(α′3) = 0.

Demostración. Para la primera afirmación, y por el teorema anterior

tr(α′2) = σ1(α
′2) + σ2(α

′2) + σ3(α
′2) + σ4(α

′2)

= α′2 + α′2 + β′2 + β′2

= −2(p+ 2
√
p)− 2(p− 2

√
p)

= −4p

La prueba de las otras afirmaciones es similar . □
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Corolario 2.7. Sea α′ como en el lema anterior. Entonces
(i) tr(α′j) = −2p · tr(α′j−2)− n2p · tr(α′j−4) si j ≥ 4 es par.

(ii) tr(α′j) = 0 si j ∈ N es impar.

Demostración. Es claro que α′4 = −2pα′2 − n2p. Por tanto, para t ≥ 2 tenemos

α′2t = α′2t−4 · α′4 = −2pα′2t−2 − n2pα′2t−4.

Por la linealidad de la traza tenemos tr(α′2t) = −2p · tr(α′2t−2)− n2p · tr(α′2t−4). Para la
afirmación (ii) tenemos:

tr(α′j) = σ1(α
′j) + σ2(α

′j) + σ3(α
′j) + σ4(α

′j) = α′j + β′j − α′j − β′j = 0.

□

Lema 2.8. Sea K = Q(α′) con α′ =
√
−(p+ 2

√
p). Entonces N(α′) = N(β′) = n2p.

Demostración.

N(α′) = σ1(α
′)σ2(α

′)σ3(α
′)σ4(α

′)

= α′(−α′)β′(−β′) = α′2β′2

= (p2 − 4p) = p(p− 4)

= n2p.

□

2.1. Base entera
De la teorı́a clásica sabemos que para calcular δK es suficiente conocer una base entera
de K/Q. K. Hardy et al [17] de manera ingeniosa calcularon el discriminante del poli-
nomio irreducible del generador del campo K = Q(α′) y a partir de ahı́, obtuvieron el
discriminante del campo δK , sin necesidad de conocer explı́citamente una base entera.

Teorema 2.9. Sea K = Q(α′), con α′, β′ como en el Teorema 2.5. Entonces:

Si n ≡ 3 (mod 4), una base entera para K/Q es{
ω1 = 1, ω2 =

1 +
√
p

2
, ω3 =

1 +
√
p+ α′ + β′

4
, ω4 =

1−√
p+ α′ − β′

4

}
,

si n ≡ 1 (mod 4), una base entera para K/Q es{
ω1 = 1, ω2 =

1 +
√
p

2
, ω3 =

1 +
√
p+ α′ − β′

4
, ω4 =

1−√
p+ α′ + β′

4

}
.

Demostración. Se sigue directamente de Theorem en [20], pág. 146. □

Lema 2.10. Sea K = Q(α′) con α′ =
√

−(p+ 2
√
p), β′ =

√
−(p− 2

√
p). Si n ≡ 3

(mod 4), entonces
(i) α′ = −1 + 2ω3 + 2ω4.

(ii) β′ = 1− 2ω2 + 2ω3 − 2ω4.
(iii)

√
p = −1 + 2ω2.

(iv) α′ + β′ = −2ω2 + 4ω3.
(v) α′ − β′ = −2 + 2ω2 + 4ω4.
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(vi) (α′ + β′)2 = 2(n− p)− 4nω2.
(vii) (α′ − β′)2 = −2(n+ p) + 4nω2.

(viii) (α′ + β′)(α′ − β′) = 4− 8ω2.
(ix) (1 +

√
p)2 = (p− 1) + 4ω2.

(x) (1−√
p)2 = (p+ 3)− 4ω2.

(xi)
√
pα′ = (n− 2)− 2nω2 + (4 + 2n)ω3 + (4− 2n)ω4.

(xii)
√
pβ′ = −(n+ 2) + 4ω2 − (4− 2n)ω3 + (4 + 2n)ω4.

(xiii) (1 +
√
p)(α′ + β′) = −4 + (2− 2n)ω2 + (4 + 4n)ω3 + 8ω4.

(xiv) (1 +
√
p)(α′ − β′) = (2n− 2)− (2 + 2n)ω2 + 8ω3 + (4− 4n)ω4.

(xv) (1−√
p)(α′ + β′) = 4 + (2n− 6)ω2 + (4− 4n)ω3 − 8ω4.

(xvi) (1−√
p)(α′ − β′) = −(2 + 2n) + (2n+ 6)ω2 − 8ω3 + (4 + 4n)ω4.

Si n ≡ 1 (mod 4), entonces
(i) α′ = −1 + 2ω3 + 2ω4.

(ii) β′ = −1 + 2ω2 − 2ω3 + 2ω4.
(iii)

√
p = −1 + 2ω2.

(iv) α′ + β′ = −2 + 2ω2 + 4ω4.
(v) α′ − β′ = −2ω2 + 4ω3.

(vi) (α′ + β′)2 = 2(n− p)− 4nω2.
(vii) (α′ − β′)2 = −2(n+ p) + 4nω2.

(viii) (α′ + β′)(α′ − β′) = 4− 8ω2.
(ix) (1 +

√
p)2 = (p− 1) + 4ω2.

(x) (1−√
p)2 = (p+ 3)− 4ω2.

(xi)
√
pα′ = −(n+ 2) + 2nω2 + (4− 2n)ω3 + (4 + 2n)ω4.

(xii)
√
pβ′ = (2− n)− 4ω2 + (4 + 2n)ω3 − (4− 2n)ω4.

(xiii) (1 +
√
p)(α′ + β′) = −(2 + 2n) + (2n− 2)ω2 + 8ω3 + (4n+ 4)ω4.

(xiv) (1 +
√
p)(α′ − β′) = −4 + (2 + 2n)ω2 + (4− 4n)ω3 + 8ω4.

(xv) (1−√
p)(α′ + β′) = (2n− 2) + (6− 2n)ω2 − 8ω3 + (4− 4n)ω4.

(xvi) (1−√
p)(α′ − β′) = 4− (2n+ 6)ω2 + (4 + 4n)ω3 − 8ω4.

Demostración. Para el caso n ≡ 3 (mod 4), la base entera es

ω1 = 1, ω2 =
1 +

√
p

2
, ω3 =

1 +
√
p+ α′ + β′

4
, ω4 =

1−√
p+ α′ − β′

4
.

Ası́,

−1 + 2ω3 + 2ω4 = −1 + 2

(
1 +

√
p+ α′ + β′

4

)
+ 2

(
1−√

p+ α′ − β′

4

)
= α′.

1− 2ω2 + 2ω3 − 2ω4 = 1− 2

(
1 +

√
p

2

)
+ 2

(
1 +

√
p+ α′ + β′

4

)
−2

(
1−√

p+ α′ − β′

4

)
= β′.

−1 + 2ω2 = −1 + 2

(
1 +

√
p

2

)
=

√
p.

Los casos (iv)-(x) se deducen de los tres casos anteriores, notando que α′β′ = −n
√
p.
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√
pα′ =

−p

2
α′ +

p

2
α′ +

√
pα′ =

−p

2
α′ +

1

2
(p+ 2

√
p)α′

= 2α′ − p+ 4

2
α′ − 1

2
α′3 = 2α′ + nβ′

= n− 2− n− n
√
p+ 1 +

√
p+ α′ + β′ +

n

2
+

n
√
p

2
+

nα′

2
+

nβ′

2

+1−√
p+ α′ − β′ − n

2
+

n
√
p

2
− nα′

2
+

nβ′

2

= (n− 2)− 2n

(
1 +

√
p

2

)
+ (4 + 2n)

(
1 +

√
p+ α′ + β′

4

)
+(4− 2n)

(
1−√

p+ α′ − β′

4

)
= (n− 2)− 2nω2 + (4 + 2n)ω3 + (4− 2n)ω4.

√
pβ′ =

p

2
β′ − p

2
β′ +

√
pβ′ =

p

2
β′ − 1

2
(p− 2

√
p)β′

= −2β′ +
p+ 4

2
β′ +

1

2
β′3 = −2β′ + nα′

= −2− n+ 2 + 2
√
p− 1−√

p− α′ − β′ +
n

2
+

n
√
p

2
+

nα′

2
+

nβ′

2

+1−√
p+ α′ − β′ +

n

2
−

n
√
p

2
+

nα′

2
− nβ′

2

= −(2 + n) + 4

(
1 +

√
p

2

)
− (4− 2n)

(
1 +

√
p+ α′ + β′

4

)
+(4 + 2n)

(
1−√

p+ α′ − β′

4

)
= −(2 + n) + 4ω2 − (4− 2n)ω3 + (4 + 2n)ω4.

Los casos (xiii)-(xvi) se deducen fácilmente de lo anterior. El caso n ≡ 1 (mod 4) se
demuestra de manera similar.

□

Corolario 2.11. Sean ω1, ω2, ω3, ω4 una base entera de K como en el Teorema 2.9. Si
n ≡ 3 (mod 4), entonces

(i) ω2
2 =

p− 1

4
+ ω2.

(ii) ω2ω3 =
n2 − 1

8
+

3− n

4
ω2 +

1 + n

2
ω3 + ω4.

(iii) ω2ω4 =
−p+ 2n− 1

8
− 1 + n

4
ω2 + ω3 +

1− n

2
ω4.

(iv) ω3ω4 =
−p+ 2n+ 7

16
− ω2 +

3− n

4
ω3 −

1 + n

4
ω4.

(v) ω2
3 =

−p+ 2n− 9

16
+

1− n

2
ω2 +

1 + n

2
ω3 + ω4.
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(vi) ω2
4 =

−p− 6n− 1

16
+

1 + n

2
ω2 − ω3 +

1 + n

2
ω4.

Si n ≡ 1 (mod 4), entonces

(i) ω2
2 =

p− 1

4
+ ω2.

(ii) ω2ω3 =
n2 − 1

8
+

n+ 3

4
ω2 +

1− n

2
ω3 + ω4.

(iii) ω2ω4 =
−p− 2n− 1

8
+

n− 1

4
ω2 + ω3 +

1 + n

2
ω4.

(iv) ω3ω4 =
−p− 2n+ 7

16
− ω2 +

3 + n

4
ω3 +

n− 1

4
ω4.

(v) ω2
3 =

−p− 2n− 9

16
+

1 + n

2
ω2 +

1− n

2
ω3 + ω4.

(vi) ω2
4 =

−p+ 6n− 1

16
+

1− n

2
ω2 − ω3 +

1− n

2
ω4.

Demostración. Solo haremos la prueba de los dos primeros casos si n ≡ 3 (mod 4). Por
el lema anterior, tenemos

ω2
2 =

(
1 +

√
p

2

)2

=
(1 +

√
p)2

4
=

p− 1 + 4ω2

4
=

p− 1

4
+ ω2.

ω2ω3 =
1 +

√
p

2
·
1 +

√
p+ α′ + β′

4
=

(1 +
√
p)2 + (1 +

√
p)(α′ + β′)

8

=
p− 1 + 4ω2 − 4 + (2− 2n)ω2 + (4 + 4n)ω3 + 8ω4

8

=
n2 − 1

8
+

3− n

4
ω2 +

1 + n

2
ω3 + ω4.

Los demás casos se demuestran de manera similar. □

Lema 2.12. Sea K = Q(α′) con α′ =
√

−(p+ 2
√
p). Entonces

(i) tr(ω2) = 2.
(ii) tr(ω3) = tr(ω4) = 1.

(iii) tr(ω2
2) = 1 + p.

(iv) tr(ω2ω3) =
1 + p

2
.

(v) tr(ω2ω4) =
1− p

2
.

(vi) tr(ω3ω4) = tr(ω2
3) = tr(ω2

4) =
1− p

4
.

Demostración. Para el caso n ≡ 3 (mod 4), una base entera de K es

ω1 = 1, ω2 =
1 +

√
p

2
, ω3 =

1 +
√
p+ α′ + β′

4
, ω4 =

1−√
p+ α′ − β′

4
.

Ası́, por el Lema 2.6,

tr(ω2) = tr

(
1 +

√
p

2

)
=

4 + tr(
√
p)

2
= 2.

tr(ω3) = tr

(
1 +

√
p+ α′ + β′

4

)
=

4 + tr(
√
p) + tr(α′) + tr(β′)

4
= 1.
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tr(ω4) = tr

(
1−√

p+ α′ − β′

4

)
=

4− tr(
√
p) + tr(α′)− tr(β′)

4
= 1.

Ahora por el Corolario 2.11,

tr(ω2
2) = tr

(
p− 1

4
+ ω2

)
=

p− 1

4
4 + tr(ω2) = p− 1 + 2 = p+ 1.

tr(ω2ω3) = tr

(
n2 − 1

8
+

3− n

4
ω2 +

1 + n

2
ω3 + ω4

)
=

n2 − 1

2
+

3− n

4
tr(ω2) +

1 + n

2
tr(ω3) + tr(ω4)

=
n2 − 1

2
+

3− n

2
+

1 + n

2
+ 1 =

1 + p

2
.

tr(ω2ω4) = tr

(
−p+ 2n− 1

8
− 1 + n

4
ω2 + ω3 +

1− n

2
ω4

)
=

−p+ 2n− 1

2
− 1 + n

2
+ 1 +

1− n

2
=

1− p

2
.

tr(ω3ω4) = tr

(
−p+ 2n+ 7

16
− ω2 +

3− n

4
ω3 −

1 + n

4
ω4

)
=

−p+ 2n+ 7

4
− 2 +

3− n

4
− 1 + n

4
=

1− p

4
.

tr(ω2
3) = tr

(
−p+ 2n− 9

16
+

1− n

2
ω2 +

1 + n

2
ω3 + ω4

)
=

−p+ 2n− 9

4
+ 1− n+

1 + n

2
+ 1 =

1− p

4
.

tr(ω2
4) = tr

(
−p+ 6n+ 1

16
+

1 + n

2
ω2 − ω3 +

1 + n

2
ω4

)
= −p+ 6n+ 1

4
+ 1 + n− 1 +

1 + n

2
=

1− p

4
.

Para el caso n ≡ 1 (mod 4), la base entera es

ω1 = 1, ω2 =
1 +

√
p

2
, ω3 =

1 +
√
p+ α′ − β′

4
, ω4 =

1−√
p+ α′ + β′

4
.

Ası́, tr(ω2) = 2 y

tr(ω3) = tr

(
1 +

√
p+ α′ − β′

4

)
=

4 + tr(
√
p) + tr(α′)− tr(β′)

4
= 1.

tr(ω4) = tr

(
1−√

p+ α′ + β′

4

)
=

4− tr(
√
p) + tr(α′) + tr(β′)

4
= 1.
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tr(ω2
2) = tr

(
p− 1

4
+ ω2

)
=

p− 1

4
4 + tr(ω2) = p− 1 + 2 = p+ 1

tr(ω2ω3) = tr

(
n2 − 1

8
+

3 + n

4
ω2 +

1− n

2
ω3 + ω4

)
=

n2 − 1

2
+

3 + n

2
+

1− n

2
+ 1 =

1 + p

2

tr(ω2ω4) = tr

(
−p− 2n− 1

8
+

n− 1

4
ω2 + ω3 +

1 + n

2
ω4

)
=

−p− 2n− 1

2
+

n− 1

2
+ 1 +

n+ 1

2
=

1− p

2

tr(ω3ω4) = tr

(
−p− 2n+ 7

16
− ω2 +

3 + n

4
ω3 +

n− 1

4
ω4

)
=

−p− 2n+ 7

4
− 2 +

3 + n

4
+

n− 1

4
=

1− p

4

tr(ω2
3) = tr

(
−p− 2n− 9

16
+

1 + n

2
ω2 +

1− n

2
ω3 + ω4

)
=

−p− 2n− 9

4
+ 1 + n+

1− n

2
+ 1 =

1− p

4

tr(ω2
4) = tr

(
−p+ 6n− 1

16
+

1− n

2
ω2 − ω3 +

1− n

2
ω4

)
=

−p+ 6n− 1

4
+ 1− n− 1 +

1− n

2
=

1− p

4

□
Recordemos que en [17], los autores calcularon el discriminante de K sin hacer uso de

alguna base entera. Nosotros vamos a calcular el discriminante de K haciendo uso de una
base entera.

Teorema 2.13. Sea K = Q(α) como en el Teorema 2.4. Entonces δK = p3.

Demostración. Puesto que δK = ∆(ω1, ω2, ω3, ω4) = det(tr(ωiωj)), entonces por el Lema
2.12,

∆(ω1, ω2, ω3, ω4) = det


4 2 1 1

2 1 + p
1 + p

2

1− p

2

1
1 + p

2

1− p

4

1− p

4

1
1− p

2

1− p

4

1− p

4

 = p3. □
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2.2. El ı́ndice de un campo de números
Sean K un campo de números de grado n, θ ∈ OK y δK el discriminante de K. De la
Definición 1.39 sabemos que ∆(1, θ, . . . , θn−1) = ind(θ)2δK , ası́, si K es monogénico,
entonces de la igualdad anterior, ind(θ) = 1. Para investigar los primos racionales ramifi-
cados en un campo de números, es el Teorema 1.52 (Teorema de Dedekind) la herramienta
ideal. Antes, necesitamos introducir un objeto aritmético de K conocido como el ı́ndice de
K definido como

ind(K) = mcd{ind(α) : α ∈ OK y K = Q(α)}.

Puesto que cada campo cuadrático K es monogénico, entonces ind(K) = 1. Si K es
un campo cúbico, Dedekind 2 fue el primero en encontrar un ejemplo de un campo no
monogénico adjuntando una raı́z de x3 − x2 − 2x − 8 a Q. También en el caso cúbico,
Engstrom [11] mostró que ind(K) = 1 ó 2 y Llorente-Nart en [26] dieron una condición
necesaria y suficiente para que ind(K) = 2. Varios autores interesados en el tema han
aprovechado el ı́ndice para la factorización de ciertos primos racionales; por ejemplo, S.
Alaca et al en [1] dan la factorización explı́cita de 2OK en campos cubicos con ı́ndice 2.
En el caso cuártico, Engstrom [11] mostró que ind(K) = 1, 2, 3, 4, 6 ó 12 y Spearman-
Williams mostraron en [33] que todos estos valores se alcanzan en el caso cı́clico. Esto no
sucede en campos cuárticos puros (K = Q( 4

√
m), con m libre de cuartas potencias); en

este caso ind(K) = 1 ó 2 [13].

De acuerdo a las hipótesis del Teorema de Dedekind 1.52, éste será útil para casi todos
los primos racionales, excepto aquellos primos q tal que q | ind(θ), en donde K = Q(θ),
para algún θ ∈ OK ; en este caso, algo ingenioso tenemos que hacer para lograr la factor-
ización de qOK . Escondido en el enunciado del Teorema de Dedekind, se encuentra la ruta
a seguir para estudiar la ramificación de éste conjunto finito de primos: buscar un gene-
rador de K de tal forma que este generador tenga las propiedades adecuadas para poder
aplicar Dedekind.

De acuerdo al Teorema 2.3, cada campo cuártico cı́clico K, se puede expresar de forma
única como

K = Q
(√

A(D +B
√
D)

)
.

En nuestro caso, K = Q
(√

−(p+ 2
√
p)
)
, de donde

A = −1 ≡ 11 (mod 12), B = 2 ≡ −1 (mod 3), D = p ≡ ±1 (mod 3).

De acuerdo a Theorem A en [33] concluimos que ind(K) = 1 si p ≡ 2 (mod 3) e
ind(K) = 3 si p ≡ 1 (mod 3). Theorem A en [33] da condiciones necesarias y sufi-
cientes para que ind(K) sea 1, 2, 3, 4, 6 ó 12. Por completes enunciamos este teorema tal
como aparece en [33].

2Dedekind publicó los detalles de su ejemplo en Über den Zusammenhang zwischen der Theorie der
Ideale und der Theorie der höheren Kongruenzen, Gött. Abhandlungen 1878, 1-23. También puede ser
encontrado en Dedekind Werke II, 202-223
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Theorem A
A ≡ B ≡ D ≡ ind(K) A ≡ B ≡ D ≡ ind(K)
1 (12) ±1,±2,±5 (12) 1 5 (12) ±1,±2,±5 (12) 1 (3) 3
3 (12) 1 7 (12) 0 (3) 3
5 (12) ±1,±2,±5 (12) 2 (3) 1 11 (12) ±1 (3) 1 (3) 3
5 (12) ±3, 6 (12) 1 1 (24) ±8 (24) 4
7 (12) ±1 (3) 1 5 (24) ±4 (24) 2 (3) 4
9(12) ±1, 2 (4) 1 5 (24) 12 (24) 4
11 (12) 0 (3) 1 9 (24) 0 (8) 4
11 (12) ±1 (3) 2 (3) 1 13 (24) ±4 (24) 4
1 (24) ±4 (24) 2 17 (24) 0 (24) 4
5 (24) 0 (24) 2 17 (24) ±8 (24) 2 (3) 4
5 (24) ±8 (24) 2 (3) 2 21 (24) 4 (8) 4
9 (24) 4 (8) 2 1 (24) 12 (24) 6
13 (24) ±8 (24) 2 5 (24) ±8 (24) 1 (3) 6
17 (24) ±4 (24) 2 (3) 2 13 (24) 0 (24) 6
17 (24) 12 (24) 2 17 (24) ±4 (24) 1 (3) 6
21 (24) 0 (8) 2 1 (24) 0 (24) 12
1 (12) ±3, 6 (12) 3 5 (24) ±4 (24) 1 (3) 12

13 (24) 12 (24) 12
17 (24) ±8 (24) 1 (3) 12

El siguiente resultado da las condiciones necesarias y suficientes para que ind(K) = 3.

Teorema 2.14. Sea K = Q
(√

−(p+ 2
√
p)
)
, con p primo racional de la forma 4 + n2.

Entonces ind(K) = 3 si y solo si 3 | n.

Demostración. Si n = 3t para algún t ∈ Z, entonces

p = 4 + 9t2 = 1 + (3 + 9t2) ≡ 1 (mod 3).

Por Theorem A en [33] ind(K) = 3. Inversamente, si ind(K) = 3, entonces p ̸≡ 2
(mod 3). Como p = 4+ n2 > 3 es primo, entonces p ≡ 1 (mod 3). De lo anterior, n ≡ 0
(mod 3). □

Corolario 2.15. Sea K = Q
(√

−(p+ 2
√
p)
)
, con p primo racional de la forma 4 + n2.

Entonces ind(K) = 1 si y solo si 3 ∤ n.

Demostración. Es consecuencia directa del Theorem A en [33] y del teorema anterior. □

Ejemplo 2.16. Sean K = Q(
√

−(13 + 2
√
13)) y K ′ = Q(

√
−(173 + 2

√
173)). Como

13 = 4 + 32, 173 = 4 + 132, por el teorema anterior, ind(K) = 3 e ind(K ′) = 1.

Del teorema anterior concluimos que q = 3 es el único primo racional para el cual
no podremos aplicar el Teorema de Dedekind, por lo que tendremos que dar la descom-
posición de 3OK de otra manera.

En lo que sigue de este capı́tulo calcularemos la factorización explı́cita de cualquier
primo racional q y dejaremos al final el caso q = 3 y 3 | n por tratarse de un primo especial
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pues para la factorización del ideal 3OK no podemos usar Dedekind; en todos los demás
casos se puede utilizar Dedekind.

Sea K = Q(α), con α raı́z de f(x) = x4 + px2 + p. Puesto que δK = p3, entonces p
es el único primo racional que se ramifica en OK y el siguiente teorema nos da la forma
explı́cita de dicha ramificación.

Teorema 2.17. Sea K = Q(α), con α =

√
−1

2
(p− n

√
p). Entonces pOK = ⟨p, α⟩4.

Demostración. Primero veremos que N(
√
p) = p2 y N(α) = p. Por el Lema 2.8,

N(
√
p) = N

(
−1

n
α′β′

)
= N

(
−1

n

)
N(α′)N(β′) =

1

n4
(n2p)(n2p) = p2.

N(α) = N

(
n+ 2

2n
α′ −

√
p

2n
α′
)

= N

(
n+ 2

2n
−

√
p

2n

)
N(α′) =

1

n2
(n2p) = p.

Ahora veamos que ind(α) = 22n2. Como f ′(α) = α(4α2 + 2p), entonces

N(f ′(α)) = N(α · 2n · √p) = N(α)N(2n)N(
√
p) = p(2n)4p2.

Por la Proposición 1.41, ∆(α) = 24n4p3. Ası́ ind(α) =

√
24n4p3

p3
= 22n2. Finalmente,

puesto que ind(α) ̸≡ 0 (mod p), entonces por el Teorema de Dedekind, pOK = ⟨p, α⟩4.
□

Observaciones:
(i) Si α′ =

√
−(p+ 2

√
p), entonces g(x) = Irr(α′,Q) = x4 + 2px2 + n2p, ası́ que

g′(α′) = −8α′√p y por tanto

N(g′(α′)) = N(8)N(α′)N(
√
p) = 84n2p3.

Por lo anterior es claro que entonces ind(α′) = 26n y pOK = ⟨p, α′⟩4.
(ii) Como α4 + pα2 + p = 0, entonces p = α(−α3 − pα) y por tanto ⟨p, α⟩ = ⟨α⟩, es

decir, pOK = ⟨α⟩4.

2.3. Descomposición de qOK , q ∤ n
Sabemos que p es el único primo racional que se ramifica en OK , por tanto, cualquier otro
primo racional q es no ramificado, es decir, e = 1. Ası́ efg = fg = 4, de donde

g = 1, g = 2, ó g = 4.

Teorema 2.18. Sean K = Q(α), con α =

√
−1

2
(p− n

√
p). Para q un primo racional tal

que q ̸= 2, p y q ∤ n se cumple:

(i) Si
(
p

q

)
= −1, entonces qOK = ⟨q⟩ es ideal primo de OK , es decir, q es inerte

en OK .
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(ii) Si p ≡ t2 (mod q) para algún t ∈ Z y
(
−p− 2t

q

)
= −1, entonces

qOK = ⟨q, α2 + a1α + a0⟩⟨q, α2 + b1α + b0⟩,
donde a1, a0, b1, b0 ∈ Z satisfacen

x4 + px2 + p ≡ (x2 + a1x+ a0)(x
2 + b1x+ b0) (mod q).

(iii) Si p ≡ t2 (mod q) para algún t ∈ Z y
(
−p− 2t

q

)
= 1, entonces

qOK = ⟨q, α+ a0⟩⟨q, α+ b0⟩⟨q, α+ c0⟩⟨q, α+ d0⟩,
donde a0, b0, c0, d0 ∈ Z satisfacen

x4 + px2 + p ≡ (x+ a0)(x+ b0)(x+ c0)(x+ d0) (mod q).

Demostración. Por hipótesis, ind(α) ̸≡ 0 (mod q), es decir, podemos usar el Teorema de
Dedekind. Notemos que(

p2 − 4p

q

)
=

(
p

q

)(
p− 4

q

)
=

(
p

q

)
.

Si
(
p

q

)
= −1, entonces

(
p2 − 4p

q

)
= −1 y por el Teorema de Carlitz 1.58 parte (iv),

f(x) = x4 + px2 + p es irreducible en Fq[x]. Por lo tanto qOK = ⟨q, α4 + pα2 + p⟩ = ⟨q⟩,
es decir, q es inerte en OK y más aún, es principal.

Para la afirmación (ii), si
(
p

q

)
= 1, entonces

(
p2 − 4p

q

)
= 1. Si

(
−p− 2t

q

)
= −1,

por el Teorema de Carlitz parte (iii) f(x) = x4 + px2 + p es producto de dos polinomios
cuadráticos mónicos irreducibles distintos módulo q. Si escribimos

x4 + px2 + p ≡ (x2 + a1x+ a0)(x
2 + b1x+ b0) (mod q),

y P1 = ⟨q, α2+ a1α+ a0⟩, P2 = ⟨q, α2+ b1α+ b0⟩, entonces por el Teorema de Dedekind
tenemos

qOK = P1P2,

con P1, P2 ideales primos de OK .

Para el inciso (iii), si
(
p

q

)
= 1, entonces(

p2 − 4p

q

)
=

(
p

q

)
=

(
−p− 2t

q

)
= 1,

y por el Teorema de Carlitz parte (ii), f(x) = x4+px2+p es producto de cuatro polinomios
lineales mónicos distintos módulo q. Si escribimos

x4 + px2 + p ≡ (x+ a0)(x+ b0)(x+ c0)(x+ d0) (mod q)

y P1 = ⟨q, α+ a0⟩, P2 = ⟨q, α+ b0⟩, P3 = ⟨q, α+ c0⟩, P4 = ⟨q, α+ d0⟩, entonces

qOK = P1P2P3P4

con P1, P2, P3, P4 ideales primos de OK .
□
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Corolario 2.19. Sean K como en el teorema anterior y q = 3. Entonces 3OK es un ideal
primo de OK .

Demostración. Como 3 ∤ n, entonces n = 3m0 + t, con t = 1, 2. Por tanto

p = 4 + (3m0 + t)2 ≡ 2 (mod 3).

Ası́ que,
(p
3

)
= −1 y por el inciso (i) del teorema anterior, 3OK es un ideal primo de

OK . □

2.4. Descomposición de qOK, q | n y q ̸= 3

En el Teorema 2.17 vimos que ind(α) = 22n2 y en la observación que sigue a la prueba
del mismo teorema mostramos que ind(α′) = 26n. En suma, α y α′ no cumplen una de
las hipótesis del Teorema de Dedekind para factorizar ideales generados por ciertos primos
racionales.

Lema 2.20. Sean p = 4 + n2 un primo racional y k ∈ Z. Entonces el polinomio

h(x) = x4 + 2p(1 + k2)x2 + p(4k − n(1− k2))2 ∈ Z[x]

es irreducible.

Demostración. Sean b = 2p(1 + k2) y d = p(4k − n(1− k2))2 y notemos que

b2 − 4d = 4p2(1 + k2)2 − 4p(4k − n(1− k2))2

= 4p[(4 + n2)(1 + 2k2 + k4)− (16k2 − 8kn(1− k2) + (1− k2)2n2)]

= 16p((1− k2) + kn)2.

−b+ 2
√
d = −2p(1 + k2) + 2(4k − n(1− k2))

√
p.

−b− 2
√
d = −2p(1 + k2)− 2(4k − n(1− k2))

√
p.

De lo anterior, b2−4d,−b+2
√
d,−b−2

√
d ̸∈ Q2. Por el Teorema 1.57, h(x) es irreducible.

□

Proposición 2.21. Sea K = Q(α′) con α′ =
√

−(p+ 2
√
p) y β′ =

√
−(p− 2

√
p).

Entonces
(i) Q(α′) = Q(α′ + kβ′) para todo k ∈ Z.

(ii) ind(α′ + kβ′) = 26(4k − n(1− k2))(k2 − 1− kn)2.

Demostración. Para el inciso (i) notemos que α′, β′ ∈ Q(α′), ası́ Q(α′ + kβ′) ⊆ Q(α′),
ahora notemos que si x = α′ + kβ′, entonces

x2 = (α′ + kβ′)2

= α′2 + 2kα′β′ + k2β′

= −(p+ 2
√
p)− 2kn

√
p− k2(p− 2

√
p)

Ası́ x2 + p(1 + k2) = (−1 + k2 − kn)2
√
p, si elevamos al cuadrado la igualdad anterior,

x4 + 2p(1 + k2)x2 + p2(1 + k2)2 = (1− 2(k2 − kn) + (k2 − kn)2)4p,
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de donde x4 + 2p(1 + k2)x2 + p2(1 + k2)2 − 4p(1 − 2(k2 − kn) + (k2 − kn)2) = 0 y
ası́ x4 + 2p(1 + k2)x2 + p(4k − n(1− k2))2 = 0, es decir h(α′ + kβ′) = 0 y por el lema
anterior, h(x) = Irr(α′ + kβ′,Q). Por lo tanto

[Q(α′ + kβ′) : Q] = 4.

De lo anterior, Q(α′) = Q(α′ + kβ′). Para la afirmación (ii), sabemos que

ind(α′ + kβ′) =

√
D(α′ + kβ′)

δK
y D(α′ + kβ′) = N(h′(α′ + kβ′)),

y como

h′(α′ + kβ′) = 4(α′ + kβ′)((α′ + kβ′)2 + p(1 + k2)) = 4(α′ + kβ′)(2k2 − 2− 2kn)
√
p,

entonces

N(h′(α′ + kβ′)) = N(4)N(α′ + kβ′)N(2k2 − 2− 2kn)N(
√
p)

= 44p(4k − n(1− k2))2(2k2 − 2− 2kn)4p2.

Ası́

ind(α′ + kβ′) =

√
44p3(4k − n(1− k2))2(2k2 − 2− 2kn)4

p3

= 26(4k − n(1− k2))(k2 − 1− kn)2.

□
Sea q un primo racional tal que q|n. Es fácil verificar que q|ind(α′ + kβ′) si y solo si

q|k − 1 ó q|k ó q|k + 1.

Proposición 2.22. Sean K = Q(α′) con α′ =
√

−(p+ 2
√
p), θ1 = α′ + 2β′ y q un primo

impar tal que q | n, q ̸= 3. Entonces
(i) Q(α′) = Q(θ1).

(ii) q ∤ ind(θ1).

Demostración. La afirmación (i) se cumple por la proposición anterior parte (i) tomando
k = 2. Para la afirmación (ii), tenemos

ind(θ1) = 26(3n+ 8)(3− 2n)2.

Por lo que
(1) Si q | 3n+ 8, entonces q = 2, lo cual no es posible, por tanto q ∤ 3n+ 8.
(2) Si q | (3− 2n)2, entonces q = 3, lo cual no puede ser, por tanto q ∤ (3− 2n)2.

Por lo tanto q ∤ ind(θ1). □

Teorema 2.23. Sean K = Q(α′) con α′ =
√

−(p+ 2
√
p) y q primo impar tal que q | n y

q ̸= 3.
(i) Si q ≡ 5, 7 (mod 8), entonces qOK = ⟨q, θ21+a1θ1+a0⟩⟨q, θ21+b1θ1+b0⟩ donde

a1, a0, b1, b0 ∈ Z satisfacen

x4 + ax2 + b ≡ (x2 + a1x+ a0)(x
2 + b1x+ b0) mod q.
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(ii) Si q ≡ 1, 3 (mod 8), entonces qOK = ⟨q, θ1+a0⟩⟨q, θ1+b0⟩⟨q, θ1+c0⟩⟨q, θ1+d0⟩
donde a0, b0, c0, d0 ∈ Z satisfacen

x4 + ax2 + b ≡ (x+ a0)(x+ b0)(x+ c0)(x+ d0) (mod q).

Demostración. Como K = Q(θ1), con θ1 = α′ + 2β′ y ind(θ1) ̸≡ 0 (mod q), podemos
aplicar el Teorema de Dedekind. Recordemos que Irr(θ1,Q) = x4 +10px2 + p(3n+8)2.
Si q = 5, la factorización de Irr(θ1,Q) en F5[x] es

x4 + 10px2 + p(3n+ 8)2 ≡ x4 + 1 ≡ (x2 + 2)(x2 + 3) (mod 5),

ası́ que
5OK = ⟨5, θ21 + 2⟩⟨5, θ21 + 3⟩.

Para q > 5

x4 + 10px2 + p(3n+ 8)2 ≡ x4 + ax2 + b (mod q),

con a ≡ 23 · 5 (mod q) y b ≡ (24)2 (mod q). Notemos que(
b

q

)
= 1 y

(
a2 − 4b

q

)
=

(
26 · 52 − 4 · 28

q

)
=

(
32

q

)
= 1.

Si t = 24 como en el Teorema de Carlitz 1.58, afirmación (ii) ó (iii), tenemos(
−a− 2t

q

)
=

(
−23 · 5− 2 · 24

q

)
=

(
−1

q

)(
2

q

)
.

Por lo tanto, por las Leyes Suplementarias(
−a− 2t

q

)
=

{
1 si q ≡ 1, 3 (mod 8)

−1 si q ≡ 5, 7 (mod 8)
.

Por lo anterior, si q ≡ 5, 7 (mod 8), por el Teorema de Carlitz parte (iii), x4 + ax2 + b
es producto de dos polinomios cuadráticos mónicos irreducibles distintos en Fq[x]. Si
escribimos x4 + ax2 + b ≡ (x2 + a1x+ a0)(x

2 + b1x+ b0) en Fq[x] y

P1 = ⟨q, θ21 + a1θ1 + a0⟩, P2 = ⟨q, θ21 + b1θ1 + b0⟩,

entonces
qOK = P1P2

con P1, P2 ideales primos de OK . Si q ≡ 1, 3 (mod 8), por el Teorema de Carlitz parte
(ii), x4 + ax2 + b es producto de cuatro polinomios lineales mónicos distintos en Fq[x]. Si
escribimos

x4 + ax2 + b ≡ (x+ a0)(x+ b0)(x+ c0)(x+ d0) (mod q),

y P1 = ⟨q, θ1 + a0⟩, P2 = ⟨q, θ1 + b0⟩, P3 = ⟨q, θ1 + c0⟩, P4 = ⟨q, θ1 + d0⟩, entonces

qOK = P1P2P3P4,

con P1, P2, P3, P4 son ideales primos de OK . □
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2.5. Descomposición de 2OK

Hasta este momento tenemos K = Q(α) = Q(α′) = Q(θ1) con

ind(α) ≡ ind(α′) ≡ ind(θ1) ≡ 0 (mod 2),

de modo que si queremos utilizar el Teorema de Dedekind, tendremos que encontrar un
nuevo generador θ ∈ OK tal que K = Q(θ) e ind(θ) ̸≡ 0 (mod 2). Sabemos que este
nuevo generador existe pues ind(K) ̸= 2.

Lema 2.24. Sea θ =
1 + α′

2
, con α′ =

√
−(p+ 2

√
p). Entonces

(i) h(x) = Irr(θ,Q) = x4 − 2x3 +2(k+1)x2 − (2k+1)x+ k2, donde k ∈ Z es tal
que p = 4k + 1.

(ii) El polinomio r(x) = x4 + x+ 1 es irreducible en F2[x].

Demostración. La afirmación (i) se sigue de observar que h(θ) = 0 y h(x +
1

2
) es irre-

ducible en Q[x]. Para la afirmación (ii) supongamos que r(x) no es irreducible módulo 2.
Entonces algunas de las siguientes factorizaciones se cumple en F2[x]:

x4 + x+ 1 ≡ (x+ a0)(x
3 + b2x

2 + b1x+ b0) (mod 2),

x4 + x+ 1 ≡ (x2 + a1x+ a0)(x
2 + b1x+ b0) (mod 2),

x4 + x+ 1 ≡ (x+ a0)(x+ b0)(x+ c0)(x+ d0) (mod 2).

En el primer caso tenemos las siguientes relaciones entre coeficientes:
b2 + a0 ≡ 0 (mod 2) (1)

b1 + a0b2 ≡ 0 (mod 2) (2)
b0 + a0b1 ≡ 1 (mod 2) (3)

a0b0 ≡ 1 (mod 2) (4)

de (4), a0 ≡ b0 ≡ 1 (mod 2), ahora por (1), b2 ≡ 1 (mod 2) y por (2), b1 ≡ 1 (mod 2).
Por tanto (3) no es posible. En los otros dos casos concluimos lo mismo. Por lo tanto
r(x) = x4 + x+ 1 es irreducible en F2[x].

□
De acuerdo a la afirmación (i) del lema anterior, θ es un entero algebraico y

tr(θj) =
1

2j

j∑
k=0

(
j

k

)
tr(α′j−k).

Lema 2.25. Sean α =
√

−1
2
(p− n

√
p), α′ =

√
−(p+ 2

√
p) y θ =

1 + α′

2
. Entonces

(i) Q(α) = Q(θ).
(ii) ind(θ) = n.

Demostración. El Teorema 2.4 nos asegura que Q(α′) = Q(α), ası́ que θ =
1 + α′

2
∈

Q(α). Por tanto Q(θ) ⊆ Q(α). Por la afirmación (i) del lema anterior, [Q(θ) : Q] = 4 y
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por tanto Q(α) = Q(θ). Para la afirmación (ii) primero vamos a calcular las entradas de la
matriz (tr(θi)):

tr(θ) =
1

2
tr(1 + α′) =

1

2
(4 + 0) = 2,

tr(θ2) =
1

4
tr((1 + α′)2) =

1

4
(4− 4p) = 1− p,

tr(θ3) =
1

8
tr((1 + α′)3) =

1

8
(4− 12p) =

1− 3p

2
,

tr(θ4) =
1

16
tr((1 + α′)4) =

1

16
(4− 24p+ 4p(p+ 4)) =

(p− 1)2

4
,

tr(θ5) =
1

32
tr((1 + α′)5) =

1

32
(4− 40p+ 20p(p+ 4)) =

1 + 10p+ 5p2

8
,

tr(θ6) =
1

64
tr((1+α′)6) =

1

64
(4−60p+60p(p+4)−4p2(p+12)) =

1 + 45p+ 3p2 − p3

16
.

Por lo tanto

∆(1, θ, θ2, θ3) = det



4 2 1− p
1− 3p

2

2 1− p
1− 3p

2

(p− 1)2

4

1− p
1− 3p

2

(p− 1)2

4

1 + 10p+ 5p2

8
1− 3p

2

(p− 1)2

4

1 + 10p+ 5p2

8

1 + 45p+ 3p2 − p3

16


= n2p3.

Ası́ obtenemos ind(θ) =

√
n2p3

p3
= n. □

Teorema 2.26. Sea K = Q(α) con α =
√

−1
2
(p− n

√
p). Entonces 2OK es un ideal

primo principal de OK .

Demostración. Por el lema anterior, K = Q(θ) con ind(θ) = n y n impar, es decir,
ind(θ) ̸≡ 0 (mod 2). Por tanto podemos usar el Teorema de Dedekind.

Sabemos que Irr(θ,Q) = x4 − 2x3 + 2(k + 1)x2 − (2k + 1)x + k2. Por otro lado,
p = 4 + n2, con n = 2l + 1 para algún l ∈ Z. Entonces p = 4k + 1 = 4l2 + 4l + 5, de
donde k = l2 + l + 1. Ası́,

x4 − 2x3 + 2(k + 1)x2 − (2k + 1)x+ k2 ≡ x4 + x+ 1 (mod 2),

el cual, por el Lema 2.24 parte (ii), es irreducible en F2[x]. Por lo tanto,

2OK = ⟨2, θ4 + θ + 1⟩.
Finalmente observemos que N(⟨2, θ4 + θ + 1⟩) = 24, N(⟨2⟩) = N(2) = 24 y ⟨2⟩ ⊆
⟨2, θ4 + θ + 1⟩, ası́ ⟨2, θ4 + θ + 1⟩ = ⟨2⟩.

□

2.6. Descomposición de 3OK , con 3 | n
En el Corolario 2.19 probamos que si 3 ∤ n, entonces 3OK es un ideal primo en OK .
En el caso en que 3|n no podremos utilizar el Teorema de Dedekind pues en este caso
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ind(K) = 3 lo que nos dice es que no existe un generador γ ∈ OK tal que 3 ∤ ind(γ). De
modo que tendremos que factorizar 3OK con una estrategia diferente.

Lema 2.27. Sean K = Q(α′) con α′ =
√

−(p+ 2
√
p) y {ω1, ω2, ω3, ω4} la base entera

de OK que aparece en el Teorema 2.9. Entonces

(i)
3 + α′

2
= 1 + ω3 + ω4.

(ii)
5− α′

2
= 3− ω3 − ω4.

(iii)
5 + α′

2
= 2 + ω3 + ω4.

Demostración. Si n ≡ 3 (mod 4), entonces

ω1 = 1, ω2 =
1 +

√
p

2
, ω3 =

1 +
√
p+ α′ + β′

4
, ω4 =

1−√
p+ α′ − β′

4

es una base entera de OK . Ası́

1 + ω3 + ω4 = 1 +
1 +

√
p+ α′ + β′

4
+

1−√
p+ α′ − β′

4

=
4 + 1 +

√
p+ α′ + β′ + 1−√

p+ α′ − β′

4

=
3 + α′

2
.

Las afirmaciones (ii) y (iii) se justifican de manera similar. El caso n ≡ 1 (mod 4) es
idéntico.

□

Proposición 2.28. Sea K = Q(α′) con α′ =
√
−(p+ 2

√
p). Consideremos los ideales

M =

〈
3,

3 + α′

2

〉
, P1 =

〈
3,

5− α′

2

〉
, P2 =

〈
3,

5 + α′

2

〉
.

Entonces

(i) M = 3Z+ (3 + 3ω3)Z+ (−4 + ω2 − 3ω3)Z+ (1 + ω3 + ω4)Z.
(ii) P1 = 3Z+ (−17 + ω3)Z+ (−8 + ω2 + ω3)Z+ (−3 + ω3 + ω4)Z.

(iii) P2 = 3Z+ (−1 + ω3)Z+ (ω2 + 3ω3)Z+ (2 + ω3 + ω4)Z.
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Demostración. Primero analizemos el caso n ≡ 3 (mod 4). Para γ ∈ M , tenemos que

γ = 3γ1 +

(
3 + α′

2

)
γ2, para ciertos γ1, γ2 ∈ OK . Ası́

γ = 3γ1 +

(
3 + α′

2

)
γ2

= 3(a1 + a2ω2 + a3ω3 + a4ω4) + (1 + ω3 + ω4)(b1 + b2ω2 + b3ω3 + b4ω4)

=

[
3a1 + b1 +

n− 3

4
b2 +

−p+ 2n− 1

8
b3 +

−p− 2n+ 3

8
b4

]
+

[
3a2 −

n− 3

2
b2 −

n+ 1

2
b3 +

n− 1

2
b4

]
ω2

+

[
3a3 + b1 +

n+ 3

2
b2 +

n+ 9

4
b3 −

n+ 1

4
b4

]
ω3

+

[
3a4 + b1 +

3− n

2
b2 +

3− n

4
b3 +

n+ 5

4
b4

]
ω4.

Si escribimos n = 4l + 3 para algún l ∈ Z, entonces

γ =
[
3a1 + b1 + lb2 − (2l2 + 2l + 1)b3 − (2l2 + 4l + 2)b4

]
+ [3a2 − 2lb2 − (2l + 2)b3 + (2l + 1)b4]ω2

+ [3a3 + b1 + (2l + 3)b2 + (l + 3)b3 − (l + 1)b4]ω3

+ [3a4 + b1 − 2lb2 − lb3 + (l + 2)b4]ω4.

Sea x = 3a4 + b1 − 2lb2 − lb3 + (l+2)b4. Entonces b1 = x− 3a4 +2lb2 + lb3 − (l+2)b4.
Ası́

γ =
[
3a1 − 3a4 + 3lb2 − (2l2 + l + 1)b3 − (2l2 + 5l + 4)b4

]
+ [3a2 − 2lb2 − (2l + 2)b3 + (2l + 1)b4]ω2

+ [3a3 − 3a4 + (4l + 3)b2 + (2l + 3)b3 − (2l + 3)b4]ω3 + (1 + ω3 + ω4)x.

Si y = 3a2−2lb2−(2l+2)b3+(2l+1)b4, entonces (2l+1)b4 = y−3a2+2lb2+(2l+2)b3.
Ası́ que

γ =
[
3a1 + 12a2 − 3a4 − 5lb2 − (2l2 + 9l + 9)b3 − (2l2 − 3l)b4

]
+ [3a3 + 9a2 − 3a4 + (−2l + 3)b2 − (4l + 3)b3 + 4lb4]ω3

+(−4 + ω2 − 3ω3)y + (1 + ω3 + ω4)x.

Como 3 | n y n = 4l + 3, tenemos l = 3t, para algún t ∈ Z. Por tanto

γ =
[
3a1 + 12a2 − 3a4 − 5lb2 − (2l2 + 9l + 9)b3 − (2l2 − 3l)b4

]
+3 [a3 + 3a2 − a4 + (−2t+ 1)b2 − (4t+)b3 + 4tb4]ω3

+(−4 + ω2 − 3ω3)y + (1 + ω3 + ω4)x.

Sea z = a3+3a2− a4+(−2t+1)b2− (4t+1)b3+4tb4. Entonces a4 = −z+ a3+3a2+
(−2t+ 1)b2 − (4t+)b3 + 4tb4.
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γ = 3
[
a1 + a2 − a3 − (1 + 3t)b2 − (6t2 + 13t+ 4)b3 − (6t2 + t)b4

]
+(3 + 3ω3)z + (−4 + ω2 − 3ω3)y + (1 + ω3 + ω4)x.

Por lo tanto, M = 3Z+ (3 + 3ω3)Z+ (−4 + ω2 − 3ω3)Z+ (1 + ω3 + ω4)Z.

Para δ ∈ P1, δ = 3δ1 +

(
5− α′

2

)
δ2, con δ1, δ2 ∈ OK . Entonces

δ = 3δ1 +

(
5− α′

2

)
δ2

= 3(c1 + c2ω2 + c3ω3 + c4ω4) + (3− ω3 − ω4)(d1 + d2ω2 + d3ω3 + d4ω4)

=
[
3c1 + 3d1 − ld2 + (2l2 + 2l + 1)d3 + 2(l + 1)2d4

]
+ [3c2 + (2l + 4)d2 + (2l + 2)d3 − (2l + 1)d4]ω2

+ [3c3 − d1 − (2l + 3)d2 + (1− l)d3 + (l + 1)d4]ω3

+ [3c4 − d1 + 2ld2 + ld3 + (2− l)d4]ω4.

Sea x = 3c4−d1+2ld2+ ld3+(2− l)d4. Entonces d1 = −x+3c4+2ld2+ ld3+(2− l)d4.
Ası́

δ =
[
3c1 + 9c4 + 5ld2 + (2l2 + 5l + 1)d3 + (2l2 + l + 8)d4

]
+ [3c2 + (2l + 4)d2 + (2l + 2)d3 − (2l + 1)d4]ω2

+ [3c3 − 3c4 − (4l + 3)d2 + (1− 2l)d3 + (2l − 1)d4]ω3 + (−3 + ω3 + ω4)x.

Sea y = 3c2 + (2l + 4)d2 + (2l + 2)d3 − (2l + 1)d4. Entonces −(2l + 1)d4 = y − 3c2 −
(2l + 4)d2 − (2l + 2)d3. Ası́ que

δ =
[
3c1 + 24c2 + 9c4 + (21l + 32)d2 + (2l2 + 21l + 17)d3 + (2l2 − 15l)d4

]
+ [3c3 − 3c2 − 3c4 − (4l + 7)d2 − (4l + 1)d3 + 4ld4]ω3

+(−8 + ω2 + ω3)y + (−3 + ω3 + ω4)x.

Sea z = 3c3 − 3c2 − 3c4 − (4l + 7)d2 − (4l + 1)d3 + 4ld4. Entonces −(4l + 1)d3 =
z − 3c3 + 3c2 + 3c4 + (4l + 7)d2 − 4ld4. Por lo tanto

δ = 3
[
c1 − 9c2 + 17c3 − 14c4 − (47t+ 29)d2 + (6t2 − 47t)d3 + (6t2 + 53t)d4

]
+(−17 + ω3)z + (−8 + ω2 + ω3)y + (−3 + ω3 + ω4)x.

Por lo anterior, P1 = 3Z+ (−17 + ω3)Z+ (−8 + ω2 + ω3)Z+ (−3 + ω3 + ω4)Z.
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Para µ ∈ P2, δ = 3µ1 +

(
5 + α′

2

)
µ2, con µ1, µ2 ∈ OK . Ası́ tenemos

µ = 3µ1 +

(
5 + α′

2

)
µ2

= 3(e1 + e2ω2 + e3ω3 + e4ω4) + (2 + ω3 + ω4)(f1 + f2ω2 + f3ω3 + f4ω4)

=
[
3e1 + 2f1 + lf2 − (2l2 + 2l + 1)f3 − 2(l + 1)2f4

]
+ [3e2 + (1− 2l)f2 − (2l + 2)f3 + (2l + 1)f4]ω2

+ [3e3 + f1 + (2l + 3)f2 + (l + 4)f3(l + 1)f4]ω3

+ [3e4 + f1 − 2lf2 − lf3 + (l + 3)f4]ω4.

Sea x = 3e4 + f1 − 2lf2 − lf3 +(l+3)f4. Entonces f1 = x− 3e4 +2lf2 + lf3 − (l+3)f4
y ası́

µ =
[
3e1 − 6e4 + 5lf2 − (2l2 + 4l + 1)f3 + (−2l2 − 6l − 8)f4

]
+ [3e2 + (1− 2l)f2 − (2l + 2)f3 + (2l + 1)f4]ω2

+ [3e3 − 3e4 + (4l + 3)f2 + (2l + 4)f3 − (2l + 4)f4]ω3 + (2 + ω3 + ω4)x.

Sea y = 3e2 + (1 − 2l)f2 − (2l + 2)f3 + (2l + 1)f4. Entonces (1 − 2l)f2 = y − 3e2 +
(2l + 2)f3 − (2l + 1)f4. Por lo tanto

µ =
[
3e1 − 6e4 + 5lf2 − (2l2 + 4l + 1)f3 + (−2l2 − 6l − 8)f4

]
+ [3e3 − 3e4 + 10lf2 − 9e2 + (8l + 10)f3 − (8l + 7)f4]ω3

+(ω2 + 3ω3)y + (2 + ω3 + ω4)x.

Sea z = 3e3 − 3e4 + 10lf2 − 9e2 + (8l + 10)f3 − (8l + 7)f4. Entonces (8l + 7)f4 =
−z + 3e3 − 3e4 + 10lf2 − 9e2 + (8l + 10)f3. Ası́ que

µ = 3
[
e1 − 3e2 + e3 − 3e4 + 5lf2 + (−6t2 + 4t+ 3)f3 − (6t2 + 14t+ 5)f4

]
+(−1 + ω3)z + (ω2 + 3ω3)y + (2 + ω3 + ω4)x.

Por lo anterior, es claro que P2 = 3Z+ (−1 + ω3)Z+ (ω2 + 3ω3)Z+ (2 + ω3 + ω4)Z.
El caso n ≡ 1 (mod 4) es similar. □

Corolario 2.29. Sean K = Q(α′), M,P1 y P2 como en la proposición anterior. Entonces
N(M) = 9, N(P1) = N(P2) = 3.

Demostración. De acuerdo a la proposición anterior, una base entera para M es:

3, 3 + 3ω3, −4 + ω2 − 3ω3, 1 + ω3 + ω4.

Para calcular el discriminante de la base entera anterior necesitamos lo siguiente:

tr(9) = 36,

tr(3(3 + 3ω3)) = 9tr(1 + ω3) = 9(4 + 1) = 45,

tr(3(−4 + ω2 − 3ω3)) = 3tr(−4 + ω2 − 3ω3) = 3(−16 + 2− 3) = −51,

tr(3(1 + ω3 + ω4)) = 3tr(1 + ω3 + ω4) = 3(4 + 1 + 1) = 18,
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tr((3 + 3ω3)
2) = 9tr(1 + 2ω3 + ω2

3) = 9

(
4 + 2 +

1− p

4

)
,

tr((3 + 3ω3)(−4 + ω2 − 3ω3)) = 3tr(−4 + ω2 − 7ω3 + ω2ω3 − 3ω2
3) =

3

(
−16 + 2− 7 +

1 + p

2
− 3

1− p

4

)
= 15

(
p− 17

4

)
,

tr((3 + 3ω3)(1 + ω3 + ω4)) = 3tr((1 + ω3)
2 + ω4 + ω3ω4) =

3

(
25− p

4
+ 1 +

1− p

4

)
= 3

(
15− p

2

)
,

tr((−4 + ω2 − 3ω3)
2) = tr(16− 8(ω2 − 3ω3) + (ω2 − 3ω3)

2) =

16(4)− 8(−1) +
1− 17p

4
=

289− 17p

4
,

tr((−4 + ω2 − 3ω3)(1 + ω3 + ω4)) =
−51 + 3p

4
,

tr((1 + ω3 + ω4)
2) = tr(1 + 2(ω3 + ω4) + (ω3 + ω4)

2) = 4 + 4 + 1 − p = 9 − p.
Finalmente, puesto que

∆(3, 3+3ω3,−4+ω2−3ω3, 1+ω3+ω4) = det


36 45 −51 18

45
225− 9p

4

15p− 255

4

45− 3p

2

−51
15p− 255

4

289− 17p

4

3p− 51

2

18
45− 3p

2

3p− 51

2
9− p

 ,

tenemos ∆(3, 3+3ω3,−4+ω2−3ω3, 1+ω3+ω4) = 34p3. Por el Teorema 1.31 concluimos
que

N(M) =

√
34p3

p3
= 32.

Siguiendo las mismas ideas, podemos comprobar fácilmente que N(P1) = N(P2) = 3.
□

Del corolario anterior, la afirmación N(P1) = N(P2) = 3 implica que P1 y P2 son
ideales primos de OK y P1 ∩ Z = P2 ∩ Z = 3Z. También notemos que 3OK ⊂ MP1P2.
El objetivo es mostrar la igualdad 3OK = MP1P2.

Recordemos que p es un primo racional de la forma 4 + n2, para alguna n ∈ N y por
tanto p es de la forma 4m+ 1 para algún m ∈ N.

Lema 2.30. Sea K = Q(α′), con α′ =
√

−(p+ 2
√
p) y p = 4 + n2 = 4m+ 1. Entonces

(i) m = 3k para algún k ∈ Z.

(ii)
3 + α′

2
· α

′2 + (p− 2)

4
∈ 3OK .

Demostración. (i) Si n = 4l + 3, tenemos m = 4l2 + 6l + 3 y como 3 | n, entonces
l = 3t, para algún t ∈ Z. Por lo tanto, m = 3(12t2 + 6t + 1). Si n = 4l + 1, entonces
m = 4l2 + 2l + 1 y como 3 | n, obtenemos 3t = 4l + 1, para algún t ∈ Z. De lo anterior,
l + 1 = 3(t− l) y ası́ m = 4l2 + 2l + 1 = 3l2 + (l + 1)2 = 3(l2 + 3(t− l)2).
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Para la afirmación (ii) aplicamos el Lema 2.27. Si n ≡ 3 (mod 4), entonces

3 + α′

2
· α

′2 + (p− 2)

4
= (1 + ω3 + ω4)(−ω2)

= −ω2 − ω2ω3 − ω2ω4

= −ω2 −
(
n2 − 1

8
+

3− n

4
ω2 +

1 + n

2
ω3 + ω4

)
−
(
−p+ 2n− 1

8
− 1 + n

4
ω2 + ω3 +

1− n

2
ω4

)
=

3− n

4
− 3− n

2
ω2 −

3 + n

2
ω3 −

3− n

2
ω4.

Puesto que n = 4l + 3, con l = 3t, tenemos
3 + α′

2
· α

′2 + (p− 2)

4
= −3t+ 6tω2 − 3(2t+ 1)ω3 + 6tω4 ∈ 3OK .

El caso n ≡ 1 (mod 4) se justifica de manera similar.
□

Teorema 2.31. Sea K = Q(α′), con α′ =
√

−(p+ 2
√
p). Consideremos los ideales

M =

〈
3,

3 + α′

2

〉
, P1 =

〈
3,

5− α′

2

〉
, P2 =

〈
3,

5 + α′

2

〉
.

Entonces
3OK = MP1P2.

Demostración. Primero vamos a probar

P1P2 =

〈
3,

5− α′

2

〉〈
3,

5 + α′

2

〉
= ⟨3,−ω2⟩ ,

es decir, queremos probar〈
9, 3

(
5 + α′

2

)
, 3

(
5− α′

2

)
,
25 + p+ 2

√
p

4

〉
= ⟨3,−ω2⟩.

Observemos que, sin importar n ≡ 3 (mod 4) ó n ≡ 1 (mod 4), de acuerdo al Lema

2.27 es fácil ver que el ideal
〈
9, 3

(
5 + α′

2

)
, 3

(
5− α′

2

)
,
25 + p+ 2

√
p

4

〉
lo podemos

escribir como: 〈
9, 6 + 3ω3 + 3ω4, 9− 3ω3 − 3ω4,

23 + p

4
+ ω2

〉
.

En seguida vamos a mostrar que〈
9, 6 + 3ω3 + 3ω4, 9− 3ω3 − 3ω4,

23 + p

4
+ ω2

〉
= ⟨3,−ω2⟩.

Primero observemos lo siguiente:

9, 6 + 3ω3 + 3ω4, 9− 3ω3 − 3ω4 ∈ ⟨3,−ω2⟩.
Siguiendo la notación del Lema 2.27 y la afirmación (i) del mismo, tenemos que

23 + p

4
+ ω2 = 6 +m+ ω2 = 3(2 + k) + ω2 ∈ ⟨3,−ω2⟩.
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Por lo tanto,
〈
9, 6 + 3ω3 + 3ω4, 9− 3ω3 − 3ω4,

23 + p

4
+ ω2

〉
⊆ ⟨3,−ω2⟩. Puesto que

3 = 2(9)− 3

(
5 + α′

2

)
− 3

(
5− α′

2

)
, ω2 =

(
23 + p

4
+ ω2

)
−
(
23 + p

4

)
∈ P1P2,

tenemos ⟨3,−ω2⟩ ⊆ P1P2 y ası́ P1P2 = ⟨3,−ω2⟩. Finalmente, como −ω2 =
α′2 + (p− 2)

4
,

entonces

MP1P2 =

〈
3,

3 + α′

2

〉
⟨3,−ω2⟩ =

〈
9, 3

3 + α′

2
, 3

α′2 + (p− 2)

4
,
3 + α′

2
· α

′2 + (p− 2)

4

〉
,

y ya tenemos todo para mostrar MP1P2 = 3Ok. Primero notemos que

9, 3
α′2 + (p− 2)

4
= −3ω2, 3

3 + α′

2
= 3 + 3ω3 + 3ω4 ∈ 3OK ,

por la parte (ii) del lema anterior,
3 + α′

2
· α

′2 + (p− 2)

4
∈ 3OK , es decir,〈

3,
3 + α′

2

〉〈
3,

α′2 + (p− 2)

4

〉
⊆ 3OK .

Puesto que N

(〈
3,

3 + α′

2

〉〈
3,

α′2 + (p− 2)

4

〉)
= N(3OK), entonces por el Lema

1.44,

MP1P2 =

〈
3,

3 + α′

2

〉〈
3,

α′2 + (p− 2)

4

〉
= 3OK .

□
Por las observaciones hechas al principio de la sección 2.3 con q = 3, el ideal 3OK no

puede ser producto de tres ideales primos, y como P1, P2 son ideales primos, entonces M
no es un ideal primo. Enseguida vamos a dar la factorización de M .

Proposición 2.32. Sea K como en el teorema anterior. Si n ≡ 3 (mod 4) consideremos
los ideales Q1 = ⟨3, ω2 − ω3⟩, Q2 = ⟨3,−ω3⟩. Si n ≡ 1 (mod 4), consideremos los
ideales Q′

1 = ⟨3,−1− ω4⟩, Q′
2 = ⟨3, 2− ω2 − ω4⟩. Entonces

(i) Q1 = 3Z+ (1− ω3)Z+ (ω2 − ω3)Z+ (1 + ω2 + ω4)Z.
(ii) Q2 = 3Z+ (2 + ω2 − ω3)Z+ (ω2 + ω4)Z− ω3Z.

(iii) Q′
1 = 3Z+ (−1− ω4)Z+ ω3Z+ (3− ω2 − ω4)Z.

(iv) Q′
2 = 3Z+ (1− ω4)Z+ (2 + ω3)Z+ (−2 + ω2 + ω4)Z.

Demostración. Primero analizemos el caso n ≡ 3 (mod 4), en el cual, una base entera
está dada en el Teorema 2.9. Concretamente:

ω1 = 1, ω2 =
1 +

√
p

2
, ω3 =

1 +
√
p+ α′ + β′

4
, ω4 =

1−√
p+ α′ − β′

4
.
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Para γ ∈ Q1, tenemos que γ = 3γ1 + (ω2 − ω3)γ2, con γ1, γ2 ∈ OK . Ası́

γ = 3γ1 + (ω2 − ω3)γ2

= 3(a1 + a2ω2 + a3ω3 + a4ω4) + (ω2 − ω3)(b1 + b2ω2 + b3ω3 + b4ω4)

=

[
3a1 +

p+ 3

8
b2 +

3n2 − 2n+ 11

16
b3 +

−p+ 2n− 9

16
b4

]
+[

3a2 + b1 +
1 + n

4
b2 +

1 + n

4
b3 +

3− n

4
b4

]
ω2 +[

3a3 − b1 −
1 + n

2
b2 +

1 + n

4
b4

]
ω3 +

[
3a4 − b2 +

3− n

4
b4

]
ω4.

Si escribimos n = 4l + 3 para algún l ∈ Z, entonces

γ =
[
3a1 + (2l2 + 3l + 2)b2 + (3l2 + 4l + 2)b3 − (l2 + l + 1)b4

]
+ [3a2 + b1 + (l + 1)b2 + (l + 1)b3 − lb4]ω2

+ [3a3 − b1 − (2l + 2)b2 + (l + 1)b4]ω3

+ [3a4 − b2 − lb4]ω4.

Si x = 3a4 − b2 − lb4, entonces −b2 = x− 3a4 + lb4 y por tanto

γ =
[
3a1 − 3a4 + (2l2 + 3l + 3)b2 + (3l2 + 4l + 2)b3 − (l2 + 1)b4

]
+ [3a2 − 3a4 + b1 + (l + 2)b2 + (l + 1)b3]ω2

+ [3a3 − b1 − (2l + 2)b2 + (l + 1)b4]ω3 + (1 + ω2 + ω4)x.

Si y = 3a2−3a4+b1+(l+2)b2+(l+1)b3, entonces b1 = y−3a2+3a4−(l+2)b2−(l+1)b3.
Ası́ que

γ =
[
3a1 − 3a4 + (2l2 + 3l + 3)b2 + (3l2 + 4l + 2)b3 − (l2 + 1)b4

]
+ [3a3 + 3a2 − 3a4 − lb2 + (l + 1)b3 + (l + 1)b4]ω3

+(ω2 − ω3)y + (1 + ω2 + ω4)x.

Sea −z = 3a3 + 3a2 − 3a4 − lb2 + (l+ 1)b3 + (l+ 1)b4. Entonces lb2 = z + 3a3 + 3a2 −
3a4 + (l + 1)b3 + (l + 1)b4. Ası́

γ =
[
3a1 + 3a2 + 3a3 − 6a4 + (2l2 + 2l + 3)b2 + (3l2 + 5l + 3)b3 − (l2 − l)b4

]
+(1− ω3)z + (ω2 − ω3)y + (1 + ω2 + ω4)x.

Como 3 | n y n = 4l + 3, tenemos l = 3t, para algún t ∈ Z. Por tanto

γ = 3
[
a1 + a2 + a3 − 2a4 + (6t2 + 2t+ 1)b2 + (9t2 + 5t+ 1)b3 − (3t2 − t)b4

]
+(1− ω3)z + (ω2 − ω3)y + (1 + ω2 + ω4)x.

Por lo tanto, Q1 = 3Z+ (1− ω3)Z+ (ω2 − ω3)Z+ (1 + ω2 + ω4)Z.
Para los ideales Q2, Q

′
1, Q

′
2 la prueba es similar.

□

Corolario 2.33. Sea K = Q(α′). Entonces Q1, Q2, Q
′
1 y Q′

2 son ideales primos de OK .

Demostración. La idea de la demostración consiste en mostrar que

N(Q1) = N(Q2) = N(Q′
1) = N(Q′

2) = 3.
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De acuerdo a la proposición anterior una base para el ideal Q1 es:

3, 1− ω3, ω2 − ω3, 1 + ω2 + ω4.

Para calcular el discriminante de la base entera anterior, usamos el Lema 2.12:

tr(9) = 36,

tr(3(1− ω3)) = 3tr(1− ω3) = 9,

tr(3(ω2 − ω3)) = 3tr(ω2 − ω3) = 3,

tr(3(1 + ω2 + ω4)) = 3tr(1 + ω2 + ω4) = 21,

tr((1− ω3)
2) = tr(1− 2ω3 + ω2

3) =
9− p

4
,

tr((1− ω3)(ω2 − ω3)) = tr(ω2 − ω3 − ω2ω3 − ω2
3) =

3− 3p

4
,

tr((1− ω3)(1 + ω2 + ω4)) = tr(1 + ω2 + ω4 − ω3 − ω2ω3 − ω3ω4) =
21− p

4
,

tr((ω2 − ω3)
2) = tr(ω2

2 − 2(ω2ω3) + ω2
3) =

1− p

4
,

tr((ω2 − ω3)(1 + ω2 + ω4)) = tr(ω2 + ω2
2 + ω2ω4 − ω3 − ω2ω3 − ω3ω4) =

7 + p

4
,

tr((1 + ω2 + ω4)
2) = tr(1 + 2(ω2 + ω4) + (ω2 + ω4)

2) =
49− p

4
.

De lo anterior,

∆(3, 1− ω3, ω2 − ω3, 1 + ω2 + ω4) = det


36 9 3 21

9
9− p

4

3− 3p

4

21− p

4

3
3− 3p

4

1− p

4

7 + p

4

21
21− p

4

7 + p

4

49− p

4

 ,

es decir, ∆(3, 1− ω3, ω2 − ω3, 1 + ω2 + ω4) = 32p3. De acuerdo al Teorema 1.31

N(Q1) =

√
32p3

p3
= 3.

La norma de Q2, Q
′
1, Q

′
2 se calcula de manera similar. □

Teorema 2.34. Sean K = Q(α′) con α′ =
√
−(p+ 2

√
p) y Q1, Q2, Q

′
1, Q

′
2 como en la

Proposición 2.32. Entonces

M =

{
Q1Q2 si n ≡ 3 (mod 4),
Q′

1Q
′
2 si n ≡ 1 (mod 4).
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Demostración. Si n ≡ 3 (mod 4), entonces

Q1Q2 = ⟨3, ω2 − ω3⟩⟨3,−ω3⟩ = ⟨3, 1 + ω3 + ω4⟩ = M

si y solo si
⟨9,−3ω3, 3ω2 − 3ω3,−ω3(ω2 − ω3)⟩ = ⟨3, 1 + ω3 + ω4⟩.

Notemos que 9,−3ω3, 3ω2 − 3ω3 ∈ ⟨3, 1 + ω3 + ω4⟩. Puesto que n = 4l + 3 tenemos

−ω3(ω2 − ω3) = (−3l2 − 4l − 2)− (1 + l)ω2.

De acuerdo a la Proposición 2.28, {3, 3 + 3ω3,−4 + ω2 − 3ω3, 1 + ω3 + ω4} es una base
entera de M y

(−3l2 − 4l − 2)− (1 + l)ω2 =

3

(
−3l2 − 5l − 3

3

)
+ (3+ 3ω3)(−l− 1) + (−4+ ω2 − 3ω3)(−l− 1) + (1+ ω3 + ω4) · 0.

Por lo anterior −ω3(ω2−ω3) ∈ M y ası́ Q1Q2 ⊆ M . Puesto que N(Q1Q2) = N(M) = 9,
por el Lema 1.44 concluimos que Q1Q2 = M .

La factorización M = Q′
1Q

′
2 en el caso n ≡ 1 (mod 4) es similar.

□



Capı́tulo 3

Ramificación diédrica
En todo este capı́tulo asumiremos que p es un primo positivo impar y p ̸= 4 + n2. El
campo de descomposición de f(x) = x4 + px2 + p sobre Q es L = Q(α1, α3). Más
adelante diremos quiénes son α1, α3. Por el Corolario 2.2

Gf = D8 = {σ1, σ2 : σ
4
1 = σ2

2 = id},
en donde

σ1 =

(
1 2 3 4
3 4 2 1

)
, σ2 =

(
1 2 3 4
1 2 4 3

)
.

La red de subgrupos de D8 es la siguiente:

{id}

⟨σ2
1⟩ ⟨σ1σ2⟩ ⟨σ3

1σ2⟩⟨σ2
1σ2⟩⟨σ2⟩

⟨σ1⟩ ⟨σ2
1, σ1σ2⟩⟨σ2

1, σ2⟩

⟨σ1, σ2⟩
y la red de subcampos es:

Q(α1, α3)

Q(
√
p,
√
p− 4) Q(

√
p, α1 + α3) Q(

√
p, α1 − α3)Q(α3)Q(α1)

Q(
√
p− 4) Q(

√
p)Q(

√
p2 − 4p)

Q

en donde α1, α2, α3, α4 son las raı́ces del polinomio f(x) = x4 + px2 + p dadas por

α1 =

√
−p+

√
p2 − 4p

2
, α2 = −α1, α3 =

√
−p−

√
p2 − 4p

2
, α4 = −α3.

57
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Ahora nos fijamos en la siguiente torre de campos

L = Q(α1, α3)

K = Q(
√
p,
√
p− 4)

Q

Encontraremos un elemento primitivo apropiado para L/Q, con dos expresiones distintas.
La primera expresión nos facilita el cálculo del discriminante de α1 + 2α3 lo cual es útil
para estimar ind(α1 + 2α3). La segunda

Lema 3.1. Sean α1 =

√
−p+

√
p2 − 4p

2
, α3 =

√
−p−

√
p2 − 4p

2
y p ̸= 4 + n2. En-

tonces

(i) α1 + 2α3 =

√√√√−5

2
p−

√(
9

4
p2 + 7p

)
+ 12p

√
p− 4.

(ii) α1 + 2α3 =

√
−
(
3

2

√
p− 4 + 4

)
√
p− 5

2
p.

Demostración. Es un cálculo directo. □

Proposición 3.2. Sea L = Q(α1, α3) con α1, α3 como en el lema anterior. Entonces
L = Q(α1 + 2α3).

Demostración. Notemos que Q(α1 + 2α3) ⊂ Q(α1, α3). Por otro lado, de la parte (i) del
lema anterior,

√
p− 4 ∈ Q(α1 + 2α3) y de la parte (ii),

√
p ∈ Q(α1 + 2α3) de donde√

p2 − 4p ∈ Q(α1 + 2α3) y por tanto α2
1, α

2
3 ∈ Q(α1 + 2α3). Como α1α3 = −√

p ∈
Q(α1 + 2α3), entonces

α3(α
2
1 − 4α2

3) = [α1α3(α1 + 2α3)]− [2α2
3(α1 + 2α3)] ∈ Q(α1 + 2α3),

de donde α3 ∈ Q(α1 + 2α3) y en consecuencia α1 ∈ Q(α1 + 2α3). Por lo tanto

Q(α1 + 2α3) = Q(α1, α3).

□

Lema 3.3. Sea θ = α1 + 2α3. Entonces

Irr(θ,Q) = ρ(x) = x8 + 10px6 + p(33p− 14)x4 + 10p2(4p− 7)x2 + p2(4p− 25)2.

Demostración. Es fácil probar que ρ(θ) = 0. Por la Proposición 3.2,

Q(α1, α3) = Q(α1 + 2α3) = Q(θ).

Puesto que [Q(α1, α3) : Q] = 8, entonces [Q(θ) : Q] = 8 y ası́ ρ(x) es irreducible. □

Proposición 3.4. Sea L = Q(θ). Entonces

D(θ) = 23238p14(p− 4)4(9p− 100)4(4p− 25)2
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Demostración. Las raı́ces de ρ(x) son:

θ1 =

√√√√−5

2
p+

√(
9

4
p2 + 7p

)
+ 12p

√
p− 4 ,

θ2 = θ =

√√√√−5

2
p−

√(
9

4
p2 + 7p

)
+ 12p

√
p− 4 ,

θ3 =

√√√√−5

2
p+

√(
9

4
p2 + 7p

)
− 12p

√
p− 4 ,

θ4 =

√√√√−5

2
p−

√(
9

4
p2 + 7p

)
− 12p

√
p− 4 ,

ası́ como −θ1,−θ2,−θ3 y −θ4. Por tanto

D(θ) =
∏
i<j

(θi − θj)
2 = 23238p14(p− 4)4(9p− 100)4(4p− 25)2.

□

El siguiente lema nos da otra forma de las raı́ces de ρ(x), la cual nos será de ayuda para
encontrar la acción de cada σi ∈ Gf sobre las raı́ces de ρ(x).

Lema 3.5. Sea L = Q(θ). Entonces otra expresión para los θi de la proposición anterior
es:

θ1 =

√(
3

2

√
p− 4 + 4

)
√
p− 5

2
p, θ2 = θ,

θ3 =

√(
3

2

√
p− 4− 4

)
√
p− 5

2
p , θ4 =

√
−
(
3

2

√
p− 4− 4

)
√
p− 5

2
p .

Demostración. La demostración es inmediata. □

Lo que haremos a continuación es ver cómo actúa Gf sobre las raı́ces de ρ(x). Recorde-
mos que Gf = D8 = {σ1, σ2 : σ

4
1 = σ2

2 = id} con

σ1 =

(
1 2 3 4
3 4 2 1

)
, σ2 =

(
1 2 3 4
1 2 4 3

)
.

Los otros elementos son σ0 = id, σ3 = σ2
1, σ4 = σ3

1, σ5 = σ1σ2, σ6 = σ2
1σ2, σ7 = σ3

1σ2.

Proposición 3.6. Sean θj como en el lema anterior y σi ∈ Gf . Entonces la acción de
σi(θj) está descrita en la siguiente tabla:
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σ0 σ1 σ2 σ3 σ4 σ5 σ6 σ7

θ1 θ1 −θ2 −θ3 −θ1 θ2 θ4 θ3 −θ4
θ2 θ2 θ1 θ4 −θ2 −θ1 θ3 −θ4 −θ3
θ3 θ3 −θ4 −θ1 −θ3 θ4 θ2 θ1 −θ2
θ4 θ4 θ3 θ2 −θ4 −θ3 θ1 −θ2 −θ1
θ5 θ5 θ2 θ3 θ1 −θ2 −θ4 −θ3 θ4
θ6 θ6 −θ1 −θ4 θ2 θ1 −θ3 θ4 θ3
θ7 θ7 θ4 θ1 θ3 −θ4 −θ2 −θ1 θ2
θ8 θ8 −θ3 −θ2 θ4 θ3 −θ1 θ2 θ1

Demostración. Sabemos que Gf actúa directamente sobre las raı́ces de f(x) = x4+px2+p,
las cuales son α1, α2 = −α1, α3 y α4 = −α3. A su vez las raı́ces de ρ(x) están
ralacionadas con las raı́ces de f(x) de la siguiente manera

θ1 = α3 − 2α1, θ2 = α1 + 2α3, θ3 = α3 + 2α1, θ4 = α1 − 2α3.
Sólo veremos cómo actúa Gf sobre θ1:

σ0(θ1) = σ0(α3)− 2σ0(α1) = α3 − 2α1 = θ1
σ1(θ1) = σ1(α3)− 2σ1(α1) = α2 − 2α3 = −α1 − 2α3 = −θ2
σ2(θ1) = σ2(α3)− 2σ2(α1) = α4 − 2α1 = −α3 − 2α1 = −θ3
σ3(θ1) = σ3(α3)− 2σ3(α1) = α4 − 2α2 = −α3 + 2α1 = −θ1
σ4(θ1) = σ4(α3)− 2σ4(α1) = α1 − 2α4 = α1 + 2α3 = θ2
σ5(θ1) = σ5(α3)− 2σ5(α1) = α1 − 2α3 = θ4
σ6(θ1) = σ6(α3)− 2σ6(α1) = α3 − 2α2 = α3 + 2α1 = θ3
σ7(θ1) = σ7(α3)− 2σ7(α1) = α2 − 2α4 = −α1 + 2α3 = −θ4

La acción de Gf sobre las otras raı́ces de ρ(x) es similar. □

Lema 3.7. Sea L = Q(θ). Entonces

σ0 σ1 σ2 σ3 σ4 σ5 σ6 σ7√
p

√
p −√

p −√
p

√
p −√

p
√
p −√

p
√
p√

p− 4
√
p− 4

√
p− 4 −

√
p− 4

√
p− 4

√
p− 4 −

√
p− 4 −

√
p− 4 −

√
p− 4

Demostración. Sólo probaremos que σ1(
√
p) = −√

p y σ1(
√
p− 4) =

√
p− 4, los otros

casos son similares. Notemos que si θ2, θ3 son como en el Lema 3.5, entonces
√
p = −1

8
(5p+ θ22 + θ23),

si θ2 es como en la Proposición 3.4, entonces√
p− 4 =

1

12p
(4p2 − 7p+ 5pθ22 + θ42).

Ası́

σ1(
√
p) = −1

8
σ1(5p+ θ22 + θ23) = −1

8
(5p+ θ21 + θ24)

= −1

8

(
5p+

(
3

2

√
p− 4 + 4

)
√
p− 5

2
p−

(
3

2

√
p− 4− 4

)
√
p− 5

2
p

)
= −1

8
(8
√
p) = −√

p.
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σ1(
√

p− 4) =
1

12p
σ1(4p

2 − 7p+ 5pθ22 + θ42) =
1

12p
(4p2 − 7p+ 5pθ21 + θ41)

=
1

12p

(
4p2 − 7p− 25

2
p2 +

9

4
p2 − 9p+ 12p

√
p− 4 + 16p+

25

4
p2
)

=
1

12p
(12p

√
p− 4) =

√
p− 4.

□

3.1. Ramificación en K = Q(
√
p,
√
p− 4)

En esta sección daremos la factorización en OK de los ideales qOK con q un primo
racional. La expresión de θ que aparece en (ii) en el Lema 3.1 es la que utilizaremos
en el resto del capı́tulo.

Teorema 3.8. Sea K = Q(
√
p,
√
p− 4). Entonces una base entera para OK es

(i)

{
1,
√
p,

√
p+

√
p− 4

2
,
1 +

√
p2 − 4p

2

}
si p ≡ 3 (mod 4).

(ii)

{
1,

1 +
√
p

2
,
1 +

√
p− 4

2
,
1 +

√
p+

√
p− 4 +

√
p2 − 4p

4

}
si p ≡ 1 (mod 4).

Demostración. Ver [37], Theorem 2. □

Teorema 3.9. Sea K = Q(
√
p,
√
p− 4). Entonces δK es

(i) 24(p− 4)2p2 si p ≡ 3 (mod 4).
(ii) (p− 4)2p2 si p ≡ 1 (mod 4).

Demostración. Ver [37], Theorem 3. □

Lema 3.10. Sea µ = −
(
3

2

√
p− 4 + 4

)
√
p− 5

2
p. Entonces

µOK = ⟨√p⟩⟨−√
p−

√
p− 4− 1⟩2.

Demostración. Como µ =
√
p

(
−√

p+
√
p− 4

2

)
(−√

p−
√
p− 4− 1)2 y(

−√
p+

√
p− 4

2

)(√
p+

√
p− 4

2

)
= −1, entonces

µOK = ⟨√p⟩
〈
−√

p+
√
p− 4

2

〉
⟨−√

p−
√

p− 4− 1⟩2.

= ⟨√p⟩⟨−√
p−

√
p− 4− 1⟩2.

□
Notemos que los ideales que aparecen en la factorización de µOK no necesariamente

son ideales primos. Observemos que

K = Q(
√
p,
√
p− 4) = Q(

√
p+

√
p− 4) = Q

(√
p+

√
p− 4

2

)
.
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Proposición 3.11. El ı́ndice del generador
√
p+

√
p− 4

2
es

(i) ind

(√
p+

√
p− 4

2

)
= 1 si p ≡ 3 (mod 4).

(ii) ind

(√
p+

√
p− 4

2

)
= 22 si p ≡ 1 (mod 4).

Demostración. De la Proposición 1.41 tenemos que

∆

(√
p+

√
p− 4

2

)
= N

(
f ′
(√

p+
√
p− 4

2

))
donde f(x) = Irr

(√
p+

√
p− 4

2
,Q
)

= x4 + (2− p)x2 +1 y f ′(x) = 2x(2x2 +2− p).

Ası́

∆

(√
p+

√
p− 4

2

)
= N(2)N

(√
p+

√
p− 4

2

)
N(

√
p− 4)N(

√
p) = 24(p− 4)2p2.

De acuerdo a la Definición 1.39,

ind

(√
p+

√
p− 4

2

)
=



√
24(p− 4)2p2

24(p− 4)2p2
= 1 si p ≡ 3 (mod 4)√

24(p− 4)2p2

(p− 4)2p2
= 22 si p ≡ 1 (mod 4)

□
Si p ≡ 3 (mod 4), por la proposición anterior, podemos utilizar el Teorema de Dedekind

para factorizar cualquier primo racional. Del Teorema 3.9 parte (i), los únicos primos que
se ramifican en OK son 2, p y los factores primos de p − 4. A continuación damos su
ramificación en el caso p ≡ 3 (mod 4).

Proposición 3.12. Sea K = Q
(√

p+
√
p− 4

2

)
. Entonces

(i) pOK =

〈
p,

p+
√

p2 − 4p

2

〉2

.

(ii) 2OK =

〈
2,

p+
√
p+

√
p− 4 +

√
p2 − 4p

2

〉2

.

Demostración. Como

x4 + (2− p)x2 + 1 ≡ (x2 + 1)2 (mod p), con x2 + 1 irreducible en Fp[x]

y

x4 + (2− p)x2 + 1 ≡ (x2 + x+ 1)2 (mod 2), con x2 + x+ 1 irreducible en F2[x],

entonces

pOK =

〈
p,

(√
p+

√
p− 4

2

)2

+ 1

〉2

=

〈
p,

p+
√
p2 − 4p

2

〉2

,
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y

2OK =

〈
2,

(√
p+

√
p− 4

2

)2

+

(√
p+

√
p− 4

2

)
+ 1

〉2

=

〈
2,

p+
√
p+

√
p− 4 +

√
p2 − 4p

2

〉2

.

□

Corolario 3.13. √pOK =

〈
p,

p+
√
p2 − 4p

2

〉
es un ideal primo de OK .

Demostración. Notemos que (
√
p)2 = p, entonces (

√
pOK)

2 = pOK . Por otro lado,

por la proposición anterior (i), pOK =

〈
p,

p+
√
p2 − 4p

2

〉2

. Ası́ por el Lema 1.47,

√
pOK =

〈
p,

p+
√

p2 − 4p

2

〉
. □

Proposición 3.14. Sea q un primo racional tal que q | p− 4. Entonces

qOK =

〈
q,

√
p+

√
p− 4

2
− 1

〉2〈
q,

√
p+

√
p− 4

2
+ 1

〉2

.

Demostración. Notemos que x4 + (2 − p)x2 + 1 ≡ (x2 + 1
2
(2 − p))2 (mod q), donde 1

2

representa al inverso multiplicativo de 2 módulo q. Como q | p− 4, entonces p−2 = ql+2,
para algún l ∈ Z y

x2 +
1

2
(2− p) = x2 − 1

2
(p− 2) = x2 − 1

2
(ql+ 2) ≡ x2 − 1 ≡ (x− 1)(x+ 1) (mod q),

ası́ x4 + (2 − p)x2 + 1 ≡ (x − 1)2(x + 1)2 (mod q). Por lo tanto, por el Teorema de
Dedekind,

qOK =

〈
q,

√
p+

√
p− 4

2
− 1

〉2〈
q,

√
p+

√
p− 4

2
+ 1

〉2

. □

Ahora veremos la factorización de los primos racionales q tal que q ∤ δK , los cuales no
son ramificados en OK .

Proposición 3.15. Sea q un primo racional tal que q ∤ δK . Entonces

(i) Si
(
p− 4

q

)
= 1 y

(
p

q

)
= 1, entonces

qOK =
4∏

i=1

〈
q,

√
p+

√
p− 4

2
+ ai

〉
,

donde los ai ∈ Z son tales que

x4 + (2− p)x2 + 1 ≡ (x+ a1)(x+ a2)(x+ a3)(x+ a4) (mod q).
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(ii) Si
(
p− 4

q

)
= −1 y

(
p

q

)
= −1 ó

(
p2 − 4p

q

)
= −1 , entonces qOK = Q1Q2

donde

Q1 =

〈
q,

(√
p+

√
p− 4

2

)2

+ a1

(√
p+

√
p− 4

2

)
+ a2

〉
y

Q2 =

〈
q,

(√
p+

√
p− 4

2

)2

+ b1

(√
p+

√
p− 4

2

)
+ b2

〉
,

donde a1, a2, b1, b2 ∈ Z son tales que

x4 + (2− p)x2 + 1 ≡ (x2 + a1x+ a2)(x
2 + b1x+ b2) (mod q).

Demostración. Si
(
p− 4

q

)
= 1 y

(
p

q

)
= 1, entonces por el Teorema 1.58 parte (ii),

x4 + (2− p)x2 + 1 ≡ (x+ a1)(x+ a2)(x+ a3)(x+ a4) (mod q) con a1, a2, a3, a4 ∈ Z.
Por lo tanto

qOK =
4∏

i=1

〈
q,

√
p+

√
p− 4

2
+ ai

〉
.

Ahora, si
(
p− 4

q

)
= −1 y

(
p

q

)
= −1 ó

(
p2 − 4p

q

)
= −1 , entonces por el Teorema

1.58 parte (iii),
x4 + (2 − p)x2 + 1 ≡ (x2 + a1x + a2)(x

2 + b1x + b2) (mod q) con a1, a2, b1b2 ∈ Z.
Por lo tanto qOK = Q1Q2 donde

Q1 =

〈
q,

(√
p+

√
p− 4

2

)2

+ a1

(√
p+

√
p− 4

2

)
+ a2

〉
,

y

Q2 =

〈
q,

(√
p+

√
p− 4

2

)2

+ b1

(√
p+

√
p− 4

2

)
+ b2

〉
.

□

Si p ≡ 1 (mod 4), entonces ind
(√

p+
√
p− 4

2

)
= 22 y por tanto, podemos utilizar

el Teorema de Dedekind para factorizar cualquier ideal qOK con q ̸= 2. En lo que resta de
esta sección p ≡ 1 (mod 4).

Proposición 3.16. Sea K = Q
(√

p+
√
p− 4

2

)
. Entonces

pOK =

〈
p,

(√
p+

√
p− 4

2

)
− b

〉2〈
p,

(√
p+

√
p− 4

2

)
+ b

〉2

donde b2 ≡ −1 (mod p).
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Demostración. Recordemos que

x4 + (2− p)x2 + 1 ≡ (x2 + 1)2 (mod p) ≡ (x− b)2(x+ b)2 (mod p),

donde b2 ≡ −1 (mod p). Ası́

pOK =

〈
p,

(√
p+

√
p− 4

2

)
− b

〉2〈
p,

(√
p+

√
p− 4

2

)
+ b

〉2

.

□

Corolario 3.17. √pOK =

〈
p,

(√
p+

√
p− 4

2

)
− b

〉〈
p,

(√
p+

√
p− 4

2

)
+ b

〉
, donde

b2 ≡ −1 (mod p).

Demostración. Notemos que (
√
p)2 = p, entonces (

√
pOK)

2 = pOK . Por otro lado, por la
proposición anterior,

pOK =

〈
p,

(√
p+

√
p− 4

2

)
− b

〉2〈
p,

(√
p+

√
p− 4

2

)
+ b

〉2

.

Ası́ por el Lema 1.47, tenemos

√
pOK =

〈
p,

(√
p+

√
p− 4

2

)
− b

〉〈
p,

(√
p+

√
p− 4

2

)
+ b

〉
.

□

Proposición 3.18. Sea q un primo racional tal que q | p− 4. Entonces

qOK =

〈
q,

√
p+

√
p− 4

2
− 1

〉2〈
q,

√
p+

√
p− 4

2
+ 1

〉2

.

Demostración. La demostración es idéntica a la demostración de la Proposición 3.14. □
Ahora veremos la factorización de los primos racionales q tal que q ∤ δK , los cuales no

son ramificados.

Proposición 3.19. Sea q un primo racional tal que q ∤ δK . Entonces

(i) Si
(
p− 4

q

)
= 1 y

(
p

q

)
= 1, entonces

qOK =
4∏

i=1

〈
q,

√
p+

√
p− 4

2
+ ai

〉
,

donde los ai ∈ Z son tales que

x4 + (2− p)x2 + 1 ≡ (x+ a1)(x+ a2)(x+ a3)(x+ a4) (mod q).

(ii) Si
(
p− 4

q

)
= −1 y

(
p

q

)
= −1 ó

(
p2 − 4p

q

)
= −1 , entonces qOK = Q1Q2

Q1 =

〈
q,

(√
p+

√
p− 4

2

)2

+ a1

(√
p+

√
p− 4

2

)
+ a2

〉
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y

Q2 =

〈
q,

(√
p+

√
p− 4

2

)2

+ b1

(√
p+

√
p− 4

2

)
+ b2

〉
,

donde a1, a2, b1, b2 ∈ Z son tales que

x4 + (2− p)x2 + 1 ≡ (x2 + a1x+ a2)(x
2 + b1x+ b2) (mod q).

Demostración. La demostración es idéntica a la demostración de la Proposición 3.15
□

Como p = 4k + 1, por el Teorema 4 en [14], tenemos ind(K) = 2, es decir, no existe
un generador γ ∈ OK tal que 2 ∤ ind(γ) y como consecuencia no podemos utilizar el
Teorema de Dedekind para factorizar 2OK . Lo haremos de otra manera. Sabemos que
2 ∤ δK , entonces 2OK no es ramificado. A continuación damos su factorización, pero antes
proporcionamos bases enteras de los siguientes ideales.

Lema 3.20. Sea K = Q
(√

p+
√
p− 4

2

)
. Si k = 2t, consideremos los ideales

Q1 =

〈
2,

1 +
√
p

2

〉
, Q2 =

〈
2,

3 +
√
p

2

〉
,

y si k = 2t+ 1, consideremos los ideales

Q′
1 =

〈
2,

−1−
√
p− 4

2

〉
, Q′

2 =

〈
2,

1−
√
p− 4

2

〉
.

Entonces

(i)Q1 = 2Z+
(
1 +

√
p

2

)
Z+
(
−1−

√
p− 4

)
Z+

(
−1−√

p−
√
p− 4−

√
p2 − 4p

4

)
Z.

(ii)Q2 = 2Z+
(
3 +

√
p

2

)
Z+
(
−1−

√
p− 4

)
Z+

(
−1 +

√
p−

√
p− 4 +

√
p2 − 4p

4

)
Z.

(iii)Q′
1 = 2Z+

(
−1−

√
p− 4

2

)
Z+(1 +

√
p)Z+

(
−1 +

√
p−

√
p− 4 +

√
p2 − 4p

4

)
Z,

(iv)Q′
2 = 2Z+

(
1−

√
p− 4

2

)
Z+(1 +

√
p)Z+

(
−7−√

p−
√
p− 4 +

√
p2 − 4p

4

)
Z.

Demostración. Sólo probaremos el caso (i), los otros casos son similares. Notemos que

(i) 2,
1 +

√
p

2
∈ Q1.

(ii) −1−
√
p− 4 ∈ Q1 porque −1−

√
p− 4 = −2

(
1 +

√
p− 4

2

)
.

(iii)

(
−1−√

p−
√
p− 4−

√
p2 − 4p

4

)
∈ Q1 porque
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(
−1−√

p−
√
p− 4−

√
p2 − 4p

4

)
= −

(
1 +

√
p

2

)(
1 +

√
p− 4

2

)
.

Por lo anterior

2Z+

(
1 +

√
p

2

)
Z+

(
−1−

√
p− 4

)
Z+

(
−1−√

p−
√
p− 4−

√
p2 − 4p

4

)
Z ⊂ Q1.

Para la otra contención, si γ ∈
〈
2,

1 +
√
p

2

〉
, entonces existen a1, a2, a3, a4, b1, b2, b3, b4 ∈

Z tales que

γ =

[
2a1 +

(
p− 1

4

)
b2

]
+ [2a2 + b1 + b2]

(
1 +

√
p

2

)
+

[
2a3 +

(
p− 1

4

)
b4

](
1 +

√
p− 4

2

)
+ [2a4 + b3 + b4]

(
1 +

√
p+

√
p− 4 +

√
p2 − 4p

4

)

= 2(a1 + tb2) +

(
1 +

√
p

2

)
(2a2 + b1 + b2) + (−1−

√
p− 4)(−a3 − tb4)

+

(
−1−√

p−
√
p− 4−

√
p2 − 4p

4

)
(−2a4 − b3 − b4).

Por lo tanto

Q1 = 2Z+

(
1 +

√
p

2

)
Z+

(
−1−

√
p− 4

)
Z+

(
−1−√

p−
√
p− 4−

√
p2 − 4p

4

)
Z.

□

Corolario 3.21. Sean Q1, Q2, Q
′
1 y Q′

2 ideales de OK como en el lema anterior. Entonces
N(Q1) = N(Q2) = N(Q′

1) = N(Q′
2) = 4.

Demostración. Sólo probaremos que N(Q1) = 4, los otros casos son similares. Puesto

que la norma de cualquier ideal I es N(I) =

√
D(I)

δK
, por el lema anterior,

D(Q1) = ∆

(
2,

1 +
√
p

2
,−1−

√
p− 4,

−1−√
p−

√
p− 4−

√
p2 − 4p

4

)
= 24(p− 4)2p2.

Por lo tanto N(Q1) = 4. □

Lema 3.22. Sean Q1, Q2, Q
′
1 y Q′

2 como en el Lema 3.20. Entonces Q1, Q2, Q
′
1 y Q′

2 son
ideales primos de OK .
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Demostración. Sólo probaremos que el ideal Q1 es un ideal primo de OK , los otros casos
son similares. Primero veremos que

OK/Q1 =

{
Q1, 1 +Q1,

1 +
√
p− 4

2
+Q1,

(
p− 5

4
+

1 +
√
p− 4

2

)
+Q1

}
(3)

Como
{
Q1, 1 +Q1,

1 +
√
p− 4

2
+Q1,

(
p− 5

4
+

1 +
√
p− 4

2

)
+Q1

}
⊂ OK/Q1; y to-

das las clases son distintas pues

1−1 +
√
p− 4

2
, 1−

(
p− 5

4
+

1 +
√
p− 4

2

)
,
1 +

√
p− 4

2
−
(
p− 5

4
+

1 +
√
p− 4

2

)
̸∈ Q1

y dado que N(Q1) = 4, entonces se cumple (3). Por otro lado, (1 +Q1) (1 +Q1) = 1+Q1

y (
1 +

√
p− 4

2
+Q1

)((
p− 5

4
+

1 +
√
p− 4

2

)
+Q1

)
= 1 +Q1,

es decir, todo elemento no cero tiene inverso multiplicativo. Ası́, OK/Q1 es un campo y
por tanto Q1 es un ideal primo de OK . □

Teorema 3.23. Sea K = Q
(√

p+
√
p− 4

2

)
con p = 4k + 1. Entonces

(i) 2OK =

〈
2,

1 +
√
p

2

〉〈
2,

3 +
√
p

2

〉
si k es par.

(ii) 2OK =

〈
2,

−1−
√
p− 4

2

〉〈
2,

1−
√
p− 4

2

〉
si k es impar.

Demostración. Para (i)〈
2,

1 +
√
p

2

〉〈
2,

3 +
√
p

2

〉
=

〈
4, 2

3 +
√
p

2
, 2

1 +
√
p

2
,
p+ 3 + 4

√
p

4

〉
= ⟨2⟩

〈
2,

3 +
√
p

2
,
1 +

√
p

2
,
p+ 3 + 4

√
p

8

〉
.

Notemos que
p+ 3 + 4

√
p

8
=

k

2
+

(
1 +

√
p

2

)
∈ OK y 1 =

(
3 +

√
p

2

)
−
(
1 +

√
p

2

)
.

Ası́
〈
2,

3 +
√
p

2
,
1 +

√
p

2
,
p+ 3 + 4

√
p

8

〉
= OK . Por lo tanto

2OK =

〈
2,

1 +
√
p

2

〉〈
2,

3 +
√
p

2

〉
.

Para (ii)〈
2,

−1−
√
p− 4

2

〉〈
2,

1−
√
p− 4

2

〉
=

〈
4, 2

1−
√
p− 4

2
, 2

−1−
√
p− 4

2
,
p− 5

4

〉
= ⟨2⟩

〈
2,

1−
√
p− 4

2
,
−1−

√
p− 4

2
,
p− 5

8

〉
.
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Notemos que

p− 5

8
=

k − 1

2
∈ OK y 1 =

(
1−

√
p− 4

2

)
−
(
−1−

√
p− 4

2

)
.

Ası́ 〈
2,

1−
√
p− 4

2
,
−1−

√
p− 4

2
,
p− 5

8

〉
= OK .

Por lo tanto 2OK =

〈
2,

−1−
√
p− 4

2

〉〈
2,

1−
√
p− 4

2

〉
. □

3.2. Discriminate de L
Sabemos que una base entera y el discriminante de un campo son conceptos que están liga-
dos, es decir, si uno conoce una base entera, entonces uno puede calcular el discriminante
del campo y si tenemos el discriminante del campo, entonces podemos decidir si una n-
áda de elementos del campo es o no una base entera. En [17] los autores calculan el
discriminante de cierto campo sin tener base entera. En esta sección nosotros tambien
calcularemos δL sin tener ninguna base entera de L.

Para enteros (o ideales) A y B, escribimos A | B para indicar que A divide a B y
Am ∥ B indicará que Am | B y Am+1 ∤ B.

Teorema 3.24. Sean K un campo de números, µ ∈ OK \ O2
K , L = K(

√
µ) tal que

[L : K] = 2 y P un ideal primo de OK . Definimos los enteros no negativos lP ,mP y wP

como
P lP ∥ 2, PmP ∥ µ, PwP ∥ δL/K .

Entonces wP es el entero no negativo más chico h con h ≡ mP (mod 2), para el cual la
congruencia

α2 ≡ µ (mod P 2lP+mP−h) (4)

es soluble para cierto α ∈ OK .

Demostración. Ver [15] Lemma 2. □
Escribiremos l,m y w en vez de lP ,mP y wP cuando no haya confusión del ideal primo

P .

Corolario 3.25. Con las mismas hipótesis del teorema anterior.
(i) Si m ≡ 1 (mod 2), entonces 1 ≤ w ≤ 2l + 1 y w ≡ 1 (mod 2).

(ii) Si m ≡ 0 (mod 2), entonces 0 ≤ w ≤ 2l y w ≡ 0 (mod 2).
(iii) Si l = 0 ( esto esP ∤ 2), entonces

w =

{
0 si m ≡ 0 (mod 2)
1 si m ≡ 1 (mod 2).

Demostración. Si m ≡ 1 (mod 2), entonces por el teorema anterior, h ≡ 1 (mod 2).
Notemos que h puede tomar cualquiera de los siguientes valores h = 1, 3, . . . , 2l− 1, 2l+
1, 2l+ 3, . . . Si h = 2l+ 1, entonces (4) es soluble con α = 0. Por tanto 1 ≤ w ≤ 2l+ 1 y
w ≡ 1 (mod 2).
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Si m ≡ 0 (mod 2), entonces por el teorema anterior, h ≡ 0 (mod 2). Notemos que
h puede tomar cualquiera de los siguientes valores h = 0, 2, . . . , 2l − 2, 2l, 2l + 2, . . . Si
h = 2l, entonces (4) es soluble con α = 0. Por tanto 0 ≤ w ≤ 2l y w ≡ 0 (mod 2).

El caso (iii) se deduce fácilmemte de los casos anteriores. □

Corolario 3.26. Sean P un ideal primo de OK tal que P ∤ 2OK , µOK = RS2 con R libre
de cuadrados y µ como en el Teorema 3.24. Entonces P ∥ δL/K si y solo si P ∥ R.

Demostración. Como R es libre de cuadrados, entonces

P ∥ R ⇔ m es impar
⇔ w = 1 por el corolario anterior parte (iii)
⇔ P ∥ δL/K .

□

Lema 3.27. Sean p ≡ 3 (mod 4), µ = −
(
3

2

√
p− 4 + 4

)
√
p−5

2
p y K = Q(

√
p,
√
p− 4).

Entonces 2OK ∤ µOK .

Demostración. Observamos que µ = −
(
5p− 3

2

)
− 4

√
p− 3

(
1 +

√
p2 − 4p

2

)
. Ahora

supongamos que 2OK | µOK . Entonces µOK ⊂ 2OK , de donde µ ∈ 2OK . Ası́, existen
enteros a1, a2, a3, a4 tales que

µ = 2a1 + 2a2
√
p+ 2a3

(√
p+

√
p− 4

2

)
+ 2a4

(
1 +

√
p2 − 4p

2

)
.

Tenemos el siguiente sistema

2a1 = −
(
5p− 3

2

)
2a2 = −4

2a3 = 0

2a4 = −3,

de lo anterior tenemos que a4 =
−3

2
, lo cual no puede ser. Por lo tanto, 2OK ∤ µOK . □

Lema 3.28. Con las mismas hipótesis del lema anterior, sea

P1 =

〈
2,

p+
√
p+

√
p− 4 +

√
p2 − 4p

2

〉
.

Entonces P1 ∤ µOK .

Demostración. Si P1 | µOK , entonces P1 | ⟨√p⟩ o P1 | ⟨−√
p −

√
p− 4 − 1⟩. Puesto

que P1 ∤ ⟨√p⟩, tenemos P1 | ⟨−√
p −

√
p− 4 − 1⟩, es decir, −√

p −
√
p− 4 − 1 ∈ P1,

de donde (−√
p −

√
p− 4 − 1)(−√

p −
√
p− 4 + 1) = 2p + 2

√
p2 − 4p − 5 ∈ P1. Ası́

5 ∈ P1, lo cual no puede ser. □

Lema 3.29. Con las mismas hipótesis del Lema 3.27. Tenemos x2 ≡ µ (mod P 4
1 ) no es

soluble en OK y x2 ≡ µ (mod P 2
1 ) es soluble en OK .
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Demostración. De la Proposición 3.12 tenemos que P 4
1 = 4OK y P 2

1 = 2OK .

Sea α = a1 + a2
√
p+ a3

√
p+

√
p− 4

2
+ a4

1 +
√

p2 − 4p

2
∈ OK . Entonces

α2 − µ =

[
a21 + a22p+ (p− 1)a2a3 +

(
p− 3

2

)
a23 +

(
p2 − 4p− 1

4

)
a24 +

(
5p− 3

2

)]
+[2a1a2 + (1− p)a2a4 − 2a3a4 + 4]

√
p

+[2a1a3 + 2pa2a4 + (1 + p)a3a4]

(√
p+

√
p− 4

2

)
+[2a1a4 + 2a2a3 + a23 + a24 + 3]

(
1 +

√
p2 − 4p

2

)
con a1, a2, a3, a4 ∈ Z. Notemos que α2 − µ ∈ 4OK si y solo si todos los coeficientes
de α2 − µ son múltiplos enteros de 4. Dado que los ai son pares ó impares tenemos los
siguientes casos

a1 a2 a3 a4
1 par par par par
2 par par par impar
3 par par impar par
4 par par impar impar
5 par impar par par
6 par impar par impar
7 par impar impar par
8 par impar impar impar
9 impar par par par
10 impar par par impar
11 impar par impar par
12 impar par impar impar
13 impar impar par par
14 impar impar par impar
15 impar impar impar par
16 impar impar impar impar

Si p = 4t+ 3, entonces

p− 3

2
= 2t,

p2 − 4p− 1

4
= 2(2t2 + t)− 1,

5p− 3

2
= 2(5t+ 3).

El caso 1 no puede ser ya que el último coeficiente de α2 − µ no serı́a múltiplo de 4.

El caso 2 no puede ser ya que
(
p2 − 4p− 1

4

)
a24 +

(
5p− 3

2

)
serı́a impar y por lo

tanto el primer coeficiente de α2 − µ no serı́a múltiplo de 4.
El caso 3 no puede ser ya que(
p− 3

2

)
a23 +

(
5p− 3

2

)
= 2t(2m+ 1) + 2(5t+ 3) = 2(2(tm+ 3t+ 1) + 1) ̸= 4d
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y por lo tanto el primer coeficiente de α2 − µ no serı́a múltiplo de 4.
El caso 4 no puede ser ya que el último coeficiente de α2 − µ no serı́a múltiplo de 4.
El caso 5 no puede ser ya que el último coeficiente de α2 − µ no serı́a múltiplo de 4.
El caso 6 no puede ser ya que 2pa2a4 no serı́a múltiplo de 4 y por lo tanto el tercer

coeficiente de α2 − µ no serı́a múltiplo de 4.
El caso 7 no puede ser ya que 2a2a3 no serı́a múltiplo de 4 y por lo tanto el último

coeficiente de α2 − µ no serı́a múltiplo de 4.
El caso 8 no puede ser ya que 2a2a3+ a23 no serı́a múltiplo de 4 y por lo tanto el último

coeficiente de α2 − µ no serı́a múltiplo de 4.
El caso 9 no puede ser ya que el último coeficiente de α2 − µ no serı́a múltiplo de 4.
El caso 10 no puede ser ya que 2a1a4 no serı́a múltiplo de 4 y por lo tanto el último

coeficiente de α2 − µ no serı́a múltiplo de 4.
El caso 11 no puede ser ya que 2a1a3 no serı́a múltiplo de 4 y por lo tanto el tercer

coeficiente de α2 − µ no serı́a múltiplo de 4.
El caso 12 no puede ser ya que 2a1a4+a24 no serı́a múltiplo de 4 y por lo tanto el último

coeficiente de α2 − µ no serı́a múltiplo de 4.
El caso 13 no puede ser ya que el último coeficiente de α2 − µ no serı́a múltiplo de 4.
El caso 14 no puede ser ya que 2a1a4 no serı́a múltiplo de 4 y por lo tanto el último

coeficiente de α2 − µ no serı́a múltiplo de 4.
El caso 15 no puede ser ya que 2a1a3 no serı́a múltiplo de 4 y por lo tanto el tercer

coeficiente de α2 − µ no serı́a múltiplo de 4.
El caso 16 no puede ser ya que a23 no serı́a múltiplo de 4 y por lo tanto el último

coeficiente de α2 − µ no serı́a múltiplo de 4.
De lo anterior, podemos concluir que x2 ≡ µ (mod P 4

1 ) no es soluble en OK .

Ahora sea α = 1 +

(
1 +

√
p2 − 4p

2

)
, observemos que,

α2 − µ = 2(2t2 + 6t+ 3) + 4
√
p+ 0

(√
p+

√
p− 4

2

)
+ 6

(
1 +

√
p2 − 4p

2

)
,

es decir, α2 − µ ∈ 2OK = P 2
1 . Por lo tanto x2 ≡ µ (mod P 2

1 ) es soluble en OK . □

Ahora veamos que pasa si p ≡ 1 (mod 4).

Lema 3.30. Si µ = −
(
3

2

√
p− 4 + 4

)
√
p− 5

2
p y K = Q(

√
p,
√
p− 4), entonces〈

p,

(√
p+

√
p− 4

2

)
− b

〉
∤ 2OK y

〈
p,

(√
p+

√
p− 4

2

)
+ b

〉
∤ 2OK

en donde b2 ≡ −1 (mod p).

Demostración. De acuerdo al Teorema 3.23

2OK =

{
Q1Q2, si k es par
Q′

1Q
′
2, si k es impar

donde

Q1 =

〈
2,

1 +
√
p

2

〉
, Q2 =

〈
2,

3 +
√
p

2

〉
,
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Q′
1 =

〈
2,

−1−
√
p− 4

2

〉
, Q′

2 =

〈
2,

1−
√
p− 4

2

〉
son los ideales primos que aparecen en el Lema 3.22. Entonces〈

p,

(√
p+

√
p− 4

2

)
− b

〉
∤ 2OK si y solo si

〈
p,

(√
p+

√
p− 4

2

)
− b

〉
∤ Qi y Q′

i,

con i ∈ {1, 2}. Sólo probaremos que
〈
p,

(√
p+

√
p− 4

2

)
− b

〉
∤ Q1, los otros casos son

similares. Supongamos que
〈
p,

(√
p+

√
p− 4

2

)
− b

〉
| Q1. Como ambos ideales son

primos, entonces 〈
p,

(√
p+

√
p− 4

2

)
− b

〉
=

〈
2,

1 +
√
p

2

〉
,

y por tanto

p ∈
〈
2,

1 +
√
p

2

〉
.

Por otro lado, como 1 + p es par, entonces 1 + p ∈
〈
2,

1 +
√
p

2

〉
. Ası́

1 = (1 + p)− p ∈
〈
2,

1 +
√
p

2

〉
,

lo cual no puede ser. Por lo anterior
〈
p,

(√
p+

√
p− 4

2

)
− b

〉
∤ Q1. De manera similar

se prueba que
〈
p,

(√
p+

√
p− 4

2

)
+ b

〉
∤ 2OK . □

Lema 3.31. Con las mismas hipótesis del lema anterior, se cumple

Q1 ∤ µOK , Q2 ∤ µOK , Q′
1 ∤ µOK , y Q′

2 ∤ µOK .

Demostración. Sólo probaremos que Q1 ∤ µOK , los otros casos son similares. Suponga-
mos que Q1 | µOK . De acuerdo al Lema 3.10 y Corolario 3.17

µOK = ⟨√p⟩⟨−√
p−

√
p− 4− 1⟩2 =〈

p,

(√
p+

√
p− 4

2

)
− b

〉〈
p,

(√
p+

√
p− 4

2

)
+ b

〉
⟨−√

p−
√

p− 4− 1⟩2,

entonces Q1 | µOK si y solo si Q1 | ⟨−
√
p−

√
p− 4−1⟩. Si Q1 | ⟨−

√
p−

√
p− 4−1⟩, en-

tonces ⟨−√
p−

√
p− 4−1⟩ ⊂

〈
2,

1 +
√
p

2

〉
de donde 1+

√
p+

√
p− 4 ∈

〈
2,

1 +
√
p

2

〉
.

De la igualdad

1 + 2

√
p+

√
p− 4

2
= 1 +

√
p+

√
p− 4 ∈

〈
2,

1 +
√
p

2

〉
,

se sigue que 1 ∈
〈
2,

1 +
√
p

2

〉
, lo cual no puede ser. Ası́, Q1 ∤ ⟨−√

p −
√
p− 4 − 1⟩ y

por lo tanto Q1 ∤ µOK . □
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Teorema 3.32. Sean K = Q(
√
p,
√
p− 4), µ = −

(
3

2

√
p− 4 + 4

)
√
p − 5

2
p y L =

K(
√
µ). Entonces

δL/K =

{
⟨2⟩⟨√p⟩ si p ≡ 3 (mod 4),

⟨√p⟩ si p ≡ 1 (mod 4).

Demostración. Por el Lema 3.10 µOK = ⟨√p⟩⟨−√
p −

√
p− 4 − 1⟩2, con ⟨√p⟩ libre

de cuadrados. Primero veremos el caso p ≡ 3 (mod 4). Por la Proposición 3.12, (ii)

2OK = P 2
1 con P1 =

〈
2,

p+
√
p+

√
p− 4 +

√
p2 − 4p

2

〉
un ideal primo de OK y ⟨√p⟩

es un ideal primo de OK . Notemos que ⟨√p⟩ es el único ideal primo de OK que divide a la
parte libre de cuadrados de µOK . Como ⟨√p⟩ ∤ 2OK , por el Corolario 3.26, tenemos que
⟨√p⟩ ∥ δL/K . Por el Lema 3.28, mP1 = 0 y como lP1 = 2, por el Corolario 3.25 parte (ii),
0 ≤ wP1 ≤ 4 y wP1 ≡ 0 (mod 2). Por el Lema 3.29, tenemos wP1 = 2. De lo anterior,
concluimos que δL/K = ⟨2⟩⟨√p⟩.

Para el caso p = 4k + 1, por el Teorema 3.23

2OK =

{
Q1Q2 si k es par
Q′

1Q
′
2 si k es impar

con

Q1 =

〈
2,

1 +
√
p

2

〉
, Q2 =

〈
2,

3 +
√
p

2

〉
,

Q′
1 =

〈
2,

−1−
√
p− 4

2

〉
, Q′

2 =

〈
2,

1−
√
p− 4

2

〉
,

ideales primos de OK y por el Corolario 3.17, ⟨√p⟩ = R1R2 con

R1 =

〈
p,

(√
p+

√
p− 4

2

)
− b

〉
, R2 =

〈
p,

(√
p+

√
p− 4

2

)
+ b

〉
ideales primos de OK . Notemos que R1 y R2 son los únicos ideales primos de OK que
dividen a la parte libre de cuadrados de µOK . Por el Lema 3.30, tenemos R1 ∤ 2OK y
R2 ∤ 2OK , por el Corolario 3.26, tenemos que R1 ∥ δL/K y R2 ∥ δL/K .

De acuerdo a la factorización de 2OK vemos que lQ1 = lQ2 = lQ′
1
= lQ′

2
= 1 y por

el Lema 3.31 tenemos mQ1 = mQ2 = mQ′
1
= mQ′

2
= 0. Por el Corolario 3.25 (ii),

concluimos

0 ≤ wQ1 , wQ2 , wQ′
1
, wQ′

2
≤ 2 y wQ1 ≡ wQ2 ≡ wQ′

1
≡ wQ′

2
≡ 0 (mod 2).

Observe que Q2
1 =

〈
4, 2

(
1 +

√
p

2

)
,

(
1 +

√
p

2

)2
〉

. Si α1 =
1−

√
p− 4

2
, entonces

α2
1 =

p− 1

4
− 1 +

√
p− 4

2
. Ası́ que α2

1 − µ ∈ Q2
1. Análogamente si

α2 =
1 +

√
p− 4

2
, α3 =

1−√
p

2
, α4 =

1 +
√
p

2
,
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entonces

α2
2 ≡ µ (mod Q2

2), α2
3 ≡ µ (mod Q′2

1 ), α2
4 ≡ µ (mod Q′2

2 ).

Por el Teorema 3.24 obtenemos

wQ1 = wQ2 = wQ′
1
= wQ′

2
= 0.

Por lo anterior, concluimos que δL/K = ⟨√p⟩. □

Teorema 3.33. Sean L = Q(
√
µ), µ = −

(
3

2

√
p− 4 + 4

)
√
p− 5

2
p. Entonces

δL =

{
212(p− 4)4p6 si p ≡ 3 (mod 4)

(p− 4)4p6 si p ≡ 1 (mod 4).

Demostración. Observemos la siguiente torre de campos

L = Q(α1, α3)

K = Q(
√
p,
√
p− 4)

Q

Por el Teorema 1.66, tenemos

δL = (δK)
2NK(δL/K).

Si p ≡ 3 (mod 4), por el Teorema 3.9 (i) δK = 24(p − 4)2p2 y por el teorema anterior
δL/K = ⟨2⟩⟨√p⟩, con NK(⟨2⟩) = 24 y NK(⟨

√
p⟩) = p2. Por lo tanto δL = 212(p − 4)4p6.

Si p ≡ 1 (mod 4), entonces δK = (p − 4)2p2 y δL/K = ⟨√p⟩, con NK(⟨
√
p⟩) = p2. Por

lo tanto δL = (p− 4)4p6. □
El siguiente resultado nos ayudará a decidir para qué primos racionales podemos usar

el Teorema de Dedekind y para cuáles no.

Corolario 3.34. Sea L = Q(θ), con θ =
√
µ. Entonces

ind(θ) =

{
21034p4(9p− 100)2(4p− 25) si p ≡ 3 (mod 4),
21634p4(9p− 100)2(4p− 25) si p ≡ 1 (mod 4).

Demostración. Por la Proposición 3.4, D(θ) = 23238p14(p − 4)4(9p − 100)4(4p − 25)2.
Por el teorema anterior, si p ≡ 3 (mod 4), entonces

ind(θ) =

√
23238p14(p− 4)4(9p− 100)4(4p− 25)2

212(p− 4)4p6
= 21034p4(9p− 100)2(4p− 25),

y si p ≡ 1 (mod 4),

ind(θ) =

√
23238p14(p− 4)4(9p− 100)4(4p− 25)2

(p− 4)4p6
= 21634p4(9p− 100)2(4p− 25).

□
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3.3. Ramificación en L
De acuerdo al Teorema 3.33, los únicos primos racionales que se ramifican en OL son: 2, p
y los factores primos de p − 4 si p ≡ 3 (mod 4); si p ≡ 1 (mod 4), los únicos primos
racionales que se ramifican son p y los factores primos de p − 4. En esta sección estudia-
remos la ramificación de dichos primos racionales en OL, aún sin conocer la factorización
de p− 4.

Iniciamos el estudio de la ramificación de los primos q tales que q|p − 4 sin importar
si p ≡ 1, 3 (mod 4). Este caso es relativamente fácil porque con dichos primos podemos
utilizar el Teorema de Dedekind.

Lema 3.35. Sea L = Q(θ), con θ =
√
µ, µ como en el Teorema 3.33 y q > 3 un primo

racional tal que q | p− 4. Entonces q ∤ ind(θ).
Demostración. Notemos que q ∤ 9p−100 y q ∤ 4p−25, ya que si q | 9p−100 ó q | 4p−25
y dado que

9p− 100 = 9(p− 4)− 26 y 4p− 25 = 4(p− 4)− 32,

entonces q = 2 ó q = 3 lo cual no puede ser. De lo anterior concluimos que q ∤ ind(θ). □

Proposición 3.36. Sean L, θ, µ como en el lema anterior, q > 3 un primo racional tal que
q | p− 4 y

ρ(x) = x8 + 10px6 + (33p2 − 14p)x4 + 5p(8p2 − 14p)x2 + p2(4p− 25)2 = Irr(θ,Z).
Entonces

ρ(x) ≡
{

(x2 + 2)2(x2 + 18)2 (mod q) si q ≡ 5, 7 (mod 8)
(x− a1)

2(x+ a1)
2(x− a2)

2(x+ a2)
2 (mod q) si q ≡ 1, 3 (mod 8),

donde a21 ≡ −2 (mod q) y a22 ≡ −18 (mod q).

Demostración. Como q | p− 4, entonces p ≡ 4 mod q. Ası́

ρ(x) = x8 + 10px6 + (33p2 − 14p)x4 + 5p(8p2 − 14p)x2 + p2(4p− 25)2

≡ x8 + 235x6 + 23(59)x4 + 25325x2 + 2434 (mod q)

≡ (x2 − (−2))2(x2 − (−18))2 (mod q).

Si q ≡ 5, 7 (mod 8), entonces q ≡ 1, 3 (mod 4) respectivamente, en este caso tenemos(
−2

q

)
=

(
−18

q

)
= −1,

es decir, los polinomios x2 − (−2) y x2 − (−18) son irreducibles en Fq[x]. Ası́

ρ(x) ≡ (x2 + 2)2(x2 + 18)2 (mod q).

Si q ≡ 1, 3 (mod 8), entonces q ≡ 1, 3 (mod 4) respectivamente, en este caso tene-
mos (

−2

q

)
=

(
−18

q

)
= 1,

es decir, x2 − (−2) ≡ (x − a1)(x + a1) y x2 − (−18) ≡ (x − a2)(x + a2) en Fq[x].
Ası́ ρ(x) ≡ (x − a1)

2(x + a1)
2(x − a2)

2(x + a2)
2 (mod q), donde a21 ≡ −2 (mod q) y

a22 ≡ −18 (mod q). □
El siguiente resultado nos da la ramificación de los factores primos de p− 4.
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Teorema 3.37. Sea L = Q(θ) y q > 3 un primo racional tal que q | p− 4. Entonces

qOL =

{
⟨q, θ2 + 2⟩2⟨q, θ2 + 18⟩2 si q ≡ 5, 7 (mod 8)
⟨q, θ − a1⟩2⟨q, θ + a1⟩2⟨q, θ − a2⟩2⟨q, θ + a2⟩2 si q ≡ 1, 3 (mod 8),

donde a21 ≡ −2 (mod q) y a22 ≡ −18 (mod q).

Demostración. Sea q ̸= 3 un primo racional tal que q | p− 4- Entonces por el Lema 3.35,
tenemos q ∤ ind(θ) y por tanto, podemos usar el Teorema de Dedekind. Por la proposición
anterior,

ρ(x) ≡
{

(x2 + 2)2(x2 + 18)2 (mod q) si q ≡ 5, 7 (mod 8),
(x− a1)

2(x+ a1)
2(x− a2)

2(x+ a2)
2 (mod q) si q ≡ 1, 3 (mod 8).

Por lo tanto,

qOL =

{
⟨q, θ2 + 2⟩2⟨q, θ2 + 18⟩2 si q ≡ 5, 7 (mod 8)
⟨q, θ − a1⟩2⟨q, θ + a1⟩2⟨q, θ − a2⟩2⟨q, θ + a2⟩2 si q ≡ 1, 3 (mod 8),

□
Como acabamos de ver, la ramificación de los factores primos ̸= 3 de p−4 es la misma

sin importar p ≡ 1, 3 (mod 4). Ahora veremos cuál es la ramificación de 3OL si 3 | p− 4.
Por la Proposición 3.14, tenemos

3OK =

〈
3,

√
p+

√
p− 4

2
+ 1

〉2〈
3,

√
p+

√
p− 4

2
− 1

〉2

,

en donde 〈
3,

√
p+

√
p− 4

2
+ 1

〉
y

〈
3,

√
p+

√
p− 4

2
− 1

〉
son ideales primos de OK .

Lema 3.38. Los ideales
〈
3,

√
p+

√
p− 4

2
+ 1

〉
y
〈
3,

√
p+

√
p− 4

2
− 1

〉
satisfacen〈

3,

√
p+

√
p− 4

2
+ 1

〉
∤ δL/K ,

〈
3,

√
p+

√
p− 4

2
− 1

〉
∤ δL/K .

Demostración. Si p ≡ 3 (mod 4), entonces por el Teorema 3.32,

δL/K =

〈
2,

p+
√
p+

√
p− 4 +

√
p2 − 4p

2

〉2

⟨√p⟩.

Supongamos que
〈
3,

√
p+

√
p− 4

2
+ 1

〉
| δL/K , entonces

〈
3,

√
p+

√
p− 4

2
+ 1

〉
|

〈
2,

p+
√
p+

√
p− 4 +

√
p2 − 4p

2

〉
ó 〈

3,

√
p+

√
p− 4

2
+ 1

〉
| ⟨√p⟩.
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Si
〈
3,

√
p+

√
p− 4

2
+ 1

〉
|

〈
2,

p+
√
p+

√
p− 4 +

√
p2 − 4p

2

〉
, se tiene que

1 ∈
〈
3,

√
p+

√
p− 4

2
+ 1

〉
,

lo cual no puede ser. Por la misma razón
〈
3,

√
p+

√
p− 4

2
+ 1

〉
∤ ⟨√p⟩. De manera

similar se prueba que
〈
3,

√
p+

√
p− 4

2
− 1

〉
∤ δL/K . El caso p ≡ 1 (mod 4) es similar.

□

De la proposición anterior,
〈
3,

√
p+

√
p− 4

2
+ 1

〉
y
〈
3,

√
p+

√
p− 4

2
− 1

〉
no se

ramifican en OL, de hecho como veremos a continuación, dichos ideales se descomponen
totalmente en OL.

Lema 3.39. Sea P1 =

〈
3,

√
p+

√
p− 4

2
+ 1

〉
. La congruencia x2 ≡ µ (mod P1) es

soluble.

Demostración. Notemos que

1− µ = 1 +

(
3

2

√
p− 4 + 4

)
√
p+

5

2
p

= 3

[
7 + 2p

3
+ 2

√
p+

4− p

3

(√
p+

√
p− 4

2

)]
+

(√
p+

√
p− 4

2
+ 1

)[
−6 +

√
p+

√
p− 4

2
+ 2

1 +
√
p2 − 4p

2

]
.

Ası́, 1− µ ∈ P1, es decir, la congruencia x2 ≡ µ (mod P1) es soluble con x = 1. □

Lema 3.40. Sea ν =
−p+

√
p2 − 4p

2
. Entonces

(i) K(
√
µ) = K(

√
ν).

(ii) ν ̸∈
〈
3,

√
p+

√
p− 4

2
− 1

〉
.

Demostración. Para (i) sólo notemos que µ =

(
−p+

√
p2 − 4p

2

)
(−√

p−
√
p− 4−1)2.

Para (ii), si
−p+

√
p2 − 4p

2
∈
〈
3,

√
p+

√
p− 4

2
− 1

〉
, entonces

−p =

(
−p+

√
p2 − 4p

2

)(
p+

√
p2 − 4p

2

)
∈
〈
3,

√
p+

√
p− 4

2
− 1

〉
,

lo cuál no puede ser. □
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Lema 3.41. Sea P2 =

〈
3,

√
p+

√
p− 4

2
− 1

〉
. La congruencia x2 ≡ ν (mod P2) es

soluble.

Demostración. Sea x =

√
p+

√
p− 4

2
. Entonces(√

p+
√
p− 4

2

)2

−

(
−p+

√
p2 − 4p

2

)
= p− 1 ∈ P2. □

Proposición 3.42. La factorización en OL de los ideales P1 =

〈
3,

√
p+

√
p− 4

2
+ 1

〉
y

P2 =

〈
3,

√
p+

√
p− 4

2
− 1

〉
con 3 | p− 4 es la siguiente.

P1OL = P1P2 y P2OL = P3P4,

donde

P1 =

〈
3,

√
p+

√
p− 4

2
+ 1, 1−√

µ

〉
, P2 =

〈
3,

√
p+

√
p− 4

2
+ 1, 1 +

√
µ

〉
,

P3 =

〈
3,

√
p+

√
p− 4

2
− 1,

√
p+

√
p− 4

2
−
√
ν

〉
,

y

P4 =

〈
3,

√
p+

√
p− 4

2
− 1,

√
p+

√
p− 4

2
+
√
ν

〉
.

Demostración. Por el Lema 3.39, tenemos que la congruencia x2 ≡ µ (mod P1) es soluble
en OK , con x = 1. Por lo tanto, por la Proposición 1.68 (i),

P1OL = P1P2,

con

P1 =

〈
3,

√
p+

√
p− 4

2
+ 1, 1−√

µ

〉
, P2 =

〈
3,

√
p+

√
p− 4

2
+ 1, 1 +

√
µ

〉
.

Dado que µ ∈ P2, el Lema 3.40 nos proporciona un nuevo generador ν tal que ν ̸∈ P2 y

por el Lema 3.41, la congruencia x2 ≡ ν (mod P2) es soluble con x =

√
p+

√
p− 4

2
.

Ası́ por la Proposición 1.68 (i),
P2OL = P3P4,

con

P3 =

〈
3,

√
p+

√
p− 4

2
− 1,

√
p+

√
p− 4

2
−
√
ν

〉
y

P4 =

〈
3,

√
p+

√
p− 4

2
− 1,

√
p+

√
p− 4

2
+
√
ν

〉
.

□
Ahora veremos cuál es la ramificación de 3OL con 3 | p− 4.
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Teorema 3.43. Sea L = Q(θ) con θ =
√
µ y 3 | p− 4. Entonces

3OL = P2
1P2

2P2
3P2

4

donde

P1 =

〈
3,

√
p+

√
p− 4

2
+ 1, 1−√

µ

〉
, P2 =

〈
3,

√
p+

√
p− 4

2
+ 1, 1 +

√
µ

〉
,

P3 =

〈
3,

√
p+

√
p− 4

2
− 1,

√
p+

√
p− 4

2
−
√
ν

〉
,

y

P4 =

〈
3,

√
p+

√
p− 4

2
− 1,

√
p+

√
p− 4

2
+
√
ν

〉
.

Demostración.

3OL = (3OK)OL

= (P 2
1P

2
2 )OL

= (P1OL)
2(P2OL)

2

= P2
1P2

2P2
3P2

4 .

□
Lo que sigue a continuación es dar la ramificación de los primos 2 y p cuando p ≡ 3

(mod 4). Para dichos primos no podremos usar el Teorema de Dedekind, por lo menos, no
con el generador θ. Lo que haremos es usar la teorı́a de las extensiones relativas.

Teorema 3.44. Sea L = Q(θ) con θ =
√
µ y µ como en el Teorema 3.33. Entonces

(i) 2OL = Q4 con Q un ideal primo de OL.
(ii) pOL = P4 con P un ideal primo de OL.

Demostración. Si p ≡ 3 (mod 4), por el Teorema 3.32 entonces

δL/K = ⟨2⟩⟨√p⟩,

y como 2OK =

〈
2,

p+
√
p+

√
p− 4 +

√
p2 − 4p

2

〉2

, los únicos ideales primos de OK

que se ramifican en OL son ⟨√p⟩ y

〈
2,

p+
√
p+

√
p− 4 +

√
p2 − 4p

2

〉
, es decir, e > 1

y como efg = 2 dado que la extensión L|K es Galois, podemos concluir que e = 2, f = 1
y g = 1. De lo anterior tenemos que

⟨√p⟩OL = P2 y

〈
2,

p+
√
p+

√
p− 4 +

√
p2 − 4p

2

〉
OL = Q2,



3.3. RAMIFICACIÓN EN L 81

con P y Q ideales primos de OL. Ası́ para el caso (i) tenemos que

2OL = (2OK)OL

=

〈
2,

p+
√
p+

√
p− 4 +

√
p2 − 4p

2

〉2

OL

=

〈
2,

p+
√
p+

√
p− 4 +

√
p2 − 4p

2

〉
OL ·

〈
2,

p+
√
p+

√
p− 4 +

√
p2 − 4p

2

〉
OL

= Q2 · Q2 = Q4.

y para el caso (ii) tenemos que

pOL = (pOK)OL = ⟨√p⟩2OL = ⟨√p⟩OL⟨
√
p⟩OL = P2 · P2 = P4.

□
A continuación damos los generadores de Q y P .

Lema 3.45. Sean L = Q(θ) y η =

(
1 +

√
p

2

)(√
p−

√
p− 4

2
− 1− θ

)
. Entonces

η,
η4

2
∈ OL.

Demostración. Primero veremos que η es entero algebraico. Notemos que η es raı́z de

h(x) = x2 − (1 +
√
p)

(√
p−

√
p− 4

2
− 1

)
x

+

(
p+ 1

2
+
√
p

)(
3p− 1

2
+

1 +
√

p2 − 4p

2
−

√
p−

√
p− 4

2
+ 2

√
p

)
,

y h(x) ∈ OK [x], es decir, η es entero sobre OK y como OK es entero sobre Z, por la
Proposición 1.11, η es entero sobre Z. Por lo tanto η ∈ OL.

Ahora veremos que
η4

2
es entero algebraico. Notemos que

η2 =

(
p+ 1

2
+
√
p

)(
−p−

√
p2 − 4p− 2

√
p−

(√
p−

√
p− 4

2

)
(1 + θ) + θ

)
.
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Como p = 4t+ 3, tenemos

η4

2
= p2

(
p+ 1

2
+
√
p

)2

+ p
(√

p2 − 4p+ 2
√
p
)(p+ 1

2
+
√
p

)2

+
(
p+

√
p2 − 4p+ 2

√
p
)((√

p−
√
p− 4

2

)
(1 + θ)− θ

)(
p+ 1

2
+
√
p

)2

+2p
√

p− 4

(
p+ 1

2
+
√
p

)2

+ θ

(
p− 2−

√
p2 − 4p

2

)(
p+ 1

2
+
√
p

)2

−
(√

p−
√
p− 4

2

)
(1 + θ)θ

(
p+ 1

2
+
√
p

)2

− (6t+ 5)

(
p+ 1

2
+
√
p

)2

−(2t+ 1)

(
p+ 1

2

)(
p+ 1

2
+
√
p

)2

− 2
√
p

(
p+ 1

2
+
√
p

)2

+(2t+ 1)

(
1 +

√
p2 − 4p

2

)(
p+ 1

2
+
√
p

)2

−2
√
p

(
p− 2−

√
p2 − 4p

2

)(
p+ 1

2
+
√
p

)2

.

Dado que
η4

2
es suma y producto de enteros algebraicos de OL, tenemos que

η4

2
∈ OL. □

Lema 3.46. Sean L = Q(θ) y η =

(
1 +

√
p

2

)(√
p−

√
p− 4

2
− 1− θ

)
. Entonces

〈
8, 4η, 2η2, η3,

η4

2

〉
= OL.
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Demostración. Lo que haremos es calcular la norma de
η4

2
, para ello necesitamos la norma

de η.

N(η) = σ0(η)σ1(η)σ2(η)σ3(η)σ4(η)σ5(η)σ6(η)σ7(η)

=

(
1 +

√
p

2

)(√
p−

√
p− 4

2
− 1− θ2

)(
1−√

p

2

)(
−√

p−
√
p− 4

2
− 1− θ1

)
(
1−√

p

2

)(
−√

p+
√
p− 4

2
− 1− θ4

)(
1 +

√
p

2

)(√
p−

√
p− 4

2
− 1 + θ2

)
(
1−√

p

2

)(
−√

p−
√
p− 4

2
− 1 + θ1

)(
1 +

√
p

2

)(√
p+

√
p− 4

2
− 1− θ3

)
(
1−√

p

2

)(
−√

p+
√
p− 4

2
− 1 + θ4

)(
1 +

√
p

2

)(√
p+

√
p− 4

2
− 1 + θ3

)
=

(
p− 1

4

)4
[(√

p−
√
p− 4

2
− 1

)2

− θ22

][(
−√

p−
√
p− 4

2
− 1

)2

− θ21

]
[(

−√
p+

√
p− 4

2
− 1

)2

− θ24

][(√
p+

√
p− 4

2
− 1

)2

− θ23

]
.

Del Lema3.5 tenemos

θ1 =

√(
3

2

√
p− 4 + 4

)
√
p− 5

2
p, θ2 =

√
−
(
3

2

√
p− 4 + 4

)
√
p− 5

2
p,

θ3 =

√(
3

2

√
p− 4− 4

)
√
p− 5

2
p, θ4 =

√
−
(
3

2

√
p− 4− 4

)
√
p− 5

2
p.

Ası́

N(η) =

(
p− 1

4

)4

(4p4 − 4p3 − 3p2 + 2p+ 1)

= 22
(
p− 1

2

)6

(2p+ 1)2.

De lo anterior, N
(
η4

2

)
=

(
p− 1

2

)24

(2p+1)8. Como N

(
η4

2

)
∈
〈
8, 4η, 2η2, η3,

η4

2

〉
,

concluimos que
〈
8, 4η, 2η2, η3,

η4

2

〉
= OL. □

Proposición 3.47. Sea L = Q(θ). Entonces

2OL = ⟨2, η⟩4.

Demostración.

⟨2, η⟩4 = ⟨16, 8η, 4η2, 2η3, η4⟩

= ⟨2⟩
〈
8, 4η, 2η2, η3,

η4

2

〉
.
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Del lema anterior,
〈
8, 4η, 2η2, η3,

η4

2

〉
= OL, entonces ⟨2, η⟩4 = ⟨2⟩ = 2OL. □

Lema 3.48. Sea Q el ideal primo del Teorema 3.44. Entonces Q = ⟨2, η⟩.

Demostración. Supongamos que ⟨2, η⟩ no es ideal primo. Sea Q1 un ideal máximo tal que
⟨2, η⟩ ⊂ Q1. Entonces por la Proposición 1.42 existe un ideal R tal que

⟨2, η⟩ = Q1R.

Ası́
⟨2, η⟩4 = Q4

1R
4 = 2OL = Q4.

Como Q y Q1 son ideales primos, por factorización única tenemos R4 = OL, de donde
Q1 = Q y por tanto Q = ⟨2, η⟩. □

Lema 3.49. Sean L = Q(θ) y T =

〈
p
√
p,

5

2

√
p+

3

2

√
p− 4 + 4

〉
un ideal de OL. En-

tonces 1 ∈ T .

Demostración. Notemos que p2 ∈ T y

5

2

√
p+

3

2

√
p− 4 + 4 =

(√
p−

√
p− 4

2

)
(
√
p+

√
p− 4 + 1)2 ∈ T

y como
(√

p−
√
p− 4

2

)
es unidad de OL, entonces (

√
p+

√
p− 4 + 1)2 ∈ T . Ası́

(5 + 2
√
p)2 = (

√
p+

√
p− 4 + 1)2(

√
p−

√
p− 4 + 1)2 ∈ T.

De lo anterior, (25 + 20
√
p+ 4p)p ∈ T , de donde 25p ∈ T . Por otro lado,

54 − 8(25p) + 16p2 = (5 + 2
√
p)2(5− 2

√
p)2 ∈ T

y ası́ 54 ∈ T . Dado que p ≥ 7, entonces mcd(p2, 54) = 1. Por lo tanto, 1 ∈ T . □

Proposición 3.50. Sea L = Q(θ). Entonces ⟨p, θ⟩4 = pOL.

Demostración. Notemos

⟨p, θ⟩2 = ⟨p2, pθ, pθ, µ⟩
= ⟨p2, pθ, µ⟩

= ⟨√p⟩
〈
p
√
p,
√
pθ,−5

2

√
p− 3

2

√
p− 4− 4

〉
.

Sea T como en el lema anterior. Observemos que

T ⊆
〈
p
√
p,
√
pθ,−5

2

√
p− 3

2

√
p− 4− 4

〉
,

por tanto 〈
p
√
p,
√
pθ,−5

2

√
p− 3

2

√
p− 4− 4

〉
= OL.

Ası́ ⟨p, θ⟩4 = pOL. □

Lema 3.51. Sea P el ideal primo del Teorema 3.44 (ii). Entonces P = ⟨p, θ⟩.
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Demostración. La demostración es idéntica a la demostración de Lema 3.48 □

Por último daremos la ramificación de p en OL con p ≡ 1 (mod 4) y de nuevo usa-
remos la teorı́a de extensiones relativas. Recordemos que la ramificación de p en el caso
p ≡ 3 (mod 4) la hemos estudiado en el Teorema 3.44 y en la Proposición 3.50.

Teorema 3.52. Sea L = Q(θ) con p ≡ 1 (mod 4). Entonces

pOL = P4
1P4

2 ,

con P1 y P2 ideales primos de OL.

Demostración. En este caso, δL/K = ⟨√p⟩ y por el Corolario 3.17, tenemos

√
pOK =

〈
p,

(√
p+

√
p− 4

2

)
− b

〉〈
p,

(√
p+

√
p− 4

2

)
+ b

〉
,

donde b2 ≡ −1 (mod p). Los únicos ideales primos de OK que se ramifican en OL son〈
p,

(√
p+

√
p− 4

2

)
− b

〉
y

〈
p,

(√
p+

√
p− 4

2

)
+ b

〉
.

De igual manera tenemos que efg = 2 con e = 2, f = g = 1. Ası́

〈
p,

(√
p+

√
p− 4

2

)
− b

〉
OL = P2

1 ,

〈
p,

(√
p+

√
p− 4

2

)
+ b

〉
OL = P2

2 ,

con P1 y P2 ideales primos de OL. De lo anterior,

pOL = (pOK)OL

= (⟨√p⟩OL)
2

=

(〈
p,

(√
p+

√
p− 4

2

)
− b

〉
OL

)2(〈
p,

(√
p+

√
p− 4

2

)
+ b

〉
OL

)2

= P4
1 · P4

2 .

□
Lo que sigue a continuación es dar los generadores de P1 y P2.

Proposición 3.53. Con las mismas hipótesis del teorema anterior tenemos:

P1 =

〈
p,

(√
p+

√
p− 4

2

)
− b, θ

〉
y P2 =

〈
p,

(√
p+

√
p− 4

2

)
+ b, θ

〉
.

Demostración. Por el Lema 3.10 µOK = ⟨√p⟩⟨−√
p−

√
p− 4−1⟩2 y el Corolario 3.17,

tenemos
√
pOK =

〈
p,

(√
p+

√
p− 4

2

)
− b

〉〈
p,

(√
p+

√
p− 4

2

)
+ b

〉
,

entonces por la Proposición 1.67, con t = θ y h = 2, se cumple〈
p,

(√
p+

√
p− 4

2

)
− b

〉
OL =

〈
p,

(√
p+

√
p− 4

2

)
− b, θ

〉2
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y 〈
p,

(√
p+

√
p− 4

2

)
+ b

〉
OL =

〈
p,

(√
p+

√
p− 4

2

)
+ b, θ

〉2

,

con
〈
p,

(√
p+

√
p− 4

2

)
− b, θ

〉
y
〈
p,

(√
p+

√
p− 4

2

)
+ b, θ

〉
ideales primos de OL.

Ası́ tenemos que

pOL =

〈
p,

(√
p+

√
p− 4

2

)
− b, θ

〉4〈
p,

(√
p+

√
p− 4

2

)
+ b, θ

〉4

.

Por tanto, por la factorización única de ideales

P1 =

〈
p,

(√
p+

√
p− 4

2

)
− b, θ

〉
y P2 =

〈
p,

(√
p+

√
p− 4

2

)
+ b, θ

〉
.

□
En los próximos dos teoremas resumimos la factorización de los primos racionales

ramificados en OL

Teorema 3.54. Sea L = Q(θ) con θ =

√
−
(
3

2

√
p− 4 + 4

)
√
p− 5

2
p y p ≡ 3 (mod 4).

Entonces
(i) δL = 212(p− 4)4p6. Ver Teorema 3.33.

(ii) Si q ≥ 7 es un primo racional tal que q | p− 4, entonces

qOL =

{
⟨q, θ2 + 2⟩2⟨q, θ2 + 18⟩2 si q ≡ 5, 7 (mod 8)
⟨q, θ − a1⟩2⟨q, θ + a1⟩2⟨q, θ − a2⟩2⟨q, θ + a2⟩2 si q ≡ 1, 3 (mod 8),

donde a21 ≡ −2 (mod q) y a22 ≡ −18 (mod q). Ver Teorema 3.37.

(iii) Si 3 | p− 4 y ν =
−p+

√
p2 − 4p

2
, entonces

3OL = P2
1P2

2P2
3P2

4

donde

P1 =

〈
3,

√
p+

√
p− 4

2
+ 1, 1− θ

〉
, P2 =

〈
3,

√
p+

√
p− 4

2
+ 1, 1 + θ

〉
,

P3 =

〈
3,

√
p+

√
p− 4

2
− 1,

√
p+

√
p− 4

2
−
√
ν

〉
y

P4 =

〈
3,

√
p+

√
p− 4

2
− 1,

√
p+

√
p− 4

2
+
√
ν

〉
.

Ver Teorema 3.43.
(iv) 2OL = Q4 con Q = ⟨2, η⟩ un ideal primo de OL. Ver Teorema 3.44 (i) y Lema

3.48.
(v) pOL = P4 con P = ⟨p, θ⟩ un ideal primo de OL. Ver Teorema 3.44 (ii) y Lema

3.51.
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Teorema 3.55. Sea L = Q(θ) con θ =

√
−
(
3

2

√
p− 4 + 4

)
√
p− 5

2
p y p ≡ 1 (mod 4).

Entonces
(i) δL = (p− 4)4p6. Ver Teorema 3.33.

(ii) Si q ≥ 7 es un primo racional tal que q | p− 4, entonces

qOL =

{
⟨q, θ2 + 2⟩2⟨q, θ2 + 18⟩2 si q ≡ 5, 7 (mod 8)
⟨q, θ − a1⟩2⟨q, θ + a1⟩2⟨q, θ − a2⟩2⟨q, θ + a2⟩2 si q ≡ 1, 3 (mod 8),

donde a21 ≡ −2 (mod q) y a22 ≡ −18 (mod q). Ver Teorema 3.37.

(iii) Si 3 | p− 4 y ν =
−p+

√
p2 − 4p

2
, entonces

3OL = P2
1P2

2P2
3P2

4

donde

P1 =

〈
3,

√
p+

√
p− 4

2
+ 1, 1− θ

〉
, P2 =

〈
3,

√
p+

√
p− 4

2
+ 1, 1 + θ

〉
,

P3 =

〈
3,

√
p+

√
p− 4

2
− 1,

√
p+

√
p− 4

2
−
√
ν

〉
y

P4 =

〈
3,

√
p+

√
p− 4

2
− 1,

√
p+

√
p− 4

2
+
√
ν

〉
.

Ver Teorema 3.43.
(iv) pOL = P4

1P4
2 con

P1 =

〈
p,

(√
p+

√
p− 4

2

)
− b, θ

〉
, P2 =

〈
p,

(√
p+

√
p− 4

2

)
+ b, θ

〉
ideales primos de OL y b2 ≡ −1 (mod p). Ver Teorema 3.52 y Proposición 3.53.





Conclusiones generales

Se cumplieron todos los objetivos planteados en el proyecto:

(i) Dar la factorización de cualquier primo racional q en OK cuando Gf = C4 para
f(x) = x4 + px2 + p.

(ii) Dar la ramificación (e > 1) en OL de los primos racionales q cuando Gf = D8

para f(x) = x4 + px2 + p.
(iii) Dar generadores de todos los ideales primos que aparecen en la ramificación y

factorización de los primos racionales q.

Trabajo inmediato

(i) Creemos que podemos construir extensiones cı́clicas monogénicas cuarticas con
primos de la forma p = 4 + n2 = 3k + 2. (ver Teorema 2.14).

(ii) Dar la descomposición de primos racionales no ramificados en OL en el caso
diédrico.

(iii) Encontrar una base entera para OL en donde L|Q es una extensión de Galois
diédrica de grado 8.

(iv) Encontrar una base entera de una extensión de campos de números L|K dada una
base entera de OK .
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[26] Llorente P. and Nart E. Effective determination of the decomposition of the rational primes in a cubic
field , Proceedings of the AMS, vol. 87, No. 4, April 1983.

[27] Guardia J., Montes J., Nart E. Higher Newton polygons in the computation of discriminants and prime
ideals decomposition in number fields. J. Théor. Nombres Bordx. 23, pp. 667-696, 2011.
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