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INTRODUCCION

La Teoria Cinética fue el primer intento exitoso, empezado a fines del siglo pasado,
por deducir las propiedades macroscépicas de la materia a partir de sus caracteristicas
microscépicas. Para el caso de gases diluidos se parte de la ecuacion de evolucién para
la funcién de distribucién de las moléculas del gas y de ella se obtienen las ecuaciones de
conservacién para las cantidades que se conservan localmente, tales como las densidades
de masa, de momento y de energia interna. Dentro del esquema de la Termodindmica
Irreversible Lineal (TIL) estas ecuaciones de evolucién temporal son las ecuaciones locales
de conservacién. Una caracteristica importante de ellas es que no son lineales en las
variables de estado debido al término u-V que aparece en las derivadas temporales %.
Otro punto importante es que estas ecuaciones deben complementarse con un conjunto
de ecuaciones constitutivas que nos den a los flujos termodinamicos en términos de las
variables de estado[l]. Al linealizar las ecuaciones de conservacion alrededor del equilibrio
local o global éstas quedan expresadas de una forma en la que pueden describir a una gran
cantidad de fendmenos que ocurren en los fluidos[2).

Las expresiones para las ecuaciones constitutivas pueden obtenerse, incluso a nivel de
Burnett, a partir de argumentos fenomenoldgicos[3,4,5]; sin embargo, no nos detendremos
en estas deducciones, puesto que nuestra metodologia en este trabajo estara basada en
la Teoria Cinética. Las ecuaciones constitutivas relevantes expresan al flujo de calor y al
tensor viscoso en funcién de potencias de los gradientes espaciales y derivadas temporales
de las variables de estado. Sustituyendo a las ecuaciones constitutivas hasta cierto or-
den de aproximacién en las ecuaciones de conservacion resulta en distintos conjuntos de
ecuaciones hidrodindmicas. A orden cero tenemos las ecuaciones de Euler para un fluido
ideal; a primer orden, las de Navier-Stokes; a segundo orden, las ecuaciones de Burnett.
Estas ecuaciones fueron obtenidas por primera vez en forma completa por D. Burnett en
1935 a partir de la solucién de Chapman-Enskog a la ecuacién de Boltzmann[6]. Aunque
no explicitamente deducidas, las ecuaciones de Burnett pueden obtenerse a partir del de-
sarrollo en 13 momentos de la ecuacién de Boltzmann propuesta por Grad[7,8] en 1949.
Posteriormente, en 1970, Ernst{9] encontré una nueva forma de obtener las expresiones li-
neales para las ecuaciones constitutivas hasta la aproximacion de Burnett usando el método
de proyectores de Zwanzig. Sin embargo, no fue sino hasta 1974 cuando McLennan[10]
encontré que las ecuaciones de Burnett no satisfacen las relaciones de reciprocidad de On-
sager, que son uno de los resultados mas importantes de la TIL. Poco se ha hecho por
remediar esta situacion, muy probablemente debido a que las ecuaciones de Burnett sélo
se han aplicado al estudio de la dindmica de gases enrarecidos, ademas de que algunos
autores cuestionan incluso su validez matematica[l1].

Consideramos que no es satisfactorio este estado de cosas por varias razones. La
primera es de orden practico y tiene que ver con el hecho de que las correcciones dadas por
los términos de Burnett no son del todo despreciables para varios fenémenos de interes. Por
ejemplo, en el estudio de la velocidad de propagacién de ondas sonoras de alta frecuencia en
gases enrarecidos se encuentra que la correccidn a la expresion para la velocidad del sonido
dada por los términos de Burnett es del 20%, por lo que la aproximacién hasta el orden
dado por las ecuaciones de Navier-Stokes no puede considerarse como correcta. De igual
forma, para una onda de choque unidimensional se encuentra que la velocidad de la misma
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cambia significativamente al anadir términos de Burnett, atin para nimeros de Mach bajos
(~ 1)[12]. Hay que mencionar, sin embargo, que una confirmacién experimental de estos
fenémenos esta virtualmente ausente.

La principal dificultad de los fenémenos descritos en el parrafo anterior radica en que
los flujos de calor y de momento en el régimen de Burnett tienen la misma direccién que los
flujos hidrodin&micos, lo cual hace muy dificil su mediciéon experimental. Pero si a un gas
poliatémico enrarecido se le aplica un campo magnético, se inducen componentes en los
términos de los flujos correspondientes al régimen de Burnett que no estan en la direccion
de los flujos hidrodindmicos, por lo que se pueden medir experimentalmente. Ejemplos
de estos fenémenos son el flujo de calor y el flujo de difusién viscomagnético, la torca
termomagnética (efecto Scott) y otros[13].

Los efectos producidos por la inclusién de términos de Burnett, en ciertas-circunstan-
cias, pueden dar lugar a resultados sorprendentes. Por ejemplo, si se introduce un cuerpo
calentado uniformemente a una temperatura mayor que la del fluido en el cual se intro-
duce, entonces aparecen términos en el tensor de esfuerzos que corresponden al régimen
de Burnett. Sila diferencia de temperaturas entre el fluido y el cuerpo es considerable
(digamos, 10 veres), entonces el arrastre sobre el cuerpo se vuelve negativo[14].

Recientemente también han habido trabajos tedricos y computacionales que estudian
fendémenos en el régimen de Burnett. Dentro de los primeros cabe mencionar el calculo
de coeficientes de transporte para mezclas binarias usando términos de Burnett. Para el
caso de mezclas en las que una de las especies es méas masiva que la otra, las correcciones
correspondientes al régimen de Burnett no son despreciables[15]. Los estudios computa-
cionales también refuerzan la suposicién de que las contribuciones del régimen de Burnett
no son despreciables en situaciones donde se crefa lo contrario. Simulaciones recientes que
usan dindmica molecular[16] han mostrado que la inclusién de términos correspondientes
al régimen de Burnett en las ecuaciones hidrodindmicas mejora los resultados obtenidos
para los perfiles del flujo de calor y de momento al comparar con resultados obtenidos con
simulaciones de Monte-Carlo para gases de esferas duras.

La otra razén, ésta de caracter mas fundamental, para estudiar este problema es que
las relaciones de Onsager juegan un papel muy importante en el esquema general de la
TIL. Serfa muy extrafio que de un caso particular resultara la violacién de un resultado tan
fundamental. Ademds, en un esquema general propuesto recientemente[17] se encuentra
que las relaciones de Onsager tienen validez mas alld del dominio de aplicabilidad de la
TIL, lo cual es una motivacién muy fuerte para investigar cual es el problema que existe
en el régimen de Burnett que evita que se cumplan las relaciones de Onsager.

En esta tesis se propone encontrar una solucién satisfactoria y que sea consistente
con los resultados ya existentes en la literatura sobre el tema. Concretamente, se propone
una ampliacién del espacio de variables relevantes que corresponda al régimen de Burnett
¥ que permita deducir un nuevo conjunto de ecuaciones hidrodindmicas que si satisfagan
la reciprocidad de Onsager. Este es un enfoque novedoso al problema en cuestién, ya
que, como se vera mas adelante, la mayoria de los intentos que han propuesto resolver el
problema siempre intentan redefinir las fuerzas termodindmicas que se usan para reescribir
a las ecuaciones de la hidrodindmica, pero dejando a estas tltimas intactas. Otro punto
importante que hay que resaltar es que, aunque una ampliacién del espacio de variables
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como la que proponemos ya ha sido mencionada en la literatural5], el incluir a las ecuaciones
de evolucién de las nuevas variables en la descripcidn del régimen de Burnett es una
propuesta original.

El plan de esta tesis es el siguiente. En el primer capitulo empezaremos dando una
deduccién heuristica de la ecuacién de Boltzmann, que es la ecuacién cinética que describe
a un gas monatémico diluido. A continuacién se hard un resumen de los métodos cinéticos
relevantes para obtener, a partir de la ecuacién de Boltzmann, las ecuaciones constitutivas
en el régimen de Burnett. En particular, se estudiardn los métodos de Chapman-Enskog,
de Grad y de Proyectores. Puesto que en esta etapa estamos interesados en hacer una
comparacién entre los tres métodos ya mencionados, nos concentraremos en obtener a las
ecuaciones constitutivas para el flujo de calor y el tensor viscoso. Mostraremos entonces
que los coeficientes de transporte calculados por cualquiera de los tres métodos reseniados
son los mismos. Con esto nos aseguramos que, tomando las aproximaciones adecuadas en
cada uno de los métodos usados, siempre estemos trabajando en el régimen de Burnett.
Para el método de Chapman-Enskog la aproximacion necesaria se obtiene al escribir a la
funcién de distribucién para una particula como f = f(o)(l + ¢ + ¢?). En el caso
del método de Grad la aproximacién consiste en cortar el desarrollo en los primeros 13
momentos, lo que equivale a elevar al flujo de calor y al tensor viscoso al rango de variables
independientes, y tomar después la aproximacién para tiempos hidrodindmicos (mucho
mas grandes que el tiempo libre medio) y el segundo orden en el nimero de Knudsen en
esas mismas ecuaciones. Finalmente, para el método de proyectores es necesario definir el
proyector en términos de las variables conservadas, con lo que se obtienen expresiones muy
generales (no lineales y no locales) para el flujo de calor y el tensor de presiones. Tomando
la aproximacién de tiempos hidrodindmicos se obtienen las ecuaciones constitutivas ya
obtenidas con los dos métodos anteriores.

En el segundo capitulo empezaremos dando un breve resumen de la versién de la
TIL que desarrollé Onsager en 1930 y estableceremos las relaciones de reciprocidad que se
aplican a nuestro problema en particular. Debemos notar que en nuestro caso es necesario
tomar en cuenta explicitamente las paridades de las variables involucradas. A continuacién
se reescriben a las ecuaciones de Burnett como un conjunto de flujos relacionados a un
conjunto de fuerzas termodindmicas a través de una matriz de coeficientes cinéticos que
dependen de gradientes espaciales y derivadas temporales. Siguiendo muy de cerca el
argumento original de McLennan se muestra como la parte de la matriz de coeficientes
de transporte que corresponde al régimen de Burnett no satisface los requerimientos de
simetria impuestos por las relaciones de Onsager. Finalmente se hace una resena del
ultimo intento de que tenemos noticia encaminado a resolver el problema que ahora nos
concierne[18,19]. La solucién que proponen los autores de este enfoque consiste en redefinir
a las fuerzas termodinamicas que se utilizan para obtener la matriz de coeficientes cinéticos.
Para conseguir esto, redefinen a la entropia de tal manera que las contribuciones pares e
impares en las velocidades moleculares aparezcan por separado en la definicién de esta
cantidad. Se finaliza ¢l capitulo haciendo un andlisis critico de este enfoque.

En el tercer capitulo se encuentra el resultado principal de esta tesis. Nuestra pro-
puesta se basa principalmente en los resultados del método de Grad, ya que éste establece
que, para estudiar fendmenos que se encuentran mas alld del equilibrio local, se necesita
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aumentar el niimero de variables que se toman en cuenta en la descripcion. En principio el
método de Grad permite una descripcién en términos de un nimero infinito de momentos,
hecho que se ha usado en el esquema general ya mencionado anteriormente. Sin embargo,
como estamos interesados en el estudio del régimen de Burnett, solo serd necesario tomar
los momentos relevantes para la descripcion de dicho régimen, y son precisamente los
primeros 13 momentos de la funcién de distribucién los que nos permiten obtener la des-
cripeién que necesitamos. Puesto que en el capitulo I demostramos la equivalencia con el
método de Chapman-Enskog y de Proyectores al tomar la aproximacién adecuada, entonces
consideramos que las variables relevantes son las variables conservadas junto con el flujo
de calor y el tensor viscoso. El conjunto de ecuaciones hidrodinamicas se amplia entonces
para incluir a las ecuaciones de relajamiento que obedecen las nuevas variables relevantes.
A continuacién se calcula la entropia que corresponde a estados fuera del equilibrio local a
partir de la funcién de distribucién en 13 momentos, con lo que se obtiene una expresién
equivalente a otra ya reportada en la literatura[20]. Usando este resultado se calculan
las fuerzas termodinamicas correspondientes a las nuevas variables relevantes, las cuales,
junto con las fuerzas apropiadas para las variables conservadas, nos permiten expresar al
conjunto de ecuaciones hidrodinamicas en términos de fuerzas y flujos, como ya se menciond
anteriormente. Por tltimo, se muestra que la matriz de coeficientes cinéticos resultante si
obedece las relaciones de reciprocidad de Onsager, quedando entonces resuelto el problema
inicialmente planteado.

El cuarto y ultimo capitulo esta dedicado a completar la discusién de los capitulos
precedentes discutiendo y ampliando los resultados ya obtenidos. En primer lugar se a-
naliza el intento ya antes mencionado[18] de resolver el problema de la no reciprocidad
de las ecuaciones e Burnett, resultando que la redefinicion de las fuerzas termodinamicas
antes mencionada ¢s equivalente a tomar la aproximacion de 13 momentos de Grad. De
esto se deduce que este esfuerzo va en la direccién correcta pero es incompleto, ya que
se siguen utilizando a las variables conservadas como variables relevantes, ademas de que
las ecuaciones hidrodindmicas siguen siendo las mismas que en la discusién original de
McLennan. Por tiltimo, se presenta una extensién de método de Proyectores de Ernst

para que incluya » las variables no conservadas que usamos en la discusién anterior. In-
cluyéndolas en 1.« ! finicién del proyector y aplicando éste a la ecuacidn linealizada de
Boltzmann se ol .~ un conjunto de ecuaciones que incluye a las de conservacién, junto
con las ecuacion: - relajamiento para los momentos no conservados. Estas tiltimas son
idénticas a las ol :.:las usando el método de Grad. A partir de la solucién de la ecuacién
linealizada de Bol' :.iann se obtienen también expresiones para los flujos no conservados
de orden superior :: :quellos incluidos en la descripcién. Estas expresiones son no lineales,
no locales y depei.. i fuertemente de las condiciones iniciales del problema. Su estructura
nos sugiere que pihn ser la base para la descripcién de una hidrodindmica fluctuante
apropiada para el i« simen de Burnett[2].



CAPITULO 1

La Ecuacién de Boltzmann

En este trabajo nos concentraremos en el estudio de un gas monatémico diluido. Lo
anterior nos permite suponer que la mayor parte del tiempo las moléculas del gas se mueven
como particulas libres. Ademads, la baja densidad hace que las colisiones entre particulas
ocurran mayoritariamente por pares. Este esquema nos hace ver que hay varias escalas de
tiempo asociadas al problema, a saber

a) El tiempo t. que seria el tiempo que dura una colisién (o en el que recorre una distancia
microscépica)
b) El “tiempo libre medio” 7, que es el tiempo entre colisiones, y

c) El tiempo tp;, que es el tiempo en que una particula recorre una distancia
macroscopica.

Ahora bien, la existencia de estas escalas de tiempo permite describir cualitativamente
la evolucidn del sistema en una serie de etapas bien definidas, que son

a) La etapa cinética, que es el objetivo de este trabajo, ocurre para tiempos t. <t < 7.
En esta etapa la dinamica esta dominada por los procesos rapidos. La descripcion se
realiza en términos de la ecuacion de Boltzmann, que es una ecuacién de evolucién
para la funcién de distribucién de una particula f(c,r,t). Donde f(c,r,t)dcdr nos
da la probabilidad de encontrar a una particula en el elemento de volumen dcdr
centrado en (r,c) al tiempo t. La ecuacién de Boltzmann contiene la hipétesis del
“caos molecular”, que establece que las colisiones binarias no estdn correlacionadas.

b) La etapa hidrodindmica ocurre cuando t > 7, es decir, a tiempos para los cuales ya han
ocurrido muchas colisiones. En esta etapa la evolucién del sistema estd dominada por
procesos lentos que admiten una descripcién en términos de variables macroscdpicas.
Estas son variables que no cambian en las colisiones, tales como las variables conser-
vadas p(r,t), u(r,t) y e(r,t) (densidad de masa, velocidad hidrodinamica y la densidad
de energia interna).

c¢) Finalmente, para tiempos t > tpr, el sistema alcanza el equilibrio termodindmico,

donde p # p(t), u =01y ¢ # ().

Con estos antecedentes procedemos a construir la ecuacién de Boltzmann en la si-
guiente seccidn.



§I.1 Deduccién de la Ecuacién de Boltzmanu

Nuestro propdsito serd establecer la ecuacién de evolucién de la funcién de distribucién
f(c,r,t). En general podemos escribir que

of F of
E+C-Vf+m-vcf— (at)im. (L.1)
El lado izquierdo de (I.1) cuantifica el cambio de f(c,r,t) debido a que la particula se
mueve con velocidad ¢ en presencia de una fuerza externa F (este término se le conoce
como término de arrastre). Ellado derecho nos dice cuanto cambia f debido a interacciones
entre pares de moléculas. Es aqui donde introduciremos las hipétesis mencionadas en la
seccion anterior.

El término (8f/0t)ins cuantifica el cambio en el nimero de particulas en un volumen
fase dedr debido a colisiones, el cual podemos escribir en la siguiente forma

(@ e

donde la diferencia entre el nimero de particulas que entran (+) y el que sale (=) es lo
que nos da el valor buscado. Suponiendo que las velocidades antes de la colisién de 2
particulas son c,c; y después de la colisién ¢’ ¢}, tenemos que ¢; —c =géy ¢’ — ¢} = ¢'¢,
donde ¢ = |c — ¢y, ¢’ = |c' — ]| y & & son los vectores unitarios en las direcciones
correspondientes. De la conservacion del momento y energia durante la colisién es posible
deducirque g =¢' y

dcdc;dé = dc'dcydé’. (1.3)

Si las particulas con velocidades ¢ y ¢; entran al volumen fase dedr debido a la colisidn,
entonces habra un cambio en f(e,r,t) que es

: (+)
(%) = /dc'/dc'l/dé'a(é — & ¢")g f(c,r,t)f(c),r,t) (1.4)

donde o es la seccién transversal de colision.
Por otra parte, si salen debido a la colision tenemos

(%—>(—) = /dc/dq/dé (&' — &,g)gf(c,r,t)f(cy,r,t). (I.5)

Si el potencial de interaccion entre las moléculas es esféricamente simétrico, o sélo depende
del angulo de dispersion x y de la magnitud de la velocidad relativa, por lo que

o(&¢ =& ,g)=0(& —&9g) =0(x,9) (1.6)

Sustituyendo (1.4) y (I.5) en (1.2) y usando (1.3) y (1.6) obtenemos la expresién completa
para (Jf/0t)iy, como

(%f) = I, = [den faxata gl i) - f )]
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esta ultima expresién es lo que en la literatura se conoce como el operador de colisién. Con
esto, la ecuacién de Boltzmann se escribe de la siguiente forma

A b Vit V= I ) (L7)

Es conveniente mencionar que, para poder escribir (I1.4) y (I.5), se usé la hipétesis
del “caos molecular” mencionada anteriormente. Lo que nos dice es que las velocidades
de dos particulas son estadisticamente independientes. Esto es, si tenemos una particula
con velocidad ¢ en el volumen del espacio de configuracién dr y otra con velocidad ¢’ en
el mismo elemento de volumen dr, entonces la funcién de distribucién de dos particulas
f(c,c') (omitiendo argumentos en r y t) puede factorizarse como

fle,c')dede’ = f(c)f(c')dedc'.

Es claro que esta }iuctesis es fundamental en el desarrollo de la ecuacién de Boltzmann,
puesto que en (1.1} v (1.5) deberia aparecer una funcién de distribucion de dos particulas
£l vy o, Pe, %) Fste punto se ve claramente en las deducciones de la eovicion N
Boltzmauii o pa: ti- d¢ 1 2cuacién de Liouville[21].

Por 1dltimo, es ui:pe: iunte mencionar que (1.7) no es invariante ante inversiones tempo-
rales y es posible demostrar el llamado Teorema H de Boltzmann. Aunque no entraremos
en los detalles de su demostracion, hay que mencionar que da la condicién para que el gas
alcance el estado de equilibrio. Este teorema establece que

dH
— <
dt =0

para una funcional definida como

H(t) = / drde f(c,r,t)[In f(c, r,t) — 1].

La existencia de esta desigualdad implica que los fendmenos descritos por la ecuacién de
Boltzmann son irreversibles.



§1.1.1 Ecuaciones de Transporte

Puede obtenerse un conjunto importante de ecuaciones a partir de la ecuacion de Boltz-
mann. Sea ¢(c) cualquier funcidn de las velocidades moleculares. Multiplicando (1.7) por
¢dc e integrando respecto a las velocidades nos da como resultado

/dc¢(%f-+c-Vf+—2-ch)=/dc¢](f,f). (L8)

La ecuacién (I.8) es una ecuacién de transporte para el promedio de ¢ sobre las velocidades
moleculares. Ahora, si esta funcién es tal que el lado derecho de (1.8) se anula, entonces
tenemos una ecuacién de conservacion para el promedio mencionado anteriormente. Como
J(f,f) cuantifica el cambio en la funcién de distribucién debido a las colisiones, una
funcién ¢ que anule al lado derecho de (I.8) debe ser tal que no cambie durante esas
colisiones. Estas funciones se conocen como invariantes colisionales y, para cualquier gas
monoatdmico, estas son

Para el caso ¢ = 1 la ecuacion (1.8) se transiurma

Dn
'—D-—t- + nV.-u= O,

donde
n(r,t) = /f(c,r,t)dc

es la densidad numérica y

u(r,t) = ;zTrl—,—tj /cf(c, r,t)dc

es la velocidad hidrodinamica. Definiendo la densidad de masa como p = nm obtenemos

Dp

que es la ecuacién de conservacién de la masa en hidrodindmica clasica. Con ¢ = me
obtenemos la ecuacién de balance de momento

Du
VP - “—J)=0.
P p<F Dt) 0 (1.10)

P es el tensor de presiones que estd definido en términos de la velocidad peculiar C = ¢ —u
como

P = /dcf(c, r,t)mCC. (I.11)
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Este tensor puede separarse en una parte diagonal, proporcional al tensor unitario i y que
va a identificarse con la presion hidrostatica p, y en una parte sin traza P conocida como
el tensor viscoso, de manera que

P=pU+P.

El superindice (o) sobre un tensor indica que no tiene traza.
Finalmente, cuando ¢ = %mC2 se obtiene la ecuacion de balance de la energia interna

E, que se escribe como

D(nFE)

Di +nEV-u+V-q+ P:Vu=0, (1.12)

siendo q el flujo de calor

= /dcf(c,r,t)(%mc2 — gKBT).C

+ el caso de un gas diluido, podemos definir a la temperatura local como
1 ., 3 .
def(e, r,t)ﬁmC = EKBn(r,t)T(r,t) = n(r,t)E(r,1). (1.13)

Observemos que las ecuaciones (1.9), (I1.10) y (1.12) estan expresadas en funcién de
variables macroscopicas que son relevantes durante la etapa hidrodinamica mencionada al
principio de este capitulo. Estas ecuaciones también se pueden obtener de una descripcion
fenomenoldgica de un fluido que no esta en su estado de equilibrio. Podemos entonces
considerarlas como otra manifestacion de la irreversibilidad que ya presenta la ecuacidn de
Boltzmann.

Si regresamos a la expresion de la funcional H de Boltzmann y a la desigualdad que
obedece, podemos deducir la expresion de la Maxwelliana local, que es una solucién de la
parte homogenea de la ecuacién de Boltzmann J(f(®), f(°)) = 0 para estados de equilibrio
cuando T, n son constantes con u = 0, y de equilibrio local si son las variables locales
correspondientes. Esta funcién es

3/2
(0) £ = n(r.t m —} 72 (c—u)’
fe,r,t) = nr, )<27TKBT(r,t)) ¢ ’

donde Kpg es la constante de Boltzmann. Es claro que ella nos conduce a la igualdad
en el teorema H, ya que In f(9 estd formada por las funciones que son invariantes en una
colisién. La funcidn de distribucién Maxwelliana local es la base de los métodos de solucién
de la ecuacién cinética de Boltzmann que a continuacién estudiaremos.



§1.2 El1 Método de Solucién de Chapman-Enskog

El método de solucién mas empleado en la literatura es el de Chapman-Enskog. Este
método para resolver la ecuacién de Boltzmann consiste en tomar aproximaciones sucesivas
a la funcién de distribucién f(c,r,t). Esto es, se buscan soluciones especiales de la forma

f=f(0)+f(1)+f(2)+"'
= fO(1 4+ ¢ 4@ 4...), (L.14)

donde f(® es la Maxwelliana local, mientras que las funciones ¢{”) miden la desviacién del
sistema respecto del estado de equilibrio local. Ademas, estamos suponiendo que la serie
(1.14) converge uniformemente.

Aparte de la hipétesis anterior, este método supone que f(c,r,t) depende del tiempo
tinicamente a través de los 5 primeros momentos (la densidad n(r,t), las componentes de
la velocidad hidrodindmica u(r,t) y la densidad de energia interna (r,t) = n(r,t)E(r,t))
y de sus gradientes, o sea

f(e,r,t) = f(c.rin(r,t),u(r,t),e(r,t); Vn,Vu, Ve,. .. ) (1.15)
Para que esta hipdtesis sea valida -+ ‘ecesario trabajar dentro del régimen hidrodinamico
(tiempos mucho m4és grandes que 1 © mpo entre colisiones) y con gradientes pequefios en
fae vaoiables n, uy 2.

Si la serie (1.14) se toma basin : ' :e obtienen las ecuaciones de Euler; hasta f(1),
las ecuaciones de Navier-Stokes; y hasta f(?) tenemos las ecuaciones de Burnett. Para
nuestro caso de un gas diluido, la aproximacién f(? deberia poder mejorar la descripcién
de fenémenos en los que los gradientes no son pequeiios, tales como ondas de choque.
Esta hipdtesis parece estar corroborada por simulaciones recientes donde se usa dindmica
molecular(16].

Hacemos notar que las ecuaciones de transporte asociadas a las variables conservadas
son las mismas que las obtenidas en la seccion anterior. A su vez, las contribuciones al flujo
de calor y al tensor viscoso en los diferentes 6rdenes de aproximacion pueden escribirse

como 1 5
q = /dcf<‘>(§rnc*2 - -2-K3T>C

P = / defmcCC
Ahora bien, la solucién a orden cero nos da, para el flujo de calor,
q(o) = 0.
Por otra parte, para el tensor de presiones se tiene que
PO = pU,

es decir, se reduce a la presién hidrostdtica y el tensor viscoso se anula, con lo cual com-
probamos que tenemos un fluido de Euler, pues no hay disipacién. Si se hace el cdlculo
explicitamente se encuentra que

p(r,t) = n(r,t)KgT(r,t),

siendo ésta la ecuacién local del gas ideal, como era de esperarse.
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§1.2.1 La Aproximacién a Primer Orden (Navier-Stokes)

El primer orden en el método de Chapman-Enskog se obtiene al sustituir
f=f00+¢")

en la ecuacién de Boltzmann (I.7). Esta se linealiza con respecto a ¢(1) que est4 definida
por f() = (@41 dando por resultado la ecuacién linalizada de Boltzmann que se escribe

como

F

m

af®

5 e VO 4 = VO = n?1(4M), (1.16)

donde I(¢())) se conoce en la literatura como el operador de colisién linealizado de Boltz-
mann y que, para cualquier funcién ¢{7(c), esté definido por

n?I(¢") = —f(c) /dm/dx 970 (en)[d V() + 80 (ch) = 67(c) — ¢V (e1)).

Podemos reescribir a la ecuacién (1.16) en términos de la velocided pecnliar C como

(0) .
D(gt +CViO+ (F N Pz%)'vcf“” — (Vef?) C:vu = -pf1g®)  (117)
donde D a
0 _ Y .
Dt = Ot +u-v

es la primera aproximacién al operador de derivada hidrodindmica -l%(: O+ u- V)
Cuando se sustituye la funcién de distribucién Maxwelliana local, la ecuacién (1.17) puede
escribirse en la siguiente forma

c? s :
—fm){ (27.?(BT - §>C VinT KTZTCC:VU} = I (118)

De la teoria de ecuaciones integrales podemos ver que la solucién a esta ltima ecuacién
va a depender de los gradientes de las variables conservadas y de funciones de la velocidad
peculiar.

La solucién de (1.18) tiene la forma

m
m % . mc? QKBT %
— 2KgT —_— . :
(27rKBT> e  *Kp {( ) = VT+2B.Vu} (1.19)

A = A(v)v y B = vvB(v)

] 9KgT\ *
f :—;f(o){(—\i—> A~V1nT+23:Vu}
A

donde

- 11 -



1

m 2
) C y de la temperatura T.

2KgT
Con la forma de (I.19) podemos calcular la expresién general para la primera aproxi-
macién a q y a P. Para el caso del flujo de calor tenemos que

qV = /dcf“)( mC? — §KBT)C

Sustituyendo el valor de f() dado por (I.19) se obtiene que

son funciones de la velocidad adimensional v = (

q [A AVT, (1.20)

donde se ha usado la definicion de “paréntesis de colisién” para dos funciones cualesquiera
de la velocidad molecular, r y ¢

[6,9] = /dc¢1(¢)-

De esta mane: -, st
2K %T

3m

A=

(A, A],

podemos escribir al flujo de calor a primer orden en términos del coeficiente de conduc-
tividad térmica A, con lo cual se tiene que

qV = - \VT. (1.21)
Por otra parte, en la aproximacion a orden cero vimos que P(® = 0. Por lo tanto
PO =PO v is0

Entonces la primera aproximacion P al tensor viscoso se obtiene de forma semejante a
q), pero ahora sustituyendo (1.19) en

PO = /dcf(1>mc°c,

dando como resultado

° 4 °
P = -z KpT(B,BJe. (1.22)
Aqui se ha introducido la notacién
o 1 ].
Eap = §(V0uﬂ + Vsua) — géagvcue

para el tensor de rapidez de deformacién cortante y estamos tomando la convencién de
suma sobre los indices repetidos. Si definimos a

2
o= EKBT[B, B]
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como la viscosidad cortante, podemos escribir la ecuacién (1.22) como
PO = _2,€. (1.23)

Nétese que para un gas diluido la viscosidad volumétrica es cero.
Las cantidades A y B pueden calcularse a partir de un desarrollo en polinomios de

Sonine S,(,?)(x) [4]. Esto es,

o0
A=Ay =Y SP (v (1.24)
2
p=1
oo
B =Bu)vw =Y SPV(w)vv. (1.25)
p=1 ?
La primera aproximacion (p = 1) da como resua' ' las siguientes expresiones
KT N g
A= oot ‘v . B = ——Vv,
2KgT \ Yy KgT

las cuales, si se vuelven a escribir en funcién de C y las sustituimos en (1.19), nos dan otra
expresién para f(1)

f = A(C)C-VT + B'(C)CC:Vu (1.26)
donde
o m 2 3u mC? 5\ _ mc?
A0) = - (sz,_;T) 2K pT? (2KBT 2)" ?
-

2
' - m > pm -—5’}'}-‘227
B(©) = (27rKBT> (KpT)32-

Es importante notar que las expresiones obtenidas para el tensor viscoso y el flujo de
calor corresponden a las ecuaciones constitutivas de Navier-Newton y Fourier respectiva-
mente, donde ademas tenemos una expresién para calcular a los coeficientes de transporte
ity A en términos de las caracteristicas de la interaccién entre particulas durante la colisiéon.
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§1.2.2 La Aproximacién de Segundo Orden (Burnett)
El siguiente orden en el desarrollo de Chapman-Enskog se obtiene al sustituir
f= f(0) + f(l) + f(2)

en la ecuacién de Boltzmann, resultando una ecuacién para ¢(2) (recordar que f(?) =
f©4(2)) que se escribe como

Blf(o) aof(l)

5 + 5 +¢- VW4 F.v 5O - J(f(l)’ f(l)) — —n2[(¢(2)).
Al sustituir f(© y f(U esta dltima ecuacién puede ponerse en la forma
. 1
—n?I(¢?) = f(O)(_CT - 1)(?‘1):Vu +V-qM)+ ;A’Vp VT
o oA’ 0A’
- =fOcv.PM - Z(v. (T— C? C-VT
o 2w (155 + 0?55 ) (€ V)
D\VT 2 0B’ o
+ A'C- ( Dt (Vu)- (VT)) + —a—c—z(CC.é')((J-Vp)

2 . .
+ 2pCvp)é ¢ mo e B
p

oB' o
aT ~ 2ac?
~ J(B'CC:£, A, C,-VT)

—g(v.u)(T-@- 298 )(CC£)+B’CC (DS :, )

)(cc £)(C-VT) — J(A'C- VT, B,C,C;:£)

orT ac? Dt

2 9A'
+ A'CC:V(VT) + = S 5¢ CCVPVT

+ 57 'C,-VT)

6B, o -3 o o
donde A’ = A'(C), A} = A'(Cy), B' = B'(C) y By = B'(Cy).
La segunda aproximacién al flujo de calor, q(?), se calcula a partir de (1.27), ya que

q? = /dcﬂ”(%mCZ - gKBT>C

. 1/2 .
— p(2—11£> /dc AI(¢(2))

m

El resultado final es

2 2 2
@ _g X (v.u)\vT 18, Do(VT) _ : ol £
q vV WVT b T (V) VT ) 46,5 (Vp) &
2 2
7 ° 3u o
0y—V-E+ 05— .
+ 6, p + 65 T (VT)-€ (1.28)
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Los coeficientes 8y, 62, 83, 84 y 65 son cantidades adimensionales.
Para el tensor viscoso P hacemos una transformacién semejante a la anterior

P = /dcf(z)mCoC

P /dc BI(4?)

con la que se obtiene

D s 1 =
[ — #2 A u ey
—VpVT —VTVT —£-& 1.29
+w4ppTVp +w5pT2V + we » (1.29)

Se ha introducido la notacién W (siendo W un tensor) para denotar
— 1
Wap = 5(Wap + Wpa).

Al igual que en el caso anteror, wy, we, w3, wy, ws ¥y we son cantidades adimensionales.

Para finalizar, recordemas yie, a lo largo de este trabajo, trabajaremos con ecuaciones
nwesles, por lo gue no usaremos las expresiones completas para q y P. Si eliminamos
términos cuadraticos y superiores en los gradientes de las variables involucradas en (1.28)
y (1.29), obtenemos

2 gy T
2 g, 2 _" "~ Ll 1.
q 2 T 5 +94 "y (1.30)
y
y \
@ _ KO R
PO =, 5 +w3pTVVT, (L31)

mientras que las expresiones completas para el tensor viscoso P =P0) 4 P@) y el flujo de
calor q = ") 4+ q® toman la forma

o

P =—2uf + e VVT + £ox %? (1.32)
= ~AVT + xceV-€ +1cE aZtT (1.33)
donde
YeE = 3;—;,, ce = 2% (1.34a,b)
XCE = 3§, YCE = %% (1.35a,b)

En estas expresiones hemos sustituido los valores que reporta Chapman & Cowling [6]
(Sec. 15.4 y 15.41) para los factores numéricos involucrados en (1.28) y (1.29)

45
E‘a
Las ecuaciones (1.32) y (1.33) corresponden a las ecuaciones constitutivas de Burnett li-
nealizadas.

wp = 2, w3 =3, 02 = 04 = 3.
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§1.3 El Método de Grad

Otro método que existe en la literatura para resolver la ecuacién de Boltzmann es el
método de Grad[7,8]. Este intenta encontrar soluciones generales a la ecuacién de Boltz-
mann desarrollando la funcién de distribucién en términos de un conjunto completo de
funciones ortonormales. Este conjunto de funciones depende de la variable adimensional

1/2
v = ( KmT> C y toma como funcién de peso a la Maxwelliana local. Los primeros
B

polinomios son
H® =1
(1)
H' = V;
(2) _ oy 8
Hij = v;v; — ;
(3)
Hijk = VUV — (v,‘éjk + Uj6ik + 'Uk(sij).
donde el superindice indica el orden tensorial del polinomio correspondiente. Los siguientes
pueden obtenerse de una férmula recursiva general[19,20]. Estos polinomios se conocen
como los polinomios tensoriales de Hermite. Debido a su c..racter tensorial, los coeficientes
en el desarrollo tendran que ser fin~"m=c * <o "l del mismo orden que el polinomio
correspondiente. Teuiendo en cuenta lo dicho anterici.aente. podemos escribir el desarrollo
de la funcién de distribuciéon como

fle,r.t) = fO(c,r,1) i %a(')(r, t)H ) (c). (1.36)
=0

Los coeficientes a'” se conocen como los momentos de Grad. Estdn relacionados con
promedios de la funcién de distribucién y, en general, son combinaciones de variables
fisicas.

Aunque la serie (I.36) es en principio infinita, se tiene que cortar para poder obtener
una expresion manejable. Todavia es un problema abierto el encontrar un criterio general
para cortar la serie y obtener con ello una cierta descripcion fenomenoldgica, por lo que
en lo sucesivo usaremos la aproximacion de 13 momentos. Esta consiste en tomar la serie
hasta a(®) y despreciar los momentos de orden superior; esto hace que la descripcién sea
equivalente a la encontrada por el método de Chapman-Enskog.

De las propiedades de ortogonalidad de los polinomios de Hermite obtenemos que

al® =1 y aW =g.

Los siguientes coeficientes son

©

o = B
L% N

p
(3) _ =(3)

2
a;ik = Qijp — E(Qi‘sjk + ¢;0ik + qibij).

En la aproximaciéon de 13 momentos an,)c =0y a™ =0 para n > 4. De aqui puede verse

que la funcién de distribucién correspondiente a esta aproximacién dependerd del tensor
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viscoso P y del flujo de calor q. Entonces podemos decir que estos son los momentos

relevantes para la descripcidn del estado del fluido.
La funcién de distribucién para la aproximacion de 13 momentos es

2
— f(0) m_scEcy 2 M mC” 5\, ¢ 13
F=f 1 o gpr e 5pKBT(2KBT 3 )% - (18D

Observemos que ahora P y q son variables independientes, por lo que debemos encontrar
las ecuaciones de movimiento que obedecen estos momentos, para lo cual podemos seguir
dos caminos. El mas general consiste en sustituir (I1.36) en la ecuacién de Boltzmann
directamente. Este procedimiento conduce a un conjunto infinito de ecuaciones para los
coeficientes a™. El otro camino consiste en usar el mismo procedimiento que en [1.2
para obtener las ecuaciones de transporte, solo que ahora usaremos las funciones mCC y

2
<m20 — §K BT) C en la ecuacién (1.8). Siguiendo este camino tenemos entonces que
: . (Of .
‘ demCC £ +c¢-Vf) = [demCCJ(f, f) (1.38)
oy
| de }mCz« §KBT C 8f+ -Vf /dc —mC? —?-KBT CJ(f,f),(1.39)
J 2 2 ot 2

donde hemos considerado que no hay fuerzas externas actuando sobre el sistema.

El lado derecho de (1.38) y (1.39) puede ponerse en términos de los paréntesis de
colisién introducidos en 1.2.1 y de los momentos correspsmndientes. En cada caso se hace
uso de las propiedades de simetria del sistema y de las propiedades de los polinomios de
Hermite que intervienen. Esto nos da como resultado

/dc TTLCQCJ(f, f) = —§nQ(2’2)’FB’

/dc(%mcz - %KBT)CJ(f, f)= ~—lgnQ(2 2)

donde Q%2 ya aparece tabulada en la literatura (ver Sec. 1.5.1 para la relacién entre
Q22 y los paréntesis de colisién [A, A] y [B, B] del método de Chapman-Enskog). El lado
izquierdo de (1.38) y (1.39) se evaltia de forma directa, aunque un tanto tediosa, usando la
forma explicita (1.37) para la funcién de distribucién en 13 momentos. El resultado es el
siguiente

P 8

T +2p(Vu) + u-VP + (V-u)P + = (v ) = SnQ(z’z)f) (1.40)
y
dq Ou KgT 4
8t+6tp+v'< 7>>+V-(uq)+q(Vu)+gq-€
2 5pK 5K 1
+3q(V~ )+ ;;BVT —-ﬁ(v:r) P+u(Vu)P———§nQ(2 2q, (1.41)
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donde ya hemos usado la aproximacién de 13 momentos y hemos expresado los momentos

de orden superior en términos de ellos.
Si a este ultimo par de ecuaciones las linealizamos (eliminando términos cuadraticos

y superiores en los momentos y sus derivadas) obtenemos

o

P . 4 8 .

5 T 2p(Vu) + g(vq) = —-gnQ(“)’P (1.42)
9, KeTg p, 0B gr_ 10 qeag, (1.43)
ot m 2m 15

o
que son ecuaciones de relajamiento para las variables P y q, respectivamente.

81.3.1 Ecuaciones Constitutivas

Una vez obtenidas las ecuaciones de evolucion para P y q, tenemos que extraer de ellas
las expresiones para el tensor viscoso y el flujo de calor de tal forma que las ecuaciones de

balance (para las variables conservadas ' /.=, en un conjunto cerrado.

Para hacer lo anterior, primero nr: 7. - al limite de tiempos hidrodinamicos (tiem-
pos prandes). Fn este cs0 I solucidi « 1a 0 macién de Boltzmann serd del tipo normal
(ec. 1.15). Para nuestro caso particulai -~ : -1y ca sustituir en el lado derecho de (1.42) y

(1.43) a P y q() respectivamente, mienu w. 4., en el lado izquierdo, hay que sustituir
los valores correspondientes al equilibrio local.
Para el caso de {(1.42) esto nos da

o 8 o
2p(Vu) = — gnQ(m)P(l).

Si ademads usamos p = nKgT (vélida en el equilibrio local), obtenemos inmediatamente

PO = —2u(Vu), (1.44)
donde 5 KnT
J Ap

es la viscosidad cortante.
Aplicando el mismo razonamiento a (1.43) resulta en

5pKB o 16
VT) = — —nQ2:2) gD

om (V)=
o bien,

qV = —\(VT), (1.46)
siendo )

75 KgT
= 32 QD (1.47)

la conductividad térmica.
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Las expresiones (1.45) y (1.47) nos permiten reescribir a las ecuaciones de evolucién
para Py q (142 y 1.43) como

o

8P o 4 R ©

5 +2p(Vu) + (V) = —%P (L.48)
dq KT ° 5pK3 5pKp
b - _2£78 1.49
Gt m VPt VT (1.49)

Antes de continuar, observemos que (1.44) y (1.46) son las relaciones constitutivas de
Navier-Newton y de Fourier, respectivamente. Puesto que (2:2) depende directamente
del potenc1al molecular, tenemos expresiones para g y A que provienen directamente de
la microscopia del sistema. Observemos ademads que P y q'V son lineales en los gra-
dientes. Recordando la forma de la solucién normal (1.15), notamos que el siguiente orden
de aproximacién a P y q involucrard a términos cuadraticos en los gradientes espaciales,
derivadas temporales o combinaciones de ambas. En nuestro caso particualr. esta apro-
ximacién se obtiene de sustituir a P y q'V en los términos que contengan l: derivada
temporal y al gradiente de estas variables en las ecua(:lones de evolucion {1.48) y (1.49).
Con este procedimiento se obtiener '~ 7 " o lomes constitabivas

. . 4N
P = —2u(Vu) + g;‘f(vv:r) + £

4 ;l,/\T o 2n )\2 ovT

2 9 2 (V) (1.50)

- il alduall v = .51
AVT + > V-(Vu) + 5pK5 01 (1.51)
O bien,
o o o 0 _o
P = —2u(Vu) + vg(VVT) + fca(Vu) (1.52)
o 0
q=-AVT+ xgV:(Vu) + 1 5¥VT (1.53)
siendo
2
PG = %M, g€ 20 (1.54a,b)
b P
4 AT 2 mA?
- = S 1.55a,b
XG 5 D > TG 5])[{3 ( 5&, )

los coeficientes de transporte en el régimen de Burnett. Aunque aparentemente estas
expresiones para los coeficientes de transporte no coincidan con (I.34a,b) y (1.35a,b), en
la seccién (1.5) se mostrard que si son idénticas. Asimismo se demostrara la igualdad de
estos coeficientes de transporte con los que obtendremos a continuacién usando el método
de operadores de proyeccién.
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§1.4 Operadores de Proyeccién

La ecuacién linealizada de Boltzmann puede resolverse de manera formal por medio del uso
de los operadores de proyeccién[9]. Estos operadores actdan sobre una funcién arbitraria
de las velocidades, proyectdndola en un espacio subtendido por los invariantes colisionales.
La idea central es la de proyectar la ecuacion linealizada de Boltzmann en este espacio,

con .o cual se vuelve muy facil resolver la ecuacion proyectada.
A diferencia del método de Chapman-Enskog, la linealizac.én de la ecuacién de Boltz-
mann se hace alrededor del equilibrio total, y no del equilibrio local. La distribucion

Maxwelliana es entonces )
f m 3/ - 21:'“1;"
0 = no ——-;————' e Bfo
21 K BT()

donde ng y Ty denotan densidad numérica y temperatura en el equilibrio termodinamico.
La funcién de distribucién toma la forma

f=Ffo(1+¢) (1.56)

siendo ¢(c, r,t) una func: Sn que cuantifica la desviacion de f del equilibrio termodinamico.
AdemAs, Ta velocidas eculiar serd idéntica a la velocidad molecular, i.e. C = c.

Susiiayendo (1.764) en a ecuacion de Boltzmann resulta que la ecuacion linealizada a
resolver es
o¢ +L¢é=0 (1.57)
E , .
donde se ha definido el operador
L =¢V +nyQ2

con la ayuda del operador de colisién linealizado ng§2 que, en este caso, se escribe como

nolp = — /dcl/dx 9o (x; 9)fo(e1)[d(c") + ¢(c}) — ¢(c) — #(c1))-

Como el objetivo es proyectar a (I.57) en el espacio subtendido por

a = lc 77102 1 158
= (1e (55 ) —1): (L.58)

entonces ¢ nos permite definir el promedio

(@6 = - [de fo(epéle)a(e) (1.59)

de la cantidad microscépica a(c), que cuantifica la desviacién de su valor promedio en
equilibrio termodinamico. En particular, para cada una de las componentes de a obtenemos

"= t1,9)
u = (C’ ¢)

6T mc?
= - - 17 ¢
T() 3I\BT0



En estas expresiones én y 6T denotan las desviaciones de n y T con respecto a sus valores
en equilibrio, i.e. n(r,t) =ng+6ny T(r,t) =Ty + oT.

A continuacién definimos el operador de proyeccién que vamos a usar. Con la ayuda
de las variables a, el proyector P aplicado a una funcién arbitraria ¥(c) toma la forma

Py = Z(anai)_lai(l?)(amﬁ)

3 mc? mc? m
—(1,4) + ’z‘(stTo - 1)<3KBTO - 1,¢> tpeley) (060

Este proyector satisface las siguientes propiedades
a) Pa; =g
b) P2=P
&) (6, P8) = (6, P¥) ¥V ¥(c) ¥ é(c)
Es necesario hacer notar iue la ¢ondicién b) implica la existencia de P, = 1 — P,
siendo este un operador de proyecciét . . lementario a P y que proyecta a ¥(c) en un
espacio ortogonal al hidrodinamico.

§1.4.1 Solucién de la Ecuacién Li. - ' . !s« de Boltzmann

Para resolver (1.57) usando el método de proyectores es necesario separar a ¢ en dos partes,
¢ = dun+ A¢

tales que

P¢ = ¢y

es la parte proyectada en el espacio de variables conservadas y
P ¢=A¢

corresponde a la proyeccidn en el espacio ortogonal.
A continuacion vamos a determinar las ecuaciones de movimiento para las funciones
én y A¢. Para hacer esto aplicamos a la ecnacién (1.57) P y P, , de lo cual se obtienen

(z% n PL) b = —PLAS (161)
(% s plLP.L) A¢=—PLLéy. (162)

Puesto que P proyecta a ¢ en el espacio subtendido por el conjunto de los invariantes coli-
sionales, entonces (I1.61) representa a las ecuaciones de conservacién. Por otro lado, como
P, proyecta a ¢ en el complemento del espacio hidrodindmico, entonces (1.62) representa
a las ecuaciones de evolucién de los momentos restantes, tales como el flujo de calor y el
tensor viscoso.
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Usando la transformada de Fourier, la solucién de la ecuacién (1.62) puede escribirse

en la siguiente forma
. t .
Ad(t) = e 'L AG(0) — / dre "L Py Lgn(t — 1), (1.63)
0

donde A
L=P,LP,.

Cuando este resultado se sustituye en la ecuacion (1.61), se obtiene una ecuacién para ¢y.
Sin embargo, para obtener las ecuaciones de conservacion y las ecuaciones constitutivas,
sélo es necesario calcular P; L¢y, como se vera mas adelante. Usando las definiciones de
én, L y P, junto con las propiedades de los operadores de proyeccién, se puede mostrar
que

1 1
= ——J.V§ v 1.64
P, Léy KpT? VT + Py reaA (1.64)
siendo 1 5
J — (—2-ch _ aKBTO)c y I = mcoc (1653, b)

los flujos microscépicos que daran origen al flujo de calor y al tensor viscoso, respectiva-
mente.

§1.4.2 Ecuaciones de Conservacion

Como ya se habia mencionado anteriormente, la ecuacién (1.61) representa a las ecuaciones
hidrodindmicas (de conscrvacion). Tomando el producto interior con cada uno de los ejes
del espacio en el que es valida obtenemos las ecuaciones deseadas. Esto es, haciendo

Oi{a;, ¢n) + {(ai, PL¢y) = —(a;, PLA@),

a= (no,nomc, ng (%mc2 - gI&'BT(,))

donde

nos da como resultado

dén
nom%? = —Vép—~V.-P (1.67)

3 06T
—2‘710]‘;’3—67 = —‘TIV()]\’BT()V'U — Vq, (168)

siendo ép = énK Ty +noKpéT la desviacién de la presién local con respecto al equilibrio,
P y q el tensor viscoso y el flujo de calor, respectivamente. En nuestro caso

[

P =no(I,Ad) (1.69)
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= no(J, Ag) (1.70)

Las expresiones para P y q se obtienen al sustituir (I1.63), que es precisamente
la ecuacién que describe la evolucién de los momentos no contenidos en el espacio

hidrodindmico, en (1.69) y (1.70) obteniéndose

- L rL T _
KBT /dr J)-VéT(r,t — 1)

t

"o /dr (I,e""LI):Vu(r,t - 1)+ Rp(t) (L71)

"~ KT,
y
q I /d' (J, (’_TLJ> V6T (r,t — 1)
" KpT?
t
n i
- KBOTO /dr (3,6 TET):Vu(r,t — 7) + Ry(t) (1.72)
donde
Rp=no(Z,e ' LAH0)) v  Rq=no(J,e FA¢(0)) (1.73a, b)

contienen a las condiciones iniciales del problema. Como puede verse, estas expresiones
para el tensor viscoso y el flujo de calor tienen un caracter no local, no instantaneo y que
depende de la distribucién inicial a través de (1.73a,b). Aunque ésta es la solucién formal
del problema, lo que nos interesa es comparar este resultado con los obtenidos a través
de los métodos de Chapman-Enskog y Grad. Esto se logra tomando la aproximacion de
tiempos hidrodindmicos (7 < t) en las expresiones (1.71) y (1.72) como a continuacién se
muestra.
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§1.4.3 La Solucién Normal

Una solucién de la ecuacién de Boltzmann que no dependa explicitamente de las condiciones
iniciales ni del tiempo se conoce como una solucién normal. Esta condicién es equivalente
a la que se usé en el método de Chapman-Enskog, por lo que la solucién normal es valida
dentro de régimen hidrodindamico. Para trabajar en este régimen, primero necesitamos
modificar el operador e™tL, ya que ést~ contiene la dindmica del problema. Como primer
paso reescribimos a L como

.l';J =P,¢c-VP, + P noQQP;

y notamos que el operador e 'L nos sirve para calcular cantidades del tipo (,etLy). Si
desarrollamos la exponencial en serie de potencias vemos que las cantidades que debemos
evaluar son de la forma (b, (Pyc- VP + PingQP,)x). Si en el segundo sumando de esta
ultima expresién sustituimos P, = 1 — P y usamos la definicién (1.60) del proyector P
obtenemos

<¢’PJ’nOQP-L’X) = (1/), n-:ar, ")

Esta ultima igualdad nos permite escribir al operadc: - i la forma
i - lvué. N ’)l V.‘{Vr

Ahora, si desarrollamos el operador e™tP1¢"VPL y nos quedamos con términos lineales en

los gradientes obtenemos, para e *Y que
et Tt _ye=tnelp 7P,

Aplicando la transformada de Laplace a esta tultima expresiéon y usando

1

—tnof2y __
L(—te )= ——-————-(S The)

resulta

Le™") = L(e™*"®) + L(~te™"*%)Pc-V P,

1
— —tnof2
—-L(e )— mPLC‘VPJ_
1
= L(e~tnofty — . ___Pc- —
(e ) (s +neQ)? reVEL (s + nof2)?

El dltimo paso se justifica porque el operador Pyc- VP, actia sobre funciones de la
velocidad molecular ¢ y de las coordenadas r. Entonces

L(e™b) = L(e™®) — L[(e™") P, c- VP (e ™)),

Tomando la transformada inversa de esta tiltima expresién nos da
: t
—t — — —(t—
et = emimoll _ / dre ™8P, c. VP e (7m0 (1.74)
0
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Como nofla = 0 cuando a es un invariante colisional, es claro que el primer eigenvalor de
noQ es 0. Si el eigenvalor més pequefio y no nulo es w;, entonces todos los términos de

(1.74) se comportan como

—tno2 —wy t

€ - €

Utilizando la aproximacién w ~ 771[7] (7 = tiempo libre medio), tenemos que
: —tL ~ i t/rA =0
lxglte A¢(0) lim e #(0) =0,

por lo que (1.63) toma la forma

Adn(t) = — /Oodre_’LP_,_L¢h(t —7) (1.75)

0

El imite superior se extendié a infinito porque 7 <« t. Ademas, por la misma razén que nos
levd a eliminar a Jas condiciones iniciales, Rq = R = 0, lo que coincide con la suposicioun
tie. 12 ¢xistencia de una solucién normal (después de muchas colisiones, el sistema olvida
#n ctado inicial).

PPara obtener una expresion mas sencilla de la solucién normal tenemos que desarrollar
a la ccuacién (I.75) en potencias de los gradientes y derivadas temporales, quedandonos
con los términos lineales. Para couseguir esto, sustituimos a

Py Lgn(t —7) = PLL(¢n(t) — 70,0 (1))
y a (1.74) en (1.75), con lo que obtenemos

A¢N = ~(7IOQ)-1P~LL¢h(t) + (nOQ)_L’P_LLat(ﬁh(t)
+ (n()Q)_lPJ_C'VPJ_(”()Q)—IP_LLQSh(t) (176)

Esta ultima expresion contiene todas las aproximaciones necesarias para el caso en que
T < t. Ademas, se usaron los siguientes resultados

/ dre” T = —(nef) " teTmoR ,;oz (nef2)~*
0

/ dr e = _(ngQ) e (1 4 (ng0)7Y) lgo: (neQ)~?
0
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§1.4.4 Ecuaciones Constitutivas

Las expresiones para el tensor viscoso y el flujo de calor en el limite hidrodindmico se
obtienen de sustituir a (I.76) en las ecuaciones (1.69) y (1.70). Para el caso del tensor

viscoso tenemos

f)aﬂ = nO(-[aﬂv A¢N>

1
I, ,Q_II( Vs,
KBTO< 8 5)Visue +
1

+ TL()KBTO2

—— Q721,5)0,Vsu,
nOKBTO(Iaﬂ, 5§)0tVsu

I, ,Q_]P_Lc[;P_LQ"lJ VsV.6T (I.77)
B o v

Puesto que ) es un operador isotrépico en el espacio de las velocidades, se cumple que

1 2
(IaﬂsQ_S eé) _O(I Q-_SI) <6ae6ﬂ6 + 6066ﬂ6 - _3'6036e6)
y
2
(Iaﬂ, Q—IP_L(:gPLQ_lJ,,‘,) = }j(\ < oy 'IP_LCP_LQ_IJ) (60,5657 + 6a76ﬂ6 — —ééaﬂ&&,\) .
’ /
Sustituyendo estas dos dltimas exp:o -« en (1.77) nos da como resultado
o o€
P = —2“5 + ¢pVV5T + & En (1.78)
donde pu es la viscosidad cortante expresada como
- 1o (1.79)
= 0K T '

mientras que 1, y &, son los coeficientes de transporte que corresponden a coeficientes de
Burnett y que quedan escritos en términos de los paréntesis de colisién de la forma

1 -2
1
Yo = Gaokpy (T FLePLO7) (1.81)

De igual forma sustituimos a (1.76) en (1.70) para obtener la expresién para el flujo
de calor, que es

9o = no{Ja, APN)

1 1
= Jo, Q VIV 36T + ~ L, 02
1 —_ —_
o L9, (182).
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Si ahora sustitulmos

(J-Q°0)bag

(SR

(Ja, Q7% J5) =

1 2
(JQ,Q”IP_LCﬂP_LQ-II.,&) — —6<JQ IPJ_CP_LQ ﬂ(6076ﬂ5 + 5,156/97 35,,3675)

en (1.82), obtenemos la ecuacién constitutiva para el flujo de calor

avér

q=—-AVéT + xp V- &+ Yo EYa (1.83)
siendo )
A= ——(J-Q71J 1.84
la conductividad térmica y
—(JQ'P,cP, Q7T 1.85
! (J-Q727) (1.86)

Y =5
s 3no KB T02
los coeficienies de transporte en el régimen de Burnett.

§I.5 Comparacién entre los Diferentes Métodos

Para concluir este capitulo sélo nos falta comprobar que los valores de los coeficientes de
transporte obtenidos con los tres métodos antes esbozados coinciden. Esto es importante
porque, como ya mencionabamos, las expresiones (1.34a,b) y (I.35a,b) obtenidas con el
método de Chapman-Enskog no tienen la misma forma que las expresiones (I.54a,b) y
(1.55a,b) obtenidas usando el método de Grad. Asimismo, como estan escritas en términos
del operador de proyeccién P, las expresiones (1.80,81,85,86) no parecen tener semajanza
con aquellas obtenidas usando los dos métodos ya antes mencionados.

Puesto que la integral de colisién Q(2?) ya estd tabulada en la literatura[6,21,24], la
estrategia mds prictica serd tratar de escribir a todos los coeficientes de transporte hasta
el momento obtenidos en funcion de esta cantidad, como a continuacién se muestra.
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§1.5.1 Comparacién entre los Métodos de Chapman-Enskog y Grad

Nuestro primer paso serd demostrar que la viscosidad cortante y el coeficiente de conduc-

tividad térmica son idénticos en ambos métodos.

Para el coeficiente de conductividad térmica obtenido por medio del método de

Chapman-Enskog
2K3T
3m

escribimos el paréntesis de colisién [A, A], usando (1.24), como

A=

(A, A]

[A,A] = [iaPS(%P)(vz)v,A]

o
1l
—

donde
ap = [S§(v?)v, A]

Utilizando la definicién del paréntesis de colisién encontramos que

_15 ip=1-
up:{‘ 47 s%p—l,
0, sip#1,

por lo que escribimos a (1.88) como

1
(4,A] = ~a,

Utilizando otra vez la definicién (1.24) en (1.88) obtenemos

oo
N
2 aqap = Qp,
q=1

siendo
aqp = [sgﬂ(zﬂ)v, S(%p)(v2)v]

(1.87)

(1.88)

(1.89)

(1.90)

(1.91)

(1.92)

Puesto que cantidades como (1.92) ya estan tabuladas en la literatura, tenemos que (1.91) es
un conjunto infinito de ecuaciones cuyas incégnitas son el conjunto infinito de coeficientes

aq. Para resolverla tomamos una aproximacién hasta cierto orden. Esto es, en lugar de

(1.91), resolvemos
m
DM apg = ap
q=1
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hasta el orden m de aproximacion que se deseé. Para m = 1 obtenemos la aproximacién
de més bajo orden, la cual, usando (1.89) y (1.92) se escribe como

a = —— .
‘ 4 (5 (v2)v, S (v2)v]
2 2

(1.93)

Segiin Chapman & Cowling[6] tenemos que
(557 (v)v, 55 (v?)v] = 402,
2 2
por lo que, al sustituir (1.93) en (I1.90) resulta

15\% 1
[A) A.] = ('Z) ‘49——‘(2’2).

Usando este resultado en la expresion para el coeficiente de conductividad térmica se
obtiene

_ 75 KgT
T 32mQ? 7Y
que resulta idéntica a la expresion (1.47) obtenid:: 1+ - el método de Grad.
Por un razonamiento totalmente analogo, e..c«-:iamos que el paréntesis de colisién
[B, B] que aparece en Ja expresidu p oo i ciscosiooe o ‘ante

§= gKBT[B, B

se relaciona con 222 por medio de

. /5\% 1
(B,B] = <‘2“) TCEIR

5 KgT
F= 306y

siendo esta expresién idéntica a (1.45) obtenida también usando el método de Grad.
Ahora, de las expresiones para A y u es inmediato que

lo que nos permite escribir

)= 15Kp
~ Tam #
Usando esta igualdad junto con p = nKgT, es facil mostrar que
4 pA
YeE =Yg = —!‘—,
op
2 2
bce = €a = -,
p
4 j AT
XCE = XG =
5 p
2 mA?
YCE =G = T
5 Kpp

Estas igualdades demuestran que ambos métodos dan los mismos resultados.
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§1.5.2 Comparacién entre los Métodos de Grad y de Proyectores

Para poder hacer la comparacién, primero tenemos que expresar a los coeficientes de
transporte Ap, fp, ¥p, &p, Xp ¥ Vp dados por las expresiones (1.79-81,84-86) en una forma
que no involucre directamente a los operadores de proyecciéon P. Primero hacemos notar

que (1.64)
Piloy = (=2 V6T+( Z_\ivu
LEPR =\ KpT? KTy )

es la ecuacién linealizada de Boltzmann (1.18), que en nuestro caso escribimos como

3 T
- Vu = ngQ 194
(KBTg) VeT + (KBTO) u = nofly, (1.94)

y cuya solucién tiene la forma(24]

1 1
Y =—-A-V6T + —B:Vu + a-a,
n n
siendd o-a una combinacién lineal de Y=~ v T . s lisionales.  S) osastitulicos esia

«lucidén en (1.94), usamos nofa = 0 e igualamos términos, obtenemos

1 OB = 1

-] T 1.95a. b
KpT? ’ KsTo (1952, b)

A

Sustituyendo estas ecuaciones en las expresiones para los coeficientes de transporte (I1.79-
81) y (1.84-86) nos da como resultado, para la conductividad térmica y la viscosidad
cortante,

A= %(J-A) L ou= 1_16<I"B) (1.96)

y, para el resto de los coeficientes de transporte,

_ KBTO _ KBTO

Yp = =~ (B:cA), & = Sre (B:B) (1.97a,b)
KpT¢ KpT¢
Xp = ;;00 (Ac:B), Yp = -—3%'—(A:A) (1.98a,b)

Ademds de (1.95), se hizo uso de la simetria de Q ((),Q2¢) = (¢,QY) Vé,¢) y de las
relaciones

P_LA::A Yy P_LB:B

Si recordamos que A y B pueden expresarse en términos de los polinomios de Sonine,
tenemos que la expresion de mds bajo orden (p = 1 en las ecuaciones 1.24 y 1.25) se puede
escribir en términos de las corrientes microscépicas (1.65a,b) como

A=aJd y B=a,T (1.99)
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Si sustituimos estas expresiones en (1.95a) y (1.95b) obtenemos las expresiones para ax y

a,, que son

1 (JJ) 1 (T:I)
— = .100
WEmKgz a0y Y T KpT, (T:1) (1.100)
donde los denominadores de estas ecuaciones estan relacionados por
2m
: = J-QJ). 1.101
@01 = (= ) (3-03) (1101
Sabiendo que
KpTo\® KpTy\* KpTh
(c®) = 105( B °) . {ct) = 15( B °> y ()= 3( B ")
m m m
es facil calcular, de (1.65a,b), las siguientes expresiones
:5(KpTy)?
(J-0 - SKpT)’ , (T:T) = 10(KpTo)*
2m
T 3
T3¢y = 10581 (1.102)
m
Por ltimo, {T:92T) se relaciona con la integral de colisién por medio de
(T:QT) = 4(2K Ty )2 Q> (1.103)

Haciendo uso de (I.100-1.103) podemos calcular a todos los coeficientes de transporte
en funcién de Q32 Para la viscosidad cortante tendremos

1
Hy = E(Iflg)
_ 1 (T:1)*
T 10KgT, (I:Q1)
_ 5 KgTy
T 8 Q22

= UG,

mientras que, para el flujo de calor,

A = 5(3-A)
2 m (J-J)?
T 3To(KpTh)? (T:Q)
75 K3T,
32 m$2(2,2)
= Ag.
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Para los coeficientes de transporte correspondientes al tensor viscoso tenemos

wp:

fp:

KgTy,

Brig (B:cA)

K T

B O(aua,\(l'c.]))
_KBTO 15,0  Kp
~ 5ng \ 256 m(Q(22))?

4
=_—2)

dpo #

Yg

KgT,

B:B

5no( )
_KpTho , .
= e (a#(I.I))
KT, (1000 1 \
V SN R N » g
2

Do

6G1

donde hemos usado A\cg = Ag = A y uce = pg = p, puesto que ya hemos demostrado su

igualdad ¢ los tres esquemas.

Para los coeficientes de Burnett correspondientes al flujo de calor resulta

KT}
XP_ 5TI.0 (A B)
_ KT} (1500 Kp
- 5n0 256 m(Q22))2
= ,\ T,
5P0 ig
= Xxg
y
KpT}
= A
b 3ng (A )
KBT
= L(a3(J-T))
_ABTg 13500 Kpg
© 3ng \ 2048 mTy(Q(22))2
_ 2 mi?
5 Kgpo
=G,
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con lo que se demuestra la equivalencia entre los métodos de proyectores y de Grad.
Como en cualquiera de los métodos el resultado es el mismo, podemos entonces escribir
las expresiones generales para P y q de la siguiente manera

P=—2uf +pVVT + f%tg- (1.104)
° ovT
a=-AVT+xV-L+7175=, (1.105)
donde los coeficientes de transporte estan dados por
4 p 2u?
== ’ = = 1.106a,b
s e=2 (1106a,b)
_4upT 2 mA?
X = 5 p 5 ’y = gm (1.1073, b)
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CAPITULO 1I

Violacién de las Relaciones de Onsager

En el capitulo anterior dimos una descripcién de la Teoria Cinética de gases diluidos,
que es una teoria mesoscépica de los fenémenos irreversibles que ocurren en estos sistemas.
De este esquema pudimos calcular las ecuaciones de conservacion y las ecuaciones constitu-
tivas, con los coeficientes de transporte expresados en funcion de parametros que dependen
del potencial intermolecular. Existen, sin embargo, teorias fenomenoldgicas que describen
esos mismos fenémenos y, por lo tanto, debemos encontrar de que forma se relacionan
ambos esquemas. Para hacerlo, primero haremos una exposicién de la teoria macroscépica
que usaremos de aqui en adelante. Esta se conoce como la Termodinamica Irreversible
Lineal (TIL) y aqui daremos la versién que desarrollé Onsager en 1931[25,26,27).

Como a continuacidn veremos, las relaciones de reciprocidad de Onsager van a jugar
un papel central en toda nuestra discusién, pues parece que las ecuaciones derivadas de la
microscopia del sistema no satisfacen estas relaciones macroscdpicas. Sin embargo, éstas

dependen directamente de la irvarianci- - e inversiones temporales que las ecuaciones
de movimiento de las particulas indivici: o el sistema poseén. Por eso, nuestro primer
objetivo serd entender el contenido de e . - zciones en el contexto de la Termodinamica

Lrreoraabile $aaneal,

§I1.1 Las Relaciones de Reciprocidad de Onsager

Nuestro punto de partida sera definir el estado termodinamico de un sistema fuera de
equilibrio por medio de un conjunto de variables macroscépicas extensivas e independientes,
denotadas por & = (ay, ay,...,a,). Por simplicidad supondremos que éstas son funciones
pares del tiempo. Esto es, si t — —t, entonces a;(t) = «a;(—t). Si los valores de estas
variables en el equilibrio son a?, a3, ..., a?, las desviaciones del equilibrio se escriben como
day,8as,...,6a, y cumplen con la siguiente relacion

a; = a? + ba;. (II].)
Tenemos entonces que la entropia S{a) puede expresarse como
S =S50+ AS, (I11.2)

donde Sy es la entropia de equilibrio, en la cual éa; = 0. mientras que AS es la entropia
asociada a las fluctuaciones y que se puede escribir como

AS = AS((SQ],(S&g,...,&On). (113)

A continuaciéon supondremos que las fluctuaciones alrededor del equilibrio local son
suficientemente pequefias como para desarrollar a S alrededor de Sy, de tal manera que

podemos escribir
1/ 0°*S
AS = —= —_— ba;
2 %(aaiaa)oaaléaj
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o bien, definiendo la matriz simétrica g como
1 _ [ 98*S
i = da;0a; )’

- Zgul&l daj;. (11.4)

tenemos

De esta expresion para la entropia podemos calcular las fuerzas termodindmicas, que son
las responsables de llevar al sistema a su estado de equilibrio. Estas se definen como

0AS
X;=- , IL.5
66a,- ( )
y si usamos la definicién (I1.4) para la entropia resulta
X,' = Zgi;l&aj.
J
Si despejamos a & de la ecuacién anterior tenemos
Soi =Y gi;X;. (IL6)
i

Volviendo a las fluctuaciones é«;, supondremos que las ecuaciones fenomenoldgicas
que obedecen son lineales. Esto es, son de la forma

65"" = - Z M;;6a; (1L7)

Ahora, si sustituimos (I1.6) en (I1.7) obtenemos una relacién sumamente importante

86‘" = ZL,,X,, (1L8)

donde L;; = M;;gxj. Si se definen los flujos J; producidos por las fuerzas termodindmicas
COImo ]
_ Béa,-
=
vemos que (I1.8) establece que hay una relacién lineal entre fuerzas y flujos termodinamicos.
Para completar el esquema de Onsager hay que calcular la produccién de entropia.
Para hacerlo definimos la velocidad con la cual se produce la entropia como o = AS = %5"

De acuerdo con las ecuaciones (I1.3) y (I1.5) esta cantidad se calcula de inmediato

o= Z(Z?Sy'a,- == X.J.
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Esta expresidn sera fundamental para calcular las fuerzas termodinamicas en el siguiente
capitulo.

El teorema de Onsager establece que la matriz £ que aparece en (II.8) satisface la
siguiente propiedad de simetria

Li; = L}, (11.9)

La v.lidez de esta relacién puede establecerse usando argumentos fenomenoldgicos[25],
aunque también puede darse una deduccién microscépicall,26] <n la cual se usa la paridad
de las variables a.

Ahora, jqué ocurre si también hay variables impares involucradas? Para variables
impares (i.e. fB;(—t) = —Bi(t)) el resultado (I1.9) no se altera significativamente y el
proceso de obtencién es casi idéntico al aqui mostrado, sélo que incluyendo las variables
B1,B82,...,8m. En este caso sustituimos a (I1.9) por

Ly =Ly (i=12...,n), (I1.10)
;"‘u@ — ,Ba c o

1»'“, -—-_L‘“ (1—1,2,...,71,)-—1,2,...,m) (II].].)
38 __ rBp ..

L ‘ L]x (2’] - 1,2?“-,7") (1112)

Las tres ecuaciones :iteciore : constituyen el “Teorema de Onsager™ cuando hay variables
pares e impares, simultancainente[28]. Este puede expresarse de una forma mds compacta
s1 definimos la variable 7, como

)+l st = agg
T = {—1 Si T = /Bk. (1113)

Dicho de otra manera, la matriz 7 refleja las paridades de todas las variables invlucradas
en el problema. Haciendo uso de estas variables definimos a continuacién a la matriz 7
como

T1 0 .o 0
0 T2 ... 0

T=1{. . . : . (I1.14)
0 0 ... 7Tmn

Entonces las ecuaciones (11.10-12) pueden escribirse de la forma

L = ik Lim; (11.15)

y en notacién matricial como

o (11.16)

Esta tltima ecuacion es el resultado mds importante de esta seccién, pues es precisamente
esta relacién la que no satisfacen las ecuaciones de Burnett, como a continuacién se muestra.
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§11.2 Violacién de las Relaciones de Onsager

En esta secciéon demostraremos que las ecuaciones hidrodinamicas (1.9,10,12), escritas en
la forma (II.8), violan las relaciones de reciprocidad de Onsager (II.16) si se toman las
expresiones del tensor de presiones y el vector de flujo de calor hasta la aproximacién de
Burnett. Nuestra demostracion sigue esencialmente, aunque con ligeras excepciones, €l

trabajo de McLennan(10].
Las ecuaciones de conservacién (en ausencia de fuerzas externas) son

— = —pV. I1.17
Ty = PV (I1.17)
-D—(Dﬁt@ =-nEV-u—-V.q—-P:Vu (IL.18)
Du
= _V.P I1.19
LT (IL.19)
que fueron obtenidas en el capitulo L.

Puesto que nos interesan las ecuaciones ie evol' " lineales para las fluctuaciones
de la densidad p, de la densidad de energia ¢ = nE ' cnsidad de momento p = pu,
primero tenemos que sustituir

p=po+dp , €= =

en (I1.17-19) y eliminar productos cuadriticos en las fluctuaciones, lo que nos da

0t

5 = —poV-u (11.20)
Dée

—a—ti =—hgV-u—V-q (11.21)
Jp .

£ = _-Vép-V. 11.22
5 P P (11.22)

hacemos notar que, como la velocidad hidrodinamica es nula en el equilibrio, éu = u. Como
se uso la definicién (I.13) para la energia y p = nKgT, también fue necesario introducir
las fluctuaciones definidas por

p=po+dép , n=no+én y T =Ty, +T.

Por ultimo, se usé la definicién de entalpia hy = % Do

Las ecuaciones hidrodindmicas, en la aproximacién de Burnett, se obtienen al sustituir
las expresiones (1.104) y (1.105) para P y q en (I1.20-22). Sin embargo, como nos interesa el
comportamiento de las fluctuaciones y los coeficientes de transporte estan dados en funcién
de las variables de estado, es necesario hacer algunas simplificaciones.

En las expresiones (1.104) y (1.105) para el tensor viscoso y el flujo de calor sustituimos
los valores de los cocficientes de transporte, realizamos un desarrollo alrededor del estado
de equilibrio y eliminamos términos cuadraticos o superiores en las fluctuaciones, resulta

P = —2ué + o (VVET) + 50%? (11.23)
. 3 vérT
4 = ~AVET + xoV-& 4 7, 2T) (11.24)

ot
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donde g, £, X0 ¥ Yo estdn evaluados en el equilibrio. Sustituyendo (I1.24) y usando
V(V-€) = gVZ(V-u)
en (I1.21) y, de igual manera, sustituyendo (I1.23) y usando
2V.-€ = Viu + -;-V(V-u)
V-(VVéT) = gvsz

en (I1.22) obtenemos las ecuaciones hidrodindmicas en la aproximacién de Burnett, que se
escriben como

9p _ _ 0 (I1.25)

ot
Afe a(V?6T)
at

= 7_2 .

- = —hoVu+ AV*6T — 230 V2 (V-u) = % (IL.2%)
P , 1 2
o TVePF M Vit gV(Vu) ) - oy VI

at

_ %gog_t (wu " %v(v.u)). (IL27)

Para poder escribir estas ecuaciones en la forma (I1.7) es necesario calcular las fuerzas
termodindmicas. Para no interrumpir la continuidad del argumento, sélo las usaremos,
dejando su deduccidn para el capitulo siguiente. Las fuerzas termodindmicas apropiadas
para este caso son

X, = —ép—- —X, I1.28
g poTo P Po ( )
1
X = —=$6T I1.
7 (11.29)
X, = 1 11.30
p=r7u (11.30)

Haciendo uso de las fuerzas termodindmicas (11.28-30), reescribimos a las ecuaciones (11.25-
27) como

06
_5t_p = —peTo VX, (I1.31)
o6 2 VX,
—(,;-tf = ~hoToV-Xp + AT VEX, — Sxo oV (V-Xp) YTy —5— (I1.32)
Jp . ] 1
E = _'pOTOVXp ol hQTovAe + /1,7() (VZXP + —3'V(VXP))
2 1 d ([, 1
= 3% TVIVX, — SéTom ( ViXp + sV(V-Xp) ) (1133)
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que se pueden poner en la forma matricial sugerida en la ecuacién (I1.8).

Con el objeto de probar la validez de las relaciones de Onsager es conveniente definir
las matrices £, £ y L3 de tal forma que contengan los términos de primero (Euler), se-
gundo (Navier-Stokes) y tercer orden (Burnett) en las derivadas espaciales y/o temporales,
respectivamente. Entonces tenemos que las ecuaciones (I1.31-33) se pueden escribir de la
forma

oa
haba X
5 (L1 + L2 + L3)X,
donde
0 0 poTov 0 0 0
l:] = O O hoTQv Ez = 0 —/\T(?VZ 0
poToV ToheV O 0 0 —4uToV?
0 0 0
[3 = 0 'Vng&VZ 2X0T()V2v
0 ) 02V2V 5§0T03,V2
Para cada una de estas matrices deb ¢ ~umplirse

cl-- (i=1,2,3) (11.34),

donde 7 contiene la paridad de las variables de estado. Para nuestro caso particular

1 0 0
={0 1 0 }].
0 0 -1

Para los operadores V y §, es facil demostrar que vi=_v y 6} = —0,.
Sustituyendo las expresiones de las matrices £; en la ecuacién (I1.34) es inmediato
demostrar que £, y L, satisfacen (II.34). Sin embargo, para L3 resulta que

0 100
oL VEV |10 1 0
00

O ’YQT26¢V2 ix
21/>0T2V2V 0T, V?

0 0 0 100
0 70T026¢\72 2X()T(]VZV 01 0
0 2TEV2V 2£,T,9,V? 00-1

0 3TV 3aTh@ v 0 S TVIV =56 Tod V2

0 0
(0 ‘—"')’0T()28¢v2 —-XOT()VZV)

0 0 0 10 0 0 0

0 %IV 2y Toy(v2W) | = [0 1 o o Yo T20VE 2y Ty VIV
0 0-1

0 —2yTEVIV &6 T8, V2 (

0

”)/()T 8;‘72 —§X0T0V2V .
— 2 TEV2V 280700, V?

Esta es, esencialmente, la violacién a las relaciones de Onsager que McLennan reporté en

1974 y que, en lo que queda de este trabajo, trataremos de remediar de la manera mas
satisfactoria posible.
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§11.3 El Esquema de Hubmer y Titulaer

La violacién a las relaciones de reciprocidad de Onsager, que fue explicada en la seccién
anterior, no ha sido muy discutida a fondo, aunque si mencionada, en la literatura sobre el
tema, desde que McLennan descubrié este hecho en 1974. El intento mas reciente que trata
de resolver el problema es el de Hubmer y Titulaer[18,19]. En esta seccién discutiremos
el trabajo de estos autores que, a nuestro parecer, ~s mas clara que en la presentacién
original; ello nos permitird ver en perspectiva otros enfoques a nuestro problema. Por
otra parte, estos autores arguyen que las fuerzas termodinamicas usadas por McLennan
no eran las adecuadas. La exposicion dada en esta seccién nos ayudara, posteriormente, a
comprobar que esta observacién es correcta, aunque no estemos de acuerdo con la solucion
al problema de la violacién de las relaciones de Onsager propuesta en este contexto.

§I1.3.1 Observaciones Preliminares

El sistema a estudiar serd, otra vez, un gas monatomico diluido. Sin embargo, ahora las
particulas estan sometidas a la influencia de una fuerza exte'na derivable de un potencial
®(r). En este caso la funcién de distribucion correspondiente al equilibrio local se escribe
como

v s N ~ o

S TN RIS K S A

donde e
17([-) = nge¥8To

¥y no es la densidad numérica en el equilibrio termodindmico. La funcion de distribucién
P(c,r,t) obedece entonces a la ecuacién linealizada de Boltzmann

%P- +c¢-VP+ %vq»vcp = p(r)J VP, | (11.35)

donde J) esta definido en términos del operador de colisién linealizado de Boltzmann
como JNP = n?[(P).

A continuacién se supone que la funcién de distribucién P puede expresarse como una
combinacién lineal de un conjunto (en principio infinito) de variables con paridad definida.
Estas variables deben de contener la misma informacién que P. Teniendo en cuenta estas
observaciones, elegimos como variables relevantes a los coeficientes ci(r,t) del desarrollo

P =P+ ici(r,t)z/)i(c), (11.36)

1=0

donde ¥; es un conjunto de funciones ortogonales con respecto al producto escalar

(F,G)e = /dc fo 1 (€)F(c)G(c)

esto es, cumplen con la relacién

(i, hj)e = Kibij.
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Las variables c; se obtienen al hacer el producto escalar de la funcién ; con la parte de la
funcién de distribucion que representa la desviacion del equilibrio local, P — Py. Tenemos
entonce que

cilr, ) = %w,-, P ~ Py)e. (IL.37)

Es conveniente tomar a las primeras 5 funciones 1; como los invariantes colisionales (prra
los cuales J(V4); = 0, los cuales son

2 1 3
Yo = folc) 5 23 = 'i\,—;%;cz,y,zfo(c) ; Ya = m<5m02 - ‘?:KBT0>f0(C)
(1138)

Aunque podriamos seguir escribiendo momentos de orden superior (esto es, 1; tales que
¢ > 4), no sera necesario en este momento, ya que estos autores utilizan el método de
Chapman-Enskog para resolver (11.35), lo que nos permite despreciar estos momentos
cuando estamos en la etapa hidrodinamica.

S. sustituimes el desarrollo (11.36) en la ecuacién de Boltzmann (I1.35) obtenemos un
sisterna acoplado de ecuaciones de evolucion que tienen la forma

aact‘ =Y Mijc; (11.39)

=0

donde Af;; son operadores dependientes de rdebido al término de interaccién J MP en
(11.35). Aqui hacemos notar que la ecuacién para las variables ¢; dada en (11.39) tiene la
forma de la ecuacién de relajamiento de las fluctuaciones, ec. (I1.7) de la seccién anterior.
Esto nos lleva a pensar que (11.39) puede escribirse en términos de fuerzas termodinédmicas
como en la ecuacién (I1.8), lo cual puede hacerse si sustituimos la expresién (11.36) para
la funcién de distribucidn en la funcional de entropia

SIP] = K /dr /dc Pln (%). (IL.40)

Quedandonos hasta términos cuadraticos en ¢; tenemos
1
ASP] = ~5K>p >k /dr 7~ (r)(ei(r, t))? (11.41)

Aplicando (I1.5), las fuerzas termodindmicas seran

AS®?)
X; = ~—a Se. = I&'an_l(r)c,-(r,t).

Entonces (I1.39) se reescribe de la siguiente forma

de;
"a'ct— =Y KiX;, (11.42)
)
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donde la matriz K estd definida como
Kij = (Kpk;)™ Min(r).
En analogia con (I1.8), podemos decir que la matriz K obedece a las relaciones de Onsager
KIT =7KT,

siendo 7 la matriz que contiene a las paridades de las funciones ¥; y que estd definida por
las ecuaciones (I1.13) y (I1.14).

Sin embargo, la presencia del factor de peso n(r) en la funcién de distribucién hace
conveniente utilizar una forma alternativa de la ecuacion (I1.42), la cual se obtiene facto-
rizando a 7 en esa ecuacién, dando como resultado

Bc,- r
5= Z‘ - (11.43)
J

La matriz £, definida por esta ultima ecuacion, . .+ -~ arelacién de reciprocidad
Lt =1LT, (I1.44)
donde el superindice + denota una conjugacion hermitiana con respecto al producto
(F,G), = /dr =1 F(r)G(x).

La forma (11.44) de las relaciones de reciprocidad de Onsager es la que a continuacién se
mostrara que no obedecen las ecuaciones de Burnett cuando se utilizan las variables c;
definidas anteriormente.
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§11.3.2 Violacién de las Relaciones de Onsager
Para resolver (11.35) se usard el método de Chapman-Enskog, lo que hace que, en (11.36),

sélo las variables c; tales que ¢ < 4 sean independientes, mientras que aquellas con ¢ > 4
son combinaciones lineales de las primeras. Ademads, el conjunto infinito de ecuaciones
acopladas (I11.39) queda reducido a un conjunto cerrado de la forma
Jc; 4 I
-5_{ = ZM,']'C]'. ( 145)
=0
La eleccién (11.38) de las primeras funciones ; hace que las variables c; sean fluctuaciones

de las variables conservadas (densidad numérica, velocidad hidrodinamica y temperatura
termodindmica). Podemos escribir entonces que

co(r,t) = én
é(r,t) = n(r,t)u(r,t) {11 4¢)
3
64(1‘, t) = §Knn(r, NET(r ‘I‘)
El método de Chapman-Enskog supone que la funcion de distribucidon puede escribiise
como una serie de la forma (1.14). Para indicar el orden de aproximacién en el cual

estamos trabajando, introducimos el parametro 8, el cual podria tomarse como el nimero
de Knudsen. Eun términos de 8 tenemos que

f= %f(m +FD 495 £ g2 F® 4 (1L47)

Si hacemos 6 = 1 recuperamos la serie (1.14). Para el caso de una funcién de distribucién
P(c,r,t), el desarrollo es idéntico a (I1.47). Sustituyendo este desarrollo en la ecuacién de
Boltzmann (I1.35) nos da como resultado

oP 1 1
il . - . - = (1)
+c¢VP4+ —Ve.-V . P gr;(r)J P (11.48)

La solucidn a esta ecuacién tiene la forma

4
P(c,r,t) = Py(c.r)+ Y _ci(r, t)pi(c) + h(c, 1) (I1.49)
=0
donde
hie,r,t) =Y 6*h¥(c,r,1) (11.50)
k=1

es una combinacion lineal de las ¢; con ¢ > 4 y con coeficientes que son funcionales lineales
de cp, €y c4.
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Si sustituimos la expresion (I1.49) en la ecuacién (I1.48) y a ésta la multiplicamos
escalarmente por cada uno de los primeros 5 momentos definidos en (I1.38), obtenemos
el siguiente conjunto de ecuaciones de conservacién escrito en términos de las variables

(11.46)
dc

(-]

70 _ .
ot ¢
ac KgT, 2 1 o
—8’2 = — DCO - gn-—qu i mVP (1151)
664
4 KT DV
ot B+Lo c q,
donde se ha usado la notacién simplificada
D=V+ ———}———V@
- KgTy

El tensor de presiones y el flujo e calor se definen como

Py, t; = /dc h(c,r,t)mec (1i.52a)

q(r,t) = /dc h(c, r,t)—;—mc2c (I1.52b)

Si se sustituye la serie (I1.50) en (I1.52a,b) y se van tomando términos de orden cada vez
mayor, se van obteniendo las ecuaciones de Euler, Navier-Stokes y Burnett respectiva-
mente.

Para estudiar la violacién de las relaciones de Onsager en este esquema, primero
debemos escribir a la entropia en términos de las variables conservadas. Para hacer esto,
sustituimos (I1.49) en la expresién para la entropia (I11.40). Si usamos

a= (COaE;C4)

para denotar conjuntamente a los invariantes colisionales, tenemos que, hasta segundo
orden, la entropia se escribe como

ASP(p] = —%I\'B/dr n~!(r)a(r)-G-a(r), (11.53)

de donde es inmediato obtener las fuerzas termodindmicas como

X = Kgn~!G-a (11.54)
La representacién explicita de G es
1 0 0 )2 0 0o o
G=|0 xRl 0 +6° (;;) 0 @ o0}, (11.55)
2_ 1



siendo

2
0= (7o) (42! (209 - 2DV + DU )y

KpTy

10 m 5Kpgu -2 1 -1
= - Iy v .
@ 9(K3T0)3(2 ) Gz

La viscosidad coztante es u y el coeficiente de conductividad térmica es A, mientras que
2, Y z4 son nimeros que estan relacionados a ciertas componentes de la matriz asociada
al operador nJ).

Un desarrollo hasta orden % puede obtenerse para la matriz M que aparece en la
ecuacion (11.45). De estos desarrollos en 6 para G y M puede obtenerse un desarrollo
correspondiente para la matriz £ definida por (I1.43). La relaciéon de reciprocidad de
Ounsager que debe cumplirse es (11.44), donde la matriz 7 esta definida como

En notacién matricial (11.43) se escribe de la siguiente forma

%‘% = (L 460 4 LD, (11.56)
donde
0 v 0
KpT
KplL® = 2B0 1 p ) ~KgToyV (IL5T7)
m 0 -KgT,D 0
y
0
n_tlo (E20)(lgv,v
Kpl® = = — J\gVV+V-Vu 0 (11.58)
0 0 Kalatg. vy

satisfacen los requerimentos de simetria impuestos por (11.44). El término proporcional a
6% esta dado por

L\ 2 0 Z, O
Kpl® = (L) I, 0 T (11.59)
m 0 Z, O
con
Z.=-2(1+2z)"'DD-Vy~' | I,=71} (11.60)
Io=T1—-T,~-I3-T, , ZITa=1I}+I5 47} -1} (11.61)
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donde
(KpTo)'T1 = 21+ z1)n~ ' Dy~ -DY

[ A’ -1 °
(R’BTO)—IIQ = 2(2 _____Bﬂ) (1 + ZQ)T}_ID'(VVT]_I)

2 mi
(KBTQ)—II3 = Zgn—lD‘(DVT[_I) (1162)
5/2 mi \?
=== 1 “1pD-vy L.
(KpTo)™ 14 3(51\,3#)( + z4)n~ 'DD-Vy

Los niimeros z; y z3 son andlogos a 27 y 24 definidos anteriormente.
Las relaciones de Onsager (11.44) implican que, para los elementos de la matriz (I11.59)
deberian de cumplirse las siguientes relaciones

Ib = —I:- 3 Id = —Ija
lo cual 'ente no se cumple.

Es 1o comentar que el segundo sumando en (I1.55) es el término que Hubmer y
™ lac .« 1 que contiene las contribuciones de orden cundritico en la catropia y ue
eem —u€l s en cuenta en el tratamiento original uc viclLennan. Un comentario mas
extenso 1 ... s en la seccién (IV.1). Por el momento es suficiente con darse cuenta

que la inclusién de las contribuciones cuadréticas no soluciona el problema de la violacion
de las relaciones de Onsager. Tampoco lo resuelve el incluir un potencial externo, como es
evidente.

§I1.3.3 Restauracién de la Validez de las Relaciones de Onsager

Si se examina con mas cuidado la violacion de las relaciones de Onsager que hicimos notar
en la seccién anterior, se encuentra que las contribuciones que involucran a z; y z3 no
producen problemas, mientras que aguellas con z; y 24 exhiben la violacion a las relaciones
de Onsager antes mencionada. De la definicién explicita de z; dada en la referencia[18]
se encuentra que z; y z4 dependen sdlo de las componentes pares o impares de h(c,r,t),
mientras que z, y z3 dependen de ambas componentes, pares e impares. Hubmer y Titulaer
utilizan este hecho para proponer un método de solucidon que consiste en redefinir a las
fuerzas termodinamicas, y por ende a G, de tal manera que las componentes de P(c,r,t)
con diferente paridad sean tratadas en forma separada. A continuacion se muestra cémo
se lleva a la practica esta propuesta.

La solucién sugerida por los autores antes mencionados consiste en usar como
definicion de entropia, en lugar de (11.40), la siguiente cantidad

S[P) = —;—I(B/dr/dc [P(c,r,t)+ P(—c,r,t)]In [I;Loc(lc—r—’r%)] (I1.63)

En la etapa hidrodindmica (cuando las ¢; con ¢ > 4 dejan de ser independientes) la ex-
presion anterior toma la forma

ASP[a] = ———;—A’B/dr n~(r)a(r)-G-a(r), (I11.64)
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donde ahora la nueva matriz G es

(T 0 Nz [0 00
0 0 21 0 0 @
3 (KaTo)?

Las fuerzas termodindmicas modificadas X toman ahora la forma
X = Kpn~'G-a. (11.66)
Entonces la matriz de operadores L, definida por la relacién

da 5 &
5 =Lk (1L.67)

debe de obedecer la siguiente relacion de - - «idad de Onsager
Lo (11.68)

Para ver si se cumplen estas relaciones, escribimos la forma explicita de L como un desa-
rrollo en términos del pardmetro 6. Se obtiene una expresién de la forma

L=0L9 4oL 4+ 92L®),

donde las cantidades £ y £() estdn definidas en (I1.57) y (IL.58). El término £(? se
escribe como

2 0 -I, 0O
KpL®=¢(£) =| -7, o 1.]. (11.69)
m 0 -1, 0

Las cantidades Z, y Z; fueron definidas en (I1.60), mientras que 1. y I, estan dadas por

~

Te=-Th+Th+I3~1, ; Is=-I}+1f +17 -1}, (11.70)

donde 74, ...,Z4 estin definidas en (11.62). Las relaciones de Onsager (11.44) imponen las
siguientes condiciones sobre los elementos de £(%

T, =-I ; I.=1F (11.71)
mismas que se cumplen de inmediato, dadas las definiciones (11.70).

Vemos entonces que esta redefinicidn de las fuerzas termodinamicas ha restaurado la
validez de las relaciones de Onsager, al menos para términos de orden 62.
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§I1.4 Status del Problema hasta 1988

Para concluir este capitulo es importante hacer una recapitulacion de lo que hasta el
momento hemos expuesto sobre el problema para asi poder exponer nuestra propuesta de
solucién en un contexto adecuado. Esto es, discutiremos el origen de las ecuaciones de
Burnett, su incapacidad para satisfacer las relaciones de Onrager y los intentos que ha
habido para resolver el problema. Lo anterior nos ayudarad a esclarecer cuales han sido
los enfoques que se han usado, en qué difieren y qué tienen en comun, permitiéndonos asi
exponer las razones que fundamentan nuestra propuesta del siguiente capitulo.

Aunque las ecuaciones de Burnett se conocen desde 1935[6], el descubrimiento de que
dichas ecuaciones no satisfacen las relaciones de reciprocidad de Onsager data de 1974 y
fue hecho por McLennan[10]. Este autor simplemente sefial6 este hecho e hizo notar que
se debia a efectos de “deslizamiento inicial” (initial slip) que ocurren cuando se conectan
las soluciones de las ecuaciones hidrodindmicas (vdlidas si 7 < t) con los valores iniciales
asociados a las expresiones microscopicas correspondientes. Sin embargo, no ofrecié ningun
tipo de solucién al problema que habia descubierto.

Hasta antes de 1988 no se hicieron intentos mgmﬁcatlvos por atacar este problema,
probablemente debido a que las violaci~~~ ' 7T Ousager ocurren en L4111N0s
que raramente son de importancia practica. Ademas, la vahdez misma de las cvuaciones
de Burnett no estd universalmente aceptada[ll]. Sin embargo, consideramos impuitaute
resolver este problema porque las relaciones de Onsager juegan un papel fundamental en
el marco tedrico de la Mecanica Estadistica fuera de Equilibrio, por lo que una violacion a
las mismas es un asunto teoérico de importancia.

El articulo de Hubmer y Titulaer[18] de 1988 es el intento mas reciente de solucionar
el problema y se basa, esencialmente, en la observacion hecha por McLennan sobre las
condiciones iniciales. Estos autores encontraron que este tipo de violaciones a las relaciones
de Onsager ocurren de manera general cuando se eliminan las variables rapidas de un
sistema de ecuaciones de relajacién que si obedece dichas relaciones. Esto es, el sistema
(11.39) obedece las relaciones de reciprocidad (no estd demostrado en su articulo), mientras
que (I1.45) ya no las obedecen. De aqui que su propuesta de solucién consista en hacer
uso de ciertas particularidades de los términos que violan las relaciones de reciprocidad, lo
que los lleva a separar las contribuciones pares e impares de la funcién de distribucién en
la definicion de la entropia. Con esto redefinen las fuerzas termodinamicas y obtienen una
matriz de operadores que satisface las relaciones de reciprocidad que antes violaba.

Independientemente de que estemos o no de acuerdo con la solucién arriba discutida,
mencionaremos a continuacion las diferencias y semejanzas en los enfoques de McLennan y
Hubmer y Titulaer para ver hasta donde se ha resuelto el problema. La principal diferencia
es que McLennan desprecia los efectos de un potencial externo y elige como variables
hidrodinamicas a los invariantes colisionales usuales, mientras que Hubmer y Titulaer
incluyen el potencial y eligen cono variables relevantes a un conjunto ligeramente distinto,
pero equivalente. La primera de estas diferencias es irrelevante, ya que la inclusién del
factor 7(r) en la funcién de distribucién en nada contribuye a resolver el problema de
la no-reciprocidad de las ecuaciones de Burnett. La segunda cambia la representacion
de las ecuaciones involucradas, pero tampoco es una diferencia de fondo con el enfoque
de McLennan. Mas importante es darnos cuenta que en ambos enfoques se considera
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inevitable trabajar sélo con las variables conservadas (aquellas provenientes de los inva-
riantes colisionales). Sin embargo, cuando estudiamos el método de Grad para obtener las
ecuaciones constitutivas, vimos que éste no era necesariamente el caso. En principio, es
posible trabajar con el niunero de momentos de la funcién de distribucién que se quiera;
usamos, como momentos adicionales, a P y q porque corresponden al régimen de Burnett.
Entonces no es necesario considerar la pérdida de informacion que conlleva el trabajar
s6lo con las variables conservadas como una limitacidn fundame=ztal. De hecho, en la
redefinicién de las fuerzas termodinamicas hecha por Hubmer y Titulaer va implicita esta
observacién, aunque no es obvia debido a la representaciéon que usaron.

La inclusién de los momentos arriba mencionados sera el punto de partida en el si-
guiente capitulo para construir un esquema en el cual no existe violacion de las relaciones
de Onsager en el régimen de Burnett. De una manera natural se vera que la inclusién
del tensor de presiones y el flujo de calor como momentos adicionales es el siguiente paso
después de modificar las fuerzas termodinamicas.
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CAPITULO 111

Recuperacién de la Simetria en las Relaciones de Onsager

En el capitulo anterior se planteé con toda claridad el problema que nos concierne,
asi como la propuesta mds reciente para resolverlo. Vimos que el problema de la violacién
de las relaciones de Onsager por los términos de Burnett es inherente a las ecuaciones
hidrodindmicas; sin embargo, la soluciéon propuesta por Hubmer y Titulaer no es del todo
satisfactoria, segin la discusion del final del capitulo anterior. Una razon de peso es que
involucra la modificacion de una cantidad tan fundamental como la entropia (asi como
la forma en la que la funcién de distribucion aparece en la expresiéon para calcularla),
lo que pudiese tener consecuencias todavia no exploradas en otras areas. Es por esto
que preferimos un enfoque mas sistematico, pero igualmente efectivo, para resolver este
problema usando ideas que, esencialmente, estdn contenidas en el primer capitulo de esta
tésis.

En el presente capitulo propondremos nuestra solucién al problema, que consiste en
ampliar el espacio de vasiables iel - utes. En otras palabras, tenemos que incluir en la

descripcién otras variables que 1o < las conservadas. Encontraremos que el método de
Grad. estudiado en la sece 1.3, pr,  ‘ona el marco conceptual necesario para trahajar
cusk Csie wevu enfoque. Fuesto g umentar el ntimero de variables aumeiitu.iios ei
numero de ecuaciones dinamicas con . trabajaremos, también tendremos que calcular

nuevas fuerzas termodinamicas. De paso, ésto nos permitird justificar las expresiones para
las fuerzas termodinamicas usadas en la seccién 11.2. Sin embargo, es importante men-
cionar que las nuevas fuerzas termodinamicas se calculan a partir de una expresién que
ya no corresponde estrictamente a la entropia de Clausius. Si esta cuasi-entropia, definida
por la ecuacién (I11.5), se integra sobre las coordenadas espaciales, obtenemos el negativo
de la funcional H definida en el primer capitulo. Es bien sabido que, si en esta funcional
sustituimos la expresion para la Maxwelliana local, la expresién resultante si coincide con
la entropia de equilibrio para un gas monatémico diluido. Es un punto muy controver-
tido en la literatura si la cuasi-entropia que usamos en este trabajo puede justificadamente
tomarse como una generalizacién del concepto de entropia para estados fuera de equilibrio.
Pero no puede negarse que la expresién (II1.5) para la cuasi-entropia estd perfectamente
definida a nivel cinético. Entonces nuestra hipétesis de trabajo es que, si en (IIL5) susti-
tuimos a la funcién de distribucién de 13 momentos de Grad (ecuacién 1.37), obtenemos
una expresion que puede tomarse como una entropia para el problema que estamos traba-
jando. Por lo tanto, usaremos el término “entropia” en lugar de “cuasi-entropia” en toda
nuestra discusion posterior. Finalmente, mostraremos que, con la ampliacién de variables
ya mencionada, las ecuaciones resultantes si satisfacen las relaciones de reciprocidad de
Onsager, por lo que podemos considerar el problema planteado por McLennan en 1974
como resuelto.



§II1.1 Ampliacién del Espacio de Variables

Para marcar un punto de contacto con el intento de resolver el problema resefiado en el
capitulo anterior, recordemos cual es el objetivo de la expresién para la entropia (I1.63).
En esta ecuacién se separan las componentes de la funcion de distribucién que tienen
diferente paridad, mientras que en la expresién original para la entropia (I1.40) no se toma
en cuenta este hecho. Al cambiar (11.40) por (11.83) se busca, de alguna forma, retener
la informacién que se ha perdido al tomar la aproximacién hidrodinamica. Sin embargo,
esta metodologia no es del todo clara, ademds de que estd basada en particularidades
del problema. Finalmente, como las ecuaciones hidrodindmicas son macroscopicas, se
esperaria ver algin otro efecto sobre estas ecuaciones debido a la introduccién de (I11.63),
pero no aparece. Ahora bien, de una forma sistemadtica se pueden ir introduciendo variables
adicionales al esquema original usando el método de Grad. Como ya habiamos visto, este
método se basa en expresar a la funcidon de distribucién como una serie {(en principio
infinita) de momentos. Esto es,

f(e,r,t) = fO(c,r,t) Z%a(f)(c, r,t)H M (c). (I11.1)
r=0 '

Como ya se mencioné anteriormente, los momentos a{")(r,t) son variables macroscépicas
que contienen informacién del estado molecular del fluido. Entonces las cantidades ap-
tas a ser elegidas como variables termodinamicas de estado son las variables conservadas
(densidad de masa p, velocidad hidrodinamica u y densidad de energia €) mds el conjunto
infinito de momentos a(”(r,t). Esta eleccién de variables se hace porque, de acuerdo a
(III.1), la funcion de distribucion se ha expandido alrededor del estado de equilibrio local.
Por consiguiente, podemos considerar que el estado del gas estd definido por el conjunto
de variables (p,u,¢e,alV, ... a(>).

Aunque ha habido discusién sobre la interpretacién fisica de aquellos momentos para
los cuales r > 4, este punto no nos preocupa en este trabajo, puesto que, como estamos
interesados en trabajar en el régimen de Burnett, los momentos que son relevantes en
este nivel tienen un significado fisico preciso. Recordemos que, en la aproximacion de 13
momentos,

@ _ B
ay = (I11.2a)

2
aGh = ~ £ (kdjk + ¢jdik + ki) (111.2b)

y ™) = 0 para r > 4. Es claro entonces que el flujo de calor q y el tensor de presiones P
Juegan ahora el papel de variables termodinamicas independientes. El conjunto completo
de variables relevantes es, en nuesto caso, (p, u, ¢, ’ﬁo, q).

Puesto que ahora tanto el tensor de presiones P como el flujo de calor q son variables
independientes, tenemos a continuacién que encontrar las ecuaciones que estas nuevas
variables obedecen. Esto no es problema, pues el método de Grad nos las proporciona
(Ecs 1.48 y 1.49). El hecho de que, a partir de (1.48) y (1.49) se obtengan las ecuaciones
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constitutivas validas en el régimen de Burnett (que también pueden obtenerse usando
el método de Capman-Enskog y de proyectores), nos garantiza de que al tomar como
relevantes a los momentos a(?) y a(®) estamos trabajando efectivamente en el régimen de
Burnett. Recordemos que las ecuaciones de conservacién (I1.20-22) son las que usualmente
se toman como aquellas que describenel estado del sistema que estamos trabajando. Si
ahora anadimos (1.48) y (1.49) a la descripcién, tenemos que el conjunto de ecuaciones
hidrodinamicas para el régimen de Burnett es

—a‘t— = —~p0V-u (III3a)
%éf — —hoV-u—-V-q (11L.3b)
06 o
_8;8 — _Vép—V.P (111.3¢)
dq KT, - 5 KpTp 5 Kppo
9 _ _ P2 §T — 2 .
= B0y.p_ SSBgsr_ 2SBRy (111.3d)
P 4 .
S = ~2pVu—=(Va) - l’;" (111.3¢)

Hagamos notar que, si consideramos al conjunto (p, u, £) de variables conservadas como las
variables relevantes, entonces necesitamos expresar a P y a q en funcién de esas variables
(ecs. 1.104 y 1.105), con lo que se obtiene el conjunto de ecuaciones hidrodinamicas (11.25-
I1.27) con las que trabajé originalmente McLennan.

Para ver si el conjunto de ecuaciones (IIl.a-e) satisface las relaciones de Onsager
(IL.16), tenemos que escribirlas en la forma (I1.8). Esto nos lleva a calcular las fuerzas
termodinamicas asociadas a las nuevas variables P y q, lo que haremos en las siguientes
dos secciones.
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§I11.2 Construccién de la Entropia para la Aproximacién de Burnett

Teniendo planteadas las ecuaciones hidrodindmicas para el régimen de Burnett, nuestro
siguiente paso sera calcular las fuerzas termodinamicas apropiadas. Para esto tenemos
que calcular la expresién para la densidad de entropla en el espacio amphado de vari-
ables (p,u,¢, 'P q). Sustituyendo la expresién asi obtenida en la definicién X; = g?ﬂf
obtenemos las fuerzas termodinamicas buscadas.

Recordemos la expresion para la entropia dada en el capitulo anterior, ecuacién (11.4).

Reescribiéndola ligeramente tenemos, para la densidad de entropia s = p.S,

pS = pS(0) - 3 Z 93 6€abEs, (TIL.4)

a,f=1
siendo S(0) la entropia del equilibrio local. Ahora bien, en el estado de equilibrio local
las variables conservadas p, u y € son las unicas relevantes, por lo que las fuerzas ter-
modindmicas asociadas a estas variables se pueden calcular independientemente de las
fuerzas asociadas a P y q. Es por esta razon que ese cilculo se ha dejado para la siguiente

EYd

seccion, mientras que en esta calcularemos 2 . vy Vg

Es claro de (II1.4) que la entropia fuerx “le - ilibrio ser4 una funcién cuadrética de

P y q (ﬁ'P = P v dq = q porque | v« se sousi o n el estado de equilibrio). La forma
mas facl de caqula.r esta contribucioi buad: ’,.ic; ¢+ - entropia es sustituyendo en

pS® = _Kp /dc f(lnf—1) (111.5)

la expresién de la funcién de distribucién de 13 momentos de Grad, dada en la ecuacién
(1.37). Esta puede ponerse en la forma f = @1+ X), donde X representa la desviacién
del estado de equilibrio local asociada a las variables P vy q. Al sustituir esta expresion
para la funcién de distribucion en (IIL.5) resulta

pS® = —Kp [ / de fX — % / de fX2] (111.6)

donde la forma explicita de X es

m mC?
X = ——~—————P, CiCj — —qCr | 1 — - IIL.7
2KppeTy ¥ KppeTy o k( 5KBT0) ( )
El término lineal nos da, de manera inmediata,
2 1 o m
de fX = PP+ 5 99 ) :
Jierx = i (nz s + ity e

mientras que el término cuadritico toma la forma

2
2 m 5 B o
/dc fX = <_—_—__2.KBPQTQ> /dcfP,JPkIC,C]CkC[

n ( m 2/d flac.(1 mC? 2
—_——m C (. .
K ppoTy BT 5KaT
m m mC?
-2 de fP;;C:C; - (T
<2KBP0T0> (KBpoTo> / c /by 39k C) (1 5IXBT0> (I11.9)
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Los primeros dos sumandos de esta ltima ecuacién se pueden reescribir como

2
m o o 1 o o
—_— i d C = ——P; II1.10
(srggers ) Pobu [aer0C,001= et (1110
2 2
m mC? 2 m
—_— d Cil 1 — = - ————4qiqi, 111.11
(KBpoTo) /cf[q ( 5KBT0)] 5po(ABT0)2qq ( :

mientras que, para el tercer sumando,

o mC? 2 [. o o
/dc fPijCiCj(Qka)(l — 5K3To) = {S_n; [PiijQE‘Sjk + Pijqrq;6ik + P.‘jf]ka&j]

o

9 o o o o o
+2KBT0[5 <Pij‘Iin5jk +PiijQj5ik+PiijQk6i]) +Pi;qr4ibik+Pijqeq;bik +Pijq25ij]} ~0

porque cada término es cibico en las variables consideradas.
Sustituyendo (II1.10-11) en (III.9) nos da como resultado la expresién cxphicita del
término cuadratico, que es

1 o o 2 m
/dc fX 2])0KBT0 1]Pz) + 5PO(KBT0)2q q ( )

La expresién completa de la densidad de entropia pS(?) se obtiene al sustituir los
resultados (I111.8) y (111.12; en (1I1.6), con lo cual la entropia total tiene la forma

o

1 . m
S =pS(0) — ———P;; P;; — ———=4q:4;. 111.13

La validez de esta expresién puede comprobarse de su concordancia con expresiones
analogas en la literatura[20]. Es precisamente en esta ecuacién donde hacemos uso de
nuestra hipotesis de trabajo, ya que suponemos que es una expresion valida para una en-
tropia fuera de equilibrio y que podemos usarla para calcular las fuerzas termodinamicas
correspondientes a los momentos no conservados, como se mostrara en la siguiente seccion.
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§II1.3 Las Fuerzas Termodinamicas

En esta seccién haremos el calculo de las fuerzas termodindmicas usadas para escribir
las ecuaciones (I1.31-33), as{ como las fuerzas suplementarias, correspondientes a P y
q, que seran necesarias para poner a las ecuaciones hidrodindmicas (II1.3) en la forma
(11.8). El conjunto de fuerzas termodinamicas asociadas a las variables conservadas (p, u, €)
se obtendra usando una versién ligeramente modificada del procedimiento mds comun
encontrado en la literatura[29,30,31]. Por otro lado, las fuerzas termodinamicas asociadas
al tensor viscoso y al flujo de calor se obtendrdn de la expresién (II1.13) para despties
aplicar la definicién de flujo de entropia o = — Y, X J;.

De la Mecédnica Estadistica de equilibrio sabemos que la probabilidad de una cantidad
z de tener un valor dentro del intervalo (z,z + dz) es proporcional a exp(S(z)/Kpg).
Si la entropia tiene un maéaximo en el estado de equilibrio, entonces debe cumplirse que
(85/0x)s = 0y (825/9z%)s < 0. Es necesario mencionar que estamos suponiendo que
las fluctuaciones éz son pequefias. Si expandimos a $(z) en potencias de z alrededor del
estado de equilibrio, quedan \inicamente términos cuadraticos en la expresion resultante,
que se escribe como

S(z) = S(0) - %a:z:z, (111.14)

donde a es una cunstante positiva. Como la entropia en equilibrio S(U) es tambien una
constante, podemos escribir » 1 istribucién de probabilidad de la variable z como

w(z)dz = Ae” 5T dp

La constante de normalizacién A estd dada por la condicién [w(r)dr = 1; sin embargo,
usando la expresién (111.14) y recordando que AS = S(z) — S(0) podemos reescribir esta
distribucion como A

w(z)dr = Ae ¥8 dr.

Recordemos que AS es el cambio total en la entropia del sistema. Las fluctuaciones
de las variables z, por otra parte, estan asociadas a partes muy pequeias del sistema total.
Separamos entonces al sistema en dos partes: aquella en la que ocurre la fluctuacién éz,
a la que llamaremos cuerpo, y todo el resto del sistema, que llamaremos medio. Debido a
la diferencia de tamafio entre el cuerpo y el medio, podemos considerar que las variables
termodinamicas que describen a este ultimo son las asociadas al equilibrio total, mientras
que las que describen al cuerpo son las fluctuaciones éz. El cuerpo estd entonces en un
estado fuera de equilibrio y, por lo tanto, sera necesario una cierta cantidad de trabajo R
para llevarlo de vuelta al equilibrio. Esta cantidad es de sumo interes, ya que nos permitira
calcular el cambio de entropia total como

R

AS = ——.
Ty

(111.15)

Puesto que en este momento sélo nos interesa el trabajo realizado sobre el cuerpo
debido al hecho de que no se encuentra en equilibrio, excluiremos cualquier trabajo asociado
a una expansion del sistema, pues bien podifa ser realizado por un sistema en equilibrio.
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Supondremos entonces que el volumen total del sistema permanece invariante durante todo
el proceso. Suponiendo que el cuerpo esta térmicamente aislado, el trabajo hecho sobre
él es simplemente el cambio en la energia total R = éZ. El trabajo que el medio hace
sobre el cuerpo debido a cambios en la concentracién (y que tiende a restaurar el estado
de equilibrio en el cuerpo) es —uép, siendo u el potencial quimico del medio. Si el cuerpo
ya no esté aislado térmicamente, entonces el medio absorbe una cantidad de calor igual a
—S6T para restaurar el equilibrio. Podemos entonces escribir

R =106 —-T6S — ubp (111.16)

Para introducir la densidad de momento p = pu como variable termodinamica, escribimos
£ = £ + p?/2p, donde ¢ es la energia interna. La ecuacién (I111.16) se reescribe como

R =6c —T6S — pbp — u-6p. (111.17)

Cabe mencionar que, en el equilibrio, p = 0; sin embargo, podria haber una fluctuacién
8p, por lo que tendriamos entonces una ecuacién T'ds de la forma

TdS = de — pdp — u-dy-

De aqui es inmediato ohtener las relaciones

95\ _ 1 95 @ A
(38 ) T ’ (Bp> T ’ (3p/ = (I111.18a, b, ¢)

que nos seran de mucha utilidad mds adelante. Las variables hidrodinamicas que se
eligieron como relevantes para la descripcién del estado de equilibrio local son (p, u,¢),
por lo que es conveniente expresar a 45 en (I111.17) como funcién de ellas. Desarrollando a
4S en serie de Taylor y recordando que los términos lineales se anulan al ser evaluados en
el equilibrio local podemos expresar al trabajo R en la forma

2
re-nfi(l e ral)'s| a1

Desarrollando el operador de derivadas y sustituyendo en (II1.15), nos da como resultado
la expresién para el cambio en la entropia total

S %S S

62
5 2
686 +(6)

2
AS = ~(5 )2‘9

a*s 95 0%s
§ 2—~ 6pb .
(p) + PP s +6p6~€850p

Tomando la derivada temporal y reordenando términos tenemos

%S oS RS
As_épKa 2)6p+ (a = )5 + (apap> ]
: 9?s %S o928
+6€[(ap3€>6p+ (a z>5 + (3 5 )6p]
. 025 62 828
6 by ————
" p[(5p0p>6p+ (368p>66 + (@pz>5p}- (I11.21)
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Es facil poner esta ultima expresién de la forma

as as as
= II1.2
AS = 5p(5(ap)+55(6 )+5 6(5p) | (111.22)

Si comparamos a (II1.22) con la expresidn para el flujo de entropia o = — ). J; X; deducida
en el capitulo II, identificamos inmediatamente a los flujos termodindmicos como

J,=6p , Je=ébe , Jp=6p, (I11.23a, b, ¢)

mientras que las fuerzas termodindmicas se escriben de la siguiente forma

X,,:-&(@-) . X, =~5(as) : xp:—-5<g~§>. (I.24a, b, c)

e

Las expresiones finales para las fuerzas termodinamicas se obtienen de sustituir las
derivacdas (II1.18a,b,c) en las expresiones (II1.24a,b,c) y linealizando alrededor del estado
de equilibrio. El resultado es

>
~

e =y ([11.25
u
= = I11.2
Xp = (111.26)
1 ho
X, = op — = 0T. I11.27
4 pOTO T2 ( )

Para obtener a (I11.27) se usé la identidad 6y = 1 ,6p—s6T. Estas expresiones son idénticas
a las obtenidas por McLennan.

Si ahora consideramos el espacio ampliado de variables (p, u, E,'ﬁ, q), tendremos que
calcular las fuerzas termodindmicas asociadas a P y q. Para conseguirlo usaremos la
ecuacion (IIL.13) reescrita como

1 s o m

AS® = PijPji — ———=4qiqi.
4peTy 77 5KBpoTo2qq

A continuacion procedemos de forma andloga que con el caso anterior (recordando, sin
embargo, las observaciones hechas al inicio del capitulo), por lo que derivamos respecto al
tiempo la expresion precedente, obteniéndose

OAS(z) o (?ﬂl) __ 2mg; Oqi
at - 2])0 To ot 5Kpg Po T02 ot )’

Si volvemos a comparar con la expresién para el flujo de entropfa o = — Y, X, J;, identifi-
camos a los flujos termodinamicos como

0}3,'4 é)q,-
=g ¥ =



mientras que las fuerzas termodinamicas correspondientes son

13" ' 2mq,

= X, = — I11.2 b
peTe 7 T 5 KpT? (I11.28a, b)

Xp

El conjunto completo de fuerzas termodindmicas relevantes cuando el espacio de vari-
ables esta definido por 2] conjunto (p, u, ¢, P, q) esta dado por las ecuaciones (II1.25-27) y
(I11.28a,b). Escribiéndolas todas juntas nos da

Xe = % (111.29)
X, = % (111.30)
X, = ;;l—ﬁép - ;—;;6T (I1L31)
X D-T; (I11.32)
X, o (111.33)

Con estas expresiones para las fuerzas termodindmicas estamos listos para probar si el
conjunto ampliado de ecuaciones hidrodinamicas (II1.3) satisface las relaciones de Onsager.

§I11.4 Las Relaciones de Onsager en el Espacio Ampliado de Variables
En esta seccidon demostraremos que las ecuaciones hidrodinamicas en el régimen de Burnett

(II1.3a-¢) si obedecen las relaciones de Onsager £t = 7L7. Nuestro primer paso consistira
en escribir a nuestras ecuaciones en la forma (I1.8)

Oba;
I
J

Para conseguirlo usaremos las expresiones (I111.29-33) para las fuerzas termodindmicas
que se obtuvieron en la seccién anterior. Si las sustituimos en el conjunto de ecuaciones

hidrodindmicas obtenemos

96
_07” = —pThV-X, (111.34)
96 5 KpT?

8: = —hyT,V-X, — 5_‘_57_7,1Q‘lv.xq (I11.35)
dép
5 = P ToVX, ~ h Ty VX, — 2pTo V- (111.36)
Jq 2KpT2pg 5 KgTEpo 25 K3 Ty ph

T m VT T, Ve T g ey Xa (H3T)
op 2K g Tipo 2p3To

= = —2pTyVX, — 0 e :

ot Potg P m qu y er, (III 38)



§IV.1 Andlisis del Esquema de Hubmer y Titulaer

Recordemos que, en el esquema de Hubmer y Titulaer, se utiliza a la funcional de entropia

SIP) = ~K fdr /chln(—}ID—z)

para calcular a las fuerzas termodinamicas como

dAS®)

Xi = y
Oc;

donde AS( resulta de hacer un desarrollo en serie de potencias de la funcién de dis-

tribucién y quedarse hasta términos de orden cuadratico. Estos autores arguyen que

McLennan, en su comprobacién de la violacidn de las relaciones de Onsager por las ecua-

ciones de Burnett, no considerd términos cuadréticos en una expansién de S[P] para calcu-

Iar a las fuerzas termodinamicas. Se supone que si en una expansion tipo Chapn an-Enskog

>tienen los términos cuadraticos (correspondientes al régimen de Burnett) se obtienen

‘erzas termodinamicas correctas.

continuacién mostraremos que, st en 517 . . tuye el valor de la funcide de

<i6n P correspondiente a la aproximacién de 13 momentos del método de Grad,

se ovuene la expresion para la entropia (I11.13) obtenida en el capitulo anterior. De la
expresion para S[P] escribimos

S[P] =/d"[““f‘f8/"°m”(§)}
_ /dr[pS],

donde pS es la densidad de entropia. Puesto que la integracion respecto a las coordenadas
no afecta en nada el argumento, en lo que sigue trabajaremos con

pS = —KB/dc Pln (ﬁ). (Iv.1)
Py

T S )
A continuacién recordemos que Py = fo(c)noe¥8T. Si no consideramos los efectos del
potencial externo (®(r) = 0 Vr) tenemos que Py y fo difieren sélo en la constante de
normalizacién. Escribimos entonces a (IV.1) como

pS = —KB/chln< P )
no fo

Por 1ltimo, sustituimos en P la expresién para la funcién de distribucién de 13 momentos

de Grad

m m 77162
P=f=— 14+ X) = 1+ ——+—Picc— ——q-c{1— -
f=mnofol4+X)=fo ( + 2K gTypo e KpTopo e ( 5K pTo ) )
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con lo que obtenemos

pS = —KB/dcfln(1+X)

~ —KB/dcf(X _ 3(2—2)

=-Kp Udcfx - %/dc fX2]. (Iv.2)

Observemos que esta 1ltima expresion es la que se usé en la seccion (II1.2) para calcular
la expresién para la densidad de entropia hasta la aproximacion de Burnett, dando como

resultado

1 - - m
PP —
4p0T0 5KBT02p0

pS = pSo — q-q
Como esta expresién se usé para - leular a las fuerzas termodinamicas con las que se
demostré que las ecuaciones hidroc imicas para el régimen de Burnett si satisfacen las
iclaciones de reciprocidad de QGusa:i+ podemos afirmar que Hubmer y Titularr usaron
la expresidn correcta para la entrop. . por lo tanto, usaron las fuerzas termodinamicas
apropiadas a la aproximacién de Buii.l.,. Sin embargo, si se vuelven a usar sélo variables
conservadas, se obtiene nuevamente la violacion de las relacciones de Onsager que ya habia
reportado McLennan.

De la discusion anterior podemos ver que el trabajo de Hubmer y Titulaer apunta
en la direccidn correcta, pero estd incompleto. No basta con modificar a las fuerzas ter-
modinamicas, hay que ampliar el mimero de ecuaciones hidrodindmicas (pues hay nuevas
variables involucradas). Creemos que Hubmer y Titulaer no se dieron cuenta de este hecho
debido a la eleccién de variables que utilizaron, las cuales obscurecen la presentacion del
argumento y anmentan inecesariamente la cantidad de algebra involucrada.
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§IV.2 El Método de Proyectores en el Espacio Ampliado de Variables

Nuestro primer paso para ampliar el método de Proyectores consistira en definir el nuevo
conjunto de variables en este esquema. Puesto que el flujo de calor q y el tensor vis-
coso P contienen a los momentos relevantes para la aproximacién de Burnett, el espacio
hidrodinémico estd ahora subtendido por

mc? 1 5 o
a= (1,c, <3KBT0 - 1), (Em L. §KBT0>c,mcc>. (IV.3)

Recordemos ademds que la funcién de distribucion se escribe en nuestro caso como f =
fo(1 + ¢), donde f; es la Maxwelliana total y ¢ es la funcién que cuantifica la desviacion
de f del equilibrio termodindmico. Como el promedio (a, ¢) definido por (1.59) cuantifica
la desviacién de la variable a(c) de su valor de equilibrio, las variables macroscépicas para
nuestro caso toman la forma

én
w e {oo
T mc?
T~ <3KBT0 - 1’¢> (V4

P = ng(mcc, ¢).

Estas definiciones contienen a los 13 momentos de Grad y constituyen los ejes del espacio
en el cual proyectaremos a la ecuacién linearizada de Boltzmann

94 _
5 +Le=0 (IV.5)

(ver el capitulo I para la definicién del operador L). Pero primero tenemos que calcular el
proyector que vamos a usar, lo que haremos en la siguiente seccién.
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§IV.2.1 El Nuevo Operador de Proyeccion

De acuerdo con la definicién general tenemos que el operador de proyecciéon P aplicado a
una funcién arbitraria de las velocidades moleculares 1(c) se escribe como

Py = Z(ai,a,-)_la,-(c)(a,-,t/)), (Iv.6)

donde a; son las componenetes del vector a(c) definido por (IV.3). Los primeros 5 momen-
tos (correspondientes a las variables conservadas) nos dan la expresién para el proyector
(1.60) que se usé en la discusién del capitulo I. La parte del proyector correspondiente a
los momentos superiores se calcula por separado.

Para a4 resulta que

1 5 1 5
(ag,aq4) = <§mc2c,~ -— §KBT0c,~, §mc2cj — EKBTQC]'>
5 (KBT0)3
T2 om0

donde é;; ¢ ¢l tensor unitario. El inverso se calcula de inmediato como

m

2
-1 = -—-———6"'
(a3, 04) ™ = 5 T o0

por lo que la parte del proyector P correspondiente al eje del espacio hidrodindmico sub-

. . , . 1 5
tendido por el flujo microscodpico (§n102 — -z—KBTO)c toma la forma

2m 1 5 1 S
-1 — 22 Yy . = 2__ T
(a4,a4) " as{aq, ) = 5K s To)? (2mc 2I\BT0)C <(2mc 2K3Tg>c,¢'>. (IV.7)

Para el flujo microscépico mce es necesario calcular (a5, as) = m?(cc, cc). Trabajando
con las componentes de la velocidad molecular ¢ y usando

KgT , KgTp\? KTy \?
(cie;) = =226 (CZ’C:‘CJ‘):5(“—B—2> bij (04):15< i()) (IV.8a,b,c)

m m

obtenemos
2
(as,as) = m?{cic;, eict) = (KpTo)? <5i15jk + 8irdj — 551','5“),

por lo que

_ 1 2
(as,as5)”! = HERTo (5iz5jk + kb1 — 55.'1'5“).
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La parte del proyector correspondiente al flujo mcc se escribe entonces como

m

2
(as,as) 'as{as, ) = %(KBT0> cker{cice, )

1/ m \?
=3 (KBTO) cc:(cc, ¥).

Utilizando la forma del proyector dada por (1.60) para las variables conservadas y los
resultados (IV.7) y (IV.9) para los momentos superiores, tenemos que la forma final del

proyector es

3 mc? me? m 1 m 2 o o
Py ={1v)+ 5(3KBT0 - 1) <3KBT0 B 1”/’> oo Ty (KBTO) ces{ee, ¥)

2m 1 5, &5 1 5, 3
— = — =KgTy)c-( | = - —KgTy )c, v ). IV.10
+ 5(KpTo)® <2mc ot B o)C ((ch afBlo )€ P ( )
Este operador proyectara a una funcién #(c’ . . ! < -pacio subtendido por los 13 primeros

momentos de la funcidn de distribn 7% (¢, ..

§IV.2.2 Solucién a la Ecuacién Linealiza.z i ¢ ltzmann

Si multiplicamos a (IV.5) por P obtenemos la ecuacion

(2 + PL> $1=—PLA¢ (Iv.11)

s
que, por argumentos andalogos a aquellos dados en la seccién 1.4.1, representa a las ecua-
ciones hidrodindmicas (las ecuaciones de movimiento para los promedios de las compo-
nentes de a(c)). Recordemos, ademds, que las funciones ¢; y A¢ estdn relacionadas a ¢
por medio de

¢ = ¢+ A¢.

La funcién A¢ puede calcularse en términos de ¢; usando
a t N
Ad(t) =e L AB(0) - /dr e "LP Loi(t — 7). (Iv.12)
0

De la forma de las ecuaciones (IV.11) y (IV.12) se ve que las cantidades mas importantes
que hay que calcular son PL¢; y P, L¢;. Es en este punto donde debemos usar la forma
explicita del operador de proyeccién P calculada en la seccién anterior.

De las definiciones (IV.4), de la forma (IV.10) del operador de proyeccién y recordando
que ¢; = P¢$ podemos escribir

_ @ ( mc? 3) 6T m

4 oKpgT, 2)T,

g T() + KBT() Cithi

R ( me S et s ciei By (IV.13
- = )qici + ————ci¢; P;;. _
Spo KTy \2KgTy, 2 q 2po K5 To Cicy L ( )

— 66 —




Obsérvese que los primeros tres sumandos corresponden a la funcién de distribucién linea-
lizada alrededor del equilibrio local, mientras que los dos 1iltimos son parte de la funcién
de distribucién en 13 momentos del método de Grad.

Con la ayuda de la forma explicita del operador L = ¢;V; + n¢§2 resulta la expresion

on mc? 3 6T m 1 m \°
=¢;V; Avg — c:c:V s — 2 ic:Vig;
Lo =e ( ) + (QKBTO 2>C (TO) KT VI T (KBTO> ERCASL

c,'c_,'ckvk}sj,' + no§2¢y, (IV.14)

C,‘Cjqu,' +

m
POKBTO 2pe K BTh

a la cual aplicamos el operador P, dando por resultado

PL¢I (PC;) <6n) + K (‘IDClCJ)v U + 2K T (PC C,)V ((;'VIO’)

6T 1 m
v; F— \V/ — ( \Y%
(Pc‘) ( ) 5P0 (I{BTO) (PC “ CJ) ]qt Po KBT PC CJ) Jql

+ W(PC C]Ck)VkPJ, + P(TloQ(ﬁ[) (K\’ 15)

Para simplificar esta ltima ecuacién es necesario que calcular explicitameunte la accion del
1zuevo operador de proyeccién sobre las funciones que aparecen en ella. Puesto que hacerio
es inmediato, solo daremos los resultados

P(C,’) = C;
P(C,‘CJ') = €, ¢

P(cte)) = ey

KgT; 2mc? KpTs\ .
P(c? cicj) = ( - 0) <3KBT0 - 1)6,-1- +7( r'iz O)C,-Cj

o 1 2
P(Cicjck) = 362 (Cjé,'k + Ck(s,'j - gc,'lsjk>.

Entonces la ecuacién (IV.15) toma la forma

T 2
Pqu,_cv( )+ i c«‘]Vu—l—( e —?’-)civ,(‘$T>+ 2 M eV

15 KTy 2KpT, 2 T 5po K5 To
2 mc? 5 1 mc?
575(21«:37}, N §>V G S KTy &Y iPji + P(noQ), (IV.16)

siendo el primer resultado que desedbamos obtener. Finalmente, con la ayuda de (IV.13),
es inmediato escribir

2m 1 2 me? 5)
P Ly = FyiV qi + = Gijt Vi Py — — (e = 2 Vg
L= KTy L Vil g Giik Vi 5p <2ABT0 2) 1
2. M eV n V;Bji + Py(neQ
5POI\,BTO CiC;V q; — POI\BT C Cq 7t + _L(no d)l) (IV17)
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donde se han definido los flujos microscopicos

1 5
F,'j = <§mc2 - EKBT())C,'CJ'

Gijk = mcicjce,
que estan asociados a los momentos de orden superior de la funcién de distribucién.

§1V.2.3 Ecuaciones de Evolucién

Como ya habiamos mencionado antes, la ecuacién (IV.11) representa a las ecuaciones
hidrodindmicas en el régimen de Burnett. Si tomamos el producto interior de esta ecuacion

con ng, neMmce y ng <§mc2 - gKB To) se obtienen las ecuaciones de conservacién (1.66-1.68)

para los primeros 5§ momentos, por lo que no repetiremos el calculo aqui .
Ms3ds importanie es encontrar las ecuaciones de evolucién para los momentos restantes.
Multiplicando a (IV.11) por nynice y usando las propiedades del operador P descritas en

el capitulo I nos da como resuirado
ap - .
5{ + mno(c,-Cj,PL¢l) + mn0<CiCj,LA¢) = 0.

Utilizando la expresién (IV.16) y la forma explicita del operador L podemos poner a esta
ultima ecuacion de la forma
OP;;
ot

. 4 . .
+ 2po(Viuj) + g(viq_i) + Vi Sijk + no(meic;, noQl¢) = 0, (IV.18)
donde S;;i es el tercer momento de la funcién de distribucién y que se expresa como
S,']'k = no(mcicjck, A¢) (IV].Q)

Si sustituimos a la expresion de la funcién de distribucién f = fo(1 + ¢) en la defincién
del operador de colisiéon J(f, f), encontramos una relacién entre este operador y n¢§2 que
es la siguiente

J(f. J) = = folc)nef2g. (1V.20)

Entonces el término que contiene a ng2 en (IV.18) se puede poner en la forma
8 Q2 f
no{me;cjck, Ag) = gnoﬂ “Ip. (IV.21)

Sustituyendo este ltimo resultado en (IV.18) nos da la ecuacién de evolucién para P

ap;,
at

a 4 a 8 it
+ 2p0(viu]') + ~5—(V,-qj) + VkS,-]-k + —S-nQQ(2’2)P,']‘ =0 (IV.22)
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La ultima ecuacion de evolucién se obtiene de forma anéloga, pero multiplicando ahora a

1 5
la ecuacién (IV.11) por ng (imc2 — —Q—KBT0> ¢i, lo que nos da

9qi 5 mc? 5 mc?
= ~1}e,LA¢ ) =0. (IV.2

Si volvemos a utilizar (IV.16) y la identidad (IV.20) podemos poner a (IV.23) en la forma

%+;”°KBV(5T) vg,,+ig Qg =0, (IV.24)

donde ahora el flujo Q;; estd dado por

Qij = "0<<%mc2 - gKBT0>CiCj,A¢>~ (IV.25)

Es importante hacer notar que las ecuaciones de evolucién (1V.22) v (IV.24) son idénticas a
las que obtuvimos tsandoe el métods 1 s o le Crad. La aproximacién completa
se toma haciendo S;;z =0y Q;; = K T P

Podemos decir que los tensores S, *y Q, ; representan al flujo del flujo de momento P
y al flujo del flujo de calor q, respectivamente. Podemos expresar a estos flujos en términos
de la solucién a la ecuacién linealizada de Boltzmann si sustituimos (IV.12) en (IV.19) y
(IV.25). obteniendo las siguientes expresiones

t
o

2 m t ; ;
Sz]k 5 /dT (Gijk, e_TLFlm>vaI - dr (Gijk,ehTLGlmn)vanl
[

1
(KgTy)? 2(KTy)? /0
2 1 t : (" mc? 5
= d civ,e Tl _ <
5 KgTh /0 7 <Gf'”e (2KBT0 2>>V’q’

2 = t ~7L m ‘ ~rl 2
+ E(I{BTQ)Z /dT (G:ch,e CICm)Vle + m/odT (G,‘jk e c CI)V P

+

KBTo /dT k> © LP‘LnOQQS’) + Ray;. (1) (IV.26)
y
Q=3 /dr{F LFu)V : dr (e EGam) Vo B
ij _5(IX’BT0)3 o i € ch> 9k — m/o 7'( i, € klm> m Prk
2 1 ‘ i [ mc* 5
= i o ~rlL "
T 5 KaTs /0” <F”e (21(37‘0 2>>vqu
2 m m t ﬂ .
+ gm/dr( i€ CkCI)VIQk + m/ﬁdr (Fijye™"lcer)V Py
K BT0 / A7 (Fij,e™ " PLno Q1) + Ra, (1) (IV.27)
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siendo

Ra,,, (8) = no(Giji, e Ag(0)) (IV.28)

Rg,; (t) = no(Fij,e L Ag(0)) (IV.29)

la parte de los flujos que depende de las condiciones iniciales del problema.

Las expresiones (IV.26) y (IV.27) son exactas para el desarrollo en 13 momentos en
el sentido de que no se ha tomado ninguna aproximacion aparte del niimero de momentos
involucrados y de que dependen directamente del potencial intermolecular a través del
operador e *f. Debido a esto podemos suponer que estos flujos pueden describir més
fenémenos que aquellos que describe la hidrodinamica clasica.
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CONCLUSIONES Y PERSPECTIVAS

En este trabajo hemos conseguido demostrar que el conjunto completo de ecuaciones
hidrodindmicas en el régimen de Burnett (II1.3a-e) si satisfacen las relaciones de recipro-
cidad de Onsager (I1.16). Es importante mencionar que, pese a la simplicidad del método
usado para demostrarlo, ha pasado practicamente desapercibido el hecho de que se re-
quieren més variables para describir el estado del sistema en el régimen de Burnett. A
diferencia del esquema de Hubmer y Titulaer, nosotros hemos conseguido resolver el prob-
lema sin tener que hacer una modificacién tan dréstica en la definicién de la entropia, como
lo hacen estos autores (I1.63). Ademads, como velamos en el capitulo I, nuestra propuesta
tiene fundamentos sélidos en el método de Grad, con el cual de hecho obtuvimos las ecua-
ciones de relajamiento para las variables no conservadas. En comparacion con el método de
Chapman-Enskog, el de Grad muestra una clara superioridad, ya que el primero es incapaz
de aclarar en qué contexto termodinamico son validas las ecuaciones constitutivas que con
él se obtienen. Esto se consigue en forma transparente por medio de la expansién en mo-
mentos de Grad, ya que este mctodo ob*" '~ explicitamente las ecuaciones de relajamiento

que obedecen los momentos no consert -\ - - ates de tomar la aproximacion 7 < t, después
de la cual sélo quedan las ecuaciones - ...~ tivas (1.104,105). Es importante mencionar
e la deraostracsdn de las cosvhiciono: 0 1o aue los 3 esquemas empleados (Chapn:as
Enskog, Grad y proyectores) son equiv i i <« un resultado original, ya que, aunque en

la literatura se insinia, no hemos visto una demostracién clara de este punto en particular.
Por otra parte, hemos mostrado que el método de proyectores puede ampliarse de manera
inmediata para incluir a los momentos que se utilizan en el método de Grad, dando por
resultado las ecuaciones de relajacion linealizadas. A pesar de tener el defecto de que la
inclusion de nuevas variables en la definicion del proyector es totalmente arbitraria, este
método facilita notablemente la obtencién de las ecuaciones de evolucidn lineales. Nues-
tra extension del método de proyectores representa, ademds, un avance respecto a otros
enfoques similares encontrados en la literatura[9,32].

Hay varias lineas de investigacion con las que podrian ampliarse los resultados de esta
tesis. Una de ellas podria consistir en ver si la reciprocidad de las relaciones de Onsager
se mantiene para sistemas mds complicados, tales como gases densos[33] y mezclas bina-
rias[34]. Para este iltimo caso, la extensién de los resultados de esta tesis serfa inmediata,
aunque un camino mas practico consistiria en hacerlo para un caso en particular (por
ejemplo, eliminando a los tensores viscosos y quedandonos con el flujo de calor y con el
flujo de difusién como variables relevantes). Este enfoque podria ser un primer paso para
ver hasta donde puede extenderse el limite de aplicabilidad del esquema Onsageriano.

Otra posible linea de investigacion seria el tratar de ampliar todavia més el método
de proyectores para que fuera posible obtener la expresién completa para las ecuaciones
de relajamiento para los flujos no conservados (1.40,41). Esto permitiria recuperar a todo
el esquema de Grad y reescribir sus resultados en el lenguaje de proyectores.

Finalmente, otra posibilidad seria ampliar la discusién del capitulo IV respecto a las
expresiones generales (IV.26,27) para los flujos no contenidos como variables independi-
entes en la aproximacién de 13 momentos. Por una parte seria interesante ver cémo sim-
plificar estas expresiones para intentar llegar a una forma semejante a (1.78) y (1.83). Pero
més interesante atin serfa ver si (IV.26) y (IV.27) pudiesen ser la base de una hidrodindmica
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fluctuante[2] en la cual los residuos (IV.28) y (IV.29) de los flujos no conservados actuaran
como una fluctuacién espontanea que no dependiera de gradientes del flujo de calor o del
tensor viscoso. En particular, se podria intentar ver si (IV.26) y (IV.27) satisfacen un teo-
rema de fluctuacién-disipacién[30]. Por ltimo, podria intentarse ampliar este método a
26 momentos, ya que ésta aproximacion se ha estudiado en la literatura y permite obtener
coeficientes de transporte que dependan de la frecuencia y del vector de onda, permitiendo
asi comparaciones con datos experimentales[35].
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