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PRO LOGO. 4 c 

Aunque la fuerza gravitatoria. es una de las cLatro 
interacciones fundamentales de l a  naturaieza.conocidas ~1 

la primera en reconocerse, es en l a  actualidad una de las 
nt&s.diffciles de comprender. Varios han sido los in.ten-- 
tos, después de haberse manifestado en la conciencia del - 

tedrico -apropiado. La evolucidn de las' ideas de la física 
ocasiona-. la €$cación- de. estos marcos teóricos y por lo 
ntism6-.'al caaeapfir.:que .se tiene de la fuerza gravitatoria. 
Es asf que Einstein a través de su Teorfa General de la Re 
latividad le da a la gravitacidn un cardctar geométrico. 
Luego, la id%a de qeometrizar-tambiBn ... a las otras fuerzas, 

..l.*iwa~b<,' ~ . . .  ....... hombre gracias 88rsrnmkax&c ro de un marco i 
. . . .  ---- . . . . . . . .  

....... . . . . . . . . .  . .  - .~ . ._".l 

...... --I ............ 

. - 
.... 

-l_lll_ " _._ 
fue y vuelve .a sex:mor de muchas investigaciones debido - - .~ - ___-___ 
principalmate a-que bajo esto está el desao de unificaci6n 
de laa interacciones fundamentales, ahora muy perseguido. 

La unificacidn también se ha buscadoatravb de 
-la cuantización, de tal modo que se habla de cuantizar 
la gravitation por ejemplo. 
A s í  es que ahora tenemos teorfas de unificacidn colso la &e 

la supergravedad y la de supercuerdas que manejan a la 
Vez cuantización y geometrizacidn. 

En estas teorfas, del lado de la gmmetrizaci6n, - 
aparece la necesidad de reducir el número original de dimen - 
sienes espacio-temporales lo cual da lugar, entre otras co- 
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sas, a la aparición de Campos escalares que en el pasado y 
aún ahora, debido a 10 que podríamos llamar prejuicios cua- 
dridinensionales, se igualaban a cero mutilando o alter- 
do estas teorías multidimensionales produciendo problemas 
de inconsistencia. 

Al mantener un campr escalar el propdsito de esta 
tesis es exibirlo desde dis --&tos puntos de vista buscando 
justificarlo, sobretodo en el contexto cosiiml~ico. Zsta 
tesis esta dividida en cinco capftulos. 

* 

L La introduccidn expone en forma brava yrnrtmtro II~I - 
perficial la teoría de Kaluza-Klein desd. una-pra8pectfva * 

rúoderna por. ia importancia que tiene ahora. La corrmcien- 
cia cldsica y original desde el punto de vista-grupal entre 
una teorSa de gravitacidn en cinco diwtnaiones y una teorfa 
unificada en cuatro dimensiones constituye el tema del se- 

gundo capítulo. En el tercer capftulo se muestran los aspec - 
tos'matematicos de la teorla original de Jordan y la rela-- 
cidn que guarda con otras teorías escalar-tensorialas de - 
otros autores, principalmente con la de Brans-Dicke. 

I 

BC 1 
Y-. : 
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_ -  . 

Vistas desde un principio como teorlas en cuatro - 
diinensiones las teorSas escalar-tensoriales pueden motivar- 
se,  en principio, con razones de tipo filosbficas-c~mo las 
expuestas por Dirac y otros. 

El capStulo cuatro destaca el "principio de invarimxa 
Confome" ai 
la física ha sido muy limitado,puede ser particularmente - - 

considerar que aunque su difusión y su USO en 



ú t i l  para entender majol. l a  relacien entre l a  teoría general 
de ia 'relatividad de Einstein y l a s  teorías escalar-tenso- 
riales através-de concebir a - l a  masa como una propiedad ex- 
trínseca, podría decirse, que adquieren las  partfcuias por 
interacción con l a  materia en e l  yesto del Universo. 

Por último, =n e l  capftulo cinco se presenta un meto - 
do, de aplicación <~ Vral en modelos cosmol6gicos de teorías 
escalar -tensorialest para resolver las  eculfciones diferen- 
ciales que-surgen en l a  teoría cosm~lógica de -Jordan-Brans- 
Dicke exclusivmente, tanto en modslos isotrbpicos como 
no-isotrópicos. Este método permiti6 obtener varias solu-- 
ciones nuevas-y-en --.modelos-anieotrópicoa podría servir-- 
para e l  estudio de algunos problemas de l a  isotropizacidn 
de - modelos homog6neos. 



CAPITULO I. INTRODUCCION . 

I 

MOTIVACION PARA ESTUDIAR LAS TEORIAS ESCALARES-TENSORIA 
LES DE GRAVXTACXON. 

- 

La teoría de Kaluza-Klein. 

Esta teorfa (Kaluza, 1921) fue e l  prber intento serio - 
paraunificar a l a  gravitacidn con la6 interacciones de 
nama, concretamente con e l  electroawqm6ismo y e l  pro: 
cedimiento general-para lograrlo sigue vigente. Origi- 
nalmente se obtiene e l  lagranqiaao de Einstein-Maxwell 

. -en cuatro dimensiones-a-partir bal;;tsgrangiano de - - 
Einstein en cinca dimensiones : 

(1.1) 

donde g es e l  doteminante del tensor metric0 y R e l  -- 
eecalar de curvatura en cinco dimenhiones. 

E l  problema que susge de inmediato es qué podemos ha-- 
cer con l a  nueva dimensibn, pues de exist ir  no se puede 
percibir directamente aunque en forma indirecta puede 
manifestarse coma un grado de libertad extra de cargas - 
generalizadas. Es más, algunas teor€as de campo tales 
como l a  supergravedad o los modelos duales: euerdas y SU- 

B 
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per-cuerdas necesitan de mgs de cinco dimensiones para te 
ner sentido apropiado. 

- 

Kaiuza y Klein (1926) suponen que los campos en su teo-- 
ría son independientes de la coordenada extra (condicibn 
de cilindricidad), pero no dan una explicación del porqué 
de la cilindricidad lo cual es insatisfactoria aparte de 
que esta condicion rompe con la invariancia de las trans- 
formaciones de coordenadas en cinco dimensiones. 
y Bergman (1938) sugirieronque si la Quinta coordemada -- 
se cierra sobre si miama foIlPanQo una circunfammcia pa-- 
queña, la propuesta de Kalura-Klein es una aproxi~cibn a 
la verdadera teoría de grauitacidn en cinco dimensiones. 
Lo podernos ver de la siguiebnte manera: 
ría el primer paso es encontrar el vaczo ciasico y-expan- 
dir alrededor de 61 y entances ¿cuál es el vacfo en cinco 
dimensiones? Por las razones expuestas anteriormente, 6~ 
te no puede ser el espacio de Minkowski en cinco dimensio- 
nes M . En cambio, M x S donde M es el espacio de Win- 
kowski en cuatro dimensiones y S1 una circunferencia pequs 
ña, quizá del orden de la longitud de Planck, es acepta-- 
ble: Primero que todo, por satisfacer las ecuaciones cldsi- 
cas de Einstein, lo mismo que M . Por otro lado, la no-- 
ción de que el verdadero estado base, en casi cualquier teo - 
ría, es aquel estado de mfnima energfa no es directamente 
aplicable en relatividad qen3ral debido a que el concepto - 
de energfa depende de condiciones a la frontera; no hay mo- 
do de comparar la energfa de M5 con la de M x S1,  por ej- 
plo. Más a h ,  como no tenemos un criterio para decidir - 
cud1 es el estado base sólo nos queda aceptar alguno - - 

Einstein 

En cualquier teo-- 

5 4 1 4 

5 

4 



---- ~~~ - . _- 
_- 

(19.75) y Cremner y Scherk (19'6) sugirieron que la Teorla 

.i . _  

de Kaiuza-Klein es una Teoría de "rotuxa espontánea de la 
simetría", específicamente de "compactificacibn espontanea" 
por lo siguiente. La simetría de M es el grupo 1111 Pr.>.,incci 

5 4 re! en cinco dimensiones P , mientras que la simetrih dt: M 
x S1 es P , x U(l), con P4 el grupo de Poincaré en cuatro - 
dimensiones o sea el grupo de simetría de M y [J(l) el gru 
po de rotacion de la circanferencia S1. Al suponer que el 
estado base es M x C y no M , el posible grupo de sime-- 
tría P 
U(1). 

5 

4 

4 
- 

4 1 -  5 
5 se ha "roto espontqneamente" en el subgrupo P4 x 

4 1 Las simetrías de M x C- son simetrSas-geaP&rfcas,-es de- 
cir-rdon tPansforniaciomats que pteoervan a -fa inbtrica sobre 
la vadedad. Taabfén se les Conoce como simetrías del espg 
cio-tiempo. Además, cmo partimos de relavitidad general 
en cinco dimensiones, la covarianza de la teorfa implica - 
que todas las simetifa8 del espacio-tiempo son simetrías - 
locales y ,  por lo tanto, las simetrSas P x U(1) son tam-- 

bien locales y asociadas a éstas, deben existir partfoulas 
de "noma" sin masa, llamadas tambi6n bosonas de noma: Los 

"gravitones" asociados a la simetrSa P y los "fotones" que 
además son"abelfanos'* asociados a la simetrfa U(1). Es 
por'esta razón qua la Teorfa de Kaluza-Klein es una teoría 
unifiuada de la gravitacibn con el electromagnetismo. 
la actualidad, las teorías de campo como la Supergravita-- 
cián y también los llamados modelos duales (cuerdas y su-- 
perouerdas) necesitande más de cinco dimensiones para te- 
ner sentido apropiado y por lo tanto, tambien, la coiepacti- 
ficación espontdnea o algo semejante. 

4 

4 

En 



sea snN ( x,-f 1 el tensor métrico en chao dimensiones, 
con x representando a las coordenadas de Mawski en 
cuatro dimensiones. La cilindricidad 

(1.2) 

nos peraiite escribir 1 

1 1 .  A i  

R (5 )  y R ( 4 )  . son los escalares de curvatura en cinco y 

cuatro dimensiones, respectivamente. Todo lo que queda 
de la dimensidn extra es un número mayor de campos. 
El resultado de que Aíx) 
netico, no es trivial. 

en (1.l)es el campo electromas 
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para aceptar la cilindricidad, podemos argumentar, ra- 
pidamente, del siguiente modo. Supongamos que tensos 
m a  funci6n f = f íx,  y )  con expansi8n &e Taylor 

si y es suficientemente Fiequeña, podemos despreciar to- 
dos los tenninos en (1.5) , salvo el primero y entonces - 
iohtenemos la condici6n de cilindricidad!. 

‘ 

- El mismo arguinento, pero en un contexto aiás definido 
va de la siguiente manera. 

. 
Naestro supuesto-estado ijase o vado eat& daüta por 

(1.6) 

es ia métrica de Minkowski y las Xv son lae mor- 
t’lyv o 1 2 3  denadas usuales de d: x I x I x I x I mientras quep es 
una variable angular tal que o5F.e4L1J?IR . Una vez 
encontrado el estado base, el siguiente paso consiste 

delas excitaciones. Las excitaciones se estudian en 
la métrica de cinco dimensiones ‘Q 1 con U,”+& 
Sin perder generalidad, podemos expandir la dependancia 

p 

n desarrollar alrededor de él y deteminar el espectro 

de la metrica en una serie de Fourier 
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Resulta que los modo8 connfo tienen masas del orden de 
‘1/R que provienen de la energía cinética en-la direccidn 
f como vamos a mostrar. 

Con una norma apropiada, cada componente de la fluctua-- 
ción de la métrica satisface la ecuacidn de onda sin ma- 
sa en cinco dimensiones 

con rf‘ el d’Alembertiano en cuatro dhuensionee, vemos * 

que el termino ¿py da lugar a una masa cuadrada t%’/n” 
al modo &’ Asf que si R es del orden da l a  longi- 
tud de Planck (I&m) , los mÓdos con n+ O tienen masas 
de de lo’%tV- Esto quiere decir que resulta 

. 
_ -  

muy diffcil excitar estos modos. El modo cero corres- 
ponde a una partícula sin masa en cuatro dimensione8 y 
a bajas energías y a longitudes de onda mucho mayores que 
el radio de la quinta dimemsidn, dominan los modos sin mg 
sa conn=O ; de aquf que la métrica se descompone asf 

- 



dondeglrvr’pesenta a l  campo gravitatorio en cuatro di- 
mensiones, A v  a los  fotones s in  masa y # a partículas 
escalares sin masa. es- 
tan asociados a l a  simetría@xt.l(i) . E l  campo # , en 
cambio, es algo as í  Como un pseudo boson de Goldstone: 
una oscilación en 9 corredponde a un cambio en e l  radio 
de l a  quinta dimensión como podemos ver del elemento de 

1f nea 

LOS cqarpos de noma 8,“ y A ,, 

E l  radio de l a  quinta diiaensidn es an- 
cimas de Einstein clásicas no deterwinan este radio ya 

que MY x s ’ es plano, indagenntientanenta de su valor. 
Por tanto # no tiene masa. / e8 e l  escalar de Brans- 
Dicke que h i s t ó r i c ~ n t e  da lugar a l a  Teoría de Jordan- 

y las  ecus 

- Brans-Dicke.: Por otro lado, debemos tener presente--qna - 
es probable que correcciones cuánticas hagan de 9 un c” 
po masivo y de ser dste el cwo ,  incluso una masa muy pe- 
queña, # no podrfa detectarsb co~ lao l6g ia~ente .  

Ya dijimos que l a  aproximaciión (1.2) no es cmpatibie con 
e l  principio de l a  invarianza general de coordenadas en 
cinco cthmensiones. La invarianza es ahora (&,*)+ 
(X”tf’)=O(f E&,, P + W W )  donde %4 X+r(X)  
es una transformada general de coordenadas en cuatro di- 

- - 

-mensioriesT---Y +w(x) representa una transformacidn 

%- de norma. 

La simetría del estado base es 

a mostrar que las componentes no diagonales de l a  dtri -  
p‘ x u.(l) y vamos 



en donde, para mayor claridad, estamos poniendor)?-l . 
Entonces, si S + V + wíñ) dT‘= d.t3 +W,,dx”; 
de modeque para tener invarianza en d P  , debemos pedrr 
Av-+ A,-% 

Todavla se tiene otra forma más para motivar las idea8 de 
Kaiuza-Klein: Supongase el acoplamiento de gravitaciBn 
en cinco dimensiones a un campo escalar \s/(X,p) . El 
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lagrangiano libre en cinco dimensiones es 9 u n e  ~ M y m - ~ ~ ~  
y) ,  3" es el inverso de aMN . Ahora se pide que el ia- 
grangiano libre en cinco dimensiones de -lugar-ai lagran- 
giano en cuatro dimensiones para un campo escalar acopla 
do ai campo de Maxwell, [(O,, + i n  A,,)\Y(~)]~- rn: \ratx) . 
A s í  pues, si 3" es la inversa de -(1.12), entonces: 

- 
--. 

donde, ahora,:-al:_campo_de.nonaa e s t h r . c e s e a Z i ~ & ~ - ~ ~ ~ ~  
y si \S/(x,fi=exp(imy)'+(x) , no se tiene ei 
"ntodo cero" sino eT "primer modo masivo" de la expan-- 
si& hamBníca. m a s  el inverso del radio Q de S, y 

pedimos 

Para deteminar b 
cinco dimensiones: 

se calcula el escalar de curvatura en 

donde . FNy = Arc- A,,, Av . El signo 
menos en el lado derecho de il,Un se debe a que $e pide 
que 1a.quinta dimensión aea espacialofde. Po# lo tanto 
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-3y@eV)-a , K es l a  constante de 
V 

gravitación. Para un acoplamiento razonable E- 
1 ,  asf que m = +'- 16 "GeV . ES as í  como l a  masa 
de planck queda incorporada a l a  Teoría de Kaluza-Xlein. 

ws cosas que podemos notar es que l a  masa para el ca;npo 
escalar Y en cuatro dimensiones puede ser mayor qiie l a  
masa de planck que resulta un límite infer ior  y l a  otra 

La necesidad de introducir materia en cin 'es : 
co dimensiones para tener (1.15) ya que e l  radio de S,  
no queda determinado por l a s  ecuaciones de c apo .  

- - 

Regresemos ahora a l a  acci6n en cinco dimensiones 
y expandimos en potencias de los campos. S i  suponems - 
que las'longitudes de onda son mucho mayores que e l  radio 
de l a  quinta dimensión podemos ignorar l o s  modos masivos 
y obtenemos l a  teoría de Eanstein-Maxw%ll-Jordan-Brans- 
Dicke, en e l  límite de bajas energías! 

.r ~- 

Las correcciones a esta teoría,  l os  modos masivos, dan lu-  

gar a que bajo una transforrnacibn 
e l  campo 

u(i]: y+f + w , 

Esto quiere decir que 3:; tiene una carga e lktr ica  pro-- 
porcional a n , o sea que l a  teorfa de Kaluza-Klein ai-- 



fica a Einstein-~damsell-Jo~a~-s=a~s-~~=~= con un ndmero 
infinita de CMIPO~ masivos y cargados eon 
uno y dos,puesto que bajo traneformaciones de Lorentz de 

asi se transforman. Estos campori tienen masas aei 
orden de dg@d y no se pueden identificar con partícu- 

las conocidas. A pesar de esta y otras dificultades l a  

teorfa de Kaiuza-Klein muelskra que en principio la u n i f i -  
cación de la gravitación y el electroinagnetismo con la ma - 
teria es posible. Md$ adn, la Teoría de Kaluza-KI1 11 es l a  

dnica teoría de campo conocida que contiene campos :kasivos 
y cargados de spin igual a dos. Por último, solamente men 
donar6 que la generalizadión no-Abeliana de la teorfa ya 
tambien está desarrollada, entre otros por E. Witten - - 
(1981 a;b)-. 

cero, 

8nN 



BRANS-DICKE. 

A partir  del siguiente principio variacional 

obtensinog las  ecuaciones de l a  Teorfa de Einstein-Maxwell 

sin fuentes. 

A 
Esta teorla cohtiene catorce variables ghY, 

que aparecen en esas muaciones: P 

F c*y; p = o  

La ecuación (2 .4 )  se puede tomar como l a  definieidn del 
tensor electromagn6tico FPy , mientras que en (2 .3 )  l a  

derivada ordinaria está sustituida por l a  derivada cova- 

v. riante. Expuesta de esta forma, podemos decir que homds 
obtenido una teoría unificada, de manera t r i v i a l ,  de l d  
gravitacidn con electromagnetismo. La trivialidad &e 

- l a  unión de los dos campos se manifiesta en l a  asimetrza 
Podemos obvia que hay entre las  variables ab,, y A Y *  



, 
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formular la teoría de tal modo que ésta tenga una gran si- 
metifa, por lo menos,ademds de alguna novedad. como ya - 
se dijo, está teorfa tiene Su origen en las ideas de Kaluza- 
Klein y fue generalizada pos Jordan (1948, 1951) y partics 
larizada nuevamente por Brans-Dicke (1961). 

Vemos a ver primer 1 cómo es la teorlla desde el punto 
de vista de la teorfa grupos : las ecuaciones (2 .2)  , ( 2 . 3 )  

y (2.4) son invariantes ante transformaciones de coorüenadas 
y ante transformaciones de norma bdjo las cuales las A, cam - 
bian así 

es decir, a -los-~tencittleo A, se les _aRade el gradiente de 
una funcidn A , mientras qub las coordenadas x" 
bian bajo estas transformaciones. Con e1 sistema de coordz 
nadas fijo, las trasnformaciones de noma foaaan el grupo 
aditivo de las funciones arbitrarias de las xV . Denotemos 
a este grupo con la letra N y al grupo de las transforma- 
ciones de coordenadas, en cuatro dimensiones, con la letra 
P . Consecuentemente, la teorfa de Einstein-Maxwell es - 
invariante ante el grupo J generado por N y Q . 
los elementos d e p  son 

ne cam-- 

Entonces, 

mientras que las transformaciones de norma san 



(2.10) 
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tiene la misma forma-funcional que A(#]. 
si ahora realizamos la transfonnaci6n inversa a (2.6) en 
( 2 . 8 i .  obtenamos 

o puesto de otra manera 

(2.11) . -  
es decir, N es un subgrupo normal de J , no asf p . Todo 
elemento de J se puede expresar de manera única an la foz 
ma NP ya que Nn P es la *identidad. 
J construfdo de esta manera tiene poca simetría y en c o ~  
secuencia poco estético es. 

Debemos repetir que 

Sin embargo, resulta que J es isomorfo ai grupo H, 
compuesto por toctas aquellas transformaciones - de las cin- 
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c~ variables %',---,Xq Para las que las nuevas variables 
X* son funciones homog€neas del primer grado de las x"'. 
Usando la relacidn de homogeneidad de Euler escribimos 

R x n =  x X rn 
Fñ 

(2.12) 

que prpiene de derivar con respecto a 
rai kf$,@)= X U & ~ )  y poner después h = I . 

la relacidn gene - 

LOS elementos generales de Mb son transfonaacionea de la 
- forma 

- X"z X" F" [ X ' / ~ ~ , ~ ~ , X / X - , X ~ ~ ) X ~ )  B. . - -i2.13) 

- Foüearos-poner en correspondencia, uno a uno, a aqYalloé 
elementos especiales de HFpara los cuales F"= F con n 

cualquiera (entre O y 4) , cion los elementos de N e  rfasf: 

que aparte del signo es única. 
la interpretacidn siguiente 

Además, veaos que se hace 

(2.15) 

Mientras, a las transfoimaciones pertenecientes a P, dados 
por (2.6) , les corresponden las transformaciones de u, 
daüas por 

xs= M O r  . I  
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En forma andloga a í2.10), para H, puede uno construir 
la  siguiente relacidn: Partimos de (2.16) transformando 
la con P"= F y al resultado lo denotamos por 

-- 
x"' 

(2.17) 

. I  'i%. . . 
La transfonnacidn inversa correspondiente a (2.16) apli- 
cada a (2.17) da 

Hems mostrado que las transformaciones de HS para los 
cuales F"= F forman el grupo normal de H, y que aparte 
de la transformaci6n idéntica, no tiene elementos en común 
con el subgrupo formado por eleraentos arbitrarios F". 
Cobr&cxáo, hernos establecido el haponorfism entre el gru 
po de simetría J=!?,@Nde las ecuaciones de Einstein- 
Maaxwell ("es el grupo de transformaciones de norma elec- 
tromagnéticas) y el grupo y, , siempre y cuando uno iden 
tifique a las coordenadas espacio-temporales con las funcio 
nes homogéneas de grado cero de las coordenadas en cinco 
dimensiones. He aquí la razón del porque de la unificación 
de la relatividad general con el electromagnetismo cuando 
se formula a partir de una teorfa proyectiva de la relati- 
vidad cuyas características esenciales exponemos a conti- 
nuación. 

- 

- 
- 

ti) ~a geometría Riemanniana es válida tanto en ei espa- 
cio de cinco dimensiones como en el espacio-tiempo 
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de cuatro dimensiones. 

~i formalismo de proyeccidn que conecta a la geometría 
del espacio de cinco dimensiones con la geometría del 
espacio-tiempo de cuatro dimensiones y a las que Ila- 
mamos, en cinco dimensiones, ecuaciones proyectivas 
proyectadas a ecuaciones tensoriaies en cuatro dimen- 
siones, está basado en la restriccidn de aceptar sdlo 
transformadas de coordenadas en cinco dimensiones que 
pertenezcan ai grupo Wr o sea a las transformaciones 
homogheas de primer grado. 

ii) 

I 
iii) Las coordenadas de los puntos del 6SpaCiO*tiQatpo en 

cuatro-dimensiones son funciones-hoRlogéBeasBe grado 
cero de las coordenadas del espacio de cinco dimensio 
nes . 

- 

'Debemos hacer notar que el formaii6mo de proyección 
puede manejarse de varias maneras (Jordan 1955, Bergmann 
1948, Ludwing 1951 y Schmutzer 1968, entre otros). 
Vamos a presentar ahora este formalismo de proyeccibn si-- 
guiendo a Jordan. 

PROYECTORES. 

Expresamos que las coordenadas espacio-temporales xy son 
cuatro funciones inAependientes y homog8lneas de grado cero 
de las coorüenadas en cinco dimensiones Xh por medio de 
la relación de Euler 

(2.19) 



, 
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También con i s  relaci6n de Zuier, sdlo son válidas las  
tra-nsfonaadas de coordenadas en cinco dimensiones tales que 

ii k x = x ,axQ (2.20) 

La geometrfa de Riemann es válida en cinco y en cuatro d i -  

mensiones y las  ecuaciones en cinco dimensiones deben tener 
su equivalente en cuatro por l o  cual ea necesario e l  concek 
to de proyector: ’ Un proyeator p%,---~, ‘*--& se transforma co- 
mo un tensor y, a d d s ,  

y es por tanto, función homagQnea de-grado-(n-m) de-las 

X‘ . Nótese que-las diferenciales-dX- ii no son-proym%orea-- - 
y sin embargo, las ~k misrqas s í  io son y-se transforman cg 
mo vectores. Las Qkp , $kt y 8kl= 61, w i g n  son pro- 
yectores. Nótese, taabign, que supondremos sisBpre que e l  
invariante 

(2.22) 

Un proyector a! se puede descomponer en una parte ortogo- 
nal ( di’ ) y otra paralela a Xi , de manera bnica: 

I 
Q p =  a!’+ x ? I__ asXs 

fJ (2.23) 

- a  (P) X I ’ O  



La proyección de un vector a! 
está dada por el cuadrivector av 

(en cinco dimensiones) 
así: 

o-! (2.26) 
V o - =  X , k  

y sus componentes son funciones homogéneas de grado cero 
tie las X’ . La ecuación (2.19) se puede escribir,’ahora, 

X Y =  o .  - - (2 .27)  

M proyección a’ de o! es igual a la proyección-de la par 
te $” que es ortog-ai a X‘: 

o_v= a(v) (2.28) 

y en general lo anterior es vdlido para cualquier tensor 

(2.29) 

Es decir, uno puede generalizar (2.26) para proyectar a un 
proyector con un número arbitrario de &dices. 
además, que ‘ 

Tenemos 

(2.30) 



V 

(2.32) 

' 2  
(2.34) ...o - 

c 

k 
El sdntrolo g y significa lo siguiente. 

p r  lo cual piems escribir (2.34) en l a  forma 

k 
a v = 9  u %  

y en fama samejante: 

! 'i .." 

(2.36) 

(2.38) 



& aeuardD CQL (2.35): 

puesto que a(k) - gky ay es ortogiria3. a xñ: 

y además cano su reüucciún es nula, resulta que 

"(k) = gk" a Y 

Y -  

que 

(2.41) 

(2.42) 

(2.43) - - - - 

(2.45) 

El-deXdUCCl 'án nos pennite trasladar las ecuaciorm de -ato_ 

res en cinco dimensiones a su equivalente rn cuatro dimensiones; de rod0 
que a k = ü  equivale: av=  O y a $ = O  . 
Notese p s i  Akl = O con Akl simétrico, &teneTK)s 

k 

' b) La- derivada en cinco dhyisiones. 

(2.46) 

i 



ecuacidn de mer 
1 1 

-X bk,l * bk = X 'k bl (2.47) 

k 
X bl;k + Xkilbk = O . (2.49) 

~a d l t i m a € ó x m a i a q e p c s d e g e n e r a L i z a r a ~  arbitrririos, pm el 
es3pcial: 

1 
(2.50) X 1 Bkm;l + X 1 ikBlm + X ;,Bkl = O . 

phwa, si %= abfrenesor, la siguiente ecuecidn de wlfng, 

% i k  t Xk;, = o . (2.51) 

(2.52) - xkm = 2X,ik = XmIk - 'kIm I 

I Con lo que (2.49) queda así: 
! 

(2.53) 

I 



k x Xlrnik = o 

(2.54) 

(2.55) 

ak;l;m - akimil = -Rnklman . (2.56) 

1 
RnklrnXn = 2 'rnl'k 

Y si caitraanwr €? iari' $,, entonces 

RklXk = Xklik 

(2.57) 

(2.58) 

a ecuacidn con  proyecto^ (m tina, dhsiOneB) da 
rie de ecuaciones tensoriales en cuatro dimaisiones y al pXXedhdent0 
dado para obtener &stAs a partir de aqdl las  Jordan le llana "aigebrizg 
ción": Cada proyector P --- 
las xk 

a una se- 

- --- 
está cmstruido a &ir de 3as $1 y 

utilizando un n$nero fiqito de opsracior .es incl ;Je derivadas 



k m m --- 
n --- P m l - - - % N u  1 

“1 1 n nl--- .1 
(2 -59) 

= p r o y e c t o r  m (2.61) 

La dcrivada’congruente es sanejante a l a  derivada covariante y se defi- 
ne, pal-a vcctores, por c u a l e q h z r z  de l as  siTJientes c?os ecuaciones - 
equivalen’íes 

1 



mientras que 

I (2.63) 
k 

k ' l  = A  k 
A k " 1  

sco obtiene al A ~ ~ , ,  l. ya que 

gim"n = o  

Ad, thR9iri&n 

(2.64) 

( Sak )u l  = Sttlak + Sak,,l . 

X"an 
m,,l a m l  i + 'mi .r a 

y en vista de (2.52) se deduce que 

(2.65) 

(2.66) 

(2.67) 

-I -- 
y si P -- - O  entonces P "1 - o tambi6l-I. -- s- 

En general 
(m )---(ak) 

(2.68) 
1 m ---m 

n 1 1 (nl)---- (n,) ' s  
1 P 



particular 

Y 

M ~ S  aún, 

( 2 . 6 9 )  

(2.70) 

(2.71) 

XnXmn = J ,  ni 
' (2.731 

i Mdiante el precedimiento de aiqebrizacidn se sinplifica el nudo de pasat 
deriMdas en cuico dimensiones a derivadas en cuatro dimmsimes: 



kl---k ill 
es la deri- reduccidn de una derivada congruente 

%---Km Pll---l n I, 8 A~---N 

de la reduccidn P de f 
Y1---Y ;a v1 --- vn vada covariante P 

n ki---km 

n 
- 

kl---k m -  kl---k n - 
I Qll---l n s P l l - - - l  n "s La reduccidn de 

t 
u 

fl1--- m 

(kl)---(k ) 

QV1---Yn u I (2.74) 

m queda determinada por P de acuerdo con (2.68) que a (1,) --- (1,) 
kl---k n 

su vez se obtiene reduciendo ---1 por medio de la fórmula 
- .- . _  1 n 

M1'--Nm U1---Ym 
(2.41) y entonces, Q yl---u c i -  - P  V1---Yn ;Q . Tenemos tambian, 

n 

debido a (2.41), (2.69) y a que gVkln - Y  - g nlk , lo siguiente: 
- - 

(n) 'K - a  (n)  'k = a(k) 'n - a  nnk - a (k) 'n - a  k"n a 

= 9 V p y i n  gpnafilk = gVkgníav,s- aplv) . (2.75) 

Por otra parte, de (2.71): 

con 

(2.76) 

(2.77) 



, I - 
(2.79) 

(2.81) 



p r  lo tanto 

(2.83) 

- -  (n) k(n)inY in) k(n)m 4 3 x  (n)mX k 

Debido a (2.52) I (2.57) y (2.73); 

(2.55) 

(2.86) 

y tan-bién de (2.731, 

(2.87) 



I 
p r  lo tanto: 

teobtenenas axi io anterior y en vista de &e J, k; - J , , ~ , , ~ .  , finarlrnen 

a (2.87) y ccmtraams. El resultado es 

i 'k Xkxl = 4 Jlk 

* u  
Jak JIk = J'(k)J, (k) = J J ,y  

(2.90) 

(2.91) 

y de (2.73): 

'k 
J,k;l = % J Jek (2.92) 

I-. 

&S mism, am la ayuda de í2.44), 
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y, de nuevo, con (2.73): 

b1 ayudan a obtener (1 
a (1) 

que junto con a ( l ) b  

(2.93) 

( 2  IC.1) 

(2.95) 

y con (2.91) y (2.89) conseguir, de (2.87), l a  relacidn 

4 X,, ,XFY/J.  (2.96) , 
'Y 'Y 

= 4 J ;y - Ir J J,,,/J %l XkX1 . 

Vamos a reducir (2.58) y para ello, Por 
tenemos que 

Después, con auxilio de (2.66) y (2.73) 

y entonces 

(2.99) %kX = 4 xu,;, + % ."Y JiQ /J 



por tiitho, e l  escalar R = % i ~ k l  
de tensores de cuatto dimmsiomes, con ayuda de (2.25) y 

de ( 2 . 9 6 )  I es 

expresado en téwinos 

= R,,g&v + % J'*;,,/J - ir J I ~ J , , ,  + 
- & XPvX*"/J : (2 .100)  

y ,  por lo tanto, de (2 .69 ) :  

(2.101) 

.. 
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CAPITULO 111. 

UNA INTERPRETACION FISICA DE LA TEOHIA. 

Para obtener las ecuaciones de Einstein-Maxwell 
que contienena las catorce variables g F v  y A A  a par- 
tir de las quince , ,  I se impone la condition 

- 

J = 9, X Y  = 1 (3.1) 

para reducir en 
tes. Esta condicidn impiiaa la modificacidn de varias 
de 1- ecuacionea anteriqrmente expuefitas, a saber: 

uno el ndnlero de variables independien- 

% = o  

Y X,UY representa una rotación. Tanbian, 

I 

I 

(3..2) 

( 3 . 3 )  

(3.4) 

( 3 . 5 )  

( 3 . 6 )  

- ( 3 . 7 )  



i 

I 

Se su- n 

R = G + % XrrvXy." (3.8) 

, ahora, que Xp, es pr 
electromagnético FWy : 

porcional 1 1sor -- 

(3.9) 

por otro iado, las ecuaciones de camp provienen de una 
variación que contiene explicitaente la condición J =  1: 

es un muitiplicador ae Gagrange y 8 =  *t[gkll. 

~a signatura de la dtrica gNv en cuatro dimansiones 
es - + + +. Ahora, 

implican que 

8 -  $g%i + AA1 = o . (3.12) 

Al pasar a cuatro-dimensiones X queda eliminada de mg 
do que en este caso tenernos: 



estas dos ecuaciones corresponden a las ecuaciones de 
movimiento en cinco dimensiones proyectadas a cuatro. 
Usando las relaciones (3.5) a (3.8) que conectan obje- 

I 

tos.geométricos en cinco y en cuatro dimensiones, trans - 
fol:ía$mos las ecuaciones (3 , .  13) en 

G W  - $ gwG + !i( XdXy - % Sw%, x-1 =I 0 

Y (3.14) 
xHv;p = o 

las cuales representan, una vez que se acepta a (3 .9)  y 
se pone G = o -  , a las ecuaciones de Einstein-Maxwell. 

I 
Vemos así que las ecuaciones de 3instein-Ma~~ri~ell que en 
cuatro dimensiones carecen de cierta simetrfa, provie 
nen de una teoría que en dinco dimensiones ai es simé- 
trica (Js i) .  En resumen, danbiaraos una asiiaatrfa por 
una constricción. Si por aazones estéticas eliminamos 
esta constricción y aceptamos las coneecuencias tene- 
mos que una de éstas es que la constante de gravitación 
H se convierte en un caiapo escalar. claro, las razo- 
nes estéticas no son suficientes. Por el momento, bas- 
ta con decir que, por ejex$plo Dirac-1937, de conside- 
raciones diseihtrls' propone también la variabilidad de 
n _. Se puede decir, por la tanto, que el trabajo 

de Jordan formaliza y pueae justificar la propuesta de 
Dirac. 

L1 
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Aparte de estas consideraciones, debemos ante to- 
do obtener las ecuaciones de camp Eundamentaies a par- 
tir ds un principio variacionai, por ejemplo de 

se obtienen las quince.ecqaciones de campo dadas por 

% = O  I (3.16) 

las cuales, en cuatro dimensiones, se transfoimnian en 
una ecuacidn tensorial, una ecuacidn vectorial y en una 
ecuación escalar: 

RPy = O i & $ = O  : sc,dkl = O .  (3.17) 

Sin margo, est6 principio variacional, denido a que 
ahora contamos con nuevas invariantes J y  J(J,&= JYqv, no 
es Gnico. Volveremos a este punto más adelante. 

A continuaci6n exponemos la forma de relacionar la teo 
rfa proyectiva de Jordan con la de Kaluza-Klein. 

- 

i).- La relacidn entre las teorfas proyectivas de Jor - 
dan y la de Kaluza-Klein. 

Sean xi - - - x5 

tonces 
las coordenadas en Kaluza-Klein, en- 

- 

x v  = xy/ XO , u = 1,---,4 (3.18) 
< r 
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O 
5 

X V  = x" ex , v = 11---,4 
(3.19) 

x O = e  X5 

Las Xv con V < 5  son las coordenadas en cuatro dimensiones 
a las que simplemente se les agrega la x5 . 

Al hacer, en cuatro dimensiones, una transforma-- 
cidn de coordenadas además de una transfomación de norma 
obtenemos lo siguiente: 

x' 5 = x5 + A(* 1 ,---,x4) 

iaientraa que de (3.191 - 
5 xk = fk(xl,---,x 4 x  i e 

(3.20) 

(3.21) 

Las fk son funciones arbitrarias. 

Por otro lado, las condiciones de homogeneidad so 
k -  

) diciendo 
bre las componentes tensoriales, funciones de las X I 

1 se expresan en Kaluza-Klein ( x 

que sólo se paniten .tensores que no dependen de x5 : 

- - -I X5 

11---1 
T m = o  nl---% ' 5 (3.22) 

Por ejemplo, para el vector ak 
de (3.18) tenemos que 

o el bl , partiendo 

Y 
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v o :! 
(3.23) = g"() = -x /(X ) 'O XV 

Debemos aclarar que l a s  X y  no representan aquí a l a s  rg 

ducciones de los  proyectores 2 , las cuales con Yuias .  
Entonces, l a s  componentes del  vector a*'en K-K en ténni- 

nos de l as  componentes ai de l a  teoría de Jordan están 
dadas por 

m ax1 1 = 1,---,5 
(3.24) a -  l a* = m = 0,-,4 aP 

O 

'( 3.25) 

o 0 - 1  a*5 = a (X ) 

*1 
Las cinco componentes a son funciones homogheas de - 
grado cero de l a s  P e independientes de X 5 

Para obtener e l  tensor métrico ski en coorde- 
naiias de K-K partimos de (3.19):  



Jdx5  + xoxvdxv i 
- - (3.26) 

Recordemos que aquS, las X y  son las componentes de 
la$ Xk Con k E 0. 

, en cinco dimensio - ~i elemento de línea a2 
nes, expresado en coordenadas de K-K es 

I I 
- - g,,,,&dx' + (J dx5 + X%,dx*)')/ J. (3.27) 

Vamos ahora a mostrar que la ecuacidn (3.18) implica 
que 

Paid ésto4 necesitamos, primero, las componentes que satis 
facen las siguientes veintinco ecuaciones t 0 las skv : 

De hecho, sdlo necesitamos las veinte componentes para - 
las cuales m = V>O: 



La reduccidn X a '  del proyector e8 

( '1,k - 'k'1) * 

Debido a l a  homogeneidad de l a s  x,,, tenemos que 

(2.30) 

( 3 . 3 1 )  

X V X l  - -  ¿ X i  
' l 'k J 

o sea, 

3.32)  

(3 .33)  



. Nótese que las derivadas en (3.28) son con respecto 
a las coordenadas x de K-K. 

A continuacibn, con la siguiente notación 

XoXy  /J = A y  I (3.34) 

escribimos el- tensor m6trico gil - d e l e t e o r í a  de 
K-K : 

Mientras que la matriz inversa es 

kl 
( 9' 

Para especializar a la Teorfa de Einstein en la cual 

implica hacer J = Cte.; en l a  teoría de K-K se 
expresa con la condición 

U = Cte. p que en La teoría proyectiva de Jordan 

= Cte. 955 ( 3 . 3 7 )  



t 

4 2  

Capítulo iV. 

LAS  TEORIAS ESCALARES-TENSORIALES EN CUATRO 

DIMENSIONES Y EL PRINCIPIO DE INVARIANZA CONF\~WL? 

En este capítulo proponemos otra manera, distinta a la 
que originalmente expusieron sus autores, de motivar 
el estudio de las Teorías escalares-tensoriales y par- 
ticularmente la de Brans-Dicke. Las razones para ello 
son varias, pero la principal es el deseo de poner de 
relieve un principio que hasta ahora no parece tenerlo: 
el de invarianza oonforme, pobre todo en el contexto de 
la cosmologfa por su posible consecuencia a nivel local. 
Establecemos su relevanciaatravés de unaversión del - 
principio de Mach, el que por carecer de expresión mate - 
mática parece inspirar distantas interpretaciones. Pa- 
rece que la idea original de Mach (1883) es la de que 
las fuerzas inerciales son generadas, en su totalidad,- 
por la aceleración relativa entre la materia. Algo más 
elaborada resulta la idea de que s610 tiene sentido el 
concept@ de masa de un cuerpo cuando está éste en pre-- 
sencia de otros cuerpos. Antes de seguir por este cami - 
no, conviene mencionar otro principio relacionado, pero 
diferente, del de Mach: el principio de equivalencia, 
que también tiene ahora distintos grados pero que en su 
forma primitiva simplemente establece la equivalencia - 
entre las fuerzas gravitatorias y las fuerzas inercia-- 
les. Son estos dos principios scbre los que descansan, 
sinosus cuerpos ai menos sus espfritus, las teorías de 9- 
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vitación re lat iv istas .  

comentario resulta,  dadu que n i  l a  teorfa de l a  re lat i -  
vidad general de Einstein n i  l a  de Brans-Dicke (que, - 
irbnicamente, fue propuesta en sustitución de l a  de - - 
Einstein por considerar que ésta no es explfcita y to- 

talmente Machiana) son, en e l  sentido tradicional, - - 
Machianas. 

La pertinencia de este Gtlimo 
! 
I 

! 
i 

I 

No estando preparados para hacer una discusidn más am- 
p l i a  y profunda de l  principlio de Mach simplemente propo 

nemos, sin pretender que nuestro puntode v i s ta  resuelve 

o por lo menos aclara e l  prbblema, l a  versidn de que en 
apariencia e l  principio de Mach implica que l a  masa no 
es una propiedad intrínseca (atdmica) de l a s  partfeuias 

sino e l  resultado de su interaccidn con e l  resto del - 
Universo. Esto quiere decir que l a  "masa" viene a ser 
acaso l a  única nanifestacidp local  tanto en l a  fLsica 
c lásica como en l a  microffsica 

cidn de l a  presencia cosmoldgica a nivel loca l .  

- 

del Universo: manifeata - 

Los extremos en c ierta  forma se acercan, pues s i  por un 
lado en l a  microflsica toda observacibn, por pequeña que 

sea, a ltera a l  sistema obsekvado y éste, a su vez, a l  ob - 
servador (colapso de l a  onda); por e l  otro,  a nivel cos - 
nol6gico cualquier observación por vasta que sea, se pien 
sa, no a l tera  e l  Universo ¿es ésto último posible, acaso 

una parte del  Universo y su resto forman sistemas aisla- 

dos entre sf? No lo creemos. Queda entonces decir como 

se manifiesta esa interaccibn. 

Del lado Microffsica-+Cosmos ¿ l a  gravitación cuántica, por 
ejemplo? Del otro,  Cosmoc-+Microffsica ¿Principio de Mach 

tradicional o mejor, masas variables en e l  sentido con- 

forme? Parte del  confiicco con e l  Principio de - -  
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Mach surge al obtenerse soluciones de vacío en la forma 
de métrica espacialmente plana , o sea que, parece admi- 
tirse el concepto de espacio absoluto. Especfficamente, 
en la teoría de Einstein la geometrfa no queda Unica- 
mente determinada por la distribución de la materia aun 
que es posible que existan condiciones a la frontera, - 
hasta ahora desconocidas, que s610 permitan soluciones 
machianas. Como este problema también lo tienen las teo- 
rías escalares-tensoriales podemos decir que ninguna de 
ellas es totalmente "machiana". Si bien la idea original 
de Mach se enfoca sobre el concepto de las fuerzas iner- 
ciales observadas localrente en un laboratorio acelerado, 
que pueden interpretarse como efectos gravitacionales ori - 
boratorio, Narlikar pone el acento sobre las masas al ar- 
gumentar que la condición necesaria para--tener movimien- 
to relativo, es que el movimiento de un cuerpo en un es- 
pacio vado quede indeterminado; lo cual sucederá si su 
masa inercial es, nula puesto que aceleraciones arbitra- 
rias son consistente's con una fuerza nula (F=ma) .  

- 

P. . ginados por la ma$eria lejana y acelerada respecto al la - 

Generalmente, en relatividad general se considera que la 
masa inercial es una propiedad atómica independiente e 
invariable. Sin embargo, el estudio de la invarianza con - 
forme ha llevado a distintos autores, con distintos enfo- 
ques, a la conclusión de que bajo una transformación con- 
forme las unidades de tiempo, distancia y el inverso de la 
masa deben cambiar localmente del mismo modo. Las trans- 
formaciones conformes (TC) representan cambios de unida-- 
des locales, es decir, dependientes del espacio-tiempo. 
A la propiedad de invarianza bajo estas transformaciones 
se le llama invarianza conforme ( I C  ) .  Las TC fueron coz 
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sideradas inicialmente por Weyi (1952) y posteriormente 
discutidas por Dicke (1962); Hoyle y Narlikar (1974) y 
por Hoyle (1975) entre o1.ros. 

El que nos ocupemos de l a s  TC en este trabajo, es para 
contrastar desde otro punto de vista a la teorfa de - - 
Einstein con la de Brans-Dicke en una forma un tanto dis 
tinta a la usual, así como mencionar que bajo este critg 
rio es posible desechar algunas otras teorzac, como la 
de Canuto et al, 1977, 1980. 

- 

- 

Rápidamente, podemos decir que la diferencia entre RG y 

BD consiste en que para la primera todas las "constantes" 
universales y 0n particular, G I  la constante-de gravita- 
ción, son constantes auténticamente (principio de equiva - 
lencia superfuerte) mientras que para la segunda G es 
variable y s610 es válido el principio de equivalencia 
débil (todos los cuerpos, ilndependiente de su coinposici6n 
caen con la misma aceleración, véase Reins, 1981). 

Bekenstein Y Meisels (19801, mostraron que desde un pun- 
to de vista tedrico la varilabilidad o no de G depende de 
si l a  teoría de gravitación no es o si es IC de tal forma 
que no es posible tener una teoría de gravitacidn IC con 
G variable por lo cual teorías como la de Dirac (1938) y 
la de Canuto et al (1977, 1980) no son aceptables. Ante 
todo es necesario enfatizar que, independientemente d e w a  
teoría de gravitación particular,la variabilidad de la ma 
sa inercia1 en el sentido conforme queda establecido in- 
cluso a nivel de relatividati especial debido a que aquí 
una transformación conforme puede interpretarse como un 
cambio de un sistema de referencia acelerado a otro sis- 



tema de referencia con distinta aceleración aunque tam-- 
bién constante. Por el principio de equivalencia, las 
aceleraciones constantes equivalen a campos gravitato- - 
rios (aparentes) uniformes y consecuentemente, puesto - 
que masa y energía son similares, el cambio de un siste 
ma de referencia acelerado a otro implica, vista la masa 
como energía potencial de las partículas., según Fulton, 
Rohrlich y Witten, 1962: 

- 

A l  admitir la variabilidad de la masa ésta se convierte 
en 
Bekenstein y Meisels (BM) es el mismo para todas las - 
partículas: rniP&V con bi  = constante adimensional. 
Las dimensiones de p son de longitud inversa. Para ob- 
tener las ecuaciones de campo de éste, las cuales deben 
formularse en espacio curvo debido a que una TC general 
vuelve al espacio-tiempo no plano, es tradicidn que es- 

tas, se obtengan a partir de un principio variacional y 
BM, con postulados apropiados, construyen una accibn IC 
para dicho campo: 

un campo más en el espaclio-tiempo y que según - - 

5- 

& se puede reinterpretar como la accidn para gravita- 
cidn ya que en unidades de Partículas en las que por ds 
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finicidn las masas de las partículas son constantes y 
en donde las unidades de longitud y de masa son %/mpc 
y mp ,' respectivamente, con mp la masa del prg:!in: 
la accidn Sf se reduce a l a  de relatividad genrcia. fi:. 

Einstein : 

en donde A es .la constante tosmolbgica. 

Relacionado con lo anterior, debemos mencionar qae.la. 
IC es tambien una característica de toda la microffsica: 
la electrodinbmica, el campo de Dirac, el campo esealar, 
etc. (vease BM, 1 9 8 0 ) .  En @cambio, si tanto la gravita- 
ci6n como el "campo de masa" rompen explicítamente la - 
IC, 8z Gm2/e% 
de la gravitation adimensional y por lo tanto independien - 
te de las unidades- es variable, de tal modo que en uni- 
dades de partículas donde l a s  masas son por definición - 
constantes G varía. 
Wheeler-en donde la unidad de longitud es ( ~ G / C ~ ) ' ~  y 
la de masa es ( e%/@ ) - la G es por definicidn constan 
te y las masas variables y es en estas unidades en donde 
BM construyen, en analogía con (4.11, una accidn expiicí- 
tamente no IC: 

-que es la constante de acoplamiento 

Mientras que en unidades de Planck- 

?5 - 



! 
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tes a r b i t r a r i a s  que contro lan,  se puede d e c i r ,  e l  grado 
de l a  no I C  de  ( 4 . 3 ) :  nótese  que s i  8 = 0  y 9' I/& 
obtenemos ( 4 . 1 )  (con ! = O ) . Para ver esta accibn co 
no l a  acc ión de  g rav i t ac ibn ,  hacernos una TC con k L Q  pa 

' r a  pasar a unidades d e  Pa r t l cu lac  ( m = C t e .  1: A par- 
tir de  ( 4 . 3 ) ,  con gqB= x2g/ub,Y=h$ y L=x'c encontrA 19 

que 

-. 
- 

Sustituyendo, 

1< 



! 
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Esta es la acción de JBD tradicional, es decir, con masas 
constantes y G variable. 
una teoría de gravitación que no es IC ésta es tal que el 
valor de la constante de aCoplamiento w no es en sí si3 
nificativo puesto que está formada por los dos indicas - 
funüaaientales q y s que cpntrolan la IC: Para qe1/6 y 
PO (rri) obtenemos (4.1) con f = 0 y. en,cambio si Q= 

y J =  o.a(r= 0 .9) ,  w= r Y 6 .  Con respecto a otros 
trabajos que tienen que ver con cambios de unidades o con 
IC en relacidn a teorías escalares-tensoriales en parti- 
cular, a relatividad generql de Einstein y a otras teo-- 
rías físicas .en general, debemos mencionar los de H. 
Bateman, 1910; E. Cunningham, 1910; B. Hoffnann, 1953; 
H. Nariai y Y.Ueno, 1960; J.L. Anderson, 1971; R.E. - 
Morganstern, 1970; J.L. Anderson, 1971; y J, dHonlon y 

B.O.J. Tupper, 1973;principaimente. Queda como resumen 
de este capítulo la idea de que si aceptamos el concepto 
de masa, no como propiedad aislada 
como la manifestación de la i~ireracción cosmológica a ni 
vel local cabe admitir la posibilidad de la variacidn de 
la masa y de aceptar o rechazar a alguna de varias teo-- 
rías de gravitacidn como vihblec para la explicacidn del 
funcionamiento y constitucih de nuestro Universo (Cos- 

en base a sus propiedades de invarianza con 
forme. Esto mismo eleva a dicho principio en importan- 
cia y ,  cpizd wentualmente podría lkgar a ser tan fruc- 

Hacemos notar que, vista corno 

de los objetos si no, 
- 

mologfa). 



SO 

t í fero como elprincipio de l a  invarianza de noma l o  es 
para l a  f í s i ca  actualmente. 

i 

I 
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CAPITULO V. 

SOLUCIONES COSC4OLOGICAS EN LA TEORIA DE 

JORDAX-BRANS-QICXE . 

La-accibn original de Brans-Dicke; CORG variable 
y masas constantes, a partir de La cual obtuvieron las 
ecuaciones de campo de su teorfa es 

. 

Nótese que en esta acción ya se incluye el t6mino 
que corresponde a la densidad lagrangiana de la materia 
la cual es idéntica a la utilizada en la acci6n de -- 
Einstein. 

Resulta interesante comparar (5.1) con la acción - 
de l a  teorfa de Jordan: 

vemos que si n = - l  
la accidn resultante es la de BD. En particular si 

, iiamamos +zx-' y w z - 7  
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C = O (vacío),  un 
jante a l  anterior, 
Sin embargo, con L 
de conservación n i  

renombramiento de l as  variables, seme 
hace a estas dos teorfas idénticas. 

f O y para n #-  I , n i  e l  principio 
l a  naturaleza geodésica de las  trayec - 

torias en l a  teoría de Jordan son válidas ( B r i l l ,  1 9 6 2 ) .  

La variación de (5.1) con respecto a l a s  componentes del 
tensor metric0 da los siguientes términos: 

con 

y como 

se obtiene que 

en donde C? signi f ica que desgreciamos todas l a s  diver-- 
gencias. En esta forma se encuentra que 

Tenemos también que 
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y por lo tanto 

donde 

es el d’Alembertiano covaridinte o divergencia ‘covariante 
de #Iv. 

La variacidn del lagrangianb con respecto a da 

o sea 

Puesto que L no depende de # resulta que T p Y j  y = 0 . 
Por otro lado, contrayendo (5.4) encontramos que ( C = \  

la cual, al ser sustituida en (5.6) da lugar a 



donde T es e l  t ensor  de energía-momento contraído.  
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E l  p ropós i to  en este c a p í t u l o  es mostrar,  primero, un 
método para e s tud ia r  y obtener  so luc iones  cosmológicas 
de l a  t e o r f a  esca lar - t ensop ia l  de JBD y segundo, dar un 
panorama genera l  de  l a s  soluciones cosmológicas de es ta  
t e o r í a  obtenidas por otros autores.  

Este es también un buen luga r  para hacer no tar  que deb i  

do a una mayor d i f i c u l t a d  aparente  en resolver l a s  ecua- 
diones (5 .4 )  y ( 5 . 8 )  en comlparaci6n con l a s  correspon- 
dientes ecuaciones de  r e l a t i v i d a d  genera l  de E ins t e in  

(RGE) es que se ha d i fund ido  l a  i d e a  de que l a  t e o r í a  
de JBD es por l o  menos infeirior ( s i  no es que incor rec  
t a )  a l a  de RGE. C laro  que l a  manera d e  d e c i r  l o  ante- 
rior es, como debe ser en ú l t ima ins tanc ia ,  dando argu- 
mentos basados en experimenltos que i nva l i den  a JBD - - 
(Iwl>> 1 , por ejemplo) .  S in  embargo, en e l  caso  de  6s - 
tos siempre es posible hacer a l a  de  JBD experimental- 
mente indist inguible  de  l a  RGE y por l o  t an t o  ¿para - 
qué ocuparse de l a  t e o r í a  d i f f c i l ?  En este contexto  l a  
an t e r i o r i dad  de  RGE, además, l a  hace más conocida, mejor 
estudiada y f a m i l i a r  que l a  de JBD. Por  otro lado,  para 
dój icamente, l a s  similitudes y hasta c i e r t a s  d i f e r enc i a s  
pueden u t i l i z a r s e ,  en ciertos casos a l  menos, como auxi- 
l i a r e s  o ac laradores  de aspectos  en una teorSa que pu-- 
d ie ranser  más f á c i l e s  de t r a t a r  en o t r a  t e o r f a .  Por - - 
ejemplo, en forma concreta tenemos e l  caso d e l  problema 
de l a  " i so t rop i zac ibn"  de l  Universo sobre e l  cual  hemos 
comenzado a t r aba j a r  y que parece  ser más c l a r o  de p l a z  
t e a r s e  y q u i i á s  de resolver en JBD que en RGE y que - 

- 

- 

I 



ayuda, si uno asZ 10 desea, a entender el problema corres - 
pondiente en RGE. 

Como sabemos, obtener soluciones cosmoldgicas sisnifica 
que dada una métrica hay que obtener la forma funcional 
del factor de escala (R) y en e l  caso de l a s  teorlas es- 
calares-tensori, . e s  tambiéin la funci6n escalar í $ ) pues 
to que son ésta:. las dos funciones que caracterizan al - 
Universo a gran escala, además de un tensor de energfa-mo - 
mento y una ecuaci6n de estado apropiada. 

- .- 

Como veremos a continuaci6n, en las teorfas escaiar-ten- 
soriales la obtención de soluciones se facilita bastante 
si se hace unre-escalamiento de las funciones que apare- 
cen en las ecuaciones a resolver. 

Si comenzamos a partir de las suposiciones usuales, es dg 
cir, del Principio Cosmol6gico: 
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El Universo es honogénes e isotrópico, lo cual se entiende 
en el sentido de que a esc.ilas suficientemente grandes no 
hay en el Universo posición o dirección preferida alguna. 
El elemento de línea sólo puede ser el de Robertson-Wilker 
( RW ) (veánse Wienberg, 1971, Raychandhuri, 1979). Es - 
necesario, además, suponer- que 4 es función del tiempo - - 
únicamente, les por ejemplo McIntosh, 1973 pudo encon-- 
trar soluciones para el elemento de línea de Robertson- 
Walker (RW) en las que / es función tanto de t como de la 
coordenada espacialr , lo mismo que la dcnsidad de mate- 
ria. 

El elemento de línea de RW, 

con k = + 1, O ,  - 1 para el espacio de curvatura positi- 
va, nula o negativa, respectiVamente, sustituido en (5.4) 
y ( 5 . 8 )  da lugar a las ecuaciones siguientes: 

t 

I 
: 

(5.12) 
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para un fluido perfecto cuyo tensor de energfa-momentcr-- 
es 

en donde p es la densidad de energía en el Universo, p es 
la presión isotr6pir.<! del fluido y su cuadriuelooidad. 

Los puntos sobre las variables significan derivadas con res - 
pecto al tiempo cósmico t . 

Las ecuaciones anteriores se complementan-con la ecuación 
de conservaci6n 

j=-3+$(pcP) (5.14) 

Tradicionalmente han sido las ,ecuaciones (5.10) , (5.11) y 

(5.12), para ecuaciones de estado particulares, a las que 
la mayoría les han buscado soluciones. Ciertamente la no- 
linealidad de esas ecuaciones hace que las posibles solu-- 
ciones sean diflciles de encontrar. Es por eso que damos 
un método para simplificar esas eciac‘iones, que además de 
haber permitido obtener nuevas soluciones generaliza otras 
ya antes encontradas y tambi6n las clasifica, se puede de 
cir, en “grupos“ o “cateqorfa.;“, IC cual no habla sido PO- 
s i b l e  l-.-ccr znCes. 

A 
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Reescalamos ahora el campo $ : #+jdR' y a éste denornine 
mosie vi= 4R3 . Fácilmente podemQs ver que 

- 

- -  " -&+$ R ' ,  
\y 

con lo cual (5.15) se escribe a s í :  

mientras (5.10) se puede e$cribir en la forma 

Para poder seguir con el raescalamiento de p y P conviene 
antes suponer una ecu-ición de estado. La común son l a s  lla 
madas ecuaciones de esta60 "i>;irotr6picas" en las que l a  pre 
si6n es proporcional. u la <lensidad: 

- 
- 
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P'pp / ipicl ( 5 . 1 7 )  

Reescalamos ahora la presi6n y la densidad: 
pR3 E p y ?+?R33? E. Con esto la ecuación de conserva-- 
ci6n (5.14) se escribe, en general, 

p j 

. 
6 E = - 3 P  

., . 
,. -. 

. .  
.- . 

(5.18) 8- 

y en particular, para la ecuación barotrópica como 

(5 .19)  

E =  F R-3p I F= Cte. (5.20) 

Con las anteriores suposiciones obtenemos la versión fi- 
nal de las ecuaciones a resolver. Por ejemplo, (5.12) y 
( 5 . 1 5 )  son ahora 

(5.21) 

Y 

mientras que (5.10) queda asf 
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.. 
(5.23) 

Jnmediatamente notamos que, para el espacio plano y vacco 

( E = P = O )  
con el resultado 

la ecuación (5.22) se integra inmediatamente 

que sustituido en (5.21) nos permite obtener 

(5.24) 

(5.25) 

Estas soluciones generales de vacío y palia el espacio 
,plano fueron encontradas inicialmente por O’Hanlon y 

Tupper, 1972  (véase también Cl-iauvet, 1983). 

El siguiente escalón , podríamos decir, consta 
de las soluciones de vacío para el espacio no plano. 
tas se encuentran al resolver el siquiente conjunto de 
ecuaciones correspondientesai5.21, 22 y 23) respectivamen 
te: 

Es - 

Y ,  &+A R Y I Y .. 
I 

(5.26~1) 

(5.26b) 
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A pesar de que (5.26~) es no lineal, ésta puede integrar 

2x4~ - ( 4 + 3 ~ 1  x2 12, encontramos 
se escribiendo \y .. = +(&'/d+) de modo que con 3y/& Z+ '2- + 

I 

y que para simplificar la notación escribimos como 

... . 
con 

No es posible invertir , sin embargo de 

( 5 . 2 6 ~ ) ~  también, vemos que 

(5.28) 

de tal modo que para el espacio cerrado con x z  at.h 
encontramos que 

(5 .29)  

con 



y .de (5.26b) obtenemos 

Análogamente, para el espacio abierto con 

tenemos que I 

y E 

(5.32) 

con 

I 

t b) Soluciones para espacio plano y ecuaciones de eetado .:.. 

barotr6pic.s. 

Las ecuaciónes a resolver son (5.21i) ; .(5.22) con 
.? 

. .  . , . ~ .  <L Ir .A,’-*< >I.” - k = o  y (5.23). . .. 
. , .  

Sea E d t  9 d q  *ípodríamo.s interpretar1 
is miento del tiempo). (5.21) y (5.22) se 

ahora con el resultado: 
’ !  

. .  

Y 
. .  

, I .  



. 

, ,  
i 
1 Podemos tomar---7.= 7 ,  ~~ sin .. perder generalidad- y -sustituir 

(5.19) ( -3/3l?YR=t' /~ y (5.35) en (5.35):' 
c 

de manera que sumando (5.36) y (5.37) obtenemos 

, .. 
cuya integral es 

€Y= ~ ~ ' + b r ) + c  , a,b,c= Comt.~ ( 5 . 3 8 )  

Este resultado permite encontrar las funciones ~ e (  7 ) y .. 

%$))al sustituir (5.38) en (5.37) y en (5.361,  respectiva- 
men te : 
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E l  siguiente paso es sust ituir  estos resultados en (5 .23 )  

para poder determinar e l  valor de algunas constantes, sin 
embargo, no vamos a hacerlo en estos momentos. La raz5n 
es que estas soluciones generales ya fueron enc0ntradE.s. 
usando otro método, inicialmente por Gurevich e t  a l ,  19-13, 
Creemos que resulta más interesante ahora hacer notar dos 
cosas. I 

y debemos trabajar l a s  ecuaciones anterimes directamente 
conR en lugar de . Asimismo, e l  caso de radiacidn o 
de materia ultra-relativista, cod ,@el//3 , también debe 
ser tratado aparte.--Segunda coqa, pero más signif ioativa 
resulta e l  hecho de que e l  procedimiento anterior no puede 
emplearse cuando e l  espacio es no plano puesto que e l  tdnni - 
-no 6klR' impide l a  integracidn de ( 5 . 22 ) .  

haciendo l a  suposicibn de que l a  "solucibn" E Y = A ~ + B ~  4- c 
para e l  espacio plano se vale también para estos otros eg 
pacios urio encuentra soluciones correspondientes. 

Primero, que cuando p = d , o sea. i,= o , €=Cte. 

Sin embargo, 

Caso concreto, para "polvo" ( p = O 1. Parte de l a  "solu- 
ción" con k = O  esta dada por 

y para e l  espacio cerrado í k =  \ ésta se convierte en 

Y 
1 

= L + w  5 -= 
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con w <- a, necesariamente. 

Esta solución ia encontraron 
do, Dehnen y Obregón, 1971. La correspondiente para  KC^ 

diación la obtuvieron Obregdn y Chauvet, 1978 Y pa:-2 ,;g 

arbitraria Chauvet y Obregón, 1979. 

En cambio, para el espacio abierto ( h=-1 ) tenemos que 

inicialmente, por otro meto -- 
-_ 

Y 

(5.43) 

R=JE a+w t (5 .44 )  

con w>2. 
, 

Nótese que w > a  + > O y .F.o, y <  o; 
lo que podría interpretarse co W a d n .  

c) Solwiones para el espacio plano con ecuaciones de 
estado politrópicrs o para dos fluídos barotrópicos que 
no interaccionan. 

Una manera en la cual se puede introducir una - 
presión que no sea linealnente proporcional a la densidad 
es por medio de las llamadas ecuaciones de estado poli- 
trdpicas las cuales son de la forma íveáse Mc Vittie, 
1965 y Stabell, 1968): 

r 
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t\ es el índice politr6pi.co. 

También se obtiene un modelo cosmológico con pre 
sión en el caso de tener "polvo" y "radiación" sin inte- 
racción, por ejemplo. Los üoc modelos anteriores y tam- 
bién el modelo de dos fluídos barotrópicos sin interac- 
ción se pueden tratar el manera unificada con nuestro 
método (Chauvet, 1984 y Chauvet y Klapp, 19861, como lo 
mostramos a continuación: 

- 

sean y3 #ñ3, ?q3, P s p P y  definamos 

Podemos ver que 

p/p = E/P = ¿y/& yx (5.47) 

Las definiciones anteriores sustituidas en (5.21), (5.22) 
y (5.23) permiten una primera integración, como ya vimos 
en casos anteriores. El resultado es una ecuación que re 
iaciona a €,\Y, x e  y : 

(5.48) 

Derivandola y eliminando a y a  obtenemos 



Por otro lac3, la ecuacidn de conservaci6n nos da la rela 
cidn 

-- 

(5 -50) 

la cual se puede integrar una vez que adoptamos una ecua 
ción de estado específica p = P í E 1 . 

Para un flnfdo politrdpico 

Y 

Derivando (5.53) encontramos 

(5.51) 

(5.52) 

(5.53) 

y sustituyendo este resultado en (5.49) obtenemos la - - 
ecuaci6n diferencial no lineal 
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6 Permlt3se:le h3zer en este punto un pzréntesis para señalar 
que si en lugar de una politropa tenemos dos fluldos baro- 
trópicos que no interaccionan con eciaciones de esthdo da- 
das por 

' 

La ecuación de conservación implica que 

$O+ I \ - 3(1+ I) 
pb. = F, R- Y PA = FAR I F rt F -  A- Ctts. 

y si ahora definimos 

p,jR3r &-'y 
I 

y E,: pxR3 5 m.-'$ 

E s  € % +  €A ' 
i 
I Encontramos, como para la politropa, que 

en donde 

(5 .55)  

t b 
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Asiris,.!o, 

con m z  I+UJ-W~' y nz\+ur-wX . 

. I. 

Como sierspre, el caso.mác interesante io constituye el 
modelo de "radiacidn" y "polvo" para los cuales 8=\/3 y 
x= o:  

Esta ecuación es semejante a la politropa ( 5 . 5 4 )  y en es 
te sentido podemos hablar de que tenemos una ecuación di 
ferencial reducida de la forma. 

- 
- 

(5 .58 )  

La homogeneidad de la función 8íx,yi nos permite trans - 
formar (5 .58 )  a un tipo de eauacián diferencial no lineal 
ya conocido, aunque poco estudiado, la ecuacidn de Abel: 

Sea y =  x z  => yx= z 4 x ( x ~ ) - ' ,  (yx)== a - x x ~ x z ,  ~ 

Definamos: 
X,X"f V'ZL) con g(x,yi = h ( z ) y - '  

con lo que ( 5 . 5 8 )  se convierte en 

vZ + (~~+z}h~~+ka-z+i,h- av*+ hv= o , ( 5 .59 )  
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A éstc i ,  llamada ecuaci6n de Abel de primera clase, le he- 
mos podido encontrar tres soluciones particulares, válidas 
para h arbitrarias: 

Reescribase ( 5 . 5 9 )  en la forma: 

va-vZ = hv(Vz+ \)(Vi+ ICV) - ( 5 . 6 0 )  

Soluciones de esta ecuaci8n la constituyen sus ra€ces, a 

saber 

v =  0 
(5.61) v = - z - .  I 

v J -(z+ \I-' . 
Las soluciones anteriores , válidas para h arbitraria, no 
resultan de interés cosmoi6gico. Actualmente se esta traba 
jando para obtener lo que parece ser una solución general, 
pero para h particulares. 

- 

iz 

d) Soluciones pala Universos homogéneos. 

.i 

Varias SOXI :.as razones por l a s  cuales se ha tenido 
interés por estudiar :nodelos espacialmente homogéneos: 
principalmente por <luz la aproximación de caracterizar al 
Universo real por medio de un modelo homogéneo se presta 
para tratar problemas complejos que a su vez, debido a 
las grandes simietrfas de estos modelos, son factibles de 
darle solución. 
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En un modelo espacialmsnte homo,:-5neo concebimos al espa- 
cio-tiempo como un conjunto de hipersuperficies .invarian 
tes s ( t  ) .  La homogeneidad espacial significa que la - 
métrica en cada S ( t ) queda. especificada por medio c?,,? 

constantes de tal modo que ésta solamente puede ser L i i , i . -  

ción del parámetro t: gPy = g,,(t 1 

- 

Actualmente se conocen ya bastantes soluciones exactas 
para modelos espacialmente homogéneos en la teorfa FGE 

Estos son los llamados modelos de Bianchi tipo I al IX 
y también el de Xantowski-Sachs (Kramer et al. 1980). Los 
modelos isotrdpicos de Friedmdnn-Robertson-Walker. ( FRW ) 

están contenidos, como casos particulares, dentro de los 
de Bianchi: 

h = 0  en Bianchis I y VIL, , k =  -1 en aianchis v 
y VI1 h' y k = -1 en el Bianchi IX. 

Por otro lado, son relativamente pocas las soluciones tipo 
ñianchi en la teorfa de JBD. Por ejeiriplo, para vacío en 
Bianchi tipo I Ruban y Finkelstein, 1972 y Belinski y 
Khalatnikov, 1972 son los primeros en obtener las solucio - 
nes generales. Varias otras soluciones, para vacfo, mate - 
ria rígida ( p = e )  y otros fluídos perfectos con ecuacio- 
nes de estado barotrópicos ( F=pp,  Ifilái ) fueron obte- 
nidas por Lorentz-Petzold, 1983, 1984a,b para distintos 
tipos de Bianchi de manera sistenStica aplicando un meto - 
do parecido al nuestro. Este autor cita también una ex- 
tensa lista de referencias sobre estas y otras colucio- 
nes tanto en JBD como en RGS. Sin embarqo, debe.ios men- 
cionar que no siempre es objetivo en algunos de los comen 
tarios que hace. - 



En gensral, estos modelos pu?der,ser bastante complicados 
y nosotros nos limitanios a trabajar con versiones simples 
de ellos: 

Las.métricas de estos modelos $e pueden escribir en forma 
general como 

b 
d S a =  -¿ta+ gab E" E , 

en donde los E, son tales quie 

(5.62) 

(5.63) 

d con C las constantes de estructura que caracterizan 
a los distintos tipos de Bianchi (véase, por ejemplo, Hac 
Caiium, 1979). Los casos más sencillos se obtienen cuando 
l a  métrica es diagonal y son 6on los que nosotros traba 
jamos. 

- 

A continuacidn se ?resentan las ecuaciones cosnol6 - 
gicas a que dan lugar las distintas xétricas de los tipos 
de Bianchi que hemos estudiado. 

Bianchi I 



73 

P'PP ' En éstas y en las siguientes supondremos que 

-\<p 4 1 
La ecuación de conservation para un fluido barotropico 
da lugar, en todos los Bianchis, a 

(fluido politrópico), o bien, que p = p = 0 . 

Bianchi 11. 

Bianchi VI, 
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i 

En éstas y en las siguientes supondremos que p= pp , 

La ecuaciejn de conservacibn para un fluido baroii pico 
da lugar, en todos los Bianchis, a 

-1Sg 5 [ (fluido politr6pico), o bien, que p=p= o .  

Bianchi VI, 



i 

i 
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B i a n c h i  VI11 

B ianch i  I X  
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Bianchi I11 y Kantowski-Sachs 

(5.70al 3;b, c) (!?'s$Y = o((l-3p)pRa5 . I ,  

9= -& con¿=\ para Bianchi 111 y d = - f q &  con 
para Kantowski-Cachs. 
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Bianchi V i k  COI? h 0 . 

ya 
O -  t-. Cte . ,  k= (4) 

í5 .72a1 # I  3;b, c, d) 

Estos son los Gnicos tipos de modelos anisotrdpicos que 
consideramos. 

En forna narecida a lo realizado anteriormente 
con las ecuacioiie:;’para los esp~cios isotrdpicos defini- 
mos las siguientes variadies Y = ~ P . ’ ,  E ~ P R ’ ,  ~ d t ~ i d ?  . 

S610 moctrenGs ex?lícitanen te la nanera de trans - 
formar las ecuacianes del tipo aianchi I y posteriormen- 
te, presentamos’únicimente los r2sultadoc para el resto 
de los modelos., 
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Con las definiciones usuales pRrg \y 
L I Y (5.64~) se escribe como 

7. es constante de integración. Derivando la anterior 
obtenemos 

Por ótro lado, sumamos (5.64a1,2,3 ) para obtener 

si ahora sustituimos (Pn R'," y í pn R3r encontrainos 

Hacemos algo similar con (5.64b) , sustituimos (jn R3)* 
y 4 j y obtenemos 

. I . .  I 

l i Q  

De.(5.73), elevando al cuadrado vemos que 
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O SC? que 

- - 
después de igualar ( 5 . 7 7 )  con ( 5 . 7 6 ) .  En seguida le re2 
tamos de la mitad de ( 5 . 7 6 )  l a  ecuación ( 5 . 7 8 )  y tomando 
en cuenta que de ( 5 . 7 5 )  podenos escribir 

Obtenemos: 

( 5 . 7 9 )  

La razón para escribir esta Última ecuación es que re- 
sulta fundamental para el estudio ds la posible isotrópi - 
zaiión de l o s  universos honoqéneoc. Sin embargo, por el 
momento regresémonos e inte yremos ( 5 .  'Ii) , con el resulta - 
do de que, 
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Tanbien, en forna similar, integramos (5.73) Pero ahora 

tituyendo en ella (5.80): 
recordando que (in R3)' = - p-' ( in E ) ' y sus- 

i 

( 5 . 8 1 )  
=> Y€'= - 3&p[i + (i-p}w] 9jJ 

Sumando (5.80) y ( 5 . 8 1 )  y después integrando obtenemos 

YE. = o<[(a-3,~)++(i-p)~~] 7% b 7 + c 
o sea 

'+'E = aq "+bq  + c I ~ = t ( a - ~ ~ ) + $ & \ - , B > ~ ~ l  
(5.82) b, c = Ctes. 

Este resultado sustituido en ( 5 . 8 0 )  y ( 5 . 8 1 )  nos permite 
encontrarY(q1 y € ( ? I  por separado, respectivamence y. pos - 

) :  a;(7), 1=1,a,,3 ..& . 1 1, 2, 3 
teriormente de (5.64a 

e 
Los detalles pueden consultarse en Guzaáii ,  1935. heron 
Ruban y Finkelstein, 1975 l o s  prmeros autores en obtener 
os tas  soluciones. 

No es posible apliczr este  misno procedimiento 
para integrar las ecuaciones equivalentes para el resto 
de los modelos debido a que los terninos de ciirvatura co- 
rrespondientes no lo permiten. Sin erhargb, haciendo l a  

Suposici6n de que es también válida 
en el resto. de los iiiodelos he:ims poci-do ezcontrar nuevas 

~ Y Y =  ava+ b? + C 

~ . . .  . _  . c .7 . .  . : .. 
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Chauvet y Guzmbn,1986. Uno de los resultados mds inte- 
resantes de esta solucidn: ev- aq2 + bq + c es que, 
Salvo para Bianchi tipo I X ,  se obtienen soluciones anisa- 

# a2  f a3 
mente, este modelo es isotrópico. 
Es hasta aquí a donde se ha podido llegar en nuestras in- 
vestigaciones acerca de soluciones cosmoldgicas en la teo- 
ría de JBD. 

y por lo tanto, fordosa tr6picas, es decir, al - 

. . .  
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