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Resumen

Una de las ideas fisicas més intuitivas que surge en la teoria de los campos cuénticos libres en un
espacio tiempo de Minkowski es que éstos pueden describirse como torres de osciladores arménicos?.
Un estado del campo incluye el estado de cada oscilador 6 modo. La energia y el impetu lineal del
campo en un estado dado estdn determinados por la suma de las energias y del impetu lineal de
cada modo, respectivamente.

Con frecuencia se asevera que la energia infinita del estado de vacio en la teoria cuéantica de
campos, a la que contribuyen la torre infinita de osciladores, no es observable, y por esta razon
deberia definirse usando el ordenamiento normal de operadores para sustraer automaticamente esta
contribucién. Que esta conclusion es incorrecta fue la observacién crucial de Hendrik Brugt Gerhard
Casimir en 1948 cuando mostré que las fluctuaciones de vacio de los campos electromagnéticos
daban lugar a una fuerza atractiva entre placas paralelas perfectamente conductoras. Su resultado,

a temperatura cero, para la fuerza por unidad de area entre placas paralelas separadas por una

distancia a es
m2he
240a”

Fem =

Por argumentos puramente dimensionales, y considerando la combinacién de las constantes A, ¢
y la separacion a, sabemos que esta es la dependencia esperada para el valor de esta fuerza. En
particular su caricter cuantico es esencial pues esta fuerza se anula en el limite & — 0. Aun més, es

importante observar la ausencia de una dependencia en la carga del electron, es decir, este efecto

IEsta descripcion de los campos resulta ser inadecuada en espaciotiempos curvos, ver por ejemplo [1], sin embargo
es suficiente para nuestro escenario de Minkowski plano.
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Figura 1: Fuerza Casimir entre placas paralelas conductoras perfectas. En tres dimensiones espa-
ciales las placas consideradas son bidimensionales y resultan atraerse por efectos del vacio cuéntico
del campo electromagnético cuyo valor de expectacién es cero pero no asi sus fluctuaciones.

es independiente de la carga y existe para las placas neutras. Notablemente, los experimentos han
confirmado la existencia de esta fuerza Casimir. A nivel tedrico este efecto ha sido considerado
en diferentes contextos que van desde la fisica de altas energias en relacién con el confinamiento
de quarks hasta el problema de la constante cosmolégica. También en escenarios que incluyen un
espacio tiempo de més de cuatro dimensiones se han estudiado las modificaciones que surgen a la
fuerza Casimir como consecuencia de las dimensiones adicionales [2]. Es interesante subrayar que
la consistencia con determinaciones experimentales de la fuerza Casimir impone restricciones sobre
estos escenarios.

En esta tesis discutimos diferentes técnicas del calculo de la fuerza Casimir para el caso de un
campo escalar real en un espacio tiempo bidimensional, a saber, cuantizacién canénica, funciéon zeta
de Riemann, férmula de Abel-Plana, funciéon de Green e integral de trayectoria. Nuestras motiva-
ciones son las siguientes. Por un lado el campo escalar, a diferencia del campo electromagnético,
es un modelo suficientemente simple que permite incorporar las caracteristicas esenciales del efecto
Casimir y por otro el espacio tiempo de dos dimensiones nos permite simplificar el andlisis co-
rrespondiente. Nuestro objetivo principal es investigar la aplicacion de la técnica de la integral de
trayectoria para calcular la fuerza de vacio entre dos placas puntuales fijas. Como es bien sabido el

formalismo de integral de trayectoria es practicamente indispensable en el estudio de la fisica de al-
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tas energias debido a su caracter manifiestamente covariante de Lorentz, a diferencia del formalismo
hamiltoniano. Recientemente, esta técnica se ha empleado para estudiar la cuantizacion polimérica
de sistemas gravitacionales, cuyo interés radica en que se implementa un caracter discreto intrin-
seco que resulta tutil para describir la ausencia de singularidades sea en modelos c6smicos como en
agujeros negros. Dejamos como trabajo futuro incorporar la cuantizacién polimérica con la integral

de trayectoria para el calculo de la fuerza Casimir escalar en dos dimensiones espacio temporales.



Capitulo 1

Introduccion

La teoria cuantica de campos combina tres temas principales de la fisica moderna: mecanica
cuéntica, el concepto de campo y la relatividad especial [3]. Esta teoria es la base de la fisica de
particulas elementales moderna, y provee de herramientas esenciales a otras teorias tales como la
fisica nuclear, fisica atomica, fisica de materia condensada y astrofisica. Adicionalmente la teoria
cuantica de campos ha llevado a nuevos puentes entre la fisica y las matematicas.

Dependiendo del contexto puede convenir méas adoptar uno de los diferentes formalismos de la
teoria cuantica de campos. Por ejemplo, la cuantizacién candnica aplicada a campos libres permite
identificar de manera sencilla conceptos fisicos basicos como la energia y el momento lineal. Por otro
lado el uso de la integral de trayectoria es mas conveniente en el estudio de procesos de interacciéon
entre particulas elementales.

En el caso de la cuantizaciéon canédnica de los campos libres se usa una descomposicién en
modos de Fourier, cada uno de los cuales esta sujeto a una dindmica de oscilador armoénico y en
consecuencia es susceptible de cuantizarse como un modelo mecénico, en contraste con los infinitos
grados de libertad de un campo. Cantidades fisicas como la energia y el momento lineal del campo se
conforman, respectivamente, por la contribucién de los infinitos modos. El estado del campo queda
descrito por el conjunto de estados correspondientes a estos modos. En particular, el estado base del

campo estd asociado con todos y cada uno de los estados base de estos, mismos que contribuyen con



su energia minima a la del campo. El anélisis de las interacciones, sin embargo, es dificil de realizar
adecuadamente con este formalismo resultando mas conveniente el de integral de trayectoria.

La base del formalismo de integral de trayectoria en su forma més simple es el concepto de
amplitud de probabilidad para pasar de una posicién inicial de una particula a otra final habiendo
transcurrido un cierto tiempo entre estas dos situaciones [4]. El operador de evolucién requerido en
la construcciéon de esta amplitud se sujeta a una particion temporal expresdndola de esta manera
en una composicion de amplitudes en pequenios lapsos. El resultado final es la celebrada féormula de
Feynman que expresa la amplitud como una integral sobre todas las posibles trayectorias que llevan
del estado inicial al final con un factor de peso dado por la exponencial imaginaria de la accion clasica
del sistema dividida por la constante de Planck; evidentemente este es el propagador de la particula
cuantica. La extension de este formalismo a la teoria de campo [3] nos lleva a que el propagador
correspondiente, dado por el valor de expectacion en el vacio del producto ordenado temporal del
campo consigo mismo, puede obtenerse a partir de la amplitud vacio-vacio en presencia de una
fuente externa y que se expresa usando la integral de trayectoria para los campos. Esta integral
contiene la exponencial de la accién lagrangiana del campo, que es manifiestamente covariante en
contraste con el formalismo hamiltoniano. La incorporacién de interacciones puede implementarse
en el calculo de la amplitud de transiciéon en un esquema perturbativo dado en términos de los
diagramas de Feynman[3].

Evidentemente el estado de vacio del campo juega un papel preponderante en la descripcion
de la teorfa. En particular las propiedades fisicas de este estado en presencia de fronteras que dan
lugar a la fuerza entre dos placas conductoras neutras, predicha por H.B.G. Casimir [5], ha sido
uno de los descubrimientos més sorprendentes en la teoria de campos. Curiosamente este resultado
surgi6é como consecuencia del estudio de la interaccion entre atomos o moléculas formando coloides.
Buscando compatibilidad con los datos experimentales, Casimir y Polder [6] propusieron incorporar
correcciones de electrodindmica cuéntica a esta interacciéon de modo que efectivamente a suficien-
temente grandes separaciones, R, se obtenia un factor adicional 1/R con respecto a la forma usual
1/RS asociada con las fuerzas de London-Van der Waals de origen dipolar y que es adecuada para

pequenas separaciones. En este andlisis se utilizo la interaccion entre paredes y a&tomos que aparen-



temente sugiri6 a Casimir considerar la energia de vacio del campo electromagnético en presencia
de dos placas conductoras perfectas y neutras. El resultado es una cantidad finita equivalente a
una fuerza por unidad de area entre las placas que es atractiva y proporcional a la cuarta potencia

inversa de la separacion entre ellas [5]. Numéricamente se tiene

m2he

—W = _1,30 X 10727Nm2a74,
a

Fem =

dando como resultado una fuerza de aproximadamente 13N/cm? para una separacion del orden de
um. Este efecto fue medido para el caso de conductores dentro de un error del 5% por Lamoreaux
[7] v quizas dentro del 1% por Mohideen y Roy [8, 9, 10], entre otros [11, 12].

Genéricamente podemos pensar al efecto Casimir como una presiéon sobre superficies frontera
ocasionada por el confinamiento de un campo cuéntico en una region finita del espacio. Las fronteras
pueden ser medios materiales, con propiedades electromagnéticas tales como funciones dieléctricas,
en cuyo caso habra campos en ambos lados de la frontera material. Las fronteras pueden también
representar la interfase entre dos fases diferentes del vacio del campo como en la cromodindmica
cuantica; en este caso los campos de color pueden existir inicamente en la regién interior. Por otro
lado, las fronteras pueden representar la topologia del espacio, como en teorias multidimensionales
(Kaluza-Klein 6 mundos brana) donde las dimensiones extras estan restringidas a una geometria
finita como una circunferencia, una esfera u otros espacios méas complicados. En cualquier caso las
fronteras restringen los modos de los campos cuénticos y dan lugar a fuerzas que pueden calcularse
generalmente bajo ciertas aproximaciones. Sus implicaciones incluyen la fisica a diferentes escalas
comprendiendo desde el caso de los quarks hasta posiblemente la constante cosmolégica. Para un
recuento de todas estas aplicaciones y la universalidad del efecto Casimir puede consultarse la
monografia de Milton [13].

Si bien existen varias técnicas para el calculo de la fuerza Casimir que incluyen desde el forma-
lismo canoénico hasta la funcion de Green, nuestro objetivo en esta tesis es analizar la aplicacion de
la integral de trayectoria a este efecto. Hay al menos tres motivaciones para completar esta tarea.

Primero, las ventajas del uso de la integral de trayectoria sugieren su estudio en el caso de la fuer-



za Casimir y contrastarlo con los otros métodos conocidos. Segundo, como es bien sabido existen
correcciones cuanticas basadas en desarrollos perturbativos que pueden contribuir a modificar este
efecto y esto es adecuadamente implementado en la integral de trayectoria [13]. Por altimo, trabajo
reciente en relacion con la cuantizacion por lazos de la gravitaciéon aplicada a modelos cosmolégicos
y agujeros negros ha mostrado una eliminaciéon de sus singularidades [14, 15]. En particular la ver-
sion con integral de trayectoria ha permitido la construccion de acciones efectivas que incorporan
cierta discretez y evitan las singularidades mencionadas [16]. Es de interés estudiar posibles efectos
de este formalismo sobre la fuerza Casimir. Esencialmente limitaremos nuestro anélisis para atender
la primera de estas motivaciones. Nuestra presentaciéon seguira de cerca el trabajo de Golestanian
y Kardar [17] asi como la monografia de Bordag, et al [18]. Nosotros, adicionalmente, incluimos
elementos previos como el propagador del campo escalar libre asi como detalles pertinentes del
calculo para facilitar su seguimiento al lector.

La estructura de la tesis es como sigue. En el capitulo II estudiamos las técnicas de uso mas
frecuente para el calculo de la fuerza o la energia Casimir incluyendo: el formalismo canénico, la
formula de Abel-Plana, la funcion Zeta de Riemann y la funcion de Green. Con el fin de aportar
elementos previos a la discusion de la integral de trayectoria para el campo escalar, en el capitulo
III recordamos las bases del célculo de la amplitud de transiciéon de un sistema mecanico usando
la integral de trayectoria. En particular introducimos la funcién de n-puntos que es el predecesor
del propagador en el caso de campos. El contenido del capitulo IV consiste de la aplicacién de
la integral de trayectoria al célculo del propagador del campo escalar libre primero, y, después,
se implementan las condiciones de frontera correspondientes a la presencia de las placas. Esto se
logra mediante términos de acoplamiento del campo a potenciales delta centrados en las posiciones
de las placas. Finalmente el limite de acoplamiento infinito permite obtener la fuerza Casimir.
Para terminar, en el capitulo V, damos nuestras conclusiones, discutimos el anélisis realizado y

planteamos las perspectivas del trabajo a futuro.



Capitulo 2

Técnicas de uso frecuente para el

calculo de la fuerza Casimir

Antes de implementar la integral de trayectoria para campos en el calculo de la fuerza Casimir es
importante conocer otros esquemas que permiten determinar esta fuerza. Cada uno aporta diferentes
aspectos fisicos a la descripcion del fenémeno y ello justifica su presentacién conjunta en el presente
capitulo.

Con el tnico objetivo de simplificar la presentacion en la tesis nos enfocamos en el caso de un
espacio tiempo de 141 dimensiones, salvo cuando especifiquemos lo contrario. Considerando que
la cuantizacién canoénica es el esquema més elemental y por tanto accesible para discutir el efecto
Casimir y los otros se entienden mejor una vez conocido este, lo presentamos primero. Seguiremos de
cerca la discusion en [19]. Después las siguientes secciones implementan la formula de Abel-Plana,
la funcion Zeta de Riemann y concluyen con el método de funcion de Green [13]. La técnica de la
integral de trayectoria se discutiré en el capitulo 3 para sistemas mecéanicos, y para el calculo de la

fuerza Casimir del campo escalar en el capitulo 4.



2.1. Cuantizacién canodnica

Consideremos un campo escalar real ¢ = ¢(z) = ¢(2°,21) con 2° = ct, en un espacio tiempo

plano con métrica ds? = ¢?dt? — dz? . Es ttil considerar una formulacién lagrangiana como punto
de partida para definir la cuantizacion canoénica, y como veremos en el capitulo 4, la correspondiente

integral de trayectoria. Para el campo escalar la accién y densidad lagrangiana son

Sy = /d%:z:, (2.1)

1 1 m?2c?
L = 5(%(]58“(#—5 = ®? (2.2)

El uso de las ecuaciones de Euler-Lagrange |20, 21],

o, ((&) -G =0 (23)

nos lleva a la ecuacién de Klein-Gordon

P Ejc
X

x=0

Figura 2.1: Representacion del efecto Casimir en una dimensién espacial. Los circulos indican las
placas puntuales separadas por una distancia a.



Ahora, histéricamente, en el efecto Casimir se consider6 la presencia de placas conductoras per-
fectas y un campo electromagnético. Las condiciones de frontera pertinentes entonces corresponden
a campo eléctrico nulo en las placas. Por esta razon en nuestro caso de campo escalar usaremos las

condiciones de frontera tipo Dirichlet

p(t,z' =0) = ¢(t, 2! =a) =0. (2.5)

Para continuar con el anélisis conviene tomar en cuenta el siguiente producto escalar, que es

preservado bajo evoluciéon temporal a la luz de la ecuacién de Klein-Gordon® (2.4),

(61,62) 1= - /0 Ao (67:6n — 620167 . (2.6)

La ecuacion (2.4) tiene como soluciones normalizadas respecto a (2.6)

(+) he N\ i 1
= — Frwn knz), 2.7
() (awn> e sen(knpx™) (2.7)
1
m2ct 3
Wnp = |: 72 + CQk’rQL:| ) (2 8)
k, = 2 n=1,2,3
a
Mismas que cumplen
(UEL+)5U£:)) = 6nm7
(un_), UWL_)> - 6nma
() = 0

La cuantizacién canoénica para los campos puede introducirse a través de sus modos de Fourier.

LObservemos que utilizamos campos complejos en esta definicién. Esto se debe a que la descomposicién en modos
que usaremos requiere soluciones complejas que resultan en energias reales. El factor de i es necesario para asignar
norma positiva a los modos de energia positiva mientras que el factor hc asegura el cardcter adimensional del producto
interno.



Con este fin proponemos la descomposicién

B = 3 [ulal + ulPan] (29
n=1

donde a y afson operadores de aniquilacién y creacion, respectivamente, y satisfacen relaciones de

conmutacién, consistentes con las del campo y su momento canénico
[gs(xl),fr(x'l) = iho(z! — 2 (2.10)
con
. 1,4
() = Eatgb(:p). (2.11)

A partir de la expresion (2.9) y el producto interno (2.6) se pueden reescribir los operadores a

y a' en términos del campo como sigue

a

_ L 139,40 — 9.6u=)
ap = hc/da: {c{)@tun Orpu,, }, (2.12)
0
i A .
al, = 7 /d:v1 {gb@tug:) - 3t¢u5n+)}. (2.13)
0

Estos operadores satisfacen las siguientes relaciones de conmutacion

[an,ain] = Opm, [n,am] = [al,ain] =0. (2.14)

Dado que el efecto Casimir es un fenémeno asociado al estado de vacio procedemos ahora a
describir este ultimo como el estado de minima energia. Con este fin recurrimos a la densidad

hamiltoniana?
2

H oc .1t 2 2
B oo L= 5 [5007 + 0.7 +

1 m2c
2 h?

¢, (2.15)

2Notemos el factor 1/c. Este es consecuencia de la relacién entre el momento del campo y el tensor de energia
momento PH = fd3:c®“0, OHY = %8”(]& — n* L. BEs decir, la componente u = 0 del momento cumple P° =
m

E = [a%20% = [ a%a (53555000 - £) = [ aa L.



cuya integral espacial en el intervalo [0, a] nos da la energia contenida en esa region

H:/ dztH. (2.16)
0

Usando la descomposicion en modos (2.9) asi como (2.7) y (2.8), el operador hamiltoniano toma

la forma

> 1
H = Z hwn, <aILan + 2) . (2.17)
n=1

Evidentemente la combinacién de operadores afa, juega un papel preponderante por lo que se
introduce el operador hermitico

N, :=alap,. (2.18)

Este operador satisface las siguientes relaciones

[Nn, am] = —0n.man, (2.19)

[No, al,] = 6n.mal, (2.20)

mismas que implican para los eigenestados

N [An) = An [An) (2.21)

las respectivas relaciones
Ny (an [An)) = (A — 1) (an [An)), (2.22)
Ny (af, [An)) = A+ 1) (af, [A0)) - (2.23)

Evidentemente a,, y al son operadores de escalera que bajan y suben, respectivamente, en una
n ) )

unidad el eigenvalor \,. El espectro de N,,, y por tanto de H, puede obtenerse a partir de la



siguiente observacion: la norma de los estados debe ser no negativa. Concretamente

lan [An)]| = 0. (2.24)

Explicitamente tenemos que (2.24) implica que

(Anl a;rlan M) = (Al NolAn)

An (An]An) >0,

pero (A,|An) > 0 por lo que \,, > 0. Dado que los eigenvalores pueden disminuir en una unidad por

la accion de a,, sobre |\, ) su minimo valor posible es cero y por tanto

A = jn =0,1,2..... (2.25)

J

Finalmente el espectro de energia viene dado por
. 1 .
Enj = hwnj In + 5 ) Jn=0,1,2.., (226)
mientras que los eigenestados correspondientes son
[An,) = ljn) Jn=0,1,2.... (2.27)

El estado de vacio, o de minima energia, del campo se define de la siguiente manera

0) = &) [0n, ) (2.28)

nj=1

an, [0,y =0,  n;=1,2,.... (2.29)

Una vez caracterizado el estado de vacio del campo escalar masivo procedemos a estudiar el

10



valor de expectacion de la energia en este estado. Tenemos que
E(a,m):= (0| H|0) = h > w (2.30)
,m) = = 3 n- .

Es claro de (2.8) y (2.30) que la serie para la energia de vacio no converge independientemente
de si el campo es masivo o no. Con el fin de extraer la informacion fisica requerida es indispensable
entender el origen de esta divergencia. Existen varios esquemas para completar esta tarea. En
esta seccion adoptaremos la incorporaciéon de un regulador que nos permite aislar la divergencia
y calcular la energia fisica de vacio que es finita. De ahora en adelante consideraremos el caso de
campo escalar no masivo. Concretamente agregamos una exponencial decreciente a los términos de

la serie para obtener una modificada como sigue

E.(a,0) h = mnc _mne,
a, = = —e a
‘ 2 a
n=1
d (A= _ane
= —— [ e, 2.31
de (2 Z ) ( )
n=1
Esta serie puede sumarse como sigue. Consideremos la suma
oo o0 oo
P Z 67(2n+1)z + Z e—2nz
n=1 n=0 n=1

1 1
= écosech(z) + iezcosech(z) -1

= %cosech(z)(ez +1) -1, (2.32)

donde en la segunda igualdad usamos la relacion 3 de la sec. 1.23 de [22]. Insertando (2.32) en (2.31)
y considerando las identidades senh(2z) = 2senh(z)cosh(z) y cosh®(%) = 1(1+cosh(z)) obtenemos
mwhe 1

Bu(a,0)= "~ (2.33)

8a senh?(G<)

Con el fin de identificar la energia de vacio fisica y por tanto finita con € — 0 tomamos como
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referencia el desarrollo de Laurent siguiente

1 1 =z 728 312°
. cosech(z) =~ 24 E S 2.34
senh(z) ~ C0%ech(=) = 2 =5+ 3650~ o0 T (2:34)

Asi que (2.33) toma la forma

whe [ 4a® 1 1 )
87 71'262? - g +O(€ ) 5 (235)

Ee(a7 0) =

y la energia entre placas se puede identificar con la expresion

. he
ET(a,0) = — < 2.
(a,0) YL (2.36)
lo cual implica la siguiente definicién
ET(a,0) = lim. o+ [Ec(a,0) — EM(a,0)] (2.37)

donde EM (a,0) = ;—:Cei es la contribucion divergente a la energia y como veremos a continuacion
puede asociarse con la energia contenida en la misma region del espacio pero en ausencia de placas.
La energia de vacio en ausencia de placas contenida en la region espacial [0, a] se calcula siguiendo

un procedimiento similar al caso anterior. En ausencia de placas los modos solucién de la ecuacion

de Klein-Gordon toman la forma

5 12 4
Uz(ci)(f) = (27r2(;k) ej”“”"teml, zt € (—o0, +00), (2.38)

Wi k| c, k € (—o0, +00), (2.39)

y en este caso los modos estan normalizados a la delta de Dirac
+oo

5K — k) = / ik —R)z! g1 (2.40)

— 00
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La descomposicion del campo ahora toma la forma

+oo
b(z) = / dk [v<—)b;+v,§+)bk . (2.41)

—00

Ahora los operadores de escalera satisfacen las relaciones de conmutacion

[br bl =00 = k), [ow,bw] = [b]8L | = 0. (2.42)

El estado de vacio en ausencia de placas se define como

10) = )10k, » (2.43)
ki

b

De esta manera la densidad de energia del vacio para el campo escalar en ausencia de placas en

la region [0, a] resulta ser

Ey
— = (0|H]|0
o omi)
1 oo
= — —dk
27 J_o 2
1 [ hlk|e
= — dk
27 J_o 2
L T (2.45)
2 0

Es claro que esta densidad de energia es divergente. Procediendo de nuevo con la inclusién de

un regulador exponencial tenemos la siguiente relacién para la energia de vacio

13



h o0
Bs = 2| wemewdk
2T 0
h o0
. we” *“dw
2me Jq

_ el (2.46)

2me €2’

Comparando (2.46) con (2.35) podemos realizar la siguiente identificacion
ES = EM(a,0). (2.47)

La relacion (2.47) provee la interpretacion mencionada antes de que la energia de vacio del campo
escalar en presencia de placas es finita cuando se regulariza restando la contribucién de la energia
de vacio en ausencia de placas, ecuacion (2.37).

Una vez aclarada la interpretacion de la energia fisica de vacio correspondiente al campo escalar
en presencia de dos placas puntuales podemos determinar la fuerza que se ejercen tales placas. Es

decir
7dEfiS(a,O) __ whe
da 2462’

(2.48)

Esta es la fuerza Casimir para campo escalar sin masa en una dimension espacial analoga a la

electromagnética obtenida por primera vez por H.B.G. Casimir en 1948 [5].

2.2. Formula de Abel-Plana

La cuantizaciéon canénica del campo escalar y su regularizacién nos permitieron identificar la
energia de Casimir finita a través de las ecs.(2.35, 2.37, 2.47). En esta formula aparece la diferencia
entre una sumatoria asociada con los modos discretos del campo en presencia de placas y una
integral para los modos continuos del campo en ausencia de las mismas. Notablemente existe un
analisis que trata con este tipo de expresiones matemaéticas que consiste en la llamada formula de

Abel-Plana [19, 23]. Esta nos provee de una estrategia de célculo y especificamente toma la forma
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iFe(n) — /Oo F.(k)dk = %FC(O) +i/}wt)2;t—F€§_it)dt7 (2.49)
0 et —

n=0 0

donde F.(n) = (&)(™2<)f(™2<¢€) con f(™<¢) una funcién suave y F es una funcién analitica en el

medio plano complejo z, Re(z) > 0, y la suma y la integral existen. En nuestro caso tenemos

h e\ _xne,
e = 5 (T)eE
hk
FE(]C) = 76_k67
de modo que la ec. (2.37) toma la forma
‘ 1 7 mhe () _ mhe (i)
fis _ : 2a 2a
E’*(a,0) = §(O)+1/ ] dt
0
whe Vi t
= _—— —_— . 2.
" S 1dt (2.50)

0

Haciendo el cambio de variable u = 27t en la integral que aparece en (2.50) y usando la relacion

tenemos que

fis mhe 1 < —ku
E’*(a,0) = _7(27r)22 ue” "du
k=17
The 1 =1
o @R
k=1
_ the 1 =2
B a (2m)%2 6
h
= e (2.51)
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donde en la segunda igualdad hemos utilizado fooo ue Ftdy = ,712; y en la tercera igualdad usamos
oo

la funcién Zeta de Riemann ((d) = Zﬁ, con d = 2:((2) = %2. De esta manera reobtenemos a
k=1

través de la formula de Abel-Plana la energia fisica de Casimir para el campo escalar sin masa en

una dimension espacial, ec. (2.36) .

2.3. Funciéon Zeta de Riemann

Otro método de regularizacion en teoria cudntica de campos que permite tener control de sus di-
vergencias se basa en las propiedades de la funcion Zeta de Riemann. Esencialmente su continuacién
analitica combinada con otras propiedades nos permite extraer cantidades fisicas finitas y eliminar
las divergencias. Para nuestro sistema de campo escalar sin masa en presencia de placas puntuales
en una dimensién espacial hemos visto que la energia en el estado de vacio puede escribirse usando

(2.30) como

h oo
E(a,0) = %Z n. (2.52)
n=1

La funcién zeta de Riemann para z compleja con Re(z)>1 se define como [24]

((2) =) n" (2.53)
n=1

Comparando (2.52) con (2.53) vemos que la energia de vacio puede expresarse usando la funcion

Zeta de Riemann como

Desafortunadamente ((—1) no estd bien definida como puede verse de la ec. (2.53) pues la
serie resultante no converge. Sin embargo es posible resolver esta situacion usando la continuacién
analitica de la funcién, en particular su propiedad de reflexién que se expresa de la siguiente manera

[24]

r(g)w*zﬂg(z) T (1 ; Z) TEC( - 2), (2.54)
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donde I es la funcién Gamma. Usando (2.54) con z = -1y I'(—4) = =27, T'(1) =1, ((2) = %2,
obtenemos ((—1) = —1/12. De esta manera obtenemos por el método de la funciéon Zeta de Riemann

la energia, ec. (2.36), y por tanto la fuerza de Casimir, ec. (2.48).

2.4. Funcion de Green

Entre los métodos de calculo de la fuerza Casimir uno de los mas intuitivos y elegantes es el
que se basa en el uso de la funcién de Green del operador diferencial involucrado. La idea de su
aplicacién es como sigue. Recordemos que en las teorias de campos en 3+1 dimensiones espacio
temporales el tensor de energia momento determina el flujo de momento lineal por unidad de area
y por unidad de tiempo a través de un elemento de area. En el efecto Casimir usual las placas estan
conformadas naturalmente por estos elementos de area y la diferencia de los valores del tensor de
energia momento a la derecha y a la izquierda de la placa efectivamente nos da la fuerza por unidad
de area que sufre ésta. Ahora bien, en el estado de vacio, el valor de expectacién del tensor de
energia momento puede relacionarse con el limite de puntos coincidentes de derivadas de la funcién
de Green del campo. De este modo la fuerza por unidad de area sobre la placa puede determinarse
como la diferencia de las contribuciones de las funciones de Green a la derecha y a la izquierda de
la misma.

Para nuestro sistema de campo escalar sin masa en un espacio tiempo de 1-+1 dimensiones,
las placas a considerar son puntuales y el tensor de energia momento correspondiente es un flujo
de momento lineal por unidad de tiempo. Discutimos ahora el calculo de la fuerza Casimir por el
método de la funcién de Green para este caso.

El método de funciéon de Green parte de la ecuaciéon de campo con fuentes. La ecuacién de

Klein-Gordon para el campo escalar sin masa, ec. (2.4), toma la forma

O¢ = J. (2.55)
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La funcion de Green del operador O se define como
OG(z,2") = 6*(x —2'), 2° = ct, (2.56)
de modo que la solucién de (2.55) puede expresarse como

b(x) = / 2/ Gz, 2) (7). (2.57)

Observemos que en nuestro caso de un espacio tiempo bidimensional las coordenadas espaciales
x!, 2" pueden encontrarse en una de las tres regiones definidas por la presencia de las placas
puntuales ubicadas en z! = 0, a. Estas regiones son (—o0,0], [0,a] y [a, 00).

Calcularemos la fuerza sobre la placa ubicada en z*

= a; para la otra placa el calculo es similar.
Necesitamos la contribucién de la regién entre placas, misma que calculamos primero, y la de la
region a la derecha de esta placa subsecuentemente. Las condiciones de frontera tipo Dirichlet que

se imponen sobre el campo escalar de modo que este se anule en las placas implica la siguiente

condicion sobre la funcion de Green, ec. (2.57),
G(ct,zt = 0;ct’, 2'V) = G(ct, ' = ajet’,2") =0, 0 <zt 2"t <a. (2.58)

Para proceder con la determinacién de la funciéon de Green conviene utilizar su transformada

de Fourier temporal

G(x,x') = / d—we_iw(t_tl)gw(xl,m’l). (2.59)

oo 2TC

En términos de g, (z!, 2'!) la ecuacion (2.56) y las condiciones de frontera (2.58) toman la forma

2
- (B + 5 )l ) = 60t -, (2.60)
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gol(z! =0,2"") = g, (2! = a,2'") = 0. (2.61)

Considerando la forma del operador diferencial ® = — (6%1 + “é—;) en (2.60) esperamos que

la solucién se exprese en términos de funciones trigonomeétricas. En efecto, usando el caréacter
discontinuo de su primera derivada y la continuidad de la funcién g, (z*,2*) en 0 < 2! =2t < a

se obtiene que

— o sin(

d
“sin(“a) c

(zL —a)) sin(%xi), (2.62)
donde a:1> (:v1<) representa la mayor (menor) de las posiciones espaciales x!, 2!

Ahora estudiaremos la relacion entre la funcion de Green y el tensor de energia momento. Para

el campo escalar este tensor se define como

oL
T, = Wayd} —Nwkl, p,v=0,1, (2.63)

y considerando el lagrangiano (2.1) para el caso sin masa obtenemos

1
T,uv = (‘9,@8,,45 - §nuua)\¢a)\¢- (264)

Por otro lado de la teoria cuantica de campos tenemos la siguiente relacién entre la funcién de
Green y el valor de expectacién del producto ordenado temporal de los campos, la cual estudiaremos

en el capitulo 4 (ver también [20, 21, 25]),
/ h /
(0T é(2)4(2")]|0) = ~G(z,27), (2.65)
donde T es un operador de ordenamiento temporal definido como

TA(t1)B(t2)] = A)B(t2),  sit1 >tz (2.66)
B(tg)A(tl), sito > 7.
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Notemos que para nuestro caso de una sola dimensién espacial la placa en 2! = a esta sujeta a
un flujo de momento por unidad de tiempo en la direcciéon x' determinado por T%;. Podemos ahora

combinar (2.64) y (2.65) para obtener este flujo de momento

i (G 5 atat/) O[T [$(x)é(a")][0)

_ oo, + L h /
= (2 2028t3t/> ZG(I,J? )

!l z’l—)a t'—t

1 h e dw ; ’
— 1 20104, 0.0, ) = S —iw(t—t") " 1,71
zl,znfﬁ,t/ﬁt(2 10+ 5a o t) 2/_ ome’ 9@’ a")

o0
h [ dw w2
— 1/ 7zw t t a 8 , 1 /1
zl,z’ll—r)rtlz,t’ﬁt 2i J_ omc” ( e 02 gl 27)
h [ dw w2
1/ e 6 a 1 /1
o2 20 o 2me < 1o+ 3 > gola’, )
h [ dww w
- _* Zcot(Za). 2.67
21 J_o Zﬂccco(ca) ( )

Esta integral no existe como puede verse del comportamiento de la funcién cot z, un resultado
que no es sorprendente considerando los esquemas previos para el cilculo de la fuerza Casimir con
los que vimos que debiamos regularizar las expresiones correspondientes. Con este fin realizamos
como primer paso el siguiente cambio a frecuencias imaginarias % — ik, K€ R, que nos permite

reemplazar (2.67) por

h

> d
(Thi(ct,z' = a)) = —5/ %n coth ka, (2.68)

cuyo comportamiento es relativamente mejor pero continua estando mal definida. Para arreglar esto

y como segundo paso combinaremos (2.68) con la contribucion del flujo de momento a la derecha

de la placa.
Ahora bien la transformada de Fourier temporal de la funcion de Green a la derecha de la placa

ubicada en x = a satisface las siguientes condiciones de frontera

=a,2'") =0, gler(zt — oo, a’) ~efeT (2.69)
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la segunda correspondiendo al caracter libre en la regién lejos de la placa. Un andlisis similar al
caso entre placas da como resultado

gger(x7x/) _ (ZL'1< _ a))ei%(w;—a). (270)

El flujo de momento a la derecha de la placa ahora toma la forma

or h [ dww
<T1dl‘ (Ct,l‘l = a)> = 5/ %;, (271)

donde la integral del lado derecho seré de utilidad en la regularizacién que buscamos. Para combinar
este flujo con el interior primero efectuamos la rotacion a frecuencias imaginarias de manera que

(2.71) se reemplaza por

or R[> ds
(T (ct, 2! = a)) = 75/ o (2.72)

A este punto estamos listos para calcular la fuerza sobre la placa ubicada en x = a como la

diferencia entre (2.68) y (2.72), es decir,

F = c<T11(ct,x1:a)>fc<T1dfT(ct,x1:a)>
he [ dk
= % Erlcoth(a) —1 2
5 ) 27T/£(cot (ka) — 1), (2.73)

donde hemos agregado un factor de ¢ a los flujos relativistas de momento que tienen dimensiones
de momento sobre longitud para convertirlos a dimensiones de momento entre tiempo. Enseguida
analizamos la integral en (2.73), para lo cual explotamos la paridad del integrando y utilizamos la

forma exponencial de la cotangente hiperbdlica para reescribirla como

he [ K

F = K———.
T Jo e2ra —1

(2.74)

Finalmente usando la definicién de la funcién zeta de Riemann en forma integral sobre el semieje
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real, (véase en [26]),

7 s—1
Yy -
[t — =), (2.75)
0
obtenemos que (2.74) toma la forma

he
= - T'(2)((2
Fo= —psTXO)
whe
—_ 7@, (2.76)

donde usamos T'(2) = 1y ¢(2) = %2, para obtener la fuerza entre las placas puntuales para el

campo escalar sin masa en un espacio tiempo de 1+1 dimensiones, en concordancia con los analisis

previos (2.48).
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Capitulo 3

Integral de trayectoria en mecanica

cuantica

En este capitulo describimos algunos aspectos introductorios del formalismo de Feynman de la
mecanica cuantica de sistemas con un nimero finito grados de libertad. Estos nos serviran como
referencia para que en el siguiente capitulo analicemos este formalismo aplicado a un campo escalar
y al célculo de la fuerza Casimir correspondiente.

Un céalculo comun en la fisica de particulas es el de una seccion eficaz para una colisién de algin
proceso particular, por ejemplo el de electréon-electron e“e~ — e~ e~. De acuerdo con Feynman
en un primer orden de aproximacién el proceso se representa con el “diagrama de Feynman” de la
Fig.3.1, y la parte crucial de este diagrama es la “propagacion” del foton entre los dos electrones. Las
‘“reglas de Feynman” permiten asociar un diagrama con cada una de las amplitudes de transicion.
Asimismo, la amplitud total (que puede incluir varios diagramas para cada proceso) permite deter-
minar la seccién eficaz. En este capitulo se mostrara como la mecanica cudntica puede ser formulada
para que el proceso de dispersiéon pueda ser entendido directamente en estos términos. Primero es-
tableceremos la integral de trayectoria de Feynman y su relacién con el propagador en mecénica

cuantica y después discutimos otras cantidades, las funciones de n puntos que son esenciales en la
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teoria cuantica de campos. En este capitulo seguiremos de cerca [20].

Figura 3.1: Tlustracién del proceso de colision e"e” — e~ e~ mediante un diagrama de Feynman. El
intercambio de un fotén surge del formalismo de interaccion electromagnética.

3.1. Foérmula de Feynman para la amplitud de transiciéon

En la formulacion usual de la mecanica cuantica, las cantidades ¢ y p son reemplazadas por
operadores los cuales obedecen las relaciones de conmutaciéon de Heisenberg. La matemaética que
se invoca es que los operadores sobre los elementos de un espacio de Hilbert. La formulacién de la
integral de trayectoria de la mecanica cudntica, por otro lado, esta basada directamente en la nocién
de un propagador K(gyts;q;t;). Dada una funcién de onda (g;,t;) al tiempo t;, el propagador

provee la correspondiente funcién de onda a un tiempo posterior tf , t¢ > t;, como sigue,

Y(qy,ty) = /de¢K(thf;Qiti)¢(Qiti), ty >t (3.1)

Conforme a la interpretacién usual de la mecanica cuéntica, ¥(qs,ts) es la amplitud de pro-
babilidad de que la particula se encuentre en el punto gy al tiempo ty, asi que K(gsty;g;t;) es
la amplitud de probabilidad de que ocurra la transicién de g; al tiempo ¢; a gy al tiempo t¢. La

probabilidad correspondiente es

2
P(qsty; qiti) = |K(qpty; qiti)|
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Para proceder con el analisis dividamos el intervalo de tiempo entre ¢; y t; en dos, con ¢ como el
tiempo intermedio, y ¢ el punto intermedio en el espacio, como se muestra en la Fig.3.2. Repitiendo

la aplicacion de (3.1) en esta particion tenemos

blap.ty) = /R /R dgidg K (art7; gt) K (at: qiti ) (ais 1),

a partir de lo cual se encuentra que

K(qsts; qiti) = /RK(qftf; qt) K (qt; qit;)dq, (3.2)

asi que la transicién de (g;,t;) a (gs,ts) puede ser considerada como el resultado de una transiciéon

Figura 3.2: Composicién de la amplitud de propagacién usando una particién en dos intervalos temporales.

de (g;,t;) a todos los puntos intermedios disponibles ¢ seguida de una transicion de (g,t) a (gf, ).

Es ilustrativo considerar (3.2) a la luz del experimento de la doble rendija con electrones, mos-
trado en la Fig. 3.3. Denotamos por K(2A4;1) la amplitud de probabilidad que el electron pase por
el agujero 24 desde la fuente 1, y por K(3;2A) la amplitud que este pase de el agujero 24 a los

detectores 3. La ecuacion (3.2) da

K(3;1) = K(3;24)K(24;1) + K(3;2B)K(2B;1).

El patrén de intensidad de la “pantalla” 3 esta dado por la probabilidad
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P(3;1) = |K(3;1)]?,

que incluird términos de interferencia, caracteristicos de la teoria cuantica. Nétese que no podemos
afirmar que “ el electron viajo ya sea por el agujero A o por B ” . Esta nocion de todas las posibles

trayectorias es importante en el formalismo de la integral de trayectoria.

2A

FUENTE DE
ELECTRONES

-

PANTALLA DE
INTERFERENCIA

<

2B

\J

AAN\M%

Figura 3.3: Experimento de la doble rendija que ilustra la composiciéon de las amplitudes de propagacion.

Notablemente K es realmente la amplitud (gsty| ¢;t;). Para ver esto, note que la funcién de

onda ¥(q,t) es
(g, t) = (gr| ¥(t)) g (3.3)

donde el vector de estado [1)(t)) ¢ en el esquema de Schrodinger esté relacionado con el esquema de

Heisenberg |¢) ;; por

[W(t) g =e M |y) (3.4)
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con H el hamiltoniano del sistema. Podemos definir el vector
g, t) = e/ |q) (3.5)

al que llamaremos, por obvias razones, un “marco movil”. Entonces tenemos, usando (3.3) y (3.5),

P(g,t) = (gt )y - (3.6)

La completez de los estados, [, dg; |g:) (¢;] = 1, nos permite escribir

(q,t]¥) = / (arstsl gisti) {qir ti| ¥) dgi (3.7)

el cual, con la ayuda de (3.6), es

Plag,ty) = / (ar.tsl girti) (g, ti)dg;. (3.8)

Comparando (3.8) con (3.1) vemos que

(ap,tyl qisti) = K(qgty; qiti)- (3.9)

El propagador K resume la mecénica cuédntica del sistema. En la formulaciéon usual de la
mecéinica cudntica, dando una funciéon de onda inicial, se puede encontrar la funciéon de onda a
un tiempo posterior resolviendo la ecuaciéon de Schrédinger independiente del tiempo es decir,
ihdy W (q,t) = HU(q,t) tiene solucion W(q,t) = 3 c e Fnt/My (g) con U(g,t = 0) = 3, cathn(q)
y H Un(q) = Eptn(q) - En la formulacion de Feynman, sin embargo, el propagador da la solucién
directamente. La idea ahora es expresar (gy,t¢| ¢;,t;) como una integral de trayectoria.

Vamos a dividir el intervalo temporal entre ¢; y t; en (n + 1) subintervalos iguales de tamaiflo

7, es decir T =t; —t;_1, como en la Fig. 3.4. La ecuacién (3.2) tomara la forma
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(ap sl aints) = /.../dqldqQ...dqn (@5 ] s tn) ool Gty tnt) oo (qt 1] git) s (3.10)

y las integrales incluyen las posibles “trayectorias’; estas no son trayectorias en el sentido usual
clasico pues pueden no ser diferenciables!.
Consideremos ahora un segmento pequeno en la integral de trayectoria. De la ecuacion (3.5)

tenemos

(@rrtirl aity) = (gjmale ™M qy)
i
= (gj+1|1—- ﬁHT +O(7?) |q;)
1T
= 0(gjy1 —q5) — = (@j+1] H |gz)
1 i ir
= %/dpem {hp(qg'ﬂ —qj)} - (@j+11 H |q;) - (3.11)

En la segunda igualdad usamos el desarrollo de la exponencial considerando 7 pequeno. La
tercera igualdad hizo uso de ortogonalidad a la delta de la base |¢) y su representacion como

transformada de Fourier se adopté en la ultima igualdad.

q

Q

qf= qn+1

Figura 3.4:

I Estas trayectorias pueden describirse usando un concepto estadistico denominado cadenas de Markov [Chaichain,
Demichev [27]]. Nosotros no seguimos esta ruta.
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El Hamiltoniano H es una funcién de los operadores p y ¢. En el caso especial donde H es de

la forma

= p—m +V(q) (3.12)

el elemento de matriz en (3.11) puede tratarse como sigue. Primero

P p?
/ / /
(@l ) = [ @'dp oyl ) 0 3 ) 0] ).

y ahora sustituimos (g;41| p’) = (2mh) "'/ exp(ip'q;+1/h), para obtener

~2 / . 2
P e T P s
(@41l o lgj) = / o OXP [h(p ¢j+1 pqg)} 2m<5(p ?')
dp i 2
= %GXP {hp(%‘-s-l - Qj)} % (313)

Nétese que aqui p? del lado izquierdo de (3.13) es un operador, mientras que en el lado derecho

es un numero. De forma similar

(@11 V(@) gy = V(g) gl )
= Vi(g)o(gj+1—gq5)

= /% exp [;p(qjﬂ - Qj)] V(gj), (3.14)

y V(q) en el lado izquierdo es una expresion de operador, pero la integral de la derecha no contiene

operadores. Poniendo (3.13) y (3.14) juntas, tenemos
dp i
(g1l Hlaz) = | 5 exp | 2p(a541 = a5) | H(p,g5),
y, de (3.11),

1 7
(@j+1:tje1] @5,t5) = Py /dpj exp {h[pj(QjJrl —q;) — TH(pj»qJ‘)}} ; (3.15)
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Figura 3.5:

en donde p; es el momento entre t; y ¢;+1, 6 , equivalentemente, ¢; y ¢j+1 (ver Fig. 3.5). Esto da
el propagador sobre un segmento de trayectoria.
El propagador completo se tiene por medio de la sustitucién de (3.15) dentro de (3.10), dando,

en el limite continuo (donde p; es el momento a lo largo de la trayectoria entre ¢; y ¢;+1),

{ar.tsl giti) = lim /qu] 7eXp ﬁz (¢j+1 — q5) = TH(pj, )] ¢ » (3.16)
7=0

con ¢o = ¢4, gn+1 = ¢f. La notacién comun de (3.16) es la siguiente

DqDp i [/tf .
] gt = | ——f—exp — dt[pg — H(p, 3.17
(ar,trl qirti) /(%h)"“ XD > g [pqg — H(p, q)] (3.17)

en la cual Dg = [[;_,dg; y DPp = [[j_ydpj, con q(t;) = gi, q(ty) = qy- En el limite continuo ¢
serd una funciéon de ¢ , y la integral es una “integral funcional”, una integral sobre todas las posibles
trayectorias entre (g;,t;) y (¢r.ty). Cada funcién ¢(t) y p(t) define una trayectoria en el espacio
fase. Como fue mencionado arriba, el enfoque méas usual para la mecénica cuantica es resolver la
ecuacion de Schrodinger ih(0 [¢) /0t) = H |1) donde H es un operador, sujeto a algunas condiciones
de frontera. En la formulacién de la integral de trayectoria contamos con una expresion explicita
para la amplitud de transicién, la cual es claramente adecuada para problemas de colisiones. Las

cantidades p y ¢ que estan en la integral no son operadores (c-nimeros, no g-nimeros).
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Hay otra forma para la amplitud de transicion, valida cuando H es de la forma (3.12) , ya que

en ese caso podemos realizar la integracion en p. La ecuacion (3.16) sera

2

p.
<Qfatf‘ Qza 1 = hm /Hd(b exp{ ; [pj qj+1 — )*ﬁT*V(Qj)T
exp(%—&—c)
(apots it = tim (20) " Hd . imu2_v
qf,lf| Qiytq) = i9mhT qj €Xp 2 =

} |

=

y utilizando la integral gaussiana [~ _exp (—az® + bz + ¢) dz = (I)

} (3.18)

it
rtil gt =N [ Daosw |5 [ Liainar (319)
t

i

en el limite continuo

donde L =T — V, es el lagrangiano clasico. En el limite n — oo, IV puede diverger, sin embargo,

con base a la normalizacién este factor resulta irrelevante.

3.2. Funciones de n puntos en mecanica cuantica

La amplitud de transicién (3.19) sujeta a las condiciones de frontera

alty) =ar, a(ts) = a, (3.20)

no son apropiadas para el caso de la teoria cuantica de campos. En este iltimo caso tendriamos,
por ejemplo, ¥(t;) = 14, Y(ty) = ¥y, siendo ¥ estados genéricos. En la practica podemos considerar
que las particulas son creadas (por ejemplo, por colisién), éstas interactian, y son destruidas por
su deteccion. Por ejemplo, en la medicion de la seccion eficaz diferencial do/d2 para la dispersion
7N, pién-Nucleén, el pién es creado por una colisiéon NN, y destruido cuando es detectado.

La creaciéon puede representarse como inducida por una fuente, y la destruccién similarmente.

Las condiciones de frontera del problema pueden ser representadas como en la Figura 3.6; el vacio
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f— o | 0>

Particula
destruida

Particula
O creada

t—-o0 | 0>

Figura 3.6: Representacion de la transiciéon vacio-vacio en presencia de una fuente.

a t = —oo evoluciona al vacio a t — oo, via la creacién, interaccién y destrucciéon de una particula,
mediante la presencia de una fuente. En ese sentido queremos conocer la amplitud de transicion
vacio-vacio en presencia de una fuente. Esta formulacion fue propuesta por Schwinger (1969). La

fuente J(t) se representa modificando la Lagrangiana

L — L+ hJ(t)q(t). (3.21)

. J . . . . .
Si [0,t)” es el estado base (vacio) en presencia de una fuente, es decir, para un sistema descrito

por (3.21), entonces la amplitud de transicién presenta la siguiente estructura
Z[J] x (0, 00| 0, —00)” (3.22)

donde un factor de proporcionalidad ha sido omitido. La fuente J(t) juega un papel analogo al de
una corriente electromagnética, la cual acttia como “fuente” del campo electromagnético. Un campo

cargado, en interacciéon con el campo electromagnético A* incluye un término en su Lagrangiana,
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Eje
temporal

Eje temporal
0 rotado

Figura 3.7: Se muestra la rotacion del eje temporal para el calculo de la transiciéon vacio-vacio.

de la forma J, A*. La corriente J,, actud como una fuente del campo electromagnético, y esta idea
fue generalizada por Schwinger.

Analizamos ahora la amplitud vacio-vacio. La situacién es representada en la Fig. 3.7. La fuente
J(t) es no nula unicamente entre los tiempos t y ¢ (t < ¢'). T es un tiempo antes que ¢, y 7" es un

tiempo posterior a t’, asi que la amplitud de transiciéon es
QT QTY = N / Dgexp l; /T o th)] . (3.23)

Por otro lado, usando relaciones de completez tenemos
@rr) = [adda@Tqt) (¥ ) (| QT). (324

Usando (3.5) tenemos entonces

@QT'|dt) = (@lewp (—;HT’) exp (2“) )

5 0@ 165y exp | 1Bt~ 7). (3.25)
donde ¢,,(¢g) son un conjunto completo de eigenestados de energia. Del mismo modo
. i
] QT) = 3 (@)@ exp |~ Bult 7)) (3.26)
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Ahora substituimos (3.25) y (3.26) en (3.24). Tomando el limite 77 — cce™®, T — —oce™®,
con § un angulo arbitrario < 7/2 (ver Fig.3.7), vemos que la parte imaginaria de T es ¢ |T'|sind, el
término (i/h)E,T contiene una parte real —(1/h)|T|sind el cual da un factor de amortiguamiento
exp {—(1/h)E, |T|siné}. El término que sufre el menor amortiguamiento es el que tiene la menor
energia, que es Ej, el estado de energia méas baja, o vacio. Por lo tanto en la suma la tnica

contribucién que sobrevive es la del estado base. Entonces tenemos

i (QT1QT) = 6(Qen(@) exp |- L BT’ - 7))
T— —oce— 6

y / dq'dget(d,¥) (] at)” do(0.t) (3.27)

0, equivalentemente,

/ dq'dggy(q, ) (d't'] at)’ dola,t)

<Q/T/| QT)J

—r00e ™1 T——c0e ™ Gaiis(gn) exp[— £ Bo(T'—T)] (3.28)

= h’mT/

El lado izquierdo es el valor de expectacion de la amplitud de transiciéon en el estado base. Los
tiempos ¢’ y —t son arbitrariamente grandes. Por tanto el lado izquierdo sera (0, cc| 0, —oo)'I. El

denominador del lado derecho es simplemente un factor numérico, por lo que

(0,00 0,—00)” o« lim  (Q'T’| QT)’ (3.29)
T’ —oce—
T——ooe™ 8

con (Q'T'| QT)” dada por (3.23).
Finalmente definimos la amplitud Z[J] en (3.22) por

8

Z[J] = /quxp [; /_mw dt(L + hJq)| x (0,00| 0, —00)” . (3.30)

34



Esta expresion serd la base para el caso de campos en el siguiente capitulo.

En las aplicaciones requerimos de evaluar valores de expectacion de productos de operadores.
Para comenzar, en lugar de (qsts| ¢;t;), consideremos (qsts|G(tn,)|giti), en donde ty > t,, > t,.
Considerando la particién temporal ec.(3.10), y eligiendo ¢,,, como uno de los tiempos t1, ....., t,

tenemos

(artyl q(tn,) laits) = /dq1~--dqn<qftf|qntn><qntn|qn_1tn—1>

<qﬂ1tn1|Q(tn1) |qn1*1tn1*1> <q1t1| Qiti> .

La expresion (¢n, tn,| ¢(tn,) |qn,—1tn, —1) puede ser reemplazada por q(tn, ) (Gn,tn, | Gny—1tn,—1),

donde esta vez ¢(t,, ) es un namero. De este modo obtenemos

artslatlat) = [ 2zawyen {5 [ i~ Hp] ). (331)

Consideremos ahora

{art sl 4(tn,)q(tn,) lgiti) -

Sit,, > tn, tenemos

<thf| Q(tnl)Q(tnz) |qlt’L> = /dﬂhd% <qftf‘ qntn> <qn1tn1 ‘ q(tnl) |Qn1—1tn1—1>

<qn2tn2|q(tn2) |qn2*1tn2*1> <q1t1| qiti> ’

dando, finalmente,

sl ) = [ B awen | [ ma] @a)

(27Th)n+1 1 t1

si t1 > to. Si, por otra parte, to > t1, el lado derecho de (3.32) es igual a
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(artslq(ta)q(ty) |gits) -

En general, el lado derecho de (3.32) es igual a

(apty| T [q(t1)q(t2)] |qits)

donde T es el operador de ordenamiento temporal

T _ A(tl)B(tg) sit] > 1o,
[A(t1)B(t2)] = (3.33)
B(tg)A(tl) sttty > 1.

T tiene el efecto de ordenar el tiempo adecuadamente. El resultado encontrado puede generalizarse
como sigue

(arts | Tla(t)a(ts)a(tn)] aits) = / ﬁ%q(mq(mmq(tn)

X exp {; /ttf i — Hp.q)] dt} .

En el caso donde H sea de la forma (3.12), esto sera

(arts| T'lg(t1)q(t2)...q(tn)] lgiti) = N/qu(tl)Q(t2)~~q(tn)

. tf
X exp (;/ Ldt) . (3.34)
ty

Sin embargo, de la definicién original de la amplitud Z [J] ec.(3.30), esta derivada funcional con

respecto a J es
i85

gf(gﬂ = i/qu(tl)exp [; /O:e_i& dt(L + th)]
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y por tanto

—1id
0" Z [J] [
— = Dqq(ty)...q(t - dt(L+ R .
T~ Paatt)-al )explh/m_w (L +hJg) (335)
lo cual da, poniendo J = 0,
5 Z1J] N
i
_ = D L .
STt 0T =1 / qq(t1)...q(t,) exp [h/mew de(L) (3.36)

El valor de expectacion en el vacio con ordenamiento temporal, para un producto de operadores,

toma la forma

5" Z [J]

5J(t0)0d () i (0, 00| T'[q(t1)q(t2)---q(tn)] |0, —00) . (3.37)

J=0
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Capitulo 4

Integral de trayectoria y fuerza

Casimir para el campo escalar real

Hemos visto en capitulos anteriores la aplicacion de algunos de los esquemas mas frecuentemente
usados en el célculo de la fuerza Casimir, esto es, cuantizaciéon canénica, formula de Abel-Plana,
regularizacion Zeta de Riemann y funciéon de Green. Todos estos tienen en comun el uso de la
descomposiciéon en modos, discretos y continuos, para el campo escalar. Si bien muy util esta
estructura de modos no es esencial para la descripciéon de los campos cuénticos en el esquema
de integral de trayectoria, por ejemplo, y sin embargo esta herramienta resulta ser poderosa para
calcular cantidades de gran interés fisico en la teoria de campos y particulas elementales. Por esta
razon es deseable incorporar el analisis del efecto Casimir del campo escalar con el formalismo de
la integral de trayectoria.

En este capitulo consideramos la extension del formalismo de la integral de trayectoria de la
mecanica cuantica discutido en el capitulo 3 al caso del campo escalar en 1+1 dimensiones espacio
temporales. Especificamente nos sera tutil establecer la relacion entre el valor de expectacion en
el vacio del producto ordenado en el tiempo de operadores de campo con la funcion de Green

respectiva (aqui seguimos de cerca [3, 20, 28]). De este modo damos sustento al argumento usado en
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el capitulo 2 para el célculo de la fuerza Casimir por el método de la funcién de Green. Ademas, este
resultado se usara en el analisis de la integral de trayectoria en presencia de placas incorporadas como
casos limite de potenciales delta, llevando finalmente al valor de la fuerza Casimir correspondiente.
Nuestra descripcion esta basada en las referencias [17, 18, 29, 31].

El presente capitulo adopta unidades tales que A =c = 1.

4.1. Funcién de Green libre

En esta seccién establecemos la relaciéon entre el valor de expectacién del producto ordenado
en el tiempo de dos operadores de campo y la funcién de Green del campo escalar sin interaccion.
Asimismo se expresa explicitamente la forma integral de esta tltima. Con este fin, similarmente al
caso mecanico cuantico (ec.(3.37)), nuestro punto de partida sera la amplitud en presencia de una
fuente J pero ahora para el campo escalar sin masa ¢ en lugar de la posicién de una particula ¢, es

decir,

ZolJ] = N / DeeSV, (4.1)
S[J] = /d% (;aﬂ¢aﬂ¢+ J¢> , 2t =t, !, (4.2)

donde N es un factor de normalizacion.

La accién (4.2) es equivalente, salvo un término de frontera que se anula cuando ¢ =0, a

S’ = /d% (—;¢D$¢ + qu) , (4.3)

con O, = 02 — 0%, 0%, := 02, . Elegiremos el factor de normalizacion N tal que Z[J = 0] = 1

[20] y asi nuestra amplitud toma la forma

_ [Doexp (i [ Az [—5¢0,¢ + J¢|)

ZolJ] [Doexp (i [ 2z [0, ¢])
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Para proceder con nuestro andlisis y poder explotar propiedades de las integrales gaussianas
utilizamos una rotacién de Wick en el tiempo ¢ := i1, de modo que Z = 7,z!, d%zr = id%*z = idrdz?,

O, = — (02, + 8%,) = -0z, f(z) — f(Z), y la amplitud euclidiana resulta

Zai =L Does (J 2 |-300:6 ﬁj‘ﬂ) | (4.5)
[ Dexp (f 427 {—%dﬂm})

Podemos completar esta etapa del anélisis simetrizando esta amplitud euclidiana. Para ello

introducimos el siguiente operador simétrico
Oz 2 = 0z6%(% — &), (4.6)

donde §2(7—7') esta definida en R?, dando lugar a la siguiente expresién para la amplitud euclidiana

(4.5)

- [Ddexp (f 427 [ a2 [f% 3(#) a0 d(F) + J(2)62(3 — 5;')55(:2’)})

2B (1 | 16T o

Zy

En este punto extrapolamos al caso continuo la forma de la integral gaussiana definida para un

conjunto numerable de variables del apéndice A (A.11) para reescribir (4.7) como

Zo|J] = exp [; / d%z / d%:«'J(:E)D@;,J(:E’)} 7 (4.8)

donde D;li,, es precisamente la funcién de Green del operador Oz 5/, es decir
1 ~ ~ ~
/Di@/Di’)i”de/ — 62(:1;1 _ .’IJH). (49)
La version Lorentziana de (4.8) toma la forma, equivalente a (4.4),

Zo[J] = exp [; / d%z / 42/ J(x)0, L, J(2")] (4.10)

donde hemos utilizado la siguiente relacion
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Oz % = —i0; )

z, x,x’"

Enseguida analizaremos algunas consecuencias de las formas equivalentes de la amplitud (4.4)
y (4.10). Derivando (4.4) sucesivamente con respecto a la fuente J y posteriormente apagando ésta

obtenemos el analogo de la relacién mecénica (3.37), es decir,

6" Zo[J)
§J (=) .. 6] (x)

= (i) <o ‘T [qﬁ(x) . qﬁ(x("_l))} ( o> , (4.11)

J=0
para los n puntos espacio temporales z, 2/, ...,z("~1). En el caso particular de la segunda derivada

funcional tenemos

82 Z[J]

5T T(@) |, 01T [p(z)p(2")] | 0). (4.12)

J=0

Ahora bien, usando (4.10) el equivalente a (4.12) resulta ser

§2Zo[J]
dJ(x")oJ (x)

= i (/ d*yO, L 6% (y — x’))
J=0

= 407k, (4.13)
Comparando (4.12) con (4.13) concluimos que

(01T [9(z)¢(a")] | 0) = —i; (4.14)

x,x’"

Para dilucidar la interpretacién del lado derecho de la ecuacién anterior haremos referencia a la

ecuacion (4.9), esta ultima puede reescribirse usando (4.6) como

/ 0.6%(x — =)0, da’ = 0,0, %,

= 8z —2a"), (4.15)
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donde en la primera igualdad realizamos la integral en 2’. De ahora en adelante usaremos la siguiente
notacion

0., =Gz —2"), (4.16)

x,x’

es decir 0,1, es la funcion de Green G(z — z”) del operador [J,. De este modo nuestra relacién

(4.14) toma la forma

01 T[]0 = Gl ), (417

0.G(z —2') = 6*(z—1). (4.18)

Claramente (4.17) justifica el uso de (2.65) para el calculo de la fuerza Casimir por el método

de la funciéon de Green en el capitulo 2. Notemos que (2.66) también puede expresarse como
T [p(x)¢(2")] = © (z — 2') (2)d(2) + O (¢' — z) () p(2), (4.19)

con O la funcién de Heaviside

O (z) = bl (4.20)

0 s12<0

Por completez y para su uso en la siguiente seccion recordaremos la forma integral explicita de la

funcion de Green libre correspondiente a (4.18). Usaremos las transformadas de Fourier siguientes

1 . ’ . 1 1

Gz —z) = v )Q/G(w,k)ew(t*t )ik =2 qudk, (4.21)
™

Pz —12) = (21)2/eii“’(tft,)”k(ml7rll)dwdk, (4.22)
™

mismas que sustituidas en (4.18) nos llevan a la forma

1 1 . ’ . 1 1
o — —tw(t—t")+ik(z” —z )d dk. 4.2
Gle—z) (2m)2 / —w k2 e Y (4.23)
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En esta dltima ecuacion el pardmetro € > 0 nos define el contorno de integraciéon apropiado
para determinar el propagador de Feynman. La evaluacién de las integrales anteriores requieren
de especificacion de las condiciones de frontera para la funcion G(z — ). En la siguiente seccién
extenderemos los métodos que acabamos de discutir para incluir el caso de la presencia de dos

placas puntuales, las condiciones de frontera correspondientes y el célculo de la fuerza Casimir.

4.2. Incorporacion de dos placas puntuales

Pasamos ahora a incluir las condiciones de frontera correspondientes a la presencia de dos placas
puntuales en el formalismo de la integral de trayectoria. Para implementarlas introducimos en la
accién términos de acoplamiento del campo escalar con sendos potenciales delta de Dirac ubicados
en las posiciones de las placas. Nuestro caso se obtendr4 en el limite de constantes de acoplamiento
infinitas, que emula las placas conductoras perfectas del caso electromagnético (ver [17, 18, 29, 31,
32, 33]). Similarmente al caso libre de la seccion anterior usaremos integrales gaussianas euclidianas
en el calculo de la amplitud relevante. Esto se facilitard mediante la introduccién de dos grados de
libertad mecéanicos auxiliares, uno por cada placa puntual. Finalmente usamos una relacién conocida
entre el logaritmo de la amplitud y la energia del sistema, obteniendo asi el resultado conocido para
la fuerza Casimir.

Iniciamos nuestro andlisis en presencia de placas considerando la acciéon modificada para el

campo escalar

Scf = Sy+ 51+ 95, (4.24)
A

5 = -2 / 226" (21) 62 (x), (4.25)
A

Sy = _?2/(129551(%1 —a)p?(x), (4.26)

donde Sy representa la accion del campo escalar libre, ec.(2.1), ahora sin masa, y A2 son las

constantes de acoplamiento del campo a los potenciales delta ubicados en z! = 0, a. Observemos
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que las deltas en S; 2 son espaciales y la ecuacién de campo resultante es la siguiente
Oad(z) + M0t (@h)p(x) + Ao (2! — a)d(z) = 0. (4.27)

Estamos interesados en el limite A; » — 0o porque de esta manera implementamos las condicio-
nes de frontera de campo nulo en las placas?.
Nuestra amplitud normalizada, ahora incluyendo acoplamiento del campo escalar con los po-

tenciales delta, queda expresada como

Z [\, X)) = / Depeter1d], (4.28)

Aqui Zj representa la amplitud con A\; = A2 = 0. Enseguida descartamos el término de frontera

en Sy (2.1) y realizamos la rotacion de Wick en el tiempo para obtener

Z M, Ao = /D¢exp [—/d2 (60:0) +—/d2 §H(z")d® + AQ/dQ §'(z! = a)d?
(4.29)
Ahora estudiaremos los términos de acoplamiento con los potenciales delta. Consideremos el
término conteniendo A; en la amplitud anterior. Su contribucién a la exponencial puede expresarse

como sigue [17, 29]

B [d?38 (@) _ o4 [ [ drdr é(r,0)\d(r—1")(',0)

Ipamen (farfdr [-3a0) (5 6] + ] drom0a(r))
&) exp ([ dr far [~ (r) (2572) ()] )

)

(4.30)

1Una manera concreta de entender este limite consiste en considerar la colision de una particula cuantica no
relativista con una barrera delta de intensidad infinita. A diferencia del caso de intensidad finita, en este limite solo
se tiene incidencia y reflexiéon pero no transmision: la funcion de onda se anula en la posicién del potencial delta y
en la regién opuesta a la de incidencia.
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donde en la primera igualdad introdujimos una integral sobre 7/ simultdneamente con un factor
§(t — 7') y evaluamos el campo en la posicién de la primera placa x! = 0. En la segunda igualdad
hicimos uso de la extrapolacion al continuo de la integral gaussiana en variables numerables (A.11)
ahora con variable de integracion el grado de libertad mecanico &;(7), asi como del hecho (A10(7 —

(1

™)t = )\_:/) , que puede verificarse usando la integral: [dr'\id(7 — 7/)(A0(7" — 7)) =

1

[dr' \é(r — 7)) dr—r) 5(t — 7""). Evidentemente para la placa en x

by = a agregamos el grado

de libertad mecanico £;3(7) y tenemos ahora

I D&(r)exp ([ dr [ ar' [-L&(r) (25572) ()] + [ drolr, a)6a())
[ D& (1) exp (dede [ Lea(r) (%')) 52(7’)D .

o F [ &3 (@ —a)d® _

(4.31)
Los términos de interaccion que acabamos de obtener, (4.30) y (4.31), seran ahora incluidos en

(4.29) de modo que esta ultima toma la forma

7] = Z]\;N/Dfl /D§2 /D¢exp{A+B+C’+D}, (4.32)
A= [ [ (<pa@0ae)),
B = [& (0@ @am) + [ @ (386 - aglr).
¢ = [ [o a0 (25 aw].
D = /dT/dT/ {—;52(7) <61(TA; T/)) 52(7’)} :

aqui los factores de normalizacion estan dados por

s v o fr [ o (2T} v

Observemos que en la amplitud (4.32) los términos A y B en la exponencial son los tnicos que

dependen de ¢ y forman parte de una integral gaussiana, es decir,
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—/D¢exp{/d2 /d2’(— B0 00(3 ))+/d2f(51(:v1)£1(7)+51(w1—a)é‘z(T))é},
)

(4.33

que puede realizarse nuevamente usando (A.11) para obtener

I; exp B / d%i / A?7 Je(2)G (& —f’)jg(a?’)] , (4.34)
) §H ()i (r) + 6z — a)éa(r), (4.35)

Je(

&1

donde en la primera ecuacion G (Z — 7') es la funciéon de Green del operador Oz, es decir el analogo
euclidiano de (4.16).
Ahora sustituiremos (4.34) y (4.35) en (4.32), en particular explotaremos el caracter de las deltas

de Dirac, para darle a la amplitud la siguiente forma

Z[)\l,)\g] = N N /'Dfl /ng T) exp |:—/d7'/d7' =1 +s—42+\—43+\—44) R (436)
14V2

= el (B e -0 e,
= 6O -7 (s,
(Gl a6 (),
- & (2 -t -0)) &)

(11 (1] [1]
w N
| | |

[1]
B~
|

Evidentemente (4.36) presenta una forma cuadréatica en & 2 que puede manejarse mejor en

términos matriciales. Definiendo
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g = (51352), (437)
S=) _Gr—+',0 —-G(r -7, —a
T I ORI .
—-G(r—1",a) %;T)—G(T—T',O)
61(777") 0
A1
My = 1 , (4.39)
0 st (r—1")
A2

reescribimos la amplitud (4.36) de la siguiente manera (ver [17])

_ [ Dée3Sdr [ar'émg
4 P\h )\2] N f’Dgeféfd‘rfd‘r’g”-MO'g.

(4.40)

En este punto podemos nuevamente usar nuestra formula de integrales gaussianas (A.11) pa-
ra reconocer que (4.40) tendra la forma de determinantes de las matrices correspondientes, mas

precisamente,

det (M) >_1/2 , (441)

2l = (5o

donde los determinantes deben ser entendidos como la combinacién del determinante como matriz
2 X 2 y el determinante continuo asociado a las integrales en 7 y 7. Es posible avanzar mas en el
calculo de esta amplitud si utilizamos transformadas de Fourier para la dependencia en los tiempos.

Explicitamente, definimos la doble transformada de Fourier de las matrices M, My usando

M(p,q) = //deT’eiPT—HqT,M(T,T/), (4.42)

/ /d7'd7"eipTJ”‘qT/MO(7'7 7). (4.43)

MO(pa Q)

Consideremos la componente Mi; de la ecuacion (4.38) y la forma integral de la funcion de
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Green euclidiana correspondiente a (4.16), es decir

dkydks -1 —iky (7—7")—iko (zt —2't
G(r -7, 2! // on? BT (=7 —ika( ), (4.44)

Usando (4.44) y (4.42) en (4.38) tenemos

Mu(p,q) = Ti+Ts (4.45)
o
I = //deT'eZPT“qT 75 r—7 ), (4.46)
dkidky 1 _
— ipT+igr’ ik (T—71")—1ik2(0
T, = //deT’ep a (// o2 k2+k2 (r—7')—ika( )). (4.47)

La integraciéon de T} es directa y obtenemos

T ——5
1 " (p+q),

mientras que para T» podemos calcularlo como sigue partiendo de (4.47)

dk,dk 1
T = // L 2/d ipT— 1k17k2+k25(1€1+q)

_ dk ipTH+iqT 1
= /(%)/dm E1 73

Vs
Z5(p+q).
. (r+q)

Donde en la primera igualdad integramos en 7/, en tanto que en la segunda se integré sobre
k1 y finalmente en la tercera igualdad usamos la integral en 7 asi como una continuaciéon analitica
para la integral en ko de modo que el contorno de integracién considerado se formé con el eje real
y una semicircunferencia abarcando el semiplano correspondiente a Imks > 0. Combinando estos

resultados expresamos a la componente M;1(p, q) como

M (p, )—27T5(p+q)<)\11 1)-
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De manera analoga podemos calcular cada componente de las matrices de interés para obtener

su transformada de Fourier explicita resultando en

1 1 e 9%
74'_7
Mipa) = o[ M ] (148
% T2
1
L
Mo(p,q) = 2a6(p+q) | ™ E (4.49)
O .
A2

Ahora nuestra amplitud de interés (4.41), usando (4.48) y (4.49) puede reescribirse de la siguiente

manera

—1/2
L i e*g('l)
det | 2n6(p+¢q) | ™ 2
e—d(a) L+ i)
. 3 N T2
Z M, Ao) = — (4.50)
1
>V 0
det | 2m6(p + q)
1
0 %

Para proceder con nuestro analisis conviene recordar la relacion de la energia funcional E[J] de

una teoria de campo en presencia de una fuente externa J (ver [3, 18])
emmﬂmﬂjfwwpk/ﬁua@+J@. (4.51)

Esta corresponde a una representacién funcional de la amplitud (0le=*#7|0) donde T es el
intervalo temporal en presencia de J, es decir, E[J] es la energia de vacio como funcién de la fuente
externa; es el analogo de la energia libre de Helmholtz de la mecanica estadistica.

En nuestro caso, bajo la rotacién de Wick temporal T' = T, la energia de vacio toma la forma

1 -
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Para manipular mejor esta expresion recurrimos a la formula aplicable a una matriz o operador?
In(det A) = Trln A. (4.53)

Usando la expresion anterior podemos reescribir (4.50) como sigue (ver [3, 17, 31])

- 1 1
InZ A, Ae] = —ilndetM—l—ilndetMo

1 1
= —ilndet./\/l + ilndet./\/lo

1 1
—iTr In M + §Trln./\/lo

1 1 1 e—2da

1. - [T dg (A1 +X2) Ao —2
o7 Y1 1 — ¢ 2aa
2 / o n{ Ty T (1=

— 00

donde en la primera igualdad usamos la propiedad del logaritmo de un cociente, en la segunda
usamos la invariancia del determinante bajo cambio de base y pasamos al espacio de Fourier,
mientras que en la tercera igualdad usamos la identidad (4.53). En la cuarta igualdad usamos
(4.50) calculando los determinantes 2 x 2 para finalizar con la expresion de la traza en el espacio
de Fourier, que explica la remocién del factor delta, en la quinta igualdad. El factor de LT esta
asociado con la integral funcional [3].

La densidad de energia & = E/L puede expresarse combinando (4.52) con (4.54), con A\; = A\g =

A, como sigue

+oodq A 22
Al = —In|1+Z+ = (1—e 29, 4.
EN] /0 2wn{+q+4q2( e 1) (4.55)

Evidentemente esta energia diverge en el limite A — oo, una bien conocida divergencia lo-
garitmica [31, 32], y una regularizacion es necesaria. Nosotros no desarrollamos este punto aqui.
Notablemente la fuerza Casimir asociada con la energia (4.55) es finita como se ve de la siguiente

manera

ZPara una matriz A con eigenvalores a; tenemos que det A = [, a; = exp (3, Ina;) = exp Tr (In A){ver 3, 30]).
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(4.54)



OE N

Fo = —1i
¢ s a
) +oo dq e—2qa
= — lim

9. 2q 2 1 —2
Ao fo o 2 E 4 45 (1 em29)

_ /“"dg?q
B o 2me2@ —1

whe
= - 4.56
24a? ( )

En la primera igualdad anterior usamos la relacion entre la fuerza y el gradiente espacial de
la energia, en la segunda igualdad derivamos el integrando de (4.55), mientras que en la tercera
igualdad aplicamos el limite al integrando resultante. Finalmente, en la cuarta igualdad, hicimos
uso de (2.75) para evaluar la integral y restauramos los factores de /i y ¢ que nos dan el resultado
conocido de la fuerza Casimir entre placas puntuales para un campo escalar en una dimensiéon

espacial.
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Capitulo 5

Conclusiones, discusion y

perspectivas

Los conceptos de la mecénica cuantica, campos y relatividad especial se combinan para dar lugar
a la teoria cuntica de campo. Esta nos ha permitido no solo describir los procesos de las particulas
elementales sino también sus consecuencias en otras circunstancias como en la astrofisica y la
cosmologia, la fisica nuclear asi como otras derivaciones en fisica matematica. Entre las ideas més
intuitivas de un campo libre esta su descomposiciéon en modos de Fourier que nos permite extraer
informacion fisica, a nivel hamiltoniano, como la energia y el momento del campo en términos de las
contribuciones de tales modos. Sin embargo para el caso de campos interactuantes la descripcion més
conveniente se basa en la integral de trayectoria de Feynman que determina amplitudes de transicién
con la interaccién incorporada perturbativamente, tipicamente en un esquema lagrangiano y por
tanto manifiestamente covariante de Lorentz. En cualquier caso el estado de vacio del campo resulta
jugar un papel preponderante. En el caso hamiltoniano se requiere de una regularizacién para
obtener una energia fisica finita mientras que en la integral de Feynman una prescripcion basada en
una continuacion analitica en el tiempo es necesaria para capturar la informacion de este estado.

Historicamente Casimir y Polder propusieron incluir las fluctuaciones de vacio para explicar la
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interaccion molecular en coloides [6]. Esto llevo a Casimir a analizar la energia fisica de vacio en
presencia de un par de placas planas conductoras paralelas. Su conclusion fue que tales fluctuaciones
daban lugar a una fuerza atractiva entre placas [5]. No es dificil convencerse que el origen de este
efecto esta asociado con el confinamiento de los modos del campo bajo estudio a una regiéon del
espacio. Claramente entonces el efecto no es privativo del campo electromagnético sino que puede
emerger para un campo escalar, fermionico o un campo no abeliano.

Es natural plantearse el estudio del efecto Casimir a la luz de la integral de trayectoria por dife-
rentes razones. Por ejemplo es deseable confirmar que en este formalismo reobtenemos los resultados
obtenidos por otros métodos. También en el caso de interacciones éstas pueden ser consideradas
perturbativamente en este formalismo. Asimismo otros desarrollos de la cuantizacién, como la po-
limérica adoptada en el caso de la gravedad, son susceptibles de ser incorporados en este esquema.

En esta tesis estudiamos el célculo del efecto Casimir con diferentes esquemas para un campo
escalar sin masa en una dimensién espacial. Por completez, en el capitulo II, discutimos algunos
de los métodos mas frecuentemente usados para este fin. Iniciamos con la cuantizacién candnica
del campo escalar sujeto a condiciones de frontera tipo Dirichlet en la posicién de dos placas
puntuales ec.(2.5). En este caso la energia de vacio pudo describirse mediante un regulador como
la combinacién de una cantidad divergente con una cantidad finita ec.(2.35). Esencialmente la
divergencia se puede entender como asociada a la misma regién espacial pero en ausencia de placas.
La energia fisica finita resulta de la diferencia entre la energia con placas y en ausencia de ellas
ec.(2.36). En siguiente término adoptamos la formula de Abel-Plana que nos plantea la diferencia
entre una sumatoria y una integral de una misma funcién con ciertas propiedades analiticas ec.(2.49).
Evidentemente este esquema es un reminiscente de la regularizacién de la cuantizacién canénica
mencionada antes y con la cual coincide en el resultado final. Después consideramos el enfoque de
la funcién zeta de Riemann. En este caso la energia de los modos confinados entre las dos placas
puntuales puede reescribirse como la funcién zeta de Riemann misma, a la cual le aplicamos la
formula de reflexion ec.(2.54) dando como resultado el valor fisico de la cuantizaciéon canénica. Al
final de este capitulo utilizamos la funcion de Green del operador de Klein-Gordon ec.(2.56) sujeto a

las condiciones de frontera asociadas con las placas para calcular el flujo de momento por unidad de
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tiempo sobre una de ellas dando lugar asi a la fuerza Casimir correspondiente ec.(2.73), nuevamente
en coincidencia con los formalismos previos.

Para poder analizar convenientemente el enfoque de la integral de trayectoria para el célculo
de la fuerza Casimir en el capitulo III estudiamos la prescripcion de Feynman para la amplitud
de transicion de un sistema mecéanico partiendo del operador de evolucién hamiltoniano ec.(3.11) .
Después de implementar una particién temporal expresamos esta amplitud como la integral sobre
todas las trayectorias correspondientes ec.(3.19). Asimismo planteamos el problema basico de los
procesos de la fisica de particulas elementales como una amplitud de transicién vacio-vacio en
presencia de una fuente. De esta manera se obtuvieron también las funciones de n-puntos, es decir
valores de expectacion en vacio de productos de posiciones a diferentes tiempos ec.(3.37).

Con la preparacion del capitulo anterior pudimos plantear en el capitulo IV el problema del
efecto Casimir con el formalismo de la integral de trayectoria. Con este fin incorporamos en la
amplitud vacio-vacio escrita en términos de la integral de trayectoria un acoplamiento con dos
potenciales delta que implementan la presencia de las placas puntuales ec.(4.29). Nuestro caso
resulta del limite infinito de este acoplamiento pues permite incorporar las condiciones de Dirichlet
del problema. Naturalmente la presencia de los potenciales delta sugiere la introducciéon de dos
grados de libertad mecéanicos auxiliares en términos de los cuales el desarrollo técnico del problema
basado en el uso recurrente de integrales gaussianas continuas es resuelto ecs.(4.30 y 4.31). La
amplitud vacio-vacio puede relacionarse con la energia en presencia de una fuente mediante una
formula general de la teoria de campo [17]. En el limite de fuente nula la energia resultante es
logaritmicamente divergente indicando la necesidad de una regularizacién. Nosotros no seguimos
esta ruta y simplemente notamos que la féormula obtenida para la energia da lugar a una fuerza
de Casimir finita ec.(4.56). Esencialmente el gradiente de la energia respecto de la separacion entre
placas descarta el término divergente.

Como conclusiones del presente trabajo tenemos las siguientes. Primera, la cuantizacion de
los campos puede llevar a divergencias en cantidades fisicas como la energia y una regularizaciéon
suele ser necesaria. Segunda, el estado de vacio en la teoria cuantica de campos juega un papel

preponderante y su caracterizacién adecuada es importante. Tercera, el efecto Casimir para un
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campo escalar sin masa en una dimension espacial puede tratarse con diferentes esquemas, todos
ellos consistentes, ya sea enfatizando los modos como en el caso de la cuantizacion canoénica, funcion
zeta de Riemann, formula de Abel-Plana y funcién de Green, o no como en el caso de la integral
de trayectoria. Cuarta, en este tltimo formalismo obtuvimos una energia divergente que debe de
regularizarse, sin embargo, la fuerza correspondiente siendo un gradiente de la energia elimina la
divergencia y da lugar a una fuerza de Casimir finita.

El presente trabajo puede continuarse en diferentes direcciones. Una de ellas es considerar la
renormalizacién de la energia Casimir en el formalismo de integral de trayectoria via la renormali-
zaciéon para campos. Esto deberia llevar al resultado conocido de la energia finita de Casimir. Otra
posibilidad consiste de considerar un campo escalar con autointeracciéon y estudiar perturbativa-
mente las correcciones a la energia y a la fuerza Casimir. También la cuantizaciéon polimérica analoga
de aquella por lazos para la gravitacién podria aplicarse a cada uno de los modos del campo escalar.
Esto permitiria estudiar modificaciones a la fuerza Casimir introducidas por el pardmetro que da
un caracter discreto adicional a los modos del campo cuantizado poliméricamente. En particular el

comportamiento divergente de la energia puede ser de gran interés.
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Apéndice
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Apéndice A

Integrales gaussianas

En este apéndice describimos el célculo de integrales gaussianas conteniendo un conjunto nume-
rable de variables para después, heuristicamente, sugerir su extensién a un conjunto continuo.

Consideremos la siguiente integral en n dimensiones

I = / (ﬁ dxi> exp | — zn: %xiAijxj +zn:bil’i
=1

ij=1 i=1

1
= exp Z §bi(A_1)ijbj (27‘1’)"/2 (det A)_l/Q. (Al)

ij=1
Para resolver esta integral usaremos el caso unidimensional

/e*p"f: T
p

— 00

Primero reescribimos (A.1) en forma matricial

1 -,
I/dfexp<25t~A'f+bt~f>. (A.2)
Como sabemos toda matriz simétrica con coeficientes reales es diagonalizable y sus valores
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propios son reales, esto segin el teorema espectral.
Sea A una matriz real n X n, entonces es autoadjunta si y solo si A es ortogonalmente equivalente

a una matriz real diagonal (ver en [34] T'. 7.21)

P7'AP=D (A.3)

A=PDpP! (A.4)

en donde la matriz D es diagonal y contiene los eigenvalores de A, P es una matriz que debe de ser
invertible y ortogonal. El teorema espectral garantiza que cualquier matriz cuadrada simétrica con
coeficientes reales es ortogonalmente diagonalizable, y con ello se garantiza la ortogonalidad de la
matriz P,

A=PDP . (A.5)

Usando que P es ortogonal, P~! = P!, podemos reescribir (A.1) como

Para resolver esta integral se hace un cambio de variable §f = P! Z, con el elemento de volumen
dg = det P' - d7 . Ademas ¢ = b'P,
1= /d*e—%y“’D'W‘P'y — [ dije 37 PIHET, (A7)

En notacién indicial tenemos que

n n
I= /deiefézyzlymyi*z?:l Cili — H/dyiefé)‘iyfﬂiyi. (A.8)
i=1 i=1

Como son integrales de un mismo tipo, esas integrales se resuelven completando el cuadrado,

2

(ay — ¢)? = a®y? — 2ac + 2, con ello reescribimos el argumento de la exponencial como sigue
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2 2
1. 5 1 Ci 1lc
—5AiY; iYi = —5 AilYi — —= 51 A9
S AiYi +Ciy 2(v Y ¢M) + 55 (A.9)

Podemos darle la siguiente forma a nuestra integral

2
e o1 -3 \/szr"—l) oad 1
1= /d ie_%xiy?-‘rci’yi = 6%)‘1' /d e 2< Vi = e2 X 2
LJ o e e
1 1 -1z 1 17t A—1.1
= (271 n/2 e2¢ D ¢ — (91 n/2 3b"-A b
(2m) det'/? D (2m) det'/? A
"1
= (2m)"/2(det A)"Zexp | 5bi(frl)ijbj . (A.10)

ij=1

Finalmente obtenemos el resultado deseado

n

n i n B )
I = / (H de;) exXp | — Z 51’1‘147,‘3‘1']‘ + Z bixi = exp Z §bz(A_1)7,ij (27T)n/2(det A)_I/Q'
=t i=1

ij=1 irj=1
(A.11)
Extrapolando a un conjunto continuo de variables tenemos
1
I = /Dz/J exp (—// §w(x)M(m,x’)w(x')da:dx’ + / J(x)zb(a:)dm)
= exp (// ;J(:v)M_l(:r,x’)J(x’)dxdx’) (det M (z,z"))~Y/2. (A.12)
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