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Eppur si muove.
Y sin embargo se mueve.

— Galileo Galilei
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RESUMEN

La conmutatividad no es una propiedad adquirida en el mundo real.
Por ejemplo, cuando nos levantamos por la mafiana, no es demasia-
do importante el orden en el que nos ponemos el reloj o los zapatos.
Pero, jmés vale no cambiar la disposiciéon de la ducha y el vestido! La
descripcién matematica de un sistema fisico se realiza por medio de
ciertas observaciones del sistema, lo que uno intenta es obtener un
formalismo matemadtico en términos de estas observaciones.

En este trabajo realizamos el estudio de la Correspondencia AdS/CFT
y una extensién no conmutativa. Primero discutimos los componen-
tes que dan origen a dicha correspondencia, esto es, estudiamos la
Teoria de Campos Conforme. Posteriormente discutimos el espacio-
tiempo Anti-de Sitter en diferentes sistemas coordenados. Por tltimo,
revisamos la correspondencia AdS/CFT no conmutativa en un ejem-
plo donde se aplica para calcular propiedades termodindmicas de un
agujero negro especifico, encontrando similitudes con un supercon-
ductor holografico.

vii
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INTRODUCCION

Divido en dos secciones este trabajo, en la primera se men-
ciona la motivacién que nos arroj6é a estudiar todos los
temas siguientes, es decir, revisamos la idea que se sigue
en la dualidad propuesta por Maldacena, estudiando la
relaciéon entre una Teoria Conforme de Campos y el es-
paciotiempo de AdS. En la segunda seccién encontramos
una extensiéon no conmutativa de la correspondencia Ad-
S/CFT estudiando dos diferentes hoyos negros los cuales
son el agujero negro de Einstein-Maxwell y el agujero ne-
gro de Einstein-Born-Infeld, respectivamente.
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INTRODUCCION

1.1 MOTIVACION

Este trabajo surgié como una simple pregunta, la cual se intenta res-
ponder en las paginas siguientes. ;Qué pasa si hacemos una extension
no conmutativa de la correspondencia AdS/CFT? Hoy en dia se han
desarrollado diferentes trabajos considerando una extensién no con-
mutativa en holografia, los primeros trabajos en esta direccién son
[24, 29].

La también llamada dualidad hologréfica [28], ha sido un tema de
mucho interés en las tultimas dos décadas en la fisica tedrica, esto
debido a su gran éxito en un ntmero verdaderamente grande de
trabajos en varias dreas de la fisica, por ejemplo, teoria de cuerdas,
materia condensada, etc. La correspondencia AdS/CFT no describe
teorias del mundo tal y como lo conocemos hoy en dia, pero si bas-
tantes modelos de juguete (como la gente les llama) que se asemejan
en cierta medida a la realidad, tales como MSYM (méximamente su-
persimétrico Yang-Mills, por sus siglas en inglés) que es una prima
de QCD (cromodindmica cudntica, por sus siglas en inglés), la cual es
una teoria que describe la interaccion fuerte de las particulas elemen-
tales en la mds famosa teoria cudntica de campos conocida, el modelo
estdndar.

Por otro lado, la geometria no conmutativa nace como un intento
distinto a las teorias mds conocidas para describir una teoria cudntica
de la gravedad, las cuales son teorfa de cuerdas y gravedad cudntica
de lazos. Hoy en dia existen diferentes vertientes de este interesante
tema de estudio: cuantizacion por deformacién, geometria no conmu-
tativa de Connes, etc.

Una de las ramas de la fisica donde ha sido de gran interés la corres-
pondencia AdS/CFT es la materia condensada. Hoy en dia se tiene
bastante control en muchos ejemplos como en [10, 21-23], donde se
estudian agujeros negros los cuales tienen del lado de la teoria de
campos una descripcion sorprendente de superconductores, el cual
es un estudio de interés actual.

Actualmente dos de las teorias mas estudiadas teéricamente son muy
diferentes debido a que una estudia el mundo macroscépico y la otra
el mundo microscépico; estas teorias son la Relatividad General y la
Teoria Cuantica de Campos, tomando en cuenta que el universo esta
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INTRODUCCION

compuesto de campos y las particulas son pequefias excitaciones en
dichos campos. A la hora de describir una Teorfa Cudntica de Cam-
pos uno puede estudiarla graficamente con los diagramas de Feyn-
man y para ciertos regimenes de energia, estos diagramas son muy
buenas herramientas cuando la teoria es débilmente acoplada como
en el caso de la electrodindmica cudntica, pero cuando queremos es-
tudiar teorias fuertemente acopladas estas reglas ya no nos ayudan,
como en el caso de la cromodindmica cudntica.

1.2 BREVE HISTORIA DE LA DUALIDAD ADS/CFT

La también llamada dualidad de Maldacena [2, 18, 28, 40] surge como
una herramienta la cual nos permite entender ciertos sistemas desde
dos puntos de vista totalmente diferentes, esto es, por un lado se tie-
ne una teoria cudntica de campos la cual vive en un espaciotiempo
plano y por el otro una teoria de cuerdas que vive en un espacio-
tiempo curvo, esto quiere decir que la teoria de cuerdas contiene a
la gravedad y la QFT no. Esta equivalencia ha sido el primero de un
nimero bastante amplio de trabajos exitosos utilizando la correspon-
dencia AdS/CFT. En la fig. (1) encontramos la equivalencia entre una

AdSICFT String Theory

gravity

no gravity

Particle Theory

Figura 1: Ejemplo de visualizaciéon de la correspondencia AdS/CFT, las
cuerdas viven en un espacio mas grande que donde viven las par-
ticulas.

teoria de campos prima lejana de QCD (también llamadas modelos
de juguete) y una teoria especifica de cuerdas en un espaciotiempo
curvo particular.

El diccionario de la correspondencia es extenso y en la literatura po-
demos encontrar articulos completos enlistando el diccionario. Como
ejemplo més conocido de la correspondencia tenemos la equivalencia
entre una teorfa de cuerdas tipo IIB viviendo en un espaciotiempo
con curvatura negativa en 4 + 1 dimensiones multiplicado por una es-
fera en 5 dimensiones y una teoria cuantica de campos prima lejana
de QCD conocida como MSYM, dicha teoria contiene gluones y otros
tipos de particulas que no se encuentran en QCD, y vive en 3 + 1 di-
mensiones.
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1.2 BREVE HISTORIA DE LA DUALIDAD ADS/CFT

Al estudiar D—branas del lado de la teorfa de cuerdas encontramos
que estas 2 teorias son equivalentes, es decir, cualquiera de las dos
teorias nos sirven para describir un mismo sistema fisico; aunque es
importante mencionar que ambas teorias no describen la realidad que
vivimos, si describen un excelente sistema tedrico. Este ejemplo es el
que proporciond por primera vez Maldacena [28], en el cual uno pue-
de leer una parte del ahora muy amplio diccionario que hoy en dia
sirve para entender muchos sistemas de un lado de la corresponden-
cia a otro.

- MSYM SU (N) = | Cuerdas IIB en fondo AdS5 x S° |
 Particulas | vs. | Cuerdas
- Sin gravedad Vs, Con gravedad

Con color | vs. | Sin color
- Espaciotiempo plano VS, | Espaciotiempo curvo
'3+ 1dim | vs. | 9 + 1 dim

Figura 2: Equivalencia entre las dos teorias mencionadas en el sistema pro-
puesto por Maldacena.
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CORRESPONDENCIA ADS/CFT NO
CONMUTATIVA

En esta parte de la tesis muestro las partes que conforman
a la dualidad norma/gravedad. Primero estudiamos las
Teorias Conformes de campos (CFT). Posteriormente estu-
diamos la geometria del espacio de Anti-de Sitter y por ul-
timo escribimos el trabajo especifico en el cual utilizamos
la correspondencia AdS/CFT para entender un supercon-
ductor hologréfico por medio de los agujeros negros de
Einstein-Maxwell y Einstein-Born-Infeld.
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TEORIA CONFORME DE CAMPOS

2.1 TEORIA CONFORME DE CAMPOS

Para comenzar con nuestro estudio, primero nos cuestionamos qué es
una teoria conforme de campos (sin gravedad), la cual Maldacena se
dio cuenta que es equivalente a una teoria de cuerdas (con gravedad).
Para ello veamos algunos aspectos de la teoria conforme [34].

Una teoria conforme de campos, es por definicién, una Teoria Cudntica
de Campos que es invariante bajo el grupo conforme.

Las transformaciones de Poincaré son aquellas que dejan a la métrica
del espacio plano invariante, 1+ := diag (—1,1,1,1) ; otra manera de
decir esto es que las transformaciones de Poincaré son isometrias del
espaciotiempo plano. Estas transformaciones son de la forma

u (T H
v 7 °
x> AR xY +a (2.1)

y son una combinacion de transformaciones de Lorentz parametriza-
das por A y traslaciones parametrizadas por a.

El grupo conforme es el conjunto de transformaciones del espacio-
tiempo que preserva dngulos, estas transformaciones incluyen las

Figura 3: Ejemplo de conservacién de angulos después de un reescalamien-
to.

transformaciones de Poincaré.

Comenzamos con las transformaciones de escala, las cuales acttan
como reescalamientos dentro y fuera de alguna region en el espacio-
tiempo. Las transformaciones de escala se representan como

X —  AX,

(2.2)
t — A%,
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Los exponentes
criticos describen el
comportamiento de
magnitudes fisicas
en las proximidades
de las transiciones
de fase. Para
sistemas de
dimension mayor o
igual a cuatro, se
pueden obtener
tedricamente
mediante la teoria de
campo medio, esto
es, sustituyendo la
interaccion de las
particulas por un
campo externo
apropiadamente
escogido. Para
sistemas de menos
dimensiones, el
estudio tedrico
requiere del grupo de
renormalizacion
(RG) [34, 38].

TEORfA CONFORME DE CAMPOS

donde z es conocido como exponente dindmico critico, el cual es im-
portante en fisica de materia condensada. Para z = 1, tenemos las
transformaciones

xH — AxH, (2.3)
y en representacion de momentos
P — AT TpH,

Las transformaciones de escala no forman parte del grupo de Poinca-
ré, ya que bajo una transformacién de escala, la métrica del espacio-
tiempo plano queda

Nuv = 7\_211 nv-

Asi, mientras las longitudes son reescaladas, los dngulos son preser-
vados. Entonces, una transformacién conforme es una generalizaciéon
de una transformacién de escala tal que bajo una transformacién de
coordenadas

x — X (x),

la métrica del espaciotiempo transforma como

n— f(x)n. (2.4)

En general, una transformacién conforme es una transformacién de
coordenadas que es un reescalamiento local de la métrica.

2.1.1  Transformaciones conformes en d > 3

Consideramos el espacio d-dimensional RP9 (con p +q = d), con
métrica plana g,v =1,y = diag(—1,1,...,1), de signatura (p,q) y
elemento de linea ds? = guvdx*dxY. Se define un mapeo diferencia-
ble ¢ como una transformacién conforme si ¢ : gy (x) = g’y (x') =
A (%) guv (x); bajo una transformacién de coordenadas x — x’, el ten-
sor métrico transforma como

ox* ox’Y
goo (X) = 9'ps (X') = J 53 0uv (%),

de modo que las transformaciones conformes de la métrica plana son
definidas por la relacién

ox’P ox’®

Moo oxH oxVY

= /\(X)nuv-

La funcién A (x) es llamada factor de escala. El caso A (x) = 1, corres-
ponde al grupo de Poincaré el cual consta de traslaciones y rotaciones
de Lorentz; el caso donde A (x) es una constante corresponde a trans-
formaciones de escala globales.
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2.1 TEORIA CONFORME DE CAMPOS 11
Consideremos transformaciones infinitesimales de coordenadas a pri-
mer orden en € (x) << 1:
/ 2
x*=xM et (x)+ 9 (e7). (2.5)
Entonces, la métrica obtiene una expresion particular

ox'P ox’®

Moo gk v~ Teo {aau (XP+€9( H'ﬂ(ez))aiv(XU+€U(X)+8(62))},

de modo que si realizamos las derivadas

ox’P ox’° de de
Moo 3 i oy = Moo {<6P+w+8( )) <6‘T+av+8( )ﬂ

de° d
= <6p56+6ﬁav+6$a€u+8( ))

y contrayendo indices, obtenemos

ox'P ox’° dey | Qdey 5

Asi, para que una transformacién infinitesimal a primer orden en e
sea conforme, debemos tener

au€v+av€u :f(x)nuv; (26)

donde f(x) es alguna funcién y 9, := z2:. Realizamos ahora una
contraccién en la ec. (2.6) con n*Y y obtenemos

2
f(x) = aape“,

por lo tanto

Opey +0vey = éapepnw. (2.7)
La ec. (2.7) es la Ecuacién de Killing Conforme.
El factor de escala nos queda como
Ax) =1+ %aue” +9 (e?).
Si actuamos sobre la ec. (2.7) con 0¥ y definimos
0-e=0u€e", =0,0%

la ecuacién de Killing conduce a

2
au(a-e)+5eu:aau(a-e).
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TEORfA CONFORME DE CAMPOS

Ahora, la expresién anterior la actuamos con 9+

2
0.0y (0-€)+0ve, = aauav(a-e). (2.8)

Cambiando los indices en la expresion anterior y sumando con la
ec. (2.7), encontramos entonces

(Muvg+ (d—2)0,.0+) (0-€) =0.
Ahora, actuamos con n*V tenemos
(d—=1)g(0-€) =0. (2.9)

Por otra parte, si en la ec. (2.7) actuamos con 9, obtenemos

2
0p0u€y +0p0ve, = anwap (0-¢€).

Tomando las permutaciones ciclicas de esta expresion encontramos
dos expresiones mds; sumamos dos y restamos la primera para obte-
ner

2
20,0v€ep = a(fnuvap +Mpu0v +Tlvpau) (0-¢€). (2.10)

Estas ecuaciones seran utilizadas en lo sucesivo.

2.1.2  Transformaciones Conformes infinitesimales

Escribimos €,, como una forma cuadratica de las coordenadas
v VP
€u — Au +bpuvx” +cpvpx X, (2.11)

donde los coeficientes a,,, by, cuvp << 1y son constantes. €, puede
ser a lo mds cuadrética ya que d,€e" es lineal a lo mas de acuerdo a
la ec. (2.9). El coeficiente ¢, es simétrico en los tltimos dos indices.

Estudiemos estos términos de manera independiente, comenzando
con ay, el cual corresponde a una traslacién infinitesimal; el genera-
dor de esta transformacién es el momento

P, =—i0,.
Para b,y usamos

2

bpv + bvu = a (npgbpc)nuv-

En esta ecuacién podemos asociar la parte simétrica de b con la mé-
trica, por lo tanto la escribimos como

buv = 0Muv + My,
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2.1 TEORIA CONFORME DE CAMPOS 13

donde m es antisimétrico en los indices p, v y « es un pardmetro. El
término m ., corresponde a las rotaciones infinitesimales de Lorentz
xM = (f)bL +mb ) xV, las cuales tienen como generador el momento
angular

Lyv =1(xp0yv —x40y).

La parte simétrica de esta expresion corresponde a las transformacio-
nes infinitesimales de escala x'* = (14 «) x*, su generador es

D = —ix"0,.

Consideremos una transformacién infinitesimal de escala genérica, la
cual puede ser escrita de la siguiente manera
oxH

xM=x"+eq—r
d€eq

) OF
¢ (X):d)(x)‘f‘eam(x)/

donde F es una funcién asociada al nuevo campo ¢’, evaluada en el
viejo campo ¢,

¢’ (x') =F(d(x)).
El nuevo campo ¢’ depende de la nueva posicién (coordenada trans-
formada) y el viejo campo depende de x.

En lo que sigue tomamos la convencién de que el generador G de
una transformacién de este tipo es de la forma

' (x) — b (x) = —ieaGad (x).

Para encontrar su forma explicita, reescribimos la relacién entre el
campo nuevo y el viejo

sustituimos la variaciéon de x

Sx M oF
¢ (X ear— ) —b(X) = ear—,
6€a 66(1
y desarrollamos en serie de Taylor
o’ [ oxM oF
! (xH ¥ (ST ) — e —
b7 () +eagy o (6€a> ¢ () =eag—

Por lo tanto el generador de la transformacion tiene la forma

/ p
—1ieqGadp = eaﬁ—e aﬂ (6X ) .

deq Coxk \ Seg
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Si suponemos que los campos no cambian con la transformacién, de
modo que F(¢$) = ¢, el dltimo término de la expresioén anterior des-
aparece. Bajo transformaciones de escala infinitesimales con genera-
dor D, x — e*x =~ (1 + €) x, asi que

ox

n
iDp = —2d
1 d) 6€ ucbl

= D¢ = —ix"d,¢,

(recuperamos la accién del generador D). Hasta ahora, hemos anali-
zado el grupo de Poincaré junto con transformaciones de escala.

Ahora checamos el término cuadratico: comenzamos con la ec. (2.10)

2
20,0v€p = a (_nuvap +MNpu0v +nvpau) (0-€),

sustituimos el valor de €, considerando tinicamente el término cua-
drético ya que tenemos segundas derivadas en esta expresién

2
20,0y (cpapx*xP) = d (M 0p +1pudv +11vp01) (3%Coapx™xF).

Desarrollando las derivadas parciales en las coordenadas obtenemos

2
2c,0p0%08 ==

d (_n}l\/ap +T|p|.La‘v +T]'vpau) (ﬂdyaycg“ﬁxcxxﬁ) P

y desarrollamos también los paréntesis del lado derecho

2oy = a

Utilizando las deltas de Kronecker encontramos que

2

2copy = a (_nuvnayccpy +npuncyccrvy +Tlvpngyccuy)

-~ a (_nuvcgp +NpuCov ‘H’lvpcgu) :

Definimos b,, = %cgp, entonces el coeficiente c ., se escribe como

Cuvp = _nvpbp +nuvbp +T'|pubv-

Estas transformaciones son llamadas transformaciones especiales confor-
mes. Para escribir la forma infinitesimal de esta transformacién desa-
rrollamos
x'H=xH 4+ eag,
d€eq

donde la variacién es la que corresponde a cy.vp
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2.1 TEORIA CONFORME DE CAMPOS

X't = xM4e—
deq

= xM+cpvpx¥xP
xF + (Myvpbu +Muvbp +1Mpuby) x¥xP
x* —bHxpxP +xH (b-x) + (b-x)x"

= x*+2(b-x)x* —b*x2.

Asi, encontramos todos los generadores del grupo conforme

P, = —i0,, (2.12)
Liv = 1(xu0yv —x40y), (2.13)
D = —ix"o,, (2.14)
Ku = —i(2xux¥dy —x%3y). (2.15)

Las transformaciones conformes finitas que corresponden a las trans-
formaciones infinitesimales conformes mds comunes son: el momento
lineal que genera las traslaciones, el momento angular que genera las
rotaciones de Lorentz, el operador de dilatacion que genera las transfor-
maciones de escala (escalamientos), pero, ;qué es una transformacion
especial conforme?

La forma explicita que tiene la transformacioén finita asociada al gene-
rador especial conforme es:

B xH—(x-x)b"

S 1-2(b-x)+(b-b)(x-%x)°

El factor de escala para una transformacion especial conforme es de
la forma

x'"

Ax)=(1-2(b-x)+ (b-b) (x-x))?,

el cual es estudiado ampliamente en mecénica cudntica conforme [34].

Una transformacion especial conforme puede generarse consideran-
do inversiones, las cuales son transformaciones discretas, pero en es-
te estudio tenemos en cuenta solo transformaciones continuas para
el grupo conforme. Asi, dicha transformacién puede ser considerada
como una inversién de x seguida por una traslacién en b, seguida por
otra inversion " "

XM

x'-x" x-x
Las transformaciones especiales conformes no estan globalmente de-
finidas. En la definicién de transformacion especial conforme (expresion
para x'*) vemos que en el punto x* = %b” el denominador se anula
al igual que el numerador, asi, A (x) se anula en ese punto, por tanto
x'H tiende a infinito.
Sin entrar en gran detalle, para poder definir las transformaciones
conformes finitas globalmente se deben considerar compactificacio-
nes conformes, las cuales se estudian en teoria conforme de campos
end=2.

[20 de julio de 2018 at 9:29 — classicthesis ]
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2.1.3  Grupo conforme

Algebra conforme

Ya que encontramos los generadores del grupo conforme, presenta-
mos el dlgebra asociada usando las formas infinitesimales explicitas:

[Kp/ LLLV
[Pp/ I—uv
[Luv/ chr

= 1Py, (2.16)
= Ky (2.17)
2i(MuvD — Ly, (2.18)
i(npqu_Tlvap)r (2-19)
iMpuPv —MpvPul, (2.20)
= 1Mvpluec +Muolvp —Muplyve —Mvelyp) - (2:21)

Verificamos algunos de estos conmutadores, primero el conmutador

entre Dy P

D,P ¢y = (DP,—P.D)Y

(—ix"0,, (—1d, ) +1d, (—ix* 3, b))
—xM5 P + 0 + XML
G

= 1iP,.

Ahora calculamos el conmutador entre el operador P y K

[Kp; Pp] Py =

(KuPp — PoK,) W

(—2ix,xVdy +ix%0y) (—i0pW) — (—1dp) (—2ix, XY v +ix?d )
—2%, XY 0, 0p W + X700 W + 215 x ¥ Oy + 2xp 850y + 2% x V0, 0v b
—85% X — X Mo dp b — X7

Mpux¥ 0y + 2x, 0o — 2%, 0,

2inpuD — 2il,p = 2i(MpuD — Lyp).

También calculamos el conmutador entre Ky L

[Kp/ va] b =

(KoLuv — LuvKp) b

(—Zixpx"‘aoC + ixzap) (ix, v —ix, 0 )

— (% dy — x4 0p) (—2ixpx* b +ix? )

2% X Mo Oy + 2X o X X 0o Oy — 2% pX Ny o O P — 2X X Xy 0 0
X Mppdvh — X% 0p 0y + X Moy D + x7x4, 00
—2x, My pX X0 — 22X X p 05 0 P — 2% X pX ¥ 04 0
+xu.88% 00 + %, xP1y p0pU + %, X204 0P
+2x3NppX 0o + 2xy Xp 8 0P + 2xy Xpx ¥ 0, 0o
—xv88xp 00 — Xy xP1 0 — Xy X%

Nov (X2 — 2%, x %) +Mpp (%733 + 2%, x*d )
iMpeKy —MpvKy).
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2.1 TEORIA CONFORME DE CAMPOS

Una vez que se calcularon las componentes del dlgebra conforme ex-
plicitamente, ahora estudiamos el dlgebra del grupo conforme.

Representaciéon del grupo conforme

El dlgebra asociada al grupo conforme en d > 3 es una algebra de Lie,
con esto en mente, surge la pregunta ;jcudntos generadores contiene
esta algebra?

Los generadores son:

1 dilatacion +d traslaciones +d transformaciones especiales confor-
mes +@ rotaciones = w generadores.

Este ntimero de generadores corresponde a los del dlgebra SO (d +-2) .
Anteriormente se habia supuesto que los generadores infinitesimales
conformes no afectan a los campos, ahora, consideramos como los
campos clasicos son afectados por generadores conformes. En gene-
ral, la invarianza conforme a nivel cudntico no se sigue de la invarian-
za a nivel clasico. (Recetas de regularizacion introducen una escala a
la teorfa la cual rompe la simetria conforme excepto en puntos RG
fijos). Buscamos una representacion de la matriz T, tal que bajo una
transformacién infinitesimal conforme parametrizada por €, un cam-
po ¢ (x) transforma como

' (x') =(1—ieaTa) d (x). (2.22)

Para encontrar las formas permitidas de estos generadores, usamos
un truco del dlgebra de Poincaré, comenzamos asi estudiando el gru-
po de Lorentz, el cual es un subgrupo de Poincaré que deja invariante
el punto x = 0.

Definimos la accién de una transformacién de Lorentz infinitesimal
en el campo ¢ (0), mediante la introduccién de la representacion ma-
tricial S,

Luvd) (O) = Suvd) (O) ’

S es el operador de espin asociado con el campo ¢. Usando la férmula
de Baker-Campbell-Hausdorff (BCH)

¢ ABeA — B 1 [B, A +%[[B,A],A] +%[[[B,A],A],A] b,

podemos extender el generador L, a valores de x fuera del origen
de la siguiente manera

(™' P Luve ™) 6 (%) = (Luy — %Py + %P b ().
Reagrupamos ahora los términos

e MLy € XM (x) = (Liy —xuPy + X3 Pu) & (%),
—

Traslaciomn

[20 de julio de 2018 at 9:29 — classicthesis ]
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y haciendo un desarrollo en serie de Taylor de la parte identificada
con una traslacion

eiXAP)‘Luv(b (0) = (Luv —xu Py +X"P“) b (),

sustituimos el operador de espin

e S  (0) = (Lyw — Py +xuPy) & (x).

Ahora podemos conmutar el operador de espin con la exponencial

Suv € PP (0) = Lyy b (x) + ixpdvh (x) — ixy 0 (x),

Traslacion

por lo tanto, tenemos

Luvd (x) = Spv (x) —ix, 0y d (x) +ixv 0 b (x) . (2.23)

Lo anterior puede extenderse al grupo conforme completo. La deri-
vacién es muy similar: consideramos el subgrupo que deja al origen
x = 0 invariante generado por las rotaciones, dilataciones y las trans-
formaciones especiales conformes. Si denotamos los valores de los
generadores L, D, y K, en x = 0 por S, A y Ku, estos valores
deben formar una representacién matricial del dlgebra reducida:

[A, S m,] = 0, (2.24)
(A, xy] 0, (2.25)
[Ky, K] 0, (2.26)

(Ko, Spuv] = i(Mpuky —MpvKy), (2.27)

[Siv, Spol = 1MvpSpo +MueSve —NMupSve —NMveSpp) - (228)

Comprobamos explicitamente el primero de estos conmutadores

[A,8u] = (BSuv—Suwd) e

= (—ixP0,) (ixyW0v @ —ixy 0p @) + (ix, 0y —ixy0y) (ixP 0, @)

= xNpu0v@ +x°x,0p0v @ — X Mpv 0@ —xPX, 0,0, @
x50, 0 —xuxP0v 00 +xv850p@ +xyx 0,0, @

= 0.

De manera similar obtenemos los demds conmutadores.
Actuemos con los elementos del algebra anterior sobre un campo

¢ (x)

e PADe ™' Pag (x) = Do (x)+x Py (x)
e PAAG (0) Do (x) —ix¥ov ¢ (x)
Ae™ P (0) = Do (x) —ix¥ 0y (x)

Ap(0) = D (x)—ix*dve (x)
~ Db (x) = (Zﬂxvav)q)(x).
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Realizando un desarrollo parecido al caso anterior encontramos la
forma en que actta el operador K,

Ku¢(x)::(KH——ZXHZ-%ZXVSHV—%Zixuxvay-—ixzau>(b(x)

Aqui, se considera un campo ¢ (x) que pertenece a una representa-
cién irreducible del grupo de Lorentz. De acuerdo con el lema de
Schur, cualquier matriz que conmuta con sus generadores S, debe
ser multiplo de la identidad y en consecuencia A es un namero. La
representacion del grupo de dilatacién en campos cldsicos no es uni-
taria ya que la norma cambia digamos por un factor A. Por lo tanto, el
generador A es no Hermitiano, con esto, el nimero A = —iA, donde
A es la dimensién de escala del campo ¢. La dimensién de escala A
de un campo esta definido por la accién de una transformacién de
escala en el campo ¢ de acuerdo a

b (M) =A% (x). (2.29)

Por ejemplo, consideramos la accién de un campo escalar libre sin
masa en espacio plano

_ J %0, (x) 0% (x),

para que la accién se mantenga adimensional, la dimensién de escala

del campo debe ser

d
A==—1.
2

Ya que A es proporcional a la matriz identidad, esto también significa
que las matrices k,, desaparecen. Obtenemos asi las reglas de trans-
formacién del campo ¢ (x)

d(x) = —0.d(x), (2.30)
wtb(x) = 1(xpdy =% 0u) § (x) + Spvd (%), (2.31)
d)(X) = —1(x"0u+A)d(x), (2.32)
$(x) = (=2iAxu — xSy — 2ix, XV 0y +ix?0,) ¢ (x)(2.33)

Usando esas expresiones podemos derivar el cambio en ¢ bajo una
transformacion finita conforme. Estas expresiones no contienen espin
ya que los campos ¢ son sin espin. Para el factor de escala A (x), el
jacobiano de la transformacién conforme x — x’ estd dado por

ox’

o T (x),
x| Jdetg .y
asi que el campo ¢ sin espin transforma como
ox'| "4
b)) =" (x) = |5 ¢ (234)

Esta transformacién es la misma que encontramos en mecanica cun-
tica conforme. Los campos que se transforman de acuerdo a esta ex-
presién se llaman campos primarios.

[20 de julio de 2018 at 9:29 — classicthesis ]
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Constricciones de la invarianza conforme

Hasta ahora, hemos visto como las transformaciones conformes ac-
tdan en campos primarios. Ahora estudiamos las constricciones im-
puestas por la invarianza conforme. Comenzamos considerando las
caracteristicas observables de nuestra teoria. Las cantidades de inte-
rés en teoria conforme de campos son funciones de correlacién de N
puntos. Por campo, nos referimos a aquellas cantidades con depen-
dencia en las coordenadas como es el caso de ¢, el tensor de energia-
momento, etc.

Como ejemplo, consideramos la funcion de 2 puntos

1 —S[D,

(@1 (x1) b2 (x2)) =~ JD(Did)] (x1) b2 (x2) e 5%, (2.35)
®; es el conjunto de todos los campos en la teorfa, S es la accién in-
variante conforme y ¢ al igual que ¢, son campos primarios. Supo-
niendo invarianza conforme de la accién en la integracién, se puede
mostrar que la funcién de correlacién transforma como

Aq Ay
T x| &
x

ox’

(b1 (x1) b2 (x2)) = i

- B (b1 (x"1) b2 (x'2)). (2:36)

Por otra parte el campo ¢ (x) transforma

d

¢ (x).

o
| ox

d(x) = ¢’ (x')

Sustituyendo en la funcién de 2 puntos tenemos

] o' | jox/ | E
(@ () 072 (x2)) = 1 [P0 T T xa) da (ra) eSO
= 12 o e (),
y por lo tanto
( (xy)) = ox’ & ox’ ¢ LN at
(b1 (x1) b2 (x2)) = | | (0'1 (x"1) b2 (x'2)). (2.37)

Para el caso de dilataciones x — Ax = x’ vemos que

(@1 (1) b2 (x2)) = A4 (b1 (Ax) b2 (Ax2)),
ademas de que

o
ox

X=X1
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Con esto tenemos

A1+4A,

(P1(x1) 2 (x2)) =A@ (1 (A7) b2 (Ax2)) -

También es sencillo mostrar que la invarianza de Poincaré implica

(b1 (x1) 2 (x2)) = (Ix1 —x2l).

Ya que consideramos una traslacién y como solo nos importa la dis-
tancia, no cudnto se traslada, consideramos esa forma.
De aqui se tiene que

f(x) = AM1H82¢ (Ax).

Las simetrfas de la teorfa de campos conforme tiene integradas por
lo tanto, las funciones de dos puntos que son de la forma

diz

g — x| A2’

(b1 (x1) b2 (x2)) =

la cual es obtenida proponiendo f (x) = x™; entonces obtenemos

XN — }\A1 +A27\nxn,

y por lo tanto
1= )\A] +A2)\TL,

de esta condicién encontramos
n=—(A1+A42),

asi, finalmente
f(x) = x—(A1+42)

De la expresion para la funcién de dos puntos tenemos que di es
una constante de normalizacién que depende de los campos ¢ y 2.
Dicha expresion es la tinica que posee las propiedades de transforma-
cién adecuadas.

También debemos examinar las consecuencias de invarianza bajo trans-
formaciones especiales conformes. Para estas transformaciones tene-

mos
ox’

x

1
C (1—2b-x+b2x2)Y

la distancia entre dos puntos trasforma como

/ ‘xi_xi‘

[X's =x's] =

1 I
(1-2b-x+62x3) 2 (1-2b- x5+ b2 )

Utilizando la expresién para la funcién de dos puntos que ya sabemos
obtenemos

A1+Ay
diz _ dialvava) 7
by —xa 2182y Py 2y —xg A
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— 2,2
donde y; := (1—2b-x; + b*x}).
Con esta restriccién tenemos invarianza conforme si y solo si el pro-
ducto de las funciones vy las cuales dependen tinicamente de la posi-
cién se anula, asi A = A;, por lo tanto

L/ Si A et A
<d)1 (X]) b2 (X2)> — Ix1—x2 221 1 2
O/ si A] 75 AZ-

(2.38)

Redefiniendo los campos, la constante di (dij) se puede elegir en
una base de operadores tales que dij = dy;.

Podemos tratar de una manera similar las funciones de tres puntos,
considerando invarianza bajo rotaciones, traslaciones y dilataciones;
la funcién de 3 puntos tiene la forma

(abe)
7\123

a b yc ’/
X12%23%73

(b1 (x1) d2 (x2) d3 (x3)) =

, también

donde xy; := ‘xi—xj
a+b+c=A1+A)+As.

Como hicimos para el caso de la funcién de dos puntos, podemos
restringir la funcién de tres puntos atin més pidiendo invarianza bajo
transformaciones especiales conformes, con lo cual tenemos

a=A1+A— Az =A—2A3,
b=A+A3—A1 =A—2Ay,
c=A3+A1—Ay =A—-2A,,
donde A = ) ; A;. Tenemos que
x12 =x1 —x2|, %23 =Ix2—x3[, x13=I[x1—x3l,

y por analogia con la funcién de dos puntos

A123
d1 (x1) b2 (x2) d3 (x3)) = :
< > [y — x| ATTA2T A xy — x| A2 T AT ATy sy [As AT A2
Por lo tanto, el correlador de la funcién de tres puntos es
(&1 (1) b2 (x2) b3 (x3)) = ALES (2:30)
1X1)®2X2) B3 X3)) = “AT5A, A—2A, _A—2A," -39
X912 X23 X713

A diferencia de las constantes dij, las constantes de la funcién de tres
puntos no pueden ser normalizadas ya que no son determindadas
por invarianza conforme y son necesarias para definir una teoria de
campos conforme particular.

Se puede extender el andlisis para encontrar funciones de n puntos
pero cada vez es mas complicado y de 4 puntos en adelante ya no es-
tdn completamente determinados, por este motivo no los calculamos
para més puntos.
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Corrientes conservadas y el tensor de Energia-Momento

Sabemos que el teorema de Noether nos dice que para toda simetria
continua hay una corriente conservada; usando la misma terminolo-
gla de la transformacién infinitesimal, la corriente conservada es

0L oxY oL  OF

jh=|z7——=0+0—-0yL — .

e = 010,01 ™0 T e T 010,0) b6’ (2:40)
donde F es una funcién que depende de las coordenadas y £ es la
densidad lagrangiana.

Una corriente conservada cumple

aujﬁ:O,

la carga asociada a la corriente conservada es

Qa—Jd*4w&

donde la integral es en todo el espacio. Es sencillo ver que agregando
la divergencia de un tensor antisimétrico no se afecta ji
ja —Jja+0vBg", B =-Bg",

asi, tenemos cierta libertad en la definicién de nuestras corrientes
conservadas; si calculamos la divergencia vemos que

Qi+ 0,0BY =0,
—_———
sim./antisim.

y recuperamos la corriente conservada ya que el segundo término es
una contraccién entre cantidades simétricas y antisimétricas, el cual
por definicién es idénticamente cero.

Nos preguntamos cémo son las corrientes conservadas para las teo-
rias conformes de campos; teniendo en mente esto, consideramos una
traslacién infinitesimal x"* — x* + e*, donde

oxH OF

sev v sev =0

La corriente conservada correspondiente es el tensor de energia-momento

™Y = ia% —n*v L. (2.41)

0 (0ud)
En general, esta cantidad no es simétrica, por lo tanto debemos consi-
derar un término extra el cual nos ayude con la simetrizacién del ten-
sor de enrgia-momento; por tanto, consideramos la corriente de espin
afiadiendo un tensor BP*Y, el cual es antisimétrico en sus primeros
dos indices. El tensor resultante se llama tensor de energia-momento
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de Belifante Tg*Y, el cual es simétrico; debemos encontrar asi el Tg*Y
adecuado.

Una forma es considerar transformaciones de Lorentz infinitesimales,
cuyas variaciones asociadas son

5xP 1

—  _ (nPHyV PV R
5o z(n x¥ —=nPVxH),
SF i

— o Sguy
depy ZS ¢-

La corriente conservada asociada la obtenemos de

0L ox° 0L OF
Ve — | = 9,h— 800 — .
J 3(0,) 2?00 ]5% 3 (0,) €y

TS

Sustituyendo las variaciones obtenemos
1 0L i
iwve _ _TPR OHyV _ OV ) N 1

ya que el producto de las métricas son deltas de Kronecker. Finalmen-
te tenemos

1 oL
jPYP = o | TP — THPxY i ——<SVP ] . 2.42
j 3 [ 3 (0u) ¢ (242)

Elegimos un tensor Tg"" adecuado para escribir la corriente como
VP = TMVxP — TgHPx Y,
La forma explicita de dicho tensor es

BHPY _ i [ 0L SVP + 0L SR+ (L S“pd)]

2 [0(0ud) 0 (0p0) 0 (0v) '
donde BHPY es el tensor de energia-momento de Belifante. Esta defi-
nicién del tensor de energia-momento es manifiestamente simétrico,
esto quiere decir que el tensor se mantiene invariante bajo el cam-
bio de indices (p,v). En el teorema de Noether se muestra que la
variacion de la accion bajo una transformacién infinitesimal va como

8S = —Jddxja“auea.

Bajo una traslacién infinitesimal que depende de las coordenadas
x* — xM + €M (x) con el tensor de energia-momento como corrien-
te conservada, la variacion de la accién es

1
oS = —2 J ddXTMV (auev + a'vep-) .

De la traslacién que estamos considerando tenemos

x'H—xH = et = oxM,
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n
y recordando que 2% =&Y

= * =Ty = TuH = gy THY.

Podemos ver que este difeomorfismo también induce una variacién
en la métrica. El tensor métrico varia bajo esta transformacién de
acuerdo a

dguv = —(0peyv +0vey).

Por lo tanto, la variacién completa de la accion es

1 5S
§S = —= [ d% (T*Y +2—"— ) (Quey +0vey). (2.43)
2 Sguv
De la expresién anterior podemos saber cudl es la forma explicita del
tensor de energia-momento utilizando el principio de minima accién
dS = 0 ya que las derivadas de la variacién no se anulan porque
dependen de las coordenadas. Para que la accién sea invariante bajo
esta transformacién se debe cumplir
™Y = —276S .
dguv
Esta expresion es manifiestamente simétrica; este es el tensor de energia-
momento que aparece en relatividad general. Ahora nos pregunta-
mos cémo es la corriente conservada asociada a la invarianza de es-
cala; recordamos que una dilatacién infinitesimal acttia como

XM =(0+a)x", Fld)=(1-ad)d,

de modo que por el teorema de Noether, la corriente conservada la
obtenemos derivando respecto de « para encontrar
. 0L
M =TEXY + ——=Ad.
0(0ud)
Una vez mads, tenemos una contribuciéon adicional que arruina lo
que seria una buena corriente. Antes se podia redefinir el tensor
de energia-momento, buscamos entonces deshacernos de la segunda
contribucién, de tal manera que la conservacién de j* corresponda a
Tuv.
Aunque no es obvio, se puede agregar otro término que puede hacer
lo anterior. Especificamente, tenemos la libertad de agregar un tér-
mino de la forma %a 20X PHY a nuestro Tg que no estropee su ley de
conservacion o su simetria. Este término es definido tal que su traza
estd dada por
App p
0x0px"PH =0,VH,
donde el virial V estd definido como
0L

VE = S aeg) (MOAHISH) 0.
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De estas definiciones se tiene que T = Tg + (nuevotérmino) satisface
TN =0 g".

Entonces
M =Ty MY,

La conservacion de esta corriente es equivalente a la traza del tensor
de energia-momento pero nos preguntamos que pasa con la corriente
conservada de la invarianza especial conforme; de acuerdo a nuestra
suposicién que la invarianza conforme es igual a la invarianza de
escala, lo que hemos hecho debe ser suficiente para garantizar alguna
corriente conservada.

Bajo un cambio arbitrario de coordenadas x* — x* + e*, la variacién
de la accién es

58S = —% J dIXTHY (Oey + 0vey).

Si esta transformacién infinitesimal es conforme, sustituimos en la
expresion para la variaciéon de la accion

2
(auev + aveu) = a (apep)nuw

y finalmente tenemos

1
dS = -3 J d9xT,"d,e’. (2.44)

La traza nula del tensor de energia-momento, la cual corresponde a
invarianza de escala, implica invarianza conforme.

Cuantizacién radial y correspondencia estado-operador

Antes de seguir con las constricciones de la invarianza conforme, se
discuten las foliaciones del espaciotiempo en QFT. Por «foliacién» nos
referimos a cémo dividimos el espaciotiempo d-dimensional en re-
giones d-1 dimensional. Por ejemplo, para teorias con invarianza de
Poincaré, normalmente elegimos la foliacién de nuestro espacio co-
mo superficies de igual tiempo. Cada superficie tiene su propio es-
pacio de Hilbert y cuando estas superficies estdn relacionadas por
una transformacién de simetria entonces el espacio de Hilbert en ca-
da superficie es el mismo. Para teorias con invarianza de Poincaré,
los estados que existen en esas superficies son especificados por su
4-momento.

Definimos estados [in), en el pasado de una superficie dada y esta-
dos |out), para operadores en el futuro.

La superposiciéon de los estados «in» y «out» en la misma superficie
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estd dada por la funcién de correlacion de sus respectivos operadores

(outlin) . (2.45)

Cuando los operadores de «entrada» y «salida» viven en superficies
diferentes con otros estados, existe algin operador unitario U conec-
tando los 2 estados. La funcién de correlacién asociada es

(out|Ulin) = (s[Ule) . (2.46)

Para nuestro ejemplo de Poincaré, el Hamiltoniano nos mueve entre
superficies ya que el operador unitario de evolucién estd dado por
U = etHat, (2.47)

Estas observaciones son generales, se usard ahora una foliacién mas
conveniente para las CFT. Usando el dlgebra conforme, preferimos al-
guna foliacién asociada con las dilataciones. Usamos esferas S4~1, de
varios radios diferentes centrados en el origen que tienen la métrica

ds? = dr? + r?dn?.

En lugar de usar el Hamiltoniano, usamos el operador D para ir de
una foliacion a otra. Los estados en estas esferas se clasifican por su
dimensién de escala, no por su 4-momento (como en Poincaré).

DIA) =1AlA),
y su SO (D) espin 1
My IA 1) = Sy 1A, 1)

Para expresar el operador de evolucién definimos T = logr, por lo
tanto, sustituyendo en la métrica

r=e¢e%, dr=d(e") =e"dT,
vemos que la métrica es
ds? = e?" (dt* +dn?).

Esta métrica es conformemente equivalente a un cilindro. Estas coor-
denadas transforman de RY a R x S4~1. Las S41 son las esferas
antes mencionadas y T es la coordenada natural del tiempo para la
evolucién. Entonces, el operador de evolucion es

u=ePr, (2.48)
Si actuamos en un eigenestado |A) con este operador tenemos

UJA) =e 2T |A) =12 |A),
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eiDT |A> — e—AT |A> )

Esta eleccién de la foliacidon se conoce como cuantizacion radial.

Esta correspondencia entre coordenadas esféricas en el espacio eu-
clideano y un cilindro con tiempo T corriendo a lo largo de su lon-
gitud es muy ilustrativa. Vemos que moverse hacia el origen r — 0
en la cuantizacion radial es equivalente a acercarse al pasado infinito
T — —oo y moviéndose al infinito espacial 1 — oo es equivalente a
acercarse al futuro infinito T — oo. Esto significa que para crear un
estado en un radio determinado, pondriamos un objeto dentro de la
esfera (en el pasado). Consideremos algunos ejemplos.

Si no hacemos inserciones, el sistema debe corresponder al estado
vacio |0) . Por estado vacio se entiende que tenemos un tnico estado
base que debe ser invariante bajo todas las transformaciones confor-
mes globales. Por lo tanto, es 0 porque el valor propio del operador
de dilatacion es cero para ese estado.

Nos preguntamos qué pasa si consideramos el operador 94 (x =0)
en el origen; de acuerdo con las acciones del dlgebra generadora, es-
to crea un estado |A) =94 (0)|0) con la dimensién de escalamiento A.

Ahora, consideramos el operador 94 (x) en cualquier otro punto dife-
rente del origen y apoyados del algebra conforme, definimos

Ix) =9 (x)10),
por lo tanto

I (x)0) = eP*Da(0) e PX0)
= eP*Y, (0) (1 —1ipx)|0)
ePX [0 (0)[0) —ida (0) px[0)].

Si expandimos esta funcién exponencial tenemos una superposicion
. . . H i

de estados con valores propios diferentes. Si [x) = e'P+* |A), tene-

mos

elPux" |A)

(T+ipux* +---)1A)
= [A) +ipuxt|A)
= [A) +0u (x*]A))
= |A)+d|A) +xH0,1A).

Un operador que es aniquilado por el operador de bajada K es lla-
mado un operador primario [34]. Los estados que se obtienen al ac-
tuar con el operador de ascenso P son llamados descendientes [34].
Si suponemos que la dimensién de escalamiento estd limitada desde
abajo, entonces para algunos estados genéricos siempre podriamos
actuar con K hasta que llegemos a cero, encontrando asi, un operador
primario. Un operador primario y todos sus descendientes forman lo
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que se conoce como familia conforme.

Asi, al insertar un operador primario en el origen, obtenemos un es-
tado con dimensién de escala A que es aniquilado por K. Este pro-
cedimiento también puede ir en la otra direcciéon: dado algtin estado
con dimensién de escalamiento A que es aniquilado por K, podemos
construir un operador primario asociado local. Esta es la correspon-
dencia estado-operador, los operadores corresponden uno a uno con
operadores locales. Para construir un operador, definimos sus correla-
dores con otros operadores, hacemos esta definicién de acuerdo con
la ecuacion

(d(x1) d (x2) - 9a (0)) = (Ol (x1) P (x2) - --[A) . (2.49)

Esta definicion satisface las propiedades de transformacién habitua-
les de la invarianza conforme.

Limites de unitaridad

En esta ultima seccién vemos que la unitaridad limita las dimensio-
nes de escala de nuestra teoria conforme de campos. Cualquier teoria
con operadores que violen los limites de unitaridad seria no unitaria
en la signatura de Lorentz (y signatura euclidiana no positiva). Consi-
deramos nuevamente la cuantizacion radial en términos del cilindro

ds? =dt? +dn? =12 (drz + rzdnz) ,

para investigar campos en la cuantizacién radial, utilizamos el hecho

’ .
de que bajo una transformacién conforme, los escalares cambian co
mo

(d(x)--- >e20‘(x)dX2 = eiG(X)A@) (x)--- >dx2'

En este caso la relacién entre campos en espacio euclidiano y campos
en el cilindro es

¢ (t,n) 4 = ¢ (X)Ra- (2.50)

El campo cilindrico es el mismo campo que en el espacio plano, s6lo
se miden sus correladores en geometrias diferentes. Veamos cémo
luce la conjugacién hermitiana en el cilindro, la cual es esencial para
encontrar la norma de un estado.

Realizando la rotacién de Wick estdndar para conseguir la signatura
euclidea, es sencillo ver que para un campo hermitiano ¢

q)T (T)cil — (eTHC“(]) (0) e—Tch)T
— e*THciLq) (0) eTch/

y por lo tanto tenemos

T (e = & (—Teqr-
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variable imaginaria.
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La positividad de la reflexién en la teoria euclidiana corresponde a la
unitaridad en la teoria de Minkowski

@ (1) (D) = (o' @ (X)) >0, (2.51)
Usando T = log, esta transformacién de inversiéon temporal se con-
vierte en una inversién de coordenadas R : x — x/x? en R9. Simi-
larmente, la conjugaciéon hermitiana se extiende a los generadores
del algebra conforme donde corresponde a actuar con el operador
de inversién R. Esto nos permite calcular el siguiente resultado en la
cuantizacién radial.

-1
Pl =RP,RT =RP,R=K,.

Dado que sabemos que en el espacio plano tanto K como P son her-
mitianos, es facil comprobar este resultado, podemos considerar los
operadores diferenciales expresados en términos de variables cilindri-
cas.

0
Pp=—10, —» —ie ™ [nuaT + 8y —npny) an] , (2.52a)

0
Ky = —1 [x#0, — 2xy (x - 9)] — 1e™ [nuaT — (8yv —nyny) aniz.yb)
2%

A partir de estas expresiones explicitas, podemos ver que estos ope-
radores estdn conjugados entre si bajo inversion temporal.
Para el caso de P, comenzamos con

_ _ 5T
Xy =T, =e'n,,

tenemos asi

y por lo tanto
d(rmy,) =dmn, +rdn,.

Recordamos que v = €™ con esto dr = e*dT, de aqui obtenemos

2 2 10
dx, orn, ron,’

y finalmente

1 0 0

a —T
N =e [%aT—i—anJ . (2.53)
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Podemos utilizar este hecho para extraer limites de unitaridad de
una manera directa. Tomemos un ejemplo simple: consideramos un
estado primario sin espin |A) y la cantidad
(AIKPy|A) = (AlKy, Py]+PyKLA)
= (A)2i(Dé,v — Muv)IA)
Adyvy (AIA) = Ad
= (A2, DIA) — 21 (AIM v |A)
\_\/’—/
espin

= —2A4,~. (2.54)

Aqui hemos usado el hecho que |A) es primario y sin espin. Con
1L = Vv Yy ya que las normas son definidas positivas, tenemos nuestro
primer limite de unitaridad

A>0. (2.55)
Considerando escalares sin espin en el nivel 2, donde se impone
<A‘K7\KuPVP7\|A> = 0/

se puede derivar el limite de unitaridad

A> %—1. (2.56)

Finalmente considerando P y K para limites mayores, obtenemos

d—1
A>—, (2.57)

para estados con espin s = % Para estados con espin s > 1
A>d+s—2. (2.58)

Los resultados anteriores se lograron utilizando el mapeo entre el es-
pacio euclideo y el cilindro, la cual es una manera conveniente de ver
la relacién entre P y K en la cuantizacion radial.
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ESPACIOTIEMPO TIPO ANTI-DE SITTER

3.1 ESPACIOS VS ESPACIOTIEMPOS
3.1.1 Espacios con curvatura constante

El espaciotiempo de Anti-de Sitter es un espaciotiempo con curva-
tura constante negativa. Para familiarizarnos con AdS, primero dis-
cutimos espacios (sin considerar a t como una coordenada, esto es,
espacio euclidiano) con curvatura constante, por ejemplo la esfera S2
y posteriormente discutimos espaciotiempos con curvatura constante
[30].

Consideremos el espacio euclidiano en 3 dimensiones con métrica

ds® = dX? + dY* +dz”.
La esfera estd definida por la superficie que satisface la condicién
X24Y2 4724 =12

Esta condicién se puede resolver con las coordenadas esféricas usua-
les
X=LsinBcosp, Y=LsinOsingp, Z=1cosb.

En estas coordenadas la métrica es
ds? =12 (d0? + sin? 0dp?) . (3.1)

La esfera S? tiene invarianza SO (3). Bajo una transformacién de este
tipo cualquier punto en S2 puede ser mapeado a cualquier otro punto
dentro de la esfera, esto es, S? es homogénea. La esfera tiene una
curvatura constante positiva; dicha curvatura estd dada por

El espacio con curvatura constante negativa es conocido como es-
pacio hiperbélico H2. Este espacio es mas dificil de visualizar, en
parte porque el hiperboloide no puede ser incrustado en el espacio
euclidiano en 3 dimensiones como la esfera, pero el espacio hiper-
bélico si puede estar contenido en el espaciotiempo de Minkowski
3-dimensional. El espacio hiperbélico esta definido por

ds? = —dZ? + dX? + dY?,

~Z7 4+ X2+ Y2 =12

33
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(a) Espacio euclideano esférica- (b) Espaciotiempo de Sitter, uno
mente simétrico. de los més sencillos.

(c) Espacio con curvatura negati- (d) AdS, junto con el espaciotiem-
va. po de Minkowski y de Sitter,
son los tres més sencillos.

Figura 4: Se muestran los espacios y espaciotiempos con curvatura constan-
te mds simples.

El espacio hiperbélico es homogéneo ya que respeta la invarianza ba-
jo SO (1,2) del espaciotiempo de Minkowski, es decir, cualquier pun-
to en la superficie puede ser mapeado a otros puntos por una trans-
formacién de Lorentz SO (1,2). Notamos que el espacio hiperbélico
no es el hiperboloide usual en el espacio euclideano 3-dimensional

ds? = dZ® + dX* + dY?,
—Z2 X2 Y =12
El hiperboloide es metido en el espacio euclideano en 3 dimensiones,

por esta razon, el hiperboloide no respeta la invarianza bajo SO (3)
del espacio euclideo, esto es, no es homogéneo.

Para resolver la condicién del hiperboloide, consideramos un siste-
ma coordenado el cual es ligeramente diferente de la esfera
X =Lsinhpcosg, Y =Lsinhpsing, Z =Lcoshp.

Entonces, la métrica del espacio hiperbolico estd dada por

ds? =17 (dp2 + sinh? pd(pz) . (3.2)
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Como podemos ver el espacio hiperbélico en si no tiene una direccién
tipo tiempo, aunque lo metamos en el espaciotiempo de Minkowski

en 3 dimensiones, su curvatura es constante y negativa

2

3.1.2  Espaciotiempos con curvatura constante

Ahora, discutimos espaciotiempos con curvatura constante. El espa-
ciotiempo AdS; puede ser puesto en un espaciotiempo plano con dos

direcciones tipo tiempo

Unvrapping of 5T | _—

Figure 1: The topological structure of anti de- Sitter.

Figura 5: La incorporacién de AdS; en R?*', la direccién tipo tiempo t es
periddica.

ds? = —dZ? — ax? + dy?,

con la condicién
—Z7 - X* 4+ Y2 =12

El parametro L es llamado el radio de AdS. El espaciotiempo AdS;
tiene invarianza SO (2,1). Al igual que S? y H? posee un sistema

coordenado

Z=1TLcoshpcost, X =Lcoshpsint, Y =Lsinhp.

Entonces, la métrica queda

ds? =12 <— cosh? pdi? + dp2> )

Este sistema coordenado (%,p) es llamado “coordenadas globales”.
Aunque incorporamos el espaciotiempo AdS en un espaciotiempo
plano con dos direcciones temporales, el espaciotiempo AdS tiene
una sola direccién temporal. Vemos que la coordenada t tiene perio-
dicidad 27, asi que la direccién tipo temporal es periddica; esto es un
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problema de causalidad (uno puede tener curvas tipo tiempo cerra-
das, donde las curvas causales son cerradas), por lo que normalmente
se desdobla la direccion del tiempo y se considera la superficie espa-
cial del espaciotiempo AdS;, donde —oo < f < .

EL espaciotiempo AdS en la correspondencia AdS/CFT es esta envol-
tura (superficie) del espacio; el AdS; tiene una curvatura constante

negativa
2

F-

El espaciotiempo de Sitter es otro espaciotiempo con curvatura cons-
tante, pero dicha curvatura es constante y positiva. Este espaciotiem-
po no aparece frecuentemente en AdS/CFT, pero ha sido estudiado
ampliamente en relacién con la energia oscura en cosmologia [27].
Este espaciotiempo en dos dimensiones (dS;) estd definido por

ds® = —dZ? + dX* +dY?,
22+ X*+ Y =17,

El espaciotiempo (dS;) tiene invarianza SO (1,2), en las coordenadas
?
T

n
Y
F

R=—

Figura 6: La envoltura de dS; es similar a AdS; pero la signatura del espa-
ciotiempo es diferente.

X =Lcoshtcos®, Y =Lcoshtsin®, Z =Lsinht,

la métrica es
ds? =17 (—dfz + cosh? ‘Ed92> )

Su curvatura es constante positiva R = % ; en cosmologia se utiliza el
espaciotiempo dSy4 [11].

3.2 BRANA NEGRA EXTREMAL

Comenzamos con el estudio de una métrica la cual nos describe la
teoria de cuerdas IIB en (9+1)-dimensiones [35].

_1_5-p
2 7-p

P
ds? = _f+(‘(’)dt2 +V/f(p) )_dxidx!+ f_(‘;)(p)dpz +12f_(p) "2
- i=1 +

VT (p)
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(3:3)
donde

7—
fr(p)=1- <ri> P.
p

Se sabe que para la brana negra extremal se cumple r. = r_; este es
el caso que consideraremos en lo que sigue. Explicitamente tenemos
en la métrica anterior

r;r 7—p
Wdtz 1- (%) dxtdxi+
- T

- a1 5 (3-4)

Analizamos los primeros 2 términos
p77p7‘l”17p

p’—P

~dt? +

p7—P ,rifv 2
p’P

obtenemos

7—p _/P
pr] dedx

7P
e

— T a2 4

2
7P
7P 4 P

Por lo tanto

T7_p % p . .
m —dtz + Z XmXm . (35)
+ N

i=1

] de dx*.

r7—P )

Definimos . .
1 PP
H (T) = = T + T+ ,
1 (p) 7P

asi, escribimos la ec. (3.5) como

IRk 2 . ig.i
[H(r)] <—dt +iZ1 dx"dx > . (3.6)

Ahora para la parte angular, tenemos que

_3-p
7—p

7 P 1P s PR et 2
T R N Q5.

N=

Usando la relacién
_ _ 7
p7 P=1/"P P

1
o= e
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o equivalentemente

2
_ 7_v]7p
p22[1‘7 Pl p} )

llegamos a
_%_?;E %_;;E
7—p -P 7—p -P
T T
_— dp? 47?2 —— Aoz . (3.
[r7p + rip] P 7P 41/ P 3-p G7)

Calculamos ahora la diferencial de p

1 —6
] 1 p—6

1
dp = = [rﬁp + rZ:p} P (7—p)r®Pdr = [rpp + rfp} TPy,

por lo que
2p—12

dp? = [r7_p +T1_p} TP p12-2p g2

La parte angular se escribe entonces como

7or 1T 7-p12E22 12-2p 4.2 of 7P B 2
—p] 7 ,12-2p
[H o r7—P} <[H (r) v/ P] T dr > +r <H O r7—p> dQg_,
—HOIF S HM T a2 +2Hm = 2d0,
— [H ()2 (dr? +12dQ3_,) (3.8)

Definimos ahora las coordenadas v :=10%, donde a=1,...,9—py

> (0 =1.

a

Calculamos la diferencial para estas nuevas coordenadas
dr® =d(re?),

de modo que
dr® = (dr) 0% +rdo¢,

lo que implica

drédr® = drdro®0® +12de%doe® +r0%drde®
= dr? +1%d0°d0% + r0*drdo“.

De la condicién ), (9‘1)2 = 1 obtenemos 8¢d0“ = 0, por lo tanto

9—p 9—p
Y dr%dr® =) dr’+1°d0*doc.
a=1

a=1
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La parte angular de la métrica es entonces

2—p
VH (1) <Z drad?“) . (3-9)
a=1

La métrica que tenemos finalmente tiene la forma

9—p

1 L o

ds? = 10 (—d’c2 + Z dxldxl> ++/H (1) <Z dr“dra> . (3.10)
T =1 a=1

Esta métrica define la brana negra extremal. Consideremos el caso

particular para p = 3. La funcién H (1) es

Entonces la métrica queda en este limite como

) 2
d
ds? = % (—dt? + dxf + dx3 + dx3) + L (TTz + dQ%) , (3.11)

es decir, la geometria generada por la D3-brana es AdSs x S°. Anti
de Sitter es un espaciotiempo maximamente simétrico con curvatura
negativa. Pero nos vamos a cerciorar de que es un espaciotiempo AdS,
calculando el tensor de Einstein.

Consideremos entonces el elemento de linea

2

T

LZ
ds? —dt? + dx% + dx% + dx%) + T—zdr . (3.12)

Sabemos que la ecuacién geodésica en general estd dada por

d2xM dxP dx°
rw =0.
da2 tloo d\ dA

Esta ecuacién podemos obtenerla a partir del principio variacional

5 (ds?) = 2dss (ds).

Para ello definimos el Lagrangiano siguiente:

: 2 at\ 2 dxq \ 2 dxs \ 2 dxs \ 2

+L2 ar\ 2
r2 \ dA
2 2
T 22, .2, .21, LT
= ﬁ[—t +x]+x2+x3]+r—2r.
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Utilizamos ahora las ecuaciones de Euler-Lagrange

@ (L) _oL A (oL) oL a (eL) oL
da\at /) oat” da 0Xq aX] dA \ 0%, aXZ

d (0oL oL d (oL 9L
dA \9x3 OX3 dy\or/) or’
Primero obtenemos los simbolos de Christoffel asociados a cada coorde-
nada. Para la coordenada temporal tenemos que

d 2. 4r . 2.
—(2—t)=—1Ft—2—_F=
d}\( th) it-25t=0,

. T.
t+2-t=0,
T
por lo tanto
r;.[t - ;
De igual modo procedemos para obtener las expresiones de

e Iz [

TX1/ TX2/ TX3
obteniendo
X1 =TXz =TX =

X1 TX2 TX3

Hacemos finalmente el célculo para & (3%

d (12, ST
— <2r2r> = —4r—3rr+2r—2r =

dA
2,
—~—2i§t %‘2{2X14—2L2X24—2L2 2;§T,
resolvemos el algebra
L2 12 T T 2
—471' +27T + 2L7t2 2@ ZFX% —ZFX§ + 2]'731‘2 = O,
y factorizamos 5~ 2L2
r2 2. LZ,Z T . T 2 T T,
PTE A A  L e PR B SR A PR

Finalmente llegamos a

1 3 r32 r3_2 T
T—*r +Ft —L74 L74 L4 =0.

De aqui obtenemos las siguientes expresiones para la conexién afin

3 3
LU L
TT T,/ tt L4’ XiXi L4’
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dondei=1,2,3.
Teniendo estos resultados ahora queremos calcular el tensor de Eins-
tein G

1
Guv == Ruv — Egm,R. (3.13)

Vamos a obtenerlo contrayendo el tensor de Riemann con la métrica
guv; comenzamos escribiendo el Riemann:

R vp = —0uTg, + 0TS, + TR, Ty — T2, T
Sabemos que
Ruvpc = QGARAqu-
Para nuestro tensor tenemos, por ejemplo

A
Rirtr = ng trt = gT‘TRTtTt/

ya que nuestra métrica es diagonal.
De la definicion del tensor de Riemann obtenemos

Rtrtr = T7 [_atrwrt + aTrtrt + rtrtrrrr - r‘:[rr’:t]

Q006

por lo que

4
Rtrtr — Lﬁ (314)

A partir de este tensor de Riemann, podemos encontrar 2 tensores de
Ricci
Rtt - thrt/ RT‘T - Rtrtr-
Contraemos con la métrica para obtener los tensores de Ricci
A
Rit = gp Rtpt?\/ (315)
lo que implica

Rt = 9" Ririr (3.16)

Hacemos un tratamiento similar con los tensores que implican a las
coordenadas xi, dondei=1,2,3:

inrxir = Qr}\R}\xirXi = grrRTxirxi/ (317)
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L2 .
RXiTXiT‘ = T_iz [_axi r:xi + aTr‘;iXi + r;-lxi rTTT‘ - r;(?]‘r;ixi]
2

o2 T 14 L4 T
L2 [-3r2 12 2r2
2T T
Entonces el tensor de Riemann nos queda

4
inrxir = _fz'

)~

T

)(

T3

L4

)

(3.18)

Por lo tanto, podemos encontrar los tensores de Ricci correspondien-

tes
Rxixi = gp)\RXiPXJ\ = 9" Ryirxir
Nos falta calcular el tensor R,; tenemos que

Ry = gpARrpr?\ = gtthtrt

(3-19)

(3.20)

Para saber la forma explicita de los tensores de Ricci, escribimos la

métrica y la métrica inversa

2

-5 0 0 0 0
0 5 0 0 0
gov=| 0 0 % 0 0|,
2
o 0 0 5 o2
0 0 0 0
Lo 0 o0 o
N 2
o 5 o o0 o
r 2
"= o o L o0 o0
o 0 o0 L o
r 2
0 0 0o L
Finalmente, tenemos
2 4 4v?
Rit = 9”Rtm = ﬁ? = LT'
124 4
_tt _ _
Rrr - 9 thrt - _T.72]_72 - _T7’

2 2
T 4 4r
RXiXi = gTTRXiTXiT =15 <_) = ~5z-
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3.2 BRANA NEGRA EXTREMAL

Podemos conocer asi la curvatura de nuestro espaciotiempo

R= gttht + erRrr + gXiXinixi/ (326)
la cual nos da como resultado

R = 1z (3-27)

Por ultimo escribimos las distintas componentes del tensor de Eins-
tein dado por la ec. (3.13)

1 6
Grr =Ryp — igrrR = ij (328)
1 612
Gt = R — EgttR =14 (3-29)
1 612
Gxixi = inxi - zgxixiR = L74/ (330)

donde i = 1,2,3. Toda la discusiéon anteriormente mostrada nos ha
servido para saber si nuestro espaciotiempo es un espacio de anti-
de Sitter, y demostramos que asi es, tenemos curvatura negativa; la
ec. (3.27) nos dice esta informacion.
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CORRESPONDENCIA ADS/CFT EN UN FONDO NO
CONMUTATIVO

4.1 SUPERCONDUCTIVIDAD Y HOLOGRAFIA

Motivados por la idea de trabajar un sistema no conmutativo en el
marco de la correspondencia AdS/CFT, estudiamos un superconduc-
tor hologréfico a continuacién. Primero discutimos las propiedades
de dicho superconductor en el régimen de limite de prueba y usando
la correspondencia AdS/CFT reproducimos esas propiedades. Pos-
teriormente mostramos los elementos que nos permiten hacer la ex-
tensién no conmutativa (basada en estados coherentes) y finalmente
trabajamos con los agujeros negros de Einstein-Maxwell (seccién 4.3)
y el de Einstein-Born-Infeld (capitulo 5).

4.1.1  Dual gravitacional

En la correspondencia AdS/CFT un superconductor necesita conden-
sar, esto es tener un estado denominado condensado, el cual es des-
crito por ciertos campos acoplados a la gravedad en la teoria en el
bulto de AdS [25]. Un condensado no nulo corresponde a un campo
estatico diferente de cero fuera del agujero negro, el cual se conoce
como pelo del agujero negro. Vamos a trabajar un agujero negro asin-
téticamente anti de Sitter, el cual desarrolla pelo a bajas temperaturas.
Dicho agujero negro puede ser de tipo Schwarzschild-AdS o Reissner-
Nordstrom-AdS, los cuales pueden formar pelo a bajas temperaturas

[19].

Es importante mencionar que las condiciones de frontera son rele-
vantes para desarrollar pelo en estos agujeros negros, es por eso que
en agujeros negros asintéticamente planos no se habia encontrado es-
ta propiedad [9]. Para entender la creacién de pelo consideramos que
el agujero negro tiene una carga inicial Qj; si acoplamos un campo
escalar cargado con carga q tendremos una carga qQ; la cual si es
muy grande creard pares de particulas cargadas. Las particulas que
poseen carga de signo opuesto a la del agujero negro caen dentro del
horizonte reduciendo la carga Q; mientras que las particulas con el
mismo signo de carga son repelidas. En un espaciotiempo asintética-
mente plano esas cargas se van al infinito espacial lo que implica que
la carga del agujero negro después de este proceso es Q¢ < Qi. En
AdS estas cargas no escapan ya que la constante cosmolégica actta
como una caja de confinamiento y quedan fuera del horizonte y este

45

[20 de julio de 2018 at 9:29 — classicthesis ]



46

CORRESPONDENCIA ADS/CFT EN UN FONDO NO CONMUTATIVO

gas de particulas cargadas es el pelo del agujero negro.

El diccionario de la correspondencia nos dice que la teoria gravita-
cional 4 dimensional es dual a una teoria 2+ 1 dimensional en la
frontera. De igual manera, simetrias de norma en la teoria del bulto
corresponden a simetrias globales en la teoria de campos dual, es de-
cir, el pelo escalar rompe una simetria U (1) local en el bulto mientras
que la descripcion dual corresponde a un condensado que rompe una
simetria U (1) global.

Las propiedades de un superconductor hologréafico pueden ser estu-
diadas en diferentes regimenes, por ejemplo, considerando los efectos
de retroaccién de los campos, agregando campos magnéticos o con-
siderando el limite de prueba [9], en el cual nosotros nos enfocamos.
Si se reescalan los campos de materia A, = Au/ qyy = b/q que
acoplamos al agujero negro la accién de gravedad que consideramos
tiene un factor é asi que los efectos de retroaccion de los campos de
materia se suprimen cuando g es muy grande. El limite de g — oo
cuando A, y 1V son fijos se llama el limite de prueba. Este limite sim-
plifica los célculos pero mantiene la fisica de interés de nuestro pro-
blema ya que las interacciones no lineales entre el campo escalar y el
campo de Maxwell se preservan.

4.1.2 Condensado

Para entender el proceso de condensacién mediante la corresponden-
cia AdS/CFT se asume el ansatz

V=19(r), Ac=d(r), (4.1)

en el que se encuentran las ecuaciones diferenciales ordinarias si-
guientes

f/ 2 2 2
w"+(f+r)¢’+1§w—“}w=o, (4-2)
y también
2 1?2
o+ 29~ g =0 @3)

Dichas ecuaciones estdn acopladas y son no lineales. En estas ecua-
ciones encontramos el pelo escalar a bajas temperaturas ya que el
. 2 . .
término %w en la ec. (4.2) lo causa al ser de signo opuesto al signo
de la masa en la misma ecuacién. Consideramos el caso en que m? =
—2/L? y también las condiciones de frontera asintéticamente en infi-

nito

P = Sie s R (4-4)
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4.2 ESTADOS COHERENTES Y DISTRIBUCIONES DE MATERIA NO CONMUTATIVA 47

y
o Y
d=n-L 45)
Podemos considerar soluciones con P! = 0 o0 con (2} = 0; nosotros
consideramos (1) =0 que es la condicién més comun [17].

Usando el diccionario de la correspondencia AdS/CFT se sabe que:
la teorfa dual en 2+ 1 dimensiones es una teoria conforme de campos
a temperatura T dada por la temperatura de Hawking

o 31‘0

 4nL2’
para el caso del agujero negro de Schwarzschild-anti de Sitter. La si-
metria de norma local en el bulto corresponde a una simetria U (1)
global en la teoria conforme de campos; el comportamiento asinté-
tico de las soluciones del bulto equivale a ciertas propiedades en la
teoria de campos como el potencial quimico. El agujero negro en el
bulto debe tener carga ya que si no la tiene no puede desarrollar pelo
escalar y la teoria dual es invariante bajo escalamientos y no puede
tener una transiciéon de fase. Recordemos que cualquier teoria confor-
me de campos es invariante bajo escalamientos, en el bulto esto se ve
reflejado como [9]

r—ar, 19— arg, (t,x,y)— (t,xy)/aq,

lo cual deja invariante la métrica del agujero negro con f — a?f.

La teorfa de campos dual tiene un operador cargado dual a . Si
se utiliza la condicién de frontera usual (mencionada anteriormente)
este operador dual a 1\ tiene dimensién dos. El modo (") diferente
de cero corresponde a una fuente para este operador en la teoria de
campos y ?) diferente de cero corresponde a un valor de expecta-
ciéon del condensado

(02) =2, (4.6)

Es de interés saber como se comporta el condensado O, como fun-
ciéon de la temperatura. La manera de estudiarlo es con cantidades
adimensionales utilizando el potencial quimico p, asi se encuentra
que el condensado es diferente de cero solo cuando la temperatura es
pequefia, la temperatura donde el condensado se prende es la tempe-
ratura critica Tc. Un condensado diferente de cero significa por tanto
que el agujero negro en el bulto tiene pelo escalar.

4.2 ESTADOS COHERENTES Y DISTRIBUCIONES DE MATERIA NO
CONMUTATIVA

Para poder describir un agujero negro en el contexto de la geome-
tria no conmutativa debemos saber como incorporar esta idea en las
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Los estados
coherentes son
aquellos
eigenestados donde
se satura el principio
de incertidumbre de
Heisenberg, es decir,
son estados de
incertidumbre
minima

AxAp =

h
2

CORRESPONDENCIA ADS/CFT EN UN FONDO NO CONMUTATIVO

ecuaciones de campo de la gravedad. Este formalismo ha sido amplia-
mente estudiado en afios recientes de una manera no perturbativa,
considerando una deformacién no conmutativa en los términos de
materia [31]. Existen diferentes escenarios para motivar este tipo de
deformaciones no conmutativas, por ejemplo en una teoria cudntica
de campos [39] o directamente en un agujero negro [5], pero estos en-
foques convergen a una idea, la cual es motivada a partir del estudio
de estados coherentes propuestos por Glauber en mecanica cudntica

[14].
4.2.1 Estados coherentes

Primero vamos a recordar el desarrollo de un oscilador arménico cla-
sico (mecénica cudntica) en términos de sus estados coherentes. Para
encontrar los estados coherentes |x) del oscilador, usamos el operador
de aniquilacién y calculamos sus estados propios (estados coherentes)

ale) = ocloc) . (4.7)
Los estados excitados del oscilador como eigenestados del operador

de creacion son

()} = (o))" 0)
o)

los cuales viven en el espacio de Fock y satisfacen el dlgebra usual

afn)y = m+1"2m+1),
ajn) = n'"Zm-1),
afaln) = njn).

La proyeccion del estado coherente en los estados propios del oscila-
dor esta dada por
n
oc> =2 (Olex),

o0 = (0| Ty le) = 7o

por lo que utilizando la relacién de completez de los estados [n) po-
demos escribir |«) como

o) =3 ) (nlogy = ¥ \‘;‘; (0lec) ).

Para encontrar el braket (0|ot) proyectamos el estado |x) consigo mis-
mo, y utilizando la condicién de normalizacién (/o) = 1 encontra-
mos

(Olag| = e71/2,
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por lo tanto el estado coherente puede ser escrito como

o) = e 1o/ ;\j‘mm, (4-8)
@) = e 2y S (ah) o). (49

Notamos que podemos reescribir la ec. (4.9) como
o) = e 1x*/2eal o)

Utilizando la férmula de Baker-Campbell-Hausdorff vemos que

T T 1 T
exa e?\a — eXxa +7\a+2[oca Aal
eocaT—i-?\a—O—‘xT)‘[aT,a]
T -2
— 2@ +Aa—5 ,
donde A € C. S5i A = —& tenemos que

P t_xa—1|«f?
exa' ,—x@a _ ,xal—xa 5l ,

por lo que el estado coherente toma la forma
o) = e*' =% |0} = D () [0).

Asi encontramos el operador de desplazamiento el cual nos sirve para
ver a los estados coherentes como estados desplazados del estado
base del oscilador. Ahora estudiamos los estados coherentes en el
espacio de momentos y configuraciones.

4.2.2  Funciones de onda

Comenzamos escribiendo el operador de posicién y de momento en
términos de los estados coherentes, esto lo hacemos escribiendo los
operadores q y p en términos de los operadores de creacién y aniqui-
lacién y notamos que

h
_ T
(alqleey = \/Zw <oc|a +a|oc>
h
= \/ZZRe(cx),
y también
hw
— T
(adplegy = i1/ (adaf — ala)
= i hTwZIm(cx)
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Escribimos ahora el operador de aniquilacién en términos de los ope-
radores de posicién y de momento, de modo que la ec. (4.7) es

[ 1 :
oo (wq +ip)la) = aex) .

Para encontrar la funcién de onda proyectamos el estado coherente

en el espacio de configuraciones, recordando que la accién de p en

este espacio es (q'|p = —ihd‘}], (q’|, por lo que

\/g [wq’<q’|a>+hd(;, (a'leg)| = oc{q’loc).

A partir de esta ecuacion diferencial, encontramos la solucién

1/4 WAL
(o) = () e VAR, (4.10)

De manera andloga tenemos

<p'|oc>:< ! >]/4e[mp'+icx]z.

mhw (4-11)

La propiedad de ortogonalidad de los estados coherentes la analiza-
mos considerando dos estados coherentes

o) = e ZMZ;\/HW,
B) = e Py Pl

con (njm) = 8,m. Por lo tanto obtenemos
(Bloe) = e 2lo* =2 IBI e+ Bec
y de aqui, encontramos el complejo conjugado (x|B) y la magnitud

de (B|x) nos queda como

2 2 a —
2 e |B2 g+ B o+ B

(Bl = el
e lo=BI”, (4.12)

Notamos que esta cantidad es cercana a cero cuando | — 3| es muy
grande.

4.2.3 Distribuciones Gaussianas no conmutativas

Un modo de trabajar gravedad en un formalismo de geometria no
conmutativa es mediante distribuciones de materia no conmutativas
[6], 1as cuales son inspiradas en los estados coherentes estudiados en
Optica cudntica. Dicho andlisis del oscilador arménico en mecénica
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4.2 ESTADOS COHERENTES Y DISTRIBUCIONES DE MATERIA NO CONMUTATIVA

cudntica nos sirve para promover el estudio de estados coherentes
en un plano no conmutativo, es decir, donde tenemos relaciones de
conmutaciéon

%, 9] =16, (4.13)
donde 6 es el pardmetro no conmutativo, el cual tiene unidades de

longitud al cuadrado y es del orden de la longitud de Planck ~
1073 m. Definimos los operadores [5, 16]

1
b= — (k+1i9), b= — k—1i7), 1
\/Tﬁ( 0) (*—19) (4.14)

los cuales satisfacen

‘I 2

bbf| = (=] Rk+ig,&—ig]
e - () Brws-w
T ot fe o
T {[%, —ig] + [, x1}

1

= =(20)=1

5 (28 =1,
que es el algebra de los operadores de creacién y aniquilacién estan-
dar. El conjunto {b, b’} actta en el espacio de Fock bosénico Hc, 0

espacio de configuraciones, y naturalmente podemos escribir
(b1)"
He={——10)=mM) ,,

de manera similar que en el caso de los estados coherentes de Glauber.
Ahora, definimos el espacio de Hilbert-Schmidt, como el espacio

Ho = { (%,0):% (£9) € B(Ho), tre [Wip] < oo},

donde B (H.) son los operadores acotados que actian en H, y tr¢ (II)TIJ,))
es la traza de los operadores de Hq que acttian en H, es decir

tre (W) = o) ) mivhy
= (nhphbin)
= J<zlll)T1,b|z> dzdz,

donde [z) es el estado coherente asociado a b y bf de forma anéloga
a la presentada en la seccién anterior. Al espacio Hq se le denomina
espacio cuantico. Vistos como estados de H, los elementos ) (%,7)
pueden ser actuados por operadores de posicién y momento de acuer-
do a

XP(%,9) = % (%9),

Y (%,9) = b (%9),
h

lel)(ﬁrg) = E[A/w(ilg)]/
h
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Tenemos asi la propiedad
blz) =zlz), (4.15)
donde z = f (X +10) y podemos escribir

\ZI

z) = e 7 e*®|0).

A partir de los estados coherentes |z) podemos construir estados [z)
que pertenecen a Hg,

2) = \}5 ) (al, (4.16)
por lo que
Blz) = \/1276(X+iY) |z)
- Lzt
— \/E z
= bl)= k) (2
= zlz).

Por otra parte los estados propios en espacio de momentos son tales
que

h h
Pilp) =pilp) = ) [y, Ip)l =pxlp), r X, [p)] =py lp).
De estos conmutadores, nos queda

olp) i olp) 1

Ox —hpxlp), E ﬂ |P),

y por lo tanto encontramos la solucién

i i
[p) = coexp |- pxx+ - Pyy| -

Utilizamos ahora las relaciones
§)
_ e T
0
pr— 1 — T —
v = 15 (o),

y el estado propio queda escrito como

Ip) = coexp [;\/g (ﬁb +pr)] : (4.17)
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Para fijar la constante co utilizamos la ec. (4.17) y también la relacién
(p’lp) =8 (p’ —p); nos queda entonces que

[
°=V 2mn2

Con esta informacién podemos escribir la funcién de onda en este
espacio de momentos

wp = (P|Z) ’
donde [6]
(2lp) = tr ['%Z' M .

Para calcular esta cantidad reescribimos la ec. (4.17) utilizando
i /0 0 i /0
T bl = P T L5
\/;pb ] exp [ \/;pb] exp [h\/;<pb —|—pb>
Por lo tanto
Z>

1 i /0
(zlp) = \/6<z|c<>e><p ;\fz(pbupb)

_ 0 PP ’.‘\/§ t i\/ﬁ
ee 4n <z|exp [h 2pb exp | - 2pb |z

= 0 PPV 3 (PzHP2) (zlz) . (4.18)
~——

=1

exp

0 _
exp [WPP] .

Los estados |z) satisfacen la siguiente relacion de completez [5]

J 0dzdz

P |Z) *Voros (Z| =1, (419)

donde el producto de Voros entre funciones esta definido como
9.9

f(z,Z)*xvg(z,z2) =f(z,Z) e 2g(z,2z).

Para verificar esto calculamos (p’lp) por medio de la ec. (4.19). Tene-
mos que

[ 0dzdz
0'p) = |5 (k) »v (2p)

151 0 S < i — =
_ [9dzdZlcol’ oy E LT (i) 5B oy Tz
] 2 e

[ 0dzdzlcol® _er'y’ _onp i\/§ o i\ﬁ =
b e R R e

Utilizamos el cambio de variable u = %\/gz, por lo que

Pu—i(p—p)u _ g (p’ —p) )

_op’p’ _ epp dudu
/ | — 7 o anl 2 PP (P—
e 4h? e 4nf e2n e
(p p) J 2m?

5(p'—p)
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(4.20)

Consideramos dos estados |() y |w) en Hgq

)

lw) =

Los estados |¢) y |w) tienen asociados los estados |() y |w), que a su
vez estdan asociados con los valores
1

¢ = G(Cx+1Cy)l

(wx +iwy),

8l -8

correspondientes a coordenadas ((x,(y) ¥ (wyx, wy) en el plano no
conmutativo.
Tenemos asi [6]

1 1 1
(wl0) =t [ o) (wld) (] = (@D (e} = glicloP,
Por lo tanto, de acuerdo a la ec. (4.12) obtenemos
{wlg)2 = elo=eF,

ya que

1
|c—w=m\/(cx—wx)z+(cy—wy)2, (4-21)

=T

finalmente tenemos

2

1T
(wlC) = 9 (4.22)

Vemos que la no conmutatividad inicialmente presente en la relacion
de conmutacién dada en la ec. (4.13) se traduce en una distribucion
gaussiana no conmutativa.

En 2 dimensiones tenemos que (wlz) — 27t6(2) (1) cuando 6 — 0.
Este andlisis se extiende a d dimensiones en general; el caso de d =3
dimensiones espaciales conduce a [5]

1 2

——e —
(470)3/2 0—0

Estos resultados indican que el comportamiento puntual (delta de Di-
rac) es reemplazado por distribuciones gaussianas no conmutativas,
lo cual ha sido usado en la construccién de soluciones tipo agujero
negro no conmutativos.

[20 de julio de 2018 at 9:29 — classicthesis |



4.3 CORRESPONDENCIA ADS/CFT NO CONMUTATIVA

4.3 CORRESPONDENCIA ADS/CFT NO CONMUTATIVA

En esta seccién analizamos un sistema utilizando una extensién no
conmutativa de la correspondencia AdS/CFT. Dicho sistema es el
agujero negro de Einstein-Maxwell [32, 33], el cual es identificado
mediante la correspondencia con un superconductor hologréfico.

Nota: la notaciéon que usaremos para denotar una derivada respecto a la
coordenada r es un apdstrofe (prima).

4.3.1  Propiedades termodindmicas del agujero negro AdS no conmutativo
(AdS NC)

Ahora nos concentramos en el agujero negro AdS NC el cual es la
generalizacion del agujero negro Reissner-Nordstrom AdS en un es-
pacio no conmutativo, es decir, en un espacio donde las coordenadas
espaciales satisfacen relaciones de conmutacién no triviales [x, y] = i6.
Consideramos la accién de AdS

I= Jd4x\/jg [16;6 (R + é) - leF‘”] +1Im, (4-23)
donde L es el radio de AdS, Inm es la accién de materia y Fy.y es el
tensor de Maxwell. Todo el desarrollo es en el sistema de unidades
naturales. Se propone el ansatz A, = (A¢,0,0,0) para el 4—potencial
y también se considera que la densidad de carga y la de masa son
distribuciones Gaussianas dependientes del pardmetro de no conmu-
tatividad. La métrica asociada es

2 2 dr? 2112
ds® = —f; (r) dt™ + +1r°dQ”,
1 (v)
con
fi(r) = K—4MG éﬁ +ﬁ
= rr \2738) T2
GQ2

z1r2_r1r2+\ﬁ 3
Y \2'48) 20 \ 2’40 0 Y\2740 /|

donde vy es la funcién gamma incompleta, k es una constante que
puede tomar los valores —1,0,1 dependiendo si se considera un es-
paciotiempo hiperbdlico, plano o esférico, respectivamente. En este
andlisis se trabaja con el agujero negro de Reissner-Nordstrom AdS
plano, esto es, k = 0.

El interés que tenemos es estudiar la correspondencia AdS/CFT, por
lo tanto la accién original se ve modificada por un término escalar

mr?
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cargado (escalar de Higgs) y términos de frontera para estudiar pro-
piedades termodindmicas. La accién completa es [33]

1 6 1
= 4 — _— J— PR — wv 1 27 2 2
I Jd xXv/—g [167{G (R+ L2> 4FWF 0, —igA m-Y|

+ﬁ %aM dSXMK - ﬁ ﬁaM d3XI—ct (Yuv) + T, (4-24)
donde la integral K es la traza del tensor de curvatura extrinseco con
respecto a la métrica inducida vy~ y la integral de L es el lagran-
giano de la superficie de AdS.

Consideramos que el horizonte del agujero negro es suficientemen-
te grande comparado con la longitud no conmutativa t3 > 46, los
términos que se agregaron a la accién ec. (4.23) sirven para corregir
divergencias que aparecen en la variacion de dicha accién, pero tra-
bajamos con la aproximacién en la cual la variaciéon de los campos
1 no afectan la geometria que tenemos. Por lo tanto, debemos consi-
derar el comportamiento asintético [7] de las funciones gamma que
aparecen en la fy (1),

e—xxa+1

F(]—l—oc,x):ﬁ—l—‘-'.

Considerando términos a primer orden en el desarrollo de la funcién
tenemos

L JN\3/2
ame |3y e (3)
f](T‘) = _T p E - 2 3
49 2
2 N 172 2
6 | (.1 (&)
+7tr2 2) 1
79 2

3/2
+ o I 7]~ %_% +§. (4.25)

[20 de julio de 2018 at 9:29 — classicthesis ]



4.3 CORRESPONDENCIA ADS/CFT NO CONMUTATIVA 57

YaqueT (3) = Y2 y T (1) = /x, sustituimos en la expresion anterior
y desarrollamos los productos correspondientes

_2MG | 4MG e 240

f =
1 (1) " rf
1/2
JFGQ2 . 4v7T —r2/40 | 476 —r2/20 _ r\/ﬁJr 20"/ o 72/20
mr T2 /20 2
/27'[ T‘ / _T2/49 (4.26)
Reduciendo términos obtenemos
f1(r) = T + Nz € + 12
GQ2_4GQ2\F v2/40 | 40GQ? . 220 GQ? 1
2 V3 St VT /20
2./720 2 2
GQ Z/ze+ GQ GQ V2 42/49 (4.27)
o3 207 270

Notamos que algunos términos se anulan entre si. Por otro lado, te-
nemos dos diferentes 6rdenes de magnitud en las exponenciales, por
lo tanto, consideramos los términos dominantes que dependen del
parametro no conmutativo

2 2 2 2
f1(r) = MG, Lz 4 2MG a0 G? 1— 4v6 T e T2/40 |
L Vo T Vi /2n8
(4.28)
Ahora, buscamos el radio del horizonte el cual se obtiene de f; (1) =
0,
0= C2MG | 17 2MG 2 44 GQ

SR
L2 /no

1— M r? o—12/40 |
Vi /a0
Multiplicamos esta expresién por 12

™ 2MG 2 4\/5 r2 2
—2IMGr+ — + —12e 7/ 1 G — e T4 —,
L2 \/719 Q* VT /270

y por lo tanto encontramos una ecuacion para el horizonte

2.2 2
i zzMGLzu_we—ri/%_GQsz [1 _ ( 40 T ) e—ri/zle] '

Vo VTry o /2m0
(4.29)

Primero analizamos los términos independientes del parametro no
conmutativo. La configuracion extremal clsica de este agujero negro
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nos dice que la primer derivada de la funcién f; (r) en r = o también
es igual a 0, tenemos asi

4r3 = 2MGL?,

y esto implica

2

Sustituimos esta informacién en la expresién para r4 considerando
Unicamente los términos clasicos

4 1
2\ 3 2\ 3
(MGL> ::2MGB(M§L) —GQ212

2
MGIL 2 3 MGIL?2 3

Finalmente encontramos la condicion

MGL2\ ?
:>T0:< >

MGL2\ ¥
: (4-30)

GQH?:3( 5

La solucién que buscamos para r4 dada en la ec. (4.29), la escribimos
como

T =T0 + x, (431)

donde « tiene codificada la informacién del parametro 6 no conmuta-
tivo, también escribimos las constantes MGL? y GQ2L? en términos
de 1y, donde nos sirve definir

ao = MGL?, a; = GQ?L2.
Ayudados de la condicién extremal encontramos
Ao = 21‘8, ay = 3‘[‘3,

por lo tanto la expresién para r4 es

4 3
(ro+oc)4 = 4r8 (ro+oc)—3rg—[r°(ro+oc

V10
o 1 (ro +)?\| _ 2
—37r4 4\/7 + e (Tota)7/40
0 ( Ty + & \/2716

En este desarrollo consideramos hasta términos de orden «? ya que
9 (a?) < 0,

)2
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4r0 8r0
NN
+8r8 \/E 12r4

NG T+ &
o] g

a0
V270

Por lo tanto, en esta expresion se reducen y cancelan algunos térmi-
nos entre ellos. Por lo pronto, uno de ellos contiene a « en el denomi-
nador, asi que tomamos su desarrollo en serie (ya que « representa
una perturbacién),

0 124 0 1
Vo - WO\D)
0 +1
_ —12r3\/E 1—ﬁ+°‘2+ (4.32)
o oV n To To ' 43

También desarrollamos en serie la exponencial, entonces la expresién
para « nos queda como

2 13 4 r2 2T \/7 \/7
2 0 0 0
o = |—= o2+ 24 =19 — o+ 2
[ 30 3V 3«ﬁ 0
1 rg rg

1 2] (1 _1TO(X> o—T8/40.
Z\frce fne 2\f719 20

El lado derecho de la expresion anterior lo separamos en potencias
de

T3+ Arda+ 6ria’ +droed + ot = 4rg+4r(3)oc3rg[

2 3 0 rd 2
2 _ 0 0 —12/40
xt = | —3 +24/ =70+ e o

< 3\/719 s 0 2\@7’[9)
bo
1.1 775 5 /8 1 7 n 3 xe—T3/40
3/m03/2 3/n0 T 4\2m02 /210
b
3 \ﬁ 2\/7re 3 VT03/2 22702
b2

Teniendo esta tltima expresion, vemos que tenemos una ecuacién
algebraica de segundo orden en o de la forma

o? =f(r9,0,x)e —T3/40 _ (bo—l—b]oc—i-bzoc) e T3/40,
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Por lo tanto, buscamos las raices usando la férmula general para una
ecuacion de segundo orden

by + [b% — 4b, (bz —ef%/“e)]
2 (bz —ef%/‘*e)
1/2
br+ [b%e—fé/“e —4b, (bze—fé/“e —1)] /2 erd/so
2 (bze—ré/éle _ ]) eT3/40

—b; + [4bo}1/zer<2>/89
_Zeré/49

_ b%e—ré/élﬁi\/ae—r%/Se'

1/2

Asfi finalmente tenemos una ecuacién para el horizonte

re =10+ /k(ro)e /8¢ —h (o) e 78/, (4-33)

donde k (r9) = bo y h(ro) = %. Una vez que conocemos el horizon-
te v, calculamos la temperatura de Hawking Ty del agujero negro.
Consideramos la distancia radial justo fuera del horizonte de la si-
guiente manerar =1 + pz, donde p2 es una cantidad muy pequena,
sustituimos esta forma de r en la ec. (4.28) para la funcién f; (r) obte-
niendo

5 MG (ry+902)? 2MG ()’
f1 (ry+p°) = _r++p2+ 2 - —=¢

6@ [ (e (rered)T) e
(ry +p2)° Va(ry+p2) /210 '

Ya que p? es una cantidad muy pequefia vamos a considerar térmi-
nos en potencias hasta p?, descartando potencias mayores y la con-
tribucion de la exponencial. En el denominador, como hicimos en la
ec. (4.32) para «, tomamos el desarrollo en serie de Taylor, por lo tanto

2MG 2 GQ? 202
f1 (1 +p%) =— <1 P >++2 o+ TQ ( p),

2
T4 L T T4

y agrupando términos

f1 (T+ + pz) = _%_}_ ﬁ + GQZ <2MGL2T+ —}—Zri _ZGQ2L2> pz
reL20rd [2r3

En el horizonte del agujero negro los primeros tres términos de esta
expresion se anulan entre si, por lo tanto

2% + 2MGL2r, —2G0Q2L2
+ - Q ) p?. (4-34)

f1(r +p2 :<
](+ ) L2r3
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Ahora, sustituimos la funcién f que acabamos de encontrar en la mé-
trica (en los primeros dos términos, donde aparece la funcién f) e
introducimos el tiempo propio T = it y T = 14 + p?; con estas sustitu-
ciones tenemos

dt=1idt, dt?> =—dt?, dr=2pdp, dr? =4p*dp>.
En la métrica tenemos que

» (21 +2MGL%r, —2GQ%L2N , 4021213 dp?
ds® = 2,3 prdT+ 5= 3 S+
3 p? (214 +2MGL?r, —2GQ2L?)

y podemos reescribir esta expresiéon como

2
is? — 41273 [(Zri +2MGL?r, —2G QZLZ) p?dt? + dp?

2r% +2MGL2r, —2GQ2L2 21273
+r2d02.

Pasamos ahora a escribir esta métrica en coordenadas polares de la
forma

ds? = p?dx? + dp?,
para la parte dependiente en dt y dp.

Por lo tanto definimos

, (2% $2MGL3r, —2GQ212  \°
dX = dt ’
21273

(4-35)

X es una nueva coordenada de angulo, la cual tiene asociada el perio-
do

B, = 2 4ml 273
T x 2% +2MGL2r, —2GQ2L2’
pero por definicién B (vo) = Tﬁ] (ro) [41]. Encontramos asi la tem-

peratura de Hawking
B 4ml 23
- 2rt +2MGL2r, —2GQ21L2°

La temperatura a cualquier distancia v es definida de la siguiente
manera

B
T (T,fo)ZB(T,To)ZJO Jaadt = By (ro) x VA1 (7. (4.37)

T (o)

(4.36)

En la definicién de la temperatura, sustituimos v =19 + «
4mL? (1o + &) (15 + 2roo + o)
2(ro 4+ o)* (10 + )? + (2MGL2) (1 + o) — 2G Q2.2
4mL? [v3 + 315
2 (r3 +2rox) (T34 2rox) + 2MGL21p + 2MGL2x — 2GQ2L2
4miL? [r3 + 315«
21§ + 8o+ 2MGL*1g + 2MGL? & — 2GQ?L*’

3
4r} 4rgoe 67}

' =
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finalmente encontramos

4nl 2 [rg —|—3r(2)oc] 1 12 [1 3] B il 2 N il 2

121%0( N §7r i

X E - g To '

Si consideramos el caso 0 — 0 la temperatura es cero, sélo considera-
mos el primer término de la derecha de la tltima igualdad ya que es
el dominante, por lo tanto en este limite la temperatura es cero igual
que en el caso clasico de un agujero negro extremal.

Para obtener la curvatura extrinseca de la métrica a cualquier distan-
dr?

cia radial r, escribimos la métrica como ds? = 6] + Ypvdxtdxy,

donde v, es la métrica extrinseca [30] en 3 dimensiones, dada por
2 r2sin? 0
Yer=11(v), Yoo = 12’ Yoo = 1z

El tensor de curvatura extrinseco estd definido como
1
K™Y = —3 (VY +Vin#), (4-38)

donde n* es el vector unitario normal a lo largo de r = superficie
constante. El vector normal unitario a la superficie r = cte estd dado

por
1

Esto viene de la descomposicion ADM [30], entonces tenemos que

N1

fi(r)

T

por lo tanto

n = (0,—/f1 (1),0,0). (4-39)

Para la traza del tensor de curvatura extrinseca

K = 'YFWKLWI (4-40)
1

Kuv = Enraﬂ/w. (4.41)

Sustituyendo la expresién particular de n', la traza K es

K= — 1 aﬁ (T) o E
2, /f1 (r) OT T

La accién correspondiente al tensor de curvatura extrinseca queda
como

f] (T)

1 s B v2 9t (1)
87{G£M d”x/ YK = 2612 2rfy (v) + S or |- (4-42)
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Para encontrar el contratérmino en la frontera AdS, aproximamos la
. 2 o
funcién f; (r) ~ %, por lo tanto la métrica va como

L2dr?
ds? = a2 +vuvdxtdxy,
. 2 2 2 in2
donde v,y es diagonal yrr = {7, Yoo = 12, Yoo = rsﬁirzle. Con
esto, la traza del tensor de curvatura extrinseca es K = —%, y la inte-
gral correspondiente es

T
8nG

3r3p
3 -
ﬁ)M d”xLet (Ypv) = GLA (4-43)

Accion

-100

-150 -

Figura 7: Graficamos la accién contra la coordenada radial, para esta gréfica
se ha elegido L = 10 y 7o = 1. El argumento de la exponencial
(correccién NC) 13 /40 es iguala 1,5, 5y 10.

4.3.2 Formas asintéticas del campo de norma y el campo escalar

Para el desarrollo de los campos de materia no consideramos térmi-
nos en Q?, trabajamos en la aproximacién en la que no hay retroac-
cién, por lo tanto la funcién f; toma la forma

2MG Tz 2MG 2

La parte correspondiente a materia y carga en nuestra accion dada en
la ec. (4.23) es

f1(r) =«

1 .
Lm = = R Y =120 — ig Al — rPm I,
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Lo que hacemos ahora es calcular las ecuaciones de Euler-Lagrange
E-L, que son las ecuaciones de movimiento

L oL

I Oy <6(6u1b)>' (4-45)
L oL
oAn ™ (a (avAu)> | (449)

Comenzamos con el campo de materia

gi = 212 q? A AMD — 2P m A

Por otro lado
oL
JERY

Por lo tanto de esta expresion tenemos

oL B )
w <w> = au (—ZT 8”11))

or
L Ae o AW, 9.2 w
= 4Ta ua P —2r°0,0".

—12 (840°P + g 1) = —2r20M).

Obtenemos asi la primera ecuacién de E-L

2 or
9, 0% + fa—ua“q) — ?A AMD —mPP = 0.
Recordemos que los campos tnicamente dependen de la variable ra-
dial v y al bajar el indice de la derivada utilizamos la métrica, la cual

nos arroja un término r2fy, por ende

(r)

22 2
()ll) P =

2r2£7 (1) 0:0, 0 + 2v2 71 (1) 09 +-47f7 (1) 00 + 272 2"’

Finalmente despejando la segunda derivada de

£, (1) @?e2 (1) m?
oYy RS 2@ TR

Realizamos un procedimiento similar para el campo A*. Tenemos

0+ 0+ +

Y =0. (447)

que
Para la parte de la derivada del campo
08T e, 4 0%, — 0pAT — 3pAY]
0 (04AR) 2
= 12 [0pA%X—03%Ap].
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Renombramos indices « — vy 3 — p para calcular la derivada de
la Gltima expresidén, teniendo en cuenta que Ay = ¢ (1) y las demads
componentes son igual a 0 del campo de norma,

d
3y (23 AY —12VA,) = Zr#OHA‘H—Tza\,auAV
or 5
—ZT‘aXiVaVAu —T ayaVAu

= 210" (v) —1%g"" 0,0+ (7)
= —2rg"" 0+ (1) — 729" 0,0+ ().

Con lo anterior nos da
2122 (1) 2 = —2rf; (1) 0:p (1) — 121 (1) 3,0, (v).

Finalmente, despejando la segunda derivada del campo escalar tene-
mos

2.1.2
" (1) + 2o’ (1) — 297V
T 1 (7)

¢ (r)=0. (4-48)

Vamos a considerar el comportamiento asintético como r — oo; con

; 1 L2 Po—"
esto f1 puede ser aproximado a 7 ~ 7 porque es el término

dominante. Por lo tanto

£ (1) m? $?

7 % r _
‘p+<ﬂufﬂ>w Aot trEY=° (4-49)

Escribimos esta expresién considerando la forma asintética de fy (1),

esto es 5
T 2r
f1(r) = iz = f'y (1) = 1z’
por lo tanto tenemos

2r 2 2
2 m 0]
" 12 / _
2 L2 L7
2r 2 m212 214
11’”+(r2+r>¢/_ ~ 1p+¢r4 Py = 0.

Consideramos términos hasta 12

m212
)

4
=+ 2P = T =0,

y si multiplicamos ambos lados de la igualdad por 12
2" 4+ 4rp’ — m?L%r2 = 0.

Resolvemos esta ecuacion diferencial ordinaria proponiendo una so-
lucién general para

P =anr", (4-50)
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donde su primera y segunda derivada son

Vo= apnr™!, (4.51)

P = apgn(n—1)r"2, (4.52)
respectivamente. Sustituimos en la expresion para 1\
Pamm—1m""2 +4ranr™ ! —m?l2ay™ = 0

ann (m—1) 1" +4a,nr™ —m?LPa,™ = 0

an(n(n—1)+dm—m?L*) " = 0. (4.53)

El valor de m?L? se toma como —2 [36]. Esto conduce a

(4.54)

puede encontrarse en [3] una relacién entre los tipos de campos con
los cuales trabajamos, la masa y la dimension de dichos campos (ver
cuadro 1); vemos que coincide con las soluciones que encontramos en

la ec. (4.54).

Por lo tanto llegamos a

Tipo de campo Relacién entre masa y dimensién del campo

Escalares, campos masivos de espin 2 m?l2 =A(A—d)

Campos no masivos de espin 2 m?l?=0,A=d
Campos de p-formas m?’L2=(A—p)(A+p—4d)
Espin %, Espin % Im|L=A— %

Tensor simétrico sin traza de rango s m?lZ=(A+s—2)(A—s+2—4d)

Cuadro 1: Diferentes campos y la relacién entre masa y dimensién del cam-

po.
- +
P = 11’7 + % (4.55)

. . <z 1 L2
Para el campo ¢ () , hacemos la misma aproximacion ¢y ~ =, por

lo que tenemos

2 1212
o (1 + 20’ (1)~ 22 e ) =0

Proponemos de manera similar al caso del campo 1, la solucién

¢ (r) =bnr™ (4.56)
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Estamos considerando términos hasta :—2, ya que es el desarrollo asin-
tético cuando r — oo; asi, nos queda

& (1) + 20" (1) = 0, 457)

calculamos la primer y segunda derivada y sustituimos en la expre-
sion para ¢ (r), dada en la ec. (4.57)

than(n—1) "2 4 2b,r ! =

bp(m(n=T1)+2n)m " =

Por lo tanto, encontramos que ¢ (r) queda

o =n-", (458)

donde p y p son constantes.

4.3.3 Condensacién en un fondo no conmutativo

Comenzamos haciendo un cambio de variable en las ecuaciones de
los campos VP y ¢ respectivamente; la propuesta del cambio es la
siguiente z = 1 /1. Para la solucién de 1 primero calculamos la pri-
mera y segunda derivada

o 0z P z?
’ s Shiad s Sl
V= e T T
y también
2 4 3
v (r) = Yzt | o 2z”

T 0z2r2 3z 2
Sustituimos en la ec. (4.49) y encontramos

d)Z
f2 (z)

Para la expresion de ¢ seguimos el mismo procedimiento, utilizando
los resultados encontrados para 1. Obtenemos asi

_ 21&1])2
z4f (2)

' (z) , ri m? T%_
f(z)lb (Z)_ZT‘?Z) (Z)+27

P (z) + P (z) =0. (4.59)

¢ (z)

¢ =0. (4.60)

Condiciones de frontera

Para regularizar el horizonte del agujero negro necesitamos las con-
diciones siguientes en z = 1

¢(1)=0, ¥'(1)= v (1). (4.61)
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Ahora, queremos encontrar una expresién analitica para la tempera-
tura critica y el valor del operador de condensacién en este fondo no
conmutativo; ya que los campos 1\ (z), ¢ (z) y f (z) son regulares en
el horizonte podemos desarrollarlos en serie de Taylor cerca del valor
z=1

¢ (z) = d)(”—d)/(])(]—Z)—I—%d)//ﬂ)(]—z)2+--.,
Y(z) = 1|)(1)—q)’(1)(1—z)+%¢”(1)(1_1)2+...,

f(z) = f(1)—f" (1) —z)+%f”(1)(1 —z2)% 4. (4.62)

Sin pérdida de generalidad se escoge ¢’ (1) < 0y ¥’ (1) > 0[36]. Para

la ecuacién del campo ¢ vamos a considerar la ec. (4.60). Por lo tanto
2

nos preguntamos por la forma explicita de fz,?—f) ; primero escribimos

_2mg ﬁ 2mg 12,40

. +L2+ 59716 ,

y hacemos el cambio de variable z = r /v

f(r) =

2mgz r%r 1 2mg 2,2
£ - o+ T4 /2 46.
(z) - + 2,2 + —T)ne

Evaluamos en z =1

2mg 2 2mg _ .
flz=1)=-—""2 4 T L T ZFm5/40 ¢,
( ) w Tt s

y calculamos la primer derivada y evaluamos en z = 1

2mg 2} 4 2mg 41/49&‘
T4 LZ v O 46

Finalmente podemos escribir f’ (1) usando el resultado de f (1) =0,

£(1) =—

32 2mg _ .2 2mg2r2
(1) Z—T;—iﬁene T+/4e+7ﬁ6n479+e 5/40 (4.63)

Podemos reescribir la ec. (4.63) de la manera siguiente

f/(]) :_? 1+7%ﬂ€ T4/ —7%EE€ = . (464)

Podemos escribir la expresién anterior en términos de la funcién f°
donde tenemos codificada la informacién clasica de la métrica y la
informacién no conmutativa

F(r) = +9 = (1) +g(r)e /49,

siguiendo un procedimiento similar al anterior encontramos
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2
_ z 171 TL\ 42 /4022
f(z) __2m9§+?z7+9 (7> e /4027
la primer derivada es
2 2
o) = 29T L g () Teriaeat g (T4 2T ort e
r. L1223 z/ 72 z ) 4073 '

nos fijamos en el punto z = 1, asi, la primer derivada es

3r? L2 2 L2 2 L2 2
(1) = _T; [] + ﬂg (r4) e T/ 4 ggl (r4)Tye /40— 709 (ri)e r+/49] p
(4.65)
calculamos fdcilmente la funcién inversa de f’ (1) para escribir la
ec. (4.60)
1 34 L 240 L2 w250, P —r2 /40
(1) -T2 [] - EQ (r)e /40— EQI (ri)rie /40 4 209 (ry)e ™/ ] ,
(4.66)
finalmente la expresién general para el campo escalar ¢ es
2, ) L2 L2 L2 2 a0
0 1) ==L () 1= (50 + 370 () — o ) ) e 7300,
(4-67)

Consideramos la funcién g° () tnicamente deformando la masa de

la siguiente manera
_ 2mg

]
g (r)—m,

y asi el campo escalar ¢ queda

" _ 2., 2,4 L2 2mg L2 2mg —12 /40
01 ==L ) |1 - (5 T2 - e g ) ) i),

De la ec. (4.64) encontramos el inverso de la funcién f/ (1); en [33]
encontramos la condiciéon w = ngLz, pero nosotros haciendo este
andlisis vemos que la condicién se ve modificada por un factor 2 de
la siguiente manera mgL? = 213 = 2w. Finalmente, la expresién para
el campo escalar queda dada por

d(z) = =o' (1)(1-2)
1202 (1 (1 4w/3 2/3 2 2/3
W0 () )

(4.68)
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donde mgL? = 213 = 2w lo cual implica que 1o = w'/3, por lo tanto

podemos escribir T4 = 1o+ - = w!/3, asi 12 /40 = w?/3/40. Los
factores numéricos en la expresién anterior son los tinicos que varian
de la expresién encontrada en [33].

Para el campo de materia 10 hacemos un procedimiento similar. Par-
timos de la ec. (4.59), utilizamos la condicioén de frontera propuesta

2.2
mery

(1)
y escribimos la ec. (4.59) considerando el desarrollo dado en la ec. (4.62)
en el punto z =1

V(1) =

(1),

" N f () +f"(1)(1—2) , m2r? ,
V() = - £ (1) (1—2) ¢(1)+m[¢(1)+¢ (])(]—Z)]
i) -2)? Vi
F(12(0 —2)2 Y1)+ (1)(1—2). (4.69)
Llegamos a
¥ (1) P11 mir2yg (1) mir2 mzrill)( N

C(—z) (M O—2) (1) (1)

=0

2 "
()2 )

f,(])z f/(])w (])_ll) (1) (470)

Finalmente escribimos la segunda derivada de 1 como

2

2 I_.4 1— 4(,01 /3 2/3/49 i Z(U eiw2/3/4e
9r+ 3/703/2

4.4 "
- Zri ). (4.71)

£/(1)2 £/(1)2

Reescribimos la expresion para P’ (1), para ello buscamos la forma
explicita de la segunda derivada de f. Tenemos que

6r 2 efr+/4ez efr+/4ez

1
f ( ) Lz 4 +mgr+2f65/226 3m9T+2\f63/zz4
y enel punto z =1

2 r+/46 7r+/46

(1) = or +mgr —3mgr
L2 +2f 05/2 +2,/me3/2°

4
.. m T P
Nos fijamos en el factor 0 )E que reescribimos como
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2
e T e~ =
£(1)% Tort V70 3r2 Vo 3 46

De igual manera que en el caso del campo escalar ¢, escogemos
mgL2 =2w y también v, =719 = w!/3, asi

m4Ti _ ]61_4 - 8(1) eiw2/3/49 4w eiw2/3/4e
(9 3v/mBw?/3 3,/m03/2 ‘

(4.72)

Ahora nos fijamos en la contribucién de f” (1); considerando que
m?l? =4
(1)L mgl?r} o 13/40 _ 3mgL?rd .2 40
T2 2,/m05/2 \/105/2 '

Reescribiendo esta tltima expresioén tenemos

f// (]) I_Z _ § n w5/3 e_w2/3/4e . w e_w2/3/49,
4r% 2 4/m0>/2 \/m05/2
_ é ] + w5/3 e_w2/3/4e . Z(U e_w2/3/49
2 6y/m05/2 3/m05/2 '

Restandole a 1 esta expresiéon podemos escribir

5/3

] _f//(])LZ :_1 - w e_wz/3/4e_ 3w e_w2/3/49 .
mZLZTi 2 2\/m05/2 \/T03/2
(4.73)

Ya que la ec. (4.71) puede ser escrita como

L4 Sw!/3 2/3 4w 2/3
2" (1 - 1 s 2 1— —w*</>/40 —w /49)
P (1) 1b()d>()9r2+( Wb +3ﬁe3/2e
mird 14 (1) L2
+L4f/(1)21b (1) [] - TTLZLZT%L} ’ (4-74)

tenemos de la ec. (4.72) y la ec. (4.73)

4 5/3 1/3
PNTARN SO Dy (S —- ew”/“e]
9 2/m05/2  3m03/2  3/m®

T 8w!/3 4w w23 /40
—p (N ¢/(1) %i<]_<sm_3\/ﬁe3/2>e )

(4.75)
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Notamos que las contribuciones no conmutativas varian en compara-
cién con las encontradas en [33], al igual que en el célculo del campo
escalar ¢.

Para seguir con la discusién vamos a considerar los desarrollos de
los campos encontrados en [32, 33], en los cuales tenemos el campo
escalar y el campo de materia respectivamente

L2yp(1)%’ (1) w!/3 w w2/
Ple) = —— [1 - (Sﬁem * 6ﬁ65/2> ¢ /48] (1=
—¢' (1) (1—-2), (4.76)
T[4 w>/3 7w 203N 23 140
blz) = {9<1+(32ﬁ95/2+48ﬁ93/2—3\/7?6>e )

L4¢’(1)? 2wl/3 2/3
—;;r(z) <1—<3‘;779—N%3/2)e—w//49>]¢(1)(1_Z)2
+

2 wl!/3 w 2/3
_ 'l_ _ —w /49 ]
+3< <3 = 6\/R63/2>e P(1)z

1 2w1/3 2/3

Las soluciones obtenidas para 1\ (z) y ¢ (z) dadas en las ecs. (4.76)
y (4.77) deben ser unidas con las soluciones asintéticas de los campos
encontradas en las ecs. (4.58) y (4.55) en un punto intermedio z = zy;
comenzamos con el campo ¢ (z),

pzo _  LRp(1)*¢’ (1) w!/3 w w3 /40 2
3 (1_(3\/ﬁ65/2+6\/ﬁ65/2>e )“_"“’)
—¢’ (1) (1 - 2o), (4.78)

y su primer derivada

p 2L2P(1)%¢’ (1) w!/3 w w3 ,
T 3 <] B (3\/%95/2 B 6ﬁ95/2> e Me) ozl

(4.79)
Para el campo 1 (z) se produce de manera similar.
La constante J* := 1" puede ser interpretada como el valor de ex-

pectacion del operador 9 dual del campo escalar, es decir J© = (9)
de acuerdo a la correspondencia AdS/CFT. Tenemos la condicién
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w>/3 7w 2w!/3

4 _w2/3
s =[5 (1 (savmere Hasmers 3vms) )
B L4¢/(1)2 (1 B (2w1/3 w > e_w2/3/49)] W (1) (1 —Zo)z

362 3V/m  3ym03/2

2 wl!/3 w w2/3
“ - o — /40
+3 (1 (3\/7% 6ﬁ63/2> ¢ >1|)(1)Zo

] 201/ s
T3 (1 - (3(5/% - 3ﬁu;3/2> e /46) AARE (4.80)

y para la primer derivada

5/3 1/3
Pz = (10 (SO Te 20 e
9 32/m05/2 © 48,/m03/2  3/m0

Y/ (1)? 2w'/3 23
_L§>6r(21) (1—(3“\’/7?6—3\/%3/2>e—w/ /49)]11,(1)(1—7@)
+

1 2w1/3 2/3
3 (1 N (3(5/7@ N 3\/7%3/2> e /49) b (451

De la ec. (4.79) encontramos una forma para (1 )2

2 3 P w'/3 w —w?2/3 /40
Y =) (1 * T+d>’(1)> <1 * <3\/7Te - 6ﬁe3/2> ¢ ) |
(4.82)

La temperatura de Hawking en este escenario no conmutativo estd
relacionada con el radio del horizonte v por medio de la relaciéon

_ X
2’

donde x := %f "(r) }r+. En términos de la variable z

T

Lo PO _1FEE) 1
"T 2o |, 2 2 | 22w,y
y por lo tanto, la temperatura de Hawking es
3ry w!/3 s w _2/3
T = 1 w?/3/40 _ w?3/40) (g
H 47ﬂ_2< HEW- N 6y/m03/2° (4.83)

o L 2
Podemos reescribir entonces la expresién para \(1)° como

2
11)(1)2 _ 3 <1 + wl/3 e*w2/3/49— w ew2/3/49) <TC> (1_TI%l>
212 (1 —zop) RAVACS) 6/03/2 Th T2 )’
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(4-84)
donde T, esta definida por
T, = 3,/pT+ <1 + wl/3 e_wz/3/4e B w e_w2/3/4e) .
4nl2\/—¢’ (1) 3v/70 6/03/2
(4.85)

Por lo tanto, para Ty muy cerca de la temperatura critica T, obtene-
mos para (1)

o= | oL 1 @ wriae @ a0
L2(1—Zo) Te 6\/7?6 ]2ﬁ93/2
(4.86)

Para encontrar la expresion de ], a la ec. (4.80) le sumamos la ec. (4.81)
multiplicada por (1 —zg)

* = (24+2z0) Y (1) (1 (1+zo) w!/? e—w¥3/40 _ (T+zo) w e—w2/3/49> .
3z0 3(242zp) VO 6(2+zp) ﬁ93/2
(4.87)
Definimos 3 = (7(27;(”) y sustituimos J* en la ec. (4.81), asi encontra-

mos la forma explicita de 3

8 — 14 443z0 w3 11920 w n 1—zp w3 o—w2/3 /40
7—20 /O 4(7—20) /032 " 8(7—2z0) \/T05/2
2 7—20

X VT 2 (4.88)

Ahora, calculamos el valor de expectacién del operador de condensa-
cion, el cual esta definido como [33, 36]

(82) == V2] "], (4-89)

Usando la forma que encontramos para J*, tenemos

. 2+Zo
(92) = 3—2z0\/ L2 1—zo \/

(14 4—zy w'/3 1 4-2 w o w?3/40) 2
124620 /i@ 212+ 62y /703/2 +

(4.90)
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Por lo tanto encontramos la forma para 4 partiendo de la expresion
reportada en [33]

1‘2 _ ET2L4 1— 2 (4—Z0) (U]/s _§ (4—Z0) w e_w2/3/46
T 9¢c 124620 /mO® 212+ 620 \/m03/2 '
(4-91)

En el limite cldsico (conmutativo) r se reduce a .
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AGUJERO NEGRO DE EINSTEIN-BORN-INFELD

5.1 GEOMETRIA DEL AGUJERO NEGRO DE EINSTEIN-BORN-INFELD
EN 4 DIMENSIONES

Ahora calculamos ciertos aspectos de la gravedad de un agujero ne-
gro de Einstein-Born-Infeld en un espaciotiempo esféricamente simé-
trico en 4 dimensiones.

La métrica general de este sistema en 4 dimensiones es [15]
ds? = —e?*(Mat? + e2v(Var? 412 (d9% + sin® 9d?) . (5.1)

Primero calculamos el tensor de Ricci de este elemento de linea, me-
diante andlisis variacional. Por lo tanto el lagrangiano asociado es

. .. dt 2 d 2 dd 2 d 2
clurbdd) = (G ) e (F) () rente( )
= —e?{2 4 212 £ 1292 4 r2sin” 9.

Calculamos las ecuaciones de Euler-Lagrange

d (a8 2
dr \oxe ) oxw’

donde p =t,71,9, ¢. Para la primer ecuacién de E-L tenemos

£ (-2eM0) =0 —2 (2w'eMit 4 €2HE) =0,

por lo tanto
t+2u'it =0.
Asf, escribimos el primer simbolo de Christoffel

/!

to_
M =w
Para la segunda ecuacién tenemos

% (2e2Yt) = 2rd% + 2rsin? 9% + 2v'e?Vi? — 2/ e?Hi?,

y ponemos todos los términos de un solo lado de la ecuaciéon
4v'e?Vi? 4 2e2V§ — 2r9% — 2rsin? 92 — 2v'e?Vi? 4+ 2u/e? M2 = 0.

Despejamos la segunda derivada de r

F4+vi2 —re 2V —re 2V sin? 9d? + p'e?H V{2 =0,

77
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y escribimos los simbolos de Christoffel correspondientes

/ —2v

M=V, Tgg=-1e ", T4y = —re ?Vsin?9, I}, =

De igual manera calculamos para la coordenada ¥

d
dA

La ecuacién queda

. 2. .
o+ ;h‘} —sin¥ cos 19(1)2 =0,

y por lo tanto tenemos

1
rd = = F“?)(b = —sind cos V.

T

Por dltimo para la coordenada ¢

dA

y por tanto
cosV

. 2.
b+ —-Td+2—
T sind

Las conexiones correspondientes son

1
o = = My = cotd.

Ahora, calculamos el tensor de Riemann

R%vp = —0ulY, + 0w, + T T — T2, TS

recordando que

A
Ruvpc = 96?\R wvp-

Calculamos la componente rtrt de la ec. (5.6)

Rigre = =0l +0: T + TE I — TR T+ r*;[trrrt
D o
—Th T+ ey — Tl +

— (2r*9) = 2r? sin 9 cos 9P~

4 (Zrz sin? 19(])) =0,

¥ =o0.

2u—2v

(5-3)

(5-4)

(5.5)

(5.6)

Varios de estos términos se anulan, escribimos los que sobreviven

T /1 2u—2v 10 2u—2v 12 2u—2v
Rire = 0r (™™ 2Y) + p/v/e?H oY — /2?2,

Finalmente encontramos la expresién para R ¢

_ 2
thrt — ezu 2v <PLN o H,V/ . FL/ ) ]
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De manera similar calculamos las componentes restantes del tensor
de Riemann. Tenemos

Roro = —0olTo +0rT5o + Tsolre — Mol + ooy
D )
—Trolsr +Toolre — ol + rgjﬂrr% - rfgrgd,,
e identificando adecuadamente los términos no nulos tenemos
R grs = —rv'e 2V, (5-8)

Para las siguientes componentes, solamente escribo la expresién a la
que llegamos después de derivar e identificar los simbolos de Chris-
toffel que no se anulan

Rbe = —n/—p2+v'y, (5.9)
o - ¥ o
Rloto = —n're™ %, (5.11)
Rpr = p’ez:z\’/ (5.12)
Riprp = —w'rsin®de 2V, (5.13)
R(btcbt = p’ez:z\’, (5-14)
R prey = 1V'sin?de 2, (5.15)
Rd’rq)r = \;/, (5.16)
RVpop = sin?d(1—e2Y), (5.17)
R0 = 1— e 2V, (5.18)

Ya que conocemos el tensor de Riemann, escribimos las componentes
del tensor de Ricci Ry~ ; por la manera en la que escribimos el tensor
de Riemann es sencillo encontrar el tensor de Ricci: sumamos los
términos que tengan la variable t en el segundo y cuarto indice para
encontrar Ry, para Ry sumamos los Riemann con r en el segundo y
cuarto indice. Siguiendo la misma metodologia tenemos

eZn—2v (_ru// + u/ (2— T‘V/) _TMIZ)

R = , .
tt = (5.19)
2
Ry = —p/'— le +v' <P~/ 4 T) , (5.20)
Rop = e 2V (e —1—pr+1v'), (5.21)
Rpe = e 2¥sin?d(e?¥ —T—p'r+1v/). (5.22)

Una vez obtenidos estos calculos, procedemos a encontrar la forma
explicita de la funcién v que depende tnicamente de la variable r en
4 dimensiones, dicha funcién es la que aparece en nuestra métrica
ec. (5.1). Obtenemos

1 (re ),

2 &M
S5 =A—>b (brz—\/ Q2+b2r4> 4TV _eri/ae,
T T T

(2m0)>/2
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(5.23)

donde O es el pardmetro no conmutativo, A es la constante cosmol6-
gica, b es el parametro de Born-Infeld que aparece en la electrodiné-
mica de Born-Infeld, Q y M son la carga y la masa respectivamente
del agujero negro. Despejamos el término asociado a la funcién v

2
(re_z"),r =1—Ar*+2b (br2 —v/Q%+ bzr“) — é:ew)l;ze_rz/“e.

Integramos ambos lados de la expresién anterior

2
J (e 2Y),r = J dr— J /\rzdr—l—JZb (br2— V/Q2+b7r?) dr—J SAMY /a0y,

(2710)3/2

Por lo tanto

3 2 00
re Y = r— A—T + Jszrzdr — J drbzwr4 + % J erl\glzrze_Tz/“e
3 b> ) (2m0)
A3 2 / Q2 [* 8ntM 2
— Y 7b2 3_Jd bZ 4 _J d 2 -1 /46,
T 3 + 3 T T ™ 4+ b2 . ri(zﬂe)g/zr e

calculamos la primer integral ya que no es obvio cémo calcular las 2
integrales restantes, reescribimos esta integral de la manera siguiente

S 2 00 2 /12 00 4
J dm/r4+=J er/bJrJ dr—
T bz T 4 Q2 T Q2

T4+ b2

I

y calculamos la segunda integral en la expresién anterior

00 4 1 [ 2
J dTriz = ZJ dTrdi ( T4 + b2>
T T4+% T T

Utilizamos el método de integracién por partes
uv — Jvdu = Judv,

asi, podemos escribir I como

00 [ 2 00 QZ/bZ T 2
dr T’4+2:J dr———M+ — T4+T
JT b T /T4+%22 2 b

Notamos que tenemos un término igual de ambos lados de la expre-
sién, por lo tanto lo sumamos

3 [ 2 00 QZ/bZ T 2

2 I —= L+ G+ S

ZL dr r—i—bZ—L dr - Q2+2 T+b2
VTt

o0

1> [, Q2
—ZJT dT' T +b72

T

0]

T
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La integral que aparece en el lado derecho de esta expresion es una
funcién hipergeométrica [8]

% dr 1 ]b er/Q—1}1)
L Qo ZﬁF<arCCOS{br2/Q+1 2) 52

1 115 Q?
= ;ZFl (4'2'4'_1)21“‘)' (5.25)
Por lo tanto la funcién v es
1 2 2 L1 115 Q2
—2v _ . YA 3 4123 <20 o
re T = re AT ST - QR h (4’ oy b2r4>

b2r Q2 Joo 8TM 5, a2,
T S | S5 TleTT /0,
3 b2 ). (4n0)3/?

Ahora bien, la tltima integral en esta expresion es una funcién gam-
ma, la cual podemos encontrar en [7]; la funcién gamma se puede
separar en

v(a,x) =T(a)=T(ax),

donde el lado izquierdo de la expresién anterior es la funcién gam-
ma incompleta por abajo de 0 hasta cierto valor finito x y los dos
términos de la derecha son la funcién gamma completa y la funcién
gamma incompleta por arriba, respectivamente. La funcién gamma
incompleta estd definida [7]

z
v(n,z) = Jo dtt"Tet (5.26)
Para calcular la integral

(4879[])\§/z | e 0y,
7T 0

realizamos un cambio de variable s = 12/49, por lo tanto ds =
2rdr/40, y aplicamos nuestro cambio de variable en la integral

N

_SmM_ J4e4eses4eds.
(470)°/2 Jo 2r

Sustituimos nuevamente el valor de r

N

e

8nM re . 40
| 40se S ——ds,
(470)>/2 Jo 21/405s

simplificamos esta expresion y encontramos la siguiente forma

2
4M (70
J s1/2e5ds.
VT Jo
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Utilizando la definicién de la funcién gamma incompleta identifica-
mosquen =3/2yz= %.

Finalmente, escribimos la expresién para funcién v de la manera si-
guiente

oy 1 2 2 51 115 2
re 2V — r—f/\r3+§b2r3fo272F1 < L Q >

3 3% 2 \y b2
- T3 w2 R \27a8) @ 27

donde c es el término de la funcién gamma completa, el cual es cons-
tante.

5.2 CORRESPONDENCIA ADS/CFT NO CONMUTATIVA PARA EL
HOYO NEGRO DE EINSTEIN-BORN-INFELD

Las ecuaciones de campo son

Ruv —Aguy = 2§2+;mw<—UH+2329w>
-+8ﬂ:<THV——;guVTAA>, (5.28)
donde
T, :=diag(hy,hi,h3, h3), hs:= (sz /2, (5.29)

es el tensor de energia-momento no conmutativo ya que la densidad
de energia se ve reemplazada por la funcién hy, la cual es
m —12/480

hi (1) == —pm(r) =— e "/ .30
puede ser usada para definir una solucién de agujero negro no con-
mutativo en 3 dimensiones. En este caso, el tensor de energia-momento
T, codifica la no conmutatividad a través del uso de una distribu-
cién de masa dependiente del pardmetro no conmutativo 6. La nor-
malizacion de esta distribucién es

| @xpmin=m,
donde m es la masa desnuda de la fuente cargada.

El lagrangiano del campo electromagnético sera el lagrangiano de
Born-Infeld (BI)

FRVF,
uazuﬁo—-1+ %;>, (5.31)
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donde b es el parametro de BI; para valores grandes de b recupera-
mos la electrodindmica de Maxwell. Tenemos que

oL(F) 2FsvFoy

ogwy T+ F2/2p2’

y de aqui, tenemos la propiedad

OL(F) B OL(F) OL(F) B OL(F) B
6900 - ag” ’ agzz = 6933 =0, (5-32)

para un campo eléctrico puramente estatico.

De la ley de conservacién

v [ )y (533)
\VTreer) >33

tenemos

L(F) = 4b* (1 —4/1 —E(r)z/b2>, (5-34)
donde

E(r) = q

— (5.35)
™+ q2/b? 233

es el campo eléctrico debido a una carga puntual q colocada en el

origen.

Consideremos un espaciotiempo esféricamente simétrico en 3 4 1 di-

mensiones dado por la métrica

ds? = —e24M a2 4 e dr? 11240 ). (5-36)

Los coeficientes métricos son tales que 1+ v = 0 y en consecuencia

by 1 2 / q2
2v 2 2.2
e = K+ ——=Ar"+=b“r (]— ]—i—)

4 g? J‘X’ ds

_i_fi -
3r T \/S4+q2/b2
_Am1 (3 (5.37)
/27 \2"48 )" >-37

donde k corresponde a la curvatura, by es una constante y y(n, z) es
la funcién gamma incompleta por abajo

z
v(n,z) = Jo dtt"Te t (5.38)
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Usando la identidad [20]

F (1 c~c—|—1'—z)cJ1 _tar (5-39)
2 2/ 7 7 - 0 (.I +Zt)1/2, 5‘39

donde c es una constante, la ec. (5.37) queda

1 222 2
e 2V = K—l—br—o——/\rz—i— b <1— H—q>

3 3 b2rs
4 q? 115 g2
B S = _ ..
T3722h <2’4’4’ bZr?
4m 1 3 12
T2y Y\ 2730 (5-40)
para la solucién obtenida; de aqui en adelante hacemos A = —3/12.

Sabemos que la solucién de Schwarzschild-anti de Sitter corresponde
a kK = 1,bp = 0 mientras que la solucién plana corresponde a k =
0,bo = 0; este tltimo caso es el que consideramos.

Nos vamos a concentrar en el limite 40 < 12, el cual corresponde
a perturbaciones no conmutativas pequefias. Para la funcién gamma
incompleta en la métrica usamos la expresion asintética [1]

—1
v(n,z) =T(n) —e zz""! (1 + a . +. > , (5.41)
donde I'(z) es la funcién gamma; por lo tanto, tenemos
1
ds? = —f(r)dt* + mdr2 + rde(z), (5.42)
donde
2m  r? 2m 2
_ = o SN —re/40
f(r) " + P + e
szT‘z / qZ
4 g? 115 g2
+§r72]:1 <2,4/ e (5-43)

Esta funcién f(r) puede ser expresada como

f(r) = £(r) +1°(r), (5-44)
escribimos explicitamente esta suma
2.24 q? Art
fC(r) = gbr <1— W—H —Zmr—T
4 5 115 g2
+§q 2F1 <4/ 2/ 4,_b2T4> 7 (545)
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y también tenemos

fe(r) — [T2< 2m _16b2r(3)2(%)3/z>

NG 3m/0
2 /mq?r3 2q273
S Ll (546
303/2y /& +14 3ymVe, /& 1

32
3V a1t 3y (& )

donde f¢(r) dada en la ec. (5.45) corresponde a los términos indepen-
dientes del pardmetro de no conmutatividad 0 y f°(r) involucra a los
términos dependientes de 0.

Debido a los términos dependientes de 6, el radio del horizonte clé-
sico del agujero de EBI es modificado. Siguiendo [33], consideramos
el radio del horizonte 1o del agujero negro extremal definido por las
condiciones

f(ro) =0, f%(ro) = 0. (5-47)

Para determinar el radio del horizonte modificado analizamos la con-
dicién f(ry ) = 0. Escribimos asi r; := 1o + «, donde las correcciones
no conmutativas estdn contenidas en o. Entonces, a orden mas bajo
tenemos

:
0 = f(ro) +f5(ro)a+ Eflcrr(ro)ocz

:
+£9(10) + % (ro) o + if,err(fo)fxz' (5-48)

Los primeros dos términos en esta expresion desaparecen debido a
las condiciones dadas en la ec. (5.47). Por lo tanto

1 1
Ef,crr(fo)az = —f(ro) — f9(ro) o — Ef,err(fo)(xz- (5-49)
Notamos que podemos escribir O (r) = ge(r)eqz/ 40, cuya relacién
es valida en general para las perturbaciones no conmutativas debido
al desarrollo asintético en la ec. (5.41). Con esto podemos escribir

f% _ ger B lrge efr2/46 — G?e*rz/‘le,
¢ ¢ 20
1 1 1 2
0 _ e '~ eo '@, ' 2.0)\_-1r2/40
f,rr <g,rr erg,r 20 + 462T 9 ) €
= Gge_rz/w. (5.50)
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Usando estas relaciones encontramos

1 1
5% (ro)ec® = —1g°(ro) + G (ro)ac+ 563 (ro)ale"8/*%, (5.51)

o equivalentemente

/4002 = ap + a4 ay?, (5.52)
donde
ap = —29°(r0)/fS(ro),
a1 = —2GY(r0)/f5r(10),
ay = —2GY(ro)/fS(ro)- (5-53)

La ec. (5.52) es una ecuacién cuadrética en las perturbaciones «; las
soluciones estan dadas por la siguiente expresion

1
o =+ /age "0/39 4 S e T0/49, (5.54)

donde hemos usado el hecho que 40 < 12 para simplificar esta ex-
presion. Notamos que para que esta expresion tenga sentido, esto es,
que o sea un nimero real, necesitamos ap > 0.

Si consideramos tnicamente la deformacién no conmutativa en la
masa, tenemos

2m mr
0 0
- T G - - ’
g NZ) ! o3
2
m mr
GY = — + : (5.55)

Ahora, usando la solucién de la ecuaciéon de campo clasica (conmuta-
tiva) tenemos

2
(1) , = 3{—2 +2b(br? — /q2 + b2rh). (5.56)

Notamos que para el agujero negro extremal obtenemos

2
.
0 :3L—3+2b2r%—2b\/q2 +b2r3. (5.57)

Para que se cumpla esta condicién tenemos que b > 0; a pesar de
que el lagrangiano de BI es invariante bajo el cambio b — —b, el caso
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extremal distingue entre valores positivos y negativos de b.
De la ec. (5.56) también tenemos

b 2
2 4 1f%, = 6 +4b%r (1 r). (5.58)

Usando ahora el hecho de que f§ = —f¢/r + (vf¢) ;/7, las ecs. (5.56)
y (5.58) nos dicen que

2 4bq?
S = 5+ —F——=. .
e L e (5.59)

Asf, en el horizonte del hoyo negro extremal tenemos

4bq?

t31/q% +b2rd

Por lo tanto, de las ecs. (5.55) y (5.59) obtenemos

r

= .61
o = e g Gon

f5e(r0) = (560)

donde

2m 13 2b%r3 q2
- =40 1— /1
0 T3 +

4 ¢* 115 ¢?
+3?%2F1 (2/ 1 _bjrg) . (5.62)
De estos resultados notamos que ap < 0 ya que b > 0 como dijimos
antes; en consecuencia, no hay correcciones no conmutativas peque-
fias en el radio del horizonte del agujero negro extremal en este caso.
En este punto vale la pena comparar este resultado con el modelo dis-
cutido en [33], en particular con la ec. (4.33). En ese caso, el valor de
ao tiene 3 contribuciones: dos positivas y una negativa. Los términos
positivos surgen de la deformacién del campo electromagnético a par-
te de la deformacién de la masa, la cual es responsable del término
negativo en el valor de ap como vemos en nuestro modelo.
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5.3 CONDICION EXTREMAL EN EL AGUJERO NEGRO DE EINSTEIN-
BORN-INFELD

En esta seccién, revisamos brevemente la configuracion extremal del
agujero negro de BI en el caso conmutativo. Consideramos los tér-
minos independientes del pardmetro no conmutativo e igualamos a
cero

6m 4 202, q2 4 115 g2

-t (1= 1 —q%Fi (5, 55— = 0.

AT AT T | TAT 2 7Y T
(5.63)

Para la condicién extremal debemos igualar a cero también la primer
derivada de la ec. (5.63), nos apoyamos de [20] donde encontramos
una manera de escribir la derivada de la funcién hipergeométrica de
la siguiente manera

d (TS oN_ 11 115 (5.64)
22\ ) T | iz 2\ 2wy TE) |

Ya que tenemos esta relacién, queremos derivar una funcién F (z) res-
pecto de 1, por lo tanto usamos regla de la cadena

d dF (z) dz

—F — i

dr (z) dz dr’
por lo tanto tenemos que

@[T (115
er]Z_ Tm 2 214/412 ’

donde z = 3.

Finalmente la primer derivada de la ec. (5.63) esta dada por

6m 8b? q? 49?1 g2\ ?
0 = M 43 03 1 95 ) 2
A AT ( +b2r4>+/\r< +b2r4>
4q21 1 r (1 15 q2 > (5.65)
- — 2 24 . .
/\ T /1+b92i4 244 b2y

Al sumar la ec. (5.63) y la ec. (5.65) encontramos una expresién para
1 la cual es reportada en [37]. Por lo tanto, el agujero negro de EBI en
3 + 1 dimensiones tiene como solucién para el horizonte extremal

; .
(2) 1+ b]sz IR o 12(] szz)z <b2q2—]> ‘
6 1+W bZLZ(] 3 4

4b2L2)
(5.66)
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5.3.1 Radio de horizonte del agujero EBI no conmutativo

Ahora, se calcula el radio del horizonte considerando los términos
no conmutativos tanto en la masa como en la carga; dichos calculos
son realizados con ayuda del software Mathematica. Partimos de la
ec. (5.44) donde f (r) tiene la forma

2 2
f(r) = K_“l“y<3 T>_1Arz+2bzrz (1_ L H (r))

2740 3 3 b2r4
00 o 3 2
+2]J ds H(s)s”pq (s) +2H (s)
3t ) s4 +H?2 (s) /b?
2 3 r? o \/—
2 (1__~% g 2 _ 4 2 2
+2b [1 \/Ey <2'49>]J0 ds (s s*+H4(s) /b )

(5.67)

De esta expresion identificamos a f°(r) y a 9 (r). En lo que sigue
hacemos k = 0.

Ahora calculamos la primera y segunda derivada de f¢ dada en la
ec. (5.45), asi obtenemos

2
4q? L — 5F (%,%; %}_gczlﬁ)
%) Ak 2m AT
T N 3r 3
4 2 2
— Sb2d (1 . bcz‘ . 1) , (5.68)
3T FEI? +] T

4q2 02,4 + 2q*
q T b2r5<ﬁ%+1)3/2
fSr(r) = — 3 —4Ar?
’ T
2 1 1 1.5. 2
4q ji - 2F1 (Zr 27 Z/_Fgl?>
bZr4JﬁﬂI 4q2
+ 3r2 + 2
TZ bjé? + 1
2 8 4
+8b2r2 (1 - \/£7+ 1> + T 6o
3b2r6 (b§T4 + 1)

Los términos de deformacién a primer orden perturbativo estan con-
tenidos en
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) = — 16fq r 2y/mg’r 29
RIVLL +T4 393/2\/£L+T4 3f\f\/%7—|—r4
S\fq T N 2mr? _EF(Z) ’q‘-‘?/zbzrz,
3,/mb2 (%Lj+r4>3/2 vive 3w VO
(5.70)

donde definimos la masa efectiva de la siguiente manera

167 (3)° a2

3 Vm

Con la finalidad de escribir la contribucién NC del radio del horizon-
te como en la ec. (5.54) calculamos la primera y segunda derivada de
la funcién g° (r)

m:=2m— b2.

0 32v/0q%* 16v/0q? 4,/mq?r® 2mr
(&) svm/E et 3032 (G +r4)
4q*r° 2y/nq*r 2q°r
B 3/2
3ﬁ\/§<{§+r4) 93/2\/i+T4 f\f\/%%+r4
16v/0q*r*

e 7

mientras que la segunda derivada es

ge (1) = 4\fq T 4q T 8\/ﬁq2r9
T - - 5/2
03/2,/95 414 ff 94t 32 (% +r4)
8q2r? 64/0q%1” 12y/mq?r>
+ B 5/2 5 5/2 + B 3/2
VTV (% +r4) VT (% +r4) 03/2 (% +r4>
12¢%r° 160v/0q2r3 160v/0q*r”
3/2 + 3/2 + 7/2
ff( +r4) 3\F< 2+r4> \sz( +r4)
80v0q*r3 2m
& (5.72)

- + :
5/2
/b2 (ibi +T4) Vo
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Ahora, utilizamos las definiciones dadas en la ec. (5.50) y sustituimos
las expresiones encontradas en las ecs. (5.70)-(5.72) obteniendo

[ = 16V/0q*r 2y/mqg*r3 + 2qg?%r3
5 3ﬁ\/L§+r4 393/2\/%+r4 3\/771\/§f\/i§+r4
v2/40 £0 b b b
€ (1) 20

- 8v0q"r 4 2mr?
3/2
3,/mb2 <§é+r4) 2 v 4
—~ +

20 NG
32v6g’r*  16veg? | 4ymg*
= <%;+r4>3/2 3V S 11 303/2 (%@+T4>3/2
B 4q21"6 B 2\/7T[q21,2 N ZqZTZ
3ﬁ\/§(g—§+r4>3/2 93/2\/}%4—#‘ \/ﬁ\@\/}%#—r“
16vqrt 884" (5.73)

_ﬁbz (%Li + r4)5/2 3y/mb? (g@ + r4)3/2’
y para la funcion 9, (r) tenemos
(3em (867 +1* —10012) /95 + 14 + b26r3 (16083 + 316 —5081* + 12892r2))
6q*6\/7?67/2\/ﬁ(b2r4 + q2)3
<9m (862 +1* —10812) /95 + 14 + b2 (3r7 — 46017 + 646715 + 736e3r3))
6b—2q—*r—4/m0>/2,/ %Li +14 (b2r4 + q2)°
3b67mr12 (802 + 1% —10012) 1/ & + 14 +8q3r (4862 + 4 — 18612)
6\/7195/2@ (b2r4 4 2)°
<9ﬁ1 (802 +1* —10012) /95 + 14 + b2 (1 — 14017 — 160215 — 6463r3))

6b—4q—2r—8,/m05/2,/ %Li 14 (b2r4 4 ¢2)°
(0410 (12 —60) + 2b%q?r* (—120% +r* —1007%) + q* (2402 + 11 —14672))

(mq2r (b214 + q2)) ' 6y/m07/2, %; +74 (b2r 4 ¢2)°

2
er/400 (1) =

_l’_

+

+

(5-74)

Ahora escribimos los coeficientes dados en la ec. (5.54), los cuales
estdn definidos en la ec. (5.53) y son evaluados en r = 1, donde 1y
estd dado en la ec. (5.66) en el caso extremal cldsico. En el caso general
véase la ec. (A.9). Escribimos las correcciones no conmutativas como
el cociente de dos funciones dependientes de 1o y b. Para el caso de
ap tenemos

__ plro,b)
= (o b)
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Asi encontramos la parte correspondiente a las correcciones NC del
radio del horizonte clésico

p(ro,b) = — nroeqz <3mro\/ 22 +TO + b? ( 86Té)>

—3\/7?9b2mr8\/:2+r0+q (2 — 40)
+8b6qrér< ) \/;\/bz—kro b2r4+q

3/2q2r3 (b2r4+q )

y

2 2
§ (ro,b) = 3m0%/2 (b2 + ¢2) (rg <7\ b‘2‘4+1—zb2< b‘j4+1—1>>+q2>,

estas dos expresiones corresponden a la primer contribucién debida
a la presencia de la no conmutatividad en el radio del horizonte.
El segundo coeficiente a; lo escribimos como

P (TO/ b)
q(0,b)’ (5-75)

ay =
donde
p(ro,b) = 7{3/2q 5 (b2r4+q ) ( (T%—ZQ) +q° (T2—69)>
5\* /4 q?
+8b0qrol <4> \ﬁ(ré—49) 5z 0 (%4 +q%)°
+/b*0q213 (=15 + 10075 + 160%13) — 6m (v3 — 40) q -

+v/1q°b?013 (—39er (r§ —40) gz + 14 —2b%0r] (2002 + 1§ — 1oerg)>

—/3b8q20%mr}? (r3 —40) gz+ro 0q° (807 + 13 —100r3),

_ 4 q2 2 q? 2
q(ro,b) = [r0" [ A b2r04+]_2b b2r04+1_1 +q

x6m0°/% (b%r0% + qz)2

Finalmente tenemos tanto la parte cldsica como la parte no conmuta-
tiva del radio del horizonte como en la ec. (4.31). En las expresiones
anteriores (para ap y aj) se ha usado la forma explicita de m en tér-
minos de my q.
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5.4 CONDENSACION EN UN FONDO NO CONMUTATIVO

Para conocer el comportamiento asint6tico del campo de norma y el
campo escalar, se sigue el procedimiento como en [19, 33], el cual es
discutido en mayor medida en el capitulo anterior. Deseamos encon-
trar las expresiones generales que se encuentran para los comporta-
mientos de los campos involucrados en nuestro trabajo. Escribimos el
lagrangiano de materia y carga

Fov RV
202

&w:4¥b20—— 1+ )—#me—MA@MZ—#mﬂwﬁ

(5.76)

sabemos que A, = (A,0,0,0), donde Ay = ¢ (r) y Y =P (1), tam-
bién
FunFHY = —2¢,2

rs

por lo tanto podemos escribir

L =402 [ 1— 1—|—d),2 —r? f(r)xp/2+q2¢—2 2 —szzlll)lz
2b2 f(r) ’

calculamos las ecuaciones de Euler-Lagrange para los campos ¢ y 1,
para el campo 1 es la misma que encontramos para el agujero negro
de Einstein-Maxwell dada en la ec. (4.49), para el campo ¢ tenemos

I

o= f ¥

0L 4’

b’ o

asi la ecuaciéon de ¢ es

4 / 2.4 Tzcb/zd)// o Z_quZII)Z
M(ZT‘(I) +T(|) +b2—7(1)/2 __f(b,
1 - bz
finalmente tenemos
3/2
2 12 2.2 12
R A R (R

Vamos a considerar las condiciones necesarias para tener condensa-
cién en un fondo no conmutativo. La expansion en serie de Taylor de
los campos ¢ (1), P (r) y f(r) es
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o(z) = ¢ =0 (N(1—2) 426" () (1 -2+,

2
Pl = b= (1) —2) 2" (1) (12
flz) = f(1)—f'(1)(1—z)+%f”(1)(1_Z)2+..., (5.78)

tomando en cuenta también las condiciones de frontera

d(1)=0, (5.79a)
2.2
P (1) = = TEg (1) (5.79b)

(1)

Partimos de la ecuacion diferencial para ¢ (z) dada en la ec. (5.77)
con z =714 /7; en el punto z = 1 tenemos

¢ (1)

_ 231?97 (1) [1 _ dﬂ(ﬂzr/z 2007

(1) b2rZ b2r?

y por lo tanto usando la ec. (5.78) finalmente tenemos

2., ;01127372 11113
¢(z)¢’(1)(1z)+{rz“"“)‘f“)[1q’(”] ¢'(1) }(12)2.

(1 b2r2 b2
(5.80)
Para el campo 1 hacemos un procedimiento similar: tenemos
" f’ (Z) / mzri rid)z (Z) .
V" (z) + f(z)lp (Z)—Z4f(z)¢(z)+mﬂ)(l)—o-
Si sustituimos los desarrollos dados en la ec. (5.78)
_ " 11),(]) " f”(” / 1‘1121‘3L
0 =1 (1)—(]_Z)+1P (1) + f,(])ll) (1)+m¢(”
m?r 2’ (2)? 2 ¢/ (1)
— "1 + 1)——+ e
Z‘H”(])Ib ( )+ Z4f/(])21b( ) Z4 f/“)zlp ( )( Z)/
yenz =1
" f//“) / mzri ! 2 (I),(]) 2 _
2 1) G = e (G ) i o
Asf la expresion para P (z) es
m?r? 1| m#r?
= 1) — £ (1— 1+ = +
(E) = e -G 0-e )+ Lf,mz
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Siguiendo a [33], igualamos el comportamiento asintético de los cam-
pos ¢ (z) y U (z) respectivamente en un punto intermedio z = zo,
es decir, pegamos las soluciones encontradas analiticamente para los
campos con el desarrollo en serie de Taylor de dichos campos, ya
que son regulares en el horizonte. Asi encontramos dos condiciones,
otras dos condiciones las obtenemos haciendo el pegado de la primer
derivada respecto de z para cada campo

T, /(1 b2rZ b2r2

, - L273/2 s
u““¢%n(1%)+{r”””‘f(”[1¢(” ] - }mzw%

(5.82)

la primer derivada queda de la siguiente manera

2 2.4 /23/2 1(1\3
p@“)z{uwn?(nb¢0)] ¢m)}“%L

T /(1 b2r2 b2r2
(5.83)

para el campo  (z) encontramos las otras dos condiciones

I = m’r} 1| m*rd
JTzg = (1) - ) (1—z0) ¥ (1) +5 [21“/(])2
_mZTif”“) _T%rd)/(])z - 5
2£7(1)? 2f/(1)? ] (1T—2z0)"W (1), (5.84)
= m?rl 1| m*rd
Iz = wmy—wm)m_%hwn_zlﬁmf
mzrif//(” B T%_d)/(nl -
Zf’(])z Zf/(])l (1—zo)W (1). (5.85)

De la ec. (5.82) a la ec. (5.85) tenemos 4 condiciones en los campos de
norma las cuales son ttiles para identificar la temperatura critica y el
operador de condensacion.

A partir de la ec. (5.83) despejamos a (1)?

2o (| e\ e ]
(1) b2rZ ©ob2rd  2(1—2) ¢/ (1))

Encontramos entonces
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o (0 —¢/(1)2/b2r2)_3/2 . )
= P Y (), 200 (1~ z0) /bRy
4 2(1—2zo) T+ ¢/ (1)
definimos p para tener una estructura similar al caso del agujero ne-

gro de EM

1(1\3 (1 _
3 gy 200 (1 —20)

b2T+

Reescribimos la expresion para 1 (1 )? dela siguiente manera

e r ) (1o em) ey
b7 =— 27 (1—z) TR Cerap e )
(5.86)

Escribimos (1 )2 de esta manera para poder definir la temperatura y
la temperatura critica de acuerdo con [33], por lo tanto definimos

\/ pf/ (5-87)
=T (5.89)

donde ' (1) = ar? 7 {CorreccionesNC}; la constante « es arbitraria.
En el caso del agujero negro de Einstein-Maxwell se tiene que

y también

3
?.

Con las definiciones anteriores (1 )2 queda de la siguiente manera

~3/2
/(1) (1— ¢’ /212
oy - (1) (1= 0"2/b%12) <1+<TT>>

2r2 (1 —2zo)

lod| =

f/“)(]—(blz/sz%_)_a/z T. 2 T 2
- 2r2 (1—20) <T> (1_<Tc) )

Cuando T ~ T, podemos escribir

/ _ h2 2\—3/2
mef o) i+ (5.80)

Ti“*ZO) Tc
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Debemos tener en mente que f’ (1) contiene correcciones pequefias
no conmutativas.

Ahora, si a la ec. (5.84) le sumamos la ec. (5.85) multiplicada por
(1 —zo) obtenemos

P B m2r2 1| mhrd
JF25+] 20 (1—20) = (1) — ) (T=zo)w (1) +5 Lf’(”z
m2r2 7 (1) 13 ¢/(1)? >
— — 1— 1
2f’(1)2 2f’(1)2 ( ZO) 1|)( )
m?r o1 mird
Faprm P 7273 [szmz

Cm22 (1) r3e(1)?
2¢7(1)? 2/(1)?

] (1—20)%W (1).

Por lo tanto encontramos la expresion general para J*

P (1) m2r2
t= 1— (- . .
=t (T 0= (590)
Para encontrar f3, la cual estd definida como 3 = (_di;“ )) , sustituimos
el valor de J* en la expresion anterior
m2rZ m?r 1T m?rd
e (1-F i 0-20) = ) - e (1) (12
1m2r2+f”(1)
s———— (1) (1—-2
R JULLEY
1o <d>’(1))2
= 1)(1—z .
2o 0=zl (=

Finalmente tenemos

1 [ar (12 6m26 (1) 4m2f (1) zg e
= T > + > —|—m2(1—zo)<1— > ) .
T—zo| 71 T T Ll

(5.91)

Escribimos ahora el valor esperado del operador de condensacién
definido en [33] el cual es

(02) = V2" ri. (5.92)
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Ya que tenemos una expresion para J* (ec. (5.90)) y puesto que pode-
mos escribir ri en términos de la temperatura, la cual la considera-
mos cercana a la temperatura critica T., obtenemos

oy _ YZem® 1| (1= pr2en2)
< 2> - Zo f/( )2 1—2z9 ‘ri

(1 —ZO)> T&1——. (5.93)

Finalmente, escribimos el operador de condensacién de tal manera
que tengamos una parte cldsica y una parte de correcciones NC. Para
ello recordamos que

3r L2 12 212 1 P
’ __ 2+ i 0 B 0 ] —r2 /40
b C
a
(5-94)

y por lo tanto, sustituimos este resultado en la expresiéon de (O;)
considerando términos hasta e~ "+/49

B Tj_ /(1) mzr%r
<OZ>_Af/(1)2 - T'%_ <1f’(]) (1ZO)>/

donde

V2?2 [(1 =2 /b2e2) 2, T
A TEA/T——.
Z0 1— Z0 Tc
Reescribimos la expresiéon para (O,) definiendo las cantidades

2 12 2
o= ae r+/46’ B:be r+/49, v =ce r+/49.

Vemos que
474
AT gy gy
(02) = Agall+a—p+y’ el —atp—y
m2r2 12
X<]_|_342f(1+oc—[5+y)(1—lo)>- (5.95)
L=

Acomodamos los términos similares en esta expresion recordando
. P . 12
que solo consideramos hasta términos proporcionales a e ™+/49, ya
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que son correcciones no conmutativas perturbativas. El operador de
condensacion queda finalmente como

<OZ> . \/2(27-[)2 L3\/(] _(b/Z/bZT%r)*.%/Z ] _l

TCZ - 620 ]—ZO TC
212 212

1 0z e By = T (o) (w- - )

(5.96)

La forma que encontramos para el operador de condensacién es muy
similar a la reportada en [33]. La dependencia del operador de con-
densacién en términos de la temperatura tiene una forma genérica,
dada por la ec. (5.96), y ejemplificada también en [26]. Sabiendo que
g% y g% estan dadas por las ecs. (5.70) y (5.71) respectivamente, se
pueden evaluar los valores de a, b y ¢ y por ende &, 3 y vy para de-
terminar un valor del coeficiente que multiplica la raiz cuadrada en
la expresion del operador de condensacién.
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6.1 CONCLUSIONES Y PERSPECTIVAS

Para estudiar una deformacién no conmutativa de la corresponden-
cia AdS/CFT, primero nos preocupamos por entender tanto una Teo-
ria Conforme de Campos como el espaciotiempo de AdS. Con este
fin revisamos la esencia de las teorias conformes lo cual nos sirvié
para entender que la dimensién de los campos es una propiedad im-
portante para el diccionario de la correspondencia hologréfica. Esto
nos ayudé también para vizualizar la geometria del espaciotiempo
de AdS familiarizdndonos con cédlculos de gravedad para entender su
curvatura.

En este trabajo se discutié una aplicacién directa de la correspon-
dencia AdS/CFT en un marco no conmutativo, analizando diferen-
tes agujeros negros, ya que consideramos diferentes electrodindmicas
(electrodindmica de Maxwell y de Born-Infeld). Discutimos un agu-
jero negro con masa y carga en un espaciotiempo de Anti de Sitter,
realizando diferentes deformaciones en los pardmetros del agujero
negro, es decir, hicimos el ejemplo del agujero negro de EM sin de-
formar la carga solo la masa y posteriormente deformando ambas.
Primero verificamos las propiedades termodindmicas del hoyo negro
de EM como lo es la temperatura y graficamos la accién correspon-
diente contra la coordenada radial r. Posteriormente analizando los
campos escalar y de norma que aparecen en la accién del agujero ne-
gro y ayudados con la correspondencia AdS/CFT encontramos una
equivalencia con el operador de condensacion y la temperatura critica
de un superconductor. En [3] encontramos detalladamente la manera
de identificar un campo (escalar, vectorial, etc.) con su operador dual.

Calculamos propiedades para el agujero negro de Reissner-Nordstrom
siguiendo [33], considerando una electrodinamica no lineal, la bien
estudiada electrodindmica de Born-Infeld. Para encontrar la tempera-
tura de estos agujeros negros es importante tener en mente la condi-
cion extremal donde se hace que la métrica y la primer derivada de
la métrica sean igual a cero ya que en estos agujeros negros es posible
tener mas de un horizonte. En el caso del agujero negro de EBI sin
condicién extremal se calcul6 el radio del horizonte clasico analitica-
mente haciendo una aproximacién en términos del parametro b de
Born-Infeld. El radio del horizonte deformado lo calculamos pertur-
bativamente ya que las expresiones cada vez se vuelven mds compli-
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cadas. Para el caso extremal el radio del horizonte del hoyo negro de
EBI esta dado por la ec. (5.66), la cual al momento de evaluar debe ser
usada en las expresiones del operador de condensacion del capitulo 5

Finalmente mediante la correspondencia AdS/CFT, obtuvimos las
ecuaciones de campo y calculamos los comportamientos asintéticos
tanto de un campo escalar como de un campo de norma asociados a
un superconductor hologréfico. A partir de esas ecuaciones de cam-
po se analiz6 la relacién entre la temperatura critica y la densidad de
carga con lo que encontramos una expresion para el operador de con-
densacién. La expresion encontrada presenta la misma dependencia
en la temperatura critica similar a los casos discutidos previamente
en la literatura.

Cabe mencionar que la expresion para el operador de condensacion
encontrada en el capitulo 5 es muy general para espaciotiempos esté-
ticos con simetria esférica ya que lo tinico que necesitamos es la forma
de la métrica deformada (g°), una vez dada dicha métrica es cuestién
de calcular su primer derivada y hacer calculos que aunque son un
tanto complicados, con un poco de paciencia estdn bajo control.

Para trabajos futuros nos interesa el estudio del agujero negro de EBI
para calcular analiticamente sus propiedades termodindmicas consi-
derando el efecto de retroacciéon, tomando en cuenta la deformaciéon
no conmutativa de la carga como se estudia por ejemplo en [12]. En
este trabajo se reporta que dicho efecto permite observar correcciones
no conmutativas en diferentes cantidades de interés, por ejemplo en
la conductividad, debido al pardmetro b de BL
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A.1 SUPERCONDUCTIVIDAD

Uno de los fenémenos més interesante en materia condensada es la
superconductividad y en particular nosotros nos interesamos por el
estudio de la superconductividad por medio de la holografia. En esta
seccién discutimos algunos aspectos fundamentales de la supercon-
ductividad para tener en mente qué es este fendmeno, esto con el fin
de comprenderla desde un punto de vista holografico. Asi, primero
nos familiarizamos con un superconductor y posteriormente con un
superconductor holografico.

La superconductividad se presenta en ciertos elementos de la tabla
periédica a bajas temperaturas, no necesariamente en metales, por
ejemplo en el oro no hay evidencia explicita que se observe supercon-
ductividad. También se ha descubierto que en algunos elementos se
presenta a muy altas presiones e incluso a altas temperaturas como
en el caso del oxigeno [4]. La principal propiedad que define a un su-
perconductor es el efecto Meissner-Ochsenfeld el cual serd discutido
mas adelante.

Una caracteristica de un superconductor es que la resistividad p, even-
tualmente llega a ser cero y la conductividad o tiende a infinito al
acercarse a una temperatura critica T¢, lo cual representa una transi-
ciéon de fase termodindmica de un estado a otro.

0 1 superconductor
normal metal
Tc T
Figura 8: Resistividad como funcién de la temperatura de un metal y de un

superconductor.
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Esta teoria es la
teoria que describe a
la
superconductividad
desde un punto de
vista microscopico.

APENDICE

Estas dos fases se conocen como estado normal y estado supercon-
ductor. En el primero la resistividad es similar a un metal normal,
mientras que en el estado superconductor muchas propiedades del
material son diferentes.

En el caso de los superconductores con temperatura critica alta se
ha observado en la curva p (T) vs T que la resistencia empieza a de-
crecer antes de hacerse idénticamente cero cerca de la temperatura
critica debido a fluctuaciones en la transicién de fase.

La principal prueba de que un material sea superconductor es la pre-
sencia del efecto Meissner-Ochsenfeld, no que la resistividad sea cero.
El efecto Meissner-Ochsenfeld consiste en que un superconductor ini-
cialmente a una temperatura mayor a T. y en presencia de un campo
magnético exterior, presenta también un campo magnético en su in-
terior. Al ser enfriado el superconductor a una temperatura menor a
T, el efecto Meissner-Ochsenfeld se manifiesta como la ausencia del
campo magnético dentro del superconductor. Al presentarse el efecto
Meissner-Ochsenfeld el campo magnético dentro del superconductor
es igual a cero.

A.1.1  Superconductores hologrdficos

En la naturaleza hay materiales categorizados como superconducto-
res de alta temperatura (como vimos en la seccién anterior) los cua-
les no son descritos por la teoria estdindar de la superconductividad,
la teorfa Bardeen-Cooper-Schrieffer (BCS). Dichos superconductores
son un ejemplo de un modelo holografico de densidad de carga finita
en el cual el estado base cambia a un nuevo estado base al llegar a la
temperatura critica y que posee menor energia; dicho estado base es
dual a un condensado.

La principal diferencia entre superconductores y superfluidos es que
en los primeros hay un rompimiento espontdneo en la simetria de
norma local, mientras que en los superfluidos hay un rompimiento
espontdneo en la simetria global. Un modelo holografico simple don-
de ocurre condensacién es una métrica asintéticamente AdS con un
campo de norma U (1) y con un campo escalar el cual proporciona el
pardmetro de orden de un proceso de condensacién. Este sistema es
llamado superconductor hologréafico onda s; el parametro de orden
es el operador de condensacién quien puede ser de dimensién dos o
de dimensién uno. Si el valor esperado del operador de condensaciéon
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es distinto de cero, la simetria U (1) es espontdneamente rota. Estos
operadores dependen de la temperatura como

1/2
o, Vo= (1-1) (A

cerca de la temperatura critica, donde se exhibe una transicién de
fase de segundo orden. El rompimiento espontdneo de la simetria
local U (1) en la descripcién de gravedad, corresponde a una simetria
global rota en la teorfa de campos.

A.2 RADIO DEL HORIZONTE DEL AGUJERO NEGRO CLASICO DE
EBI

Estudiamos el radio del horizonte del agujero negro de EBI cuando
no tenemos deformacién no conmutativa, considerando un desarrollo
en serie de potencias en b. La estructura es similar al calculo realizado
para el agujero negro de EBI solamente que sin la condicién extremal,
donde es igual a cero la métrica y su primer derivada.

La condicién del horizonte f (r) = 0 estd dada por

107

6m 4 2b? q? 4 115 ¢?
e 1— /1 APPSO —0.
ATTTTHETTA +< ot ) TAT 28 3 et ) 7O

T+
(A.2)
Para la funcién hipergeométrica vamos a considerar primero el com-
. e . 2
portamiento asintético cuando b — 0, ya que la variable 35 — oo
+
en ese caso. Tenemos que en general

I'(c)T'(b—a) —a 1
F ‘C: = —_— F ]_ ']_ ; —
(a,b;c;z) (b)r(c—a)( z) al—ctal—bta_
M(c)T(a—Db) b < 1)
+— —z) "F{b,T—c+b;1—a+b;-|.
Fla)F(c—b)' :
(A.3)
Aquiz = —b—‘}% ; este comportamiento es vdlido en el regimen (|arg (—z)| < m)
+

el cual nos es til ya que en nuestro caso |arg (—z)| estd en R™, lo cual
implica que esta sobre el eje de las x positivas en el plano complejo.
Entonces podemos escribir para la funcién hipergeométrica

<1 15 g > _ F(Z)r(—l)( q’ >2 . (1 1.5 bl
278 vt) T o r(rE) et ) N \2w
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Para el producto de las funciones gamma utilizamos la propiedad

M) (1—2z) = Si:m, (A.q)

y finalmente nos queda el comportamiento asintético b — 0

1 pu—N

P (115 @ N (@ \TE 115 vy (F(E)° qz) :

P et )T et ) P 2 2 ayn \b2rd )
(A.5)

Para resolver la ec. (A.2) debemos tomar el desarrollo en serie de la
funcién hipergeométrica y de la raiz cuadrada ya que haremos un
desarrollo en potencias de b; asi

2 n T
. (1 1 Z’ 24)22(“%(%2., (A.6)

E/ Zr

115 2\ _ v (3.G),7
F(zremg) - P

= 1+
rrErGE+n
rE+)rr@z2
r)r@rE+2) 2
Usamos ahora la propiedad de la funcién gamma
MNz+1)=2zI(z),
y por lo tanto nos queda
115 ¢ 2N @), , 27wl ()7
= 1 4.
GRS T
B 1 15,
donde z := —b—§'—4. Por lo tanto, la ec. (A.2) queda como

— 671'1’1 T, — 4 2b2T4 <1 o q <1 o szi + b4Ti>>
A T+t br2 q? q?

1 bZ 4 1 b4 8 r 1 2 2 7%
4 +<_ ;+>+ H+( (1)) <g4) L
e 10 q 24 q 4ym \b2ry
(A.8)
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Vamos a considerar el limite b — 0 y utilizar inversién de series de
potencias para encontrar la expresién de r en la forma

Ty =fo+ 10" 2+ f1b+ 5,072 41,07 (A.9)

La ec. (A.8) la reescribimos ya que vamos a considerar términos hasta
b2, por lo tanto

6m 2 4 4 (r()?
AT —Ti + A (ribz — qbri) — qur%r + Kﬁxfbhrqyz =0.
(A.10)

Ahora encontramos las expresiones para las potencias de r que apa-

recen en la ec. (A.10) en términos del ansatz dado en la ec. (A.9);
1. 2 4 .

escribimos 14 y 17 respectivamente

(1) = (fo+ f1/2b”2)2 + (fib+ 35032 4 fzbz)z
+2 (fo+11/26"2) (frb+f3/,032 + 1,67
= f§+2fof1,2b"/ 2+ 7 ,,b 4 2fof1b + 2fof3,,b/2
+2fofab? + 211 ,03/2 4 21 5 f3 507 + £1b?,

2 2
(fg + zfof]/zb‘/z) + (f%/zb + ZfOf,b)

—
=
+ N
SN—

N
|

) <f(z) + 260 f /zbl/z) (f%/zb —|—2fof1b>
+41313/20%/2 + 4131207 + 438, o1 b%/2
+AT3E1 /2f3 20 + 263702

— f 6312 b 4T3y b + 43, b1 /2
12381112032 + 11,0 + 63302
4f%/zfof1 b? 4131 /513207 + 413,07
+H413f3/20%/2 + 45017 ,b7/2,

En estos desarrollos anteriores sélo tenemos términos hasta b2.

Sustituyendo en la ec. (A.10) obtenemos
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_6m
0 = /\ (f0—|—f1/2b /2 —|—f]b-|—f3/2b3/ +f2b2) ( +6fof /Zb

+AF3F1b + 431 b1/ 2+ 12656161 5072 4 ] ;b2 + 657D
412 5 fof1b% +41311 2320 + 4F31202 + 47363 63/ 4 4fef] ,03/2)

2 6
b2 — b (fo +2fofy 26"/ 2 4+ ,b +2f0f1b>

4 (r(%))z 3/21.1/2 1/2 3/2
iy S (fo+f1/2b +f1b+f3,5b )

Para simplificar esta tltima expresion la escribimos factorizando las
potencias de b, de modo que

2
6m 4 1/2 6m 4 (F (l)) 3/2
<_/\f0 fO)“’ / <_/\f]/2_4f°f1/2+/\ a4

2
6m 2 3 6 2 4 (F (%)) 3/2
+b (—Aﬁ 6f, f1/2 4f 5t —qu A W q’“fy 2

6m
+b3/2 <—Af3/2 - ]Zféf] f] /2 —41:81:3/2 _4f0f$/2 (A-ll)

12 4 (T (1)?
_7qf0f1/2+ ( (4)) q3/2f1)

A 4yn
2 (_6m 2£2 2 3 2 4
2
6 12 4 (F@)° s
qf]/z qfoﬂ A 4\4}& q* 23, = o.
De la expresion anterior obtenemos los coeficientes de
1/3
fo = (T) , (A.12)
2
r(i
1/2 = oo = 0 .
2
A q r(z
f1 = %f%f%/z + %f% - (1 ST(I;‘\)/);E qa>/*f1 /2, (A.14)
A
f32 = o= [12f0f1/2f1 +4fof3
r))?
—l—quof]/z - (/\(\zt/)E)qs/zﬁ (A.15)
A 2 4
2
6 12 r(:
+qu%/z+ ~afofi — 7( /\(3/3?) q3/2f3/2] . (A.16)
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Asi, encontramos la expresién para el radio del horizonte propuesto
en la ec. (A.9).

Este proceso puede generalizarse para encontrar los términos con po-
tencias mds altas de b.
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