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RESUMEN

En este trabajo se aborda el estudio de transporte por difusioén de sustancias a través de me-
dios porosos con microestructura heterogénea, comenzando con el estudio de las ecuaciones
de medio efectivo para desarrollar el problema de cerradura local con significado fisico para
calcular el tensor de difusividad efectiva, el cual se obtiene de cerrar la ecuacidon de difusién
macroscopica mediante el escalamiento de las ecuaciones microscopicas aplicando el méto-
do de promedio volumétrico (VAM) por sus siglas en inglés, resaltando la implicacién de uso
de condiciones periddicas con respecto al uso de otro tipo de condiciones en la frontera en el
orden de capturar el efecto de la microestructura en el transporte de sustancias. Se realizé el
desarrollo de la expresion matemaética para el cdlculo de coeficiente mediante el planteamiento
de problema de difusion en términos de variables de concentracion local y su solucién a partir
de simulaciones a escala del poro (PSS) por sus siglas en inglés. Posteriormente, se realizé una
comparacion entre el modelo a partir del problema de difusion con respecto al modelo a partir
de VAM correspondiente a la ecuacion de difusion macroscopica. Se extiende el estudio al ca-
so de difusion reaccion en catalizadores heterogéneos porosos que se visualizan como sistema
multiescala dado que satisface una disparidad de escala entre el tamafio promedio de poros
con respecto a longitud caracteristica de particula, donde se plantea y resuelve el problema de
difusion reaccion para tres tipos de geometrias en régimen estacionario analizando el efecto de
distribucién de difusividades efectivas en el factor de efectividad y médulo de Thiele, asi como
el problema de difusion reaccion en régimen transitorio con la finalidad de evaluar el impacto
de coeficiente de difusividad efectiva en la distribucion espacial y temporal de concentracion.
Se realiza el anélisis de efecto de presencia de asimetria en la microestructura en el coeficien-
te de difusion de sustancias causando la formacién de zonas con puntos maximos y minimos
locales de concentracién, comparando los modelos PSS, PCL, analizando la confiabilidad de
las soluciones numéricas mediante criterio de convergencia de malla. Se estudia la anisotropia
en medios porosos, analizando las componentes normal y tangencial del tensor de difusividad
efectiva, a partir imagenes de microscopia electronica de barrido (SEM) de material polimérico
con aplicacién en columnas cromatograficas confirmando la presencia de distribucién asimétri-
ca de concentracién. Se analiza el efecto de distribucién heterogenea de la microestrutura,
mediante la generacion de microestructuras generadas aleatoriamente considerando tres tipos
de geometria de fase sélida. De esta manera, para un mismo valor de porosidad la difusividad

efectiva toma un rango de valores, resultando en una distribucién de difusividades efectivas
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en funcién de la microestrutura del medio. Posteriormente se estudia su efecto en el factor de
efectividad a través del médulo de Thiele. Cerrando el estudio con el andlisis de distribucién
de concentracion en estado transitorio para el problema de difusion y reaccién; comparando
el valor minimo de difusividad efectiva con el valor méximo calculado a partir de las simula-
ciones, lo cual se encontro, influye en el rendimiento de la reaccion y espacio ocupado por la
reaccion en la regiéon de medio poroso. Este trabajo aporta conocimiento a nivel fundamental
de coeficiente de difusividad efectiva en procesos de escalamiento, su efecto en el factor de
efectividad y mddulo de Thiele, clarifica el uso de condiciones de frontera apropiadas para re-
ducir el margen de error en el cdlculo de coeficientes de medio efectivo en sistemas complejos

donde es dificil identificar una celda unitaria representativa.
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Capitulo 1

INTRODUCCION

El estudio de transporte de sustancias por difusién en medios porosos se encuentra en apli-

caciones de ciencia e ingenieria como, por ejemplo, transporte de nutrientes en células bioldgi-
cas (Ochoay col. 1986; Sen, P. N., 2004), transporte en biopeliculas (Wood, B. D. y Whitaker,
S. 1998), catalisis heterogénea (Wood, y col., 2000), separacién cromatografica (Hlushkou, y
col. 2018), conversion de energia (Guo y col. 2008), entre otros sistemas préacticos. En dichos
sistemas, la morfologia compleja de microestructura de red de distribucidn espacial de poros
influye en sus propiedades de transporte de masa, el cual se caracteriza mediante el coeficiente
de difusividad efectiva.
En general los medios porosos en su mayoria son de naturaleza jerarquica y heterogénea, es
decir, estan compuestos por distintas escalas que pueden ser espaciales y temporales, asi como
subdominios que pueden poseer baja heterogeneidad o ser homogéneos. Cuando existe dispa-
ridad entre las escalas caracteristicas que conforman el sistema, el proceso de transporte es
susceptible de ser modelado mediante técnicas de escalamiento como lo es el método de pro-
medio volumétrico (VAM) por sus siglas en inglés, (Whitaker 1999), el cual se conoce también
como enfoque multiescala.

El enfoque multiescala (Whitaker, 1999; Wood, 2009), consiste en transferir informacion
no redundante desde la escala del poro hacia la escala macroscépica, mediante el promediado
y el escalamiento de las ecuaciones microscopicas, obteniendo ecuaciones de medio efectivo,
en donde la complejidad y el efecto de transporte a través del medio poroso, se captura en
sus coeficientes. Conectando de esta manera el transporte que ocurre en la microestructura de
medio poroso con el nivel de escala macroscdpico. De manera que las ecuaciones, ahora son
independientes de la topologia del medio, por lo que es un enfoque préctico para el disefio,
modelado y optimizacién de procesos.

Las variables de transporte se pueden entender a través de propiedades y cantidades ma-
croscopicas, como la concentraciéon promedio en un volumen representativo, esta se define
segun la técnica de medicion utilizada (Wood, 2002). Para ello, es crucial determinar adecua-
damente el coeficiente de difusividad efectiva, que considera multiples factores en la microes-

tructura que causan variabilidad de concentracién e influye en los resultados observados.



El célculo y prediccion de los coeficientes de medio efectivo se resuelven en un tamafio de
dominio adecuado mediante la identificaciéon de un volumen elemental representativo (REV),
se define de tamafio tal, que las variables y propiedades de transporte tienen fluctuaciones
menores (Bear et al. 1972) y contiene las caracteristicas esenciales de medio poroso, lo que
simplifica la solucidn del problema a resolverlo en un solo modelo mediante su representacion
en celdas unitarias, esto reduce el tiempo de computo, prediciendo coeficientes de medios efec-
tivos que serdn validos en las zonas homogéneas del sistema. Sin embargo, encontrar una dnica
zona que capture el proceso en todo el sistema resulta complicado, suponerlo puede generar
incertidumbre y conducir a errores en el cdlculo de variables de transporte macroscépicas, asi
como la necesidad de ajustes y correcciones adicionales que compensen la captura deficiente de
informacion de transporte microscopico, asi como del efecto que la microestructura ejerce en
el coeficiente de difusividad efectiva. Puesto que, durante un proceso, las variables de transpor-
te cambian continuamente en el espacio, es complicado conocer la distribucion espacial de las
fases, por lo que resulta dificil identificar una celda unitaria representativa del sistema, debido a
los cambios abruptos en varias zonas, causado por la complejidad de la microestructura, como

su variabilidad espacial y/o condiciones cambiantes.

La difusividad efectiva es una propiedad promedio proporcional a la tasa de rapidez de di-
fusién en que una cantidad de sustancia se desplaza a través de un sistema de medio poroso. Se
ha encontrado entre los principales efectos de estructura y geometria compleja de poros, como
la presencia de heterogeneidad (variaciones espaciales) y anisotropia (variaciones en distintas
orientaciones espaciales) en la microestructura, influye en la homogenizacion de transporte de
sustancias (Kim y col. 1987) y puede generar fluctuaciones (Torquato 1998), influyendo en
el comportamiento del transporte (Autiault y col. 1995). En procesos de difusion reaccion, el
transporte en particulas cataliticas porosas puede verse influenciado por el transporte por difu-
sion (Garcia y col. 1994). En un reactor catalitico, cuando los gradientes de concentracién son
significativos en el catalizador poroso, el estudio y andlisis se realiza a nivel de la superficie
catalitica (Whitaker 1999), cuyo proceso estd limitado internamente por el transporte por difu-
sion en la estructura del medio poroso. La difusividad efectiva permite entender el transporte
de estas sustancias en la estructura a traves de los poros no como caminos rectos, sino como
caminos tortuosos, una red intrincada de trayectorias variables.

Se desconoce hasta el momento cuales son los principales caracteristicas en la microestructura
que ejercen efectos en el transporte de sustancias. Ademads, evaliar si la metodologia basada en
el VAM, a través de la solucion de un problema de cerradura local (PCL), es adecuada para el
célculo del tensor de difusividad efectiva, capturando de manera efectiva los principales efectos
que generan gradientes de concentracion significativos. En contraste con un modelo a partir de
la solucion de problemas de difusion en términos de concentracion local, cuya resolucidn se
obtiene mediante simulaciones a escala de poro (PSS) por sus siglas en inglés, el cual consiste

en modelar y analizar el transporte por difusion en un medio poroso, a un nivel detallado (es-



cala de poros individuales).

Por las razones antes mencionadas, el estudio en este trabajo se centra en la transferencia de
masa por difusién en medios porosos con microestructura heterogénea y caracterizar adecua-
damente el efecto de la microestructura en el transporte de sustancias. La implementacion de
modelos de celda que contengan las caracteristicas principales de la microestructura se espera
que proporcione valores precisos del coeficiente de difusion efectivo entre ambas expresiones,
asi como mejorar el entendimiento a nivel fundamental de coeficiente de difusividad efectiva
en procesos multiescala, mediante el andlisis de factor de efectividad y modulo de Thiele, en
condiciones estado estacionario y conversion-distribucion de sustancias en estado transitorio.
Con este objetivo, la tesis se organiza de la siguiente manera: el primer capitulo presenta tra-
bajos de investigacion concernientes al estudio de coeficiente de difusividad efectiva y avances
que se han realizado hasta el momento. Posteriormente se presenta el planteamiento del pro-
blema de investigacion, justificaciéon y motivacioén del trabajo, la pregunta de investigacion
e hipétesis, objetivos generales y especificos. El segundo capitulo describe la metodologia
de VAM en el desarrollo de ecuaciones de medio efectivo para el transporte de difusion mi-
croscopica, a partir de un PCL para calcular el tensor de difusividad efectiva. Por otra parte, se
deduce el modelo para calcular el coeficiente de difusividad efectiva a partir de problema de
difusion microscdpica en términos de concentracion local, a partir de realizar PSS. Como caso
de estudio, se plantea el problema de difusion reaccién en régimen estacionario, incluyendo las
ecuaciones implicadas en el cdlculo de factor de efectividad en tres tipos de coordenadas, asi
como el planteamiento y solucion analitica de la ecuacién de difusion-reaccion macroscépica
en régimen transitorio. En el tercer capitulo se presenta la discusion de resultados, se comparan
el modelo a partir de PCL con respecto al modelo a partir de solucién PSS, mediante andlisis de
convergencia para distintas estructuras. Se realiza un estudio de anisotropia en estructuras de
medios porosos a partir de imagenes SEM; posteriormente se presenta los resultados de célculo
de coeficientes de difusion efectivo para N nimero de configuraciones espaciales de fases de
microestructura de medio poroso, considerando tres tipos de geometrias de particula; a partir
de estos resultados, se evalua el efecto de distribuciones de difusividades efectivas en el calculo
de moédulo de Thiele y factor de efectividad en transporte de difusién reaccion intraparticula
para régimen estacionario y conversion de sustancias en régimen transitorio. El cuarto capitulo

presenta las conclusiones de este trabajo y finalmente la bibliografia consultada.



1.1. Antecedentes

La literatura, proporciona investigaciones relevantes en el andlisis y desarrollo de modelos a
partir de la solucion del problema de difusion para determinar la difusividad efectiva de medios
porosos, a partir de los cuales han surgido propuestas de diferentes metodologias y estrategias
de solucion, partiendo de formulaciones desde las ecuaciones que gobiernan el transporte mi-
croscopico. La metodologia hasta el momento, presenta aproximaciones derivadas de métodos
de escalamiento como el método de promedio volumétrico (VAM) y homogenizacion, métodos
y simulacién numéricos como el método de Lattice Boltzmann, método de elemento finito y
métodos estocdsticos, como el método de Monte Carlo, entre otros. Los trabajos se han cen-
trado en los siguientes aspectos: desarrollo de modelos y estudio de difusién en medios poro-
sosos, efecto de la geometria y determinacion de difusividad efectiva en estructuras complejas,
dominio representativo de solucién, difusién y reaccién en medios porosos. En los siguientes

parrafos se analizara las contribuciones realizadas hasta el momento.
Métodos de escalamiento

Los métodos desarrollados bajo el esquema de la teoria de promedio volumétrico fueron pro-
puestos y desarrollados principalmente por Whitaker, Slattery, Gray., Kaviany, entre otros. La
deduccion de modelos macroscépicos se efectia mediante técnicas como lo son: método de
promedio volumétrico (Whitaker 1999), método de homogenizacion (Sanchez y col. 1980; Au-
riault y col. 2009), teoria del promedio termodindmicamente restringido (Gray y col. 2014),
expansion asintética de dos escalas (Bensoussan y col. 1978), convergencia de dos escalas
(Allaire 1992), por mencionar los relevantes como fundamento en este trabajo. Tiene ventajas
frente a otros enfoques y métodos de solucién, como la capacidad de describir experimentos in-
corporando procesos que ocurren en la interfase y sus interacciones, a partir de un modelo que
representa un medio poroso, el cual captura las principales propiedades de la microestructura
como la porosidad, distribucion espacial y la geometria. Proporciona una descripcion aproxi-
mada de parametros efectivos de transporte, a partir de cerrar el modelo de medio efectivo,
mediante el planteamiento y solucién de un problema de cierre. En las principales aportacio-
nes en las que destaca los métodos de promedio volumétrico y homogenizacion respecto a la

obtencion de modelos de medio efectivo se encuentran:

Chang (1982), determin¢ la difusividad efectiva en sistemas porosos anisotropicos, utilizando
el método de homogenizacion de Bensoussan y col. (1979), mediante la utilizacion de modelos
espacialmente periddicos resolviendo el problema de cierre en celdas unitarias de geometria
sencilla, demostrando que el coeficiente de difusividad efectivo es independiente de las condi-
ciones reactantes, sin embargo encuentra una dependencia con respecto a propiedades fisicas y

geometria del medio.



Posteriormente, Ochoa y col. (1993), propusieron una aproximacion en la cual se calcula la
difusividad efectiva reemplazando la celda periddica unitaria por una celda unitaria de Chang
para el problema de cerradura. En este trabajo desarrollaron el teorema de divergencia super-
ficial en un vector de tres dimensiones espaciales utilizando el teorema de Stokes. Obteniendo
una expresion para calcular la difusividad superficial evaluando sus efectos, encontrando que
la difusién es influenciada por la topologia del medio poroso.

Ochoa y col. (1986), estudiaron el problema de difusion y reaccion en células bioldgicas, con-
siderando resistencias interfaciales en la membrana. En este trabajo se plantean las ecuaciones
locales en cada una de las dos fases fluidas y desarrollan un modelo de una sola ecuacién a par-
tir del principio de equilibrio local de masa; utilizaron el método de promedio volumétrico para
desarrollar los problemas de cerradura, permiti6 la posibilidad de extender la solucion a medios
porosos no homogéneos, como una primera aproximacioén a medios porosos anisotrépicos.

La anisotropia ha sido tema de estudio por autores como Kim y col. (1987), quienes a partir
de representar la complejidad de la estructura del medio poroso con base a caracteristicas o
longitudes efectivas, respecto a su relacion entre el largo y ancho, compuesto por el acomodo
irregular de particulas. Realizaron el andlisis y cdlculo de las componentes del tensor de difusi-
vidad efectiva. Al observar las variaciones de las componentes del tensor de difusion efectivo;
encontraron que, el medio poroso puede ser isotropico o anisotropico con respecto al proceso
de difusioén. En medios anisotrdpicos la fraccién volumétrica no es suficiente para la caracteri-
zacion del medio. De esta manera Plantearon una clara distincién de medio poroso isotrépico y
anisotropico, asi como entre medio homogéneo y heterogéneo con base en el andlisis de com-
ponentes del tensor de difusividad efectiva. Concluyen que la heterogeneidad estd asociada a
las variaciones espaciales de tensor de difusividad efectiva y la anisotropia con la variabilidad
de orientacion, donde las componentes normal y tangencial toman valores distintos. Esto tiene
implicaciones en la direccion en el que se transportan sustancias a través de la estructura del
medio.

Ochoa tapia y col. (1994), extendieron el estudio de difusion en medios porosos, a partir de
la celda periddica unitaria de Chang, reemplazando condiciones periddicas en la frontera de la
celda, por condiciones tipo Dirichlet, a partir del cual encuentran una solucién analitica apro-
ximada para las variables de cerradura, incorporando resistencias interfaciales y compararon
los datos tedricos respecto a los resultados experimentales, obteniendo buenas aproximaciones.
El modelo es vélido para medios porosos anisotropicos en sistemas espacialmente periddicos,

ademds demostraron que el modelo de Maxwell y la celda unitaria de Chang son isotrépicos.

A partir de los trabajos antes mencionados, se derivaron nuevas investigaciones del estudio del
efecto de la microestructura y estrategias para tratar medios porosos con estructuras comple-
jas. Luévano (2010) realizé un estudio del efecto de la microestructura, calculd los coeficientes
efectivos de conductividad térmica y de dispersion, para celdas periddicas con complejidad es-

tructural media mediante la solucién de PCL. Analiz6 las componentes tangencial y normal



del coeficiente de dispersion y conduccion efectiva, en celdas con configuraciones periddicas,
como cuadrados en linea, cilindros, y circulos escalonados. Encuentr6 que, los coeficientes de
transporte podrian tender a una mejor aproximacion a sistemas reales, si se tiene una descrip-
cion lo suficientemente detallada de la microestructura del medio poroso en la celda unitaria.
Profundizando en la investigacion de la microestructura, Brun y col. (2019), realizaron el estu-
dio del coeficiente de difusividad efectiva dindmico en funcién de distancia de pilares, la cual
consiste en una red de obstaculos mediante microfabricacion de litografia blanda, para estudiar
el movimiento de microorganismos a través de la red. Aislaron los efectos hidrodindmicos al
trabajar con suspension diluida de estos. Encontraron que la distribuciéon geométrica de manera
aislada no describe adecuadamente la difusividad efectiva, en cambio, los efectos anisotrdpi-
cos, que dependen de la direccion de orientacion en la que se transporta el fluido, los cuales son
ejercidos por el dngulo de inclinacion de transporte, proporciona un mejor entendimiento de la
difusién en medios complejos.

Como parte de eleccion del dominio de solucion, Wood y col. (1998) estudiaron la difusion y
reaccion en biopeliculas, proponiendo un sistema jerarquico de escalas en acuiferos de medio
poroso heterogéneo. Formularon ecuaciones para cada fase fluida en un modelo de una sola
ecuacion, mediante el equilibrio local de masa, y evaluaron la validez de los dominios segtn la
velocidad de transporte en distintas escalas como criterio para elegir el dominio de solucion.
Ray y col. (2018), cuantificaron el coeficiente de difusién en un medio poroso. Utilizando méto-
dos de ampliacion de escalas para calcular directamente la difusion efectiva total, sin necesidad
de pardmetros de ajuste. Utilizaron estructuras representativas de medios porosos aleatorios y
relaciona la difusién con porosidad, area de superficie y tortuosidad. Los resultados de las si-

mulaciones demostraron buenas aproximaciones para sistemas isotropicos.

ldentificacion del REV y caracterizacion de la microestructura

El tamafo de dominio de promediado se distingue entre los distintos rangos de longitud de
escala, en los cuales la porosidad o la propiedad promedio que se estudia presenta oscilaciones
minimas, a lo que se le llama longitud caracteristica. Dicho esto, es posible encontrar mas de
un tamafio de dominio de promediado, teniendo de esta manera un nivel jerdrquico de escalas
compuesto por diferentes longitudes de escala caracteristica. El cdlculo de coeficientes de me-
dio efectivo se realiza en la identificacion de un volumen elemental representativo (REV), por
sus siglas en inglés. De acuerdo con la definicién de Bear y col. (1972). El REV debe ser de
tamafo lo suficientemente grande tal que no contenga variaciones en la microescala y es una
muestra del dominio, que contiene la informacién que representa todo el material poroso en
promedio. Por lo que puede ser complicado encontrar una zona donde las variaciones espacia-
les de transporte son significativas.

Los estudios de Al-Raoush Ry col. (2010), demuestran que en la determinacion de parametros

multiescala, la definicién de REV puede ser de porosidad constante o variable, sin embargo,



debe considerarse la distribucion de los volumenes espaciales locales, es decir en como se dis-
tribuyen las fases en la estructura del medio poroso, profundizando en la definicion (Bear y
col.. 1972). Por tal motivo, una manera de representar la microestructura compleja de un medio
poroso es mediante modelos de medio poroso aleatorios (Bourbatache y col. 2023), debido a
que representa adecuadamente el efecto de distribucion espacial de fases de la microestructura

como una principal caracteristica.

Métodos Numéricos

El desarrollo de ecuaciones de medio efectivo implica la solucién numérica de ecuacion de
transporte en celdas unitarias, una de las herramientas son los métodos de diferencias finitas,
método de elemento finito y método de volimenes finitos, cuyas caracteristicas se mencionan

a continuacion:

» El Método de diferencias finitas (Smith, 1985), es una herramienta numérica basada en series
de Taylor, que consiste en aproximar derivadas en ecuaciones algebraicas, a través de la discre-
tizacion del dominio el cual se divide en N nimero de nodos, las derivadas se transforman en
diferencias entre cada nodo, dividido entre nimero total de nodos, definido como incremento.
La solucidn se realiza con la simulacion de los valores de la funcién en cada punto del dominio

y requiere conocer y dar valores iniciales y valores a la frontera del dominio.

* El Método de elemento finito (Solin, 2005), es un método numérico que se utiliza para obtener
soluciones numéricas aproximadas, el cual consiste en dividir el dominio de solucién en sub-
dominios més pequefios denominados elementos finitos los cuales estdn conectados entre si a
través de una malla. El método de elemento finito permite simplificar la solucion de ecuaciones
diferenciales transformando en ecuaciones algebraicas para cada elemento, que juntos forman
el problema completo. El método de elemento finito es ttil cuando se quiere simular numérica-
mente un proceso con geometrias complejas, en dimensiones 2D y 3D. En este trabajo se hara
uso de la herramienta computacional software Comsol Multiphysics la cual se fundamenta en

este método.

* El Método de volumen finito (Versteeg y Malalasekera, 2007), es una técnica que se utili-
za para resolver ecuaciones diferenciales parciales. El método consiste en dividir el dominio en
volumenes de control definidos en una malla donde las ecuaciones de conservacion se represen-
tan en su forma integral para cada volumen de control utilizando el teorema de la divergencia

de Gauss.

Se encuentra también otros métodos de solucién que principalmente son el Método de Lat-

tice Boltzmann y método de Montecarlo.



El método de Lattice Boltzmann (LBM), es un método numérico de discretizaciéon que si-
mula la colision e interaccion particula - particula/superficie, en una red discreta que facilita
el manejo de estructuras complejas, a través de la integracion de la ecuacion de distribucion
de transporte. Estudios realizados por Alvarez y col. (1995), presentan una solucién para de-
terminar el coeficiente de difusividad efectiva utilizando el método de Lattice Boltzmann, el
resultado con respecto a la ecuacion de Maxwell es aceptable, sin embargo, obtener resultados
mas precisos implica un mayor costo computacional.

Por otra parte Riley y col. (1996), calcularon los efectos de la difusividad efectiva con el método
de Montecarlo, realizando simulaciones con diferentes tamafios y forma geométricas de célu-
las bioldgicas inmdviles encapsuladas en material soportado en gel, calcularon el coeficiente de
difusividad efectiva en funcién de movimiento Browniano de particulas. La simulacién resulto
tener buena aproximacion con la ecuacion de Maxwell, encontrando que la difusividad depende
de la fraccidn celular, cuando esta aumenta la difusividad tiende a disminuir, sin considerar re-
sistencias interfaciales en la membrana. Por lo demads, este método proporciona aproximacion
de valores que requiere de mayor ndmero de iteraciones para aumentar la precision por lo que

demanda mayor tiempo de computo, ademas podria presentar problemas de tipo exploratorio.
Modelos heuristicos

Los modelos heuristicos son cominmente empleados para calcular y mejorar parametros efec-
tivos, aunque pueden ofrecer valores aproximados, brindan poca informacién detallada sobre
el problema de difusiéon. Uno de los modelos es el de Buckingham Burdine Campbell Moldrup
et al. (2001), Penman y Curie (1960); ambos provienen de comparaciones de datos experi-
mentales recopilados usando factores o medidas fisicas ajustables que se restringen a un rango
especifico de porosidad. A pesar de esto, todos estos modelos calculan el coeficiente de difu-
si6n efectiva como una propiedad unica escalar, sin tener en cuenta la direccién predominante

y la naturaleza tensorial del coeficiente efectivo.

Tabla 1.1: Expresiones heuristicas para calcular el coeficiente de difusividad efectiva.

Modelo de Buckingham (1904) g—g = 8[32 (1.1)
Marshall (1954) =% (1.2)
Pennman (1940) oL =066 (1.3)
Milington (1959) =g (14)

Currie (1960) 2 =pegt (1.5

D, es el coeficiente de difusion escalar, Dy es el coeficiente de difusiéon molecular, €p es

la porosidad y @ =1y { representan parametros de ajuste. Estos modelos se aproximan a los



valores experimentales para medios porosos isotropicos con respecto al transporte por difusion.
Herramientas de Machine Learning

Recientemente las herramientas de Machine Learning se realiza a partir de anélisis de datos en
el entrenamiento de modelos mediante tratamiento de fendémeno de estudio. Los datos pueden
obtenerse a partir de resolver la ecuacion de transporte mediante el método de LBM, método
de elemento finito (FEM), método de volumen finito (FVM). Wei y col. (2018), obtuvieron
modelos predictivos de difusién térmica en materiales poroso-compuestos mediante regresion
de vectores de soporte (SVR) y regresion Gaussiana (GPR), capturando las descripciones fisi-
cas y utilizaron redes neuronales convolucionales (CNN) para entablar una correlacion entre
la estructura con propiedades efectivas. Estas metodologias obtienen una prediccion precisa al
comparar los resultados de los modelos GPR y SVR con LBM. Ademads, han mencionado que
las herramientas de Machine Learning son ttiles como un complemento en la caracterizacion
de transporte. Otra contribucion se encuentra en el trabajo de Wu y col. (2019), mediante Deep
learning, predijeron el coeficiente de difusividad efectiva a partir de imagenes en 2D, los datos
obtenidos mediante LBM se utilizan en el entrenamiento de modelos de CNN, con alta capaci-
dad predictiva. Sin embargo, estos modelos atin presentan limitaciones para situaciones de baja
porosidad donde el modelo falla, hecho que atribuyen al desconocimiento de las caracteristicas

de la microestructura y su efecto multiescala.
Difusion y reaccion en medios porosos

La difusién y reaccion en medios porosos ha sido un tema de estudio para comprender el
desempefio de particulas cataliticas porosas en reactores quimicos (Lievano y col. 2023). Se ha
encontrado que los pardmetros efectivos influyen en el disefio de la morfologia del catalizador,
encontraron que para nimeros de Thiele ¢ < 1073, la influencia de la geometria de la celda
unitaria se vuelve significativa mostrando patrones de flujo complejos. Debido a la diferencia
entre la escala del poro y la escala de particulas porosas, se modelan mediante ecuaciones de
medio efectivo (Valdés y col. 2017), que se obtienen a partir del VAM (Whitaker 1999). Para
valores de ndmero de Thiele menores a la unidad, la difusividad efectiva es funcion unicamente
de la geometria de poro, lo cual se ha demostrado dado que cumple una disparidad y restric-
cién de escala (Valdés y col. 2017), por tal motivo el tensor de difusividad efectiva no depende
del término de reaccion. Una propiedad que permite conocer el desempefio de un catalizador
poroso es el factor de efectividad. El factor de efectividad se utiliza para el andlisis y disefio de
catalizadores heterogéneos porosos, es una medida de espacio ocupado de catalizador por lo
que resulta ttil para mejorar su disefio dado que relaciona tanto la reaccién quimica (velocidad
de reaccién) como la difusién (Alvarez y col. 2005), cuyas resistencias y descripcién de trans-

porte se caracteriza mediante el coeficiente de difusividad efectiva.



1.1.1. Conclusion de los antecedentes

Como conclusién de la revision critica de antecedentes, se puede encontrar diversos trabajos
en la literatura sobre como determinar el coeficiente de difusividad efectivo en medios porosos.
Sin embargo, en su mayoria se centran en resolver el problema en zonas homogéneas o donde
las propiedades de transporte son constantes, lo que facilita la imposicién de condiciones pe-
riddicas a las variables de transporte con la finalidad de simplificar la solucién al problema de
difusion, que puede no capturar adecuadamente el efecto de la microestructura compleja en el
transporte de sustancias. A pesar de que lo anterior resuelve el problema de manera pragmati-
ca en sistemas complejos se vuelve impreciso, esto puede resultar en errores al calcular los
coeficientes efectivos. Los trabajos y articulos de investigacion revisados en este apartado han
estudiado estos efectos y se han acercado a desarrollar soluciones aplicables en situaciones
especificas. Sin embargo, los efectos de la microestructura, las principales caracteristicas que
influyen en el calculo de coeficiente de difusividad efectiva, no estdn completamente compren-
didos y estudiados adecuadamente. Asi como una metodologia de solucion que pueda ser apli-
cable para cualquier tipo de microestructura que sea capaz de capturar el efecto y el transporte
de sustancias desde la escala microscopica. La solucion de problema de difusion mediante el
problema de cerradura bajo la metodologia de VAM, se ha encontrado que tiene ventaja con
respecto a otros métodos al presentar una solucién que es generalizable para cualquier tipo de
estructuras que satisfacen una disparidad de escala, por lo que abre una brecha para evaluar la
capacidad de un PCL con condiciones de frontera adecuadas y por otra parte, compararlo con
el desarrollo de un modelo a partir de resolver el problema de difusién mediante PSS. El coefi-
ciente de difusividad efectiva es esencial para calcular el médulo de Thiele macroscépico, para
la solucién de difusion reaccion de catalizadores heterogéneos porosos en reactores quimicos,
el cual influye en su disefo, que se analiza mediante el factor de efectividad. Sin embargo, aun
teniendo una expresion o modelo adecuado para calcular el coeficiente efectivo, se presenta el
problema de la eleccién de dominio de solucion dado que durante el proceso es dificil conocer
con precision la localizacion de las fases, 1o que resulta complicado encontrar un solo REV, por
lo que este estudio considera la variacién espacial de fases que conforman la microestructura

de medio poroso.

10



1.2. Motivacion y justificacion

La difusién en medios porosos con microestructura heterogénea influye en la distribucion y
homogenizacidn espacial de sustancias en diversos sistemas en ingenieria quimica, tales como
los procesos de separacion o reaccion, que involucra el transporte en varias fases. Por ello cal-
cular adecuadamente el coeficiente de difusividad efectiva es esencial para la caracterizacién
de transporte en estructuras de medio poroso reales. Dada la complejidad de dichos sistemas,
es dificil identificar una celda unitaria representativa. Una forma de atacar este problema es
mediante la representacion de la estructura de medio poroso mediante modelos generados alea-
toriamente (Bourbatache y col. 2023), donde los coeficientes de medio efectivo pueden calcu-
larse en las zonas no homogéneas del sistema donde ocurren cambios abruptos en las variables
de transporte. Ante ello, no se ha encontrado una metodologia adecuada para calcular el coefi-
ciente de difusividad efectiva en estructuras complejas. Esto brinda la posibilidad de explorar el
planteamiento de dos problemas de valor a la frontera en términos variables de cierre mediante
el método de promedio volumétrico. Por otra parte, la solucion del problema de difusién en
términos de concentracion local mediante simulaciones a escala del poro proporciona de ma-
nera precisa la difusividad efectiva. La complejidad de la microestructura de sistemas de medio
poroso influye en la direccion del flujo, desviandolo de su trayectoria original y alterando la
rapidez de transporte de sustancias a través del medio, por lo que en este trabajo se realiza
el estudio de difusion en la microestructura heterogénea de medios porosos. A pesar de que
los modelos simples pueden ser practicos, los experimentos muestran que la precision de la
representacion es crucial. Una mejor comprension podria llevar a calcular adecuadamente, pro-
piedades como el modulo de Thiele y factor de efectividad en pellets cataliticos, a partir de una
determinacion precisa de coeficiente de difusividad efectiva, que en este trabajo se analizan dos
métodos para calcularlo. La investigacion actual indica que los efectos de la microestructura en
la determinacion del tensor de difusividad efectiva, asi como su influencia en otras propiedades

de transporte, es necesario un estudio que proporcione un mejor entendimiento fundamental.

1.3. Pregunta de investigacion

,Un PCL es capaz de determinar de manera precisa la difusividad efectiva en medios porosos
que presentan una distribucion heterogénea de fases, a diferencia de un modelo que se basa en

la solucién del problema de difusion utilizando PSS?
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1.4. Hipotesis

La implementacién de celdas unitarias complejas que representen con precision la microestruc-
tura y que cumplan con las restricciones de escala permitira realizar predicciones confiables
sobre las cantidades promedio en microestructuras heterogéneas de medios porosos.

* Esto se lograra utilizando el VAM a partir de un PCL, en comparaciéon con un modelo a partir
de la solucidn del problema de difusién mediante la solucion de PSS.

* Este enfoque facilitard una comprension de la descripcion del transporte en la microestructura
compleja, asi como en propiedades, como el factor de efectividad y el médulo de Thiele en

sistemas de difusidon-reaccion.

1.5. Objetivos general y especificos

1.5.1. Objetivo general

Determinar el coeficiente de difusividad efectiva en medios porosos con microestructura hete-
rogénea y evaluar la eficacia de la solucion mediante un PCL comparado con el desarrollo de

un modelo a partir de la solucién del problema de difusiéon microscépica mediate PSS.

1.5.2. Objetivos especificos

* Plantear y revisar el desarrollo de ecuaciones de medio efectivo para el transporte de difu-
sion, difusién-reaccion en la formulacién de problema de cierre para calcular el coeficiente de

difusividad efectiva.

* Deducir la expresion para calcular la difusividad efectiva a partir de la solucién al proble-

ma de difusidn en términos de variables de concentracion local, realizando PSS.

* Identificar y capturar los principales efectos de la microestructura porosa como la variacion
de distribucion y orientacion espacial de fases en la obtencidn de coeficiente de difusion efec-
tivo, identificando las principales caracteristicas que ejerce influencia en el transporte a escala

macroscopica.

* Evaluar la prediccion que proporciona un PCL en el célculo de difusividades efectivas en
contraste con un modelo a partir de la soluciéon PSS en microestructuras construidas aleatoria-
mente, para mismos valores de porosidad, tamafio de particula promedio y su impacto en otras
propiedades como el factor de efectividad y médulo de Thiele en sistemas de difusion reaccion,

en régimen estacionario y evaluar el efecto en régimen transitorio.
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Capitulo 2

METODOLOGIA

En este capitulo se realiza el desarrollo para la obtencién de las ecuaciones de medio efectivo
y la obtencion de las expresiones para calcular el coeficiente de difusividad efectiva a partir del

método de promedio volumétrico. A continuacion, se describe lo fundamental del método.

To

Figura 2.1: Esquema jerarquico que describe las magnitudes de la disparidad de escalas carac-
teristicas que conforman un sistema de medio poroso.

La obtencion de la ecuacién macroscépica de difusion se logra mediante el promediado de las

ecuaciones microscopicas, utilizando la técnica de promedio volumétrico a partir de definir un
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volumen de promediado. En un sistema compuesto por dos fases, se compone de volumen que

ocupada la fase fluida 8 y volumen que ocupa la fase sélida
V ="+ 2.1

Tal como se observa en el Fig. 2.1, que representa un sistema de medio poroso heterogéneo de
manera general, donde las fases desde la microescala se encuentran distribuidas en cualquier
parte del sistema, se define un volumen representativo cuya longitud caracteristica es L, ver

Fig. 1. el cual satisface la siguiente disparidad de escalas
lp <ro <KL (2.2)

Donde / B> €s la escala caracteristica de longitud de poro, ry, es la longitud de radio caracteristico
de volumen de promediado, las cuales constituyen un sistema jerarquico de dominio de escalas.
Con el fin de derivar ecuaciones de medio efectivo a partir de las ecuaciones microscopicas, es

pertinente definir los siguientes operadores de promediado:

El promediado volumétrico superficial

1

H%>k=—/ Caglx+ygdV, (2.3)
B % Y5 5 BIx+yp

se define como la integracion de una cantidad, como lo es la concentracion, en el volumen total
de promediado.
El Promediado volumétrico intrinseco

1
VBx)

( CAﬁ>ﬁ‘X = / CA[}’Xerﬁ dv 2.4)
Y€ B(x)

La concentracion de especie A contenida en el volumen de fase fluida, y es un vector que lo-
caliza la fase-f3, x es un vector de posicion ubicado en el centroide de V. Dichos vectores son
componentes del vector de localizacién r = x+y, en un sistema fijo arbitrario de coordenadas.

Ambos promedios se relacionan mediante la fraccion volumétrica de la fase-f3, como

(Cap)lx = €px) { Cap)Plx (2.5)

La fraccion volumétrica g x) es el volumen que ocupa la fase-f3 en el volumen de promediado,

el cual depende de la posicion del vector x en la region de promediado

v,
e=y [ lav=- (2.6)
YBE B v
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Es necesario definir también, el teorema espacial de promediado, el cual implica intercambio

entre diferenciacion espacial e integracion de volumen, aplicando la regla de Leibniz se tiene:
El teorema espacial de promediado para el operador de divergencia
1
V) =V-(w+y [ mevlpda @
Fo(x)
De manera andloga, en términos del operador gradiente
1
(Vy) =V W+ [ nyleypda 2.8)
Tgo(x)

Aqui, %55 (x), representa el drea superficial interfacial. Finalmente, la descomposicion espacial

de Gray permite separar la concentracion en su propiedad promedio y desviaciones.

Cale = (Cap)P e +Caple (2.9)

2.1. Ecuacion de difusion macroscopica.

El modelado matemaético para calcular el coeficiente de difusividad efectiva que describe el
transporte de una sustancia A, por difusién en un medio poroso busca ser un modelo a prio-
ri. De acuerdo con la teoria cinética de los gases, la difusién se define como el movimiento
de particulas, regido por el movimiento Browniano (descubierto por Robert Brown en 1827,
demostrado por Einstein 1905 y Perrin en 1908), desde una zona de alta concentracion hacia
una zona con baja concentracion. Se plantea la ecuacién desde escala microscopica, con el fin
de aislar este estudio de efectos inerciales y efectos hidrodindmicos, por lo que se trabaja con
especies quimicas que se encuentran diluidas, es decir aquellas cuya concentracion de soluto
es mucho menor que la cantidad de fluido en el que estan disueltas; asi como los flux difusivos
de cada especie quimica son del mismo orden de magnitud (Ochoa Tapia, 1995). Dicho esto,
es aplicable la primera y segunda ley de Fick para el transporte por difusién de sustancias, en

funcidn de la posicion y tiempo a escala del continuo

aC;
ot

= V.D,VC; 2.1.1)

donde i=1,2, 3,... es la enésima especie quimica. Considerando la difusion de una sola especie
quimica diluida en una fase fluida 3, bajo la premisa anterior la ecuacién que gobierna el

transporte por difusion en estado estacionario se reescribe como

V- (DagVCap) =0 (2.1.2)
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La Ec. (2.1.2) describe el transporte difusivo de la sustancia A en la fase- 3, esta expresion se
conoce como ecuacion a escala microscépica, la cual es valida en cualquier parte del dominio

de sistema. En este trabajo se plantean y analizan los siguientes casos de estudio:

* Difusion en un medio poroso de particulas sélidas impermeables.

* Difusién y reaccién heterogénea de primer orden.

Comenzando con el planteamiento del problema de valor a la frontera para el caso de difu-
sion de particulas sdlidas impermeables, considerando que no ocurre intercambio de transporte

de sustancias en la interfase fluido-sélido, se coloca una condicién de impermeabilidad
V-(DA[;VCAB):O cn Vﬁ (213)

—nﬁg-(DABVCAﬁ)=0 cn AﬁO' (214)

La concentracién de entrada y salida por el momento se define como una funcion de la posicién
CAﬁ:y\(H cn Ae (215)

Donde A, representa el drea de entradas y salidas por sus siglas en inglés. La obtencion de
la ecuacion de difusion macroscdpica se obtiene implementando el método de promedio vo-
lumétrico. A partir de aplicar el operador de promediado superficial e intrinseco, dado en las
Ecs. (2.3)-(2.4), sustituyendo la condicion a la frontera Ec. (2.1.4), separando la concentracién
en su promedio y desviaciones, para finalmente cerrar el modelo mediante el planteamiento de

la solucidn para las desviaciones de concentracion, se obtiene la siguiente ecuacion promedio

V- (egwDef() - V(Cap)’) =0 2.1.6)

Este modelo, es la ecuacion de transporte de difusion macroscdpica, donde el tensor de difusi-
vidad se calcula a partir de la solucidn de transporte por difusion de sustancias en la estructura

de medio poroso y se define en cantidades promedio y desviaciones, como

D, 1 —
o vicyaP=v(cC ﬁ+—/ CapdA 2.1.7
Dag (Cap) (Cap) Vs Joy ngsCap (2.1.7)

o(x)

El procedimiento para la obtencion del modelo se detalla en el Apéndice (5.1).
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2.2. Tensor de difusividad efectiva a partir del problema de
cerradura local (PCL)

La obtencion del coeficiente de difusion efectivo a partir de la solucién del problema de cierre
se deriva a partir del planteamiento del problema para las desviaciones de la concentracién (ver

Apéndice 5.1) y se resume en el siguiente problema de valor a la frontera

V- (DagVCap)=0 en Vjp (2.2.1)
—nﬁg . (DAﬁVE;ﬁ) = nﬁg . (DAﬁV<CAﬁ>ﬁ) en Aﬁo (222)
Cap(r+1) =Cap(r) i=1,2,3 (2.2.3)

La restriccion para las desviaciones espaciales requiere que el promedio de las desviaciones

sea cero, este mismo resultado se obtiene al promediar la Ec. (2.9)
(Cap)P =0 (2.2.4)

Dado que es un problema lineal, la soluciéon matemaética para el problema de las desviaciones
de concentracion, puede expresarse como una relacion en términos de una variable local de
cerradura y en funcion del término fuente identificado en el problema, esta solucion también se
puede encontrar al plantear un problema andlogo en términos de funciones de Green de acuerdo
con (Wood B., Valdes Parada, F., 2013), (ver Apéndice 5.2).

Cap =bg - V(Cap)P (2.2.5)

Donde bg es una variable de cerradura, que mapea la fuente en las desviaciones de concen-
tracion en el campo vectorial en Vg. Sustituyendo la expresion en Ec. (2.2.5) en el problema
de las desviaciones de concentracion, se obtiene el problema para la variable de cerradura, en
una celda unitaria que se resuelve en una zona representativa del medio, dicho eso se definen

condiciones de periodicidad en el espacio que definen los limites de la celda

Vlbg=0 en Vg (2.2.6)
—nBG : VbB = Illg(; en Aﬁd (2.2.7)
bs(r+1;) =bg(r) i=1,23 (2.2.8)

Restriccién  (bg)P =0 (2.2.9)

Donde l;,i = 1,2, 3 son los vectores de la red que conforman el espacio periddico.

Cerrando la ecuacion de medio efectivo, Ec. (2.1.6) y sustituyendo la solucion de desviaciones
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de concentracién, Ec. (2.2.5)

V- (ggDes-V(Cap)P) =0 (2.2.10)

de esta forma el tensor de difusividad efectiva depende tnicamente de la solucién del proble-
ma de cerradura local, definido en una celda unitaria periddica que contiene las principales
caracteristicas de distribucion espacial de fases de la microestructura de medio poroso, de la

forma

D, 1
! :1+—/ ngobp dA (2.2.11)
Dag VB o

El significado fisico de ecuacion Ec. (2.2.11), nos dice que el tensor de difusividad efectiva
depende de la geometria de fase sélida, donde se generan los campos de la fuente que mueve el
problema para la funcién de cierre definido en las Ecs . (2.2.6) - (2.2.9), y el efecto de propaga-
cion de variaciones espaciales generados por la interaccion entre el transporte con la geometria
de la estructura del medio. Para ello, se resuelve el problema de cierre, en el cual la fuente en la
interfase fluido-solido ejerce variabilidad del campo representado por la variable bg. Dado que,
si la distribucién de fases dentro de la celda unitaria exhibe simetria en todas las direcciones,
las divergencias positivas y negativas que se produce por el efecto de la fuente se anulan entre
si, equilibrando puntos maximos y minimos locales. Esto hace que el gradiente de la variable
ya sea de cerradura o concentracion sea constante, por lo que puede considerarse periddica en
esa direccion, por lo tanto es un valor uniforme en el espacio Ec. (2.2.8). No obstante, si la
estructura no es simétrica en la celda unitaria, puede no ser acertado considerar condiciones
periddicas en las fronteras de la celda, debido a que considera que la distribucion espacial de
la variable b B €8s uniforme, suavizando los efectos de las condiciones a la frontera anulando los
efectos de entrada y salida al imponer condiciones periddicas, esto a escala local. El andlisis se
aborda a detalle en la Seccién 3.1. Es pertinente mencionar que si se satisface una disparidad
de escalas, el efecto que ejerce la asimetria de la estructura se suaviza espacialmente (Whitaker
1999). Permitiendo el cumplimiento de las restricciones para considerar valores constantes en
los limites de solucidn.

A partir de aqui al modelo definido en Ec. (2.2.11) junto con las ecs. (2.2.6) - (2.2.9) se le
denotara como PCLcp, puesto que se ha utilizado condiciones de periodicidad para definir el

valor de la variable bﬁ, en las fronteras de la celda.

Planteando el problema en su forma adimensional

D

Der _yi 1 [ npobtan 2.2.12)
B

Dag &g Jlpo
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V2b* =0 en Vg (2.2.13)

—ngs-V'b*=ngs en Agg (2.2.14)
b*(r+1;) =b*(r) i=1,2,3 (2.2.15)
(b =0 (2.2.16)

Donde las variables adimensionales se definieron como:

bﬁ VvV Vﬁ
*:— V*:— = —
b= [ BT

Donde [ es longitud de una celda unitaria. Cada componente de tensor de difusion efectiva:

Dyy,Dyy,D;7, Dyy,Dyy,Dy;, Dy, Dy;, Dy, en Ec. (2.2.12), se puede escribir en notacion indicial

D;; 1

=&+ — nib;dA (2.2.17)
J J

DAI} Sﬁ dﬁo‘

Donde i, j = 1,2, 3., representa la direccién en x, y, z; mientras que el segundo término de lado
izquierdo §;; representa la funcion delta de Kronecker respectivamente, definida en intervalos,

cuyo valor es 1 cuando i = j y valor nulo cuando i # j
0 si i#]
0ij = { o
1 si i=]

De manera que en total son nueve componentes de tensor de difusividad efectiva en un espacio
tridimensional. Sin embargo, si el transporte es isotropico en ciertas direcciones el numero ne-

cesario de componentes se reduce.

2.3. Coeficiente de difusividad efectiva a partir de la solucion

del problema de difusion local

Comenzaremos por plantear el problema de valor a la frontera, considerando que la longitud
intermolecular del fluido es mucho menor que la longitud caracteristica de poros, la ecuacién
que gobierna el transporte por difusion a escala del continuo, valida en todo el dominio, se

define mediante la siguiente ecuacion

V3Cyi=0 VQ €eR® (2.3.1)
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Para calcular el coeficiente de difusividad efectiva, se requieren tres condiciones de fronte-
ra: una en la interfase fluido-solido, condicién de entrada y salida para el transporte en dos
dimensiones y una ultima para el transporte tridimensional. Como condicién en la interfase

fluido-sdlido, la superficie es impermeable
—Ngg - VC4 =0 en Ags (2.3.2)

Para el caso de transporte en dos dimensiones, se tiene una concentracion en la entrada y con-

centracion de salida definida para todo lo que pertenece ay, enx =0, x = L,
en x=0, C4=Cypp VE y (2.3.3)

en x=L,, C4=0 Ve vy (2.3.4)

donde L, es la longitud total de dominio en la direccion de flujo. Con condicion de simetria de

transporte en las entradas y salidas en la direccién y

daC,
&—yA:O en y=0,,, Ve x (2.3.5)

Para el caso de transporte en tres dimensiones, se define condiciones de entrada y salida para

todo lo que pertenece al plano yz, en x = 0,x = L.
en x=0, C4=Cso VE w2 (2.3.6)

en x=L,, C4=0 Ve yz (2.3.7)

con condicidn en las entradas y salidas en direccion y,z

8(9&:0 en plano xz, en y=0,l (2.3.8)
y
aC
a—A:O en plano xy, en z=0, (2.3.9)
Z

Zamel y col. (2009); y mas tarde Zhang y col. (2019), proponen una expresion para calcular
el coeficiente de difusividad efectiva unidireccional en funcion de concentracion local para su
uso en estructuras fractales 3D, a partir de resolver la ecuacion de difusion mediante método de
diferencias finitas. La formula propuesta Ec. (2.3.10), se define como la difusividad efectiva,
igual a la tasa de transporte total de masa por difusion a través de cualquier plano perpendicular
a la direccion de flux, multiplicado por la longitud total de muestra L en la direccion de flux,

entre el A;.rq1, que es el drea total de muestra respectivamente, que incluye tanto el drea ocupada
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por la fase fluida como é4rea ocupada por la fase sélida

gL
Atotal

D= (2.3.10)
Donde g es la tasa total de transporte de masa definida por la Ec. (2.3.11), 1a cual es el promedio

de transporte de difusion en cada area local de muestra

q= Z(DVCAAlocal) (2.3.11)

Ajocal, Tepresenta el area local perpendicular a la direccién de difusién. A pesar de ser una ma-
nera practica de calcular el coeficiente de difusion efectivo en microfracturas cuya aplicacion
ha sido ampliamente utilizada (Ozden y col. 2019; Arif y col. 2021). Sin embargo, no es ge-
neralizable para cualquier geometria dado que no en todas ellas, el drea de transferencia, es el
area perpendicular. Por ejemplo cilindros con longitud de medida de mayor orden de magnitud
que su radio, en los que se tiene una discontinuidad de transporte.

Con el fin de desarrollar una ecuacion a partir del modelo planteado por Zamel y col. (2009),
para un modelo de geometrias generalizable, en cualquier seccién de x, se replantea la de-
duccidn de la expresion Ecs. (2.3.10)-(2.3.11), a partir de la tasa promedio de transporte por
difusion de sustancias, la cual se obtiene a partir del flux promedio en direccion x, realizando
el producto punto entre el vector unitario i con el operador diferencial nabla.

d(Cy) Cao—CaL

ef ox —_DefL—x (2312)

(Nax) =—D

La tasa de transferencia de trasporte difusivo en el drea total perpendicular a la direccion de

flujo, que incluye tanto area de poros como drea de fase sélida, se escribe como

_ 2(Cy) Mo ac
(Nax) = —Dey SA —Ar =— (Z Dy A!yjAj> (2.3.13)

i

donde A7 representa la suma de cada elemento de drea perpendicular a la direccién de flujo en

cualquier posicion en x;

Ar=Y A; (2.3.14)

Despejando el coeficiente de difusion efectivo a partir de la Ec. (2.3.13)

Ny 9Cq) a )
Def|i _ (ZJZI dx |y] J xiﬁ _ gaily (2.3.15)
Dy Cax=0—Ca=1x Ar (Cax=0 —Ca=Lx)AT o
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El D, f|,- varia con cada valor de x;, que se elija en el dominio entre 0 < x; < Ly

donde la tasa de transporte de una sustancia para cada valor de i es,

daC,
Gai = — <Z =y ) (2.3.16)

i

Para tratar de considerar todas las secciones transversales de flujo se define un promedio para

cada x;

Ny
Le=Y Ay (2.3.17)
i=1

A partir del promedio de la tasa de transporte por difusién G4;, s la tasa de trasporte en cada
longitud local, definido en el intervalo O < x; < L. Para flujo bidimensional, la concentracion
depende de la direccién x, y; C4 = f(x,y), por lo tanto A; = WAy;, donde W es la longitud en
la direccidn z del plano. Considerando todas las secciones trasversales al realizar un promedio
en Ec. (2.3.16) a partir de la definicion de la Ec. (2.3.17)

dCy

Aef B B (£

|y,Ay,> Ax; (2.3.18)

Sustituyendo la Ec. (2.3.18) en Ec. (2.3.15), se obtiene la ecuacion para calcular el coeficiente

de difusividad efectiva

Degli w L ( ]yl ox ’yJAyJ)AX
Dy Ar Cax=0—Ca=Lx

(2.3.19)

sin embargo, esta expresion representa un modelo aproximado, que depende de la evaluacion
de la derivada definida en cada incremento de dominio de solucién tanto en y como en x.
En el orden de mejorar la exactitud del modelo se transforman las sumatorias a integrales de
Riemann al aproximar los limites a infinito, esto si la funcién es integrable mediante el criterio
de Lebesgue para la integrabilidad de Riemann, que dice que si el conjunto de discontinuidades
tiene medida cero, la funcién es Riemann integrable.

Primero, dado que el tamafio de incremento Ax; se describe como la longitud de dominio de

solucion entre nimero de particiones Ny, en que se divide el sistema, se tiene

Si se divide Ax; en incrementos tan pequeios, al dividir el intervalo en N, — oo

Ax,-—>0
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De tal manera que al aplicar el limite en los términos de sumatoria en Ec. (2.3.18), cuando

Ny, Ny tiende a infinito, se obtiene que

w Ny Ny
= _L_xzlelglooz lelinoo ; |yJAYJ Ax; (2.3.20)
w y=ly 9C
9 =—7 / —“dydx 2.321)
Ly Jx=0 Jy=0 Ox

De esta forma, g4 esté definido en el dominio 0 < x < L,,0 <y <],

entendiendo que la derivada es discontinua en la interfase fluido-sélido al ser la superficie im-
permeable, dado que el flux o el valor de la derivada en dicha zona es cero. Al sustituir la Ec.
(2.3.21) en Ec, (2.3.15) e identificando que Ay = W1, corresponde a cualquier area perpendi-

cular a la direccion de flux

y=ly 9C
Dy _ Dux _ 1 0" o' Gy (23.22)
Dy Dp Iy Cax=0—Cax=Lx

de esta manera, la difusividad efectiva es el promedio superficial de la tasa de transporte por
difusién que captura el efecto de campo de concentracion alrededor del obstaculo.

Para el caso de transporte tridimensional donde la concentracién es funciéon C4 = f(x,y,7), se
reformula la Ec. (2.3.18), donde A; = Az; Ay,

1 Ny N, Ny aCA
g L—Z ZZ = |yjAyjAz | Axi (2.3.23)

Aplicando el limite en los términos de la sumatoria, cuando Ny, N;, N, tienden a infinito

y=b 9C,
dn = / / A dvdzd (2.3.24)
Lx x=0 Jz=
De tal manera que el coeficiente de difusividad efectiva para transporte tridimensional es

=L, rz=l, Y=k oC
Doy Dy 1 [i5g" g fy=o Gt dydzdx (2.3.25)
Dy Dx L Cax=0—Cax=Lx B

Las Ecs. (2.3.22) y (2.3.25), se calculan a partir de la solucién del problema realizando simu-
laciones a la escala del poro, por lo que de aqui en adelante se les denotara como D, ¢(PSS) o
simplemente solucién PSS para referirse a ellas.

Los modelos en las Ecs. (2.3.22) y (2.3.25), de manera similar al problema PCL el dominio de

solucion se define en celdas unitarias, de medida de longitud L, en direccién x, de longitud /
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en direccidn y, z, que puede ser de longitud de una celda unitaria / = 1 y varias celdas unitarias

L, — nl, donde n es el numero total de celdas.

De manera anéloga se reformula el problema de valor a la frontera, Ecs. (2.3.6)-(2.3.9), para

calcular las componentes, Dy, D, respectivamente

Componente Dy, 2D, a partir de calcular el flux promedio en la direccion y, a partir del producto

punto del vector unitario j con el operador nabla, realizando el mismo procedimiento anterior

—L
y Y fx éx aaCyAdxdy

CAy:O —Cay=Ly

Dy
Dy

1
L

en y:0, Ci=Cyqp VE x

en y=L,, C=0 Ve «x
dCx

—— =0 en x=0,, Ve vy
ox

Componente Dy, 3D
=L I; px=l; 9C,
Dy, 1 Lo’ S0 Sy Gt dadzdy

Dy L, Cay=0 —Cay=Ly
en y=0, Cy4=Cqo VE x,2

en y=L,, C4=0 Ve xz

aC

A -0 en plano yz, en x=0,1l
dx

aC

8_A:0 en plano yx, en z=0,/
Z

(2.3.26)

(2.3.27)

(2.3.28)

(2.3.29)

(2.3.30)

(2.3.31)

(2.3.32)

(2.3.33)

(2.3.34)

Componente D, 3D, a partir de calcular el flux promedio en la direccion z, a partir del producto

del vector unitario k con el operador nabla

:LZ lx y= l 8C
D, Lf;:o ;:0 f Adydxdz

Dy B lxly CAZ:0 CAz:Lz

en =0, C4=Cyqo VE xy

en z=L, C4=0 Ve uxy

oC
YA _0 en plano zy, en x=0,l,
ox
aC
A _0 en plano zx, en y=0,l
dy
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2.4. Analisis y comparacion de los modelos PCL y PSS

A partir del andlisis de las ecuaciones (2.2.12) y (2.3.25), se puede inferir que ambos mo-
delos son equivalentes bajo las mismas restricciones de escala, las cuales se explicardn a conti-

nuacion. Para demostrarlo se comienza con el analisis de modelo PCL (seccién 2.2).

D,y

1
=1 bpdA 2.2.11
DAﬁ A Vﬁ /Mﬁanﬁc P ( )

Realizando el producto punto del gradiente de concentracion promedio con el tensor de difusion

en Ec. (2.2.11)
Des

DAﬁ

1 —
(Cap)P :V<CAﬁ>ﬁ+V—/ ngsCyp dA (2.4.1)
B /Vs

noétese que se ha recuperado la definicion de las desviaciones de la concentracion, dada previa-
mente en la Ec. (2.2.5)

Cap =bg - V(Cap)P
Agrupando los términos de lado derecho de la ecuacidén en una sola integral volumétrica a partir
de la definicion de teorema espacial de promediado

D, | _
sﬁ—f.v<cAB>ﬁ:v/V (V{ Cag)P +VCap)dV (2.4.2)
B

Aplicando la definicién de la concentracion local a partir de separacién espacial de Gray Ec.

(2.9), los términos pueden agruparse en un solo término

D,/ 1
v Cyp)P = VCygdV 243
eﬁDAB (Cap)” = v v, AB (2.4.3)

La cuadl estd sujeta a las restricciones de escala para la cuales se dedujo el término de lado
izquierdo en la ecuacién. En términos de la componente Dy, tomando la componente normal

en la direccion x, se obtiene

a(C
g5 2 < Aﬁ /// aﬂdv (2.4.4)

Por otra parte el modelo desarrollado a partir de planteamiento por Zamel y col. (2009), puede
evaluarse en cualquier parte del sistema, con condiciones de frontera definidas en la longitud

total de dominio de solucion, con longitud total L = L, y de medida de longitud / en direccién
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Y, Z, que se obtuvo en la seccion anterior

!
Do 15 0 fr g % dydzdx
B Dy I? Cax=0—Cax=L

(2.3.25)

Este modelo requiere conocer las condiciones de entrada y salida de la concentracion. Sin em-
bargo, de manera explicita no define una escala o regién de dominio especifico de validez, lo
que puede llevar a inconsistencias en procesos de transporte en multiples escalas, ademas que
deja de lado la incorporacion a una ecuacion de medio efectivo para calcular la concentracion
promedio o incluso el acoplamiento con la reaccion heterogénea (que ocurre en interfase fluido-
s6lido). Sin embargo, si se delimita la Ec. (2.3.25) bajo la misma restriccion de escala que la Ec.
(2.4.4), se puede incorporar a la ecuacién de difusion macroscopica Ec. (2.1.6), donde ambas

ecuaciones son equivalentes de acuerdo a lo siguiente:

* Definiendo el volumen de promediado como V = I2L, donde L > I, de tal manera que se

satisface la restriccion de escala de acuerdo con el desarrollo de Ec. (2.2.11).

* De manera similar el diferencial de volumen se constituye de los diferenciales en vy, z, x,

respectivamente, dV = dydzdx. La Ec.(2.4.4), se reescribe como:

— - 2241
ﬁ DAB ox lzL/x /Z / 0 0x dydzdx ( )

e Al evaluar la derivadadesde x =0ax =1L,

d(Cap)P . Cax=0—Cax=L

~ 2242
dox L ( )
despejando el coeficiente de difusividad efectiva se llega a la siguiente ecuacion
L 7= [ y l aCA
D 1 [Z dydzdx
S W N e v (2.2.4.3)

8 —_
Ppy, 12 Cax=0—Cax=L

lo cual es posible dado la disparidad de escalas y es equivalente a la Ec. (2.3.25)

La pregunta radica si la expresion en las Ecs. (2.3.25) y (2.2.12), puede calcular el coeficiente
de difusion capturando el efecto espacial que ejerce la microestructura de medio poroso. Con
el fin de dar respuesta a esta pregunta es adecuado replantear el problema de valor a la fronte-
ra para las variables de cierre las Ecs. (2.2.6) - (2.2.9) compatible con las C.F (condiciones de
frontera). definido en las Ecs. (2.3.6) - (2.3.9). Con el fin de realizar una comparacién adecuada,
entre ambas expresiones.

Vb =0 en V (2.4.5)
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—nﬁa . Vbﬁ = nﬁc cn Aﬁc (246)
Restriccion (b‘B)[i =0 (2.4.7)

Tomando la componente en x del tensor de difusividad efectiva (Seccién 2.2).

D 1
gy L / nebydA (2.4.8)
Dap VB Sty
Vb =0 (2.4.9)
ob
=2 =0, en y,z=0,1 (2.4.10)
dy
ob
a—"zo, en y,z=0,1 (2.4.11)
Z
b,=0 en x=0,L (2.4.12)
()P =0 (2.4.13)

El transporte se genera principalmente en una direccion, se propaga en el espacio en direc-
cién (x, y) transporte bidimensional, asi como en (x, y, z) transporte tridimensional. El valor
de la concentracion en el limite de la frontera del dominio de sistema de solucién paralelo a
la direccién de transporte principal se aproxima a un valor constante, por lo tanto su derivada
es cero en el limite de dominio paralelo en direccion del flux, Ecs. (2.4.10) - (2.4.11). La con-
centracion en los limites de la celda en la direccion principal de transporte son equivalentes al
promedio, por consiguiente, las desviaciones de la concentracion y en el campo de variable de
cierre es cero, Ec. (2.4.12). De tal manera que las condiciones de frontera periddicas son rem-
plazadas por condiciones de simetria y simetria sesgada (Kim y col. 1987, Ochoa Tapia 1989,
Ochoa y col. 1994). El problema planteado en las ecs. (2.4.8) - (2.4.13) junto con la condicién
a la frontera Ec. (2.4.6), representa una manera general de resolver el problema de difusion
utilizando el VAM, puesto que no es necesario conocer especificamente las cantidades en la
entrada y la salida de concentracion, sino la direccién principal de transporte del sistema. No
obstante, el uso de condiciones simétricas implica que la estructura es simétrica en la direccion
en la que se ha establecido la condicién (Ochoa Tapia 1989, Ochoa y col. 1994). Para los fines
de este estudio, se utiliza como indicador del efecto de la estructura compleja, las condiciones
de frontera y para analizar el comportamiento del transporte por difusion.

En el orden de reducir el error en la solucion numérica se plantea el problema en las Ecs. (2.4.8)

- (2.4.13) en términos de variables adimensionales:

D 1
oo gy b / nb* dA* (2.4.14)
Dap €8 J Apgx)
V*2p* =0 (2.4.15)
ob*
—nxﬁznx, en Aﬁc (2.4.16)

27



(9_y* =0, en y.,7*=0,I" (2.4.17)

ob*
FE 0, en y,z"=0,I" (2.4.18)
b*=0 en x*=0,1 (2.4.19)
(b*)P =0 (2.4.20)

Donde las variables adimensionales se definieron como:
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2.5. Difusion y reaccion heterogénea de primer orden en me-

dios porosos

Como caso de estudio, se plantea el siguiente problema de difusion reaccién en particulas

cataliticas que pueden describirse como un medio poroso como se observa en la imagen, donde
la longitud caracteristica de particula R), es varios ordenes de magnitud mayor que la longitud
caracteristica de poros /g. De esta manera los pellets cataliticos se visualizan como sistemas
multiescala, donde ocurre transporte de masa por difusién y reaccion a través de los poros. En
gran cantidad de aplicaciones précticas, el nimero de Thiele microscépico suele ser menor a
uno, el cudl se define como longitud de poro por la raiz de la constante de velocidad de reaccioén
entre la difusion molecular. Bajo dichas condiciones el coeficiente de difusion efectivo depen-
de unicamente del transporte en la estructura del medio poroso. Esta condicién se satisface
debido a la disparidad entre la escala de poro y la longitud caracteristica de particula (Whitaker
1999), de manera que el tensor de difusividad efectiva es independiente del término de reaccion
(Valdes y col. 2017). A partir de este andlisis se plantea el problema de difusion reaccion en

régimen estacionario:

La ecuacion y el problema de valor a la frontera que describe el transporte por difusién a

escala local en la fase fluida se escribe de la siguiente manera
V‘(DAﬁVCAﬁ) =0 en VB (2.5.1)

En catalizadores heterogéneos la reaccion, ocurre en la interfase fluido solido  — o, la cual se
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representa en una condicion tipo Neumann
—ngo - (DapVCap) =kCs en Aps (2.5.2)

donde k es la constante de reaccion y el término de lado derecho en Ec. (2.5.2), representa una
reaccion irreversible de primer orden. Las condiciones de entrada y salida por el momento se

definen como una funcién que depende de la posiciéon
Cap=F(r) en A, (2.5.3)

Promediando la Ec. (2.5.1), siguiendo el procedimiento que se realizé en la seccion 2.1, sustitu-
yendo la condicidn en la interfase, Ec. (2.5.2), separando la concentracion local en su promedio

y desviaciones

V- [(Dapes¥{ Cap)?) + o [ 0((Cap)Ple— (Cap) o Caple)
“pox (2.5.4)
:/ k CAﬁ>B|r—|—CAﬁ|r)dA
Tpo(x)

De esta manera ahora se tiene un modelo con dos términos no locales uno difusivo y otro
relacionado con la reaccién en la superficie. Expandiendo cada uno de los términos (Cy ﬁ>ﬁ |r
en series de Taylor y mediante anélisis de ordenes de magnitud con base en la disparidad de

longitud de escala Ec. (2.2), la Ec. (2.5.4), se reduce en el siguiente modelo no cerrado

(Cap)Plxtys = (Cap)Plx (2.5.5)

V- [(DapepV{Cap) ﬁ+—/ ngoCaplrdA]
Tow (2.5.6)
:kaV(CAB>ﬁ]x+—/ kCag e dA
V o)

Donde el término a, es el area interfacial por unidad de volumen

D o(x
a =+ (1)dA = —Po™)
V' S tyorn 4

La solucién formal para las desviaciones de la concentracion es la siguiente
Cap =bg V{(Cap)P +d{Cap)P (2.5.7)

Al sustituir la solucién Ec. (2.5.7) en Ec. (2.5.6) y cerrar el modelo de medio efectivo, la

30



ecuacion macroscopica de transporte por difusion y reaccion acoplado se escribe como

V- (ggDes V(Cap)P) —ker(Cap)P =0 (2.5.8)
kefzé/d (14d)dA (2.5.9)

o

o bien, de acuerdo a la disparidad de escala lﬁ < L (Whitaker 1999), el ntimero de Thiele

ki3 ) . . . .
0> = D—f < 1, por lo tanto el coeficiente de reaccion efectivo se aproxima al valor de coeficiente
de reaccidén microscopico

kef%k

Por lo tanto, la Ec. (2.5.9) puede escribirse como

V- (ggDes - V(Cap)P) —ak(Cap)P =0 (2.5.10)

D =1+ i nﬁabﬁ dA
Dap VB Joo

en donde para capturar la informacion de transporte microscépico inicamente es necesario re-
solver el problema de cierre para la variable bg.

La Ec. (2.5.10), es el modelo macroscépico de difusion reaccion, que describe el transporte por
difusién y reaccion a través de la estructura porosa, donde el segundo término de reaccién en
el lado derecho de la igualdad representa la generacion de gradientes de concentracion locales
espaciales que dependen del valor de médulo de Thiele macroscépico, cuya definicion se expli-
cara en la siguiente seccion. Si el coeficiente de difusion efectiva es superior a la velocidad de
reaccion, el decaimiento de la concentracion en el sistema serd menor, permitiendo un mayor
alcance de transporte a lo largo del catalizador. En caso contrario, si la reaccion es mds ripida,
se observard un mayor consumo cerca de la superficie externa. Por otro lado, si el coeficiente
de difusion y la velocidad de reaccion estdn en el mismo orden de magnitud, se alcanzard un
equilibrio entre el transporte espacial suavizado y el grado de consumo de reactivo. A la inter-
accion antes descrita se puede calcular y analizar mediante el factor de efectividad, propiedad

que se abordard a continuacion.

2.5.1. Factor de efectividad y modulo de Thiele, difusiéon en particulas
cataliticas, transporte intraparticula

La difusividad efectiva en catalizadores heterogéneos porosos mide las resistencias internas

al transporte de sustancias a través del medio poroso. La interaccion entre lo que ocurre en el

interior y la superficie externa se captura mediante el factor de efectividad. La expresion gene-

ral para calcular el factor de efectividad para cualquier geometria es la siguiente:
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1

n= lfo Cprdx 2.5.11)

Jo Cilx=1x*"dx*
El factor de efectividad se define como la tasa de rapidez de reaccién considerando las resis-
tencias internas al transporte por difusion, entre la tasa de rapidez de reaccion sin resistencias
internas, donde se supone que la reaccion ocurre en la superficie de particulas. Enlaec. (2.5.11),
n indica el sistema de coordenadas donde n=0 para coordenadas cartesianas, n=1 cilindricas y
n=2 esféricas.
Desarrollando el planteamiento del problema para calcular el factor de efectividad, en tres ti-
pos de geometria de particula en cantidades adimensionales, para ello se define las siguientes

variables adimensionales:
Ca

, Ci=—%, &= =
I A Cao ¢ 8[3Def ¢ SBDef

X ke _ p_kay (2.5.12)

Xk =

Noétese que ha aparecido el mddulo de Thiele el cual estd en funcion del coeficiente de
difusividad efectiva, se define como el médulo de Thiele de particula ® o médulo de Thiele
macroscopico (Valdés Parada y col. 2011) el cual se diferencia del tradicional médulo de Thie-
le a escala del poro (Whitaker 1999). Su definicién es mas cercana a lo planteado por Ernest
Thiele en 1939. Se redefine Cy, en la Ec. (2.5.12) como concentracion promedio C4 = ( Cy ﬁ>ﬁ ,
l. es longitud caracteristica que depende de la geometria de particula y se ha aplicado la pro-
piedad de simetria del tensor D, s = DI
De esta forma las ecuaciones de transporte de difusion reaccidn en tres tipos de geometria de

particula se define en las siguientes ecuaciones:

¢ Coordenadas cartesianas.

d (dC, ’
—4 1 —-®°C, =0 2.5.13
dx* (dx*) A ( )

la concentracion en el centro de la particula

xX'=0 Cy=1 (2.5.14)
condicion en la superficie de particula
dcC;
X = 4= (2.5.15)
dx*

su solucion formal es

. cosh[®(x* —1)]
A7 cosh(®)

(2.5.16)
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sustituyendo e integrando este resultado en la Ec. (2.5.11)

_tanh(®)
>

donde 1 depende tinicamente de mdédulo de Thiele

¢ Coordenadas cilindricas.

1 dc;
d <x* A)—cpzczzo

x* dx* dx*

condicion en la superficie de particula
=1 C;=1

concentracion en el centro de la particula

acy

k :O
* dx*

0

(2.5.17)

(2.5.18)

(2.5.19)

(2.5.20)

La solucién formal de la Ec. (2.5.18) y Ec. (2.5.11) para coordenadas cilindricas son funciones

Bessel modificada de primer tipo:

factor de efectividad

¢ Coordenadas esféricas.

x*2 dx*

concentracion en el centro de particula
xX'=0 C;=0

condicion en la superficie

solucién formal
. senh(dx")

A7 x*senh(®)
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(2.5.24)

(2.5.25)
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factor de efectividad 3

1 1

Los detalles de la solucion para cada geometria se desarrolla y describe en el Apéndice (5.3).

2.5.2. Difusion reaccion heterogénea de primer orden en régimen transi-
torio.

Con el propdsito de estudiar la variacion espacial de fases en modelos de medios porosos

de estructuras aleatorias y comparar los modelos, al evaluar los cambios de concentracion en

espacio y tiempo en pellets cataliticos se plantea el siguiente problema de difusion reaccién en

régimen transitorio.

Difusioén estado transitorio en la fase fluida.

8CA[3
35 =V. (DA[;VCAI;) en Vﬁ (2.5.28)
Condicion en la interfase
—nﬁc . (DAﬁVCAﬁ) = kCA cn AﬁG (2529)

Aplicando los operadores de promediado superficial e intrinseco, mediante la relacién en Ec.
(2.4), teorema espacial de promediado Ecs. (2.7) y (2.9), asi como separacion espacial de Gray
para eliminar los términos puntuales Ec. (2.9). Cerrando el modelo mediante el planteamiento
de problema para las desviaciones y su solucién a través de un problema en términos de va-
riables de cerradura; se llega a la siguiente ecuacion de difusién y reaccién macroscépica en
régimen transitorio

9(Cap)”
€ﬁ<x>a—f =V (&g Derx) - V{ Cap)?) —ker( Cap)P =0 (2.5.30)

Los detalles para llegar a la Ec. (2.5.30), se pueden consultar en el Apéndice (5.4). La obtencion
de esta ecuacion esta sugeta a la disparidad de escalas Ec. (2.2) lo que permite que el tiempo
caracteristico de transporte sea lo suficientemente grande, por lo tanto el transporte a esa escala
microscopica se aproxima al régimen estacionario.

Precisando el problema para el transporte en una particula catalitica, despreciando la curvatu-
ra, considerando el transporte unidireccional. Se plantea el problema de valor a la frontera en

coordenadas cartesianas; donde las variaciones del tensor de difusividad efectiva dependen tni-
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camente de las variaciones de distribucion espacial de fases en la microestructura. Utilizado la
propiedad de simetria del tensor D, = D, (I y tomando la componente en x aplicando producto
punto en ambos lados de la Ec. (2.5.30) por el vector unitario dirigido a x. Se puede escribir de

la siguiente manera

I(Capg)? 9 d(Cy
9 ox |\ BDw

B
gp——— = o Tﬁ)> —kep(Cap)P =0 (2.5.31)

CFE

El tamafio de longitud caracteristica de particula /,, corresponde a la mitad de tamafio de region
de medio poroso y siendo la superficie, donde la concentracion de especie A es una concentra-
cién conocida

x=1, {Cap)P=Cuo (2.5.32)

En el centro de particula, se considera que desde el punto central el transporte de un lado con

respecto a lado opuesto es simétrico

9 Cap)P

=0
o ox

=0 (2.5.33)

Se plantea una condicion inicial que sea compatible con las C.F., Ecs. (2.5.32) - (2.5.33)

x2

t=0 (Cap)f= Cao g (2.5.34)
p

Para adimensionar las Ecs. (2.5.31)-(2.5.34), se definen las siguientes variables adimensionales

_ %, Ci = <CCA3>ﬁ, Xt = lﬁ =1 key L D= De (2.5.35)
P A0 P €Dy Dg
adimensionando las ecuaciones
* 2%
%ff = gxfg —PC; (2.5.36)
CF.
=1 Ci=1 (2.5.37)
w0 29y (2.5.38)
ox*
condicion inicial
=0 C;=x" (2.5.39)

Para la solucién del problema, una vez determinado el valor de coeficiente de difusividad efec-
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tiva para N nidmero de simulaciones en estructuras generadas de manera aleatoria, se desarrolla
la solucién analitica mediante una superposicion compuesto por dos contribuciones: solucién
en estado transitorio y solucién en estado estacionario, los detalles y el desarrollo de la solu-
cion se describen en el Apendice (5.4.1). La solucion analitica al problema de difusion reaccion
transitorio resulta ser

cosh( CI>x s )t (—1)"®Ptanh(P)

Zz 2 S ()2 cos(nmx*)exp[—(n*w* + ®)1*]
(2.5.40)

En esta ecuacién Cj es la concentracién promedio adimensional, donde el primer término de

Ca(x™,1") = “cosh(®)

lado derecho de la igualdad corresponde a la contribucién de la solucion en estado estacionario
mientras que el segundo termino corresponde a la contribucidn transitoria que ejerce el efecto
en el tiempo. De acuerdo al termino definido en la expresion exponencial, si se incrementa el
modulo de Thiele macroscopico (®), El proceso alcanzard el régimen estacionario mds rapi-
damente dado que la funcidn tiende a cero, mientras que cuando decrece el proceso llegara al

régimen estacionario a tiempos mds grandes.
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2.6. Simulaciones numeéricas

Con la finalidad de estudiar la difusion considerando de la distribucién y variacién espacial
de fases se realizé la construccion de microestructura de medio poroso generadas de manera
aleatoria en celdas unitarias de longitud 1x1 2D y 1x1x1 3D. El sistema de ecuaciones EDO
para calcular el coeficiente de difusividad efectiva D,y para cada iteracion, se resolvié bajo
esquema numérico implementando el método de elemento finito. Nuevamente para reducir el
margen de error en la soluciéon numérica, se plantea el problema de valor a la frontera en

términos de variables adimensionales

Ny N, Ny dcC
D,y 1Lt (Zk:12j:1 d_)?lyjijAZk> Ax;
Dy I Cax=0—Cax=L

(2.6.1)

La exactitud de 1a Ec. (2.6.1), dependera del tamafio de cada elemento, un menor tamaiio de ele-
mentos en la malla aproximard la solucion a valores mds precisos de acuerdo con el desarrollo
para llegar a ec. (2.3.25), la estabilidad de la solucién mediante criterio de convergencia de ma-
lla. Donde la ecuacion se calcula en las zonas donde la derivada toma valores diferentes de cero.

Planteamiento de problema en su forma adimensional

VICi=0 VQ €k (2.6.2)
—ngs-V'Cy=0 en Ag, (2.6.3)

en x*=0, Ci=1 Ve y' 7 (2.6.4)

en x*=1, C;=0 Ve y' 7 (2.6.5)
flif‘ =0 en plano x*z", en y" =0,l" (2.6.6)
C;fg =0 en plano x*y*, en z"=0,I" (2.6.7)

Definicion de variables adimensionales

Cj{:%, x*:%, y*=%, z*=§

Se realiz6 el célculo para N ndmero de configuraciones espaciales distribuidas aleatoriamente
para tres tipos de geometria de particulas circular, cuadrada y esférica, en modelos de celda
cuadrada 2D como Figura 3.3 y cubica 3D de la forma de Figura 3.7, respectivamente.

Como pardmetros de entrada se tiene el radio o longitud de particulas r), porosidad &g, longitu-
des espaciales de celda como su tamafio /, ubicacion espacial (x,y,z), nimero de configuraciones

y/o simulaciones totales N. Como limites espaciales se definio las fronteras de la celda, dos li-
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mites en celda 2D y tres limites en celdas 3D, en donde las fases se encuentran uniformemente
distribuidas en el espacio, esto quiere decir, que tienen la misma probabilidad de estar en cual-
quier parte dentro de la celda y cambian de posicién con cada iteracion, cuyo diagrama se

visualiza en la Figura 2.2.

Inicio Tiempo

v

Parametros
entrada

Fintiempo
i+1
Limites espaciales
Algoritmo
estructuras
Calcular Deff |« Int. Numérica |« Sol. Jacobiano

Célculo Deff

Conexion

Matlab - Comsol

Figura 2.2: Diagrama de algoritmo de simulacién para calcular D, en diferentes geometrias
de particulas y configuraciones espaciales para N nimero de iteraciones.

El programa general consiste primero en la construccién y generacion de la estructura con-
siderando tres tipos de geometria de particula: cuadrados, circulos y esferas. Generada la es-
tructura se realiza la simulaciéon enlazando Comsol multyphisics con Matlab, se resuelve el
problema de difusion Ec.(2.6.2) bajo las condiciones de frontera Ecs. (2.6.3)-(2.6.7) y se cal-
cula la difusividad efectiva a partir de la evaluacién de la integral en Ec. (2.6.1), esto se repite

hasta completar el nimero total de simulaciones N.
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Capitulo 3

RESULTADOS Y DISCUSION

3.1. Analisis de las soluciones PCL vs PSS, para el calculo de
difusividad efectiva en la microestructura compleja de

medios porosos.

Cuando se utilizan métodos numéricos para aproximar soluciones es necesario realizar
pruebas de convergencia e independencia de malla, para evaluar la precision y confiabilidad
de los resultados. Las pruebas de convergencia consisten en verificar si los resultados se esta-
bilizan y se acerca a un valor constante a medida que se va refinando la malla. Se realizaron
pruebas estandar de convergencia e independencia de malla, con el fin de garantizar la indepen-
dencia de los pardmetros con respecto al tamafio de malla. Se evalué la estabilidad de ambas
soluciones con base en la cantidad del nimero minimo de elementos necesarios tal que la so-
lucién numérica se estabilice, aumentando gradualmente el nimero de elementos hasta que el
error relativo porcentual entre el valor anterior Dé Y el nuevo valor D?]Zl sea menor que la
tolerancia minima, 1 x 107>, Primero se realiz6 el anélisis comparativo entre el modelo desa-
rrollado a partir de solucion de PSS y solucion PCL con respecto a las soluciones analiticas
para geometrias cilindricas, ecuacion de Rayleigh (1892) y geometrias esféricas, ecuacién de

Maxwell (1881), cuyos modelos se encuentran en funcién de la fraccion volumétrica.

Modelo propuesto por Maxwell, (1881):

Dey 2 (3.1)

DAﬁ 3 - 8[3 '
Modelo propuesto por Rayleigh, (1892):

Def 8[3 (3 2)

DAﬁ 2 - Sﬁ '
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Figura 3.1: Grificas D, s, adimensional vs porosidad, para a) cilindros valores PCL, PSS y
comparacion solucion Rayleigh (1892). b) Esferas valores PCL, PSS y comparacion solucion
Maxwell (1881).

Tabla 3.1: Resultados y pruebas de convergencia de las expresiones D, PSS Ec. (2.3.22) y
D, fPCL Ec.(2.4.14), para un medio poroso compuesto por cilindros o circulos centrados y

calculo del error relativo porcentual con respecto a la solucion analitica de Rayleigh (1892),
Ec. (3.2).

No. No. Elementos  Elemento
Rayleigh Doy Elemento  Elementos  de frontera sde
s PCL Def frontera
Doy 1209
X 0.66666667 0.66113 | 0.65369
0.6 0.71428571 0.71798 0.7128 284 284 76 76
0.7 0.76923077 0.77459 | 0.77107 408 412 80 80
0.8 0.83333333 0.83777 | 0.83557 580 582 84 84
0.9 0.90909091 0.91154 | 0.91032 894 1696 88 132

%Errorprom 0.56924 | 0.55944

Tabla 3.2: Resultados y pruebas de convergencia de las expresiones D,.rPSS Ec. (2.3.25) y
D, sPCL Ec.(2.4.14), para un medio poroso compuesto por esferas centradas y calculo del error
relativo porcentual con respecto a la solucion analitica de Maxwell (1881), Ec. (3.1).

No. No. Elementos  Elementos
Maxwell 1B Elementos  Elementos de frontera de
Def PCL frontera
PCL
0.5 0.8 0.75857 0.75333 22318 22894 11238 11292
0.6 0.83333333 | 0.83211 0.82553 7437 6951 2744 2574
0.7 0.86956522 | 0.86764 0.87094 179339 8101 12496 1848
0.8 0.90909091 | 0.91672 0.91267 8738 9307 1464 1620
0.9 0.95238095 0.9565 0.95475 12439 12039 1454 1372
%Errorprom 1.36373 1.51414
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La comparacion con las ecuaciones de Rayleigh (1892) y Maxwell (1881), presentan apro-
ximaciones razonables con errores porcentuales en promedio de 5 x 1071 y 1 x 107!, respec-
tivamente, con una ligera mejor aproximacion por parte de la solucién a partir de PSS. Los
errores se atribuyen a las condiciones de frontera aproximada en la fronteras de celda de los
modelos analiticos; los autores mencionan que la ecuacion de Rayleigh para cilindros falla pa-
ra bajas porosidades, mientras que le ecuacion de Maxwell, presenta resultados méas confiables
para altas porosidades, debido a la aproximacién de valores de la concentracion a la frontera.
Una vez se ha evaluado la fiabilidad de las soluciones con respecto a las soluciones analiticas,
se comienza el andlisis de estudio del efecto de distribucion espacial de fases de la microes-
tructura en el valor de D,r. Un aspecto que menciona la literatura es la simetria, identificado
como el factor que produce efectos en el coeficiente de difusion efectivo. Vazquez y Dagdug
(2010), mediante simulacién numérica han demostrado que geometrias asimétricas pueden ge-
nerar efectos de difusion asimétrica. Entre los tipos de simetria se pueden plantear los siguientes

principalmente:

* Simetria de traslacién. Cuando una propiedad que es invariante ante acciones de desplaza-

miento (Saldivar F. 2006), deslocalizacion de fases, medios poroso dispersos.

* Simetria de rotaciéon. Cuando una propiedad es invariante ante acciones de rotacién u orienta-
cidn, respecto a su posicion inicial, cuyo efecto puede encontrarse en el transporte anisotropico
(Kim y col. 1987), que bien implicitamente involucra que el coeficiente de difusién efectivo
varia espacialmente de acuerdo al dngulo de orientacién de transporte de sustancias, tema que

se profundiza en la Seccién 3.2.

Partiendo de la premisa, se realiza el andlisis de la simetria en modelos de celda unitaria,
considerando la definicion, la simetria puede perderse bajo los siguientes escenarios: 1. Des-
localizacion de particulas en la celda (distribucién dispersa). 2. Particulas de distinto tamafio
(polidispersion).

Para representar la microestructura compleja de medios porosos se han utilizado modelos de
medios porosos desordenados (Whitaker 1999), periddicos y cuasi periddicos. Davit, y., Quin-
tard, M. (2017), mostraron que medios porosos periddicos pueden presentar fluctuaciones es-
paciales de transporte, como una manera de suavizar las fluctuaciones se menciona que, la
longitud caracteristica del poro debe ser mucho menor que la longitud de la celda, de modo que

se cumpla la siguiente restriccion de longitud de escala (Quintard M. y Whitaker, S., 1994).
lg <1 G4

Para comprobar el postulado anterior, se realiza la construccion de modelos de medios porosos
compuestos por cinco celdas unitarias, con dos particulas s6lidas en cada celda en un arreglo

diagonal espejo en cada celda con respecto a la primera para cilindros y cuadrados; modelos
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de cinco celdas con una sola particula (circulos y cuadrados) cada particula acomodada en el
lado opuesto de la celda, de tal manera que se incremente la distancia de longitud de poro
en ambos tipos de acomodos para porosidad de 0.7. Se realizaron pruebas de convergencia
e independencia de malla con el fin de comparar el modelo como se muestra en la Fig. 3.2.
mediante un problema de cerradura local (PCL), problema de cerradura utilizando condiciones
periddicas en las fronteras (PCLcp) y el modelo mediante la solucion PSS. En la Fig. 3.2. se
muestran los graficos de campo de concentracién a partir del modelo en Ec. (2.3.22) mediante

(PSS), asi como se el campo de la variable de cerradura a partir del PCL.

Figura 3.2: Perfiles de concentracion y de la variable bx adimensionales. Medios porosos com-
puestos de un acomodo diagonal espejo, a) circulos y b) cuadrados. €5=0.5.

Tabla 3.3: Resultados y pruebas de convergencia de las expresiones D, PSS mediante la Ec.
(2.3.22), D.yPCL Ec.(2.4.14), D.fPCLcp Ec.(2.2.12), para un medio poroso compuesto por
circulos en cinco celdas unitarias de acomodo diagonal espejo horizontal.

= Doy D.;PCLcp DerPCL
0.7 0.71875 0.74616 0.71512
No. Elementos 3748 834 732
Elementos de frontera 576 136 128
Y%Error 3.8 0.50

Tabla 3.4: Resultados y pruebas de convergencia de las expresiones D, PSS mediante la Ec.
(2.3.22), D.fPCL Ec.(2.4.14), D.fPCLcp Ec.(2.2.12), para un medio poroso compuesto por
cuadrados de acomodo diagonal espejo horizontal.

e Doy DorPCLep DoyPCL
0.7 0.66576 0.69126 0.66644
No. Elementos 2914 834 834
Elementos de frontera 669 115 115
Y%Error 3.8 0.1

Las Tablas 3.3-3.4, muestran los resultados de porosidad con valor de 0.7, cuya longitud
maxima de poro es del tamafio de una celda unitaria. Se obtuvo errores de 0.5 % para circulos y
0.1 % para cuadrados, mientras que el modelo PCLcp tiene una diferencia de 3.8 %, tablas 3.3-

3.4, un error de la misma magnitud se obtiene con un modelo de particula centrado simétrico.
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Como se observa en la Figura 3.2 las lineas de trayectoria en el dominio de concentracion
siguen un camino lineal hasta chocar con el obsticulo, en el caso de particulas sélidas de
geometria circular son rodeadas siguiendo la trayectoria curva, una vez rodeado el obsticulo
retoman su trayectoria horizontal. Se observa un patrén similar con particulas cuadradas con
excepcion de que el choque es abrupto en comparacion con la geometria circular continuando
con una trayectoria recta en el eje de las abscisas. En el dominio de la variable by, se observa
el campo vectorial alrededor del obstaculo, en las Fig. 3.2 a) y b), las lineas de trayectoria del
vector ingresan en la interfase desde la frontera izquierda y salen de la interfase de lado derecho
de la frontera, en ambas particulas, generando un patrén ciclico, el cual es el efecto de la fuente
sobre el campo vectorial presente en la Ec. (2.2.14).

Para evaluar la polidispersion, se utilizaron modelos de celda compuesto por cuatro particulas
de geometria circular, considerando dos tamaiios distintos de particulas, a partir de definir el
diametro de dos particulas d;. se tomo el tamafio de las segundas: d, = 0.8d, d» = 0.7d,
dr =0.6d1,y d» = 0.5d;, con respecto a los tamanos de las primeras, porosidad de g =0.5, los

resultados se muestran en la Figura 3.3

e ecsiican b))

Figura 3.3: a) Perfiles de concentraciéon adimensional PSS Ecs.(2.6.2)-(2.6.7). b) variable bx
(PCL) Ecs. (2.4.15)-(2.4.20) y c) variable bx (PCLcp) Ecs. (2.2.13)-(2.4.16). Medio poroso
compuesto de circulos con dos tamaiios diferentes de particulas, de izquierda a derecha d, =
0.84d;, dz =0.7dy, dp = 0.6d1, y dz =0.5d, 8[3=0.5.
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Tabla 3.5: Resultados y pruebas de convergencia de las expresiones D,y mediante la Ec.
(2.3.22), PCL Ec.(2.4.14), PCLcp Ec.(2.2.12), para un medio poroso compuesto por particulas
circulares de dos tamarfios distintos, relaciones de diametros d» — 0.8d, d» = 0.7d;, d» = 0.6d;,
y dy = 0.5d;. (N.E: Numero de elementos, E.F: Elementos a la frontera).

N. N.E e [F
dy/2 d,/2 DesPCL %ErrorPCLep ~ %ErrorPCL . e PClLcp  PCLcp N.EPCL
d,=0.8d, 0.22028 0.17622 0.63623 0.63986 0.62947 0.57 1.06 908 214 912 214 908 214
d;=0.7d 0.2311 0.16177 0.62777 0.64599 0.62118 2.9 1.05 990 220 956 216 990 220
d;=0.6d 0.24189 0.14514 0.61287 0.65256 0.60669 6.48 1 1102 226 1096 226 1100 226
d;=0.5d 0.25231 0.12616 0.58922 0.65821 0.58332 11.7 1 1278 236 13244 2200 1280 238

El PCLcp exhibe diferencias de 11 % Tabla 3.5, para una diferencia de tamaiio de particulas de
50%, con respecto al modelo PSS Ec. (2.3.22) y un error méximo de 3 %, para diferencia de
tamafios de 60 % con respecto al PCL. Esto se debe a que conforme aumenta la diferencia entre
los radios de particula el efecto se vuelve perceptible debido a que se pierde la simetria. En el
campo de la variable de cierre se observa patrones de trayectoria de linea de vector similares
con una diferencia en el centro entre las dos particulas de mayor tamafio donde las lineas
siguen una trayectoria mds extensa cuando la diferencia entre dos tamafios de particula es el
doble, de manera similar se observa la grafica de campo de concentracion local. Las lineas de
camino al rodear obsticulos de un radio mayor siguen una trayectoria de camino mas largo (ver
Figura 3.4). De acuerdo a los patrones de flujo, a pesar que ambos contienen un mismo valor
de porosidad el camino es mas tortuoso al aumentar la diferencia entre los tamafios de particula

dado que trayectoria de camino que tiene que recorrer las lineas de flujo es mas extenso.

Figura 3.4: Lineas de corriente de flujo para diferencia de didmetros de particula 50 % / 80 %,
perfiles de concentracion, £5=0.5.

Posteriormente, se analiz6 el modelo de 4 particulas con diferencia de radios de particula de
50% en modelos periddicos 10 celdas y 100 celdas. De acuerdo a los resultados no se observa
diferencias significativas, con respecto al modelo de una celda, mostrada en la Figura 3.5, lo
cual indica que el modelo PSS, representa de manera satisfactoria modelos periddicos en una

direccion utilizando una sola celda.
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Figura 3.5: Perfiles de concentracion adimensional, para diferencia de tamafio de 50 %, com-
puesto por 10 celdas, £5=0.5.

Tabla 3.6: Resultados y pruebas de convergencia de D,y mediante la Ec. (2.3.22), cdlculo de
porcentaje de error relativo porcentual utilizando 1, 10 y 100 celdas, para un medio poroso
como el mostrado en Fig. 3.5.

g =05 Der(1 celd) Der (10 celd) Def(100 celd)
r2=0.5r1 0.58922 0.57171 0.56994
N. E 1278 13244 132948
E. F 236 2200 21820
%Error 2.9 3.3

Con el propésito de analizar el efecto de la geometria, se realiz6 el analisis para otro modelo
periddico de cuadrados con valores de porosidad de 0.4 y 0.8, para 1 celda, 10 celdas y 100
celdas. Similares a modelos de macroporo y microporo propuesto por Wakao y Smith (1962,
1964). Comparando con el modelo de una sola celda mediante PCLcp donde se obtiene una
diferencia de 13 % para porosidad de 0.4, debido al drea de obstruccidn respecto a la direccion
en la que se transporta el flujo, por lo demas, la diferencia entre los valores del coeficiente para
1, 10 y 100 celdas utilizando la Ec. (2.3.22) son pequeiios.

=l

= = ]

Figura 3.6: Perfiles de concentraciéon adimensional para un medio poroso periodico compuesto
por particulas cuadradas, para valores de porosidad de €5=0.4 y 0.8, L = 10/ celdas
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Tabla 3.7: Resultados y pruebas de convergencia de las expresiones D,y mediante la Ec.
(2.3.22), D.sPCLcp Ec.(2.2.12), para un medio poroso periddico compuesto por particulas de
geometria cuadrada y célculo del error relativo porcentual para g5=0.4.

) Der(1 celd) Der (10 celd) Der(100 celd)
r2=0.5r1 0.58922 0.57171 0.56994
N. E 1278 13244 132948
E.F 236 2200 21820
%Error 2.9 3.3

Tabla 3.8: Resultados y pruebas de convergencia de las expresiones D,y mediante la Ec.
(2.3.22), D, sPCLcp Ec.(2.2.12), para un medio poroso periddico compuesto por particulas de
geometria cuadrada y calculo del error relativo porcentual para £5=0.8.

g =08 D¢y (10 celd) Des (100 celd) DrPCLcp
0.81066 0.83194 0.83211
N.E 2875 6750 100
E.F 506 2455 36
%Error 2.6 2.65

El uso de condiciones periddicas en el dominio de variable de cierre presenta menores diferen-
cias entre los valores PCLcp y PSS, cuando la distribucién espacial de fases en la estructura
de medio poroso representadas en la celda, poros y particulas sélidas, tienen una configuracion
simétrica; suavizando espacialmente las fluctuaciones del efecto de propagacion de la fuente en
la interfase fluido-sélido -0 y los que produce las condiciones a la frontera. Las condiciones a
la frontera periodicas son adecuadas cuando la estructura no es simétrica y el sistema de medio
poroso satisface una disparidad de escala. Por otra parte, el coeficiente de difusividad efectiva
es independiente del tamafio de dominio de solucién en régimen estacionario dado que la tasa

de transporte de masa es constante.

Finalmente se construyeron modelos 3D con 27 particulas con tres tamafos distintos de geo-
metria esférica de acomodo aleatorio de particulas, se realizaron 100 configuraciones aleatorias
de particulas para porosidad de 0.7, 0.5. Para porosidad de 0.3, 10 configuraciones. Se encontrd
una diferencia de 27 %, lo que indica que para bajas porosidades el PCLcp, presenta mayor error
con respecto al modelo PSS. Esto se atribuye a la asimetria que genera la dispersion de particu-
las en el medio poroso, efecto que un PCL utilizando condiciones periddicas en los limites de

la celda, no captura al estar mas cerca de las fronteras.

46



Tabla 3.9: Resultados y pruebas de convergencia de las expresiones D, PSS mediante la Ec.
(2.3.25), D, sPCLcp Ec.(2.2.12), para un medio poroso compuesto por particulas esféricas de
tres tamafios distintos en un modelo de celda 3D para tres porosidades €5 =0.3, 0.5y 0.7.

No. No. Elementos  Elemento
D,sPCLcp  %Error Elementos Elemento de s de L d2/2 ds/2
Dy s frontera frontera
PCLcp Dey Dy PCLcp
0.31356 0.60054 0.76745 27.8 495403 119783 202704 27918 0.24432 0.19545 0.12216
0.51174 0.7442 0.75333 1.2 540008 22894 188846 11292 0.20085 0.16068 0.10042
0.70309 0.86234 0.87094 1 435207 8101 138026 1848 0.1694 0.13552 0.0847

Figura 3.7: Graficos de perfiles de concentracion adimensional, de izquierda derecha porosi-
dad de 0.31356, 0.51174, 0.70309/ perfiles de concentracion de variable bx a partir de PCLcp
gg =0.31356.

3.2. Anisotropia

La presencia de anisotropia en medios porosos, genera gradientes de concentracion en dife-
rentes orientaciones y direcciones. Esta caracteristica influye la trayectoria del flujo de sustan-
cias, puede ser causada por la disposicion asimétrica de particulas; tanto en la ubicacidn, dis-
tribucion espacial asi como de tamafio. Kim y col. (1987), calcularon el tensor de difusividad
efectiva utilizando distintas geometrias de particulas, incluyendo esferas de vidrio, particulas
de mica, y un medio poroso artificial compuesto por discos, su estrategia consistié en manejar
la complejidad del medio mediante caracteristicas efectivas de la microestructura basadas en
medidas efectivas de geometria de particulas como la longitud, ancho y distancia o tamafio de
poros comprendido entre particulas, incorporando estas medidas fisicas en la expresion de ten-
sor de difusion. En sistemas de medios porosos reales complejos, es complicado conocer con
precision esta informacion.

La anisotropia en el proceso de difusion se calcula por medio de evaluar la diferencia entre
las componentes del tensor de difusion efectivo, bajo distintas orientaciones de transporte de
sustancias. De acuerdo a Kim y col. (1987) el proceso de difusion es isotropico cuando las
componentes transversal y normal son equivalentes o toman valores aproximados Dy, = Dyy,
cuando esta igualdad no se cumple se dice que el medio poroso es anisotrépico con respecto al

transporte por difusion de sustancias.
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En el orden de estudiar e identificar que caracteristicas en microestructuras de medios porosos
reales ejercen en el transporte anisotropico, se realizan simulaciones a escala del poro en un
material polimérico que contienen distintas cantidades de lignina. Mediante la digitalizacion y
reconstruccion en 2D de imédgenes obtenidas mediante la técnica de microscopia electrénica de
barrido (SEM), de acuerdo con el estudio por Wnuczek y col. (2020). El coeficiente de difusion
se calculé en diferentes angulos de orientacidn, a partir de realizar rotaciones de 8 =90°, que
corresponde al transporte principalmente en direccion de la componente en x correspondiente a

0°y 180°; direccion de flux en la componente en y correspondiente a 90° y 270°. Los coeficien-

tes se calculan a partir de las Ecs. (2.3.22) y (2.3.26), resolviendo el problema de valor definido
en las Ecs. (2.3.1)-(2.3.5), Ecs. (2.3.1), (2.3.27)-(2.3.29) y a partir de PSS, implementando el

método de elemento finito a partir de las muestras de imagenes SEM.

Figura 3.8: Imagenes SEM de estructura de material polimérico tratados con diferentes can-
tidades de lignina (lg); a) SEM1: 0 gr 1g, b) SEM2:1gr Ig y ¢) SEM3:2¢g Ig. (Wnuczek y col.
2020).

En las Figs. 3.9-3.11, se muestra el perfil de concentracion en cada una de las muestras
SEM, se observan variaciones y desviaciones en distintas direcciones. La presencia de obsticu-
los influye en los patrones de flujo, creando vortices alrededor, que se forman debido a im-
perfecciones en las particulas sélidas y distribucién asimétrica de particulas, lo que produce
una fuerte anisotropia. Los efectos oscilatorios en las lineas alrededor de los obstaculos causa
resistencias al transporte, debido a la aglomeracion de particulas.

De acuerdo a la Figura 3.11, la imagen SEM3 se observa un mayor numero de oscilaciones
alrededor del obsticulo debido a una mayor cantidad de particulas aglomeradas, formando una
barrera al transporte en los cuatro dngulos de orientacion. En los gréificos de contorno Fig.
3.11, se pueden observar puntos maximos de gradientes de concentracion, los valores de las

componentes del tensor Dy, y Dy, (Tabla 3.10), son pequefios con respecto a las dos muestras.
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Figura 3.9: Perfiles de concentracion adimencional para el cdlculo de las componentes a) Dy,
¢) Dy, y contorno b) Dyy, Dyy; SEMI, g =0.42562.

AN o " b)

Figura 3.10: Perfiles de concentracion adimencional para el cdlculo de las componentes a) Dy,
¢) Dyy y contorno b) Dy, Dyy; SEM2, gg =0.38204.
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Figura 3.11: Perfiles de concentracion adimencional para el calculo de las componentes a) Dy,
¢) Dyy y contorno b) Dyy, Dyy; SEM3, g =0.34193.

Por otra parte, la muestra SEM2 Fig. 3.10, exhibe mayor variedad de tamafios, con distribu-
cién de particulas dispersas espacialmente (este ultimo aspecto se analiz6é con mayor detalle en
la seccion 3.3), lo que, a pesar de no reflejar un acomodo uniforme simétrico, permite un mejor
paso de flujo, los componentes del tensor de difusion presentan valores més elevados en compa-
racion con la muestra SEM3. Es decir, el camino libre es menos tortuoso en esta configuracién
con respecto a la muestra SEM3 Fig. 3.11. La tortuosidad estd directamente relacionada con
la difusividad efectiva; a medida que la difusividad efectiva aumenta, la tortuosidad decrece de
acuerdo a la relacion propuesta por Zhang y col. 2019; Valdés y col. (2010).

Por otra parte, la muestra SEM1 Fig. 3.9, contiene mayores tamafios de particula (130 wm) con
respecto a las muestras SEM2 y SEM3 (28-53 um), de acuerdo a la descripcion cuantitativa
de las mediciones microscépicas (Wnuczek y col. 2020). Para este caso, la difusividad efectiva
toma valores mas altos en esta muestra (tabla 10), ademas el valor de componentes D, Dy,
son los que més se aproximan entre si de entre las tres imdgenes de acuerdo a la diferencia
porcentual Ec. (3.5), esto se debe a que las particulas mantienen una distancia entre ellas per-
mitiendo el transporte alrededor y a través de ellas, con una cantidad menor de particulas en
contacto; mostrando un camino menos tortuoso de acuerdo a los patrones de lineas de flujo y

graficos de contorno.

50



Los resultados de calculo de tensor de difusién se presentan en la tabla 3.10. El grado de

anisotropia se mide mediante la diferencia porcentual entre ambos valores, Ec. (3.5).

Tabla 3.10: Comparacion de los resultados de las muestras de imagenes 2D: SEM1, SEM2 y
SEM3. Para valores de porosidad de £g =0.4256, 0.382046 y 0.34193 para calculo de diferencia
porcentual entre las componentes del tensor de difusion Dy, Dyy.

No. No. Elementos Elementos

Elementos Elementos de de

) D frontera frontera

Dixx Dy,

SEMI [ 0.42562 0.38356 0.30929 21.4 493989 493989 12197 12197
SEM2 [ 0.38204 0.23757 0.18941 22.6 457034 180067 16514 11265
SEM3 [ 0.34193 | 0.090557 0.14749 47.8 378370 937428 19362 31175

La diferencia porcentual para evaluar el grado de anisotropia, se ha calculado con la si-

guiente féormula:

Dif =
*Dif (Dxx+Dyy)/2

(3.5)

En la table 3.10, se observan los valores de cada componente calculados para las tres imagenes.
Se observan diferencias significativas entre los valores SEM1 con respecto a SEM2 y SEM2 con
respecto a SEM3, aun cuando los valores de porosidad son cercanos con una diferencia entre
las muestras de 0.04. Por otra parte, la diferencia porcentual que refleja el grado de anisotropia
del material, este tiende a aumentar conforme la fracciéon volumétrica disminuye, teniendo un
22.6 % para 8ﬁ=0.38 a mas de la mitad, 47.8 % para 8[3=O.34.

En conclusién este estudio demuestra la importancia de modelar con precision la microestruc-
tura para capturar los efectos de transporte no uniforme, mostrando para los tres casos distri-
buciones asimétricas de concentracion de sustancia, como lo muestran las diferencias entre las
componentes del tensor en cada muestra (tabla 3.10) y los perfiles de concentracién y con-
torno Figs. 3.9-3.11. De acuerdo a los valores calculados de las componentes, se deduce que
la porosidad es un pardmetro insuficiente para caracterizar estos sistemas de medios porosos,
en donde el efecto de la microestructura compleja es mas fuerte para bajos valores de poro-
sidad de g <= 0.4. Dado que las muestras contienen valores similares de porosidad pero la
magnitud de D, s presenta diferencias. Ademas, se destaca que la dispersion asimétrica de fases
en la estructura, como se observa en los patrones de flujo, disminuye la tasa de rapidez a la
que se transporta una sustancia en un medio poroso de acuerdo a la muestra SEM3 y SEM2
al formar una barrera al transporte, en los cuatro dngulos de orientacion. Esto sucede, cuando
las particulas se sitian en un mismo espacio del medio, dando lugar a una mayor cantidad de

particulas que estdn en contacto.
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3.3. Difusividad efectiva en microestructuras de medios po-

rosos con distribucion heterogénea de fases

En esta seccion se presentan los resultados del calculo de la difusividad efectiva, obtenidos
a partir de simulaciones a escala de poro realizadas con microestructuras de medio poroso ge-
neradas aleatoriamente. Se calcul6 el coeficiente de difusividad efectiva para cada una de las
estructuras generadas. Las ecuaciones se resolvieron numéricamente implementando el método
de elemento finito. Se utiliz6 el software Comsol Multyphisics 5.5 y Matlab 2024a, encontran-
do la solucidn al sistema de ecuaciones mediante el resolvedor PARDISO, sin embargo también
son eficientes para este problema otros resolvedores como MUMPS. Se construy6 mallas de ti-
po triangular no estructurada y se realizaron pruebas de convergencia de malla que consistié
en ir aumentando gradualmente el nimero de elementos de la malla hasta que se cumpliera
la tolerancia 1 x 107>, tal como en la Seccién 3.1. En total se evaluaron 1000 configuracio-
nes espaciales para porosidades que van de 0.3-0.9, para particulas con geometria circular 2D,
cuadrado 2D y esférica 3D, el criterio de convergencia para elegir el numero de simulaciones
se eligié de acuerdo al valor de pardmetros estadisticos como la media, varianza y desviacion
estdndar, cuando estos tuvieran variaciones no significativas con respecto a los nimeros de si-
mulaciones menores con un tiempo de simulacién del orden de 6 x 10 min., para cada porosidad
€g. Se utilizaron celdas cuadradas y cubicas de longitud adimensional / = 1. Los datos obte-
nidos mediante la simulacion se trataron estadisticamente obteniendo modelos de distribucion
de difusividad efectiva donde ahora el coeficiente son funciones de distribucion de valores para
cada geometria en rango de porosidad de 0.3-0.9. Se compar6 el valor promedio de los datos
obtenidos con el valor que se obtiene mediante PCLcp, los resultados de la media, desviacion
estandar se observan en las siguientes graficas Figs. (3.12) para tres geometrias.
En las tres gréficas la difusividad efectiva se incrementa conforme aumenta la fraccién vo-
lumétrica. De acuerdo a las graficas los valores que proporciona el PCLcp, se encuentran den-
tro del rango de confianza trazado por lineas punteadas azules que corresponde a la desviacion
estandar (DE) con respecto a la media de los datos (puntos rojos), por lo que son valores con-
fiables para el estudio de difusién en medios porosos con distribucion aleatoria en la mayoria
de casos. Sin embargo, en algunos puntos se encuentra en la linea limite de DE, incluso para
particulas esféricas Fig. 3.12 c), se observa que el valor PCLcp no se encuentra en el rango de
prediccion para bajas porosidades. Este caso se contempla en el andlisis del efecto de la micro-
estructura en la seccion anterior de este trabajo, debido a las condiciones de frontera impuestas

para resolver el modelo PSS.
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Figura 3.12: Graficas de coeficiente de difusividad efectiva D, r, normalizado con la difusivi-
dad molecular Dy B> en funcién de la fraccion volumétrica &g, en particulas con geometria a)
cilindrica, b) cuadrada y c) esférica.

Las graficas para geometrias cilindricas Figs. 3.12 a) y esféricas c) presentan un comporta-

miento lineal con un punto de inflexién en €3=0.4 para geometrias cilindricas y £3=0.6 para

el caso de geometrias esféricas, lo cual indica un cambio de comportamiento de la difusividad

efectiva a partir de estos valores. Esto debido a dos factores: el tamafio de particula y la fraccion

volumétrica, que representa aquellas zonas de medio libre de obstaculos donde se transportan

las sustancias. Donde se observa un comportamiento creciente tipo exponencial en una curva

concava hacia arriba en la gréfica para geometrias cuadradas o placas. El valor D,y aumenta

conforme incrementa la fraccion volumétrica.

El andlisis estadistico, como se menciond, proporciond para cada porosidad y geometria, una

funcion de densidad de probabilidad (PDF) por sus siglas en inglés. Obteniendo distribuciones

de Difusividades efectivas, en funcién de la microestructura. Las graficas de cada funcion se

muestra en las siguientes Figs. 3.13-3.15, integrando la totalidad de valores.
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Figura 3.15: Distribucion de difusividades efectivas D,y (PDF) para porosidades de 0.5-0.9,
geometria esférica.

Las gréficas de funciones de distribucion son distribuciones muéstrales de toda la poblacion,
con un 95 % de confianza corresponden principalmente a modelos de funciones de distribucién
de tipo, geometria cilindrica: valor extremo mas pequeiio &g = 0.3 — 0.7, weibull gg = 0.8,
logistica g = 0.9; Placas: weibull g = 0.3 —0.4 y 0.7, valor extremos mas pequefio &g =
0.8 — 0.9, logistica &g = 0.5 — 0.6; esférica: normal & = 0.5, logistica & = 0.5—-0.6y0.9,
valor extremo mas pequefio €g = 0.7 — 0.8, denotado en un rango de valores de frecuencia
(Apéndice 5.5).

Los valores de coeficiente de difusividad efectiva que se obtiene a partir de PCLcp comparado
con la distribucion de difusividades efectivas Figs. 3.13-3.15, denotados con puntos negros que
siguen las lineas punteadas rojas, se encuentran por debajo de la curva, por lo que son predic-
ciones de valores que estardn en los posibles valores de D, s que pueden presentar estructuras
de medios porosos de distribucién aleatoria en este rango de porosidades, con excepcion de
bajas porosidades para particulas esféricas. Cabe resaltar que se encontré que, los datos en su
conjunto podrian no seguir la suposicion del teorema de limite central. Ademas que no refleja
un comportamiento gaussiano, para ninguno de los casos de estudio, tal como lo mencionan
los autores Autiault y col. (1995); esto, de acuerdo con la prueba de Anderson-Darling, incluso
para todas las transformaciones de normalizacion que se realizaron. El hecho de que la distri-
bucién no corresponda a un modelo de distribucién normal, da pie a distribuciones asimétricas.
Esto tiene repercusiones, al solo tomar el valor promedio, que podria no representar adecuada-
mente el comportamiento del modelo de estudio. Bien se observa en las gréficas el error con

respecto a la media de los datos es pequefio, sin embargo, en el momento de realizar las medi-
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ciones el valor calculado se encontrard en las mediciones, pero puede que no represente el valor
o valores que sean representativos del proceso en el sistema de estudio, como una causa por la
cual se presentan diferencias entre los valores tedricos con los valores observados, de acuerdo
a los resultados en Figs. 3.13-3.15.

Finalmente mencionar que para geometrias cilindricas, la difusividad efectiva resulta en un ran-
go mas amplio de valores, incluso en valores mas bajos para porosidades medias y altas como
se observa en la Figura 3.13, este comportamiento es generado por dispersion de caminos fluc-
tuantes entre los espacios por donde se transportan las sustancias, que se visualizan de manera

similar al caso en la Seccidn (3.2) como obstaculos que generan resistencia al transporte.

En conclusion, la microestructura heterogenea de medios porosos resulta en una distribucion de
difusividades efectivas incluso para un mismo valor de fracciéon volumétrica (Figs. 3.13-3.15),
donde se ha demostrado que no se trata de un tnico coeficiente efectivo. El modelado y anélisis
a partir de la distribucién de difusividades efectivas, proporciona certidumbre dado que integra
la informacion del transporte desde la microescala.

Para el problema de difusidn-reaccion en reactores quimicos, debido a que la difusividad efec-
tiva cuantifica las resistencias y describe el transporte en la region de medio poroso, la distri-
bucién de difusividades efectivas, resulta en una distribucion de conversiones y distribucion
espacial de concentraciones, incluso para una misma velocidad de reaccion. Esto se puede ana-
lizar mediante el factor de efectividad que es una medida del desempefio de catalizadores hete-
rogéneos mediante el modulo de Thiele, el cual esta en funcion del coeficiente de difusividad

efectiva Ec. (2.5.12), esta cuestion se analiza en las Secciones 3.3.1 y 3.3.2.
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3.3.1. Factor de efectividad y Modulo de Thiele

En esta seccion se estudia el efecto de variacion espacial de distribucion de fases en la micro-
estructura de medios porosos, a partir de los resultados en Seccién 3.3 de este trabajo, se llego
a la conclusién que la difusividad efectiva no es un solo valor sino un rango de valores. Para
estudiar el caso de difusion y reaccion en particulas cataliticas porosas, se analiza el factor de
efectividad, que representa una medida del desempefio de la reaccion heterogénea. Este andli-
sis considera el transporte en el interior de la particula, el cual depende de la estructura del
medio poroso. A través de los valores de difusividad efectiva en funcion del médulo de Thie-
le macroscopico, se evaluan tres velocidades de reaccion, en tres tipos de particulas: placas o
cuadrados 2D, particulas cilindricas y particulas esféricas. En la Figura 3.16, se presentan los
resultados de la media y desviacion estdndar de los valores calculados de factor de efectividad
en funcién de longitud caracteristica de particula, comparando los valores a partir de la solu-
cion PSS para calcular la Ec. (2.6.1), en comparacién con la prediccion de PCLcp Ec. (2.2.12).
Como se observa, la solucién a partir de PCLcp se aproxima al valor promedio de las simula-
ciones con errores de 1 % para particulas cilindricas y bajas porosidades, mientras que presenta
errores menores en las geometrias restantes para distintos tamafios de particula en tres tipos de
geometria. Se sitdan ligeras bifurcaciones en los limites de las lineas de desviacidn estandar

para particulas cilindricas y esféricas de mayor tamafio como se observa en la Fig. 3.16.

097 -

Factor de efectividad, n
= =
& =
T T

08~

—PS5
0%~ 4 poL

---DE

9=

02 025 03 035 04 045 05
L

Figura 3.16: Factor de efectividad en funcion de la longitud caracteristica de particula. D, a
partir del modelo PSS, promedio: lineas negras, DE: lineas puntadas rojas y PCL: tridngulos
azules. Para tres coordenadas y tipos de geometria de particulas: placas, cilindros y esferas.
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A partir de las distribuciones de difusividades efectivas se obtuvieron distribuciones de factor
de efectividad en funcion de mdédulo de Thiele, resolviendo la ecuacion de difusidn reaccién

Ec. (2.5.10), para las geometrias de estudio y tomando un valor de numero de Thiele ¢ = 1.
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Figura 3.17: Factor de efectividad 1 en funcion del modulo de Thiele ®, para porosidades de
0.3-0.9, placas.
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Figura 3.19: Factor de efectividad 1 en funcién del modulo de Thiele &, para porosidades de
0.5-0.9, geometria esférica.

El factor de efectividad disminuye conforme aumenta el médulo de Thiele, mostrando una
gama de valores. En las Figuras 3.17-3.19, la solucion a partir de PCLcp toma valores mas
altos de factor de efectividad, proximos al valor maximo en cada caso. Para particulas con geo-
metria cilindrica Fig. 3.17, se observa que para porosidades medias (0.5-0.6) y bajas (0.3-0.4)
incrementa la distancia entre los valores de factor de efectividad tomando valores mas amplios
de modulo de Thiele con una tendencia curva, una mayor cantidad de fase s6lida resulta en la
formacion de caminos més estrechos. Mientras que para porosidades cercanas a la unidad los
datos tienden a concentrarse hacia un solo valor.

Por otra parte en el caso de placas Fig. 3.18, se observa un patron de comportamiento variable,
para porosidades medias (0.5-0.6) y medias altas (0.6< gg <=0.7), puesto que pueden encon-
trarse puntos mas altos y bajos para una misma porosidad como es el caso de €5 =0.3-0.7. En
el caso de particulas esféricas, Fig. 3.19, los valores de factor de efectividad confluyen entre si,
aproximandose a un solo valor, puesto que el efecto es mas suave en superficies curvas; en este
escenario para valor de fraccion volumétrica €g =0.8, presenta mayores variaciones.

Ademads, cabe resaltar que superficies planas como placas o cubos los valores calculados a par-
tir de PCLcp tienen un mayor margen de error al tener un comportamiento mas cadtico con
respecto a los otros dos casos, tal como se observa en la Fig. 3.18, comparado con las Figs.
3.17 y 3.19, mostrando valores mas bajos de factor de efectividad por lo que es la que presenta
mayores resistencias al trasporte debido una mayor area de obstruccién respecto a la direccion
de transporte. Estos resultados muestran que una distribucion de valores D, . Esto resulta en

una distribucién de valores del médulo de Thiele y del factor de efectividad.

59



Con el proposito de estudiar el efecto considerando distintas velocidades de reaccion, partiendo
de los valores maximos, minimos y promedio de difusividad efectiva para porosidades de 0.3,
0.5 y 0.8 para particulas cilindricas y placas; 0.5, 0.7 y 0.9 para particulas esféricas, se muestran
en Figs. 3.20-3.22, los resultados para valores de numero de Thiele (microscépico) ¢ =0.1, 1y

10 en el factor de efectividad en funcidon de modulo de Thiele.
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Figura 3.20: Factor de efectiviadad 11 vs modulo de Thiele ®, tomando los valores méaximos,
minimos y promedio de D, ¢, para porosidades de 0.3, 0.5 y 0.8, geometria cilindrica, ¢ =0.1.
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Figura 3.21: Factor de efectiviadad 1 vs modulo de Thiele ®, tomando los valores méximos,
minimos y promedio de D, ¢, para porosidades de 0.3, 0.5 y 0.8, geometria cilindrica, ¢ = 1.
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Figura 3.22: Factor de efectiviadad 11 vs modulo de Thiele &, tomando los valores méximos,
minimos y promedio de D, ¢, para porosidades de 0.3, 0.5 y 0.8, geometria cilindrica, ¢ = 10.

Los resultados de particulas cilindricas Figs. 3.20-3.22, muestran variaciones de factor de
efectividad y modulo de Thiele claramente en las tres velocidades de reaccion, con un efecto
mads abrupto para numeros de Thiele ¢ = 10, donde se observa diferencias hasta del 20 %, para
porosidad media €5 =0.5 y baja €5 =0.3, con un comportamiento curvo decreciente concavo
hacia abajo en velocidades de reaccion lenta Fig 3.20 y media Fig.3.21, mientras que el com-
portamiento para numeros de Thiele ¢ = 10, los puntos toman un comportamiento decreciente
concavo hacia arriba abarcando un mayor rango de valores de factor de efectividad y modulo

de Thiele, donde el valor promedio de las simulaciones se aproxima a los valores maximo.
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Figura 3.23: Factor de efectiviadad 11 vs modulo de Thiele ®, tomando los valores méximos,
minimos y promedio de D, ¢, para porosidades de 0.3, 0.5 y 0.8, geometria placas, ¢ =0.1.
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Figura 3.24: Factor de efectiviadad 11 vs modulo de Thiele &, tomando los valores méximos,
minimos y promedio de D, ¢, para porosidades de 0.3, 0.5 y 0.8, geometria placas, ¢ = 1.
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Figura 3.25: Factor de efectiviadad 11 vs modulo de Thiele ®, tomando los valores maximos,
minimos y promedio de D, 7, para porosidades de 0.3, 0.5 y 0.8, geometria placas, ¢ = 10.

El factor de efectividad en este caso, presenta diferencias menores para numeros de Thiele
¢ = 0.1, 1, mientras que para numero de Thiele de ¢ = 10, se observa una mayor diferencia
entre los valores maximo y minimo, en contraste al caso anterior el factor de efectividad toma
un valor maximo préximo a 0.7. De entre las tres geometrias es la que continene valores mas
bajos de factor de efectividad para las mismas porosidades, lo que sugiere que esta geometria

presenta mayores resistencias al transporte.
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minimos y promedio de D, ¢, para porosidades de 0.5, 0.7 y 0.9, geometria esférica, ¢ =0.1.
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Figura 3.27: Factor de efectiviadad 11 vs modulo de Thiele &, tomando los valores méximos,
minimos y promedio de D, ¢, para porosidades de 0.5, 0.7 y 0.9, geometria esférica, ¢ = 1.
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Figura 3.28: Factor de efectiviadad 11 vs modulo de Thiele &, tomando los valores méximos,
minimos y promedio de D, ¢, para porosidades de 0.5, 0.7 y 0.9, geometria esférica, ¢ = 10.

Finalmente las particulas esféricas es el caso con mejor aproximacion entre los valores
maximos, minimos y promedio de difusividad efectiva en los tres escenarios con una tendencia
donde los tres puntos convergen en un solo valor, en los tres casos.

A partir del estudio y anélisis de los resultados, se concluye que la simplificacién de la micro-
estructura puede dar lugar a discrepancias entre las observaciones y los valores tedricos. Esto
ocurre al estimar un unico valor del coeficiente de difusividad efectiva, considerando dnica-
mente la geometria de la particula y la fraccién volumétrica. Este efecto se vuelve mas notable
a medida que la reaccion se acelera. Por lo tanto, es crucial considerar estas variaciones y sus
efectos en los modelos que se utilizan para representar la microestructura para evitar conclusio-
nes erroneas en el andlisis de validacion de modelos. En la siguiente seccion se analiza el efecto
en el consumo de especies quimicas en funcion del tiempo y espacio ocupado en el catalizador
a partir de la evaluacion de la solucién analitica, Ec. (2.5.40), cuyos resultados se discutiran

mas adelante.
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3.3.2. Difusion y reaccion transitoria

Como se analiz6 en la seccion 3.3, la difusion en medios porosos, al considerar la variacion
espacial de la microestructura, se caracteriza por una distribucién de valores del coeficiente de
difusividad efectiva. Analizando el problema de difusion-reaccion la distribucion suscita valo-
res maximos, minimos y valores de conversion entre este rango para distintas porosidades. Por
tal motivo en esta seccidn se analiza y comparan los casos de valores maximos de coeficiente
de difusividad efectiva comparado con los valores minimos, obteniendo de esta manera toda la
gama de conversiones. Para ello se evalud la solucion analitica de la Ec. (2.5.40) en distintos
tiempos adimensionales ¢*. Las Figuras 3.29-3.34, obteniendo una distribucion de concentra-
cién en el espacio y tiempo. Se muestran los resultados de comparaciones considerando una

porosidad €g =0.5 , para un numero de Thiele microscopico de ¢ =10y ¢ = 1, respectiva-

mente.
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Figura 3.29: Perfiles de concentracion en el espacio y tiempo, a partir de los valores D, r minimo
(lineas azules), D,y maximo (lineas negras), para tiempos adimensionales de t*=0.01, 0.1. 0.5
y 1. ¢ =10.

En la Figura 3.29, se muestra los perfiles de concentracion para distintos tiempos adimen-
sionales representados en cada linea punteada, las lineas azules corresponden al valor minimo,
mientras que las lineas negras corresponden al valor méximo del coeficiente de difusividad
efectiva de las simulaciones respectivamente. La concentracién decrece conforme avanza al
centro de particula, en una curva exponencial cdncava hacia arriba. En el tiempo, la concentra-
cion decrece desde la superficie hasta el punto x* =0.4, a partir de este punto la concentracién
incrementa en el tiempo debido a que conforme avanza el tiempo, mas cantidad de reactivo
avanza hacia el interior del medio. En ambos casos la funcién llega rapidamente al estado es-

tacionario en tiempos cortos de acuerdo al analisis de la Ec. (2.5.40) debido a la contribucion
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transitoria tendera a valor cero cuando el termino exponencial tome valores grandes, esto ocu-
rre a valores de modulo de Thiele mayores como en este caso. Se observa una clara diferencia

entre ambas graficas mostrando un menor consumo en el valor méximo de difusividad efectiva.
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Figura 3.30: Perfiles de concentracion en el espacio y tiempo, D,y minimo (lineas rojas), D¢
maximo (lineas negras), para tiempos adimensionales de t*=0.01,0.1.0.5y 1. ¢ = 1.

Por otra parte, para un numero ¢ = 1, la gréfica presentada en la Fig. 3.30, los perfiles de
concentracion para distintos tiempos adimensionales representados en cada linea punteada, las
lineas negras corresponden al valor maximo y las lineas rojas al valor minimo, para este caso la
solucion tarda en llegar al estado estacionario. A partir de t* =0.5, las lineas convergen confor-
me se acercan a la entrada. Cambios abruptos de concentracion se observa para tiempos cortos
con una comportamiento definido en una curva sigmoidea en tiempos * =0.01 reflejando una
rapida aceleracion de la funcion. Conforme avanza el tiempo la curva comienza a suavizarse
aproximandose a comportamiento lineal con un perfil de concentracién mas plano al llegar al
estado estacionario, mostrando nuevamente un mayor consumo de reactivo en el valor minimo.
Se realizaron graficas que se muestran en las Figs. 3.31-3.32 para estudiar la distribucion de
concentracion en el tiempo y el espacio, evaluacion del valor minimo vs valor maximo para
gg =0.5, ¢ = 10. Se obtuvo las siguientes graficas de contorno de perfiles de concentracion en

cada posicion del catalizador evaluados desde tiempo adimensional t* =0.1 a* = 1.
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Figura 3.31: Grafica de contorno de la distribucién de la concentracion en el espacio y tiempo,
€p =0.5, D,y minimo ¢ = 10.
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Figura 3.32: Grafica de contorno de la distribucién de la concentracion en el espacio y tiempo,
8[; =0.5, Def maximo (]) =10
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Como se observa en la Figura 3.31, la mayor conversion se logra cerca de la entrada del ca-
talizador donde la concentracién decrece por completo antes de llegar a la mitad del trayecto
en x* =0.75. En contraste en la Fig. 3.32, se observa una mayor distribucidon de concentracién
donde la reaccién ocurre en una region mas amplia de medio poroso x* =0.65. Es oportuno
mencionar que la difusividad efectiva aun considerando un solo valor de velocidad de reaccién,
tiene un efecto en el rendimiento de la reaccion, que depende de las caracteristicas de micro-
estructura del material. Cabe sefialar que el proceso para este valor de coeficiente de reaccion
alcanza el estado estacionario a tiempos cortos por lo que el proceso esencialmente se aproxima

al comportamiento estacionario nuevamente.

Por otra parte se analiza la distribucién de concentracion en el tiempo a lo largo de pellet
catalitico, evaluando el valor minimo vs valor maximo para una porosidad de 0.5, ¢ = 1. En las
Figuras 3.34-3.35, Se presentan las graficas de contorno de perfil de concentracion en funcién
de la posicion en el catalizador, evaluado a distintos tiempos adimensionales desde t* = 0 a
=1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Posicion, x*

Figura 3.33: Gréfica de contorno de la distribucién de la concentracion en el espacio y tiempo,
e =0.5, Doy minimo ¢ = 1.
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Figura 3.34: Gréfica de contorno de la distribucion de la concentracion en el espacio y tiempo,
eg =0.5, Doy maximo ¢ = 1.

De acuerdo a la Figura 3.33, la mayor actividad se observa cerca de la frontera superior
con un decaimiento de concentracion de reactivo A que se extiende en todo el rango de tiempo
visualizando la mayor conversion al inicio del proceso. Mientras que la Figura 3.34 muestra un
comportamiento similar a la Figura 3.33 que corresponde al valor de difusividad efectiva mini-
mo desde tiempo adimensional de t* = 0 a * =0.5. A partir de este tiempo la concentracion
es constante en todo el espacio. En ambas graficas de contorno se observa un decrecimiento
rapido en el punto x* =0.6 en tiempos cortos, sefialar que la mayor actividad ocurre en dicha
zona, pero las variaciones de concentracion son mas suaves en este caso. El proceso alcanza el

estado estacionario para t* >=0.5 por lo que es esencialmente transitorio.

En conclusion, la difusividad efectiva permite la homogenizacién de sustancias en el sis-
tema de medio poroso, esto tiene implicaciones en sistemas de difusién reaccién dado que
favorece el transporte a lo largo del sistema reactante y como resultado permite utilizar mayor
espacio del catalizador, lo que repercute en un mejor disefio de material. Ademads, en la dindmi-
ca del proceso de difusidn-reaccion, la tasa de variacion de concentracion se mantiene constante
para nimeros de Thiele elevados ¢ = 10. En contraste, para nimeros de Thiele bajos ¢ =1, se
observa una dependencia temporal. Esto implica una relacion entre el tiempo caracteristico del

proceso con el modulo de Thiele .
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Capitulo 4

CONCLUSIONES

En este trabajo se ha determinado el coeficiente de difusividad efectiva en la descripcion de
transporte de sustancias en medios porosos con microestructura heterogénea, a partir de plan-
teamiento de dos problemas de valor a la frontera en términos de variables de cerradura con
significado fisico, derivados del cierre de la ecuacion macroscépica de difusién a partir de
escalamiento de las ecuaciones microscépicas aplicando el método de promedio volumétri-
co (VAM), asi como del desarrollo de un modelo para calcular el coeficiente en términos de
variables de concentracion local mediante la solucién de problema de difusion a partir de simu-
laciones a escala del poro (PSS). Los resultados demostraron que dos caracteristicas principales
de la microestructura origina puntos miximos y minimos locales de concentracion relaciona-
das con la asimetria en la distribucion de fases: asimetria de traslacion y de rotacion. Como
principal causa del transporte anisotrépico donde el coeficiente de difusividad efectiva no solo
dependiente de la fraccion volumétrica sino también depende de la orientacion de transporte,
donde geometrias con asimetria rotacional, principalmente, generan este efecto. Se encontrd
que el uso de condiciones periddicas en las fronteras de dominio de solucién mediante un PCL
no captura el efecto de microestructuras de medios porosos con estas caracteristicas cuando se
encuentra cerca de las fronteras, debido a que las condiciones periddicas suavizan el efecto de
propagacién de fluctuaciones espaciales generadas por la fuente. Sin embargo este efecto se
suaviza espacialmente cuando se satisface una disparidad y restriccion de escalas para valores
de porosidad de g >= 0.5. En régimen estacionario, la tasa de flux es constante, por lo tanto,
es independiente del tamafo de la muestra. Por otra parte, la solucion de problema de difusién
mediante PSS, ha mostrado resultados ligeramente mas estables numéricamente, de acuerdo
al criterio de convergencia. Bajo restricciones de escala esta expresion pertenece a la ecuacion
que domina el transporte a escala macroscopica.

Analizando los resultados, el transporte simétrico se pierde cuando las fases en el sistema
varian espacialmente, esto se representa mediante medios porosos con distribucion aleatoria
de particulas solidas que pueden estar localizadas en cualquier parte de la celda unitaria. De
acuerdo a los resultados de los posibles escenarios, el coeficiente de difusividad efectiva es una
distribucién de difusividades efectivas, esencialmente distribuciones asimétricas, lo que des

carta el comportamiento Gaussiano tal como lo mencionan Autiault y col. (1995). El modelado
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a partir de modelos estadisticos proporciona cierto grado de certidumbre del comportamiento
de proceso en el sistema de estudio. De acuerdo a los resultados de la difusividad efectiva en
funcidn de la microestructura, el coeficiente de difusividad efectiva no es un solo valor sino un
conjunto de valores, una distribucion de difusividades efectivas. El andlisis fundamentado en
la distribucion de difusividades efectivas proporciona certidumbre, al integrar la informacion
del transporte desde la microescala. Para modelar, analizar y predecir la difusién en medios
porosos. Esta integracion permite una evaluacion mas precisa del transporte en la estructura
compleja.

Un modelo tedrico que no considera adecuadamente estas posibilidades puede reproducir resul-
tados que no son representativas del sistema real, lo que puede explicar la discrepancia entre los
modelos tedricos y las observaciones experimentales. En sistemas de difusién-reaccién como
en catalizadores heterogéneos porosos en reactores quimicos un calculo que parte de un valor
promedio puede subestimar o sobrestimar las resistencias al transporte lo que puede implicar
errores en la concentracion en el sistema de estudio. Dado que la distribucién de difusividades
efectivas implica una distribucién de concentraciones tanto en el espacio como en el tiempo. La
difusividad efectiva cuantifica las resistencias al transporte en sistemas reactantes y describe la
distribucién espacial, ya que es una propiedad macroscdpica que facilita la homogenizacion del
flujo de sustancias en un medio poroso. Esto se aplica incluso cuando la velocidad de reaccion
es constante. Por lo tanto, un modelo tedrico es adecuado si incorpora el coeficiente de medio
efectivo correcto.

Finalmente, el coeficiente de difusividad efectiva proporciona una descripcion de transporte
de sustancias en sistemas de medios porosos que describe la tasa de cambio de concentracion
macroscopica, por lo que es pertinente considerar que en sistemas complejos la difusividad
efectiva son valores denotados en un rango incluso para una misma fraccioén volumétrica (trans-
porte anisotropico), para representar el transporte en sistemas de varias fases, en procesos de

reaccion, separacion y sistemas bioldgicos, a partir de la escala del continuo.

4.1. Perspectivas y trabajo a futuro

Los resultados obtenidos en esta investigacion han demostrado que el método de promedio
volumétrico a partir de un problema de cerradura captura eficazmente el efecto de la microes-
tructura de medio poroso, asi como un modelo desarrollado mediante la solucién de problema
de difusion local y su solucidn a partir de simulaciones a escala del poro, el cual proporciona
una solucion mas estable numéricamente. Ambas metodologias implementadas en este trabajo
mostraron que la presencia de asimetria en la estructura de medio poroso tiene repercusiones en
el transporte macroscopico. En sistemas reactantes el coeficiente de difusividad efectiva cuan-
tifica las resistencias al transporte en la estructura de medio poroso (distribucion espacial de
fases), el cual esta intrinsecamente relacionado con las propiedades del medio como la fraccién

volumétrica y le microestructura. Por lo que se espera que este estudio y metodologia propuesta
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en este trabajo se implemente para estudiar los siguientes aspectos como trabajo a futuro:

* Extender el estudio a reacciones de orden n.

* Como se ha demostrado, ambas metodologias son apropiadas para el estudio de transporte
en estructuras heterogéneas de medio poroso, por lo que se explorard su implementacion en
sistemas de multiples fases.

* Se realizard el modelado de transporte para disefio de materiales poroso compuesto.

Se reconoce las limitantes que pueda presentar la exactitud de la solucién numérica para cal-
cular la difusividad efectiva, sin embargo el error al implementar el método de solucioén para
las ecuaciones diferenciales de transporte a escala microscopica, son errores menores que no
influirdn en la prediccion de la concentracién promedio de estos sistemas, dado que se reali-
zo un estudio riguroso y cuidadoso de convergencia para garantizar una mejor precision en el
calculo de coeficiente efectivo que al implementar otros métodos de solucién se prevé que la
comparacion presente ligeras diferencias, siempre y cuando el estudio de transporte cumplan
con la suposicién de escala del continuo. También se reconoce que la imposicién de condicio-
nes a la frontera para el problema de difusion en términos de concentracion local puede incurrir
en errores similares a los que se observan en los modelos de Maxwell y Rayleigh, para bajas

porosidades.
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Capitulo 5

APENDICE

5.1. Desarrollo de ecuaciones de difusion macroscopica

Aplicando el operador de promediado superficial ec.(2.3) en ec. (2.1.3)
V-<DABVCA[3>:O en VB (5.1)

Aplicando el teorema espacial de promediado ec.(3.8)

V'<DAﬁVCA[3)>+%/

nﬁc'DAﬁVCAﬁ|rdA:0 (52)
Do)

Sustituyendo la condicién de frontera en la interfase ec.(2.1.4), al mismo tiempo aplicando
de nuevo el operador de promediado espacial en el primer término de lado izquierdo de la

igualdad, considerando que D4g es una cantidad constante en el volumen de promediado
V- [(DapV{Cap)) +—,~ ngsCaplrdA] =0 (5.3)
Polx)
En términos de promedio intrinseco mediante la relacién entre ambos tipos de promediado
definido en ec.(2.5)
Dy

V' Jeew

V- [(Dapepx)V(Cap)P) + ngo(Cagle— (Cap)Plx) dA] =0 (54

donde se considero el resultado al emplear el teorema de promediado espacial

1
Veﬁ(x) = _V @{ﬁ ( )nﬁGdA (55)

en orden de eliminar la concentracién puntual en la integral geométrica de ec.(5.4), se utiliza

la descomposicién espacial de Gray ec.(2.9), escribiendo el resultado en forma mas general
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Da _
V'[(DAﬁSﬁ(x)WCAﬁ)ﬁ)ﬂLTﬁ/d g6 ((Cap)P e — (Cap)Plx+Caple) dA] =0 (5.6)
Boy

Noétese que la ecuacion, contiene dos término no locales que complican la solucién del pro-
blema. Para que estos términos no aparezcan en la ecuacion, se ha implementado la expansion
en series de Taylor en el segundo término en ec. (5.6) en torno al centroide x, truncando a partir

del tercer término la serie

1
<CAﬁ>ﬁ!x+y,3 = <CAﬁ>ﬁ|x+YB'VX<CA[3>B|X+§Y/3Y[3 IVxVx(CAﬁ>B\x+-~ (5.7)

Estimando el orden de magnitud de cada término
<CA[3>B|X = 0(<CA[3>B)
: B.—o(l B
¥8- Vx(Cap)Px = 0 ((Cap)? )

1 ro?
S¥pYp : VaVx(Cap)P k=0 (ﬁ@mﬁ)

Considerando que el sistema de medio poroso satisface la siguiente disparidad de longitud de
escalas
lf<r, <L (5.8)

Aqui, Ig es la longitud caracteristica de poro, r,, es el radio caracteristico de volumen de pro-
mediado y L, es la longitud caracteristica macroscopica.

Bajo este fundamento, la siguiente desigualdad es valida, de acuerdo a la disparidad de escalas

7o
— 1
L<<

Siendo consistente con ello, se puede prescindir de segundo y tercer término de la serie, con

ello al mismo tiempo se demuestra la igualdad

(Cap)P lxry; = (Cap)Plx (5.9)

Sustituyendo este resultado en ec. (3.19)

Da _
V- [(DAﬁgﬁ(x)V<CAﬁ>ﬁ)+7ﬁ y ngsCaple) dA] =0 (5.10)
Bot)

La ec. (5.10) se le conoce como modelo no cerrado, en el orden de cerrar el modelo, se plantea
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el problema para conocer las desviaciones de la concentracion, mediante la definicién
Caple = Cale — (Cap)P s (5.11)

Como siguiente paso se divide la ec. (5.10) entre la porosidad y el resultado se resta a ec. (2.1.3)

D
1 V.| AB

—~ 1
V'<DAﬁVCAﬁ>_—Vgﬁ(‘>'DABV<CAﬁ>ﬁ_eﬁ<x> VSt

ng-Cagle)dA] =0
" 8sCaplr) dA]

(5.12)

Reduciendo términos mediante andlisis de ordenes de magnitud, identificando el significado de

cada termino

Término difusivo

~ DagCa
V.(DAﬁchﬁ):0< ‘;2 ﬁ) (5.13)
B
Fuente difusiva g
Dag(Cap)
Veg - DagV(Cag)P =0 (— (5.14)
€6 (x) B(x) B B e (X)Lz
Término no local
1 Dy ~ DagCa
——V-[SF [ mpeCagl)dal =0 (8 ~ ﬁ) (5.15)
B (x) Do(x) B(x)'B

Puesto que se cumple una disparidad de escala entre la longitud caracteristica de poro y longitud
caracteristica macroscopica lﬁ < L, en base a la diferencia entra las longitudes caracteristicas

del sistema, la ec. (5.12) se reduce a lo siguiente
V- (DagVCap) =0 (5.16)
en las condicion de frontera ec. (2.1.4) se utiliza la separacion espacial de Gray
—ngo - (DagVCap) =ngs (DagV{Cap)P) (5.17)

La condiciones de entrada y salida se reemplaza por condicién periddica de desviaciones de
concentracion, esto es posible si se define el problema en una zona representativa del medio
pOroso

Cap)(r+1;) = Cap(r) (5.18)

Dada la disparidad de escalas, el promedio de las desviaciones de la concentracion es (CT; B>ﬁ

(Cap)P =0 (5.19)
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De modo que las ecs.(5.16) a (5.19), constituyen el problema para las desviaciones de la con-

centracion

5.2. Deduccion de la solucion para las desviaciones de la con-

centracion

La deduccién de ec. (2.2.5) se obtiene a partir de planteamiento de problema para las des-
viaciones de concentracién, debido a que contiene un término no homogéneo es conveniente
plantear a su vez su problema analogo en término de funciones de Green (Wood B., Valdes
Parada, F., 2013)

V- (DagVCap) =0 (5.20)

—nBG-(DABVCNAﬁ) :nﬁg-(DAﬁV(CAﬁ>ﬁ) (521)

problema en término de funciones de Green

ViG=0 (5.22)
—nﬁc-VG: S(X—Xo) (523)
G(r+1;) = G(r) (5.24)
G =0 (5.25)

ambas funciones pueden relacionarse mediante la segunda identidad de Green
| @0V y—y¥Po)av = [ n-(0Vy—yo)as (5.26)
sustituyendo las funciones G, a; p en la segunda identidad de Green
L(aﬁVZG—GVZa[;)dV:/Mn-(aﬁVG—GVE;ﬁ)dA (5.27)

Sustituyendo las ecs. (5.20), (5.22), junto con las condiciones de frontera ecs. (5.23), (5.21) en
ec. (5.27)

/M [Cap8(x—%9) —ngo- (GV(Cap)P)]dA =0 (5.28)

o(x)

Realizando las operaciones de integracion correspondientes, se obtiene la solucion en términos
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de funciones de green y termino fuente

Cap = V(Cap)P (5.29)

/ ng6G(x,x0) dA(x,)
o)

donde se utilizo la propiedad de Delta de Dirac, junto con la propiedad de simetria de la funcién

de Green

/ 8(x,x0)dA =1 (5.30)
of

El término integral en ec.(5.28), puede definirse en términos de una variable de cerradura local

como
bs = / ng oG (x,x0) dA (x,) (5.31)
N4

o(x)
Donde bﬁ es una variable de cerradura, la cual tiene influencia en la regién de tamafio lﬁ. De

esta forma, es practico escribir la ec. (5.29) en términos de la variable de cerradura
Cap =bp-V(Cap)P (5.32)

justificando de esta manera la solucién para las desviaciones de la concentracién en ec. (2.2.5)

5.3. Desarrollo de la solucion de difusiéon y reaccion hete-

rogénea.

¢ Coordenadas cartesianas.

d (dC, )

—P°Cy =0 5.33
dx* \ dx* ) 4 (5-33)
=0 Ci=1 (5.34)

dcCy
X =1 4 — (5.35)

dx*

La solucién formal a la ec. (5.33) es

C, = Asenh(®Px") + Bcosh(Px™) (5.36)

Las constantes A y B se conocen a partir de utilizar las C.F. ecs. (5.34) y (5.35). Utilizan-

do la primera condicion de frontera se encuentra la constante B=1. Derivando la ecuacion y
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utilizando la C.F ec. (5.35) se obtiene el valor de la constante A

senh(®P)
A=— 5.37
cosh(®P) (5.37)
Sustituyendo A y B en ec. (5.36)
. cosh(Px*)cosh(P) — senh(Dx*)senh(P) (5.38)
AT cosh(®) '

Mediante la definicion de Cosh ec. (5.40), la ec. (5.38) puede reducirse en un término compacto

. cosh[®(x*—1)]

= 5.39
A cosh(®) (5.39)
cosh(x£y) = cosh(x)cosh(y) £ senh(x)senh(y) (5.40)
Integrando la solucién encontrada en la definicién del factor de efectividad
1
Cidx*
_ Jo Cadx” (5.41)
Jo dx*
Cuya solucion de la integral es:
1 Lcosh[®(x* —1)] senh(®x*—1]) |  senh(P)
Crdx* — dx* = = 542
/o A /o cosh(®P) * Dcosh(P) o Dcosh(D) (5:42)
Tanh(®P)
= 543
D (5.43)
* Coordenadas cilindricas.
1 d (dC; 2
— —2 ) —P°Cy =0 5.44
x* dx* ( dx* ) A ( )
=1 Cy=1 (5.45)
dcC;
=0 —4=0 (5.46)
dx*
su solucidn se representa en funciones de Bessel modificada de primer y segundo tipo
Cy = Aly(Px") + BKy(Px™) (5.47)
aplicando la C.F ec. (5.46)
0=AI(0) — BK;(0) (5.48)

donde se utilizé la formula de derivacion de funcion de Bessel modificada de primer y segundo
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tipo
dx "I,(x _ dx "K,(x
S ) E - R

dado que la funcién de Bessel modificada tiende a tomar valores infinitos cuando
kn(0) >, n=1,2,3..., B=0

aplicando la C.F ec. (5.45)

1 = Aly(Px")
1
A=
Ip(Px*)
Por lo tanto, al sustituir las constantes
CX _ IO(CIDx*)
Io(P)

(5.49)

(5.50)

Encontrando el factor de efectividad a partir de sustituir este resultado y realizando las opera-

ciones correspondientes
 Jo Cixtdx* 2L (P)
Joy x*dx* ¢lo(P)

1 1 Io(q)x*) Il (CI))
/0 At @ /0 L@ ~ T ep

1 1
*d*:_
/OX X )

¢ Coordenadas esféricas.

x*2 dx* dx*
x=0 CX =0
=1 Ci=1

Su solucidn es

A B
Cx = —senh(®x") + —cosh(Px")
x x

Encontrando las ctes. A y B aplicando las condiciones de frontera

0 = Asenh(0) + Bcosh(0), B=0

1
senh(P)

1 = Asenh(®), A=
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de manera que la solucion es

senh(Px*)
A A 5.56
AT x*senh(P) (5.56)
Determinando el factor de efectividad
I~ %2 7 %
Cix*“d 3 1 1
_JoGxtdx 3 11 (5.57)
f()l x*zdx* D Tal’ll’l(q)) o
donde se integr6 por partes el termino en el numerador en ec. (5.57)
: I senh(®x*) 1 1 1
C* *Zd *:/ SERIEA ) *zd oo\ 1
/o A% 6% 0 x*senh(CI))x YT {Tanh(cb) (p]
1 1
/ X2t =~ (5.58)
0 3
5.4. Difusion y reaccion en el régimen transitorio
Difusion estado transitorio en la fase fluida.
&CA B
al‘ :V~(DA13VCA13) =0 en Vﬁ (559)
Condicién en la interfase
—nﬁc . (DAﬁVCAﬁ) = kCA en Aﬁd (560)

Aplicando el operador de promediado superficial en la ec. (5.59), junto con el teorema de

promediado espacial

d( Cap)

D
:V.[(DAﬁV< CAB>)+%/W nBoCA[)”rdA] (5.61)
“Bo(x)

Sustituyendo la condicion en interfase, separando la concentracion local en su promedio y

desviaciones, aplicando nuevamente el teorema de promediado espacial

I(Cup)P Da _
Sﬁ(x>a—tﬁ =V [(DAﬁeﬁ(x)V<CAﬁ>ﬁ)+7ﬁ/Mg (>“ﬁ<’<<CAﬁ>ﬁ|r_<CAB>ﬁ|x+CAﬁ|r>dA]

—/ﬂ k((CAﬁ>ﬁ|r+aﬁ|r)dA

o(x)

(5.62)

donde se ha utilizado la relacion entre ambos tipos de promediado. Como se ha demostrado el
promedio de la concentracion es una propiedad macroscopica con esto se eliminan los términos

en la primera integral geométrica, mientras que al aproximar el valor k. s = k, debido a la
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disparidad de escalas entre la longitud caracteristica de particula catalitica y la longitud de

poro, se llega al siguiente modelo no cerrado

8<CAB>[3 D

epi) ——PL V. [(Dapepm V(C /3+ﬁ/ CaplrdA
B3, (DapepViCap)l”+—5= [ MpoCapledAl (5.63)

—kefav <CA13 >ﬁ

En el orden de cerrar la ecuacion y plantear el problema para las desviaciones en términos
de una variable de cerradura y termino fuente, se resta la ec. (5.63) a ec. (2.59), en base a la

disparidad de escalas -
doC AB
o

Es apropiado mencionar que el transporte macroscopico es transitorio, sin embargo, en la mi-

V- (DagVCap) (5.64)

croescala este término es lo suficientemente pequefio dado que satisface la siguiente restriccion
de escala
12

B
t —_
*> 75

Ap

el cual se conoce como estado cuasi estacionario, indica que tiene que pasar una longitud de
tiempo considerable para que se apreciable un cambio en la escala macroscépica.
Sustituyendo la solucién para las desviaciones de la concentracién en ec. (5.63), se obtiene

finalmente le ecuacion de transporte de difusion reaccion transitorio

9(Cap)P
€p(x) a,ﬁ = V- (egDess(x) - V(Cap)P) —kes( Cap)® (5.65)

5.4.1. Solucion difusién reaccion régimen transitorio

En el orden de generar condiciones de frontera homogéneas para resolver el problema
Sturm-Liouville asociado por el método de separacion de variables la solucién general se com-

pone de dos contribuciones: solucién en estado estacionario y solucién en estado transitorio.
Ci(x*,1") =Cus+Cy; (5.66)

Para la solucién en estado estacionario se plantea el siguiente problema

ach*xs 2 %
5 —®2Ci, =0 (5.67)
CF
=1 Ci=1 (5.68)
aC*
=0 AS — (5.69)
Idx*
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solucidon formal
Cys = Cicosh(®Px") + Cysenh(Px")

(5.70)

aplicando las condiciones a la frontera, Ecs (5.68) - (5.69), se encuentra el valor de las cons-

tantes C1,C,, por lo tanto, la solucidn en estado estacionario es

. cosh(dx")
AST cosh(®)

Problema en estado transitorio

aC;y  9*Cyy

= —®°CE
ot* dx*2 Al
C.F
X* =1 CX; =0
dCy+
=0 L0
o ox*

condicidn inicial
* * *2 *
t"=0 CAt =X — CAS

Su solucion se encuentra implementando el método de separacién de variables
Car = f(t)u(x")
sustituyendo en la Ec. (5.76), la solucién para las funciones f, u

LSS

2_182_“_ 22
for Copdx2 "

f(t*) = cexp[—(2; +@)r"]

C.F
=1 pu=0
u
=0 =0
* dx*

U(x*) = C3co8(Apx™) 4 Cysen(Apx™)

Aplicando las condiciones de frontera se encuentra la solucion

0= cos(A,)

Cy = i Apcos(nmx*)exp[— (A2 + ¢)1*]

n=1
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(5.81)

(5.82)

(5.83)



Encontrando la constante A,,, aplicando la condicién inicial

X —Chy = Z Apcos(nmx®) (5.84)

n=1

Multiplicando ambos lados por cos(nmx*) e integrando en el dominio definido desde x* =

0 a x*=1
fol (x*2 — C}5)cos(nmx*)dx*

A, = (5.85)

" Jo cos?(nmx*)dx*

Resolviendo las integrales
n == .
A X" “cos(nmx™)dx ()2
! cosh(Px*) (—1)"®Tanh(P)

— dx*" = 5.87
/0 cosh(®) cos(nmx”)dx @2 + (nm)? (5:87)

1 1
/ cos* (nmx*)dx* = 3 (5.88)

0

Sustituyendo el resultado, la solucién analitica al problema de difusién reaccion en estado tran-

sitorio resulta ser

cosh( CIDx )" (—1)"®tanh(P) « 2.2
cosh(® Z 2 [ T TS () cos(nmx*)exp|—(n“m* + @)t*]

(5.89)

Calx™,17) = ——os”

5.5. Graficas de distribucion de difusividad efectiva

Valor extremo mas pequeno

- w o ~ @ w

Frecuencia

056 0.58 050 062 0.64 0.66

¢ o [

o - MW

058 0.60 062 064 066

Figura 5.1: Gréfica de Histogramas de distribucion D,y €5 =0.5/ Distribucion muestral, cilin-
dros.
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Frecuencia

Weibull
| Forma  57.40
Escala 08401
N 20
076 078 0.80 0.82 084 086 1

¥ 30K 3 SHOROHI000HME 11

[ 080 om2 08¢ 085

Figura 5.2: Grifica de Histogramas de distribucion D,y €g =0.8/ Distribucion muestral, cilin-
dros.

Weibull de 3 parametros

Forma 4454

Valor umbral 05569
N 45

Frecuencia

0.570

; O

0568 0572 0576 0580 0584 0588 0502 0596

Figura 5.3: Gréfica de Histogramas de distribucion D,y £g =0.3/ Distribucion muestral, Placas.

0.62 063 0.64

065 066 0.67
- -
0

Logistica

Frecuencia

o624 06 o068 060 0672 0684

Figura 5.4: Grafica de Histogramas de distribucion D,y €5 =0.5/ Distribucion muestral, Placas.
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Walor extremo mas pequefio

Ubic.  0.8347
Escala 00276

Frecuencia
@

0.768 0.784

o mmexcmoom [

L] 1
078 0.80 0.8 0.82 083 0.84 0.85

Figura 5.5: Grafica de Histogramas de distribucion D,y €5 =0.8/ Distribucion muestral, Placas.

Weibull de 3 pardmetros

Forma 172857
Escala 5120
Valorumbral  -5111
N 20

Frecuencia

0.852 0.855 0.858 0.851 0.864 0.867 0.870

e

] -
08525 08550 08575 08600 08625 08650 08675 08700

Figura 5.6: Grafica de Histogramas de distribucion D,y €g =0.7/ Distribucion muestral, esferas.

Logistica

Ubic. 0.9554
Escala 0.001458
N 5

Frecuencia

0.954 0.960

x e o -

0.948 0.951 0.954 0.957 0.960

Figura 5.7: Grafica de Histogramas de distribucion D,y €g =0.9/ Distribucion muestral, esferas.
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