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Introduccion

Al analizar un sistema es importante realizar un modelo matematico que describa su compor-
tamiento lo méas cercano a la realidad. Dicho modelo puede ser utilizado para hacer predicciones
sobre el futuro desarrollo del sistema o para disenar controles para asegurar que el sistema se
comporte de una forma deseable. Sin embargo, no debe perderse de vista que un modelo es una
aproximacién, asi lo que pronostique y lo que ocurra en el sistema real puede llegar a ser muy
distinto, cuando pasa un periodo de tiempo largo o cuando los pardmetros y variables involucra-
das sufren un cambio (en [16] pueden consultarse varios ejemplos al respecto).

En muchos casos se desea que el modelo se comporte de manera estable. La estabilidad de
sistemas lineales invariantes #(t) = Az(t) ha sido estudiada ampliamente. Una forma de deter-
minar su estabilidad es mediante el estudio de las raices de su polinomio caracteristico. Existen
varios criterios y resultados para determinar cuando un polinomio es estable.

Al modelar un sistema a veces hacemos idealizaciones para simplificar su estudio, pero también
muchas de la veces desconocemos las propiedades de la totalidad de variables que involucra y la
diferencia en el comportamiento entre el modelo y el sistema real puede llegar a ser mayor. Los
origenes y las causas de esta posible discordancia son muchos:

= El modelo puede depender de parametros fisicos que no se conocen exactamente.

= Puede ser que existan efectos no lineales o variantes en el tiempo que no se conocen con
precision.

= A veces la interaccién dindmica del sistema con su entorno no es clara en los limites del
sistema.

s Al simular computacionalmente y utilizar métodos discretos pueden aparecer errores de
redondeo que lleven a perturbaciones desconocidas del modelo.

A estos modelos se le conoce como modelos inciertos o con incertidumbre. En estos modelos la
matriz A depende de un parametro q, y el sistema asociado es llamado sistema con incertidum-
bre paramétrica: &(t) = A(q)x(t). El pardmetro q puede ser un escalar o un vector real pero se
desconocen sus valores exactos, en general ¢ € V' C R™ y en casos particulares sélo se conocen
sus limites maximos y minimos.
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Muchos de estos sistemas aparecen en sistemas con control & = Ax(t) + Bu(t) que son reali-
mentados, es decir, el control puede tener la forma u(t) = c¢’z, donde ¢ € R™ es un vector de
pardmetros. Al sustituir se obtiene 4(¢) = (A+ Be)x(t) y entonces en la nueva matriz del sistema
A + Be aparecen pardmatros y por lo tanto también en el polinomio caracteristico. Otras veces
para utilizar un sélo pardmetro se considera al control como u(t) = ke'x, con c € R" y k € R,
donde k es el pardmetro, y entonces el sistema realimentado tiene la forma #(t) = (A+kBc)z(t).
Es de interés entonces preguntarse ;para qué valores de los parametros del control el sistema es
estable? o bien ;qué tanto pueden ser cambiados los parametros antes de que el sistema se vuelva
inestable?

En el caso en que la matriz A dependa de parametros una forma de determinar la estabilidad
del sistema es mediante su polinomio caracteristico

p(s,q) = ao(q) + a1(q)s + az(q)s® + - - + an(q)s"

donde cada coeficiente depende del parametro q. A partir de que el pardmetro q no se cono-
ce exactamente entonces se tiene una infinidad de posibles valores para los coeficientes. A los
polinomios de la forma p(s, q) se les conoce como familia de polinomios o polinomios con incer-
tidumbre paramétrica. La clasificacién de estos polinomios estd en funciéon de la estructura de
los coeficientes a;(q). Para las familias de polinomios de tipo intervalo el Teorema de Kharito-
nov ofrece condiciones necesarias y suficientes para determinar estabilidad. En varios trabajos
el problema de estabilidad de un polinomio con incertidumbre paramétrica ha sido trasladado
principalmente a dos problemas con distinto enfoque: determinar la positividad de la matriz de
Hurwitz del polinomio caracteristico del sistema o buscar su llamado conjunto de valor. En este
caso los criterios clasicos de estabilidad no resuelven de forma inmediata el problema debido a la
presencia de pardmetros.

Un método relativamente reciente y con un enfoque computacional estd basado en la expan-
sién de Bernstein para un polinomio real, en el criterio de estabilidad de Routh-Hurwitz y en el
teorema de interseccién de la frontera. La idea general de éste método consiste en que dada una
familia de polinomios p(s, q), la expansién de Bernstein produce cotas ajustadas sobre el rango
de la familia. La estabilidad se verifica probando la positividad del determinante de la matriz de
Hurwitz asociada a la expansién de Bernstein de la familia p(s,q). En este trabajo presentamos
y justificamos con detalle el uso de éste método.

En el presente trabajo hacemos una revisiéon del problema de estabilidad, estudiamos con
detalle los polinomios de Bernstein y aplicamos estos polinomios para dar una aproximacion al
problema de estabilidad de familias de polinomios. El trabajo estd organizado del siguiente modo:
En el Capitulo 1 se enuncian los criterios de estabilidad més importantes y que son cldsicos en
la literatura de la Teoria de Control. Ademds se muestran ejemplos donde dichos criterios no
permiten decidir inmediatamente la estabilidad de una familia de polinomios. En el Capitulo 2 se
presenta una breve introduccién a las familias de polinomios y un par de resultados relativos al
estudio de su estabilidad: el Teorema de Kharitonov y el Teorema de interseccién de la frontera.
En el Capitulo 3 se aborda el estudio de los Polinomios de Bernstein y presentamos sus principales
propiedades. Algunas de esas propiedades son utilizadas para justificar varios resultados obtenidos
en el subsecuente capitulo. En el dltimo capitulo estudiamos la establidad de familias mediante
el método de expansiéon de Bernstein.



CAPIiTULO 1
Criterios clasicos de estabilidad

En este capitulo enunciaremos los principales criterios cldsicos para verificar la estabilidad
de polinomios y por tanto de sistemas (estabilidad global para sistemas lineales o estabilidad
local para sistemas no lineales). El problema de determinar la estabilidad en un sistema puede
abordarse a partir del estudio de las raices del polinomio caracteristico de la matriz del sistema:

p(A) =apA" + @\ 4 a1 A+ a,  (ag #0)

Los criterios clasicos enuncian condiciones necesarias y suficientes para las cuales todas las raices
se localicen en la mitad derecha del plano. Presentamos también algunos ejemplos de polinomios
con parametros en los coeficientes para ilustrar algunas desventajas de dichos criterios cuando
los coeficientes tienen una estructura mas compleja. Un desarrollo detallado de estos criterios y
ejemplos para polinomios con coeficientes constantes pueden consultarse en [24].

1.1. Criterio de Routh-Hurwitz

Las ideas de A. Hurwitz y E. Routh que llevaron al criterio que lleva su nombre, eran las de
elaborar un algoritmo que contara el niimero de raices con parte real positiva o negativa de un
polinomio real. De forma independiente, Hurwitz construyé su algoritmo en base a los trabajos
de Hermite, mientras que Routh se basé en el Teorema de Sturm y los indices de Cauchy.

Definicién 1.1.1. Decimos que un polinomio de coeficientes reales es Hurwitz si todas sus raices
tienen parte real negativa.

Definicién 1.1.2 (Matriz de Hurwitz). Dado el polinomio
f(z) = apx™ +arz" ' + ... +ay

denotamos por H(f) a la matriz de Hurwitz de f, que se define como

a; az as 0
ap a2 Q4 --- 0

aHfy=| 0 @ a -0 (1.1)
0 0 O an,
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Teorema 1.1.3 (Criterio de Routh-Hurwitz). Sea
f(x) =apx™ + az" '+ .. +a,

con ag > 0, f(x) es Hurwitz si y sélo si Ay > 0, Ay > 0,...,A, >0, donde Ay, Ao, ..., A,
son los menores principales diagonales de H(f), es decir

a a a; agz as
Aq = det(ar), Ay =det ( roos ) , Az =det | ay as aqg |, ...
ap az 0
a1 as

Ejemplo 1.1.4. Consideremos el polinomio
pt) =3+ (a1 + 3> + (a2 +5)t+ (a3 +4) a1,a2,a3 €R
formamos con sus coeficientes las matriz de Hurwitz

ar+3 az+4 0
H(p): 1 az+ 95 0
0 a1+3 az+4

los menores principales de H(p) son
A =a1+3, Ay= (041 + 3)(0&2 + 5) — (043 + 4), Az = (Ozg +4)A2
El polinomio seré estable, a partir del criterio de Routh-Hurwitz, si y sélo si Ay, Ag, Az > 0.

Observacién 1.1.5. En el ejemplo anterior nétese la dificultad de verificar la positividad de los
menores principales a partir de que no tenemos informacién acerca de los valores de los parametros
«;. En este caso habria adicionalmente que resolver un sistema simultdneo de tres desigualdades.
Puede, por tanto, inferirse que la dificultad aumentara cuando el grado del polinomio sea mayor.

1.2. Teorema de Hermite-Biehler

La idea geométrica detrds del Teorema de Hermite-Biehler es pensar que un polinomio real
p(x), que es estable, al evaluarlo en x = iw, su grifica se enrolla en sentido contrario a las mancillas
del reloj alrededor del origen del plano complejo y el argumento de p(iw) es una funcién creciente.
Adicionalmente, si el polinomio p(iw) es dividido en una parte real e imaginaria, ocurre que las
raices de cada parte se van alternando. Este razonamiento puede revertirse para verificar cuando
las raices de un polinomio tienen parte real negativa a partir del estudio de las raices de la parte
real e imaginaria de p(iw).

Definicién 1.2.1. Considerar el polinomio real p(t) = ag + a1t + ast? + ... + a,t™. Podemos
escribir a p(t) de la siguiente forma

p(t) = (ag + agt® + ast* +...) + t(a1 + ast® + ast* +...)

al evaluar en iw

4

p(iw) = (ag — agw? + agw® — ...) +iw(a; — azw? + asw® —...)
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Definimos
pé(w) =ag — asw? + agw? —

p°(w) = a1 — azw? + asw* —
PP (t) = ag + agt? + agt + ...
PP (t) = ayt + ast® + ast® + ...

(
Definicién 1.2.2. El polinomio p(t) = ag + a1t + ast? + ... + a,t" satisface la propiedad de la
alternancia si y sélo si

a) los coeficientes principales de pPe"(t) y p"™P(t) tienen el mismo signo;

b) todas las raices de p¢(w) y p°(w) son reales y las raices positivas de p¢(w) y p°(w) se van
alternando, es decir
0< We,1 < Wp,1 < We2 <Wp2 < ...

La figura 1.1 ilustra el inciso b) de la propiedad de la alternancia, obsérvese la forma en que
se alternan las raices de p®(w) y p°(w).

Figura 1.1: Ilustracién de la propiedad de la alternancia

Teorema 1.2.3 (Hermite-Biehler). Un polinomio real P(t) es Hurwitz si y sdlo si satisface la
propiedad de la alternancia.

Ejemplo 1.2.4. Considérese el polinomio
p(t) = t> +[2,4)t* + [2,5]t + [3,7]
donde los coeficientes son intervalos reales cerrados. Evaluamos en ¢t = iw para obtener
p(iw) = —iw® — [2,4]w? + [2,5liw + [3,7] = [3,7] — [2,4]w? + iw([2, 5] — w?)

Para verificar la estabilidad de este polinomio tendriamos que verificar que satisface la propiedad
de la alternancia.
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Observacion 1.2.5. En el ejemplo anterior la dificultad de aplicar el Teorema de Hermite-Biehler
radica en verificar que las raices de los polinomios

pe(w) = [Sv 7] - [274](*‘)2 y po(w) = [2’5] - w’

se alternan de acuerdo con el inciso b) de la propiedad de la alternancia. Al ser los coeficientes
de estos polinomios intervalos reales se tiene un conjunto infinito de curvas en el plano.

1.3. Criterio de Routh

Considérese el polinomio
p(z) = apx™ + bor™ ' + a1z 2 + by 3 4
a continuacién evaluamos en x = iw obteniendo
p(iw) = ao(iw)™ + bo(iw)™ ™' + a1 (iw)™ % 4+ by (iw)" 3 + ...

si n es par definimos

|3

Uw) = (=1)% (agw™ — a1 2 + agw™ 4 — ..
V(@) = (—1) 3 (w1 — by + by — )
y si n es impar definimos

U(w) = (—1)"F (b " = b 4 bpo™ % — ..)

n—1

V(w)=(-1)"7 (apw™ — a1w" % 4 agw™ 4 —..))
entonces escribimos
p(iw) = U(w) +iV(w)
El criterio de Routh estd basado en el siguiente algoritmo (de Routh): con los coeficientes a;, b;
construimos

0 = aj— %p = boar — aoby

bo bo 7
€L = a2 — %Z@ = W7 (1.2)
T b()a:&*aob?)7

bo bo

analogamente con b;, ¢; construimos

b by —b
dy = b1_261:u7
Co Co
b by — b
di = by— ey = u7 (1.3)
Co Co
b bs — b
dy = by— Dey= 0208

Co Co
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y asi sucesivamente. Con dichos coeficientes formamos el esquema de Routh:

ap, ai, as,

bo, b1, bs,
€, €1, €3, .- (1.4)

d07 dla d37

Teorema 1.3.1 (Criterio de Routh). Todas las raices del polinomio real p(z) tienen parte real
negativa si y solo si al realizar el algoritmo de Routh todos los elementos de la primera columna
del esquema de Routh son diferentes de cero y del mismo signo.

Ejemplo 1.3.2. Considérese el polinomio real con pardmetros p(A1, Az, s) = A18%+ (A1 +A2)s%+
(2M1 —A2)s+ Mg con A € [—0.5,0.5] y Ay € [—0.1,0.7]. Con los coeficientes realizamos el algoritmo
de Routh:

ag = A1, bo=A1+ A2, a1 =2A1— X3, b1= A

_ b0a1 — (lobl _ ()\1 + )\2)(2)\1 — )\2) — )\1)\2 - 2)\% — )\%

bo A+ Ao o A+ Ao
El esquema de Routh queda

Co

A1 2M1 — Ao
A1+ A2 A2
207 — A3 0
A1+ Ao

Se observa que puede ser complicado determinar para que valores de los pardmetros A; y A, en
sus respectivos dominios, las entradas de la primera columna del esquema de Routh son distintas
de cero y tienen el mismo signo.






CAPITULO 2

Familias de polinomios

En el capitulo 1 enunciamos los criterios clasicos de estabilidad. Estos criterios son practicos
cuando se analizan sistemas cuya matriz contiene entradas reales constantes (y por tanto el poli-
nomio caracteristico asociado al sistema tiene coeficientes constantes), pero se vuelve complicado
su uso cuando se trabaja con sistemas que dependen de parametros. Es por ello que se hizo
necesario contar con otro tipo de criterios, basados obviamente en los criterios cldsicos, que cu-
brieran las dificultades que aparecen en sistemas con parametros. En este capitulo abordaremos
una clasificacion especial de polinomios cuyos coeficientes dependen de parametros y algunos
criterios elaborados para determinar la estabilidad de este tipo de polinomios. En [2] y [4] se
pueden encontrar algunos resultados relacionados con familias de polinomios.

2.1. Incertidumbre paramétrica

Si un sistema lineal tiene la representacién tradicional #(t) = Az(t) podemos enfatizar la
dependencia respecto a un parametro q escribiendo

i = A(q)(t) (2.1)

La estabilidad de sistemas lineales e invariantes en el tiempo con incertidumbre en los parame-
tros ha sido estudiada ampliamente. Una forma de determinar dicha estabilidad es mediante su
polinomio caracteristico

p(s,q) = ao(q) + a1(q)s + az(q)s® + - - + an(q)s" (2.2)

cuyos coeficientes a; dependen del vector de parametros

an
Los valores de cada pardametro ¢; del sistema son constantes pero se desconocen sus valores
exactos, solo se conocen sus limites minimos y méximos: ¢; y G;, tales que ¢; € [g;, G;]- El conjunto

7
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de todos los posibles vectores q que puedan existir se le conoce como una caja de incertidumbre
paramétrica

Q:{q: (ql qz - QI)T|Q1 € [qHELZ:l,Qv,Z}

Por lo regular consideraremos que la caja de incertidumbre paramétrica estd contenida en una
bola con alguna norma apropiada. Las normas que frecuentemente utilizaremos serdn £ y ¢2.
Bola y caja serdn usadas en este trabajo como sinénimos.

Definicién 2.1.1. Un polinomio con incertidumbre paramétrica junto con su conjunto acotado
de pardmetros @ es llamado una familia de polinomios P(s, @), i.e.

P(s,Q) = {p(s,q)lqa € Q}

Observacién 2.1.2. Si A(q) es una matriz con entradas que dependen de q, podemos usar la
notacién A = {A(q)|q € Q} para describir la familia de matrices resultante.

Ejemplo 2.1.3. Consideremos el sistema con variables de estado con incertidumbre descrito por
#1(t) = (1 + qu)wa(t) + (q1 + g2 + 4)xa(t)

Bo(t) = (34 q2)x1(t) + (g1 — g2 + 3)x2(t) + (2 4 q1)u(?)

con |¢1] <1y |g2|] < 1. Entonces la representacion @(t) = A(q)x(t) + b(q)u(t) tiene la forma

(!561(t)> _ (1 t@ @t +4> (331(15)) i < 0 ) u(t)
2109) 3+ a1 —q+3) \za2(t) 24+ q
Definicién 2.1.4 (estabilidad robusta). Una familia de polinomios P = {p(-,q) |q € @} se dice

que es robustamente estable si para todo q € @ el polinomio p(s,q) es estable.

Ejemplo 2.1.5. Consideremos la familia de primer orden P(s,q) =

Siq con |g| < 2. Cuando el
sistema es compensado con una realimentacién C(s) = 1, obtenemos el polinomio de lazo cerrado
p(s,q) = s+ 1 —q. La raiz de p(s,q) es s(q) = =1+ ¢. Si ¢ > 1 la familia de polinomios P no es
robustamente estable porque s(q) cae en la mitad derecha del plano. Si |q| < r puede verse que

P es robustamente estable si y sélo si r < 1.

Definicién 2.1.6 (grado invariante). Una familia de polinomios

P={p(~q)lqeQ}
se dice que tiene grado invariante si la siguiente condicién se cumple: dados q,r € @ se sigue que
gradop(s,q) = gradop(s,r)
Generalmente supondremos que p(-, q) tiene grado invariante.

Observacién 2.1.7. Si para todo q € @, gradop(-,q) = n entonces decimos que P es una
familia de polinomios de n-ésimo grado. Si P no tiene grado invariante decimos que ocurre un
salto de grado.
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Observacién 2.1.8. Si consideramos un polinomio con incertidumbre paramétrica
n
p(s,q) =Y ai(q)s’
i=0

obsérvese que P tendrd grado invariante si y sélo si a,(q) #0Vq € Q.

Los polinomios con incertidumbre paramétrica se clasifican de acuerdo al tipo de estructura de
los coeficientes a;(q) en Intervalo, Afin, Multilineal y Polinémico. Los polinomios Intervalo y Afin
comparten la caracteristica de que existe un subconjunto de prueba, esto es, que no tenemos que
probar la estabilidad de toda la familia de polinomios P(s, Q) sino inicamente de un subconjunto
(a veces pequeno) de ella. Para el tipo Multilineal y Polindmico sélo nos limitaremos a decir que
no tienen un subconjunto de prueba con el cual probar estabilidad y por ello se han buscado
diferentes alternativas llevando por ejemplo dicho problema a uno de positividad de una funcién
polinomial por medio de determinantes de Hurwitz.

2.2. Polinomios intervalo

Definicién 2.2.1 (estructura de incertidumbre independiente). Un polinomio con incertidumbre
paramétrica

p(s,a) = ai(q)s’
1=0

se dice que tiene una estructura de incertidumbre independiente si cada componente ¢; de q
aparece solo en un coeficiente.

Definicién 2.2.2 (familia de polinomios intervalo). Una familia de polinomios P = {p(-,q)|q €
@} se dice que es una familia de polinomios intervalo si p(s,q) tiene una estructura de incerti-
dumbre independiente, cada coeficiente depende continuamente de q y @@ es una caja.

Ejemplos 2.2.3.

1) Una familia de polinomios P aparece del polinomio con incertidumbre paramétrica descrito
por

p(s,q) = (5+qu)s* + (34 q3)s® + (2+ q2)s” + (4 + q1)s + (6 + qo)

con pardmetros acotados |¢;| < 1 parai=0,1,2,3,4.
2) Otra notacién cldsica para familias de polinomios intervalo es la siguiente

P = {ass* + a3s® + azs® +a1s +ag|as € [7,8], a3 € [2,6],
as € [1,3], a1 €10,5], ap € [4,5]}

que puede reescribirse como

P = [7,8]s* + [2,6]s® + [1,3]s* + [0, 5]s + [4, 5]
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3)

La representaciéon de incertidumbre a veces involucra un cierto tipo de redundancia. Sea
p(s,) = s* + (5 + g2 +2q3)s* + (6 + 2q1 + 5¢4)s + (3 + qo)

con pardmetros |¢;| < 0.5 para ¢ = 0,1,2,3,4, uno puede reacomodar la incertidumbre
como sigue: definimos nuevos parametros de incertidumbre

Go2=5+q+q, @ =6+2q0+5q, qGo=3+qo

y una nueva caja de incertidumbre Q con 2.5 <G <35,25<¢1 <95, 35< <65y
un nuevo polinomio

P(s,q) = 8>+ G2s> + G1s + Go

Podemos llamar a P ={p(-,4)| G € Q} la versién reacomodada de la familia P. No es dificil
verificar que P = P.

En este trabajo centraremos nuestra atencién en familias de polinomios intervalo aunque cabe
mencionar la existencia de otro tipo de familias.

Ejemplos 2.2.4.

)

Considérese la familia
F = {a333 + &282 +ai18 + ag | ||(CL3,CL27 ay, 0,0) — (1, 2, 5, 1)”2 < 4}
que es llamada bola de polinomios.

Sea

p(s,A) = (A1 4 5A2 + TAz)s® + (2A1 4+ 3X3)s” + (5A1 + 2A3)s?
+ (3)\2 + 5)\3)8 + (6)\1 + Ao + 2)\3)

con (A1, A2, A3) en algtin conjunto de R®. Estas son llamadas familias con incertidumbre en
los coeficientes de tipo lineal.

Sea
p(s,A) = (M1 + Aa 4+ 5)8% + (6A1 +3Xg +2)s2 + (TAg + 3)s + (5A\; + 6)

con (A1, A2) en algin conjunto de R2. Estas son llamadas familias con incertidumbre de
tipo afin.

Sea
(s, A) = (A2 4+ 5N+ 7)s% + (63 + 5\ 4 2)s% + (6A + 2)s + (40? + 7\ + 3)

con A en algin conjunto de R. Estas familias tienen incertidumbre en los coeficientes de
tipo polinomial.
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2.3. Teorema de Kharitonov

Los teoremas clasicos sobre estabilidad de polinomios fueron establecidos principalmente en
el siglo XIX y el ultimo resultado en aparecer fueron las condiciones de Liénard-Chipart en 1914.
Desde entonces, no fue sino hasta 1978 que este tema alcanzé un nuevo impulso cuando V. Khari-
tonov resolvié el problema de encontrar condiciones necesarias y suficientes (sorprendentemente
simples) para que una familia de polinomios intervalo sea estable. El articulo de Kharitonov
ha sido citado en una gran cantidad de articulos y libros y propicié que muchos investigadores
dirigieran su atencién a este tema.

Consideremos ahora el conjunto P(s,d) de polinomios reales de grado n de la forma

p(s,0) = 6 + 015 + 8982 + 035 4+ -+ + 8,8
donde los coeficientes estan en los rangos

do € [w0,%0), 01 € [x1,51], --., On € [Tn, Yn]

Supongamos que el grado de la familia permanece invariante, asf que 0 ¢ [z, y,]. En el siguiente
lema PP (s), P"™P(s), P°(w), P¢(w) son como se definieron en la seccién 1.2.

Lema 2.3.1. Sean Pi(s) y Pa(s) dos polinomios reales Hurwitz del mismo grado tales que
Pi(s) = PP (s) + P{""(s)
Py(s) = P77 (s) + By (s)
con la misma parte par PP°"(s) y con partes impares distintas P{"™(s) y Py (s) y ademds
P{(w) < Py(w) Vw € [0,00)
Entonces el polinomio P(s) = PP (s) + P™P(s) es Hurwitz y ademds satisface
PY(w) < P°(w) < PY(w) Vw € |[0,00)

Demostraciéon. Por ser Pi(s) y Pa(s) Hurwitz, PP(w) y P§(w) cumplen la propiedad de la
alternancia de las raices (Pf(w) y Pg(w) también tienen esta propiedad). Se tiene entonces que
We,t <why w2y <Weo

PO(Wé,l) > PP (w ,1) =0

1
PoWy) 2 PS(eR ) =0

Por el teorema del valor intermedio existe wo1 € [w) 1, w2 ;] tal que P°(w,,1) = 0. Continuando
con este razonamiento se tiene que P°(w) y P¢(w) satisfacen la propiedad de la alternancia. Por
lo tanto P(s) es Hurwitz. m

El dual del lema anterior es el siguiente:

Lema 2.3.2. Sean Pi(s) y Pa(s) dos polinomios reales Hurwitz del mismo grado tales que
Pi(s) = PP (s) + PP (s)

Py(s) = Py (s) + PP (s)
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con la misma parte impar PP (s) y con partes pares distintas PI*"(s) y PY*"(s) y ademds
Pf(w) < Py(w) Vw € [0,00)
Entonces el polinomio P(s) = PP (s) + P™P(s) es Hurwitz y ademds satisface
Pf(w) < P¢(w) < Py(w) Vw € [0,00)
Teorema 2.3.3 (Kharitonov). La familia de polinomios
P(s) = [zo,yo] + [z1,11]s + -+ + [T, yn]s"

consiste de polinomios Hurwitz si y solo si son Hurwitz los siguientes polinomios

1

K'(s) = g+ 215 + y25” + y35° + 245" + 255" + yes® + -+
K2(s) = oo + y15 + y2s® + x35° + x4 + y55° + yes® 4+ -+
Kg(s) =Y +z15+ Tos? + y383 + y4s4 + 258 + a8 + -
K4(3) =Yoo +yis+ 55282 + $383 + y4s4 + y535 + £U686 + .-

Notese que solo es necesario verificar la estabilidad de cuatro polinomios para garantizar la
estabilidad de toda la familia.

Observacién 2.3.4. El paralelepipedo [z, yo] X [21,y1] X+ * X [Zn, Y] se puede identificar con la
familia intervalo y tiene 2"*! vertices. Escribimos § = [dg, 1, .. .,0,] v sea A el hiper-rectangulo
o caja de coeficientes (ver 2.3).

A:{(S : 6€R”+1,xi§6igyiz’:O,l,...,n}

K2 A

Kl

K4

K3

Figura 2.1: Paralelepipedo asociado a la familia intervalo.

Demostracién. (Teorema)

=): Inmediata a partir de que todos los polinomios con coeficientes en A son estables y por
tanto los polinomios de Kharitonov deben ser estables pues sus coeficientes estan en A.

<): Supongamos que K*, K2, K3 K* son Hurwitz. Definamos

KPY (s) = yo + w28 + yas™ + 265° +ygs® +- -

max

KPS (s) = o + y25° + mas” + y6s® + mss® 4 -+

min
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Kimp(s) =ns+ xgs?’ + y5s5 + x737 + y959 4+

max
szp(s) =218+ y333 + 33585 + y7$7 + x939 4+ .-

min

Los polinomios de Kharitonov pueden entonces escribirse como

K'(s) = KPi(s) + K2 (s)
K*(s) = KP4 (s) + K2 (s)
K3(s) = K2 (s) + K727 (s)
K*(s) = K24 (s) + K22 (s)

Sea p(s) = p(s,d) = dp + 615 + 6252 + - - - + §,,8™ un polinomio arbitrario que pertenece a la
familia, entonces

p(iw) = dg — dow? + 4w* — -+ +iw(6) — dzw? + dsw* —--+)
con x; <6 <y, (1=0,1,...,n). Luego
To — Yow? + zawt — -+ < 8y — daw? + Sgw? — Few® + -+ < yo — zow? + Yaw — Few®

es decir
K% (w) = K'*(w) <pf(w) < K% (w) = K* (w)

Una desigualdad similar ocurre con K (w) y p°(w).

Considerar el polinomio g(s) = K?7 (s) + p"™(s). Entonces K'(s), K%(s) y g(s) tienen la
misma parte par y por el lema g(s) es Hurwitz. Similarmente si h(s) = K?7 (s) + p"™?(s)
entonces K3(s), K*(s) y h(s) tienen la misma parte par. Por el lema 2.3.1 h(s) es Hurwitz.
Finalmente g(s),h(s) y p(s) tienen la misma parte impar, entonces por el lema 2.3.2 p(s)

es Hurwitz.
]
Ejemplo 2.3.5. Considérese la siguiente familia de polinomios
p(t,q) = qo + @it + qot® + gst®

con qo € [1,2],q1 € [5,6],¢2 € [7,9], g3 = 1. Los polinomio de Kharitonov son

K't)=1+5t+92 + 13
K2(t) = 14 6t + 9t* + ¢
K3(t) =2+ 5t + T2 + 13
K*(t) =24 6t + 7t* + 3

Mediante cualquiera de los criterios expuestos en el capitulo 1 puede verificarse que todos los K
son Hurwitz. Por lo tanto la familia es estable.
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Observacion 2.3.6. Dada la famila de polinomios P puede ocurrir que no sea lineal en q, sin
embargo la imagen de p(s,q) bajo cualquier caja q es también una caja y P es asi un polinomio
intervalo. Si la familia P no es un polinomio intervalo, el teorema de Kharitonov puede, atin
asi, ser usado cubriendo P con un polinomio intervalo p(s,q). Si p(s,q) es estable, entonces P
también es estable. Esta condicion es sélo suficiente, pues la afirmacién en sentido inverso no
siempre es verdadera.

Ejemplo 2.3.7. La familia de polinomios

P = {pss* + (pa+ cos®(p3))s® + 2p15” + pa/Pas + p1 :
p1 € [577]7 p2 € [354]7 p3 € [_7T/477T/4]7 JRS [172]7 ps € [152]}

no es un polinomio intervalo, pero es un subconjunto del polinomio
p(s) = [1,2]s* + [3/2,3]s% + [10, 14]s% 4 [3,4V2]s + [5, 7]

los polinomios de Kharitonov asociados a p son:
3
Kl(s)=s*+ 553 + 1452 +4V2s +5

3
K2(s) = 25 + 553 + 108 4+ 4v2s + 7
K3(s) =25 4+ 353 +10s* + 35+ 7
K*(s) =s*+35° + 145> + 35 +5
puede verificarse que cada uno de ellos es estable, por lo tanto p(s) es estable y por lo tanto
también lo es P.

Observacion 2.3.8. Los polinomios de Kharitonov pueden también ser escritos en términos de
los coeficientes de orden superior:

n—4

Kl(s) = ZpS" + Yn15" Y082+ 235" + Ty +
K2(8) = 2n8" + 215" 4 Yn_28" 2 + yn_38" >+ xp_ys" 1+
K3(8) = yns™ + 18" 4 08" 2 + yn_38" > 4 yp_gs" T4 -
R4(5) = YnS" 4 Yn15" L+ L0822y 38" Fyp_as" T+

2.4. Teorema de interseccion de la frontera

El teorema de interseccién de la frontera juega un papel muy importante en muchos de los
resultados de la teoria de la estabilidad. De forma general, la idea que hay detras del teorema es
la siguiente: dada una familia de polinomios parametrizada y cualquier camino continuo respecto
al pardmetro que lleva un polinomio estable a uno inestable, entonces el primer punto inestable
que se encuentra a lo largo de este camino corresponde a un polinomio cuyas raices inestables
caen en la frontera (y no en el interior) de la regién de inestabilidad del plano complejo.
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Consideremos una familia de polinomios P(), s) que satisfagan la siguiente condicién:
Hipdtesis 2.4.1. P()\,s) es una familia de polinomios

1. de grado fijo n.

2. continuos con respecto de la variable A para \ € [a, b)].

Teorema 2.4.2 (de la interseccién de la frontera). Si P (A t) satisface la Hipdtesis 2.4.1 y
P(a,t) tiene todas sus raices en C~ (i.e. P(a,t) es Hurwitz) y P(b,t) tiene al menos una raiz en
C*, entonces existe un nimero p € (a,b] tal que

a) P(p,t) tiene todas sus raices en C~ U iR.
b) P(p,t) tiene al menos una raiz en iR.

Demostracion. Para probar este resultado introducimos el conjunto E' de nimeros reales r tales
que 7 € (a,b] y que satisfacen la siguiente propiedad:

Vr' € (a,r), P(r',t) es Hurwitz

A partir de que el conjunto de polinomios Hurwitz de grado n es un conjunto abierto, el conjunto
FE es no vacio. Sea p = sup E. Este supremo existe pues F estd acotado superiormente por b. Por
ser p cota superior de E entonces para todo r < p, P(r,t) tiene raices en C~. Tomando el limite
cuando 7 — p se tiene que las raices de P(p,t) estan en C~ UiR. Por lo tanto se cumple el inciso
a).
Si P(p,t) tuviera todas sus raices en C~ entonces se puede encontrar un ¢ > 0 tal que si
7 € [a,p + €] entonces P(7,t) es Hurwitz. Por lo tanto p no seria el supremo. Por lo tanto
P(p,t) tiene al menos una raiz en iR = 9C~. Asi queda probado b). m

Observacién 2.4.3. En la conclusién del Teorema de Inteserccién de la Frontera la existencia
de p en el intervalo semiabierto (o semicerrado) (a,b] garantiza que P(p,t) tenga al menos una
raiz en iR, a partir de que P(a,t) es considerado Hurwitz.

Observacion 2.4.4. El resultado es mas general pues se puede tomar una particién de los
complejos: VUW U Z, tal que V, Z son abiertos y W = 0V = 907, VN Z = (. Si P(a,t) tiene
todas sus raices en V' y P(b,t) tiene al menos una raiz en Z entonces existe p tal que

a) P(p,t) tiene sus raices en VU W.
b) P(p,t) tiene al menos una raiz en W = 9V.

Considérese nuevamente la familia de polinomios (2.2) entonces la matriz de Hurwitz asociada
a p es a partir de (1.1)

ai(q) as(q) as(q) 0
ao(q) az(q) as(q) 0

Hps,q)=| 0 @@ 0 (2:3)
0 0 0 - anq

El siguiente resultado ! nos ofrece otro criterio de estabilidad.

lalgunos autores lo llaman también Teorema de interseccién de la frontera.
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Teorema 2.4.5. La familia de polinomios (2.2) es estable para todo q € Q si y sdlo si
1. Eziste un qo € Q para el cual p(s,qo) es estable.
2. det H(p(s,q)) >0V q € Q.

La condicién 2) del teorema establece que debemos verificar la positividad de la matriz de
Hurwitz.



CAPITULO 3

Polinomios de Bernstein

Basicamente los polinomios de Bernstein permiten aproximar una funcién continua f definida
en un intervalo cerrado y acotado [a,b], asi como ajustar curvas o superficies. También permi-
ten aproximar un conjunto de datos (como por ejemplo funciones poligonales). En éste tltimo
caso, por aproximacion entenderemos una funcién que aproxima a la funcién verdadera pero no
necesariamente reproduce el conjunto de datos exactamente. Esto es, la grafica de la funcién
que aproxima no pasard a través de los datos sino cerca de ellos. Como herramienta de ajus-
te, estos polinomios tienen varias ventajas, principalmente en diseno asistido por computadora.
Existen circunstancias o experimentos en los que conviene encontrar o quedarse con una buena
aproximaciéon mas que buscar interpolar los datos.

Los polinomios de Bernstein son llamados asi porque son la base primordial de la demostracién
que Bernstein realizé del Teorema de aproximacion de Weierstrass. La esencia de esta prueba
es la construccion de una sucesién de polinomios que, como veremos en este capitulo, convergen
uniformemente a una funcién continua. La demostracion que realizé Bernstein aparecié en 1912 y
es de las ultimas pruebas que se dieron del teorema de Weierstrass. Dicha demostracion ha tenido
un profundo impacto en muchas areas. Los polinomios de Bernstein estan conectados con la teoria
de Probabilidad, con problemas sobre momentos, con la teoria de sumas de series divergentes.
Problemas interesantes en analisis complejo, algunos de los cuales no han sido atin completamente
resueltos, se refieren al comportamiento de los polinomios de Bernstein de funciones analiticas.

3.1. Propiedades de los polinomios de Bernstein

Los polinomios son tutiles herramientas mateméaticas que ademaés se definen de forma sencilla.
Pueden calcularse rapidamente en sistemas computacionales y permiten representar una gran
variedad de funciones. Pueden ser derivados e integrados facilmente y pueden ser unidos para
formar curvas que aproximen una funcién tanto como se desee.

Sabemos que un polinomio real de una variable de la forma

-1
p(t) = anz" + ap_12" " + -+ a1z + ag
puede ser representado como una combinacién lineal de elementos de la base candnica
B={1,z ...,2"}

17
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del espacio de polinomios. Esta base es tan solo una de un nimero infinito de bases para el
espacio de polinomios. En lo siguiente discutiremos otra de las bases recientemente usadas del
espacio de polinomios: los polinomios de Bernstein y analizaremos algunas de sus propiedades.

Definicién 3.1.1. El polinomio de Bernstein de grado n asociado con la funcién f : [a,b] C R —
R esta definido por

n

Bu(ia) = Y- (1)@ = a0 0"~ ) 3.)

i=0
donde )
xi:a—l—ih:a—i—l(b—a) (i=0,1,...,n)
n

Observacién 3.1.2. En el caso especial donde el intervalo es el [0,1], la ecuacién (3.1) se reduce
a:
Ba(ria) =3 (M)t i (L (3.2)
= ] n

Definicién 3.1.3. Los polinomios bdsicos de Bernstein se definen como

Bpi(z) = <”> 21— z)ni (3.3)

i
coni=0,1,...,n; n=0,1,....

Observacién 3.1.4. Por conveniencia diremos que B, ; =0sii <061 > n.
Observacién 3.1.5. Hay n + 1 polinomios bésicos de Bernstein de grado n.

A lo largo de este trabajo nos enfocaremos en la aproximacién de una funcién f sobre [0, 1].
La modificacién para otros intervalos se realiza por una transformacién directa del intervalo [a, b]
en el intervalo [0, 1].

Para quienes estén familiarizados con la Teoria de Probabilidades, reconoceran a los poli-
nomios basicos de Bernstein como las funciones de densidad para una distribucién binomial.
Especificamente, By, ;(z) es la probabilidad de lograr exactamente ¢ éxitos en una sucesién de n
pruebas o ensayos independientes, en el cual la probabilidad de éxito en cualquier prueba es x.
Segun ésta observacion y como veremos mas adelante:

ZBM-(:E) = Z (") rl-—z)" =@+ 1-z)"=1 (3.4)

i
Ejemplo 3.1.6.
1) Polinomios bésicos de Bernstein de grado 1
Bio(z)=1—2z, Bii(z)==
con 0 <z <1.
2) Polinomios bésicos de Bernstein de grado 2

BQ’O(:,U) = (]. - $)2, BQJ = 2$(1 — ac), B2’2 = {,CQ
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3) Polinomios bésicos de Bernstein de grado 3

Bso(z) = (1—x)3
Bz (z) = 32(1 — x)?
Bss(z) = 32%(1 — 2)
Bss(z) = 23

Mostraremos a continuacién algunas propiedades de los polinomios béasicos de Bernstein.

Proposicién 3.1.7. Sean B,,_1 x(x) y Bn—1,k—1(x) dos polinomios bdsicos de Bernstein de grado
n — 1. Entonces
By k() = (1= 2)Bp-1,k(z) + 2Bp-1,k-1(x) (3.5)

para t,m > 1.

Demostracién.

=1\ k10 n-1-(k-1)
—i—:zc(k_l)m (1-=x)

Observacién 3.1.8. La proposicién anterior nos ofrece, por medio de la ecuacién (3.5), una
definicién recursiva para calcular los polinomios béasicos de Bernstein.

Proposicion 3.1.9. Los polinomios basicos de Bernstein son todos no negativos sobre el intervalo
[0,1].
Demostracion.

i) n = 1. En este caso es inmediato que los polinomios bésicos de Bernstein By o(z) = (1 — )

y Bi11(x) = = son no negativos si 0 < z < 1.

ii) Supongamos que todos los polinomios bésicos de Bernstein de grado m < n son no negati-
vos. Luego, a partir de la definicién recursiva (3.5) tomando m =n

Bm7i(.§U) = (1 — x)Bm—l,i(x) + a:Bm_l,i_l(x)

Entonces By, ;(z) > 0 para 0 < z < 1, ya que por hipétesis de induccién los elementos del
lado derecho de esta igualdad son no negativos.
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Definicién 3.1.10. Un conjunto de funciones f;(x) se dice que es una particién de la unidad si
la suma de ellos es igual a 1 para todos los valores de .

Proposicién 3.1.11. Para cada k € N, la suma de los k+ 1 polinomios bdsicos de Bernstein de
grado k es igual a la suma de los k polinomios bdsicos de Bernstein de grado k — 1. Es decir

k k-1
> Bri(x) =Y Bp_1(x)
i=0 i=0

Demostracién. A partir de (3.5) tenemos

k

k
> Biw=)Y [(1-2)Br1i(@)+xBr1i1(z)]

=0 =0

=(1-x)

k-1
Z Bi_1,i(z) + Bk—l,k(x)]
i=0

+x

k
Z Bi_1,i-1(z) + Bkl,l(ﬂf)‘|
=(1-2)) Bi1i(z)+2Y Br_11(z)
=0 i=1
k—1 k—1
=(1-2)) Bi1i(z)+2)_ Bp_1.(x)
=0 =0

k—1
= Z By_1,i(z)
i=0

y hemos utilizado que By_1 ;(z) = Bi—1,-1(x) =0. m

Proposicion 3.1.12. Los k+1 polinomios bdsicos de Bernstein de grado k forman una particion
de la unidad en el que la suma de todos ellos es igual a 1

k
Y Bri(x)=1 (k=1.2,...) (3.6)
=0

Demostracién. Se sigue a partir del Teorema binomial 1. m

Proposicion 3.1.13. Cualquier polinomio bdsico de Bernstein de grado n—1 puede ser expresado
como combinacion lineal de polinomios bdsicos de grado n.

ITambién puede obtenerse a partir de la proposicién anterior ya que

n n—1 1
Y Bni(@) =Y Bnp1ix)=...=> Bii@)=(1-z)+z=1
1=0 1=0 1=0
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Demostracién. Observemos primeramente lo siguiente

’ 1

_ (”) xi+1(1 B x)(n+1)—(i+1)
7
_ (%
n+1
(i)
1+ 1
= m Bn+1,i+1(x)

By () = <”) £y

Bn+1,i+1($)

y también

(1 - 2)Buia) = (") £(1— )i

7

(3)

= (n+1) Bn-‘,—l,i(z)
n—i+1
= ni—l—l Bn+1,z‘($)
y finalmente
1 1 : —i il —(i+1)
7y Bri(@) + 7y Baiaa(e) =a'(1 =)'~ a1 =)
i i+1

— 21— 2)" (1 - 2) + 4]
— Il(l o Z,)nfifl
_ B—1,(x)

(")

Por lo tanto

-1 1 1
Bn_1,i(z) = " . — B, i(z) + —— Bn,i+1(x)
. .11
=)+ B @

Observacion 3.1.14. Puede extenderse éste resultado para mostrar que cualquier polinomio
bésico de Bernstein de grado k, (k < n), puede ser escrito como combinacién lineal de polinomios

bésicos Bernstein de grado n.

Ejemplo 3.1.15. Sabemos que Bs 1(z) = 2z(1 — ). Ahora segun la proposicién anterior, ha-
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ciendot=1yn=3:

3—-1 1+1
BQ 1(1’) = T Bg,l(fﬂ) + T B&Q(I)

)

=2x(1 —x)* +22%(1 — o)
=2z(1 —2)[(1 — z) + ]
(

=2z(l —x)

Ya que 3 = {1,z,22,...,2"} forman una base para el espacio de polinomios de grado menor
o igual a n, entonces cualquier polinomio bésico de grado n puede ser escrito en términos de 3.

Proposicién 3.1.16.

i=k
Demostracién.
By k(z) = <Z)xk(1 z)k

- ()
()
S ()
Zr ()0

]

Proposicién 3.1.17.

Demostracion. Por induccién sobre k.

1) k=0.
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2) Supongamos que la expresién (3.7) es vilida para k < n. Probaremos que es valida para
k =n. En efecto:

I
[
SN—
»
E
—_
5
s

|
Las dos proposiciones anteriores pueden reescribirse como sigue

ok = g Ti <n)xl(1 — )"
i
i=0

para k =0,...,n, donde

()"
T = (—1) (’j) (;) (3.9)

con k < i, mientras que Tj; = T,;l =0,si k> 1.
Observacién 3.1.18. Las matrices T y T~! son triangulares.

Ejemplo 3.1.19. El elemento x de la base § se expresaria como combinacién de polinomios
bésicos de Bernstein de grado 2 de la siguiente manera:
2 2
1 _ 2
( 1)95( x) + <2)x

2
Proposicion 3.1.20. La derivada de un polinomio bdsico de Bernstein es

—~

T ) By i(x) = %Bzg(ﬂﬁ) + Baa(z) =

‘
N
N =

=

2,
1
(1 —z)+ 22

d

@ Bmk(l') =n (Bk—l,n—l(z) - Bn—l,k’(x))
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Demostracién.

N k!(:i! 0! -2 gl(;f);)'! 21— a)n kL
G ”(&znl)' me o k'(nn(n; 1)'1)|“"‘3k(1 z) ke
- [(/ﬂ —(Tll)!_(rlt)i 0! A -

k!(y(ln_kl)' et (-

= n(Bn—Lk—l(m) - Bn—lﬂc(l‘))

[
Los polinomios béasicos de Bernstein forman una base ya que:

1. Cualquier polinomio de grado menor o igual a n puede escribirse como combinacién lineal
de polinomios basicos de Bernstein. Puesto que la base 8 = {1,z,22,...,2"} genera el
espacio de polinomios y cualquier miembro de 3 puede escribirse como combinacién lineal
de polinomios basicos de Bernstein.

2. Son linealmente independientes pues para todo x

0=coBno(x)+c1Bpi(z)+ -+ cyBpn(z)

)

n

ten Y (-1 7;) (;) zt

=n

3o (1)()

A partir de que (§ es base se tiene que

=co+

lo cual implica que ¢cg =c¢1 =+ =¢, = 0.
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Segun los resultados anteriores tenemos que, dado un polinomio de grado n podemos escribirlo
como combinacién lineal de polinomios basicos de Bernstein de grado n:

p(x) = coBno(x) + c1Bpi(z) + - + ¢ Bpn(x)

co
C1
= p(x) = (Bn_yo(x) Byai(x) - Bn,n(x)) :
Cn
bo,o 0 0 0 Co
bio bin O 0 c1
= px)=(1 o 2> - ") bao b21 b22 0 Co
bn,O bn,l bn,2 o bn,n Cn

donde los b; ; son los coeficientes de la base 3 que son usados para determinar el polinomio bésico
de Bernstein respectivo. Obsérvese que la matriz es triangular inferior.

Ejemplo 3.1.21. En el caso cuadritico (n = 2) la representacién matricial es

1 0 0 Co

p)=(1 2 2?)[-2 2 0 c1

1 -2 1/ \e

Ejemplo 3.1.22. En el caso ctibico

1 0 0 0 co
-3 3 0 0 c
_ 2 .3 1
plo)=( = o ) e o e
1 3 -3 1 cs3

El polinomio de Bernstein B, (f;x) visto como operador resulta ser un operador lineal.

Proposicién 3.1.23. Si f y g son dos funciones sobre [0, 1] entonces
Bn(af + Bg;x) = aBn(f;x) + SBn(g; )

donde o y B son constantes.

Demostracién. A partir de la expresién (3.2) tenemos:

Bu(af + Bg;z) = Z (’Z)xu — )"t [af (;) + By (;)}

=0

DRI ORI GRIETC)

i=0
aBy(f;z) + BBn(g; x)
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3.2. Aproximacion de funciones mediante polinomios de
Bernstein

A continuacién estudiaremos el comportamiento de los polinomios de Bernstein cuando apro-
ximamos funciones con ellos.
A partir de la expresién (3.6) podemos deducir que el polinomio de Bernstein para la funcién
f(x) = 1 es la misma funcién. Es decir, esta funcién es reproducida exactamente por un polinomio
de Bernstein. Diferenciando la expresién (3.6) obtenemos:

W'M:
o

(ﬁ) 1 —2)" i (1 —2) — (n—d)2] =0

2

zn: (Z‘) 211 — )" — na) = 0

=0
y multiplicando por z(1 — z) tenemos

n

=0

& zn: (:‘) 2i(1 — )" = né (’Z) 21— )"z

=0
o :0 (Z‘) (1 — x)”_l% _ g (’;) 2i(1— 2"z
& z: C‘) 2i(1 — x)”—l% - (3.10)

Esto es, el polinomio de Bernstein para la funcién f(xz) = x reproduce también ésta funcién
exactamente.
Continuando de esta forma: derivando la expresién (3.10) tenemos:

ZHI % (?)xi_l(l —x)" T i =) =1

z(l—x)

y ahora multiplicando por se tiene

NE
Sl
7 N\
<3
N———
R&
/‘\.
—
|
8
~—
3
1
7N
Sl
|
8
N———
I
B
=
S
8
S~—

o bien
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Puede verificarse que

1
. 1— )=~
o?f%ﬂx( 7) 4

Entonces

l#? = Bu(a% @)l = mix, |o? = By (a%: )|

z(1—x)

= max
0<z<1

= — mix z(1—2x)
n 0<e<1

1
T dn

Luego, si n — oo
1
2 2
- B, 5 o S — 0
42 = Ba(e0)llo < £ —

Las buenas propiedades de los polinomios de Bernstein nos da esperanzas de que B(f;z) podria
ser una buena aproximacién para f(x) sobre [0,1]. Y en efecto, esto es el corazén de la prueba
que di6 Bernstein al Teorema de aproximacion de Weierstrass. Para la demostracién requerimos
un lema en el que utilizaremos la siguiente definicion.

Definicién 3.2.1. Sea (f,), una sucesién de funciones (real valuadas) definidas sobre un con-
junto S C R. La sucesién (f,), converge uniformemente en S a una funcién f definida sobre S
si para cada € > 0 existe un niimero natural N tal que |f,(z) — f(z)| < € para toda = € S y toda
n> N.

Lema 3.2.2. Para x € R yn > 0 se tiene que

n

3 (na — k)? <Z)xk(1 —2)" = (1l —2) <

k=0

13

Demostracion. A partir de que

tenemos

=nx (3.11)

Ahora, a partir de que
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tenemos

™)

n n— _ 2 . .
k(k — 1) <Z)zk(1 —2)"* = n(n - 1)z? Z (” ; >zﬂ(1 — )2
k=0 j=0
=n(n —1)z?

Sumando estos dos resultados, encontramos que

Z k? (Z) 2*(1—2)" % =n(n - 1)2? + ne = n’2* + naz(l — )

k=
Ya que

(nx — k)? = n?z? — 2nak + k2

y usando el teorema binomial junto con (3.11) obtenemos

n

Z(naz —k)? (Z) 2F(1— )" % = n22? — 2na(nz) + [n22? + nz(l — z)] = nz(1 — z)
k=0

Lo cual establece la igualdad. Para obtener la desigualdad, tenemos que

z(l—x) <

A~ =

Teorema 3.2.3 (de Aproximacién de Weierstrass). Si f(z) es continua en un intervalo [a,b]
entonces para cualquier € > 0 existe un n € N y un polinomio p,(z) de grado n tal que

|f(x) = pu(z)| < e
para todo x € [a,b].

A continuacién probamos la versién de Bernstein del Teorema de Aproximaciéon de Weiers-
trass.

Teorema 3.2.4. Si f es continua en [0, 1], entonces Byn(f;-) converge uniformemente a f en
[0,1].

Demostracién. Supongamos que f no es identicamente cero y sea M = sup{|f(z)|: = € [0,1]}.
Consideremos € > 0. A partir de que f es continua en un intervalo cerrado se sigue que f es
uniformente continua en [0, 1], es decir, existe § > 0 tal que si z,y € [0,1] y |z — y| < § entonces

€
(@) = fy)l < 5 (3.12)
Sea N = M/(e§?) 2. Debemos mostrar que

|B,(f;z) — f(z)|<e VYzel0,l] y Vn>N

2queremos enfatizar que la eleccién de ésta N no depende de .
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Fijemos una x € [0, 1] y tomemos n > N. Segun el lema 3.2.2 tenemos

f(z) = kzn:_of(:c) <Z> 2F (1 — z)k

y ademas
- k n _
Btz - s < 3|1 (£) = s ()0 -0
k=0
Para estimar esta suma, dividimos el conjunto {0,1,2,...,n} en dos conjuntos A y B
ke A, si ——x| <9
n
ke B, si E —x| >4
n
Para k € A tenemos que
k €
£(5)- o] <5

segun (3.12) y

>

keA

1) - @

usando (3.6). Para k € B, tenemos

>

keA

[NCR e

’k—nnx >0 = (k—nx)>>n?
y ademas
S (fj) ~f(@) (Z)x’%l RIS (Z) 2 (1 — 2yt
keB keB
< 32Ma2 (k — nz)? (Z) 2k (1 — z)n*

keB

Por el lema 3.2.2
2M /m\ M M e
w5 (1)~ m < oww 3
se sigue entonces que
|Bn(f;z) — fz)] <€
Esta prueba del Teorema de aproximacién de Weierstrass demuestra que usando B, (f;x) se
produce una base para obtener buenas aproximaciones para funciones. m

Observacién 3.2.5. En su prueba original, Bernstein da una estimacion del error. En investi-
gaciones posteriores se determiné que tan buena es la aproximacién; éste resultado es debido a
Voronowskaja 3. Pueden consultarse [22], [27] y [8] para detalles de dicha aproximacién.

3que por cierto fue alumna de Weierstrass
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Teorema 3.2.6 (Férmula asintética). Sea f(x) acotada en [0, 1] y suponga que la sequnda deri-
vada f"(x) existe en un cierto punto x de [0, 1] entonces

ltm n{f(z) - B(fsa)] = — 20—

n—o0 2

f(x)

Observacién 3.2.7. En particular si f”(z) < 0, la diferencia f(z) — B,(f;x) es exactamente

de orden n~1.

A partir de la definicién recursiva (3.5) para un polinomio bédsico Bernstein podemos imple-
mentar un algoritmo computacional eficiente para calcular estos polinomios basicos.

Algoritmo 3.2.8. Evaluacion de los polinomios basicos de Bernstein.

Entrada: n, x
Inicializar: Bg =1

Calcular:
para i = 1 hasta n hacer
Bi =Xk Bi—l

para j =i — 1 hasta 1
BQ = (1—1‘)*30
Salida:
para ¢ = 0 hastan
Bn’l(if) = Bl

Ejemplo 3.2.9. Construir el polinomio de Bernstein que aproxima a f(x) = sen 2z con z € [0, 1].
Solucién. Para una aproximacién de primer grado tenemos:

Bio(z)=1—2, Bii(z)==
Evaluando en los extremos del intervalo:

sen0=0 y sen2=0.9093

Tenemos entonces

1 .
B(sen2z;z) = Z f (i) By i(xz) = (sen2-0)(1 —x) + (sen2 - 1)z = 0.9093x
=0

que es una recta que interpola a la funcién sen 2x en los puntos 0 y 0.9093. Para una aproximacién
de segundo grado usamos los polinomios bésicos

Bag(z) = (1 —2)?,  Bai(z)=2z(1—-2), Baa(z)=2?
y los valores son

sen2-0=0, sen2(1/2)=0.8415, sen2-1=0.9093
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Asi la aproximacion serd

B(sen2z;z) = Zf( )Bh (z)

=sen2-0(1 —x)% 4 (sen 1)2z(1 — x) + (sen 2)z?
= 1.68302(1 — ) + 0.90932>

que nuevamente interpola a la funcién original en los dos puntos finales. m

3.2.1. Aproximaciéon de funciones poligonales

Consideremos ahora el problema de obtener una buena aproximacién suave a una funcién po-
ligonal o lineal por trozos. Consideremos entonces un conjunto de vértices para la curva poligonal
de la forma (x;, f;) para i =0,..., N donde por simplicidad asumiremos que

O=zp<z1 < - <axy=1
Estos puntos definen una interpolacién lineal por trozos ¢ dado por

f@i)(@iv1 —2) + f(@it1) (@ — 70)
Tiy1 — Ty

fz) =

con x € [x;,2;11], y ésta funcién puede entonces aproximarse por polinomios de Bernstein.
Nuevamente, el polinomio de Bernstein solo coincide en los puntos g y xnx y no interpola a
ningun otro punto. Lo anterior es congruente con el teorema de aproximacion en el sentido de
que el polinomio de Bernstein provee una buena aproximaciéon uniforme. Puede verse también,
que si la funcién poligonal es concava entonces todos los polinomios de Bernstein asociados a ella
estan por debajo de la funcién y se aproximan de forma mondtona, como se ilustra en la figura
3.1. Esto es consecuencia del siguiente hecho.

Proposicién 3.2.10. Si f y g son dos funciones sobre [0,1] tales que f(z) < g(z) Vx € [0,1]
entonces By (f;x) < By(g;x).

Demostraciéon. A partir de que By, ;(z) > 0 para 0 < z < 1y de que Z?:o B, i(z) =1 se tiene

&  Bu(f-g7)<0
& Bu(fix) — Bu(g;z) <0

por linealidad. m

Otro hecho importante es que si la curva poligonal no es concava los polinomios de Bernstein
cruzaran la curva y puede suceder que algunos de estos polinomios sean concavos y otros no,
como se ilustra en la figura 3.2. Estas observaciones fueron usadas — de manera independiente
— por Bezier y Casteljau para desarrollar una potente herramienta en graficas computarizadas y

4conocida también en la literatura como un “spline” lineal.
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p—)

B,(1(x)X)
_ Bi0)
_ - B0
B0

Figura 3.1: Aproximacién por polinomios de Bernstein a una poligonal

diseno asistido por computadora. La idea bésica es pensar en los puntos (z;, f;) no como datos
sino como puntos de control que pueden ser movidos para dar como resultado un polinomio de
Bernstein con la forma que se desee. Historicamente el primero en desarrollar esta herramienta
fue Casteljau y su idea se considera hoy en dia geométrica. Posteriormente fue Bezier quien desde

otro enfoque dié una definicién analitica.

Definicién 3.2.11. Dados los puntos de control {pg,p1,...

Bezier de grado n mediante

donde B, ;(z) son los polinomios de Bernstein

Observacion 3.2.12. La expresién anterior requiere
por coordenada.

Definicién 3.2.13. Dados los puntos de control {pg,p1, ...

Bezier mediante el Algoritmo de Casteljou:

p(z) = pi¥ ()
donde
Pi pi()

conj=1,....,n;1=0,...,n—7.

n(n+1)
2

D) () = { (1= 2)p97 () + ap=)

,Dn} podemos definir la curva de

sumas y n(n + 1) multiplicaciones

,Pn} podemos definir una curva de

(x) sij>0

sij=0

El Algoritmo de Casteljau nos permite inferir un par de propiedades importantes de las curvas

de Bezier.
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1.

3.3.

)

B,
Byl
— Bgli00)

Figura 3.2: Aproximacién por polinomios de Bernstein a una funcién no concava

Afinidad invariante.
Dado un nimero arbitrario de puntos pg,p1,...,Pn ¥ Si ag, a1,...,Q, son nimeros reales
tales que ag + a1 + -+ + a,, = 1 entonces la combinacién

Qopo + a1p1 + - -+ QnPn

es una combinacion afin.

El Algoritmo de Casteljau esta compuesto de una sucesiéon combinaciones afines que ademads
son invariantes, pues el reposicionamiento o traslacién del pardmetro del intervalo [0, 1] al
intervalo [a, b] no afecta la forma de la curva.

Propiedad del casco convexo.

Dado un conjunto de puntos pg, p1, - - - , Pn, Si D = agpo+a1p1+- - -+a,py €s una combinacién
afin y si cada «; es tal que 0 < a; < 1 entonces el punto p es una combinacién convexa de
Do, P1, - - - » Pn- Recordemos, que un conjunto es convexo si dados cualesquiera dos puntos
del conjunto, la combinacién convexa de estos puntos estd nuevamente en el conjunto. El
conjunto de todos los puntos p que pueden escribirse como combinacién convexa de los
puntos pg, p1,--..,Pn €s llamado casco convexo de pg,p1,...,pn. Este casco convexo es el
conjunto convexo mas pequeno que contiene al conjunto de puntos pg,p1,- .., Pn-

Algunos aspectos numéricos

La condiciéon numérica de un problema es una medicién de la sensibilidad de su solucién frente
a perturbaciones de sus parametros de entrada. Estd caracterizada por un valor escalar llamado

nime

ro de condicidn y uno de los principales propésitos del andlisis numérico es identificar y

evitar problemas con nimero de condicién grande. De forma general decimos que un problema
matematico es bien condicionado si una pequena perturbacion en los datos de entrada produ-
cen una pequena perturbacién en el resultado; se dice mal condicionado si ocurre lo contrario.
Tradicionalmente el nimero de condicién es denotado por . Numéricamente, decimos que un
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problema es bien condicionado si & tiene un valor alrededor de 102 y mal condicionada si tiene
un valor mayor de 106.

Consideremos un vector columna arbitrario v = (vy,...,v,)? de n elementos reales. La p-
norma del vector v se define como

1/p

n
lollp = | D lvil?
i=1

Para cualquier matriz M de dimensién n x n, la norma matricial inducida por la norma (ver [30])
se define como: 1Mo
Mwv
M|, = sup ———"
vo vl
Definicién 3.3.1. El ntimero de condiciéon de una matriz no singular M con norma inducida p

se define como
kp(M) = || M|l || M1,

A partir de que podemos realizar la conversién de un polinomio en la base candnica a ba-
se Bernstein y viceversa podemos hacernos la pregunta de qué tan bien condicionado es este
problema.

Los resultados obtenidos en [6] muestran que si ,(7T) ® denota el niimero de condicién de la
matriz 7" en la norma p, entonces se tiene que: r,(T) = ,(T~1), donde Ty T~ son las matrices

de cambio de base dadas en las ecuaciones (3.8) y (3.9). Ademds en las normas || - ||1 y || - || s€
tiene que
3ntly 1
K(T) ~ nt

2ym
El crecimiento de k(t) con n sugiere una potencial pérdida de exactitud durante la conversién
de polinomios de alto grado, i.e. las matrices Ty T~! son mal condicionadas . Para polinomios
de grado n > 12 se tiene que k(t) > 1 x 105. Se reportan valores similares (ver [5]) para r(t)
usando || - ||2. Sin embargo como veremos en el tltimo capitulo esta situacién no representa una
desventaja para aplicar la expansion de Bernstein a familias de polinomios.

Otro concepto importante en el analisis numérico es el de estabilidad, que se refiere al compor-
tamiento de un algoritmo computacional bajo perturbaciones en los datos. Como la tranformacién
de cualquier polinomio a base Bernstein puede realizarse también computacionalmente, usando
aritmética de punto flotante, resulta que dicha transformacion es estable numéricamente bajo
la influencia de aritmética computacional imprecisa o por datos de entrada perturbados (ver
[7]). Esto se debe a que en la transformacién sélo se utilizan operaciones elementales (suma,
multiplicacién y divisién ¢ con aritmética de punto flotante) y éstas operaciones son estables.

5
6

< mide la amplificacién més grande posible de error en los coeficientes en la conversién de bases.
en el caso de la divisién ésta no presenta problemas, por ejemplo de divisién por cero, a partir de que los
cocientes son entre coeficientes binomiales.



CAPITULO 4

Estabilidad de polinomios

La conversién del problema general de estabilidad de un polinomio con incertidumbre pa-
ramétrica a un problema de positividad de un polinomio multivariable abre la posibilidad de
aplicar la expansién de Bernstein. Como se estudié en el capitulo anterior los polinomios de
Bernstein ofrecen una muy buena aproximacién de una funcién continua. Desde otro enfoque
podemos decir que dicha expansion produce cotas ajustadas sobre el rango del polinomio. Enton-
ces es mediante las cotas de la expansién de Bernstein asociada al polinomio con incertidumbre
que se determina la estabilidad. En particular el criterio de estabilidad de Routh-Hurwitz es
aplicado junto con el Teorema de Interseccion de la Frontera. La estabilidad se verifica probando
la positividad de un polinomio real usando un algoritmo de subdivisién sobre la expansién de
Bernstein.

4.1. Cotas para la expansion de Bernstein

4.1.1. Polinomios bivariados

Para estimar los valores de las cotas para el rango haremos por simplicidad el andlisis para
el caso de un polinomio bivariado y posteriormente haremos la generalizaciéon para un polinomio
multivariado.

Brevemente recordaremos la expansion de Bernstein para un polinomio univariado y poste-
riormente generalizaremos la expansién para el caso multivariado. Sea p(z) un polinomio con
coeficientes reales dado por

n
p(z) = Z a;z’
i=0

Supdngase que queremos conocer el rango de p sobre un intervalo dado [a, b], i.e.

p([a, b)) = {p(z)| = € [a, ]}

Como antes, supongamos que el intervalo [a, b] es el intervalo unitario U = [0, 1]. Ahora, repre-
sentemos p como combinacién lineal de polinomios béasicos Bernstein del mismo grado

2

Bp.i(z) = (") 2i(1—2)"  (i=0,...,n)

35
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obteniendo .
p(x) =Y biByi(x)
i=0

donde los coeficientes b; de ésta expansion — llamados coeficientes Bernstein — son sumas pesadas
de los coeficientes de p, i.e.

bl:zogi))a] (iZO,...,ﬂ)

A partir de los coeficientes Bernstein pueden obtenerse cotas para el rango de p sobre U:
p(U) C [minb;, méxd;] (i=0,...,1) (4.1)

que se conoce como la propiedad del rango cercado. Podemos similarmente formular esta propie-
dad si introducimos los siguientes puntos de control

G/l b)) (i=0,....0)

como la propiedad del casco convexo:
{(z, p(x))| x € U} C conv{(i/l, b;)|i=0,...,1}

donde conv A denota el casco convexo del conjunto A, i.e. el conjunto convexo més pequeno que
contiene al conjunto A.

Estas cotas pueden ser mejoradas si bisectamos U en dos intervalos, digamos [0,1/2] y [1/2,1],
y aplicamos el procedimiento sobre los dos intervalos. Entonces p(U) esté contenido en la unién
de los cascos convexos de los puntos de control de ambos subintervalos. Mas adelante veremos
que los coeficientes Bernstein de p sobre [0,1/2] pueden ser calculados de aquellos que estdn
en U formando recursivamente una media aritmética (similar al Algoritmo de Casteljau). Como
resultados intermedios de este calculo obtendremos los coeficientes de Bernstein en el subinter-
valo vecino [1/2,1], sin necesidad de célculos adicionales. Si continuamos este procedimiento,
entonces obtendremos a partir de (4.1) sucesiones de cotas inferiores y superiores que convergen
cuadriticamente a minp(U) y méx p(U), respectivamente.

Considérese ahora

n
ple,y) =) amaty” (4.2)
v

un polinomio en dos variables de grado n con coeficientes reales a;; y sea () un rectdngulo tal
que
Q=XxY con X=[z3,Y =7 (4.3)

El objetivo es hallar el rango de p sobre @), i.e.

P(Q) = {p(z,y)| (z,y) € Q} = [m,m]}

donde

m = min T, m= max p(z,
m @;,y)er( y) vy (W)GQp( Y)

Una forma para estimar esos valores es hallar cotas convergentes superiores e inferiores my, m,,
para el rango de P(Q), i.e.

3
vV
3|
<
K

ESm
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con my — m y my, — m cuando k — oo.

Sin pérdida de generalidad supondremos que Q = U = [0, 1] x [0, 1]. Discutiremos a continua-
cién cémo estimar las cotas mediante la expansién de Bernstein. Sea k > ny K = {(4,)|4,j =
0,1,...,k}. Para (i,5) € K el polinomio bdsico de Bernstein de grado k para un polinomio
bivariado se define como

B = (1) (5)a' - o - (1.4

?

con z,y € U. Como una extensién a dos variables de la expresién (3.7) tenemos que

k S t
aty’ = Z (“) ) B® (x,y) (4.5)

wier GG

La transformacién de (4.2) en expansién de Bernstein se escribe como
k) ok
pley) = D0 by B () (46)
(i,5)eK
donde

b = Z Z (4.7)

s=0 t=0 s
son los coeficientes de Bernstein y convenimos que ag = O para s >n bt >n.

Teorema 4.1.1. Sea p(z,y) como en (4.2), entonces tenemos que

max bl(-]-“) >m (4.8)
(i.)EK

i) < 4.9
(oin, byt < m (49)

para cada k > n. La igualdad se cumple en la desz’gualdad izquierda (derecha) si y sdlo si

(1151)1&( b(] ((ir’rjl)ébeXK bg;-f)) es alguno de los vértices b00 ,bk%),bmC ,b(lz).

Demostracién. Cémo una extensién de la proposicién 1.1.2 se tiene que
0< B (x,y) ¥(a,y) €U, (i,j) € K

ademas

S BP(xy)=1 (zy) €U

(i,J)EK

m= mix p(x,y)

(z,y)€Q
= max Z b BU x,y)
(z,y)€Q ek

< mix b max B (x
T (g)ek 7 | (@y)eQ %k ”) ')

= mix b
(i,j)EK J
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La otra desigualdad se obtiene de manera analoga.

Si méx b(J) es alguno de los coeficientes b(()]f)), bl(co), bgz), b k) entonces a partir de que

(i,j)eK

b = ago = p(0,0)

bk _Zam_ (0,1)

k) — Zago = p(1,0)
bik) — Z as = p(1,1)
(s,t)eK
se tiene que max b =m.
(i.J)EK J

Sea m = p(&,y) con (&,§) € U y supongamos que (m)ax b( ) =m y que
1,7)EK

(k) (&) p (k)

maXb ) s plk 7b , ,b
e 00 > Y0k > Yko

entonces si (#,9) € (0,1)
L ok L (g (k
p(Z,9) < maxbgj) ZBij(m,y) = maxbgj)
(24)

lo cual es una contradiccién. m
El siguiente teorema muestra que las cotas dadas en (4.8) y (4.9) convergen a ™ y m.

Teorema 4.1.2. Si k > 2, entonces

x b < Y1) 4.1
(Z{Ij_l)zxeXKij m< s (4.10)
) _ Ak=1)
m — (lr?)lélK by < e (4.11)
donde .
=3 {[méx((),,u — 1) + [méx(0, v — 1)]2} |, (4.12)

p,r=0

Demostraciéon. Como una extensién en dos variables de la expresién (3.2) para una funcién f

definida en U tenemos
e(fimy) = > f< ) Y (2, y)

(i,J)EK

Para s,t < n, denotemos por 6;;(s,t) con (4,j) € K los coeficientes de Bernstein del polinomio

Bi(z®y'; 2, y) — 2%y’
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k k ] N\t
. 1
Bi(a*y'sa,y) — 2yt =Y (k) (i) B (z,y)

i=0 j=0

2 (J
L)
kY (k
() ()
Como se mostré en la seccion 3.2 la expansién de Bernstein reproduce exactamente a la funcién
constante f(z) =1y ala funcién f(x) = z. Entonces, en el caso bivariado, se tiene que

BY (z,y)

Bi(z*y' 2, y) = 2y

para s,t < 1. Entonces d;;(s,t) = 0 para (i,j) € K y s,t < 1. Por lo tanto, supongamos que
§s>206t>2.
Si 0 <i < s, obsérvese lo siguiente

(D) ik = s)(k —t)!
(%) (=)l — ) k!

_ —2)--- (G- [t—1])
o kk—1)(k—2)-(k—] k—2)---(k—[t—1])
[

AIEENAIERES)

s factores t factores

Seal=1,2,...,5s — 1, sabemos que i < k entonces

i—k) <0 = ki—kl<ki—li = (Z_l)gz

analogamente sim =1,2,...,t —1

Por lo que tenemos

8-

S

también se satisfacen las siguientes desigualdades

BIORONCE)
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Por otra parte como k > s — 1 entonces

1
ks = (s =1)°
(s—1)* (s—1)2 (s—1)2 (s —1)2 1
< < —-1)= 1—— 4.1
Por lo tanto a partir de (4.13)—(4.15) se tiene que
(s—1)2 1

Si2<s<iy2<t<j

Aplicando la desigualdad de Bernoulli

Se tiene entonces

0ij (5, 1) /;21[(5—1)2+(t—1)]
es decir
S0 () -5 88 -

% Z {[max(0, s — 1)]* + [médx(0,t — 1)]*} |as|

s,t=0

Por lo tanto o L1
tJ (k) —
=) =0 <

() -

<773

|

A partir del teorema anterior uno espera que cuando se incrementa k las cotas lleguen a ser
mejores. Y asi es, en efecto, pues de la siguiente relacion de recurrencia:

k— k—1) | . g (k=1 . g (k=1

0 _ O k= 0T ik — b + (k=) (k- )b

9 = (4.17)
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cont,j=0,1,....,ky b(kl P1 b(_kl,jl) bfk_ll) bgkk_l) = bgfkjfl) = 0, se tiene que los coeficientes
de Bernstein de orden k son una combinacion lineal convexa de coeficientes de Bernstein de orden

k — 1 y por lo tanto se concluye que la convergencia de las cotas es mondtona:
max bg?il) > méx bl(-f)
min bgffl) < min bgf)

Subdivision
Como puede observarse, si deseamos mejorar las cotas podemos elevar el grado k de los
polinomios de Bernstein. Sin embargo resulta que la convergencia de la sucesién {méx b(k)}

({min bl(j)}) es muy lenta. Una mejor forma de obtener cotas mas ajustadas es aplicando una
subdivisién del dominio.

Dividimos por simplicidad el cuadrado unitario U en cuatro subcuadrados de longitud 1/2 y
calculamos los coeficientes de Bernstein del polinomio (4.2) en cada subcuadrado, considerando
k fija. Entenderemos por coeficientes de Bernstein b;;(Q) de p sobre un rectdngulo @, dado por
(4.3), los coeficientes de Bernstein del polinomio desplazado:

z,y) = Z Cuv €PN (e,v) €U (4.18)
w,v=0
con
= (T —2)" (7~ y) ZZ( )( ) STHytVag, (4.19)
s=p t=v

Este proceso puede continuarse subdividiendo cada uno de los cuatro subcuadrados en cuatro
cuadrados y asi sucesivamente. Entonces, el mdximo (minimo) de los coeficientes de Bernstein
de p sobre todos los subcuadrados es una cota superior (inferior) para p sobre U.

Proposicién 4.1.3. Considérese el rectingulo dado en (4.3) y sea § = (z+7)/2, n = (y +7)/2.
Entonces los coeficientes de Bernstein en los cuatro subrectangulos estan dados por

1) .o
bij 21+] ZZ( >( ) gt I= 17273741 (27.7) EK

s=0 t=0
donde
8% = bs(Q) sobre Q= [z,€] x [y, 1),
BY =bi-ss(Q)  sobre Q% =[£,7] x [y,1],
BY =bert(Q)  sobre Q= [z,€] x [n,7],
B = b xe(Q) sobre Q*=1[,7] x [1,7]

De esta proposicién vemos que los b;;(Q') son combinaciones convexas de los b;;(Q). Por lo
tanto las cotas calculadas de los coeficientes de Bernstein en los rectangulos pequenos son al
menos tan buenas como aquellas obtenidas usando los coeficientes de Bernstein de p sobre @ y
esas cotas son monotonas cuando aplicamos iterativamente la subdivisién.

Denotemos los subcuadrados con borde de longitud 1/2™ generados por subdivisién de U por
Um™bconl=1,...,4™.
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Teorema 4.1.4. Si k > 2 la siguiente relacion se cumple para todo m = 3,4,5, ...
méx b (U™ —m
(i.))eK ALk e(k—1)
k2m2

_ bz Uml
m = in, by ()

donde

n n
, S t
€= mix E E |ast]
pn,v=0,...,n 14 14

S=p s=v

Demostracién. Haremos la prueba para la primera desigualdad (la otra es similar). Fijemos m
y tomemos

by (U™!) = by (U0
lf?)aexfm i ) = (r’?)anK i ( )

Por el teorema 4.1.2 tenemos

max b (U™0) —  max  p(x,y) <y(k—1)k2
(i,))eK (z,y)eU™lo

donde

v = Z {[méX(O,u—l)]2+[maX0 v—1)] }|cw,|

/VLV*O
:ZZ I/_]‘ |C#V|+ZV_1 |COV|+Z _]. |C#0|
p=1lv=1
n o n
= 30 3= 1 = Dl + 3= 1
pn=2rv=1 v=1

+ Z(V — 1)?lco| + Z(M = 1)%|cy0
_ZZ (v —1)? |CW|—|—Z -1 |cu1|—|—21/—1 le1,u]

pn=2v=2
n
+ Z(u = 1)?leuol + Z(V —1)%|co, |
= v=1
n—1n—1
= > P+ leus, u+1\+z = 1)*llewol + lcoul + leui] +lenul]
p=1v=1 pn=2

y los ¢, son los coeficientes del polinomio desplazado. A partir de que los subcuadrados son de
longitud 2™ tenemos

T—z=y-y=2"
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y por otro lado de la ecuacién (4.19)

n
t _ _
el = 72w - 33 (2) (£~

s=p t=v

— gl ZZ( ) ()1l

s=u t=v

uw)ZZ( )( >|ast
s=pu t=v
—m(ptv t

<2 e 5230 (7) (1)
— 82—771(;1,+y)

con (u,v) € K. A partir de esta desigualdad tenemos

9—mu 4 g=mu y g=m(u+l) 4 o= m(#+1)}

ol + leo |

g [27mH 4 2T g 2T 4 9T

e[27m™(@2+27 +27™)]
[
[

e[27™ 2+ 2]
e [2m T (1 +2m)27 ]

y también

[t 11| S 227 BV = gg2m (gmmtn))

Por lo tanto, suponiendo sin pérdida de generalidad que p(z,y) # 0

n—1 n—1
75—1 < 2—2m Z (MQ + V2)2—m(p,+u) + 2—m+1<1 + 2m) ZM22—mu
n,v=1 pn=1

Obsérvese que todos los sumandos del lado derecho son positivos, entonces podemos estimar las
sumas por medio de la serie infinita

o0

Zuzx“ =z(1+2)(1—2)" paralz| <1
p=1
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asi obtenemos

7571 § 274m+1(1 + 27m)(1 o 27m)74 + 272m+1(1 + 27m)2(1 o 27771)3
_ 2—2m+1[2—2m(1 + 2—m)(1 _ 2—m)—4 + (1 + 2—m)2(1 _ 2—m)—3]
=27 (1427 (1 —27™) R (1427 ™M) (1 - 27™)]}
— 272m+1(1 + 27m)(1 _ 27m)74

| (52) (5 |

e [

_ 27rz+1(2m + 1)(2m _ 1)—4

El tltimo término es menor que m~2 para m > 3 y el teorema queda probado. m

4.1.2. Polinomios multivariados

A continuacién generalizaremos la discusién anterior en el caso de un polinomio multivariado.
Nuevamente consideraremos la caja unitaria U = [0,1]!, ya que el producto cartesiano de inter-
valos reales compactos no vacios puede ser transformado de manera afin en la caja unitaria U la
cual es un producto cartesiano del intervalo unidad [0, 1].

Sea p un polinomio de grado r en las variables x1,...,x;

r l
14
= Z @iy, 0 H.Tj] (420)
01500500 j=1

donde los coeficientes a;,,...,a; son ntmeros reales y = (z1,...,7;) € R\, Expanderemos
el polinomio multivariado en polinomios de Bernstein para obtener cotas para el rango de este
polinomio sobre U. Queremos entonces conocer

m = minp(z), ™ =mixp(z)

Analizaremos el caso para el minimo del rango pues los resultados para el maximo son andlogos.
Definimos un multi-indice I como una I-tupla de enteros no negativos !

I={(iy,...,i)|i1, iy =0,1,... ks k>r}

Los polinomios de Bernstein de grado k (k > r) estan definidos por

!
Bi(k)(x):H<il)xj’(l—xj)k ioi=(l...1q) €1
j=1 ¥

1Los multi-indices se utilizardn para abreviar productos de potencias, por ejemplo, para = € R! escribiremos
!l = ot w? RN
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donde hemos usado ¢ en lugar de 4115 ...%, para abreviar. La expansiéon de p en polinomios de
Bernstein es

p(x) = Zbgk)Bfk) (x), zeU (4.21)

(),

b =) |
)\OZO ZO.]HI (}\ )
J

(k)

donde los coeficientes de Bernstein b; ' estdn dados por

(4.22)

con ay, ..y = 0 sialguno de los A; es tal que A; > 7.
Hagamos

(k) — (k)
S

Teorema 4.1.5. Para cada k > r tenemos

(i) % <m < g™ 4~ (k- 1)k=2 donde

(1) g(k) =m iy sdlo si ﬁ(k) = bgf)q coni; € (0,k), j=1,2,...,L

?

Ademds, sea S ={I|I < N},donde I < NsiN=(ny,...,n) ysi0<ip<mng,k=1,...,L
Entonces, un polinomio [-variado p puede ser escrito en la forma

x) = Z are’,  zeR (4.23)
IeS

y nos refererimos a N como el grado de p. Definimos el grado total del polinomio (4.23) como

n=mix{n;|i=1,...,1} (4.24)

v ()
()= () ()

En el caso multivariado el I-ésimo polinomio de Bernstein de grado N se define como

También definiremos

BNJ(x) = Bn1,i1Bn2,i2 T an,iz (4'25)

donde para i; = 0,...,nj, (j =1,...,1), By, ;,(2;) es un polinomio basico Bernstein segtin (3.3)
en la variable ;. Entonces la transformacién de un polinomio de la forma (4.23) en su forma de

Bernstein es
= br(U)By.( (4.26)
Ies
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donde los coeficientes Bernstein b;(U) de p sobre U estan dados por
()
bi(U)=> #ras, I1€S (4.27)
J<I ()

Los coeficientes Bernstein son almacenados en un arreglo B(U), i.e. B(U) = b;(U)es- A conti-
nuacion listamos algunas propiedades que se cumplen para los coeficientes Bernstein.

Lema 4.1.6. Sea p un polinomio de la forma (4.23) de grado N. Entonces las siguientes pro-
piedades se cumplen para sus coeficientes Bernstein by(U) dados en (4.27):

i) SiSo={0,n1}x...x{0,n} C S, (i.e. el conjunto de indices que correponden a los indices
de los vértices del arreglo B(U)) entonces VI € Sp:

br(U) = p(I/N) (4.28)
it) Propiedad del casco convero.

Conv{(z,p(x))| z € U} C Conv{(I/N,b;(U))|I € S}

iii) Propiedad del rango cercado. Vx € U:

f < < maé .
minbr(U) < p(z) < méxbr(U) (4.29)
con igualdad en el lado izquierdo (derecho) si y sdlo si mingeg by (U), (méxresbr(U)), es
alcanzado en un coeficiente Bernstein by(U) con I € Sy.

La figura 4.1 muestra las propiedades que satisfacen los coeficientes de Bernstein para un
polinomio (que en este caso es representado por la curva): las lineas paralelas al eje 2 corresponden
a los valores maximo y minimo de los coeficientes de Bernstein; la poligonal que pasa por dichos
puntos corresponde al casco convexo que a su vez contiene a otro conjunto convexo que encierra
al polinomio.

Proceso de particion

Como se puso de manifiesto en el caso bivariado, las cotas obtenidas en las desigualdades
(4.29) pueden ser mejoradas si la caja unitaria U es dividida en subcajas y la expansion de
Bernstein es aplicada al polinomio p sobre esas subcajas, i.e., para el polinomio que queda en
cada subcaja.

El proceso es el siguiente: dividimos la caja unitaria U en 27 subcajas con lados de longitud
1/2 (por simplicidad) y calculamos los coeficientes de Bernstein de p en esas subcajas, i.e. los
coeficientes de Bernstein de los 29 polinomios obtenidos cuando p es desplazado de las subcajas
hacia U. El proceso puede continuarse subdividiendo nuevamente cada una de las 27 subcajas
en 27 subcajas con lados de longitud 1/4 y calcular los coeficientes de Bernstein de todas las
subcajas resultantes y asi sucesivamente. Denotemos por 3 . el minimo de los coeficientes de
Bernstein de p sobre todas las subcajas en un nivel de subdivisién fijo s, donde s = 0 se refiere a
la caja U. En lo siguiente el grado k de los polinomios de Bernstein estd fijo (normalmente uno
toma k = r) y por lo tanto suprimiremos el superindice (k).

El siguiente teorema establece que la sucesién {3 (s)} converge cuadriticamente a m con

respecto a la longitud de los lados de las subcajas generadas por subdivision.
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P(X)

Figura 4.1: Propiedades de los coeficientes de Bernstein

Teorema 4.1.7.
Q(S) <m< @(S) + 2728 (4.30)

Obsérvese la similitud con el teorema 4.1.4.
Una particién en la r-ésima direccién (1 < r <) es una biseccién perpendicular para esta direc-
cién y es llevada a cabo por aplicacién recursiva de una interpolacién lineal similar al Algoritmo
de Casteljau bosquejado en el capitulo 3. Sea

D =d,,dy] x ...x[d,d]

cualquier subcaja de U generada por operaciones de particién (al inicio tenemos que D = U).

Empezamos con B(®) = B(D), estableciendo para k=1,...,n,
bgf,),zr ..... i (D) iy = 07 '7k_ 1
k L
b D)= A= Nb L (D) (4.31)

Observacién 4.1.8. Si A = 1/2, formamos recursivamente la media aritmética de dos subarreglos
vecinos de B*~1) (D). Para obtener los nuevos coeficientes aplicamos nuevamente la férmula
(4.31) parai; =0,...,n;,j=1,...,r—Lr+1,...,L

Entonces los coeficientes Bernstein sobre

Do = [dy,dy] x ... x[d,,d, +Xd, —d,)] x...x][d,d]

Ty L
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se obtienen haciendo B(Dy) = B(™)(D). Y sin costo extra se obtienen como valores intermedios
los coeficientes Bernstein de B(D;) sobre la subcaja vecina D;.

Dy =[dy,dy] x ... x[d, +\d, —d,),d.] x...x[d,d]
a partir de que la siguiente relaciéon se cumple

bi1,~~7nr—k7~~-7iz (Dl) = bz(f)

seeey Ty

(D)

4.2. Verificando estabilidad tipo Hurwitz

En esta seccién explicamos como es que se utiliza la expansién de Bernstein para verificar si
una familia de polinomios es Hurwitz estable. Asi como en los criterios clasicos, con éste método
evitamos el célculo directo de las raices de la familia de polinomios y Uinicamente trabajamos con
los coeficientes de Bernstein, de la expansién asociada, para determinar la estabilidad.

Considérese la familia de polinomios

p(s,a) = ao(@)s™ + - + am—1(a)s + am(q) (4.32)
donde los coeficientes dependen de los pardmetros ¢;, para i = 1,...,l, vy q = (¢1,-.-,q), €8
decir, para k =0,...,m

d
k i i
a(@)= Y al” g g (4.33)
150y =0

Los parametros indeterminados ¢; se sabe que pertenecen a los intervalos dados

@ €lg,ql, (i=1,....0)

Hagamos @ = [g,,q] x ... x [g;,7]. Supongamos sin perder generalidad que @ estd en la caja
unitaria U. Recordemos que un polinomio p con coeficientes reales o complejos es Hurwitz estable
si todos los ceros de p estan en la mitad izquierda del plano complejo. Para verificar la estabilidad
de la familia de polinomios (4.32) mediante expansién de Bernstein se tienen dos enfoques:

1) Prueba de positividad del determinante de Hurwitz.
2) Inspeccién del conjunto de valor.

El primer enfoque esta restringido a problemas con un moderado nimero de parametros y
para polinomios de grado pequeno, mientras que el segundo enfoque es capaz de resolver un
mayor nimero de problemas de estabilidad. Sin embargo, para resolver problemas relativamente
simples, es mas eficiente la aproximacién basada en el primer enfoque.

En la prueba de positividad aplicamos el Teorema de interseccion de la frontera. En la inspec-
cion del conjunto de valor se utiliza el Teorema de exclusiéon del cero: dado un miembro estable
p(q*) de la familia, tenemos que verificar si un cero de un miembro p(q) cruza el eje imaginario
para probar que toda la familia es estable. Por lo tanto tenemos que investigar el conjunto de
valor:

{p(jw, g)| w € [0,00), ¢ € Q} (4.34)
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de la familia de polinomios, partiendo el polinomio p(jw, q) en su parte par e impar

p(jw, @) = pe(w?, q) + jwpo(w?, q)

formando parejas de los respectivos coeficientes de Bernstein de p. y p,, obtenemos un conjunto
de puntos en el plano complejo y calculamos su casco convexo. Después se verifica si el origen
estd contenido en este casco convexo. Si el origen esta fuera, la familia (4.32) es estable. En otro
caso se vuelve a particionar la caja Q 2.

Nos abocaremos a explicar la prueba de positividad del determinante de Hurwitz, el otro
enfoque puede ser consultado en [10, 11, 12].

4.2.1. Prueba de positividad del determinante de la matriz de Hurwitz

La prueba de positividad del determinante de la matriz de Hurwitz hace uso del Teorema de
Interseccién de la Frontera (Teorema 2.4.5). Primeramente, asumamos que los coeficientes a;(q)
en (4.32) son reales y que ag(q) > 0 para todo q € Q. Con los coeficientes de la familia (4.32)
construimos la matriz de Hurwitz y calculamos su determinante (determinante de Hurwitz).
Obsérvese que el determinante de Hurwitz asociado es un polinomio n variado, que denotaremos
por p(q).

Despues de haber transformado el conjunto dado de pardmetros ) en la caja unitaria U,
calculamos el minimo de los coeficientes de Bernstein b;(Q) de p sobre U. Si este minimo es
positivo, entonces por (4.29) se tiene que p(q) es estable para todo q € Q. Si existe un coeficiente
de Bernstein by, (Q) no positivo, con Iy € Sop = {0,n1} x --- x {0,n;}, entonces la familia de
polinomios no es estable para toda q € @ ya que por (4.28) p(q) toma valores negativos. Si no
ocurre alguno de estos dos casos, entonces particionamos ) y repetimos el procedimiento anterior.
Después de haber particionado tenemos que elegir entre dos parches B(Dy) y B(D1). A fin de
encontrar un coeficiente de Bernstein en los vértices del casco convexo, segiin (4.29), tan pronto
como sea posible, debemos continuar sobre la particién que tenga el coeficiente de Bernstein mas
pequeiio. 3

4.3. Ejemplos

En los siguientes ejemplos consideraremos el pardrametro A € [0, 1].

Ejemplo 4.3.1. Considérese la siguiente familia de polinomios
JOL) =2+ (3= Nt +3\+2

Hacemos ag =1, a; =3 — A, as = 2 + 3\ y formamos la matriz de Hurwitz
(a1 a3z} 3—A 0
H(f> - (ao a2> B ( 1 2 + 3)\)

det[H(f)] =p(A\) =3 =AN)(2+3\) =6+9A -2\ -3\ = -3\2 + 7\ +6

entonces

?la caja @ puede ser también transformada en la caja unitaria U.
3se conoce en la literatura como depth first strategy.
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Calculamos a continuacion los coeficientes de Bernstein

conayg=6, a1 =7, as=—3yn=2
1=0:
(o)
0
bo—TOZ()—OéQ—6
0
1=1:

=qpta;+as=6+7—-3=10

Por lo tanto B(U) = (6 19/2 10) y el casco convexo:
Conv{(0,6),(1/2, 19/2),(1,10)}
La expansién de Bernstein del polinomio p()) es entonces:

g(N) =D _biBsi(N) = 6(1 — 2)° + (129> 2+ A(1— A) + 102
=0

=6(1 — )19 (1 — \) + 10)\?

Obsérvese que minb; = 6 y maxb; = 10 y como minb; > 0 entonces p(\) es estable para toda
Aefo,1]=U.

Ejemplo 4.3.2. Considérese la famila de polinomios
FO) =0 =N +t+2)+ A\t —t+1)

Vamos a determinar si es o no estable la familia.
Simplificando tenemos que
FOLt) =2+ (1 =20\t +(2— )
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Hacemos ag = 1, a; =1 — 2\, as = 2 — A y construimos la matriz de Hurwitz

mo =" )

entonces el polinomio caracteristico es

p(N) =det[H(f)] = (1 =2M\)(2 =) = 2\% —5XA +2

Calculamos a continuacion los coeficientes de Bernstein tomando g = 2, a3 = =5, ag =2
1=0:
bo =y = 2
1=1:

041=(X0+*041=2+*(—5):—

e
)

()

Obsérvese que B(U) = (2 — 31 —1)y que minb;(U) = by = —1 y maxb;(U) = by = 2. Sea
So = {0,n} = {0,2}. Los coeficientes de Bernstein cuyo indice ¢ € Sy son: by, bo. Como existe un
b;, con i € Sy, no positivo, en este caso b = —1 entonces la familia no es completamente estable
ya que el determinante de la matriz de Hurwitz asociada a la familia supone valores no negativos

b;(U) = p(i/n) para todo i € Sy en U = [0, 1].

blzi(*) OO T

Ejemplo 4.3.3. Considérese la familia de polinomios
FOLt) =13+ (25Nt +t+ (1 —2))

Construimos la matriz de Hurwitz con ag =1, a1 =2 -5\, as =1, a3 =1 — 2X:

a]; agz as 2—5\ 1-—2\ 0
H(f) = ap Qa2 Qa4 = 1 1 0
0 a; as 0 2—5\ 1-—2\
entonces
p(\) = det[H(f)] = (2 =5\ (1 —2\) — (1 =20 =6X% =51+ 1
Ahora hacemos: ag = 1, a3 = —5, as = 6, ag = 0. Calculamos a continuacién los coeficientes de
Bernstein

s )

=0

a; (i=0,1,2,3)
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b() = Qg = 1
1 5 2

bl:a0+§a1:1_§:_§
b 4 2 i 1 1 10 n 6 1

=+t smw=1-—+-=—=
S R R 33 3
bs=ag+a1+as+az3=1-54+6+0=2

La matriz de coeficientes de Bernstein es B(U) = (1 —2 — 1 2). Obsérvese que Oréliélg b; =

b1 < 0. Por lo tanto no podemos concluir que la familia sea estable. Sea Sy = {0, 3}, siie So
tenemos que by > 0y bg > 0, por lo tanto tampoco podemos asegurar que la familia se inestable.
Tomemos D = [d, d] = [0, 1]. Particionamos en dos este segmento obteniendo

Do=[dd+Ad—d)], Di=[d+\d-d),d

Los coeficientes de Bernstein para las subcajas Dy y D; se calculan mediante la expresién

v (D), i=0,...k—1
pik) —
Q=D+ (D) i=k.n
para k = 1,...,n. Estos coeficientes son guardados en una matriz B*)(D) (obsérvese que

BO)(D) = B(D)). Los coeficientes sobre B(Dy) se obtienen haciendo B(Dy) = B (D) y sin
costo extra se obtienen los de B(D;) a partir de que se cumple la siguiente relacién

bp_x(D1) =0%)(D)  (k=0,...,n)

1 1
Dy = |0, = D= |=,1
0 |:72:|7 1 |:2a :l

y a continuacién calculamos los coeficientes de Bernstein de estas subcajas. Como B (D) =
B(D) entonces

) B b oy = (b b by by )=(1 -

Si tomamos A = % tenemos

winy

2)

Wl

Luego para
k=1:
Y = =1

1 1 1 1 1
RO (X ()
1 20 +21 2 3 6
1 1 1 1 1
OB (B A ) B
2 T30 Tgh 376 2
1 1 1 5
OB ORI A C) N S
3 502 T 50 6+ 6

Bmgnz<1 11 5>
6 2 6
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k=2:
B2 = b =1
1
p® ) _ =
1 1 6
@_ 1o 1o 1 1 1
bz _le +2b2 12 4 6
@_ Ll 1o 1 5 1
b3 *2b2 +2b3 - 4+12’6
1 1 1
B<2>D—<1 = - >
(D) 6 6 6
k=3:
b =p{P =1
1
p® _p@ _ 1
1 1 6
1
p® _p@ _ 1L
2 2 6
@»_l,eo, le_ 1 1
b by +2b3 S+15=0
1 1
B<3>D—<1 —— 0)
(D) 5 6
Haciendo

B = (8 P b b ) = ( 0 % % 2 >
Tenemos que en Dy la familia no es estable, y lo mismo ocurre en D;. Por lo tanto la familia es
inestable.

Ejemplo 4.3.4. Considérese la familia de polinomios

P(q,s) ="+ (g1 + g2 + 1)s* + (q1 + ¢2 + 3)s + 6q1 + 6¢2 + 2q1¢2 + 1.25
donde q = (¢1,¢2) con g € [0,1] x [0,1]. Construimos la matriz de Hurwitz:

ar asz as g1 +92+1 6q1+6g2+2q192 +1.25 0
Hp)=|a a2 as| = 1 q1+q2+3 0
0 a1 a3 0 g1 +qg2+1 6q1 + 6g2 + 2q192 + 1.25

y con ella el polinomio caracteristico p(q) = p(q1, ¢2) = det[H(P)]:

plq1,q2) = (61 + 6q2 + 2q1g2 + 1.25)[(q1 + g2 + 1)(q1 + g2 + 3) — (6¢1 + 6g2 + 2q1¢2 + 1.25)]
= (6¢1 + 6g2 + 2q1q2 + 1.25)(q} + g3 — 2q1 — 22 + 1.75)
= 6q} + 6¢5 + 2q7 > + 2015 + 243> + 2q15 — 10.75¢7 — 10.75¢5 — 20.5¢1¢2
+ 8q1 + 8¢2 + 2.1875
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Con los coeficientes formamos el siguiente arreglo

Qoo CGp1 Gp2 Qp3 2.1875 8 —10.75 6
a0 11 Q12 o3 | 8 —20.5 2 2
Qop Qi1 Q22 Q93 - —10.75 2 0 0
a3 31 Q32 (33 6 2 0 0

donde el subindice del coeficiente indica el grado de la i-esima variable en cada termino del
polinomio caracteristico. A continuacién calculamos los coeficientes de Bernstein mediante la
expresion (4.22) tomando k =3, 1 =2, i,, = A\, =0,1,2,3, m=1,2:

i
(3) ST ()\J‘)
bil,iz - Z Z H 3] QA1 A2
A1=0\2=07j=1
(Aj)

CRl iRl

2 1 2
= afy + oty = 26.1185
2 0
1 0

bQO:Ale_:Ojf[l Eijg @ <O)a + | %« N

OO G

2
=ad, + goﬁo + gago = 85.9727

a1 <>a10
Y

2> 20 (O>0!20 + ®a3o <8)Oé30
G116 L6

20+ a2y + ady = 220.3477

+
Q
o

Q2
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Andlogamente se tiene que:

1
bo1 = gy + gagl = 26.1185
2

1
boz = oy + gagl - ga%Q = 284.2018

bos = 04(2)0 + ozgl + 0%2 + 0433 = 215.0352

Para el resto de los coeficientes las cuentas son mas largas:
1
At

o
()

3 Q1
0

bll - Z Z H : = E ! Q)0 —o QL0 +
A1=0 Ap=0j=1 ( 3 > < 3 > (3>

A1=0
Aj A 0
2 Ly 1, Ly
= gy + §a01 + gam + §a11 = 94.1463

(1)

() w10 110 NN
Ez 5™

— ) +

12 2
b= > > ]I 3 33 A0 3\ A0
>\1=0>\2=0j=1( > A1=0 ( > (>

0
1
A1
3 X2 3 QX2
A1 2

2 1 1 P 1
= afy + 3081 + 508 + gafy + gofy + gat, = 199.3685

)16, [0

+

=

()6
) LG

+

13
bz = Z Z H 3j 33 QN0 3\ A0
A1=0 Aa—=0 j=1 A1=0
A A 0

W)@ TG, (]G

3 Oé)\12 3 12 3 a)\13 3 a)\13
A1 2 A1 3

1
= afo + afy + afy + afy + 5 (oo + oty +of, +afy) = 379.1185

+

Procediendo pues de forma similar, podemos resumir los resultados en el siguiente arreglo:

boo bor boz bos 47852 26.1185 84.2018 215.0352
bio bi1 bix bis| | 26.1185 941463 199.3685 379.1185
bao b1 bas bos | | 85.9727 201.1393 353.9449 583.0560

bso b31 bsa b33 220.3477 384.4310 586.5977 866.8477
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Obsérvese que r(m’n )bi = 4.7852 > 0, por lo tanto se sigue que la familia es estable para toda
1=(21,%2

q € 0,1] x [0, 1].

Este ultimo ejemplo evidencia la necesidad del uso de una computadora para realizar el
célculo de los coeficientes de Bernstein, principalmente cuando se tiene un ntimero considerable
de parametros.

Cémo otra aplicacién de lo expuesto hasta aqui, el método de expansiéon de Bernstein puede
también ser usado para calcular el margen de estabilidad de los parametros de un polinomio
estable (véase por ejemplo [9]).



Conclusiones

Al trabajar con modelos mateméticos pueden surgir sistemas en los que no conocemos con
precision el comportamiento de las variables involucradas. En particular, en sistemas de ecuacio-
nes diferenciales puede ocurrir que los valores de la matriz del sistema no sean precisos, sea debido
a que los valores de los pardmetros involucrados son experimentales, sea porque la dinamica es
compleja. S6lo sabemos que sus valores se encuentra en algin subconjunto de R™. En este caso
la matriz del sistema va a depender de parametros y analizar su comportamiento, en particu-
lar su estabilidad, resulta dificil. Como el comportamiento estd determinado por las raices del
polinomio caracteristico asociado al sistema, en este caso se obtiene una familia de polinomios.
Ahora, calcular las raices de una familia de polinomios no es una tarea facil. Es entonces que
se hacen necesarios criterios que permitan verificar cual es el signo de la parte real de las raices
sin calcularlas explicitamente. Como mostramos en este trabajo esos criterios se basan en ciertas
propiedades que se derivan de los coeficientes de la familia de polinomios.

La estabilidad de un sistema cobra importancia en la Teoria de Control cuando se desea
que dicho sistema tenga un comportamiento preestablecido: Control Robusto. Generalmente ese
comportamiento se consigue agregando un control al sistema. Muchas de la veces ese control,
que puede ser un escalar o un vector, se ecuentra acotado por limites, esto es no conocemos con
precision el valor del control. Entonces deseamos saber para qué valores de los parametros con
incertidumbre del control el sistema resulta estable.

En el presente trabajo abordamos el problema de estabilidad de familias de polinomios desde
el enfoque con expansiones de Bernstein. Como se pudo constatar, mediante esta expansién es
posible determinar la estabilidad operando unicamente con los coeficientes de la familia de po-
linomios. La idea de fondo es acotar el rango de los valores del polinomio caracteristico. Estas
cotas como vimos poseen propiedades interesantes, en especial que el minimo (o méximo) de
los coeficientes de Bernstein converge al minimo (o méximo) del polinomio. Posteriormente, el
conocimiento de esas cotas permite hacer uso del teorema de Interseccién de la frontera el cual da
condiciones necesarias y suficientes para la estabilidad. De manera particular se usa un criterio
de positividad de la matriz de Hurwitz, aunque vale la pena aclarar que existen otros enfoques
que utilizan la expansion de Bernstein como base: inspeccion de conjunto de valor, esquema de
Routh modificado, cotas sobre triangulos. La ventaja en todos ellos es la posibilidad de verificar
la estabilidad con ayuda de una computadora a partir de que la construcciéon de los coeficientes
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de Bernstein es algoritmica. En muchos de los casos existen algoritmos para realizar la verifica-
cién, pero un problema interesante es ver cudl de ellos es mads eficiente o més exacto. También
en este sentido es importante resaltar las propiedades numéricas de la expansién de Bernstein.
Como se menciond, la transformacién de un polinomio en expansién de Bernstein resulta una
transformacién estable en un sentido numérico, que se traduce en estabilidad bajo la influencia
de valores perturbados. Esto es importante porque recordemos que los valores de los parametros
no se conocen con precision a priori y no deseamos agregar mayor incertidumbre al momento de
verificar la estabilidad.

El método de expansién de Bernstein es aplicado principalmente a familias de polinomios con
coeficientes de tipo polinomial y con parametros que pertenecen a un intervalo. La razon es porque
precisamente los polinomios de Bernstein estéan definidos en un intervalo cerrado. Este método
puede adaptarse para hallar un margen de estabilidad en los pardmetros cuando el polinomio
se sabe estable para parametros iniciales. Esto de alguna manera sugiere que quiza el método
puede aplicarse a polinomios donde los pardmetros pertenecen a una bola del plano real. Para
otro tipo de familias como segmentos, rayos, conos u otras familias se utilizan otras técnicas, ver
por ejemplo [2, 4, 1, 17]. Es un problema por investigar si se puede aplicar una modificacién del
método de expansién de Bernstein para estudiar algunas de estas familias
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Karl Weierstrass (1815-1897).

Estudié derecho en Bonn y matemadticas en Miinster desde 1838. En 1856 fué profesor en el
Instituto Industrial de Berlin y en 1864 de la Universidad de la misma ciudad. Sus obras pertene-
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realizado. Estudié las funciones enteras y las funciones definidas por los productos infinitos. A
él se debe la ecuacion de convergencia uniforme. También contribuyé a la teoria de las formas
bilineales y cuadraticas. Se deben a Weierstrass una nueva teoria de las funciones elipticas, el
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completas” han sido editadas en cuatro volimenes por la Academia de Ciencias de Berlin.

Adolf Hurwitz (1859-1919).

Nacié en Hildesheim, Hanover. Se gradué en la Universidad de Berlin. En 1884 acepta la invitacién
de Lindemann para ocupar una plaza en Konisberg donde permanece 8 afios. Ahi dio clases a
Hilbert y Minkowski. En 1892 ocupa el lugar que dejé Frobenius en Eidgendssische Polytechnikum
Ziirich (Suiza). Hurwitz permanecié el resto de su vida en Zurich. Estudié la superficie de Riemann
y la teoria de funciones complejas.
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Recibié su doctorado por la Sorbona en 1904. Su disertaciéon doctoral fue una fina pieza en
donde resuelve el décimonoveno problema de Hilbert (sobre soluciones analiticas de ecuaciones
diferenciales). A su regreso a Rusia tuvo que comenzar de nuevo su posgrado. En 1908 le fue
otorgado el grado de maestro y en 1913 recibié su segundo doctorado, esta vez de manos de
Kharkov, con un trabajo en el que resolvié el vigésimo problema de Hilbert (sobre la solucion
analitica del Problema de Dirichlet para una amplia clase de ecuaciones elipticas no lineales).
Trabajo en el Instituto de Matematicas de la Academia de Ciencias de la URSS y en la Universidad
de Moscu. Bernstein trabajé en la teoria de aproximacién de funciones, en procesos estocasticos
y resolviendo problemas en teoria de interpolaciéon, métodos de integracién mecanica. Parte de
su trabajo mas importante esta en la Teoria de Probabilidad pues en 1917 intento dar una
axiomatizacién para esta teoria.

Pierre Bezier (1910-1999).

Estudié Ing. Mecénica en la Escuela de Artes y Profesiones e Ing. Eléctrica en la Escuela Sup. de
Electricidad. En 1977 Obtuvo su doctorado en matematicas en la Universidad de Paris. Trabajoé en
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Asistido por Computadora: control computarizado y diseno interactivo de curvas y superficies de
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