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Introduccion

Las ecuaciones de Hodkgin y Huxley modelan la transmisién de impulsos nerviosos en el
ax6n de las clulas nerviosas (neuronas). Una simplificacién de las ecuaciones obtenidas
por Hodking y Huxley fueron obtenidas por Nagumo [25]. De manera simplificada,
las ecuaciones que describen la transmision de impusos eléctricos dependen de ciertos
potenciales iénicos (sodio, potasio, calcio, etc.) y el voltaje como funcién del tiempo de
la posicion a lo largo del axén safisface una ecuacién de difusion, acoplada de manera
no lineal con la corriente a través de una relacién corriente voltaje no lineal (de manera
similar a las ecuacién de Van der Pol que describe a cierto tipo de diodos). La no
linealidad de esta relacion se ha modelado de distintas maneras: con funciones lineales
a trozos, o a través de una cibica. En la ecuaciéon de Nagumo la transmisién se modela
por una ecuacién de reaccion-difusién con una relacién cibica. La ecuacién de Nagumo
fué uno de los primeros éxitos de la dindmica no lineal para describir fenémenos tipicos
en la transmisién de impulsos nerviosos, como la existencia de potenciales de umbral, es
decir se necesita un valor minimo de los pardmetros para desencadenar la transmisén,
o la existencia de pulsos periédicos.

Las ecuaciones de Fitzhugh-Nagumo (FN) constituyen un modelo més completo, y se
obtienen acopladando la ecuacién de Nagumo linealmente con otra variable relacionada
con la corriente del estimulo externo.

Experimentalmente (véase [30]) se observa un nimero finito de pulsos.

En el ax6n gigante del calamar, la extensién se puede suponer infinita (en com-
paracién con el espesor de la membrana) y debido a que las soluciones de interés son
pulsos que se propagan a lo largo del axén, las ecuaciones parciales se pueden reducir
a un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias donde interesa determinar las solu-
ciones que sean acotadas. Una clase de este tipo de soluciones son las érbitas doble-
mente asintdticas a puntos criticos (6rbitas heteroclinicas u homoclinicas), soluciones
periddicas y en general soluciones acotadas.

Varios autores han aportado al estudio de las ecuaciones de Fitzhugh-Nagumo,
particularmente Nagumo [op. cit]; Conley [5], existencia de 6rbitas homoclinicas y
periédicas; Hastings [16], existencia de 6rbitas periédicas miltiples; McKean [23], Fer-
oe [11], existencia y estabilidad de pulsos multiples; Rauch y Smoller [26], analisis
cualitativo de las ecuaciones de FN; Rinzel [27], modelacién de las ecuaciones del axén;
Flores [13], estabilidad lineal y cuencas de atraccién, etc.

Este trabajo revisa uno de los resultados mas relevantes en esta linea de inves-
tigacion: La existencia de pulsos miltiples, y “caos”. La monografia es un trabajo
autocontenido de los elementos necesarios para entender el resultado principal debido
a Hastings.

Primeramente el concepto de “caos” se formaliza a través de la construccion del
mapeo de la herradura de Smale, y su dinamica simbdélica asociada. Se prueba que la
herradura es conjugada a un shift de Bernoulli en un alfabeto doblemente infinito.

En la descripcién de la dindamica de las ecuaciones de FN juega un papel muy impor-
tante el teorema de Silnikov, el cual garantiza la existencia de un conjunto invariante



topolégicamente conjugado a una herradura, bajo ciertas condiciones en el espectro del
sistema lineal que garantiza un estructura local de silla-foco, més la existencia de una
orbita homoclinica.

El presente trabajo describe los resultados obtenidos por Hastings [16] donde se
prueba que existen valores de los pardmetros para los cuales se pueden satisfacer las
dos condiciones que permiten aplicar el teorema de Silnikov: la existencia de una érbita
homoclinica y los valores propios de la linealizacién en el dnico punto critico con una
estructura de silla-foco, dando como consecuencia particular la existencia de pulsos
muiltiples en la ecuaciéon de FN.



Capitulo 1
Dinamica simbdlica

En este capitulo se define el mapeo de la herradura de Smale sobre un rectangulo D en
una combinacién geométrica analitica. Ademds, se muestra que D contiene un conjunto
invariante donde el mapeo es conjugado al Shift de Bernoulli en un alfabeto doblemente
infinito binario, se dara la contruccién de éste conjunto invariante en detalle ya que es
de fundamental importancia para el presente trabajo.

1.1 La herradura de Smale
Considérese el cuadrado
D={(z,y) eR*|0<z<1,0<y<1}

ysean 0 < A <1/2, u>2.

Definamos el mapeo de la herradura de Smale f: D — R?, de la siguiente manera:
f contrae en la direccién de las z por un factor A, expande en la direccién de las y por
un factor p y dobla D colocandolo de nuevo en simismo (ver Figura 1.1).

Contraccion y
y expansion

L_ _ oy Doblez
- ) § “‘ /\
— a \
1-‘}; i . 1 ) J
st - e Nrouy)
' J c 0 X\ 1~A%
Ho

Figura 1.1: Accion de f sobre D.

Notese que la porcién del doblés queda fuera del cuadrado D, asi que, restringido
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x=v4(y) x=va(y)
AN

l  y=ha(x) ,
x H 7

Figura 1.2: Bandas horizontales y verticales.

a DN f7}(D) al mapeo es lineal, pero es importante notar el cardcter globalmente no
lineal del mapeo f, reflejado unicamente através del doblés.
Definamos f directamente sobre los rectangulos horizontales

Hy = [0,1] x[0,1/p]
H = [0,1]x[1-1/u1]

wa (7))~ (3 0)(5)
ma () = (5 5)0) (),

De la definicién de f se obtienen como imagenes bajo f de Hy y Hy, los siguientes
rectangulos verticales

como sigue

f(HO) = VO:[Ov’\] X [0’1]
FOH) = Vi=[1—A1]x[0,1].

NOTA: Por un rectangulo “vertical”, entenderemos un rectangulo cuyos lados paralelos
al eje y intersectan las fronteras horizontales de D; similarmente un rectangulo se dice
“horizontal”, si los lados paralelos al eje z, intersectan las fronteras verticales de D. Los
conceptos de rectangulo “vertical” y “horizontal” pueden generalizarse a los de banda
“vertical” y “horizontal”, respectivamente (ver seccién 1.1.3) inclusive para dos o més
dimensiones; los cuales tienen sentido atin para un mapeo f continuo. Se pide como
hipotesis adicional que la aplicacién f mande rectangulos horizontales en verticales
respetando las fronteras (ver figura 1.2). Analogamente se define una “linea vertical” y
una “linea horizontal”.

La aplicacion f en Hj consiste en una contraccién por un factor A en la direccién z,
junto con una expansion en la direccién y por un factor u. La aplicacion f en H; se da
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y

L

¢! o
— L m
v .
ol % Y% q W " |
Expansion y contraccion :, Ho
0 A1-M1 * Doblez

Figura 1.3: Accién de f~! sobre D.

de la siguiente forma: una contraccién por un factor A en la direccién z, una expansion
en la direccién y por un factor u, seguido por una rotacién de 180° y por tltimo una
traslacion de una unidad en la direccién de las x y p-unidades en la direccién de las y.
Por otro lado f~! actda sobre D (ver figura 1.3) llevando los rectangulos verticales Vj
y Vi a los rectangulos horizontales Hy y H, respectivamente.

Obsérvese (por definicién de f) que las fronteras horizontales y verticales de Hy y
H; son mapeadas en fronteras horizontales y verticales de V; y V] respectivamente. De
ésta observacién se puede enunciar el siguiente lema que sera 1til posteriormente.

Lema 1. (a) Supdngase que V' es un rectdngulo vertical; entonces f(V)N D consiste
de dos rectingulos verticales uno contenido en Vi y el otro en V; con el ancho de
cada uno igual al factor A\-veces el ancho de V.

(b) Supdngase que H es un recténgulo horizontal; entonces f~1(H) N D consiste de
dos rectangulos horizontales uno contenido en Hy y el otro en Hy con el ancho de
cada uno igual al factor 1/p -veces el ancho de H.

Demostracion.  Se probara solo (a). La prueba de (b) es andloga. Sea V' un rectdngulo
vertical, entonces V intersecta las fronteras horizontales de Hy y H; de aqui que f(V)N
D consiste de dos rectangulos verticales uno en Vj y el otro en V; e intersecta las fronteras
de D (ver figura 1.4). La contraccién del ancho de cada uno de estos rectdngulos se
sigue del hecho de que en la direccién de las x es contraido uniformemente por un factor
Aen Hyy Hy.

Construccién del conjunto invariante

Sea A el conjunto de todos los puntos que permanecen en D bajo todas las posibles
iteraciones de f, esto es,

A={-nfD)--nfHD)NDNFD)--nfHD)N---} = [ (D)

n=—0co
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v | v

H r"(n)/

Figura 1.4:

Se dard una construccién (geométrica) detallada de A de una manera inductiva. Se
construiran separadamente los conjuntos:

00 0
Aoo:(]ofn(D) Yy A= D fn(D)v

luego tomaremos su interseccién para obtener A.

Construccién del conjunto A,

Para dar esta contruccion es necesario llevar un orden en el proceso inductivo en cada
paso, para lo cual se introducira el siguiente conjunto de indices

s; € S=1{0,1} parai € Z

Paso 1. DN f(D): Este conjunto consiste de dos rectangulos verticales Vy y V; los
cuales denotaremos como:

DnfD)= |J Vi,={peDlpeV,, s1€S5} (1.1)

s_1€S
Donde V,_, es un rectangulo vertical de ancho igual a A (ver figura 1.5).

Paso 2. DN f(D)N f2(D): Como f es inyectiva entonces f(A N B) = f(A) N f(B),
luego D N f(D) N f2(D) = DN f(DnN f(D)). Asi que por el Lema 1 se tiene que
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Figura 1.5: El conjunto D N f(D).

DN f(D)N f2(D) consiste en cuatro rectangulos verticales, dos contenidos en Vj y dos
en V; cada uno de ancho igual a A? (ver figura 1.6). Denotaremos a este conjunto como:

DnfD)NAD) = |J (V) nVel) = U Vioriss

s_;€S8 $-;ES

= {peD|peV,,, fp) eVi, s:€8,i=1,2} (12

il

Vo

7 (0
%o Vor

Figura 1.6: El conjunto D N f(D) N f2(D).
Paso 3. DN f(D)N f2(D) N f3(D): Anélogamente al paso 2, podemos ver que D N

f(D)N fAD)n f3(D)= Dn f(Dn f(D)N f*(D)). Este conjunto consiste de ocho
rectangulos verticales, cuatro contenidos en V; y cuatro en V;, cada uno de ancho igual
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a A3 (ver Figura 1.7). A este conjunto lo denotaremos como:

D n f(D)nf¥D)n f3(D)
= | (fViss) Vi) = | Visisoasca

S_;ES S_;ES
= {peD|pe Voo f Hp) €V, f2p)EVe,,5:€8,i= 1,2,3} (1.3)

%At | Tud Wl

Voo il “wm

N\

Figura 1.7: El conjunto D N f(D) N f2(D) N f3(D).

Siguiendo este esquema se puede ver que en el k-ésimo paso,

D N f(D)ﬂ---ﬂfk(D)=U(f(V;zskﬂVgl Uvrslszsk

S_iGS zES
{peD|f eV, s€8i=12.. .k} (1.4)

y este conjunto consiste de 2 rectangulos verticales cada uno de ancho igual A*.
Por el teorema de Heine-Borel, la interseccion N2, f™(D) es no vacia al ser inter-
seccién de conjuntos compactos anidados. Ademds como

lim A*=0 (0<A<1/2)

n—o0
el ancho de los rectangulos tiende a cero, luego la interseccion es una linea vertical. Por
lo tanto, el conjunto

Ao = (D)= (FVirps )NVel) = U Verosos
n=0

s_;€8 s_;€S
= {peD|f ™ p)eV,,si€8i=12.. k. ..} (1.5)

Nétese que en el k-ésimo paso se obtienen 2F rectangulos verticales cada uno de los
cuales se puede etiquetar de manera unica, como V;_,;_,..; asi que cada linea vertical

. o0 n . s . ., . .
del conjunto (-, f™(D) puede ser etiquetado de manera dnica por una sucesién infinita
de 0’s y 1’s.
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Construccién del conjunto A_,

Paso 1. DN f~Y(D). Este conjunto consiste de dos rectdngulos horizontales Hy y H;
los cuales denotaremos como:

DNf D)= |) Ho={peD|p€ Hy, s0 €S} (1.6)

sp€ES

donde, H,, es un rectangulo horizontal de ancho igual a 1/u (ver figura 1.8).

Figura 1.8: El conjunto D N f~}(D).

Paso 2. DN f~Y(D) N f3(D): No es dificil ver que DN f~(D)N f*D) = DN
f~ (D NnfYD )) Dado que Hy y H intersectan ambas fronteras verticales de Vo y V1
por el Lema 1 tenemos que este conjunto consiste de cuatro rectangulos horizontales
dos contenidos en Hy y dos en Hj, cada uno de ancho igual a 1 /u? (ver figura 1.9). A
este conjunto lo denotaremos como:

DA fYD)N D) = | (F7 (Ha) N Hs) = | Heosn

$;€S S$;€ES
={peD|pe H,, flp) € H,,s:€S,i=0,1} (1.7)
.
Hy
-1 Hyy
"Wy
Ho
v Woe

Figura 1.9: El conjunto DN f~1(D) N f~%(D).

Paso 8. DN f~Y(D)N f~2(D) N f~3(D): De igual forma que el paso 2 podemos ver que
DN YD)NFAD)NF D) =D (DN fH(D)N f73(D))
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Este conjunto consiste de ocho rectdngulos horizontales; cuatro contenidos en Hy y
cuatro en H;, cada uno de ancho igual a 1/p® (ver figura 1.10). A este conjunto lo
denotaremos como:

D n fD)NAD)N D) = J(F (Hase) N Hso) = | Hagnrs:

€S 8$;ES

= {p €D|pe€ H,, flp) € Hy,, f*(p) € Hy,,s,€85,i= 0,1,2} (1.8)

Hi00 "|/o|
L) 7
LITEN
”" '-. — —
oty
L Moo |
/
Hoo1 Hooo

Figura 1.10: El conjunto DN f~Y(D) N f~2(D) N f~3(D).
Siguiendo este esquema se puede ver que el k-ésimo paso

DN D) N D) = | (F (Hoospr) N Hao) = | Hagoss

$;€ES $; €S

={peD|fip) € H,s€5,i=0,1,2...k—1} (1.9)

consiste de 2* rectdngulos horizontales cada uno de ancho igual a 1/u*. Si tomamos
el caso limite cuando k& — oo, por el Teorema de Heine-Borel obtenemos un niimero
infinito de lineas horizontales ya que

lim (1/4F) =0, p > 2.
k—o00

Por tanto hemos demostrado que

A= (Y D)= | (F'(Hos)NHe)= | Heos.

n=—00 $;,€5,i=1,2,... $;€8,i=1,2,...

={peD]| f(p) € Hy,s, € S,i=01,2...}. (1.10)

De igual forma que el caso anterior cada linea “rectangulo horizontal” puede ser eti-
quetado de manera Unica por una sucesion infinita de 0’s y 1’s. De aqui que

o0 0 0
A=A oNBu=A= [ f(D)= ( N f"(D))ﬂ<ﬂ f"(D)> (1.11)

n=—oo n=-—0o0

consiste de un niimero infinito de puntos obtenidos por interseccién de lineas verticales
y horizontales.
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Con esto podemos definir un mapeo ¢ del conjunto A al conjunto de las sucesiones
bi-infinitas de 0’s y 1’s de la siguiente manera: Sea p € A, entonces p es necesariamente
la interseccién de una lineavertical V;_, _, vy una lineahorizontal Hy, , .., luego

¢(p):...s_k...s_l_so...sk...

Note que el punto decimal separa a las sucesiones asociadas a la lineavertical de las
sucesiones asociadas a la linea horizontal.
Por otro lado, como f(Hy,) = V,, entonces

Vissp.={peD| ) eV, i=12...}
se puede reescribir como

Vs-;...s_k... = {p E D | f—’l«(p) E Hs_u Z = 172 . }

Hy.s..={p€D| fi(p) € H,,i=0,1,2... }
de donde

PEV, s, NH, siysolosi fip)€ H,,i=0,£1,£2...
1 k i

Q.--Sk---
Ademss, dado que el punto decimal separa las iteraciones pasadas de las futuras se
cumple la siguiente relacién: Si

é(p) = (---8_k---8-1.5051--+Sk---) entonces

¢(f(p)) = ("'S—k"'so-Sl"'Sk"')

esto es, f(p) se obtiene de la sucesién asociada con p corriendo el punto decimal un
lugar a la derecha.
Si definimos la aplicacién ¢ como

U("‘S—k"‘S-I-SO"'SIs"'):("'S—k"'S—ISO-Sl"'Sk"') (112)

es decir o(s)y = Sk+1, se tiene entonces la relacién ¢(f(p)) = o(é(p)) de donde se sigue
que

o(f*(p) = d*(¢(p), VkeZ

es decir,se tiene una relacion directa entre las iteraciones de cualquier punto p € A bajo
f y las iteraciones de las sucesiones de 0’s y 1’s asociada a p.

La aplicacién definida en (1.12) se llama el corrimiento de Bernoulli en un alfabeto
doblemente infinito de dos simbolos. Refiriéndose éste ultimo término al

alfabeto S = {0,1}.
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1.1.1 Dinamica simbdlica para un alfabeto finito

La dindmica simbdlica consiste en caracterizar la estructura de las drbitas de un sis-
tema dinamico por medio de una sucesién de simbolos. En esta seccién se desarrollara
esta teoria en el caso en que el espacio de sucesiones de simbolos es S = {0,1}. Para
el caso § = {1,2,...,N} con N > 2 toda la teoria es vélida y se desarrolla de una
manera andloga al caso en que S = {0,1}. Al final de la seccién se describen algunas
modificaciones para el caso general S = {1,2,..., N} y se analiza el caso N = oo.

Sea S = {0,1} y X el espacio de sucesiones bi-infinitas de elementos de S, es decir,
s € X si y sblo si se puede escribir en la forma:

{+s_p-+-8.1.5081"-"8,---} cons; €S, paraié€Z. (1.13)

Otra forma de describir a ¥ es como el producto cartesiano bi-infinito de copias de S,
esto es:

D=..8x85xSxSx--= ][ $ conS' =5 VieZ (1.14)

1=—00

Daremos a S una estructura de espacio métrico definiendo la métrica discreta en S,
es decir

d(a,b) =la—0b] Va,beS. (1.15)

Proposicion 1. Fl conjunto S equipado con la métrica anterior es un espacio métrico
compacto y totalmente disconexo.

Demostracion. Es claro que S es compacto. Es totalmente disconexo pues los tinicos
subconjuntos conexos {0}, {1} consisten de un punto.
Definamos una métrica en X de la siguiente manera: Sean

s = {"'S—-TL"'S—I'SOSl"'sn"'}

s = {-'-S_n-'-§—1‘§o§1--'Sn-'-}

elementos de X. Definimos la distancia entre ellos como:

oo

__Z|8i—§il_zoo 6;
d(S,S) = 4 —2|;|— = 2 W’ (116)
donde

5 — { 1 cuando s; # 3,

0 cuando s; = 5;.
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Verifiquemos que d es en efecto una métrica en X:

d(s,5) = 0
= |5 —§|=0 Vi
S~ s=38§
- IS,-——E,]
d(s,5) = Z 57
_ = |§i“sz|
- 2w
= d(§,s)

Finalmente, para ver la desigualdad del tridngulo considere otra sucesién s en ¥ y
aplique la desigualdad del triangulo en S,

Isi — 8l < |si—&|+13 — 38| luego
|si — i < |si — 5| |8 — 5i
9lil = 9lil 2l
— |8 — & < — |si — 5 = |5 — &
Z 9lil - Z 2 + Z 21l
i=—00 i=—00 i=—00

por tanto d(s, §) < d(s, §) + d(s, 3).
El siguiente resultado nos permite determinar cuando dos sucesiones de simbolos
son “cercanas’.

Lema 2. Paras, § € X.
(a) Supdngase que d(s,3) < 537, entonces s; = §; V | i | < M. (b) Supéngase que s; = 5;
V i < M, entonces d(s,5) < g

Demostracion. (a) La prueba es por contradiccién. Si s; # 5; para algin |j| < M,
entonces existe un término en la suma de d(s, 5) de la forma
ls; — 8
21l
pero
|s; = 8l =1

y cada término en la suma es nonegativo, asique

lo cual contradice la hipétesis de (a).
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(b) Sis; =38 V|| < M, entonces

i=—M-1 o0

N |5 — 54 l5; — 3i

d(s,5) = Z o T Z o]
1=—00 =M+1
Pero |s; — 5;| <1 Vi, luego
i=—M-1 1 oo 1
Ans) = 1:2—00 2l +i:%;—1 20
1
= oM-1

Nétese que dos sucesiones de simbolos son “cercanas” si coinciden en un bloque

central grande. O
Definamos ahora el concepto de vecindad para puntos en 3. Sea 3§ un elemento dado

de X
={- —1.5051+*8p -}

y un ndmero real positivo € > (. Una “e-vecindad” de § es el conjunto
{seX| d(s,3) <€}

Por el lema 2, dado € > 0 podemos encontrar un entero positivo M = M(e) tal que
d(s,3) < e implique s; = §;, V|i] < M. Se denotara una e-vecindad de un § € ¥ como
sigue:

NMEO () = {se X |s =5 Vi| <M} (1.17)

Definiciéon 1. Un conjunto P se dice perfecto si es cerrado y todo punto p € P es un
punto limite de P.

Teorema 1. Todo conjunto perfecto en un espacio completo tiene al menos la cardi-
nalidad del continuo.

Demostracion. Ver [19]

Proposicién 2. El espacio ¥ equipado con la métrica (1.16) es:
(a) Compacto

(b)Totalmente disconexo

(¢)Perfecto.

Demostracion. (a) Dado que S es compacto, por el teorema de Tychonov ¥ es com-
pacto

(b) Esto se sigue del hecho de que S es totalmente disconexo y de que el producto de
espacios totalmente disconexos es totalmente disconexo.



CAPITULO 1. DINAMICA SIMBOLICA 20

(c) Como ¥ es compacto, es cerrado. Ahora, sea 5 € ¥, debemos de probar que 5 es
un punto limite de ¥, esto es, toda vecindad de § contiene un punto s # 5 con s € X.
Considérese una e-vecindad de 3

NME(3) = {s € B|s; = 5; V|i| < M}
y sea

R 1 cuando 35p41 =0,
§= _
0 cuando 3Spy; =1.

entonces la sucesiéon
{. . '§—M—2§§—M' ++5_1.85051" - §M§§M+2 . }

est4 contenida en AM((5) y no es igual a 5 por lo tanto ¥ es perfecto.
Dado que la compacidad, conexidad y perfeccién son invariantes topoldgicos, es
decir, son invariantes bajo homeomorfismos, tenemos la siguiente proposicion.

Proposicion 3. Sea Y un espacio topolégico y supongase que ¥ y'Y son homeomorfos,
entonces Y es compacto, totalmente disconezo y perfecto.

Notacion: Las sucesiones bi-infinitas las cuales se repiten peridédicamente después de
alguna longitud fija se denotara por la sucesion de longitud finita con una barra encima,
por ejemplo

{---101010.101010---} es denotado por {10.10}
{---010010.010010---} es denotado por {010.010}.

La siguiente proposicién concierne a algunas propiedades de o.
Proposicién 4. (a) o(X)=X; (b) o es continua.
Demostracién. (a) Es obvio. (b) Sean s, § € X, se debe probar que dado ¢ > 0

arbitrario, existe un 6 > 0 tal que d(s, ) < ¢ implique d(o(s),0(3)) < €. Sea e > 0

dado y elijamos un entero M tal que 37— < €. Si tomamos § = 557, por el lema 2 se

tiene que d(s, 3) < & implica s; = 5; V[i| < M. De aqui que
o(s)=0(3); Vi <M-1,

y por el mismo lema

d(a(s),0(3)) <

oM 2 <€

O

Obsérvese que el corrimiento de Bernoulli o tiene precisamente dos puntos fijos, a

saber, la sucesion cuyos elementos son todos ceros y la sucesién cuyos elementos son

todos unos. Ahora consideremos la dindmica de o en X. El término “dinamica de o en

3 se refiere a las érbitas de puntos en X bajo iteracidon por . Tenemos el siguiente
teorema:
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Teorema 2. El corrimiento de Bernoulli o tiene:

(a) Una infinidad numerable de drbitas periddicas de todos los periodos.
(b) Una infinidad no numerables de drbitas no periddicas.

(¢) Una drbita densa.

Demostracion. (a) Primero veamos que las 6rbitas de sucesiones las cuales se repiten

peridédicamente son periddicas bajo la iteracién por o, por ejemplo, para las sucesiéon
{10.10} se tiene

c{10.10} = {01.01}
c{01.01} = {10.10}
Asi, ¢*{10.10} = {10.10}

Por lo tanto la érbita {10.10} es una drbita de periodo 2 bajo . En general:

Si s = {8081"'5k_1-8051"'Sk_l}
entonces o(s) = {3152 - 8k_1590-5152 " - Sk-150}

0%(s) = {3283 5r_15081.52 051}

O’k(s) = {8081 s SE—-1-5081 "'Sk—l}-

Por lo tanto la sucesién de orbitas de repeticién periddicas de periodo k corresponden
a orbitas de o de periodo k. Ademas, dado cualquier % fijo el nimero de sucesiones que
tienen bloques de longitud & que se repiten periddicamente es finito, asi que, o tiene
una infinidad numerable de 6rbitas periddicas teniendo todos los periodos posibles, por
ejemplo,
Periodo 1 : {0.0} {1.1}
Periodo 2 : {10.10} % {01.01} - {10.10}
. {OT01} -2 {1010} %> {0T.01)
Periodo 3 : {001.001} -%» {010.010} — {100.100} ~~ {001.001
. {010.010} -Z» {100.100} —— {001.001} — {010.010
{100.100} - {001.001} — {010.010} —~ {100.100
{011.011} - {110.110} -~ {101.101} —» {011.011
(101101} —%» {01,011} % {TT0.110} % {T0T.101
{110.110} %> {101.101} —=» {011.011} — {110.110

e e A e A

En general existen k! érbitas periddicas de periodo k que corresponden al niimero posible
de permutaciones del bloque a la derecha del punto decimal, .sgs1 - - s;_1.

(b) Dada una sucesién bi-infinita de 0’s y 1’s podemos asociarle una sucesién infinita
de 0’s y 1’s por la siguiente regla:

{"'S—n"'s—l'SO"'Sn"'} —_— {.80813_1828_2"'}
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Ademas, todo nimero en el intervalo [0, 1] se puede expresar en base 2 como una expan-
sién binaria de 0’s y 1’s con los ndmeros irracionales correspondiendo a sucesiones no
repetitivas, asi tenemos una correspondencia uno-a-uno entre un conjunto no numerable
de puntos y sucesiones no repetitivas de 0’s y 1’s. Las oérbitas de estas sucesiones son
las érbitas no periédicas bajo ¢ y hay un ntimero no numerable de tales orbitas.

Otra manera de probar (b) es la siguiente: Dado que ¥ es no numerable (ver teo-
rema 1) si quitamos la infinidad numerable de sucesiones de simbolos periddicos, per-
manecers un numero no numerable de sucesiones de simbolos no periddicos y dado que
las 6rbitas de sucesiones no periédicas nunca se repiten queda probado (b).

(c¢) Se debe probar que existe s € X cuya érbita es densa en ¥, es decir, para cualquier
s’ € ¥y € > 0 existe algin entero n tal que

d(s',0"(s)) < €
se dara la construccién de s directamente. Para esto construyamos primero todas las
posibles sucesiones distintas de 0’s y 1’s de longitud k, por ejemplo:
Longitud 1 : {0},{1}
Longitud 2 : {00}, {01}, {10}, {11}
Longitud 3 : {000},{001}, {010}, {011}
: {100}, {101}, {110}, {111}

En general existen 2* sucesiones distintas de longitud k.
Ahora introduciremos un orden en la colecciéon de sucesiones de 0’s y 1’s de la
siguiente manera: Considérese dos sucesiones finitas de 0’s y 1’s

s={s182--s} y §={582-5p}

diremos que s < 5, si k < k' y en el caso que k = k' diremos que s < 5 si s; < §; donde
7 es el primer entero tal que s; # 5;. Por ejemplo

{0} < {1}, {0} < {00}, {01} < {11}, etc.
Este ordenamiento nos permite distinguir sucesiones diferentes que tienen la misma
longitud. Asi denotaremos las sucesiones de 0’s y 1’s de longitud k& como sigue:
sh<sh << sy

donde el superindice indica la longitud de la sucesién y el subindice indica la sucesién
en particular de longitud k, la cual estd determinada de manera tnica por el orden
anterior, por ejemplo:

Longitud 1 : {0}; < {1}3

Longitud 2 : {00}] < {01}2 < {10}2 < {11}3

Longitud 3 : {000}3 < {001}3 < {010}3 < {011}3 <
: {100}2 < {101}3 < {110}3 < {111}3
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Esto nos da una manera de escribir nuestro candidato para una érbita densa, que es la
siguiente:

_ 330303020201 o1.2,2.3.3.3.3. ..

luego, s contiene todas las posibles sucesiones de 0’s y 1’s de cualquier longitud fija.
Sélo nos resta probar que la dérbita de s es densa en X. Sea s’ un punto arbitrario de ¢
y considérese una e-vecindad de ¢’

NME (&) = {s" € B|d(s,s") < €}
o lo que es lo mismo
NMEO(S =" € s, =5, V|i| <M}

Por construccién de s, la sucesion finita

’

{s_pp+--5_p.8

! ! I3

051" S}

estd contenida en alguna parte de s; por tanto, debe existir algin entero M tal que
d(cM(s),s') < €, por lo cual se puede concluir que la érbita s es densa en o. O

Acerca del caso en que S =1{1,2,..., N}

1. El espacio de sucesiones bi-infinitas se denotara como XV,
o
V=] § con §"=5 ¥i
1=-00
2. Es conveniente definir la métrica en ¥V como sigue. Si 5,5 € £V, se define

_ = lsi — &
d = . 1.19
(59 l:Zoo 20(1 + |s; — &) (119)

3. El Lema 2 se modifica de la siguiente manera:

Lema 3. Para s,5 en ©V: (a) Supdngase que d(s,5) < -2-5;}+—1, entonces s; = §;

Vil < M. (b) Supdngase que s; = 5;, V|i| < M, entonces d(s,5) < sm=.

4.  Respecto a la estructura del corrimiento de Bernoulli actuando en XV, perme-
aneceran validos la proposicén 4 y el teorema 2.
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Acerca del caso N = o

Considérese el caso en que el conjunto de elementos de S es infinito, esto es:
S={1,2,...,N,... }.

El espacio de sucesiones de simbolos de S se denotara por 3*°. De la misma manera
que el caso finito, ¥*° se puede escribir como el producto cartesiano de una infinidad
de copias de S, es decir

e =J[2 S con =5 Vi (1.20)

El primer problema que encontramos es que ~* no es compacto, ya que S no lo es (S
es no acotado). Este problema se puede salvar con la técnica usual de anadir a S un
punto al infinito, asi

S=1{1,2,...,N,..., 00} (1.21)

donde oo es un punto tal que cualquier otro entero es menor que infinito. Luego
m . .
T° = H S con §=5 Vi
1=—00

es compacto (Teorema de Tychonov). Ademds, £*° estd densamente contenido en =,
=0 . .,
3" se llama una compactificacion de 3.

Un segundo problema que se encuentra es que la métrica (1.19) no estard bien
definida. Para salvar éste problema definamos

[N — o9 -
o _ 1 siNes,
1+ [N — oo -
|oo — o0 0.

1 + Joo — oo

El concepto de e-vecindad estard definido exactamente como en (1.17). Con estas ligeras
modificaciones permaneceran validas el lema 2 y la proposicién 2.

Respecto a la estructura de las érbitas del corrimientode Bernoulli actuando en =,
la proposicién 4 y el teorema 2 permaneceran validos.
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1.1.2 Dinamica simbdlica sobre el conjunto invariante

En esta seccién se define el concepto de conjugacién topolégica, y se ve la relacién
que existe entre la dindmica de ¢ en ), de la cual ya se tiene mucha informacién
con la dindmica de la herradura de Smale f en su conjunto invariante A; de ésta sélo
conocemos su complicada estructura geométrica. En concreto se prueba que o y f son
topolégicamente conjugadas.

Definicién 2. Sean f,g: R® — R"™ dos difeomorfismos de clase C" y sea h: R* — R”
un difeomorfismo de clase C*. f y g son llamadas C* conjugados (k < ) si existe un
difeomorfismo h: R® = R” de clase C* tal que goh =ho f. Enelcasok =0, f y g
son llamadas topoldgicamente conjugadas.

La conjugacién de dos difeomorfismos se puede representar por el siguiente diagrama

conmutativo

rR* L Re

hd hl

R* -5 R"
Proposicién 5. Si f y g son C* conjugadas, entonces h mapea las orbitas de f en

orbitas de g.

Demostracién. Sea zg € R™, entonces la 6rbita de zy bajo f es

{. .. ’f_"(zo),. .. ,f_l(xo),xo,f($0),"' ,fn(l‘())," }

y dado que f = h™' o go h, para una n > 0 dada se tiene

fM(zo) = (h'ogoh)o(hT ogoh)o---o(h™ ogoh)(z,)
= h7'og" o h(zg).
Luego ho fM(zo) = ¢" o h(xp). (1.22)

También se cumple que f~! = h™' o g7! o h, luego aplicando el mismo argumento se
tiene que para una n > 0 dada

f™x0) = (hlogoh)jo(hlogoh)o---o(h™ ogoh)(z,)
h™' o g™ o h(xy)
de donde ho f(zg) = g "o h(xz). (1.23)

Por tanto de (1.22) y (1.23) se ve que h mapea la érbita de zo bajo f en la érbita de
h{(zo) bajo g.

En la tdltima parte de la seccién anterior se hace la observaciéon de que la sucesion
asociada a f*(p) se puede encontrar cambiando en la sucesiéon asociada con p el punto
decimal & lugares a la derecha si k& > 0 y k lugares a la izquierda si k < 0, esto es,

o*(o(p)) = o(F*(p)). (1.24)
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Se probara que ¢: A — ¥ es un homeomorfismo, entonces por definicién se tendra
que f y o son topolégicamente conjugadas, lo que indica que el siguiente diagrama
conmuta

A LA
¢ ¢
ry -5 0%

lo cual nos permite hacer algunas conclusiones concernientes a la naturaleza de A.
Teorema 3. El mapeo ¢: A — X es un homeomorfismo.

Demostracion. Se necesita sélo probar que ¢ es inyectiva, suprayectiva y continua.
Como A es compacta, se sigue que ¢ es un homeomorfismo.

¢ es inyectiva. Debemos probar que si p,p’ € A, entonces ¢(p) = ¢(p') implica p = p'.
Sea

<]5(p) — qﬁ(p') = {"'S_n"'8—1-5081"'Sn"'}-

Por construccién de A, p y p’ estan en la interseccion de la linea vertical Vi, _  yla
linea horizontal H, , ... y como la interseccién de una lineavertical y una horizontal
consiste de un unico punto, tenemos que p = p’.

¢ es suprayectiva. Dada s = {---s_,,---8_1.8081 - Sp -} € X, debemos probar que
existen p € A tal que ¢(p) = s. Recordemos que dada {.s9s1 - - s, - - } existe una tinica
linea vertical en (-, f*(D) correspondiente a esta sucesién y dada {---s_,---s_1.}
existe una dnica linea horizontal en ﬂg:_oo f™(D) correspondiente a esta sucesién. Por
tanto dada una linea vertical y una horizontal se le puede asociar una tinica sucesién
bi-infinita de 0’s y 1’s

(- 5p " 5_1.5081 " Sn- -}

y dado que cada linea horizontal y vertical se intersectan en un solo punto p, toda
sucesién bi-infinita de 0’s y 1’s corresponde a un tnico punto p € A.

¢ es continua. Dado que p € A y € > 0 debemos probar que existe un 6(¢, p) tal que

lp—p'| <& implica d(¢(p),d(p)) <e

con d(-,-) la métrica definida en X.
Sea € > 0 dado. Si d(é(p),d(p')) < € entonces existe algin entero N = N(e) tal
que si

!

entonces, s; = s, YV |i] < N. Asi que por construccién de A, p y p’ estédn en el

rectangulo (ver figural.11) definido por

Hyposn [ | Veorooson (1.25)
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‘ s LH’O-«‘N

Figura 1.11:

y el ancho de estos rectdngulos es AV y ;ﬁ‘q respectivamente, asi que |p — p'| <
AN 4+ 1/pN*+1 por tanto si tomamos § = AN 4+ 1/uM+! se tiene d(p(p), o(p')) <e. O

Observacion. Via el homeomorfismo ¢: A — ¥, A es un conjunto compacto, total-
mente disconexo y perfecto.

Por 1ltimo, dado que f y o son topoldgicamente conjugadas la estructura de las
orbitas de o en ¥ es idéntica a la estructura de las 6rbitas de f en A, por lo cual
podemos enunciar el siguiente resultado.

Teorema 4. La herradura de Smale tiene:
(a) Una infinidad numerable de drbitas periodicas de periodo arbitrariamente grande.

(b) Una infinidad no numerable de drbitas no periddicas.
(c) Una orbita densa.
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1.1.3 Las condiciones de Conley-Moser

En esta seccién se extenderdn los métodos anteriores y se dardn condiciones suficientes
para asegurar que un mapeo f : D — R? tenga un conjunto invariante topélogicamente
conjugado al corrimiento de Bernoulli o en ¥V,

Empecemos por introducir los conceptos de curva vertical y curva horizontal de una
forma mas general. Sea

D={(z,y) eR*|0<z<1,0<y<1}
el cuadrado unitario.

Definicion 3. Una py-curva horizontal es la grifica de una funcion y = h(z) definida
en [0,1] para la cual 0 < h(z) <1, y

|h(z1) — A(z2)| < pn|Ty — T2|  siempre que 0 < z1,79 < 1.

Similarmente una p,-curva vertical es la grifica de una funcion x = v(y) definida en
[0,1] para la cual 0 <v(y) <1,y

lv(y1) — v(w2)l < polyr — g2l siempre que 0 < gn,y2 < 1.
(Ver figura 1.12)

+ x=mviy)
N

* / ~ yehix)

Figura 1.12: Curva horizontal y curva vertical.

\A

Veamos algunas observaciones referentes a la definicién anterior.

1. Las funciones y = h(z) y z = v(y) que cumplen la definicién anterior son funciones
de Lipschitz con constantes de Lipschitz yuy y 1, respectivamente.

2. La constante up puede ser interpretada como una cota de la pendiente de la curva
definida por la gréafica de y = h(z). Una interpretacién similar se cample para u,
y la grafica de z = v(y).

3. Para p, = 0 la gréfica de £ = v(y) es una linea vertical y para p, = 0 la gréfica
de y = h(z) es una linea horizontal.

Ahora vamos a ensanchar las curvas horizontales u, y verticales p, para obtener
bandas horizontales y verticales respectivamente.
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Definicion 4. Dadas dos curvas pp-horizontales que no se intersectan, con hy(z) <
ha(x), se define una pp-banda horizontal como

H={(zy) |z € [0,1]; y € [h(x), ho(z)]}

y dadas dos curvas p,-verticales que no se intersectan, vi(y) < vo(y), se define una
ty-banda vertical

V={(z,9) ]y € [0,1]; z € v(y) <uly)}

La distancia o didmetro entre bandas horizontales y verticales se define como:
d(H) = max |ho(z) — hi(z)] y d(V) = max |va(y) — vi(y)]-
z€[0,1] z€[0,1]

(Ver figural.13)

x=v(y) . x=va(y)
1 \\[ P .
y v b () \"AN B .
x ! H i
y=h,00

Figura 1.13: Definicién de bandas horizontales y verticales.

Los lemas siguientes seran utilizados posteriormente en el proceso inductivo de la
construccion del conjunto invariante para el mapeo f.

Lema 4. (a) Si H' D H? D> H® D --- es una sucesién de up-bandas horizontales
anidadas y si d(H¥) — 0 cuando k — oo entonces, NS H* = H™® es una py,-curva
horizontal. (b) St VID> V2> V3D ... es una sucesion de p,-bandas horizontales

anidadas y si d(V*) — 0 cuando k — oo entonces, N, V* = H® es una p,-curva
vertical.

Demostracion. Se probara sélo el caso (a), el caso (b) es andlogo.

Sea C,,[0,1] el conjunto de funciones de Lipschitz con constantes de Lipschitz uy
definidas sobre el intervalo [0, 1]. Entonces con la métrica definida por la norma méxima,
C,, [0, 1] es un espacio métrico completo pues la convergencia es uniforme (ver (1]). Sean
y=h¥(z) y y = hE(x) las fronteras horizontales de la u,-banda horizontal H*. Ahora
considérese la sucesiéon

{n(@), hy(2), hi(2), hy(@), - -, hi(w), h3(a), -~ }
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por definicién de H*, la anterior sucesién de funciones es una sucesién de elementos
de C,,[0,1] y dado que d(H*) — 0 cuando k — oo, es una sucesién de Cauchy. Por
lo tanto, dado que C,,[0,1] es un espacio métrico completo, la sucesién de Cauchy
converge a una tunica curva horizontal py.

Lema 5. Suponga que 0 < p,up < 1. Entonces una curva horizontal h,(z) y una curva
vertical v, (y) se intersectan en un unico punto.

Demostracion. Obsérvese que un punto de interseccién (zg,yg) es caracterizado como

un cero de
z —v(h(z)), con y=h(z).

Considérese la funcién z — v(h(z)) definida en el intervalo [0,1]. Para 0 < z; <z <1
se tiene

[v(h(z1)) — v(h(z2))] < po|h(z1) — h(@2)| < popnlzs — Ta2| < |z1 — T2 = T2 — 71

Luego,
[v(h(z1)) — v(h(z2))| < 22 — 21
implica
z1 — o < v(h(z1)) — v(h({x2)) < T3 — 2.
Asi que zy —v(h(z1)) < z2—v(h(z2)). Por tanto, la funcién x —v(h(z)) es extrictamente
mondétona decreciente. Dado que paraz = 0, z—v(h(z)) < Oy paraz = 1, z—v(h(z)) >
0, entonces la funcién  — v(h(x)) tiene precisamente un cero.

En resumen, a cada interseccién de curvas horizontal y vertical le corresponde un
Unico punto x € D. O

Ahora podemos establecer nuestras hipétesis en el mapeo f: D — R2.

(Al). Los numeros pp, p, satisfacen 0 < ppp, < 1. Sea S = {1,2,--- , N}; entonces
existen H;, V; con ¢+ € S bandas horizontales disjuntas y bandas verticales disjun-
tas respectivamente tales que el mapeo f lleva H; homeomorficamente en V;, esto es
f(H;) = V;. Ademas las fronteras horizontales y verticales de H; son mapeadas en las
fronteras horizontales y verticales de V; respectivamente.

(A2). Suponga que H es una ps-banda horizontal contenida en | J,. ¢ H;, entonces
FYH)NH,; = H;

es una - banda horizontal para toda ¢ € S; ademas,

d(H;) < vpd(H) par algin 0 < v, < 1.

De manera similar, suponga que V es una u,-banda vertical contenida en | J,.4V;,

entonces _
fVnvi=v;
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es una p,-banda vertical para toda ¢ € S; ademas,
d(V;) € 1,d(V) para algin 0 < v, < 1.

Ahora estamos en condiciones de enunciar el teorema principal de esta seccién que
es el siguiente:

Teorema 5. Sea f un homeomorfismo de dos dimensiones satisfaciendo las hipotesis
(A1) y (A2). Entonces f es topolégicamente conjugado al corrimiento de Bernoulli o
en TN, esto es, eriste un homeomorfismo ¢: A — XN tal que po f = oo ¢.

Demostracion. La prueba se da en cuatro etapas. Las cuales son idénticas a las corre-
spondientes a la herradura de Smale. Es conveniente, sin embargo, repetir la construc-
cién para hacer ver que la construccién no depende sino de las hipétesis enunciadas.

Ftapa 1. Costruccién del conjunto invariante A.
Etapa 2. Definicién del mapeo ¢ : A — LV,
Ftapa 3. Probar que ¢o f =g o0 ¢.

FEtapa /. Probar que ¢ es un homeomorfismo.

Etapa 1. Construccién del conjunto invariante A.
El conjunto invariante A consiste en aquellos puntos de D que permanecen en D
bajo todas las posibles iteraciones de f, esto es,

o0

A= () D)

n=—oo

de igual forma que en la seccién 1 se construirdn separadamente los conjuntos (.-, f*(D)
y ﬂ?l:_oo f™(D) luego, tomamos su interseccién para obtener A. En las construccién
de cada uno de estos conjuntos utilizaremos las hipGtesis (Al) y (A2) para determinar
la naturaleza del conjunto obtenido en el limite cuando n — oo.

Construccién de (o, f*(D)

Por definicién de f vemos que D N f(D) consiste de N bandas verticales disjuntas
W1, Va, -+ - V,, de didmetro d(V;) < 1 que denotaremos por

DNf(D)= |J V., ={peD|peV.,s5.1€5}

5_1€S5

Por induccion, suponga que para k > 2 se han definido bandas verticales V;_,..s_, C Vs_,
de didmetro d(V;_,..s_,) < v¥=2. De acuerdo a Al

FVe pos ) N Vs,
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consiste de N bandas verticales denotadas por

f(Vstkm‘/;l_ U‘/Slsk

s-1€S
tales que V,_,5_,..s_, C V;s_,. Por definicién
Vias2 = {peVi, | f7p) € Vi),

= {peD| MW eV.,, i=12},

y por induccién se sigue
Veiss,={peD|f ™) eV, i=1,- ,k}.
Ademas, de acuerdo a (A2), se tiene
A(Vi_yos_) S d(Veyos ) SV (1.26)

de donde el didmetro de las bandas horizontales tienden a cero cuando & — o0o. Por el
lema 4 el limite es una curva vertical que se denota por

| 2
Nétese que ya que f(H;) = V;, entonces para cualquier k

Viisowse = {pED| fp) eV}
{peD|fp)eH,._}

De igual manera al caso interior, f~'(D) N D consiste de N bandas horizontales
denotadas como

FFAD)ND=| ) Hy={peD|p€ H,,,s0 €S}

$0E€ES

de didmetro d(Hy,) < 1.
Por induccién, supéngase que para k > 1 se han definido bandas horizontales
H,, .., C Hy, de didmetro d(H,,..s,) < vf~'. Por (A1), el conjunto

FHH,,.s,) N Hy,

consta de N bandas horizontales que se denotan por

-1
f (H81 Sk ﬂ HSO U HSO 818k *
SoES
Por construccién se sigue que Hy,..,, C Hy, y de su definicién

Hso.91 = {pe Hsl lf(p) € Hso}
= {peD|fip) € H,i=0,1}
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y por induccién A
HSO“'Sk = {pe D , fz(p) € HSi? i=0"” ’k}

Por (A2),
d(Hyys,.s,) < vpd(H,,..5,) < UF. (1.27)

de donde el diametro de las bandas horizontales tiende a cero cuando k& — oo. Del
lema 4, el limite es una curva horizontal que denotamos por

Finalmente tomamos A como la interseccion del conjunto de bandas verticales y
horizontales, es decir p € A si y solo si existe una tnica sucesién bi-infinta

{...S‘—k...8—1‘3051...8]{:...}

tal que
PE Vi s sy NHgysy sy

Al estar p € V.5_,.,_, se sigue que f'(p) € H,, para cualquier entero negativo i. Al
estar p € Hys, .5, s sigue que fi(p) € H,, parai =0,1,---, es decir f*(p) € H,, para
todo 1 € Z.

Etapa 2. Definicién del mapeo ¢: A — XN,

Para cualquier p € A se tiene p = V,_,..s_,.. N Hyg;..s,,..., donde V; .5 ... es una
curva vertical y Hy,. ,,.. es una curva horizontal. Se define el mapeo ¢: A — TV
como aquel que asocia a cada p € A la sucesién bi-infnita {---s_, - 5_1.80+ -8, }.
donde las sucesiones infinitas {sg---sp -}y {s-1--+5_ - } se obtienen de las curvas
horizontales y verticales respectivamente cuya intersecciéon es p; este mapeo esta bien
definido dado que los H; son disjuntos.

Obsérvese que si la i-ésima entrada de s € £V es s;, entonces f*(p) € Hy,.

FEtapa 3. Probar que ¢o f = o 0 ¢.

Seap € A con ¢(p) = {---S_p---8-1.80 - Sp--- }. Por la construccién de A, p es
el nico punto en D tal que f'(p) € H,,, 1 = 0,+1,4£2,--- y por tanto, ¢ o f(p) =
(- Sn §_150.51 Sn-" }.

Por otra parte, por definicién del corrimiento de Bernoulli o, se tiene que 0o ¢(p) =
{+-8_p--+5-180.81" "S- }, por lo tanto, ¢ o f(p) = o o $(p)

Etapa 4. Probar que ¢ es un homeomorfismo.

La prueba de que ¢ es inyectiva y suprayectiva es virtualmente la misma a la que
se did en la seccién 1, excepto que las bandas no son mas “rectangulos”.

Sea € > 0 dado, si d(¢(p), #(p')) < €, entonces se tendria que existe M = M(e) tal
que si

(b(p) = {'”8—”"'3—1-30"'371"'}
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entonces s; = s, V|i| < M. Luego por construccion de A, p y p’' pertenecen a la
interseccién de la banda vertical V;_,...;_, y la banda horizontal Hy,...s, (ver figura 1.14).
Sus anchos son, segin (1.27,1.26)

AV, -+ sn) < V7Y (1.28)
d(Heys,) < Of (1.29)

x-W(Y\) Va8 /‘ i

pz‘(‘!"!)
l y=hglx)
x b’ H" By

I P y=hy(x)

7 Ps'(*u-h)

Figura 1.14: Continuidad de la aplicacion ¢.

Si (x;,¥:), 2 = 1,2 son las coordenadas de p, p’ respectivamente por la desigualdad
del triangulo

lp— P} < lo1 — ol + ly1 — w2l (1.30)
Considerando uno de los términos del lado derecho,

lzr — 22| < Jui(y1) — va(y2)]
< o) = vi(y2)| + vi(ye) — va(y2)]
< welyr — Yol + [jvr — o]

Analogamente, considerando el segundo término de la desigualdad se obtiene
ly1 — 2| < palzr — 22| 4 ([ — hall.
Sustiyendo la iltima desigualdad en la peniltima,
lz1 — z2} < prolpnlzr — 22| + [|hy — ha|]) + [Jor — v2]
de donde

1
Ty — @] < m(#v||h1—h2l|+||U1—Uz||)- (1.31)
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De manera similar se prueba que

o = 2] < ———— (llh1 = hall + aallen — w2l (1.32)

T 1= ppn
Combinando las desigualdades (1.31,1.32) en (1.30) obtenemos

p=r| € e ()l = vall + (L )l = ol
1 n—1 n
< m((1+ﬂh)Vv + (14 po)vp)

En la ultima desigualdad hemos usado el hecho de que
lon = vall S vp™t, lha = hof| S 04,

debido a que v;, © = 1,2 son las fronteras verticales de V;_, s, y h;, ¢ = 1,2 son
las fronteras horizontales de H,, . , y sus anchuras safisfacen (1.28,1.29). Por tanto
tomando 6 = (1 — ppp,) " (™! + ™), el cual es positivo debido a la hipétesis (Al),
queda probado que ¢ es continua. O

1.1.4 Sectores tangentes

Un caso tipico donde la condicién (A1) se satisface es cuando una aplicacién en el plano
posee un punto homoclinico, o en el mapeo de Poincaré de un sistema dindmico en R3
con una orbita homoclinica. En ambos casos, la construcciéon del rectangulo D o con
mas precision, de las bandas horizontales y verticales se puede conseguir bajo ciertas
condiciones de transversalidad de las variedades estables e inestables. Sin embargo, la
hipétesis (A2) no es facil de verificar directamente. Asi que veremos una condicién
suficiente, es decir que implica la condicién (A2) y que se basa en las propiedades de la
derivada de f. Por esto, asumiremos que f es al menos de clase C*.
Bajo la hipétesis (Al), sean

f(H)NH; =V

Hi N f—l(Hj) = Hz
entonces es claro que f~1(V};) = Hy;.(ver figura 1.15) Ademds definimos
H=JHy), v= "
ijes ijes

es claro que

fH)=V

y supondremos explicitamente que f manda H difeomérficamente en V.
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_VariHy) Ve
Vo2 Vo
y - Mgy B SRS RS LAy He
l—-—-x Vm V"
Hy . z H
Hy, .

Figura 1.15: Definicién de los dominios H;; = f~1(V};).

Definimos los conos tangentes estable e inestables sobre un punto zq = (zg,y0) €
H UV como

sto = {(fzoanzo) € R? | |7720| < Nhlfz'o}’
St = {(Er7z0) € R | |€x) < paolnzo}

respectivamente. Ahora globalizamos los conos considerando los haces estables e in-
estables. definiendo
Siv="U s

20€H,V

que llamaremos el sector estabe (inestable) sobre # (V).
Ahora podemos establecer la hip6tesis alternativa a la hipdtesis (A2).

(A3) Df(SK) C Sty Df-1(Sp) € S5,
Ademss, si (£29,72) € Sy, ¥ D f(20)(E20,M20) = (Ef(20) M(20)) € 5%(z)> €ntonces

50yl = 17 M-

Similarmente, si (£.,7:) € S5, ¥ Df Y 2)(Espy Mzy) = (§f_1(zO),17f_1(ZO)) = S;_I(ZO),
entonces

|§f—1(z0)| > .u—l I§ZOI

donde 0 < p1 < 1 — pypy (ver figura 1.16)
Ahora estableceremos el Teorema principal.

Teorema 6. Si las hipdtesis (A1) y (A3) son verdaderas con 0 < p < 1 — p,up,
entonces la hipdtesis (A2) es verdadera con vy, = v, = pf(1 — pypp).

Demostracion. Véase [29)].
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1

Figura 1.16: Propiedad A3 de los sectores estables e inestables.

37
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1.2 El teorema de Silnikov

En esta seccién se estudia la estructura de las d6rbitas cerca de una 6rbita homoclinica
para un sistema auténomo en tres dimensiones. En concreto se estudia la dindmica
cerca de una érbita homoclinica para un punto fijo del tipo foco-silla. Este fenémeno
se conoce como el fenémeno de Silnikov dado que fué este el primero en estudiarlo.

Considérese el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

& = az—Py+ P(z,y,2)
2 = M+ R(z,y, z)

donde P, Q y R son de clase C? y O(2) en el origen, es decir sus desarrollos de Taylor
alrededor del origen comienzan con términos de grado 2.

El sistema tiene un punto de equilibrio en el origen. Linealizando alrededor del
punto de equilibrio (0,0, 0) se obtienen los valores propios a i3 y A.

sopongaos las siguientes dos condiciones

1. A> —a>0.

2. El sistema posee una érbita homoclinica vy que conecta a (0,0,0) consigo mismo

(esto es W*(0) N W¥(0) # 0 ).

De la condicién 1, el punto critico (0,0,0) posee una variedad inestable W*(0) de
una dimensién y una variedad estable W*(0) de dimensién dos. Por el teorema de la
variedad estable, se pueden introducir coordenadas tales que cerca del origen la variedad
estable esté contenida en el plano xy y la variedad inestable esté contenida en el eje 2
(ver figura 1.17).

>/

Figura 1.17: Estructura local alrededor del punto de equilibrio.

Para analizar el comportamiento del flujo cerca de la 6rbita homoclinica se construira
un mapeo de Poincaré definido sobre una seccién Il transversal al flujo generado por
el campo vectorial. La construccién del mapeo se dara de la siguiente forma:
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Se consideran dos secciones transversales Il y II; a la érbita homoclinica (las cuales
se definen mas adelante) localizadas en una vecindad suficientemente pequena del origen

(ver figura 1.18).
V4 m

Py
1
o [

o~ X TS

Figura 1.18: Mapeo de Poincaré cerca de la 6rbita homoclinica.

La aplicacién Py: Iy — II; se obtiene siguiendo las soluciones a través de una vecin-
dad del origen. Para ello resolveremos explicitamente las ecuaciones en una vecindad
del origen tomando coordenadas donde el flujo es lineal.

La aplicacion P;: II; — Il siguiendo las soluciones en una vecindad tubular de la
orbita homoclinica.

Finalmente construiremos la aplicacién

PEPloPO:HO%HO (134)

y seleccionando adecuadamente la vecindad del origen, veremos que esta bien definida.

Sea IIp un rectdngulo en el plano zz; éste se parametriza con las coordenadas (z, z).
Sea II; un rectangulo paralelo al plano zy en z = ¢, el cual se pude parametrizar con
las coordenadas (z',y') para distinguirlas del plano zy (ver figura 1.19). La solucién
del sistema (1.33) linealizado esta dado por:

z(t) e (xg cos(St) — yo sin(Bt)) (1.35)
y(t) = e™(xgsin(Bt) + yocos(Bt)) (1.36)
2(t) = zpeM (1.37)

donde z(0) = zy , y(0) = yo, 2(0) = 2.
El tiempo necesario para que una solucién vaya de Il a II; se obtiene despejando ¢

de la ecuacién (1.37) con z = ¢,
t = %m (i) . (1.38)
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Figura 1.19:
Ast que P, : Il — II; esta dado por
T 5 T (E)% cos (% In %)
0131 2 (£)* sin (%ln IR E (1.39)
z €

Debemos observar que si Iy se elige arbitrariamente entonces es posible que puntos
en Il al seguirlos por el flujo intersectaran a Il muchas veces antes de llegar a II;.
En este caso Fp no podrd mapear II; difeomdrficamente en Py(Ily). Sea (xo,0, 2z9) un
punto en el plano xz con zy > 0. Para un tiempo t = %’1, la solucién (1.35,1.36) da

2ra 2ra

T =u1x0e 8 >0,y = ype ? , es decir la solucién vuelve al plano xz con £ > 0. Sea
2ra

x =¢€, 0 < z < e€lafrontera del lado derecho de [l y £ = ee @ , 0 < z < ¢ la frontera

del lado izquierdo de 7y (ver figura 1.20).

Xsg
O<zs ¢

Figura 1.20:
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Si tomamos z(0) = zp < € en Iy, entonces para t = %’3 se tiene que
2T) = e < e
— ) = Ig€ €€ .
5]
Luego ningin punto que empiece en el interior de Iy volvera a Il antes de intersectar
a II;. Redefinimos entonces

z(

2ra

o= {(z,9,2) ER® |y =0,ee 9 <z<¢ 0<z<¢e} (1.40)
y II; lo suficientemente grande tal que FPy(Tly) este contenido en su interior.

Paso 1. Construccién de Fp.
Como mencionamos antes, la regién II; estd parametrizada por ' e y' . De (1.39)
se tiene para (z',y') = Py(z, 2),

(2,9 )= ( T (f)% cos(2In€),x (f)% sin (£1n <) ) : (1.41)
Si introducimos coordenadas polares en el plano z'y/,
x' =rcosé, Yy =rsinf
la aplicacién (1.41) se transforma en

(ro)=(=(9* 4m(e) ).

2ra

Observe que las fronteras verticales de Ilp: z =€,ee 7 , 0 < z < € son mapeadas en las
curvas

0= (" (D). o=« (97 2n(3)

es decir, después de eliminar z, en las espirales logaritmicas

Z(0+2
r=ees’, y r = ees )

w|R

y en ambos casos r — 0 cuando 6 — oo.
En general, una linea vertical en Ily, x = o es mapeada en la espiral logaritmica,
a
r = xoeﬁe,

y una linea horizontal en Ily, z = 2y serd mapeada en un rayo

Y o >y
0:é1n<—6—), e<£> Srgeez_@' (—6—> )
A 20 20 Z0
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Consideremos ahora los siguientes rectangulos definidos en 1lg

3 2na —2r{k+a —2mk)
Rk:{(w,y,z)GR:|y=0,eeB <z <egee B <z<ee B—}
para k =0,1,2---. Entonces
o0
o = | J R
k=0

Analicemos la geometria de la imagen de un rectangulo Ry determinando el com-
portamiento de sus fronteras horizontales y verticales bajo Fp. Denotémoslas por

w 3 —27kA 2na
v = {(:c,y,z)ER ly=0,z=€e" 7 ,ee @ _<_:L‘<€},
—21r!k+1!k 2na
= {(x,y,z)€R3|y=0,z=ee B ee P Sxﬁe},
T 3 Z2m(ktDA —2mkX
o= {(:v,y,z)eR ly=0,z=€,ee” 7 <z<ee B },
2na =2m({k+1)2 =27k
Ul — {(m,y’ Z) 6 RS | y = O,x = €€ B8 ,Ee B8 S A S €€ 8 .} (142)

Las imagenes de estas fronteras bajo la aplicacién Py estdn dadas por:

Py(h*) = {(7‘,9,21)€R3|z=€,9=27rk,eem%2g grgeezﬂém}

P(H) = “n&deRﬂz=59=%ﬂﬁdxmm%mgrgwﬁ%m}
Py(v") = {(T,B,z) eR?|z=¢2mk <O <2m(k+1),7(0) = ee%g}

Pyvt) = ﬂnaaeRﬂz=gmmgogzﬂk+nmwy=wﬂFﬂ (1.43)

Asi Py(Ry) aparecera como en la figura 1.21

% /_L‘ Po (V""\ 7 [’Po ()
hll r Lﬂl ’
| NN\ jree B y
L_ =R | (e lﬁﬁ '
X i |ree P X
x-fe% x-€ Py (V‘)—/ LPD (hl)

Figura 1.21: Imagenes de las fronteras del rectdngulo Ry.

Paso 2. Construccion de Py
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La aplicacion P, estara definida en Py(Ily) C II;. Sea pp = W*(0) NIl y py =
W*(0) N1I;. La expansién de Taylor de P; alrededor de p; es

Py(h) = po + DPi(p)h + O(|}*)

donde h representa coordenadas sobre II; centradas en p;. Para II; suficientemente
pequenio el término O(|h|?) puede hacerse arbitrariamente pequenio. Definimos

Pl(h) : Hl — HO
como
Pl = Po + DP](pl)h,

obviamente esta aproximacién de P; introduce un error. En [29] se demuestra que este
error puede despreciarse.
Siendo mas precisos, aproximamos

P1 H1 — HO
por
T a b 0 T T
y | — 0 0 O vy |+1 0 (1.44)
€ c d 0 0 0

donde (7, 0,0) = W*(0)NIl,. La estructura de la matriz del 2° renglén y 3% columna de
ceros viene del hecho de que las coordenadas de 1, son z e y con z = € y las coordenadas
de Il son z y z con y = 0.

Paso 3. Definimos el mapeo de Poincaré como
PEP10POZH0—>HQ

tomando coordenadas en I,

()~ ( 2 (£)% [acos ($1n<) + bsin (élnalw) (1.45)

z z(£)* [ccos(§1n5)+dsin(§ln )

donde IIy es elegido suficientemente pequenio. Luego, P(Ily) aparecerda como en la
figura 1.22

El objetivo es demostrar que P contiene un conjunto invariante de Cantor sobre
el cual es topolégicamente conjugado a un corrimiento de Bernoulli en al menos dos
simbolos.

Lema 6. Considere un rectdngulo Ry (ver figura 1.23). Entonces para k suficiente-
mente grande la frontera interior de P(Ry) intersecta la frontera horizontal superior de
R; en (al menos) dos puntos para i > % donde 1 < p < -;—’\- Ademds, las preimdgenes
de las fronteras verticales de P(Ry) N R; estdn contenidos en la frontera vertical de Ry.
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Figura 1.22: La aplicacién de Poincaré.

Demostracion. La coordenada z de la frontera horizontal superior de R; esta dada por

_2mix

ce B

z
y el punto sobre la frontera interior de Py(Ry) mds cercano a (0,0,¢) estd dado por

dra 2rka
Tmin = €€ 8 € 8 .

Como P; es un mapeo afin, la cota sobre la frontera interior de P(Ry) = Py o Py(Ry)
puede ser expresada como

Tmin = Kee' 8 e B (1.46)
para alguna K > 0.

La frontera interior de P(Ry) intersecta la frontera horizontal superior de R; en al
menos dos puntos siempre que

Imin 1 (1.47)

f

De manera explicita
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T'rzin _ Keé’;—o‘ e 2—6"- (katiX)

z
[ %ided 2n

como Ke # es una constante fija, el tamarno r,,;, depende sé6lo del término e % .
Luego, para que el término —T-m;ﬂ sea mayor que 1, es suficiente tomar ka + ¢\ suficien-
temente grande. Esto se puede lograr de la siguiente forma:

Dado que, A > —a > 0, para ¢ > ﬁp y 1<p< :a‘\-, se tiene que

(ka+iA)

ka+ 1\ > ka + (%)Az

pero ap + A > 0, luego tomando k suficientemente grande ka + A serd mayor o igual
al.

Ahora describamos el comportamiento de las fronteras verticales de R;. Bajo P,
las fronteras verticales de R; son mapeadas en fronteras interiores y exteriores de un
objeto analogo a un anillo (ver Figura 1.23).

alpha (ap+A)

P
P [\
Ry — ] ‘
\__/J
(a)
P
Ry —_ -
]
(b)

Figura 1.23: Dos posibilidades para P(R) N R.

Como P; es un mapeo afin invertible, las fronteras interiores y exteriores de Fy(Ry)
corresponden a las fronteras interiores y exteriores de P(Ry) = P; o Po(Ry), por tanto,
la preimagen de la frontera vertical de P(R;) N R; esta contenido en la frontera vertical
de Rk. O

Por ultimo el teorema principal de ésta seccién se sigue aplicando directamente las
condiciones de Conley-Moser.

Teorema 7. Para k suficientemente grande, Ry contiene un conjunto de Cantor, Ag,
sobre el cual el mapeo de Poincaré P es topologicamente conjugado a un shift total en
dos simbolos.



Capitulo 2

Ondas viajeras en la ecuacién de
Nagumo

El modelo de Hodgkin-Huxley para describir la conduccién de impulsos eléctricos a lo
largo de un eje nervioso (axén) pertenecen a la clase de ecuaciones diferenciales parciales
de la forma:

0
v? 8’” P00, . o)
2 N A : (2.1)
o 0 00t o)
donde f°, f! ..., f™ son de clase C2. Una discusién matematica de la modelacién de
este tipo de sistemas mas detallada del origen de estas ecuaciones se puede ver en [30],

[15]
Una versién simplificada de este modelo lo forma el sistema de FitzHugh-Nagumo

Uy = Uzz+f(v)_w
we = €e(v—ryw) (2.2)

donde f(v) = v(l—v)(v—a) y €, 7y a son parametros positivos con 0 < a < 1/2. Otros
modelos de la ecuacién de Fitzhugh-Nagumo consideran en vez de la iltima ecuacion,

Wy = €V.

La presencia de un pardmetro extra en (2.2) simplifica el andlisis ya de por si dificil.

46
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2.1 Reduccioén de la ecuacién de Fitzugh-Nagumo a
una ecuacion diferencial ordinaria

Busquemos soluciones en forma de onda viajera v(€),w(£) también llamados frentes de
onda, con £ = x + 0t, donde la constante 6 da la velocidad de la onda.

v = U ft = 91}5
Vp = Ve & =g
wy = We- Et = 9’(1)5

luego el sistema (2.2) se transforma en

9’(}5 = ’U&‘i‘f(v)*w
bwe = e(v—yw)

Si ademds, introducimos una nueva variable v = v’ donde ' = %. Se obtiene el sistema
de ecuaciones diferenciales ordinarias

Vo= wu
v = Ou— f(v)+w
w = g(v — yw) (2.3)

Las soluciones de onda viajera de (2.2) corresponden a soluciones del sistema de
ecuaciones diferenciales (2.3). Por razones del modelo, interesan sélo soluciones que sean
acotadas, pues representan frentes de onda en la ecuacién diferencial parcial con energia
finita. Las soluciones de interés son, las Orbitas periédicas y las 6rbitas homoclinicas
entre otras, es decir soluciones que son doblemente asintéticas al origen del sistema
(2.3) cuando & — +oo. Estas ultimas representan frentes de onda cuyo perfil decae
exponencialmente a cero hacia adelante y hacia atras.

2.2 Estudio de la ecuacién de Nagumo

En esta seccion se analizara la ecuacion de Fitzhugh-Nagumo para el caso restringido
(e = 0,w = 0) que se conoce también como la ecuacién de Nagumo. El estudio del caso
restringido serd de utilidad para mostrar la existencia de una onda viajera homoclinica
en el caso completo.

Considérese el sistema de ecuaciones diferenciales (2.3)

Vo= wu
o= fu+w— f(v)
w = E(v — yw) (2.4)

0
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Para € = 0, se obtiene el sistema de Nagumo

v o= u

v o= fu+w-— f(v) (2.5)

con w = cte. Este sistema tiene puntos de equilibrio para v = 0, y w = f(v). Ya
que f(v) es un polinomio cibico, tiene un minimo y un maximo locales frin ¥ finaz:
dependiendo del pardmetro w, el sistema tiene entonces un punto de equilibrio, si
W < frin O W > fnaz; d0s, sl W = fruin 0 W = finae 0 tres si frm < w < free-

Nuestro estudio partird del caso restringido con € = 0 y w = 0. Los puntos de
equilibrio (v,u) son (0,0), (a,0), (1,0) cuyo tipo de estabilidad puede determinarse a
partir del analisis lineal de sus valores propios,

Punto critico | Valores propios Tipo lineal
(0,0) 2(0 £ V6% + 4a) silla
(a,0) 2(0 + /62 — 4a(1 — a)) | repulsor
(1,0) 2(0 £ /62 + 4(1 —a)) |silla

(2.6)

donde recordemos que 0 < a < 3.
Empezemos por analizar el caso conservativo § =0, w = 0

Vo= u = 4
Vo= —f) = -

donde H(v,u) = 3u® + F(v) y F(v) = [ f(s)ds.
La figura 2.1 muestra la grafica de f y su integral F'.

Figura 2.1: Gréficas de la funcién f y su integral F.

En la figura 2.2 se bosqueja el retrato fase para este caso. Obsérvese que existe una
solucién no constante (v, u) tal que y(+o00) = 0 y todas las trayectorias permanecen en
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T X

\\\" N N
e

Figura 2.2: Retrato fase § =0, e = 0, w = 0.

a) Ondas estacionarias de ¥,

Aru ATV

/\U/\
AN AT A
VIR

b) Ondas estacionarias de ¥,

Figura 2.3: Ondas viajeras de la ecuacién de Nagumo.

curvas de nivel H(v,u) = constante. En la figura 2.3 se decriben las ondas estacionarias,
correspondientes a una 6rbita homoclinica y una periédica respectivamente.
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Considérese ahora el caso 8 > 0, w = 0, ¢ = 0 del cual se obtiene el sistema no
conservativo

vo= U

v = Gu-— f(v) (2.7)

La funcién H del caso 8 = 0 sirve ahora como funcién de Liapunov para analizar el
sistema con § # 0. Ya que H' = Ho' + Hya' = 6u®. Si 6 > 0 el Hamiltoniano
crece a lo largo de las drbitas, excepto si u = 0, luego si empezamos a variar 8 > 0
continuamente se obtendran los siguientes retratos fases (ver figura 2.4). Para un cierto
valor de 6 = §*(a) se dara la conexi6n entre los puntos de equilibrio (0,0) y (1,0). Este
valor se puede calcular explicitamente (véase la proposicién 6)

6" (a) = %(1 — 2a).

"a "u
Y2
V ‘V
/ h |
0<0<6%@)  9=6%) 6>6(a)

Figura 2.4: Retratos fase variando 6 y la conexién heteroclinica para 6*.

En la figura 2.5 se muestra el comportamiento de las ondas viajeras correspondientes.
Véase [16],[17].

Para cualquier 6 > 0, sea U, la rama de la variedad inestable en (0,0) que apunta
hacia la regién v > 0,u > 0 y sea gog = (v, ug) la solucién del sistema 2.7 tal que
4(0) € Uy, up(€) > 0, para € <0y 1p(0) = a.

Con més precision, el vector propio (1,3(6 + V0% + 4a)) en el origen (2.6) deter-
mina una componente de la rama inestable que intersecta el primer cuadrante en una
vecindad del origen de coordenadas (v,u) el cual se denota por U, . Afirmamos que
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tu ?u tu

So &
Tv TV 4y
L
— I :
4 So &

i
a) onda estacionaria de 7 b) onda estacionaria de Y5 ¢) onda estacionaria de Y3

Figura 2.5: Comportamiento de las ondas viajeras para las soluciones en (2.7).

esta rama intersecta la recta v = a. Por el contrario, si no fuese asi, sea (vg(§),ug(§))
la solucién definida en un intervalo maximal (—oc, £*) sobre la rama inestable ;. De
la ecuacién v = u vemos que si up(€) es siempre positiva entonces vp(€) es siempre
creciente y positiva; hay entonces dos posibilidades: (a) vp(€) permanece acotada. En-
tonces vy(€) — v* cuando £ — £* para algin valor v*; en tal caso (v*,0) seria un punto
critico que sélo puede ser (1,0) y por lo tanto -y es una drbita heteroclinica conteni-
da en el primer cuadrante que intersecta la recta v = a. (b) vy(€) tiende a infinito.
Trivalmente intersecta v = a.

Sea & el primer valor para el que ug(&;) = 0; y supongamos que 0 < v9(&;) < a. De
la ecuacién (2.7) se sigue que uy(&1) = —f(vp(&1)) > 0, pues f(v) < 0 para 0 < v < a.
Esto significa que vp(&;) = 0 con vy (&) > 0, luego vp(&;) es un minimo local. Como
vg(—00) = 0 se sigue que debe existir £_; < & tal que vy(€_;) = 0 lo cual contradice la
definicién de &, por lo tanto ve(€;) > a y la curva deberd intersecta la recta v = a.

En cualquier caso, por un corrimiento en el argumento £ es posible tener una solucion
q0(€) = (vo(§), up(§)) definida sobre (—oo, 0] tal que vg(§) > 0, ug(§) > 0, v4(0) = a'y
q6(€) — (0,0) cuando £ — —o0.

Como consecuencia se tiene que para £ € (—00,0|, se cumple vp(€) = ug(§) >

0,uy(€) = Oug(§) — f(ve(£)) > 0.
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En resumen,
ug(£), up(§), vo(£), vp(€)

son todas positivas en —oo < € < 0 (ver figura2.6).

',ﬁu

Figura 2.6: La rama inestable en el cuadrante positivo.

Proposicién 6. Considere la rama inestable U del sistema (2.7). Entonces

1. Para 0 =6*(a) = %(1 —2a), go(&) existe y es tnica en (—o0,00) y go(§) — (1,0)
cuando £ — +00;

2. Para 0 < 6 < 0*(a), ug(€) = 0 exactamente una vez y la solucién mazimal
existe sobre un intervalo (—oo,&p) con & < oo; la solucidn “escapa” por el tercer
cuadrante del plano v-u: (ve(€),us(€)) = (—o00, —00) cuando & — &.

3. Para 0 > 6*(a), la solucién mazimal existe sobre un intervalo (—o0,&) con & <
0o, la solucion “escapa” por el primer cuadrante del plano v-u: (vg(£),ug(€)) —
(00, 00) cuando £ — &.

(ver figura 2.4)

Demostracion.
(1) El sistema ( 2.7) se puede reescribir como
d
UE% =0u—v(v—a)(l—v) (2.8)

siempre que u(§) se mantenga positivo. Se desea probar que existe una y solo una
solucién del sistema ( 2.7) que conecta a los puntos de equilibrio (0,0) y (1,0) para
6 = 0*(a).

Proponemos una solucién analitica de la forma

u(v) = Z cr v
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luego,

donde

ONDAS VIAJERAS EN LA ECUACION DE NAGUMO

dn= Y ke, conk,leN,
k+l=n+1

Esta solucion debera satisfacer las condiciones de frontera

u(0) =0, u(l) = 0.

Expandiendo en serie el miembro derecho de la ecuacién

u% = 0u—v(v—a)(l —v),

Ou+av — (1 +a)v® + 1% = 0(civ + cv* + ...) + av — (1 + a)v* + o°
= (fc; +a)v + (0cy — (1 + a))v? + (fcz + D)o + Ocqv? + 0c50° + -+ -+ Oc,v™ + . ..

e igualando término a término se llega a

dy
dy
d3
d4

dn

2 =0c;+a

c1¢y + 2¢3¢; = Oy — (1 + a)

c1¢3 + 2¢ocy + 3c3c; = Ocs + 1
ci1¢4 + 2coc3 + 3c3ca + degep = ey

€16n +2¢2¢-1 + -+ (n— D)epo1co + neper = ey, (n > 4)

93

Si hacemos c3 = 0, se tiene de (2.12) ,c; = :I:%. Ademas, de (2.13) se debe tener la

igualdad

50461 = (964

Si ¢4 # 0, esto implicaria que 5¢; = € lo cual no puede ser, luego ¢y =0y ¢3 = 0 lo que
implica que ¢4 = ¢; = 0. Ya que

€1C5 + 2cacq + 3czeg + 4cycy + desey = Bcs con ¢ # 0

se seguiria que 6csc; = fcs lo cual no puede ser luego ¢s = 0 En general c3 = 0 implica
cy = c5 =cg = --- = 0. Asi, tendriamos una solucién analitica de la forma

u(v) = cv + cpv?
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cuyos coeficientes deben satisfacer, de acuerdo a (2.9)
¢+ ¢ =0,
luego ¢; = —c; = £1/+/2. De (2.10,2.11) se tiene

0+ 0%+ 4a 1+a
o e y
2 0 —'361

5]

de donde
1 1+a

V2T g s

Esta ecuacién nos da una relacién directa entre 6 y a, despejando § se tiene

9=i%¥\/§(1+a).

Luego obtenemos dos valores de 0

3 1—-2a
b, = ——V2(1+a)=
Y A >
3 —1+2
by = — 4 VA1 +a)=

V2 V2 o

Como estamos interesados en valores de § >0y 0 <a < % tenemos que

0, = 0" (a) = %(1 ~ %).

Por lo tanto, la solucién analitica que conecta (0,0) y (1,0) esta dada por

u(v) = L(v — %) con 8 = 6*(a). (2.14)

V2

Para completar la prueba debemos verificar las siguientes dos afirmaciones:
(a) No existe solucién analitica que pase por (0,0) y (1,0) para 6 # 6*(a)
(b) Para § = 6*(a) existe una y sélo una solucion.

Para demostrar (a), nétese que en cualquier punto (v,u) con u # 0

Eiﬁze_v(l—v)(v—a)

dv U

es una funcién creciente de 8. Ademas las pendientes en (0,0) y (1,0) para trayectorias
que entran o salen de estos puntos son también funciones crecientes de 8 ya que

du

dv v=0,1

=0
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Figura 2.7:

(ver figura 2.7)

Sea u* la solucién correspondiente al valor 6*(a) y sea u la solucién correspondiente
al valor 6 > 6*(a); para que la trayectoria u pueda pasar por (0,0) y (1,0) debera
intersectar a u* en algin punto (vg, up), luego

du du*
%(’UO) > 7o (vo)

ya que 6 > §*(a), lo cual no puede ser cierto pues

du du*
(’U()) .

%(UO) < dv

(ver figura 2.8)

Figura 2.8:

De manera similar se prueba que para 6 < §*(a) se da una contradiccién con lo cual
se concluye la prueba de a).
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Demostremos ahora la afirmacién (b). En la demostracién de la tltima proposicién
se construy6 una solucién analitica u(v) que pasa por los puntos (0,0) y (1,0), (2.14).
Mostraremos explicitamente que

_ exp(e/VD)
exp(§/v2) + 1’

es una solucién que satisface las condiciones de frontera

u(§) = v'(§) (2.15)

Para ello basta separar variables en la expresién

dv 1
& V2
Un célculo directo con las condiciones de frontera anteriores muestra que la soluciéon es

(2.15). De esta manera hemos probado (1). Aunque no es dificil demostrar (2) y (3)
referimos al lector para los detalles a la bibliografia ([2], [3], [23]).

(v —v?).

bl

a
El teorema anterior se debe a Hastings [16], quien posteriormente probé la existen-
cia de una 6rbita homoclinica en el sistema de Fitzhugh-Nagumo usando estimaciones
delicadas. Otra prueba debida a Conley usa la nocién de indice (posteriormente llama-
do el indice de Conley) que se basa esencialmente en la existencia de un ciclo singular
formado por dos 6rbitas heteroclinicas: una para w = 0 que conecta los puntos (0,0)
y (1,0), y otra que conecta (1,0) con (0,0) para cierto nivel w = w*, y los puntos de
equilibrio w = f(v) que bifurcan de los puntos de equilibrio (0,0) y (1,0), vistos en
el espacio fase extendido v-u-w. En el siguiente capitulo veremos una prueba de este
hecho debida a Hastings [18], donde en base a estimaciones m4s finas consigue dar una
prueba que permite ademads verificar las hipétesis del teorema de Silnikov.



Capitulo 3

Dinamica simbdlica de ondas
viajeras de la ecuaciéon de FN

En este capitulo se demostrara que en la ecuacién diferencial ordinaria que se obtiene
para las soluciones en forma de ondas viajeras, existe un conjunto de Cantor donde el
sistema dinamico es conjugado a un shift de Bernoulli en dos simbolos. Este resultado
fué demostrado por Hastings [18] en un trabajo bastante denso; el haber cubierto los
detalles de la demostracion es el trabajo principal de esta tesis.

Como consecuencia de lo anterior se sigue la existencia de un ntimero infinito de
6rbitas periddicas que se traducen en pulsos multiplemente periédicos, pero mas aun,
ya que el conjunto de Cantor es compacto, se sigue que existe una infinidad no numerable
de 6rbitas acotadas.

3.1 Existencia de una onda viajera homoclinica en
las ecuaciones de Fitzhugh-Nagumo

En esta seccidn se veran las condiciones que deben satisfacer los parametros =, a, €
y 8 en las ecuaciones de Fitzhugh-Nagumo para garantizar la existencia de una onda
viajera homoclinica.

Considérese el sistema Fitzhugh-Nagumo

= u
v = fu—f(v)+w
W = g(v—vw). (3.1)

Sea M = maxp<y<1 f(v)/v. Un célculo directo muestra que M = Q‘T‘IZ > 0, donde
0 < a < 1/2. En lo sucesivo se considerardn valores del pardmetro v tales que

1
T<3I (3.2)

o7
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Esta dltima desigualdad garantiza que el unico punto critico del sistema (3.1) es el
origen. En efecto, si (v,u,w) es un punto critico entonces u = 0, w = f(v) y v = yw.
Una solucién obvia es el origen. Si (v,0,w) es otro punto critico con v # 0 entonces
v —vf(v) = 0. Por otro lado

v—7flv)=v (l—wi(?—jv—))

pero f(v)/v < M < 1/, de donde 1 — 71‘—%2 > 0 y por lo tanto v = 0 lo cual es una
contradiccién.

3.2 Analisis lineal

La matriz de la linealizacién del campo vectorial (3.1) en el origen es

01 0
a 6 1
50 -%
y el polinomio caracteristico es
o (Lg)ae (£, deay
P\ )\+(9 0) X* — (ve+a)A— (5 +L%) =o0.

Si A, ¢ =1,2,3 son las raices, entonces P(\) se puede escribir como

P() = X — (A1 4 Ao 4+ A)A2 4+ (A1 g + Az 4+ A ds) A — A da)s

comparando los coeficientes se tiene

- (X _
M+ Atds = (9 )
)\1)\2+)\1>\3+)\3/\2 = —(’y€+a)
€ yea
AMAA3 = (= + —
17213 (€+ 0)

Proposicion 7. Sia > 0, v > 0, 8 > 0 y € > 0 entonces el sistema lineal tiene una
raiz real Ay > 0 y dos raices con parte real negativa.

Demostracion. Sea A; la raiz real. Si Ap3 son complejas, entonces A3 = |A]?, de la
tercera identidad tenemos A;|Az|2 > 0, luego ), es positiva. De la segunda identidad se
sigue

AM(Aa+A3) = =X A3 — (ve+a) <0

de donde 2Re(X3) = Az + A3 < 0. Si las raices son todas reales entonces de la primera
y tercera identidad se sigue que una es positiva y las dos negativas. O
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Considérese ahora el vector propio asociado al valor propio positivo A;. La ecuacién
de valores propios es

ou = Ao,
adv + Béu + dw = A\ bu,

€ €
aw—gw:Mm,

y tomando év = 1 se obtiene el vector propio

Sv 1

ou = AL
€/

ow A+ev/8

que tiene todas sus componentes positivas. Hemos demostrado la siguiente

Proposicién 8. Sia >0, v >0, 0 >0 ye >0 entonces el sistema (3.1) tiene una
variedad inestable de dimension uno y una variedad estable de dimension dos. Una
rama de la variedad inestable intersecta el primer octante v > 0, u > 0, w > 0 en una
vecindad del origen.

3.2.1 Definicion de los conjuntos invariantes de escape

Definamos los siguientes conjuntos

Et = {(v,u,w)|v>1,u>00u+w~— f(v)>0,v—yw>0} (3.3)
E™ = {(v,u,w)lv<0,u<0,0u+w— f(v) <0,v—yw<0}. (3.4)

Nétese que por definicién, para los puntos de E*, v > 1, u > 0y v > 0, v > 0;
analogamente para los puntos de E~, u <0, v <0y <0, w <O0.

Lema 7. Los conjuntos ET y E~ son invariantes bajo el flujo de (3.1).

Demostracion. Haremos la demostracion para E* el caso de E~ es similar. Aplicare-
mos el siguiente argumento general: Si en la ecuacién z’ = f(z), la regién D viene
dada por la ecuacién g(x) > 0, entonces si Vg(z) - ' = Vg(z) - f(z) > 0 siempre que
g(z) =0, entonces D es positivamente invariante.

Esta condicién se verifica para cada parte de la frontera de Et que viene dada
sustituyendo una desigualdad a la vez por la igualdad (los lados y esquinas del conjunto
donde se dan dos o mas igualdades pueden tratarse de manera similar).

1. Parav=1,v =u > 0.

2. Parau=0,u =0u+w— f(v) >0.
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3. Para fu+w — f(v) =0,
(Ou+w— f(v)) = 6 +w — f'(v)
= 8(6u+w f(0) +S(0 = 70) - Fu)u

€
= —(v—rw) - f(V)u
Y
El primer término es positivo, ademas
—fwu=-[1-v)v+ (1 —-v)(—a+v)+via—2v)u

y tomando en cuenta que cada término del factor entre paréntesis es negativo,
pues v > 1 > a > 0, y como u > 0, se sigue que —f'(v)u > 0 por lo tanto
(Bu+w~ f(v)) > 0.

4. Para v — yw = 0,
(v—yw) = v -y

e 0
= u—g(v72‘7w) =u>0.

O
La siguiente proposicién muestra por qué los conjuntos E* son llamados conjuntos
de escape.

Proposicién 9. Sea ¢(¢) = (v(€), u(§), w(€)) una solucion del sistema (3.1). Si q(0) €
E* [resp. E~] entonces existe &, > 0 tal que (v(§),u(§)) = (o0, 00) fresp. (v(£),u(€)) —
(—00, —00)/ cuando £ — &, y viceversa, siv(§) — oo [resp. v(§) — —oof cuando & — &,
entonces existe T < &, tal que q(T') € E* [resp. € E~].

Omitiremos la demostracién de este resultado para concentrarnos en el caso general
(véanse también las referencias [2],[3], [23]).

3.2.2 El teorema principal

Mantendremos la misma notaciéon que en e} capitulo anterior con las modificaciones
obvias: De acuerdo al andlisis lineal existe una rama de la variedad inestable que
intersecta el octante positivo v, u, w > 0 en una vecindad del origen la cual serd denotado
por Z/l,fe. Para cada (0,¢) sea qg. = (v, Upe, Ws,) la solucién de (3.1) tal que:

2) qe,c € Ung €

1)  vpe(0) = a;

i11) ug(€) >0 para —oo < € < 0; (3.5)
La justificacién de estas condiciones es similar al caso restringido.

Nuestro objetivo sera describir la evolucién de la rama inestable U, en relacién a
los parametros (0, €).
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Teorema 8. Sea M = max,>¢ fg)”). Supongase que 0 < v < ﬁ y 0<ac< %,
entonces existe un €; > 0 tal que si 0 < € < €, el sistema (3.1) posee una solucién
homoclinica para al menos dos valores diferentes de 6.

La prueba de este teorema es bastante laboriosa y requiere de algunos lemas.
Para a fijo y v > 0 considérese la regién

Q={(6,6))0>0, >0} (3.6)

el objetivo es estudiar el comportamiento de la variedad inestable Ugf . cuando (0, ¢)
varian en 2.

Veremos que existen tres posibilidades mutuamente exclusivas y exhaustivas;
Con més precisién, sea ; = {(8, ¢) € Q} tal que P, describe el comportamiento de gy,
esto es,

O = {(0,¢) € Q| gpe existe y es acotada en (—oo,+00)},
R = {(0,6) € Q|3 eRt.q (ve§) uge(§)) — (+00, +00) cuando § — &y},
Q3 = {(0,¢) € ]3I R t.q. (vge(€), uge(€)) = (—o00, —o0) cuando £ — &,}.

Observacion. Se demostrara que (25 y {23 son subconjuntos abiertos disjuntos de €.
Del andlisis del sistema restrigido € = 0 en la seccién anterior, se ve que s y Q3 son
no vacios y como §) es conexo se tiene que §2; es no vacio.

Lema 8. Los conjuntos €2y y S23 son abiertos relativos a Q.

Demostracion. Se hara la prueba para §2,. El caso {23 es similar.

Dado (f,¢) € €y debemos probar que existe una vecindad con centro en (6, ¢)
totalmente contenida en ;. Por la proposicién 9, existe T > 0 tal que g5.(T) €
E*, luego por ser E* un conjunto abierto en R3, existe una vecindad Wgr C E* del
punto gy (7). Por continuidad del flujo respecto a pardmetros (6, ¢€), se tiene que toda
trayectoria que intersecte a Wg deberad provenir de una vecindad V,(6,¢€) totalmente
contenida en (), (ver figura 3.1). a

Lema 9. Sea f € Ly(R) tal que f' es acotada, entonces lime_,100f(€) = 0.

Demostracion. Basta ver que pasa con el caso € — o0, el caso & — —oo es similar.

Se hara por contradiccién. Supongamos que lime o, f(§) # 0 y que f’ es acotada
entonces se probard que f ¢ Ly(R).

Silimg_,o f(§) # 0, entonces existe €y > 0 y una sucesién &, — oo tal que |f(&,)|? >
€o cuando &, — 0o. Vamos a suponer de hecho que |f(&,)] > €. Podemos suponer que
En <&nt1 Y Env1 — & > 1 para toda n. Sea 8, > 0 tal que:

a) |f(&)] > e para & < £ < &+ 6, y 6, > 5 o bien
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t

£
O V,(0.¢)

0

Figura 3.1:

b) |[f(&)l > e para &y <EL &+ y | f(én + 6,)| = 0.
Puede suceder que a) ocurra una infinidad de veces o b) ocurra una infinidad de veces.

En el caso a)

o o Entdn
/0 JOPd > 3 A.,  donde A, = / F(©)Pde.
n=1

&n
o0
2. _
> Z(SnGO = 00.
n=1

lo cual implica que f ¢ Ly(R), lo cual es una contradiccién. En el caso b) pueden
suceder dos cosas: 8, > 6 para alguna § > 0, o bien 6, — 0. En el primer caso la
demostracién es la misma que en a), en el segundo caso si 6, — 0 hemos supuesto que
|f(&n)] > €0+ K > 0, esto es f(&,) — g > K, entonces por el teorema del valor medio
existe 7, tal que

f () €0
f’(nn) = —( = > — ~* oo 0.
On, On
por lo tanto f’ no esta acotada. Otra vez una contradiccién. O

El lema siguiente nos da una regién en 2 sobre los parametros (6, €) para los cuales
no puede existir una drbita acotada que no sea g = (0,0, 0).

Lema 10. Sea M < 5 < % Si una solucidn estd definida para toda £ € (—o0, +00)
entonces es la solucion trivial q(€) = (0,0,0).

Demostracién. Introduzcamos la funcion

G(v,u,w) = %0 +u? + -z— (0 - 6—;—) 2 4 2F(v) — 2vw — 20uw.

Derivando a lo largo de las soluciones se puede escribir

G'(€) = 20%0 (i@ - 9—2) — 2929 (% - Ea%) w? (3.7)

v
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recordemos que @ < M, para 0 < v <1, luego

flv) e €
AN g :
< M- (3.8)
Por hipétesis
M-S <o L <59
0 Yoy es

luego G’ < 0, esto es, G es estrictamente decreciente a lo largo de soluciones no con-
stantes. Si ¢(£) es una solucién acotada entonces estd contenida en un rectangulo.
Como G es continua entonces G estd acotada en dicho rectangulo. En particular G (&)
es acotada para £ € (—00,00), luego los limites G(£o0) existen y son distintos si la
solucién no es la trivial. Por otro lado, de (3.7) y (3.8) se tiene

G'(€) < 2% (M )

v 82

y nuevamente de (3.8)

(1 8= (u-) <
luego .. &6
° =200 — /67

de donde v € L*(—00,00). Como v' = u es acotada, por el lema 9 se sigue que v(€)
tiende a cero cuando £ — F00. De manera similar se muestra que u(€), w(€) tienden a
cero cuando § — Fo00, pero entonces G(oo) = G(—o0) luego la solucién acotada es la
solucién trivial. O

Lema 11. Supdngase que 5 < % Si q(§) es una solucion acotada en [0,00) tal que

v(€) < a para toda £ grande, entonces q(£) — (0,0,0) cuando £ — .

Demostracidn. Para la solucién acotada ¢(€) en [0, cc) se tiene v(£) < a para toda &
grande. Al igual que en el lema anterior, se tiene

donde )
—9+%9 (; - 9—2) w? <0
pues
1 €
>
R

yparav < a, L9 = (1-o)v- a) < 0, luego  G'(§) < 0 para toda & grande. Al

v
igual que en la demostracién del lema anterior, se sigue que ¢(¢) — (0,0,0) cuando

& — oo. O
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Lema 12. Q2 = Ql U Qg U Qg.

Observacién. Por definicién, los conjuntos €2; son disjuntos, luego {€2;} es una particién
de Q2.
Demostracion. Construiremos un rectdngulo I' en el plano v — w de la forma

v v
v S v < VR, 7LS1U<—R

v

donde vy, < 0y vg > 0, de tal manera que si (vg ¢, wo ) abandona a I' entonces gy  debera
entrar a Et o a E~, esto probaria el resultado ya que ug . es acotada silo son vg . y we..

Elijamos a vy, tal que f(v) = Ef Note que entonces vy, — —oo cuando vg — +00
(ver figura 3.2). Elijjamos vg tan grande que satisfaga

w= f(v,) w=-—"

_—
<!¥

Figura 3.2:

Vi vi
flvr) < — y flu)>—=-
2 2
Supéngase también que vg > \/g, entonces f(vg) < “L pues

Fom) = Fivf(u) = %%ﬁjivfm)

M~ f(vr)
flog) = f(;;L)UL

v
MUL<—L
Y

IA

VAN

IA
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El par (vg, wg ) no puede abandonar I por la parte superior w = vg/7y, v < v < vg
ya que
w'=£(v—'yw):£(v~v ) <0
6 0 R

tampoco puede abandonar T' por la parte inferior w = %, v < v < vg pues w =
g (’U — ’UL) > 0.

Si (vge,ws,) abandona I' por el lado derecho v = vg, v/y < w < vg/vy entonces
u = v" > 0 sobre este segmento. Ademads, v = vg > 1, luego sobre este segmento
w' = § (vp — yw) > 0. Por definicién de E™ se sigue que el segmento esté contenido en
Et.

De la misma manera si (vg ¢, wy,) abandona I" por el lado izquierdo v = vg, v,/
w < wvp/vy entonces sobre todo este segmento u = v’ < 0, v = v, < 0y o
£ (vr — yw) < 0 de donde el segmento estd contenido en E~.

La idea de construir el rectdngulo R es una idea de Rauch y Smoller [26].
La siguiente es una estimacion necesaria para el lema que le sigue:

O i IA

Lema 13. Sean gy = (Vo Us e, Woe) Y
1 fe 3
Hm=(—1/fmw)
2 Jo

Demostracion. Para cualquier (6, ¢€) € Q, ug (€) es positiva en (—oo, 0], luego podemos
considerar a ug y wyp. como funciones de v, asi omitiendo subindices

entonces ug(a) > H(a).

1d(u?) oo
5y U =u =0u— f(v) +w.

Como w(€) > 0 en (—oo, 0] entonces

/0“%%?% = /Oa(9u—f(v)+w)dv

u(@) > Ju(a) > (—%Aﬁﬂmmjé

Por tanto u(a) > H(a) para cualquier € > 0. O
El siguiente lema muestra que w se mantiene positiva en tanto u se mantenga positiva
mas alld del intervalo (—o0, 0]

Lema 14. Suponga que ug(€) > 0 en [0,&*) entonces wg (&) > 0 para toda & € [0,£*).
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Demostracién. Para & € [0,£*), v = u > 0 entonces v es creciente, por lo tanto
v(€) > v(0) = a luego
w' > ~(a - yw)
0
o bien evw _ €
!
s
w + g2 Ha
Integrando se tiene
e7é (w' + %w > %efgs = %ege%g
eTew(E) > w(0)+ 2 [e%’l£ - 1]
w(E) > w(0)e 7+ — [1 —e 0 5]
Y
como w(0) > 0 entonces w(§) > 0. O

Lema 15. Ezxisten nimeros 62 > 6*(a) y €2 > 0, tales que si 0 > 65 y e > 0 o bien
€> e y 0 >0, entonces (0,€) € Qo (ver figura 3.3).

Demostracion. Sea fia, = maxg<y<y f(v). Para € > 0 arbitrario elijamos 05 tal que
02 > fmaz/H(a) y si fuese necesario aun mas grande que 6*(a) = %(1 —2a). Mostremos
que con esta eleccion de 6, si 6 > 6

J={6>0]| u|[0151] > 0, u'l[ > 0}

0,£1]
es abierto y cerrado en R*. Que J es abierto se sigue por continuidad de v y u’. Veamos
que es cerrado. Sea &, una sucesién en J que converja a £*. Sin pérdida de generalidad
podemos suponer que &, < £* para toda n. Queremos ver que u(£*),%'(£*) > 0. Para
cualquier n, v > 0 en [0,&,] de donde v > a, y también v’ > 0 en [0,£,] de donde
u(&) > u(0), por lo tanto ya que > 6, y w > 0, de acuerdo al lema 14

w(€) = 0u(§) — F(v(§)) +w(€) = 62u(0) — frmaz > k >0,

donde u(0) > w(a) > H(a), de acuerdo al lema 13, y donde k es cierta constante
independiente de n; luego v/(£*) > k > 0. Afirmamos que también u(£*) > 0, pues si
u(&*) <0, como v/'(§) > 0, entonces u(§) < 0 en una vecindad (£* — 6, £*], pero para n
suficientemente grande &, estd en dicha vecindad y por definicién de &,, u(€,) > 0, lo
cual es una contradiccién. Resumiendo, u(€*) y «/(£*) > 0 y por lo tanto J es cerrado.

Por conexidad se sigue que J = R, es decir u y v’ se mantienen siempre positivos.
En particular v(€) es siempre creciente y es facil ver que no puede ser acotada, por lo
que eventualmente serd v > 1. Por otro lado, si w’ se hace cero, tomemos &; el primer
valor en el que ésto ocurre, derivando una vez mas la ecuacién para w' tenemos

w'(6) = Gu(&) > 0
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de donde w(&;) debe ser un minimo. Esto es una contradiccién pues w es estrictamente
creciente en (—o0,&;], por lo tanto w' se mantiene positiva. Asi, eventualmente la
solucién ¢y entra al conjunto invariante £t En resumen, (6,¢) € Qs, si § > 6, para ¢
arbitrario.

Consideremos ahora el caso en que € es grande y 8 arbitrario. Mientas u se mantenga
positivo, podemos usar a v como variable independiente, luego

ilf = 9+w_—f_('”_)
dv U

dw € (v—w
dv 6 U
Observe que & > 0 si u > frnez  gj 4 > fmaz- En efecto, si u > Imez () entonces
que g, 9 ]

d_u>fma‘”+w_f(v):fmaz_f(v)+w
dv — u u w

pero entonces u es positiva y por lo tanto w también, en tanto que al ser v > a,
f(v) € fimaz, por lo tanto % > 0. Por otro lado, si w > f,,4; entonces
du w - f max

— >0+

> 0.
dv U

Supéngase que u(a) > f";)&. Usaremos un argumento similar al caso anterior, para

probar que u y 3—’; son positivas para toda v > a. Sea

du
dv
el cual es un conjunto obviamente abierto. Veamos que es cerrado. Sea v, < v* una
sucesién con v, — v* como u es creciente en [a,vy,] entonces u(v) > u(a) > f";ﬂ >0
para toda v € [a, v,] de donde u(v,) > % >0y %(vn) > 0 para toda n. Por lo tanto

u(v*) > Imez > 0 pero entonces &(v*) > 0. Por lo tanto J es cerrado. Por conexidad
6 dv

uy z—z se mantienen positivas para toda v > a, si u(a) > fie/6-
Supongamos ahora que u(a) < L"g‘—’-.

J={v1>a|lu>0,—>0 en [a,u]} (3.9)

Como u es creciente en v € [0,a) entonces u(v) < f”;ﬂ para0 <v<a

dw €

_ > v—~yW
de donde tenemos la estimacién

dw €y €

Integrando de v = 0 a v = a tomando en cuenta las condicién inicial w(0) = 0,

w(a) > % (a - %(1 - exp(—m))
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donde k = ==I—. Si denotamos por g(a) la expresién entre paréntesis se puede verificar
7L por g p p p

que
g(0) =0, g¢'(a)=1-exp(—ka) >0, g"(a) = kexp(—kra) >0

de donde, por convexidad de la grafica de g, g(a) > a, luego

a v
w(a) = e aM = a max -fi—) > max f(v) = fna

yvaque 0 < v < a.
Por la observaci6n al inicio, se sigue que %(a) > 0, y de manera similar a (3.9) se

sigue que u > 0y % > 0 en [a, 00), es decir (6, €) € Qy O

.

0*(a) 0

Figura 3.3:

Observacidén Los lemas 10 y 12 implican que la regién M < 73 < % en el plano (0, ¢)
estd contenido en 2, U Q3 (ver figura 3.4).

=9 £ =M6?
Y

DY

Figura 3.4:

Combinando este resultado con el lema 15 se obtiene el siguiente lema.
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Lema 16. El conjunto {(f,¢) € Q|0 >0%(a) o e>e 0o M < 5 < %} estd contenido
en QQ.

Demostracion. Este conjunto es conexo y esta contenido en €2, U€l3 y como intersecta
a €y debera estar enteramente contenido en 2y (ver figura 3.5). O

. | V é{//

/.

6*(a) 6

Figura 3.5:

Lema 17. Existe un conjunto relativamente abierto O C Q3 contenitendo al segmento
Lo={(8,¢)| e=0,0<60<6(a)} (3.10)

Demostracion. El segmento Ly estd contenido en {13 ya que en el caso restringido
e = 0, limee, (v(€),u(€)) = (—o00, —00). Ademds como {23 es un conjunto abierto en
2, debe contener a cierto conjunto abierto O que contenga al segmento (3.10) (ver
figura 3.6). O

Figura 3.6:
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Consideremos ahora la semirecta
L, ={(0,¢)| e=¢€, 0 >0} CQ

por el lema anterior es claro que para cada €¢; > 0 suficientemente pequena, L., inter-
secta el interior de €)3. También intersecta a (), en los intervalos

1/61’)’593‘/6—]\},6=61 y 0>6(a),e=¢

luego, dado que €2, y €23 son abiertos disjuntos y 2 = Q; U2, U3, se tiene que existen al
menos dos puntos en L, los cuales estan en ; (ver figura 3.7). El objetivo es mostrar

g

M, it
I
0% (a) o

ot o

Figura 3.7:

que estos puntos pueden ser elegidos de tal manera que vg (§) < a para toda & grande
y por el lema 11, obtendriamos una érbita homoclinica correspondiente a estos valores
de (6,¢€). De hecho se probara un resultado ain mas fuerte, esto es que vg (§) < Vmin
para toda & grande, donde vy, es el punto en el intervalo (0,1) donde f(v) alcanza su
minimo.

Considérese la region:
E={(v,u,w) | V> Vmin ¥ v=0) 0 (WV=Ypin vy u<0)} (3.11)

(ver figura 3.8). También consideremos la regién A en el plano (6, ¢€) definida por la
condicién (0, ¢€) € A siy solo si (0,¢) €  y la solucién gy intersecta a ¥ exactamente
dos veces y después de la segunda interseccion no intersecta otra vez la region v > vpn.

Lema 18. QyNA =0, donde A es la cerradura de A.

Demostracion. Sea (0,¢) € Qs entonces, vg, — 400, en particular v(§) > vy, para
¢ suficientemente grande, lo cual implica, por definicién de A, que (d,¢) ¢ A, asi que
Q2 N A = 0. Por otra parte si (6, €) € Q2 que es abierto, existe una bola B,(6,¢) C .
Por otro lado si (f,€¢) € A es el limite de una sucesién (f,,€,) € A, entonces para n
grande se tendria (6,,¢,) € B.(8, €), lo cual es una contradiccién. O
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L RV
>
2
Vmin
4
Figura 3.8:

Lema 19. Existe €3 > 0 tal que st D, es la banda
D, ={(0,6)€N]0>0,0<e<e}
entonces D, N Q3N OA =0 (ver figura 3.9).

ol

ll'!

/. “u
T

Figura 3.9:

Esto signfica que si {23 y OA llegan a intersectarse serd fuera de la banda D,,.

Demostracion. Supéngase que (6, ¢€) € Q3NIA con 6 > 0, € > 0 y solucién correspon-
diente gg = (v, u,w). Como v — —o0, existe un & tal que v(£) < 0si & > &.

Dado que v(§) = —oo cuando & crece y v(0) = ay u(§) > 0en —co < £ <0,
entonces gg . debe cruzar a ¥ al menos dos veces, una en la regién v > a, u = 0 y otra
en la region v = v, u < 0.



CAPITULO 3. DINAMICA SIMBOLICA DE ONDAS VIAJERAS 72

Supéngase que el primer cruce con la region v = vy, v < 0 se da con £ = £,
entonces gp . debe cruzar a ¥ exactamente una vez en el intervalo (—oo < § < &) (ver
figura 3.10), ya que si existiera otro cruce, éste debera ser en la regién v > vy, y si
existieran dos cruces entonces, (,¢) ¢ 9A, ya que por continuidad del flujo respecto
a pardmetros (0,¢) las soluciones cercanas deberan cruzar a ¥ dos veces en la regién
U > Umin ¥ POT tanto deberan intersectar otra vez a ¥ después de la segunda interseccién.

T u.

Je=0
/——’\

. N
v Vomin ia _ v

Figura 3.10:

Ahora gg . no puede intersectar la regién v > v, para £ > £, ya que de lo contrario
(0, €) debera pertenecer a (2 — A)° contradiciendo el hecho de que (6,¢) € A. Luego
como (0,€) ¢ A°, gy debera intersectar a ¥ en algin & con £ < & < & y dado
que v(€) < Upin en € > £ entonces V(&) = u(ép) = 0y v"(&) = (&) < 0 (ver
figuras 3.10 y 3.11).

Figura 3.11:

El lema siguiente muestra que esto es imposible para €; suficientemente pequeno.
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Lema 20. Si € es suficientemente pequeno, 0 < 6 < % Y 33 < M entonces no existe
SOZU’CiO’n qO,E(g) = (U({),U(g),W(f)) tal que para alg'dn 60 > 0; ’UJ(O) > 0; U(ED) = Vmin,
u(§o) =0y u'(&) < 0.

Demostracion. Supéngase que existe una solucién que satisface las hipétesis. Del
sistema 3.1 vemos que

Ou(&o) +w(éo) — f(v(&)) = u'(&) <0
implicando que
w(o) < f(v(€)) =< f(vmin) <0

luego, dado que w(0) > 0 debera existir un £ = g con 0 < o y w(og) = 0. Ademss,

w'(op) = (v(o0) — Yw(oo)) = <v(a0)

oY e Y

€
0
y como w'(cp) < 0 entonces v(op) < 0 (ver figura 3.12). Sea o; > 0y el vltimo punto

anterior a &, donde v(o;) = 0. Elijamos ahora v* € (0, vns,) y sea oz > oy el tltimo
punto anterior a &, donde v = v*.

b b v

Figura 3.12:
En resumen tenemos que 09 <03 <03 <& ¥y
a) w(op) =0 y w() <0 enoy <& <.
b) w(oy) =0 y w() >0 enoi <€<&.
c) v(oz) =v* y v(€)>v* enoy < E<LE.
d) w(oo) < finin = f(Vmin)-

Para terminar la prueba del Lema 20 necesitaremos probar tres lemas més.
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Figura 3.13:

Lema 21. w(§) < foin €n [01,&)-
Demostracion. (ver figura 3.13). Del sistema (3.1) se tiene

w' = g(v — yw).
Ya que (a) w(€) <0enogg < o1 <E<&y(b)v(€) >0en o, << E&,entonces w >0
en el intervalo (01,&). Solo falta checar cuando £ = ;. Por (a) w(o1) < 0y v(oy),
luego w'(o1) > 0. Por tanto, w’ > 0 en [01,&] y dado que w(&) < fmin se concluye que
w(g) < fmin €n [0'1150]- O

Lema 22. u(§) > 0 en {01, &)

Demostracién. De (b) se tiene que v'(01) = u{0;) > 0. Supdngase que existe un primer
punto o en [0y, &] donde u = 0 entonces, por el Lema 11, se tiene que, v'(0) = w(o) —
f(v(o)) < 0 pues w(o) < frmin < f(v(a)). En cualquier punto subsecuente p’ en [o1, &)
donde u < 0 vemos que ¥/ (p') = w(p’) — f(v(p')) < 0 pues W' (p') < frmin < f(v(p')) de
aqui que v'(&) = u(&) < 0 es una contradiccién (ver figura 3.14). O

Lema 23. v’ <0 en [0y,&).

Demostracién. Suponga que v’ > 0 en algin punto o € [01,&). Si existe un punto
subsecuente o* donde u'(0*) = 0 entonces, en £ = o*
" €

u =§(v—'yw)~f(v)u>0

pues,
v(o*) > 0, w(o*) <0, f(v(e*)) <0, u(c*) >0

lo cual es una contradiccién ya que en £* se deberia obtener un maximo no un minimo,
de aqui que v’ > 0 en [0, &) lo cual implicaria que u(&) > 0 por el (Lema 22) y esto
contradice la hipétesis del Lema 20.
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Figura 3.14:

Continuacién de la prueba del lema 20

f(v*) < 0. Elijamos « > 0 pequena tal que:

(0 + fmin - f(U*)> <
o
L. Distinguiremos dos casos:

Esto puede ser dado independientemente de 8,51 0 < 8 < 7
i) O<u(o) <a
i) wu(oy) > a.
Si i) es cierto entonces por el lema 23 se tiene que

Observe que fmin —

O<u(é)<a en [01, 09)

Mientras u > 0, u se puede expresar en funcién de v. De (3.1) , se obtiene

El}f:ngw_‘L(’i)_
dv U

y como —f(v) < —f(v*) y w < fin (lema 21) entonces

d_“59+ﬂlm
dv Q
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Integrando desde 0 hasta v* se tiene

v du Y w— f(v*)

w(v*) —u(0) < (9 L —C{(v*)) -
u(v®) < u(0)+ (0 I ACH) CJ: (”*)> o

u(vt) < a+<9+-“%(”*)) vt <0

lo que contradice el lema 22.

Ahora supongamos que ii) es cierto. Sabemos por el lema 23 que «/(0y) < 0. Para
€ negativo grande, u/(§) > 0. Sea o_; el valor mas grande de £ < oy donde v = 0,
entonces u”(0_1) < 0. Estimando u”(o_;) para € pequefio, obtendremos otra vez una
contradiccién.

W(oo1) = 0u(0.1) + = (v(o-1) — yw(o_1)) — f'(v(o_1))u(o-1)

g
— £ (olo) = ylo-) - Fo(o-1)ulo)
Ademas
fv) = =¥+ (a+1)0* —av,
fv) = =3*+2(a+1lv—ag

evaluando en v(o_;) se tiene
f'((0-1)) = =3v(o-1)* +2(a + 1v(o-1) ~a

de donde
fllv(c=1)) < —a pues  wv(o_1) <0

esto junto con ii) implican que

W'(0-1) 2 2 (0(0-1) = y(0-1)) = f/(v(0-1))u(0-1) + aa

Ahora del lema 12 teniamos que v > v;, y yw < vg donde vy y vg dependen solo de

. Si tomamos
—aq

<

|

vy, —Ur
o lo que es lo mismo
—(vy — vg) > —ax
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se obtiene que

u"(o_1) > g(v — yw) + ax
u'(o_) > g(vL — ywg) + ax
u'(o_1) > —aa+ax

u'(o_y) > 0

Obteniendo otra vez una contradiccién. Esto completa la prueba del lema 20 y a su vez
el lema 19. O
EL siguiente lema se desprende del lema 19

Lema 24. Si (6,¢) € (23N A) y0 < € < €, entonces (6,€) € 1 y Vge < Upmyn para &
grande (ver figura 3.15).

Demostracion. Supongamos que (6, €) ¢ Q1, entonces (6,¢) € Qa0 (8, ¢) € 3, veamos
que cualquiera de estos dos casos nos da una contradiccién.

Primero si (6,€) € Q, por ser Q, abierto existe una vecindad V,.(6,¢€) totalmente
contenida en 5, contradiciendo la hipétesis de que (6, ¢) € 9(23 N A) ya que cualquier
vecindad en este caso V;.(6, €), deberd intersectar a Q3 N A, lo cual no es posible ya que
Qs v 3 son abiertos disjuntos.

Ahora si (0,¢€) € Q3, por ser {3 abierto, existe una vecindad V,,(0,€) totalmente
contenida en 3. Para 0 < € < € se tiene que 23 N JA = { lo cual implicaria que
(0,¢) ¢ 9(Q23 N A) obteniendo otra vez una contradiccién.

En conclusién, (8, ¢) € Q; y por lo tanto gg. es acotada. Como (23 NA) = (23N
00) U (0923 N A), se sigue del lema anterior que 9(Q23 N A) = 9Q3 N A, en particular

(8,€) € Ay por definicién de A que v < V. O
AE
Q,
A
& i
® ad
N )

d(Q;NA) con 0<e<Eg,

Figura 3.15:
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Lema 25. Fl conjunto A N3 es abierto en 0 y contiene al segmento 3.10
Lo ={(0,¢)le=0,0 < 6 < 0.(a)}.

Demostracion. Veamos primero que A contiene al segmento Lg; del lema 17 quedard
probado que lo contiene A N 3.

Sea (6,€¢) € Lo, esto es 0 < 6 < 0*(a) y € = 0, entonces por la proposicién 6.
ug(§) = 0 exactamente una vez y (vg(§), ug(§)) — (—00, —00) con lo cual (9,¢) € A,
pues Uéf . intersectard a o exactamente dos veces y después de la segunda interseccién
no intersecta la regién v > vp;,. Como €3 es abierto en €2, se sigue que ANz es en
efecto abierto en A. O

Concluimos que para €; suficientemente pequerno la mitad de la linea L., intersecta a
9(AN3) en al menos dos puntos y con el lema 24 se concluye la prueba del teorema 8.
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3.3 Condiciones para la existencia de un shift de
Bernoulli

Reescribamos una vez mas las ecuaciones de Fitzhugh-Nagumo

= u
v o= futw— f(v)
w = g(v — yw). (3.12)

Linealizando el sistema (3.12) alrededor del origen se tiene

01 O
X' =AX con A=|a 8§ 1
£ 0 -«
0 0
Cuyo polinomio caracteristico es
)\3+<%—9)/\2—(76+a) ~§—$=O (3.13)

El objetivo es ver bajo que condiciones sobre los pardmetros (a, €, v, 8) se satisfacen
las condiciones del Teorema de Silnikov. Que son:

1. Existencia de una 6rbita homoclinica.

2. Los valores propios de A son dos complejos: a=%i3, y uno real: A, ademads |a| < A
con o < 0.

Una condicién necesaria para que exista una 6rbita homoclinica es que

€
=M
y como vy < % entonces
-79—6379M<9
0 sea e
——-0<0
7

Sean A1, A\2,A3 las raices de la ecuacidn ccaracteristica entonces
PA) =2 — (AL + X2+ A3)A2 + (Mg + Mds + Aads) A — Adods = 0

de aqui que
/\1 + Ao+ Az >0
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Por tanto si existe una onda de pulso simple y As es compleja, entonces
>\1+)\2+)\3=/\1+2§R)\2 >0

O sea
—%(/\2) < —2%()\2) <M\

yva que la parte real del nimero complejo es negativa. Por lo tanto si existe una érbita
homoclinica y se tienen raices complejas entonces se cumpliran las dos condiciones de
Silnikov a la vez.

Por otro lado para cada € > 0 sufientemente pequeiio sea y(¢) el valor de 8 corre-
spondiente a una solucién homoclinica. Dado que

%SM:’>O<-;—S\/€M

Si € = 0 entonces %@ 0
En el limite cuando € — 0 el polinomio caracteristico (3.13) se reduce a

AN -0\ —a)=0 (3.14)

con raices
0+vVP+da |\ 0—V0P+4a
2 BT 2
tenemos tres raices reales distintas, esto implica que para a fijo y € suficientemente
pequeno no pueden existir raices complejas.

A1=0, )\2:

Para mostrar que las condiciones del Teorema de Silnikov son satisfechas, se debe
probar que el rango de € para el cual existe una 6rbita homoclinica intersecta a la regiéon
donde las raices Ay ¥y A3 son complejas.

Para a, v, € iguales a cero se tiene el polinomio
MA-0)=0 (3.15)

con raices A = 0 (raiz doble) y A =4
Para a, v, € y A pequenos y 8 fijo el polinomio se puede reescribir como
—6)\2—a)\——§+(9()\2+72+62+a2) =0
La cuadratica

—O)2 — g — < =0
“T Y

a++va? — 4e
—26

tiene las raices
A=

las cuales son complejas solo si a? < 4e.
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Como conlusién de este analisis preliminar se sigue que debemos considerar a y
como parametros pequenos y mejorar la estimacion de e.

Comenzamos por restringir el valor de 6 lejos del cero por ejemplo: % <8< %
Proposicion 10. Para cada 8 € [%, %] y cada a y 7y positivos, sea

€(0,a,v) = inf{e|\2 y A3 son complejas}

entonces

lim inf = -

lim inf 5
y—0+ a 4

a—0t

g .00 _ 2

Para probar entonces que las condiciones de Silnikov son satisfechas, se debe probar
que para algunos valores positivos de a y v, €(a,7y) > €(0, a,~), donde

e=sup{e|si0<e<e,3I f€ [%, %J para la cual existe una 6rbita homoclinica }

En concreto se probara que

lim inf [lim inf e(a,’y)] > %

a—0+t v—0t a?

Para evitar algunas dificultades técnicas consideraremos solo soluciones “rapidas”

donde 6 ~ % para a y € pequenos. Para esto impondremos una cota inferior positiva

para f. Tomaremos § > 3.

Teorema 9. Sea €(a,y) = sup{e; | si 0 < € < €, entonces se tiene una solucion
homoclinica de pulso simple con rapidez § > %} FEntonces

€(a, 7)] > %

liminf |lim inf —
a—0t y—0t a
Demostracion. Primero se necesita analizar en la prueba del teorema principal donde
se considero a € pequeno. La primera consideracion se utilizo en el lema 10. Vimos
que

S <M

w <
es necesario para la existencia de soluciones acotadas. Esto nos da una cota para e, si
consideramos soluciones donde # es de orden 1, asumiremos que

M
y €5 —

0>
- 4

N =

Hay dos lugares mas donde se requirié que € fuera “suficientemente pequeno” estos
son en el lema 19 y después del lema 25. Analizemos primero la parte después del
lema 25.
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Si a = € = 0 el polinomio caracteristico toma la forma
P()\) =\ —9\?

con raices A = 0 de multiplicidad 2 y A = 6 raiz real positiva.

Por otro lado la solucién gp. que empieza en la variedad inestable Ugf . también
depende de a y v y esta dependencia es continua ain en a = 0. Las conclusiones de la
proposicién 6 permanecen validas para a = 0(e > 0). Los conjuntos €23 y A también
dependen de a y v, se denotardn 23, y A,~. En particular si a = v = 0, entonces

1
0*(a) = —
(@) V2
Por lo que €300 N Agp contiene una vecindad abierta del segmento € =0, 0 < 8 < %

y cuando a — 07 entonces 6*(a) — 71-5; luego Q3,, N A, dependen continuamente de
a inclusive para a = 0.
Ademaés dado que gy es continua en a = 0y v = 0, existen a;, 71 ¥ €3 tales que si

entonces L., intersectard a

DO

Q304 NAgH en la region 6 >

Veamos ahora la parte del lema 19. La restriccién sobre € aparece en el lema 20.
Recordemos como e fue elegido
v* € (0, Vmin) se especifica arbitrariamente, luego « > 0 se elige tal que

(0+M) < —@
a

Luego e se elije tal que si v'(0_1) =0y v, <v <0, w < 9}} y u > «, entonces

€

u'(0-y) = ) (v(o-1) = yw(o-1) — f'(v(o-1))u(o-1)) >0

esto se obtiene con
€ < —ao
0 v — VR

Supdngase que 0 < 7 < % y sea v* = rvp,n. Mostraremos que si a > 0 es suficientemente
pequena entonces existe un -y, tal que si 0 < v < ~,, entonces
(@) 1

a? 25_3T

o]

esto probara el teorema pues r se puede hacer arbitrariamente pequena.
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Si @ — 07 tenemos los siguientes resultados

a+1 +a2—-—a+1

Umin = 3 3
1 1 1
Umin — %+§- §+g( a—+a )+(9(a ):'
L
Umin = 3+3 3+6+O(a)
Umin = %+0(a2) (3.16)
y
fmin = f(vmin) = £(3) + O(a?)
a a\ /a
o = $0-9)5-4) ot
2
fon = =T +0(a) (3.17)
Ademas
fW) = =P+ (a+ D)) —av
3 2
) = ~(F+0@) +@+1) (5 +0@) —a (5 +0()
2
f07) =~ +0l) (3.18)
A partir de esto se tiene que
fmin — f(v*) < —%2 + £a2 (3.19)
Ahora sea,
=7\ o
a= ( 7 )a (3.20)
entonces

min * = + za 2 r— :

<0+f—f(”))v <o+ 2% (E+(9(a2)) < ( 4) a2 (3.21)
a (go—_r> a2 2 0

La tltima desigualdad es cierta cuando a — 0 uniformemente en 6 > 1

Ahora sean og y o0_; como se elijieron en el lema 20. veremos entonces que para a
pequena la conclusién del teorema es valida ,a menos que u"(o_;) < 0.
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Notar que f'(v) < 2v Vv < 0 y asumiremos que u(0—_;) > a. Si€ < (3 — 3r) a?,
entonces

W(01) 2 8u(0-) + 5(v(01) = (o)) = f(v(o))u(o)
> 5(o) = (o)) = £ (v(e-))ulo-)
> 6u/(0-1) + 5(v(0-1) = w(0-1)) = 20(0-1))u(01)
> (5 - 2u(0-)) vlo) = Fwlo—)
> % ((% - 3r) o — an) o(o-1) - Tw(o)

_ % ((% . 37‘) —2 (i;—r> a29> v(o—1) — %—yw(a_l)
_ %f ((% _ 3 % + 27‘)) w(o-1) - Zu(o-1)
_ _221“@(0—1) — Zw(o-) (3.22)

"

—

y dado que v(o_) <0, u”(o_1) serd mayor o igual a cero si el siguiente lema es valido.

Lema 26.
’YUJ(U—l)

=0
’U(0'_1

lim
¥—=0

uniformemente para 0 < a < % y € > 0 pequeno.
2

Demostracién. Expresando w como funcién de v en el intervalo [o_1, 00], se tiene

dw €
— = gav )
como v < 0y w > 0 en [o_y,00], si tomamos € < (3 — 3r) a?, entonces
dw €
2o > —e—u(v — yw) pues  u(o_1) >«
1
(5= 3r)
> 2 (v —yw)
=
£ —3r
> §(v—~yw) donde 0=% (3.23)
i T
Asi que
d_w +ybw > bv
dv
d—we‘”” + véwed” > Sved™”
dv

d(e"w) > sve®"” dv (3.24)
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integrando de v(o_1) a v(og) obtenemos

de donde
e&vv(oo)w(ao) B eé’yv(a_l)w(g_l) > 6 [[—6

luego

——e‘s"’”("“)w(o_l) > [v(ao)e‘sw("o) - U(Uo)e‘s"”(”‘l) - --1;6671}(60) + leh”("‘l)] )

SR

De aqui que

w(o _vg0) 1Y ston)-iomy 4 ¥9=1) L
(o-1) = ( v +726> T T
’U(O’ ) ~¥8[(v(oo)—v(o~1 1 Y6{v(og)—v(o-1
wloo) < __70_6 B{(v(v0)v(o-1)] b (e #Boloo)oo-)] _ 1) 4 p(g_y)
yw(o-1) < —w(og)ello)—vlo-n] 4 :}5 (v6[v(o0) — v(o-1)] + O(2)) + v(o-1)
yw(o_1) < —v(oo) [l +v6[v(oo) — v(o-1)] + O2)] + (3.25)
(v(oq) — v(g-1)O(6~[v(ag) — v(o_1)])°
yw(o_1) < —v(0g) [yé[v(oo) — v(o-1)] + O(2)] + (3.26)

O(8+[v(o0) — v(-1)])*
yw(o1) < —y6v(oo)(—v(o_1) + O(6yv(o-1)?).

(3.27)
En resumen
"ﬁ—‘ZEZ—j—i < —76v(00) + O(2). (3.28)
o lo que es lo mismo
EEZ:; < 78lv(o0)| + O(2). (3.29)

Por otra parte

o >for) vy Flom) = (o) = - (—)%
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Asi
8\ %
vflor) = —v (—73) <wp <0
g\ ?
Vflor) = —g) <7 <0
gl
Vf(or) = —7i8% <y <0 (3.30)

Ahora si v — 0 ,entonces yv;, — 0y v(o_;1) se puede elegir tal que v(o_1) > v
00 > qv(o_1) > ~vr lo cual implica que si v — 0, entonces yv(c-1) = 0 y como
v(o_1) < v(og) < 0 se tendra que si v — 0, entonces yv(og) — 0 con lo cual quedaria
demostrado el teorema 9.

De este ultimo teorema se desprende la siguiente proposicién

Proposicion 11. Para cada a > 0 suficientemente pequena, existen numeros €, > 0 y
Yo > 0 tales que sie = €, y 0 < v < 7, entonces las condiciones del teorema de Silnikov
se satisfacen.
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3.4 Conclusiones y comentarios

Hemos probado que si a es considerado como un parametro pequeno, es posible encon-
trar un valor de € tal que si v es a su vez suficientemente pequeno entonces existe una
orbita homoclinica y se satisfacen las condiciones del teorema de Silnikov. En conse-
cuencia, existe un subconjunto de Cantor en el espacio fase v — u — w que es invariante
bajo el flujo, donde el sistema es topolégicamente conjugado a un shift de Bernoulli en
al menos dos simbolos. Este conjunto de Cantor puede visualisarse asi: Tomando una
seccion transversal Iy a la 6rbita homoclinica en una vecindad del origen, el conjun-
to invariante es un producto cartesiano de dos conjuntos de cantor en una dimensién.
Al seguir este conjunto por el flujo obtenemos al conjunto invariante para la ecuacion
diferencial ordinaria. Ya que este conjunto es compacto, en particular las soluciones
son acotadas, por lo que los pulsos que describen son acotados.

Una pregunta interesante viene a colacién. De acuerdo a lo que comentamos en
la introduccién, experimentalmente se ha observado la existencia de un nimero finito
de pulsos [30], y segiin el teorema principal existe una infinidad de érbitas periddicas
de todos los periodos, donde ésto dltimo significa que la solucién cruza un numero
arbitrariamente grande de veces la seccién Ily. Esta aparente inconsistencia se puede
explicar por la estructura hiperbdlica del conjunto invariante [28]. Eso es, localmente las
soluciones divergen exponencialmente dando origen a sensibilidad respecto a condiciones
iniciales, lo que es mas, dada una solucién acotada dentro de este conjunto invariante,
es posible que existan arbitrariamente de ésta soluciones no acotadas haciendo con ello
que experimentalmente este tipo de soluciones sean imposible de observar.

Lo que contribuye el resultado mencionado en esta tesis en dilucidar la complejidad
de las soluciones mas simples de la ecuacion diferencial parcial que son los frentes de
onda.



Capitulo 4

Estado del arte

En esta seccién resumimos algunos resultados que han sido probados en esta direccién
y algunos otros relacionados, mas recientes, que dan una idea del estado del arte.

En 1974, Hastings[17] da una prueba de la existencia de érbitas periddicas para el
sistema de ecuaciones FitzHugh-Nagumo.

u —cu' + f(u) = w
w' = (b/c)u (4.1)

y antes para las ecuaciones de Nagumo[16]. Cuando los valores b y ¢ se restringen
adecuadamente. El método involucra una investigacion detallada de las trayectorias en
el espacio fase.

En 1976, Hastings [18] da una prueba de la existencia de una érbita homoclinica y
soluciones periddicas. La forma de la demostracién es “elemental” usando propiedades
bésicas de conjuntos abiertos y conexidad, pero altamente no trivial. Los trabajos de
Hastings constituye una excelente pieza de analisis. Este trabajo prueba un resultado
obtenido por Conley [5] utilizando la idea de “bloques aislantes” una idea topolégica
basada en la estructura de las soluciones que entran y salen de una vecindad de un
conjunto invariante.

En 1977, K. Hayashi[20] prueba la existencia de 6rbitas homoclinicas para el sistema
Fitzhugh-Nagumo de la forma

4

=Y
y = cy—fla)+z
2 = ex (4.2)

demuestra que para ¢ = 0 y € > 0 no existen érbitas homoclinicas y para c y e suficien-
temente pequenas existe al menos una érbita homoclinica.

En 1978, Rauch y Smoller [26] estudian el sistema de Fitzhugh-Nagumo e introducen
la idea de construir un rectangulo R conteniendo el origen en el plano v-u tal que toda
solucién cae eventualmente en una dilatacién de éste, (1 + €)R. Se usa el método de
la energia introducido por Conley. Una idea clave es la de rectdngulos contractantes,

88
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de la forma o R con R conteniendo el origen, entonces V (v, u) = inf,{(ov,ou) € R} es
una funcién de Liapunov.
En 1981, J. Feroe [10] estudia las ecuaciones tipo Hodking-Huxley

ov 0 Sw
5{-‘5;2‘*-][(@,10)7 —at—=g(’v,w)

para cierto tipo especial de no-linealidades f: en forma de diente de sierra. Muesta la
existencia de una infinidad de pulsos en una vecindad del punto de equilibrio de tipo
silla-foco.

En 1982, Feroe [11] estudia la existencia y estabilidad de pulso multiples de ecua-
ciones del tipo propuesto por McKean[23]

2
%{t—]:gx—Z—v—w—H(v—a), Qlﬁ:bv—dw,

donde H es la funciéon de Heaviside. En tal caso las soluciones se pueden obtener

explicitamente con ello muestra la existencia de pulsos multiples. Este articulo apoya

los resultados analiticos de Evans, Fenichel y Feroe [?]

En 1982, Evans, Fenichel y Feroe [34] encuentran soluciones en forma de pulsos
dobles y dan condiciones suficientes para su existencia para sistemas de ecuaciones del
tipo Silnikov. En las hipétesis es necesario incluir cierta condicién de transversalidad.
En este trabajo se menciona explicitamente los trabajos de Silnikov (anteriores y poco
conocidos: [35],[36] )

Evans [8] muestra que “estabilidad lineal” implica estabilidad no lineal, para ello
introduce una funcién compleja que mide esencialmente el dngulo entre las variedades
estable e inestables.

En 1984 Ch. Jones [22] da la primer prueba rigurosa de la estabilidad de la solucién
pulso solitaria del sistema Fitzhugh-Nagumo, estudia la funcién compleja introducida
por Evans [Op. cit.]. Usan perturbaciones singulares para localizar las raices de dicha
funcién.

En 1985 E. Yanagida [31] estudia la estabilidad de la solucién pulso rapido cuando
e > 0 es suficientemente pequeno para el sistema Fitzhugh-Nagumo de la forma:

v o= U+ flv)—w
wy = €(v—yw) (4.3)

y demuestra por andlisis de los valores propios que la solucién pulso rapida es: (1)“Ex-
ponencialmente estable”, si v > 0; (2) “Marginalmente estable”, si v = 0.

En 1988 Barrow, D.L. da otras pruebas de la existencia de dos clases de soluciones
de

—cu' = U+ flu)—w

—cw' = elu—yw) (4.4)

con ¢ pequeno. Las clases de soluciones (u, ¢, w) son de los siguientes tipos:
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Clase 1. (u,0,w) — (@,0,0) cuando ¢ — 0%, donde @" + f(u) = 0.
Clase 2. Si v es suficientemente grande, satisface (u,c,w) — (,0,4/7) cuando
€ = 1/7, donde
a" + f(@) —a/y =0.

La demostracion utiliza teoria de bifurcaciones.

En 1989, E. Yanagida[31] da una prueba de la existencia de una solucién frente via-
jera para el sistema (4.3) si los pardmetros € > 0 y v > 0 son tomados adecuadamente.
Haciendo un anilisis de los valores propios estudia la estabilidad de esta solucién y
demuestra de manera analitica que el frente solucién es “exponencialmente estable” si
€ > 0 es suficientemente pequeno.

B. P. Liu y Z. Bi demuestran la existencia de soluciones pulso periédicas miltiples us-
ando métodos de ecuaciones integrales. Se encuentran una infinidad de ondas periédicas
no constantes bajo condiciones bastante generales por medio del teorema de punto fijo
de Browder-Potter.

En 1990, Chow, Deng y Terman [4] se dan condiciones suficientes para que una
6rbita homoclinica o una érbita periddica bifurque de un ciclo heterocinico, basado en
ideas de Silnikov; estos resultados se aplican a ecuaciones del tipo de FN.

En 1991, G. Flores da una prueba geométrica através de bloques aislantes de la
existencia y estabilidad de un pulso viajero lento con velocidad c(e) = O(y/€) para
el sistema (4.3). También demuestra que para € > 0 pequefio el espectro continuo
de la linealizacién de alrededor de la onda lenta permanece en una mitad del plano
R(N\) < —by y que existe exactamente un valor propio positivo.

En este mismo afio B. Deng [6] Usando teoria de bifurcaciones y el método integral
de Melnikov, demuestra la existencia de una infinidad de ondas viajeras hacia adelante
y hacia atrés . Posterioremente [7] estudia sistemas de ecuaciones del tipo Silnikov: El
sistema Z = F'(z) satisface que (a) Los valores propios principales inestables, aquellos
que tienen la menor parte real positiva de DF(0), son parejas de complejos conjugados
p+iwcon w # 0,y st A < 0 denota el parte real mas grande de los valores estables,
se supone que 0 < p < A. (b) Existe una érbita homoclinica al silla-foco en “posicién
general”, i.e dim(T,W*NT,W*") = 1 para cada p en la érbita homoclinica; (¢) Cuando
t — —oo la 6rbita homoclinica z(t,pg) es asintéticamente tangente al subespacio in-
estable principal, el generado por los vectores propios con valores propios p £ iw. (c)
Satisface cierta condicién de inclinacién fuerte.

Entonces si 1 < p < —A/p, existe un conjunto invariante A, topoldgicamente con-
jugado al shift de Bernoulli.

En 1996, Y. H. Wu [32], estudia la solucién del semiflujo Lo(Q2) x Ly(f2) definido
por las ecuaciones generalizadas de FitzHugh-Nagumo, usando la teoria de sistemas
dindmicos de dimensién infinita. Se discute la existencia de un atractor global, la
estimaciéon de su Hausdorff y dimensiones fractales y la existencia de una variedad
inercial.

En 1997, M. Hayashi[33] da una condicién suficiente para que el sistema FitzHugh-
Nagumo tenga un ciclo limite nico no trivial.

En 1997, Muruganandam y Lakshmanan [24] estudian la estabilidad lineal de las
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ecuaciones de FN cerca al origen, y muestran la existencua de varias bifurcaciones
interesantes bajo simetria Z, o sin ella. Basados en una reduccién a la variedad central y
analisis de formas normales se deduce la forma normal de Hopf. Ademas, con resultados
numéricos se verifica la aparicion de ciclos limites.

El trabajo mds reciente en esta direccion se debe a Kakiuchi y Tchizawa. En [21]
introducen el término “soluciones pato” que se explican enseguida:

Considere un sistema de ecuaciones diferenciales dependientes de un parametro que
varia lentamente. Se supone que el sistema tiene un punto de equilibrio para cada valor
fijo del pardmetro. Supdngase que el pardmetro pasa através de un valor de bifurcacién
donde el equilibrio pierde la estabilidad; entonces los puntos fase atraidos al equilibrio
antes del momento de la bifurcacién permanecen cercanos al equilibrio inestable después
del momento de la bifurcacion, es decir, la pérdidad de estabilidad es retardada. Este
fenémeno fue observado por varios autores pero la teoria general debida A.I. Neishtadt
aparecio hasta 1985.

Este fenémeno esta relacionado con las soluciones “canario” (o “pato”), es decir
soluciones de un sistema lento-rapido que inicialmente estan infinitamente cercanas a
la parte atractora de la variedad lenta y luego infinitamente cerca de la parte repulsora.
Las soluciones pato se han obtenido a través de la teoria de perturbaciones no estandar
(singular).

Recientemente [14] se ha encontrado la ecuacién del tipo de Nagumo relacionada con
el fenémeno de biestabilidad de ciertas ecuaciones de reorientacion en cristales liquidos,
obtenidas por el método de promedios. Dicha ecuacién toma la forma

a0 0%
o~ o2 T FO)

donde )
F(6) = —ZW29 + asin26 + bsin2(6 + ¢)

y son de interés los casos extremos a =0y b = 0.
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