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RESUMEN

En este trabajo de investigación se estudia mediante simulación numérica la
evaporación ordinaria y la vaporización explosiva de gotas ĺıquidas de van der
Waals en equilibrio termo-mecánico bajo condiciones de microgravedad cuando éstas
son sometidas a un calentamiento uniforme e instantáneo, usando el método de
Hidrodinámica de Part́ıculas Suavizadas (SPH). A diferencia de modelos precedentes
en la literatura, las simulaciones numéricas se realizaron con la ayuda de una versión
modificada del código hidrodinámico DualSPHysics que incluye los efectos de tensión
superficial, transferencia de calor, transferencia de masa a través de la interface
ĺıquido-vapor y la dinámica interfacial siguiendo como modelo termodinámico la
aproximación de campo medio de van der Waals, el cual permite simular transiciones
de fase de primer orden, dando lugar a un modelo de interface difusa. En comparación
con otros modelos se introduce por primera vez un término no clásico en la ecuación
de enerǵıa interna para la correcta descripción de la estructura de la interface
ĺıquido-vapor. Los resultados de las simulaciones para un rango amplio de temperaturas
de calentamiento muestran que dependiendo de la densidad y temperatura iniciales
de la gota y de la temperatura de calentamiento, las simulaciones predicen cinco
reǵımenes distintos de evaporación: (i) evaporación de las capas superficiales de la
gota por descomposición espinodal, (ii) evaporación por nucleación homogénea con
la formación de una burbuja interna que se expande radialmente para luego colapsar
sobre śı misma desapareciendo, (iii) fragmentación lenta por nucleación homogénea
donde la burbuja se expande hasta romper la capa ĺıquida alrededor de ella, dando
lugar a un proceso de fragmentación en pequeñas gotas, las cuales permanecen en
reposo o se expanden lentamente, (iv) fragmentación rápida donde los fragmentos
ĺıquidos se expanden ahora rápidamente alejándose del sitio de la fragmentación y
(v) vaporización explosiva donde la burbuja formada por nucleación se expande de
manera violenta. Durante este proceso la mayor parte del ĺıquido inicial se convierte en
vapor y la capa ĺıquida alrededor de la burbuja en expansión se hace extremadamente
delgada fragmentándose en gotas diminutas algunas de las cuales se evaporan durante
su expansión. Para los casos donde ocurre evaporación superficial por descomposición
espinodal o nucleación homogénea con la formación de una burbuja transitoria las
simulaciones predicen con muy buena aproximación la ecuación de Clausius-Clapeyron
para la presión de vapor como función del rećıproco de la temperatura. Por otro lado,
para los casos donde ocurre vaporización explosiva los modelos predicen un ĺımite
de supercalentamiento Ts ≈ 0,9893 (en unidades reducidas), que difiere del valor
teórico para un fluido de van der Waals (Ts = 1, unidades reducidas) en alrededor
del 1%. En base a estos resultados se puede concluir que las simulaciones numéricas
describen correctamente la dinámica de la inestabilidad interfacial y, por consiguiente,
la fragmentación y vaporización explosiva de gotas ĺıquidas en microgravedad cuando
éstas son sometidas a un calentamiento uniforme e instantáneo.
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Caṕıtulo 1

Introducción

La evaporación de un ĺıquido es un proceso f́ısico en el cual la fase ĺıquida pasa
lenta y gradualmente a un estado gaseoso, es decir, a una fase de vapor. El proceso
puede ocurrir a cualquier temperatura siempre y cuando el ĺıquido adquiera suficiente
enerǵıa térmica para poder vencer los efectos de tensión superficial. Desde el punto de
vista molecular, el proceso de evaporación ocurre cuando la enerǵıa cinética adquirida
por las moléculas del ĺıquido es mayor que el trabajo cohesivo ejercido por la tensión
superficial sobre la superficie del ĺıquido. En general, la tasa de evaporación de un
ĺıquido es mayor cuanto mayor es la temperatura a la que se somete el ĺıquido. Sin
embargo, puede también ocurrir a temperaturas mucho más moderadas en ĺıquidos
con menor tensión superficial. Es importante distinguir el proceso de evaporación del
proceso de ebullición de un ĺıquido. Por ejemplo, por encima de la superficie libre
de un ĺıquido siempre habrá una cantidad de sus moléculas en estado gaseoso. En
condiciones de equilibrio, esa capa de moléculas en fase gaseosa define la presión de
vapor saturante, la cual depende de la temperatura y de la naturaleza del ĺıquido en
cuestión. Cuando la cantidad de gas es inferior a la presión de saturación, entonces
la evaporación ocurre al pasar las moléculas gradualmente de la fase ĺıquida a la fase
gaseosa. Solo cuando la evaporación se produce a presión atmosférica, es decir, cuando
la presión de saturación es igual a la presión atmosférica, decimos que se produce la
ebullición. A veces en cambio de evaporación suele usarse en la literatura el término
vaporización para indicar de manera más general el cambio de estado de ĺıquido a vapor
de una sustancia. Es decir, cuando el cambio de fase involucra la totalidad de la masa
de la sustancia, como ocurre, por ejemplo, cuando una cantidad de agua hierve en una
olla de cocción, entonces a la vaporización del agua se le llama ebullición. En cambio,
cuando el cambio de fase ocurre solamente en la superficie del ĺıquido al proceso de
vaporización se le denomina evaporación.

En términos f́ısicos, la vaporización de una sustancia ĺıquida implica una transición
de fase. Por ejemplo, una transición de fase ĺıquido-vapor se produce cuando una
solución homogénea es llevada bruscamente a una temperatura por debajo del valor
cŕıtico, es decir, en la región inestable del diagrama de fases encerrada por la curva
de coexistencia (o curva binodal). En particular, la separación de la solución en dos
fases diferentes puede ocurrir por nucleación o bien por descomposición espinodal.
Por ejemplo, la nucleación se refiere a la formación de una burbuja (nucleación
homogénea) o más burbujas de vapor (nucleación heterogénea) en el interior de la
sustancia. Generalmente esto ocurre cuando la solución ĺıquida penetra en la región
metaestable del diagrama de fases, entre la curva binodal y la curva espinodal. En
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esa región el sistema es termodinámicamente inestable con respecto a la amplificación
de fluctuaciones con amplitud finita. Por debajo de la curva espinodal, es decir, en
la brecha de miscibilidad la separación de fases ocurre de manera espontánea como
resultado de fluctuaciones infinitesimales. Este proceso se conoce en la literatura como
descomposición espinodal [1]. Muchas de las caracteŕısticas básicas de las transiciones
de fase ĺıquido-vapor pueden estudiarse en el marco de la teoŕıa del campo medio de
van der Waals (vdW) [2]. En general, el estudio de transiciones de fase de primer orden
mediante cálculos hidrodinámicos con transferencia de calor constituye aún hoy en d́ıa
un tema abierto de investigación.

El interés en el proceso de descomposición espinodal se debe mayormente a la
utilidad de muchas aleaciones cuyas propiedades son una consecuencia de este proceso
[3, 4]. Transiciones de fase por descomposición espinodal han sido también observadas
en una variedad de materiales tales como minerales cristalinos, soluciones minerales
sólidas en geoloǵıa, aceros, geles, cerámicas y mezclas de poĺımeros y ĺıquidos [5, 6, 7].
Cuando estos materiales pasan de un estado inicial estable a uno inestable en la
brecha de miscibilidad, debido a la presencia de fluctuaciones estad́ısticas, se observa la
formación transitoria de patrones inhomogéneos de concentración durante el camino del
sistema al equilibrio. Desde que Cahn y Hilliard introdujeron el concepto de crecimiento
(o amplificación) de pequeñas fluctuaciones [8, 9] ha habido un interés creciente en el
estudio de la dinámica de formación de dichos patrones mediante la implementación
de modelos numéricos [10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18]. Mientras la mayoŕıa
de estos modelos se ha enfocado en la simulación numérica de la descomposición
espinodal y formación de patrones en sistemas de dimensiones infinitas mediante el
uso de condiciones de frontera periódicas, en comparación pocas simulaciones han sido
reportadas en la literatura para sistemas de dimensiones finitas con superficies libres,
como es el caso de la evaporación de gotas ĺıquidas [19, 20, 21, 22, 23, 24, 25]. Un
resultado común de estas últimas simulaciones es la identificación a grandes rasgos
de cuatro posibles procesos de vaporización donde una gota sometida a calentamiento
puede experimentar: (a) un proceso de evaporación superficial con el resultado final de
una gota de menor tamaño coexistiendo en equilibrio con su atmósfera de vapor; (b)
nucleación homogénea transitoria con la formación de una burbuja interior, la cual se
expande por un momento antes de colapsar sobre śı misma y desaparecer por completo.
Durante este proceso la gota experimenta simultáneamente evaporación superficial; (c)
fragmentación de la capa ĺıquida en pequeñas gotas debido a la expansión rápida de una
burbuja interior formada por nucleación y (d) vaporización explosiva por exposición
repentina de la gota a temperaturas muy altas.

En general, la evaporación rápida de una masa ĺıquida puede resultar en una
explosión violenta cuando el ĺıquido alcanza el ĺımite de supercalentamiento, es
decir, la máxima temperatura por debajo del valor cŕıtico que un ĺıquido puede
alcanzar bajo condiciones de presión y composición constantes inmediatamente
antes de entrar en un proceso de vaporización explosiva [26, 27]. En el ĺımite de
supercalentamiento, el ĺıquido penetra en el dominio de estados metaestables donde
fluctuaciones aleatorias y de tamaño finito dan inicio a la evaporación espontánea
del ĺıquido por nucleación homogénea acompañada por aceleraciones del fluido y
tasas de evaporación extremadamente altas. Este proceso de carácter violento implica
desviaciones del equilibrio termodinámico que son por lo general varios órdenes de
magnitud mayores que los implicados en los procesos de evaporación ordinaria. Si bien
el fenómeno de vaporización explosiva se observa frecuentemente en la combustión
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de combustibles, en el contacto de lava fundida con agua, en el transporte de gas
natural licuado, durante la falla del sistema de enfriamiento de los reactores nucleares
y en muchos otros procesos industriales, la formulación de una teoŕıa básica que
explique los detalles de la evaporación explosiva se encuentra aún a la espera de poder
completarse. Sin embargo, los peligros asociados con explosiones accidentales de este
tipo han motivado el interés por la investigación de estas interacciones tanto a nivel
teórico como experimental. En experimentos a escalas reales otros procesos complejos
ocurren en combinación con la vaporización explosiva tales como, por ejemplo, la
mezcla de fluidos, la transferencia de calor y la presencia de múltiples fases, entre
otros que han dificultado el uso de dichos experimentos para el desarrollo de una teoŕıa
detallada. En cambio buena parte del conocimiento sobre la vaporización explosiva
proviene fundamentalmente de experimentos a pequeña escala con gotas confinadas en
una columna de vapor [28, 29, 30]. En particular, esta técnica ha permitido observar
la explosión de gotas ĺıquidas por supercalentamiento aislada de otros factores y
determinar el ĺımite de supercalentamiento de sustancias puras y mezclas binarias
[31, 32, 33, 34]. Por otro lado, medidas experimentales de la expansión explosiva de
una burbuja formada por nucleación en el interior de una gota han sido dif́ıciles de
tomar por las pequeñas escalas involucradas y la rapidez del proceso de cambio de
fase de ĺıquido a vapor. Además, con el objeto de excluir otros factores externos como,
por ejemplo, los efectos de la gravedad es deseable poder realizar experimentos bajo
condiciones de microgravedad. Sin embargo, la ejecución de tales experimentos en el
laboratorio presenta la limitante de duraciones muy cortas, mientras que durante las
misiones espaciales la limitante mayor esta representada por los costos elevados [35, 36].

En este trabajo de tesis se proponen modelos numéricos con el uso del método de
Hidrodinámica de Part́ıculas Suavizadas (SPH, por sus siglas en inglés) para el estudio
de la evaporación de gotas ĺıquidas de van der Waals en el vaćıo bajo condiciones de
microgravedad con particular énfasis en el estudio de modelos de vaporización explosiva.
SPH es un método Lagrangiano donde el fluido es representado por un conjunto finito
de part́ıculas (o puntos de interpolación). Debido a su carácter Lagrangiano, el fluido
queda completamente descrito por el movimiento de las part́ıculas lo que hace que
el método sea particularmente conveniente para modelar grandes deformaciones en el
fluido y sistemas con fronteras altamente irregulares. Además, no necesita de técnicas
particulares para seguir la evolución de la interfase entre diferentes fases y, por lo
tanto, el método es idóneo para la simulación de transiciones de fase. A diferencia de
modelos previos en la literatura, los cálculos numéricos se llevaron a cabo con una
versión modificada del código hidrodinámico DualSPHysics [37] que tiene cuenta de
los efectos térmicos y capilares. Para ello se procedió a complementar las ecuaciones
de continuidad y de movimiento implementadas en el código DualSPHysics con una
ecuación para la enerǵıa interna. Para simular la transición de fase ĺıquido-vapor el
modelo combina las ecuaciones de estado de vdW para la presión y la enerǵıa interna
con un modelo de interfase difusa [38], donde el tensor de esfuerzos de Korteweg,
derivado a partir del funcional de enerǵıa libre de Helmholtz, se agrega como término
fuente al tensor de esfuerzos viscoso en la ecuación de momento y de enerǵıa interna
con el objeto de modelar correctamente la transición de las variables f́ısicas a través
de la interfase que separa ambas fases. Inherente a esta formulación es el modelado
del espesor interfacial el cual a su vez estará determinado por la escala espacial sobre
la que vaŕıa la densidad. En las etapas finales del proceso de separación de fases a
temperaturas subcŕıticas, la interfase de separación entre el ĺıquido y el vapor tiende
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a una superficie de discontinuidad (es decir, a una superficie suficientemente delgada).
En este ĺımite, la fuerza de Korteweg se reduce esencialmente a la fuerza de Marangoni
[39, 40] y el espesor de la interfase se aproxima asintóticamente a una superficie libre,
la cual puede representarse por una superficie de espesor cero dotada de propiedades
f́ısicas tales como, por ejemplo, la tensión superficial [38]. A diferencia de trabajos
precedentes en esta ĺınea de investigación, además del tensor de esfuerzos de Korteweg,
otro término no-clásico consistente con el modelo termodinámico en la aproximación de
campo medio ha sido agregado como término fuente en la ecuación de enerǵıa interna.
Dicho término representa la tasa de vaporización a través de la interfase difusa y, por
lo tanto, se encuentra relacionado a la difusión del calor latente en la zona interfacial.
Si bien este término ha sido obviado en todas las simulaciones precedentes, el mismo
es de fundamental importancia para la correcta descripción de la estructura interna de
la interfase ĺıquido-vapor en equilibrio.

La gran mayoŕıa de las simulaciones de evaporación de gotas ĺıquidas reportadas
en la literatura parten de una configuración fuera del equilibrio, asumiendo formas
cuadradas en dos dimensiones y cúbicas en tres dimensiones. A diferencia de estos
trabajos precedentes en este espacio se estudia la evaporación por calentamiento
externo de gotas en equilibrio termo-mecánico, que corresponde a condiciones iniciales
más reales. Dependiendo de la densidad y temperatura de equilibrio iniciales y
de la temperatura de calentamiento, los resultados de las simulaciones numéricas
predicen cinco reǵımenes distintos de evaporación: (i) evaporación de las capas
superficiales de la gota por descomposición espinodal a temperaturas moderadas de
calentamiento, (ii) evaporación por nucleación homogénea con la formación de una
burbuja interna de vapor al aumentar la temperatura de calentamiento, la cual se
expande radialmente hasta alcanzar un radio máximo antes de colapsar sobre śı
misma y desaparecer por completo, (iii) fragmentación lenta por nucleación de una
burbuja a mayores temperaturas de calentamiento, la cual se expande radialmente
hasta romper la capa ĺıquida que la encierra en un número de pequeñas gotas que
pueden permanecer en reposo o expandirse muy lentamente, (iv) fragmentación rápida
donde los fragmentos ĺıquidos resultantes se expanden ahora rápidamente alejándose
del sitio de la fragmentación, y (v) vaporización explosiva cuando la burbuja formada
por nucleación se expande de manera violenta a temperaturas correspondientes al
ĺımite de supercalentamiento o por encima de éste, dando origen a un proceso de
explosión. Durante la vaporización explosiva la mayor parte del ĺıquido se convierte
rápidamente en vapor y solo una pequeña parte sobrevive en forma de gotas diminutas
como resultado de la fragmentación de una capa ĺıquida delgada al final de la expansión
de la burbuja. En los casos donde se produjo evaporación superficial por descomposición
espinodal o por nucleación homogénea las simulaciones predicen el aumento de la
presión de vapor con la temperatura y, realizando un ajuste con los datos numéricos,
se logra reproducir muy bien la relación de Clausius-Clapeyron. Por otro lado, los
modelos predicen un ĺımite de supercalentamiento Ts ≈ 0,9893, que difiere del valor
teórico para un fluido de vdW (Ts = 1) en alrededor del 1%. Estos resultados indican
que las simulaciones numéricas describen correctamente la dinámica de la inestabilidad
interfacial y, por lo tanto, la fragmentación y la vaporización explosiva de gotas
ĺıquidas en microgravedad cuando éstas son sometidas a un calentamiento uniforme
e instantáneo.
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Caṕıtulo 2

Antecedentes

La dinámica de gotas ĺıquidas ha sido objeto de intensa investigación teórica y
experimental ya que éstas se encuentran frecuentemente en innumerables procesos
naturales y de producción industrial como, por ejemplo, la formación de gotas de lluvia,
la impresión por inyección de tinta y la atomización por inyección de combustible entre
muchos otros. En particular, tanto la formación como la deformación de gotas ĺıquidas
son procesos que están asociados con el movimiento y el cambio de morfoloǵıa de
superficies libres y de interfaces. No obstante, la simulación numérica de dichos procesos
ha representado a lo largo de los años grandes retos para muchos investigadores en el
área de la dinámica de fluidos computacional. Otro problema que ha representado un
reto aún mayor es la simulación de flujos bifásicos con transiciones de fase tanto en
gotas ĺıquidas como en sistemas de mayor tamaño. Por ejemplo, la comprensión de los
mecanismos f́ısicos que intervienen en los cambios de fase ĺıquido-vapor son importantes
en muchos procesos naturales e industriales tales como la condensación de gases y la
vaporización y evaporación de ĺıquidos. En respuesta a estos retos se han realizado
numerosos estudios experimentales con el objeto de mejorar la utilización del calor. Sin
embargo, una serie de fenómenos fuera del equilibrio que ocurren durante los procesos
que implican transiciones de fase como, por ejemplo, la nucleación tanto homogénea
como heterogénea, las interacciones entre burbujas y las inestabilidades interfaciales
generalmente complican las interpretaciones de los resultados experimentales. Por esta
razón fundamental las simulaciones numéricas se han convertido en un instrumento
útil para la descripción detallada de los mecanismos f́ısicos que intervienen durante las
transiciones de fase.

Hasta la fecha, muchos modelos numéricos han sido desarrollados para la simulación
de flujos bifásicos con cambios de fase, que incluyen diferentes métodos como, por
ejemplo, el método volume-of-fluid (VOF) [41], el método level-set (LS) [42], el método
de lattice-Boltzmann [43, 44, 45, 25], y el método SPH [19, 15, 18, 22, 23, 24].
El modelado numérico de la transición de fase ĺıquido-vapor requiere un correcto
tratamiento de la transferencia de masa, momento y enerǵıa a través de las interfaces.
En base al tratamiento de las integrales de transferencia, las simulaciones de flujos
bifásicos con cambios de fase pueden clasificarse en dos categoŕıas diferentes. Una
categoŕıa de modelos se basa en el cálculo de las integrales de transferencia como
términos fuente en las ecuaciones hidrodinámicas. Ejemplos de esta metodoloǵıa han
sido reportados por Son et al. [42] para el caso de la formación de una burbuja sobre
una superficie horizontal con la ayuda del método LS, por Welch y Wilson [46] en la
simulación de la evaporación de peĺıculas horizontales de ĺıquido usando el método VOF

5



y por Tomar y Biswas [47] quienes simularon el crecimiento de una burbuja usando
un método h́ıbrido que acopla el método LS con el método VOF. Más recientemente,
Safari et al. [44] estudiaron transiciones de fase ĺıquido-vapor empleando el método de
lattice Boltzmann. La gran mayoŕıa de estos métodos se basa en la suposición que la
transferencia de calor se debe a gradientes de temperatura y que la temperatura en la
interface es igual a la temperatura de saturación. Sin embargo, el uso de estos métodos
de transferencia se ha visto limitado debido a suposiciones por lo más emṕıricas que
se hacen para aproximar las integrales de transferencia de masa y enerǵıa. La segunda
categoŕıa de métodos se basa en el uso de una ecuación de estado para describir cambios
de fase sin necesidad de recurrir a trucos o suposiciones. Muchos de estos cálculos
hacen uso de la ecuación de estado de van der Waals (vdW), de Peng-Robinson o
de Carnahan-Starling [38, 48, 49], que son entre las más conocidas. Por ejemplo,
Gong y Cheng [50] realizaron simulaciones con lattice Boltzmann de la nucleación
y crecimiento de burbujas a partir de la ebullición de un ĺıquido en contacto con una
superfice caliente haciendo uso de la ecuación de Peng-Robinson. Empleando técnicas y
métodos similares, Li et al. [51, 52] simularon transiciones de fase ĺıquido-vapor durante
la ebullición de ĺıquidos. Por otro lado, Xu y Qian [53] investigaron el calentamiento
y la ebullición de fluidos monocomponentes usando la teoŕıa de capilaridad de vdW.
Cálculos de descomposición espinodal con el uso de métodos de lattice Boltzmann han
sido también reportados por Toghaniyan et al. [54] y Nemati et al. [55].

Los métodos de dinámica molecular (DM) han sido también usados con éxito para la
simulación de transiciones de fase ĺıquido-vapor. Por ejemplo, Long et al. [56] modelaron
con el uso de técnicas de DM la evaporación de gotas submilimétricas en una cámara de
vapor. Por otro lado, Maruyama y Kimura [57] realizaron cálculos con DM para estudiar
la vaporización explosiva y la nucleación heterogénea de burbujas de argón sobre
superficies sólidas. Posteriormente, Dou et al. [58] y Gu y Urbassek [59] describieron la
evaporación de una peĺıcula ĺıquida debido al calentamiento por una superficie irradiada
con luz láser, encontrando que el proceso de evaporación depend́ıa del espesor de la
peĺıcula. Holyst y Litniewski [60] simularon la evaporación de nanogotas y demostraron
que la temperatura es una función continua a través de la interface ĺıquido-vapor
cuando la razón de densidades es pequeña, mientras Zhang et al. [61] simularon la
evaporación de nanogotas sobre sustratos calientes demostrando que durante el proceso
de evaporación la temperatura del vapor era siempre mayor que la del ĺıquido y que
el flujo de masa evaporada aumentaba cuando se aumentaba el grado de hidrofilia del
sustrato. Hens et al. [62] estudiaron la nucleación de burbujas bajo el efecto de varios
grados de supercalentamiento y para diferentes superficies de contacto, encontrando
que la forma de las burbujas estaba fuertemente relacionada con la mojabilidad de la
superficie sólida. Simulaciones de DM más recientes han demostrado que la inclusión
de pilares nanoestructurados sobre superficies planas pueden conducir a un aumento de
la transferencia de enerǵıa con la consiguiente observación de vaporizaciones explosivas
mucho más violentas [63, 64, 65]. Semiromi y Azimian [66, 67] con la ayuda de una
función potencial de Lennard-Jones modificada realizaron cálculos de DM para estudiar
los mecanismos que gobiernan las transiciones de fase ĺıquido-vapor y simularon la
ebullición de flujo anular en nanocanales.

Las aplicaciones del método SPH al estudio de flujos bifásicos con transiciones de
fase han sido relativamente más recientes. En particular, el método ha sido aplicado
a problemas de formación de patrones en sistemas con extensión infinita [15, 18] y
a la dinámica de gotas ĺıquidas. Modelos SPH de cambios de fase ĺıquido-vapor en
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gotas ĺıquidas fueron inicialmente propuestos por Nugent y Posch [19] usando una
ecuación de estado de vdW. En efecto, estos modelos han servido de referencia para
todas las simulaciones SPH posteriores para el estudio de la evaporación, nucleación
y vaporización explosiva de gotas ĺıquidas. En particular, en el modelo de Nugent y
Posch [19], la tensión superficial no es un parámetro de entrada sino que se modela
de manera natural a partir de la parte cohesiva (fuerzas de atracción) implicada en la
ecuación de estado de vdW. En efecto, cerca de la interface ĺıquido-vapor, las fuerzas
atractivas de largo alcance que operan entre las part́ıculas son diferentes entre las dos
fases, dando origen a una fuerza perpendicular en todo punto a la interface y que apunta
hacia la fase más densa (es decir, la fase ĺıquida). Por lo tanto, en esta aproximación
no es necesario localizar expĺıcitamente la interface mediante el uso de algoritmos
para el seguimiento y el cálculo de la curvatura local de la superficie. Estos autores
también demostraron que por razones de estabilidad numérica del método SPH las
fuerzas cohesivas deb́ıan interpolarse separadamente redoblando el rango de interacción.
Sucesivamente Tartakovsky y Meakin [68] propusieron un método alternativo para el
estudio de la dinámica de gotas de vdW basado en el uso de una fuerza de interacción
entre pares de part́ıculas. Un modelo de interface difusa fue posteriormente desarrollado
por Xu et al. [69] para la simulación SPH de fluidos bifásicos de vdW con transiciones
de fase ĺıquido-vapor. El modelo de interface difusa ha sido fundamental para las
simulaciones de vaporización de gotas, cuyos tamaños pueden ir de las decenas de
micrones a escalas milimétricas. A escala molecular, una interface puede considerarse
como una zona de transición cuyo espesor t́ıpico a temperaturas subcŕıticas es de unas
decenas de Angströms. Esto implica que el tamaño t́ıpico de una burbuja o gota es
al menos 106 veces mayor que el espesor de una interface, lo que permite aproximarla
por una superficie de discontinuidad. Sin embargo, el espesor de una interface aumenta
cuando el sistema se aproxima al punto cŕıtico, volviéndose de extensión infinita en
dicho punto. Cerca del punto cŕıtico el espesor de la interface puede ser tan grande o
mayor que el tamaño de las fases por lo que se hace necesario describir la estructura de
la misma. En particular, el modelo termodinámico implicado por el modelo de interface
difusa sirve para describir correctamente la estructura de la interface en presencia de
effectos de transferencia de calor cuando la temperatura del sistema es cercana al valor
cŕıtico [38].

Cálculos SPH de la descomposición espinodal y nucleación homogénea de gotas
ĺıquidas de vdW fueron posteriormente reportados por Sigalotti et al. [22]. Para ello
se implementó un modelo de interface difusa donde el tensor de Korteweg para el
modelado de las fuerzas capilares se incluyó como término fuente en la ecuación de
momento. En aquellas gotas para las cuales no se observó evaporación, el modelo
predijo valores de la tensión superficial en muy buen acuerdo con la ecuación de
Young-Laplace. Para un rango de valores iniciales de densidad y temperatura, las
simulaciones predijeron la formación de gotas estables y subcŕıticas con una atmósfera
de vapor en equilibrio como resultado de un proceso de evaporación superficial. Por
otro lado, los modelos SPH predijeron un aumento de la presión de vapor con la
temperatura y reprodujeron con muy buen ajuste la relación de Clausius-Clapeyron.
En un trabajo posterior, Sigalotti et al. [23] simularon la evaporación y vaporización
explosiva de gotas en microgravedad. En este caso, la temperatura de la gota se aumentó
gradualmente con el objeto de predecir el punto de separación entre la evaporación
normal como resultado del calentamiento subcŕıtico y la vaporización explosiva en
el ĺımite de supercalentamiento. Los resultados demostraron que bajo un regimen
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de calentamiento subcŕıtico, las gotas experimentaban evaporación espontánea hasta
producir una gota de menor tamaño en equilibrio con su atmósfera de vapor. Al
aumentar el grado de calentamiento, la gota pod́ıa experimentar evaporación superficial
y nucleación homogénea al mismo tiempo. Sin embargo, en estos casos se observó que
la presión interna de la burbuja no era suficiente para fragmentar la capa ĺıquida,
colapsando sobre śı misma y produciendo de nuevo una gota de menor tamaño en
equilibrio con su atmósfera de vapor. Muy cerca o en el ĺımite de supercalentamiento,
una burbuja inestable se produćıa por nucleación homogénea, la cual se expand́ıa
dando lugar o bien a un proceso de fragmentación de la capa ĺıquida arriba de la
burbuja o a una explosión violenta en pequeñas gotas, dependiendo de la densidad del
ĺıquido. A supercalentamientos mayores, la gota experimentaba vaporización explosiva
independientemente de la densidad del ĺıquido. Estos cálculos predijeron el ĺımite
de supercalentamiento teórico para fluidos de van der Waals con una precisión de
4%. Mientras la gran mayoŕıa de los modelos SPH precedentes se limitaron a dos
dimensiones, cálculos más recientes por Xiong et al. [24] estudiaron la evaporación de
gotas de agua en tres dimensiones sobre sustratos hidrof́ılicos e hidrofóbicos. Variando
la magnitud del flujo de calor transmitido por la superficie a la gota, estos autores
pudieron dividir el regimen de evaporación normal del de vaporización explosiva y
establecer un flujo de calor cŕıtico para el agua. Además, se observó en correspondencia
con trabajos previos en la literatura que superficies hidrof́ılicas favorećıan el proceso
de vaporización explosiva, mientras que sobre superfices hidrofóbicas se observó que la
gota experimentaba vaporización explosiva rebotando sobre la superficie.
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Caṕıtulo 3

Justificación

La evaporación de sustancias ĺıquidas es un proceso bastante común tanto en nuestra
experiencia de vida diaria como en la industria. Por ejemplo, actualmente se han puesto
en práctica tecnoloǵıas basadas en el proceso de evaporación al vaćıo para reducir
el volumen de las aguas residuales industriales, con un bajo costo energético, y al
mismo tiempo recuperar el agua en aplicaciones dispares. Por otro lado, la evaporación
es un proceso clave dentro del ciclo hidrológico que conduce a la formación de las
nubes producto de la condensación del agua en las capas altas de la atmósfera y
a las precipitaciones en forma de gotas. Por esta y por muchas otras razones es de
fundamental importancia comprender los mecanismos f́ısicos que intervienen durante
los procesos de evaporación y vaporización explosiva de ĺıquidos. En este sentido
otro ejemplo práctico concierne la expansión rápida en la atmósfera de vapores no
confinados, como podŕıa ser el caso de una nube tóxica, producto del derramamiento
de una sustancia ĺıquida contaminante la cual se evapora en un tiempo determinado a
consecuencia de la radiación solar. La vaporización explosiva o explosión de vapor
ocurre de manera natural cuando el agua entra en contacto con la lava durante
una erupción volcánica o a nivel industrial cuando se vierte agua sobre un metal
incandescente o fundido para enfriarlo. Sobrecalentamiento durante el transporte de
gas ĺıquido por tubeŕıas o fallas en el sistema de enfriamineto de un reactor nuclear,
o inclusive en la interacción combustible-refrigerante, pueden ocurrir fenómenos de
explosiones violentas por vaporización. Sin embargo, los fundamentos f́ısicos de estos
procesos no están aún suficientemente claros por lo que se hace necesario invertir más
trabajo de investigación tanto a nivel experimental como a nivel teórico.

Dado que los procesos de transiciones de fase, como son los casos de la evaporación
y la vaporización explosiva de ĺıquidos, implican una serie de fenómenos fuera
del equilibrio, los cuales incluyen la formación de burbujas mediante nucleación,
interacciones ĺıquido-vapor e inestabilidades interfaciales, el problema se hace tan
complejo que es necesario recurrir a la solución numérica de las ecuaciones de la
dinámica de fluidos con transferencia de calor. Si bien existe en la literatura una
gran cantidad de modelos numéricos con el uso de diferentes métodos y técnicas,
los cuales han ayudado a comprender algunas propiedades de las transiciones de
fase tanto normales como explosivas para distintos sistemas, la gran mayoŕıa de
estos modelos se basan en cálculos con baja resolución espacial. Tal es el caso de
la simulación de la evaporación de gotas ĺıquidas donde la falta de resolución no ha
solo impedido reproducir aspectos f́ısicos observados a nivel experimental, como por
ejemplo la amplificación de perturbaciones interfaciales durante el proceso de expansión

9



de la burbuja por nucleación previa a la vaporización explosiva [28, 70], sino también
reproducir los detalles de la interfase difusa que separa el ĺıquido del vapor cuando los
efectos térmicos son importantes. Es importante mencionar que en comparación con
los métodos más convencionales como, por ejemplo, los métodos de lattice Boltzmann,
dinámica molecular y elementos o volúmenes finitos, se han reportado muy pocas
simulaciones con el método SPH en la literatura. Si bien todas estas simulaciones
se basan en un modelo de interface difusa donde los efectos de las fuerzas capilares
se modelan mediante el uso del tensor de Korteweg en las ecuaciones de balance
de momento y enerǵıa, ninguna de ellas reproduce correctamente los detalles de la
estructura de la interface ĺıquido-vapor debido a que no se toma en cuenta un término
no local en la ecuación de enerǵıa interna, el cual es directamente proporcional al
cambio de densidad con el tiempo y está relacionado con la tasa de evaporación en
la zona interfacial. En otras palabras, durante la evaporación normal de una gota, las
part́ıculas fluidas cruzan la interface desprendiéndose de la gota y convirténdose en
part́ıculas de vapor lo que implica un cambio en la densidad de esas part́ıculas. En
particular, este término es de fundamental importancia para la correcta descripción de
la interface ya que es proporcional a la difusión del calor latente en la zona interfacial
debido al proceso de evaporación.
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Caṕıtulo 4

Objetivos

4.1. Objetivo general

Estudiar mediante simulaciones numéricas usando el método SPH la evaporación y
vaporización explosiva de gotas ĺıquidas de van der Waals en el marco del modelo de
interface difusa.

4.2. Objetivos espećıficos

Derivar la forma de las ecuaciones de momento y enerǵıa en la aproximación de
campo medio y en el marco de trabajo del modelo termodinámico de capilaridad
de van der Waals para la descripción de flujos ĺıquido-vapor con transiciones de
fase.

Extender el código hidrodinámico DualSPHysics para la inclusión de los efectos
capilares y térmicos: tensor de Korteweg y transferencia de calor.

Calibrar el código resultante y diseñar las pruebas de validación aumentando la
resolución espacial con respecto a cálculos precedentes.

Realizar estudios de convergencia para la circularización de gotas subcŕıticas por
efectos de tensión superficial.

Calcular modelos de gotas circulares en equilibrio termo-mecánico con diferentes
densidades y temperaturas subcŕıticas como condiciones iniciales para los modelos
de evaporación.

Calcular una serie de modelos de evaporación y vaporización explosiva sometiendo
las gotas a calentamiento con diferentes temperaturas.

Estudiar los diferentes reǵımenes de evaporación como función de la densidad y
temperatura de calentamiento y clasificar los diferentes procesos en un gráfico de
fracción de masa de vapor contra temperatura de calentamiento.

Determinar el ĺımite de supercalentamiento y compararlo con el valor teórico para
un fluido de van der Waals.
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Caṕıtulo 5

Marco teórico

5.1. Modelo termodinámico de van der Waals

(vdW)

El gas ideal corresponde a un modelo donde los átomos o las moléculas que lo
componen se consideran part́ıculas puntuales que interaccionan con las paredes del
recipiente que lo contiene y entre śı únicamente a través de colisiones perfectamente
elásticas, o inclusive que no interaccionan entre śı en absoluto. Es decir, si se impone
un modelo de gas de part́ıculas independientes en el marco de la Mecánica Estad́ıstica,
entonces se obtiene la ecuación de estado del gas ideal como también la dependencia
única de la enerǵıa interna con la temperatura absoluta, entre otros resultados
compatibles con el concepto de gas ideal. En la disertación de su tesis doctoral en
el año 1873, van der Waals introdujo correcciones a la ecuación de estado del gas
ideal que teńıan en cuenta el volumen finito de las moléculas y las fuerzas atractivas
que una molécula ejerćıa sobre otra a distancias comparables con su tamaño, que
se conocen en la literatura como fuerzas de cohesión o simplemente fuerzas de corto
alcance. Estas correcciones le permitieron a van der Waals establecer una ecuación
de estado capaz de reproducir cualitativamente los procesos de licuefación (es decir,
condensación) de un gas y evaporación de un ĺıquido. En otros términos, la ecuación
de estado de vdW es idónea para describir transiciones de fase ĺıquido-vapor de primer
orden. Si consideramos un mol (n = 1) de sustancia, la ecuación de estado de vdW
toma la forma

p =
RgT

(v − b̃)
− ã

v2
, (5.1)

donde Rg es la constante universal de los gases, v = V/n es el volumen por mol, b̃ es
una constante que tiene cuenta del volumen de las moléculas y la constante ã es una
medida de las fuerzas de cohesión entre las moléculas. En gases reales, la presencia de
una molécula, cuyo volumen es igual a V0 impide que otras moléculas de igual volumen,
penetren en su esfera de influencia. Suponiendo que V0 corresponde al volumen de una
esfera ŕıgida se tiene que V0 = (4π/3)r30. De esta manera, la esfera de influencia puede
definirse como aquella cuya superficie puede ser alcanzada por otras moléculas que
chocan, sin que los volúmenes moleculares se superpongan. El radio de esta esfera es el
doble del radio de la molécula y por tanto su volumen es 8V0. La constante b̃ es igual
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a cuatro veces el volumen total de todas las moléculas presentes en un mol, es decir,

b̃ = 4V0N =
16π

3
r30N, (5.2)

donde N = nN0 es el número de moléculas, n es el número de moles y N0 es el número
de Avogadro. Para un mol (n = 1) se tiene N = N0. En dos dimensiones, b̃ = 2πr20N ,
que corresponde a dos veces el tamaño de un disco de radio r0. Por otro lado, la
constante ã tiene cuenta de las fuerzas cohesivas de corto alcance que actúan entre
moléculas vecinas y es igual a N2γ̃, donde γ̃ representa la acción cohesiva.

Sabiendo que v = V/n y que la masa del gas es M = nµ, donde µ es el peso
molecular, se obtiene que

V =
M

ρ
=

nµ

ρ
⇒ v =

µ

ρ
.

Si, además, el gas está compuesto de N moléculas, entonces la masa de una molécula
es m = M/N = µ/N0, y la ecuación (5.1) puede reescribirse como

p =
RgT(
µ
ρ
− b̃

) − ã(
µ
ρ

)2 =
ρRgT

µ
(
1− ρ b̃

µ

) − ãρ2

µ2
.

Haciendo uso de la relación Rg = N0k, donde k es la constante de Boltzmann, se
obtiene la forma

p =
ρN0kT

µ
(
1− ρ b̃

µ

) − ãρ2

µ2
.

Recordando que b̃ = 4V0N0 y ã = N2
0 γ̃ y definiendo las relaciones b = 4V0 y a = γ̃,

de manera que b̃ = bN0 y ã = aN2
0 , podemos reescribir la Ec. (5.1) en términos de

unidades reducidas

p =
ρk̄T

(1− ρb̄)
− āρ2, (5.3)

donde k̄ = k/m, b̄ = b/m y ā = a/m2. Esta es la forma de la ecuación de estado usada
por Nugent y Posch [19] y es desde entonces la forma adoptada en todas las simulaciones
de transiciones de fase ĺıquido-vapor usando el método SPH. Usando ahora la relación
termodinámica para el coeficiente de expansión térmica

α = −1

ρ

(
∂ρ

∂T

)
p

,

diferenciado la Ec. (5.3) y haciendo dp = 0 (proceso isobárico) se llega a la expresión

dp = 0 =
ρk̄dT

(1− ρb̄)
+

[
k̄T

(1− ρb̄)2
− 2āρ

]
dρ,

de donde se sigue finalmente que

α = −1

ρ

(
∂ρ

∂T

)
p

=
1

ρ

[
ρk̄(1− ρb̄)

k̄T − 2āρ(1− ρb̄)2

]
. (5.4)

Si ā = b̄ = 0, la segunda igualdad en la Ec. (5.4) se reduce a la relación α = 1/T , que
corresponde a la forma de la expansión térmica del gas ideal. Por otro lado, usando la
relación termodinámica (

∂u

∂v

)
T

= T

(
∂p

∂T

)
v

− p,
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donde u es la enerǵıa interna, se puede demostrar que(
∂u

∂v

)
T

= −ρ2

µ

(
∂u

∂ρ

)
T

= T

(
∂p

∂T

)
ρ

− p = āρ2.

Igualando el segundo término con el último se tiene la relación diferencial du = −āµdρ
que por integración directa conduce a la ecuación calórica

U = −āρ+ f̃(T ),

donde U es la enerǵıa interna espećıfica U = u/M y la constante de integración es una
función de T . El término −āρ representa la enerǵıa potencial debido a las fuerzas de
cohesión entre las moléculas. A partir de la relación(

∂U

∂T

)
ρ

= Cv,

donde Cv es el calor espećıfico a volumen constante, es evidente que f̃ ′(T ) = CvT = k̄T .
Por lo tanto, la ecuación calórica en unidades reducidas toma la forma

U = k̄T − ρā. (5.5)

Diferenciando ahora la ec. (5.3) para un proceso isocórico (es decir, dρ = 0), obtenemos

dp =
ρk̄dT

(1− ρb̄)
,

mientras que de la diferenciación de la ec. (5.5) se deduce que

dU = k̄dT.

De estas dos expresiones resulta que el coeficiente de Grüneisen, Γ, está dado por

Γ =
1

ρ

(
∂p

∂U

)
ρ

=
1

(1− ρb̄)
.

Como Γ > 0, debe cumplirse que ρ < 1/b̄. Si se toma el producto entre el coeficiente
de expansión térmica, α, y el coeficiente de Grüneisen se obtiene la expresión

αΓ =
k̄

k̄T − 2āρ(1− ρb̄)2
. (5.6)

Por otro lado, el módulo de expansión isoentrópica definido como

Ks = ρ

(
∂p

∂ρ

)
s

,

es también una cantidad positiva, donde s denota la entroṕıa. Una expresión para el
módulo de expansión isoentrópica puede derivarse a partir de la relación

dS =
1

T
dU − p

Tρ2
dρ,
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para un proceso isoentrópico (dS = 0), donde S es la entroṕıa por unidad de masa.
Haciendo dS = 0 en la relación de arriba y diferenciando las Ecs. (5.3) y (5.5) se llega
a la expresión para Ks

Ks = ρ

(
∂p

∂ρ

)
s

= 2ρ

[
k̄T

(1− ρb̄)2
− āρ

]
, (5.7)

Por lo tanto, la condición de que Ks > 0 implica que

k̄T > āρ
(
1− ρb̄

)2
. (5.8)

Esta condición asegura que la velocidad del sonido, cs, pertenezca al conjunto de los
números reales y, por lo tanto, exista como parámetro f́ısico, donde c2s = Ks/ρ o

cs =

√
2

[
k̄T

(1− ρb̄)2
− āρ

]
. (5.9)

Los calores espećıficos a volumen y presión constantes deben también ser cantidades
positivas. En particular, el calor espećıfico a volumen constante obedece la expresión

Cv =

(
∂U

∂T

)
ρ

= k̄, (5.10)

el cual es siempre positivo dado que k̄ > 0. El calor espećıfico a presión constante, Cp,
puede calcularse a partir de la relación

Cp − Cv =

[
−ρ2

(
∂U

∂ρ

)
T

+ p

] [
∂

∂T

(
1

ρ

)]
p

. (5.11)

Luego de algunos pasos algebraicos se llega a la expresión

Cp =
2k̄

[
k̄T − āρ(1− ρb̄)2

]
k̄T − 2āρ(1− ρb̄)2

. (5.12)

La condición para que la velocidad del sonido sea un número real requiere que el
módulo isoentrópico Ks > 0, o equivalentemente que la condición (5.8) se cumpla. Si
la condición (5.8) se cumple, entonces la positividad de αΓ y Cp requiere además que
se cumpla la condición adicional

k̄T > 2āρ
(
1− ρb̄

)2
, (5.13)

la cual resulta ser una condición más restrictiva.
La combinación de las condiciones (5.8) y (5.13) con la positividad de los estados

básicos ρ, T y Γ, define completamente el dominio del espacio de fase para este modelo
de van der Waals. Para la mayoŕıa de los gases el lado derecho de la Ec. (5.4) es positivo,
es decir, α > 0 en el rango de temperaturas ordinarias. Sin emabrgo, el hidrógeno H2 y
los otros gases nobles son la excepción. Retornando por un momento a la Ec. (5.1), los
parámetros ã y b̃ son constantes caracteŕısticas de cada gas y se suelen obtener a partir
de los valores que toman las variables termodinámicas en el punto cŕıtico, es decir, los
valores de vcr, pcr y Tcr. El punto cŕıtico es un punto de inflexión de la isoterma cŕıtica,
Tcr, en el diagrama presión-volumen y, al mismo tiempo, un punto donde la primera
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derivada se anula, pese a no tratarse de un mı́nimo ni de un máximo local, de manera
que se cumplen las relaciones(

∂p

∂v

)
T

= 0,

(
∂2p

∂v2

)
T

= 0.

Tomado la derivada de la presión en la Ec. (5.1) una vez y dos veces con respecto al
volumen espećıfico manteniendo constante la temperatura e igualando a cero ambas
expresiones, se llega a las ecuaciones algebraicas

RgT − 2ã

v3
(v − b̃)2 = 0,

RgT − 3ã

v4
(v − b̃)3 = 0,

cuya solución define el volumen y la temperatura cŕıtica

vcr = 3b̃, Tcr =
8

27

ã

Rg b̃
, (5.14)

mientras la presión cŕıtica se obtiene sustituyendo los valores de arriba en la Ec. (5.1)

pcr =
1

27

ã

b̃2
. (5.15)

La Figura 5.1 muestra la representación de la ecuación de vdW para diferentes
isotermas, es decir, para diferentes valores de la temperatura. La curva roja corresponde
a la isoterma cŕıtica donde las primeras derivadas se anulan en el punto cŕıtico. La
presión cŕıtica y la temperatura cŕıtica quedan definidas como la ordenada y la abscisa
de ese punto, respectivamente. Repitiendo los mismos pasos para la Ec. (5.3) se puede
demostrar que en términos de los parámetros reducidos el punto cŕıtico se encuentra
definido por los valores

ρcr =
1

3b̄
, pcr =

ā

27b̄2
, Tcr =

8ā

27k̄b̄
. (5.16)

La condición de que la entalṕıa H = U +p/ρ sea constante es válida para cualquier
ecuación de estado. De la relación diferencial

dH = TdS +
1

ρ
dp,

se tiene que para un proceso finito

∆H = T∆S +
1

ρ
∆p.

Recordando además que el cambio de entroṕıa en términos del cambio de temperatura
y presión está dado por

∆S =

(
∂S

∂T

)
p

∆T +

(
∂S

∂p

)
T

∆p,
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Figura 5.1: Representación de la ecuación de estado de van der Waals para diferentes
valores de temperatura T . La curva roja corresponde a la temperatura cŕıtica, Tcr. La
presión cŕıtica y el volumen cŕıtico quedan definidos como la ordenada y la abscisa del
punto cŕıtico, respectivamente.

y sustituyendo en la expresión para el cambio de entalṕıa, se llega a

∆H = T

(
∂S

∂T

)
p

∆T + T

(
∂S

∂p

)
T

∆p+
1

ρ
∆p = Cp∆T +

[
T

(
∂S

∂p

)
T

+
1

ρ

]
∆p.

Usando la relación termodinámica(
∂S

∂p

)
T

=
1

ρ2

(
∂ρ

∂T

)
p

,

se tiene finalmente que el cambio de entalṕıa está dado por

∆H = Cp∆T +∆p

[
1

ρ
+

T

ρ2

(
∂ρ

∂T

)
p

]
= Cp∆T +

1

ρ

[
1 +

T

ρ

(
∂ρ

∂T

)
p

]
∆p.

La condición de entalṕıa constante ∆H = 0 resulta en la expresión

∆T

∆p
= − 1

Cpρ

[
1 +

T

ρ

(
∂ρ

∂T

)
p

]
,

que se conoce como el efecto Joule-Thomson para procesos finitos. Usando ahora la
definición de α en la Ec. (5.4), se puede demostrar que

∆T

∆p
=

T

Cpρ

(
α− 1

T

)
=

2ā
(
1− ρb̄

)2 − k̄T b̄

2k̄
[
k̄T − āρ

(
1− ρb̄

)2] , (5.17)
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donde se ha hecho también uso de la Ec. (5.12) para el calor espećıfico a presión
constante. Cuando el gas se expande ∆p < 0 y ∆T < 0 por lo que de acuerdo con la
Ec. (5.17) se tiene que

∆T

∆p
> 0 ⇒

2ā
(
1− ρb̄

)2 − k̄T b̄

2k̄
[
k̄T − āρ

(
1− ρb̄

)2] > 0.

En vista de la condición (5.8) el requerimiento anterior se reduce a exigir que se cumpla
la desigualdad

2ā
(
1− ρb̄

)2
k̄T

> b̄. (5.18)

La región en el plano (p, T ) en la que la expansión (∆p < 0) está asociada con una
disminución de la temperatura (∆T < 0) corresponde a la región donde (∂T/∂p)H > 0.
Esta región positiva está acotada por la curva de inversión sobre la cual (∂T/∂p)H = 0.
De acuerdo con la Ec. (5.17) esta última se cumple cuando

α (p, T ) =
1

T
. (5.19)

Esta ecuación define la curva de inversión que separa la región donde µ = (∂T/∂p)H > 0
de la región donde µ = (∂T/∂p)H < 0. En particular, la mayoŕıa de los gases bajo
condiciones ordinarias de presión y temperatura se encuentran dentro de la curva de
inversión. Si usamos la Ec. (5.4) en la Ec. (5.19), se puede demostrar que la curva de
inversión para un gas de vdW está dada por

2ā

k̄T

(
1− ρb̄

)2
= b̄, (5.20)

la cual luego de algunos pasos algebraicos simples puede reescribirse en términos de las
variables reducidas p̃ = p/pcr and T̃ = T/Tcr como

p̃ = 24
√

3T̃ − 12T̃ − 27. (5.21)

La Figura 5.2 muestra el gráfico de p̃ en función de T̃ según la Ec. (5.21) que muestra
la curva de inversión para un fluido de vdW.

El rendimiento de una máquina que opera según el proceso de Joule-Thomson
depende de la integral

T2 − T1 =

ˆ p2

p1

(
∂T

∂p

)
H

dp. (5.22)

En aplicaciones prácticas la presión p2 después de la expansión es, en la mayoŕıa de los
casos, aproximadamente igual a la presión atmosférica, mientras que la temperatura T1

se encuentra determinada esencialmente por la elección del fluido para el pre-enfriado.
Por ejemplo, para la licuefacción del aire se utiliza agua refrigerada, mientras que para
la licuefacción del H2 se usa nitrógeno ĺıquido.

En termodinámica el término “fase” se usa para denotar los diferentes estados de
agregación de una sustancia única, incluyendo las diferentes formas estructurales del
sólido (como, por ejemplo, las estructuras cristalinas y las estructuras amorfas). En la
teoŕıa desarrollada por van der Waals se estudia el equilibrio entre la fase gaseosa “2”
y la fase ĺıquida “1”, es decir, el equilibrio existente entre el vapor saturado de una
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Figura 5.2: Temperatura de inversión de Joule-Thomson de acuerdo con la Ec. (5.21).

sustancia con su fase ĺıquida. Cuando la presión entre estas dos fases es igual, decimos
entonces que existe equilibrio mecánico entre ambas fases, mientras la igualdad de
temperatura entre las fases define la condición de equilibrio térmico según la ley cero
de la termodinámica. La entalṕıa libre, o enerǵıa libre de Gibbs, G, es el potencial más
adecuado para usar cuando p y T permanecen constantes. En términos de la variación
de la presión y temperatura, la variación de la enerǵıa libre de Gibbs está dada por la
relación diferencial

dG = −SdT +
1

ρ
dp

Por lo tanto, cuando dT = 0 y dp = 0 (equilibrio termo-mecánico) se tiene que dG = 0,
expresando la igualdad de G en ambas fases, es decir, G1 = G2. Si la masa de la
sustancia en la fase 1 es m1 y en la fase 2 es m2, entonces se tiene la relación de
igualdad m1g1 = m2g2, donde g es la entalṕıa libre por unidad de masa.

Con referencia a la Figura 5.1, consideremos una isoterma para la cual T < Tcr e
intersectémosla mediante la isóbara p < pcr representada por la ĺınea recta que une los
puntos A y B en la Figura 5.3. Usando la relación

G = U − TS +
p

ρ
,

la igualdad GA = GB conduce a la expresión

UB − UA − T (SB − SA) + p

(
1

ρB
− 1

ρA

)
= 0. (5.23)

19



A B
C

E

F G v
v=v v=vA B

D

p

Figura 5.3: Isoterma subcŕıtica de van der Waals donde se muestra la construcción de
Maxwell de la curva binodal.

La diferencia de entroṕıa puede también calcularse a partir de la relación diferencial

dS =
1

T

(
∂U

∂T
dT +

∂U

∂ρ
dρ

)
− 1

T

p

ρ2
dρ.

Usando ahora la ecuación calórica (5.5), el cambio diferencial de entroṕıa puede
finalmente escribirse en unidades reducidas como

dS = k̄

[
dT

T
− 1(

1− ρb̄
) dρ
ρ

]
. (5.24)

Integrando entre A y B, se llega a la expresión para la diferencia de entroṕıa entre los
puntos A y B

SB − SA = k̄ ln
TB

TA

+ k̄ ln

[
ρA

(
1− ρB b̄

)
ρB

(
1− ρAb̄

)] . (5.25)

Tomando en cuenta la igualdad de T en ambos puntos de la intersección A y B, la Ec.
(5.25) se reduce a

SB − SA = k̄ ln

[
ρA

(
1− ρB b̄

)
ρB

(
1− ρAb̄

)] . (5.26)

A partir de la relación diferencial

dU =

(
∂U

∂ρ

)
T

dρ+

(
∂U

∂T

)
S

dT,

podemos ahora calcular la diferencia de enerǵıa interna a lo largo de la isóbara entre
los puntos A y B. Integrando se llega directamente a la forma

ā (ρB − ρA) + k̄T ln

[
ρA

(
1− ρB b̄

)
ρB

(
1− ρAb̄

)]+ p
(ρB − ρA)

ρBρA
= 0, (5.27)
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donde se ha hecho uso de las relaciones (5.5) y (5.26). Nótese que la Eq. (5.27) es
equivalente a la Eq. (5.23) que se hab́ıa deducido a partir de la igualdad de la enerǵıa
libre de Gibbs en ambas fases. Integrando ahora la ecuación de estado de vdW (5.1)
se puede demostrar que

ˆ B

A

pd

(
1

ρ

)
= ā (ρB − ρA) + k̄T ln

[
ρA

(
1− ρB b̄

)
ρB

(
1− ρAb̄

)] .
Combinando esta ecuación con la Ec. (5.27) se llega a la importante relación

ˆ B

A

p

ρ2
dρ = p

(ρB − ρA)

ρBρA
,

la cual en términos del volumen por mol puede escribires en la forma equivalente

ˆ B

A

pdv = p (vB − vA) . (5.28)

Geométricamente el término p (vB − vA) representa el área del rectángulo ABFG
en la Figura 5.3. De acuerdo con la Ec. (5.27), su área es igual a la comprendida
entre la isoterma y el eje de las abscisas. Por lo tanto, las dos regiones sombreadas,
delimitadas por las curvas AED y DCB, en la figura deben poseer áreas iguales. Esta
regla proporciona un método gráfico para determinar los puntos A y B para el equilibrio
de fase. La ĺınea AB se conoce como la ĺınea de Maxwell. Implementando la misma
construcción anterior para cada isoterma que se encuentre debajo del punto cŕıtico,
T = Tcr, se obtiene la curva que encierra esa región en el plano (p, v) sobre la cual las
dos fases, ĺıquida y gaseosa, coexisten en equilibrio. Dicha curva recibe el nombre de
curva binodal o curva de coexistencia. La Figura 5.4 muestra la forma de la curva en
el diagrama (p,v). A la derecha esta ĺınea solo puede existir el gas o el vapor, mientras
que al lado izquierdo solo puede existir la fase ĺıquida. El vértice de la curva, donde
se encuentran ambas ramas, coincide con el punto cŕıtico vcr, pcr. El lugar geométrico
de los puntos A define la llamada ĺınea de agua (o ĺıquido), mientras que el de los
puntos B es la ĺınea de vapor (o gas). Procediendo de la fase gaseosa encontramos
que las primeras gotas de ĺıquido aparecen en la ĺınea de vapor. De manera similar,
procediendo de la fase ĺıquida las primeras burbujas de vapor aparecen al cruzar la
ĺınea ĺıquida. Retornando a la Figura 5.3, los puntos a lo largo de la ĺınea de Maxwell
son puntos de volumen variable pero de igual presión p y temperatura T . La variación
de volumen se produce por las distintas proporciones de las fases ĺıquida y gaseosa
presentes. Por ejemplo, en el punto B tenemos vapor puro saturado de volumen molar
vB, mientras que en el punto A se tiene ĺıquido puro de volumen molar vA. Tanto la
sobresaturación como el subenfriamiento denotan estados de equilibrio inestables, es
decir, no corresponden a estados de verdadero equilibrio como los correspondientes a
los puntos en ambos extremos de la ĺınea de Maxwell. En condiciones favorables es
posible obtener vapor sobresaturado cuando a temperatura constante la presión asume
un valor mayor que el valor en el punto B sobre la ĺınea de vapor. De manera similar,
el estado ĺıquido se puede mantener a una temperatura T , cuyo valor puede exceder
ligeramente el punto de ebullición si se calienta en un recipiente libre de vibraciones.
A una temperatura igual a la del punto A la presión disminuye. Debe observarse, sin
embargo, que las extensiones inestables sobre las ĺıneas de frontera son muy pequeñas
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Figura 5.4: Curva binodal en el plano (p, v) (ĺınea negra). La curva azul corresponde a
la isoterma cŕıtica.

y los estados entre los puntos E y C no pueden alcanzarse ya que corresponden a un
aumento isotérmico de la presión tras la expansión.

A temperaturas por encima del valor cŕıtico, es decir a T > Tcr es imposible licuar
un gas. Para licuar un gas no es suficiente bajar la temperatura por debajo del valor
de inversión, T < Ti. De las Ecs. (5.16) y (5.20) se puede demostrar que

Ti =
2ā

k̄b̄

(
1− ρb̄

)2
, (5.29)

o
Ti

Tcr

=
27

4

(
1− ρb̄

)2
. (5.30)

Esta última relación muestra que la temperatura de inversión, Ti, es alrededor de
siete veces mayor que la temperatura cŕıtica Tcr. Sin embargo, es posible licuar un gas
mediante una sucesión de expansiones de Joule-Thomson, alcanzando aśı primero el
rango de licuefacción parcial y luego la licuefacción total, siempre que T < Ti. Además,
es posible alcanzar la región ĺıquida en la esquina inferior izquierda del diagrama
directamente desde el estado gaseoso en la región inferior derecha sin cruzar la región
sombreada de dos fases siguiendo un camino que atraviese la región por encima del
punto cŕıtico, como se muestra por la curva segmentada en la Figura 5.4. De acuerdo
con la ecuación de estado de vdW los estados a lo largo de dicho camino forman un
continuo de estados de equilibrio estable. No existe discontinuidad alguna ni siquiera
al cruzar la isoterma cŕıtica, T = Tcr, ni en su rama inferior donde p < pcr ni en su
rama superior para la cual p > pcr. De esta manera, se puede ir del extremo, B, de la
ĺınea de Maxwell al otro extremo A a lo largo del camino segmentado.

5.2. Ecuaciones básicas

El modelado en mecánica de fluidos se basa en suponer que el medio es un continuo
y que las variables f́ısicas que describen el fluido son a su vez campos continuos. Por
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ejemplo, para un fluido monofásico estas variables son la densidad ρ, la velocidad v, la
presión p, la temperatura T , la enerǵıa interna espećıfica U y la entroṕıa espećıfica S.
Las ecuaciones que describen localmente el movimiento del fluido en términos de esas
variables se obtienen aplicando los principios de conservación de la masa, del momento,
de la enerǵıa y de la entroṕıa. En forma general estas ecuaciones se pueden escribir en
coordenadas Lagrangianas como:

dρ

dt
= −ρ∇ · v, (5.31)

dv

dt
=

1

ρ
∇ · T, (5.32)

dU

dt
=

1

ρ
T : ∇v − 1

ρ
∇ · q, (5.33)

dS

dt
=

1

ρ
∆s −

1

ρ
∇ ·

(q

T

)
, (5.34)

donde T es el tensor de esfuerzos definido como

T = −pI+ η
(
∇v +∇vt

)
+

(
ζ − 2

d
η

)
∇ · vI, (5.35)

η es el coeficiente de viscosidad dinámica, ζ es la segunda viscosidad, d es un factor
igual a 2 en dos dimensiones e igual a 3 en tres dimensiones, el sobréındice t indica
transposición, I es el tensor identidad (o unitario), q es el flujo de calor dado por

q = −κ∇T, (5.36)

κ es el coeficiente de conducción térmica y ∆s es la generación de entroṕıa definida
como

∆s =
κ (∇T )2

T 2
+

η

T
(∇v : ∇v) . (5.37)

Las ecuaciones (5.31)-(5.37) describen el comportamiento de un fluido Newtoniano
donde la transferencia de calor se encuentra gobernada por la ley de Fourier. Es posible
también formular una ecuación diferencial para la enerǵıa total

E = U +
1

2
v · v (5.38)

que en coordenadas Lagrangianas toma la forma

dE

dt
=

1

ρ
∇ · (v · T)− 1

ρ
∇ · q, (5.39)

donde el primer término en el lado derecho de la ecuación puede expandirse como

∇ · (v · T) = v · ∇ · T+ T : ∇v (5.40)

donde haciendo uso de la Ecuación (5.35)

T : ∇v = −p∇ · v +
1

2
η
(
∇v +∇vt

)
:
(
∇v +∇vt

)
+

(
ζ − 2

d

)
(∇ · v)2 . (5.41)
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Para cerrar el sistema de ecuaciones (5.31)-(5.34) es necesario especificar relaciones
constitutivas para la presión y enerǵıa interna. Dichas ecuaciones constitutivas estarán
dadas por la ecuación de estado (5.3) y la ecuación calórica (5.5) de van der Waals.
Dado que mediante estas ecuaciones de estado el comportamiento termodinámico del
fluido queda completamente descrito por la expresión U = U(S, ρ) para la enerǵıa
interna y dado que la primera ley de la termodinámica en la forma

dU = TdS +
p

ρ2
dρ, (5.42)

define la ecuación de estado p = p(ρ, T ), al quedar cerrado el sistema de ecuaciones
(5.31)-(5.34), las ecuaciones (5.33) y (5.34) se convierten en equivalentes y, por lo tanto,
una de ellas no será necesaria. Sin embargo, además de la ecuación de enerǵıa interna
se considerará la solución de la ecuación de entroṕıa con la finalidad de probar en qué
medida las simulaciones numéricas satisfacen la segunda ley de la termodinámica. Con
este fin, haciendo uso de las relaciones (5.36) y (5.37), y notando además que

κ

T 2
(∇T )2 +∇ ·

( κ

T
∇T

)
=

1

T
∇ · (κ∇T ) ,

la ecuación (5.34) puede reescribirse más convenientemente en la forma

ρ
dS

dt
=

1

T
∇ · (κ∇T ) +

η

T
(∇v : ∇v) , (5.43)

donde el primer término del lado derecho está asociado a la generación de entroṕıa
debido a procesos de conducción térmica, mientras el segundo término describe la
generación de entroṕıa debido a la disipación viscosa. De esta manera para el presente
modelo, la tasa de cambio temporal de la entroṕıa dependerá de estos dos procesos
irreversibles.

5.3. Modelo de interface difusa

En los modelos clásicos de sistemas de dos fluidos la interface que divide ambos
fluidos se toma como una superficie infinitamente delgada dotada de tensión superficial.
Dicha superficie actúa para todos los efectos como una superficie de discontinuidad de
manera tal que las ecuaciones de movimiento para los dos fluidos deben resolverse
separadamente y la interface la cual debe rastrearse expĺıcitamente se toma en
cuenta aplicando condiciones de contorno apropiadas. A escalas moleculares, una
interface puede definirse como una zona de transición cuyo espesor t́ıpico es de
unas decenas de Angströms. Contrariamente en un modelo de interface difusa, la
región interfacial estará representada por una variación continua de un parámetro
de orden tal como, por ejemplo, la densidad, donde la variación del parámetro
de orden se define consistentemente con las teoŕıas microscópicas de interfaces [2].
Estas variaciones de densidad dan lugar a una interface con un espesor finito y una
estructura interna, la cual conecta de manera continua los valores de densidad de
ambos fluidos. Por lo tanto, a través de la interface las cantidades f́ısicas estarán
definidas en términos de las variaciones de densidad en esa región y, en contraste con
una superficie de discontinuidad donde las cantidades estaŕıan distribuidas sobre una
superficie bidimensional, las cantidades f́ısicas estarán distribuidas en el volumen de la
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interface, la cual luce como una capa tridimensional. De esta manera, las ecuaciones
de movimiento deberán modificarse para tener cuenta de la presencia de la interface
difusa.

El modelo de interface difusa ha sido usado con éxito en el modelado de procesos de
solidificación y transiciones de fase [71, 72, 73]. Si bien estos estudios se han enfocado en
modelar mecanismos de difusión solamente, estudios posteriores han aplicado la teoŕıa
de interface difusas a la descripción de fenómenos hidrodinámicos más complejos. Por
ejemplo, Antanovskii [74] desarrolló modelos de fluidos binarios con transferencia de
calor y de especies, usando la composición como parámetro de orden. Modelos similares
fueron presentados posteriormente por Gurtin et al. [75] para describir el movimiento de
un fluido binario isotérmico. Por otro lado, Jasnow y Viñals [39] estudiaron procesos de
migración de gotas por efectos termocapilares como también procesos de coalescencia
de gotas y descomposición espinodal haciendo uso de un modelo de interface difusa.
Estos autores también presentaron una derivación del modelo usando un formalismo
Hamiltoniano. Simulaciones más recientes basadas en modelos de interface difusa han
sido reportadas por Pütz and Nielaba [18], Sigalotti et al. [22, 23], Xiong et al. [24] y
Zhang et al. [25], entre otros, para el estudio de transiciones de fase ĺıquido-vapor, es
decir, descomposición espinodal, nucleación homogénea y nucleación heterogénea tanto
en dominios de extensión infinita como en sistemas confinados por superficies libres.

Una situación particular donde la teoŕıa de interface difusa surge naturalmente es
en la descripción de un fluido cerca de su punto cŕıtico. Por ejemplo, a temperaturas
por debajo del punto cŕıtico, dos fases distintas, separadas por una interface, pueden
coexistir en equilibrio. Sin embargo, a temperaturas por encima del valor cŕıtico,
solo una fase estará presente y la interface cesará de existir. Cuando se alcanza la
temperatura cŕıtica por debajo, la interface se hace infinitamente difusa y los efectos
de tensión superficial desaparecen. En el contexto de fenómenos cŕıticos existen en
la literatura algunos trabajos enfocados en el estudio de la dinámica de interfaces
difusas. En particular, Felderhof [76] derivó las ecuaciones que gobiernan la dinámica
de interfaces difusas cerca del punto cŕıtico para sustancias puras usando un formalismo
Lagrangiano. Empleando un modelo hidrodinámico similar, Langer y Turski [77]
describieron la condensación de un vapor cerca de su punto cŕıtico usando una
aproximación de grano grueso (coarse-grained). Técnicas basadas en renormalización de
grupos se han implementado también en modelos de interface difusa con la finalidad de
estudiar transiciones de fase en fluidos binarios como también la dinámica de sustancias
puras cerca de sus puntos cŕıticos [78, 79, 80, 81].

5.3.1. Aproximación de campo medio

En este apartado se describe el modelo termodinámico a usar que consiste en el
modelo de capilaridad de van der Waals para flujos ĺıquido-vapor con cambios de fase.
En particular, el modelo es en efecto un modelo de interface difusa para la descripción
de la interface que separa un ĺıquido de su fase de vapor para una sustancia pura. En
este modelo la interface se caracteriza principalmente por una estructura en equilibrio.
Sin embargo, la estructura interna de una interface ĺıquido-vapor en equilibrio no puede
describirse en términos de la termodinámica clásica, donde por clásico se entiende que
la enerǵıa de una part́ıcula (o elemento) de fluido depende solamente de variables
locales, tales como la densidad y la temperatura. Por el contrario, consistencia f́ısica en
la descripción de la interface requiere el uso de términos no locales. En el caso de una
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interface ĺıquido-vapor, van der Waals introdujo la siguiente descripción termodinámica

F = F (ρ, T,∇ρ) = F 0(ρ, T ) +
λ

2
(∇ρ)2 , (5.44)

donde F es la enerǵıa libre del fluido por unidad de volumen, F 0 define la parte
clásica de la enerǵıa libre y λ es el coeficiente de capilaridad. El valor de λ depende
solamente del potencial intermolecular y a lo largo de esta discusión, por simplicidad,
se considerará como una constante.

El diferencial de F está dado por

dF = −S̄dT +Gdρ+ ϕ⃗ · d(∇ρ), (5.45)

donde S̄ es la entroṕıa, G es la entalṕıa (o enerǵıa) libre de Gibbs y ϕ⃗ es un vector a
definirse más adelante. La segunda ley de la termodinámica establece que la entroṕıa
de un sistema cerrado y aislado en equilibrio se maximiza. Por lo tanto, cualquier
cambio adicional de entroṕıa será siempre igual a cero, lo cual puede expresarse
matemáticamente como la variación de la integral

δ

ˆ
V

[
S̄ + L1Ū(S, ρ,∇ρ) + L2ρ

]
dV = 0, (5.46)

donde V es el volumen del dominio del fluido, Ū es la enerǵıa interna, y L1 y L2

son multiplicadores de Lagrange que representan las constantes de conservación de la
enerǵıa y de la masa, respectivamente. Usando la relación

Ū = F + S̄T, (5.47)

y la expresión para la variación de F , usando el diferencial de F dado por la Ecuación
(5.45),

δF = −S̄δT +Gδρ+ ϕ⃗ · δ(∇ρ),

en la Ecuación (5.46) se llega a la integral
ˆ
V

[
(1 + L1T ) δS̄ + (L1G+ L2) δρ+ L1ϕ⃗ · δ(∇ρ)

]
dV = 0. (5.48)

Escribiendo el último término del integrando en la Ecuación (5.48) en la forma

ϕ⃗ · δ(∇ρ) = ϕ⃗ · ∇(δρ) = ∇ · (ϕ⃗δρ)− (∇ · ϕ⃗)δρ, (5.49)

la Ecuación (5.48) puede reescribirse como
ˆ
V

[
(1 + L1T ) δS̄ +

(
L1G− L1∇ · ϕ⃗+ L2

)
δρ
]
dV +

ˆ
V

L1∇ · (ϕ⃗δρ)dV = 0. (5.50)

Empleando el teorema de la divergencia se obtieneˆ
V

L1∇ · (ϕ⃗δρ)dV = L1

‹
∂V

(
ϕ⃗δρ

)
· dS = L1

‹
∂V

n · ϕ⃗δρdS, (5.51)

donde ∂V es la frontera del dominio y n es el vector unitario normal a la superficie S
que encierra al volumen del dominio. Asumiendo que n · ϕ⃗ = 0 sobre ∂V , se tiene que

L1

‹
∂V

n · ϕ⃗δρdS = 0, (5.52)
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y, por lo tanto, la Ecuación (5.50) se reduce aˆ
V

[
(1 + L1T ) δS̄ +

(
L1G− L1∇ · ϕ⃗+ L2

)
δρ
]
dV = 0. (5.53)

Dado que esta integral debe satisfacerse para toda variación δS̄ y δρ se encuentra que

1 + L1T = 0 ⇒ T = − 1

L1

,

y
L1G− L1∇ · ϕ⃗+ L2 = 0 ⇒ G−∇ · ϕ⃗ = constant.

Dado que L1 y L2 son constantes, estas relaciones definen las condiciones de equilibrio

T = constant, (5.54)

G − ∇ · ϕ⃗ = constant. (5.55)

La primera condición implica que la temperatura del sistema debe ser uniforme en
equilibrio (condición de equilibrio térmico), mientras la segunda condición indica que
la entalṕıa libre de Gibbs generalizada

Ĝ = G−∇ · ϕ⃗ = constant, (5.56)

debe ser también uniforme en equilibrio. Estas condiciones de equilibrio son válidas en
todo el sistema bifásico, excepto en la interface donde lo son solo en promedio.

5.3.2. Estructura interna de la interface

Comencemos por considerar la expresión (5.44) para la enerǵıa libre del fluido. En
este caso realizando la sustitución

ϕ⃗ · d(∇ρ) = ∇ · (ϕ⃗dρ)− (∇ · ϕ⃗)dρ,

en el diferencial de F dado por la Ecuación (5.45) y diferenciando el resultado con
respecto a ρ, se llega a la condición de equilibrio (5.56)

∂F

∂ρ
= G−∇ · ϕ⃗ = constant. (5.57)

Por otro lado, dado que en equilibrio G → G0 donde

G0 ≡ ∂F 0

∂ρ
, (5.58)

se tiene
∂F 0

∂ρ
−∇ · ϕ⃗ = constant. (5.59)

Diferenciando ahora la relación (5.44) con respecto a ρ se puede demostrar que

∂F 0

∂ρ
− λ∇2ρ = constant, (5.60)

que comparando con la Ecuación (5.59) conduce a la definición del vector ϕ⃗

ϕ⃗ = λ∇ρ. (5.61)

En la Ecuación (5.60) F 0 = F 0(ρ, T0), donde T0 es una temperatura constante que
corresponde a la temperatura de equilibrio del sistema. La Ecuación (5.60) es una
ecuación diferencial que el campo de densidad debe satisfacer en el equilibrio.
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5.3.3. Exceso de enerǵıa en la interface

Como ejemplo ilustrativo del significado f́ısico de la Ecuación (5.60), en el Apéndice
A se resuelve dicha ecuación para el caso de una interface plana en equilibrio, donde
se demuestra que en condiciones de equilibrio lejos de la interface se cumplen las
condiciones

F 0(ρl)−Geqρl = F 0(ρv)−Geqρv, (5.62)

p0(ρl) = p0(ρv), (5.63)

donde la presión en equilibrio, p0 = p0(ρ, T0) está dada por p0 = ρG0 − F 0. En las
ecuaciones (5.62) y (5.63) los sub́ındices “l” y “v” se refieren, respectivamente, a la
fase ĺıquida y a la fase de vapor, mientras que Geq es el valor de la entalṕıa libre de
Gibbs en equilibrio.

En esta sección procederemos a determinar la enerǵıa concentrada en la interface.
Para ello consideremos por simplicidad la interface plana del Apéndice A, donde z es
la coordenada normal a la interface. En el lado de la interface correspondiente a la fase
de vapor, el exceso de enerǵıa es

F (ρ,∇ρ)− F 0(ρv) +Geqρv,

mientras que en el lado de la fase ĺıquida, el exceso de enerǵıa está dado por

F 0(ρl)−Geqρl − F (ρ,∇ρ),

de manera que

dEex
dz

= F (ρ,∇ρ)− F 0(ρv) +Geqρv|− + F 0(ρl)−Geqρl − F (ρ,∇ρ)|+, (5.64)

donde Eex es la enerǵıa concentrada en la interface. SustrayendoGeqρ del primer término
a la derecha de la Ecuación (5.64), sumándolo al segundo, e integrando se tiene

Eex =
ˆ zi

−∞

[
F (ρ,∇ρ)− F 0(ρv)

]
dz +

ˆ +∞

zi

[
F 0(ρl)− F (ρ,∇ρ)

]
dz −Geqρ

ex, (5.65)

donde zi denota una posición cualquiera y

ρex =

ˆ zi

−∞
(ρ− ρv) dz +

ˆ +∞

zi

(ρl − ρ) dz. (5.66)

Observando que ∇ρ → 0 y que F (ρ,∇ρ) → F 0(ρ) en las fases continuas, y usando
la relación (A.4) del Apéndice A se puede demostrar que la Ecuación (5.65), con la
Ecuación (5.66), toma la forma

Eex = λ

ˆ +∞

−∞

(
∂ρ

∂z

)2

dz = λ

ˆ ρl

ρv

(
∂ρ

∂z

)
dρ → σ, (5.67)

donde σ es la tensión superficial.
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5.3.4. Ecuaciones de movimiento modificadas

El modelo termodinámico de vdW en donde la enerǵıa del fluido no depende solo de
términos locales como la temperatura, T , y la densidad, ρ, sino también del gradiente
de la densidad, ∇ρ, permite describir la estructura interna de la interface ĺıquido-vapor
e interpretar el exceso de enerǵıa en la interface como la tensión superficial. Como
resultado de esto, el comportamiento termodinámico del fluido deja de ser clásico y,
como consecuencia de la dependencia de la enerǵıa con ∇ρ, las ecuaciones clásicas de
movimiento (5.31)-(5.34) deberán modificarse.

Los detalles de la derivación de las ecuaciones modificadas se encuentran en el
Apéndice B. En términos del vector ϕ⃗, las nuevas ecuaciones que deberán reemplazar
a las ecuaciones (5.31)-(5.34) son:

dρ

dt
= −ρ∇ · v, (5.68)

ρ
dv

dt
= ∇ · T+∇(ρ∇ · ϕ⃗)−∇ · (ϕ⃗∇ρ), (5.69)

ρ
dU

dt
= T : ∇v + (ρv · ϕ⃗I− ϕ⃗∇ρ) : ∇v +∇ · (κ∇T ) +∇ ·

(
ϕ⃗
dρ

dt

)
, (5.70)

ρ
dS

dt
=

1

T

[
T+ (p− ρ∇ · ϕ⃗)I+ ϕ⃗∇ρ

]
: ∇v

− ∇ ·
[
1

T

(
q+ ϕ⃗

dρ

dt

)]
− 1

T 2

(
q+ ϕ⃗

dρ

dt

)
· ∇T. (5.71)

El lado derecho de la Ecuación (5.71) es la generación de entroṕıa. Según la segunda ley
de la termodinámica este término debe ser mayor o igual a cero para todo movimiento
posible. Esta condición se cumple solo y solo si las siguientes relaciones de clausura se
satisfacen

q+ ϕ⃗
dρ

dt
= −κ∇T ⇒ q = −κ∇T − ϕ⃗

dρ

dt
, (5.72)

y

T+ (p− ρ∇ · ϕ⃗)I+ ϕ⃗∇ρ = S ⇒ T = (−p+ ρ∇ · ϕ⃗)I− ϕ⃗∇ρ+ S, (5.73)

donde S es el tensor de esfuerzos viscosos definido como

S = T+ pI. (5.74)

Nótese que en las relaciones (5.72) y (5.73) κ > 0 y S debe satisfacer la condición

S : ∇v ≥ 0, respectivamente. Haciendo uso de la definición de ϕ⃗ dada por la Ecuación
(5.61) y de las relaciones (5.72)-(5.74) se puede demostrar luego de algunos pasos
algebraicos que las ecuaciones diferenciales (5.68)-(5.71) toman la forma

dρ

dt
= −ρ∇ · v, (5.75)

ρ
dv

dt
= ∇ · T+∇

(
λρ∇2ρ+

λ

2
∇ρ · ∇ρ

)
−∇ · (λ∇ρ∇ρ), (5.76)

ρ
dU

dt
= T : ∇v +

[
λ

2

(
ρ∇2ρ+

1

2
∇2ρ2

)
I− λ∇ρ∇ρ

]
: ∇v

+ ∇ · (κ∇T ) +∇ ·
(
λ∇ρ

dρ

dt

)
, (5.77)

ρ
dS

dt
=

1

T
S : ∇v +

1

T
∇ · (κ∇T ), (5.78)
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donde el tensor λ∇ρ∇ρ es el tensor de Korteweg que define la fuerza de tensión
superficial tangencial a la interface y la presion p en la definición del tensor T es
la presión clásica p = p(ρ, T ) definida por la ecuación de estado.

Para efectos de la discretización con el método SPH los términos no clásicos que
aparecen en el lado derecho de las Ecuaciones (5.76) y (5.77) se escribirán en una
forma más compacta. Nótese que el segundo y tercer término en el lado derecho de la
Ecuación (5.76) pueden combinarse para producir el término

∇ ·
[
λ

(
ρ∇2ρ+

1

2
∇ρ · ∇ρ

)
I− λ∇ρ∇ρ

]
. (5.79)

Usando la identidad vectorial ∇ · (fA) = ∇f ·A + f∇ ·A con f → ρ y A → ∇ρ se
encuentra que

∇ · (ρ∇ρ) = ∇ρ · ∇ρ+ ρ∇2ρ = ρ∇2ρ+ |∇ρ|2, (5.80)

de manera que
|∇ρ|2 = ∇ · (ρ∇ρ)− ρ∇2ρ. (5.81)

Usando esta expresión es fácil demostrar que

ρ∇2ρ+
1

2
∇ρ · ∇ρ =

1

2
ρ∇2ρ+

1

4
∇2ρ2. (5.82)

Sustituyendo la relación (5.82) en (5.79) se llega a la misma expresión entre paréntesis
cuadrados en el segundo término del lado derecho de la Ecuación (5.77). En lo que
sigue, se define este término como un tensor de la forma

K =
λ

2

(
ρ∇2ρ+

1

2
∇2ρ2

)
I− λ∇ρ∇ρ. (5.83)

Frecuentemente en la literatura se le llama al tensor K tensor de Korteweg y se denota
el coeficiente de capilaridad λ con la letra K tal que

K =
K

2

(
ρ∇2ρ+

1

2
∇2ρ2

)
I−K∇ρ∇ρ. (5.84)

Usando las relaciones (5.83) o (5.84) para la definición del tensor de Korteweg, las
Ecuaciones (5.75)-(5.78) se pueden finalmente escribir en forma más compacta como

dρ

dt
= −ρ∇ · v, (5.85)

dv

dt
=

1

ρ
∇ · (T+K), (5.86)

dU

dt
= (T+K) : ∇v +∇ · (κ∇T ) +∇ ·

(
K∇ρ

dρ

dt

)
, (5.87)

dS

dt
=

1

ρT
S : ∇v +

1

ρT
∇ · (κ∇T ). (5.88)

Es importante notar que el último término en el lado derecho de la Ecuación (5.87)
admite una interpretación diferente al resto de los otros términos. Generalmente en las
fases ĺıquida y gaseosa este término es aproximadamente cero ya que en la mayoŕıa de
los casos se trata de medios incompresibles donde ∇ · v = 0 y, por lo tanto, dρ/dt = 0.
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Sin embargo, en la zona interfacial dρ/dt representa la tasa de vaporización y, por
ende, dρ/dt ̸= 0. Por ejemplo, en una interface donde ocurre evaporación una part́ıcula
ĺıquida se convierte en vapor al cruzar la interface disminuyendo su densidad durante
el tránsito por lo que dρ/dt < 0. De esta manera, el último término en el lado derecho
de la Ecuación (5.87) se encuentra relacionado con la propagación del calor latente, L,
en la zona interfacial, el cual está definido por la relación

L = T

[
1

ρl

(
∂F

∂T

)
ρl

− 1

ρv

(
∂F

∂T

)
ρv

]
. (5.89)

La solución de las ecuaciones (5.85)-(5.88) acopladas a la ecuación de estado (5.3)
y a la ecuación calórica (5.5) modificada de acuerdo con la relación

U =
ξ

2
k̄T − āρ, (5.90)

donde ξ = 2 en dos dimensiones y ξ = 3 en tres dimensiones, definen completamente
el sistema ĺıquido-vapor.

5.3.5. Tensor de Korteweg en coordenadas rectangulares

El tensor de Korteweg definido por la relación (5.84) utiliza la densidad del fluido
como parámetro de orden, donde el primer término del lado derecho entre paréntesis
es un escalar, mientras que el término ∇ρ∇ρ es un tensor simétrico de segundo rango
(diádico). Dado que en SPH la discretización de las ecuaciones se realiza en coordenadas
rectangulares, es conveniente representar el tensor de Korteweg anaĺıticamente en
términos de sus componentes en esas coordenadas. Por ejemplo, el tensor ∇ρ∇ρ se
puede escribir expĺıcitamente como

∇ρ∇ρ =

(
∂ρ

∂x

)2

ii +
∂ρ

∂x

∂ρ

∂y
ij+

∂ρ

∂x

∂ρ

∂z
ik+

∂ρ

∂x

∂ρ

∂y
ji+

(
∂ρ

∂y

)2

jj

+
∂ρ

∂y

∂ρ

∂z
jk+

∂ρ

∂z

∂ρ

∂x
ki+

∂ρ

∂z

∂ρ

∂y
kj+

(
∂ρ

∂z

)2

kk, (5.91)

donde i, j y k son los vectores unitarios en la dirección de los ejes coordenados x, y y
z, y (

∂ρ

∂x

)2

=
1

2

∂2ρ2

∂x2
− ρ

∂2ρ

∂x2
, (5.92)(

∂ρ

∂y

)2

=
1

2

∂2ρ2

∂y2
− ρ

∂2ρ

∂y2
, (5.93)(

∂ρ

∂z

)2

=
1

2

∂2ρ2

∂z2
− ρ

∂2ρ

∂z2
, (5.94)

∂ρ

∂x

∂ρ

∂y
=

1

2

∂2ρ2

∂x∂y
− ρ

∂2ρ

∂x∂y
, (5.95)

∂ρ

∂x

∂ρ

∂z
=

1

2

∂2ρ2

∂x∂z
− ρ

∂2ρ

∂x∂z
, (5.96)

∂ρ

∂y

∂ρ

∂z
=

1

2

∂2ρ2

∂y∂z
− ρ

∂2ρ

∂y∂z
. (5.97)
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Haciendo uso de las relaciones (5.92)-(5.97) en la Ecuación (5.91), el tensor de Korteweg
(5.84) en términos de sus componentes queda expresado como

Kxx =
K

2

(
2ρ

∂2ρ

∂x2
− ∂2ρ2

∂x2
+ ρ∇2ρ+

1

2
∇2ρ2

)
, (5.98)

Kxy = Kyx = −K

(
1

2

∂2ρ2

∂x∂y
− ρ

∂2ρ

∂x∂y

)
, (5.99)

Kxz = Kzx = −K

(
1

2

∂2ρ2

∂x∂z
− ρ

∂2ρ

∂x∂z

)
, (5.100)

Kyy =
K

2

(
2ρ

∂2ρ

∂y2
− ∂2ρ2

∂y2
+ ρ∇2ρ+

1

2
∇2ρ2

)
, (5.101)

Kyz = Kzy = −K

(
1

2

∂2ρ2

∂y∂z
− ρ

∂2ρ

∂y∂z

)
, (5.102)

Kzz =
K

2

(
2ρ

∂2ρ

∂z2
− ∂2ρ2

∂z2
+ ρ∇2ρ+

1

2
∇2ρ2

)
, (5.103)

donde

∇2ρ =
∂2ρ

∂x2
+

∂2ρ

∂y2
+

∂2ρ

∂z2
, (5.104)

∇2ρ2 =
∂2ρ2

∂x2
+

∂2ρ2

∂y2
+

∂2ρ2

∂z2
. (5.105)

Las expresiones de las derivadas (5.92)-(5.97) y de las componentes del tensor de
Korteweg (5.98)-(5.103) escritas de esta manera dan lugar a representaciones discretas
con el uso del método SPH que resultan ser numéricamente estables.

5.3.6. Tensor de esfuerzos en coordenadas rectangulares

Por razones de estabilidad numérica es conveniente reescribir el tensor de esfuerzos
definido por la relación (5.35) en la forma

T = −pkinI+ āρ2I+ η
(
∇v +∇vt

)
+

(
ζ − 2

d
η

)
∇ · vI, (5.106)

donde la presión dada por la Ecuación (5.3) se evalúa separando la parte cinética

pkin =
ρk̄T

1− ρb̄
, (5.107)
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de la parte cohesiva, −āρ2, la cual es responsable de los efectos de tensión superficial.
En coordenadas rectangulares, las componentes del tensor de esfuerzos toman la forma

T xx = −pkin + āρ2 + 2η

(
∂vx
∂x

− 1

d
∇ · v

)
+ ζ∇ · v, (5.108)

T yy = −pkin + āρ2 + 2η

(
∂vy
∂y

− 1

d
∇ · v

)
+ ζ∇ · v, (5.109)

T zz = −pkin + āρ2 + 2η

(
∂vz
∂z

− 1

d
∇ · v

)
+ ζ∇ · v, (5.110)

T xy = T yx = η

(
∂vx
∂y

+
∂vy
∂x

)
, (5.111)

T xz = T zx = η

(
∂vx
∂z

+
∂vz
∂x

)
, (5.112)

T yz = T zy = η

(
∂vy
∂z

+
∂vz
∂y

)
, (5.113)

donde el vector velocidad en términos de sus componentes está definido como

v = vxi+ vyj+ vzk, (5.114)

y los vectores i, j y k son los vectores unitarios en la dirección de los ejes coordenados
x, y y z, respectivamente. En las relaciones (5.108)-(5.110) la divergencia del campo
de velocidad en coordenadas rectangulares está dada por la expresión

∇ · v =
∂vx
∂x

+
∂vy
∂y

+
∂vz
∂z

. (5.115)

Para efectos de la discretización numérica de las ecuaciones de movimiento y de enerǵıa
interna, es conveniente definir las siguientes componentes

T ′,xx = T xx − āρ2,

T ′,yy = T yy − āρ2, (5.116)

T ′,zz = T zz − āρ2, (5.117)

donde las componentes primadas corresponden a las componentes diagonales del tensor
de esfuerzos sin la inclusión de las fuerzas cohesivas.

5.4. Descomposición espinodal

La descomposición espinodal es un mecanismo mediante el cual una solución de
dos o más componentes puede separarse en distintas fases, las cuales pueden poseer
diferente composición qúımica y diferentes propiedades f́ısicas. En un diagrama de fase,
la descomposición espinodal es factible desde el punto de vista termodinámico en la
región inestable limitada por la curva espinodal, la cual recibe el nombre de brecha
de miscibilidad. Cuando un sistema cruza la curva espinodal1 y entra en la brecha

1La curva espinodal es la curva que separa la región metaestable de la región estable en el diagrama
de fases, donde una mezcla binaria puede coexistir como resultado de un proceso de descomposición
espinodal. Debido a la presencia de pequeñas fluctuaciones esta curva no define necesariamente un
ĺımite ńıtido.
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de miscibilidad, el sistema experimenta una separación de fase de manera espontánea
sin pasar por un proceso de nucleación [1]. Es decir, la separación de fases ocurre de
manera relativamente uniforme a través del material y no en partes discretas de este,
como sucede en el caso de la nucleación, bien sea esta homogénea o heterogénea. La
descomposicion espinodal puede resultar en una separación de fase espontánea aún en
presencia de fluctuaciones infinitesimalmente pequeñas en la densidad o composición,
dando lugar a una alta interconectividad entre las dos fases.

La Figura 5.5 muestra como ejemplo un diagrama de fases de temperatura en
función de la fracción molar de una fase, xB. La ĺınea curva continua define la frontera
de las fases y se le conoce como curva de coexistencia o curva binodal2. Por encima de
esta curva el sistema es estable y el fluido puede existir solo en una fase. Cuando el
fluido entra en la brecha de miscibilidad por debajo de espinodal, entonces el sistema,
compuesto por una sola fase, experimenta una transición a un sistema de dos fases. La
transformación de fase en este caso es controlada solamente por un proceso de difusión.
Gibbs [82] demostró que la condición de inestabilidad con respecto a un cambio continuo
de fase es que la segunda derivada del cambio de la enerǵıa libre de la mezcla sea una
cantidad negativa, es decir, ∂2∆G/∂x2

B < 0, que corresponde al segmento BD en la
Figura 5.5. La región del diagrama de fases donde ∂2∆G/∂x2

B = 0 define la curva
espinodal. El cambio de la enerǵıa libre de Gibbs, como función de los cambios de
entroṕıa y entalṕıa, está dado por la relación

∆G = ∆H − T∆S. (5.118)

Si xA y xB son las fracciones molares de los componentes A y B de la mezcla (xA+xB =
1), el cambio de entroṕıa se puede escribir como

∆S = −Rg (xA lnxA + xB lnxB) , (5.119)

mientras el cambio de entalṕıa es simplemente

∆H = xAxBβ, (5.120)

donde β es un parámetro de interacción. Sustitución de las relaciones (5.119) y (5.120)
en la Ecuación (5.118) resulta en la expresión

∆G = xAxBβ +RgT (xA lnxA + xB lnxB) . (5.121)

La región inestable (o brecha de miscibilidad) se define diferenciando (5.119) con
respecto a xA y luego con respecto a xB una vez e igualando ambos resultados a
cero para obtener

T

Tcr

=
2(xA − xB)

lnxA − lnxB

, (5.122)

mientras igualando a cero las segundas derivadas de la enerǵıa libre de Gibbs se puede
llegar a la expresión

T 2

T 2
cr

= 4xAxB, (5.123)

2La curva binodal es la curva a través de la cual el sistema es metaestable, es decir, es estable con
respecto a pequeña fluctuaciones e inestable con respecto a perturbaciones de tamaño finito. La región
de metaestabilidad en el diagrama de fases está delimitada por debajo por la curva espinodal.

34



te
m

pe
ra

tu
ra

fracción molar x0 1

curva
binodal

curva
espinodal

A B D C
T

Tcr

B

Figura 5.5: Curvas binodal y espinodal en el diagrama de fase temperatura versus
fracción molar del componente xB.

que define la curva espinodal, donde Tcr = β/(2Rg). En la Figura 5.5 el punto donde
las curvas espinodal y binodal coinciden definen la temperatura cŕıtica Tcr. La recta
horizontal correspondiente a una temperatura dada corta la binodal en los puntos
A y C y a la espinodal en los puntos B y D. En particular, los segmentos AB y
CD corresponden a valores positivos de ∂2∆G/∂x2

B, mientras que el segmento BD
corresponde a ∂2∆G/∂x2

B < 0.

5.5. Nucleación homogénea

La nucleación es una transición de fase de primer orden que ocurre como resultado
de fluctuaciones de tamaño finito cuando un sistema penetra en la región metaestable
delimitada por las curvas binodal y espinodal. Desde el punto de vista termodinámico
constituye el punto de partida para la formación de una nueva fase. Es importante
notar que en general el proceso es estocástico (aleatorio) en el sentido que aún en
dos sistemas idénticos la nucleación puede ocurrir a tiempos diferentes [83, 84]. Se
puede distinguir entre lo que se conoce como nucleación homogénea y nucleación
heterogénea. La nucleación homogénea ocurre en la parte interior del sistema lejos
de su superficie, mientras la nucleación heterogénea ocurre en varias sitios sobre la
superfice del sistema [83]. Entre ambos procesos la nucleación heterogénea es mucho
más común que la contraparte homogénea. Sin embargo, en gotas ĺıquidas sometidas a
calentamiento pueden formarse núcleos esféricos en el interior de las gotas, resultando
en un proceso de nucleación homogénea. En el presente trabajo consideraremos el
calentamiento uniforme de gotas circulares para las cuales se observa la formación de

35



una burbuja interior la cual, dependiendo de la densidad del ĺıquido y de la temperatura
del calentamiento, puede ser transitoria, en el sentido que se forma y luego desaparece
al colapsar sobre śı misma, o expandirse radialmente hasta causar el rompimiento de
la capa ĺıquida externa.

Por otra parte, es importante recordar que la teoŕıa clásica de la nucleación se basa
en algunas suposiciones. Por ejemplo, se supone que un núcleo microscópico de radio
de algunas moléculas se puede tratar como una gota o burbuja macroscópica con una
superfice bien definida cuya enerǵıa libre es estimada usando propiedades de equilibrio
como, por ejemplo, la tensión interfacial. Sin embargo, no es del todo claro como algo
tan pequeño pueda en efecto tratarse como un volumen con una superfice bien definida.
Además, la nucleación es inherentemente un proceso fuera del equilibrio termodinámico
de manera que no es siempre obvio cómo pueda estimarse usando propiedades de
equilibrio. La curva binodal o de coexistencia que separa la región estable de la región
de metaestabilidad se puede obtener haciendo uso de la construcción de Maxwell como
se describe al final de Sección 5.1.
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Caṕıtulo 6

Métodos numéricos

6.1. El método de Hidrodinámica de Part́ıculas

Suavizadas (SPH)

El método de Hidrodinámica de Part́ıculas Suavizadas (en inglés: Smoothed
Particle Hydrodynamics, SPH) es un método alternativo a los métodos tradicionales
basados en mallas para resolver las ecuaciones de la dinámica de fluidos. El método
fue originalmente desarrollado de manera independiente por Lucy [85] y Gingold y
Monaghan [86] para el estudio de flujos astrof́ısicos en tres dimensiones y con geometŕıas
arbitrarias. Como su nombre lo indica, SPH es un método de part́ıculas y se basa en una
descripción Lagrangiana del fluido. A diferencia de los métodos tradicionales basados
en mallas, en SPH el fluido está representado por un conjunto finito de puntos de
observación (o part́ıculas), lo que resulta en una herramienta de cómputo simple de
implementar como de incorporar nuevos efectos f́ısicos y tratar fronteras altamente
irregulares. Debido a su simplicidad y robustez, SPH ha sido usado, desde su creación,
para resolver una enorme variedad de problemas en diferentes áreas, incluyendo la
mecánica de fluidos, la hidráulica, la magnetohidrodinámica, la dinámica de flujos
interfaciales y de superficies libres, la dinámica de flujos multifásicos y diferentes
problemas de mecánica computacional, donde ha sido empleado para estudiar la
respuesta de cuerpos elásticos a deformaciones inducidas, impactos de alta velocidad,
daños en la estructura de sólidos sometidos a esfuerzos y explosiones, para mencionar
algunas aplicaciones. Más recientemente el método ha sido aplicado a problemas de
ingenieŕıa maŕıtima, en ciencias de materiales, en el modelado de sistemas biológicos y
en computación gráfica y visualización.

Los fundamentos matemáticos de SPH se encuentran basados en la teoŕıa
de interpolación. En este sentido las ecuaciones diferenciales que gobiernan el
comportamiento de los fluidos son transformadas en ecuaciones integrales mediante
el uso de una función de interpolación. De esta manera se pueden obtener soluciones
numéricas sin necesidad de un mallado. Es decir, todas las funciones como sus derivadas
estarán definidas por una integral de interpolación mediante el uso de una función de
suavizado (o función kernel). En forma discreta, cada part́ıcula que conforma el dominio
computacional representa una parte macroscópica del fluido y tiene consigo asociada
masa, momento, enerǵıa interna, temperatura, y en general cualquier otra variable o
propiedad f́ısica del sistema. De esta forma el método se divide en dos partes: una
parte llamada aproximación kernel, donde una función en un punto del dominio se

37



aproxima mediante una integral de interpolación, y otra parte llamada aproximación
de part́ıculas o simplemente aproximación SPH, donde las integrales de interpolación
se aproximan mediante sumas de Riemann.

6.1.1. Aproximación kernel

Haciendo referencia a ideas de la teoŕıa de distribución, la aproximacion kernel de
una función continua y diferenciable, f(x) : Rn → R, se obtiene a partir de la propiedad

f(x) =

ˆ
Rn

f(x′)δ(x′ − x)dnx′, (6.1)

sustituyendo la distribución δ de Dirac por una función de interpolación (o función
kernel), W , tal que

⟨f(x)⟩ =
ˆ
Ωn

f (x′)W (∥x− x′∥ , h) dnx′, (6.2)

donde Ωn ⊂ Rn es el dominio espacial y h es el ancho del kernel, más comúnmente
conocido como la longitud de suavizado. La notación ⟨f(x)⟩ se usa para denotar el
estimado (o aproximación) kernel de f(x). La función kernel en la relación (6.2) debe
cumplir con la condición de normalización

M0 =

ˆ
Ωn

W (∥x− x′∥ , h) dnx′ = 1, (6.3)

y debe ser positiva definida, simétrica, monótonamente decreciente y tender a δ (x− x′)
cuando h → 0 para que ⟨f(x)⟩ → f(x). En casi todas las aplicaciones modernas del
método SPH se usan funciones kernel de soporte compacto, de manera que W = 0 si
∥x− x′∥ > kh, donde k es un número que espećıfica el soporte del kernel.

De manera similar la aproximación kernel del gradiente de la función f(x) se obtiene
reemplazando f(x) en la representación (6.2) por ∇f(x)

⟨∇f(x)⟩ =
ˆ
Ωn

∇′f(x′)W (∥x− x′∥ , h) dnx′, (6.4)

donde ∇′ es el operador nabla con respecto a las coordenadas primadas x′. Integrando
por partes se llega finalmente a la expresión para el estimado kernel del gradiente

⟨∇f(x)⟩ =
ˆ
Ωn

f(x′)∇W (∥x− x′∥ , h) dnx′. (6.5)

Una mejor representación del estimado kernel del gradiente que satisface la relación
∇C = 0, donde C es una constante, está dada por la expresión

⟨∇f(x)⟩ =
ˆ
Ωn

[f(x′)− f(x)]∇W (∥x− x′∥ , h) dnx′. (6.6)

En el Apéndice D se detalla la derivación de las relaciones (6.5) y (6.6) a partir de la
representación (6.4).
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Consistencia de la aproximación kernel

El concepto matemático de consistencia está relacionado con qué tan cerca las
ecuaciones discretas se aproximan a las ecuaciones diferenciales exactas. En otros
términos, la consistencia es una medida de los errores locales de truncamiento como
resultado del proceso de discretización de las ecuaciones exactas. Como se mencionó
anteriormente, en SPH el proceso de discretización requiere primero que la distribución
delta de Dirac se sustituya por una función kernel. Dicho proceso implica un proceso
de suavizado que introduce un error en el estimado de la función. Para cuantificar el
error de la aproximación se expande la función f(x′) en el integrando de la relación
(6.2) en series de Taylor alrededor del punto x′ = x, de manera tal que la relación (6.2)
se convierte en

⟨f(x)⟩ = f(x) +
∞∑
l=1

1

l!
∇(l)f(x) :: · · · :

ˆ
Ωn

(x′ − x)
l
W (∥x− x′∥ , h) dnx′, (6.7)

donde ∇(l) denota el producto del operador ∇ l veces con respecto a las coordenadas
x, el śımbolo “:: · · · :”denota el l-ésimo producto interno y (x′ − x)l es un tensor de
rango l. Del desarrollo en serie (6.7) se deduce que la aproximación kernel de la función
converge a la función exacta si se cumplen las siguientes relaciones de consistencia

Ml =

ˆ
Ωn

(x′ − x)
l
W (∥x− x′∥ , h) dnx′ = 0(l), (6.8)

para l = 1, 2, . . . , donde 0(0) = 0, 0(1) = (0, 0, 0) es el vector nulo y 0(l) es el tensor cero
de rango l. Para l = 0, la relación (6.8) se reduce a la condición de normalización del
kernel (6.3) lo que garantiza consistencia C0 para la aproximación kernel. Por otro lado,
debido a la simetŕıa del kernel la condición (6.8) se cumplirá siempre automáticamente
para l = 1, garantizando aśı consistencia C1. Lo mismo es cierto para todos los valores
de l ≥ 3 impares. Solo para valores pares de l las integrales (6.8) representan fuentes
finitas de error a menos que

W (∥x− x′∥ , h) → δ (x− x′) .

El error de segundo orden en la aproximación kernel se debe al hecho que el momento
del kernel para l = 2, M2 ̸= 0(2). Esto demuestra que la aproximación kernel para un
dominio infinito alcanza a lo sumo consistencia C1 o, en otras palabras, segundo orden
de precisión. Usando las Ecuaciones (6.2) y (6.3) se puede demostrar fácilmente que la
integral (6.8) para l = 2 se reduce a la expresión

M2 = ⟨xx⟩ − ⟨x⟩⟨x⟩ ≠ 0(2), (6.9)

siempre que se alcancen consistencias C0 y C1. Este término demuestra que la falta de
consistencia C2 de la aproximación kernel se debe a una difusión intŕınseca que es igual
a la varianza de x, es decir, de la posición de las part́ıculas (o puntos de interpolación).
En efecto, el segundo momento del kernel es una medida de la dispersión en la posición
de las part́ıculas con respecto al cuadrado del promedio de las posiciones. Por otra
parte esto explica porque las formulaciones SPH basadas en segundas derivadas del
kernel son sensibles al grado de desorden en la distribución de las part́ıculas, donde la
dispersión de las mismas con respecto a la media puede aumentar debido a la presencia
de campos de velocidad no uniforme [87, 88].
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Expandiendo ahora la función f(x′) en el integrando de la Ecuación (6.5) alrededor
del punto x se llega a la representación

⟨∇f(x)⟩ =
∞∑
l=0

1

l!
∇(l)f(x) :: · · · :

ˆ
Ωn

(x′ − x)
l ∇W (∥x− x′∥ , h) dnx′, (6.10)

donde los momentos del gradiente del kernel deben satisfacer las siguientes condiciones
para alcanzar consistencia completa

M′
0 =

ˆ
Ωn

∇W (∥x− x′∥ , h) dnx′ = 0(1),

M′
1 =

ˆ
Ωn

(x′ − x)∇W (∥x− x′∥ , h) dnx′ = I, (6.11)

M′
l =

ˆ
Ωn

(x′ − x)
l ∇W (∥x− x′∥ , h) dnx′ = 0(l+1),

para l = 2, 3, . . . , donde I es el tensor unitario. La condición M′
0 = 0(1), donde 0(1) =

(0, 0, 0) es el vector nulo, es equivalente a requerir que la función kernel tome valores
nulos sobre la superficie que encierra al volumen computacional. En otros términos,
si V es el volumen del dominio de integración, Ωn, y S es la superficie continua que
encierra al volumen entoncesˆ

Ωn

∇W (∥x− x′∥ , h) dnx′ =

ˆ
S

W (∥x− x′∥ , h)ndS ′ = 0(1), (6.12)

donde ndS ′ es un elemento diferencial de área y n es el vector normal a ese elemento de
superficie. Las Ecuaciones (6.11) son relaciones de consistencia para la aproximación
kernel del gradiente.

Divergencia de una función vectorial

Sea f(x) una función vectorial cuyas componentes son funciones escalares continuas
de la posición. En analoǵıa con la derivación del estimado kernel del gradiente de una
función escalar, el estimado kernel de la divergencia se puede obtener sustituyendo en
la Ecuación (6.2) la función f(x) por ∇ · f(x) de manera que

⟨∇ · f(x)⟩ =
ˆ
Ωn

∇′ · f(x′)W (∥x− x′∥ , h) dnx′. (6.13)

Siguiendo pasos análogos a los expuestos en el Apéndice D para la derivación de las
representaciones (6.5) y (6.6), se puede demostrar que

⟨∇ · f(x)⟩ =
ˆ
Ωn

f(x′) · ∇W (∥x− x′∥ , h) dnx′, (6.14)

o alternativamente

⟨∇ · f(x)⟩ =
ˆ
Ωn

[f(x′)− f(x)] · ∇W (∥x− x′∥ , h) dnx′, (6.15)

que reproduce exactamente la divergencia de una función vectorial constante.
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6.1.2. Aproximación de part́ıculas

La discretización SPH hace referencia a un conjunto de part́ıculas Lagrangianas
que, en general, pueden estar distribuidas de manera desordenada como consecuencia
del movimiento del fluido. La región dentro de la cual el kernel toma valores diferentes
de cero se denomina el soporte del kernel, Ωs, y corresponde a un ćırculo (en dos
dimensiones) o a una esfera (en tres dimensiones) con centro en el punto de observación
x. Por lo tanto, la integración se realiza sobre la región Ω = Ω(x, t), que es la
intersección entre Ωs y el dominio de cómputo Ωn. La discretización consiste en dividir
el dominio de cómputo Ωn en N subdominios, Ωa (con a = 1, 2, . . . , N), cada uno de
ellos conteniendo una part́ıcula en un punto xa ∈ Ωa, como se muestra en la Figura
6.1. Cada subdominio posee fronteras Lagrangianas, ∂Ωa, definidas de manera tal que
la masa del subdominio permanece siempre constante. Con la división del dominio,
Ωn, en N subdominios, la representación discreta de la Ecuación (6.2) puede escribirse,
haciendo uso del teorema del valor medio, como

fa = ⟨f(xa)⟩ ≈
N∑
b=1

ˆ
Ωb

f(x′)W (∥xa − x′∥ , h) dV

≈
N∑
b=1

f(xb)W (∥xa − xb∥ , h)∆Vb, (6.16)

donde ∆Vb es el volumen del subdominio Ωb y xb ∈ Ωb. Como es de uso común en SPH,
la segunda sumatoria en la Ecuación (6.16) se escribirá en forma simplificada como

fa =
N∑
b=1

fbWab∆Vb, (6.17)

donde Wab = W (∥xa − xb∥ , h), ∆Vb es el volumen del subdominio Ωb, y la suma
escrita de ese modo se extiende sobre todas las part́ıculas del dominio. Sin embargo,
en la mayoŕıa de las aplicaciones modernas del método SPH es común el uso de
funciones kernel con soporte compacto. De esta manera, la suma en la Ecuación (6.17)
se extenderá solamente sobre las N part́ıculas que se encuentran dentro del soporte
esférico Ωs del kernel, es decir

fa =
N∑
b=1

fbWab∆Vb, (6.18)

donde N se refiere en la literatura como el número de part́ıculas vecinas a la part́ıcula
de observación a. En esta aproximación se introduce un error de la forma O(ϕ, hk),
donde k(= 2) es un número entero positivo que depende del orden de consistencia que
se aplique y ϕ = ϕ(N ) es una función del número de vecinos y depende de cómo se
encuentran distribuidas las part́ıculas dentro del soporte del kernel. Por ejemplo, si las
part́ıculas se encuentran distribuidas de manera aleatoria ϕ(N ) ∝ 1/

√
N en promedio.

Si, por el contrario, la distribución es regular o desordenada (pero no aleatoria) entonces
ϕ(N ) ∝ 1/N [88].

El volumen ∆Va del subdominio Ωa que contiene a la part́ıcula a se puede estimar
a partir de la relación

ma =

ˆ
Ωa

ρ(x, t)dV ≈ ρa∆Va, (6.19)
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Figura 6.1: Dibujo esquemático que muestra la discretización SPH usando una función
kernel con soporte compacto.

o
∆Va =

ma

ρa
, (6.20)

donde ma es la masa asociada a la part́ıcula a y ρa = ρ(xa, t) es la densidad del fluido
en la posición de la part́ıcula a. En virtud de la relación (6.20), la Ecuación (6.18)
puede escribirse finalmente como [89, 90, 91]

fa =
N∑
b=1

mb

ρb
fbWab. (6.21)

Siguiendo pasos similares a los expuestos arriba, la aproximación de part́ıculas de
la representación kernel del gradiente dada por la Ecuación (6.5) admite la forma

(∇f)a =
N∑
b=1

mb

ρb
fb∇aWab. (6.22)

Sin embargo, como se verá más adelante esta expresión no es la más adecuada para
aplicaciones prácticas del método ya que no cumple con el hecho que el gradiente de
una función constante sea exactamente cero.

Consistencia de la aproximación de part́ıculas

La condición de normalización (6.3) en forma discreta

N∑
b=1

Wab∆Vb =
N∑
b=1

mb

ρb
Wab = O(1), (6.23)

no es exactamente igual a la unidad. En efecto, como se mencionó anteriormente, el
error cometido por esta aproximación escala como ∼ N−1/2 si las part́ıculas dentro
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del soporte del kernel se encuentran distribuidas aleatoriamente, mientras que el
error es proporcional a ∼ N−1 si en cambio la distribución es quasi-regular o no
uniforme. En cualquier caso, si N es suficientemente grande entonces la condición de
normalización (6.23) toma valores suficientemente cercanos a la unidad, garantizando
de este modo consistencia C0 para la representación (6.21). Por otro lado, es bien sabido
que la función de probabilidad (6.23) pierde consistencia C0 cuando las part́ıculas se
encuentran distribuidas irregularmente, inclusive lejos de fronteras f́ısicas del modelo,
debido a errores que escalan con el número de vecinos como∼ N−1 lnN [92]. En muchas
aplicaciones del método la pérdida de consistencia surge también cuando el soporte del
kernel, Ωs es truncado por la presencia de fronteras f́ısicas del sistema o bien cuando
se usan funciones kernel cuya longitud de suavizado, h, vaŕıa tanto espacial como
temporalmente [93]. Más recientemente una nueva fuente de error relacionada con el
número finito de vecinos dentro del soporte compacto del kernel fue reportada por Zhu
et al. [94]. Sin embargo, el impacto de este tipo de error sobre la pérdida de consistencia
es significativamente mayor en fluidos compresibles que en fluidos incompresibles, como
es el caso de los fluidos simulados en este trabajo de investigación.

Una forma simple de imponer la condición

N∑
b=1

mb

ρb
Wab = 1, (6.24)

en presencia de una frontera del sistema es haciendo uso de la interpolación de Shepard
donde se normaliza el kernel de acuerdo con la prescripción [95]

Wab →
Wab∑N

b=1
mb

ρb
Wab

. (6.25)

Si se aplica la representación (6.22) para evaluar el gradiente de una función
f(x, t) = C, donde C es una constante real, se obtiene que

∇aC = C
N∑
b=1

mb

ρb
∇aWab ̸= 0, (6.26)

debido a una pérdida de consistencia de la aproximación de part́ıculas. Sin embargo,
la forma discreta de la representación (6.6) [96, 97]

(∇f)a =
N∑
b=1

mb

ρb
(fa − fb)∇aWab, (6.27)

asegura que ∇C = 0. Como se verá en la sección siguiente, la pérdida de consistencia
tiene consecuencias importantes en las leyes de conservación tanto del momento lineal
como del momento angular en el espacio discreto.

Divergencia de una función vectorial

De manera análoga a la aproximación de part́ıculas del gradiente de una función
escalar (6.27), la representación SPH de la Ecuación (6.15) se puede escribir en la forma
[96]

(∇ · f)a =
N∑
b=1

mb

ρb
(fb − fa) · ∇aWab. (6.28)
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Formas alternativas a la representación (6.28) encontradas en la literatura son [98]

(∇ · f)a =
1

ρa

N∑
b=1

mb (fb − fa) · ∇aWab, (6.29)

y [19]

(∇ · f)a =
N∑
b=1

mb

ρ̄ab
(fb − fa) · ∇aWab, (6.30)

donde ρ̄ab = (ρa+ ρb)/2. Cada una de estas expresiones produce en realidad resultados
indistinguibles.

6.2. Leyes de conservación

6.2.1. Conservación de la masa

La densidad ρa asociada con la part́ıcula a puede evaluarse directamente a partir
de la Ecuación (6.21) sustituyendo la función f por ρ de manera tal que

ρa =
N∑
b=1

mbWab. (6.31)

Esta expresión conserva la masa exactamente y es una aproximación de segundo orden
de la ecuación de continuidad (5.85) [89]. En efecto, la expresión (6.31) ha sido usada
con frecuencia para calcular la densidad en simulaciones numéricas con el método SPH.
Sin embargo, en fluidos donde la densidad vaŕıa de manera discontinua a través de una
interface o frontera es preferible hacer uso de la Ecuación (5.85) cuya forma discreta
se definirá más adelante.

6.2.2. Conservación del momento lineal

El restablecimiento de la consistencia C0 en la aproximación de part́ıculas es
equivalente a requerir que la homogeneidad del espacio no se vea afectada por el
proceso de discretización espacial, que a su vez tiene como consecuencia la conservación
del momento lineal [99, 88]. En otras palabras, si se alcanza consistencia C0, la
interpolación SPH asegurará invariancia con respecto a una traslación de los ejes
coordenados. Para expresar esto en forma matemática considérese la representación
SPH (6.21) para el vector posición x = (x, y, z)

⟨x⟩a =
N∑
b=1

mb

ρb
xbWab. (6.32)

De acuerdo con la Ecuación (6.32), la aproximación SPH de las coordenadas
transformadas x′ = x+∆x está dada por

⟨x′⟩a =
N ′∑
b=1

m′
b

ρ′b
x′
bW

′
ab, (6.33)
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dondeW ′
ab = W (∥x′

a − x′
b∥ , h′),m′

b = ρ′b∆V ′
b , ρ

′
b = ρ(x′

b, t) yN ′ es el número de vecinos
en el soporte transformado de radio kh′. La preservación de la homogeneidad del espacio
bajo una traslación uniforme requiere que ⟨∆x⟩ = ∆x de modo que ⟨x′⟩a = ⟨x⟩a+∆x.
Reemplazando ahora x′

b por xb+∆x en la Ecuación (6.33) da como resultado la forma

⟨x′⟩a = ⟨x⟩a +∆x
n∑

b=1

mb

ρb
Wab, (6.34)

donde se ha hecho W ′
ab = Wab, m

′
b = mb y N ′ = N ya que bajo la traslación de

cuerpo ŕıgido, las coordenadas de un punto permanecen invariantes con respecto a una
traslación de los ejes de coordenados. Por lo tanto, la Ecuación (6.34) evidencia que la
homogeneidad del espacio discreto se satisface si y solo si la condición

N∑
b=1

mb

ρb
Wab = 1, (6.35)

se satisface exactamente. Como se mencionó previamante una forma simple de
garantizar el cumplimiento de esta condición es mediante la aplicación de una
interpolación de Shepard (véase la Ecuación 6.25).

6.2.3. Conservación del momento angular

Si la relación de consistencia de la aproximación kernel (6.11) para l = 1, es decir,
M1 = I para Ωn = R3, se cumple entonces la isotroṕıa del espacio no se verá afectada
por la aproximación kernel y, como consecuencia, se conservará el momento angular
[99]. En otros términos, el proceso de interpolación SPH debe ser independiente de una
rotación de los ejes coordenados. Para ver esto en términos cuantitativos, consideremos
por simplicidad solo pequeñas rotaciones de manera que las coordenadas cambien de
acuerdo con la transformación

x′ = x− dw × x

= x− x · ∇(dw × x), (6.36)

donde dw es el vector de rotación diferencial. Bajo una rotación de cuerpo ŕıgido, las
coordenadas de un punto son independientes de la rotación de los ejes de coordenadas
y, por lo tanto

⟨∇(dw × x)⟩a = ∇(dw × x), (6.37)

o alternativamente, usando la representación SPH (6.22) para el gradiente se tiene que

⟨∇(dw × x)⟩a =
N∑
b=1

(dw × x)b
mb

ρb
∇aWab

=
N∑
b=1

[x · ∇(dw × x)]b
mb

ρb
∇aWab

= ∇(dw × x) ·
N∑
b=1

mb

ρb
xb∇aWab, (6.38)
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lo que implica que la condición

N∑
b=1

mb

ρb
xb∇aWab = I, (6.39)

debe cumplirse exactamente para que se preserve la isotroṕıa del espacio discreto y
asegurar aśı la conservación del momento angular. Nótese que la representación (6.39)
es la versión discreta de la Ecuación (6.11) para l = 1. En general, para la mayoŕıa de
las aplicaciones relacionadas con fluidos incompresibles la condición de consistencia

N∑
b=1

mb

ρb
(xb − xa)∇aWab ≃ I, (6.40)

que es la forma discreta del primer momento del gradiente se cumple con una muy
buena aproximación.

6.2.4. Representaciones SPH alternativas del gradiente y de
la divergencia

Un problema asociado con la representación (6.27) es que cuando se implementa
en la discretización de las ecuaciones de movimiento para aproximar a las fuerzas de
presión afecta a la conservación del momento lineal y del momento angular. Además,
dificulta la construcción de una representación SPH consistente para la ecuación
de enerǵıa. Por lo tanto, es práctica común emplear en cambio una representación
simetrizada para evaluar el gradiente de presión, la cual puede obtenerse a partir de la
identidad vectorial

∇f

ρ
= ∇

(
f

ρ

)
+

(
f

ρ2

)
∇ρ. (6.41)

Usando la representación clásica del gradiente (6.22) para evaluar los dos términos del
lado derecho de la Ecuación (6.41) se tiene[

∇
(
f

ρ

)]
a

=
N∑
b=1

mb
fb
ρ2b

∇aWab, (6.42)

(
f

ρ2
∇ρ

)
a

=
fa
ρ2a

N∑
b=1

mb∇aWab. (6.43)

Reemplazando las Ecuaciones (6.42) y (6.43) en la Ec. (6.41) y agrupando términos se
obtiene la forma simetrizada

(∇f)a = ρa

N∑
b=1

mb

(
fa
ρ2a

+
fb
ρ2b

)
∇aWab. (6.44)

Como se podrá ver más adelante esta forma es compatible con una derivación de la
discretización SPH de las ecuaciones de movimiento usando los principios variacionales
de la mecánica clásica [100].

De forma análoga haciendo uso de la identidad vectorial

1

ρ
∇ · f = ∇ ·

(
f

ρ

)
+

f

ρ2
· ∇ρ, (6.45)
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usando la representación para la divergencia en la forma[
∇ ·

(
f

ρ

)]
a

=
N∑
b=1

mb
fb
ρ2b

· ∇aWab, (6.46)

y la representación (6.22) para evaluar el gradiente de la densidad se llega a la forma
simetrizada para la divergencia

(∇ · f)a = ρa

N∑
b=1

mb

(
fa
ρ2a

+
fb
ρb

)
· ∇aWab. (6.47)

Las representaciones (6.44) y (6.47) pueden usarse directamente para evaluar el
gradiente de una función vectorial, ∇f , y la divergencia de una cantidad tensorial,
∇ · F, respectivamente.

6.3. El código DualSPHysics

Las simulaciones reportadas en este trabajo se realizaron con la ayuda de una
versión modificada de los últimos desarrollos implementados en el código DualSPHysics
[37]. DualSPHysics, como su nombre lo indica, es un código fuente abierto basado en
técnicas SPH estándar que puede ejecutarse en CPUs usando el método de memoria
compartida OpenMP o en unidades de tarjetas gráficas (GPU). La razón principal
de usar este software como plataforma se debe a su velocidad de cómputo mediante
el uso de programación CUDA sobre tarjetas GPU Nvidia. Si bien el código ha
sido originalmente desarrollado para el estudio de problemas de ingenieŕıa costera
relacionados con impactos de olas sobre estructuras, ha venido también aplicándose
a otros problemas en diferentes áreas de la dinámica de fluidos computacional.

En su versión original DualSPHysics resuelve la ecuación de continuidad (5.85)
acoplada con la ecuación de movimiento para un fluido compresible

dv

dt
= −1

ρ
∇p+D+ f , (6.48)

donde v es el vector velocidad, D representa términos disipativos y f representa
aceleraciones del fluido debido a fuerzas externas como, por ejemplo, la gravedad.

6.3.1. Representación SPH de la ecuación de continuidad

En cambio de la sumatoria (6.31), DualSPHysics evalúa la densidad resolviendo
directamente la ecuación de continuidad (5.85) en forma discreta. Para una part́ıcula
a en la posición xa, la divergencia de la velocidad se calcula usando la representación
(6.28) con f → v de manera que

(∇ · v)a =
N∑
b=1

mb

ρb
vba · ∇aWab, (6.49)

donde vba = vb − va. Usando la Ecuación (6.49) la forma discreta de la ecuación de
continuidad estará dada por la representación

dρa
dt

= ρa

N∑
b=1

mb

ρb
vab · ∇aWab +Da, (6.50)
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donde vab = −vba y Da es un término numérico de difusión. Este término se usa en
DualSPHysics como un filtro de ruido de alta frecuencia que sirve para estabilizar el
esquema aplicando un suavizado adicional a la densidad y, por ende, a la presión. El
término toma la forma general

Da = δhca

N∑
b=1

mb

ρb
Ψ⃗ab · ∇aWab, (6.51)

donde δ controla la magnitud del término de difusión, ca es la velocidad del sonido1 y
Ψ⃗ab es un vector de disipación artificial definido como [101]

Ψ⃗ab = 2 (ρb − ρa)
xa − xb

∥xa − xb∥2
. (6.52)

En las representaciones (6.49), (6.50) y (6.51) el gradiente del kernel se evalúa
usando coordenadas rectangulares, que en tres dimensiones toma la forma

∇aWab =
∂Wab

∂xa

i+
∂Wab

∂ya
j+

∂Wab

∂za
k, (6.53)

donde el vector posición está dado por

xa = xai+ yaj+ zak (6.54)

e i, j y k son los vectores unitarios a lo largo del eje x, y y z, respectivamente. En dos
dimensiones las relaciones (6.53) y (6.54) mantienen la misma forma excepto que se
omite la componente z. Dado que la función kernel es anaĺıtica, las derivadas parciales
en la Ecuación (6.53) se evalúan a partir del kernel en forma anaĺıtica. Del mismo
modo, en términos de sus componentes el vector velocidad asociado con la part́ıcula a
está dado por

va = vx,ai+ vy,aj+ vz,ak. (6.55)

Si bien las simulaciones presentadas en este trabajo corresponden a cálculos en dos
dimensiones, es decir, en el plano (x, y), las representaciones SPH de los varios términos
y ecuaciones se escribirán tanto en el caso general de tres dimensiones como en dos
dimensiones.

6.3.2. Representación SPH del tensor de esfuerzos viscosos

En términos de sus componentes (5.108)-(5.113) el tensor de esfuerzos viscosos
admite las siguientes representaciones SPH en tres y dos dimensiones.

1En este modelo de vdW la velocidad del sonido se calcula usando la expresión (5.9).
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Tres dimensiones

Las componentes del tensor de esfuerzos viscosos evaluadas en la posición de la
part́ıcula a tienen la forma

T xx
a = −pkina + āρ2a +

2η

ρa

N∑
b=1

mbvx,ba
∂Wab

∂xa

+

(
ζ − 2

3
η

)
(∇ · v)a , (6.56)

T yy
a = −pkina + āρ2a +

2η

ρa

N∑
b=1

mbvy,ba
∂Wab

∂xa

+

(
ζ − 2

3
η

)
(∇ · v)a , (6.57)

T zz
a = −pkina + āρ2a +

2η

ρa

N∑
b=1

mbvz,ba
∂Wab

∂xa

+

(
ζ − 2

3
η

)
(∇ · v)a , (6.58)

T xy
a = T yx

a =
η

ρa

N∑
b=1

mb

(
vx,ba

∂Wab

∂ya
+ vy,ba

∂Wab

∂xa

)
, (6.59)

T xz
a = T zx

a =
η

ρa

N∑
b=1

mb

(
vx,ba

∂Wab

∂za
+ vz,ba

∂Wab

∂xa

)
, (6.60)

T yz
a = T zy

a =
η

ρa

N∑
b=1

mb

(
vy,ba

∂Wab

∂za
+ vz,ba

∂Wab

∂ya

)
, (6.61)

donde

(∇ · v)a =
N∑
b=1

mb

ρb

(
vx,ba

∂Wab

∂xa

+ vy,ba
∂Wab

∂ya
+ vz,ba

∂Wab

∂za

)
, (6.62)

y

vx,ba = vx,b − vx,a,

vy,ba = vy,b − vy,a, (6.63)

vz.ba = vz,b − vz,a.

Dos dimensiones

En dos dimensiones solo tres componentes serán necesarias para describir el tensor
de esfuerzos viscosos:

T xx
a = −pkina + āρ2a +

(η + ζ)

ρa

N∑
b=1

mbvx,ba
∂Wab

∂xa

+
(ζ − η)

ρa

N∑
b=1

mbvy,ba
∂Wab

∂ya
,(6.64)

T yy
a = −pkina + āρ2a +

(η + ζ)

ρa

N∑
b=1

mbvy,ba
∂Wab

∂ya
+

(ζ − η)

ρa

N∑
b=1

mbvx,ba
∂Wab

∂xa

,(6.65)

T xy
a = T yx

a =
η

ρa

N∑
b=1

mb

(
vx,ba

∂Wab

∂ya
+ vy,ba

∂Wab

∂xa

)
, (6.66)

donde

(∇ · v)a =
N∑
b=1

mb

ρb

(
vx,ba

∂Wab

∂xa

+ vy,ba
∂Wab

∂ya

)
. (6.67)
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En las expresiones (6.56)-(6.58), (6.64) y (6.65) el término pkin se refiere a la parte
cinética de la ecuación de estado (5.3), es decir

pkina =
ρak̄Ta

(1− ρab̄)
. (6.68)

6.3.3. Representación SPH del tensor de Korteweg

La discretización de las componentes del tensor de Korteweg en las expresiones
(5.98)-(5.103) requiere que se evalúen tanto el Laplaciano como derivadas mixtas de
segundo orden de la densidad. Es bien sabido que formulaciones SPH basadas en
segunda derivadas del kernel son altamente sensibles al desorden en la distribución
de las part́ıculas, como en realidad ocurre en presencia de campos de velocidad no
uniforme. Sin embargo, siguiendo el procedimiento desarrollado por Yildiz et al. [102] es
posible derivar representaciones SPH estables para la evaluación de segundas derivadas.
En particular, una expresión estable para el Laplaciano de la densidad en la posición
de la part́ıcula a está dada por

(
∇2ρ

)
a
= 2

N∑
b=1

mb

ρb
(ρa − ρb)

1

∥xab∥2
xab · ∇aWab, (6.69)

donde xab = xa − xb, mientras que segundas derivadas mixtas de la densidad pueden
evaluarse establemente usando la representación(

∂2ρ

∂xk∂xl

)
a

=
N∑
b=1

mb

ρb
(ρa − ρb)

(
5xk

abx
l
ab

∥xab∥2
− δkl

)
1

∥xab∥2
xab · ∇aWab, (6.70)

donde δkl es la delta de Kronecker y k, l = 1, 2, 3 son ı́ndices coordenados tal que x1 = x,
x2 = y y x3 = z. La representación (6.70) es válida en tres dimensiones. En el caso
bidimensional siguiendo los pasos expuestos por Yildiz et al. [102] se puede demostrar
que (

∂2ρ

∂xk∂xl

)
a

=
N∑
b=1

mb

ρb
(ρa − ρb)

(
4xk

abx
l
ab

∥xab∥2
− δkl

)
1

∥xab∥2
xab · ∇aWab. (6.71)

Tres dimensiones

Usando las representaciones (6.69) y (6.70) se puede demostrar luego de algunos
pasos algebraicos que las aproximaciones SPH para las componentes del tensor de
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Korteweg en tres dimensiones son:

Kxx
a = −K

2

N∑
b=1

mb
(ρb + 2ρa − 3ρ2a/ρb)

∥xab∥2 + ϵh2
xab · ∇aWab

+ K
N∑
b=1

mb

ρb

(ρa − ρb)
2

∥xab∥2 + ϵh2
xab

∂Wab

∂xa

, (6.72)

Kyy
a = −K

2

N∑
b=1

mb
(ρb + 2ρa − 3ρ2a/ρb)

∥xab∥2 + ϵh2
xab · ∇aWab

+ K
N∑
b=1

mb

ρb

(ρa − ρb)
2

∥xab∥2 + ϵh2
yab

∂Wab

∂ya
, (6.73)

Kzz
a = −K

2

N∑
b=1

mb
(ρb + 2ρa − 3ρ2a/ρb)

∥xab∥2 + ϵh2
xab · ∇aWab

+ K

N∑
b=1

mb

ρb

(ρa − ρb)
2

∥xab∥2 + ϵh2
zab

∂Wab

∂za
, (6.74)

Kxy
a = Kyx

a =
5

2
K

N∑
b=1

mb

ρb

(ρa − ρb)
2

∥xab∥2 + ϵh2

xabyab

∥xab∥2 + ϵh2
xab · ∇aWab, (6.75)

Kxz
a = Kzx

a =
5

2
K

N∑
b=1

mb

ρb

(ρa − ρb)
2

∥xab∥2 + ϵh2

xabzab

∥xab∥2 + ϵh2
xab · ∇aWab, (6.76)

Kyz
a = Kzy

a =
5

2
K

N∑
b=1

mb

ρb

(ρa − ρb)
2

∥xab∥2 + ϵh2

yabzab

∥xab∥2 + ϵh2
xab · ∇aWab, (6.77)

donde el parámetro ϵ = 0,01 se añade al denominador para evitar singularidades
numéricas cuando el módulo de xab se hace pequeño,

xab = xa − xb,

yab = ya − yb, (6.78)

zab = za − zb,

∥xab∥2 = x2
ab + y2ab + z2ab, (6.79)

y

xab · ∇aWab = xab
∂Wab

∂xa

+ yab
∂Wab

∂ya
+ zab

∂Wab

∂za
. (6.80)

Dos dimensiones

En dos dimensiones solamente las componentes Kxx, Kyy y Kxy son necesarias para
describir el tensor de Korteweg. La representación SPH de las componentes xx y yy
tienen la misma forma de las expresiones expresiones (6.72) y (6.73), respectivamente.
En cambio la componente xy difiere de la expresión (6.75) en que el factor multiplicativo
(5/2)K debe reemplazarse por 2K al frente de la sumatoria.
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6.3.4. Representación SPH de la ecuación de movimiento

Si bien las simulaciones realizadas en este trabajo se refieren a cálculos en dos
dimensiones, la representación SPH de las ecuaciones modificadas se presentarán en
tres dimensiones ya que la reducción a dos dimensiones es obvia.

Tres dimensiones

Con el objeto de preservar consistencia variacional del presente esquema la
divergencia del tensor de esfuerzos y del tensor de Korteweg en la ecuación de
movimiento (5.86) se evalua usando la representación simetrizada de la divergencia
dada por la Ecuación (6.47) [97]. Las tres componentes de la aceleración en forma
discreta estarán, por lo tanto, dadas por las siguientes representaciones SPH:

dvx,a
dt

=
N∑
b=1

mb

[(
T ′,xx
a

ρ2a
+

T ′,xx
b

ρ2b

)
∂Wab

∂xa

+

(
T xy
a

ρ2a
+

T xy
b

ρ2b

)
∂Wab

∂ya

+

(
T xz
a

ρ2a
+

T xz
b

ρ2b

)
∂Wab

∂za

]
+

N∑
b=1

mb

[(
Kxx

a

ρ2a
+

Kxx
b

ρ2b

)H
∂WH

ab

∂xa

+

(
Kxy

a

ρ2a
+

Kxy
b

ρ2b

)H
∂WH

ab

∂ya

+

(
Kxz

a

ρ2a
+

Kxz
b

ρ2b

)H
∂WH

ab

∂za

]
+ 2ā

N∑
b=1

mb
∂WH

ab

∂xa

, (6.81)

dvy,a
dt

=
N∑
b=1

mb

[(
T ′,yy
a

ρ2a
+

T ′,yy
b

ρ2b

)
∂Wab

∂ya
+

(
T xy
a

ρ2a
+

T xy
b

ρ2b

)
∂Wab

∂xa

+

(
T yz
a

ρ2a
+

T yz
b

ρ2b

)
∂Wab

∂za

]
+

N∑
b=1

mb

[(
Kyy

a

ρ2a
+

Kyy
b

ρ2b

)H
∂WH

ab

∂ya
+

(
Kxy

a

ρ2a
+

Kxy
b

ρ2b

)H
∂WH

ab

∂xa

+

(
Kyz

a

ρ2a
+

Kyz
b

ρ2b

)H
∂WH

ab

∂za

]
+ 2ā

N∑
b=1

mb
∂WH

ab

∂ya
, (6.82)

dz, a

dt
=

N∑
b=1

mb

[(
T ′,zz
a

ρ2a
+

T ′,zz
b

ρ2b

)
∂Wab

∂za
+

(
T xz
a

ρ2a
+

T xz
b

ρ2b

)
∂Wab

∂xa

+

(
T yz
a

ρ2a
+

T yz
b

ρ2b

)
∂Wab

∂ya

]
+

N∑
b=1

mb

[(
Kzz

a

ρ2a
+

Kzz
b

ρ2b

)H
∂WH

ab

∂za
+

(
Kxz

a

ρ2a
+

Kxz
b

ρ2b

)H
∂WH

ab

∂xa

+

(
Kyz

a

ρ2a
+

Kyz
b

ρ2b

)H
∂WH

ab

∂ya

]
+ 2ā

N∑
b=1

mb
∂WH

ab

∂za
, (6.83)
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donde

T ′,xx
a = T xx

a − āρ2a
T ′,yy
a = T yy

a − āρ2a, (6.84)

T ′,zz
a = T zz

a − āρ2a,

y
WH

ab = W (∥xa − xb∥ , H) , (6.85)

con H ≥ 2h. Debido a razones de estabilidad numérica es necesario distinguir entre las
componentes de corto y largo alcance en la ecuación de estado de vdW. Tal distinción
permite, además, modelar correctamente los efectos de tensión superficial. Dado que el
término cohesivo, −āρ2, en la ecuación de estado es responsable de las fuerzas atractivas
de largo alcance entre las part́ıculas SPH, y dado que en el caso particular de una
gota ĺıquida estas fuerzas se cancelan en el interior de la misma excepto cerca de su
superficie, un aumento en la estabilidad interfacial requiere que se incremente el rango
de interacción de las fuerzas cohesivas a una distancia H mayor que la distancia h que
se usa para evaluar el resto de las fuerzas que entran en la ecuación de movimiento. Lo
mismo es cierto para el tensor de Korteweg en las Ecuaciones (6.81)-(6.83) donde el
supráındice H indica que la densidad y los gradientes en la representación SPH de K
deben también calcularse usando una longitud de suavizado igual a H para reproducir
correctamente la coexistencia ĺıquido-vapor y evitar la aparición de fuerzas atractivas
inestables entre part́ıculas para ciertas densidades y temperaturas [19].

Dos dimensiones

En dos dimensiones es necesario solamente retener las componentes de la aceleración
en la dirección x y y. Por lo tanto, las representación de las componentes x y y de las
ecuaciones de movimiento pueden derivarse directamente de las Ecuaciones (6.81) y
(6.82), respectivamente, haciendo simplemente que ∂Wab/∂za = 0 en ambas ecuaciones.

6.3.5. Representación SPH de la ecuación de enerǵıa interna

Como se hizo en la discretización de la ecuación de movimiento para la divergencia
de T+K, el término (T+K) : ∇v en la ecuación de enerǵıa interna debe evaluarse en
forma simetrizada para preservar la consistencia variacional del entero esquema SPH
[97]. De esta manera la representación SPH de la ecuación de enerǵıa interna (5.87)
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obedece a la expresión:

dUa

dt
=

1

2

N∑
b=1

mb

{[(
T ′,xx
a

ρ2a
+

T ′,xx
b

ρ2b

)
∂Wab

∂xa

+

(
T xy
a

ρ2a
+

T xy
b

ρ2b

)
∂Wab

∂ya

+

(
T xz
a

ρ2a
+

T xz
b

ρ2b

)
∂Wab

∂za

]
vx,ba

+

[(
T ′,yy
a

ρ2a
+

T ′,yy
b

ρ2b

)
∂Wab

∂ya
+

(
T xy
a

ρ2a
+

T xy
b

ρ2b

)
∂Wab

∂xa

+

(
T yz
a

ρ2a
+

T yz
b

ρ2b

)
∂Wab

∂za

]
vy,ba

+

[(
T ′,zz
a

ρ2a
+

T ′,zz
b

ρ2b

)
∂Wab

∂za
+

(
T xz
a

ρ2a
+

T xz
b

ρ2b

)
∂Wab

∂xa

+

(
T yz
a

ρ2a
+

T yz
b

ρ2b

)
∂Wab

∂ya

]
vz,ba

}
+

1

2

N∑
b=1

mb

{[(
Kxx

a

ρ2a
+

Kxx
b

ρ2b

)H
∂WH

ab

∂xa

+

(
Kxy

a

ρ2a
+

Kxy
b

ρ2b

)H
∂WH

ab

∂ya

+

(
Kxz

a

ρ2a
+

Kxz
b

ρ2b

)H
∂WH

ab

∂za

]
vx,ba

+

[(
Kyy

a

ρ2a
+

Kyy
b

ρ2b

)H
∂WH

ab

∂ya
+

(
Kxy

a

ρ2a
+

Kxy
b

ρ2b

)H
∂WH

ab

∂xa

+

(
Kyz

a

ρ2a
+

Kyz
b

ρ2b

)
∂WH

ab

∂za

]
vy,ba

+

[(
Kzz

a

ρ2a
+

Kzz
b

ρ2b

)H
∂WH

ab

∂za
+

(
Kxz

a

ρ2a
+

Kxz
b

ρ2b

)H
∂WH

ab

∂xa

+

(
Kyz

a

ρ2a
+

Kyz
b

ρ2b

)
∂WH

ab

∂ya

]
vz,ba

}
+ ā

N∑
b=1

mb

(
vx,ba

∂WH
ab

∂xa

+ vy,ba
∂WH

ab

∂ya
+ vz,ba

∂WH
ab

∂za

)

+
N∑
b=1

mb

ρaρb

4κaκb

(κa + κb)

(Ta − Tb)

(∥xab∥2 + 0,01h2)
xab · ∇aWab

+ K
N∑
b=1

mb

ρaρb

(
dρa
dt

+
dρb
dt

)
(ρa − ρb)

(|xab∥2 + 0,01h2)
xab · ∇aWab, (6.86)

donde el penúltimo término en el lado derecho de la Ecuación (6.86) es la representación
SPH de la conducción térmica, ∇ · (κ∇T ) y la derivada temporal de la densidad
en el último término se evalúa usando el lado derecho de la Ecuación (6.50). En la
formulación SPH estándar es de uso común evaluar el término de difusión de calor
mediante la representación simetrizada [89]

dUa

dt
= −

N∑
b=1

mb

(
qa

ρ2a
+

qb

ρ2b

)
· ∇aWab, (6.87)
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donde

qa = −κ (∇T )a = −κ
N∑
b=1

mb

ρb
(Ta − Tb)∇aWab, (6.88)

haciendo uso de la representación (6.27) para el gradiente de temperatura. Sin embargo,
la aproximación (6.87) presenta serios problemas ya que es extremadamente sensible a
la distribución de las part́ıculas [103]. En efecto, pruebas anteriores con este método
demostraron que los errores numéricos exced́ıan a las fuerzas de presión por un
orden de magnitud con la implicación que la difusión de calor a través de superficies
libres se calculaba incorrectamente [85]. La amplificación del error se deb́ıa a la
doble interpolación asociada con las Ecuaciones (6.87) y (6.88) [103]. Se demostró
posteriormente que la conducción térmica evaluada según la representación en el
penúltimo término de la Ecuación (6.86) produćıa resultados más estables y robustos
en simulaciones hidrodinámicas [104].

6.3.6. Cálculo de la temperatura

Una vez que se conoce la enerǵıa interna para todas las part́ıculas del sistema
mediante la integración de la Ecuación (6.86) se procede a actualizar la temperatura
en la posición de cada part́ıcula de acuerdo con el siguiente procedimiento iterativo:

T (0)
a =

Un+1
a

Un
a

T n
a , (6.89)

donde Un+1
a es la enerǵıa interna calculada al paso de tiempo n+1 y Un

a es el valor en
el paso de tiempo anterior n. El valor de T 0

a es usado para iniciar el proceso iterativo:

U (m−1)
a = U

(
ρn+1
a , T (m−1)

a

)
, (6.90)

T (m)
a =

Un+1
a

U
(m−1)
a

T (m−1)
a , (6.91)

para m = 1, 2, ... La Ecuación (6.90) implica evaluar la enerǵıa interna usando la
ecuación calórica de vdW (5.90), es decir

U (m−1)
a =

ξ

2
k̄T (m−1)

a − āρn+1
a . (6.92)

La iteración compuesta por las Ecuaciones (6.90) y (6.91) se repite hasta alcanzar
convergencia, es decir, hasta que

|T (m)
a − T (m−1)

a | < ϵ, (6.93)

donde ϵ es una tolerancia que se fija a conveniencia. En las simulaciones reportadas
en este trabajo se tomó ϵ = 1,0 × 10−15, lo que requirió un número de iteraciones m
entre 20 y 25. Cuando se alcanza convergencia entonces T n+1

a = T
(m)
a . Una vez que se

actualiza la temperatura se actualiza también la presión usando la ecuación de estado
(5.3)

pn+1
a =

ρn+1
a k̄T n+1

a

(1− ρn+1
a b̄)

− ā(ρn+1
a )2. (6.94)
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6.3.7. Representación SPH de la ecuación de entroṕıa

En lo que concierne a la evolución del sistema la ecuación de entroṕıa (5.88) no
es necesaria ya que es equivalente a la ecuación de enerǵıa interna. Sin embargo,
se resuelve la ecuación de entroṕıa como una medida de la capacidad del esquema
numérico de satisfacer la segunda ley de la termodinámica. Para mantener consistencia
variacional con la ecuación de movimiento y de enerǵıa interna el término S : ∇v se
evalúa usando una representación simetrizada, mientras que el término de conducción
térmica se evalúa usando la misma representación estable del penúltimo término en
la Ecuación (6.86). De esta manera la representación SPH de la ecuación de entroṕıa
queda como

dSa

dt
=

1

2Ta

N∑
b=1

mb

{[(
Sxx
a

ρ2a
+

Sxx
b

ρ2b

)
∂Wab

∂xa

+

(
Sxy
a

ρ2a
+

Sxy
b

ρ2b

)
∂Wab

∂ya

+

(
Sxz
a

ρ2a
+

Sxz
b

ρ2b

)
∂Wab

∂za

]
vx,ba

+

[(
Sxy
a

ρ2a
+

Sxy
b

ρ2b

)
∂Wab

∂xa

+

(
Syy
a

ρ2a
+

Syy
b

ρ2b

)
∂Wab

∂ya

+

(
Syz
a

ρ2a
+

Syz
b

ρ2b

)
∂Wab

∂za

]
vy,ba

+

[(
Sxz
a

ρ2a
+

Sxz
b

ρ2b

)
∂Wab

∂xa

+

(
Syz
a

ρ2a
+

Syz
b

ρ2b

)
∂Wab

∂ya

+

(
Szz
a

ρ2a
+

Szz
b

ρ2b

)
∂Wab

∂za

]
vz,ba

}
+

1

Ta

N∑
b=1

mb

ρaρb

4κaκb

κa + κb

(Ta − Tb)

(∥xab∥2 + 0,01h2)
xab · ∇aWab, (6.95)

donde

Sxx
a = T ′,xx

a + pkina , (6.96)

Syy
a = T ′,yy

a + pkina , (6.97)

Szz
a = T ′,zz

a + pkina , (6.98)

Sxy
a = T xy

a , (6.99)

Sxz
a = T xz

a , (6.100)

Syz
a = T yz

a . (6.101)

La versión bidimensional de la Ec. (6.95) se obtiene haciendo ∂Wab/∂za = 0. De esta
manera solamente las componentes xx, yy y xy del tensor de viscosidad sobreviven.
Más que el valor de la entroṕıa, el interés es en el cambio de entroṕıa para cada part́ıcula
en el tiempo, es decir

∆Sn→n+1
a = Sn+1

a − Sn
a , (6.102)

de manera que el cambio total de entroṕıa del sistema es la suma de los cambios para
todas las part́ıculas

∆Sn→n+1
T =

N∑
a=1

∆Sn→n+1
a , (6.103)
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que debe ser siempre ≥ 0 de acuerdo con la segunda ley de la termodinámica. En
efecto, el cambio de entroṕıa total es monitoreado para todas las simulaciones. Si en
algún caso se encuentra que ∆Sn→n+1

T < 0 entonces se procede a detener el cálculo.

6.3.8. Integración temporal

Las Ecuaciones (6.50), (6.81)-(6.83), (6.86) y (6.95) deben integrarse
simultáneamente con la ecuación

dxa

dt
= va, (6.104)

para la posición instantánea de las part́ıculas, donde xa = (xa, ya, za) en tres
dimensiones y xa = (xa, ya) en dos dimensiones.

En DualSPHysics la integración temporal de las ecuaciones se implementa a través
de un método expĺıcito usando bien sea un integrador de Verlet [105] o un esquema
simpléctico. En este trabajo las simulaciones se llevaron a cabo usando la opción de
un integrador de Verlet. En particular, este método de integración expĺıcita es de uso
común en dinámica molecular y asegura segundo orden de precisión a un bajo costo
computacional ya que no requiere usar múltiples pasos para completar un intervalo de
tiempo ∆t = tn+1 − tn. En este esquema la integración de las variables hidrodinámicas
se calcula en el orden siguiente

xn+1
a = xn

a +∆tvn
a +

1

2
∆t2

(
dva

dt

)n

, (6.105)

ρn+1
a = ρn−1

a + 2∆t

(
dρa
dt

)n

, (6.106)

vn+1
a = vn−1

a + 2∆t

(
dva

dt

)n

, (6.107)

Un+1
a = Un−1

a + 2∆t

(
dUa

dt

)n

, (6.108)

Sn+1
a = Sn−1

a + 2∆t

(
dSa

dt

)n

. (6.109)

Nótese que la tasa de cambio en el tiempo de las variables hidrodinámicas en las
Ecuaciones (6.105)-(6.109) se evalúan directamente en un tiempo intermedio tn y está
dada por el lado derecho de las Ecuaciones (6.50), (6.81)-(6.83), (6.86) y (6.95). Dado
que la integración de Verlet se realiza en intervalos de tiempo escalonados, es decir, del
tiempo tn−1 al tiempo tn+1 usando términos fuente evaluados en el tiempo intermedio
tn, puede ocurrir que luego de un número de pasos de tiempo las ecuaciones para la
densidad, velocidad, enerǵıa interna y entroṕıa se desacoplen entre śı, dando lugar a
resultados que divergen de la solución f́ısica. Para evitar esta fuente de error, se sugiere
alrededor de cada 40 o 50 pasos de tiempo efectuar la integración temporal de acuerdo
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con el siguiente esquema alternativo

xn+1
a = xn

a +∆tvn
a +

1

2
∆t2

(
dva

dt

)n

, (6.110)

ρn+1
a = ρna +∆t

(
dρa
dt

)n

, (6.111)

vn
a = vn−1

a +∆t

(
dva

dt

)n

, (6.112)

Un+1
a = Un

a +∆t

(
dUa

dt

)n

, (6.113)

Sn+1
a = Sn

a +∆t

(
dSa

dt

)n

. (6.114)

6.3.9. Función kernel

Es bien sabido que las simulaciones SPH pueden ser afectadas por un tipo de
inestabilidad, conocida como inestabilidad tensional, que hace que las part́ıculas se
aglomeren en pares, se acumulen formando ciertos patrones artificiales o inclusive se
aparten entre śı. Este tipo de inestabilidad aparece frecuentemente en simulaciones de
sólidos [106, 107] y de fluidos aún cuando la presión es positiva [108]. Muchos métodos
han sido sugeridos en la literatura para remover o evitar la inestabilidad tensional
[108, 109, 110, 95, 111, 112, 113]. Muchos de estos intentos han sido efectivos en algunos
casos. Sin embargo, en realidad ninguno de ellos es efectivo en todos los casos [107].
El problema de la inestabilidad tensional fue estudiado con detalle por Swegle et al.
[106] mediante un análisis de estabilidad de von Neumann en una dimensión, logrando
establecer un criterio de estabilidad en términos de los esfuerzos sobre el material y de
las segundas derivadas de la función kernel. En particular, una condición suficiente para
que la inestabilidad se amplifique es que W ′′Σ > 0, donde W ′′ es la segunda derivada
del kernel y Σ se refiere al estado de tensión.

En la mayoŕıa de las simulaciones con el método SPH es frecuente el uso de funciones
kernel cuyas segundas derivadas cambian signo de negativo a positivo haciendo que
W ′′Σ > 0 independientemente del hecho que la tensión sea positiva o negativa. Mientras
la segunda derivada del kernel cambie de signo dentro de su soporte compacto, será
imposible remover o evitar la inestabilidad tensional. Con el propósito de remover
la inestabilidad tensional en presencia de una presión positiva, Yang et al. [114]
introdujeron el kernel hiperbólico

W (q, h) = αd


q3 − 6q + 6 si 0 ≤ q < 1,

(2− q)3 si 1 ≤ q < 2,
0 si 2 ≤ q,

(6.115)

donde αd = 1/(7h), 1/(3πh2) y 15/(62πh3 en una, dos y tres dimensiones,
respectivamwente. En particular, la función de interpolación (6.115), a diferencia de
otros kernels tradicionales, posee segundas derivadas positivas en todo el soporte
compacto. Esta propiedad asegura que las fuerzas repulsivas entre part́ıculas SPH no
decrecen a medida que las part́ıculas se acercan entre śı durante una compresión. Por
otro lado, dado que las segundas derivadas del kernel permanecen siempre positivas,
si las part́ıculas SPH se encuenran bajo tensión negativa, entonces la simulación es
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estable de acuerdo al criterio W ′′Σ > 0. A medida que la tensión se vuelve negativa
(es decir, presión positiva) en la simulación de fluidos viscosos y conductivos, como es
el caso del modelado de la evaporación de gotas ĺıquidas, el uso de la función kernel
(6.115) garantiza que la simulación proceda libre de inestabilidades tensionales.
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Caṕıtulo 7

Modelos numéricos y resultados de
las simulaciones

En este caṕıtulo se describen los resultados obtenidos a partir de las simulaciones
numéricas. El enfoque hidrodinámico empleado se basa en una formulación moderna
del método SPH que incorpora los efectos de conducción térmica y un modelo
termodinámico basado en la aproximación de campo medio de van der Waals. Por
lo tanto, el modelo numérico propuesto es idóneo para investigar la evolución dinámica
y térmica de sistemas que experimentan transiciones de fase ĺıquido-vapor como,
por ejemplo, la evaporación de gotas ĺıquidas mediante procesos de descomposición
espinodal, nucleación homogénea y vaporización explosiva por supercalentamiento.
Si bien la evaporación de gotas ĺıquidas por descomposición espinodal y nucleación
homogénea ha sido estudiada en precedencia con el uso del método SPH [19, 22,
23, 24, 115], es cierto que mejorar la comprensión de los mecanismos f́ısicos que
intervienen durante las transiciones de fase ĺıquido-vapor como también la teoŕıa básica
de la vaporización explosiva requiere de mucha más investigación tanto experimental
como teórica. Por otro lado, es importante mencionar que a diferencia de todas las
simulaciones SPH anteriores, en la presente formulación se incluye como fuente en la
ecuación de enerǵıa interna el término no clásico ∇·(K∇ρdρ/dt) que representa la tasa
de vaporización en la interface ĺıquido-vapor y está relacionado con la dispersión de la
fuente de calor latente en la zona interfacial. Dicho término es esencial para la correcta
descripción de la evolución térmica de la interface y, por ende, de su estructura.

La formulación SPH implementada en este trabajo permite observar la evolución
térmica de cada fase de forma directa. Por lo tanto, una parte sensible de las
simulaciones tiene que ver con la implementación SPH de la conducción térmica.
Con el objeto de evaluar la precisión y estabilidad del método empleado se propone
una prueba de validación a diferentes resoluciones espaciales para la ecuación de
transferencia de calor. Por otro lado, las pruebas de convergencia se centran en
simular la dinámica de una gota a temperatura subcŕıtica e inicialmente cuadrada
para evaluar simultáneamente los efectos de tensión superficial. Para diferentes
resoluciones espaciales se simula la evolución de la gota hasta que ésta alcance
equilibrio térmico y mecánico. Luego de definir la resolución necesaria para asegurar
convergencia se procedió a generar gotas circulares en equilibrio con diferentes
densidades y temperaturas subcŕıticas para producir las condiciones iniciales de los
modelos de evaporación de gotas. Debido al carácter exploratorio del presente estudio
las simulaciones se realizaron en dos dimensiones, dejando el caso tridimensional para
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estudios posteriores en esta ĺınea de investigación.

7.1. Parámetros iniciales

Para todas las simulaciones, a menos que se especifique lo contrario, se usaron los
siguientes parámetros en la ecuación de estado de vdW en unidades reducidas:

ā = 2, b̄ = 0,5 y k̄ = 1.

En estas unidades el punto cŕıtico corresponde a ρcr = 2/3, pcr = 8/27 y Tcr =
32/27 ≈ 1,19. Para este fluido de vdW la densidad inicial, ρ0, y la temperatura inicial,
T0, deben satisfacer las condiciones

ρ0 <
1

b̄
y k̄T0 > 2āρ(1− b̄ρ)2, (7.1)

para asegurar estabilidad termodinámica y positividad de la velocidad del sonido. En
unidades reducidas el coeficiente de viscosidad dinámica η = 1, el coeficiente de segunda
viscosidad ζ = 0,1 y el coeficiente de conducción térmica κ = 5. Un valor de κ =
5 garantiza que la temperatura se ajuste rápidamente y reduce las fluctuaciones de
densidad en la gota. Como en la mayoŕıa de las simulaciones precedentes el coeficiente
de capilaridad se toma como K = 0,1. Sin embargo, variar el coeficiente K de 0.1 a
1 produce pequeñas diferencias en los perfiles de densidad, presión y temperatura en
equilibrio. En particular, las temperaturas de equilibrio tanto en la fase ĺıquida como
en la fase de vapor aumentan de manera imperceptible cuando se pasa de K = 0,1 a 1
[22].

7.2. Prueba de validación

Como prueba de validación del módulo térmico se evalúa la precisión y estabilidad
numérica de la ecuación de conducción térmica para resoluciones de 104, 5 × 104,
105 y 106 part́ıculas. El modelo de prueba consiste de dos ĺıquidos homogéneos de
densidad inicial ρ0 = 1,5 separados por una interface térmica plana como se muestra
esquemáticamente en la Figura 7.1. La interface térmica se encuentra ubicada en xm =

Figura 7.1: Dibujo esquemático que muestra el estado inicial del sistema para la prueba
de validación de la ecuación de conducción térmica.
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0,5 y separa los dos fluidos con temperaturas Tl = 1,0 (compartimiento izquierdo) y
Tr = 0,8 (compartimiento derecho). Esta configuración inicial se escoge de manera que
el sistema cae por arriba de la curva binodal. Esto implica que no ocurrirán durante la
evolución efectos térmicos debido a una separación de fases. Inicialmente ambos fluidos
están en reposo y en el curso de la evolución las velocidades se mantienen igual a cero.

La evolución del sistema admite una solución anaĺıtica para la temperatura en
términos de la función error [104, 116]

T (x, t) = T̄ +
∆T

2
erf

(
x− xm

2
√
χt

)
, (7.2)

donde T̄ es la temperatura media del sistema, T̄ = (Tl + Tr)/2, ∆T = |Tl − Tr| y
χ = κ/(ρ0cp), con κ = 0,01 y cp = 1. La enerǵıa interna está relacionada con la
temperatura mediante la ecuación calórica de vdW (5.90). Por lo tanto, la solución
para la enerǵıa interna estará dada también en términos de una función error que
es similar a la Ecuación (7.2). Esta relación está determinada principalmente por la
presión cohesiva ponderada por la densidad, que introduce ruido en la conversión de
temperatura a enerǵıa interna cuando se usa una distribución de part́ıculas regular
o quasi-regular. Un aspecto importante de la conducción térmica es que disipa de
manera instantánea las diferencias de temperatura debidas al ruido. Esta es la razón
fundamental de por qué se prefiere inicializar la enerǵıa interna y no la temperatura.
A los extremos del intervalo 0 ≤ x ≤ 1 se aplican condiciones de borde periódicas.

La Figura 7.2 muestra los perfiles numéricos de temperatura (śımbolos) comparados
con los perfiles anaĺıticos dados por la Ecuación (7.2) (ĺıneas sólidas) a cinco tiempos
diferentes para el caso cuando N = 106 part́ıculas. Los śımbolos se calculan dividiendo
el dominio de cómputo (el eje x) en un histograma de 50 barras en la dirección del eje
x. De esta manera el śımbolo representa un valor promedio de la temperatura entre
todas las part́ıculas que caen dentro del espesor de la barra. De acuerdo con la Figura
7.2, los perfiles numéricos reproducen bastante bien la solución anaĺıtica a todos los
tiempos. El Cuadro 7.1 muestra la distancia entre ambas soluciones para los diferentes
tiempos usando como métrica el error cuadrático medio

RMSE(f) =

√√√√ 1

n

n∑
i=1

(
fSPH
i − f anaĺı.

i

)2
, (7.3)

donde n se refiere al número de puntos de la solución numérica. El error cuadrático
medio es equivalente a una norma L2 y provee una mejor medida del error ya que otorga
más importancia a las diferencias mayores entre la solución numérica y anaĺıtica que a
las diferencias menores. De este modo, el RMSE da una medida de la distancia entre
el perfil numérico y el perfil anaĺıtico.

La Figura 7.3 muestra los perfiles de temperatura obtenidos con 104, 2,5 × 105 y
106 part́ıculas SPH (śımbolos) comparados con la solución anaĺıtica (ĺınea sólida) a

t 1 2 4 6 10
RMSE(T ) 2,2× 10−4 2,1× 10−4 3,5× 10−4 2,3× 10−4 2,0× 10−4

Cuadro 7.1: Error cuadrático medio entre la solución numérica y la solución anaĺıtica
referente a los perfiles de la Figura 7.2.
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Figura 7.2: Perfiles de temperatura a diferentes tiempos para un fluido en reposo en
presencia de una discontinuidad térmica en xm = 0,5 obtenidos con 106 part́ıculas
SPH usando condiciones de contorno periódicas. Los śımbolos representan la solución
numérica y la ĺınea sólida es la solución anaĺıtica dada por la Ecuación (7.2). El recuadro
en la parte inferior derecha muestra una amplificación de la región central de tamaño
(xm ± 0,05, T̄ ± 0,01).
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Figura 7.3: Comparación de la solución numérica (śımbolos) con la solución anaĺıtica
(ĺınea sólida) a resoluciones de 104, 2,5×105, 106 part́ıculas SPH a un tiempo t = 1. Los
dos recuadros superiores muestran los perfiles para 0 ≤ x ≤ 0,1 (recuadro izquierdo) y
para 0,2 ≤ x ≤ 0,3 (recuadro derecho).
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un tiempo t = 1. Los recuadros superiores muestran una amplificación de la solución
para 0 ≤ x ≤ 0,1 (panel izquierdo) y 0,2 ≤ x ≤ 0,3 (panel derecho). Las simulaciones
con 2,5 × 105 y 106 part́ıculas producen resultados muy similares, mientras que la
simulación a menor resolución (con 104 part́ıculas) produce un perfil que difiere de
la solución anaĺıtica mayormente hacia los bordes del dominio de cómputo como se
muestra claramente en el recuadro superior izquierdo de la Figura 7.3. Sin embargo,
lejos de los bordes la solución con 104 part́ıculas muestra resultados similares a los
obtenidos a mayor resolución como se puede apreciar del recuadro superior de la Figura
7.3 en el intervalo 0,2 ≤ x ≤ 0,3.

7.3. Pruebas de convergencia

Los modelos de convergencia consisten en calcular la evolución de gotas ĺıquidas
inicialmente fuera del equilibrio a temperaturas subcŕıticas y en microgravedad a
diferentes resoluciones espaciales. Para modelar un estado fuera del equilibrio se define
la gota inicial como un ĺıquido cuadrado de lados L = 22,5. Esto se consigue dividiendo
el área cuadrada (22,5× 22,5) en pequeñas celdas cuadradas de lados ∆2 = ∆x×∆y,
con ∆x = ∆y = ∆s, y distribuyendo las part́ıculas SPH en forma regular, es
decir, colocándolas en el centro geométrico de cada celda. Al inicio las part́ıculas se
encuentran en reposo. La temperatura y densidad iniciales de la gota se determinan
asignando a cada part́ıcula una temperatura subcŕıtica T0 = 0,2 y una densidad
ρ0 = 1,777 · · · ≈ 1,8. De esta manera se garantiza que la gota evolucione a un estado
de equilibrio sin experimentar evaporación. La gota cuadrada se encuentra a su vez
confinada en una caja cuadrada externa de lados Lext = 60. En los bordes de la caja se
aplican condiciones de frontera periódicas de manera que si una part́ıcula del sistema
sale por un lado de la caja a la misma part́ıcula se le permite entrar por el lado
opuesto de la caja externa. Este tipo de condiciones de frontera recobra importancia
para el caso de una gota sujeta a procesos de evaporación donde pueden haber zonas
de vapor que se desprenden de la gota expandiéndose radialmente. Sin embargo,
en estas pruebas de validación la aplicación de condiciones de frontera periódicas
es solo cosmética en cuanto los modelos evolucionan sin evaporar, debido a que las
temperaturas permanecen suficientemente subcŕıticas durante la evolución.

La convergencia se mide comparando los perfiles de densidad, presión y temperatura
como también las trayectorias de aproximación a la curva binodal en el plano T vs ρ
a medida que se aumenta el número de part́ıculas N . En el Cuadro 7.2 se listan los
parámetros para cada modelo, es decir, el número total de part́ıculas N , la distancia
inicial entre part́ıculas ∆s y la masa de las part́ıculas. Nótese que a medida que se
aumenta N tanto ∆s como m vaŕıan de manera tal que L y ρ0 permanecen invariantes,

N ∆s m
30× 30 = 900 0.75 1.0
60× 60 = 3600 0.375 0.25
80× 80 = 6400 0.28125 0.140625
90× 90 = 8100 0.25 0.1111. . .

100× 100 = 10000 0.225 0.09

Cuadro 7.2: Parámetros usados en los cálculos de convergencia.
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es decir, tanto el tamaño de la gota inicial como su densidad permanecen iguales para
todos los casos. Esto garantiza que todos los modelos sean idénticos independientemente
de la resolución inicial.

Se observa que las gotas experimentan una dinámica similar independientemente del
número de part́ıculas. Durante las primeras fases de la evolución las gotas inicialmente
cuadradas se deforman hasta asumir una forma completamente circular debido a las
fuerzas de tensión superficial. Durante este proceso tanto la enerǵıa cinética como el
valor absoluto de la enerǵıa interna disminuyen progresivamente debido a la disipación
viscosa y a la conducción térmica. Luego que las gotas se han circularizado, los procesos
de disipación de la enerǵıa cinética e interna continúan lentamente hasta llegar a
un estado de equilibrio termo-mecánico, donde la enerǵıa cinética tiende a cero y la
enerǵıa interna tiende a un valor finito negativo. Esta parte ocupa la mayor parte de
la evolución. En la Figura 7.4 se muestran los perfiles de densidad (recuadro superior
izquierdo), de temperatura (recuadro superior derecho) y de presión (recuadro inferior
izquierdo) de la gota en equilibrio para N = 900, 3600, 6400, 8100 y 10000 part́ıculas.
Se puede apreciar que los perfiles de densidad, temperatura y presión se solapan con
muy buena aproximación cuando N = 8100 y 10000 part́ıculas, indicando que ya para
10000 part́ıculas se alcanza convergencia de los resultados. En el interior de la gota
tanto la densidad como la temperatura son uniformes. El recuadro inferior derecho
en la Figura 7.4 muestra las trayectorias seguidas por los modelos en el diagrama
temperatura vs densidad. Todos los modelos evolucionan hacia un punto de equilibrio
sobre la curva binodal a medida que se disipa la enerǵıa cinética independientemente
de la resolución empleada. De nuevo se puede apreciar como las trayectorias para
N = 8100 y 10000 part́ıculas son casi idénticas, implicando que efectivamente los
modelos alcanzan convergencia para N ≥ 8100. En base a estos resultados se usará una
resolución espacial correspondiente a 10000 part́ıculas para el resto de las simulaciones
numéricas.

7.4. Modelos iniciales

Las condiciones iniciales para los modelos de evaporación corresponden a gotas
circulares de radio Rd con temperaturas subcŕıticas y en equilibrio termo-mecánico.
Luego de alcanzar equilibrio sobre la binodal, las gotas estarán caracterizadas por una
densidad media ρ, temperatura media T y una superficie ĺımite que separa al ĺıquido del
vaćıo. En este caso es de interés construir gotas circulares en equilibrio y en completa
ausencia de procesos evaporativos.

Como en los modelos de validación, las gotas circulares se construyen partiendo de
una configuración cuadrada compuesta de 100 × 100 = 10000 part́ıculas distribuidas
uniformemente, cada una con una temperatura T0 = 0,2 y densidad inicial en el rango
1,2 ≤ ρ0 ≲ 1,8. Se consideran tres modelos de base con parámetros iniciales como se

Modelo ρ0 ∆s ρ T Rd

Modelo 1 1,777 . . . 0.225 1.833 0.2967 12.73
Modelo 2 1,5 0.245 1.6805 0.5248 13.35
Modelo 3 1,2 0.274 1.4977 0.7324 14.33

Cuadro 7.3: Parámetros y modelos iniciales.
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Figura 7.4: Perfiles de densidad (recuadro superior izquierdo), de temperatura
(recuadro superior derecho) y de presión (recuadro inferior izquierdo) de la gota en
equilibrio para N = 900, 3600, 6400, 8100 y 10000 part́ıculas SPH. El recuadro inferior
derecho muestra una amplificación de las trayectorias seguidas por los modelos en el
plano T vs ρ. La ĺınea recta en negro corresponde a un segmento de la curva binodal.
Todos los modelos evolucionan hasta alcanzar equilibrio termo-mecánico en un punto
sobre la curva binodal. La gota con resolución de 900 part́ıculas (trayectoria verde)
alcanza la binodal con una temperatura menor que para los otros casos y comienza
a oscilar de manera errática alrededor del equilibrio sin alcanzarlo exactamente. Para
el mismo tiempo de evolución las gotas con N ≥ 3600 part́ıculas alcanzan la binodal
siguiendo trayectorias muy similares. Convergencia en las trayectorias se alcanza con
N ≥ 8100 part́ıculas, donde se observa claramente superposición de las trayectorias
con el modelo de N = 10000 part́ıculas.
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muestra en el Cuadro 7.3. Las separaciones ∆s corresponden a valores tales que para
los tres modelos las part́ıculas poseen una masa m = 0,09 en unidades reducidas. Las
tres últimas columnas del Cuadro 7.3 muestran la densidad media, ρ, la temperatura
media, T , y el radio de equilibrio de las gotas circulares resultantes.

La Figuras 7.5 y 7.6 muestran la evolución temporal de la enerǵıa cinética y de la
enerǵıa interna, respectivamente. Durante el proceso de circularización por los efectos
de tensión superficial las gotas experimentan un aumento de enerǵıa cinética con picos
que corresponden al momento en que las gotas han adquirido una forma completamente
circular. Luego la enerǵıa cinética decae rápiamente debido a la disipación viscosa
hasta alcanzar asintóticamente el ĺımite EK → 0. Cuando la enerǵıa cinética se hace
despreciable y la enerǵıa interna alcanza un valor constante los valores de densidad
y temperatura promedio oscilan alrededor de la curva binodal hasta posicionarse
sobre ella como se puede observar en el recuadro inferior de la Figura 7.7 donde se
muestra la trayectoria seguida por cada modelo en el diagrama de fase. La Figura 7.8
muestra el cambio de entroṕıa, ∆S, en el tiempo para los tres modelos del Cuadro 7.3.
Durante el proceso de circularización por los efectos de tensión superficial el cambio de
entroṕıa aumenta hasta alcanzar un máximo. Como se puede observar del gráfico, el
movimiento que lleva a la circularización de la gota es menos caótico en gotas de mayor
densidad, lo que implica picos menores en el valor de ∆S. Luego de la circularización, el
cambio de entroṕıa decrece progresivamente debido a los efectos de disipación tendiendo
asintóticamente a cero hasta el punto de equilibrio. Esto demuestra que en ningún
momento se viola la segunda ley de la termodinámica.

Las gotas cuadradas que comenzaron con una densidad inicial ρ0 = 1,777 . . . se
convirtieron en gotas circulares en equilibrio con una temperatura media de ≈ 1,5T0,
mientras las gotas que comenzaron con una menor densidad, es decir, ρ0 = 1,5 y 1.2,
resultaron en gotas más calientes con temperaturas subcŕıticas de ≈ 2,5T0 y ≈ 3,6T0,
respectivamente. En el recuadro superior de la Figura 7.7 se muestra la evolución
temporal de la temperatura media hasta el punto de equilibrio sobre la curva binodal.
El aumento inicial de la temperatura se encuentra asociado con un incremento en la
enerǵıa interna a medida que la enerǵıa cinética se disipa, convirtiéndose en calor.
La imágenes en la Figura 7.9 muestran las gotas circulares en equilibrio para los tres
modelos. Las imágenes corresponden a la densidad renderizada usando la herramienta
de visualización ParaView Render Demo de DualSPHysics. Como era de esperarse las
gotas inicialmente menos densas resultaron con radios mayores (véase el Cuadro 7.3).

Las condiciones iniciales para las simulaciones de evaporación de gotas se construyen
exponiendo cada uno de los modelos de equilibrio del Cuadro 7.3 a un calentamiento
uniforme donde la temperatura de las part́ıculas se incrementa de manera instantánea.
Esto es equivalente a colocar la gota en un baño térmico. Al calentarse repentinamente
el sistema experimenta una transición instantánea a un estado fuera del equilibrio.
Dado que al momento del calentamiento no todas las part́ıculas que conforman la
gota se encuentran exactamente a la misma temperatura, es necesario que al aplicar
el calentamiento se calcule el incremento de temperatura para cada part́ıcula, ∆Ta =
T0−Ta, donde Ta es la temperatura inicial en equilibrio asociada con la part́ıcula a y T0

se refiere ahora a la temperatura uniforme de calentamiento. De esta manera después
del calentamiento todas las part́ıculas tendrán la misma temperatura

Ta → Ta +∆Ta. (7.4)

La Figura 7.10 muestra el estado inicial de los modelos en el diagrama de fase T -ρ para
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Figura 7.5: Evolución temporal de la enerǵıa cinética para los tres modelos del Cuadro
7.3. En los tres casos la enerǵıa cinética disminuye a medida que se disipa tendiendo a
cero cuando la gota alcanza su estado de equilibrio.
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Figura 7.6: Evolución temporal de la enerǵıa interna para los tres modelos del Cuadro
7.3. En los tres casos la enerǵıa interna tiende asintóticamente a un valor negativo
cuando la gota circular alcanza su estado de equilibrio.
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Figura 7.7: Evolución de la temperatura (recuadro superior) y trayectorias en el
diagrama temperatura-densidad para los tres modelos de gotas del Cuadro 7.3
(recuadro inferior).
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Figura 7.8: Cambio de entroṕıa como función del tiempo para los tres modelos del
Cuadro 7.3.
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Figura 7.9: Imagen renderizada de las tres gotas en equilibrio termo-mecánico que se
usarán como condiciones iniciales para las simulaciones de la evaporación de gotas por
calentamiento. (a) Gota correspondiente al Modelo 1, (b) al Modelo 2 y (c) al Modelo
3 del Cuadro 7.3.
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Figura 7.10: Diagrama de fase que muestra la curva binodal (ĺınea sólida) y la
curva espinodal (ĺınea segmentada) para este fluido de van der Waals. Los śımbolos
negros denotan las posiciones de equilibrio sobre la binodal de las gotas que se
muestran en la Figura 7.7. Los śımbolos a la derecha sobre la binodal representan las
condiciones iniciales de las gotas al momento del calentamiento. Los triángulos blancos
corresponden al Modelo 1, los cuadrados blancos al Modelo 2 y los ćırculos blancos al
Modelo 3 para diferentes temperaturas de calentamiento en el intervalo 0,8 ≤ T0 ≤ 3,6.
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un fluido de van der Waals. Los śımbolos muestran las temperaturas de calentamiento,
T0, y las densidades iniciales, ρ0, en el diagrama de fase. Los tres modelos del Cuadro 7.3
definen tres secuencias de modelos para temperaturas de calentamiento en el intervalo
0,8 ≤ T0 ≤ 3,6. Como se puede apreciar del Cuadro 7.3, la densidad inicial para cada
una de estas secuencias se obtuvo manteniendo la masa de las part́ıculas igual a m =
0,09 y variando la distancia inicial entre part́ıculas. El área en la Figura 7.10 por debajo
de la curva espinodal (ĺınea segmentada) corresponde a una región mecánicamente
inestable, donde (∂p/∂ρ)T < 0 y el fluido se separa espontáneamente en dos fases debido
a la descomposición espinodal. La región entre las curvas espinodal y binodal (ĺınea
sólida) corresponde a una región metaestable, es decir, mecánicamente estable pero
termodinámicamente inestable. Como se describió en el Caṕıtulo 5, la curva binodal se
encuentra determinada por la condición de que la enerǵıa libre de Gibbs es la misma
para ambas fases. Por debajo de esta ĺınea T < Tcr y las isotermas de la ecuación de
vdW se deforman con la presión, alcanzando un mı́nimo y luego un máximo (bucle
de vdW) al aumentar el volumen espećıfico. Estos dos extremos caen sobre la curva
espinodal y la intersección de una de estas isotermas con la curva binodal a través
del bucle define una ĺınea horizontal tal que las áreas encerradas por esta ĺınea y
las presiones espinodales son exactamente iguales (construcción de Maxwell, véase la
Figura 5.3). La ĺınea horizontal fija la presión de coexistencia y sus intersecciones
con la curva binodal corresponden a estados de mı́nima enerǵıa libre y definen aśı los
volúmenes de equilibrio para la coexistencia ĺıquido-vapor a diferentes temperaturas.

7.5. Evaporación de gotas

Las tres gotas en equilibrio termo-mecánico que se muestran en la Figura 7.9
fueron usadas en este trabajo como condiciones iniciales para estudiar los detalles
de la separación de fases cuando las gotas son sometidas a un calentamiento uniforme
para valores de temperatura en el intervalo 0,8 ≤ T0 ≤ 3,6, como se puede apreciar
de la Figura 7.10. Se estudia la dependencia de los resultados con la densidad del
ĺıquido al aumentar progresivamente la temperatura de calentamiento. En general, al
incrementar la temperatura de calentamiento la enerǵıa térmica de la gota aumenta de
manera progresiva y la separación de fase ĺıquido-vapor se vuelve siempre más intensa,
encontrándose cinco modos de vaporización de acuerdo a la morfoloǵıa observada
durante la evolución de los modelos.

Dependiendo de la cantidad de calor aplicado, las gotas pueden experimentar:
(1) evaporación superficial, en cuyo caso la configuración final, cuando ambas fases
alcanzan el punto de equilibrio sobre la binodal, consiste de una gota de menor tamaño
circundada por una atmósfera de vapor; (2) nucleación transitoria, cuando la gota
desarrolla en su interior una burbuja de vapor la cual se expande momentáneamente
y luego colapsa sobre śı misma hasta desaparecer. En este caso la evolución puede o
no estar acompañada por evaporación superficial; (3) fragmentación lenta de la gota
que ocurre cuando ésta nuclea de nuevo una burbuja de vapor, la cual se expande
hasta romper la capa superficial de ĺıquido propiciando la fragmentación de ésta en un
pequeño número de gotas de menor tamaño. En este caso, los fragmentos permanecen
prácticamente en reposo o se expanden lentamente de manera radial, de alĺı el nombre
de fragmentación lenta; (4) fragmentación violenta o rápida, cuando por un proceso de
nucleación similar al descrito en el punto (3), la expansión de la burbuja ocurre mucho
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más rápidamente, transmitiendo parte de su enerǵıa cinética disponible a los fragmentos
ĺıquidos, los cuales se dispersan radialmente hacia afuera muy rápidamente; y (5)
vaporización explosiva, cuando la gota alcanza o excede el ĺımite de supercalentamiento.
En este caso la burbuja interna crece violentamente conduciendo a una explosión de
la gota y a la expulsión rápida hacia afuera de un gran número de gotas diminutas
acompañadas a su alrededor por pequeñas nubes o parches de vapor.

7.5.1. Evaporación superficial

La evaporación de las capas superficiales de una gota representa posiblemente el
proceso de descomposición espinodal más simple, en el cual las moléculas ĺıquidas en la
superficie de la gota se desprenden de esta convirtiéndose en part́ıculas de vapor. Como
se mencionó anteriormente, que la evaporación de la gota ocurra o no, no depende solo
de la temperatura, sino también de la densidad del ĺıquido. Es importante subrayar
aqúı que, en todos los trabajos precedentes [24, 115], las simulaciones part́ıan de una
configuración de gota cuadrada. En esos casos la configuración inicial se encontraba ya
en un estado fuera del equilibrio. Por el contrario, en el presente trabajo las condiciones
iniciales corresponden a gotas en equilibrio que dejan de estarlo al aplicársele un
calentamiento, lo que conlleva no solo a una situación más real, sino que también
permite cuantificar mejor los efectos del calentamiento mismo sobre configuraciones
inicialmente en equilibrio. Por otro lado, como se observa en la Figura 7.10, en este
trabajo consideraremos solo calentamientos con temperaturas superiores a T0 = 0,8,
cuyos valores se posicionan hacia la región ĺıquida y por encima de la curva binodal. Es
importante mencionar que durante el proceso de evaporación superficial una parte del
vapor se separa de la gota y se aleja radialmente de ésta, mientras otra parte permanece
alrededor de la gota conectada mediante una interface difusa.

Evidentemente la respuesta de una gota ĺıquida al calentamiento instantáneo y
uniforme depende de la densidad del ĺıquido que compone la gota, de su temperatura
media y de la temperatura de calentamiento a la cual es sometida. Por ejemplo, la
gota ĺıquida con densidad ρ ≈ 1,4977 y temperatura T ≈ 0,7324, correspondiente
al Modelo 3 del Cuadro 7.3, evolucionó calentándose sin experimentar evaporación
superficial cuando se le sometió a temperaturas de calentamiento entre T0 = 0,8 y 0.9.
Lo mismo ocurrió para calentamientos en el rango de temperaturas 0,8 ≤ T0 ≲ 1,2
cuando ρ ≈ 1,6805 y T ≈ 0,5248 (Modelo 2) y 0,8 ≤ T0 ≲ 1,4 cuando ρ ≈ 1,833 y T ≈
0,2967 (Modelo 1). Estos modelos evolucionaron hasta alcanzar un punto de equilibrio
en la binodal sin producir vapor. Los resultados indican que mayor es la densidad
de la gota, más alta será la temperatura de calentamiento necesaria para iniciar la
evaporación de las capas superficiales de la misma. Esto es cierto aún cuando a mayor
densidad las gotas en equilibrio se forman con temperaturas subcŕıticas menores (veáse
el Cuadro 7.3). En efecto, se observó evaporación superficial en gotas con ρ ≈ 1,4977
en el rango de temperaturas 1,0 ≲ T0 ≲ 1,4, mientras que al aumentar la densidad
a ρ ≈ 1,6805 y ≈ 1,833 se observó evaporación superficial para temperaturas en los
intervalos 1,3 ≲ T0 ≲ 1,5 y 1,5 ≲ T0 ≲ 1,8, respectivamente. En todos los casos las gotas
alcanzaron equilibrio termo-mecánico con una atmósfera de vapor a su alrededor que
permaneció conectada con la fase ĺıquida mediante una interface difusa. En ningún caso
se observaron parches de vapor despegándose de la superficie de la gota y expandiéndose
radialmente hacia afuera.

La Figura 7.11 muestra las configuraciones finales de gotas en equilibrio con su

72



Figura 7.11: Gotas en equilibrio con su atmósfera de vapor a un tiempo t = 3000 en
unidades reducidas durante la evolución del modelo 1 (ρ ≈ 1,833, T ≈ 0,2967; paneles
superiores), del modelo 2 (ρ ≈ 1,6805, T ≈ 0,5248; paneles intermedios y del modelo
3 (ρ ≈ 1,4977, T ≈ 0,7324; paneles inferiores) para calentamientos con temperaturas
T0 = 1,8, 1,4 y 1,2, respectivamente. Los paneles a la izquierda corresponden a la
densidad renderizada, mientras los paneles a la derecha muestran la distribución de
temperatura. Las barras de colores a la izquierda de cada recuadro indican los contrastes
de densidad y temperatura. Todos los números están en unidades reducidas.
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Figura 7.12: Diagrama de fase que muestra las densidades y temperaturas en equilibrio
para todos los modelos que experimentaron evaporación superficial y nucleación
homogénea transitoria sin fragmentar. Los śımbolos sobre la curva binodal son los
mismos usados en la Figura 7.10 para indicar las condiciones iniciales de calentamiento.
La ĺınea sólida corresponde a la curva binodal, mientras la ĺınea segmentada dibuja la
curva espinodal para este fluido de vdW.

atmósfera de vapor para los modelos 1 (ρ ≈ 1,833, T ≈ 0,2967), 2 (ρ ≈ 1,6805,
T ≈ 0,5248) y 3 (ρ ≈ 1,4977, T ≈ 0,7324) correspondientes a temperaturas de
calentamiento T0 = 1,8, 1.4 y 1.2, respectivamente. La columna de la izquierda
corresponde a la densidad renderizada y la columna de la derecha corresponde a la
temperatura renderizada. Las barras de colores a la derecha de cada gráfico indica los
contrastes de densidad y temperatura para cada modelo. Las simulaciones se siguieron
hasta un punto en el cual tanto la fase ĺıquida como la fase de vapor se encuentran
coexistiendo en equilibrio, es decir, hasta cuando los valores de densidad y temperatura
del ĺıquido y del vapor se posicionan sobre la binodal como se muestra en la Figura 7.12.
Es preciso mencionar en este espacio que cuando la gota correspondiente al Modelo 3
es sometida a temperaturas de calentamiento en el intervalo 1,5 ≲ T0 ≲ 1,8, ésta
evoluciona a un estado de equilibrio evaporando el ĺıquido en su capas más externas
luego de haber experimentado inicialmente la formación de una burbuja transitoria en
su interior. Sin embargo, dado que la burbuja crece y se contrae sobre śı misma muy
rápidamente, es decir, en una escala de tiempo despreciable con respecto al tiempo
necesario para llegar al equilibrio, se prefirió en estos casos ignorar el proceso de
nucleación y clasificar estos modelos como si hubiesen experimentado solo evaporación
superficial.

Los perfiles radiales de densidad, presión y temperatura para las configuraciones en
equilibrio de la Figura 7.11 se muestran en la Figura 7.13. Los perfiles representan
variaciones promedio de dichas cantidades a través del sistema ĺıquido-vapor. Por
ejemplo, en cada uno de estos casos los perfiles radiales se obtuvieron dividiendo al
sistema en cascarones concéntricos delgados alrededor de su centro de masa. De esta
manera el valor de densidad, presión y temperatura a una distancia r del centro de masa
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Figura 7.13: Perfiles radiales de densidad, presión y temperatura para los modelos de
equilibrio de la Figura 7.11. Los recuadros superiores corresponden al modelo 1, los
intermedios al modelo 2 y los inferiores al modelo 3. La ĺınea vertical en los gráficos
de densidad marcan la posición del radio equimolar de acuerdo con la expresión (7.5).
Todos los números están en unidades reducidas.
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se obtiene promediando dichos valores sobre todas las part́ıculas que caen dentro del
cascarón centrado en el radio r. La ĺınea vertical en los gráficos de densidad muestran
la posición del radio de la superficie equimolar, R, que separa el ĺıquido del vapor, el
cual en dos dimensiones está definido por la relación

R2 = − 1

ρl − ρv

ˆ ∞

0

r2
dρ

dr
dr, (7.5)

donde dρ/dr es la variación radial de la densidad a través de la interface, es decir, a lo
largo de la zona de transición ĺıquido-vapor.

Viniendo de la fase ĺıquida, el ĺıquido se sobrecalienta a través de la interface y la
presión toma valores negativos con respecto a la presión de coexistencia (que yendo de
una fase a la otra define la ĺınea de unión de Maxwell). El sobrecalentamiento es seguido
por una región de subenfriamiento antes de penetrar en la fase gaseosa. Esto define
dos extremos, donde el primer extremo viniendo de la fase ĺıquida corresponde a un
ĺımite de estabilidad para el estado ĺıquido, donde el ĺıquido se calienta sin evaporarse,
mientras que el otro extremo corresponde a un ĺımite de estabilidad para el vapor,
donde el vapor se enfŕıa sin condensarse. A cada lado de la interface, la temperatura de
la gota ĺıquida es aproximadamente igual a la temperatura de la atmósfera de vapor,
indicando que tanto la gota como la atmósfera de vapor se encuentran en equilibrio
térmico. En los gráficos de temperatura de la Figura 7.13 se muestra que tanto el
ĺıquido como el vapor se encuentran en equilibrio térmico, mientras que la temperatura
promedio a través del volumen de la interface también corresponde a la temperatura de
equilibrio. La forma de la variación de la presión a través de la interface ĺıquido-vapor
es t́ıpica de lo que se conoce como bucle o ciclo de vdW.

7.5.2. Nucleación homogénea transitoria

Cuando las gotas en equilibrio se someten a temperaturas en los intervalos 1,7 ≲
T0 ≲ 2,0 (ρ0 ≈ 1,833, triangulos en la Figura 7.10), 1,5 ≲ T0 ≲ 1,8 (ρ0 ≈ 1,6805,
cuadrados en la Figura 7.10) y 1,5 ≲ T0 ≲ 1,9 (ρ0 ≈ 1,4977, ćırculos en la Figura 7.10),
las gotas experimentan evaporación espontánea por nucleación homogénea mediante
la formación de una burbuja de vapor en su interior. Debido a que el calentamiento
externo se aplica de manera uniforme, en todos los casos la burbuja es circular y se
forma alrededor del centro geométrico de la gota. En experimentos de gotas inmersas
en una columna de ĺıquido caliente e immiscible con un gradiente de temperatura en
la dirección de ascenso de la gota se observó que las gotas nucleaban en los bordes y
no de manera simétrica debido a que en este caso el calentamiento ocurŕıa de manera
no uniforme [28, 30]. Sin embargo, en condiciones de microgravedad y bajo los efectos
de un calentamiento uniforme, se espera que la gota experimente la formación de una
burbuja en su interior y no cerca de su superficie como ocurre cuando el calentamiento es
aplicado no uniformemente. Esto se ha podido confirmar parcialmente por experimentos
más recientes donde se observó que una solución electroĺıtica calentada por efecto
Joule en un nanoporo de estado sólido, alcanzaba temperaturas suficientemente altas
para producir la formación de una burbuja en el centro del poro [117]. El proceso de
nucleación ocurre cuando la gota es llevada fuera del equilibrio en la región metaestable
del digrama de fases entre la curva binodal y la curva espinodal, como se muestra en la
Figura 7.10. En esa región el sistema es inestable desde el punto de vista termodinámico
con respecto a fluctuaciones de amplitud finita. En el caso de los modelos en la Figura
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Figura 7.14: Densidad (primera y tercera fila de recuadros) y temperatura (segunda
y cuarta fila de recuadros) a tiempos discretos durante la evaporación de una gota
con densidad y temperatura iniciales ρ ≈ 1,4977 y T ≈ 0,7324 (Modelo 3) cuando
es sometida a calentamiento uniforme con una temperatura T0 = 1,6. Las barras de
colores en el lado derecho indican los contrastes de densidad y temperatura en unidades
reducidas. El tiempo t = 3000 corresponde a un tiempo suficientemente largo para
cuando la gota ha ya alcanzado equilibrio termo-mecánico con su atmósfera de vapor.
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Figura 7.15: Densidad (primera y tercera fila de recuadros) y temperatura (segunda
y cuarta fila de recuadros) a tiempos discretos durante la evaporación de una gota
con densidad y temperatura iniciales ρ ≈ 1,6805 y T ≈ 0,5248 (Modelo 2) cuando
es sometida a calentamiento uniforme con una temperatura T0 = 1,6. Las barras de
colores en el lado derecho indican los contrastes de densidad y temperatura en unidades
reducidas. El tiempo t = 3000 corresponde a un tiempo suficientemente largo para
cuando la gota ha ya alcanzado equilibrio termo-mecánico con su atmósfera de vapor.
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Figura 7.16: Densidad (primera y tercera fila de recuadros) y temperatura (segunda
y cuarta fila de recuadros) a tiempos discretos durante la evaporación de una gota
con densidad y temperatura iniciales ρ ≈ 1,833 y T ≈ 0,2967 (Modelo 1) cuando
es sometida a calentamiento uniforme con una temperatura T0 = 2,0. Las barras de
colores en el lado derecho indican los contrastes de densidad y temperatura en unidades
reducidas. El tiempo t = 3000 corresponde a un tiempo suficientemente largo para
cuando la gota ha ya alcanzado equilibrio termo-mecánico con su atmósfera de vapor.
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7.10, el calentamiento aplicado en los rangos de temperatura mencionados arriba provee
al sistema de suficiente enerǵıa térmica para promover colisiones entre las moléculas
ĺıquidas y formar eventualmente un pequeño espacio de vapor en el centro de la gota.
Este pequeño espacio de vapor crece tomando la forma de una burbuja, la cual se
expande radialmente por un tiempo corto hasta alcanzar un radio máximo, después
del cual la burbuja colapsa sobre śı misma hasta desaparecer por completo. Durante
el proceso de crecimiento de la burbuja interna la gota experimenta simultáneamente
evaporación superficial.

La Figura 7.14 muestra la densidad y temperatura a diferentes tiempos durante la
evolución de una gota en equilibrio con densidad ρ ≈ 1,4977 (Modelo 3), la cual es
sometida a un calentamiento repentino con temperatura T0 = 1,6. Los recuadros en
la primera y tercera fila muestran la densidad, mientras los recuadros en la segunda
y cuarta fila muestran la temperatura. Es evidente de los gráficos que muestran la
distribución de temperatura que para tiempos t ≥ 100 tanto el ĺıquido como el vapor
se encuentran ya en equilibrio térmico. Cuando se le aplica el calentamineto con
temperatura T0 = 1,6, la gota es llevada a la región metaestable del diagrama de
fase, experimentando la formación de una burbuja de vapor en su interior, la cual se
expande rápidamente hasta alcanzar un radio máximo en t = 100 para luego colapsar
sobre śı misma y desaparecer por completo. Al mismo tiempo la gota experimenta
evaporación de sus capas superficiales hasta alcanzar un estado de equilibrio con su
atmósfera de vapor sobre la curva binodal.

Las Figuras 7.15 y 7.16 muestran una evolución similar a la de la Figura 7.14
para los casos de una gota con valores iniciales de densidad ρ ≈ 1,6805 (Modelo 2) y
ρ ≈ 1,833 (Modelo 1) luego de ser calentadas uniformemente con temperaturas T0 = 1,6
y 2.0, respectivamente. En el caso de la Figura 7.15 la expansión y contracción de la
burbuja es algo más lenta que en el caso anterior y la evaporación superficial es menos
prominente. Al aumentar la densidad de la gota inicialmente en equilibrio, el proceso
de expansión y contracción de la burbuja ocurre aún más lentamente. Solo cuando la
burbuja ha colapsado completamente sobre śı misma se puede observar que la gota
comienza a experimentar evaporación en su superficie, si bien a una tasa muy inferior
a los dos casos precedentes como se puede observar de la Figura 7.16. En particular,
la evaporación superficial de la gota en la Figura 7.16 es muy escasa debido a su
mayor densidad aún cuando fue sometida a un calentamiento con una temperatura
más alta. De esta manera a igualdad de temperaturas de calentamiento, las gotas más
densas experimentan nucleación homogénea con la burbuja interna expandiéndose y
colapsando sobre śı misma en una escala de tiempo mayor y evaporación superficial
a una tasa menor. Todos los modelos de gotas que experimentaron un proceso de
nucleación transitoria evolucionaron hacia un estado de equilibrio termo-mecánico,
como se muestra en la Figura 7.12.

7.5.3. Presión de vapor

A medida que la temperatura aumenta, habrá siempre un mayor número de
moléculas que adquieren suficiente enerǵıa para vencer las fuerzas de atracción
molecular en el ĺıquido y migrar a la fase de vapor, contribuyendo aśı al aumento
de la presión de vapor. El calor latente (o entalṕıa) de vaporización, ∆Hvap, provee una
medida de la intensidad de las fuerzas intermoleculares en el ĺıquido ya que representa
la enerǵıa necesaria para transformar una cierta cantidad de ĺıquido en vapor sin que
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haya un cambio de temperatura. De esta manera, valores grandes de ∆Hvap indican
fuerzas atractivas grandes entre las moléculas del ĺıquido. La relación matemática entre
la presión de vapor y la temperatura está dada por la ecuación de Clausius-Clapeyron

pv = A exp

(
−∆Hvap

k̄T

)
, (7.6)

donde A es una constante experimental relacionada con el punto de ebullición normal.
Tomando el logaritmo natural en ambos miembros de la Ec. (7.7) se obtiene la expresión

ln pv = −∆Hvap

k̄T
+ C, (7.7)

que representa la ecuación de una recta con pendiente igual a −∆Hvap/k̄. La pendiente
de esta recta está determinada por la razón entre el calor latente liberado en la
transición de fase ĺıquido-vapor y la discontinuidad entre los volúmenes ocupados por
ambas fases. Por otro lado, dado que la entroṕıa, expresada como la primera derivada
del potencial de Helmholtz con respecto a la temperatura, y el volumen, expresado
como la primera derivada de la enerǵıa libre de Gibbs con respecto a la presión, son
ambos discontinuos a través de la recta, la ecuación de Clausius-Clapeyron se aplica
solo a transiciones de fase de primer orden.

La Figura 7.17 muestra la dependencia del logaritmo natural de la presión, ln pv,
con el inverso de la temperatura, 1/T , para todos los modelos que experimentaron
evaporación superficial y nucleación homogénea en mayor o menor medida. La ĺınea
sólida en la gráfica representa el mejor ajuste de la Ec. (7.7) con los datos representados.
Esta recta posee una pendiente ∆Hvap/k̄ ≈ 3,14. En este caso para representar la
pendiente se han omitido los datos correspondientes a los modelos que evolucionaron a
partir de condiciones iniciales cercanas a la zona ĺıquida del diagrama de fases, formando
aśı gotas estables sin evaporar. Estos datos divergen de la recta en la figura y presentan,
además, cierta dispersión. La ĺınea recta en la Figura (7.17) obedece a la relación

pv ∝ exp

(
−3,14

T

)
, (7.8)

y reproduce con muy buena aproximación la Ec. (7.7) para estos valores moderados de
la presión de vapor.

A medida que T/Tcr → 1, la discontinuidad de las primeras derivadas del protencial
de Helmholtz con respecto a la temperatura y de la enerǵıa libre de Gibbs con respecto a
la presión disminuye y de esta manera la entroṕıa del ĺıquido tiende a igualar la entroṕıa
del vapor. En otras palabras, cuando T/Tcr = 1 la fase ĺıquida no puede distinguirse
de la fase gaseosa y tanto el volumen molar como las capacidades caloŕıficas a volumen
constante toman el mismo valor para ambas fases. De este modo en el punto cŕıtico
tendremos transiciones de fase de segundo orden y cuando T/Tcr → 1 se cumple que
[118]

∆Hvap

T
∝

(
1− T

Tcr

)1/2

, (7.9)

es decir, la entalṕıa de vaporización es directamente proporcional a la temperatura. De
esta relación es evidente que cuando T/Tcr → 1 la entalṕıa de vaporización tiende a
cero, mientras que cuando T/Tcr → 0, esta se vuelve independiente de la temperatura
y tiende al valor ĺımite ∆Hvap = ā/b̄ [118], donde ā y b̄ son los parámetros de vdW en

81



1/T
1.2 1.22 1.24 1.26 1.28 1.3 1.32 1.34

ln
 

p V

-3.8

-3.75

-3.7

-3.65

-3.6

-3.55

-3.5

-3.45

-3.4

-3.35

Figura 7.17: Logaritmo natural de la presión de vapor como función del inverso
de la temperatura para los modelos que experimentaron evaporación superficial y
nucleación homogénea en mayor o menor medida. La ĺınea sólida ajusta los datos
numéricos (śımbolos) a la ecuación de Clausius-Clapeyron (7.7). La pendiente de la
recta −∆Hvap/k̄ ≈ −3,14 define la entalṕıa de vaporización en unidades reducidas
para este fluido de vdW.

la Ec. (5.3). Dado que para los modelos en este trabajo ā = 2 y b̄ = 0,5, se tiene que
este ĺımite corresponde a ∆Hvap = 4. Este ĺımite difiere del valor de la pendiente de la
ĺınea recta en la Figura 7.17 en ≈ 11%. Sin embargo, el ĺımite cuando T/Tcr → 0 es de
interés solo desde el punto de vista teórico ya que ninguna sustancia real experimenta
transiciones de fase ĺıquido-vapor a temperaturas T → 0 y el ĺımite T → 0 para
una sustancia real debeŕıa en principio solo aplicarse en el intervalo de temperaturas
Ttp < T ≪ Tcr, donde Ttp es la temperatura del punto triple de la sustancia.

7.5.4. Fragmentación lenta

Cuando una gota se somete a una temperatura suficiente para alcanzar el ĺımite de
supercalentamiento, las fuerzas de presión interna de la burbuja exceden la presión
externa ejercida por la capa ĺıquida que encierra a la burbuja. En estos casos,
al formarse la burbuja interna, su rápida expansión es gobernada por los efectos
inerciales producidos por la alta presión de vapor. En general, a temperaturas de
supercalentamiento la tensión superficial disminuye al punto que no es más efectiva
para detener el crecimiento de la burbuja. A medida que la burbuja se expande,
la evaporación procede rápidamente dando lugar a una inestabilidad dinámica que
estimula el crecimiento de una perturbación superficial en la forma de una inestabilidad
de Rayleigh-Taylor [119]. En esta fase avanzada de la evolución la transferencia de calor
desde la capa ĺıquida externa, que se encuentra más caliente, al vapor en expansión,
que a su vez se encuentra menos caliente, puede también contribuir a la inestabilidad
de Rayleigh-Taylor. De esta manera la evolución hidrodinámica de la nucleación está
completamente determinada por la expansión rápida de la burbuja interna y por la
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inestabilidad interfacial, dando origen a una reducción progresiva de la capa ĺıquida
externa hasta producir la fragmentación de ésta.

Es bien sabido que la enerǵıa liberada cuando un ĺıquido supercalentado se evapora
puede dar origen a una vaporización explosiva si una fracción importante de esta enerǵıa
aparece en forma de una onda de detonación térmica, o si, por el contrario, la burbuja
se expande tan rápidamente que el ĺıquido alrededor no tiene tiempo de responder
acústicamente [120]. Sin embargo, para gotas suficientemente densas, como es el caso
de los modelos con ρ0 ≈ 1,833 y valores de T0 en el rango entre 2.2 y 3.0, la enerǵıa
térmica liberada no es suficiente para crear un frente detonante y la expansión de la
burbuja no es tan rápida pero suficiente para fragmentar la capa ĺıquida alrededor de la
burbuja. En este caso, la gota se fragmenta en dos, o más gotas secundarias las cuales
o bien permanecen estáticas en el sitio en las que se produjeron, o se expanden muy
lentamente. De aqúı que nos refiramos a este tipo de fragmenación como fragmentación
lenta. La fragmentación lenta se distingue de la fragmentación rápida en cuanto la
mayor parte de la enerǵıa disponible se invierte en la ruptura de la capa ĺıquida y solo
una pequeña parte en enerǵıa cinética de movimiento de las gotas secundarias.

Cuando las gotas en equilibrio con densidad ρ ≈ 1,4977 y temperatura T ≈
0,7324 son sometidas a calentamiento uniforme con temperaturas en el intervalo
2,0 ≲ T0 ≲ 2,5, estas experimentan al inicio un proceso de nucleación homogénea con
desprendimiento de su superficie de pequeños parches de vapor, los cuales se expanden
rápidamente de manera radial hacia afuera. A medida que la presión interna excede a la
presión externa ejercida por el ĺıquido la burbuja continúa expandiéndose, mientras que
la evaporación en la interface ĺıquido-vapor procede rápidamente dando origen a una
inestabilidad dinámica que tiende a distorsionarla, estimulando aśı la amplificación
de una perturbación interfacial en la forma de una inestabilidad de Rayleigh-Taylor
[119], como se puede apreciar de la Figura 7.18 para el caso de la evolución de una de
estas gotas sometida a un calentamiento con T0 = 2,4. En estas etapas finales de la
expansión de la burbuja la transferencia de calor entre el cascarón ĺıquido más caliente y
el vapor en expansión más fŕıo contribuyen a la amplificación de la inestabilidad. Como
consecuencia de esto, el cascarón ĺıquido se vuelve siempre más delgado de manera
no uniforme hasta que se fragmenta en un número de pequeñas gotas. En este caso
particular se puede observar la fragmentación de la capa ĺıquida en 11 fragmentos, los
cuales se expanden lentamente de manera radial.

A medida que la densidad de la gota inicial aumenta más enerǵıa térmica será
necesaria para fragmentarla. Sin embargo, como se muestra en el Cuadro 7.3 mayor
es la densidad de la gota en equilibrio menor es su temperatura por lo que no será
posible establecer un criterio uniforme que nos diga cuánto más calentamiento será
necesario para fragmentar gotas más densas pero con igual temperatura de equilibrio.
Sin embargo, para gotas con ρ ≈ 1,6805 y T ≈ 0,5248 se obtiene fragmentación lenta
para calentamientos con temperaturas en el intervalo 2,0 ≲ T0 ≲ 2,6, mientras que
para gotas aún más densas con valores de equilibrio ρ ≈ 1,833 y T ≈ 0,2967 se observó
fragmentación lenta para temperaturas de calentamiento en el intervalo 2,2 ≲ T0 ≲ 3,0.
En estos casos la evolución dinámica de las gotas procedió de manera muy similar al
ilustrado en la Figura 7.18. Sin embargo, a diferencia del caso anterior, la Figura 7.19
muestra que para una temperatura de calentamiento T0 = 2,2 la gota con ρ ≈ 1,833
y T ≈ 0,2967 se fragmenta en dos gotas, las cuales instantes después coalescen para
formar una sola gota, mientras que al someterla a calentamiento con una temperatura
T0 = 2,4 de manera similar la gota se fragmenta de nuevo en dos gotas las cuales
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Figura 7.18: Densidad (primera y tercera fila de recuadros) y temperatura (segunda
y cuarta fila de recuadros) a tiempos discretos durante la evaporación de una gota
con densidad y temperatura iniciales ρ ≈ 1,4977 y T ≈ 0,7324 (Modelo 3) cuando
es sometida a calentamiento uniforme con una temperatura T0 = 2,4. Las barras de
colores en el lado derecho indican los contrastes de densidad y temperatura en unidades
reducidas. Al tiempo t = 230 las pequeñas gotas se expanden lentamente en equilibrio
termo-mecánico con sus atmósferas de vapor. La escala espacial de los últimos dos
recuadros para t = 230 se ha cambiado para apreciar mejor los fragmentos ĺıquidos en
expansión.
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Figura 7.19: Densidad (primera, tercera y quinta fila de recuadros) y temperatura
(segunda, cuarta y sesta fila de recuadros) a tiempos discretos durante la evaporación
de una gota con densidad y temperatura iniciales ρ ≈ 1,833 y T ≈ 0,2967 (Modelo
1) cuando es sometida a calentamiento uniforme con una temperatura T0 = 2,2. Las
barras de colores en el lado derecho indican los contrastes de densidad y temperatura
en unidades reducidas. Al tiempo t = 840 lo que queda de la capa ĺıquida se divide
en dos fragmentos, los cuales coalescen para formar una gota de menor tamaño que la
inicial antes del calentamiento en equilibrio con su atmósfera de vapor.
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Figura 7.20: Densidad (primera y tercera fila de recuadros) y temperatura (segunda
y cuarta fila de recuadros) a tiempos discretos durante la evaporación de una gota
con densidad y temperatura iniciales ρ ≈ 1,833 y T ≈ 0,2967 (Modelo 1) cuando
es sometida a calentamiento uniforme con una temperatura T0 = 2,4. Las barras
de colores en el lado derecho indican los contrastes de densidad y temperatura en
unidades reducidas. Al tiempo t = 750 lo que queda de la capa ĺıquida se ha dividido
en dos fragmentos, los cuales sobreviven alejándose lentamente en equilibrio con sus
respectivas atmósferas de vapor.
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sobreviven en equilibrio, como se muestra en la Figura 7.20. Es importante mencionar
que en estos dos casos la expansión de la burbuja interna procede mucho más lentamente
que para el caso de la gota a menor densidad de la Figura 7.18, esto sin importar el
valor inicial de la temperatura de la gota.

7.5.5. Fragmentación rápida

En este caso la evolución procede de manera muy similar a como se describió en
la sección anterior para el caso de fragmentación lenta. Sin embargo, a diferencia del
caso anterior la burbuja experimenta una expansión mucho más rápida lo que hace
que solo una fracción de la enerǵıa térmica liberada sea empleada en fragmentar la
capa ĺıquida alrededor y una fracción importante se convierta en enerǵıa cinética de
movimiento de los fragmentos ĺıquidos. Si la expansión de los fragmentos ocurre en
el vaćıo bajo condiciones de microgravedad, estos seguirán dispersándose de manera
continua e indefinida. Sin embargo, si la fragmentación ocurre en otro ĺıquido inmiscible
entonces las fuerzas de arrastre y fricción debeŕıan disipar la enerǵıa cinética y detener
el movimiento de los fragmentos.

Gotas en equilibrio con densidad ρ ≈ 1,4977 y temperatura T ≈ 0,7324 sometidas
a calentamiento con temperaturas en el intervalo 2,6 ≲ T0 ≲ 3,1 experimentan un
proceso de nucleación homogénea y expansión rápida de la burbuja. En estos casos,
como también en los casos de fragmentación lenta, la expansión de la burbuja excede
la capacidad que tiene la capa ĺıquida que la encierra para responder acústicamente
[120]. Un caso t́ıpico de fragmentación rápida se ilustra en la Figura 7.21 donde se
muestra como ejemplo la respuesta al calentamiento súbito con T0 = 2,8 de una
gota con densidad ρ ≈ 1,4977 y temperatura inicial T ≈ 0,7324. En este caso, la
gota nuclea una burbuja interna, la cual se expande rápidamente, y simultáneamente
experimenta evaporación superficial, lanzando pequeños parches de vapor radialmente
hacia afuera. Debido a la expansión rápida de la burbuja, cuya presión excede por
mucho el peso del cascarón ĺıquido, hace que éste se vuelva extremadamente delgado
y se fragmente en 13 gotas muy pequeñas las cuales acompañadas de su atmósfera
de vapor se expanden alejándose rápidamente del sitio del rompimiento del ĺıquido. Al
aumentar la temperatura de calentamiento se producen gotas tan pequeñas que durante
el proceso de expansión algunas de ellas se evaporan desapareciendo por completo.

Fragmentación rápida se observó también en gotas con densidad y temperatura
iniciales ρ ≈ 1,6805 y T ≈ 0,5248 para calentamientos en el intervalo de temperaturas
2,7 ≲ T0 ≲ 3,2, mientras que para gotas con densidad y temperatura iniciales ρ ≈
1,833 y T ≈ 0,2967 se observó fragmentación rápida solo para un rango estrecho de
temperaturas de calentamiento entre ≈ 3,1 y ≈ 3,3.

7.5.6. Vaporización explosiva

En el ĺımite de supercalentamiento la burbuja se expande de manera violenta, es
decir, a una tasa mucho mayor que la velocidad de respuesta del ĺıquido a su alrededor,
dando aśı origen a una ruptura explosiva de la gota. A diferencia de la fragmentación
lenta y rápida, la vaporización explosiva del ĺıquido implica aceleraciones del fluido y
desviaciones del equilibrio termodinámico que son varios órdenes de magnitud mayores
que los implicados en la ebullición y evaporación ordinarias. En general, la vaporización
explosiva difiere de la fragmentación rápida en la magnitud del campo de presión interna
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Figura 7.21: Densidad (primera y tercera fila de recuadros) y temperatura (segunda
y cuarta fila de recuadros) a tiempos discretos durante la evaporación de una gota
con densidad y temperatura iniciales ρ ≈ 1,4977 y T ≈ 0,7324 (Modelo 3) cuando
es sometida a calentamiento uniforme con una temperatura T0 = 2,8. Las barras de
colores en el lado derecho indican los contrastes de densidad y temperatura en unidades
reducidas. Al tiempo t = 110 lo que queda de la capa ĺıquida se ha dividido en 15
fragmentos, de los cuales solo 13 sobreviven al tiempo t = 210 alejándose rápidamente
en equilibrio con sus respectivas atmósferas de vapor.
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Figura 7.22: Densidad (primera y tercera fila de recuadros) y temperatura (segunda
y cuarta fila de recuadros) a tiempos discretos durante la evaporación de una gota
con densidad y temperatura iniciales ρ ≈ 1,4977 y T ≈ 0,7324 (Modelo 3) cuando
es sometida a calentamiento uniforme con una temperatura T0 = 3,4. Las barras de
colores en el lado derecho indican los contrastes de densidad y temperatura en unidades
reducidas.
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Figura 7.23: Densidad (primera y tercera fila de recuadros) y temperatura (segunda
y cuarta fila de recuadros) a tiempos discretos durante la evaporación de una gota
con densidad y temperatura iniciales ρ ≈ 1,833 y T ≈ 0,2967 (Modelo 1) cuando
es sometida a calentamiento uniforme con una temperatura T0 = 3,6. Las barras de
colores en el lado derecho indican los contrastes de densidad y temperatura en unidades
reducidas.
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que actúa como un frente de deflagración que hace que el cascarón ĺıquido alrededor se
vuelva muy delgado antes de fragmentarse en un gran número de pequeñas gotas. En
este caso, como en el caso de la fragmentación, la dinámica del rompimiento del ĺıquido
es gobernada por la inestabilidad de Rayleigh-Taylor. Al momento de la explosión el
material de la gota, mayormente en forma de vapor, se expande rápidamente alejándose
del sitio de la explosión. Durante este proceso solo una pequeña fracción del material
de la gota se encuentra aún en fase ĺıquida conformada por gotas tan pequeñas que
muchas de ellas terminan evaporándose durante la expansión.

Gotas en equilibrio con densidad y temperatura iniciales ρ ≈ 1,4977 y T ≈ 0,7324
experimentaron vaporización explosiva para temperaturas de calentamiento T0 > 3,1.
En particular, la Figura 7.22 muestra la vaporización explosiva de una de estas gotas
cuando es expuesta a un calentamiento uniforme con T0 = 3,4. Durante las primeras
etapas de la evolución la gota nuclea una burbuja interna que crece rápidamente
y simultáneamente a esto ocurre un proceso de evaporación superficial donde una
infinidad de pequeños parches de vapor se desprenden radialmente alejándose de la
gota a gran velocidad. La deflagración de la capa interna de ĺıquido procede tan
rápidamente que el ĺıquido alrededor toma la forma de un cascarón muy delgado, el cual
se fragmenta en 23 pequeñas gotas, algunas de las cuales se evaporan desapareciendo
por completo. La vaporización explosiva también se observó en gotas inicialmente
con densidad ρ ≈ 1,6805 y temperatura T ≈ 0,5248 cuando fueron sometidas a
calentamientos con temperaturas T0 > 3,2, mientras que gotas inicialmente con
ρ ≈ 1,833 y T ≈ 0,2967 experimentaron vaporización explosiva para calentamientos con
T0 > 3,3. A temperaturas de supercalentamiento todas las gotas indiferentemente de la
densidad y temperatura iniciales experimentaron una evolución similar a la mostrada
en la Figura 7.22. Por ejemplo, la Figura 7.23 muestra la evolución de una gota con
densidad ≈ 1,833 y temperatura ≈ 0,2967 cuando es sometida a una temperatura
de calentamiento T0 = 3,6. En este caso, el cascarón ĺıquido se fragmenta en al
menos 22 pequeñas gotas visibles y una infinidad de gotas diminutas las cuales se
evaporan durante la expansión radial. Algunas de las gotas más grandes coalescen y
otras experimentan evaporación superficial mientras se alejan radialmente del sitio de
la explosión.

7.5.7. Ĺımite de supercalentamiento

El ĺımite de supercalentamiento de un ĺıquido es la máxima temperatura a partir
de la cual el ĺıquido evapora rápidamente. Se dice en general que un ĺıquido está
supercalentado si existe a una temperatura mayor que su temperatura de saturación
o, equivalentemente, si existe a una presión por debajo de su presión de saturación
local [121]. En particular, un ĺıquido supercalentado se encuentra en un estado
metaestable el cual bajo el efecto de ciertas perturbaciones posee el potencial de causar
explosiones termohidráulicas severas [28, 121]. Si bien el fenómeno asociado con el
supercalentamiento de ĺıquidos ha impulsado el desarrollo de varias tecnoloǵıas útiles y
podŕıa representar un punto de fuerza en el perfeccionamiento del diseño y aplicación de
las micro-máquinas térmicas, por otro lado, ha sido la causa más común de accidentes
destructivos en muchos procesos industriales [122].

El ĺımite teórico de supercalentamiento para un fluido de vdW a presión p = 0 está
dado por [123]

Ts =
27

32
Tcr. (7.10)
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Dado que Tcr = 32/27, la relación (7.10) implica que el ĺımite de supercalentamiento
para un fluido de vdW con los parámetros especificados en la Sección 7.1 está dado por
Ts = 1. Esta temperatura es ≈ 0,84Tcr. Se ha encontrado que este valor se encuentra
razonablemente en acuerdo con medidas experimentales de gotas de agua bajo tensión
hidrostática que dan un valor de Ts =

√
27/32Tcr ≈ 0,92Tcr, que es alrededor del 9%

mayor que el valor teórico [124]. Una posible explicación de la discrepancia es que el
estado termodinámico del agua difiere de una ecuación de estado de vdW. Sin embargo,
un buen número de ĺıquidos tiene ĺımites de supercalentamiento cercanos a 27Tcr/32
[124]. Por otro lado, para la mayoŕıa de los ĺıquidos orgánicos el ĺımite termodinámico
de calentamiento obedece a la relación emṕırica [125]

Ts =

[
0,11

(
p

pcr

)
+ 0,89

]
Tcr, (7.11)

donde pcr es la presión cŕıtica. Para una presión ambiente nula, es decir, p = 0, la
relación (7.11) se reduce a Ts = 0,89Tcr, que difiere del valor teórico en ≈ 5%. Otra
relación emṕırica que se ha propuesto para determinar el ĺımite de supercalentamiento
está dada por [126]

Ts = Tsat + 0,82206Tcr − 0,89485Tsat, (7.12)

donde Tsat es la temperatura de saturación del ĺıquido correspondiente a presión
atmosférica. Sin embargo, al igual que las relaciones (7.10) y (7.11), esta última relación
da solo un estimado del ĺımite de supercalentamiento. Más recientemente, un ajuste
cuadrático del ĺımite de supercalentamiento a presión atmosférica para varias sustancias
qúımicas de interés industrial, usando la ecuación de estado de vdW, está dado por la
expresión polinomial [121]

Ts = 0,8449 + 0,11344p̃+ 0,039695p̃2, (7.13)

donde p̃ es la presion reducida dada por la Ecuación (5.21).
Para determinar el ĺımite de supercalentamiento a partir de los modelos numéricos

se calcula el valor de T0 para el cual se observa vaporización explosiva por primera
vez. Por ejemplo, para gotas con valores iniciales de densidad ≈ 1,4977 y temperatura
≈ 0,7324 se observó vaporización explosiva a una temperatura de calentamiento igual a
3.12, lo que requirió aumentar la temperatura de calentamiento en pequeños intervalos
∆T0 = 0,01 para esta secuencia de modelos. De manera similar gotas con ρ ≈ 1,6805
y T ≈ 0,5248 evaporaron de manera explosiva por primera vez cuando T0 = 3,24,
mientras que gotas con ρ ≈ 1,833 y T ≈ 0,2967 comenzaron a explotar cuando
T0 = 3,306. Para estas gotas se requirió ejecutar los modelos para incrementos de
la temperatura de calentamiento ∆T0 = 0,001. Sin embargo, estos intervalos son tan
pequeños que los modelos no se muestran expĺıcitamente en la Figura 7.10. Para
los modelos que experimentaron a una determinada temperatura de calentamiento
vaporización explosiva se determinó el ĺımite de supercalentamiento promediando la
temperatura asociada con todas las part́ıculas SPH en la capa ĺıquida instantes antes
del rompimiento del ĺıquido. Este procedimiento produjo ĺımites de supercalentamiento
Ts = 0,988 en gotas inicialmente con ρ ≈ 1,4977 y T ≈ 0,7324, Ts = 0,989 en gotas
inicialmente con ρ ≈ 1,6805 y T ≈ 0,5248 y Ts = 0,991 en gotas inicialmente con
ρ ≈ 1,833 y T ≈ 0,2967. Promediando estos valores se encuentra que el ĺımite medio de
supercalentamiento corresponde a una temperatura de Ts ≈ 0,9893 o en términos de
la temperatura cŕıtica para este fluido de vdW (Tcr = 32/27) Ts ≈ 0,835Tcr. El ĺımite
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de supercalentamiento de ≈ 0,9893 predicho de esta manera es alrededor del 1% por
debajo del valor teórico Ts = 1 para la ecuación de estado de vdW y cerca del 6.2%
menor que el valor sugerido por la relación emṕırica (7.11) a presión nula.

7.5.8. Masa evaporada como función del tiempo

Para cada uno de los reǵımenes de evaporación descritos en las secciones anteriores
es de interés cuantificar la cantidad de masa ĺıquida que se pierde en forma de calor
y determinar aśı la funcionalidad de la masa de vapor con el calentamiento aplicado.
Es útil recordar en este espacio que una diferencia con cálculos precedentes de este
tipo es que aqúı partimos de condiciones iniciales que corresponden a una gota en
equilibrio termo-mecánico y que la gota es llevada fuera del equilibrio al aplicársele un
calentamiento uniforme.

Durante procesos de descomposición espinodal y nucleación homogénea la tasa
de evaporación, es decir, la velocidad con la que el ĺıquido se convierte en vapor,
aumenta rápidamente al inicio para luego decaer cuando el sistema alcanza un estado
de equilibrio. A partir de ese momento la tasa de evaporación tiende a cero y la masa
de vapor permanece constante en el tiempo. La Figura 7.24 muestra la variación en
el tiempo de la masa total de vapor, Mv, para el caso de una gota con densidad y
temperatura iniciales ρ ≈ 1,4977 y T ≈ 0,7324, respectivamente, cuando la gota es
sometida a calentamiento con distintas temperaturas, T0. La masa de vapor producida
es proporcional a la temperatura de calentamiento. Las curvas punteada (T0 = 1,0)
y segmentada (T0 = 1,2) de color negro corresponden a los casos donde la gota
experimentó solo evaporación superficial por descomposición espinodal, mientras las
curvas de color azul correspondientes a temperatura de calentamiento entre T0 = 1,4
y 1,8 corresponden a los casos donde la gota experimentó nucleación homogénea
acompañada de evaporación superficial sin fragmentarse. A medida que se sigue
aumentando la temperatura de calentamiento en el intervalo 2,0 ≤ T0 ≤ 2,4 (curvas de
color rojo) la gota experimentó fragmentación lenta, mientras que a temperaturas entre
T0 = 2,6 y 3,0 (curvas de color magenta) la gota evaporó experimentando fragmentación
rápida. Solo para temperaturas T0 ≥ 3,2 se observa vaporización explosiva (curvas de
color verde).

La Figura 7.25 muestra la evolución de la masa de vapor a diferentes temperaturas
de calentamiento para el caso de una gota con densidad y temperatura iniciales ρ ≈
1,6805 y T ≈ 0,5248, respectivamente. Al aumentar la densidad de la gota se observa
evaporación a mayores temperaturas de calentamiento comparado con los modelos de la
Figura 7.24. Esto ocurre casi independientemente del valor de la temperatura inicial.
En particular, se observa evaporación superficial solo a partir de T0 = 1,4 (curva
punteada de color azul). Sin embargo, en este caso la gota experimenta evaporación
superficial solo después de t = 1500. Cuando la temperatura de calentamiento se
aumenta a T0 = 1,6 la gota nuclea rápidamente una burbuja transitoria seguido de
evaporación superficial a una tasa relativamente lenta. Un comportamiento similar
ocurre a T0 = 1,8, excepto que en este caso la gota termina dividiéndose en dos
fragmentos hacia el final de la evolución cuando t ≈ 1400. Durante este proceso la tasa
de evaporación aumenta más rápidamente a partir de t = 1100. Un comportamiento
similar se observa también para T0 = 2,6 (curva punteada de color rojo). En este
caso la gota experimenta fragmentación lenta en 3 gotas de menor tamaño. Solo para
temperaturas T0 ≥ 2,2 la masa de vapor evoluciona siguiendo un comportamiento
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Figura 7.24: Masa total de vapor, Mv, como función del tiempo en unidades reducidas
para una gota inicialmente en equilibrio termo-mecánico con densidad y temperatura
iniciales ρ ≈ 1,4977 y T ≈ 0,7324 cuando es sometida a calentamiento uniforme con
temperaturas en el intervalo 1,0 ≤ T0 ≤ 3,4.
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Figura 7.25: Masa total de vapor, Mv, como función del tiempo en unidades reducidas
para una gota inicialmente en equilibrio termo-mecánico con densidad y temperatura
iniciales ρ ≈ 1,6805 y T ≈ 0,5248 cuando es sometida a calentamiento uniforme con
temperaturas en el intervalo 1,4 ≤ T0 ≤ 3,4.
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Figura 7.26: Masa total de vapor, Mv, como función del tiempo en unidades reducidas
para una gota inicialmente en equilibrio termo-mecánico con densidad y temperatura
iniciales ρ ≈ 1,833 y T ≈ 0,2967 cuando es sometida a calentamiento uniforme con
temperaturas en el intervalo 1,8 ≤ T0 ≤ 3,4.

parecido al observado para los modelos de la Figura 7.24. Las curvas de color rojo
para temperaturas entre T0 = 2,0 y 2.4 corresponden a la producción de vapor para
gotas que experimentaron fragmentación lenta, mientras las curvas de color magenta
para temperaturas de calentamiento entre T0 = 2,6 y 3.0 corresponden a casos donde
la fragmentación ocurrió de manera rápida. Solo para temperaturas T0 ≥ 3,2 (curvas
de color verde) se observa vaporización explosiva. En estos casos la masa de vapor
aumenta muy rápidamente durante los primeros instantes de la evolución, es decir,
durante tiempos t ≲ 250.

Cuando se aumenta aún más la densidad inicial de la gota, la evaporación ocurre
a temperaturas de calentamiento mayores como se observa de la Figura 7.26 para el
caso de una gota inicialmente con ρ ≈ 1,833 y T ≈ 0,2967. Para T0 = 1,8 y 2,0 (curvas
punteada y segmentada de color azul, respectivamente) la gota experimenta nucleación
homogénea al mero inicio. En ambos casos la burbuja interna aumenta de tamaño
durante los primeros instantes (t ≈ 10), alcanzando la masa de vapor un máximo para
luego decaer a una tasa más lenta. En el primer caso la burbuja desaparece por completo
después de t = 500, mientras que en el segundo caso lo mismo ocurre solo después de
t ≈ 1300. Luego que la burbuja desaparece, la gota en ambos casos evoluciona hacia
el equilibrio termo-mecánico casi sin evaporar. Los modelos con T0 = 2,2 y 2,4 (curvas
punteada y segmentada de color rojo) experimentan una evolución similar en cuanto
ambos experimentan la formación de una burbuja interna la cual persiste por largo
tiempo antes de fragmentarse en dos gotas ĺıquidas de menor tamaño cuando t ≈ 740.
Solo para valores de la temperatura entre 2,6 (curva sólida de color rojo) y 3,0 (curvas
de color magenta) la gota experimenta nucleación de una burbuja de manera rápida
fragmentándose rápidamente en numerosas gotas diminutas, siguiendo un proceso de
fragmentación rápida. Como en los casos anteriores para gotas de menor densidad
inicial, se observa vaporización explosiva con un aumento violento de la masa de vapor
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para temperaturas de calentamiento T0 ≥ 3,2.
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Caṕıtulo 8

Conclusiones y perspectivas

En este trabajo se ha estudiado mediante simulaciones numéricas el problema de
la evaporación y vaporización explosiva de gotas de van der Waals (vdW) en dos
dimensiones bajo condiciones de microgravedad y suponiendo que el medio externo
a la gota es vaćıo, usando el método de Hidrodinámica de Part́ıculas Suavizadas
(SPH, por sus siglas en inglés). En particular, se modela el comportamiento de gotas
ĺıquidas cuando éstas son sometidas a calentamiento externo uniforme. Para efectuar las
simulaciones se usó como plataforma el código numérico DualSPHysics, el cual ha sido
modificado en su última versión para incorporar efectos térmicos como, por ejemplo,
conducción térmica y conversión de enerǵıa cinética en calor. Originalmente el código
DualSPHysics fue desarrollado para estudiar flujos con superficies libres, incluyendo
interacciones con componentes sólidos, para aplicaciones de impactos de olas marinas
con estructuras costa afuera. En particular, DualSPHysics es un software que combina
códigos en C++, CUDA y Java para el estudio de sistemas complejos con aplicaciones
en ciencia e ingenieŕıa [37]. Los modelos de evaporación de gotas implementados
para este estudio incluyen los efectos de tensión superficial, transferencia de calor,
transferencia de masa a través de la interface ĺıquido-vapor y la dinámica interfacial
siguiendo el modelo termodinámico, conocido como aproximación de campo medio
de van der Waals que permite simular transiciones de fase ĺıquido-vapor de primer
orden, dando lugar a un modelo de interface difusa. De esta manera se pueden modelar
las fuerzas termocapilares acoplando las ecuaciones de la hidrodinámica con una
descripción difusa de la interface ĺıquido-vapor, donde la parte reversible del tensor
de esfuerzos está expresada en términos del tensor de Korteweg [38].

A diferencia de la gran mayoŕıa de estudios precedentes en esta ĺınea de
investigación, en este trabajo se parte de condiciones iniciales que consisten de gotas
perfectamente circulares en equilibrio termo-mecánico, las cuales son llevadas fuera del
equilibrio al aplicárseles de manera repentina un calentamiento externo. Además, en
la derivación de la ecuación de enerǵıa interna, en correspondencia con la primera
ley de la termodinámica, se considera por primera vez en este tipo de modelado
un término no clásico que tiene cuenta de la tasa de vaporización en la interface
ĺıquido-vapor, donde una part́ıcula ĺıquida se convierte en vapor al cruzar la zona
interfacial disminuyendo su densidad durante el tránsito. La incorporación de este
término en la ecuación de enerǵıa interna es de fundamental importancia para la
correcta descripción de la propagación del calor latente en la interface y, por lo
tanto, para una mejor descripción de la estructura de la interface. Para gotas en
equilibrio con una densidad y temperatura fijas, se procedió a estudiar la respuesta
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del ĺıquido aumentando gradualmente el calentamiento instantáneo. Con este objetivo
se consideraron tres modelos básicos de gotas que difeŕıan en densidad, temperatura y
tamaño. En términos de unidades reducidas se consideraron tres secuencias de modelos
con temperaturas de calentamiento en el intervalo 0,8 ≤ T0 ≤ 3,6 para gotas en
equilibrio con densidades (ρ) y temperaturas (T ) iniciales dadas por (ρ ≈ 1,4977,
T ≈ 0,7324), (ρ ≈ 1,6805, T ≈ 1,5248) y (ρ ≈ 1,833, T ≈ 0,2967). A medida que se
aumenta la temperatura de calentamiento, las simulaciones predicen cinco reǵımenes
distintos de evaporación:

Evaporación superficial en la cual se produce evaporación espontánea en las capas
superficiales de la gota por descomposición espinodal, el proceso terminando en
la formación de una gota ĺıquida de menor tamaño en equilibrio termo-mecánico
con su atmósfera de vapor.

Evaporación por nucleación homogénea con la formación de una burbuja interna,
la cual se expande por un corto tiempo antes de colapsar sobre śı misma y
desaparecer por completo. En la mayoŕıa de los casos el proceso de nucleación
homogénea está también acompañado de evaporación superficial.

Fragmentación lenta de la gota donde una burbuja inestable creada por nucleación
homogénea crece induciendo la fragmentación de la capa ĺıquida a su alrededor
en gotas secundarias, las cuales permanecen sin moverse de manera apreciable o,
por el contrario, se expanden radialmente alejándose del sitio de la fragmentación
lentamente.

Fragmentación rápida en la cual solo parte de la enerǵıa de expansión de la
burbuja se invierte en la fragmentación de la capa ĺıquida a su alrededor y parte
es usada como enerǵıa cinética de movimiento de los fragmentos ĺıquidos, los
cuales se expanden radialmente hacia afuera alejándose rápidamente del sitio de
la fragmentación.

Vaporización explosiva donde la burbuja creada por nucleación se expande de
manera violenta. En este caso la capa ĺıquida alrededor de la burbuja adquiere
un espesor despreciable antes de fragmentarse en muchas gotas pequeñas las
cuales se expanden de manera explosiva hacia afuera. Al mero inicio, durante el
proceso de nucleación, las capas externas de la gota experimentan un proceso
de evaporación superficial donde una infinidad de parches de vapor se alejan
radialmente de la gota a altas velocidades. A temperaturas por encima del ĺımite
de supercalentamiento algunas de estas pequeñas gotas se evaporan durante su
expansión.

En los procesos de evaporación superficial y nucleación homogénea, incluyendo
los casos donde se produce fragmentación, los resultados numéricos muestran que
las densidades y las temperaturas finales de coexistencia ĺıquido-vapor en equilibrio
caen con muy buena aproximación sobre la curva binodal. Lo mismo se observa
para las gotas que resultan de la fragmentación, las cuales aún expandiéndose se
encuentran coexistiendo con su atmósfera de vapor en equilibrio termo-mecánico con
valores de la densidad y la temperatura que convergen sobre la curva binodal. A
medida que se aumenta la temperatura de calentamiento por encima del ĺımite de
supercalentamiento, la expansión de la burbuja interna ocurre más rápidamente y
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la capa ĺıquida a su alrededor se vuelve siempre más delgada instantes antes del
rompimiento en un enjambre de pequeñas gotas. La corrugación de la superficie de
la burbuja debido a la vaporización rápida como se observa en las simulaciones está
en muy buen acuerdo con las medidas experimentales de Shepard y Sturtevant [28]
y los experimentos en microgravedad reportados por Ervin y colaboradores [70]. Es
importante enfatizar que estos resultados sirven de apoyo a la idea aceptada por la
comunidad cient́ıfica de que las corrugaciones a pequeñas escalas de la superficie de
la burbuja en expansión instantes antes de la fragmentación son el producto de la
intensificación de la tasa de transferencia de calor y de evaporación a través de la
interface vapor-ĺıquido, provocando la amplificación de perturbaciones en la forma de
una inestabilidad de Rayleigh-Taylor [119]. Esto demuestra que la transferencia de calor
juega un papel muy importante en activar el mecanismo de inestabilidad que conduce a
la vaporización explosiva. Por otro lado, las simulaciones numéricas predicen un ĺımite
de supercalentamiento Ts ≈ 0,9893, que difiere del valor teórico para un fluido de vdW
(Ts = 1) en alrededor del 1%. Si bien los modelos presentados en este trabajo difieren
de la evaporación y vaporización explosiva de gotas en medios ĺıquidos, los resulados
de las simulaciones describen correctamente la dinámica de la inestabilidad interfacial
y la evaporación explosiva de gotas ĺıquidas en microgravedad.

El problema de la fragmentación y vaporización explosiva de gotas ĺıquidas involucra
razones de densidad entre el ĺıquido y el vapor que pueden ser tan altas como un
factor de ∼ 40-50. Bajo estas condiciones métodos tradicionales como, por ejemplo,
los métodos de diferencias finitas y de volúmenes finitos pueden presentar serios
inconvenientes debido a inestabilidades numéricas aún cuando trabajen con técnicas
sofisticadas de seguimiento y reconstrucción de la interface, mientras el método SPH
es suficientemente robusto para tratar el problema de manera estable y seguir con
buena precisión el movimiento y deformación de la interface. En efecto, simulaciones
precedentes con el uso de técnicas en diferencias finitas se han limitado solamente
al estudio del desarrollo de las inestabilidades interfaciales antes de la fragmentación
[127, 36]. Sin embargo, una limitación de los presentes modelos yace en la suposición
que los coeficientes de transporte (los coeficientes de viscosidad y conducción térmica)
son constantes, es decir, independientes de la densidad y temperatura. En general, es
bien sabido que para los ĺıquidos tanto los coeficientes de viscosidad dinámica como de
segunda viscosidad disminuyen al aumentar la temperatura. Sin embargo, para algunos
ĺıquidos como, por ejemplo, para el agua pura el coeficiente de segunda viscosidad
depende más fuertemente de la temperatura que el coeficiente de viscosidad dinámica
[128]. Por ejemplo, para modelar la dependencia de la viscosidad dinámica con la
temperatura es de uso común la expresión emṕırica

η = A exp (−BT ) , (8.1)

donde A y B son coeficientes a determinar de manera emṕırica para la mayoŕıa de los
casos [128]. Por otro lado, es también notorio que el coeficiente de conducción térmica
disminuye con la temperatura para la mayoŕıa de los ĺıquidos [129]. En particular, la
conductividad del vapor tiene un efecto importante en los procesos de intercambio de
calor entre la burbuja en expansión y la capa ĺıquida a su alrededor, lo que puede
afectar la intensidad de la explosión o bien determinar la implosión de la burbuja [130].
Por ejemplo, si el ĺıquido en cuestión no es buen conductor del calor entonces la tasa
de transferencia de calor del ĺıquido al vapor decrece y, por lo tanto, el crecimiento y
la expansión de la burbuja también decrecerán. De esta manera para poder realizar
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comparaciones cuantitativas con resultados experimentales de la evaporación ordinaria
y explosiva de gotas será de fundamental importancia incluir las dependencias de los
coeficientes de transporte con la temperatura en las ecuaciones de la hidrodinámica.
Por lo tanto, estudios futuros en esta ĺınea de investigación considerarán la posibilidad
de caracterizar el tipo de ĺıquido usando ecuaciones de estado diferentes a la ecuación
de vdW junto con coeficientes de transporte dependientes de la temperatura.

La resolución empleada en las presentes simulaciones, correspondiente a N = 10000
part́ıculas, se basa en cálculos de convergencia para modelos de gotas en evaporación
bien sea por descomposición espinodal o por nucleación homogénea. En estos cálculos
separados se encontró que las temperaturas y densidades de las configuraciones finales
coincid́ıan en menos del 2% con los valores de equilibrio sobre la curva binodal. Sin
embargo, el número de part́ıculas empleado es un factor importante sobre todo en lo
que concierne el estudio de la fragmentación y vaporización explosiva de gotas. Si bien
para resoluciones de 10000 part́ıculas los modelos pueden dar resultados aceptables
desde el punto de vista qualitativo, inclusive comparados con resoluciones espaciales
aún mayores, pueden haber diferencias cuantitativas, por ejemplo, en el número de
fragmentos producidos sobre todo en los casos de supercalentamiento acompañado de
fragmentación rápida o explosiva. Además, la resolución puede también influir en los
tiempos de rompimiento de las capas ĺıquidas alrededor de burbujas en expansión, en los
valores predichos del ĺımite de supercalentamiento, en los efectos de tensión superficial
y la estructura y espesor de la interface difusa que separa el ĺıquido de su atmósfera de
vapor. En investigaciones futuras se planea hacer uso de un mayor número de part́ıculas
para examinar la capacidad del método para reproducir detalles de la estructura de
la interface difusa y efectuar comparaciones con datos experimentales en la literatura
tanto para gotas en microgravedad como para gotas inmersas en medios ĺıquidos bajo
la acción de la gravedad.

.

100
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Clausius-Clapeyron (7.7). La pendiente de la recta −∆Hvap/k̄ ≈ −3,14
define la entalṕıa de vaporización en unidades reducidas para este fluido
de vdW. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

7.18. Densidad (primera y tercera fila de recuadros) y temperatura (segunda
y cuarta fila de recuadros) a tiempos discretos durante la evaporación de
una gota con densidad y temperatura iniciales ρ ≈ 1,4977 y T ≈ 0,7324
(Modelo 3) cuando es sometida a calentamiento uniforme con una
temperatura T0 = 2,4. Las barras de colores en el lado derecho indican
los contrastes de densidad y temperatura en unidades reducidas. Al
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Apéndice A

Equilibrio de una interface plana

En este Apéndice consideraremos el ejemplo simple de una interface plana en
equilibrio con el objeto de ilustrar el significado f́ısico de la Ecuación (5.60). Para
ello se hará uso de coordenadas Cartesianas, denotando por z la coordenada normal
a la superficie plana, como se muestra esquemáticamente en la Figura A.1, y luego se
buscará una solución de la Ecuación (5.60) de la forma ρ = ρ(z), que define el perfil
de densidad de la zona interfacial. Considerando solo variaciones en la estructura de la
interface a lo largo de la dirección z, la Ecuación (5.60) se reduce a

∂F 0

dρ
− λ

d2ρ

dz2
= constant, (A.1)

la cual está sujeta a las condiciones de frontera

dρ

dz
= 0 y

d2ρ

dz2
= 0, (A.2)

por ambos lados de la interface tanto en la fase ĺıquida como en la de vapor. Por lo
tanto lejos de la interface se cumple la Ecuación (5.58)

∂F 0

dρ
= G0(ρ) = constant, (A.3)

de manera que
G0(ρv) = G0(ρl) = Geq = constant, (A.4)

donde ρv y ρl son, respectivamente, las densidades de la fase gaseosa y ĺıquida lejos de
la interface. Las relación (A.3) indica que la enerǵıa libre de Gibbs es igual en ambos
lados de la interface y corresponde a la condición de equilibrio dada por la Ecuación
(5.56). Combinando las Ecuaciones (A.1) y (A.3) se llega a la ecuación

G0(ρ)− λ
d2ρ

dz2
= C, (A.5)

donde C es una constante. Después de algunos pasos algebraicos, la Ecuación (A.5) se
puede escribir en la forma

G0(ρ)dρ =
λ

2
d

[(
dρ

dz

)2
]
+ Cdρ. (A.6)
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interface

z

Figura A.1: Geometŕıa usada para describir la interface plana.

Integrando entre ρv y ρ se obtiene

ˆ ρ

ρv

G0(ρ)dρ =
λ

2

(
dρ

dz

)2

+G(ρ− ρv). (A.7)

Recordando la Ecuación (A.3), la Ecuación (A.7) se reduce a la expresión

ˆ ρ

ρv

G0(ρ)dρ =

ˆ ρ

ρv

dF 0

dρ
dρ = F 0(ρ)− F 0(ρv) =

λ

2

(
dρ

dz

)2

+G(ρ− ρv). (A.8)

Notando que Geq = G en la expresión anterior y reordenando términos se tiene
finalmente la relación

F 0(ρ)− F 0(ρv)−Geq(ρ− ρv) =

(
dρ

dz

)2

. (A.9)

Dado que en equilibrio y lejos de la interface dρ/dz = 0, la Ecuación (A.9) define las
condiciones de equilibrio

F 0(ρl)−Geqρl = F 0(ρv)−Geqρv, (A.10)

junto con el hecho que recurriendo a la termodinámica clásica, la presión p0 = p0(ρ, T0),
estará dada por

p0 = ρG0 − F 0, (A.11)

de donde se sigue que
p0(ρl) = p0(ρv). (A.12)

Las relaciones (A.10) y (A.12) son suficientes para definir las condiciones de equilibrio
a ambos lados de la interface plana, mientras que la relación (A.9) proporciona
información acerca de su estructura interna.
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Apéndice B

Derivación de las ecuaciones
modificadas

El comportamiento termodinámico de un fluido puede especificarse clásicamente
mediante la expresión U = U(S, ρ), cuyo diferencial está definido por la primera ley de
la termodinámica para sistemas clásicos

dU = TdS +
p

ρ2
dρ, (B.1)

donde T es la temperatura y p es la presión, que a su vez está dada por la ecuación
de estado mediante la relación p = p(ρ, T ). Sin embargo, como se ha expresado en la
Sección 5.3.1, la correcta descripción de la interface en sistemas donde pueden ocurrir
transiciones de fase ĺıquido-vapor requiere la inclusión de términos no locales (o no
clásicos) en la descripción termodinámica del sistema. En este Apéndice derivaremos
las modificaciones a las ecuaciones clásicas de la hidrodinámica (5.31)-(5.34) siguiendo
el modelo termodinámico descrito por la aproximación de campo medio de van der
Waals, donde el término no local está dado por el parámetro de orden ∇ρ. Como es
natural para todo sistema termodinámico comenzaremos por considerar la ecuación
para la enerǵıa interna.

B.1. Relaciones de clausura

La forma modificada de la ecuación de enerǵıa interna dada por la Ecuación (5.70)
se puede derivar a partir de las relaciones

U =
1

ρ
F + TS, (B.2)

para la enerǵıa interna y

p = ρ

(
∂F

∂ρ

)
− F, (B.3)

para la presión. De acuerdo con la relación (B.2), el diferencial de U es

dU =
1

ρ
dF − 1

ρ2
Fdρ+ SdT + TdS. (B.4)
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De la relación (B.3) se tiene además que

−F

ρ
=

p

ρ
− ∂F

∂ρ
. (B.5)

Sustituyendo esta forma en la relación (B.4) se llega a la expresión

ρdU = dF +
p

ρ
dρ− ∂F

∂ρ
dρ+ ρSdT + ρTdS. (B.6)

Haciendo ahora uso de la relación (5.45)

dF = −ρSdT +Gρ+ ϕ⃗ · d(∇ρ),

en la expresión (B.6), se llega después de algunos pasos algebraicos a la forma
modificada de la primera ley de la termodinámica

ρdU = ρTdS +
p

ρ
dρ+ ϕ⃗ · d(∇ρ). (B.7)

Diferenciando la Ecuación (B.7) con respecto al tiempo se tiene

ρ
dU

dt
= ρT

dS

dt
+

p

ρ

dρ

dt
+ ϕ⃗ · d(∇ρ)

dt
, (B.8)

que representa el punto de partida para la derivación de la Ecuación (5.70).
Usando las Ecuaciones (5.31)-(5.34), la Ecuación (B.8) se convierte en

T : ∇v −∇ · q = T
[
∆s −∇ ·

(q

T

)]
− p∇ · v + ϕ⃗ · d(∇ρ)

dt
, (B.9)

donde el último término del lado derecho puede reescribirse como

ϕ⃗ · d(∇ρ)

dt
= ϕ⃗ ·

[
∂(∇ρ)

∂t
+ v · ∇∇ρ

]
= ϕ⃗ · ∇

(
∂ρ

∂t

)
+ ϕivjρ,ij , (B.10)

donde en notación de ı́ndices

ϕ⃗ · v · ∇∇ρ = ϕivjρ,ij , (B.11)

con i, j = 1, 2, 3. Expandiendo el último término a la derecha de la Ecuación (B.10) se
tiene

ϕ⃗ · d(∇ρ)

dt
= ∇ ·

(
ϕ⃗
∂ρ

∂t

)
− ∂ρ

∂t
∇ · ϕ⃗+ (ϕivjρ,j ) ,i− (ϕivj) ,i ρ,j

= ∇ ·
(
ϕ⃗
∂ρ

∂t

)
− ∂ρ

∂t
∇ · ϕ⃗+∇ ·

(
ϕ⃗v · ∇ρ

)
− (v · ∇ρ)∇ · ϕ⃗− ϕ⃗∇ρ : ∇v

= ∇ ·
(
ϕ⃗
∂ρ

∂t
+ ϕ⃗v · ∇ρ

)
−
(
∂ρ

∂t
+ v · ∇ρ

)
∇ · ϕ⃗− ϕ⃗∇ρ : ∇v

= ∇ ·
(
ϕ⃗
∂ρ

∂t

)
− dρ

dt
∇ · ϕ⃗− ϕ⃗∇ρ : ∇v. (B.12)
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Sustituyendo el último término en el lado derecho de la Ecuación (B.9) por su forma
expandida (B.12) y resolviendo para ∆s se puede demostrar que

∆s =
1

T

(
T+ pI+ ϕ⃗∇ρ

)
: ∇v +∇ ·

[
q

T
− 1

T

(
q+ ϕ⃗

dρ

dt

)]
− 1

T 2

(
q+ ϕ⃗

dρ

dt

)
· ∇T +

1

T

dρ

dt
∇ · ϕ⃗. (B.13)

Usando la ecuación de continuidad (5.31) es fácil observar que

1

T

dρ

dt
∇ · ϕ⃗ = − 1

T
ρ∇ · v∇ · ϕ⃗ = − 1

T
ρ(∇ · ϕ⃗)(I : ∇v), (B.14)

por lo que la generación de entroṕıa toma la forma

∆s = ∇ ·
[
q

T
− 1

T

(
q+ ϕ⃗

dρ

dt

)]
− 1

T 2

(
q+ ϕ⃗

dρ

dt

)
· ∇T

+
1

T

[
T+

(
p− ρ∇ · ϕ⃗

)
I+ ϕ⃗∇ρ

]
: ∇v. (B.15)

Para todo movimiento f́ısicamente admisible, la segunda ley de la termodinámica
requiere que se cumpla la condición ∆s ≥ 0. Introduciendo la forma de ∆s dada por
la relación (B.15) en la Ecuación (5.34) para el cambio de entroṕıa se tiene finalmente
que

∆̂s = ∆s −∇ ·
(q

T

)
=

1

T

[
T+

(
p− ρ∇ · ϕ⃗

)
I+ ϕ⃗∇ρ

]
: ∇v

− ∇ ·
[
1

T

(
q+ ϕ⃗

dρ

dt

)]
− 1

T 2

(
q+ ϕ⃗

dρ

dt

)
· ∇T, (B.16)

donde la condición ∆̂s ≥ 0 se satisface siempre y cuando se satisfagan también las
condiciones de clausura (5.72) y (5.73), es decir, si y solo si se cumple que

q = −κ∇T − ϕ⃗
dρ

dt
, (B.17)

y
T = (−p+ ρ∇ · ϕ⃗)I− ϕ⃗∇ρ+ S, (B.18)

donde S = T+ pI es el tensor de esfuerzos viscosos, κ > 0 y S : ∇v ≥ 0.

B.2. Ecuaciones modificadas

La ecuación de continuidad preserva exactamente su forma en el modelo de interface
difusa (véase la Ecuación 5.68). Haciendo ahora uso de la relación de clausura (B.18)
en el lado derecho de la ecuación de momento (5.32) se obtiene

ρ
dv

dt
= −∇ · pI+∇ · S+∇ · (ρ∇ · ϕ⃗I)−∇ · (ϕ⃗∇ρ)

= ∇ · T+∇(ρ∇ · ϕ⃗)−∇ · (ϕ⃗∇ρ), (B.19)

que es precisamente la Ecuación (5.69).
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De manera similar usando las relaciones de clausura (B.17) y (B.18) en el lado
derecho de la ecuación de enerǵıa interna (5.33) se obtiene por otro lado que

ρ
dU

dt
= (−pI+ S) : ∇v + (ρ∇ · ϕ⃗I− ϕ⃗∇ρ) : ∇v +∇ ·

(
κ∇T + ϕ⃗

dρ

dt

)
= T : ∇v + (ρ∇ · ϕ⃗I− ϕ⃗∇ρ) : ∇v +∇ · (κ∇T ) +∇ ·

(
ϕ⃗
dρ

dt

)
, (B.20)

que es la ecuación de enerǵıa interna modificada.
Para completar el sistema de ecuaciones, la ecuación de entroṕıa (5.34) se puede

escribir en forma compacta haciendo uso de las relaciones de clausura (B.17) y (B.18)
en la expresión para ∆̂s dada por la Ecuación (B.16). De esta manera se tiene

ρ
dS

dt
= ∆̂s

=
1

T
S : ∇v +∇ ·

( κ

T
∇T

)
+

κ

T 2
∇T · ∇T

=
1

T
S : ∇v +

1

T
∇ · (κ∇T ), (B.21)

que demuestra la forma de la Ecuación (5.78). Nótese que la Ecuación (5.71) es
equivalente en forma a la primera igualdad de la Ecuación (B.21).
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Apéndice C

Equilibrio de una inclusión esférica

La condición de equilibrio (5.60) es válida siempre y lo es de manera particular para
el caso de una inclusión esférica en equilibrio, corresponda esta a una burbuja inmersa
en un ĺıquido o, bien, a una gota ĺıquida en su atmósfera de vapor. Por ejemplo,
consideremos un sistema de coordenadas esféricas cuyo origen coincide con el centro
geométrico de la inclusión. Si, además, se supone simetŕıa esférica por simplicidad,
entonces las variaciones serán únicamente en la dirección radial. Recordando que
∂F 0/∂ρ = G0 en equilibrio, la condición (5.60) se reduce a la ecuación

G0(ρ)− λ
1

r2
d

dr

(
r2ρ

)
= C, (C.1)

donde C es una constante. Expandiendo el término diferencial, la Ecuación (C.1) se
convierte en

G0(ρ)− λ
d2ρ

dr2
− λ

2

r

dρ

dr
= C. (C.2)

Esta ecuación implica que lejos de la interface

G0(ρv) = G0(ρl) ≡ Geq, (C.3)

es decir, la enerǵıa libre de Gibbs en la fase ĺıquida es igual a la de la fase gaseosa
en equilibrio. Multiplicando ambos miembros de la Ecuación (C.2) por dρ/dr se llega
luego de algunos pocos pasos algebraicos a la expresión

G0(ρ)dρ− λ

2
d

[(
dρ

dr

)2
]
− λ

2

r

(
dρ

dr

)2

dr = Cdρ. (C.4)

Integrando esta ecuación entre ρi(r = 0) y ρ(r), donde el sub́ındice i denota la fase
interior (fase gaseosa si se trata de una burbuja o fase ĺıquida si se trata de una gota),
se tiene

ˆ ρ

ρi

∂F 0

∂ρ
dρ− λ

2

[(
dρ

dr

)2

−
(
dρ

dr

)2

i

]
− 2λ

ˆ r

0

1

r

(
dρ

dr

)2

dr = C (ρ− ρi) , (C.5)

donde se ha hecho uso de la relación ∂F 0/∂ρ = G0. Dado que (dρ/dr)2i = 0 y haciendo
C = Geq, la Ecuación (C.5) adquiere la forma

F 0(ρ)− F 0(ρi)−Geq (ρ− ρi) =
λ

2

(
dρ

dr

)2

+ 2λ

ˆ r

0

1

r

(
dρ

dr

)2

dr. (C.6)
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Evaluemos ahora la ecuación integro-diferencial (C.6) en la fase exterior, es decir, donde
ρ = ρe. En el caso de una burbuja el sub́ındice e aplica a la fase ĺıquida, mientras que
en el caso de una gota se referirá a la fase gaseosa. De esta manera el primer término
en el lado derecho de la Ecuación (C.6) se anula, y la ecuación toma la forma

F 0(ρe)− F 0(ρi)−Geq (ρe − ρi) = 2λ

ˆ r

0

1

r

(
dρ

dr

)2

dr. (C.7)

Recordando la expresión p0 = ρG0−F 0 para la presión de equilibrio, la Ecuación (C.7)
puede reescribirse como

[
ρiGeq − F 0(ρi)

]
−

[
ρeGeq − F 0(ρe)

]
= p0i − p0e = 2λ

ˆ r

0

1

r

(
dρ

dr

)2

dr. (C.8)

Es importante observar que la densidad vaŕıa significativamente solo en la vecindad del
radio R de la inclusión. Por lo tanto,

2λ

ˆ r

0

1

r

(
dρ

dr

)2

dr → 2λ

ˆ ∞

0

1

r

(
dρ

dr

)2

dr ≈ 2λ

R

ˆ ∞

0

(
dρ

dr

)2

dr. (C.9)

Por otro lado, si el perfil de densidad, determinado por la solución de la Ecuación (C.6),
no es del todo afectado por los efectos de curvatura, la última integral en la relación
(C.9) puede aproximarse tomando el perfil de densidad correspondiente a una interface
plana, en cuyo caso

λ

ˆ ∞

0

(
dρ

dr

)2

dr ≈ σ, (C.10)

o simplemente

p0i − p0e ≈
2σ

R
, (C.11)

que es la bien conocida relación de Laplace y σ es la tensión superficial (o tensión
interfacial).
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Apéndice D

Derivación de la aproximación
kernel del gradiente de una función

En este apéndice se muestran los detalles de la derivación de la representación (6.5)
para la aproximación kernel del gradiente de una función a partir de la representación
(6.4):

⟨∇f(x)⟩ =
ˆ
Ωn

∇′f(x′)W (∥x− x′∥ , h) dnx′, (D.1)

donde ∇′ es el operador nabla con respecto a las coordenadas primadas, x′. Integrando
por partes se obtiene

ˆ
Ωn

∇′f(x′)W (∥x− x′∥ , h) dnx′ =

ˆ
S

f(x′)W (∥x− x′∥ , h) dS′

−
ˆ
Ωn

f(x′)∇′W (∥x− x′∥ , h) dnx′, (D.2)

where dS′ = ndS ′ es un elemento de la superficie que recubre al volumen ocupado por el
dominio de cómputo Ωn y n es el vector unitario normal a ese elemento de superficie.
Si, además, se supone que el volumen corresponde a una esfera hipotética de radio
suficientemente grande y se usa el hecho que la función kernel es monotónicamente
decreciente y se hace cero sobre la superficie de la esfera (es decir, W → 0 en el
infinito), la integral de superficie en el lado derecho de la Ecuación (D.2) se anula y,
por lo tanto

⟨∇f(x)⟩ = −
ˆ
Ωn

f(x′)∇′W (∥x− x′∥ , h) dnx′. (D.3)

Usando la identidad

∇′W (∥x− x′∥ , h) = −∇W (∥x− x′∥ , h) , (D.4)

se llega a la expresión clásica del estimado kernel del gradiente

⟨∇f(x)⟩ =
ˆ
Ωn

f(x′)∇W (∥x− x′∥ , h) dnx′. (D.5)

Nótese que es posible derivar esta forma por diferenciación directa de la Ecuación (6.2),
lo que demuestra la igualdad

⟨∇f(x)⟩ = ∇⟨f(x)⟩, (D.6)
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es decir, el estimado kernel del gradiente es exactamente igual al gradiente del estimado
de la función.

Se puede derivar la representación (6.6) a partir de la expansión en serie de la
función f(x′) alrededor de x

f(x′) = f(x) + (x′ − x) · ∇f(x) + · · · , (D.7)

donde se han retenido solamente los dos primeros términos de la serie. Multiplicando
cada término de la serie por el gradiente del kernel e integrando sobre el dominio de
cómputo se tiene que

ˆ
Ωn

f(x′)∇W (∥x− x′∥ , h) dnx′ = (x)

ˆ
Ωn

∇W (∥x− x′∥ , h) dnx′

+ ∇f(x) ·
ˆ
Ωn

(x′ − x)∇W (∥x− x′∥ , h) dnx′

= f(x)

ˆ
Ωn

∇W (∥x− x′∥ , h) dnx′

+ ∇f(x) · I, (D.8)

donde se ha hecho uso de la relaciones de consistencia (6.11) para el primer momento
del gradiente del kernel. Usando la identidad ∇f(x) · I = ∇f(x) y resolviendo para el
gradiente en la Ecuación (D.8) se llega a la expresión

⟨∇f(x)⟩ =
ˆ
Ωn

[f(x′)− f(x)]∇W (∥x− x′∥ , h) dnx′, (D.9)

que es superior a la representación (D.5) en cuanto reproduce exactamente la relación
∇f = 0 para una función constante.
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