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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Motivacion y Objetivos

La formulacién de la teoria del movimiento browniano en términos de
un proceso estocastico [II, 2, 3], ha sido aplicado a una variedad de sistemas
fisicos, quimicos, bioldgicos, a las matematicas financieras e incursionado en
otros terrenos como la medicina, la fisologia y otros més. El concepto gene-
ral de una particula browniana, inicialmente atrapada en un estado meta-
estable y capaz de escapar de dicho estado mediante fluctuaciones térmicas
(suministrada por un bano térmico de temperatura 7'), puede describir una
gran variedad de fenémenos en diferentes campos de la ciencia como por
ejemplo, el estudio de las reacciones quimicas, la migracién de ligandos en
biomoléculas [4} [5], el transporte electrénico en semiconductores, difusién
de impurezas unidas en una red cristalina arménica, resonancia estocasti-
ca, etc. Debemos resaltar desde luego el excelente articulo de revision de
P. Hénggi et al. [6], sobre el problema de escape de un estado metaestable,
con el titulo Reaction-rate theory: fifty years after Kramers, en el que se
presenta una excelente informacién histérica asi como informacién relevan-
te sobre el tema. El problema de escape de un estado metaestable tuvo sus
inicios con el estudio de las tasas o velocidades de reacciéon en reacciones
quimicas a finales del siglo XIX. Fue Svante Arrhenius [7] quien, después
de un andlisis empirico de varios datos de tasas de reaccién, concluyé que
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la velocidad de escape de un estado metaestable obedece la siguiente ley:

E
k:l/exp <_kf_)2—1> s (11)
B

donde v es un prefactor, Ej el umbral de energia de activaciéon y k, la
constante de Boltzmann. En la literatura, este resultado general para la
tasa o velocidad de escape de un estado metaestable es conocido como la
ley Van’t Hoff-Arrhenius [§, 0]. Las primeras ideas cuantitativas relaciona-
das con el estudio de las razones de activacién tuvo su origen en el estudio
de la nucleacién homogénea de vapores supersaturados [10]. En un trabajo
pionero de Farkas [I1], se propuso que la tasa de cambio con que se lleva
acabo de la nucleaciéon homogénea seria mediante el arrivo o evaporacién de
atomos sobre una gota [11]. En su articulo, Farkas propone la idea central
para calcular la tasa o razon de escape de un estado metaestable, que se
caracteriza por el flujo de particulas que pasan a través de un ”cuello de
botella” que separa los productos de los reactivos. Luego entonces, la clave
principal para el calculo de cualquier razén de escape estd en la evaluacién
del flujo de particulas que cruzan el cuello de botella. El flujo es funcién de
la densidad de probabilidad fuera de equilibrio, que ademas debe satisfacer
ciertas condiciones de frontera, que prevalece en equilibrio estacionario en
el estado metaestable y que tiende a cero mas alla del cuello de botella,
donde las particulas son removidas (o absorbidas) y posteriormente rein-
yectadas al estado metaestable inicial; produciendo de esta manera un flujo
estacionario. Con su propuesta Farkas introduce el concepto ahora conocido
como el método de flujo de sobre-poblacién, al establecer lo siguiente:

... En un proceso de difusion, para calcular el numero de particulas
que cruzan un cuello de botella uno debe conocer la concentracion en las
dos localizaciones. En el proceso de difusion no estd permitido perturbar
la distribucion estacionaria de particulas pequenas (es decir para nimeros
n < ng, donde ng es el tamano critico de los nucleos); y por lo tanto uno
tiene una concentracion de equilibrio abajo de ng, sin embargo, para valores
de n > ng uno debe tener una nula concentracion de gotas...

Farkas pudo obtener una expresion para la tasa o razén de cambio de la
nucleacién, la misma que obtuvieron posteriormente por Becker y Doring
[12]. En la misma linea de investigacién hubieron contribuciones impor-
tantes por parte de los quimicos como Lindemann [13] quien desarrollé
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un mecanismo de pasos multiples para reacciones quimicas en fase gaseosa
unimoleculares, (reacciones de primer orden, A — B, Cy = —kC}, siendo
C' la concentracién y k la razén de reaccién). La teoria de las razones de
reacciones quimicas asi como la teoria de reacciones quimicas bimolecula-
res (reacciones de segundo orden, A+ B — C, Cy = —kC4Cp), también
fueron estudiadas por Fowler [14] y por Moelwyn-Hughes [I5]. Le siguieron
las contribuciones importantes de fisicoquimicos, entre los que podemos
destacar los trabajos de Polanyi y Wigner [16], y Eyring [I7], sobre la des-
composicién no lineal de una molécula de n atomos. Eyring obtuvo una
expresion para la tasa de descomposicion a través de la mecanica estadisti-
ca cuantica.

Después de varios estudios propuestos para caracterizar el prefactor v
de la Eq. , finalmente en su célebre trabajo titulado: ”Brownian mo-
tion in a Field of Force and the Diffusion Model of Chemical Reactions
el cientifico holandes H. A. Kramers [I8], propuso la solucién del proble-
ma. Supuso que el mecanismo del proceso de escape arriba mencionado, se
puede entender mejor como un proceso inducido por fluctuaciones térmicas
estocésticas o ruido interno. En otras palabras, entendié que el proceso de
escape se lleva a cabo por el movimiento browniano de particulas pequenas
inducidas por fluctuaciones térmicas capaces de proporcionar la energia ne-
cesaria para que dichas particulas puedan vencer la barrera de potencial.
En su formulacién, Kramers tuvo que utilizar la ecuacion de Fokker-Planck
del espacio fase en presencia de un potencial no lineal.

Estudié dos situaciones fisicas distintas, el caso de friccién débil y el otro
cuando la friccién es dominante (caso sobreamortiguado). En el caso de
fricciéon débil fue capaz de obtener por primera vez una ecuacién de di-
fusién para la dindmica de la accién (o energia) de la particula reactiva.
Mediante la solucién audaz de dicha ecuacién de difusiéon pudo obtener una
expresion para la razon de escape. También logré evaluar, para caso amor-
tiguado de moderado a fuerte, la corriente de probabilidad de no equilibrio
en el estado estacionario, correspondiente al espacio fase.

Para lograr su objetivo tuvo que inventar un ingenioso método de aproxi-
macion que transforma la ecuacién de Fokker-Planck en dos variables a una
ecuacion diferencial ordinaria. De esta manera pudo determinar la forma
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analitica del prefactor v dado por

2
y:[ 7+w§—V] -0 (1.2)

4 2| 2mwy’

donde w2 = U" (2,)/m es la frecuencia angular en el estado metaestable
(mfimo del potencial), y w? = |U" (x3)|/m la frecuencia angular en el
estado de transicién (maximo del potencial). Para un largo periodo de
tiempo y en el limite de Smoluchowski (limite sobreamortiguado), tal que
v > wy, se reduce a

 wp wo

7 9 (1.3)
Es importante mencionar que para el caso sobreamortiguado, este mis-
mo resultado ya habia sido obtenido antes de Kramers, por Farkas [11],
Kaischew y Stranski [19], y Becker y Déring [12], todos estos trabajos rela-
cionados con el problema de la tasa de nucleacién homogénea. El resultado
sobreamortiguado también habia sido obtenido previamente mediante el
calculo del tiempo medio de primer paso en los trabajos de Pontrayagin,
Andronov y Vitt [20]. Curiosamente en su célebre articulo Kramers no cité
ninguno de estos trabajos previos.

Aunque en el titulo del articulo de Kramers contenia el término “reac-
ciones quimicas”, su trabajo en ese entonces no tenia una aplicacién directa
hacia la quimica. Sin embargo, su aplicacién efectiva al estudio sobre reac-
ciones quimicas en fase condensada, tuvo que esperar hasta finales de los
anos setenta y ochenta la realizacién de experimentos de dichas reacciones
quimicas. De igual manera la teoria de Kramers ha sido muy util para in-
terpretar con buena precisién los experimentos recientes en 6ptica no lineal
y fisica de materia condensada. Probablemente estas hayan sido las razones
por las que el articulo de Kramers fue adquiriendo poco a poco la importan-
cia y el reconocimiento, como uno de los trabajos mas notables que se haya
contribuido a la fisica y quimica. En la actualidad, existe una variedad de
fenémenos en los que la teoria de Kramers juega un papel muy importan-
te, entre estos podemos mencionar las investigaciones sobre caos cuédntico,
[211, 22, 23], teoria cudntica de tasas de reaccién [24, 25, 26, 27, 28], estudios
recientes sobre el plegamiento desplegamiento de proteinas [29] 30] y des-
de luego en el estudio del fenémeno conocido como resonancia estocastica
[311, B2, 33|, 34}, 35 136, 37, B8], 89] y otros mas.
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Nuestro préposito en esta tesis consiste en estudiar y entender el pro-
blema de Kramers con un tratamiento matematico mas actual y un poco
menos dificil de seguir [6], comparado con el método desarrollado por el
propio Kramers en su célebre trabajo original de 1940 [I8]. En esencia, el
problema relacionado con el escape de un estado metaestable tiene que ver
con la dindmica que experimentan un conjunto de particulas brownianas
inmersas en un bano térmico, localizadas en el estado estable de un po-
tencial no lineal, las cuales pueden vencer una barrera del potencial por
efectos de las fluctuaciones térmicas o ruido interno. Recordemos que el
movimiento browniano ocurre debido a las constantes colisiones que expe-
rimentan las particulas brownianas con las moléculas del fluido. Puesto que
dichas moléculas se mueven mucho mas rapido que las particulas brownia-
nas, deben existir entonces ciertas escalas de tiempo que caracterizan a la
dindmica browniana. De forma similar existen ciertas escalas de tiempo que
caracterizan el movimiento browniano de particulas en un campo externo
de potencial. En esta dinamica existen, con excepcién de la escala de tiem-
po de colisién, dos escalas de tiempo que son: (i) la escala de tiempo de la
particula en el potencial externo, y (ii) la escala de tiempo de relajacién
que experimenta la particula browniana debido a la disipacién en el fluido
por efecto de las fuerzas de friccién. Intuitivamente se puede concluir que
si la fuerza de friccién es muy grande, el movimiento como particula libre
ocurre en un tiempo mucho muy corto, luego entonces su distribucién de
velocidades relaja rapidamente a la distribucion de equilibrio de Maxwell.
Por el contrario, la posicién de la particula browniana es una variable lenta
que experimenta un proceso de difusién.

Es bien sabido que en el caso de friccién grande o régimen sobreamortigua-
do, el estudio del movimiento browniano se puede realizar en términos de
la descripcién de Smoluchowski y por tanto la densidad de probabilidad se
asocia a la posicién de la particula browniana. En el caso opuesto, es decir
en el limite de friccién muy débil, es la energia (o la accién) la variable len-
ta correspondiente. El problema de Kramers es en esencia el movimiento
browniano de una particula en un potencial no lineal, cuya descripcién se
realiza mediante la ecuacién de Fokker-Planck (EFP) en dos casos aproxi-
mados: (i) el caso de friccién débil, para el cual la densidad de probabilidad
estd asociada a la energia o accién como la variable lenta relevante, o (ii)
en el caso de friccion grande, para el cual la EFP se reduce a la ecuacién
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de Smoluchowski.

En este trabajo de tesis estudiamos ambos casos limite, sin embargo, ha-
cemos mayor énfasis en el caso sobreamortiguado, debido a que en este
régimen la expresién que resulta de la razon de escape es esencial en el
estudio de la Resonancia Estocéastica (RE) que es una de las aplicaciones
que prestamos mayor interés en esta tesis. La otra aplicacién es el caso del
doblamiento y desdoblamiento de una molécula de ARN. El nombre de RE
fue acunado por primera vez por Benzi et al. [33] a principios de los anos
ochenta, y ha sido reconocido como un paradigma en el estudio de la rela-
jacion dinamica de sistemas fuera de equilibrio inducidos por fluctuaciones
estocasticas o ruido. Ha sido estudiado desde el punto de vista tedrico y
experimental en una variedad de sistemas fisicos, quimicos, biolégicos y
aplicado también a la medicina [40, 411 [42], [43], [38, [39].

Figura 1.1: Mecanismo de la RE. Un potencial biestable simétrico es ba-
lanceado por una senal periédica débil. La presencia de una dosis éptima
de ruido junto con la senal externa permitird que el sistema oscile de un
pozo de potencial de manera sincronizada.

Para cualquiera de estos sistemas que operan en un ambiente ruidoso
(bano térmico) y sometidos a la influencia de senales externas periédicas
débiles dificiles de poder detectar; el mecanismo de la RE surge cuando
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la senal externa débil y el ruido interno entran en resonancia, incremen-
tando la eficiencia de la deteccidon y como consecuencia el mejoramiento
de la informacion. Y nuevamente el ejemplo paradigmatico propuesto pa-
ra mostrar el mecanismo de la RE, es el de la particula browniana en un
potencial no lineal biestable, como se muestra en la Fig. En este caso,
la RE se produce cuando la PB localizada en cualquiera de los pozos del
potencial, es sometida a una fuerza externa débil que oscila en el tiempo y
que ademas produce modulaciones del potencial biestable.

Si la amplitud de la senal externa es muy pequena comparada con la in-
tensidad del ruido interno, la particula puede saltar de un pozo a otro
debido tnicamente por efecto del ruido interno. Si el ruido es muy grande,
la particula se difunde como si el potencial no estuviera presente. Luego
entonces debe existir una temperatura (una dosis 6ptima de ruido) para la
cual la particula pueda saltar de un pozo a otro de manera sincronizada
con la senal externa débil. Es decir, un ruido éptimo para el cual la corre-
lacién entre la senal débil y la respuesta del sistema sea maxima. A partir
de los afios 90 del siglo pasado comenzaron a surgir trabajos importantes
que empezaron a revelar el papel constructivo que desempena el ruido en la
neurobiologia y en el mecanismo de percepcion de los seres vivos, por ejem-
plo, en la sensacién tactil [44], sistemas cerebrales [45], sistemas neuronales
[46], [47], [48], etc.

El otro ejemplo que estudiamos en esta tesis corresponde al terreno
biolégico, y tiene que ver con el estudio de las razones de transiciéon del
doblamiento y desdoblamiento de una molécula de ARN. Nuevamente, la
dindmica de esta molécula se lleva a cabo mediante una ecuacién tipo Lan-
gevin y su correspondiente ecuacion asociada de Fokker-Planck, de acuerdo
con el andlisis dado en un articulo més o menos reciente [30]. Uno de los
aspectos interesantes, entre algunas otros, que se estudian en dicho articulo
es el siguiente: el doblamiento y desdoblamiento de la molécula del ARN
también se puede caracterizar a traves de las razones de transicién entre un
estado y otro y por consiguiente también el tiempo de paso en que ocurre
el doblamiento o desdoblamiento de la molécula. La descripcién se reali-
za en la aproximacién sobreamortiguada de la ecuacién tipo Langevin y
se muestra curiosamente que las expresiones que satisfacen las razones de
transicion, son muy similares a la ley de Kramers. Por esta razén hemos
elegido este sistema biolégico como otra aplicacion donde se muestra el
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doblamiento y desdoblameinto de una molécula de ARN que satisface de
manera natural la ley de Kramers.

Nuestro trabajo de tesis estd estructurado de la siguiente manera: para
entender el problema de Kramers es necesario introducir una breve des-
cripcién del movimiento browniano, éste se lleva acabo en el capitulo 2.
En el capitulo 3 presentamos el problema de Kramers a la manera de la
propuesta del articulo de Hénggi [6]. De forma independiente al articulo
de Héanggi, obtenemos la razén de escape para la particula browniana en
el régimen sobreamortiguado, y también en el contexto de la formulacién
de los tiempos promedio de primer paso. Tomando en cuenta que la razén
de escape es el inverso del tiempo promedio de primer paso, se muestra
que el resultado es el mismo obtenido por Kramers y otros autores. En el
capitulo 4 estudiamos los dos ejemplos propuestos en esta tesis, el primero
es el fendmeno de la RE de acuerdo con la propuesta de McNamara [38],
y el segundo ejemplo se obtiene de resultados recientes de un articulo de
investigacion [30]. El capitulo 5 presentamos nuestras conclusiones y pers-
pectivas y complementamos nuestro trabajo de tesis con tres Apéndices
para los detalles algebraicos.
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Figura 1.2: Algunos ejemplos donde se utiliza calcular razones de transicién
son en las reacciones quimicas y en la bolsa de valores [49] 50].



Capitulo 2

Movimiento Browniano

2.1. Introduccion

El MB es un movimiento aleatorio que experimentan particulas de ta-
mafo micrométrico inmersas en un fluido, sea éste un liquido, gas, plasma,
etc. Recibe el nombre de MB en honor al boténico escocés R. Brown, quien
en 1827 realizé varios experimentos con polen de plantas [5I]. El movi-
miento aleatorio es debido a las constantes colisiones que dichas particulas
experimentan con los 4tomos y/o moléculas del fluido y se caracteriza por
ser un movimiento continuo e irregular, como se muestra en la Fig. 2.1
Cabe mencionar que el tamano de una particula browniana (PB) es muy
grande comparada con el tamano de un dtomo y/o molécula del fluido, de
tal manera que cuando un sélo atomo colisiona con una PB en un instante
de tiempo, de observacién, ésta no puede experimentar ningin desplaza-
miento efectivo. Luego entonces, ;qué significa que el MB se debe a las
constantes colisiones que experimentan las PB con los dtomos del fluido, si
dicha colisiéon con un atomo no es capaz de producir un desplazamiento?
En realidad lo que ocurre en dicho instante de observacién, es que una PB
experimenta una enorme cantidad de colisiones (del orden de 10?3) con los
atomos del fluido de tal manera que este efecto es capaz de producir un
desplazamiento efectivo de la PB. En este sentido se dice que el MB es una
imagen macroscopica (visible) de una particula influenciada por muchos
efectos aleatorios microscépicos [52].

Es importante mencionar que R. Brown realizé varios experimentos
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Punto Final

Punto Inicial

Figura 2.1: Movimiento Browniano.

exhaustivos con otros tipos de polen y otros materiales, sin embargo, no
fue capaz de dar una explicacién cuantitativa del fenémeno en cuestion.
Tampoco los cientificos mas notables de la época pudieron dar una ex-
plicacién del origen del MB, hasta que en 1905 A. Einstein [53] resolvi6
el problema de manera audaz y contundente. Al ano siguiente M. Smo-
luchowski [54] propone otro método alternativo para resolver el problema.
Fue P. Langevin [55] quien en 1908 propuso otro método mucho més simple
que los dos anteriores basado en la segunda ley de Newton. El resultado
tedrico propuesto primeramente por Einstein y posteriormente por Lange-
vin, fueron corroborados experimentalmente por el fisico francés J. Perrin
[56] en 1908, confirmando de forma contundente la hipdtesis acerca de la
estructura atémica de la materia.

Actualmente existen dos maneras de abordar los problemas relaciona-
dos con el MB: una es a través de ecuaciones diferenciales estocasticas y
la otra mediante ecuaciones asociadas a las densidades de probabilidad,
hoy conocidas como ecuaciones maestras o de Fokker-Planck y sus posi-
bles generalizaciones. Cabe mencionar que la ecuacién de difusién obteni-
da por Einstein es un caso particular de una ecuacién de Fokker-Planck,
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Figura 2.2: Paul Langevin y Albert Einstein.

la ecuacién propuesta por Smoluchowski es un caso particular de la ecua-
cién maestra en su version discretizada, y la ecuaciéon de Langevin es una
clase de ecuacién diferencial estocdstica para la posicién y velocidad de
la PB. Actualmente, el rango de aplicaciones del movimiento Browniano
como se define aqui, va més alla que el estudio de particulas microscépicas
en suspension. Hoy en dia es aplicado al modelado de precios de acciones
en economia, al estudio de una variedad de sistemas fisicos, quimicos y
bioldgicos, a la medicina, a la astrofisica, geofisica, etc., etc.

Este capitulo 2, lo dividimos en dos partes: en la primera parte es-
tudiamos el MB en términos de la ecuacién de Langevin en un contexto
bastante comun para muchos autores, esto es, describir el MB utilizando las
propiedades estadisticas del ruido, y que en nuestro caso serén las propie-
dades de un ruido blanco gaussiano. La segunda parte esta relacionada con
la descripcién de un proceso estocastico Markoviano en términos de una
ecuacion diferencial estocastica y su correspondiente ecuacion asociada de
Fokker-Planck para la densidad de probabilidad.
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2.1.1. Movimiento Browniano y la ecuacién de Langevin

En esta seccién, vamos a describir el MB mediante la ecuacion de Lan-
gevin utilizando el tratamiento matematico cominmente utilizado en la
literatura actual. Este consiste en asignar las propiedades estadistica de la
fuerza fluctuante, también llamado ruido estocéastico o simplemente ruido.
El modelo de Langevin describe la dindmica de una sola PB en términos
de la segunda ley de Newton. En este caso, la particula estd inmersa en
un fluido y por tanto se mueve bajo la accién de una fuerza resultante F
proveniente de las colisiones con las moléculas del fluido, de manera que
F = ma, donde m es la masa de la PB y a su aceleracién. Desde el pun-
to de vista microscépico no es posible determinar la forma precisa de F,
sin embargo, desde el punto de vista macroscopico Langevin propuso que
dicha fuerza proviene de dos contribuciones: (i) una de ellas es debido a
que el tamano y masa de la PB son mucho mas grandes que las de cada
molécula del fluido entonces, desde el punto de vista de la hidrodindmica
clésica, es razonable considerar que existe una fuerza de viscosidad (fuerza
de friccién), dada por la ley de Stokes f = —awv, donde « es el coeficiente
de friccién (o = 67nr para una particula esférica, con 1 la viscosidad del
fluido y 7 el radio de la PB). (ii) Por otro lado, aunque la PB es muy gran-
de comparada con cada molécula del fluido, es todavia muy pequena ante
nuestra vista (del orden de micras, 1 micra = 107% m), como para poderla
distinguir. Por esta razdén, un nimero enorme de moléculas del fluido que
colisionan con la PB en un instante de tiempo de observacion, son capaces
de producirle un desplazameinto efectivo. Langevin propuso identificar a
las colisiones en cada instante de tiempo con una fuerza efectiva de caracter
aleatorio o fluctuante que depende del tiempo y que denotamos por £(t).
De modo que entonces, la ecuacién de Langevin se puede escribir como

V= —yv+ %{(t), (2.1)

donde v = a/m. Debido al caracter aleatorio del ruido £(t), la ecuacién
de Langevin es una ecuacion diferencial estocdstica con ruido aditi-
vo cuya solucién no es posible obtener explicitamente. Determinar el valor
exacto de esta fuerza fluctuante en cada instante de tiempo es practica-
mente imposible, puesto que en un intervalo de tiempo de un segundo, la
PB habra experimentado muchisimas colisiones, del orden de 10%3; y de-
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terminar la magnitud de esta fuerza en dicho intervalo de tiempo significa
determinar la intensidad de las 1023 colisiones en dicho instante. Afortu-
nadamente es posible evitar este problema, recurriendo a la informacién
estadistica del proceso estocastico , la cual por obvias razones recae
en las propiedades estadisticas del ruido. Supondremos en este caso que el
ruido satisface las propiedades estadisticas de un ruido blanco gaussiano,
cuyo valor medio (£(t)) = 0 y su funcién de correlacién es la funcién delta
de Dirac dada por

(E@EE)) =2x8(t - 1), (2.2)

donde X es la intensidad del ruido. La propiedad de ruido blanco se debe a
que su espectro de potencias es una constante, de acuerdo con el teorema de
Wiener-Khintchine; la hipétesis de gaussianidad del ruido es valida debido
a que da cuenta de un ntmero enorme de colisiones de tal manera que su
estadistica es consistente con el teorema del limite central. Es Markoviano
porque su funcién de correlaciéon a dos tiempos distintos de observacién
es cero, es decir, que no tiene memoria [57]. Para obtener la informacién
estadistica de , comenzamos con su solucién correspondiente, el cual
estd dado por

t
v(t) = voe M+ L / e e yat! (2.3)
m Jo

donde vg = v(0) es la condicién inicial. Usando la propiedad ([2.2)), y supo-
niendo que (vpé(t)) = 0, podemos mostrar que

2\ t t
(0*(t) = wvge "+ er_M/O /0 Y MFR2)§ (1) — to) dtydty
_ A _
— v%e 2t =+ m (1 — e Q’Yt). (24)

Para determinar el valor de A podemos hacer un anélisis de tiempos largos,
para el cual la velocidad alcanza su estado de equilibrio estacionario. En

este caso vemos que

A
2 _
<U >3t = m727’ (25)
En dicho estado las particulas Brownianas también estdn en equilibrio
térmico con el fluido a temperatura T', asi que podemos aplicar el teorema
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de equiparticién de la energfa de tal manera que (1/2)m{v?)s = (1/2)kpT.
Luego entonces
A = akpT, (2.6)

que corresponde precisamente a la relacion de fluctuacion-disipacion. Esta
relacion nos dice que una vez alcanzado el estado estacionario y el equi-
librio térmico con el bafo, las fuerzas fluctuantes se balancean con las
fuerzas de friccién. Las fuerzas de friccién tienden a frenar el movimiento
de las particulas, mientras que las fuerzas fluctuantes a contrarrestar el
amortiguamiento, manteniendo en movimiento permanente a las PB.

Desplazamiento cuadrdtico promedio (DCP)
Para calcular el desplazamiento cuadratico promedio (DCP), evaluamos
la integral

(a(t) — 20)%) = /0 /0 (w(t2)o(t2)) (2.7)
dando como resultado

((z(t) — z0)?) = —2(1)8 — mév) (1 — e*'yt)2 +2 A 5t — Qm;\fy?’ (1 — ef'yt).
(2.8)

Dado que la distribucion de la velocidad es estacionaria y satisface la dis-
tribucién de Maxwell, entonces (v3) = A\/m?v, esto implica que el primer
término de (2.8)) es cero y por consiguiente el DCP se reduce a

((w(t) = o)) =235t =225 (1= e/, (29)

donde 7, = 1/7. Se puede ahora estudiar los dos casos limite comparados
con el tiempo de relajaciéon 7.

1. Tiempos cortos, tales que vt < 1 ot < 7,. En esta aproximacién
podemos mostrar que ((x(t) — z0)?) = (A\/m>y)t.

2. Tiempos largos, tales vt > 1 o t > 7. En este caso se puede
verificar que

(z(t) — z0)?) = 2 (Az) t=2 (M> = 2Dt, (2.10)

m2y a
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<x(t)?>

Figura 2.3: Desplazamiento cuadratico medio con inercia.

donde D = kpT/a, es precisamente el coeficiente de difusiéon de Einstein.

De acuerdo con la mecanica Newtoniana se sabe que el desplazamiento
de una particula libre es también proporcional a t?. Por lo tanto, para
tiempos cortos se puede concluir que la PB se comporta como una particula
libre, durante el cual todavia no siente la presencia del fluido en la que esta
inmersa. A este régimen de tiempos cortos se le conoce en la literatura
como régimen balistico. Para tiempos largos ¢t > 7 el DCP es proporcional
aty, de acuerdo con la hidrodindmica clasica un comportamiento rectilineo
de ese tipo corresponde a la difusion de una particula en un fluido. En esta
regién de tiempos largos la PB experimenta un proceso de difusién debido
a las constantes colisiones con las moléculas del fluido, es decir, siente la
presencia del fluido. A este régimen de tiempos largos se le conoce como
régimen difusivo o régimen sobreamortiguado. El comportamiento como
funcién del tiempo del DCP de la PB se ilustra en la Fig. El caso
sobreamortiguado es también equivalente a la aproximacién en la que la
fuerza de friccién es dominante respecto a la magnitud de la fuerza inercial,
o bien (ma =~ 0). En este caso, la ecuacién de Langevin se puede
aproximar por

dzx 1

= =2e), (2.11)
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de donde podemos obtener

((x(t) — z0)?) —;2/0 /0(§(t)§(t)’>dtdt’

21 [t [? kT
= 2/ / 6(t—t’)dtdt’:2( £
o 0 0 «

que es precisamente la misma expresién dada por la ec. (2.10)). La aproxima-
cién sobreamortiguada es precisamente la aproximaciéon de Smoluchowski.

) t = 2Dt, (2.12)

2.2. Ecuacién diferencial estocastica y la ecuacion
de Fokker-Planck

Existe otro camino alternativo pero equivalente a la descripcién de Lan-
gevin, para estudiar el MB. Este consiste en una ecuacién diferencial asocia-
da a la densidad de probabilidad para la posicién al tiempo ¢, que definimos
por W(x,t), para la velocidad W (v, t) y para densidad de probabilidad con-
junta de ambas variables W (x,v,t). La ecuacién a la que nos referimos se
conoce como Ecuacién de Fokker-Planck (EFP) para la densidad de proba-
bilidad correspondiente. Es importante mencionar que dada una ecuacién
de Langevin es posible obtener la EFP correspondiente. La solucion de la
EFP proporciona las mismas propiedades estadisticas que la que propor-
ciona la solucién de la ecuacion de Langevin.

En esta seccion y sin entrar mucho en los detalles algebraicos, vamos
a proporcionar la receta matematica de como obtener la EFP, dada una
ecuaciéon diferencial estocdstica para una y varias variables estocasticas.
Para el caso de una variable, digamos y(t), la EFP que obtendremos sera
para la densidad de probabilidad condicional P(y,t|,yo,to), donde yo re-
presenta el valor inicial de la variable estocastica y al tiempo inicial ¢, y sin
perder generalidad consideramos ¢y = 0. La ecuacién diferencial estocastica
més general que podemos construir para una variable y(¢) se puede escribir
como

dy
o = A t) + Bly, 0)€(), (2.13)
donde A(y, t) se conoce como término de arrastre, B(y,t), como el término
de difusion y £(t) el término estocédstico o ruido. Si B(y,t) es constante
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se dice que £(t) es aditivo, mientras que si B(y,t) no es constante, enton-
ces se dice que el ruido es multiplicativo. Para poder obtener informacién
estadistica de la ec. , es necesario conocer las propiedades estadisti-
cas del ruido &(t), que ahora en adelante supondremos que satisface las
propiedades de un ruido blanco Gaussiano tal que

€@) = 0o, (2.14)
(E@EE)) = 2x0(t—1). (2.15)

En este caso se dice que el proceso estocastico y(t) es Markoviano debido a
que la funcién de correlacion es una delta de Dirac, esto significa que
para t # t’ la funcién de correlacién (£(¢)€(t')) = 0, lo que también quiere
decir que el ruido no tiene memoria, y por lo tanto el proceso estocastico
y(t) es gaussiano y Markoviano.

Sin entrar en los detalles matematicos, es posible mostrar que a partir
de la ec., se puede obtener la EFP para la densidad de probabilidad
condicional P(y,t|yp), la cual se puede escribir como

OP(y, tly 0 1 02
0] 2100y, )P o))+ 510 0P s ), (210
sujeto a la condicion inicial
P(y,0ly0) = 6(y — yo)- (2.17)

El término a(l)(y,t) se conoce como coeficiente de arrastre, mientras que
a? (y,t) se define como el coeficiente de difusion y, en consecuencia al
primero y segundo términos del lado derecho de la EFP se les conoce como
términos de arrastre y difusién respectivamente. La solucién de la ec.
sujeta a la condicion inicial , se le conoce como solucién fundamental
de la EFP. Se puede mostrar que los coeficientes de arrastre y difusién
estdn dados por [2]

9B(y,1)
oy
aP(y,t) = 2AB%(y,1). (2.19)

adD(y,t) = A(y,t)+ AB(y,1) (2.18)

Luego entonces, dada una ecuacion diferencial estocédstica de la forma

(2.13), podemos calcular los coeficientes de arrastre (2.18]) y difusion (2.19)),
para después construir su correspondiente EFP dada por la ec. (2.16]).
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2.2.1. El caso multivariable

La ecuacién diferencial estocéstica para el vector y = (y1,...,yy) se
puede escribir de la siguiente manera

dyi

dt

donde A; son las componentes de un vector, B;; los elementos de una matriz
y &j(t) las componentes de un ruido vectorial con propiedades estadisticas
de un ruido blanco gaussiano tal que:

(&) = 0
<§i(t)5j<t/)> = 2/\51']'5(15—15/), (2.21)

siendo A la intensidad del ruido. La EFP correspondiente para la densidad
de probabilidad conjunta P(y,t|yo) en el caso multivariable estd dada por

= Ai(y,t) + Bij(y, t)&(t), (2.20)

N

1 e
T3 — Dyidy; [ai; (¥, ) P(y, tlyo)], (2.22)

sujeto a la condicién inicial

P(y,0lyo) = 6(y — o). (2.23)

También es posible mostrar que los coeficientes de arrastre y difusion estan
dados por
dy;
2
Una vez calculados estos coeficientes, podemos construir la EFP tal como

lo requiere la ec. (2.22)). La EFP para la densidad de probabilidad conjunta
W (y,t) se obtiene de la siguiente definicién:

W(y.t) = / P(y, tly0)5(yo) dyo. (2.26)
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2.2.2. Algunos Ejemplos

Veamos ahora algunos ejemplos muy sencillos de como construir una
EFP a partir de una ecuacion de Langevin. Por ejemplo, si queremos ob-
tener la EFP asociada a la ecuacién de Langevin (2.1) para la variable v
debemos identificar a la variable y como v y también los coeficientes A (v, t)
y B(v,t). En este caso es muy facil ver que A(v,t) = —yvy B(v,t) =1/m,
de modo que a = —yv y a® = 2)/m?. De esta manera concluimos que
la EFP para la densidad de probabilidad condicional sera

OP(v,t|vo) d A 02
————" =y [vP(v, t[vo)] + WWP

at 8?} ('U,t|'UO)7 (227)

sujeta a la condicién inicial P(v,0[vg) = d(v — vp).
Hagamos lo mismo para la ecuacién de Langevin (2.11)) incluyendo un
potencial externo U(z), es decir

i = —éU’(m) + ég(t), (2.28)

donde la prima se refiere a la derivada con respecto a x. En este caso
podemos verificar ficilmente que A(z,t) = —1U'(z) y B(z,t) = 1/a, y
por tanto a) = —1U7(2) y a(® = 2\/a?. La EFP asociada a la ec. (2.2)
serd ahora

OP(z,tlrg) 1 0

I s
5t = a@xU (x)P(x,t|zo) + D

0%P(z,t|x)

ooz (2.29)

sujeta a la condicién inicial P(z,0]xg) = d(x — z0), y D = A\/a?. En au-
sencia del potencial, la ec. es precisamente la ecuacion de difusién
establecida por Einstein en 1905.

Si queremos obtener la EFP para la densidad de probabilidad con-
dicional del espacio fase P(x,v,t|zo,vg) para la particula libre, debemos
construir la ecuacién de Langevin en el espacio fase de la siguiente manera

r = v

. 1
v o= —’yv+E§(t), (2.30)
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En este caso debemos usar la formulacién multivariable anterior, y siguien-
do los pasos similares podemos mostrar que la EFP tiene la siguiente forma

oP oP 0 A 9P

sujeta a la condicién inicial P(z,v,0|zg,vg) = d(z — x¢)d(v — vp).



Capitulo 3

Problema de Kramers

3.1. Introduccion

El tiempo de escape del estado metaestable de un potencial en un en-
torno térmico es un problema universal tanto en fisica, quimica y biologfa.
La descripcién de este fenémeno requiere basicamente de la teoria de los
procesos estocésticos en términos de ecuaciones de Langevin y Fokker-
Planck. El problema se describe muy bien en el contexto del movimiento
browniano en el siguiente sentido: una PB inmersa en un bafio térmico y
localizada inicialmente en el estado metaestable de un potencial, es capaz
de escapar del pozo de potencial como consecuencia de las fluctuaciones
térmicas a la que esta sometida. Este concepto introducido por primera
vez por Kramers en 1940 [18] ha sido muy util para describir una variedad
de fenémenos fisicos, quimicos y bioldgicos.

Para estudiar el problema de Kramers, vamos primero a introducir al-
gunos conceptos bdsicos que nos ayudaran a entender un poco mejor el
problema. Consideremos un sistema localizado en dos estados A y C de
estabilidad local, como se muestra en la Fig. supondremos que la coor-
denada x (no necesariamente la posicién de una PB), juega el papel de una
variable de reaccién. Para que el sistema pueda escapar del pozo de poten-
cial A debe adquirir una energia de activacién para poder vencer la barrera
del potencial y pasar al otro estado estable C del potencial. En su proceso
de regreso el sistema pierde una cierta cantidad de energia. El tiempo de
escape depende de la intensidad de las fluctuaciones a que estd sometida
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Wy = @,

Figura 3.1: Potencial U(z) con dos estados metaestables A y C'. El escape
ocurre via la razén hacfa adelante k* y la razén hacia atras k—, respec-
tivamente, y E;[ son las correspondientes energias de activacién. Figura
original de Ref. [6].

el sistema, que definimos como f(x) = x — (x). Las fluctuaciones estén
relacionadas con la energia de activacion E . que adquiere el sistema, y
dependiendo de su intensidad, el sistema podra vencer o no la barrera de
potencial cuya altura se define como Ebi, de acuerdo con la Fig. . Para
que la transicién no sea frecuente del estado A al estado C y vice versa, se

debe cumplir que
Eact

T

Eb

Para sistemas en contacto con un bano térmico, la energia de activacion es
igual a 71 = kT, donde k, es la constante de Boltzmann. Como veremos

mas adelante, la escala de tiempo para el escape 7. o simplemente el tiempo
de escape del sistema es aproximadamente

< 1. (3.1)

EE
b
Te ~ Ts €XP < > > Ts, (32)
Eact
donde 75 es la escala de tiempo del decaimiento dentro de atractor A.
Aparte de este tiempo, existen otras escalas de tiempo que son también
muy rapidas comparadas con el tiempo de escape, entre ellos esta el tiempo
de decaimiento o de relajacién en los dos pozos de potencial, el tiempo de
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correlacién del ruido, el tiempo que el sistema tarda en ganar o perder la
energia de activacién, etc. La condicién establece que para que ocurra
el escape en cualquiera de los pozos de potencial, el tiempo de escape debe
ser mucho mayor que las escalas de tiempo antes mencionadas. En cierta
manera, Ts representa cualquiera de las escalas de tiempo rapidas antes

mencionadas. La razén de escape es entonces k ~ 7, L.

3.2. Kramers 1940

En el articulo de Kramers no es tan obvio seguir los pasos algebraicos,
principalmente los correspondientes en el limite de friccion débil. Muchos
trabajos relacionados con el problema de Kramers que fueron publicados
posteriormente y que en la actualidad continuan siendo de gran interés,
contienen una descripciéon matematica mas acorde con la formulacién ac-
tual del movimiento browniano. Este es el caso del articulo de revisién de P.
Hénggi et al. [6] cuyo titulo es: “Reaction-rate theory: fifty years after Kra-
mers”. En este articulo se reporta una revision historica muy interesante
y diversos temas de aplicacién del problema de Kramers. En las primeras
secciones de este capitulo 3, presentamos los desarrollos algebraicos repor-
tados en dicho articulo de revisién, con el propdsito de aclarar un poco mas
los aspectos no muy explicitos del problema.

3.2.1. Teoria de tasas o razdén de reacciéon de Kramers

El modelo de Kramers (1940) para una reaccién quimica consiste de una
particula clasica de masa M moviendose en un potencial asimétrico U(z) de
doble pozo en una dimensién. La coordenada x de la particula corresponde
a la coordenada reactiva y sus valores en el minimo del potencial, x, and x,
denotan los estados del reactivo y el producto, respectivamente. El méximo
de U(x) estd en xyp, y corresponde al estado de transiciéon. Este modelo se
puede describir mediante la ecuacion de Langevin dada por

Mi = —yMi — U'(z) + £(t) (3.3)

donde U’(z) es la fuerza del potencial y £(¢) el ruido interno cuyas propie-
dades estadisticas de ruido blanco gaussiano son

(£(t) =0, (3.4)
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(E(B)E(s)) = 2MAkpTS(t - 5). (3.5)

La ecuacién para la densidad de probabilidad conjunta p(x,v,t) asociada
a la Ec. (3.3) estd gobernada por la ecuacién de Klein-Kramers

op(z,v,t) 0 0 U'(x) + My ~vkpT 0?

ot o' ta T M M 90| Pt (3.6)

Si la energia térmica kT es mucho muy pequena comparada con la altura
de la barrera, entonces la influencia de la fuerza estocastica es practica-
mente despreciable en la escala de tiempo del movimiento determinista. De
este modo la coordenada reactiva permanecerd en cualquiera de los mini-
mos del potencial, digamos, x,, por un largo periodo de tiempo hasta que
eventualmente la accién acumulada de la fuerza aleatoria la conducird ha-
cia la barrera del potencial en la vecindad del estado metaestable.

Por otro lado, si la energia térmica kT es comparable o mayor que la altu-
ra de las barreras Egc, entonces la particula se puede mover casi libremente
de z, a z.. En este caso no existe ninguna separacion en las escalas de
tiempo y por tanto ninguna tasa o razén de decaimiento. Luego entonces,
se considerara solo el caso para el cual

Ef = By, > kpT. (3.7)

Dentro de este simple contexto fenomenoldgico, la intensidad de la inter-
accién entre la coordenada de reaccién y los grados de libertad internos esta
determinada solo por el coeficiente de friccién v (razén de decaimiento).
En nuestro estudio, podemos entonces distinguir dos regimenes de aproxi-
macién: uno en la aproximacién de friccién débil (régimen de difusién de
la accién o energia), y el otro corresponde a la aproximacién sobreamorti-
guada o de friccién grande (régimen de difusién espacial).

Limite de Friccién débil

En este caso, es la energia o equivalentamente la accion la variable lenta
relevante, que se define como

1(B) = 74 pdq, (3.8)
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esta variable es muy lenta comparada con la variable angular ¢ que cambia
rédpidamente. El promedio sobre el angulo ¢ lleva a una ecuacion de difusion
para la densidad de probabilidad de la accién [I8], 58]

op(Lt) _ 0, [1 221213)T ;I] p(I, 1), (3.9)

donde w(I) es la frecuencia angular en la accién I,

ot oI

0E  w(I)

= 2/ 1

ol 2m (3.10)
Flujo estacionario y la razén de escape

De acuerdo con el razonamiento original de Farkas [I1] y de Kramers
[18], vamos a determinar la razén de escape, del estado metaestable A al
estado C, considerando una situacién estacionaria de la corriente de pro-
babilidad (una condicién de fuentes y sumideros estacionario). Las fuentes
suministran al pozo A una cantidad de particulas con cierta cantidad de
energia KT menor que la altura de la barrera de potencial. Primeramente
las particulas se termalizan antes de abandonar el pozo y vencer la barrera
de potencial. Mas alla de la barrera las particulas son removidas por los
sumideros. El flujo de probabilidad total j sobre la barrera esta dada por
el producto de la razén de escape de A a C, ka_,¢, y la poblacién del pozo
A, n,, mediante la definicién

kY =kaso = L. (3.11)
Ng

Para obtener la corriente estacionaria cuya densidad de probabilidad se
define como p(x,v), se deben de satisfacer los siguientes requisitos: (i) Que
no hayan fuentes ni sumideros en la barrera de potencial, (ii) la densidad
de probabilidad p(z,v) alrededor de la barrera = ~ x;, satisface la ecuacién
de Fokker-Planck estacionaria

2
_(%v - % [wi (z — xp) — ] + VET%

p(z,v) =0, (3.12)
donde w? = ~U" (2p)/M >0y

Ulz) = Ulay) — %ng(a: — )2 (3.13)
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Cerca del pozo A todas las particulas estan térmalizadas y por lo tanto,
con Z~! denotando una constante de normalizacién, se encuentra la distri-
bucién de equllibrio en z ~ z,

p(x,v) :Zlexp[ k;T <1M + U(x ))} (3.14)

Por otro lado, cerca del pozo C, todas las particulas son removidas por los
sumideros, de modo que

plx,v) =0, x > xy. (3.15)

Con las condiciones (3.12)-(3.15)), establecidas para la densidad de proba-
bilidad, la poblacién de particulas en el pozo A y flujo de las mismas sobre
la barrera, se pueden calcular mediante las respectivas expresiones

Ng = / dx dv p(x,v) (3.16)
A

j= /OO dv v p(xp,v). (3.17)

—00
Més ain la densidad de las fuentes y sumideros s(z,v) se obtiene de la
condicién estacionaria de la probabilidad de no equilibrio p(z,v) dada por

la ec. (3.6))

kT 0?
+ 70} + 7]5 6112] p(z,v),  (3.18)

aRaarders

donde s > 0 corresponde a fuentes y s < 0 a sumideros, respectivamente.
El siguiente paso es construir p(x,v). Kramers propone el siguiente ansatz

p(x,v)zf(m,v)exp[ k;T< Mo+ U )ﬂ (3.19)

Cuando z esté en la vecindad de la cima de la barrera, la ec. (3.12) nos
conduce a la siguiente ecuacién diferencial parcial para &(z,v), esto es

9 8  ykpT 82

o oo + ] o+ 22T az]ax,v):o. (3.20)
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De acuerdo a las condiciones de frontera en las ecs. y , la fun-
cién &(x,v) debe tender a la unidad dentro del pozo y desaparecer més alla
de la regién de la barrera. De acuerdo con Kramers, este comportamien-
to se puede lograr si se permite que £(x,v) sea una funcién lineal de las
variables = y v,

u=(x—xp) + aw. (3.21)

En este caso, la ec. (3.20) se transforma en

vkpTo?

A ¢ =0, (3.22)

— [(1 + ya)v + wgoz(x — xb)] &+
donde f/ denota la derivada con respecto a u. Para que ecuacion (|3.22))
se convierta en una ecuacién diferencial ordinaria, el factor enfrente de la
primera derivada debe de ser proporcional a u, es decir

(1 +ya)v + wia(zr — xp) = —\u, (3.23)

que se satisface para toda x =~ xp y para toda v. De ecs. (3.21)) y (3.23)) los
coeficientes A y « se obtienen como

Ay = —% + /w2 + (7/2)2, (3.24)

A
ar =2 (3.25)
Wh

La solucién de la ec. (3.22)) serd entonces

E(z,v) = Z‘lng/M/%fkaT)ur/
(z—z

ex [ Mw;’lUQ } du
D-Ouosd) L 2RBTAL]
(3.26)
donde se ha escogido a Ay para la interpretacion fisica correcta en el limite
de valores grandes y positivos de x dada por ec. . El comportamiento
asintotico para x ~ z, determina el factor de normalizacion enfrente de
la integral. De la definicién @ se obtiene la poblacién de particulas en
pozo A tal que U(z) = U(xq) + s Mwi(z — 24)?,

_ 27kpT

Ng Moo Z Y exp [-BU(z4)] (3.27)
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donde 8 = 1/kpT y w3 = M~1U"(z,) es la frecuencia angular cuadrada
dentro del minimo metaestable. La corriente de probabilidad (3.17)), serd

entonces
kgT

j= MML%Z*l exp[—BU ()] (3.28)
Combinando las ecs. (3.11)), (3.24), (3.27), (3.28)), y tomando en cuenta la
energia de activacion Ey = U(zp) — U(z,), se obtiene el célebre resultado

de Kramers

o2 exp(—BEy)| = o2 exp(—BEy). (3.29)

Este resultado es la razon de escape de la difusion espacial controlada en el
rango moderado y fuerte de la friccién. En el limite de friccion grande tal
que v > wp (Kramers 1940), la expresion anterior se reduce a

sa Wows

AsC = %exp(—BEb) (3.30)

el cual tiende a cero conforme v — co. Este resultado sera obtenido for-
malmente en el limite de Smoluchowski, como veremos mas adelante.

3.2.2. Razdn de escape en el régimen de friccion debil

La ecuacién de difusién dada por la ec. (3.9) puede ser transformada
en una ecuacién de difusion para la energia F,

p(E,t) = 7£EI(E) [1 + k:BTaaE] wéf)p(E, £). (3.31)

Consideremos el caso mds simple de un potencial U(z) con sélo un solo
pozo metaestable, como se muestra en Fig. [3.2

Cuando la particula ha adquirido una energia un poco mas grande que
la energia umbral Ej, la particula escapa del pozo. La razon estd dada por
la probabilidad del flujo de particulas en el espacio de energia a través de
E}, sobre la poblacion del pozo. Equivalentamente, el flujo de probabilidad
en el espacio de accién a través de I, = I(E}) puede ser utilizada. En este
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U(x)

Eb

I I T
X
X- Xa Xb X+

Figura 3.2: Potencial metaestable. Las particulas son inyectadas en z_ e
inmediatamente son removidas cuando llegan a x, . Figura original de Ref.
[6].

caso uno resuelve para la distribucién de probabilidad estacionaria p(I) con
una corriente de probabilidad j,

QWkBTg
w(l) o1

j=—~I [1 + ] p(I), 0<I<I, (3.32)

Imponiendo una condicién de absorpcién en I = I, eso es, p(I = 1) = 0,

uno encuentra de ec. (3.32))

Iy ox N (I’
p(I) =j('kaT)‘1exp[_ﬁE<])]/I P[/BI]/*J(I )] w(I’)

dr'. (3.33)

™

En I = 0, p(I) tiene una singularidad logaritmica el cual se origina del
hecho de que la fuente de probabiliad estd concentrada en I=0. Aunque,
para SE, >> 1 esta singularidad no contribuye a la poblaciéon ng en el
pozo,

Iy
noz/o p(I)dI. (3.34)
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Figura 3.3: Potencial asimétrico U(x) con dos pozos metaestables. Figura
original de Ref. [6].

Puesto que k = nio, entonces la razon inversa sera

(3.35)
En el limite de una barrera alta (8E, >> 1), un cambio de variables,
dE = [w(I)/2x]dI, lleva a

Iy Iy w(I") ex !
= nofs = (ks [ drespl-spn] [ ar ) R

1 2rkpT

= eI exp(BEy). (3.36)

Luego entonces, en el limite de amortiguamiento muy débil, v << wy, se
recupera precisamente el resultado obtenido por Kramers (1940) para la
razon de escape controlada por difusién de la energia o la accién,

k= BI(Ey) 3 exp(—~BEy), (3.37)

la cual es una expresién vélida en la aproximacion de kgTFE, << 1y
vI(Ep) << kpT.

En el caso mas general de un potencial asimétrico biestable como se
muestra en la Fig. [3.3] una particula adquiere la energia suficiente para
escapar y saltar de un pozo a otro hasta que se termalice. Si asignamos a p
como la probabilidad de pasar al pozo derecho y (1 — p) la probabilidad de
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regresar al pozo inicial, entonces la razén hacia adelante k™ esta dada por

I(EN)w
kT =kaso=p T om exp(—fBE,) (3.38)
y vice versa
_ _ VI(E, ) we -
k~=kosa=(1-p) T on exp(—BE, ), (3.39)

donde w, y w. son las frecuencias angulares en los pozos de la izquierda y
derecha, respectivamente.

3.2.3. Razdn de escape en el régimen de friccion grande

En este caso sobreamortiguado, la coordenada reactiva X es la variable
lenta relevante, y la velocidad es la variable rapida que puede ser eliminada
adiabaticamente de (3.3

& = —(M) U () + (M) e (1), (3.40)

La ecuacién asociada a la densidad de probabilidad p(z,t) es la conocida
ecuacién de Smoluchowski dada por
op(x,t) 0 0?

o = |(M) T 5 U @) + (M) kT | p(at). (3.41)

De ec. (3.41]) se puede obtener el resultado para la velocidad de escape

en este régimen,

WoWp
k= —BEy). 42
2 exp(—BEp) (3.42)

Una fuente puede ser puesta en x— < x, y un sumidero en z, > xy
(ver Fig. [3.2)). La solucién estacionaria p(z), el cual incluye la corriente j
y obedece la condicién de frontera absorbente, p(z = x4) = 0, se convierte
en

) = T expl-U@) kT x [ explU)/kaThdy,  (343)
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mientras que la poblacién ng estd definida como

ng = /_xb dxp(x). (3.44)

Por virtud de k = nio y ec. (3.11]) se obtiene

explU(z)/kpT]
(kgT/M~)

k~l=ng/j = /x+ dyexp|—U(y)/kpT] x /x+ dz . (3.45)

—0o0

Utilizando una integracién parcial en la ecuacién de arriba se obtiene

1 /_ O: dyexf,ﬂ%kf] y /_ yoo dzexp[=U(2)/ksT].  (3.46)

Al considerar SE, >> 1, ec. (3.46) puede ser evaluada utilizando una

aproximacion Gaussiana como

k™t = 2my(wows) ! exp(BE), (3.47)

cuya inversa coincide de nuevo con la velocidad en ec. (3.42). Este
resultado sobreamortiguado de Kramers puede ser escrito con su correccién

y ser explicitamente evaluado. Este cdlculo se puede apreciar con detalle
en el Apéndice

3.3. Razon de escape desde el estado estable de
un potencial

En esta seccién vamos a calcular de forma cualitativa la razén de escape
de Kramers para un conglomerado de particulas brownianas localizadas
inicialmente en el fondo de un potencial externo U(z), como se muestra en
la Fig.

En principio, las particulas tenderan a permanecer en su estado de
equilibrio estable en el punto a, sin embargo, debido a las fluctuaciones
térmicas, las particulas adquirirdn una cierta cantidad de energia térmica
de activacion que les permitird cruzar la barrera de potencial. Se desea
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Figura 3.4: Conjunto de particulas brownianas independientes localizadas
inicialmente en el pozo de potencial U(x), en el punto a. U(b) — U(a) es la
altura de la barrera. J es la corriente de probabilidad.

entonces calcular la tasa o la razén de escape para que este fenémeno
tenga lugar. Vamos a describir esta dinamica de no equilibrio mediante la
ecuacién de Langevin asociada a una particula de masa m, la cual se puede
escribir como

e +£(), (3.48)

donde « es el coeficiente de friccion y £(¢) el término de ruido que satisface
las propiedades de un ruido blanco gaussiano, véase las ecs. y ,
siendo la intensidad del ruido A = ak;T'. Nos interesa estudiar la dindmica
en el régimen sobreamortiguado para el cual la ec. se puede escribir
como

i L@ L (3.49)

o dx «o

De acuerdo con el analisis de la seccién 2.2 del capitulo anterior, podemos
construir facilmente la EFP para la densidad de probabilidad W (x,t), de
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tal manera que

ot - Oz

D82W(a;,t)

o (3.50)

oW (z,t) 9 [1 dU (x)
a dx

W) +

siendo D = \/a? = kgT/a. La ecuacién anterior se puede escribir como

OW (z,t) oJ

oW (z,t) 9 [1dU(x) owlz,t)| _ _9J
Rt A RUCURE R B )
donde | dU(z) W (z, 1)
X Hf,t
J = —aWW(.%,t) _DT (352)

se conoce como corriente de probabilidad. Se puede mostrar ficilmente que
la corriente de probabilidad también se escribe como

U@ § [/ U@
J=—-De *5"T — <e’“BTW> : (3.53)
ox

Si el sistema estd en estado de equilibrio total, entonces no hay flujo de
U(x)
particulas y por tanto la corriente J = 0. Esto implica que 8%(6 "BTW) =

cte = Wy. Luego entonces la distribucién de equilibrio sera

U(x)

W(x)=Wye 57T, (3.54)

donde Wy es la constante de normalizacién. Debido a la forma del potencial,
en algin momento podra existir un flujo de corriente de particulas que
tratardn de cruzar la barrera de potencial. Supongamos que el flujo de
particulas es estacionaria, luego entonces la corriente serd una constante

de tal manera que la ec. (3.53) conduce a

o U(zx) J _Uu@
% (ekBTW> = —56 kBT, (355)

Integrando entre los puntos a y ¢ y tomando en cuenta que W(c) = 0, se
tiene que

—e"s™W(a)=—= [ eFs"dr, (3.56)
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de modo que

U(a)
De*s" W (a)
[ersT da
De acuerdo con la definicién %—Vf = %, podemos entender que la razén de

escape k se puede entender notando que representa la probabilidad con-
dicional de escape, dado que la particula esta inicialmente en el pozo de
potencial, cerca de x = a. Si p es la probabilidad de que la particula este
dentro del pozo de potencial, entonces J = pk. Para evaluar p, podemos
notar que si la barrera es muy alta, entonces la distribucién de equilibrio
anterior esta dada por
_U(z)-U(a)

W(z)=W(a)e *s7 . (3.58)
Ahora bien, la probabilidad de que la particula esté en el pozo de potencial
se puede calcular de la siguiente manera:

at+A U@ [fatA U@
p= / W (z)dr =W(a)e*s” / e "7 dx, (3.59)
a—A a—A

donde A es la anchura muy angosta del pozo de potencial y la altura de
la barrera muy alta, de tal manera que la integracién se realiza sobre una
funcién muy picuda, alrededor de x = a. Podemos entonces realizar un
desarrollo en serie de Taylor de tal manera que U(z) ~ U(a)+ 3U"(a)(z —
a)?+ ---, y por lo tanto

p=W(a)e*s" . e """ dx =W(a) U”(E;) . (3.60)

De manera andaloga el potencial es muy picudo alrederdor de x = b y por
tanto U(z) ~ U(b) — 1|U"(b)|(z — b)® + - -, asi que

¢ Uz) uw)  ptoo WU®) v
/ e’ dx = e*B" ¢ T T g QW/]fBTe’“BT. (3.61)
a o U (0)]

Usando la Ec. (3.57) podemos concluir que la razén de escape de Kramers
esta dada por

= DVUT@IU"Q)] -5 _ VU@ 0)] -t (3.62)

B

2rk,T 2T o

U(a) /+OO _U(=) 27.[.k T
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donde E, = U(b) — U(a) es la altura de la barrera de potencial. Luego
entonces, la razon de escape decae exponencialmente con la altura de la
barrera. También depende qué tan plano es el maximo y el minimo del
potencial. Puesto que en el esquema que se ha trabajado, la altura del
potencial Ej > kT, entonces la razén de escape aumenta si se incrementa
el valor de la temperatura. Finalmente el tiempo de escape es el inverso de
la razén de escape, es decir, 7. = k™!, y por tanto

92 By
o = QO FpT, (3.63)

VU (a)|U"(b)]

3.4. Tiempos de Primer Paso

Existe otra manera de caracterizar la razén de escape de un pozo de
potencial, la cual consiste en conocer el tiempo que tarda el sistema en
alcanzar algun valor de referencia previamente establecido de dicho poten-
cial. En el caso del potencial biestable podria ser el tiempo que tarda el
sistema (particula) en pasar de un pozo de potencial a otro. Este tiempo
es conocido en la literatura como tiempo de paso. Dependiendo de la forma
del potecial y de la posicién inicial del sistema (particula), es posible calcu-
lar dicho tiempo de paso mediante la teoria de los procesos estocésticos, a
través de ecuaciones de Langevin y de Fokker-Planck. En general en la lite-
ratura, a este tipo de descripcion se les conoce como procesos de relajacién
(o proceso de decaimiento) de condiciones iniciales mediante fluctuaciones
estocdsticas. El problema de Kramers por ejemplo, se le identifica como
la relacién de un estado metaestable, donde el tiempo de paso de dicho
proceso es precisamente el tiempo de escape definido en la seccién ante-
rior. Existen en la literatura otros tipos de procesos de relajacién como
son: la relajacion o decaimiento de un estado inestable y el decaimiento
de un estado marginal. En esta tesis inicamente estamos interesados en el
estudio de la relajacion de un estado metaestable, aunque el formalismo de
los tiempos de paso que estudiaremos a continuacién serd para cualquier
proceso de relajacién.

La idea central es suponer que una particula puede moverse libremente
en un intervalo de valores [a, b], donde a y b son nimeros reales que repre-
sentan los valores previamente establecidos, o también donde se localizan
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las barreras de un potencial. Consideremos ahora el siguiente problema.

3.4.1. Dos barreras absorbentes

Suponga que al tiempo ¢ = 0 una particula esta en la posicién z tal que
a <z < b, donde a y b, se localizan dos barreras absorbentes. Esto significa
que sera removida cuando alcance dichos valores. Nos preguntamos ahora
por el tiempo en que la particula puede permanecer en el intervalo (a,b).
Por definicién la probabilidad de que al tiempo ¢ la particula se encuentre
aun en el intervalo (a,b) sera

/bp(:z/,t|x,0)dx/ = G(xz,t). (3.64)

Si ahora definimos a 1" como el tiempo que tarda la particula en abandonar
el intervalo (a, b) entonces, la probabilidad para que este evento ocurra debe
ser

P(T >t)= /bp(:n',t|aj, 0)dx’ (3.65)

lo cudl significa que G(z,t) es la misma que P(T" > t). Como el sistema es
homogéneo en el tiempo, entonces

p(2',t|z,0) = p(2', 0|z, —t), (3.66)
de modo que la ecuacién de Fokker-Planck hacia atrds se puede escribir
como

p(a’ t|z,0) = A(x )2 (2, t|x,0) + B( ) o (2, t|z,0) (3.67)
8t 8 p 8 2p ) ) * *

Si ahora aplicamos la integracién definida en (3.64]) obtenemos la ecuacién
para G(z,t) dada por
2

9 Gant) = A L) + B( )2

5 - 52 C(.t). (3.68)

Es claro que para las condiciones a la frontera se tiene que

p(2’,0]z,0) = §(x — 2'), (3.69)
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luego entonces

G(z,00 = 1 a<z<b

G(z,0) = 0 en otra parte. (3.70)
Si x = a o b, la particula es absorbida inmediatamente, asi que
P(T>t)=0 (3.71)
cuando x = a o b, en otras palabras,
G(a,t) = G(b,t) =0 (3.72)

como G(z,t) es la probabilidad que T > t, el promedio de cualquier funcién
de T es

< [(T) >= — /0 G (1) (3.73)

Asi que, el promedio del tiempo de primer paso T'(z) =< T > estd dado
por

T() = — /O T 0,G bt (3.74)

Integrando por partes podemos mostrar que

7) = /O Glx, t)dt. (3.75)

Similarmente, definiendo T),(z) =< T™ >, se encuentra que
Ty (z) = / t" LGz, t)dt. (3.76)
0

Se puede deducir una ecuacién diferencial ordinaria simple para T'(z) usan-

do la ec. (3.75)) e integrando ([3.68)) en el intervalo (0, 00). Puesto que
/ —G (z,t)dt = G(z,00) — G(z,0) = —1, (3.77)

entonces
A( )—a T( )+1B( )—62 T(z)=-1 (3.78)
T 9 x 5 T 972 x) = , .
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y con la condicién de frontera
T(a)=T(b)=0 (3.79)

se puede mostrar que
1
—nTy—1(z) = A(x)0, Ty (x) + §B(x)8§Tn(x), (3.80)

lo cual significa que todos los momentos del tiempo de primer paso se
pueden calcular integrando varias veces.

La solucién de la ec. se puede obtener por integracién directa.
Dicha solucién estd dada en términos de la funcién

B(z) = exp ( / " 2];4((363”,;)) , (3.81)

del tal manera que

e | o /: 5 /:/ 50

a ®(y)
b T / d
d d v oo
- / y/ v / dz (2)] (3.82)
« ®W) Jo ) Ju  B(2)
Esta solucion representa el tiempo de paso para cualquier funcién potencial

®(x). Veamos a continuacién algunos ejemplos con diferentes condiciones
a la frontera.

3.4.2. Barrera absorbente y reflejante

Consideremos ahora el movimiento de un particula en el intervalo [a, b],
suponiendo que:
a barrera reflejante,

b barrera absorbente.

En este caso, las condiciones de frontera serdan

0G(a,t)

o =0 G(b,t) = 0. (3.83)
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Se resuelve la ec. (3.78) con estas condiciones a la frontera para obtener la

solucién
b Y P
=2 [ g B 84

a barrera absorbente,

Por el contrario si

b barrera reflejante.

Entonces la solucion seré

[ e,
T(@) =2 / o /y e (3.85)

3.4.3. Razén de Escape sobre una barrera de potencial

Usemos ahora alguno de los resultados obtenidos en la seccién prece-
dente, para estudiar el problema de escape sobre la barrera de un potencial
biestable asimétrico como se muestra en (a) de la Fig. La figura en
(b) representa la densidad de probabilidad estacionaria, la cual se puede
obtener de la solucion estacionaria de la ecuacién de Fokker-Planck o de
Smoluchowski, en el limite sobreamortiguado o de friccién grande, dada
por )

WD _ O 7wyt ] + D (e ) (3.56)

Se supone que el movimiento se lleva acabo en un rango infinito, lo cual
significa que la solucion estacionaria estd dada por

ps(x) = Nexp[—U(a;)/D], (3'87)

que es bimodal, como se muestra en (b) de la Fig.|3.5] De este modo existe
una probabilidad relativa de estar a la izquierda o a la derecha de b, pero no
cerca de b. Nos preguntamos ahora, cuél es el tiempo de escape del pozo de
potencial en x = a. Esto es lo mismo que preguntarse, cudl es el promedio
del tiempo de paso desde z = a hasta un valor x = xg, donde zg estd en
la vecindad de b. Para responder a esta pregunta usamos la ec. , con
las siguientes condiciones

b— z,, a— —00 T —=a (3.88)
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(@) (b)
U(x) b ps(x)
X X
(©)
T(a e X)
X

Figura 3.5: (a) Potencial de doble pozo U(x); (b) Distribucién estacionaria
ps(x); (c) Tiempo promedio de primer paso desde a a z, T'(a — xg). Figura
original de Ref. [3].

de modo que

T(a— x,) = é/% dy exp|U(y)/D] /_y exp|—U(z)/D]dz. (3.89)

Si el méximo central de U(z) es grande y D es pequeno, entonces exp[U (y)/ D]
estd agudamente en x = b, mientras exp[—U(z)/D] es muy pequefio cerca
de z = b. Por lo tanto, [Y__exp[—U(z)/D]dz es una funcién muy lenta de y
cerca de y = b. Esto significa que el valor de la integral [Y_exp[—U(z)/D]dz
serd aproximadamente constante para aquellos valores de y lo cudl conduce
a un valor distinto de cero para exp[U(y)/D]. En estas condiciones en la
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integral interior se puede poner y = b para evaluar las integrales de la ec.
(3.89), en la siguiente aproximacién

b Zo
T(a - a0) ~ % /_ dy exp[-U(2)/D] / dy explU(y)/D].  (3.90)

Notar que por la defincién de ps(x) en (3.87)), se puede identificar como

b
/_ dyexp[-U(z)/D] = ny/N, (3.91)

donde n, es la probabilidad de que la particula esté a la izquierda de b
cuando el sistema es estacionario.

También en la Fig. se muestra el comportamiento de T'(a — xg)
contra xg, donde se muestra que el promedio del tiempo de primer paso
hacia zq es bastante pequeno para xg en el pozo izquierdo y bastante grande
para xg en el pozo derecho. Esto significa que la particula le toma el mayor
tiempo posible alcanzar el pozo derecho superando la barrera de potencial.
Es bastante significativo hablar del tiempo de escape como el tiempo que
le toma la particula, inicialmente en a, alcanzar un punto cerca de c. El
tiempo de escape se puede evaluar asumiendo que cerca de a la funcién
potencial es picuda y también en b. De esta manera podemos realizar una
expansién en series de taylor alrededor de = = b

U(x) = U(b) —U'(b)(x —b) — %|U”(b)](x —0)2 - (3.92)
y también alrededor de = = a, tal que

U(x) ~ Ula) + U'(a)(z — a) + %U”(a)(az )t (3.93)
El factor constante en es evaluado como

b 0 a ")z — a 2
/ dzexp|—U(z)/D] N/ dz exp [—Ul()) _ U )Q(D ) (3.94)

—00 —00

= \/%exp[—U(a)/D], (3.95)
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y el factor interior se convierte, asumiendo que xg esté a la derecha del
punto central b,

*o o0 " AV
/ dy exp[U(y)/D] ~ / dy exp[U(b)_!U (B)I(y — b)

- D 2D
= |53T’(IZ) exp[U(b)/D]. (3.96)

Introduciendo ambas expresiones en la ec. (3.90), se obtiene finalmente

27
T(a — xo) ~ EOLEO] exp{[U(b) — U(a)]/D} (3.97)

Esta es la clasica férmula de Arrhenius o la razén de escape de Kramers,
de la teoria de reacciones quimicas (véase también las ecs. y .
Una reaccién quimica se puede modelar introduciendo una coordenada tal
que x = a representa la especie A, y x = c la especie C. La reaccién es
modelada por el proceso de difusiéon antes estudiada y las dos distintas
especies quimicas son separadas por la barrera de potencial en b. En es-
te caso, D = k,T, representa la energia térmica. La dependencia en la
temperatura viene del factor exponencial el cual es a menudo escrito como
exp(AE/k,T). Este factor exponencial representa entonces la probabilidad
de que las moléculas puedan vencer la barrera de potencial, una vez que
hayan adquirido la energia térmica necesaria. Recordemos que el sistema
estd inicialmente en equilibrio térmico.

3.5. Meétodos formales alternativos

También es posible obtener la expresion para la razén de escape sobre
una barrera de potencial en el limite sobreamortiguado, usando métodos
similares en términos de corriente de probabilidad. El formalismo es tam-
bién general para el caso de una variable estocastica z(t) = x. De acuerdo
con la Seccién 2.2.1, podemos identificar a y = x de tal manera que la den-
sidad de probabilidad W (x,t) se obtiene de la densidad de probabilidad
condicional, tal que

W(zx,t) = /P(:/v,t;:co,to)dmo = /P(w,t|x0,t0)P(9§0,t0) dxo, (3.98)
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W(x, t)
/\/
Fluctuacion Fluctuacion
adentro afuera
_— _—
R@, t) R(@+Ax, t)
a a+/Ax

Figura 3.6: Un diagrama ilustrando el calculo de la corriente de probabili-
dad. Figura original de Ref. [I].

de manera que multiplicando la ec. (2.16]) por P(zg,to) e integrando sobre
xo construimos la EFP para W (z,t), dando como resultado

Wt) _ 9, w 1O
9 = ax[ a‘(x, )W (z,t)] + 5 922 [a* (x, t)W (z,1)]
0J
- -5 (3.99)
donde J(z,t) se define como
NG L9, @
J(x,t) = a"(x, t)W(z,t) — 5%[(1 (x, t)W (z,t)]. (3.100)

La ec. (3.99) se puede escribir como una ecuacién de continuidad dada por

OW (z,t) N aJ(x,t)
ot ox

=0, (3.101)

donde J(z,t) se identifica como la corriente o flujo de probabilidad. Vea-
mos esto con un poco de mas claridad mediante la siguiente descripcién.
La relacién entre, W y J, dada por implica que la corriente de
probabilidad J(z,t), es la razén con la que la probabilidad estd fluyendo
a través del punto z al tiempo ¢. Para ilustrar esta situacién, considere la
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probabilidad de que z se encuentre dentro del intervalo [a,a + Azx]. Es-
ta probabilidad es aproximadamente W (a,t)Az. Ahora considere la razén
de cambio de esta probabilidad. Como se ilustra en Fig. [3.6] esta razén de
cambio estd dada por la diferencia entre la razon con la que la probabilidad
estd fluyendo hacia adentro del intervalo (lado izquierdo), y la razén con la
que esta fluyendo hacia afuera del intervalo (lado derecho). Denotando la
razon de flujo de probabilidad a través del punto x al tiempo t como R(x,t),
se tiene

%[W(a, t)Azx] = R(a,t) — R(a + Az, t). (3.102)

Dividiendo ambos lados por Az, y tomando el limite cuando Ax — 0, se
obtiene

0 B . R(a+Ax,t)— R(a,t) 0
aW(a,t) =— Alglcrgo A = —aaR(a,t). (3.103)

Comparando esta ecuacién con la ec. (3.99)) se observa que J(y,t) es en
efecto el flujo de la probabilidad a través del punto x.

Para resolver una EFP, también se puede necesitar especificar las condi-
ciones a la frontera. Para las condiciones de frontera naturales del sistema,
x toma todos los valores del conjunto de nimeros reales. En este caso W
tiende a cero cuando x — £00. Si x estd en algin intervalo finito, digamos
el intervalo [a, b], entonces serd necesario especificar las condiciones en las
fronteras a y b correspondientes. Las tres posibilidades méds comunes son:
fronteras absorbentes, reflejantes y periddicas, que se definen a continua-
cién.

1. Fronteras absorbentes. Una fontera absorbente se define como aquella
para la cual la probabilidad de que la particula haya alcanzado dicha
frontera sera cero (la particula se absorbe). Por ejemplo, si la frontera
estd ubicada en x = ¢ entonces W (¢, t) = 0. Puede ocurrir que dicha
frontera esté en a o en b, y por tanto W(a,t) =0 o W(b,t) = 0.

2. Fronteras reflejantes. Una frontera reflejante se define como aquella
donde la particula no puede atravesar. Esto significa que la corriente
de probabilidad debe de ser cero a través de la frontera, y por lo tanto
estd dada por la condicién J(e,t) = 0. En el caso del intervalo [a, b],
puede ocurrir que la frontera en a sea reflejante y en b absorbente de
modo que J(a,t) =0y W(b,t) =0, o viceversa.
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3. Fronteras periddicas. En este caso los dos extremos del intervalo estan
conectados, lo que significa que la particula se estd moviendo en un
circuito cerrado. En este caso, como los dos extremos describen la
misma ubicacion fisica, la densidad de probabilidad y la corriente de
probabilidad deben de ser la misma en ambos extremos. Esto estéd
descrito por lo tanto por las dos condiciones W(a,t) = W(b,t) y
J(a,t) = J(b,1).

3.5.1. Solucioén estacionaria

Para soluciones estacionarias la corriente de probabilidad en la ec.
debe ser una constante. Si esta corriente de probabilidad desapa-
rece en algun valor x, entonces debe ser cero para cualquier x (porque es
una constante). Asi que para J = 0 se tiene de la ec. lo siguiente

1
M (@)W (z) — 19 @ ()W (z) =0, (3.104)
20x
o bien 0
1
@ _19 o
a(g)(l’)a (x)Wst(x) 2 8xa (w)Wst(x) (3105)
Mediante una integracion se obtiene
_ Mo Tal@) N\ o e
Wii(x) = 2@(z) exp (2/{1 @ (27 dr’ | =N e ) (3.106)

donde Ny es la constante de integracion, la cudl debe de ser elegida tal que
Wsi(z) esté normalizada. En la ec. (3.106)) hemos introducido el potencial

®(z) =2In P (z) - 2/3? a)(a’) dx’

e (3.107)

Podemos usar esta expresion del potencial y la ec. (3.100)), para escribir la
expresion general de la corriente de probabilidad de la siguiente manera:

0

J(z,t) = —a? (z)e"*®) p

[e‘b(wW(x, t)] . (3.108)
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Podemos ahora calcular la densidad de probabilidad estacionaria para una
corriente de probabilidad J constante distinta de cero. En este caso pa-
ra J = cte, podemos resolver la ec. , para obtener la distribucion
estacionaria

x ®(z)

— Ne~®@) _ jo—%(@=) L
Wi (x) = Ne Je /aa(Q)(a:’)dm

Una de las constantes de integracién se determina por la condiciéon de
normalizacién

(3.109)

/Wst(az)daz =1, (3.110)

y la constante J debe ser determinada de acuerdo con las condiciones a la
frontera. Por ejemplo, para los casos donde z se extiende a +oo, se requiere
que la integral en exista. En este caso, Wg(z) y también J deben
anularse en +0o (condiciones a la frontera naturales).

3.5.2. Condiciones de frontera peridédicas

Si se tienen condiciones a la frontera peridédicas, J no necesariamente
desaparece. Tampoco J es un parametro libre, aunque, como se vera, es
completamente determinada por la suposicion de estacionariedad. En este
caso la ecuacién para la solucién estacionaria, W (x), estd dada por

d
@[a<2> ()W ()] = 2aV (2)W (z) — J (3.111)
Definiendo &(x) = a® (z)W (z),
aD(x
% _ [i@)((x))] c—J (3.112)
La solucién es
x a? (x T du
W(x) = [G(Zg(;)} W (a) Z(i)) —2J/a Zciu), (3.113)

donde se ha definido

Z(x) = exp [/x a) (u)du] . (3.114)
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U
X

Figura 3.7: Pozo de potencial para calcular la razén de escape.

Ahora se aplica la condicién de frontera periddica W (a) = W (b), lo que da

g W@ |d@) _a®)) (3.115)
27 A | Zla) 20
La solucién es por lo tanto
a(2>(b) T du a(2)(a) b du
Z(b) fa Z(w) ~  Z(a) fx Z(u)
W(%)zW(a)[ OB } (3.116)
70 o 700

3.6. El problema de Kramers

Se quiere calcular la razén de escape para particulas ubicadas en un
pozo profundo cerca de x = a, Fig. La corriente de probabilidad J
encima de la barrera de potencial cercano a b es muy pequeno y el cambio
de tiempo de la densidad de probabilidad W (x, t) es también muy pequena.
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Para este estado quasi-estacionario la pequena corriente de probabilidad
J debe de ser aproximadamente independiente de x (3.101)). Integrando
(3.53|) entre a y ¢ se obtiene

a? {eU(a)/a(z)W(a,t) — eU(C)/a(2)W(c, t)} = J/ U(@)/a? gy ;o (3.117)

Si se asume que en x = ¢ la densidad de probabilidad es casi cero se
puede expresar la corriente de probabilidad por la densidad de probabilidad
en x = a, en otras palabras,

J a(2)€U(a)/a(2>W(a,t) 5118
T (3.118)
a
Si la barrera es alta la funcién de distribucién cercano a a sera dado
aproximadamente por la distribucién estacionaria

W (z,t) = W(a,t)e U@-U@]/a® (3.119)

La probabilidad p para encontrar la particula cercano a a:

2

2
p:/ W(ac,t)dx:W(a,t)eU(“)/a<2)/ e~ U@/a? gy (3.120)
1

1

porque para pequena a(? la densidad de probabilidad (B.119) se con-
vierte muy pequena para valores de y apreciablemente diferente de a.
La probabilidad p multiplicada por la razén de escape k es la corriente

de probabilidad J. Asi que usando (3.118)), (3.120]) se obtiene las siguiente

expresiones para el inverso de la razon de escape:

1
k

1o ¢
g = (2)/ e_U(x)/a@)dac/ eU(I)/“(2>dfn. (3.121)
a 1 a

La mayor contribucion a la primera integral viene de la regién alrededor
de a, donde la mayor contribucién a la segunda integral viene de la regién

alrededor de b. Por lo tanto se expande U(x) para la primera y segunda
integral de acuerdo a
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U(z) ~ Ula) + U(a)(z — a) + %U”(a)(w —a)? (3.122)

donde
U'(a)(z —a) =0 (3.123)

porque la derivada es cero en el minimo
y para alrededor de b

Uz) ~ U(b— U (b)(x — b) — %\U”(bﬂ(w _ b2, (3.124)

donde
U'b)(z—b)=0 (3.125)

porque la derivada es cero en el maximo.
Luego se puede extender las fronteras de integracién en ambas integrales
hasta £oo y asi obtener la bien-conocida razén de escape:

k= (2m) "\ /U"(@)[U" (b)]e [V O-U(@]/al] (3.126)

Edholm y Leimar mostraron que uno puede mejorar (3.126f) calculando
las integrales en ([3.121)) més precisamente usando una expansion en (|3.122))

y (13.124)) hasta al cuarto término y evaluando las integrales de acuerdo a

[e'e) o0
1
/ e Pritardtrat g / (1+ gz + rat + §q21’6)6_‘w2dw (3.127)
o0 —00

T 37 15q

=/ 3.128
P( T p? 16 p? 2 ( )
se obtiene la razén de escape mejorada
1 (1v) 1 (1v) 11 (3\12
kmejorada =k|(1- a(g) U (b — U (a [U (b>]
SUTOE 80P 24 [U7(b)

(3.129)
5 [U"(a))?

Yol TP )) " O(a(m)]'
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Método Descripcion

Determinar la velocidad de
escape del estado A al estado
C, considerando una situacion
estacionaria de la corriente de

probabilidad (una condicion

de fuentes y sumideros
estacionario).

Razonamiento original
de Farkas y Kramers

Modelo

Resultado

La velocidad de escape de la difusion
espacial controlada en el rango
moderado y fuerte de la friccion

72
2
i v
[T I ,,,g] =k

@p

@
k= 5o exP(-AEy)
En el limite sobreamortiguado

7>,

sa _ D0
k= 5 exp(—pE,)
Ty

La velocidad de escape de
Kramers para un conglomerado
de particulas brownianas
localizadas inicialmente en el
fondo de un potencial externo
U(x) correspondiente al caso
sobreamortiguado.

Limite de fricciéon
grande: Ecuacion de
Smoluchowski

(O] £y
oo = 20% -5

2ra

Conocer el tiempo promedio
que tarda el sistema (particula)
en pasar de un pozo de
potencial a otro. La velocidad
de escape es el inverso del
tiempo de paso y viceversa.

Tiempos promedio de
primer paso
(barrera absorbente y
reflejante)

Tla—x)]

0

Ep
el

2
T(a — xp) = d

@o@), _ Epy
k(a — xp) & e Tl
2na

Figura 3.8: Se muestran los métodos utilizados para calcular la razén de es-
cape desde un pozo de potencial. También se muestra una breve descripcién
de cada método, el modelo utilizado y el resultado final.




Capitulo 4

Aplicaciones
Resonancia estocastica y
ensamble de una molécula

ARN

En el capitulo 1 hemos mencionado que existe una variedad de fenéme-
nos en fisica, quimica y biologia, en los que el problema de Kramers puede
ser aplicado. En este capitulo estudiaremos dos ejemplos particulares: uno
es el fenémeno fisico conocido como Resonancia Estocdstica (RE) y el otro
un fendmeno biolégico que tiene que ver con el ensamble de moléculas 4cido
ribonucleico (ARN).

4.1. Resonancia Estocastica

En nuestra vida cotidiana existe otro concepto de ruido que se entiende
generalmente como una interferencia que afecta un proceso de comunica-
cién o una influencia perjudicial para detectar y transmitir informacién.
Un ejemplo claro se puede ilustrar en el interior de una discoteca donde las
palabras de nuestro interlocutor se transmite por el aire donde se mezcla
con el sonido estruendoso de la musica, haciéndose muy dificil la comu-
nicacién. En este caso es evidente que el ruido (la musica) es perjudicial
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Figura 4.1: Un pez remo utiliza la resonancia estocéstica para localizar a
su presa. Figura original de Ref. [63].

para la transmisién de la senal (palabras) entre las personas. Sin embargo,
existen situaciones en las que el ruido desempena un papel constructivo en
el procesamiento de una senal, méds aun, sin la presencia de ruido no se
puede percibir la sefial. Nos referimos en este caso al fenémeno conocido
como Resonancia Estocdstica (RE). El término fue acunado por Benzi et
al. [33] [59) 60] en los estudios del cambio climético de la Tierra entre eras
glaciales y un periodo de clima normal, en intervalos de tiempo de 100,000
anos. Luego entonces la RE hace referencia en aquellas situaciones en las
que el ruido juega un papel constructivo. Podemos decir también que la
RE es un fenémeno en el cual la respuesta de un sistema ante una pertur-
bacién externa, es optimizada por la presencia de un cierto nivel de ruido.
La primera verificacion experimental de la RE fue llevada a cabo por Fau-
ve y Heslot en el ano 1983, en la que estudiaron la dependencia del ruido
de la linea espectral de un disparador Schmitt de corriente alterna. Con
el transcurso de los anos, novedosos tipos de RE fueron puestos al descu-
bierto. Podemos citar por ejemplo la presencia de la RE en las neuronas
mecanorreceptoras ubicadas en el abanico de cola de cangrejo de rio [61] y
en células ciliadas de grillos [62], etc.

Desde el punto de vista técnico, la RE consiste en la relajacién dindamica
de sistemas biestables y muestra el papel importante que juega el ruido
interno que contribuye a incrementar la respuesta del sistema a las senales
débiles. Requiere de tres ingredientes bésicos: (i) una fuente interna de
ruido, (ii) la entrada de una serial débil, tal como una senal periddica, y (iii)
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una barrera de potencial que el sistema tendrd que vencer. El mecanismo de
la RE es simple de explicar. Consideremos una particula browniana de masa
m en el régimen sobreamortiguado inmersa en un fluido de temperatura T’
y en presencia de un potencial biestable simétrico U(z), como se muestra
en la Fig. En la ausencia de una senal externa periédica la posicién x(t)
de la particula fluctia alrededor de sus estados estables con una varianza
proporcional a la intensidad del ruido, definido como D. El salto inducido
por ruido entre los estados de equilibrio local y la ley de Kramers [0} [1§],
imponen la condicién (z(t)) = 0, donde dicha ley ya sabemos que esta dada
por

Tk

WoWp { AU }
exp

= S exp |- (4.1)

D
siendo « la friccién, wd = U” (2,,)/m, la frecuencia angular en el minimo
del potencial, y w? = U"(xb) /m la frecuencia angular en el maximo de
la barrera de potencial localizado en xp; AU es la altura de la barrera de
potencial y D = k,T' la intensidad del ruido interno.

En presencia de una fuerza periédica débil se induce un rompimiento en
la simetria del potencial haciendo que el potencial se incline asimétricamen-
te hacia arriba y hacia abajo aumentando y disminuyendo periédicamente
la barrera de potencial. Como consecuencia del forzamiento peridédico hacia
uno u otro pozo del potencial, el valor promedio (z(t)) es diferente de cero.
Aunque la amplitud de la fuerza periddica es muy débil para lograr que la
particula ruede periédicamente de un pozo del potencial al otro, los saltos
inducidos por el ruido entre los pozos pueden sincronizarse con el forza-
miento periédico. Esta sincronizacion estadistica, de acuerdo con Benzi et
al. [33], ocurre cuando el promedio del tiempo de paso Ty (D) = 1/rj entre
los dos pozos de potencial es comparable con la mitad del periodo T, /2 de
la senal periddica. Esta condiciéon de coincidencia en las escalas de tiempo
conduce a la RE, es decir, 2T}(D) = T,,,.

4.1.1. Caracterizacion de la RE

Aparte de la coincidencia en las escalas de tiempo nos preguntamos qué
otras observables fisicas son 1tiles para caracterizar la RE. Dichas observa-
bles deben ser de relevancia tedrico experimental y ficilmente medibles en
el laboratorio. En el caso del estudio realizado por Benzi et al. [33], la RE
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U(x)

I | AU

m

Figura 4.2: Potencial de doble pozo U(z) = (b/4)x*— (a/2)z*. Los minimos
estdn ubicados en =£x,,, donde x,, = (a/b)'/?. Estos estan separados por
una barrera de potencial con una altura dada por AU = a?/(4b). La cima
de la barrera estd localizada en x; = 0. En la presencia de una senal
periédica, el potencial de doble pozo U(x,t) = U(z) — Ayx cos(wst) es
inclinado hacia atras y adelante, subiendo y bajando la barrera de potencial
en una forma antisimétrica. Esta variacién ciclica se muestra en la Fig. [[.1]
Figura original de Ref. [39].
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U(x)

Figura 4.3: Potencial biestable con minimos en +c¢, con altura de barrera
Up, v razones de escape W fuera de los pozos +. Figura original de Ref.
[38].

U(x)

Figura 4.4: Potencial sinusoidalmente modulado dos veces 180° fuera de
fase. Figura original de Ref. [38].
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es caracterizada por la intensidad de un pico en el espectro de potencias,
ya que dicha cantidad es fiacilmente medible en el laboratorio. En el ca-
so de los sistemas neurofisiolégicos por ejemplo, la cantidad medible para
caracterizar la RE es la distribucion de intervalos entre eventos activados,
es decir, aquellos que surgen de disparos (picos) neuronales o el cruce de
barreras consecutivas.

En esta seccién calcularemos el espectro de potencias siguiendo la pro-
puesta de McNamara y Wiesenfeld [38], en términos de la ecuacién maestra
para dos estados ny(t), siendo esta cantidad la probabilidad de que el sis-
tema esté en cualquiera de los pozos localizados en x = x4+ = =+c¢, ver Fig.
La dindmica que realiza el sistema de un pozo a otro es continua y por
tanto

"El
n_=1-—ny = / p(z)dx, (4.2)
—0oQ
donde 2’ es la localizacién del méximo del potencial. En general la modula-
cién del potencial causard oscilaciones del minimo y méaximo del potencial.
La ecuacién maestra para cada n4 se escribe como

P Wty (1)~ W (), (4.3)
T W (0)+ W0 (1), (4.4)

siendo W_(t) y W4(t) las razones de escape o razones de transicién de
los estados . Debido a que la senal externa es periddica, las razones de
transicién también lo serdn. Por la condicién de normalizacién ny +n_ =1,
también podemos escribir

) W (1) — W (0) + W )] ), (4.5)
DO — W)+ DV 0+ W 0] s 1), (4.6)

Se debe mencionar que la reducciéon de un sistema biestable continua cuya
densidad de probabilidad evoluciona de acuerdo con la ecuaciéon de Fokker-
Planck, a un sistema discreto gobernado por una ecuacién maestra, fue
propuesto por C.W. Gardiner [3] y la extensién a un sistema modulado
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periédicamente por B. Caroli, C. Caroli, B. Roulet y D. Saint-James [64].
Para el calculo del primer y segundo momento, usamos la densidad de
probabilidad

p(,1) = n+d(z —a4) +n_d(z +2_), (4.7)
donde las deltas de Dirac obligan a la particula a estar en uno u otro pozo
del potencial. En el estado estacionario ny =n_ = % y la varianza es igual
a oo
(x?) = / ’p(r)dr = 2%ng +22n_ = (4.8)
Por otro lado, la solucién de la ec. (4.5) estd dada por
t
nalt) = g(0) [nsttolgteo) + [ Welth 0], a9)
to
donde .
g(t) = exp [ / (Wi (t) + W_(t)] dt’] : (4.10)
to

para una condicién inicial arbitraria ny(tg). Para avanzar en su propues-

ta, Mcnamara y Wiesenfeld propusieron que las razones de transicién son
M

periddicas de la forma

Wi (t) = f(p £ no coswst), (4.11)

donde p es un pardametro adimensional formado por el cociente de una
barrera de potencial y el ruido, y 79 es la intensidad, también sin dimen-
siones, de la modulaciéon de p por la senial externa. Para ng = 0 se tiene
la expresion estandar 7, de Kramers. En estas condiciones se realiza una
expansién en serie de Taylor en el parametro de pequetniez 1 = 1y cos w,t,
de tal manera que

1
Wi(t) = 5(040 F Q11 cOSwst + agng cos® wst F ), (4.12)
donde . ) (1) ()
. = 12
S0 = f(:u)a 50n = ol dnr (413)
Asi

Wi(t) + W_(t) = ap + aon? cos® wet + ... (4.14)
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Ahora las ecs. (4.9) y (4.10]) se pueden integrar para obtener la probabilidad
dependiente del tiempo, a primer orden en 7, dada por

1 ‘o
n(tao, o) = Q{e‘%(t—to> [26%,0 Qo Ccos(wst ¢)]

Va2 + w?
a17]o cos(wst - d)) }

(4.15)
+1+

Va2 + w?

donde ¢ = tan™! (%;), Y Ozo,c €s la delta de Kronecker, y vale 1 si la
particula estaba inicialmente en el estado + y 0 si estaba en el estado - en

t = tg, es decir

n (t ) _ _} _ Qatjo Cos(wsto - d)) + 1 + 1041770 COS(wsto - QZ))
Y22 Vol 202 JoRta?

indicando que en 3 no hay ninguna particula en el pozo -. La cantidad
n4(t|xo, to) es la probabilidad condicional que x(t) esté en el estado + al
tiempo ¢, dado que al tiempo tg estaba en xg (el cual puede ser +c o —c).
De la ec. (4.15)), podemos calcular cualquier informacién estadistica del
sistema, por ejemplo podemos calcular el valor medio y la funcién de au-
tocorrelacién. Para ambas cantidades usamos la densidad de probabilidad
dada por la ec. (4.7)), de tal manera que para el valor medio se tiene

=0, (4.16)

(x(t)|zo,to) = /acp(x,t\xoto) dx = c[2ny —1].
(4.17)

Sustituyendo (4.15)) y tomando el limite asintético t, — —oo, se muestra
que el promedio estacionario

, c a1
(@(t))as to—1>—oo<x(t)|x0’t0> al +w?

cos(wst — ). (4.18)
Similarmente, para la funcién de autocorrelacién se tiene que

() (t + 7)|zo, to) = / / ryp(z,t -+ Iy, Dp(y. taoto) d dy,  (4.19)
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de tal manera que
(x()z(t 4+ 7)|z0, to) = Eny (t + 7| + ¢, t)ny (t|zo, to)
— Py (t+ 7] — e, t)n_(tlzo, to) — En_(t + 7| + ¢, t)n (t|zo, to)
+ Eno(t+ 7| — e t)n_(t|zo, to) = A 2np(t+ 7|+ c,t) — 1

+ 2 (t+ 7 = ) = Ung(tlzo, to) — [2n4(t+ 7] — 1) — 1]},

(4.20)
y por tanto
(x(t)x(t+7))as =  lm (x(t)z(t+ 7)|z0,t0)
to——0o0
_ 2 7CM0‘T| 1— O‘%ng COSQ(wSt - ¢):|
= ce¢ 2 2
ag + wj
2. .2,2 21 2

N ccaing{coswst + cos[ws(2t + 7) + ¢]} (4.21)

2(04(2) + w?)

Podemos notar que aun en el limite estacionario t, — —o0, la funcién de
correlacion depende del tiempo t. Sin embargo, en el experimento ¢ re-
presenta el tiempo en que uno comienza a realizar mediciones temporales
almacenando los distintos valores de tiempo t1,%9,...,. Con estos valores
uno puede calcular el espectro de potencia para cada tiempo y toma el pro-
medio sobre todos ellos. Estos valores de tiempos son considerados como
aleatorios, a menos que el experimental tuviera el sumo cuidado de sin-
cronizar las fases (wst1 — @), (wsta — @), ...,. Por un lado, el promedio del
espectro de potencias a tiempos aleatorios, es lo mismo que el promedio
temporal de la funcién de correlacién, es decir,

Tw
(aOatt+ PN = 7 [ Gale)ate+ )i
Ws 27 ws
= 3 (x(t)x(t+ 7))dt
0
—op|T ain? c2an? cosw,T
= cleml [1 B 2(04%1—1—0w§)} 2(1oz(2§)—|— w?) (422)



Capitulo 4. Aplicaciones

62 . iy .
Resonancia estocastica y ensamble de una molécula ARN

Finalmente el espectro de potencias S(2) sera la transformada de Fourier

s@) = | @@t + ) e

—0o0

[ B ain? H 22y }
g + ) a7 7

22,2
et

+ 2(ad + w?)

[0(2 — ws) + (2 + ws)]. (4.23)
Para el caso particular en que la funcién f(u £ nocoswst)) = exp(p +
1Mo cos wst), entonces Wi = 1y exp(+£n), donde r, = e es larazén de transis-
cion de Kramers y ng = AOL%”"L. De modo que oy = 27y, a1 = 21’ = 2rp.
Las expresiones anteriores se pueden escribir como

((t))as = Z(D) cos|wst — p(D)], (4.24)
donde A2 )
F(D) = “00m Tk 4.25
D)= T (425)
(D) = arctan (;Z) . (4.26)

Para la funcién de correlacién se tiene

(@)t +7))as = 22,72l [1 - kQ(t)] a2 k(t+T)k(t),  (4.27)

donde k(t) = 2ri(Aozm/D) cos(wst — @)/ /4r7 4+ w2. El espectro de poten-

cias es ahora

S((@)) = km [1—1(‘40%)2 ]

- 4r? 4 w? 2\ D 4r22 + w?
2 2.2
7 (AT, drixs,
— o(Q) — o(Q2 . 4.28

En La Fig. se muestra el comportamiento de la amplitud del valor
medio promedio estacionario como funcién de la intensidad del ruido, para
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Amplitud D versus (x(D))

(D))
0.015 |
r {
I Frecuencia (Hz)
F Cd
S — ws=0.30
0010 |1 AN s
AY
Ooutf+]= N ‘| ws=0.40
r N
1] ,=~ N _
| ’:' N N ws=0.50
3 ~
1 S SeonNe ] mm——— =
0.005 - fr SIS ws=0.60
Lp S Sso \
~~~~~ ~~~_~
OSSN ST IS S ST T S IS S S SO SO IS ST ST T S NSO SN SN SO SN SO SO SO S | D
0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0

Figura 4.5: Amplitud z(D) vs D

distintos valores de la frecuencia. Notese que cada curva, exhibe un méaximo,
para un valor del ruido distinto de cero; este maximo es lo que se denomina
resonancia estocastica y el valor del ruido para el cual ocurre este maximo
es lo que se llama el valor de resonancia estocastica. A medida que la
frecuencia aumenta, el efecto de resonancia disminuye. Algo importante
que se debe notar es que la condicién de resonancia T} = %Tws es solo
aproximada, lo esencial es que ambas escalas de tiempo basicamente son
del mismo orden de magnitud. La Figura[d.5| muestra la afirmacién anterior.
En ésta se ha calculado, primero el tiempo de correlacién, Tp, que es el
inverso del valor del ruido D para el cual una curva con cierta frecuencia
presenta un méximo. Luego, para la frecuencia de esa curva se calcula su
periodo T,,, = 27 /ws y finalmente se calcula el cociente de ambas escalas
de tiempo Tp/T,,. [35]
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S|~
.
i

0.21 4.76 0.30 10.28 | 10.47 0.23

0.23 4.35 0.40 9.27 7.85 0.28

0.25 4.00 0.50 8.50 6.28 0.32

0.26 3.85 0.60 8.18 5.24 0.37

Figura 4.6: Se muestran los valores del tiempo de correlacion, Tp para el
cual una curva con cierta frecuencia presenta un maximo y los valores para
Tj. También se muestra la mitad del periodo de cada curva y el cociente
de ambas escalas de tiempo. Se trabaja con los valores D = 0.21, 0.23, 0.25
v 0.26 respectivamente.
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S(f) (dB) a
25
20
15 \
10
5 +
f(Hz)
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8
4aZeD-'2c‘ o—4Us/D H2ac? e—2Uo/D 8“‘;‘;4 e—4Uo/D
S = [1——F — + = 5(Q — w,)
242 ,—AUID 4 p2 242 —aU/D 4 Q2 z%eﬁw\,/u + w2
=2 S 2 2 s

Figura 4.7: Espectro de potencia S(f) obtenido por Wolfram Mathematica
del doble pozo con fs = 0.195, a = 32, ¢ = 2.98, Uy =256, ¢ =8,y D =
256. La cruz representa la senal tedrica.

= +
25}
C
@ 20F
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=
= m
15
10 |
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Figura 4.8: Espectro de potencia S(f) obtenido por McNamara y Wiesen-
feld [38] del doble pozo con fy = 0.195, a = 32, ¢ = /32, Uy =256, ¢ = 8,
D = 256, y At = 0.005. Notar que la senal tedrica (cruz) y el ruido difieren
de la simulacion aproximadamente 1 dB.
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Figura 4.9: Molécula de ARN donde 7 es la tensién externa (fuerza de
estiramiento) y 7 la tensién interna.

4.2. Ensamble de moléculas ARN

En esta dltima seccién, vamos a estudiar las razones de transicién del
doblamiento y desdoblameinto de una molécula de ARN, tal se presenta
en un articulo reciente [30]. Sin ser demasiado exhaustivos en el andlisis
del modelo propuesto para describir el problema, nosotros partimos de
la ecuacién tipo Langevin y su correspondiente ecuaciéon de Fokker-Planck
para lograr nuestro objetivo. Calcular las razones de transicién de un estado
a otro de la molécula de ARN.

4.2.1. Descripcion del ensamble

Después de un andlisis de termodindmica irreversible dado en [30], se
propone una ecuacion tipo Langevin que describe la dindmica de un en-
samble de moléculas ARN sujetas a la accién de fuerzas externas de origen

mecéanico, dada por

% = [T — Tint] +&(t) (4.29)

donde x representa la longitud de la molécula, £(¢) el termino de ruido que
satisface las propiedades de un ruido blanco Gaussiano mencionadas en los
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capitulos anteriores, v > 0 es un coeficiente de Onsager con dimensiones
de movilidad, 7 la tensién externa que tiene que ver con la fuerza de estira-
miento y Tin: es la tension interna. Como se estd analizando el estiramiento
de una molécula ARN, el pardmetro que controla esta variable es 7. La
tension externa 7 es compensada por la tensién interna: 7, = 0F ;) /0(x),
donde F es la energia libre de Helmholtz. De acuerdo con la termodinami-
ca, para el caso de volumen y temperatura constante, la diferencial de la
cantidad de trabajo realizado por los alrededores sobre la molécula para
que cambie su elongacién, dW = 7d(z), satisface la desigualdad

dW > dF. (4.30)

La EFP para la distribucién de probabilidad P(z,t), asociada a ec.

(4.29) esta dada por

oP 0 oP

— =~v— |(1ju — T)P + kpT —| . 4.31

ot =~ Vag |~ TP T RsT 5 (4.31)
Para tensiones externas constantes, la solucion estacionaria de esta ecuacion
esta dada por:

Peq(x) — Q—le—[F(I)—Tw]/kBT — Q—le—Fg(z)/kBT (432)

con o
Q- / e~ (F@=72')/kpT gy (4.33)

F, es la energia libre efectiva. La ec. (4.32)) predice una funcién de distri-
bucién que puede ser bimodal dependiendo un balance entre las tensiones
externas e internas.

4.2.2. Razones de transicién y promedio de tiempos de pri-
mer paso

Dos cantidades importantes que caracterizan la dindmica de los saltos
de la molécula ARN entre los estados de doblamiento y desdoblamiento son
las razones de transicién y su inversa, el promedio de los tiempos de primer
paso. Una molécula de ARN produce entropia durante su transicién entre
los estados de doblamiento y desdoblamiento y esto se puede relacionar con



Capitulo 4. Aplicaciones

68 . oy .
Resonancia estocastica y ensamble de una molécula ARN

el cambio correspondiente de energia libre entre estas configuraciones. En
este caso, las razones de transicién pueden ser calculadas utilizando la EFP
en el estado estacionario de no-equilibrio. Por otro lado, la corriente
de probabilidad se puede escribir como

D dF, oP
= P+ DI
kT dx * ox

j= (4.34)
donde j se asume que sea una constante distinta de cero y D = ~kgT.
Se resuelve la ecuacién para P(x) y después se resuelve para la corriente
de probabilidad j. Si se define x;y como la elongacién del estado doblado,
entonces la soluciéon completa de esta ecuacion en el intervalo [z, x] estd
dado por:

P(z) = P(ay)eFe@—Feln))/kpT _ %e—Fem/kBT / "R C)/kaT g (4.35)
Tf
Cuando se resuelve para j en (4.35) y se evalua el resultado en x, el cual
es la elongacién del estado desdoblado, se deduce j; — jy, la resta de las
corrientes de adelante y hacia atras respectivamente.

_ P(xf)eFe($f)/kBT _ P(xu)eFe(xu)/kBT . .
J - fxxfu eFe(Z)/k‘BTdZ = ]f - .]”LL

(4.36)

Para barreras suficientemente grandes de energias, Femaez > kpT1', uno
puede suponer la validez de equilibrio local del sistema en cada pozo y
escribir P(zf) y P(z,) en términos de ec. (4.32). Ademds, la integral en
el denominador de la ec. (4.36)) puede ser calculada extendiendo los limites
de integracién de [—oo,00] y haciendo una aproximacién que resulta en
Fo(x) ~ Fo(xc) — 3 F .(x—x.)?, donde F, es la segunda derivada de F, ()
evaluada en z., el maximo local de la energia libre. Haciendo las operaciones
mencionadas se obtiene las siguientes expresiones para las corrientes hacia
adelante y atrés:

/!

1/2
jy=D Q;l [ e,c :| e~ Fe(ze)/kpT (4.37)

1/2
juzDQal[ ] e el et (4.38)
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siendo en este caso Qy y @, los factores de normalizacién de los esta-
dos doblado y desdoblado respectivamente. Finalmente, las velocidades de

transicién estdn definidas como ky = 7% v ky = 7“ , donde
7 —1/2
ol | el —Fe(zy)/kpT 4.39
ny =0y [27rl<:BT ¢ (4.39)
F// —-1/2 .y
—Fe(@u)/keT 4.40
-0t || e (4.40)
Sustituyendo en la definicién de las velocidades se obtiene las expresiones
finales:
F!" RN [FE(ZC)—Fe(Zf)}
V oeftec -\ ——r
kf=y—F— B 4.41
=Y (4.41)
\/F” F// Fe(zc)—Fe(zu)
P L _[T] (4.42)

27

donde ky es la velocidad de transicién del estado doblado y k, del estado
desdoblado. Como podemos apreciar, estas razones de transicién son muy
similares a la razén de escape establecida por Kramers estudiado en el
capitulo 3.
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Conclusiones

En esta tesis hemos estudiado con detalle el problema de la razén de es-
cape de particulas brownianas en un pozo de potencial, en la aproximacién
de friccion débil y friccion grande. En el caso de fricciéon débil, la variable
fisica relevante es la acciéon o energia, y el calculo algebraico desarrollado
para obtener la razén de escape es un tanto laboriosa. Por el contrario,
en el limite de Smoluchowski o friccién grande, el célculo algebraico para
obtener la razén de escape es menos complicado porque se trata de una
EFP para una sola variable x como variable relevante. En este caso limite,
la ley de Kramers también se puede obtener mediante las técnicas de los
tiempos promedio de primer paso propuesto de forma general en la seccién
3.4 del capitulo 3.

En el régimen de Smoluchowski la ley de Kramers tiene una variedad
de aplicaciones, de las cuales hemos elegido y estudiado dos muy importan-
tes que continuan siendo temas de interés en la fisica, quimica, biologia y
medicina, etc. nos referimos a la resonancia estocéastica y el plegamiento o
desplegamiento de moléculas de ARN. En el primer caso, la ley de Kramers
se utiliza como una expresién bésica para determinar los pardametros que
caracterizan la RE, mientras que en el segundo ejemplo, es el plegamiento
y desplegamiento que satisface de manera natural la ley de Kramers.

El modelo tedrico propuesto por Kramers basado en la razén de escape
de un conjunto de particulas brownianas inmersas en un bano térmico, y
localizadas en un pozo de potencial externo ha sido y continua siendo 1til
para describir una variedad de fenémenos con caracteristicas similares. Es



71

importante mencionar que la ley de kramers ha sido explorada en el caso
no-markoviano [I0], aunque en este caso la herramienta matemadtica es un
tanto mas complicada que el caso markoviano. Consideramos que varios de
dichos trabajos markovianos o no-markovianos pueden ser estudiados bajo
la accién de un campo magnético constante y analizar los efectos de dicho
campo. Este estudio es un caso pendiente por desarrollar.



Apéndice A

Calculo para obtener la
Solucion Estacionaria

A continuacion se muestra los calculos para obtener la solucién estacio-
naria:

J= [ D(y) - jya@ky)} W) (A1)
Para J =0
[a“)(y) - j;a@)(y)} Waly) = 0 (4.2)

Se tiene esta ecuacién diferencial para la solucién estacionaria

a
dy

Ahora, lo que se quiere es resolver la ecuacién diferencial

[P WWay)] = a® @) Waly) (A3)

E(y) = a® (yWaly) (A.4)
Introduciendo (A.4) en (A.3)) (Se busca hacer los calculos simples)

S = aD (y) Wy (y) (A.5)
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Pero, como se quiere escribir la ecuacién diferencial en términos de £(y):

d a®(y)
= - (1) A.
dy&(y) a(2)(y)Wst(y)a (v) (A.6)
Aqui no se estd modificando la ecuacién, simplemente %&jg =1
Volviendo a introducir (A.4) en (A.6))
d aM(y)
el = A.
a8 W) L@) w | (A7)
Si se denota h(y) = Z’E;;Ezg
dg(y) / v
== = h(y)d A8
£(y) (y)dy (A.8)
@) (y) Wit (y) v aD(y)
a\Y)Wst\y) | ar’\y /
ln[ N, —/ a(z)(y’)dy (A.9)
Elevando a la exponencial ambos lados
No vay)
Wev) = Gy (/ @ ()" 410
donde N, es la constante de integracion.
Ahora,
Y a4
—®(y) = —Ina?(y) +/ a(2)(yl)dy’ (A.11)
al?)(y')
ﬂ(l)( l) /
e ®W) — _,@2) (y)efy @Y (A.12)
Entonces de
Y oMy
10 (0 () + 0 (W) - [V = [ 25 g; ay (A.13)

Se eleva exponencial ambos lados
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y D),

War(y) = —al® (y)Ne™* @™ (A.14)

Por lo tanto

N, Y o) Y B
Wa(y) = —@y (o OXP 2 (2)( /) dy' | = Ne ®W) (A.15)
al?(y) o ()



Apéndice B
Razon de Escape Mejorada

Mostrado por Edholm y Leimar, uno puede mejorar (3.126|) calculando
las integrales en ({3.121]) més precisamente usando una expansion en (|3.122))
y (3.124)) hasta al cuarto término y evaluando las integrales de acuerdo a

o0 2 3 4 > 1 2
/ e PP gy & / (1+ gz +rat + fq2:c6)e_px dx

— 00 —00
T 3r 15q
= Joa+2= B.1

Veamos: Se conoce que €* =1+ x + 2 4 y luego
2

o0 [o¢]
— 2 3 4 _ 2 3 4
/ e Pt et g, / e P ear Tt gy (B.2)

— 00 —00

Six = qad + rat, e et = 1 4 gad + ot +q °t. .. Asi que

o0 2 3 4 o0 2 o0 2
/ e P I = / e P* da:—i—q/ z3e P dx
—00 —00 —00

o] 2 [e’e)
+ 1"/ 4 —pac do + = / 6 —px dr
—o0 2 —o0

(B.3)

Siguiente, se toma la derivada con respecto a p de la expresion:
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d [ 2 d [«
— e Pdp = —,/— B4
dp J o dp\ p (B-4)
e 1
- /_OO 22e P dy = —3 gp_l (B.5)

Ahora, tomando la derivada con respecto a p de esta otra expresion:

d > 2 —px? d 1 —-3/2
2 (- de) =2 (—Zym. B.
i (0L teran) = g (v ®0

oo
3
/ ale P dy = 2 E}f2 (B.7)
—o0 4Vp

Por dltimo se realiza de nuevo la operacién que se hizo anteriormente
con una nueva expresion:

d / zte P dy = 4 <3ﬁp_5/2> (B.8)

dp J o dp \ 4
oo
1
—/ 20" dy = B zjzf3 (B.9)
—o0 8Vp
Entonces
& 1 2 T 3r 15¢?
3 4 2 6\, — _
/_Oo(l—l—qzv +rx +§q x?)e P dr = \/;<1+4])2+16p3) (B.10)

La segunda integral es cero por imparidad. Siguiente, expandiendo U (z)
en la region alrededor de a

Ulz) ~ Ula)+ %U”(a)(:v _a)?
1

" 1
+ U (@) - a)® + ﬂUUV>(a)(a; —a)* (B.11)

y alrededor de b
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1 " 1
+ S0 ) - b)? — ﬂU(Iv)(b)(m — b (B.12)

Se van a resolver ahora las siguientes integrales:

= @ [T Lm0
Ii = e /_Ooexp !a(2)< 2U (a)(z —a)

1 , 1

_ ﬁU(IV)(a)(x — a)4>] dx (B.13)

1 U”(a) U’”(a) U(IV)(a)

P=5"2® 1= 6@ " T 21a®@ (B.14)
Asi que
I, = ¢ U@/® 2ra(2) 1+§U(IV)(Q) A(a@)2
U (a) 4 2442 [U"(a))?
" 2/ (2)13
. BEU"@PF (8@ -
16 36(a2)2  [U"(a)]?

2ma(?) L+ EU(IV)(a)a@) B i[U’”(a)Pa(z)
[U"(@)? 24 [U"(a)]?

(B.16)

Luego, viene la segunda integral:

L o= 0 [T ol L L)@ - ny2
L el B

1 " 1
- U (b)|(g;—b)3—MUUV)(b)(x—b)‘l)] dex  (B.17)

B U”(b) B U”/(b) B U(IV)(b)
P= 00 1 a0 " T 24 (B-18)
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Asi que

I, = U 0)/a®

27a(2) 1U(1V)(b)a(2) 5 [U///(b)]ga@)
s (1 e - )| @

Entonces juntando la informacién y regresando a (3.121]) (Ya mult. [
con I)

1 _ _ (2) 1 U(IV)(b) [U’”( )]2
— " " [U(b)-U(a)]/a A U
- UM (@)a® 5 [U"(@Pa® o)
STU@E 2 U
(B.20)
Se obtiene la razdn de escape mejorada
(V) (V) "
kmejorada =k|l—- Cl( ) L U (b - 1 U <a + — [U (b)]
B[U"(D)2 8 [U" ()] " 24 [U"(H)]?
(B.21)

*i%%%%>+mm®ﬂ]



Apéndice C

Escape sobre una Barrera de
Potencial

La solucién estacionaria es

ps(z) = Nexp[-U(z)/D] (C.1)

Veamos para corroborar lo mencionado: Se tiene que

. 2
WD _ 20 (e, )] + D2l ) (€2)

Como estamos en el caso estacionario:

0= 5 (V@) + Dy (o) ©3)

Se conoce que la corriente de probabilidad estd dada por:
, 0
J(JI) =U (w)ps(l’) + Daixps(x)- (04)
Asi que 0 = a%J(:r), donde J(x) es igual a una constante.

0=U'(z)ps(z) + D%ps(az) (C.5)
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Integrando ambos lados y simplificando

. l "V dw — dps(x)
- %U(:c) =In [psjifﬂﬁ)] (C.7)
ps(z) = Ne U@)/D (C.8)

Por lo tanto, se llega a la solucién estacionaria que se queria mostrar.
Ahora, usando ecuacion (3.84)) donde
a reflejado
b absorbiendo
a<b

con las sustituciones
b— x,

a— —o0
T —a

para mostrar que

T(a— ) = % / "4y explU(y)/ D] /_ D exp[-U(2)/Dldz (C.9)

Veamos:

b Yy Py
T(w) =2 / (I;‘g) / z%zidz (C.10)

Haciendo las sustituciones correspondientes

T(a — o) = 2/;0 (Ifg) /_: ZZ; dz (C.11)

Si B(z) = D (ahora el coef. de difusién es constante)
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T(a— 24) = — 2/% dy /ycp( )d (C.12)
a— T — z)dz .
”~ D "), <I>(y) -
z 24(z’ ) , ,
Ahora se conoce que ®(z) = ef“ BN T Asi que ﬁ — ¢ 5 Jd AWy

y en el caso de ®(z), (z) = ed Ja AV F] 2 es absorbido en +. Susti-
tuyendo los valores de ®(y) y ®(z) en las integrales:

To Yy .
T(a — ;po) = 11)/ fyA )dy' dy/ €Df "dz' dz (013)

A(z) es la fuerza de arrastre, como se va considerar un potencial U(z)
entonces F' = —U'(z), (A(z) = =U'(x)). As{ que

/y A(y)dy' = — /y Uy )dy = — /y d[ii(;/)dy’ =-U(y) (C.14)

/:A(Z/)dz’ _ / U'(Z)dy = _/az dl{i(zz’)dz, _ 0 (C15)

Por lo tanto

Y

T(a— x,) = 11)/% dy exp[U(y)/D]/ exp|—U(z)/D]dz (C.16)

—00

Por 1ltimo, se muestra el calculo para obtener la velocidad de escape
de Kramers:

b o0 z—a
/ dz e UR)/D N/ dz e(_U(a)/D)_%(DaQ)2 (C.17)

—00

Veamos la primera integral:

L :e_U(a)/D/ e 1/2(,;:2) dz (C.18)

: 1
Si ﬁ = 2Da?
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/ e B0 42 = VorDa2 (C.19)
El resultado de la primera integral es
I = av2rDexp[—U(a)/D] (C.20)

Veamos la segunda integral:

/ " gy SO / gy UO/D-GE (C.21)
S 2
I = eU(b)/D/ 1255 (C.22)

cy 1
819——2&52

/ e 0W=0%qy = V/2r D62 (C.23)
El resultado de la segunda integral es
Iy = 6V2nDexplU(b)/D]. (C.24)
Escribiendo ambos resultados de las integrales en (C.16|),
1 b To
T(a— xo) & (D/ dy exp[—U(z)/D])/ dyexp[U(y)/D] (C.25)

se obtiene
T(a — x,) =~ 2a0mexp{[U(b) — U(a)]/D} (C.26)

Comprobemos lo que se mencioné anteriormente:
1
T(a— x,) ~ 5 2D exp[—U(a)/D])ov2rD exp[U(b)/D] (C.27)

T(a — x,) = 2admexp{[U(b) — U(a)]/D} (C.28)

Esta es la clasica férmula de Arrhenius o la velocidad de escape de
Kramers.
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