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INTRODUCCION GENERAL

Los fendémenos de agregacién ocurren en campos muy diversos de la
ciencia y la tecnologia. Ejemplos de ellos pueden encontrarse en fendémenos
fisicos como el crecimiento dendritico [1], las propiedades de aerosoles
[2,3] o en la cinética de polimerizacién y depolimerizacién [4,5,6]. En la
quimica se presentan en la formacién de geles [7,8] y en la floculacién de
coloides [9]; en la metereologia y ecologia, intervienen en fendémenos como
la formacién de nubes [10l, la coalescencia de particulas de humo [11, 12]
y contaminacién [2, 13, 14]. En ingenieria con frecuencia se encuentran
los procesos de evaporacién, nucleacién y combustién de aerosoles que se
desarrollan en turbinas, hornos y maquinas de combustién interna [15]. En
medicina aparecen en el crecimiento de tumores [16], aglutinacién
anticuerpo-antigeno [17, 18], inmunologia y agregacién de eritrocitos
{19], entre otros.

Dada la diversidad de situaciones en que ocurren los fenémenos
de agregacién es evidente que pueden ser analizados desde puntos de vista
muy diferentes. Asi por eJjemplo, la conexién que existe entre la
estadistica de polimeros [20], percolacién y los fenémenos criticos [21],
los caracteriza en términos de leyes de escalamiento y universalidad. En
este caso se estudian los sistemas de agregacién considerando la evolucién
temporal de la distribucién de tamafios de las particulas que se agregan
para formar cumulos mas grandes o que se fragmentan para dar lugar a otros
mas pequefios. Por otra parte, la teoria de fractales [22,23], los describe
en términos puramente geométricos, considerando que no es necesario
describir el sistema en términos de un hamiltoniano, es decir, usando la
mecéanica estadistica.

Los procesos de agregacién han sido estudiados basicamente
desde dos puntos de vista. Uno es exclusivamente geométrico y su principal
objetivo es la investigacién de la estructura fractal de los agregados
[45,46]; el otro es macroscopico en donde se pretende describir la
evolucién temporal de los diferentes momentos de 1la distribucién de
tamafios, Ck [47,48,58,59]. Sin embargo, el tratamiento teoérico usual de




éstos fenémenos es macroscoépico y determinista. Se basa en ideas de campo
medio y supone que las unidades se agregan independientemente de su
distancia mutua. El problema fundamental es entonces describir Ila
evolucién temporal de la distribucién de tamafio de cumulos, Ck(t), k =
(1,2,...). Esta distribucién describe la concentracién de cumulos de
tamafio k que al tiempo t se han formado como consecuencia de los procesos
de agregacién que ocurren en el sistema. El primer sistema de ecuaciones
macroscépicas que describen la dinamica de C,_(t) fue propuesto por
Smoluchowski en 1916 [24], y sigue siendo valido y usado. En esencia, von
Smoluchowski reconocié que los fendtmenos de crecimiento de cumulos son
procesos de reaccidén-difusién. Describié unicamente los procesos de
agregacién irreversible en términos de un conjunto infinito de ecuaciones
cinéticas no lineales de primer orden para C (t), de la forma

_ 1 - =
d,C (t) = 5 1+§:=kKiJCiCJ C, ; KkJCj, k=1,2,3,.... (1)

Aqui Kij = K(i,Jj) es el coeficiente o tasa de coagulacién de cumulos de
tamafios i y J. La ecuacién (1), describe las posibles reacciones de
coalescencia entre cumulos de tamafic finito y se le llama ecuacién de
coagulacién de Smoluchowski. Esta ecuacién puede generalizarse para
incluir también el proceso inverso a la coagulacién, a saber, Ila
fragmentacién [25,26,27]. Una deduccién heuristica de esta generalizacién
se presenta en el apéndice y conduce a la ecuacién de Smoluchowski para
procesos de agregacioéon reversible:

1 k=1
4,C (t) = 5 j;(Kj,k-jCJCk-j‘ FiueyC) -

B jz1(Kijkcj N ijck+j) ’ k = 2,3,...

4,C,(t) = _;21 (K C\Cy - FiyCryy ) (2)

En esta ecuacién FiJ = F(i,J) es el coeficiente o tasa de fragmentacién de
cumulos de tamafio i+j en cumulos de tamafios i y j, respectivamente. Este
sistema de ecuaciones no lineales que describen las posibles reacciones de




coagulaciéon y de fragmentacién entre cumulos de tamafio finito (particulas
sol), es en realidad una ecuacién de balance para la concentracién C, (t).
Los dos primeros términos del miembro derecho representan la formacién de
un cumulo grande de tamafio k a partir de cumulos mas pequefios y el
rompimiento de un cUmulo tamafio k en otros de tamafio menor. Los términos
restantes representan el cambio debido a la coagulacién de cumulos de
tamafio k con otros cumulos y el rompimiento de cumulos grandes en cumulos
de tamafio k . Los coeficientes de coagulacién, Kiy y de fragmentacién,
Fij, representan, respectivamente, la rapidez temporal de cambio o tasa
con que los cumulos i y j coalescen y con que un cumulo de tamafio i+]j se
rompe. La forma especifica de éstas cantidades depende del mecanismo
particular de agregacién y de fragmentacién de los cumulos. Algunos
ejemplos de éstos coeficientes que se usan con frecuencia en la literatura
se presentan en la Tabla 1.

La ecuacién de Smoluchowski (2) es una ecuacién determinista,
formulada bajo la aproximacién de campo medio en donde las particulas
reaccionan independientemente de la distancia que las separa. Esto es,
ignora totalmente la dependencia espacial de Ck asi como las correlaciones
entre las posiciones de las particulas que reaccionan, por lo tanto, no
toma en cuenta las fluctuaciones en la concentracién. Estrictamente, las .
fluctuaciones sélo pueden ignorarse si el volumen V o la masa M del
sistema son infinitamente grandes. Sin embargo, en muchos sistemas reales
e importantes, como puede ser un reactor quimico de polimerizacién, el
numero de unidades basicas (monémeros) asi como el volumen que ocupan es
finito, y 1las fluctuaciones pueden ser no s6élo importantes, sino
esenciales. Es en ellas en donde se encuentra escondida mucha informacién
de interés como es la produccién, dispersién y disipacién de correlaciones
o efectos de memoria y sus efectos sobre diversas propiedades de
transporte. Por otra parte, es importante tomarlas en cuenta porque son
una medida de la validez de la misma teoria de campo promedio, la cual
sélo se justifica cuando las fluctuaciones son despreciables.

Cualquier evento que tenga como consecuencia la creacién de
particulas, o la aniquilacién de particulas existentes, es estrictatemente
hablando un evento probabilistico. Por lo tanto, una descripcién completa
de sistemas de agregacién sélo es posible en términos de distribuciones de
probabilidad y ecuaciones estocasticas. Ahora bien, aunque en la mayoria
de los casos las fluctuaciones son y permanecen pequefias, en algunas
situaciones pueden aumentar considerablemente. Este es el caso, por
ejemplo, de un sistema coagulante que se encuentra cerca de la transicién
de gelacién [41] o cuando un sistema alcanza un estado inestable en donde
pueden desarrollarse estructuras macroscépicas en la distribucién espacial




de los reactantes [91].

En consecuencia,

puesto que la magnitud de las

fluctuaciones es una medida de la validez de la teoria de campo medio, es

de

interés tanto teérico como practico el estudiar

las fluctuaciones

espaciales alrededor del enfoque de campo medio de Smoluchowski.

PROCESO Fy, K,
COAGULACION BROWNIANA EN
EL REGIMEN CONTINUO [13,14] - (11734+3173)(171/3+571/3)
COAGULACION BROWNIANA EN
FLUJO MOLECULAR LIBRE {13] - (11734+31/3)2(1 ey~ 1)172
COAGULACION POR SEDIMEN-
TACION GRAVITACIONAL [11] - |1173-31731(1173+5173)2
COAGULACION EN FLUJO
CORTANTE [12] - (1173+5173)3
POLIMERO RAMIFICADO CON
UNIONES A-A [28] ij ij
POLIMERO RAMIFICADO CON
UNIONES A-B [28,29] i+ i+
MODELO DE POLIMERO
LINEAL [28] 1 1
MODELO MATEMATICO [30,31] 33, 38y,
MODELO DIAGONAL [32] d,8,, rd,,
MODELO MATEMATICO [33] (i + )« (i + j)«

a >-1 a >-1

TABLA 1. MODELOS PARA LOS KERNELES DE COAGULACION K,

FRAGMENTACION F

ij°

Y DE

PARA DIVERSOS PROCESOS DE AGREGACION




Mas aun, como es bien sabido, en la vecindad de las
transiciones de fase las fluctuaciones se amplifican y pueden ser el
factor dominante en la dinamica del sistema. En los procesos de
agregacién, dependiendo de la forma explicita de Kij Yy Fiy la teoria
macroscépica predice una transicién de fase: para un valor bien definido
de la concentracién se forma un cumulo de tamafio infinito; a este fendémeno
se le llama gelacién. Para cierta clase de coeficientes de coagulacién y
para condiciones iniciales particulares de (1), esta transicién puede
caracterizarse por ciertos exponentes criticos, los cuales pueden ser
calculados. De hecho existen diversos tratamientos para el estudio de la
gelacién en los que pueden calcularse los exponentes criticos y otras
propiedades tales como la dimensién fractal de los cumulos [34,35]. Estas
caracteristicas y analogias ya sugieren desarrollar una descripcién
estocastica mas completa de los procesos de agregacién.

La contribucién principal de este trabajo es ofrecer un punto
de vista alternativo a los métodos geométrico y macroscédpico mencionados
anteriormente para describir la dinamica de fenémenos de agregacién. Se
desarrolla una descripcién estocastica para los casos de agregacién tanto
reversible como irreversible, que permita analizar la influencia de las
fluctuaciones y de las inhomogeneidades espaciales sobre algunas
propiedades dinadmicas de diversos procesos de agregacién. Debe mencionarse
que aunque el caso de agregaciéon irreversible ha sido analizado
recientemente con métodos similares por van Dongen y Ernst [36,37], su
anadlisis sélo es aplicable a procesos de agregacién irreversible y para un
s6élo kernel de coagulacién particular.

La idea bésica de nuestro método consiste en suponer que los
procesos de coagulacién, fragmentacién y evaporacién que ocurren en una
gran variedad de fénomenos de agregacién, son procesos estocasticos
Markovianos, cuya dinamica se describe en términos de la ecuacién maestra
de Pauli. Mostramos que la descripcién determinista usual basada en la
ecuacién de Smoluchowski, Ec.(2), para la distribucién de tamafios C.(t),
se obtiene como un caso particular de nuestra descripcién estocastica, a
saber: C (t) es s6lo el primer momento de la distribucién de probabilidad
conjunta P{(m,t) que obedece la ecuacién maestra. Por lo tanto, esta
descripcién mesoscépica ademds de que contiene a la descripcién
macroscopica usual permite extraer, en principio, toda la informacién
adicional contenida en momentos de orden superior de P(m,t). Es importante
sefialar que este método permite analizar cualquier tipo de fenémeno de
agregacién con tal de que pueda modelarse mediante un proceso estocéastico
Markoviano. La validez de esta hipétesis s6lo puede compararse a
posteriori en términos de la comparacién de los resultados experimentales.




Sin embargo, como bajo esta hipétesis de Markovicidad se recupera la
descripcién de Smoluchowski como un caso particular, y ya que esta
descripcién ha sido exitosa para describir muchos procesos de agregacion,
estos resultados proporcionan una base razonable a la hipétesis
Markoviana.

Como se ha dicho anteriormente, esta descripcién estocastica
es general en el sentido que puede usarse para analizar cualquier proceso
que satisfaga 1la hipotesis Markoviana. Para ilustrar este método
consideraremos cuatro aplicaciones originales de modelos especificos de
agregacién, los cuales representan situaciones fisicas muy distintas.
Consideramos un aerosol liquido, un modelo de reactor nuclear subcritico,
un modelo de reactor de polimerizacién linearizado y el modelo diagonal
reversible. En estos dos Ultimos modelos se calculan otras cantidades
fisicas importantes susceptibles de ser medidas experimentalmente, como
son diversos momentos de la distribucién de tamafios que describen el
tamafio y volumen medio de los cumulos asi como la dispersién total de luz.
Para el modelo diagonal de agregacién reversible se obtiene. ademas el
exponente critico que describe el comportamiento de la distribucién de
tamafios en la vecindad del punto de gelacién.

Para este propésito organizamos este trabajo de la siguiente
manera. En el capitulo 1 analizamos los eventos elementales que dan lugar
a los procesos de agregacién reversible (coagulacién y fragmentacién) y
construimos explicitamente 1la ecuacién maestra para la funcién de
distribucién de probabilidad conjunta asociada. Puesto que para la mayoria
de los kerneles de agregacién (Tabla 1) la ecuacién maestra resulta ser no
lineal, en este capitulo también hacemos el desarrollo sistematico de esta
ecuacién en potencias inversas del volumen V ocupado por el sistema
utilizando el método de van Kampen [36]. Usando este método mostramos que
a orden dominante, V!/2, la ecuacién maestra genera la ecuacién de
Smoluchowski, Ec.(2). Al siguiente orden, V°, la ecuacién maestra se
reduce a una ecuacién de Fokker-Planck lineal multivariada cuyos
coeficientes de arrastre y de difusién estdn dados explicitamente en
funcién de los kerneles de agregacién Ki_j Yy Fij. De esta manera se
obtienen a su vez ecuaciones para los momentos de la distribucién
condicional de probabilidad y en términos de estas ecuaciones construimos
ecuaciones para los cumulantes factoriales. En este capitulo también
definimos los momentos de Ck(t) e indicamos su relacién con cantidades
fisicas como son el tamafio medio de cumulos y la dispersién total de luz.
Finalmente discutimos las condiciones bajo las cuales existe una solucién
de equilibrio de la ecuacién maestra para agregacién reversible.




En el capitulo 2 usamos el método de los momentos compuestos
[36] que permite obtener en el limite continuo las ecuaciones discretas
anteriores, introduciendo de esta manera efectos espaciales en las
ecuaciones para los momentos y cumulantes factoriales obtenidas en el
capitulo 1 [38]. A pesar de que las inhomogeneidades espaciales pueden
incorporarse de diferentes maneras a una descripcién estocastica [67-69],
este método tiene 1la gran ventaja de que no es necesario definir
explicitamente una densidad de probabilidad en un espacio funcional de
probabilidades. En este capitulo deducimos a partir de las ecuaciones para
los cumulantes factoriales obtenidas en el capitulo 1 las ecuaciones para
las funciones de correlacién a un tiempo y a dos tiempos en dos puntos
espaciales distintos en el limite continuo.

) En el capitulo 3 estudiamos un modelo de aerosol en el cual
pueden ocurrir los procescs de evaporacién, condensacién y fragmentacién.
Calculamos las ecuaciones para los cumulantes factoriales en el limite
continuo. Posteriormente, para el caso particular en el que el proceso de
evaporacién domine a la fragmentacién y a la coagulacién, se obtiene
analiticamente la funcién de correlacién de densidades en equilibrio y el
factor de estructura dinamico.

Otro caso particular estudiado en este capitulo es un aerosol
en un reactor nuclear en el cual el unico fendémeno de agregacién
considerado es la fisién (fragmentacién). Pero en este caso se considera
no sélo al numero de particulas como variable estocastica, sino también a
la temperatura. Para este modelo de aerosol se obtienen analiticamente las
fluctuaciones en equilibrio y las funciones de correlacién densidad-
densidad, densidad- temperatura y temperatura- temperatura en equilibrio.

En el capitulo 4 ejemplificamos el método descrito en los
capitulos 1 y 2, considerando un tipo especial de kerneles de coagulacién
y fragmentacién que describen diversos procesos fisico- biolégicos [39],
el modelo estilizado de Flory-Stockmayer. El caso irreversible en donde
sélo se considera fragmentacién, es particularmente apropiado para
estudiar depolimerizacién, puesto que la degradacién de las ligaduras en
los polimeros produce fragmentacién [29,41]. Analizamos primero el proceso
de coagulacién y obtenemos la funcién de correlacién de densidades en el
limite continuo a tiempos iguales y a dos tiempos. Posteriormente,
estudiamos el proceso de fragmentacién. y para este caso deducimos una
ecuacién para el primer momento de 1la correspondiente funcién de
distribucién de probabilidad. Después resolvemos esta ecuacién
analiticamente para condiciones iniciales arbitrarias y obtenemos la
funcién de distribucién de tamafio de particula, C,(t). A través de los




momentos de esta distribucién evaluamos numéricamente el numero promedio
de cumulos de tamafio k y la dispersién total de 1luz. Posteriormente
tomamos el limite continuo de las ecuaciones discretas para el primer y
segundo momento de la funcién de distribucién de probabilidad y calculamos
numéricamente las mismas cantidades mencionadas anteriormente con el
propésito de exhibir el efecto de las inhomogeneidades espaciales sobre
propiedades medibles del sistema. Obtenemos las ecuaciones para las
funciones de correlacién densidad-densidad a tiempos iguales y a tiempos
diferentes para condiciones iniciales arbitrarias. Evaluamos numéricamente
la primera y encontramos que las fluctuaciones permanecen siempre
pequefias. Esto era de esperarse puesto que durante todo el proceso de
fragmentacién el sistema es estable y no se acerca a ningin punto
inestable asociado con transiciones de fase. Por ultimo consideramos
simultaneamente los dos fenémenos de agregacién, analizamos como el efecto
de fragmentacién inhibe a la coagulacién y obtenemos la solucién
estacionaria de la distribucién de probabilidad de los efectos espaciales
en ambos casos.

En el capitulo 5 presentamos el modelo diagonal generalizado para
el cual puede demostrarse rigurosamente que exhibe gelacién. Obtenemos las
ecuaciones para las fluctuaciones en la densidad de cumulos en el limite -
continuo y resolvemos numéricamente el sistema de ecuaciones en funcién
del tiempo y para diferentes condiciones iniciales. Estos resultados
numéricos muestran explicitamente coémo crecen las fluctuaciones en la
vecindad del punto de gelacién. Finalmente proponemos un método para
determinar analiticamente en el caso homogéneo, los exponentes criticos
que describen el comportamiento de Ck(t) en la vecindad del punto de
gelacién tanto para el caso irreversible como en el reversible.

En 1las conclusiones hacemos un analisis critico de los
resultados obtenidos e indicamos algunas posibilidades de extensién de
este trabajo.

Es importante sefialar nuevamente que este método estocastico
es valido en el caso en que las fluctuaciones son y se mantienen pequefias,
entonces seria Util poder comparar los resultados obtenidos en los
capitulos 3 - 5 con datos experimentales. Sin embargo, no disponemos ni de
resultados experimentales de dispersién de luz para el modelo estilizado
de Flory-Stockmayer ni tampoco de monitoreo de correlaciones densidad-
temperatura o autocorrelacién de temperatura en un reactor nuclear. Pero
como ya se ha dicho el primer momento de la distribucién de probabilidad
es la distribucién de tamafios, cantidad macroscé)pica que ya ha sido
completamente comprobada tanto analitica como experimentalmente, lo que da




certeza de que este tipo de anadlisis es valido para estudiar fenémenos de
agregacién. Ademas para el modelo diagonal se comprueba numéricamente que
el segundo momento de la distribucién de probabilidad se mantiene finito,
condicién necesaria para que sea aplicable el método de van Kampen. Por
Ultimo es importante sefialar que el programa numerico utilizado es general
en el sentido de que es posible incorporar cualquier kernel de agregacién
deseado y asi poder estudiar diversos sistemas fisicos de interés.




CAPITULO 1.

ECUACION MAESTRA PARA PROCESOS DE AGREGACION

Un proceso de agregacién reversible arbitrario puede ser
representado esquematicamente por el siguiente mecanismo de reacciéon:

Kij
A+ A > A (1.1)
1]
en donde A, denota un cumulo que contiene 1 unidades elementales
(monémeros, particulas, gotas,...) y Fl)’ K1J representan los coeficientes

o tasas (kerneles) de fragmentacién y coagulacién, respectivamente. Sin
embargo, como se mencion6é en la introduccién, el tratamiento usual de
estos fenémenos es exclusivamente determista, estd basado en teorias de
campo promedio e ignora totalmente 1las fluctuaciones espaciales vy
temporales en la distribucién de tamafios, asi como las correlaciones que
existen entre las posiciones de las particulas que reaccionan.

En este capitulo consideraremos a la coagulacién y a la
fragmentacién espontédnea de particulas como procesos estocasticos
Markovianos y desarrollaremos una descripcién basada en 1la ecuacién
maestra [36]. Por simplicidad, construiremos primero la contribucién del
proceso de coagulacién, Tc , a la ecuacién maestra y posteriormente
obtendremos la contribucién debida a la fragmentacién, Tf. Agrupando los
resultados obtendremos la ecuacién maestra para la distribucién de

probabilidad P(m,t) del numero de cumulos de tamafio k al tiempo t:
8,P(mt) =T + T, (1.2)

También haremos un andlisis de los fendmenos de agregacién limitados por
difusién (DLA) y los limitados por reaccién (RLA) para asi identificar qué
tipo de ©procesos estudiaremos. Mostraremos que la ecuacién de
Smoluchowski, Ec.(2), se obtiene como un caso particular de nuestro
formalismo al hacer un desarrollo sistematico de la ecuacién maestra.
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También obtendremos las ecuaciones para los momentos de P(m,t) para
cualquier clase de kerneles de coagulacién y fragmentacién.

1.1. Formulacién del modelo estocastico

Consideremos un sistema cerrado, espacialmente homogéneo y
confinado en un volumen V. El sistema consta de N unidades y en cada
instante de tiempo esta caracterizado por una distribucién de tamafios
{mk}, en donde m, denota el numero de cumulos que contienen k-unidades
{k-meros), con k = 1,2,...,N. A un nivel mesoscépico identificaremos un
estado del sistema con cada realizacién de esta distribucién de tamafios,
la cual se denotara por el vector m = (mk}. Claramente, m es entonces una
variable estocastica a la que es necesario asociar una cierta probabilidad
P(m,t), la cual, debido a la homogeneidad espacial del sistema, no depende
de las coordenadas r. En consecuencia P(m,t) representa la probabilidad de
que el numero de cumulos de tamafio k al tiempo t esté dado por m,. Las
probabilidades de transicién entre diferentes estados del sistema estéan
determinadas por los coeficientes o tasas de coagulacién K}j y de
fragmentacién Fi que, en general, son funciones de m. La dependencia
explicita se debe a las caracteristicas especificas del proceso de -
agregacién, como ya se ha mencionado en la Introduccién (ver Tabla 1).

Suponiendo que los procesos fisicos de coagulacién y fragmentacién
sean procesos Markovianos, la evolucién temporal de P(m,t) estara descrita
por una ecuacién maestra [36,37]. Aqui nos referiremos a esta ecuacién en
su sentido original, a saber, como la forma diferencial de la ecuacién de
Chapman-Kolmogorov la cual representa una condicién necesaria para que un
proceso estocastico sea Markoviano y expresa el balance de probabilidad
para P(m,t):

0P(mt) = T [W,,, P(n',t) = W, P(mt)] | (1.1.1)

El primer término es la ganancia debida a las transiciones de otros
estados m’, y el segundo término es la pérdida debido a las transiciones
hacia otros estados. Las probabilidades de transicién por unidad de tiempo
Wmm, y Wm,m son positivas y es en ellas en donde se encuentra la fisica
del sistema. En principio éstas cantidades pueden calcularse a partir de
tratamientos mas fundamentales como 1la teoria de perturbaciones
dependiente del tiempo (Regla de Oro de Fermi), o a partir de analisis
cinéticos para diferentes valores del numero de Knudsen. En este trabajo
nos limitaremos a modelarlos fenomenélogicamente y no daremos una
interpretacién molecular de los mismos.
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Debe hacerse notar que en la ecuacién maestra existen de hecho dos
escalas temporales. Una asociada con los eventos elementales que dan lugar
a la forma explicita de W __, y que ocurren en tiempos muy cortos
comparados con la otra escala que es la de evolucién de P(m,t). Para un
proceso Markoviano estas dos escalas estan bien separadas.

1.1.1. Coagulacién.

Supongamos que al tiempo t+At el sistema se encuentra en el estado
[ml,mz,...,mN]. At se escoge lo suficientemente pequefio de manera que en
el intervalo (t,t+At) so6lo exista en todo el sistema a lo mas una
coalescencia. Esto es equivalente a considerar a la coagulacién como un
proceso estocastico de un sélo paso [42,43]. Notese que el proceso de
coalescencia de dos cumulos durante el intervalo de tiempo At esta
asociado a los siguientes eventos elementales excluyentes:

i) coagulacién entre cumulos del mismo tamafio,
ii) coagulacién entre cumulos de diferente tamafio,
iii) ausencia de coagulacién.

Ahora calcularemos las probabilidades de cada evento elemental. Si el
proceso de coagulacién es de un solo paso, sb6lo son posibles transiciones
entre estados m_ definidos como

.,m+1,...,m.+1,...,m

; eyl ), (1.1.2)

y la probabilidad asociada con ellos es P(n%,t). La probabilidad de que
dos particulas coagulen en el intervalo (t,t+At) es inversamente
proporcicnal al volumen V, puesto que hemos supuesto que los cumulos se
encuentran distribuidos uniformemente en V. Ahora bien, la probabilidad de
que dos particulas del mismo tamafio coagulen es proporcional al numero de
combinaciones posibles de cumulos de tamafio (m,+2) tomados de dos en dos,
esto es, (mi+2)(m1+1). Entonces la probabilidad asociada al evento i) esta
dada por V'10m42)(mi+1) K,, At. Por otro lado, la probabilidad de que
coagulen dos particulas de diferente tamafio en At debe ser proporcional al
numero de cumulos presentes (m;+1)(m +1). En consecuencia, la probabilidad
correspondiente al evento ii) es V'l(mi+1)(m +1) K, At. Sumando ambas
probabilidades el sistema pasara del estado m al estado deseado en At con
la probabilidad

0
1/2 V': §_§ijP(mc,t)[(mi+1+61j)(mj+1)]At. (1.1.3)
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Finalmente, la probabilidad de que no ocurra coagulacién en el intervalo
At estéd dada por

— -1 —
iszlfu P(m,t)[1 - 1/2 V"1(m -5, Im 1AL, (1.1.4)

en donde el segundo término de la ecuacién anterior representa la
probabilidad de que dos particulas coagulen independientemente de su
tamafio.

Como las probabilidades de los eventos elementales son mutuamente
excluyentes, la probabilidad P(m,t+At) de tener al sistema en el estado m
al tiempo t+At, resulta ser

P(m, t+At)= 1/2 V! ? Kij P(mc,t)[(mi+1+6ij)(mj+1)]At +
y J=1

- “10.
+i§j=11(”P(m,t)[1 172 V'i(m,-3, Im 18t. (1.1.5)

De esta ecuacién se sigue que

Plm, teAt)oPlmt) _y/p voi § 0 K [P(m, t)[(m+148, ) (m+1) +

i,j=1

+ P(m,t)(mj—éxj)mi] (1.1.8)

y cuando At—>0 obtenemos la ecuacién diferencial

8 _ -1
F P(m,t) = 1/2 V iij=§ij [P(n%,t)(ml+1+61j)(mj+1) +

+ P(m,t)(mj—alj)mi], (1.1.7)
Definiendo el operador

A, £(m) = £l{m+ (8, +8, -5, , )} - fm  (1.1.8)

la ecuacién anterior se reescribe en forma m&s compacta como

]

] - = -1 -
8,P(mt) =T =1/2V Ejffij A [P(m,t) (m-5, )m,

(1.1.9)
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Dada una condicién inicial P(m,0), esta ecuacién describe la evolucién
temporal de la probabilidad condicional P(m,t) asociada con el proceso de
coagulacién.

1.1.2. Fragmentacién

Los eventos elementales asociados con la fragmentacién [38] pueden
describirse de 1la siguiente manera: en un intervalo de tiempo At,
cualquier (i+j)-mero puede fragmentarse en un i-mero y un Jj-mero con
probabilidad Fl At. Si suponemos que al tiempo t+At tenemos el estado m =
{mk} y hacemos At lo suficientemente pequefio para que sélo ocurra una
fragmentacién durante el intervalo (t,t+At), existen dos eventos
elementales diferentes por los <cuales este estado 1inicial puede
evolucionar en el tiempo.

i) la fragmentacién de un (i+j)-mero dando lugar a un
i-mero y un j-mero,
ii) no ocurre fragmentacién.

Consideremos cada uno de ellos separadamente. Si el sistema alcanza:
el estado deseado a través del primer tipo de evento, se encontrara al
tiempo t en el estado

+1,...,m,}.

m. = {ml,m N

e M

-1,...,m-1,...,m

20 Ty i+]
La probabilidad condicional asociada con esta distribucién es P(u%,t). Por
otra parte, la probabilidad de que un (i+j)-mero se fragmente en un i-mero
Y un j-mero en el intervalo (t,t+At) es (m“1+1) ij At y por lo tanto la

probabilidad asociada a este evento sera

1/2 F,,(m + 1) P(m_, t)At. (1.1.10)
i§j=11j 1+ '3 .

Finalmente, si no ocurre ninguna fragmentacién, la probabilidad
asociada durante el intervalo (t,t+At) esta dada por

Pmt) [1-% N F  At] (1.1.11)

i,y i=1 1)

Agrupando estas dos probabilidades mutuamente excluyentes,
obtenemos la probabilidad P(m,t+At) de encontrar al sistema en el estado m
al tiempo t+At. Tomando el limite At—>0 obtenemos 1la ecuacién
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diferencial:

agP(m,t) = 1/2123=1F’j [P(mf,t)(ml+j+1) - P(m,t)ml+j]

(1.1.12)

Nuevamente, introduciendo el operador
Ay, fm) = fl{m- (8, + 8, =38, , ] -flm  (1.1.13)

la ecuacién anterior se reescribe como
3,P(mt) =T, =12 § F & [n, Pmt)l. (1.1.14)

iyi=1

Esta es la contribucién a la ecuacién maestra asociada al proceso de
fragmentacién.

Sumando las Ecs.(1.1.9) y (1.1.14) obtenemos la ecuacién maestra
general para un proceso de agregacién reversible:

- -1
atP(m,t) =1/2V E K

RNLY A1J {P(m,t) (mj'511)m1] +

*
+ 172 lszlpu ay, (m,,, P(m,)]. (1.1.15)

Esta ecuacién hay que resolverla para condiciones iniciales
determinadas. En este trabajo consideraremos condiciones monodispersas y
polidispersas, las cuales se especificaran en el analisis de cada modelo.

Por dltimo, en esta seccién haremos un andlisis de los diferentes
tipos de agregacién que pueden ocurrir, para de acuerdo con esto
especificar el fenémeno de agregacién que introduciremos a través de
diversos kerneles en este trabajo.

1.1.3. Agregacién limitada por reaccién y por difusién

En los sistemas de reaccién-difusién los reactantes pueden ser
transportados por difusién. Entonces podemos distinguir dos escalas de
tiempo fundamentales: el tiempo de difusién, tpy, ¥y el tiempo de
reaccién,tR. El primero es el tiempo necesario para que dos cumulos entren
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en contacto via difusién y tR es el tiempo que tardan en reaccionar al
aproximarse entre si y formar una unién quimica. Si el tiempo de reaccién
es mucho mayor que el tiempo de difusién, tD<<tR, se dice que el proceso
estd limitado por reaccién (RLA). Por otro lado, si la escala temporal de
reaccién es despreciable comparada con la de difusién, t <<t , decimos que
el proceso esta limitado por difusién (DLA) [44]. Un ejemplo tipico de un
proceso DLA es la coagulacién Browniana que ocurre en aerosoles. Ejemplos
de procesos RLA son las reacciones que ocurren en un tanque de
polimerizacién agitado, en el cual el proceso de difusién es eliminado
por la agitacién. Otros ejemplos son reacciones de polimerizacién para las
cuales Flory [29] estimé que la probabilidad de que ocurra una reaccién de
coagulacién es del orden de 107° para reacciones cumulo-monémero y de
10713 para reacciones cumulo-cumulo.

En este trabajo nos restringiremos a los procesos limitados por
reaccién, RLA. Para entender su comportamiento cualitativo, definimos como
P, a la probabilidad de que al entrar. en contacto dos cumulos reaccionen
dando lugar a un cumulo mas grande el cual continuard difundiéndose,
chocando y agregandose con otros. Esta probabilidad de reaccién es muy
pequefia, dando lugar a una tasa muy lenta de agregacién. Este tipo de
procesos esta caracterizado por la estructura del cumulo, la evolucién:
temporal de la agregacién y el tiempo de evolucién de la distribucién de

masa del cumulo.

1.2. Ecuaciones para los momentos

Si Kij y Fij son funciones arbitrarias de m, la ecuacién maestra se
dice que es no-lineal y en muy pocos casos es posible resolverla
analiticamente en forma exacta para condiciones iniciales arbitrarias. Por
esta razén es importante desarrollar métodos de aproximacién. Con esta
idea van Kampen [43] elaboré un método de desarrollo sistematico de 1la
ecuacién maestra en potencias del inverso de un parametro pequefio Q, que
mide el tamafio del sistema y que controla la magnitud de las
fluctuaciones. En nuestro caso, este parametro es el volumen V del
sistema. La hipétesis basica en la que se apoya este método es que para
sistemas grandes las fluctuaciones son pequefas comparadas con los valores
promedio. De acuerdo con lo anterior, para un sistema de tamafio V, las
fluctuaciones seran de orden V!72 Yy su efecto en las propiedades
macroscépicas serd entonces de orden V™ !72. En consecuencia, el tamafio del

sistema es un parametro que mide la importancia relativa de las
fluctuaciones.
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1.2.1. Desarrollo sistematico de la ecuacién maestra

Siguiendo el método de van Kampen, supondremos que en nuestro
sistema la variable mk(t) contiene una parte macroscépica V¢k(t) de orden
V, y una parte fluctuante Vl/zik(t) de orden V!72, esto es,

- 1/2
mk(t) = V¢k(t) +V Ek(t) (1.2.1)
La distribucién de probabilidad P(m,t) se reemplaza entonces por una
distribucién M(€,t) para las fluctuaciones § = (61,52,...), de modo que
P(m,t) = V'1721(g, t) (1.2.2)

en donde el factor Vv'1/2 ge ha introducido para normalizar a M(§,t) daQO

que P(m,t) estd normalizada. Los operadores de diferencias Aij y Alj
definidos por la Ecs.(1.1.8) y (1.1.13) se reescriben como operadores
diferenciales con la ayuda de la Ec.(1.2.1), en términos de las nuevas -
variables Ek de la siguiente forma,

Aij = exp | V_1/2k21(51k + ajk - 61+j,k ) gﬁ: ] -1
= exp (v"’ZDiJ) -1, (1.2.3a)
A7, = exp (v-2pl ) -1, (1.2.3b)
en donde
D,, =lzj=1(6ik+ajk_61+j,k)gE; , Di, =-D,, - (1.2.4)

Cuando V—>w, puede hacerse un desarrollo en serie de Taylor de las
Ecs. (1.2.3) obteniendo las siguientes expresiones

D>
|

= VYD 4 S VTIDZ )+ a(vR) (1.2.5a)

_ * g -
V2Dl + ZvTID 2 4 e(V?) (1.2.5b)

>
[

De acuerdo con la definicién (1.2.1) encontramos que el miembro izquierdo
de la ecuacién maestra (1.1.15) se reescribe como

17




a -1/2
P(m,t) = V M + am 8 , (1.2.6)
gt at kzl 3g, It

en donde se ha usado de acuerdo con la Ec.(1.2.1) que

g%k = - yt/2 g%k (1.2.7)

puesto que P(m,t) se calcula con m,Z constante.

k
Para obtener una ecuacién para la distribucién de probabilidad

M(€,t) sustituimos las Ecs.(1.2.1)-(1.2.7) en la Ec.(1.1.15) con el
resultado

1/2 8Nl 3¢, _ 2
Vog% -V kzl 3t a%k = 1/2 f Fy| {VO(DU¢1”+ D, €y, )%

k 1575=1

+

1/2
v (D”¢“J)}1‘I +

172
‘12 §J=§ij (V12 (¢ ¢ D )} W+
+12 ¥ K VoD, (g, &, + ¢ E) +
Ly 1300 5y T8 ST
+

¢, ¢, D2} W+ O(V'1/3) (1.2.8)

A orden VO, el desarrollo anterior se reduce

) an _ 2
Vo IJF = 12 E_ l-"ij 4(Dij ¢i+) + ]3ij g“j} |

+ 1/2 §=1Kij(Dij(¢i gj + 4)j £) + 12 ¢ ¢J ij}ﬂ

(1.2.9a)
y al orden dominante v1/2 obtenemos la ecuacién
vi/e, all d¢, _ _
kZ1 9, e i;§j=1Flj Piy Sy T
+ 12 1z1=1 K,, (8, 6, D, ) T .  (1.2.9b)
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Usando la definicién de Dij, Ecs.(1.2.4), obtenemos que la Ec.
(1.2.9a) se reescribe como

] | . - el
3t = 12 1§j=1F‘J{;z1(6‘k * 8 T8 ) 35k51+J +

_ 82
+¢1+j kf (alk + 6jk - 61+j,k)(als + 8js 6i+),s)HEkEES}n

,8=1

8
R T R ) Ge (gm +
Kby 121 13 71 1k jk 14§,k HEk j
8 4d
+1/2 K (8, +8, -8 (8, +6, _-8 ) i
1§j=1 kis:ﬂjq&id,J e Ugk Theg, ket TsT0ys Tae, s 08 FE
{(1.2.10)
Esta es una ecuacién de Fokker-Planck lineal multivariada para N(£,t) en
la que los coeficientes de arrastre y de difusién dependen explicitamente

de los kerneles Kl y F1 . Gobierna la evolucién de las fluctuaciones en
la concentracién alrededor de su valor medio.

Por otro lado, al sustituir la Ec.(1.2.4) en (1.2.9b) obtenemos la
ecuacion de evolucién para la parte sistematica de la concentracién, es
decir, la ecuacién macroscépica asociada con el sistema

¢, _ t - -
Egk = 1/2 i Fy, (8,, + ajk 6i+j,k) ¢i+j

- 1/2 l§j=lK1j¢i¢j (Slk + 6jk - 81+J'k) (1.2.11a)

’

la cual desarrollando las deltas de kronecker, se reescribe como

g%* = izl Filg ®rax ~ 12 9

k=1
xZ1 Fi’k_i'+
+ 1/2 K ¢. . - K (1.2.11b)
1+;=k 1) %195 7 % j21 ks 9

Nétese que si identificamos la funcién ¢, con C,, esta ecuacién coincide
exactamente con la ecuacién de Smoluchowski, Ec.(2). Esto es, al hacer el
desarrollo en Q de la ecuacién maestra recuperamos a orden dominante la
ecuacion macroscépica. Esto muestra que de nuestra descripcién estocastica
se deduce la descripcién macroscépica usual. Ademds de ésto, la
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descripcién estocastica tiene la ventaja de incorporar también las
fluctuaciones alrededor de la parte macroscépica a través de la ecuacién
de Fokker-Planck (1.2.10).

1.2.2. Primeros momentos

De la ecuacién de Fokker-Planck, Ec.(1.2.10), pueden obtenerse
ecuaciones para los promedios y las covarianzas, definidos respectivamente
como

<g, (t)> E<§ }Ek mE, t) (1.2.12)
k

<< € >> = <§ &> - <€ _><€ >, (1.2.13)
Las contribuciones a la ecuacién para el primer momento debido a las
reacciones puede obtenerse al multiplicar la Ec.(1.2.10), por & (t) ¥y

sumando sobre todos los valores posibles. El resultado es

8, <€, (t)> = 8, <€ (t)>. + 8,<g (L)>,

=121Akj(t) <€j> +izj=1Bi+j’k <€i+j> (1.2.14)

en donde
A, (1) = 121K‘J (8,4 * 8, = 8., ) C (1) (1.2.15)
Bioge = Fuy By # 85 = 81,5,4) (1.2.16)

De 1la misma manera pueden obtenerse ecuaciones para las
covarianzas, multiplicando la Ec.(1.2.10) por €k§s y sumando sobre todos
los valores de &, con el resultado

d <<g, €>> = jZIAkj«gj £>> + 172 i§j=1B“j’s <<€, &>
(1.2.17)

Por otra parte, se obtienen ecuaciones més sencillas si se introduce la
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definicién de cumulante factorial, dada por
(g, €>> = <<§ € >> - 8, .€> (1.2.18)

De acuerdo con esta expresién, obtenemos de (1.2.14) y (1.2.17) las
siguientes ecuaciones

dt[gk gs>> = Z {Akj[gj Es>>+ Asj [gk €5>>} - Kks Ck Cs +

L
vz i j=1{B‘+J»S <<€i+J€k>> ¥ Bi+J,k <<Ei+j€s>>}

- st Crvs ° {1.2.19)
Estas son las ecuaciones para los cumulantes factoriales y en el siguiente
capitulo obtendremos a partir de ellas las funciones de correlacién para
algunos modelos de las tasas de coagulacién y fragmentacién. '

Es importante sefialar que las Ecs.(1.2.14), (1.2.17) y (1.2.19)
obtenidas de la ecuacién de Fokker-Planck, nos dan informacién acerca de
las fluctuaciones en m,, sin embargo no contienen aun una dependencia
espacial. Esto se discutira en el capitulo siguiente.

1.2.3. Momentos de la distribucién de tamafios

De acuerdo con los resultados de la seccién anterior, la funcién de
distribucién de tamafios C (t) es s6lo el primer momento de P(m,t). Sin
embargo, los primeros momentos de Ck(t) son cantidades que contienen
informacién fisica del sistema y lo que es mas importante, pueden medirse
experimentalmente [27,57]. Empezaremos por definir el momento de orden v
de Ck(t), '

M) = § oo (1.2.20)
k=1

La concentracién total de cumulos en la dispersién como funcién del tiempo
estd dada por el momento cero,

MO (t) = k21 C, (t) = Ng (1.2.21)

Cuando se divide el primer momento,

21




M (¢) = k C.(t) , (1.2.22)
kzl k

entre el momento cero, se obtiene el tamafio promedio del cumulo:

I =MV ()M Oe) . (1.2.23)

El segundo momento es proporcional al &area superficial de las
particulas que componen el sistema disperso

M) = K2C(t) =aA , (1.2.24a)
k=1

en‘donde A es el area superficial total por unidad de volumen del fluido
en el sistema disperso. El &rea superficial por particula est4 dada por

m M3 () /MO (t) = AN (1.2.24b)

El tercer momento es proporcional al volumen total de las:
particulas

rMP(t) 6 = n ) K C(t)/B =V (1.2.25a)
k=1

en donde V es la fraccién de volumen de material dispersado en el fluido.
Si la densidad de particulas es independiente del tamafio, el tercer
momento es proporcional a la concentracién de masa del material. EIl
volumen promedio estd definido por

Vo= VN, = [ M2 () 1/0eM O (1)]. (1.2.25b)

El cuarto momento es proporcional al area superficial total del
material que se sedimenta en un fluido estacionario. Para particulas
esféricas mayores que 1 um, la velocidad terminal esta dada por Cg =
pdzg/18u en donde p es la densidad de la particula, g es la magnitud de la
aceleracién de la gravedad y p es la viscosidad del fluido. De acuerdo con
lo anterior se encuentra [2] que la razén a la cual una superficie

horizontal se cubre con material sedimentado esta dada por mpgM‘®’(t)/72pu.

El quinto momento es proporcional al flujo de masa de material
sedimentado y el sexto momento es proporcional a la luz total dispersada,

bscat, por las particulas cuando son mucho menores que la longitud de onda
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(A) de la radiacién incidente [8]. Esto significa que nos encontramos en
el limite de dispersién de Rayleigh. Entonces, la dispersién total de luz
por un aerosol compuesto de particulas muy pequefias, se obtiene de sumar
la dispersién de las particulas individuales sobre todos los tamafios e
indices de refraccién, m, dando como resultado:

b /1 = (2r®/3ah [(m2-1)(m?+2)1% M® (¢) . (1.2.26)
Aqui I es la intesidad de la onda dispersada cuando los cumulos son mucho
menores que A. Para el caso de particulas cuyo tamafio sea del orden de la
longitud de luz incidente, es necesario considerar leyes de dispersién mas
complejas a través de la teoria de Mie [5B6].

En los capitulos 4 y 5 calcularemos explicitamente algunas de estas
propiedades para casos particulares de kerneles de fragmentacién y
coagulacién, el modelo estilizado de Flory-Stockmayer [41,49] y el modelo
diagonal generalizado [32].

1.3. Solucién en Equilibrio

Existe una gran variedad de situaciones en las cuales las
reacciones reversibles, Ec.(1.1), son importantes [36,58,59], puesto que
segin aumentan de tamafioc los cumulos, su probabilidad de rompimiento es
mayor. En este tipo de reacciones existen dos procesos competitivos que
afectan la evolucién temporal de la distribucién de tamafio de cumulos y
sus momentos. La razén de coagulaciédn Kij disminuye el numero de cumulos
en tanto que la razén de fragmentacién F‘i los incrementa. Por lo tanto es
de esperarse que para algunas clases de kerneles exista un tiempo T, tal
que para tiempos t>>T, se establece un balance entre los dos procesos
llevando al sistema a un estado estacionario en el cual la distribucién de
tamafios de cumulo y sus momentos no dependen del tiempo. Esto es, una
caracteristica importante de los procesos reversibles es la existencia de
una solucién estacionaria a diferencia de los fenémenos de agregacién
irreversible en donde se tiene una evolucién temporal permanente y el
numero de cumulo siempre decrece.

En este caso el sistema tiende a un estado unico de equilibrio para
el cual BtP = 0, y que denotaremos como P®(m). Para calcular esta
distribucién de probabilidad es necesario hacer notar que los sistemas
bajo consideracién son sistemas fisicos, finitos, cerrados y aislados.
Aqui "fisico" significa que existe una descripcién microscépica en
términos de un hamiltoniano; "cerrado" implica que no hay intercambio de
materia con el exterior. El término "aislado" significa que no existen
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fuerzas externas dependientes del tiempo actuando sobre el sistema. De
acuerdo con la mecanica estadistica de equilibrio, para este tipo de
sistemas el sistema puede tener una distribucién de equilibrio. Como los
procesos involucrados se originan por interacciones fisicas o quimicas,
para este tipo de sistemas también se satisface el principio de balance
detallado que nos indica que para cada estado del sistema las transiciones
al estado o fuera de él1, deben equilibrarse entre si [25,60]. Para la
Ec.(1.1.15) esta condicién se expresa como

VK A Lm=8, Omg PEY(m)] = Fyyom,, P9(m) (1.3.1)
para todos los pares (i,j); y en donde P°Y(m) no es univoca. Esto
significa que los procesos reversibles, Ec.(1.1), se compensan exactamente
en equilibrio y para cada pareja de valores (i,j), cada término en el
miembro derecho de la Ec.(1.1.15) se anula separadamente. En este trabajo
86lo consideraremos modelos de kerneles Klj y FU que satisfagan la
condicién anterior.

La condicién de balance detallado puede considerarse como un
conjuntode relaciones de recurrencia para el cual puede calcularse P°I(m)
a partir de una P®!(m,), en donde m, es el estado que contiene M monémeros
libres. P°Y(m) debe de estar normalizada a la unidad. Una condicién
necesaria para la existencia de esta solucién puede deducirse de 1la
siguiente manera: consideremos un estado m_ que contiene dos cumulos menos
que otro estado m,. Debe notarse que existen muchas trayectorias posibles
que conecten estos dos estados en el espacio de estados, por lo tanto la
solucién estd sobre determinada y sélo existird para ciertas relaciones
entre los kerneles Ki) y Fij. Por ejemplo, supongamos que m, contiene un
cumulo mi+J+k y m, contiene tres cumulos m, mj, m, . Por lo tanto sélo
existen tres formas posibles de conectar estos estados, a saber,

m,=A 8 m = B,y B Ma = 8,4, 85, - (1.3.2)

De acuerdo con la expresién anterior podemos expresar .la condicién de
balance detallado para P®I(m ) y P°Y(m,) en tres formas diferentes, dadas
por '

[

K, 1/[F F,l = [K K, J/IF Fil =

i+j,k t+j,k “ij° i+k,J ik 1+k,j 1tk

= [Kj+k,i Kjk]/[Fj+k,l ij]

(1.3.3)

esta es una condicién necesaria para que exista una solucién de la
ecuacién (1.3.1). Esta ultima ecuacién solo se satisface cuando los
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kerneles Kij y FU obedecen la siguiente relacién

Bij 13775

F../K,, = A alaj/a1+J (1.3.4a)

en donde {a,} esta definido por

k-1 o - (1.3.4b)
a, =1, a, = A (jg1 Blj) . 3.

Se tendria una pequefia complicacién si para algin valor de k, supongamos
que para k = n, Blk = 0. Esto significaria que Kln =0y Fln # 0 pero
debido a que se satisface balance detallado, no deben existir cumulos de
tamafio (1+n) en el estado de equilibrio. Entonces para evitar esto,

simplemente omitimos el numero (1+n) de nuestro conjunto de indices.

Puede demostrarse [45,65] que la condicién (1.3.4) es suficiente
para que exista una solucién Unica de (1.3.1), a saber,

‘ M m
P*U(m) = [2(A,V,M)]7! 1 [(Ava, ). ¥1/ m,! (1.3.5)
k=1

aqui la constante Z(A,V,M) es tal que se satisface la condicién de
normalizacién de la funcién de distribucién. Esta ecuacién uUnicamente
tiene sentido para aquellos estados para los cuales se satisface la
conservacién de la masa o bien el numero total de unidades monoméricas.
Entonces, para todo tiempo se satisface que

Tkn =M, (1.3.6)
k

Por convencién se escoge la unidad de volumen tal que M = V, esto es, se
selecciona la densidad de masa igual a la unidad.

Siendo P®9(m) una distribucién de probabilidad, contiene
informacién detallada ‘acerca de las fluctuaciones y por eso es de interés
conocerla. En el capitulo 4 se calculara explicitamente esta funcién de
distribucién de equilibrio para un modelo particular.
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CAPITULC 2

EFECTOS ESPACIALES EN LAS FLUCTUACIONES

En este capitulo obtendremos las ecuaciones que describen a las
fluctuaciones espaciales en la densidad asi como 1las funciones de
correlacién densidad-densidad de cumulos a dos tiempos y en dos posiciones
diferentes. Para esto se considera el numero de particulas, N, como una
cantidad aleatoria continua, lo cual equivale a describir al sistema en
términos de un conjunto infinito de variables estocasticas. A pesar de que
ésto puede realizarse de diversas formas [67-63], aqui usaremos el método
de los momentos compuestos introducido por van Kampen [36,70,71]. A
diferencia de otros métodos, éste tiene la gran ventaja de no tener que
definir explicitamente una densidad de probabilidad en un espacio
funcional. Ademas, este método es mas simple y matemdticamente consistente
y conduce a resultados fisicos correctos.

2.1 Método de los momentos compuestos

Este método se implementa en dos etapas. Primero se discretiza el
espacio, esto es, se divide el volumen total V accesible al sistema en
celdas de volumen v. Este debe ser tal que en cada celda el sistema pueda
suponerse espacialmemte homogéneo y por lo tanto que pueda ser descrito
por la ecuacién maestra espacialmente homogénea. Sea m el numero de
particulas de tamafio k en cada celda. Si cada celda se identifica por el
indice A, la distribucién de probabilidad conjunta de todas las ma al
tiempo t estd dada por P({mkA},t). Después de un tiempo dt esta
probabilidad puede cambiar a través de dos mecanismos. Primero, las m
dentro de cada celda cambian por un proceso de reaccién (coagulacién y
fragmentacién). En consecuencia el término de reaccién TR ya no estaréa
dado por la Ec.(1.1.15), sino por
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T, =172V -1 Z 1§j 5 xJA[P({mkA} t) (mJA )miA] +
A »

»*

en donde los operadores Aijl Yy A:jh ahora incluyen el indice A y estan
definidos por

AuA f(m) = f[{mkk+ (Sik + Bjk - 6i+j,k )}6aA]_ f(m) ,
{(2.1.2a)

App £(m) = £limy- (8,0 + 8, = 8,,, , )}~ £(m)
(2.1.2b)

en vez de los operadores definidos para una sbéla celda, Ecs. (1.1.8) y
(1.1.13).

La segunda etapa del método consiste en suponer que P({mkh},t)
también cambia debido a que los cumulos pueden difundirse de una celda a
otra. Si definimos WLA como la probabilidad de transicién por unidad de-

tiempo de que un k-mero pase de la celda A a la u, hay dos eventos
posibles: que un k-mero se mueva de la celda A a la u, esto es,

v E“ kfl Wix) (mey + DPUmy,b,t) At , (2.1.3a)

o bien, que no exista difusién

AZ kfl [1 - v W my AtIP(my,,t) (2.1.3b)
y TS

Aqui hemos definido el estado m, como

(..om3 +# 1 ...m =1, ...) . (2.1.4)

17}

i ip

La contribucién difusiva total a la ecuacién maestra, se obtiene sumando
las Ecs. (2.1.3) y tomando el limite cuando At->0,

- Z 2 lﬂik)[(mkk * DPUmpE, ) = myy Pm,), )]

(2.1.5)
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Como consecuencia de lo anterior, el cambio total de'P({mkA},t) es
la suma de la contribucién reactiva TR, Ec.(2.1.1), y la difusiva TD,
Ec.(2.1.5). La ecuacién maestra resultante tiene entonces la forma general

8, P(m,},t) = Tp ¢ Ty =T, + T + T, (2.1.6a)

o mas explicitamente,

8,Plim,},t) =12vt ] § Ky A [PUmgl,t) (ny-8, myl ¢

+

*
1/2 ; 1§J=§ij Aljh [“H+j,k P({mkx}’t)]

+

VAZ

) 2=1”L§) [(m, + 1)P({m,},t) - m,P({m},t)].

(2.1.6b)

Aunque esta ecuacién maestra contiene toda la informacién necesaria.
para calcular las fluctuaciones locales en el numero de particulas del
sistema, es poco satisfactoria puesto que un sistema real no puede
dividirse en un numero infinito de celdas ni puede describirse en términos
de un numero infinito de variables. Por esta razén es deseable reescribir
las Ecs.(2.1.8) usando coordenadas espaciales continuas en vez de los
subindices discretos A. Es decir, es necesario introducir una formulacién
continua de la ecuacién maestra.

Para este propésito reemplazamos el modelo de celda por una
representacién continua haciendo las siguientes identificaciones:

lim m, /v -==>p (r), (k =0,1,2...), (2.1.7a)

v->0

v § - f dr , (2.1.7b)
A

) / v =—==> 8(r-r’)

ik ’ (2.1.7¢c)
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v g Wik -=-> [arrw, (er) (2.1.7d)

Estas relaciones equivalen a reemplazar el conjunto de numeros m 5 Ppor una
funcién densidad de cumulos p(r,t), en donde r es la posicién espacial de
la celda correspondiente. Las integrales se evaluan sobre todo el espacio
accesible al sistema y se ha sustituido la delta de kronecker 5ik por la
delta de Dirac &8(r-r’).

Nétese que de esta manera en la Ec.(2.1.7d) se ha reemplazado wik)
por las probabilidades de transicién W&(r|r’). Con objeto de simplificar
mas esta Ultima ecuacién haremos dos hipotesis adicionales. Primero
supondremos que la magnitud del salto R = |r-r’| debe ser pequefia
comparada con las distancias en las cuales los valores medios y las
funciones de correlacién varian apreciablemente. Segundo, consideraremos
que el sistema es homogéneo e isotrépico, de manera que wk(rlr’) depende
unicamente de la magnitud R. Esto garantiza que Wk(r[r’) decrece
rapidamente al incrementarse |r-r’| y por lo tanto la probabilidad de
transicién por unidad de tiempo puede reescribirse como wk(rlr’) =
wk(r|r—r’) y desarrollarse en potencias de R. Bajo estas hipétesis, la
condicién (2.1.7d) puede ser reemplazada por el operador de difusién

v ; Wox)--=> [ ar’w (r[r’) ---> D, ¥, (2.1.8)

en donde la constante de difusiéon estd relacionada con la probabilidad de
transicién por medio de

= 2
D, = (120) [ &R RZ W (R) , (2.1.9)
en donde d representa la dimensionalidad del sistema.

Definiendo el limite continuo de esta manera la: distribucién de
probabilidad P({m,},t) se transforma en una funcional de p(r,t),
P([p(r,t)],t). A partir de esta funcional de probabilidad pueden obtenerse
expresiones explicitas para sus momentos y funciones de correlacién. Sin
embargo, una manera mas directa consiste en deducir ecuaciones para estos
momentos a partir de la formulacién discreta de la ecuacién maestra, y
subsecuentemente expresarlas como funciones continuas en el espacio a
partir de las Ecs.(2.1.7).
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2.2. Limite continuo

En esta seccién deduciremos las ecuaciones para los primeros
momentos a partir de la ecuacién maestra discreta, Ec.(2.1.6), con ambas
contribuciones, la de reaccién y la de difusién [38,72]. Empezaremos por
considerar la contribucién debida a las reacciones en el primer momento
<m > = L m, P{m,},t). Esta se obtiene multiplicando la ecuacién

m
maestra discreta Ec. (2.1.1) por My Y sumando sobre todos los valores
posibles de m. Para coagulacién se obtiene

- - -1 _ -
8 <m(t)>c= -172 v 1§)=1K11<m1a(mja 8,4 )>(8,,*8 =8,y )

(2.2.1)
y para fragmentacién
8, <m o (t)> = 1r2 lEJ=1Fij(6ik +6jk_61+j,k)<mi+j,a>
’ (2.2.2b)
Notese que este sistema de ecuaciones no es cerrado para
<m o (8)>p = <m  (t)>  + <m  (t)> (2.2.3)

puesto que aparecen los segundos momentos <m1a(t)mja(t)>. Sin embargo,
utilizando el desarrollo sistematico de la ecuacién maestra discutido en
el capitulo 1 puede obtenerse una ecuacién cerrada. Asi encontramos que la
contribucién reactiva a la ecuacién para el primer momento esta dada por

a <mka(t)>n

¢ 6t<mka(t)>c +8,<m  (t)>,

o o«
1/2 jZ;Akj(t)<mja> + 1/2izj=?i+j’k(t) <m‘+j’a>
(2.2.4)

en donde

o - - -1
AkJ(t) = - v

Ne~18

Ky (8,,%8,,78,,, J<m > (2.2.5a)

a —
By () = Fyy (8, +8, -8, ) (2.2.5b)

30




En estas ecuaciones hemos cambiado ligeramente la notacién con respecto al
capitulo 1. La parte macroscépica de m_,, de orden v, la hemos denotado
por <m_.> en vez del simbolo ¢, usado en la Ec. (1.2.1).

Es necesario sefialar que para realizar este procedimiento, cada
celda debe satisfacer las siguientes dos condiciones. Por un lado debe ser
grande, esto es, debe contener muchos cumulos, para poder realizar el
desarrollo sistematico de van Kampen. Por otro lado deben ser pequefias
comparadas con el volumen promedio que atraviesa un cumulo durante su vida
media, para asi poder Justificar la hipétesis de campo promedio en cada
celda. Estas dos condiciones se cumplen si se supone que los cumulos
viajan grandes distancias y chocan muchas veces antes de reaccionar, esto
es, si el proceso esta limitado por reaccién.

Ahora consideraremos la contribuciéon de la parte difusiva a la
ecuacién para el primer momento de P({mkx},t). Para ésto reescribimos la
Ec.(2.1.5) en términos de los operadores de ascenso y descenso EZl, los
cuales estan definidos, respectivamente, como

E*1f(m)

" f‘(mk F1) . (2.2.6)

El resultado es

T, (m, t) VAZ f Wix (ER'Ext- Dm,P({m,},t)] . (2.2.7)

»H k=1

Si ahora multiplicamos esta Gltima ecuacién por m ¥ Ssumamos sobre todos
los valores de m y A, obtenemos la ecuacién

~

Oy <myg”p =V ; Waﬁk’<mka> (2.2.8a)

Aqui la matriz Qaik) esta relacionada con las probabilidades de salto
waik)por

(k) — ylk) _ ylk)
Wor| <Myo> = Wox' <m 3> Wao <Mo> (2.2.8b)

Para escribir las ecuaciones para la parte reactiva y difusiva para
el primer momento en el limite continuc, sustituimos las Ecs. (2.1.7) en
las ecuaciones Ec.(2.2.4) y Ec.(2.2.8), obteniendo el resultado
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8.<p (r,t)> = 1/2jzlAkj(r‘,t)<pj(r,t)>

+ 1/2 zj=?1+j,k <p1+J(P,t)> (2.2.9a)
- 2
8,<p, (r,t)>, =DV <pk(r,t)>. (2.2.9b)
Aqui
My (e) = = § K 8,08,,-8,, ) <> (2.2.10a)
By, ult) = Fiy (8,48,,78, .y ) - (2.2.10b)

Sumando las ecuaciones (2.2.89.a) y (2.2.9.b) obtenemos finalmente
la ecuacién para el primer momento en el limite continuo dada por

at<pk(r,t)> = 1/2 jle&kj(r‘,t) <pj(r,t)> +

+ 1/2 E B

>
173=1 (6] <pyy(et)

i+j,k

+ DVZ <p (r,t)> . (2.2.11)

2.3 Fluctuaciones y funciones de correlacién

Siguiendo un procedimiento analogo al de la seccién antérior, al
multiplicar la Ec.(2.1.6b) por mkamsB y sumar sobre todos los valores de
m, A y u, es posible obtener ecuaciones para los segundos momentos de
P({mkx};t). Sin embargo, para definir posteriormente las funciones de
correlacién, es mas conveniente deducir ecuaciones para dos cantidades

definidas en funcién de los segundos momentos, a saber, las covarianzas

< >> = -
<MyoMi>> = <mig m o> _<mm><mm> (2.3.1a)

Y los cumulantes factoriales

[mkamSB>> = <<mkamsB>> - 6k86a8<mka> . (2.3.1b)
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Estos ultimos obedecen una ecuacién mas simple que la de las covarianzas y
se obtiene de la siguiente manera. Primero usamos el ansatz (1.2.1), que
para los segundos momentos se expresa como

< = < <
m m__> mia> m

L™ <t <Am1aAmja> . (2.3.1a)

J

Aqui Am, denota la parte fluctuante de m,,  en el ansatz (1.2.1), que es
de orden vi’2, Segundo, deduciendo de la ecuacién maestra (2.1.8)
ecuaciones para los segundos momentos <mkamsB> y restando las ecuaciones
para <2¥a>at<mss>, <mSB>8t<mka>, Yy aks6a86t<mka>’ encontramos que hasta
orden v la parte reactiva para los cumulantes factoriales resulta ser

at[mkamsB>>n = jZ1 {Aﬁj(t)[mjamsB>> + Agj(t)[mkamj3>>}

+ $ o ()

m_p>> +
by 1tk i+j,0 sf

+ BB (t) [mi{LBmka>>} +

i+j,k
o o
+ QF () 8,8 + R (1) 8,0 (2.3.2)
en donde
- _ -2
Q. (t) =-v iij:lKij(mk)(mS) {2.3.32)
— _ -1
R_(t) = -v jp‘fikajs““iﬂ”u (2.3.3b)

Andlogamente, para la parte difusiva obtenemos

g(s)

- (k)
8, Imyq m.g”’p = V ; (WBA

@ Mp>> + W o [mypy m g>>)
(2.3.4)

(m,

Sumando las Ecs.(2.3.2) y (2.3.4) obtenemos la ecuacién discreta de
evolucién para los cumulantes factoriales.
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Para obtener el limite continuo de esta ecuacién usamos las Ecs.
(2.1.7) en (2.3.2) y (2.3.4) obteniendo asi una ecuacién para los
cumulantes factoriales Eks(rl,ra) definidos como

E _(r,,r,) = [pk(rl)ps(r2)>> , (2.3.5)

la cual esta dada por

8tEks(r1,r2) =jzl{Akj(t)Ejs(r1,r2) + Asj(t)Ekj(rl,rz)} +

+ 1/zi§j=§Bi+Lk(t)E (r,,r,) + B, (t)E

i+j,s i+j,k(r1’r2)} +

i+j,s

+ 8(r) {Q _(t) + R _(t)} + (D,+ D) V2 E_(r,,r,)

(2.3.86)

con
ka(t) = _1zj—1Kij<pk><ps> (2.3.6a)
R, (1) = - § <o, oF, (2.3.6b)

Para resolver este sistema de ecuaciones es necesario conocer la
condicién inicial que de acuerdo con la definicién (2.3.5) es

E  (r,,r,, t=0) [p, (r,,0)p_(r,,0)>> =

<<p, (r,,0)p_(r,,00>> = & _ &(r)<m (r,0)> .
' (2.3.7)

Las funciones de correlacién a dos tiempos, K:E(tz,tl), se expresan
en términos de las covarianzas

kB(t,.t,) = <m (£ Im glt)>> (2.3.8a)
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De acuerdo a las definiciones anteriores se pueden expresar como
B =
Koty t) = <m (¢t )Am_g(t,)> (2.3.8b)

para t, = t1 = 0. Estas funciones de correlacién expresan cémo la
fluctuacién AmsB al tiempo t, en la celda B estd afectada por la

fluctuacién Amka a un tiempo anterior t1 en la celda «a.

El calculo de 1las funciones de correlacién se realiza en dos
etapas. Primero se calcula el promedio condicional

Bm_g(T¥] = <amg(t)|m(t,)> (2.3.9)

s

para un valor dado de las fluctuaciones al tiempo t1' Cuando ésto se
realiza para la parte reactiva, de la Ec. (2.2.2) se sigue que AmsB
satisface la siguiente ecuacién

= B :
8, (BR_gTET),, le{Asj(t) «F B, (D @EETET L (2.3.10)
con la condicién inicial Em_g(t 7 = AmsB(tl). El segundo paso consiste en

multiplicar AmSB(t) por la fluctuacién inicial Am  (t,) y promediar sobre
todos los valores posibles de m(t,). Realizando ésto y usando (2.3.10),
se encuentra que las funciones de correlacién K:E(t,tl) satisfacen la
ecuacion

(e, 60 (2.3.11)

i+j,s

(at(ng(t’tl))n= f {Agj(t) +121B

i1
con la condicién inicial
kBt t.) = <<m, (t. )m_o(t.)>> (2.3.12)
sk' 1’ "1 k' "1 s 1 ) s

La contribucién difusiva a las funciones de correlacién, se obtiene
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a partir de la Ec.(2.3.4) con el resultado

(s) A
(8, 35t 100, = v FHED KGRt (2.3.13)

Sumando (2.3.10) y (2.3.13) obtenemos la ecuacién que satisfacen las
funciones de correlacién en el limite discreto. De la misma manera que en
las secciones anteriores, usando las Ecs.(2.1.7) en la ecuacién discreta
resultante llegamos al siguiente resultado en el limite continuo

8,k (Tt 5Ty ) =jzl{Asj(r2,t2) +

+ 1/2 iZIBHJ’S(I‘Z,tz)} Kjk(PZ’tZ;rl’tl) +

2 .
+ (D+ D)) Vo, (r,,t,; ry,ty)

(2.3.14)

en donde hemos definido

Ko (rontosr ,ty) <p (r,t))p (r,, t,)>> (2.3.15)

Alun para kerneles de coagulacién y fragmentacién sencillos no es
posible obtener una solucién .general para condiciones iniciales
arbitrarias. Un caso particular en donde esto es posible es cuando el
sistema es espacialmente uniforme inicialmente, esto es,

p (r,0) = m (0)/V . (2.3.16)

Mas alin, esta condicién inicial también simplifica las ecuaciones
para los primeros y segundos momentos. Se encuentra que los cumulantes
factoriales [pk(rl)ps(r2)>> y las funciones de correlacién
Ko (roto;r ,t ) dependen de r, y r, unicamente a través de la distancia
relativa r = r, - r,. Explicitamente, de (2.3.8) se sigue que la ecuacién
para los cumulantes es
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8.E, (r,t) =jzl{AkJ(t) E(r,t) + A (1) B (r,t)) +

+ 12 § (B, (LE (rt))} +

, (r,t) + B“j,s(t)E
175=1

i+j,s i+j,k

+ 8(r){Q, _(t) + R _(t)} + (D+ D) VE, _(r,t)  (2.3.17)

y que las funciones de correlacién Kskhwtz,tl) satisfacen el siguiente
conjunto de ecuaciones diferenciales

8k (Fit,,t,) =jzi{Asj(r,t) + 1/2ile“J’s(r,t)}KJk(r;tz,tl)

2 .
+ (Dk+ Ds) v Kks(r,tz,tl) (2.3.18)

Por supuesto, para poder resolver estas ecuaciones es necesario
conocer explicitamente los kerneles de coagulacién y de fragmentacién. En
los capitulos siguientes consideraremos tres modelos particulares: el
modelo de un aerosol, el de Flory-Stockmayer estilizado [29] y el modelo
diagonal generalizado [32] para poder asi llegar a resultados concretos y
graficar el comportamiento de las correlaciones.
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CAPITULO 3.

DESCRIPCION ESTOCASTICA DE UN AEROSOL LIQUIDO

Desde un punto de vista muy general, un aerosol puede definirse
como un sistema compuesto por un gran numero de gotas, liquidas o sélidas,
inmersas en un fluido. Por lo tanto, puede visualizarse como una
suspensién de particulas esféricas que puede describirse adoptando
diferentes puntos de vista.

A un nivel macroscépico la dindmica y los diversos procesos
fisico-quimicos que experimentan las gotas se describen mediante las
ecuaciones hidrodindmicas usuales de conservacién de masa, impetu y
energia. El aerosol se considera como una fase continua [1] inmersa en-
otra fase continua , el fluido, y la descripcién hidrodinamica de ambas se
conoce como el modelo de "flujo localmente homogéneo" (LHF) [2].

Por otra parte, desde un punto de vista mesoscépico las gotas del
aerosol, como es natural suponer, pueden describirse estadisticamente
mediante una funcién de distribucién de probabilidad en un espacio
multidimensional de variables de estado, tales como el diédmetro, posicién,
velocidad, tiempo, temperatura, concentracién, etc, de las gotas del
aerosol. La ecuacién de evolucién temporal que obedece esta funcién de
distribucién es una ecuacién de balance de probabilidad, que se puede
construir, por ejemplo, usando en este espacio métodos anadlogos a los que
se usan para obtener ecuaciones de conservacién macroscédpicas. Los efectos
producidos por las gotas sobre la fase gaseosa estan representados por
términos fuente en las ecuaciones de conservacién hidrodinadmicas que
gobiernan el comportamiento del gas. De esta manera se obtiene un sistema
de ecuaciones de evolucién acopladas para el aerosol (estadisticas) y para
el gas (hidrodinamicas) en que se encuentra suspendido.

Este método ha sido desarrollado fundamentalmente por Williams [3]
y Gnicamente se ha empleado con éxito, y con numerosas simplificaciones,
en el caso en que el aerosol formado por las gotas de un liquido puro se
evapora a régimen estacionario. Debe enfatizarse que este método no
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identifica los procesos de agregacién como procesos estocésticos y en este
sentido no es una descripcién fundamentada en la teoria de procesos
estocasticos y s6lo es una teoria estadistica. El propésito de este
capitulo es el de adoptar un punto de vista mesoscépico para construir una
descripcién estocastica mas que estadistica de un aeroscol. La diferencia
fundamental con el método de Williams radica en que 1los procesos
fisico-quimicos que ocurren en el aerosol los consideraremos como procesos
estocasticos Markovianos. En consecuencia la dinadmica del aerosol estara
descrita por la ecuacién maestra, que gobierna el comportamiento temporal
de estos procesos. Debe enfatizarse que aunque éste enfoque estocastico
sigue siendo fenomenolégico, proporciona mas informacién dque una
descripcién exclusivamente hidrodinamica, pues permite describir también
las fluctuaciones de las variables de estado alrededor de su
comportamiento macroscépico y, por consiguiente, todos los efectos a que
estas fluctuaciones dan lugar.

Los aerosoles ocurren en sistemas fisicos muy variados, como son un
sistema atmosférico en la formacién de nubes, una camara de combustién o
un reactor nuclear. En este capitulo construiremos un modelo de aerosol
que puede representar a cualquiera de estos dos uUltimos sistemas. Mas
especificamente, describiremos primero las fluctuaciones internas y el
factor de estructura dinadmico de un aerosol que se encuentra en una céamara
de combustién. Posteriormente, en la seccién 3.5, estudiaremos los efectos
térmicos para un aerosol que se forma en un reactor nuclear.

3.1 Eventos elementales y ecuacién maestra

Aunque estrictamente hablando en la cémara no existen zonas bien
diferenciadas, para nuestros propésitos es suficiente considerar sélo las
siguientes tres zonas:

a) zona cercana al atomizador,
b) zona de combustién,
c) zona de los productos de reaccién.

En nuestro andlisis nos restringiremos a la primera zona en donde la
densidad de gotas es apreciable y ocurren colisiones frecuentes entre
ellas. Estas colisiones dan lugar a tres eventos elementales principales:

i) Coalescencia: las gotas al chocar se unen formando asi

una gota mas grande,
ii) Fragmentacién o rompimiento: al chocar las gotas se
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rompen en gotas mas pequefias,
iii) Dispersién: ocurren colisiones eléasticas, comportandose
las gotas como esferas duras.

Todos éstos procesos son muy complejos y dificiles de analizar
detalladamente, esto es microscépicamente, pero existe evidencia
experimental suficiente (dispersién de 1luz) de que ocurren. Ademas,
también se han desarrollado diversos modelos semi- empiricos para
describirlos [4]. Es conveniente enfatizar en este punto que todos estos
procesos producen una distribucién de tamafios en el aerosol, es decir, lo
hacen polidisperso en tamafic y masa.

Ademas de los procesos mencionados arriba, en la zona cercana al
atomizador se produce un proceso adicional: la evaporacién de las gotas,
el cual también tiene que ser modelado. Si el aerosol esta compuesto de
gotas muy pequefias ( 10u de diametro), las gotas se evaporan antes de
quemarse, esto es, antes de llegar a la zona de combustién. Esto se debe a
que las gotas pequefias incrementan el area superficial de todo el aerosol
de manera tal, que aumenta la razén de transferencia de masa y de calor
durante la evaporacién. A este proceso se le llama combustién homogénea.

De la descripcién anterior es claro que para tener un modelo
tratable de un aerosol es necesario hacer aproximaciones y
simplificaciones. Esto conduce al 1lamado "modelo de gota" [5}. El
analisis debe tomar en cuenta los efectos del movimiento relativo de la
gota respecto al gas y el hecho de que todo el proceso es dependiente del
tiempo. Esto es, que las condiciones del liquido y del medio ambiente
varian durante el tiempo de vida de una gota de aerosol. Las hipétesis mas
importantes de este modelo son las siguientes:

1) Las gotas son esféricas, lo cual se satisface para numeros
de Weber bajos, i.e., We << 20.

2) El1 aerosol es lo suficientemente diluido como para poder
ignorar la transferencia de calor y de impetu entre las gotas, pero la
densidad es apreciable para que puedan ocurrir coalescencia y
fragmentacién a través de las colisiones entre gotas.

3) Por la hipétesis anterior podemos suponer que la superficie
liquida estd en equilibrio termodinamico y su temperatura permanece
esencialmente constante. Esto significa que las variaciones en la
temperatura producidas por la evaporacién (calor de evaporacién) también
son despreciables.

4) La radiacién térmica que existe entre la gota y sus
alrededores es despreciable, porque la razén de transferencia de calor
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convectivo de las gotas es grande comparada con la razén de transferencia
por radiacién. Este efecto es importante cuando existe hollin o particulas
absorbentes.

5) Las reacciones quimicas en la fase liquida se ignoran en
una primera aproximacién.

A pesar de que este modelo involucra hipétesis muy
restrictivas que eliminan los efectos térmicos, sigue siendo realista
puesto que contiene varios de los procesos mas importantes que ocurren en
un aerosol. Por otra parte, desde un punto de vista matematico es tratable
y razonablemente simple. Los efectos térmicos en la dinamica del aerosol
los analizaremos posteriormente, en este mismo capitulo, para el caso de
un aerosol producido en un reactor nuclear.

Aqui nos limitaremos a analizar aquella situacién en la cual el
aerosol esta descrito por el numero N de gotas al tiempo t sin importar
como se distribuye éste numero en cuimulos de diferente tamafio. Esto se
debe a que en algunos problemas aplicados en camaras de  combustién
interesa conocer la cantidad total de combustible quemado y la eficiencia
del proceso de combustién, no tanto el tamafio especifico de las gotas a un
tiempo dado. Entonces el estado del aerosol estda descrito por una sola-
variable: el namero N de gotas liquidas al tiempo t. Esto implica que en
nuestro modelo despreciaremos totalmente los efectos del solvente aunque
usualmente los efectos de arrastre y conveccién forzada se toman en cuenta
mediante correlaciones empiricas. En consecuencia, el problema fundamental
consiste en construir una ecuacién que gobierne la evolucién temporal de
la funcién de distribucién de probabilidad de numero de cumulos (gotas)
Q(N,t) definida por

AN, ) = B, > = F 85, Plmt) . (3.1)

Posteriormente consideraremos los efectos espaciales en nuestra
descripcién estocastica, los cuales reflejan la dependencia de las
propiedades del aerosol en la 2zona cercana al atomizador. Para este
propdésito, en la siguiente seccién construiremos la ecuacién para P(N,t).
Sin resolverla, en la seccién 3.2, obtendremos ecuaciones para sus
momentos, calcularemos cantidades fisicas que pueden ser medidas, en
principio, experimentalmente. En la seccién 3.3. introduciremos los
efectos espaciales en estas ecuaciones siguiendo el método de los momentos
compuestos. En la seccién 3.4., calculamos la funcién de correlacién de
densidades en equilibrio y el factor dinamico de estructura del aerosol.
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Finalmente, en la seccién 3.5. discutiremos las ventajas y limitaciones de
éstos calculos y mencionaremos algunas otras caracteristicas fisicas del
método.

3.1.1 Ecuacién para la distribucién de tamafios Q(N,t)

Primero supondremos que en el aerosol sélo pueden ocurrir
condensacién y fragmentacién. De acuerdo con lo dicho anteriormente
escogemos a los correspondientes kerneles independientes del tamafio de
cumulo, por ejemplo KU =1y Fij =A. En este caso la ecuacién para
Q(N, t) que gobierna el comportamiento del aerosol, se obtiene
multiplicando 1la ecuacién maestra, Ec. (1.1.15), por 6ka,N y sumando

sobre todos los estados accesibles m.

8,Q(N,t) = (2V) H(ER!-1)N(N-1)Q(N, t) +

+ 12 2 (Eg'-1) (M-N)Q(N, t) (3.1.1)
con la condicién inicial

Q(N,0) = 3, (3.1.2)

»N

En estas ecuaciones hemos introducido los operadores de ascenso y descenso
* <
E;l definidos por

CER £(N) = £(N£1) (3.1.3)

en donde f(N) es una funcién arbitraria de N. En las ecuaciones anteriores
M representa el numero total de unidades (gotas). La Ec.(3.1.1) es un
ejemplo de una ecuacién que describe un proceso no lineal de un sélo paso.
Aunque esta ecuacién puede resolverse numéricamente, Unicamente para el
caso en que A = 0 puede obtenerse una solucién analitica para cualquier

tiempo [6]. También para A # 0 y t o puede obtenerse la solucién de
equilibrio [7],
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= N (M-1
Q;q Q(N,») = (AM) (N_1) Q, 7/ Nt , (3.1.4)
en donde Qo se determina por 1la condicién de normalizacién de la
probabilidad total, ZQ;q = 1.

3.1.2 Modelo generalizado

El modelo de la seccién anterior es muy simplificado puesto que en
una camara de combustién real también ocurren otros procesos. En efecto,
como la densidad del aerosol es alta en la zona cercana al atomizador, las
colisiones entre las gotas son frecuentes e inducen el rompimiento de una
gota dando lugar a n gotas menores. Por otra parte, las caracteristicas
del combustible y la temperatura a la que se encuentra en la cémara
producen evaporacién y esto disminuye el numero de gotas en el sistema.
Ademéds, la céamara est&4 conectada a una fuente externa de combustible
(atomizador), lo que la hace un sistema abierto y por lo tanto es
necesario considerar el suministro externo de masa en la descripcién. Como
veremos, a pesar de su simplicidad este modelo, describe diversos procesos
fisico- quimicos importantes que ocurren en el aerosol. Para describirlos
definiremos 1las siguientes probabilidades asociadas con los eventos
elementales involucrados:

p(n):probabilidad de que n gotas sean producidas en un evento
de fragmentacién,

7. probabilidad por unidad de tiempo de que una gota se
fragmente,

¥, probabilidad por unidad de tiempo de que una gota se
evapore,

s : probabilidad por unidad de tiempo de que la fuente emita
una gota.

Al incluir p(n) tomamos en cuenta la posibilidad de que una gota se rompa
en n gotas menores y no sélo en dos como en la Ec. (3.1.1). Dado que
existen N-1-n gotas en el sistema la contribucién de este término a la
ecuacién para Q(N,t) es

[+ ]
zop(n)(E};“-UNyrQ(N,t). (3.1.5)
n=
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La contribucién a Q(N,t) debida a que el aerosol absorba una gota de la
fuente es

SV(E;l—l)Q(N,t). (3.1.8)

Por ultimo, la contribucuén debida a que una gota se evapore dado que hay
N-1 gotas en el sistema esta dada por

7 (Ef'-1)N Q(N,t) . (3.1.7)

Si estos procesos también son Markovianos y mutuamente excluyentes, la
ecuacién para Q(N,t) se obtiene de las Ecs.(3.1.1), (3.1.5)-(3.1.7)

8,Q(N,t) = (2V)"H(E*'-1)N(N-1)Q(N, t) +

o]
+ {SV(E'-1) + 7 (E'-1)N + ):Op(n)(lz;'"—l)m,}.

(3.1.8)

3.2. Momentos de la distribucién Q(N,t)

Siguiendo el procedimiento descrito en la seccién 2.2
introduciremos efectos espaciales en la ecuacién (3.1.8). Después de
dividir el volumen total V en celdas, la ecuacién discretizada para Q(N,t)
es

8,QUINy1,t) = (2V)'1;(E;;—1)NA(NA-1)Q([NA},t) *
-1 +
v L AVS(E -1+ We(EN;-l)NA

[+ ]
(n)(EX""-1)N NyT,t) . 3.2.
+ L P (Ey 1N }QUIN, 1, 0) (3.2.1)

La segunda etapa considera el efecto difusivo entre celdas; 1la
forma de este término es (cf.seccién 2.1)
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' “lp*il 3.2.2
VA;“qu(ENA EN“ 1N, Q(IN,1,t) ( )

en donde kuk es la probabilidad de transicién entre celdas por unidad de
tiempo y por unidad de volumen.

En consecuencia, el cambio total de Q([NX],t) serad la suma de
(3.2.1) y (3.2.2) y la ecuacién de evolucién para Q(N,t) es

8,QUIN,1,t) = (2V)'1§(E;;—1)NA(NA-1)Q([NA],t) +

-1 +1_
L AVS(EL-1) + o (BR1-1N, +

+ B p(n) ()™ DNyr, JQUN 1, ) +

n=0

+ VYW (EZXEX-1)N. Q(INyI,t) . (3.2.3)
A;“ A Ny Nu o A

Notese que esta ecuacién es discreta y que contiene toda la informacién
necesaria para calcular las fluctuaciones internas en el numero de gotas
del aerosol.

3.3. Fluctuaciones en el limite continuo

Ahora obtendremos ecuaciones para los dos primeros momentos de
Q(INy1,t) a partir de la Ec.(3.2.3), para el caso en que el proceso de
coagulacién es despreciable comparado con el de fragmentacién.
Consideremos el primer término de esta ecuacién. Si multiplicamos la

Ec.(3.2.1) por Na Y sumamos sobre todos los valores de A, se obtiene una
ecuacién para el primer momento <N >= ; Ny QUIN, T, t),

_ -1_ +1_
8,<N,> = ;} (Na Vs (ENA 1) + Yo Ny (EN}\ 1) Ny

+n§%Na p(n) (E;;“—l) Ny .} QUIN,1,t) (3.3.1)
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Si ahora usamos la siguiente propiedad de los operadores de ascenso y
descenso

n-1 n _
I e Ey' £(N) = L 0 El e, (3.3.2)

N

en donde f y g son funciones arbitrarias de N, se puede demostrar que (3.3.1)
se reduce a

8,<N,> = VS - A <N > . (3.3.3)
Aqui hemos definido,

A

w
Yo ~ ¥ (p-1) y u,= Eon p(n) (3.3.4)

Andlogamente, si ahora multiplicamos 1la Ec.(3.2.3) por NaNB y
sumamos sobre todos los valores de A, obtenemos la ecuacién para el
segundo momento, <NaNB> = ; NoNg P(IN,1,t),

-1_ +1 _
at<NaNB> ; [ SV NaNB (ENA 1) + 7, NaNB (ENA 1) NA +

+

7 §NaNB p(n) (E;;“-l) Ny, 1 Q(IN,1,t) . (3.3.5)
n=0

Usando nuevamente las definiciones de <Na> y <NaNB> esta ecuacién se
reescribe como

6t<NO(.NI3> =SV [6ocB+<N(x>+<NB>] - 76[2<NaNB>—aaB<Na>]+
+ 7’r(n'1)[2<NaNB>*(n‘1)<Na>] (3.3.6)
Nétese que en la ecuacién del segundo momento aparece el primero,

pero no aparecen momentos de orden superior, lo cual refleja el caracter

lineal de la ecuacién (3.2.3). Es posible expresar en forma ain mas
compacta la Ec.(3.3.6) utilizando los cumulantes factoriales
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[NaNB] = <NaNB>‘<Na><NB>'5aB<Na> . (3.3.7)

Asi,

8, INgNgl = -2AIN,Ngl + 7 1,8,<N,>, (3.3.8)

en donde hemos definido

b= Ln (-lpm) . (3.3.9)

n

Si ahora introducimos la densidad de particulas p{r) definida por la
Ec.(2.1.7), la Ec.(3.3.3) se reescribe como

8,<p(r)> =S - A <p(r)> . (3.3.11)

Para reescribir (3.3.8) en el limite continuo, seguimos los pasos
indicado en la seccicnes 2.2 y 2.3, con el resultado

8,le(r Jp(r,)>> = =2Alp(r )p(r,)>> + y p 8(r -r,)<p(r, )>.
(3.3.12)

Andlogamente, la contribucién difusiva a las ecuaciones de los
primeros y segundos momentos en el limite continuo se obtienen siguiendo
el procedimiento de la seccién 2.3. Asi obtenemos

3,<p(r,t)> = D V2 <p(r,t)> , (3.3.13)
8,[p(r )p(r,)>> = D (V¥+V2) [p(r )p(r,)>> . (3.3.14)

Resumiendo, si ahora tomamos en cuenta la contribucién a las
ecuaciones del primer momento y del cumulante factorial que provienen
tanto del primer término (reaccién) como del segundo término (difusién) de
la ecuacién (3.2.3), obtenemos, sumando (3.3.11), (3.3.12) y (3.3.13),
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(3.3.14),
8,<p(r)> =S - (A -DV?) <plr,t)> (3.3.15)
8, lplr )plry)>> = {D (Vf+V§) - 2A} [p(r)p(r;)>> +

+ 7rp26(r1—r2)<p(r1)>. (3.3.18)

Estas ecuaciones constituyen el resultado principal de aplicar el
método de los momentos compuestos a este modelo de aerosol. Contienen los
efectos de reaccién y de difusién, que hemos mencionado anteriormente, en
el limite continuo.

3.4. Factor de estructura

Para obtener una expresién analitica para el factor de estructura
dinamico del aerosol, consideraremos un caso particular del modelo
estudiado en la seccién anterior: supondremos que la evaporacién es el
fenémeno dominante en 1la camara de combustién. Esto corresponde a
describir al aerosol en la 2zona lejana al atomizador, en donde las
colisiones entre particulas es practicamente despreciable.

Primero nétese que de la Ec.(3.3.15) la solucién en equilibrio esta
dada por
<p(r)>® =S /A . (3.4.1)

Por otra parte, de (3.3.16) se obtiene que el valor en equilibrio del

cumulante factorial g(]rl-rzl) = [p(r )p(r,)1° , es

(v-k?) g(r) = 0 , k%2 = A/D , (3.4.2)
en donde r=|r1—r2|. La solucién general de esta ecuacién es de la forma

g(r) = F exp(-kr)/r + E exp(kr)/r , (3.4.3)
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en donde F y E son dos constantes arbitrarias por determinar. Puesto que
las fluctuaciones no pueden crecer exponencialmente cuando r—>w, la
solucién es

g(r) = F exp(-kr)/r . (3.4.4)
La constante F se determina de la siguiente forma. Puesto que de acuerdo

con la Ec.(2.3.5) la covarianza de las fluctuaciones en equilibrio
(independiente del tiempo) esta definida por

<<p(r,)p(r,)>>® = <plr )p(r,)>° - <plr )>® <p(r,)>° ,
(3.4.5)
de la Ec.(3.4.1) se sigue que

<<p(r1)p(r2)>>e = g(lrl—rzl) + S(rl—r2)<p(r1)>° ) (3.4.6)

Pero la integral de esta cantidad sobre r,or, en equilibrio debe

anularse [8] de modo que esta condicién fija el valor de F. Es decir,

I gl|r,-r,|) dr, +S/A=0 |, (3.4.7a)
de donde
A=-SKk% 4n A ) (3.4.7b)

En consecuencia, la covarianza de las fluctuaciones en equilibrio resulta
ser

<«<p(r,)p(r,)>>° = (S/A) {8(r,-r,)-(k ?4n)exp(k|r1—r2|)/|r1;r2|} |
3.4.8

Ahora consideraremos la funcién de correlacién en equilibrio en dos
puntos diferentes a dos tiempos distintos (t2>t1)

<<p(r1)p(r‘2)>>e = G(r,-r,, t,-t,) . (3.4.9)
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De una manera mas explicita, esta funcién de correlacién puede expresarse

como

- _ e e
G(rz—rl,tz—tl) = <<{<p(r2,t2)>p(riﬂ1)(p(r1,t1) <p>®)}>>
(3.4.10)

Resolviendo la Ec.(3.3.15) para una p(r,t) dada se obtiene el promedio
condicional

<p(f2’f2)>0(r N <p>° + exp{—A(tz-tl)}{4nD(t2—t1)'3/2

F expl-(r,-r’)2/4D(t ,-t ) 1{p(r’ , £’ )=<p>°}dr’
(o]
(3.4.11)

Y si ahora sustituimos esta expresién en (3.4.10) y usamos (3.4.8) se
obtiene que para t>0

G(r,t) = (S/A) exp(-At)(4aDt) 32[expl-(r?/4Dt)] -
00

-J exp[—(rz—r’)2/4Dt][exp(-kr’)/r’]dr’ . (3.4.12)
0

Esta es la expresiéon para la funcién de correlacién de densidades en
equilibrio.

El factor dinadmico de estructura puede obtenerse facilmente de este
resultado. En efecto, utilizando la teoria de dispersién de luz (Rayleigh)
[3], el factor de estructura S(k,w) estia definido como la transformada de
Fourier con respecto a r y t de G(r,t). Entonces de la Ec.(3.4.12) se
sigue que

S(k,w) = [2<p>®/4n?1{Dk%/[ (A+Dk?)%+w?]} . (3.4.13)

Esta expresioén es el factor dindmico de estructura para nuestro modelo de
aerosol en una camara de combustién.
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3.5. Efectos térmicos en un reactor nuclear

Asi como hemos considerado los efectos espaciales en las
fluctuaciones en la densidad p(r,t), también es de interés el calculo de
estos efectos en la temperatura o densidad de energia de un aerosol
producido en un reactor nuclear. Es bien conocido que los reactores
nucleares de potencia operan en un estado supercritico y que se
estabilizan por efectos de retroalimentacién en la temperatura.. Desde un
punto de vista teérico otros efectos no lineales también son posibles,
tales como aquellos debidos al quemado del combustible [10], y al
envenenamiento producido por Xe y Sn [11]. El comportamiento temporal de
las fluctuaciones en un reactor nuclear como funcién de la temperatura
puede estudiarse con este formalismo considerando a la fisién como un
efecto de fragmentacién. En este sentido los neutrones en el reactor
pueden considerarse como un aerosol.

Supondremos que la tasa de eliminacién de neutrones (A ) depende de
la temperatura del combustible, la cual también es una variable de estado
[12,13]. Este problema ya ha sido estudiado para un reactor nuclear pero
no desde un punto de vista estocastico basado en la ecuacién maestra.
Algunos autores [14] usaron una aproximacién cinética obtenida a partir de
una ecuacién de Liouville para deducir ecuaciones para las funciones de
correlacién de densidades, sin considerar neutrones retardados. Otros
autores [15] usan una técnica de Langevin para obtener funciones de
correlacién, incluyendo la produccién de neutrones retardados asi como
fuentes de ruido de color. En ambos casos el efecto de la temperatura y su
correlacién con la densidad de neutrones no se ha considerado. Aqui [16]
consideramos estos efectos en un modelo especifico [17] en el cual se
desprecia la presencia de neutrones retardados. Mas ain, el modelo
considera como sistema refrigerante a un bafio térmico. En este caso el
estado del reactor estad descrito en términos del siguiente conjunto de
variables estocésticas discretas: el nuimero total N de neutrones en el
reactor y la energia térmica U del combustible expresada en unidades de la
energia producida en un evento de fisién, q (fragmentacién).

U estd relacionada con la temperatura a través de U = (CvpVT/q)
[18], en donde Cv, p, Y V denotan , respectivamente, 1la capacidad
calorifica a volumen constante del combustible, su densidad y su volumen.
En este caso, la ecuacién maestra para la densidad de probabilidad
P(N,U,t) que gobierna el estado del sistema es andloga a la Ec.(3.1.1),
en donde es necesario incluir el efecto de la nueva variable de estado U

asi como ignorar el término de coagulacién, puesto que este proceso no
ocurre en este aerosol.
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Para construir las probabilidades de transicién, debemos introducir

los eventos que ocurren en el reactor.

Estos eventos los resumimos en la

Tabla 2 en donde damos también su tasa de ocurrencia.

EVENTOS CAMBIO NETO PROBABILIDADES DE
AN AU TRANSICION

Fisién v - 1 +1 AN p.(v)

Eliminacién de

neutrones -1 0 AC

Transferencia de calor

del combustible al

refrigerante 0 -1 h U

t

Tabla 2. Eventos elementales en un Reactor Nuclear

Tomando en cuenta estos eventos, la ecuacién maestra resulta

ser

_ +1_ +1_ -1_
atP(N,U,t) = [(EN 1)(Ac+7U/V)N + (EU l)htU + (EN 1)sV +

+ A Y p () (EFVESI-1)N IP(N,U, t)
v

Aqui, ¥ = (aq)/(C p), h,
combustible al refrigerante,

(3.5.1)

es el coeficiente de transferencia de calor del
S es la intensidad de la fuente de neutrones

Yy A, pf(v) denotan, respectivamente, la tasa de fisién y la probabilidad
de obtener v neutrones en un evento de fisién.

Para describir las fluctuaciones locales del numero de neutrones y

de la temperatura en el reactor,
momentos compuestos discutido
Ec.(3.5.1) obtenemos

usaremos nuevamente el método de los
en el

capitulo 2. Discretizando la

= 1_ 1_ -1_
8,P(IN,1,[U,1,¢) = {(E;A D (A +aU/VINy + (E;A 1)h, Uy + (ENA 1)svV +

+VE

v
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(3.5.2)

Siguiendo el procedimiento, ahora consideraremos el 1limite continuo,
definiendo

p(r) = lim N, / V, 8(r) = lim U, / V, (3.5.3)
v->0 V->0

para asi obtener ecuaciones para los primeros momentos dadas por

8,<p(r,t)> = S + (A-D V-2 ) <p(r,t)> , (3.5.4a)

8,<8(r,t)> = (D V-2 )<@(r,t)> + A <p(r,t)> , (3.5.4b)

Anadlogamente, para los cumulantes factoriales obtenemos

8, lp(r ,t)plr,, t)>> = {D (V¥+V3)-2(A_-N)} [p(r ,t)p(r,,t)>> +

+ 2A 3(r -r,)<p(r ,t)> (3.5.5a)

8,[8(r ,t)8(r,,t)>> = {D (V}+V3) - 2n} [8(r,,t)8(r,,t)>>

- A{<<p(r1,t)®(r2,t)>> + <<p(r2,t)®(r1,t)>>},
(3.5.5b)

Yy para las covarianzas
9 <<p(r ,£)8(r,, t)>> = {D\Ve+D V3)-(A_+h -A)} <<p(r,,t)8(r,, t)>> +

+ A <<p(r1,t)p(r2,t)>> + AB(rl—rz) <p(r1,t)>
(3.5.5¢c)

Ahora usaremos las ecuaciones anteriores para obtener las fluctuaciones en

equilibrio y las funciones de correlacién para el reactor. De las
Ecs. (3.5.4) obtenemos primero las soluciones en equilibrio
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s A
<p>t e — <@ - — - (3.5.8)
A -A h (A - A)

[of

Ya que A. ¥y A son cantidades positivas, y puesto que las fluctuaciones no
pueden crecer exponencialmente cuando r o , igualando la Ec.(3.5.5) a
cero y sustituyendo las Ecs.(3.5.6) en el resultado obtenido, encontramos
que las fluctuaciones en equilibrio de la densidad estan dadas por

. A -, <p >¢€
[o(r)p(r,)>>¢ = T Tr1’ PQT exp(-K[rl—rzl) , (3.5.7)

en donde K2= (AC— A)/DN. De forma andloga encontramos que la covarianza de
las fluctuaciones cruzadas es

s A 1
anD, (D +D)(B%- R |p g |

«p(r,) e(rz)»e—

B+K
{ & exp(-B8|r,-r,|)- exp(-K|r. -r |)}

(3.5.8)

con B%= (h+A~A)/(Di#D,) y para las fluctuaciones en la energia
(temperatura) obtenemos

s A 1
4nDNDU(DN+DU)(a2—Bz) ]rl—r

[olr,)o(r,)>> = ,
2

1 1
*{m exp(—alrl—rzl) - —B_I_K:BT exp(-BIrl—rz!) +

a2_ 82

+
(x?-K2) (B2-K?)

exp( -K| r-r,[)} (3.5.9)

2_
en donde o“= ht /DU.

Los resultados obtenidos anteriormente Ecs. (3.5.7) - (3.5.9) tienen
una interpretaciéon fisica muy clara. Primero hay que notar que K es un
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tipo de longitud de difusién de neutrones, entonces (3.5.7) resulta ser la
correlacién usual de la difusién de los neutrones [80]. Segundo, el primer
término de la Ec.(3.5.8) proviene de la difusién de neutrones en algin
punto debido a la energia de fisién y que subsecuentemente se difunde
hacia r,. El segundo término representa la contribucién a la covarianza
originada en aquellos neutrones que se desplazan de r, a r,
fragmentandose en r, Yy contribuyendo a la temperatura en ese punto. Por
ultimo, la Ec.(3.5.9) contiene tres contribucionesa la covarianza, el
primer término representa la originada por la difusién de calor producida
en r,; el segundo término corresponde a neutrones que se difunden hasta
algin punto intermedio en donde se produce calor a través del proceso de
rompimiento. Finalmente, el tercer término estid asociado con la difusién
de neutrones de r, a r, en donde ocurre el proceso de fisién. Es
importante hacer notar que el hecho de que estas fluctuaciones sé6lo
dependan de |r1-r2| es una consecuencia de haber hecho la hipétesis de que
las probabilidades de transicién por unidad de tiempo son isotrépicas,
como se discutié en la secciédn 2.1.

Ahora consideraremos las fluctuaciones en equilibrio de las
correlaciones en dos puntos distintos a dos tiempos diferentes la cual
esta definida como

<<Q(r1,t1) Q(r‘z,t,a)»e = <Qd(r1,t1) <Q(r2,t2)>con>°‘, (3.5.10)

en donde Q representa a p o a 6. La notacién indica lo siguiente: tomar
t,>t, ¥y de las Ecs.(3.5.5) calcular <Q(r t )> condicional en un valor
dado Q(r t, ). Multiplicar este promedlo cond1c1onal por Q, (r t ) =
Q(rl,t )- <Q>e y promediar el producto sobre los valores de Q(r t ) de la
distribucién de equilibrio. Para realizar esto es necesarlo calcular
primero los promedios condicionales. Considerando que Q es la densidad P,
después de realizar operaciones simples pero tediosas, llegamos al
siguiente resultado para la funcién de autocorrelacién de den51dades en
equ111br10

«p(rl,tl) p(rz,tz)»es G(rz—ri,tz—tl) = G(r,t) =

= <p>"(4=1tDNt)_3/2 expl-(a_- A)t]

—p*2 _yx2 » 1
{exp(-r’</4D.t)-K°/4n 2 dr’ L,

S8




expl-(r r’)%/4Dt] exp(-1/r’)}.
(3.5.11)

en donde hemos definido r =r r,y t =t -t

Siguiendo un procedimiento similar encontramos que la funcién de
correlacién densidad-temperatura en equilibrio para el reactor esta dada
por

«p(r,,t,)e(r,, t,)»°= Mlr,-r ,t -t )

= s A (4mDyt) %2

4nD, (D, +D ) (B%-K?)

F,

[~§—§B§~ exp(-Br’) - exp(-Kr’)].

(3.5.12)

»y2
expl-(A~A)t)] §.2 dr’Liexp [_(r-rN) ]

En esta expresidén aun es necesario calcular las integrales indicadas.

Siguiendo el mismo procedimiento, si sustituimos a Q por ® en la
Ec.(3.5.10), calculamos 1la funcién de autocorrelacién temperatura

-temperatura en equilibrio, [e(r,,t,) e(r,,t,)». Después de un céalculo
laborioso se obtiene

- -3 _
[e(rl) e(rz)»(t) = (4nDUt) exp/( 2htt)
o]
fldridr;le(r],0)e(ry,0)> expl-[(r -r})?+(r,=r;)%1/4D,t} +
+ A2/[(Dy-D,)%(4m)?] {(4nDyt) Jexp(-24 t)
< ’ ? ’ ’
{idrldrzéo(rl,rl,rz,rz,t) +
00

+ (llerUt)'3 exp(—2htt) {idridré@l(rl,r’,r r.,t) +

1’72 2

-3/2 -3/2 _ S-S , ,
+ (4nDNt) (4nDUt) expl( alt) {idrldrzéz(rl,rl,rz,rz,t)}

(3.5.13)
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en donde

¢ (r,,r},r 1T s

4]
2rry) = (T dry o (ry ryry ey p, g, )

®©
{J“J‘dri’ ’dr)zigo(r‘;’r;”’r"zD’ré9) )}ho(rii),r’z)’)
-

(3.5.14a)

[»¢]
Ql(rl,rl,rz,rz) = {{idr‘1 dr., fl(r1 rry L, e, b))}
* » 3 ’ ?
{{idrl dr)’[h (r},r}’’,r r)’’) -

y 2’

- go(r’l»f‘;”,f"z,!"z”)]ho(l‘;”,f"z”)}

(3.5. 14b)
s ’ « ? 0 y ’ L »
°2(P1”1’rz’rz’t) E - {{idrl dr, f‘z(r1 ,ryry’ 0,0, t)}
m 9y L I ) 3 ’ 29y i
{{gdrl dr, hl(r1 S S A ,r2)}
(3.5.14c)

con

fo(ri’,ri,ré’,ré,rl,rz,t)}s

[po(rl”)po(rz”)>> exp{-[(rl—r;—r;’)2+(r2-ré—ré’)2]/(4DUt)
(3.5.15a)

fl(rl’,rl,ré’,ré,rl,rz,t)
’ s I3 _ o _m?? )2 ! _m?? Y2
[po(r1 )po(r2 )>> exp{ [(r1 r;-r;’) +(r2 r,r, ) ]/(4DNt)

(3.5.15b)

» ’

fz(ri T PANE

’

»Trt) = [po(rl”)po(rz”)>>

{exp[—(rl—r;—r;’)2/(4DUt)] exp[—(rz—ré-ré’)2]/(4DNt)]} +

+ exp[-(rz—ré-ré’)2]/(4Dut)]ekp[-(rl—r;—r;’)2/(4DNt)]}
(3.5.15¢c)
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go(ry,ry’ ", ry,r,’ ) = exp[-K(r;—r;”)]exp[-K(ré—ré”)]

[(r}-r}’*) + (ry-ry)17"

(3.5.16a)
hy(ry’’,r)"") = expl-ar}’’ 1/r}’’ + expl-ar)’’ 1/r,"’
(3.5.16b)
LA e ’ > ? = - 2 - )_ LI LRI ’_ LR I ‘-1
h (r}’’,rl,r, ,rz)—exp[ ar; lexp[-K(r,-r;’’ ) 1Ir] (r,-r; )]

+ expl-ar}’ ' Jexp[-K(r}-r}> ") 1lr}"’ (r}-r} ") 17
(3.5.16¢)
con

= — _ _ 1/2 =
a, = A +h , as=((h -8)/D;DIIVZ, A =2 +A.
(3.5.16d)

Debe sefialarse que esta expresién para la funcién de autocorrelacién de-
temperaturas, que no fué reportada en la referencia [88], podria
compararse contra resultados experimentales del monitoreo de la
temperatura en un reactor nuclear, desafortunadamente no disponemos de
informacién experimental contra la cual comparar.

Resumiendo, hemos visto que el método de los momentos compuestos
introduce efectos espaciales de una manera simple. De esta manera pueden
calcularse cantidades fisicas relevantes como son las funciones de
correlacién. Estas pueden ser usadas, por ejemplo, a través del monitoreo
de la temperatura y de la densidad, para obtener informacién acerca del
comportamiento fisico del reactor. Aunque UuUnicamente hemos calculado
funciones de correlacién en equilibrio en un modelo linearizado, este
método puede generalizarse para estudiar modelos mas realistas (no
lineales).

3.6. Discusién
En las secciones anteriores se ha mostrado cémo el método de los
momentos compuestos permite extraer informacién sobre las propiedades de

transporte o dindmicas de un aerosol. La Ec.(3.4.13) es el factor dinamico
de estructura para nuestro modelo de aerosol en una cémara de combustién.
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Las ecuaciones (3.5.11) y (3.5.12) expresan dos propiedades de transporte,
las funciones de autocorrelacién de densidades en equilibrio y de
correlacién densidad-temperatura en equilibrio, respectivamente, para el
modelo de aerosol en un reactor nuclear que hemos discutido. Debe
enfatizarse, por una parte, que este modelo contiene la fisién que es el
proceso de agregacién mas importante que ocurre en este sistema, y en este
sentido es realista. Por otra parte, el modelo es 1o suficientemente
simple y permite incorporar explicitamente los efectos debidos a
inhomogeneidades espaciales. Debe enfatizarse, nuevamente, que en nuestro
modelo hemos ignorado todos los procesos que provienen del estado de flujo
del solvente, asi como los producidos por la polidispersidad del aerosol.
Seria deseable incluir también estos efectos en una ecuacién maestra
apropiada y que probablemente podria estudiarse también con el método de
los momentos compuestos. Este estudio también estd en proceso.

Finalmente, también seria deseable poder comparar este tipo de
predicciones obtenidas a partir de un modelo estocastico, con resultados
experimentales. Sin embargo, no disponemos de informacién experimental
sobre mediciones de factores de estructura de un aerosol en una camara de
combustién o de mediciones de correlaciones de densidad-temperatura o
temperatura-temperatura en un reactor nuclear.
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CAPITULO 4

COAGULACION Y FRAGMENTACION EN EL MODELO DE FLORY-STOCKMAYER

La polimerizacién es el proceso de formacién de polimeros a través
de la unién continua de unidades quimicas. La dinamica de este proceso
est4 caracterizada por la funcién de distribucién de tamafios, cuya
evolucién puede predecirse teéricamente ya sea por el método estadistico
de Flory [29] y Stockmayer [89], o alternativamente como la solucién de
una ecuacién cinética, como fue tratado por Dostal y Raff [80], siendo
ambos métodos equivalentes [28].

La teoria de Flory y Stockmayer constituye la base conceptual para
entender las reacciones de polimerizacién y transiciones sol-gel. Este
modelo ha sido estudiado desde un punto de vista determinista a través de
la ecuacién de Smoluchowski [24,32] y por lo tanto las fluctuaciones en la
concentracién siempre se han ignorado. Sin embargo, como se mencioné en la
Introduccién esta suposicién sélo puede ser correcta si el volumen o el
namero de particulas del sistema son infinitamente grandes, condiciones
que sélo pueden cumplirse como una aproximacién en un sistema real.

El objetivo principal de este capitulo es estudiar la evolucién
temporal de 1la concentracién promedio de cumulos y las fluctuaciones
espaciales alrededor de estos promedios tanto en el limite discreto como
en el continuo en un modelo de Flory- Stockmayer. Para este propésito
utilizamos 1la descripcién estocédstica basada en la ecuacién maestra,
Ec.(1.1.15) y usamos el método de los momentos compuestos desarrollado en
el capitulo 2, para deducir ecuaciones que describan el comportamiento
dinadmico de las concentraciones y funciones de correlacién. En este
capitulo nos concentraremos en uno de los modelos de Flory-Stockmayer, el
cual ya ha sido estudiado desde este punto de vista por van Dongen [92],
pero considerando Unicamente el proceso de coagulacién. Introduciremos el
proceso de fragmentacién el cual, hasta donde sabemos ne ha sido tratado
en la literatura. Este modelo es particularmente apropiado para estudiar
depolimerizacién, puesto que la degradacién de las ligaduras en los
polimeros produce fragmentacién [29,41]. Sin embargo, también puede usarse
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para estudiar otros fenémenos como fragmentacién de rocas, rompimiento de
gotas de aerosoles confinados en céamaras de combustién [93],, o aerosoles
en reactores nucleares [10], lo cual se realizé en el capitulo 3.

El capitulo est4 organizado de la siguiente manera. En la seccién
4.1 describiremos el modelo a considerar, en la seccién 4.2 obtendremos la
ecuacién maestra para este modelo de polimerizacién, para posteriormente,
en la seccién 4.3 hacer un analisis del proceso de coagulacidén unicamente
y obtener la funcién de correlacién a tiempos iguales y a dos tiempos.

En la seccién 4.4 se estudiara el proceso de fragmentacioén. Para
este ultimo caso deduciremos una ecuacién para el primer momento de la
correspondiente funcién de distribucién de probabilidad. Después se
resuelve esta ecuacién en forma exacta y analitica para condiciones
iniciales arbitrarias y se encuentra asi la funcién de distribucién de
tamafios de particula. A través de los momentos de esta distribucién
evaluamos numéricamente el numero promedio de cumulos de tamafic k y su
volumen promedio; también evaluamos la dispersién total de luz.
Posteriormente tomamos el limite continuo de las ecuaciones discretas para
el primer y segundo momento de la funcién de distribucién de probabilidad
y calculamos numéricamente las mismas cantidades mencionadas anteriormente’
con el proposito de exhibir el efecto de las inhomogeneidades espaciales
sobre propiedades medibles del sistema. De la mnisma ecuacié4n maestra
deducimos las funciones de correlacién densidad-densidad a tiempos iguales
y tiempos diferentes para condiciones iniciales arbitrarias. Sin embargo,
puesto que durante todo el proceso de fragmentacién el sistema es estable
Y no se acerca a ningun punto inestable asociado con transiciones de fase,
es de esperarse que las fluctuaciones permanezcan siempre pequefias.
Comprobamos que esto se cumple evaluando numéricamente la funcién de
correlacién de densidades a tiempos iguales como funcién del vector de
onda.

En la seccién 4.5 consideramos los dos procesos y analizamos como
el efecto de fragmentacién inhibe a la coagulacién y encontramos la
solucién estacionaria. Finalmente, en la seccién 4.5 consideramos los dos
procesos y evaluamos la funcién de distribucién en equilibrio. En la
seccién 4.6 resumimos y discutimos nuestros resultados.

4.1 Modelo de Flory-Stockmayer

La teoria de Flory-Stockmayer especifica primero cada unidad
monomérica en términos del numero de los grupos quimicos reactivos
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(f,,fg,...) de tipo (A,B,...). De esta manera los pares de grupos quimicos
reaccionan formando uniones (AA,BC,...). Para un sistema particular,
debemos especificar el numero total de unidades monoméricas que estan
presentes antes de la polimerizacién, asi como la fraccién de grupos
quimicos de cada tipo que han reaccionado (aA,aB,...) segun procede la
reaccioén. Asi se introduce la hipdétesis de reactividades iguales de grupos
quimicos. Este principio establece que si una unién del tipo AB es
permitida, entonces un grupo quimico dado A tiene igual probabilidad de
reaccionar con cualquier grupo B en el sistema; esto es, todos los grupos
funcionales son igualmente reactivos. Con este principio, Flory vy
Stockmayer desarrollaron métodos elegantes para determinar la distribucién
de n-meros. Ademds, Flory demostré que en algunos sistemas la fase gel
coexistia con la fase sol, calculando 1la fraccién gel asi como la
distribucién de n-meros en la fase sol.

Existen tres modelos de polimerizacién propuestos por Flory, el
primer modelo, se representa esquematicamente como

en el cual uUnicamente un grupo libre A puede unirse con un grupo B. En
este modelo el kernel de coagulacién serda igual a 2 para toda i y Jj,
puesto que estos polimeros lineales tienen dos reactantes Unicamente y por
lo tanto sé6lo existen dos formas en las que pueden combinarse los
polimeros.

El segundo modelo es el denominado como modelo de polimerizacién
RAf (f es una funcional aleatoria de condensacién). En este modelo cada
unidad estructural de polimero tiene f grupos funcionales de tipo A, se
sigue el principio de equi-reactividad y se supone que se forman polimeros
ramificados no-ciclicos. Esquematicamente se representan como

A A II

Las uniones en este modelo son simétricas, formando ramificaciones, como
consecuencia de la hipétesis de no entrecruzamientos. Como un i-mero tiene
i+2 A libres, cualquiera de los cuales puede unirse con cualquier j+2 A
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libres en un j-mero. Por lo tanto el kernel de coagulacién sera igual a
(i+2)(j+2).

El tercer modelo consiste de dos grupos libres A y B, los cuales
reaccionan formando redes o ramas. Se representa esquematicamente como

A A II1

En este modelo se tiene un grupo reactivo libre A y un i+1 B libres los
cuales pueden combinarse con un j-mero de un grupo reactivo libre A o B.
Como esto puede lograrse en i+l formas, o bien a través de un A libre a un
Jj-mero libre de B en j+1 formas, el kernel de coagulacién esta dado por
i+j+2. La forma "estilizada" de este modelo fue introducida por Geolovin y
Scott [4,94] para estudiar coloides en un flujo cortante y consiste en
simplificar el kernel de coagulacién a i + j.

La solucién a la ecuacién de Smoluchowski, ec.(1) para los kerneles .
de coagulacién indicados en los tres modelos anteriores ya ha sido
obtenida anteriormente [9,95], para sistemas espacialmente homogéneos.
Nosotros nos concentraremos en el estudio del tercer modelo, incluyendo el
proceso de fragmentacién, el cual estid especificado por las siguientes
ecuaciones:

Kij =a (1 + j) , Fij =g (i + j) . (4.1.1)

Aqui « y B representan la intensidad con la que ocurren ambos procesos.

4.2. Proceso de reaccién

Considérese que el sistema esta contenido en un volumen finito V y

que al tiempo t consiste de N unidades, de tal manera que hay m,, m,
e, M, oMy, N-meros de tamafios 1,..N, respectivamente. En
nuestra descripcioén los estados posibles del sistema se especificaran por
el vector m = {mk} cuyas componentes denotan el numero de k-meros, lo cual
ya se ha indicado en el capitulo 1. Aqui m es una variable aleatoria y es
preciso especificar la probabilidad condicional P(m,t) de que el numero de

cumulos de tamafio k al tiempo t esté dado por m., Y que obedece la
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Ec.(1.1.15). Esta ecuacién para los kerneles, Ecs.(4.1), que describen a
este modelo se reescribe como

_ 1 . - _
8, P(m,t) = 5 u1§j=§1+3) Aij (v 1mi(mj Slj) P(m,t)]

1 sy 3 *
" Blzjzgm) A, Im,,, Pmt)]. (4.2.1)

Con el propésito de entender cada proceso por separado, supondremos en la
siguiente seccién que sbélo existe coagulacién y en la seccion 4.4. que
s6lo hay fragmentacién pura.

4.3 Coagulacié4n pura

Si en la ecuaci6én maestira (4.2.1) suponemos que Flj = 0, ésta se
reduce a

5, Pmt) = Laf (1+3) 8,

-1 _
Loy ; ving(n-8, ) P(m,t)] (4.3.1)

De esta ecuacién se obtiene la ecuacidén para el primer momento de P(m,t),
que es la ecuacién de Smoluchowski para este modelo y estid dada por la
Ec.(2.2.1), con Kij = i + j. Es un resultado bien conocido [12,71] que
esta ecuacién de Smoluchowski tiene una solucién exacta cuando la
distribucién inicial es espacialmente homogénea, C (r,0) = C, (0):

C (t) = (1-7) [K*l/tk!] (ve™®* 5 1=1-e" . (4.3.2)

De esta expresién se muestra que para tiempos largos las concentraciones
decaen algebraicamente como

C (t) o« (2m) 172 o™t k372 : (4.3.3)
Por 1lo tanto, 1las propiedades macroscépicas de este modelo estan
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determinadas claramente.

Podemos estudiar las fluctuaciones espaciales de Ck(t) para este
modelo, usando los resultados del capitulo 2. De la Ec.(2.3.17), se sigue
que para el caso de coagulacién pura Eks satisface la siguiente ecuaciédn
lineal e inhomogénea

= 2 -
atEkS(r,t) -jzl[AkjEjs+AsjEkj] + 2DVE, KkSCszé(r)

(4.3.4)
en donde la matriz Aij para el modelo de interés esta dada por
A () = ;zl(m) C (8] (8,+8,-5,, ) (4.3.5)
y la condicién inicial es
E_(r,0) = -8,.3(r)C, (0) (4.3.6)

El significado fisico de los términos del miembro derecho de la Ec.(4.3.4)
es el siguiente: el primer término representa un acoplamiento lineal entre
las funciones de correlacién y las concentraciones, describiendo la
disipacién de las fluctuaciones. El segundo término describe la difusién
de las correlaciones, debido a la difusién de k- y s-meros. Finalmente, el
tercer término representa la produccién de nuevas fluctuaciones debido a
las reacciones entre entre k- y s- meros. A continuacién analizaremos las
funciones de correlacién a tiempos iguales y diferentes.

4.3.1. Funciones de correlacién a tiempos iguales

Para condiciones 1iniciales monodispersas es posible obtener
explicitamente las funciones de correlacién [9]. Para resolver Ila
Ec.(4.3.4) es conveniente considerar su transformada de Fourier st(q,t),
definida como
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F.(q,t) = fdr [exp(iqer)] E _(r,t) (4.3.7)

La ecuacién que satisface esta funcién asi como su condicién inicial estan
dadas respectivamente por,

= - 2 —
6tst(r,t) = jZI[AkJFJs+AsJFkJ] 2Dg°F, _ - K C,C_ (4.3.8)
con la condicién inicial espacialmente homogénea

st(q,O) = —akSCk(O) , (4.3.8a)

y tienen como solucién

Folat) = lo (q,t) + «,(q,t)(k+ts) + ay(q,t)ks] C.(t) fs(t) |
- (4.3.9

Las concentraciones Ck(t) estan dadas por Ec.(4.3.2). La dependencia en q
esta completamente contenida en las funciones al(q,t), (1t =1, 2, 3), las
cuales tienen la siguiente estructura,

24> 2
« (q,t) = [-e™2%5  + [dt’Q (t’,t) (eIt -1)] 2L

(4.3.10)
en donde
Q,(t>,t) = -2(e*-1)72e2** ") (t-t v t-1) (t-t’ e "t 4e7t)
Q(t’,t) = (eb-1)72e  [2(t-t")242(t-t" (e t-e™t) -
- (1-e™") (1-e7*")]
Qu(t’,t) = -2(eb-1)72e2(t "t ) (¢t ) (t-t’ -7t +1)

(4.3.11)
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Tomando la transformada inversa se obtiene

Eks(r,t) = [Al(r,t)+A2(r,t)(k+s)+A3(r,t)ks] ck(t) cs(t)
(4.3.12)

en donde Ai(r,t) toma la forma de una superposicién de Gaussianas

t
A (r,t)=-e"2*s g(r;aDt)+fdt’Q,(t’,t)(glr;4D(t-t’))-g(r;4Dt)]
0
(4.3.13)

Finalmente, a partir de las ecuaciones anteriores se obtiene la
funcién de correlacién densidad-densidad, S(r,t), o bien, su transformada
de Fourier

S(q,t) = ¥ ks [F_(q,t) + 8 C (t)] (4.3.14)
k,s

Sustituyendo en esta expresién las Ecs.(4.3.2) y (4.3.9) se llega al
resultado

’

2 t 2 ,
S(q,t) = (1 - e73Pat) 4 2 pdt’ [1 - e2Pa (t-t’)] Q2t7
0

(4.3. 15a)
A tiempos largos esta ecuacidén se reduce a
S(q,t) « e®'[Dg?/(1+Dg®)] , (t->w, para toda q#0) ,
(4.3.15b)

lo que significa que si t->w, las fluctuaciones en la densidad crecen
exponencialmente para cualquier escala de longitud.
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4.3.2. Funciones de correlacién a dos tiempos

Ahora calcularemos las funciones de correlacién a dos tiempos
Kks(r;tz,tl) para coagulacién pura definidas por la ecuacién (2.3.15),

. = 2
atlcks(r‘,t,tl) _jzl[Aijjs+AsjEkJ] + DV, (4.3.16a)

con la condicién inicial
nks(r;tl,tl) = Eks(r1’t1) + 6k56(r)Ck(t1). (4.3.16b)

La linealidad de las Ecs.(4.3.16a) refleja el decaimiento (disipacién y .
difusién) de la informacién alrededor del sistema a un tiempo t1' La

condicién inicial (4.3.16b) garantiza que K., Se reduce a la funcién de

correlacién <8p, Ap > a tiempos iguales (t, = t,) en el limite t->t,.

Para calcular las funciones de correlacién, introducimos Ila
transformada de Fourier nks(q;tz,tl) de Kys® la cual satisface el
siguiente conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias acopladas,

” . = ’ . - Dg2e .
a.k  (a;t,t)) ‘jzlAijjs(q’t't1) Dok, (q; t, t,)
(4.3.17a)

a resolverse con las condiciones iniciales
Kks(q;tl,tl) = st(q;tl) + 8kSCk(t1) . (4.3.17b)

Resolviendo esta ecuacién y tomando su transformada inversa se obtiene

Ko(rity,t) =C () {Y _(t,,t)) g(r;4b(t -t ))

*
+[A (rity, t )AL (st t)S]IS, (ty,t )4, (t,, )]
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2t
[A(rit,, t )+A (rit,, t,)s]IS, (t,,t )+e  Tx (t,,t,)]}

(4.3.18)
en donde
Ai(r‘,tz,ti))=,t[dt’Qi(t’,tl)[g(r;ZD(t2+t1—2t’))—g(r;2D(t2+t1)]
0
-2t
—e ! 8,,8(r;2D(t *t.) (4.3.19a)
S (t,t,) = KC (t) exp(t,-t), (4.3.19b)
Sp(t,t,) = [)+(1-7) (x-t )KIC,(t)/ (4.3.19¢)
x (t,t ) = [alt,t )+b(t,t )KIC (t) (4.3.19d)
y -
a(t,t,) = (e '-e™t-t+t,)/(1-e™) (4.3.19e)
-t
b(t,t,) =e™ [(e '-e™(1+t-t )]/(1-e™") (4.3.19f)
Ademas,
Y (tit) = YD (t,t) + sx(t,t), (4.3.20a)
con
Yo (t,t)) = k [(z-7,)/(1-7)] [-C (t) +

+ (1-7) exp(st,-kt) (k‘l:—s1'1)k's"1 / (k-s)!]
(4.3.21b)
-t‘

endonde T =1 - e

»*
Para tiempos largos (t2 o) los términos proporcionales a Sk y Sk
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en la Ec.(4.3.18) son despreciables comparados con %,, de tal forma que el
comportamiento asintético de ésta funcién de autocorrelacitn es

K (rity, t)) & C(t,) {Yp, (t,,t,) g(r;2D(t,-t,))
2t1
+ (A + Ak + (A+Ak)e 7] x (t,,t)) +

+ k g(r;ZD(tz—tl)} (4.3.22)

4.4. Fragmentacién pura

Ahora consideraremos que el dnico proceso presente es el de
fragmentacién. De manera especial nos interesa estudiar un modelo en donde

Fij = i+j. Esta eleccién es valida para un sistema en donde la rapidez de
fragmentacién depende del tamafio del cumulo que se fragmenta (i+j), pero
no depende del tamafio de las partes individuales . Para cadenas de

polimeros esto implica que la fragmentacién es independiente de 1la
posicién a lo largo de la cadena, pero es funcién de su longitud. En este_
caso encontramos que la contribucién a la ecuacién maestra, Ec.(1.1.14),

para este kernel particular estd dada por

1 C oy
3, P(mt) = } 12j=§1+J) Ay, Im,,,

P(m,t)]. (4.4.1)
4.4.1. Momentos de la distribucién de tamafios

Como la Ec.(4.4.1) es lineal, podemos obtener un conjunto de
ecuaciones cerradas para los momentos sucesivos de P(m,t), definidos en la

Ec.(1.2.12). Si 1identificamos la concentracién de k-meros, Ck(t),
dependiente del tiempo, con el primer momentc de P(m,t), i.e. Ck(t) =
<mk(t)>, de las Ecs.(1.2.12) - (1.2.13) se sigue que Ck(t) para

fragmentacién pura satisface la ecuacién discreta

k =2,3,... (4.4.2)
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Esta es la ecuacién macroscépica, de Smoluchowski cuando Kij = 0, que
describe la cinética de la fragmentacién. El primer término de la derecha
representa la disminucién de k-meros debido a todos los posibles
rompimientos de un k-mero, y el segundo término representa el incremento
de k-meros debido a las reacciones. Para un coeficiente de fragmentacién
F y una condicién inicial Ck(O), la ec.{4.4.1) @gobierna el

1]
comportamiento temporal de C, (t).

Como hemos indicado en capitulos anteriores, wuna cantidad
conservada en las Ecs.(4.4.1) y (4.4.2) es la masa total M o numero total
de unidades monoméricas. Por consiguiente tenemos la siguiente restriccién
sobre los posibles estados m en (4.4.1):

2 km =M (4.4.3)

Siguiendo a Dongen [70,71] y por conveniencia en los calculos numéricos
posteriores, escogemos la unidad de volumen de manera que M = V, que
equivale a hacer la densidad de masa igual a 1la unidad. Para este-
coeficiente de fragmentacién puede encontrarse por iteracién una solucién
analitica y cerrada de la Ec.(4.4.2) [96]. En efecto, nétese que para k =
1 la solucién de (4.4.2) es simple y esta dada por

C, (t) =exp [-1(1-1)t]. (4.4.4a)

Para k = 1-1, también puede encontrarse y resulta ser

C,,(t) = [i/(1-1)] {expl-(1-1)(1-2)t] + exp[-1(1-1)t]}.

(4.4.4b)
Cont inuando para k = 1-2,.., se encuentra la férmula general
C,(t) = (1/y) st uat e-(iratyy
\j=1’2»-'»1_1-- (4.4.5)
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La solucién de la ec.(4.4.2) para una condicién inicial arbitraria se
obtiene entonces como una combinacién lineal de la Ec.(4.4.5), a saber,

2
C.(t) = C.(0) e-(k/Z)(k-l)t + [(1/k) C.(0) é(k /2)t
k k 151 1
(e(k/Z)t _ e—(k/2)t)] (448)
para k = 1, 2,..., 1-1. En una descripcién puramente macroscé)pica de

sistemas polidispersos, esta expresién es la funcién de distribucién
discreta de tamafio de particula y representa la caracteristica fisica mas
importante de la dispersién. En la Fig.1 graficamos la concentracién
Ck(t), dada por la Ec.(4.4.6), como funcién del tamafio de cumulo k. Sus
diversos momentos, definidos por 1la Ec.(1.2.20) tienen una gran
importancia fisica y se usan ampliamente en la literatura como ya hemos
indicado [2]. Del conjunto de ecuaciones (4.4.6) podemos evaluar
numéricamente diversas combinaciones de los momentos M) que tienen
significado fisico, como ya sefilalamos en el capitulo 1. Aqui obtendremos
el tamafio promedio del cumulo definido a través del primer momento,
Ec.(1.2.23); el volumen promedio de los cumulos que se obtiene del tercer
momento, Ec.(1.2.25).

Aunque la eficiencia de la dispersién de una particula esférica
pequefia de diametro dp<<)\ es proporcional a dé [37], calcularemos la
dispersién total b'scatt de particulas pequefias que sSe obtiene sumando la
dispersién de particulas individuales sobre todos los tamafios e indices de
refraccién, n, Ec.(1.2.26). Para valores tipicos de los parametros n y A
en las Figs.2 y 3, respectivamente, damos la concentracién total MO (t)
Yy la razén bscatt / 1 como funciones del tiempo. Hemos tomado valores de k
que sean consistentes con la descripcién continua limitada por reaccién
que se discutird en la siguiente seccién. Posteriormente calcularemos
estas cantidades en este limite para exhibir el efecto que las
inhomogeneidades espaciales producen en estas propiedades medibles del
sistema.

4.4.2. Proceso de difusién

Considerando el proceso difusivo ademas del reactivo se pueden
obtener ecuaciones en el 1limite continuo siguiendo el método de los
momentos compuestos, expuesto en el capitulo 2. Para este caso, de la
Ec.(2.2.11) se obtiene
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Fig.4.1. Ck(t) Y <r}éq,t)> vs. t segGn las Ecs.(3.7) y (3.25),
respectivamente. Condiciones iniciales monodispersas Ck(O) =

d, S, con S=20, D =1.29 X 10~
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— 2
6t<pk(r,t)> = 1,2:1B’*J'k<p“j (r,t)>+D V<p (r,t)> (4.4.7)

Considerando el caso especial de homogeneidad espacial al tiempo inicial t
= 0, de las Ecs. (2.3.17) y (2.3.18) se sigue que los cumulantes
factoriales y las funciones de correlacién a dos tiempos satisfacen las
siguientes ecuaciones, respectivamente

_ 1 _
3. (rt) =% § (a )

E + A E
15=1 i+j,k i+j,s i+]j,s t+j,k

- 8(r)(k+s)<p,, (r,t)>+ 2D V2 E_(r,t). (4.4.8)

_ 1 2
atKSk(r,tl,tz) =5 1fyuA‘*Ls Kivyk +D V. (4.4.9)

Siguiendo un procedimiento similar al usado en el caso discreto,
podemos obtener la funcién de distribucién de taafio de cumulo resolviendo
la Ec.(4.4.7). Para este fin, tomamos primero la transformada de Fourier
con respecto a r de esta ecuacién, lo que nos conduce a

-(k/2)(k-1)t

<pk(q,t)> = exp [-qut][<pk(q,0)> e +

2
+i‘ [(l/k)<pl(q,0)> é(k /2)t(e(k/2)t _ e-(k/2)t)]
1=k+1

(4.4.10)

Los momentos de esta funcién de distribucién pueden ser calculados de la
generalizacién en el limite continuo de la Ec.(4.4.3)

MV (q,t) = § K <p (q,t)> . (4.4.11)
k=1

Para los mismos valores n, A y k considerados en la seccién anterior y
para valores tipicos de D y q, en las Figs. 1, 2, 3 también graficamos la
funcién de distribucién (4.4.10), la concentracién total M®(q,t) y la
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razéon b__,.,(q,t)/I(q,t) definida por la Ec.(1.2.26). Esto muestra el
efecto de las inhomogeneidades espaciales en estas cantidades. Las Figs,
4.1 a 4.3 muestran que las inhomogeneidades espaciales tienden a
disminuir los valores de la funcién de distribucién de particulas, la
concentracién total y la razédn b_..../I- Entonces, la presencia de la
difusién afecta a la fragmentacién. Por ejemplo, para k = 18 y t = 0.0006
x 1078 seg, se sigue de la Fig.1l que la concentracién en presencia de
difusién es de 12% menos que su valor en la condicién homogénea. Esta
diferencia se incrementa con el tiempo, ya que para k = 18 and t = 0.001 x
1078 seg representa un 19%. Los mismos valores se encuentran para las
diferencias en la concentracién total M“”(q,t) y para la intensidad como
puede verse de las Figs.2 y 3.

Para evitar las dificultades al resolver (4.4.9) analiticamente,
puede obtenerse una solucién numérica para el caso particular de
condiciones iniciales monodispersas. Como se esperaba, las fluctuaciones
resultan ser muy pequefilas y su efecto en la dinamica de la concentracién
puede ser ignorada.

La hipétesis basica involucrada en este analisis fue que el
proceso estd limitado por reaccidén. Esto es, hemos supuesto que los-
cimulos viajan grandes distancias antes de reaccionar. Esta hipétesis
junto con la restriccién de que los saltos de la variables estocastica son
pequefios y de que el operador Wk(r|r') es isotrépico, nos da lugar a la
aproximacién difusiva. Realmente, esta limitacién se ve reflejada en el
comportamiento del sistema discreto y del continuo para tiempos grandes.
Mientras el sistema discreto termina como un sistema estacionario de
monémeros, el modelo continuo se fragmenta sin limite. Para tiempos
arbitrariamente grandes, este tipo de comportamiento viola la condicién de
conservacién de masa dado por la Ec.(4.4.3). Sin embargo, debe recordarse
que nuestra descripcién continua es valida Unicamente para un dominio de
tiempo en donde el tiempo de reaccién es mayor que el tiempo de difusién.

Como se menciondé anteriormente, las fluctuaciones asociadas con el
proceso de fragmentacién son y se mantienen pequefias. Esto era de
esperarse puesto que para este modelo no ocurre una transicién de fase
fuera de equilibrio. Sin embargo nuestro propésito aqui era mostrar que
con nuestra aproximacién se pueden obtener funciones de correlacién.

77




4.5 Estado de Equilibrio

Como se discutié en el capitulo 1, si consideramos que tanto la
fragmentacién como la coagulacién estan presentes, existe la posibilidad
de alcanzar un estado estacionario para la poblacién de cumulos [43]. Es
esta solucién estacionaria la que encontraremos en esta seccién.

La ecuacién maestra Ec.(1.1.15) satisface el principio de balance
detallado dado por

P®9(m)].

Vie(i+j) Ay, [m (m=8,,) P°I(m)] = B(i+§) [m
(4.5.1)

J

Esto significa que los procesos de coagulacién y de fragmentacidén se
compensan exactamente en equilibrio.

La solucién a esta ecuacién esta dada por la Ec.(1.4.5) y para el
modelo definido por las Ecs.(4.1.1) se reduce a

e - -1 g M
P*I(m) = [2(A,V,M)]7! TLIVB/a(k-D)1 %/ m! . (4.5.2)

Aqui la constante Z(A,V,M) es tal que se satisface la condicién de
normalizacién de la funcién de distribucién. Recuérdese que ésta ecuacién
unicamente tiene sentido para aquellos estados para los cuales se
satisface la conservacién de la masa o bien el numero total de unidades
monoméricas. Esto es, para todo tiempo se cumple la Ec. (4.4.3),

Para 1ilustrar el comportamiento de la funcién de distribucién en
equilibriograficaremos 1la Ec.(4.5.2) para el caso en que el sistema
contiene 10 mondémeros. A pesar de que este numero es pequefio,existen 42
estados posibles, los cuales se enumeran en la Tabla 3.

En la Fig.4.4 graficamos la distribucién de equilibrio contra los
estados posibles del sistema para el caso en que la rapidez de coagulacién
y de fragmentacién son iguales, pero variando el volumen ocupado por el
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sistema, 1lo cual cambia 1la concentracién del mismo. Cuando la
concentracién del sistema es mas alta (V = 1), los cumulos pueden entrar
en contacto entre si mucho mas rdpidamente que si el sistema fuera diluido
{(V=10). Para esta situacién la Figura 4.4. y la Tabla 3, muestran que es
igualmente probable encontrar al sistema en estados con cumulos de
diferente tamafio. Para el caso diluido la probabilidad de ocurrencia ya no
es constante, ya que la probabilidad de estados con cumulos pequefios es
mayor porque la probabilidad de reaccién es menor.
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Tabla 3. Para cada estado {mk} se indica el numero de cumulos
de tamafio k que contiene.
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o
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Tabla 3. Para cada estado {mk} se indica el numero de cumulos
de tamafic k que contiene.

Este mismo comportamiento también puede observarse de la Fig.4.5,
en donde se grafica la concentracién de cumulos contra el tamafio y se
observa que cuando el sistema no es diluido, la distribucién de tamaifios
tiende a ser polidispersa. En cambio, cuando el volumen aumenta la
distribucién de tamafio de cimulo tiende a ser monodispersa.’
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En la Fig.4.6 graficamos 1la distribucién de probabilidad en
equilibrio, Ec.(4.5.2), contra los estados posibles del sistema para el
caso en que un proceso de agregacién predomina sobre el otro. Consideramos
que la rapidez de coagulacién es 1, 5 y 10 veces mayor que la rapidez de
fragmentacién. Puede observarse de la figura y de la Tabla 3 que al ir
aumentando la tasa de coagulacién, el sistema tiende a encontrarse en
estados caracterizados por cumulos grandes. En la Fig.4.7 se observa mas
claramente esta tendencia para el valor a« = 100, en donde se aprecia la
tendencia a la polidispersidad y a la formacién de cumulos grandes.

Por ultimo, consideramos la situacién inversa, en donde la tasa de
fragmentacién es mayor que la de coagulacién. En este caso encontramos que
al incrementar la fragmentacién, el sistema tiende a ser monodisperso, lo
cual era de esperarse intuitivamente. Ademés la probabilidad de encontrar
cumulos de tamafio grande es practicamente nula, como puede apreciarse de
las Figs.4.8, 4.9 y de la Tabla 3.

Sabemos que este sistema no presenta ninguna transicién de fase
[44], esto es, no gela. Seria de interés considerar otro modelo para el
cual si ocurra esta transicién y calcular los exponentes criticos
asociados a ella. Este modelo es llamado modelo diagonal [32] y es el que-
consideraremos en el siguiente capitulo.
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CAPITULO 5

MODELO DIAGONAL GENERALIZADO

En este capitulo usamos el método de los momentos compuestos
descrito en el capitulo 2 para discutir la agregacién reversible de
cumulos en un modelo especifico. Este modelo es el llamado modelo diagonal
[4] y es de especial interés puesto que a diferencia de los modelos
considerados en los capitulos 3 y 4, presenta una transicién de fase: la
gelacién. Los kerneles de este modelo describen la agregacién de cumulos
del mismo tamafio, situacién que se presenta en algunos modelos de
polimerizacién. Este modelo es utilizado en modelos de agregacién
biolégica, como es el crecimiento de rouleux y en reacciones
antigeno-anticuerpo [52]. Sin embargo, debe enfatizarse que las
realizaciones fisicas de este modelo diagonal no estan claramente
establecidas. Nuestro propésito en este capitulo es analizar un modelo
que, aunque su utilidad fisica ain no esta bien determinada, es tratable
desde el punto de vista matematico. Primero calcularemos la distribucién
de probabilidad en equilibrio y determinaremos el exponente critico que
describe el comportamiento de la funcién de distribucién de tamafios en la
vecindad del punto de gelacién. Obtendremos también las ecuaciones para
las fluctuaciones en la densidad de cumulos en el limite continuo y
resolveremos numéricamente estas ecuaciones para diferentes tiempos y
condiciones iniciales. Esto mostrara explicitamente que las fluctuaciones
efectivamente crecen en la vecindad del punto de gelacién.

5.1 Modelo Diagonal

Una propiedad importante de la ecuacién de Smoluchowski Ec. (2)

4,C, (t) = ; 3ke5C1Cke s F ey Ci) E(chc “FieiCosy)
(5.1.1)

es que el numero total de unidades (monémeros), o masa total del sistema,
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se conserva para la mayoria de los kerneles Kij y FU usados en la
literatura. Esta ley de conservacién implica que la concentracién de
tamafios C1 obedece la relacién

Tk (£) = 1 . (5.1.2)
k=1

Sin embargo, para ciertos modelos del kernel de coagulacién Kly se ha
mostrado que la Ec.(5.1.1) predice una transicién de fase que ocurre a un
tiempo finito, tg, y que consiste en la formacién de un cumulo de tamafio
infinito o GEL. En este caso, la masa total del sistema es la suma de las
masas del SOL, conjunto de cUmulos de masa finita, y del GEL, es decir,

TEC, (t) + gy(t) = 1 . tot (5.1.3)
k=1

Aqui go(t) representa la densidad de masa del GEL. La Ec.(5.1.3) se
interpreta como el hecho de que la masa total del SOL no se conserva, esto
es,

ke, (t) < £ 1, (0) L ot . (5.1.4)

Desde el punto de vista matemidtico, uno de 1los principales
problemas asociados con la existencia de la gelacién es el poder
establecer condiciones necesarias y suficientes sobre los kerneles KU y
Fij para que ocurra esta transicién de fase. Hasta donde sabemos,
Unicamente para kerneles de coagulacidén muy especificos ha sido posible
determinar estas condiciones [99]. Estos kerneles estan dados por:

i) Ki = ij, F‘1j = 0. Este modelo exhibe gelacién para cualquier
condicién inicial [62],

ii) K, = C(ij)¥ con w > 1/2 y Fiy=0 [99]. Este modelo implica
gelacién siempre y cuando se suponga a priori la forma analitica de la

distribucién de tamafios:

C.(t) =a 7/ (1+bt) . (5.1.5)
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Al sustituir esta hipétesis en la Ec.(5.1.1), se genera un conjunto de
ecuaciones algebraicas para las cantidades b y {ak} el cual puede
resolverse y asi se determina la forma explicita de Ck(t). Sin embargo, se
ha demostrado que esta solucién s6lo se satisface para t>tg pero no se ha
determinado para que clase de condiciones iniciales es valida.

iii) Kij = rlélj, Fij = 0. Este es el modelo diagonal introducido
originalmente por Leyvraz para agregacidon irreversible [53] y en él1 se
satisface (5.1.4) y se impone (5.1.5). Para condiciones iniciales
monodispersas, se encuentra que el sistema gela cuando se satisface la

condicién:

r,=C i  con w> 1/2 . (5.1.8)

Recientemente Buffet y Pulé [32] generalizaron el modelo diagonal
de Leyvraz para el caso reversible en que existe tanto coagulacién como
fragmentacié4n. Analiticamente determinaron las condiciones necesarias y
suficientes para que ocurra la gelacién sin imponer el ansatz (5.1.5). En
este modelo diagonal generalizado uUnicamente se consideran reacciones-
entre cumulos (polimeros) del mismo tamafio, esto es,

K
)
(1)+(J) > (21) (5.1.7)
i
]
en donde
Kijy =18y (5.1.8a)
F,, =d,8 (5.1.8b)

1] 191

Los parametros r,y di representan, basicamente, las tasas de coagulacién
y de fragmentacién, respectivamente, pero en este modelo no se relacionan
explicitamente con parametros fisicos del sistema. En este sentido el
modelo es esencialmente matematico. Buffet y Puléhan demostrado que en el
caso de coagulacién pura (d,=0) ocurre la gelacién si

r.zai (log i)% ,a> 2, (5.1.9a)
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y no ocurre si

ro=ailogi. (5.1.9b)

También mostraron que si existe una tasa de fragmentacién, por pequefia que
sea, en un sistema altamente gelante, puede destruirse la gelacién. Por

ejemplo, si r;=2a i (log )% y F,; = d,8,, con

d= (log 1)F | (5.1.10)

para B > a, con a > 2, no ocurre gelacién. Hasta ahora el estudio de este
modelo ha sido completamente determinista y se ha restringido solamente a
la formulacién matemdtica rigurosa de las condiciones necesarias y
suficientes para que ocurra gelacién. No se ha resuelto la ecuacién de
Smoluchowski correspondiente ni se ha estudiado el comportamiento de las
fluctuaciones alrededor del punto de gelacién. Aqui estudiaremos este
modelo desde el punto de vista estocastico y calcularemos las cantidades
mencionadas en la Introduccioén. ) -

5.2 Ecuacién para C, (t)

Consideraremos los siguientes tres casos:

(1) coagulacién pura, Kij = riaij, Fij = 0,
(ii) fragmentacién pura, Kij = 0, F1j = diaij’
(iii) coagulacién y fragmentacién, Kij =r. 8 F =d.3

i"ij’ ij 1713

i) Coagulacién Pura

Cuando el unico proceso presente es la coagulacién, la Ec.(5.1.1) se
reescribe como

— 2 _ 2
dtCZk(t) = 12 rC- - r, Co (5.2.1a)
— _ 2
dtC2k+1(t) = T Toper Copet (5.2.1b)
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Para resolver analiticamente este sistema de ecuaciones, hacemos uso del
ansatz (5.1.5), es decir, proponemos que

Clt) =2, 7t . (5.2.2)

Sustituyendo esta ecuacién en (5.2.1), obtenemos las siguientes relaciones
de recurrencia:

A= (2r, 7ML + (1 + 2r, rA2)172)] (5.2.3a)

A = ( )7t (5.2.3b)

2k +1 l“2]a:+1

Nétese que de estas ecuaciones se sigue que si A1 es conocido, pueden

obtenerse los demas valores de A, Yy de esta manera se determina
completamente la solucién analitica de 1la Ec.(5.2.2). Es importante.
sefialar que este andlisis se ha realizado para valores arbitrarios de r ,

k
por lo tanto es valido tanto cerca como lejos del punto de gelacién.

Para comprobar la validez de la solucién asi obtenida, resolvemos
numéricamente las Ecs. (5.2.1) para condiciones iniciales monodispersas,
C.(0) = 11 é,, » dadas en la Tabla 4. En la Fig.5.1 se grafican como
funcién de t, tanto la solucién numérica de la ecuacién de Smoluchowski
como la solucién analitica (5.2.2), para valores de k iguales a 8 y 16,
respectivamente. Para este andlisis se escogié el valor de la constante a
de la Ec.(5.1.9a) igual a 1.5. Como puede observarse, la mayor diferencia
entre ambas ocurre para valores pequefios del tamafio de cumulo, pero esta
diferencia tiende a desaparecer a medida que ocurre el fenémeno de
agregacién. Asi que podemos concluir que la comparacién es buena, lo cual
comprueba que el ansatz es valido para tiempos adimensionales mayores que
3. '
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k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

C;‘:°“°01100000000

c§°“0113100000

Tabla 4. Distribuciones iniciales mono
y polidispersa para coagulacién pura

Consideraremos ahora el caso altamente gelante para exhibir la
tendencia del sistema a formar cuUmulos de gran tamafio. Para esto

resolvimos numéricamente 160 ecuaciones del sistema (5.2.9)
correspondientes a 2 200 unidades (monémeros) 1iniciales. Para las
condiciones de la Tabla 4 y para a = 3, consistentemente con las

Ecs. (5.1.9), obtenemos la distribucién C,(t) dada en las graficas de.las
Figs.5.2 y 5.3. Una primera conclusién que surge de estas graficas es que
se observa que el sistema tiende a formar cumulos de tamafio grande,
disminuyendo continuamente los cumulos pequefios. Ademas se observa que la

o Lo
masa no se conserva, esto es, Y iC,(t) < }iC,(0), lo cual, de acuerdo
1=1 1=1

con la Ec. (5.1.3), puede interpretarse como una tendencia a la gelacién.
Mas precisamente, para tiempos cortos (en las unidades de tiempo
arbitrarias usadas en el anadlisis numérico) el sistema tiende rapidamente
a la polidispersidad en tamafio para ambas condiciones iniciales. Por
ejemplo, en una y media unidades de tiempo, aparecen cumulos hasta de
tamafio 64, siendo que el tamafio maximo inicial fué k = 2 en el caso
monodisperso y k = 4 en el polidisperso. Esto sugiere la aparicién de la
gelacién, aunque ciertamente no la demuestra. El1 criterio que adoptamos
para cuantificar el grado de gelacién en el sistema consistié en comprobar
la validez de la conservacién de la masa, Ec.(5.1.2), para cada tiempo
considerado. Usando este criterio encontramos que para condiciones
iniciales polidispersas se llega a la gelacién mas rapidamente: para t =
1.5 s6lo se tiene un 78.7% de la masa total en los cumulos de tamafios
desde k = 2 hasta k = 180. En cambio, para las condiciones monodispersas,
en el doble de tiempo t = 3, se tiene el 77% de la masa total en cumulos
del mismo tamafio que en el caso polidisperso.
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Una segunda conclusién que se sigue de los resultados numéricos, es
que, puesto que este modelo sélo permite la coagulacién de cumulos del
mismo tamafio, el tiempo necesario para la formacién de cumulos muy grandes
se va incrementando rapidamente. Por ejemplo, para los tiempos de las
Figs. 5.2, 5.3 y para el numero de particulas considerado, el tiempo de
calculo fue de 4 horas por curva. Claramente, esta es una consecuencia de
las caracteristicas del modelo, pues la aparicién del gel es mas lenta si
s6lo pueden coagularse cumulos de igual tamafio. S6lo en el modelo K‘ = iJj
se ha podido visualizar numéricamente la aparicién de la gelacién [55].
Para otros modelos no existen condiciones necesarias y suficientes que
definan precisamente la existencia de la gelacién.

ii) Fragmentacién pura

Si ahora consideramos el caso en que no existe coagulacién y el
kernel de fragmentacién estd dado por la Ec.(5.1.8b), la ecuacién para la
distribucién de tamafios, Ec.(5.1.1), resulta ser

d4,C,, (t) = - 172 d.C, + d, C, (5.2.4a)

dtC2k+1(t) = dore1 Cagez (5.2.4b)

Como antes, este sistema de ecuaciones se resuelve numéricamente pero
ahora para condiciones iniciales monodispersas, Ck(O) = 610k , y las
condiciones polidispersas dadas en la Tabla 5.

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

C™ 0 0 00000 0 O 5

c§°“ 0 002 2 3 2 000

Tabla 5. Distribuciones iniciales mono y polidispersa
para fragmentacién pura
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De la Fig.5.4 se observa que para tiempos largos (diez unidades de tiempo)
el sistema tiende a mantener su caracter monodisperso pero alrededor de un
tamafio que es la mitad del inicial, k = 5. Esto exhibe que 1la
fragmentacién se produce sélo entre cumulos del mismo tamafio y
explicitamente se puede comprobar que la masa se conserva, lo cual indica
que en este caso no puede producirse gelacién, como era de esperarse de
las caracteristicas del modelo. Para el caso polidisperso, la Fig.5.5
muestra que el sistema adopta una distribucién polidispersa que a tiempos
largos (t = 350) corresponde a la mitad de los tamafios iniciales.

iii) Coagulacién y fragmentacién

Considerando que ambos procesos estan presentes, la Ec.(5.2.4) se
reescribe como

= 2 _ 2 _
dtCZk(t) = 12 r C/ r, Coy vz dC, + d,C,. (5.2.9a)
= - 2
deCoare1(t) = = Py Cor * Aoy +1Caxez (5.2.9b)

Como se indicé en la seccién 5.1, el sistema es altamente gelante si a > 2
¥y B < a. Si resolvemos numéricamente este sistema de ecuaciones para a =
5, B = 3, obtenemos las Figs. 5.6 y 5.7 para las condiciones iniciales

monodispersas, Ck(O) = SSk, y polidispersas, respectivamente, dadas en la
Tabla 8.

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

C:"m 0 0 0O 0O 0O 8 0 0 0O

c§°“0301131100

Tabla 6. Distribuciones iniciales mono y polidispersa
para coagulacién y fragmentacién
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Puesto que por la eleccién de los valores de « y 8, la coagulacién
predomina sobre 1la fragmentacién, las Figs.5.6 y 5.7 muestran, por un
lado, la tendencia a la polidispersidad, y por el otro la aparicién de la
gelacién. En efecto, si numéricamente comprobamos la validez de la
conservacién de la masa, Ec.{(5.1.3), para tiempos muy cortos (media unidad
de tiempo), para el caso monodisperso ya se ha perdido el 68.7% de la
masa. Para el caso polidisperso la aparicién de la gelacién es mas lenta y
para el mismo tiempo, se ha perdido sélo el 11.2% de la masa, pero la
polidispersidad es mayor.

5.3 Momentos de Ck(t)

Del conjunto de ecuaciones (5.2.5) podemos evaluar numéricamente
para este modelo algunos de los momentos MY de la distribucién de tamafios
Ck(t) que tienen significado fisico y que en principio pueden medirse
experimentalmente, como ya sefialamos en el capitulo 1. El tamafio promedio
del cumulo estad definido a través del primer momento, Ec.(1.2.23). La

dispersi6n total b__ ., de particulas pequefias se obtiene sumando la
dispersién de particulas individuales sobre todos los tamafios e indices de
refraccién, n, Ec.(1.2.26). Para el caso espacialmente homogéneo

calculamos numéricamente estas cantidades cuando existe coagulacién y
fragmentacién para condiciones iniciales arbitrarias. Posteriormente las
evaluaremos para fragmentacién pura tanto para el limite homogéneo como en
el limite continuo.

Es necesario enfatizar que nuestro andlisis numérico esta limitado
a 160 ecuaciones del sistema (5.2.3), y puesto que la situacién que
analizamos es altamente gelante, se pierde masa al transcurrir el tiempo.
Por otro lado, es claro que mientras mas polidisperso sea el sistema,
mayor serd la dispersién total b_ ..e de particulas pequefias. Esta
cantidad sélo tiene sentido calcularla para fragmentacién pura, pues
cuando existe coagulacién y gelacién, el tamafio de los cumulos puede ser
comparable o mayor que la longitud de onda de la luz. Anadlogamente al
cdlculo realizado el capitulo 4 para el kernel l-"‘j = i + j, aqui
calcularemos el momento cero y la dispersién total de luz, limitandonos a
aquellos valores de t para los cuales la masa se conserva.
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En las Figs.5.8 y 5.9 graficamos la concentracién total MO (t) y
la razén bmmtt / 1 como funciones del tiempo, para los mismos valores
tipicos del indice de refraccién, n, y de la longitud de onda de la luz A,
de un aerosol ambiental usados en el capitulo 4. En ambas figuras
graficamos estas cantidades en los 1limites discreto y continuo,
mostrandose el efecto de 1las inhomogeneidades espaciales en estas
cant idades.

Para condiciones iniciales monodispersas, tanto el tamafio promedio
de cumulo como bscatt / I, Figs.5.8a y 5.9a, son menores en presencia de
difusi6én. Por ejemplo, para t = 10, el momento cero es 7.07 veces mayor en
el caso discreto que en el limite continuo. Por lo tanto la presencia de
difusién en la fragmentacién gobernada por el modelo diagonal generalizado
puéde reducir fuertemente el tamafio promedio de los cumulos. Para
condiciones polidispersas, obtenemos las Figs 5.8b y 5.9b, en las cuales
se observa la misma tendencia pero la diferencia es sélo de un factor de
2.8.

La difusién también modifica fuertemente la dispersién total de
luz. Para condiciones iniciales monodispersas, la razén bsa“t/I es 4.8
veces mayor en el caso discreto que en el continuo; mientras que para-
condiciones polidispersas esta razén es de 6.3. Nuevamente concluimos que
los efectos espaciales son significativos y, en principio, medibles.

Es importante sefialar, como ya se dijo en el capitulo 2, que los

resultados anteriores son una consecuencia de haber realizado una
descripcién estocastica del fendmeno de agregaciédn.
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5.4. Funciones de correlacién

Siguiendo el procedimiento indicado en los capitulos 1 y 2, la
ecuacién maestra del modelo diagonal generalizado tiene la siguiente forma

- -1 —
6tP({mkA},t) =12V g 1EJ=I1(” ijh [P(m,t) (mjA aij)mnh

*
+ 12 ; 1§j=fij A} [my,, 5 PUmGY, )]

L b [imgy + DPUm),8) = mP((m, 2)]
(5.4.1)

en donde AijA y A: estadn dados por las Ecs.(2.1.2) y los kerneles

A
Klj. Fij por las Ecs.€5.1.5).
Con el propésito de obtener la ecuacién para la funcién de-
correlacién a un tiempo, obtenemos primero de la ecuacién maestra anterior
las ecuaciones para los cumulantes factoriales, Ecs.(1.2.18), para este

modelo
8, [m g g>>, = le (A% (8)[mgm g>> + AB (1) [mom o)

o
+ i§;=§Bi¢j,k(t) ["5+j,ams3>> +

B
+ B1+j,k(t) ["H+;,Bmka>>} +

+ Qp (t) 8,8 + RE_(t) 8,0

g(s) (k)
+VZ (WBA kaa mSA>> + w(X.A [mkA msB>>) (5.4.2)

en donde

n~18

o - _ -1 -
A (t) = - v P1611(51k+55k 61+j,k)<m1a> (5.4.3a)

k } i
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a = p—
Biaj,(t) =4d,8,,(8, +3& 8 ) (5.4.3b)

o -2
ka(t) -v Z r.<m ><m_> (5.4.3c)

RY_(t) = - viim , >d 3 (5.4.3d)

En segundo lugar escribimos estas ecuaciones en el limite continuo
siguiendo el método de 1los momentos compuestos. Para los cumulantes
Eks(rl,rz) definidos por la Ec. (2.3.5)

E.(r,r,) = [pk(rl)ps(r2)>> )

se obtiene la ecuacién

8,E, (r,.r,) =jZI{AkJ(t)EJS(r1,r2) + AL (DE (r,,r)) +

(t)Ei+js(P1,r2) + B (t)E

1+§,s 1+3,k(Fps TRt +

+ 1/2 ﬁ {B
1yg=1 1K

+8(r) {Q, () + R_(t)} + (D,+ D) V2 E_(r ,r,))

(5.4.6)
con
Q. (t) = —jzlrj<pk><ps> . (5.4.7a)
Rks(t) = <pk+s>dk5ks ' (5.4.7b)
para t2 -3 t1 z 0.
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Ahora bien, obtener la solucién analitica de este sistema de
ecuaciones para condiciones iniciales arbitrarias, es practicamente
imposible, por esta razén lo resolveremos numéricamente. Nbétese que este
sistema estd acoplada con la ecuacién de Smoluchowski, puesto que en la
Ec. (5.4.8) aparece explicitamente <p > = C,.

Seguiremos el mismo método que en el capitulo 4 para obtener las
fluctuaciones en el tamafio de los cumulos para el caso de fragmentacién
pura. Para esto primero tomamos la transformada de Fourier de Eks(rl,rz)
con respecto a las coordenadas espaciales y consideramos 16 elementos de
esta matriz. Supondremos los valores a = 3 y B8 = 2, que corresponden a una
situacién altamente gelante. Si ademas wusamos la condicién inicial
monodispersa (2.3.17a) alrededor del tamafio k = 2, obtenemos las graficas
de las Figs.5.10-5.13. Estas muestran a las fluctuaciones en el tamafio de
los cumulos como funcién del tamafio de los mismos para diferentes valores
de tiempo. Obsérvese que al tiempo 1inicial, las fluctuaciones son
basicamente negativas de acuerdo a la Ec.(2.3.7). A medida que el tiempo .
transcurre las fluctuaciones aumentan en intensidad pasando desde -10 a t
= 0, en unidades arbitrarias, hasta +0.38, para t = 7.2. Este incremento
en las fluctuaciones sugiere nuevamente la aparicién de la gelacién. De
hecho podemos cuantificar el grado de gelacién comprobando la validez de.
la conservacién de la masa, Ec.(5.1.2). En la Tabla 7 se muestran los
porcentajes de masa presente en el SOL a diferentes tiempos. Claramente
estos valores indican que el sistema es altamente gelante y que para estos
mismos tiempos las fluctuaciones se incrementaron notablemente, como cabia
esperar.

M %) 100 a9 53.1 41.1

SOL(

Tabla 7. Variacién porcentual de la masa del SOL
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5.5 Exponentes criticos

Consideraremos a continuacién los exponentes criticos que describen
el comportamiento de la distribucién de tamafio de cumulo en la vencindad
de la gelacién, en el modelo diagonal para dos casos. Primero analizaremos
coagulacién pura y posteriormente los exponentes asociados al proceso
reversible.

Calcularemos el exponente critico (t) que describe el
comportamiento de la distribucién de tamafio de cumulo C (t) en la
vencindad de la gelacién para el modelo diagonal. Primero calcularemos
este exponente para el caso de coagulacién pura y posteriormente
discutiremos el procedimiento a seguir para determinarlo en el caso de
agregacién reversible, aunque no fue posible calcularlo explicitamente.

Es conveniente recordar que la transicién a la gelacién estéa
caracterizada por la divergencia del tamafio medio de los cumulos y por la
aparicién de un flujo de masa de los cumulos de tamafio finito (sol) a los
cumulos de tamafio infinito (gel). Para los cumulos de tamafio jsk a los
cumulos de tamafio j>k este flujo se obtiene tomando la derivando temporal
de la masa total del sistema o primer momento de Ck(t), es decir,

k
aM ) (t)sdt = T J d¢ (t)/dt (5.5.1)
3=1

Sustituyendo en el miembro derecho de esta ecuacién la ecuacién de
Smoluchowski, Ec.(5.1.1) con FU = 0, se obtiene

=

(k) _ a .
-aM*(tyzat = § T § K, C C (5.5.1a)
J=1 i=k-i+1

Obsérvese que si C, (t) se anula lo suficientemente rapido cuando k ->w,
entonces

dM{®) (t)/dt = 1im dM'¥’(t)/dt = 0 (5.5.2)

k o

es decir, la masa total del sistema es constante. Por lo tanto esta
ecuacién se satisface para sistemas no gelantes y para sistemas
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potencialmente gelantes para tiempos t<tg. Para estos casos se encuentra
que Ck(t) decae exponencialmente como funcién de k. Un ejemplo de esta
situacioén esta dada por la Ec. (4.3.2).

Para sistemas gelantes el flujo de masa, Ec.(5.5.1a), es finito y
diferente de cero y las soluciones a la ecuacién de Smoluchowski sbélo son

posibles si Ck(t) decae lentamente como una funcién algebraica de k, es
decir si es de la forma general

C (t) « B(t) k™* (k ) (5.5.3)

en donde T es el parametro, o exponente critico, que describe el
comportamiento de C (t) respecto a k. la Ec. (5.5.1a) para el caso del
modelo diagonal generalizado resulta ser

-aM ) (t)/dt = (2m1) 2% o | CP . (5.5.4)
™, (2m+1)2

en donde

¥ =r . (5.5.5)
m, J (2m+j)27

y m es un entero positivo.

5.5.1 Proceso irreversible
Buffet y Pule [32] demostraron la existencia de condiciones
necesarias y suficientes para que ocurra gelacién en el modelo diagonal.

El criterio de gelacién estd dado explicitamente por 1la siguiente
expresién,

0
Y (2lry V23 < w . (5.5.6)
350 m,

Como ry esta dado por la Ec.(5.1.9), esta condicién se reescribe como
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lc/(2m+1) /2] °)°;j Ay <w (5.5.7)
=1

en donde ¢ = logl2(2m+1)]%, a > 2 y AJ estad definida por las Ecs.(5.2.3).
Mas explicitamente, para este modelo se puede reescribir como

A, L g (5.5.8)

Esta expresién muestra que Aj sigue un decaimiento en la forma de
una ley de potencias en j. Ademas, puesto que la serie en la Ec.(5.5.7)
converge para toda m, se implica la presencia de un cumulo infinito
(gelacién). Entonces, de acuerdo con la Ec.(5.2.2), existe una solucién
para la ecuacién de Smoluchowsi, Ecs.(5.2.1), que representa el
comportamiento asintético de Ck(t) para tiempos largos a partir de una
condicién inicial arbitraria. De estas ecuaciones se sigue entonces que

=T
Cj(tg) ~ Jd (5.5.9a)

en donde

T=1+ a2 . (5.5.9b)

con «>2. De esta manera, dado un valor de « se determina el valor del
exponente critico que describe el comportamiento de C,(t) en la vecindad
del punto de gelacién para el modelo diagonal. Sabemos que en este modelo
debe cumplirse que a sea un entero mayor que dos para que se satisfagan
las condiciones necesarias y suficientes para que exista gelacién,
entonces el valor minimo de 7 en el modelo diagonal es 5/2.

Para saber si los valores de T encontrados con este método tienen
sentido fisico, es conveniente compararlos con valores obtenidos para
otros modelos que exhiben gelacién. Ernst [44] ha establecido un criterio
para determinar cuando un sistema es gelante, a saber, para 122 el sistema
gela. Sin embargo, este criterio sélo es valido para Kkerneles de
coagulacién que sean funciones homogéneas de grado A, condicién que no
satisface el kernel diagonal generalizado, Ec.(5.1.9). Asi por ejemplo,
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para el kernel de coagulacién
K, . =1i" j¥ (5.5.10)

Leyvraz [41] encontré que el exponente T estd dado por T=1+2w con 0sws1/2;
de donde se sigue que el maximo valor de este exponente es 2. Claramente
nuestro resultado satisface este criterio a pesar de no ser un Kkernel
homogéneo. Mas aun, puesto que para este modelo T puede ser mucho mayor
que dos, probablemente la diferencia del valor de T en ambos modelos se
deba al hecho de que el modelo ij s6lo describe coagulacién entre cumulos
grandes, mientras que el modelo diagonal describe la reaccién entre
cimulos del mismo tamafio.

Finalmente, otra caracteristica importante de este modelo es que el
tiempo t para el cual ocurre la gelacién puede calcularse en forma
explicita para condiciones iniciales monodispersas [32]:

[+9]
ty = {1} (2 /C2¥ (log2k)*1}2 (5.5.11)
k=0

5.5.2 Proceso reversible

Ahora analizaremos el caso para el cual estan presentes tanto la
coagulacién como la fragmentacién. Para esta situacidén se encuentra que la
condicién de gelacién esta dada por la siguiente expresién (ver referencia
32, seccién 4)

o 0 1
i -1 j+k
jzs{(z /7m’j) 1§12 kg {2 (0m’j+k /7m,j+k)]) < o .
(5.5.11a)
en donde Yok estd dada por la Ec.(5.5.5) y o, Ppor
o =d . (5.5.11b)

m, (2m+ )2

110




Sustituyendo las expresiones explicitas para este modelo dadas por las
Ecs. (5.1.8),

r=1 (log 1%, 4= (log 1P

obtenemos que la condicién (5.5.11a) se reescribe como

£

R A (O S S IVA TR L (5.5.12)
0 1=1

J

Nétese que esta serie es divergente si B>a, independientemente del valor
de «, y por lo tanto no ocurre gelacién en este caso. Sin embargo, para
B<a, con «>2, esta serie converge y por lo tanto ocurre la gelacién.

Para determinar el exponente critico asociado con este proceso
reversible, primero intentaremos utilizar el mismo método descrito en la
seccién anterior usado en el caso irreversible. Para esto supondremos que
Ck(t) tiene un comportamiento asintético dado por el ansatz (5.2.3) y
mostraremos que se llega a una inconsistencia. En efecto, si sustituimos
este ansatz en la ecuacién de Smoluchowski, Ec.(5.1.1), que ahora contiene
también el término de fragmentacién, no se obtiene una relacién de
recurrencia cerrada para Ak debido a que los términos de coagulacién son
cuadréaticos en Ck, mientras que los de fragmentacién son lineales. Por lo
tanto no es posible determinar explicitamente Ilas Ak ni la forma
asintética de C (t). Entonces es necesario utilizar un método alternativo
basado en una sugerencia de Hendriks [43], el <cual esbozamos a
continuacién.

Primero nétese que en el caso de agregacién reversible es de
esperarse que aparezca otro exponente critico asociado con la
fragmentacién, ademds del exponente T asociado con la coagulacién. La
presencia de estos dos procesos permite esperar la existencia de una
solucién en equilibrio de la ecuacién maestra correspondiente para la que
se satisfaga la condicién de balance detallado discutida en el capitulo 1,
seccién 3, Ec.(1.3.5). Esta expresién contiene la secuencia de numeros
arbitrarios a, que representan los factores de degeneracién que describen

las diferentes maneras en que se pueden agregar los cUmulos y un parametro
A arbitrario.
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En la vecindad al punto de gelacién es necesario considerar la
posibilidad de la existencia de un cumulo de tamafio grande, esto es,
proporcional a la masa total M del sistema, el cual denotaremos por K=gM,
siendo g un numero que nos indica que tan grande es el cumulo. la
probabilidad en equilibrio puede entonces escribirse como

PY(m) = (AWVa/2) T (AVa) ¥/m (5.5.13)
k#K
Se ha demostrado [43] que para k grandes (k ©), a satisface la

siguiente relacién
~ -T
a, = Ak exp (p k) , (5.5.14)

en donde A, T Yy K. son parametros que son necesarios determinar
dependiendo del modelo de agregacidén que se tenga. Por otra parte, usando
la distribucién de equilibrio, Ec.(5.5.13), se puede obtener -
explicitamente la distribucién de tamafios,

C. = A a exp (-p.k) (5.5.15)

en donde ahora A es una funcién del parametro M- Obsérvese que en esta
expresion aparece a_ la cual, por (5.5.14), depende de los parametros T y
K- Entonces, estos parametros indican el comportamiento de Ck alrededor
del punto de gelacién, esto es, son los exponentes criticos asociados con
el proceso reversible de agregacidon. Su valor depende de los modelos para
los kerneles de coagulacién y fragmentacién del modelo. El calculo
explicito de estas cantidades para el modelo diagonal generalizado
homogéneo es un problema que estd actualmente en proceso de investigacién,
asi como la posible extensién de este método al calculo de estos mismos
exponentes criticos en presencia de inhomogeneidades espaciales. Siguiendo
un método andlogo, probablemente seria posible obtener exponentes criticos
asociados a otras cantidades fisicas, como por ejemplo, el exponente B de
la fraccién de gel. Es de esperarse que como en el caso de los exponentes
T y M, si B se calcula incluyendo 1la presencia de inhomogeneidades
espaciales, su valor numérico también sera diferente al valor clasico. Sin
embargo, realizar este analisis requiere de métodos mas complicados que
los usados en este capitulo.
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CONCLUSIONES

A continuacién enumeramos las conclusiones principales obtenidas
durante el desarrollo de este trabajo asi como las limitaciones vy
perspectivas del mismo.

1. Se ha desarrollado un método de descripcién de fendémenos de
agregacién reversible alternativo a los existentes en la literatura. La
idea basica es suponer que los procesos de coagulacién, fragmentacién y
evaporacién son procesos estocasticos Markovianos, cuya dina&mica puede ser
descrita en términos de la ecuacién maestra de Pauli. Debe mencionarse que
el caso de agregacién irreversible ha sido analizado recientemente con
métodos similares por van Dongen y Ernst [70-72]. Utilizando el desarrollo
sistemadtico de esta ecuacién y el método de los momentos compuestos”
introducido por van Kampen, se ha mostrado que a partir de esta
formulacién estocéstica no sélo se recupera la descripcién macroscépica
usual de Smoluchowski espacialmente homogénea, C,(t), sino que se
generaliza introduciendo explicitamente la dependencia espacial, Ck(r,t).

2. En los capitulos anteriores se han desarrollado cuatro
aplicaciones originales de este método a modelos especificos de
agregacién, a saber, un aerosol liquido, un modelo de reactor nuclear
subcritico, un modelo de reactor de polimerizacién y el modelo diagonal
reversible. En estos dos dltimos modelos se calcularon algunas cantidades
fisicas importantes susceptibles de ser medidas experimentalmente, como
son diversos momentos de la distribucién de tamafios que describen el
tamafio y volumen medio de los cumulos asi como la dispersién total de luz.

3. Las fluctuaciones en los tamafios de 1los cumulos asi como
diversas funciones de correlacién también se obtuvieron de esta
descripcién. Para el modelo de aerosol se calculé analiticamente la
funcién de correlacién densidad- densidad y el correspondiente factor de
estructura. Para el reactor nuclear se obtuvieron las correlaciones
densidad- densidad, densidad - temperatura y temperatura-temperatura. Para
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el modelo diagonal se calcularon numéricamente las fluctuaciones en el
tamafio de los cumulos para el caso de un sistema altamente gelante,
mostrandose qhe las fluctuaciones crecen a medida que el sistema se acerca
al punto de gelacién. Es importante enfatizar que el desarrollo
sistematico en potencias inversas del volumen séle es valido si las
fluctuaciones permanecen pequefias durante la evolucién temporal del
sistema. En nuestro calculo numérico de las fluctuaciones en el modelo
diagonal reversible, comprobamos que ésto se cumple porque el segundo
momento de la distribucién de probabilidad P(m,t) siempre se mantiene
finito, de acuerdo con el método de van Kampen [36]. Por esta razén es
claro que este método no puede usarse para describir a las fluctuaciones
muy cerca del punto de gelacién, en donde seria necesario utilizar un
ansatz diferente al dado por la Ec.(1.2.1) u otros métodos usados en el
estudio de la dinamica critica. Sin embargo, como mostramos en el capitulo
5, este método permite exhibir las tendencias en el comportamiento de las
fluctuaciones.

4. Esta descripcién estocastica también permite analizar el
comportamiento de la distribucién de tamafios Ck(t) en la vecindad del
punto de gelacién a través del calculo del correspondiente exponente
critico. Aunque éste sélo se calculd para el caso espacialmente homogéneo,
el método podria extenderse para incluir inhomogeneidades espaciales en
cuyo caso seria de esperarse que este valor no fuera el mismo. La
dificultad principal estriba en que aparentemente el ansatz (5.1.5) no es
aplicable en este caso.

5. Existen diversos sistemas en donde ocurren fenémenos de
agregacién en presencia de flujo hidrodinamico. Aunque esta situacién no
se ha analizado en este trabajo, este método puede extenderse para incluir
estas situaciones. Existen algunos intentos preliminares para implementar
descripciones estocasticas en estos casos [100].

6. En nuestra descripcién los kerneles de agregacién se han
modelado exclusivamente a nivel fenomenolégico, sin pretender deducir su
forma explicita a partir de un analisis microscépico. Esto es en principio
posible pero es un problema dificil puesto que involucra la complejidad de
las interacciones entre cumulos que contienen un gran numero de particulas
microscépicas. Esta es una direccién para desarrollos futuros de esta
teoria.
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7. Por ultimo, enfatizamos la generalidad del método introducido
aqui para estudiar fenémenos de agregacién. En principio, el método es
aplicable a cualquier sistema sistema fisico en donde ocurran procesos de
agregacién que puedan ser modelados por un proceso estocastico Markoviano.
Esto se ha ilustrado al analizar en los capitulos anteriores cuatro
modelos de agregacién muy diferentes entre si desde el punto de vista
fisico. Cabe hacer notar que esta generalidad del método también se ha
conservado en el analisis numérico, puesto que los programas utilizados
son validos para cualquier kernel de agregacién.
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APENDICE

DEDUCCION HEURISTICA DE LA ECUACION DE SMOLUCHOWSKI

Aqui deduciremos la ecuacién de Smoluchowski, Ec.(2), para un
modelo en donde las particulas (cumulos) que se agregan son esféricas.

Denotemos como Ni al numero de colisiones que ocurren, por unidad
de tiempo y por unidad de volumen, entre dos clases de particulas de
volumen Vi ¥V OV respectivamente. Considerando que las particulas son
esféricas, los subindices i y Jj indican unicamente dependencia en el
diametro de las particulas. Por otro lado, B(vl,vj) y a(vi,v ) denotan las
funciones de frecuencia de colisiones para cuando s6lo existe coalescencia.
y fragmentacién, respectivamente. Esta funcién depende de los tamafios de
las particulas que chocan, asi como de otras propiedades del sistema tales
como temperatura y presién.

Consideraremos primero la ganancia de particulas por los efectos de
coalescencia.Cuando dos particulas chocan, coalescen formando otra cuyo
volumen es igual a la suma de los volumenes de las particulas originales.
Por lo tanto, la frecuencia de colisiones la podemos escribir en términos
de las concentraciones de particulas, Ci y Cj, esto es,

Nyy = Blvy,vy) C, C (A.1)

La ganancia de particulas de tamafio k esta dada por la coalescencia
de dos particulas de tamafio i y j que da lugar a la formacién de una
particula de tamafio k. La tasa de ganancia estd dada por

(172) ¥ N : (A.2)
i1+j=k
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Aqui la notacién i + j = k indica que la suma se realiza s6lo para
aquellas colisiones que satisfacen

v, + Vv, =V . (A.3)
El factor 1/2 se introduce para evitar contar dos veces cada colisién.
La tasa de pérdida de particulas de tamafio k debido a la colisién

con otras particulas, lo cual da lugar a particulas de tamafio mayor que Kk,
esta dada por

(A.4)

118
o

ik

Ahora consideremos el efecto de fragmentacién. Supongamos que una
particula de tamafio i + j = k se rompe en dos particulas de tamafio i y Jj,
respectivamente. Analogamente,

E 3
N, = a(vi,vj) C,. (A.5)

1) B

define a la frecuencia de colisiones que da lugar a la fragmentacién de
" particulas.

La ganancia de particulas de tamafio k estd determinada por el
rompimiento de una particula de tamafio k + j en dos de tamafio k y j,
respectivamente. Esto es, la tasa de ganancia esta dada por

[22]
L Ny - (A.86)

La tasa de pérdida de particulas de tamafio k debido a la
fragmentacién de particulas de tamafio k = i + j en particulas de tamafio i
Y J, es entonces

(1/2) § N . (A.7)
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Como antes, la notacién i1 + j = k indica que s6lo se consideran aquellas
colisiones para las que se satisface

Viey =Yy Y . (A.8)

Agrupando las tasas de ganancia y de pérdida obtenemos la ecuacién
que describe la evolucién de la concentracién de tamafios, o ecuacién de
Smoluchowski. Sumando (A.2) y (A.8), tenemos la tasa de ganancia,

o0
(1>2) ©¥ N, + ¥ N (A.9)
y sumando (A.4) y (A.7) obtenemos la tasa de pérdida,

t 3
N + (1/2) N (A.10)
1 1K 1+§=k 1)

np~18

i

Entonces, agrupando las Ecs.(A.9) y (A.10) obtenemos,

* @ *
dCp/dt = (1/2) T N, - NT - B OIN - ND L (A

o bien , en funcién de a« y B

dC, /dt = (1/2)1§j=k[B(vl,vj) C, Cj - a(vl,vj) Ci+j] +

| B (A.12)

00
- 1;l[B(Vi,Vk) C, C, - a(vl,vj) Ciux

Esta es la Ec.(2) de la Introduccién si se identifican a(vi,vj) y B(v,,v.)
con Flj Yy Klj , respectivamente. )

)
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