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INTRODUCCION  GENERAL 

Los fen6menos  de  agregaci6n  ocurren  en  campos  muy  diversos  de  la 
ciencia  y  la  tecnología.  Ejemplos  de  ellos  pueden  encontrarse  en  fen6menos 
físicos  como el  crecimiento  dendritic0 [ l l ,  las  propiedades  de  aerosoles 
[2,31 o en la cinCtica  de  polimerizaci6n  y  depolimerizaci6n [4,5,61. En  la 
química  se  presentan  en  la  formaci6n  de  geles l7.81 y  en la floculaci6n  de 
coloides [91; en la  metereología  y  ecología,  intervienen  en  fen6menos  como 
la  formaci6n  de  nubes [IO], la  coalescencia  de  partículas  de  humo [ l l ,  121 
y contaminación 12,  13,  141. En  ingeniería  con  frecuencia  se  encuentran 
los  procesos  de  evaporaci6n,  nucleaci6n  y  combustidn  de  aerosoles  que se 
desarrollan  en  turbinas,  hornos  y  mhquinas  de  combusti6n  interna [IS]. En 
medicina  aparecen  en  el  crecimiento  de  tumores [IS], aglutinaci6n 
anticuerpo-antigen0 117,  181, inmunología  y  agregaci6n  de  eritrocitos 
[191, entre  otros. 

Dada  la  diversidad  de  situaciones  en  que  ocurren  los  fen6menos 
de  agregaci6n  es  evidente  que  pueden  ser  analizados  desde  puntos  de vista 
muy  diferentes. Asi por  ejemplo,  la  conexi6n  que  existe  entre la 
estadística  de  polímeros IZO], percolaci6n  y  los  fenómenos  críticos 1211, 
los  caracteriza  en  términos  de  leyes  de  escalamiento  y  universalidad.  En 
este  caso se  estudian  los  sistemas  de  agregaci6n  considerando  la  evoluci6n 
temporal  de  la  distribuci6n  de  tamaños de las  partículas  que se  agregan 
para  formar  cúmulos mas grandes o que  se  fragmentan  para  dar  lugar  a  otros 
mhs  pequeños. Por otra  parte,  la  teoría  de  fractales [22,231', los  describe 
en  tCrminos  puramente  geomktricos,  considerando  que  no  es  necesario 
describir  el  sistema  en  tkrminos de un  hamiltoniano,  es  decir,  usando  la 
mechica estadística. 

Los procesos  de  agregaci6n  han  sido  estudiados  basicamente 
desde  dos  puntos  de  vista.  Uno  es  exclusivamente  geométrico y su principal 
objetivo  es la investigaci6n  de  la  estructura  fractal  de  los  agregados 
145,461; el  otro  es  macrosc6pico  en  donde  se  pretende  describir  la 
evoluci6n  temporal  de  los  diferentes  momentos  de  la  distribuci6n  de 
tamaños, C,  [47,48,58,591. Sin  embargo,  el  tratamiento  te6rico  usual  de 
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éstos  fendmenos  es  macrosc6pico y determinista.  Se  basa en ideas  de  campo 
medio y supone  que las unidades  se  agregan  independientemente  de su 
distancia  mutua. El problema  fundamental  es  entonces  describir la 
evoluci6n  temporal  de la distribuci6n  de  tamaño  de  cúmulos,  Ck(t),  k = 
(1,2,. .$. 1. Esta distribuci6n  describe la concentracibn  de  cúmulos  de 
tamaño  k  que al t iempo t se  han  formado  como  consecuencia  de  los  procesos 
de  agregaci6n  que  ocurren  en  el  sistema. El primer  sistema  de  ecuaciones 
macrosc6picas  que  describen la dinhica de C,(t) fue  propuesto  por 
Smoluchowski  en 1916 [241, y sigue  siendo  valido y usado. En  esencia,  von 
Smoluchowski  reconoci6  que  los  fen6menos  de  crecimiento  de  cúmulos son 
procesos  de  reacci6n-difusibn.  Describi6  únicamente  los  procesos  de 
agregacidn  irreversible en términos  de  un  conjunto  infinito  de  ecuaciones 
CinCticas  no  lineales  de  primer  orden  para  Ck(t),  de la forma 

d,Ck(t) = 2 1 f KijCiCj - ‘k f %jcj’ k = 1,2,3 , . . . .  
i +  = k  

Aquí Ki = K( i, j) es el  coeficiente o tasa  de coagulacih de  cúmulos  de 
tamaños i y j. La ecuaci6n (11, describe las posibles  reacciones  de 
coalescencia  entre  cúmulos  de  tamaño  finito y se le llama ecuacibn  de 
coagulación  de  Smoluchowski. Esta ecuaci6n  puede  generalizarse  para 
incluir  también  el  proceso  inverso a la coagulación, a saber, la 
fragmentacibn [25,26,271. Una  deducci6n  heuristica  de  esta  generalizacibn 
se  presenta  en  el  apéndice y conduce a la ecuaci6n  de  Smoluchowski  para 
procesos  de  agregaci6n  reversible: 

En  esta  ecuaci6n  F F(i,j) es el  coeficiente o tasa de fragmentacih de 
Cúmulos  de  tamaño i+j en  cúmulos  de  tamaños i y j, respectivamente.  Este 
sistema  de  ecuaciones  no  lineales  que  describen las posibles  reacciones  de 
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coagulación  y  de  fragmentación  entre  cúmulos  de  tamaño  finito  (partículas 
sol),  es en realidad  una  ecuación  de  balance  para la concentración C,(t). 
Los dos  primeros  tCrminos  del  miembro  derecho  representan la formación  de 
un cúmulo  grande  de  tamaño  k a partir  de  cúmulos m8s pequeños  y  el 
rompimiento  de  un  cúmulo  tamaño  k  en  otros  de  tamaño  menor.  Los  tCrminos 
restantes  representan  el  cambio  debido  a la coagulación  de  cúmulos  de 
tamaño  k con  otros  cúmulos  y el  rompimiento  de  cúmulos  grandes en  cúmulos 
de  tamaño k . Los  coeficientes  de  coagulación, K, J ,  y  de  fragmentación, 
FiJ, representan,  respectivamente, la rapidez  temporal  de  cambio o tasa 
con  que  los  cúmulos i y j coalescen  y  con  que  un  cúmulo  de  tamaño i+j se 
rompe. La forma  específica  de  Cstas  cantidades  depende  del  mecanismo 
particular  de  agregaci6n y de  fragmentaci6n  de  los  cúmulos.  Algunos 
ejemplos  de  Cstos  coeficientes  que  se  usan  con  frecuencia  en la literatura 
se presentan en la Tabla 1. 

La ecuación  de  Smoluchowski ( 2 )  es  una  ecuación  determinista, 
formulada  bajo la aproximaci6n  de  campo  medio en  donde las partículas 
reaccionan  independientemente  de la distancia  que las separa.  Esto es, 
ignora  totalmente la dependencia  espacial  de C, así como las correlaciones 
entre las posiciones  de las partículas  que  reaccionan,  por  lo  tanto,  no 
toma en cuenta las fluctuaciones  en la concentración.  Estrictamente, l a s  . 
fluctuaciones  sólo  pueden  ignorarse si el  volumen V o la masa M 'del 
sistema son infinitamente  grandes.  Sin  embargo, en muchos  sistemas  reales 
e  importantes,  como  puede  ser  un  reactor  químico  de  polimerización,  el 
número  de  unidades  b8s  icas ( monómeros ) así como  el  volumen  que  ocupan  es 
finito,  y las fluctuaciones  pueden  ser  no  sólo  importantes,  sino 
esenciales. Es en  ellas  en  donde  se  encuentra  escondida  mucha  información 
de  inter&  como es la produccidn,  dispersi6n y disipaci6n  de  correlaciones 
o efectos  de  memoria  y  sus  efectos  sobre  diversas  propiedades  de 
transporte. Por otra  parte,  es  importante  tomarlas en cuenta  porque son 
una  medida  de la validez  de la misma  teoría  de  campo  promedio, la cual 
sólo  se  justifica  cuando las fluctuaciones  son  despreciables. 

Cualquier  evento  que  tenga  como  consecuencia la creación  de 
partículas, o la aniquilación  de  partículas  existentes,  es  estrictatemente 
hablando un evento  probabilístico. Por lo tanto,  una  descripción  completa 
de  sistemas  de  agregaci6n  sólo  es  posible  en  términos  de  distribuciones  de 
probabilidad  y  ecuaciones  estoc8sticas.  Ahora  bien,  aunque en la mayoría 
de  los  casos las fluctuaciones  son y permanecen  pequeñas, en  algunas 
situaciones  pueden  aumentar  considerablemente.  Este  es  el  caso,  por 
ejemplo,  de  un  sistema  coagulante  que  se  encuentra  cerca  de la transición 
de  gelaci6n [411 o cuando  un  sistema  alcanza  un  estado  inestable en donde 
pueden  desarrollarse  estructuras  macroscópicas en la distribucibn  espacial 
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de  los  reactantes  [911. En consecuencia,  puesto  que la magnitud  de las 
fluctuaciones  es una medida  de la validez  de la teoría  de  campo  medio,  es 
de  inter&  tanto  te6rico  como  practico  el  estudiar las fluctuaciones 
espaciales  alrededor  del  enfoque  de  campo  medio  de  Smoluchowski. 

PROCESO Fi J K i  J 

COAGULACION  BROWNIANA  EN 
EL  REGIMEN  CONTINUO [13,14] - (il/3+jl/3)(i-l/3+j-l/3) 

COAGULACION  BROWNIANA  EN 
FLUJO  MOLECULAR  LIBRE [131 - (il/3+j1/3)2(i-l+j-l)1/2 

COAGULACION  POR  SEDIMEN- 
TACION  GRAVITACIONAL [111 - lj1/3-j1/31(i1/3+jl/3)2 

COAGULACION  EN  FLUJO 
CORTANTE [121 - (j1/3+j1/3)3 

POL I MERO  RAMI  F I CADO  CON 
UNIONES A-A [281 i j  

POLIMERO  RAMIFICADO  CON 
UNIONES  A-B [28,291 i + j  

MODELO DE POLIMERO 
LINEAL [281 1 

i j  

i + j  

1 

MODELO  MATEMATICO [30,311 jSi J J 

MODELO  DIAGONAL  [321 J 

MODELO  MATEMATICO  [331 (i + jIa 
a >-1 

TABLA 1. MODELOS  PARA  LOS  KERNELES DE COAGULACION KiJ Y DE 
FRAGMENTACION Fij, PARA  DIVERSOS  PROCESOS DE AGREGACION 
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MAS aún, como  es  bien  sabido,  en la vecindad  de las 
transiciones  de  fase las fluctuaciones  se  amplifican y pueden  ser el 
factor  dominante  en la dinhica del  sistema.  En  los  procesos  de 
agregacibn,  dependiendo  de la forma  explícita  de K y F,,, la teoría 
macrosc6pica  predice  una  transición  de  fase:  para  un  valor  bien  definido 
de la concentraci6n  se  forma  un  cúmulo  de  tamaño  infinito; a este  fenómeno 
se le llama gelaci6n.  Para  cierta  clase  de  coeficientes  de coagulacih y 
para  condiciones  iniciales  particulares  de (11, esta  transici6n  puede 
caracterizarse  por  ciertos  exponentes  críticos,  los  cuales  pueden  ser 
calculados.  De  hecho  existen  diversos  tratamientos  para  el  estudio  de la 
gelaci6n  en  los  que  pueden  calcularse  los  exponentes  críticos  y  otras 
propiedades  tales  como  la  dimensión  fractal  de  los  cúmulos [34,351. Estas 
características  y  analogías  ya  sugieren  desarrollar  una  descripción 
estochstica  mhs  completa  de  los  procesos  de  agregacibn. 

i J  

La contribución  principal  de  este  trabajo es  ofrecer  un  punto 
de  vista  alternativo a los  métodos  geométrico  y  macroscópico  mencionados 
anteriormente  para  describir  la  dinámica  de  fen6menos  de  agregaci6n.  Se 
desarrolla  una  descripción  estochstica  para  los  casos  de  agregaci6n  tanto 
reversible  como  irreversible,  que  permita  analizar la influencia  de las 
fluctuaciones  y  de las inhomogeneidades  espaciales  sobre  algunas 
propiedades  dinhmicas  de  diversos  procesos  de  agregaci6n.  Debe  mencionarse 
que  aunque  el  caso  de  agregación  irreversible ha  sido  analizado 
recientemente  con  métodos  similares  por van Dongen  y  Ernst [36,371, su 
anhlisis s610 es aplicable  a  procesos  de  agregación  irreversible  y  para  un 
sólo  kernel  de  coagulaci6n  particular. 

La idea  bhsica  de  nuestro  método  consiste en  suponer  que  los 
procesos  de  coagulación,  fragmentación y evaporaci6n  que  ocurren en  una 
gran  variedad  de  fénomenos  de  agregación,  son  procesos  estochsticos 
Markovianos,  cuya dinhica se  describe en términos  de la ecuaci6n  maestra 
de  Pauli.  Mostramos  que la descripción  determinista  usual  basada en la 
ecuación  de  Smoluchowski,  Ec. (21, para  la  distribución  de  tamaños  CJt 1 ,  
se obtiene  como  un  caso  particular  de  nuestra  descripción  estochstica, a . 
saber: C,(t 1 es  sólo el  primer  momento  de  la  distribuci6n  de  probabilidad 
conjunta P(m, t) que  obedece  la  ecuación  maestra.  Por  lo  tanto,  esta 
descripcih mesosc6pica  ademhs  de  que  contiene a la descripción 
macrosc6pica  usual  permite  extraer,  en  principio,  toda la información 
adicional  contenida en momentos  de  orden  superior  de  P(m,t). Es importante 
señalar  que  este  método  permite  analizar  cualquier  tipo  de  fen6meno  de 
agregacibn  con tal de  que  pueda  modelarse  mediante  un  proceso  estochstico 
Markoviano. La validez  de  esta  hipótesis ~610 puede  compararse a 
posteriori en términos  de la comparación  de  los  resultados  experimentales. 
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Sin  embargo,  como  bajo  esta  hip6tesis  de  Markovicidad  se  recupera la 
descripci6n  de  Smoluchowski  como  un  caso  particular,  y ya que  esta 
descripcibn  ha  sido  exitosa  para  describir  muchos  procesos  de  agregaci6n. 
estos  resultados  proporcionan  una  base  razonable a la hipdtesis 
Markoviana. 

Como  se  ha  dicho  anteriormente,  esta descripcih estocdstica 
es general en el  sentido  que  puede  usarse  para  analizar  cualquier  proceso 
que  satisfaga la hipotesis  Markoviana.  Para  ilustrar  este  método 
consideraremos  cuatro  aplicaciones  originales  de  modelos  específicos  de 
agregacih, los  cuales  representan  situaciones  físicas  muy  distintas. 
Consideramos  un  aerosol  liquido, un modelo  de  reactor  nuclear  subcrítico, 
un modelo  de  reactor  de  polimerizaci6n  linearizado  y  el  modelo  diagonal 
reversible.  En  estos  dos  últimos  modelos  se  calculan  otras  cantidades 
físicas  importantes  susceptibles  de  ser  medidas  experimentalmente,  como 
son diversos  momentos  de  la  distribucibn  de  tamaños  que  describen  el 
tamaño  y  volumen  medio  de  los  cúmulos así como la dispersi6n  total  de  luz. 
Para el  modelo  diagonal  de  agregacibn  reversible  se  obtiene  ademas  el 
exponente  crítico  que  describe  el  comportamiento  de la distribuci6n  de 
tamaños en la vecindad  del  punto  de  gelaci6n. 

Para  este  prop6sito  organizamos  este  trabajo  de la siguiente 
manera.  En  el  capitulo 1 analizamos  los  eventos  elementales  que  dan  lugar 
a los  procesos  de  agregación  reversible  (coagulación y fragmentaci6n)  y 
construimos  explícitamente la ecuación  maestra  para la funci6n  de 
distribuci6n  de  probabilidad  conjunta  asociada.  Puesto  que  para la mayoría 
de  los  kerneles  de  agregaci6n  (Tabla 1) la  ecuaci6n  maestra  resulta  ser  no 
lineal, en este  capitulo  también  hacemos  el  desarrollo  sistematico  de  esta 
ecuación  en  potencias  inversas  del  volumen V ocupado  por  el  sistema 
utilizando  el  método  de  van  Kampen [361. Usando  este  método  mostramos  que 
a orden  dominante, , la  ecuación  maestra  genera la ecuaci6n  de 
Smoluchowski,  Ec. ( 2 ) .  A l  siguiente  orden, p, la ecuaci6n  maestra  se 
reduce a una  ecuaci6n  de  Fokker-Planck 1 ineal  mult  ivariada  cuyos 
coeficientes  de  arrastre  y  de  difusi6n  estdn  dados  explícitamente  en 
funci6n  de  los  kerneles  de  agregaci6n K y Fij. De  esta  manera  se 
obtienen a su vez  ecuaciones  para  los  momentos  de la distribución 
condicional  de  probabilidad  y  en  términos  de  estas  ecuaciones  construimos 
ecuaciones  para  los  cumulantes  factoriales.  En  este  capitulo  también 
definimos  los  momentos  de C,(t) e  indicamos su relaci6n  con  cantidades 
físicas  como son el  tamaño  medio  de  cúmulos y la dispersi6n  total  de  luz. 
Finalmente  discutimos las condiciones  bajo las cuales  existe  una  soluci6n 
de  equilibrio  de la ecuaci6n  maestra  para  agregación  reversible. 
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En el capítulo 2 usamos  el  mC3todo  de  los  momentos  compuestos 
[361 que  permite  obtener en el  límite  continuo las ecuaciones  discretas 
anteriores,  introduciendo  de  esta  manera  efectos  espaciales en las 
ecuaciones  para  los  momentos  y  cumulantes  factoriales  obtenidas en el 
capítulo 1 [38]. A pesar  de  que las inhomogeneidades  espaciales  pueden 
incorporarse  de  diferentes  maneras a una  descripci6n  estochstica 167-691, 
este  método  tiene la gran  ventaja  de  que  no  es  necesario  definir 
explicitamente  una  densidad  de  probabilidad en un  espacio  funcional  de 
probabilidades.  En  este  capítulo  deducimos a partir  de las ecuaciones  para 
los  cumulantes  factoriales  obtenidas  en  el  capítulo 1 las ecuaciones  para 
las funciones  de  correlaci6n a un tiempo  y  a  dos  tiempos en  dos  puntos 
espaciales  distintos  en  el  límite  continuo. 

En  el  capítulo 3 estudiamos  un  modelo  de  aerosol en el  cual 
pueden  ocurrir  los  procesos  de  evaporaci6n,  condensacidn  y  fragmentacidn. 
Calculamos las ecuaciones  para  los  cumulantes  factoriales en el  límite 
continuo.  Posteriormente,  para  el  caso  particular en el  que  el  proceso  de 
evaporaci6n  domine  a la fragmentacih  y  a la coagulaci6n,  se  obtiene 
analíticamente la funci6n  de  correlaci6n  de  densidades en equilibrio  y  el 
factor  de  estructura dinhico. 

Otro  caso  particular  estudiado  en  este  capítulo es un aerosol 
en  un  reactor  nuclear  en  el  cual  el  Único  fen6meno  de  agregacidn 
considerado  es la fisi6n  (fragmentacibn).  Pero  en  este  caso  se  considera 
no s610 al número  de  partículas  como  variable  estochstica,  sino  tambikn a 
la temperatura.  Para  este  modelo  de  aerosol  se  obtienen  analíticamente las 
fluctuaciones  en  equilibrio  y las funciones  de  correlacidn  densidad- 
densidad,  densidad-  temperatura  y  temperatura-  temperatura en equilibrio. 

En  el  capítulo 4 ejemplificamos  el  método  descrito en los 
capítulos 1 y 2, considerando  un  tipo  especial  de  kerneles  de  coagulaci6n 
y fragmentacih que  describen  diversos  procesos  físico-  bioldgicos [391, 
el  modelo  estilizado  de  Flory-Stockmayer. El caso  irreversible en donde 
sblo se considera  fragmentacibn,  es  particularmente  apropiado  para 
estudiar,  depolimerizacibn,  puesto  que la degradacidn  de las ligaduras en 
los  polímeros  produce  fragmentaci6n [29,411. Analizamos  primero  el  proceso 
de  coagulaci6n  y  obtenemos la funci6n  de  correlaci6n  de  densidades en el 
límite  continuo a tiempos  iguales  y a dos  tiempos.  Posteriormente, 
estudiamos  el  proceso  de  fragmentaci6n.  y  para  este  caso  deducimos  una 
ecuaci6n  para  el  primer  momento  de la correspondiente  funci6n  de 
distribuci6n  de  probabilidad.  Después  resolvemos  esta  ecuaci6n 
analíticamente  para  condiciones  iníciales  arbitrarias  y  obtenemos la 
funci6n  de  distribuci6n  de  tamaño  de  partícula, C,(t). A través  de  los 
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momentos  de  esta  distribución  evaluamos  numkricamente  el  número  promedio 
de  cúmulos  de  tamaño  k  y la dispersión  total  de  luz.  Posteriormente 
tomamos  el  límite  continuo  de las ecuaciones  discretas  para  el  primer  y 
segundo  momento  de  la  función  de  distribuci6n  de  probabilidad  y  calculamos 
numkricamente las mismas cantidades  mencionadas  anteriormente con el 
prop6sito  de  exhibir  el  efecto  de las inhomogeneidades  espaciales  sobre 
propiedades  medibles  del  sistema.  Obtenemos las ecuaciones  para las 
funciones  de  correlación  densidad-densidad a tiempos  iguales  y a tiempos 
diferentes  para  condiciones  iniciales  arbitrarias.  Evaluamos  numkricamente 
la primera  y  encontramos  que las fluctuaciones  permanecen  siempre 
pequeñas.  Esto  era  de  esperarse  puesto  que  durante  todo  el  proceso  de 
fragmentación  el  sistema  es  estable  y  no  se  acerca a ningún  punto 
inestable  asociado  con  transiciones  de  fase.  Por  último  consideramos 
simulthneamente  los  dos  fenómenos  de  agregación,  analizamos  como  el  efecto 
de  fragmentación  inhibe  a  la  coagulación  y  obtenemos la solución 
estacionaria  de  la  distribución  de  probabilidad  de  los  efectos  espaciales 
en  ambos  casos. 

En  el  capítulo 5 presentamos  el  modelo  diagonal  generalizado  para 
el  cual  puede  demostrarse  rigurosamente  que  exhibe  gelación.  Obtenemos las 
ecuaciones  para las fluctuaciones  en  la  densidad  de  cúmulos en el  límite . 
continuo  y  resolvemos  numéricamente  el  sistema  de  ecuaciones en  funci6n 
del  tiempo  y  para  diferentes  condiciones  iniciales.  Estos  resultados 
numéricos  muestran  explícitamente  cómo  crecen las fluctuaciones  en la 
vecindad  del  punto  de  gelación.  Finalmente  proponemos un método  para 
determinar  analíticamente en el  caso  homogkneo,  los  exponentes  críticos 
que  describen  el  comportamiento  de C,(t) en la vecindad  del  punto  de 
gelación  tanto  para  el  caso  irreversible  como en el  reversible. 

Es importante  señalar  nuevamente  que  este  mktodo  estochstico 
es valido en el  caso en que las fluctuaciones  son y se  mantienen  pequeñas, 
entonces  sería  útil  poder  comparar  los  resultados  obtenidos en los 
capítulos 3 - 5 con  datos  experimentales.  Sin  embargo,  no  disponemos ni  de 
resultados  experimentales  de  dispersión  de  luz  para  el  modelo  estilizado 
de  Flory-Stockmayer ni  tampoco  de  monitoreo  de  correlaciones  densidad- 
temperatura o autocorrelación  de  temperatura  en  un  reactor  nuclear.  Pero 
como  ya  se  ha  dicho  el  primer  momento  de la distribución  de  probabilidad 
es la distribución  de  tamaños,  cantidad  macroscópica  que  ya  ha  sido 
completamente  comprobada  tanto  analítica  como  experimentalmente,  lo  que  da 
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certeza  de  que  este  tipo  de an6lisis es  valido  para  estudiar  fen6menos  de 
agregaci6n.  Ademas  para  el  modelo  diagonal  se  comprueba  numkricamente  que 
el  segundo  momento  de la distribuci6n  de  probabilidad  se  mantiene  finito, 
condici6n  necesaria  para  que  sea  aplicable  el  mCtodo  de  van  Kampen. Por 
último es importante  señalar  que  el  programa  númerico  utilizado es general 
en el  sentido de que  es  posible  incorporar  cualquier  kernel  de  agregaci6n 
deseado y así poder  estudiar  diversos  sistemas  fisicos  de  inter&. 
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Un  proceso  de  agregaci6n  reversible  arbitrario  puede  ser 
representado  esquemhticamente  por  el  siguiente  mecanismo  de  reacci6n: 

en donde A, denota  un  cúmulo  que  contiene i unidades  elementales 
(mon6meros,  partículas,  gotas,. . . 1 y F,], K,, representan los coeficientes , 

o tasas  (kerneles)  de  fragmentaci6n y coagulaci6n,  respectivamente. Sin 
embargo,  como  se  mencion6  en  la  introducci6n,  el  tratamiento  usual  de 
estos  fen6menos  es  exclusivamente  determista,  est&  basado  en  teorías  de 
campo  promedio e ignora  totalmente  las  fluctuaciones  espaciales y 
temporales  en la distribuci6n  de  tamaños,  así  como las correlaciones  que 
existen  entre  las  posiciones  de  las  partículas  que  reaccionan. 

En  este  capítulo  consideraremos a la  coagulaci6n y a la 
fragmentaci6n  esponthnea  de  partículas  como  procesos  estochsticos 
Markovianos y desarrollaremos  una  descripci6n  basada en la ecuacibn 
maestra 1361. Por  simplicidad,  construiremos  primero  la  contribuci6n  del 
proceso  de  coagulacibn, Tc , a la ecuaci6n  maestra y posteriormente 
obtendremos  la  contribuci6n  debida a la fragmentacih, T,. Agrupando los 
resultados  obtendremos  la  ecuaci6n  maestra  para la distribuci6n  de 
probabilidad  P(m,t)  del  nlimero  de  cúmulos  de  tamaño k al  tiempo t: 

¿3,P(m, t) = Tc + T, (1.2) 

TambiCn  haremos  un  anhlisis  de los fen6menos  de  agregación  limitados  por 
difusi6n  (DLA) y los limitados  por  reacci6n  (RLA)  para  así  identificar qué 
tipo  de  procesos  estudiaremos.  Mostraremos  que  la  ecuacibn  de 
Smoluchowski,  Ec. (21, se  obtiene  como  un  caso  particular  de  nuestro 
formalismo al hacer un desarrollo  sistemtktico de la  ecuaci6n  maestra. 
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TambiCn  obtendremos las ecuaciones  para  los  momentos  de  P(m, t) para 
cualquier  clase  de  kerneles  de  coagulación  y  fragmentación. 

1.1. Formulación  del  modelo  estochstico 

Consideremos  un  sistema  cerrado,  espacialmente  homogeneo y 
confinado en un  volumen V. El sistema  consta  de N unidades  y  en  cada 
instante  de  tiempo  está  caracterizado  por  una  distribución  de  tamaños 
{mk), en donde mk denota  el  número  de  cúmulos  que  contienen  k-unidades 
(k-meros) , con  k = 1,2, . . . ,N. A un  nivel  mesoscópico  identificaremos  un 
estado  del  sistema  con  cada  realización  de  esta  distribución  de  tamaños, 
la cual  se  denotará  por  el  vector m = {mk). Claramente,  m  es  entonces  una 
variable  estochstica a la que  es  necesario  asociar  una  cierta  probabilidad 
P(m,t), la cual,  debido a la  homogeneidad  espacial  del  sistema,  no  depende 
de las coordenadas r. En  consecuencia  P(m,t)  representa la probabilidad  de 
que  el nmero de  cúmulos  de  tamaño  k al tiempo t este  dado  por 5. Las 
probabilidades  de  transición  entre  diferentes  estados  del  sistema  están 
determinadas  por  los  coeficientes o tasas  de  coagulación K,, Y de 
fragmentación Fij que,  en  general,  son  funciones  de  m. La dependencia 
explícita se debe  a las características  específicas  del  proceso de. 
agregación,  como  ya  se  ha  mencionado en la  Introducción  (ver  Tabla 1). 

Suponiendo  que  los  procesos  físicos  de  coagulación  y  fragmentación 
sean  procesos  Markovianos, la evolución  temporal  de  P(m,t)  estarh  descrita 
por  una  ecuación  maestra  [36,371.  Aquí  nos  referiremos a esta  ecuación en 
su sentido  original,  a  saber,  como  la  forma  diferencial  de la ecuaci6n  de 
Chapman-Kolmogorov  la  cual  representa  una  condición  necesaria  para  que  un 
proceso  estochstico  sea  Markovian0 y expresa  el  balance  de  probabilidad 
para  P(m, t 1 :  

(1.1.1) 

El primer  termino  es la ganancia  debida a las transiciones  de  otros 
estados m', y  el  segundo  tCrmino  es la perdida  debido a las transiciones 
hacia o t r o s  estados. Las probabilidades  de  transición  por  unidad  de  tiempo 
Wmm, y U,,,,,,, son positivas  y  es en ellas en donde  se  encuentra la física 
del  sistema.  En  principio estas cantidades  pueden  calcularse a partir  de 
tratamientos  mhs  fundamentales  como  la  teoría  de  perturbaciones 
dependiente  del  tiempo  (Regla  de Oro de  Fermi), o a partir  de  análisis 
cineticos  para  diferentes  valores  del  número  de  Knudsen.  En  este  trabajo 
nos  limitaremos a modelarlos  fenomenólogicamente  y  no  daremos  una 
interpretaci6n  molecular  de  los  mismos. 



Debe  hacerse  notar  que  en la ecuaci6n  maestra  existen  de  hecho  dos 
escalas  temporales.  Una  asociada  con  los  eventos  elementales  que  dan  lugar 
a la forma  explícita  de U,,, y  que  ocurren  en  tiempos  muy  cortos 
comparados  con la otra  escala  que  es la de  evolucidn  de P( m, t 1. Para  un 
proceso  Markovian0  estas  dos  escalas esta bien  separadas. 

l. l. l. Coagulacibn. 

Supongamos  que al tiempo t+At el  sistema  se  encuentra en el  estado 
[m,,m2,. . . ,m,]. At se  escoge lo  suficientemente  pequeño  de  manera  que  en 
el  intervalo (t, t+At) s610 exista  en  todo  el  sistema a lo mas una 
coalescencia.  Esto  es  equivalente  a  considerar  a la coagulaci6n  como  un 
proceso  estoc&stico  de  un s610 paso [42,431. Nbtese  que  el  proceso  de 
coalescencia  de  dos  cúmulos  durante  el  intervalo  de  tiempo At est& 
asociado a los  siguientes  eventos  elementales  excluyentes: 

i) coagulaci6n  entre  cúmulos  del  mismo  tamaño, 
ii) coagulaci6n  entre  cúmulos  de  diferente  tamaño, 

iii) ausencia  de  coagulaci6n. 

Ahora  calcularemos las probabilidades  de  cada  evento  elemental. Si el 
proceso  de  coagulaci6n  es  de  un  solo  paso, s610 son posibles  transiciones 
entre  estados m, definidos  como 

m,= (m,,m,, . . . ,mi+l,. . . ,mj+l,. . . , mi+j-l,. . . 1, (1.1.2) 

y la probabilidad  asociada  con  ellos  es  P(mc,t). La probabilidad  de  que 
dos  partículas  coagulen  en  el  intervalo (t,t+At) es inversamente 
proporcional al volumen V, puesto  que  hemos  supuesto  que  los  cúmulos  se 
encuentran  distribuidos  uniformemente  en  V.  Ahora  bien, la probabilidad  de 
que  dos  partículas  del  mismo  tamaño  coagulen  es  proporcional al número  de 
combinaciones  posibles  de  cúmulos  de  tamaño (mi+2) tomados  de  dos en  dos, 
esto es, (m,+2)(mi+l). Entonces la probabilidad  asociada al evento i) est& 
dada  por  V”(mi+2)(mi+l) K,, At. Por  otro  lado, la probabilidad  de  que 
coagulen  dos  partículas  de  diferente  tamaño  en At debe  ser  proporcional al 
número  de  cúmulos  presentes (mi+l)(m +l). En  consecuencia, la probabilidad 
correspondiente al evento ii) es {-‘(rn,+l)(mj+1) K At. Sumando  ambas 
probabilidades  el  sistema  pasará  del  estado m, al  estado  deseado en At con 
la probabilidad 

ij 
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Finalmente, la probabilidad  de  que  no  ocurra  coagulaci6n en el  intervalo 
At  est& dada por 

f K i j  P(m,t)[l - 1/2 V~'(mJ-Gij)mIIAt. 
I ,  j=1 

(1.1.4) 

Como las probabilidades  de  los  eventos  elementales son mutuamente 
excluyentes, la probabilidad  P(m,t+At)  de  tener al sistema en el  estado m 
al tiempo t+At, resulta  ser 

P(m,t+At)= 1/2 V-' fs K i j  P(mc,t)[(mI+l+GIJ)(mj+l)lAt + 
i ,  j=1 

+ f Ki J  P(m,t)[l - 1/2 V-'(mj-G  )m,IAt. (1.1.5) 
i ,  J = l  i J  

De  esta  ecuación  se  sigue  que 

P(m t+At )-P(m, t 1 7 

y  cuando At->O  obtenemos la ecuaci6n  diferencial 

P(m, t 1 = 1/2 V-' f KiJ [P(mc, t) (m1+1+Gij) (mJ+l) + 
i ,  j=l 

+ P(m,t)(mj-GIj)mIl, 

Definiendo  el  operador 

Aij f(m) = f[{mk+ (aIk + Gjk - 'i+J,k ))I - f(m) 

la ecuación  anterior se reescribe  en  forma  mBs  compacta  como 

a,P(m,t) = Tc 5 1/2 V-' f KiJ AIj[P(m,t) (mj-6ij)mil 
i ,  J = l  
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Dada una condicibn  inicial  P(m,O),  esta  ecuacibn  describe la evoluci6n 
temporal  de la probabilidad  condicional  P(m,t)  asociada  con  el  proceso  de 
coagulaci6n. 

l. l. 2. Fragmentaci6n 

Los eventos  elementales  asociados  con la fragmentaci6n [381 pueden 
describirse  de la siguiente  manera: en  un  intervalo  de  tiempo At, 
cualquier  (i+j)-mero  puede  fragmentarse en  un  i-mero y un  j-mero  con 
probabilidad F, jAt. Si suponemos  que al tiempo t+At tenemos  el  estado m = 
{m,) y hacemos At lo  suficientemente  pequeño  para  que s610 ocurra  una 
fragmentacidn  durante  el  intervalo (t,t+At), existen  dos  eventos 
elementales  diferentes  por  los  cuales  este  estado  inicial  puede 
evolucionar en el  tiempo. 

i) la fragmentaci6n  de un (i+j)-mero  dando  lugar a un 
i-mero y un  j-mero, 

ii) no  ocurre  fragmentacibn. 

Consideremos  cada  uno  de  ellos  separadamente. Si el  sistema  alcanza 
el  estado  deseado a través  del  primer  tipo  de  evento, se encontrara al 
tiempo t en el  estado 

mf - - {ml, m2, . . . , m,-1, . . . , mj-l, . . . , m,+j+l,. . . ,mN}. 

La probabilidad  condicional  asociada  con  esta  distribución es P(m,,t). Por 
otra  parte, la probabilidad  de  que  un  (i+j)-mero  se  fragmente en  un  i-mero 
y un  j-mero en el  intervalo (t, t+At 1 es (m +1) F, At y por  lo  tanto la 
probabilidad  asociada a este  evento  sera i +1 

(1.1.10) 

Finalmente, si no  ocurre  ninguna  fragmentaci6n, la probabilidad 
asociada  durante  el  intervalo (t,t+At) esta  dada  por 

P(m,t) 11 - f: N F, At1 
1 ,  j = l  

(1.1.11) 

Agrupando  estas  dos  probabilidades  mutuamente  excluyentes, 
obtenemos la probabilidad  P(m,t+At)  de  encontrar al sistema en el  estado m 
al tiempo t+At. Tomando  el  limite At->O obtenemos la ecuaci6n 
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diferencial: 

Nuevamente,  introduciendo  el  operador 

A i J  f(m)  f[{mk- ( a i k  + gjk 'i+j,k ) ) I  - f(m) 
* - (1.1.13) 

la ecuaci6n  anterior  se  reescribe  como 

Esta es la contribuci6n 
fragmentaci6n. 

* = 1/2 f F i j  A i J  [m,+j P(m,t)l. (1.1. 14) 
i ,  J = 1  

a  la  ecuaci6n  maestra  asociada al proceso  de 

Sumando las Ecs. (1.1.9) y (1.1.14) .obtenemos la ecuación  maestra 
general  para  un  proceso  de  agregación  reversible: 

a,P(m,t) = 1 1 2  V-' K i j  AI, [P(m,t) (mj-6,J)m,1 + 
I ,  j = 1  

+ 112 f F i j  A i j  [mi+j P(m,t)l. 
* 

(1. 1. 15) 
I ,  J = 1  

Esta ecuaci6n  hay  que  resolverla  para  condiciones  iniciales 
determinadas.  En  este  trabajo  consideraremos  condiciones  monodispersas  y 
polidispersas, las cuales  se  especificarán en el  análisis  de  cada  modelo. 

Por último,  en  esta  secci6n  haremos  un  analisis  de  los  diferentes 
tipos  de  agregación  que  pueden  ocurrir,  para  de  acuerdo  con  esto 
especificar  el  fen6meno  de  agregaci6n  que  introduciremos  a  traves  de 
diversos  kerneles  en  este  trabajo. 

1.1.3.Agregaci6n  limitada  por  reacción y por  difusión 

En  los  sistemas  de  reacción-difusión  los  reactantes  pueden  ser 
transportados por difusi6n.  Entonces  podemos  distinguir  dos  escalas  de 
tiempo  fundamentales:  el  tiempo  de  difusi6n. t,, y el  tiempo  de 
reacci6n,tR. El primero  es  el  tiempo  necesario  para  que  dos  cúmulos  entren 



en contacto  via  difusi6n  y t, es  el  tiempo  que  tardan en reaccionar al 
aproximarse  entre sí y  formar  una  unión  química. Si el  tiempo  de  reaccibn 
es mucho  mayor  que  el  tiempo  de difusih, t,<<t,, se  dice  que  el  proceso 
est&  limitado  por  reaccibn (RLA). Por otro  lado, si la escala  temporal  de 
reacci6n  es  despreciable  comparada  con  la  de  difusión, t,<<t,, decimos  que 
el  proceso  est&  limitado  por  difusi6n (DLA) [441. Un  ejemplo  típico  de un 
proceso DLA es la coagulaci6n  Browniana  que  ocurre en aerosoles.  Ejemplos 
de  procesos RLA son las reacciones  que  ocurren en un tanque  de 
polimerización  agitado,  en  el  cual  el  proceso  de  difusi6n  es  eliminado 
por la agitaci6n.  Otros  ejemplos  son  reacciones  de  polimerizaci6n  para las 
cuales  Flory (291 estim6  que la probabilidad  de  que  ocurra  una  reacci6n  de 
coagulacibn  es  del  orden  de lo-' para  reacciones  cúmulo-mon6mero  y  de 
1 0 - l ~  para  reacciones  cúmulo-cúmulo. 

En  este  trabajo  nos  restringiremos  a  los  procesos  limitados por 
reaccih, FUA. Para  entender su comportamiento  cualitativo,  definimos  como 
Po a la probabilidad  de  que al entrar,  en  contacto  dos  cúmulos  reaccionen 
dando  lugar a un  cúmulo m&s grande  el  cual  continuara  difundikndose, 
chocando  y  agreghndose  con  otros. Esta probabilidad  de  reacci6n  es  muy 
pequeña,  dando  lugar  a  una tasa muy  lenta  de  agregaci6n.  Este  tipo  de 
procesos  est&  caracterizado  por la estructura  del  cúmulo, la evoluci6n 
temporal  de la agregaci6n  y  el  tiempo  de  evoluci6n  de la distribucih de 
masa del  cúmulo. 

1.2. Ecuaciones  para  los  momentos 

Si Kij y Fij son funciones  arbitrarias  de m, la ecuacibn  maestra se 
dice  que  es  no-lineal  y  en  muy  pocos  casos es posible  resolverla 
analíticamente  en  forma  exacta  para  condiciones  iniciales  arbitrarias. Por 
esta  razón  es  importante  desarrollar  métodos  de  aproximación.  Con  esta 
idea  van  Kampen (431 elabor6  un  mCtodo  de  desarrollo  sistem&tico  de la 
ecuaci6n  maestra  en  potencias  del  inverso  de un parámetro  pequeño R, que 
mide  el  tamaño  del  sistema  y  que  controla la magnitud  de las 
fluctuaciones.  En  nuestro  caso,  este  parametro  es  el  volumen V del 
sistema. La hip6tesis  bhsica  en la que  se  apoya  este  método es que  para 
sistemas  grandes las fluctuaciones  son  pequeñas  comparadas  con  los  valores 
promedio.  De  acuerdo  con lo anterior,  para un sistema  de  tamaño V, las 
fluctuaciones  ser&n  de  orden V1l2 y su efecto en las propiedades 
macrosc6picas  ser&  entonces  de  orden V-1/2. En  consecuencia,  el  tamaño  del 
sistema  es  un parhetro que  mide la importancia  relativa  de las 
fluctuaciones. 
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1.2.1.  Desarrollo  sistemhtico  de la ecuacidn  maestra 

Siguiendo  el  metodo  de  van  Kampen,  supondremos  que en nuestro 
sistema la variable %(t) contiene  una  parte  macroscdpica  V@k( t) de  orden 
V,  y  una  parte  fluctuante V1/2Tk(t 1 de  orden  esto es, 

La distribucidn  de  probabilidad  P(m,t)  se  reemplaza  entonces  por  una 
distribucidn TI(<,t) para las fluctuaciones 5 = (el,T2, . . .  1 ,  de  modo  que 

p(m, t) = v-'/~IT(s, t) , (1.2.2) 

en, .donde  el  factor  se  ha  introducido  para  normalizar a TICS, t) da$ 
que P(m, t) esta  normalizada. Los operadores  de  diferencias A y A, 
definidos  por la Ecs. (l. 1.8) y ( 1.1.13) se  reescriben  como  operadores 
diferenciales  con la ayuda  de  la  Ec.  (1.2.11, en terminos  de las nuevas . 
variables 5, de la siguiente  forma, 

i J  

A i j  = exp [ f (aik + Qjk - 'i+j,k am, - a 
k= 1 

= exp (V-1/2Di J )  - 1 , 

en  donde 

(1.2.3a) 

(1.2.3b) 

(1.2.4) 

Cuando V->w, puede  hacerse un desarrollo  en  serie  de  Taylor  de las 
Ecs.(1.2.3)  obteniendo las siguientes  expresiones 

De  acuerdo  con la definicidn (1.2.1) encontramos  que  el  miembro  izquierdo 
de la ecuaci6n  maestra  (1.1.15)  se  reescribe  como 
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(1.2.6) 

en  donde se ha  usado  de  acuerdo  con la Ec. ( l. 2.1  que 

puesto  que  P(m,t)  se  calcula  con mk constante. 

Para  obtener  una  ecuación  para la distribución  de  probabilidad 
n ( < , t )  sustituimos las Ecs. (1.2.1)-(1.2.7) en la Ec. (1.1.15) con el 
resul  tad0 

A orden p, el  desarrollo  anterior  se  reduce 

y al orden  dominante V i l 2  obtenemos la ecuación 

+ 1/2 f: K, (9, DI 1 n . (1.2.9b) 
I ,  j = l  
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Usando la definici6n  de Dij, Ecs. (1.2.41, obtenemos  que la Ec. 
(1.2.9a) se reescribe  como 

(1.2.10) 

Esta es  una  ecuación  de  Fokker-Planck 1 ineal  multivariada  para IT(<, t 1 en 
la que  los  coeficientes  de  arrastre y de  difusión  dependen  explícitamente 
de  los  kerneles K, y F, Gobierna la evoluci6n  de las fluctuaciones  en 
la concentraci6n  alrededor  de su valor  medio. 

Por otro  lado, al sustituir la Ec.(1.2.4)  en  (1.2.9b)  obtenemos  la 
ecuaci6n  de  evoluci6n  para la parte  sistemhtica  de la concentraci6n,  es 
decir, la ecuación  macroscópica  asociada  con  el  sistema 

la cual  desarrollando las deltas  de  kronecker,  se  reescribe  como 

(1.2. llb) 

N6tese  que si identificamos la función $k con Ck, esta  ecuación  coincide 
exactamente  con la ecuación  de  Smoluchowski,  Ec. (2). Esto  es, al hacer  el 
desarrollo en 51 de la ecuaci6n  maestra  recuperamos  a  orden  dominante la 
ecuaci6n  macroscópica.  Esto  muestra  que  de  nuestra  descripcibn  estochstica 
se  deduce la descripción  macroscópica  usual.  Ademas  de  Csto, la 
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descripci6n  estoc&stica  tiene la ventaja  de  incorporar  tambiCn las 
fluctuaciones  alrededor  de la parte  macrosc6pica a traves  de la ecuaci6n 
de  Fokker-Pla&k ( l. 2.10). 

l. 2.2. Primeros  momentos 

De la ecuaci6n  de  Fokker-Planck,  Ec. (1.2.101, pueden  obtenerse 
ecuaciones  para  los  promedios y las covarianzas,  definidos  respectivamente 
como 

<<< 5 >> = << 5 > - <Es><<,>, 
k s  k s  

(1.2.12) 

(1.2. 13) 

Las contribuciones a la ecuaci6n  para  el  primer  momento  debido a las 
reacciones  puede  obtenerse al multiplicar la Ec. (1.2.101, por <,(t) y 
sumando  sobre  todos  los  valores  posibles. El resultado  es 

en  donde 

(1.2.14) 

(1.2.15) 

De la misma manera  pueden  obtenerse  ecuaciones  para las 
covarianzas,  multiplicando la Ec. (1.2.10) por ekes y sumando  sobre  todos 
los  valores  de <, con el  resultado 

(1.2.17) 

Por  otra  parte,  se  obtienen  ecuaciones m& sencillas si se  introduce la 
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definición  de  cumulante  factorial,  dada  por 

.De acuerdo  con  esta  expresión,  obtenemos  de (1.2.14) y (1.2.17) las 
siguientes  ecuaciones 

- Fks ‘k+s * 
(1.2.19) 

Estas  son las ecuaciones  para  los  cumulantes  factoriales y en el  siguiente 
capítulo  obtendremos a partir  de  ellas las funciones  de  correlación  para 
algunos  modelos  de l a s  tasas  de  coagulación y fragmentación. 

Es importante  señalar  que  las  Ecs. (1.2.141, (1.2.171 y (1.2.19) 
obtenidas  de la ecuación  de  Fokker-Planck,  nos  dan  información  acerca  de 
las fluctuaciones  en mk, sin  embargo  no  contienen  aún  una  dependencia 
espacial.  Esto  se  discutir&  en  el  capítulo  siguiente. 

1.2.3. Momentos  de  la  distribución  de  tamaños 

De  acuerdo  con  los  resultados  de  la  sección  anterior,  la  función  de 
distribución  de  tamaños C,(t) es sólo el primer  momento  de P(m, t). Sin 
embargo,  los  primeros  momentos  de C,(tl son cantidades  que  contienen 
información  física  del  sistema y lo que  es m& importante,  pueden  medirse 
experimentalmente  127,571.  Empezaremos  por  definir  el  momento  de  orden u 
de  C,(t), 

La concentración  total  de  cúmulos  en la dispersión  como  función  del  tiempo 
est& dada  por  el  momento  cero, 

Cuando se divide  el  primer  momento, 
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(1.2.22) 

entre  el  momento  cero,  se  obtiene  el  tamaño  promedio  del  cúmulo: 

(1.2.23) 

El  segundo  momento  es  proporcional al ékea  superficial  de las 
partículas  que  componen  el  sistema  disperso 

n 

en  donde A es 
en el  sistema 

n 

M'2'(t) = n f k2 Ck(t) = A , 
k=l 

(1.2.24a) 

el  ékea  superficial  total  por  unidad  de  volumen  del  fluido 
disperso. El Area  superficial  por  partícula  esta  dada por 

M(2' (t )/M'" (t 1 = A/N,. (1.2.24b) 

El  tercer  momento  es  proporcional al volumen  total  de l a s .  
partículas 

n M'3'(t )/6 = A f k3 Ck(t)/6 = V 
k= 1 

(1.2.25a) 

en donde V es la fracción  de  volumen  de  material  dispersado en el  fluido. 
Si la densidad  de  partículas  es  independiente  del  tamaño,  el  tercer 
momento es proporcional a la concentración  de masa del  material. El 
volumen  promedio  est&  definido  por 

v = VINO = [ n  M'3'(t)l/[6M'o'(t)l. - 
(1.2.25b) 

El  cuarto  momento  es  proporcional al ékea  superficial  total  del 
material,  que  se  sedimenta  en un fluido  estacionario.  Para  'partículas 
esfkricas  mayores  que 1 pm, la velocidad  terminal  esta  dada  por  cs = 
pd2g/18p en donde p es la densidad  de la partícula, g es la magnitud  de la 
aceleración  de la gravedad y p es la viscosidad  del  fluido.  De  acuerdo  con 
lo  anterior se encuentra [21 que la razón a la cual  una  superficie 
horizontal  se  cubre  con  material  sedimentado  esta  dada  por npgM'4'( t )/72p. 
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( A )  de la radiaci6n  incidente [81. Esto  significa  que  nos  encontramos en 
el  límite  de  dispersi6n  de  Rayleigh.  Entonces, la dispersi6n  total  de  luz 
por un aerosol  compuesto  de  partículas  muy  pequeñas,  se  obtiene  de  sumar 
la dispersi6n  de las partículas  individuales  sobre  todos  los  tamaños e 
indices  de  refraccibn, m, dando  como  resultado: 

bscat /I = (2ns/3h4)[(m2-l)(m2+2~12 M'6'(t) . (1.2.26) 

Aquí I es la intesidad  de la onda  dispersada  cuando  los  cúmulos son mucho 
menores  que h .  Para el  caso  de  partículas  cuyo  tamaño sea del  orden  de la 
longitud  de  luz  incidente,  es  necesario  considerar  leyes  de  dispersión m&s 
complejas a través  de la teoría  de  Mie [SS]. 

En  los  capítulos 4 y 5 calcularemos  explícitamente  algunas  de  estas 
propiedades  para  casos  particulares  de  kerneles  de  fragmentaci6n y 
coagulacibn,  el  modelo  estilizado  de  Flory-Stockmayer [41,491 y el  modelo 
diagonal  general  izado I32 1. 

1.3. Soluci6n en Equilibrio 

Existe  una  gran  variedad  de  situaciones en las cuales las 
reacciones  reversibles,  Ec. (1.11, son  importantes [36,58,591, puesto  que 
según  aumentan  de  tamaño  los  cúmulos, su probabilidad  de  rompimiento es 
mayor.  En  este  tipo  de  reacciones  existen  dos  procesos  competitivos  que 
afectan la evolución  temporal  de la distribucibn  de  tamaño  de  cúmulos y 
sus momentos. La raz6n  de  coagulacidn Kij disminuye  el  número  de  cúmulos 
en tanto  que la raz6n  de  fragmentación F,, los  incrementa. Por lo  tanto  es 
de  esperarse  que  para  algunas  clases  de  kerneles  exista  un  tiempo t, tal 
que  para  tiempos t>>t, se  establece  un  balance  entre  los  dos  procesos 
llevando al sistema a un  estado  estacionario en el  cual la distribuci6n  de 
tamaños  de  cúmulo y sus  momentos  no  dependen  del  tiempo.  Esto  es,  una 
característica  importante  de  los  procesos  reversibles es la existencia  de 
una  soluci6n  estacionaria a diferencia  de  los  fenómenos  de  agregaci6n 
irreversible en donde  se  tiene  una  evolución  temporal  permanente y el 
número  de  cúmulo  siempre  decrece. 

En este  caso  el  sistema  tiende a un  estado  Único  de  equilibrio  para 
el  cual d,P = O, y que  denotaremos  como P"(m).  Para calcular  esta 
distribucibn  de  probabilidad  es  necesario  hacer  notar  que  los  sistemas 
bajo  consideraci6n son sistemas  físicos,  finitos,  cerrados y aislados. 
Aquí "fisico"  significa  que  existe  una  descripci6n  microsc6pica  en 
tkrminos  de  un  hamiltoniano;  "cerrado"  implica  que  no  hay  intercambio  de 
materia  con  el  exterior. El término  "aislado"  significa  que  no  existen 
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fuerzas externas  dependientes  del  tiempo  actuando  sobre  el sistema. De 
acuerdo  con la mechica estadística  de  equilibrio,  para  este  tipo  de 
sistemas  el  sistema  puede  tener  una  distribuci6n  de  equilibrio. Como los 
procesos  involucrados  se  originan  por  interacciones  físicas o químicas, 
para  este  tipo  de  sistemas  tambiCn  se  satisface  el  principio  de  balance 
detallado  que  nos  indica  que  para  cada  estado  del  sistema las transiciones 
al estado o fuera  de 61, deben  equilibrarse  entre sí [25,60]. Para la 
Ec. (1.1.15) esta  condición  se  expresa  como 

para  todos  los  pares ( i, j); y  en  donde Peq(m) no  es  unívoca.  Esto 
significa  que  los  procesos  reversibles,  Ec.(l.l),  se  compensan  exactamente 
en equilibrio y para  cada  pareja  de  valores (i,j), cada  término  en  el 
miembro  derecho  de la Ec. ( 1.1.15)  se  anula  separadamente.  En  este  trabajo 
s610 consideraremos  modelos  de  kerneles K y Fij que  satisfagan la 
condici6n  anterior. 

i J  

La condici6n  de  balance  detallado  puede  considerarse  como  un 
conjuntode  relaciones  de  recurrencia  para  el  cual  puede  calcularse Peq(m) 
a partir  de  una  Peq(mo),  en  donde m. es  el  estado  que  contiene M mon6meros - 
libres. Pes(,) debe  de  estar  normalizada a la unidad.  Una  condici6n 
necesaria  para la existencia  de  esta  soluci6n  puede  deducirse  de la 
siguiente  manera:  consideremos  un  estado n-+, que  contiene  dos  cúmulos  menos 
que  otro  estado ma. Debe  notarse  que  existen  muchas  trayectorias  posibles 
que  conecten  estos  dos  estados  en  el  espacio  de  estados,  por  lo  tanto la 
soluci6n  est&  sobre  determinada  y s610 existir&  para  ciertas  relaciones 
entre  los  kerneles K y F, j. Por ejemplo,  supongamos  que mb contiene un 
cúmulo m, + j + k  y ma contiene  tres  cúmulos m,, mj,  mk, Por lo  tanto s610 
existen  tres  formas  posibles  de  conectar  estos  estados, a saber, 

i f  

m b - 'i+J,k 'Ij ma - 'i+k,j 'ik ma - 'j+k,i - - - Ajk ma . (1.3.2) 

De  acuerdo  con  la  expresi6n  anterior  podemos  expresar .la condici6n  de 
balance  detallado  para  Peq(ma)  y  Peq(mb)  en  tres  formas  diferentes,  dadas 
Por 

[Ki+j,k  Kijl/[Fi+j,k Fiji = [Ki+k,J  Kikl/[Fi+k,j Fikl = 

- 
- [KJ+k,i  Kjkl/[Fj+k,i  Fjkl 

(1.3.3) 

esta  es  una  condici6n necesaria  para  que  exista  una  soluci6n  de la 
ecuación (1.3.1). Esta última  ecuacidn  solo  se  satisface  cuando  los 
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kerneles Kij y Fij obedecen la siguiente  relación 

B;, E FiJ/KiJ = A a i J  a /ai+J 

en  donde {ak) est&  definido  por 

k - 1  - 1  
a, = 1, ak = A~-'( n B, J )  

J = 1  

(1.3.4a) 

(1.3.4b) 

Se  tendría  una  pequeña  complicaci6n si para  algún  valor  de k, supongamos 
que  para  k = n, B,, = O. Esto  significaría  que Kln = O y Fln f O pero 
debido a que se satisface  balance  detallado,  no  deben  existir  cúmulos  de 
tamaño  (l+n)  en el  estado  de  equilibrio.  Entonces  para  evitar  esto, 
simplemente  omitimos  el  número  (l+n)  de  nuestro  conjunto  de  indices. 

Puede  demostrarse  145,651  que la condici6n (1.3.4) es  suficiente 
para  que  exista  una  solución  única  de  (1.3.11, a saber, 

M m 
Peq(m) = [Z(A,V,M)l-l n [(AVak). 'I/ mk! (1.3.5) 

k = l  

aquí la constante Z ( A ,  V,M) es tal que  se  satisface la condici6n  de a 

normalización  de la funci6n  de  distribucibn. Esta ecuación  únicamente 
tiene  sentido  para  aquellos  estados  para  los  cuales se satisface la 
conservaci6n  de la masa o bien  el  número  total  de  unidades  monomkricas. 
Entonces,  para  todo  tiempo  se  satisface  que 

kmk = M , (1.3.6) 
k 

Por  convencibn  se  escoge la unidad  de  volumen tal que M = V, esto  es,  se 
selecciona la densidad  de  masa  igual a la  unidad. 

Siendo  Peq(m)  una  distribuci-ón  de  probabilidad,  contiene 
información  detallada'acerca  de las fluctuaciones y por  eso  es  de  inter& 
conocerla.  En  el  capitulo 4 se  calculara  explícitamente  esta  función  de 
distribución  de  equilibrio  para  un  modelo  particular. 
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CAPITULO 2 

EFECTOS  ESPACIALES EN LAS FLUCTUACIONES 

En  este  capítulo  obtendremos las ecuaciones  que  describen a las 
fluctuaciones  espaciales  en la densidad así como las funciones  de 
correlacibn  densidad-densidad  de  cúmulos a dos  tiempos y en dos  posiciones 
diferentes.  Para  esto  se  considera  el  número  de  partículas, N, como una 
cantidad  aleatoria  continua,  lo  cual  equivale a describir al sistema en 
términos  de un conjunto  infinito  de  variables  estocAsticas. A pesar  de  que 
ésto  puede  realizarse  de  diversas  formas [67-691, aquí  usaremos  el  m6todo 
de  los  momentos  compuestos  introducido  por  van  Kampen [36,70,711. A 
diferencia  de  otros  métodos,  6ste  tiene la gran  ventaja  de  no  tener  que 
definir  explícitamente  una  densidad  de  probabilidad en un espacio 
funcional.  AdemBs,  este  mCtodo  es m&s simple  y  matemhticamente  consistente 
y conduce a resultados  físicos  correctos. 

2.1 MCtodo  de  los  momentos  compuestos 

Este  método  se  implementa  en  dos  etapas.  Primero  se  discretiza  el 
espacio,  esto  es,  se  divide  el  volumen  total V accesible al sistema  en 
celdas  de  volumen v. Este  debe  ser tal que en  cada  celda el  sistema  pueda 
suponerse  espacialmemte  homog6neo y por  lo  tanto  que  pueda  ser  descrito 
por la ecuacibn  maestra  espacialmente  homogénea.  Sea % el  número  de 
partículas  de  tamaño k en  cada  celda. Si cada  celda  se  identifica  por  el 
índice A, la distribucibn  de  probabilidad  conjunta  de  todas las mkA al 
tiempo t est&  dada  por P({%,),t). Después  de un tiempo  dt  esta 
probabilidad  puede  cambiar a través  de  dos  mecanismos.  Primero, las 
dentro  de  cada  celda  cambian  por  un  proceso  de  reaccibn  (coagulacibn y 
fragmentacibn).  En  consecuencia  el  término  de  reaccibn T, ya no  estar& 
dado  por la Ec. (1.1.151, sino  por 

26 



(2.1.1) 

en donde  los  operadores A 
definidos  por 

* 
i J A  y 'ijh 

ahora  incluyen  el  indice A y esth 

en  vez  de  los  operadores  definidos  para  una sdla celda,  Ecs.  (1.1.8) y 
(1.1. 13). 

La segunda  etapa  del  metodo  consiste en  suponer  que P({%,),t) 
tambiCn  cambia  debido a que  los  cúmulos  pueden  difundirse  de  una  celda a 
otra. Si definimos W L k )  como la probabilidad  de  transicidn  por  unidad de- 
tiempo  de  que  un k-%ero  pase  de la celda 
posibles:  que  un  k-mero  se  mueva  de la celda 

o bien,  que  no  exista  difusidn 

A a la p ,  hay  dos  eventos 
A a la p ,  esto es, 

At , (2.1.3a) 

(2. 1.3b) 

Aquí  hemos  definido  el  estado % como 

% A  I ( .  . . ,miA + 1 . . . ,mip - 1, ... 1 . (2.1.4) 

La contribucidn  difusiva  total a la ecuaci6n  maestra, se obtiene  sumando 
las Ecs.  (2.1.3)  y  tomando  el  límite  cuando  At->O, 
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la 
Ec . 

Como  consecuencia  de  lo  anterior,  el  cambio  total  de  P({%A},t)  es 
suma  de la contribuci6n  reactiva T,, Ec.(2.1.1), y la difusiva TD, 
(2.1.5).  La  ecuaci6n  maestra  resultante  tiene  entonces  la  forma  general 

o mhs  explícitamente, 

(2.1.6b) 

Aunque  esta  ecuaci6n  maestra  contiene  toda  la  informaci6n  necesaria- 
para  calcular  las  fluctuaciones  locales  en  el  número  de  partículas  del 
sistema,.  es  poco  satisfactoria  puesto  que  un  sistema  real  no  puede 
dividirse  en  un  número  infinito  de  celdas  ni  puede  describirse  en  términos 
de un número  infinito  de  variables.  Por  esta  raz6n  es  deseable  reescribir 
las  Ecs. (2.1.6) usando  coordenadas  espaciales  continuas  en  vez  de  los 
Subindices  discretos A. Es  decir,  es  necesario  introducir  una  formulaci6n 
continua  de  la  ecuación  maestra. 

Para  este  propósito  reemplazamos el modelo  de  celda  por  una 
representación  continua  haciendo  las  siguientes  identificaciones: 
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Estas relaciones  equivalen a reemplazar  el  conjunto  de  números mkA por  una 
funci6n  densidad  de  cúmulos  p(r,t), en donde r es la posición  espacial  de 
la celda  correspondiente.  Las  integrales  se  evaluan  sobre  todo  el  espacio 
accesible al sistema y se  ha  sustituido la delta  de  kronecker a,, por la 
delta  de  Dirac 6(r-r’). 

N6tese  que  de  esta  manera en la Ec. (2.1.7d)  se  ha  reemplazado W(,) 
por las probabilidades  de  transición  Wk(r Ir’ 1. Con  objeto  de  simplificar 
m&s esta  última  ecuación  haremos  dos  hipótesis  adicionales.  Primero 
supondremos  que la magnitud  del  salto R = Ir-r’ I debe  ser  pequeña 
comparada  con las distancias  en  las  cuales  los  valores  medios y las 
funciones  de  correlación  varían  apreciablemente.  Segundo,  consideraremos 
que  el  sistema  es  homogéneo  e  isotrópico,  de  manera  que  Wk(rlr’ ) depende 
únicamente  de la magnitud R. Esto  garantiza  que  Wk(rlr’ 1 decrece 
rhpidamente al incrementarse Ir-r’ I y por  lo  tanto la probabilidad  de 
transicidn  por  unidad  de  tiempo  puede  reescribirse  como  Wk(rlr’) E 

Wk(rlr-r’ y desarrol-larse  en  potencias  de R. Bajo  estas  hip6tesis, la- 
condición  (2.1.7d)  puede  ser  reemplazada  por  el  operador  de  difusi6n 

v 1 Wbi)---> dr’ W, (r Ir’ ) ---> D, V 2 , 
h 

(2.1.8) 

en  donde la constante  de  difusión  esta  relacionada  con la probabilidad  de 
transición  por  medio  de 

D, = (112~1) dR R2 W,(R) , (2.1.9) 

en donde d representa  la  dimensionalidad  del  sistema. 

Definiendo  el  límite  continuo  de  esta  manera 1a.distribución de 
probabilidad P({mkh),t) se  transforma  en  una.  funcional  de  p(r,t), 
P([p(r,t)l,t). A partir  de  esta  funcional  de  probabilidad  pueden  obtenerse 
expresiones  explicitas  para sus momentos y funciones  de  correlaci6n.  Sin 
embargo, una manera  mhs  directa  consiste en deducir  ecuaciones  para  estos 
momentos a partir  de la formulación  discreta  de la ecuación  maestra, y 
subsecuentemente  expresarlas  como  funciones  continuas  en  el  espacio a 
partir  de las Ecs. (2.1.7). 
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2.2.  Limite  continuo 

En esta  seccibn  deduciremos las ecuaciones  para  los  primeros 
momentos a partir  de la ecuaci6n  maestra  discreta,  Ec.  (2.1.6).  con  ambas 
contribuciones, la de  reacci6n y la de  difusi6n [38,721. Empezaremos  por 
considerar la contribuci6n  debida a las reacciones en el  primer  momento 
<%,> = 1 mka P({m,--}, t 1. Esta se  obtiene  multiplicando la ecuacibn 
maestra  discreta  Ec. (2.1.1) por \, y sumando  sobre  todos  los  valores 
posibles  de m. Para  coagulaci6n  se  obtiene 

- 
m 

y para fragmentacih 

N6tese  que  este  sistema  de  ecuaciones  no  es  cerrado  para 

puesto  que  aparecen  los  segundos  momentos <mi,(t)mja(t)>. Sin  embargo, 
utilizando  el  desarrollo  sistem&tico  de la ecuaci6n  maestra  discutido  en 
el  capitulo 1 puede  obtenerse  una  ecuaci6n  cerrada. Así encontramos  que la 
contribuci6n  reactiva  a la ecuaci6n  para  el  primer  momento  est&  dada  por 

B?+J,k (t) = F i J  ( a i k  + A J k  'I+j,k 1 - 
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En  estas  ecuaciones  hemos  cambiado  ligeramente la notaci6n  con  respecto al 
capítulo 1. La parte  macrosc6pica  de mka, de  orden  v, la hemos  denotado 
por <mkOl> en vez  del  simbolo t#k usado  en la Ec.(1.2.1). 

Es necesario  señalar  que  para  realizar  este  procedimiento,  cada 
celda  debe  satisfacer las siguientes  dos  condiciones. Por un lado  debe  ser 
grande,  esto  es,  debe  contener  muchos  cúmulos,  para  poder  realizar  el 
desarrollo  sistemktico  de  van  Kampen. Por otro  lado  deben  ser  pequeñas 
comparadas  con  el  volumen  promedio  que  atraviesa  un  cúmulo  durante su vida 
media,  para así poder  justificar  la  hip6tesis  de  campo  promedio en  cada 
celda. Estas dos  condiciones  se  cumplen si se  supone  que  los  cúmulos 
viajan  grandes  distancias y chocan  muchas  veces  antes  de  reaccionar,  esto 
es, si el  proceso  esta  limitado  por  reacci6n. 

Ahora  consideraremos la contribucih de la parte  difusiva a la 
ecuaci6n  para  el  primer  momento  de  P({m,A}, t ) .  Para  Csto  reescribimos la 
Ec. (2. l. 5 1 en términos  de  los  operadores  de  ascenso y descenso E+' los 
cuales  estan  definidos,  respectivamente,  como 

- 
CL' 

El resultado  es 

Si ahora  multiplicamos  esta  última  ecuación  por mkA y sumamos  sobre  todos 
los  valores  de m y A, obtenemos la ecuaci6n 

(2.2.8a) 

(2.2.8b) 

Para  escribir las ecuaciones  para  la  parte  reactiva y difusiva  para 
el  primer  momento en el  límite  continuo,  sustituimos las Ecs. (2.1.7) en 
las ecuaciones  Ec. (2.2.4) y Ec. (2.2.8) , obteniendo  el  resultado 
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Bi+j,k (t) = F i j  ( 6 , , + 6 J k - 6 i + j , k )  . (2.2. lob) 

Sumando las ecuaciones  (2.2.9. a) y (2.2.9. b)  obtenemos  finalmente 
la ecuación  para  el  primer  momento  en  el  límite  continuo  dada  por 

(2.2.11) 

2.3 Fluctuaciones y funciones  de  correlación 

Siguiendo  un  procedimiento  analog0 al de la sección  anterior, al 
multiplicar la Ec. (2.1.6b) por mkamsS y sumar  sobre  todos  los  valores  de 
m, h y p ,  es posible  obtener  ecuaciones  para  los  segundos  momentos  de 
P({mkh) ,‘t). Sin  embargo,  para  definir  posteriormente las funciones  de 
correlación,  es  mhs  conveniente  deducir  ecuaciones  para dos cantidades 
definidas en función  de  los  segundos  momentos,  a  saber, las covarianzas 

y los  cumulantes  factoriales 

mkamsp>> <<m ka m s p  - ks6ap<mka> 
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Estos  últimos  obedecen una ecuaci6n mAs simple  que la de  las  covarianzas y 
se  obtiene  de la siguiente  manera.  Primero  usamos  el  ansatz (1.2.11, que 
para  los  segundos  momentos  se  expresa  como 

Aquí Amia denota  la  parte  fluctuante  de mi, en el ansatz (1.2.11, que  es 
de  orden v”~. Segundo,  deduciendo  de  la  ecuaci6n  maestra ( 2. l. 6 
ecuaciones  para  los  segundos  momentos <m, m > y restando  las  ecuaciones 
para < >a,<m >, <msp>¿3t<m,a>, y GksGaP~t<mka>, encontramos  que  hasta 
orden v’ya parte  reactlva  para  los  cumulantes  factoriales  resulta  ser 

a SP 
SP 

en  donde 

(2.3.2) 

(2.3.3a) 

(2.3.3b) 

AnBlogamente,  para  la  parte  difusiva  obtenemos 

Sumando  las  Ecs. (2.3.2) y (2.3.4) obtenemos la ecuaci6n  discreta  de 
evoluci6n  para  los  cumulantes  factoriales. 
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Para  obtener el límite continuo  de  esta  ecuaci6n  usamos las Ecs. 
(2.1.7)  en (2.3.2) y (2.3.4) obteniendo  así  una  ecuaci6n  para  los 
cumulantes  factoriales  Eks(rl, r2 1 definidos  como 

la cual  esta  dada  por 

con 

(2.3.6b) 

Para  resolver  este  sistema  de  ecuaciones  es  necesario  conocer la 
condici6n  inicial  que  de  acuerdo  con  la  definici6n (2.3.5) es 

Las  funciones  de  correlaci6n  a  dos  tiempos, Kz(t2, tl), se  expresan 
en  tkrminos  de  las  covarianzas 
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De  acuerdo a las definiciones  anteriores  se  pueden  expresar  como 

para t, 2 t, 2 O. Estas  funciones  de  correlaci6n  expresan  c6mo  la 
f  luctuaci6n Am al  tiempo t, en  la  celda p esta  afectada por la 
fluctuaci6n Amka a un tiempo  anterior t, en  la  celda  a. 

SB 

El  c&lculo  de  las  funciones  de  correlación  se  realiza  en  dos 
etapas.  Primero  se  calcula el  promedio  condicional 

para  un  valor  dado  de  las  fluctuaciones  al  tiempo t,. Cuando  esto se 
realiza  para  la  parte  reactiva,  de  la  Ec. (2.2.2) se  sigue  que Am 
satisface  la  siguiente  ecuación 4 

con la  condición  inicial  hmspltl J = Am (t,). El segundo  paso  consiste  en 
multiplicar Am (t) por la  fluctuación  Inicial A%a(tl) y promediar  sobre 
todos  los  valores  posibles  de  m(t,).  Realizando  Csto y usando (2.3. lo), 
se  encuentra  que  las  funciones  de  correlación Kzf(t, t,) satisfacen  la 
ecuación 

s.@ 
S P  

con la  condición  inicial 

La  contribución  difusiva  a  las  funciones  de  correlacibn,  se  obtiene 
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a partir  de la Ec. (2.3.4) con  el  resultado 

(2.3.13) 

Sumando  (2.3.10) y (2.3.13) obtenemos  la  ecuaci6n  que  satisfacen  las 
funciones  de  correlacidn  en  el  límite  discreto.  De  la misma manera  que  en 
las  secciones  anteriores,  usando  las  Ecs. (2.1.7) en la ecuaci6n  discreta 
resultante  llegamos  al  siguiente  resultado  en el límite  continuo 

atKsk(r2,t2;rl,t,) = f {AsJ(r2,t2) + 
J = l  

+ 112 f ~,+,,~(r,,t,)) K (r , t2;r,,t,) + 
i = 1  Jk 2 

+ (Dk+ Ds) V2~ks(r2, t,; rl,tl) 
(2.3.14) 

en  donde  hemos  definido 

Aún  para  kerneles  de  coagulacidn y fragmentaci6n  sencillos  no  es 
posible  obtener  una  soluci6n  general  para  condiciones  iniciales 
arbitrarias.  Un  caso  particular  en  donde  esto  es  posible  es  cuando  el 
sistema  es  espacialmente  uniforme  inicialmente,  esto es, 

M s  aún, esta  condici6n  inicial  tambiCn  simplifica las ecuaciones 
para  los  primeros y segundos  momentos.  Se  encuentra  que  los  cumulantes 
factoriales [pk(r,)ps(r2)>> y las  funciones  de  correlaci6n 
~ ~ ~ ( r ~ ,  t2;rl, t,) dependen  de rl y r2 únicamente a traves  de  la  distancia 
relativa r rl - r2. Explícitamente,  de (2.3.6) se  sigue  que  la  ecuaci6n 
para  los  cumulantes  es 
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y  que las funciones  de correlacih ~~~(r;t,, t,) satisfacen  el  siguiente 
conjunto  de  ecuaciones  diferenciales 

+ ( D ~ +  D ~ )  v ~ K ~ ~ ( ~ ;  t,,tl) (2.3.18) 

Por supuesto,  para  poder  resolver  estas  ecuaciones  es  necesario 
conocer  explicitamente  los  kerneles  de  coagulación  y  de  fragmentaci6n. En 
los  capítulos  siguientes  consideraremos  tres  modelos  Particulares:  el 
modelo  de  un  aerosol, el  de  Flory-Stockmayer  estilizado [291 y el  modelo 
diagonal  generalizado  I321  para  poder  así  llegar  a  resultados  concretos  y 
graficar  el  comportamiento de las  correlaciones. 
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CAPITULO 3. 

DESCRIPCION  ESTOCASTICA  DE UN AEROSOL  LIQUIDO 

Desde  un  punto  de vista muy  general,  un  aerosol  puede  definirse 
como  un  sistema  compuesto  por  un  gran  número  de  gotas,  líquidas o sólidas, 
inmersas en un fluido.  Por  lo  tanto,  puede  visualizarse  como  una 
suspensión  de  partículas  esféricas  que  puede  describirse  adoptando 
diferentes  puntos  de  vista. 

A un  nivel  macroscópico la dinhica y  los  diversos  procesos 
físico-químicos  que  experimentan las gotas  se  describen  mediante las 
ecuaciones  hidrodinhicas  usuales  de  conservación  de  masa,  impetu y 
energía.  El  aerosol  se  considera  como  una  fase  continua [ 11 inmersa  en - 
otra  fase  continua , el  fluido, y la descripción hidrodinhica de  ambas  se 
conoce  como  el  modelo  de  "flujo  localmente  homogéneo" (LE) [2]. 

Por  otra  parte,  desde  un  punto  de  vista  mesoscópico las gotas  del 
aerosol,  como  es  natural  suponer,  pueden  describirse  estadísticamente 
mediante una función  de  distribución  de  probabilidad en un espacio 
multidimensional  de  variables  de  estado,  tales  como  el dihetro, posición, 
velocidad,  tiempo,  temperatura,  concentración,  etc,  de las gotas  del 
aerosol.  La  ecuación  de  evolución  temporal  que  obedece  esta  función  de 
distribución  es  una  ecuación  de  balance  de  probabilidad,  que se puede 
construir,  por  ejemplo,  usando  en  este  espacio  métodos  analogos a los  que 
se usan  para  obtener  ecuaciones  de  conservación  macroscópicas.  Los  efectos 
producidos  por las gotas  sobre  la  fase  gaseosa estb representados  por 
términos  fuente  en las ecuaciones  de  conservación hidrodinhicas que 
gobiernan  el  comportamiento  del  gas.  De  esta  manera  se  obtiene  un  sistema 
de  ecuaciones  de  evolución  acopladas  para  el  aerosol  (estadísticas)  y  para 
el  gas (hidrodinhicas)  en que  se  encuentra  suspendido. 

Este  método  ha  sido  desarrollado  fundamentalmente  por  Williams [31 
y  únicamente  se  ha  empleado  con  éxito,  y  con  numerosas  simplificaciones, 
en el  caso en que  el  aerosol  formado  por las gotas  de un líquido  puro  se 
evapora a régimen  estacionario.  Debe  enfatízarse  que  este  método  no 

38 



identifica  los  procesos  de  agregación  como  procesos  estochsticos y en este 
sentido  no  es  una  descripción  fundamentada  en  la  teoría  de  procesos 
estochsticos y s610 es una  teoría  estadística. El propósito  de  este 
capítulo  es  el  de  adoptar  un  punto  de  vista  mesoscópico  para  construir  una 
descripción  estochstica  mhs  que  estadística  de  un  aerosol. La diferencia 
fundamental  con el mCtodo  de  Williams  radica  en  que  los  procesos 
físico-químicos  que  ocurren  en  el  aerosol  los  consideraremos  como  procesos 
estocitsticos  Markovianos.  En  consecuencia  la  dinitmica  del  aerosol  estar& 
descrita  por  la  ecuación  maestra,  que  gobierna  el  comportamiento  temporal 
de  estos  procesos.  Debe  enfatizarse  que  aunque  Cste  enfoque  estochstico 
sigue  siendo  fenomenológico,  proporciona m i t s  información  que  una 
descripción  exclusivamente hidrodinhica, pues  permite  describir  tambiCn 
las  fluctuaciones  de  las  variables  de  estado  alrededor  de su 
comportamiento  macroscópico y, por  consiguiente,  todos  los  efectos a que 
estas  fluctuaciones  dan  lugar. 

Los  aerosoles  ocurren  en  sistemas  físicos  muy  variados,  como  son  un 
sistema  atmosfCrico  en  la  formaci6n de nubes,  una cbara de  combustión o 
un  reactor  nuclear.  En  este  capítulo  construiremos  un  modelo  de  aerosol 
que  puede  representar a cualquiera  de  estos  dos  últimos  sistemas. MAS 

específicamente,  describiremos  primero  las  fluctuaciones  internas y el 
factor  de  estructura  dinitmico  de  un  aerosol  que se encuentra  en  una  chmara 
de  combustión.  Posteriormente,  en  la  sección 3.5, estudiaremos  los  efectos 
tCrmicos  para  un  aerosol  que  se  forma  en  un  reactor  nuclear. 

3.1 Eventos  elementales y ecuación  maestra 

Aunque  estrictamente  hablando  en  la cbara no  existen  zonas  bien 
diferenciadas,  para  nuestros  propósitos es suficiente  considerar  sólo  las 
siguientes  tres  zonas: 

a)  zona  cercana al  atomizador, 
b)  zona de combustión, 
c) zona  de  los  productos de reacción. 

En  nuestro  anhlisis  nos  restringiremos a la  primera  zona en donde  la 
densidad  de  gotas  es  apreciable y ocurren  colisiones  frecuentes  entre 
ellas.  Estas  colisiones  dan  lugar a tres  eventos  elementales  principales: 

i) Coalescencia:  las  gotas  al  chocar  se  unen  formando  así 
una  gota mits grande, 

ii 1 Fragmentación o rompimiento:  al  chocar las gotas  se 
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rompen  en  gotas m&s pequeñas, 

las gotas  como  esferas  duras. 
iii) Dispersión:  ocurren  colisiones  elasticas, comporthdose 

Todos  éstos  procesos  son  muy  complejos  y  difíciles  de  analizar 
detalladamente,  esto  es  microscópicamente,  pero  existe  evidencia 
experimental  suficiente  (dispersi6n  de  luz)  de  que  ocurren.  AdemAs, 
también se han  desarrollado  diversos  modelos  semi-  empíricos  para 
describirlos [41. Es  conveniente  enfatizar  en  este  punto  que  todos  estos 
procesos  producen  una  distribución  de  tamaños  en  el  aerosol,  es  decir,  lo 
hacen  polidisperso en tamaño  y masa. 

Ademas  de  los  procesos  mencionados  arriba, en la zona  cercana al 
atomizador  se  produce  un  proceso  adicional: la evaporación  de las gotas, 
el  cual  también  tiene  que  ser  modelado. Si el  aerosol  esta  compuesto  de 
gotas  muy  pequeñas ( lop de dihetro), las gotas  se  evaporan  antes  de 
quemarse,  esto es, antes  de  llegar a la zona  de  combustión.  Esto se debe a 
que las gotas  pequeñas  incrementan  el  &rea  superficial  de  todo  el-aerosol 
de  manera tal, que  aumenta la razón  de  transferencia  de  masa y de  calor 
durante la evaporación. A este  proceso  se  le llama combustión  homogénea. 

De la descripción  anterior  es  claro  que  para  tener  un  modelo 
tratable  de un aerosol  es  necesario  hacer  aproximaciones  y 
simplificaciones.  Esto  conduce al 1 lamado  "modelo  de  gota" [ 51. El 
analisis  debe  tomar  en  cuenta  los  efectos  del  movimiento  relativo  de la 
gota  respecto al gas y el  hecho  de  que  todo  el  proceso  es  dependiente  del 
tiempo.  Esto  es,  que  las  condiciones  del  líquido  y  del  medio  ambiente 
varían  durante  el  tiempo  de  vida  de  una  gota  de  aerosol.  Las  hipótesis mas 
importantes  de  este  modelo  son las siguientes: 

1) Las  gotas  son  esféricas, l o  cual  se  satisface  para  números 
de  Weber  bajos, i.e., We << 20. 

2 )  El aerosol  es  lo  suficientemente  diluido  como  para  poder 
ignorar la transferencia  de  calor y de  ímpetu  entre las gotas,  pero  la . 
densidad es apreciable  para  que  puedan  ocurrir  coalescencia  y 
fragmentación a través  de las colisiones  entre  gotas. 

3) Por la hipótesis  anterior  podemos  suponer  que  la  superficie 
líquida  esta  en  equilibrio  termodinámico  y su temperatura  permanece 
esencialmente  constante.  Esto  significa  que las variaciones en la 
temperatura  producidas  por la evaporación  (calor  de  evaporación)  también 
son despreciables. 

4) La radiación  térmica  que  existe  entre la gota y sus 
alrededores  es  despreciable,  porque la razón  de  transferencia  de  calor 
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convectivo  de las gotas  es  grande  comparada  con la raz6n  de  transferencia 
por  radiaci6n.  Este  efecto  es  importante  cuando  existe  hollín o partículas 
absorbentes. 

5) Las  reacciones  químicas  en la fase  líquida  se  ignoran  en 
una  primera  aproximaci6n. 

A pesar  de  que  este  modelo  involucra  hip6tesis  muy 
restrictivas  que  eliminan  los  efectos  tCrmicos,  sigue  siendo  realista 
puesto  que  contiene  varios  de  los  procesos m&s importantes  que  ocurren en 
un aerosol.  Por  otra  parte,  desde un punto  de vista matemhtico  es  tratable 
y  razonablemente  simple. Los efectos  tCrmicos  en la dinhmica  del  aerosol 
los  analizaremos  posteriormente,  en  este  mismo  capítulo,  para  el  caso  de 
un aerosol  producido  en  un  reactor  nuclear. 

Aqui  nos  limitaremos  a  analizar  aquella  situaci6n en la cual  el 
aerosol  est&  descrito  por  el  número  N  de  gotas al tiempo t sin importar 
cómo  se  distribuye  6ste  número  en  cúmulos  de  diferente  tamaño.  Esto se 
debe a que  en  algunos  problemas  aplicados en cwaras de  combusti6n 
interesa  conocer la cantidad  total  de  combustible  quemado y la eficiencia 
del  proceso  de  combusti6n,  no  tanto  el  tamaño  específico  de las gotas a un 
tiempo  dado.  Entonces  el  estado  del  aerosol  est&  descrito  por una sola- 
variable:  el  número N de  gotas 1 íquidas al tiempo t. Esto  implica  que en 
nuestro  modelo  despreciaremos  totalmente  los  efectos  del  solvente  aunque 
usualmente  los  efectos  de  arrastre  y  convecci6n  forzada se toman  en  cuenta 
mediante  correlaciones  empíricas.  En  consecuencia,  el  problema  fundamental 
consiste  en  construir  una  ecuací6n  que  gobierne la evolucidn  temporal  de 
la funci6n  de  distribuci6n  de  probabilidad  de  número  de  cúmulos  (gotas) 
Q(N,t)  definida  por 

Posteriormente  consideraremos  los  efectos  espaciales en  nuestra 
descripci6n  estocAstica,  los  cuales  reflejan la dependencia  de las 
propiedades  del  aerosol en la zona  cercana al atomizador.  Para  este 
prop6sit0, en la siguiente  seccibn  construiremos  la  ecuaci6n  para P(N,t). 
Sin  resolverla,  en la seccibn 3.2, obtendremos  ecuaciones  para  sus 
momentos,  calcularemos  cantidades  físicas  que  pueden  ser  medidas,  en 
principio,  experimentalmente.  En la secci6n 3.3. introduciremos  los 
efectos  espaciales  en  estas  ecuaciones  siguiendo  el  metodo  de  los  momentos 
compuestos.  En la secci6n 3 . 4 . ,  calculamos la funci6n  de  correlacibn  de 
densidades  en  equilibrio y el  factor dinhico de  estructura  del  aerosol. 

41 



Finalmente,  en  la  secci6n  3.5.  discutiremos  las  ventajas y limitaciones  de 
&tos  c&lculos y mencionaremos  algunas  otras  características  físicas  del 
método. 

3.1.1 Ecuaci6n  para  la  distribución  de  tamaños  Q(N,t) 

Primero  supondremos  que  en  el  aerosol  sólo  pueden  ocurrir 
condensaci6n y fragmentación.  De  acuerdo  con  lo  dicho  anteriormente 
escogemos a los  correspondientes  kerneles  independientes  del  tamaño  de 
cúmulo,  por  ejemplo K = 1 y Fij =h. En  este  caso  la  ecuaci6n  para 
Q(N, t 1 que  gobierna  el  comportamiento  del  aerosol, se  obtiene 
multiplicando  la  ecuación  maestra,  Ec.  (1.1.15),  por y sumando 
sobre'todos los  estados  accesibles m. 

1 J  

(3.1.1) 

con la condición  inicial 

Q(N,O) = (3.1.2) 

En  estas  ecuaciones  hemos  introducido  los  operadores  de  ascenso y descenso 
E:' definidos  por 

E" f(N) = f(N+l) N , (3.1.3) 

en  donde f ( N )  es  una  funci6n  arbitraria  de N. En  las  ecuaciones  anteriores 
M representa  el  número  total  de  unidades  (gotas).  La  Ec.(3.1.1)  es  un 
ejemplo  de  una  ecuaci6n  que  describe un,proceso no  lineal  de  un s610 paso. 
Aunque  esta  ecuaci6n  puede  resolverse  num&ricamente,  únicamente  para  el 
caso  en  que h = O puede  obtenerse  una  soluci6n  anal  itica  para  cualquier 
tiempo [61. También  para h f O y t m puede  obtenerse  la  soluci6n  de 
equilibrio 171, 
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en donde Q, se determina  por la condici6n  de normalizacih de la 
probabilidad  total,  ZQiq = 1. 

3.1.2 Modelo  generalizado 

El modelo  de la secci6n  anterior  es  muy  simplificado  puesto  que en 
una  cdmara  de  combusti6n  real  tambikn  ocurren  otros  procesos.  En  efecto, 
como la densidad  del  aerosol  es alta en la zona  cercana al atomizador, las 
colisiones  entre las gotas  son  frecuentes  e  inducen  el  rompimiento  de  una 
gota  dando  lugar a n  gotas  menores.  Por  otra  parte, las características 
del  combustible  y la temperatura a la que  se  encuentra  en la &mara 
producen evaporacih y  esto  disminuye  el  número  de  gotas en el  sistema. 
Ademds, la chara est&  conectada a una  fuente  externa  de  combustible 
(atomizador),  lo  que  la  hace  un  sistema  abierto  y  por  lo  tanto es 
necesario  considerar  el  suministro  externo  de masa en la descripcih. Como 
veremos, a pesar  de su simplicidad  este  modelo,  describe  diversos  procesos 
físico-  químicos  importantes  que  ocurren  en  el  aerosol.  Para  describirlos 
definiremos las siguientes  probabilidades  asociadas con los  eventos' 
elementales  involucrados: 

p(n) : probabilidad  de  que  n  gotas  sean  producidas en  un  evento 

rr : probabilidad  por  unidad  de  tiempo  de  que  una  gota  se 

re : probabilidad  por  unidad  de  tiempo  de  que una gota se 

S : probabilidad  por  unidad  de  tiempo  de  que la fuente  emita 

de  fragmentación, 

fragment  e, 

evapore, 

una  gota. 

Al incluir  p(n)  tomamos en  cuenta la posibilidad  de  que  una  gota se rompa 
en  n  gotas  menores  y  no s610 en  dos  como  en la Ec. (3.1.1). Dado  que 
existen  N-1-n  gotas  en  el  sistema la contribucih de  este  termino a la 
ecuacidn  para  Q(N,t)  es 

(3. 1.5) 
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La contribuci6n a Q(N, t )  debida  a  que  el  aerosol  absorba  una  gota  de la 
fuente  es 

Por último, la contribucu6n  debida  a  que  una  gota  se  evapore  dado  que  hay 
N-1 gotas  en  el  sistema  esta  dada  por 

re(Eil-l)N Q(N, t) . (3. 1.7) 

Si estos  procesos  tambien  son  Markovianos  y  mutuamente  excluyentes, la 
ecuaci6n  para  Q(N,t)  se  obtiene  de las Ecs. (3.1.11, (3.1.5)-(3.1.7) 

3.2. Momentos  de la distribución  Q(N, t) 

Siguiendo  el  procedimiento  descrito en la secci6n 2.2 
introduciremos  efectos  espaciales  en la ecuaci6n (3.1.8). Despues  de 
dividir  el  volumen  total V en  celdas,  la  ecuaci6n  discretizada  para  Q(N,t) 
es 

La segunda  etapa  considera  el  efecto  difusivo  entre  celdas; la 
forma  de  este  termino  es  (cf.sección 2.1) 
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en donde  VW es la probabilidad  de  transición  entre  celdas  por  unidad  de 
tiempo y por  unidad  de  volumen. PA 

En  consecuencia,  el  cambio  total  de  Q([NA],t)  sera la suma  de 
(3.2.1) y (3.2.2) y la ecuación  de  evoluci6n  para  Q(N,t)  es 

Nótese  que  esta  ecuaci6n  es  discreta y que  contiene  toda la informaci6n 
necesaria  para  calcular las fluctuaciones  internas en el  número  de  gotas 
de 1 aerosol. 

3.3. Fluctuaciones  en  el  límite  continuo 

Ahora  obtendremos  ecuaciones  para  los  dos  primeros  momentos  de 
Q( [NA], t) a partir  de la Ec. (3.2.31, para  el  caso en que  el  proceso  de 
coagulaci6n  es  despreciable  comparado  con  el  de  fragmentación. 
Consideremos  el  primer  término  de  esta  ecuación. Si multiplicamos la 
Ec.  (3.2.1)  por N, y sumamos  sobre  todos  los  valores  de A, se  obtiene  una 
ecuaci6n  para  el  primer  momento <N,>= $' N, Q( [NhI, t). 
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Si ahora usamos la siguiente  propiedad  de  los  operadores  de  ascenso y 
descenso 

n- 1 

N=O N =  1 
2 g(N) E;' f(N) = f(N) EN' g(N) , (3.3.2) 

en  donde  f y g son  funciones  arbitrarias  de N, se  puede  demostrar  que (3.3.1) 
se  reduce a 

¿3,<Na> = VS - A <Na> . (3.3.3) 

Aquí  hemos  definido, 

(3.3.4) 

Anhlogamente, si ahora  multiplicamos  la  .Ec. (3.2.3) por  NaNS y 
sumamos sobre  todos  los  valores  de A, obtenemos la ecuaci6n  para  el 
segundo  momento, <N N > = N N  P( [NA,], t 1 ,  

a s  a s  

m 
+ ir, NaNP p(n) (E'-n-l) NA 1 Q( [NA], t) . (3.3.5) 

n=O NA 

N6tese  que  en la ecuaci6n  del  segundo  momento  aparece  el  primero, 
pero  no  aparecen  momentos  de  orden  superior,  lo  cual  refleja  el  caracter 
lineal  de la ecuaci6n  (3.2.3). Es posible  expresar en forma  aún m& 
compacta la Ec.(3.3.6)  utilizando  los  cumulantes  factoriales 
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Así, 

en  donde  hemos  definido 

(3.3.7) 

(3.3.8) 

(3.3.9) 

Si ahora  introducimos  la  densidad  de  partículas p(r) definida  por  la 
Ec. (2.1.71, la  Ec. (3.3.3) se reescribe  como 

Para  reescribir (3.3.8) en el  límite  continuo,  seguimos los pasos 
indicado  en  la  secciones 2.2 y 2.3, con el  resultado 

AnBlogamente,  la  contribución  difusiva a las  ecuaciones  de  los 
primeros y segundos  momentos  en  el  límite  continuo  se  obtienen  siguiendo 
el  procedimiento  de  la  sección 2.3. Así obtenemos 

Resumiendo, si ahora  tomamos  en  cuenta  la contribucih a las 
ecuaciones  del  primer  momento y del  cumulante  factorial  que  provienen 
tanto  del  primer  termino  (reacción)  como  del  segundo  termino  (difusi6n)  de 
la  ecuacidn  (3.2.31,  obtenemos,  sumando (3.3. ll), (3.3.12) y (3.3.131, 
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(3.3.141, 

(3.3.15) 

Estas  ecuaciones  constituyen  el  resultado  principal  de  aplicar  el 
mCtodo  de  los  momentos  compuestos a este  modelo  de  aerosol.  Contienen  los 
efectos  de  reacci6n y de  difusibn,  que  hemos  mencionado  anteriormente, en 
el  límite  continuo. 

3.4. Factor  de  estructura 

Para  obtener  una  expresión  analítica  para  el  factor  de  estructura 
dinimico  del  aerosol,  consideraremos un caso  particular  del  modelo 
estudiado  en la secci6n  anterior:  supondremos  que  la  evaporaci6n  es  el 
fen6meno  dominante en la &mara  de  combusti6n.  Esto  corresponde a' 
describir al aerosol  en  la  zona  lejana al atomizador,  en  donde las 
colisiones  entre  partículas  es  prácticamente  despreciable. 

Primero  n6tese  que  de  la  Ec.(3.3.15) la soluci6n  en  equilibrio  esta 
dada  por 

Por  otra  parte,  de (3.3.16) se  obtiene  que  el  valor en  equilibrio  del 
cumulante  factorial g(lrl-r21) I [p(rl)p(r2)le , es 

(V2-k2) g(r) = O , k2 = A/D 1 (3.4.2) 

en donde r=lrl-r21. La solucidn  general  de  esta  ecuaci6n  es  de la forma 

g(r) = F exp(-kr)/r + E  exp(kr)/r , (3.4.3) 
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en donde F y E son dos  constantes  arbitrarias  por  determinar. Puesto que 
las fluctuaciones  no  pueden  crecer  exponencialmente  cuando r->m, la 
soluci6n  es 

g(r) = F exp(-kr)/r (3.4.4) 

La constante F se  determina  de  la  siguiente  forma.  Puesto  que  de  acuerdo 
con la Ec. (2.3.5) la covarianza  de  las  fluctuaciones en  equilibrio 
(independiente  del  tiempo)  esta  definida  por 

de la Ec.  (3.4.1)  se  sigue  que 

<<p(r,)p(r,)>>" = g(lrl-r21) + 6(r,-r2)<p(r1)>" . (3.4.6) 

Pero la integral  de  esta  cantidad  sobre r1 o r2 en  equilibrio  debe 
anularse 181 de  modo  que  esta  condición  fija  el  valor  de F. Es decir, 

de  donde 
A = -  S k2/ 4K A (3.4.7b) 

En  consecuencia, la covarianza  de  las  fluctuaciones en  equilibrio  resulta 

Ahora  consideraremos la función  de  correlación 
puntos  diferentes' a dos tiempos  distintos (t2>t,) 
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De  una  manera m& explícita,  esta  función  de  correlación  puede  expresarse 
como 

Resolviendo la Ec.  (3.3.15)  para  una p(r, t) dada  se  obtiene  el  promedio 
condicional 

m 
1 exp[-(r2-r’  )2/4D(t2-tl)l{p(r’, t’ )-<pe)dr’ 
O 

(3.4.11) 

Y si ahora  sustituimos  esta  expresión  en  .(3.4.10)  y  usamos (3.4.8) se 
obtiene  que  para t>O 

G(r,t) = ( W A )  e~p(-At)(4nDt)-~/~[exp[-(r~/4Dt)l - 
m 

- 1 exp[-(r,-r’ I2/4Dt I [exp(-kr’ )/r’ ldr’ . (3.4.12) 
O 

Esta es la expresión  para  la  función  de  correlaci6n  de  densidades en 
equilibrio. 

El  factor dinhico de  estructura  puede  obtenerse  fhcilmente  de  este 
resultado.  En  efecto,  utilizando  la  teoría  de  dispersión  de  luz  (Rayleigh) 
[91, el  factor  de  estructura  S(k,w)  está  definido  como la transformada  de , 

Fourier  con  respecto a r y t de  G(r,t).  Entonces  de la Ec.(3.4.12)  se 
sigue  que 

S(k,w) = [2<p>e/4n21{Dk2/[  (A+Dk2I2+$1) . (3.4. 13) 

Esta  expresión  es  el  factor  dinamico  de  estructura  para  nuestro  modelo  de 
aerosol en una chara de  combusti6n. 
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3.5. Efectos  tdrmicos en un  reactor  nuclear 

Así como  hemos  considerado  los  efectos  espaciales en las 
fluctuaciones  en la densidad p ( r ,  t 1 ,  tambiCn es de  inter&  el  chlculo  de 
estos  efectos  en la temperatura o densidad  de  energía  de un aerosol 
producido en  un  reactor  nuclear. Es bien  conocido  que  los  reactores 
nucleares  de  potencia  operan  en  un  estado  supercrítico  y  que  se 
estabilizan  por  efectos  de  retroalimentación  en la temperatura..  Desde un 
punto  de  vista  teórico  otros  efectos  no  lineales  tambidn  son  posibles, 
tales  como  aquellos  debidos al quemado  del  combustible [lo], y al 
envenenamiento  producido  por  Xe  y Sn [ 11 l .  El comportamiento  temporal  de 
las fluctuaciones  en  un  reactor  nuclear  como  función  de la temperatura 
puede  estudiarse  con  este  formalismo  considerando a la fisidn  como un 
efecto  de  fragmentación.  En  este  sentido  los  neutrones en el  reactor 
pueden  considerarse  como  un  aerosol. 

Supondremos  que la tasa  de  eliminación  de  neutrones ( A c )  depende  de 
la temperatura  del  combustible,  la  cual  tambidn  es  una  variable  de  estado 
[ 12,131. Este  problema  ya  ha  sido  estudiado  para  un  reactor  nuclear  pero 
no  desde un punto  de  vista  estochstico  basado en la ecuación  maestra. 
Algunos  autores [141 usaron  una  aproximación  cindtica  obtenida a partir de- 
una  ecuación  de  Liouville  para  deducir  ecuaciones  para las funciones  de 
correlaci6n  de  densidades,  sin  considerar  neutrones  retardados.  Otros 
autores 1151 usan  una  tCcnica  de  Langevin  para  obtener  funciones  de 
correlación,  incluyendo  la  producción  de  neutrones  retardados así como 
fuentes  de  ruido  de  color.  En  ambos  casos el  efecto  de la temperatura  y su 
correlación  con la densidad  de  neutrones  no  se  ha  considerado.  Aquí [161 
consideramos  estos  efectos  en  un  modelo  específico 1171 en el  cual se 
desprecia la presencia  de  neutrones  retardados. MAS aún, el  modelo 
considera  como  sistema  refrigerante a un  baño  térmico. En este  caso  el 
estado  del  reactor  esth  descrito en términos  del  siguiente  conjunto  de 
variables  estochsticas  discretas:  el  número  total N de  neutrones  en  el 
reactor  y la energía  tCrmica U del  combustible  expresada en unidades  de la 
energía  producida  en  un  evento  de  fisión,  q  (fragmentación). 

U esta  relacionada  con  la  temperatura  a  travds  de U = (CvpVT/q) 
[ 181, en  donde Cv, p. y V denotan , respectivamente, la capacidad 
calorífica a volumen  constante  del  combustible, su densidad  y su volumen. 
En  este  caso, la ecuación  maestra  para  la  densidad  de  probabilidad 
P ( N , U ,  t) que  gobierna  el  estado  del  sistema  es  anhloga a la Ec. (3.1. l), 
en donde  es  necesario  incluir  el  efecto  de la nueva  variable  de  estado U 
así como  ignorar  el  término  de  coagulación,  puesto  que  este  proceso  no 
ocurre  en  este  aerosol. 



Para  construir  las  probabilidades de transición,  debemos  introducir 
los  eventos  que  ocurren  en  el  reactor.  Estos  eventos  los  resumimos  en  la 
Tabla 2 en donde  damos tambih su tasa  de  ocurrencia. 

EVENTOS  CAMBIO  NETO  PROBABILIDADES DE 
AN AU  TRANSICION 

Fisión u - 1  +1 AN p,(u) 
Eliminación  de 
neutrones -1 O 
Transferencia  de  calor 
del  combustible  al 
refrigerante O -1 htU 

AC 

Tabla 2. Eventos  elementales  en  un  Reactor  Nuclear 

Tomando  en  cuenta  estos  eventos,  la  ecuación  maestra  resulta 
ser 

Aquí, 7 = (aq)/(Cvp),  h,  es  el  coeficiente  de  transferencia  de  calor  del 
combustible  al  refrigerante, S es  la  intensidad  de  la  fuente  de  neutrones 
y A ,  p, ( u )  denotan,  respectivamente,  la  tasa  de  fisión y la  probabilidad 
de  obtener u neutrones  en  un  evento  de  fisión. 

Para  describir  las  fluctuaciones  locales  del  número  de  neutrones y 
de  la  temperatura  en  el  reactor,  usaremos  nuevamente  el  metodo  de los 
momentos  compuestos  discutido  en el  capítulo 2. Discretizando  la 
Ec. (3.5.1) obtenemos 
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(3.5.2) 

Siguiendo  el  procedimiento,  ahora  consideraremos  el  límite  continuo, 
definiendo 

p ( r )  = lim N h  / V , O ( r )  = lim UA / V , 
v->o  v - > o  

(3.5.3) 

para  así  obtener  ecuaciones  para  los  primeros  momentos  dadas  por 

a,<p(r, t)> = S + (A-D,v~-A~) <p(r, t I >  , (3.5.4a) 

a,<O(r, t)> = (D,V2-Ac ) < O ( r ,  t)> + A <p(r, t ) >  , (3.5.4b) 

AnAlogamente,  para  los  cumulantes  factoriales  obtenemos 

Ahora usaremos  las  ecuaciones  anteriores  para  obtener  las  fluctuaciones  en 
equilibrio y las  funciones  de correlacih para el reactor.  De  las 
Ecs.(3.5.4)  obtenemos  primero  las  soluciones  en  equilibrio 
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(3.5.6) 

Ya  que X, y A son  cantidades  positivas, y puesto  que las fluctuaciones  no 
pueden  crecer  exponencialmente  cuando r m , igualando  la  Ec.  (3.5.5) a 
cero y sustituyendo  las  Ecs.(3.5.6)  en el  resultado  obtenido,  encontramos 
que las fluctuaciones  en  equilibrio  de la densidad  estan  dadas  por 

en'  donde  K2= (A,- h)/DN.  De  forma  anAloga  encontramos  que  la  covarianza  de 
las fluctuaciones  cruzadas  es 

(3.5.8) 

con s21 (ht+A,-h)/(DN+Du) y para  las  fluctuaciones en la energía 
(temperatura)  obtenemos 

en  donde a'= h, /D,. 

Los resultados  obtenidos  anteriormente  Ecs.(3.5.7) - (3.5.9) tienen 
una  interpretacibn f is ica  muy  clara.  Primero  hay  que  notar  que K es un 
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tipo  de  longitud  de  difusi6n  de  neutrones,  entonces (3.5.7) resulta  ser la 
correlaci6n  usual  de la difusi6n  de  los  neutrones 1801. Segundo,  el  primer 
termino  de la Ec. (3.5.8) proviene  de la difusibn  de  neutrones en  algún 
punto  debido a la energía  de  fisi6n y que  subsecuentemente  se  difunde 
hacia r2. El segundo  termino  representa la contribuci6n a la covarianza 
originada  en  aquellos  neutrones  que  se  desplazan  de rl a r2, 
fragmentandose  en r2 y  contribuyendo a la temperatura en ese  punto. Por 
último, la Ec.(3.5.9)  contiene  tres  contribucionesa la covarianza,  el 
primer  término  representa la originada  por  la  difusión  de  calor  producida 
en rl; el  segundo  término  corresponde a neutrones  que  se  difunden  hasta 
algún  punto  intermedio  en  donde  se  produce  calor a través  del  proceso  de 
rompimiento.  Finalmente,  el  tercer  tCrmino  esta  asociado  con la difusibn 
de  neutrones  de rl a r2 en  donde  ocurre  el  proceso  de  fisibn. Es 
importante  hacer  notar  que  el  hecho  de  que  estas  fluctuaciones ~610 
dependan  de lrl-r21 es  una  consecuencia  de  haber  hecho la hí@tesis de  que 
las probabilidades  de  transicibn  por  unidad  de  tiempo son isotrbpicas, 
como  se  discutió  en la sección 2.1. 

Ahora  consideraremos las fluctuaciones en  equilibrio  de las 
correlaciones  en  dos  puntos  distintos a dos tiempos  diferentes la cual 
esta  definida  como 

en  donde  Q  representa a p o a 8. La notación  indica  lo  siguiente:  tomar 
t2>t, y  de las Ecs. (3.5.5) calcular <Q(r2, t2)> condicional en un valor 
dado  Q(rl,tl).  Multiplicar  este  promedio  condicional  por  Qo(rl,tl) P 

Q(rl,tl)-<Q>e y promediar  el  producto  sobre  los  valores  de Q(rl, tl) de la 
distribución  de  equilibrio.  Para  realizar  esto  es  necesario  calcular 
primero  los  promedios  condicionales.  Considerando  que  Q  es la densidad p,  
despu6s  de  realizar  operaciones  simples  pero  tediosas,  llegamos al 
siguiente  resultado  para  la  función  de  autocorrelacibn  de  densidades en 
equilibrio 

{ exp( -r’ 2/4DNt 1 -K2/4n pmdr’ +, 

SS 



exp[-(r r’ I2/4DNt 1 exp(-l/r’ 1 ) .  
(3.5.11) 

en donde  hemos  definido r = r2-r1 y t = t2-t, . 

Siguiendo  un  procedimiento  similar  encontramos  que  la  funci6n  de 
correlaci6n  densidad-temperatura  en  equilibrio  para  el  reactor  est&  dada 
Por 

- - S A  ( 4nDNt 1 -3’2 
4nDN (DX +D, ) ( P2-K2 ) 

En  esta  expresión  aún  es  necesario  calcular las integrales  indicadas. 

Siguiendo  el  mismo  procedimiento, si sustituimos a Q por El en la 
Ec. (3.5.101, calculamos  la  función  de  autocorrelación  temperatura 
-temperatura  en  equilibrio, [o(r,,t,)  o(r2,t2)>>.  DespuCs  de  un  c&lculo 
laborioso  se  obtiene 

+ (4nDNt )-3’2(4nD,t )-3’2 exp(-alt 1 SSdr;dr&@2(r,, r;, r2, r;, t)} 
m 

-W 

(3.5. 13) 
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go(r ; , r ;” , rL,r ;”)  exp[-K(r;-r;”)]exp[-K(r;-r;”)] 

[ ( r i - r ;”)  + ( r ’ - r ’ ’ ’  2 2  1 1-1 
(3.5.16a) 

+ exp~-ar~”lexp[-K(r~-r~”)][r~”(r~-r”’ 1 1 1-1 
(3.5.16~) 

con 

Debe  señalarse  que  esta  expresi6n  para  la  funci6n  de  autocorrelaci6n  de - 
temperaturas,  que  no  fu6  reportada  en  la  referencia [881, podría 
compararse  contra  resultados  experimentales  del  monitoreo  de la 
temperatura  en  un  reactor  nuclear,  desafortunadamente  no  disponemos  de 
información  experimental  contra  la  cual  comparar. 

Resumiendo,  hemos  visto  que el método  de  los  momentos  compuestos 
introduce  efectos  espaciales  de  una  manera  simple.  De  esta  manera  pueden 
calcularse  cantidades  físicas  relevantes  como  son  las  funciones  de 
correlaci6n.  Estas  pueden ser usadas,  por  ejemplo, a trav6s  del  monitoreo 
de  la  temperatura y de  la  densidad,  para  obtener  informacibn  acerca  del 
comportamiento  físico  del  reactor.  Aunque  únicamente  hemos  calculado 
funciones  de  correlación  en  equilibrio  en  un  modelo  linearizado,  este 
método  puede  generalizarse  para  estudiar  modelos m&s realistas  (no 
1 ineales 1.  

3.6. Discusi6n 

En las secciones  anteriores  se  ha  mostrado  c6mo  el  m6todo  de  los 
momentos  compuestos  permite  extraer  informaci6n  sobre las propiedades  de 
transporte o dinbicas de  un  aerosol.  La  Ec.(3.4.13)  es  el  factor  dinamico 
de  estructura  para  nuestro  modelo  de  aerosol  en  una chara de  combusti6n. 
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Las ecuaciones (3.5.11) y (3.5.12) expresan  dos  propiedades  de  transporte, 
las funciones  de  autocorrelaci6n  de  densidades en equilibrio y de 
correlaci6n  densidad-temperatura en equilibrio,  respectivamente,  para  el 
modelo  de  aerosol  en un reactor  nuclear  que  hemos  discutido.  Debe 
enfatizarse,  por  una  parte,  que  este  modelo  contiene la fisi6n  que  es  el 
proceso  de  agregación m& importante  que  ocurre  en  este  sistema, y en  este 
sentido  es  realista. Por otra  parte,  el  modelo  es  lo  suficientemente 
simple y permite  incorporar  explícitamente  los  efectos  debidos a 
inhomogeneidades  espaciales.  Debe  enfatizarse,  nuevamente,  que en nuestro 
modelo  hemos  ignorado  todos  los  procesos  que  provienen  del  estado  de  flujo 
del  solvente, así como los producidos  por la polidispersidad  del  aerosol. 
Sería  deseable  incluir  también  estos  efectos  en  una  ecuación  maestra 
apropiada y que  probablemente  podría  estudiarse  también con el  método  de 
los  momentos  compuestos.  Este  estudio  también  esta en proceso. 

Finalmente, tambih sería  deseable  poder  comparar  este  tipo  de 
predicciones  obtenidas  a  partir  de un modelo  estochstico,  con  resultados 
experimentales.  Sin  embargo,  no  disponemos  de  informaci6n  experimental 
sobre  mediciones  de  factores  de  estructura  de  un  aerosol en  una chara de 
combustidn o de  mediciones  de  correlaciones  de  densidad-temperatura o 
temperatura-temperatura  en  un  reactor  nuclear. 
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CAPITULO 4 

COAGULACION Y FRAGMENTACION  EN  EL  MODELO DE FLORY-STOCKMAYER 

La polimerizaci6n  es  el  proceso  de  formaci6n  de  polímeros a través 
de la uni6n  continua  de  unidades  químicas.  La dinbica de  este  proceso 
esta  caracterizada  por la funci6n  de  distribucibn  de  tamaños,  cuya 
evoluci6n  puede  predecirse  te6ricamente  ya  sea  por  el  método  estadístico 
de  Flory [291 y Stockmayer [891, o alternativamente  como la soluci6n  de 
una' ecuaci6n  cinética,  como  fue  tratado  por  Dostal y Raff [gol, siendo 
ambos  métodos  equivalentes [281. 

La  teoría  de  Flory y Stockmayer  constituye la base  conceptual  para 
entender las reacciones  de  polimerizaci6n y transiciones  sol-gel.  Este 
modelo ha  sido  estudiado  desde  un  punto  de  vista  determinista a traves  de 
la ecuaci6n  de  Smoluchowski [24,321 y por  lo  tanto las fluctuaciones en la 
concentraci6n  siempre  se  han  ignorado.  Sin  embargo,  como se mencion6 en la 
Introducci6n  esta  suposici6n s610 puede  ser  correcta si el  volumen o el 
número  de  particulas  del  sistema  son  infinitamente  grandes,  condiciones 
que s610 pueden  cumplirse  como  una  aproximacibn en un  sistema  real. 

El objetivo  principal  de  este  capítulo  es  estudiar la evoluci6n 
temporal  de la concentracibn  promedio  de  cúmulos y las fluctuaciones 
espaciales  alrededor  de  estos  promedios  tanto  en  el  límite  discreto  como 
en el  continuo en  un  modelo  de  Flory-  Stockmayer.  Para  este  prop6sito 
utilizamos la descripci6n  estochstica  basada en la ecuaci6n  maestra, 
Ec.  (1.1.15) y usamos  el  método  de  los  momentos  compuestos  desarrollado  en 
el  capítulo 2, para  deducir  ecuaciones  que  describan  el  comportamiento 
dinhmico  de las concentraciones y funciones  de  correlaci6n.  En  este 
capítulo  nos  concentraremos  en  uno  de  los  modelos  de  Flory-Stockmayer,  el 
cual ya ha  sido  estudiado  desde  este  punto  de vista por  van  Dongen 1921, 
pero  considerando  únicamente  el  proceso  de  coagulaci6n.  Introduciremos  el 
proceso  de  fragmentaci6n  el  cual,  hasta  donde  sabemos  no  ha  sido  tratado 
en la literatura.  Este  modelo  es  particularmente  apropiado  para  estudiar 
depolimerización,  puesto  que la degradacibn  de las ligaduras en los 
polímeros  produce  fragmentación [29,41]. Sin  embargo,  también  puede  usarse 
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para  estudiar  otros  fenómenos  como  fragmentación  de  rocas,  rompimiento  de 
gotas  de  aerosoles  confinados  en  camaras de combustión [931,, o aerosoles 
en reactores  nucleares [lo], lo  cual  se  realizó en el  capítulo 3. 

El capitulo  est&  organizado  de la siguiente  manera.  En la sección 
4.1 describiremos  el  modelo a considerar,  en la sección 4.2 obtendremos la 
ecuación  maestra  para  este  modelo  de  polimerización,  para  posteriormente, 
en la sección 4.3 hacer  un  analisis  del  proceso  de  coagulación  únicamente 
y  obtener la función  de  correlación a tiempos  iguales y a dos  tiempos. 

En la sección 4.4 se estudiarti  el  proceso  de  fragmentación.  Para 
este  último  caso  deduciremos  una  ecuación  para  el  primer  momento  de la 
correspondiente  funci6n  de  distribución  de  probabilidad.  Después  se 
resuelve  esta  ecuación  en  forma  exacta  y  analítica  para  condiciones 
iniciales  arbitrarias  y  se  encuentra así la  función  de  distribución  de 
tamaños  de  partícula. A travCs  de  los  momentos  de  esta  distribución 
evaluamos  numéricamente  el  número  promedio  de  cúmulos  de  tamaño  k y su 
volumen  promedio;  también  evaluamos la dispersión  total  de  luz. 
Posteriormente  tomamos  el  límite  continuo  de las ecuaciones  discretas  para 
el  primer y segundo  momento  de la función  de  distribución  de  probabilidad 
y  calculamos  numéricamente  las mismas cantidades  mencionadas  anteriormente' 
con el  propósito  de  exhibir  el  efecto  de  las  inhomogeneidades  espaciales 
sobre  propiedades  medibles  del  sistema. De la misma ecuación  maestra 
deducimos las funciones  de  correlación  densidad-densidad a tiempos  iguales 
y  tiempos  diferentes  para  condiciones  iniciales  arbitrarias.  Sin  embargo, 
puesto  que  durante  todo  el  proceso  de  fragmentación  el  sistema es  estable 
y  no se acerca a ningún  punto  inestable  asociado  con  transiciones  de  fase, 
es de  esperarse  que las fluctuaciones  permanezcan  siempre  pequeñas. 
Comprobamos  que  esto  se  cumple  evaluando  numéricamente la función  de 
correlación  de  densidades  a  tiempos  iguales  como  función  del  vector  de 
onda. 

En la sección 4.5 consideramos  los dos procesos  y  analizamos  como 
el  efecto  de  fragmentación  inhibe  a la coagulación  y'  encontramos  la 
solución  estacionaria.  Finalmente,  en  la  sección 4.5 consideramos  los  dos 
procesos  y  evaluamos la función  de  distribuci6n en equilibrio.  En la 
sección 4.6 resumimos  y  discutimos  nuestros  resultados. 

4.1 Modelo  de  Flory-Stockmayer 

La teoría  de  Flory-Stockmayer  especifica  primero  cada  unidad 
monom6rica en términos  del  número  de  los  grupos  químicos  reactivos 
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(f,,f,, . . . ) de  tipo (A,B,. . . 1.  De  esta  manera  los  pares  de  grupos  químicos 
reaccionan  formando  uniones  (AA,BC, . . . 1. Para  un  sistema  particular, 
debemos  especificar el  número  total  de  unidades  monom6ricas  que  est- 
presentes  antes  de  la  polimerizaci6n,  así  como  la  fraccidn  de  grupos 
químicos  de  cada  tipo  que  han  reaccionado (aA,ag, . . .  1 según  procede  la 
reacci6n. Así se  introduce la hip6tesis  de  reactividades  iguales  de  grupos 
químicos.  Este  principio  establece  que si una  uni6n  del  tipo AB es 
permitida,  entonces  un  grupo  químico  dado A tiene  igual  probabi 1 idad  de 
reaccionar  con  cualquier  grupo B en el sistema;  esto  es,  todos  los  grupos 
funcionales  son  igualmente  reactivos.  Con  este  principio, Flory y 
Stockmayer  desarrollaron  mktodos  elegantes  para  determinar  la  distribucibn 
de  n-meros.  Ademéis,  Flory  demostró  que  en  algunos  sistemas  la  fase  gel 
coexistía  con la fase  sol,  calculando  la  fracción  gel  así  como  la 
distribuci6n  de  n-meros  en  la  fase  sol. 

Existen  tres  modelos  de  polimerizaci6n  propuestos  por  Flory,  el 
primer  modelo,  se  representa  esqueméiticamente  como 

A - B  I 

en el  cual  únicamente  un  grupo  libre A puede  unirse  con  un  grupo  B.  En 
este  modelo  el  kernel  de  coagulacibn  ser&  igual a 2 para  toda i y j, 
puesto  que  estos  polímeros  lineales  tienen  dos  reactantes  únicamente y por 
lo  tanto sólo existen  dos  formas  en  las  que  pueden  combinarse  los 
PO 1 ímeros. 

El segundo  modelo  es  el  denominado  como  modelo  de  polimerizaci6n 
RA, (f  es  una  funcional  aleatoria  de  condensacih).  En  este  modelo  cada 
unidad  estructural  de  polímero  tiene f grupos  funcionales  de  tipo A, se 
sigue  el  principio  de  equi-reactividad y se  supone  que  se  forman  polímeros 
ramificados  no-cíclicos.  Esqueméiticamente  se  representan  como 

A 
/ \  

A A I1 

Las  uniones  en  este  modelo  son  simktricas,  formando  ramificaciones,  como 
consecuencia  de la hip6tesis  de  no  entrecruzamientos.  Como  un  i-mero  tiene 
i+2 A libres,  cualquiera  de  los  cuales  puede  unirse  con  cualquier j+2 A 
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libres en un j-mero.  Por  lo  tanto  el  kernel  de  coagulación  ser&  igual a 
(i+2) (j+2). 

El  tercer  modelo  consiste  de  dos  grupos  libres A y B, los  cuales 
reaccionan  formando  redes o ramas.  Se  representa  esquemAticamente  como 

B 
/ \  

A A I11 

En  este  modelo  se  tiene  un  grupo  reactivo  libre A y un i+l B libres  los 
cuales  pueden  combinarse  con  un  j-mero  de  un  grupo  reactivo  libre A o B. 
Como  esto  puede  lograrse  en i+l formas, o bien a traves  de  un A libre a un 
j-mero  libre  de B en j+l formas,  el  kernel  de  coagulación  esta  dado  por 
i+j+2. La forma  "estílizada"  de  este  modelo  fue  introducida  por  Golovin y 
Scott [4,941 para  estudiar  coloides en  un  flujo  cortante y consiste en 
simplificar  el  kernel  de  coagulación a i + j. 

La soluci6n a la ecuaci6n  de  Smoluchowski,  ec.(l)  para  los  kerneles - 
de  coagulaci6n  indicados  en  los  tres  modelos  anteriores ya  ha  sido 
obtenida  anteriormente [9,951, para  sistemas  espacialmente homogheos. 
Nosotros nos concentraremos  en  el  estudio  del  tercer  modelo,  incluyendo  el 
proceso  de  fragmentación,  el  cual  est&  especificado  por las siguientes 
ecuac i ones : 

Kij = a (i + j) (4.1.1) 

Aquí a y p representan  la  intensidad  con  la  que  ocurren  ambos  procesos. 

4.2. Proceso  de  reacción 

Considerese  que  el  sistema  esta  contenido  en  un  volumen  finito V y 
que al tiempo t consiste  de N unidades,  de tal manera  que  hay ml , m2, 

nuestra  descripción  los  estados  posibles  del  sistema se especificarb por 
el  vector m = {m,) cuyas  componentes  denotan  el  número  de  k-meros,  lo  cual 
ya se ha indicado  en  el  capítulo 1. Aquí m es una variable  aleatoria y  es 
preciso  especificar la probabilidad  condicional  P(m,t)  de  que  el  número  de 
cúmulos  de  tamaño k al tiempo t este  dado  por m,, y que  obedece la 

. . . ,  mi , . . . m , . . , mN, N-meros  de  tamaños 1, . .N, respectivamente.  En 
j 
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Ec.  (1.1.15). Esta ecuación  para  los  kerneles,  Ecs. (4.11, que  describen a 
este  modelo se reescribe  como 

a, P(m,t) = $ a  fl (i+j) A I J  [v-'mi(mJ-biJ) P(m,t)l 
i ,  J = l  

(4.2. 1) 

Con el  propósito  de  entender  cada  proceso  por  separado,  supondremos en la 
siguiente  sección  que  sólo  existe  coagulaci6n  y  en la sección  4.4.  que 
sólo  hay  fragmentación  pura. 

4.3 Coagulación  pura 

Si en la ecuación  maestra (4.2.1) suponemos  que F = O, 6sta se 
reduce a 

i J  

De  esta  ecuación se obtiene la ecuación  para  el  primer  momento  de  P(m,t), 
que  es la ecuación  de  Smoluchowski  para  este  modelo y est&  dada  por la 
Ec.  (2.2.11,  con K = i + j. Es un  resultado  bien  conocido 12,711 que 
esta  ecuación  de  Smoluchowski  tiene  una  soluci6n  exacta  cuando la 
distribucibn  inicial  es  espacialmente  homogCnea,  C,(r,O) = C,(O): 

i J  

De  esta  expresión  se  muestra  que  para  tiempos  largos las concentraciones 
decaen  algebraicamente  como 

Por  lo  tanto, las propiedades  macroscópicas  de  este  modelo esth 
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determinadas  claramente. 

Podemos  estudiar las fluctuaciones  espaciales  de C,( t 1 para  este 
modelo,  usando  los  resultados  del  capitulo 2. De la Ec. (2.3.171, se  sigue 
que  para  el  caso  de  coagulacidn  pura Eks satisface la siguiente  ecuaci6n 
lineal  e  inhomogenea 

a,Eks(r,t) =.f [~jEjs+AsjEk,l + 2DV2Eks - yl(sC,Cs6(r) 
J =  1 

(4.3.4) 

en  donde la matriz A para  el  modelo  de  inter&  est&  dada  por i J  

y la condici6n  inicial  es 

(4.3.5) 

(4.3.6) 

El significado  físico  de  los  terminos  del  miembro  derecho  de la Ec.(4.3.4) 
es  el  siguiente:  el  primer  termino  representa  un  acoplamiento  lineal  entre 
las funciones  de  correlaci6n y las concentraciones,  describiendo la 
disipaci6n  de las fluctuaciones. El segundo  termino  describe la difusi6n 
de las correlaciones,  debido a la difusi6n  de k- y s-meros.  Finalmente,  el 
tercer  termino  representa  la  producción  de  nuevas  fluctuaciones  debido a 
las reacciones  entre  entre k- y S- meros. A continuación  analizaremos las 
funciones  de  correlaci6n  a  tiempos  iguales y diferentes. 

4.3.1. Funciones  de  correlación a tiempos  iguales 
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La  ecuaci6n  que  satisface  esta  función  así  como su condición  inicial  estan 
dadas  respectivamente  por, 

con  la  condici6n  inicial  espacialmente  homogénea 

(4.3.8a) 

y tienen  como  solución 

Las concentraciones  Ck(t)  est&n  dadas  por  Ec. (4.3.2). La  dependencia  en  q 
est&  completamente  contenida  en  las  funciones  ai(q,t), (i = 1, 2, 3), las 
cuales  tienen  la  siguiente  estructura, 

(4.3.11) 
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Tomando la transformada  inversa  se  obtiene 

en donde  Ai(r,t)  toma la forma  de  una  superposicich  de  Gaussianas 

t 
A,(r,t)=-e-2ts, ,g(r;4Dt)+Sdt’Qi(t’  ,t)(g(r;4D(t-t’))-g(r;4Dt)l 

6 
(4.3.13) 

Finalmente, a partir  de  las  ecuaciones  anteriores  se  obtiene la 
fu1ici6n  de correlacih densidad-densidad, S(r, t), o bien, su transformada 
de  Fourier 

(4.3.14.) 

Sustituyendo  en  esta  expresibn las Ecs.(4.3.2) y (4.3.9) se  llega al 
resultado 

A tiempos  largos  esta  ecuación  se  reduce a 

S ( q , t )  O( e2t[Dq2/(1+Dq2)1 , (t-h, para  toda q*O) , 
(4.3.15b) 

lo  que  significa  que si t - h ,  las  fluctuaciones  en  la  densidad  crecen 
exponencialmente  para  cualquier  escala  de  longitud. 
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4.3.2.  Funciones  de  correlación a dos  tiempos 

Ahora  calcularemos las funciones  de  correlaci6n a dos  tiempos 
~~~(r;t,,t~) para  coagulaci6n  pura  definidas  por la ecuación  (2.3.151, 

con la condición  inicial 

La linealidad  de las Ecs. (4.3.16a)  refleja el  decaimiento  (disipaci6n y 
difusi6n)  de  la  informaci6n  alrededor  del  sistema a un tiempo t,. La 
condici6n  inicial (4.3.16b) garantiza 
correlación <Apk Aps> a tiempos  iguales 

Para  calcular las funciones 
A 

transformada  de  Fourier ~ ~ ~ ( q ;  t,, t,) 

que K~~ se  reduce a la funci6n  de 
(t, = tl) en el  límite t,->tl. 

de  correlación,  introducimos la 
de K * ~ ,  la cual  satisface  el 

siguiente  conjunto  de  ecuaciones diferencia1es"brdinarias acopladas, 

atKrs(q; t, t,) = .f Akjk,s(q; t, t,) - Dq 2,- ~ ~ ~ ( q ;  t, t,) 
J =  1 

(4.3.17a) 

a resolverse  con las condiciones  iniciales 

Resolviendo  esta  ecuación y tomando su transformada  inversa se obtiene 
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[A,(r;t,, tl)+A,(r; t,, tl)sl [Sk(t,, tl)+ezt1Xk(t,, t,)]} 

(4.3. 18) 

en  donde 

t 

O 
A,(r,t2,t,))=~dt’Q,(t’,tl)[g(r;2D(t2+t,-2t’~~-g~r;2D~t2+tl~l 

-2t , 
-e  6,,g(r;  2D( t2+tl) (4.3.19a) 

[a(t,  tl)+b(t,  t,)k]c,(t) (4.3.19d) 

(4.3.19e) 

(4.3.20a) 

(4.3.21b) 

en  donde z P 1 - e . -t 

Para  tiempos  largos (t, w )  los terminos  proporcionales a S, y S, * 
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en la  Ec. (4.3.18) son  despreciables  comparados  con x,,  de  tal  forma  que  el 
comportamiento  asintótico  de  Csta  función  de  autocorrelaci6n  es 

(4.3.22) 

4.4. Fragmentación  pura 

Ahora  consideraremos  que  el  Único  proceso  presente  es  el  de 
fragmentación.  De  manera  especial  nos  interesa  estudiar  un  modelo  en  donde 
F,, = i+j. Esta  elección  es  vhlida  para  un  sistema  en  donde  la  rapidez  de 
fragmentación  depende  del  tamaño  del  cúmulo  que se fragmenta (i+j), pero 
no  depende  del  tamaño  de  las  partes  individuales . Para  cadenas  de 
polimeros  esto  implica  que  la  fragmentación  es  independiente  de la 
posición a lo  largo  de  la  cadena,  pero  es  función  de su longitud.  En  este- 
caso  encontramos  que  la  contribución a la  ecuación  maestra,  Ec. (1 .  l.-l4), 
para  este  kernel  particular  esta  dada  por 

(4.4.1) 

4.4.1. Momentos  de  la  distribución  de  tamaños 

Como  la  Ec.  (4.4.1)  es  lineal,  podemos  obtener  un  conjunto  de 
ecuaciones  cerradas  para  los  momentos  sucesivos  de  P(m,t),  definidos  en  la 
Ec.(1.2.12). Si identificamos  la  concentración  de  k-meros,  Ck(t), 
dependiente  del  tiempo,  con el primer  momento  de  P(m,t),  i.e. C,(t) 3 

<mk(t)>, de  las  Ecs. (1.2. 12) - (1.2.131 se sigue  que  Ck(t)  para 
fragmentación  pura  satisface  la  ecuación  discreta 

k = 2,3, . . .  
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Esta es la ecuaci6n  macroscópica,  de  Smoluchowski  cuando Kij = O, que 
describe la cinCtica  de la fragmentacih. El  primer  t6rmino  de la derecha 
representa la disminucih de  k-meros  debido a todos  los  posibles 
rompimientos  de  un  k-mero, y el  segundo  término  representa  el  incremento 
de  k-meros  debido a las reacciones.  Para un coeficiente  de fragmentacih 

y una  condici6n  inicial  Ck(0), la ec.  (4.4.1)  gobierna  el 
comportamiento  temporal  de  Ck( t 1. F i  J 

Como  hemos  indicado en capítulos  anteriores,  una  cantidad 
conservada  en las Ecs. (4.4.1) y (4.4.2) es la masa  total M o número  total 
de  unidades  monoméricas. Por consiguiente  tenemos la siguiente  restricción 
sobre  los  posibles  estados m en (4.4.1): 

t k m k = M  
k= 1 

(4.4.3) 

Siguiendo a Dongen 170,711 y por  conveniencia en los  c&lculos  numCricos 
posteriores,  escogemos  la  unidad  de  volumen  de  manera  que M = V, que 
equivale a hacer la densidad  de  masa  igual a la unidad. Para este- 
coeficiente  de  fragmentación  puede  encontrarse  por  iteracibn  una  solucibn 
analítica y cerrada  de la Ec. (4.4.2) [961. En  efecto,  nótese  que  para k = 
1 la soluci6n  de (4.4.2) es  simple y esta  dada  por 

Para  k = 1-1, también  puede  encontrarse y resulta  ser 

Continuando  para k = 1-2,.., se  encuentra  la  fórmula  general 
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La  soluci6n  de la ec.(4.4.2)  para  una  condici6n  inicial  arbitraria se 
obtiene  entonces  como  una  combinaci6n  lineal  de  la  Ec.(4.4.5),  a  saber, 

para k = 1, 2, . . . ,  1-1. En  una  descripci6n  puramente  macroscbpica  de 
sistemas  polidispersos,  esta  expresión  es  la  funci6n  de distribucih 
discreta  de  tamaño  de  partícula  y  representa  la  característica  física más 
importante  de  la  dispersi6n.  En  la  Fig. 1 graficamos  la  concentraci6n 
Ck(t 1, dada por la Ec. (4.4.61, como  función  del  tamaño  de chulo k. Sus 
diversos  momentos,  definidos por la  Ec.(1.2.20)  tienen  una  gran 
importancia  f  ísica  y  se  usan  ampliamente  en  la 1 iteratura  como ya hemos 
indicado 121. Del  conjunto  de  ecuaciones (4.4.6) podemos  evaluar 
numericamente  diversas  combinaciones  de  los  momentos M'') que  tienen 
significado  f  isico,  como  ya  señalamos  en el  capítulo 1. Aqui  obtendremos 
el  tamaño  promedio  del  cúmulo  definido  a  travCs  del  primer  momento, - 
Ec. (1.2.23); el  volumen  promedio  de  los  cúmulos  que  se  obtiene  del  tercer 
momento,  Ec. (1.2.25). 

Aunque  la  eficiencia  de  la  dispersí6n  de  una  partícula  esfCrica 
pequeña  de  difametro d < < A  es proporcional  a  di [971, calcularemos la 
dispersi6n  total bscatt de  particulas  pequeñas  que  se  obtiene  sumando  la 
dispersi6n  de  partículas  individuales  sobre  todos  los  tamaños  e  indices  de 
refracci6n, n, Ec. (1.2.26). Para  valores  típicos  de  los  parametros  n  y h 
en las Figs. 2 y 3, respectivamente,  damos  la concentracih total M'''( t ) 
y la raz6n bscatt / I como  funciones  del  tiempo.  Hemos  tomado  valores  de k 
que  sean  consistentes  con  la  descripci6n  continua  limitada  por  reacci6n 
que  se  discutir&  en  la  siguiente  secci6n.  Posteriormente  calcularemos 
estas  cantidades  en  este límite para  exhibir  el  efecto  que las 
inhomogeneidades  espaciales  producen  en  estas  propiedades  medibles  del 
sistema. 

P 

4.4.2.  Proceso  de  difusión 

Considerando  el  proceso  difusivo  además  del  reactivo se pueden 
obtener  ecuaciones  en el  límite  continuo  siguiendo  el  mCtodo  de  los 
momentos  compuestos,  expuesto  en el  capítulo 2. Para  este  caso,  de  la 
Ec. (2.2.11) se  obtiene 
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Fig.4.1.  Ck(t) y <rk(q,t)> vs. t segtin las Ecs. (3.7) y (3.25), 
respectivamente. Condiciones iniciales monodispersas C k ( 0 )  = 

'kd; 
cm Los cfrculos negros representan valores en presencia  de 
difusiijn. 

con S=20, D =1.29 x lo-' c m 2 s  -1 y q = 12.5664 x 10 4 
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Fig.4.2. Concentración total  como función del  tiempo para los 
mismos  valores  de D y q que en la  Fig.4.1 y las mismas 
condiciones iniciales. Los cfrculos negros representan valores 
en  presencia  de la difusión. 
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Fig. 4.3. Raz6n  de intensidades de luz dispersada vs. t. Mismos 
valores  de D y q que en la  Fig.4.1 y mismas  condiciones 
iniciales. Los circulos negros representan valores en presencia 
de difusibn. A q u i  n=1.5 y 2=0 .5  mm. 



Considerando  el  caso  especial  de  homogeneidad  espacial al tiempo  inicial t 
= O, de las Ecs. (2.3.17) y (2.3.18) se  sigue  que  los  cumulantes 
factoriales y las funciones  de correlacih a dos  tiempos  satisfacen las 
siguientes  ecuaciones,  respectivamente 

atKsk(r’tl’t2) = 2 f Ai+J,s i+J,k 
1 K + D V2 K ~ ~ .  (4.4.9) 

i , J=1 

Siguiendo un procedimiento  similar al usado en el  caso  discreto, * 
podemos  obtener la funci6n  de  distribución  de  taaño  de  cúmulo  resolviendo 
la Ec.  (4.4.7).  Para  este  fin,  tomamos  primero la transformada  de  Fourier 
con  respecto a r de  esta  ecuacibn,  lo  que  nos  conduce a 

(4.4.10) 

Los momentos  de  esta  funci6n  de distribucih pueden  ser  calculados  de la 
generalizacibn  en  el  límite  continuo  de la Ec.(4.4.3) 

Para los  mismos valores n, X y k considerados en la secci6n  anterior y 
para  valores  típicos  de  D y q,  en las Figs. 1, 2, 3 tambidn  graf  icamos la 
funci6n  de distribucih (4.4.101, la concentracih total M‘’’(q, t )  y la 

76 



raz6n  bscatt(q,t)/I(q,t)  definida  por  la  Ec.(1.2.26).  Esto  muestra  el 
efecto  de las inhomogeneidades  espaciales  en  estas  cantidades.  Las  Figs, 
4.1 a 4 . 3  muestran  que  las  inhomogeneidades  espaciales  tienden a 
disminuir los valores  de  la  funci6n  de  distribuci6n  de  partículas,  la 
concentracidn  total y la  raz6n bscatt/I. Entonces,  la  presencia  de  la 
difusidn  afecta a la fragmentacih. Por ejemplo,  para k = 18 y t = 0.0006 
x seg,  se sigue  de  la  Fig. 1 que  la  concentraci6n  en  presencia  de 
difusi6n  es  de 12% menos  que su valor  en  la  condici6n  homogknea.  Esta 
diferencia  se  incrementa  con  el  tiempo,  ya  que  para k = 18 and t = 0.001 x 

seg  representa un 19%. LOS mismos  valores  se  encuentran  para  las 
diferencias  en  la  concentración  total M'''(q, t 1 y para la intensidad  como 
puede  verse  de  las  Figs.2 y 3. 

Para  evitar las dificultades  al  resolver (4 .4 .9 )  analíticamente, 
puede  obtenerse  una  soluci6n  numCrica  para  el  caso  particular  de 
condiciones  iniciales  monodispersas.  Como  se  esperaba,  las  fluctuaciones 
resultan  ser  muy  pequeñas y su efecto  en  la  dinamica  de  la  concentraci6n 
puede  ser  ignorada. 

La hipótesis  basica  involucrada  en  este  anhlisis  fue  que  el 
proceso  est&  limitado por reacción.  Esto  es,  hemos  supuesto  que . los- 
cúmulos  viajan  grandes  distancias  antes  de  reaccionar.  Esta  hip6tesis 
junto  con  la  restricci6n  de  que  los  saltos  de  la  variables  estocastica  son 
pequeños y de  que  el  operador Wk(rlr' 1 es  isotrbpico,  nos  da  lugar a la 
aproximaci6n  difusiva.  Realmente,  esta  limitaci6n  se  ve  reflejada  en  el 
comportamiento  del  sistema  discreto y del  continuo  para  tiempos  grandes. 
Mientras  el  sistema  discreto  termina  como un sistema  estacionario  de 
mon6meros,  el  modelo  continuo  se  fragmenta sin límite.  Para  tiempos 
arbitrariamente  grandes,  este  tipo  de  comportamiento  viola  la  condici6n  de 
conservaci6n  de  masa  dado  por  la  Ec. (4.4.3 1. Sin  embargo,  debe  recordarse 
que  nuestra descripcih continua  es  valida  únicamente  para un dominio  de 
tiempo  en  donde  el  tiempo  de  reacción  es  mayor  que  el  tiempo  de  difusi6n. 

Como  se  mencion6  anteriormente,  las  fluctuaciones  asociadas  con  el 
proceso  de  fragmentaci6n  son y se  mantienen  pequeñas.  Esto  era  de 
esperarse  puesto  que  para  este  modelo  no  ocurre  una  transici6n  de  fase 
fuera  de  equilibrio.  Sin  embargo  nuestro  prop6sito  aquí  era  mostrar  que 
con  nuestra aproximacih se  pueden  obtener  funciones  de  correlaci6n. 
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4.5 Estado  de  Equilibrio 

Como se discutió en el  capítulo 1, si consideramos  que  tanto la 
fragmentaci6n  como la coagulación esth presentes,  existe la posibilidad 
de  alcanzar un estado  estacionario  para la poblaci6n  de  cúmulos [431. Es 
esta  solución  estacionaria la que  encontraremos en  esta  secci6n. 

La ecuación  maestra  Ec. (1.1.15) satisface  el  principio  de  balance 
detallado  dado  por 

Esto  significa  que  los  procesos  de  coagulación y de  fragmentación se 
compensan  exactamente en equilibrio. 

La solución a esta  ecuación  está  dada  por la Ec. (1.4.5) y para  el 
modelo  definido  por las Ecs. (4.1.1) se  reduce a 

Aquí la constante Z ( h ,  V,M) es tal que  se  satisface la condici6n  de 
normalización  de la función  de  distribuci6n.  Recudrdese  que  Csta  ecuaci6n 
únicamente  tiene  sentido  para  aquellos  estados  para  los  cuales  se 
satisface la conservación  de  la  masa o bien  el  número  total  de  unidades 
monomericas.  Esto  es,  para  todo  tiempo  se  cumple la Ec. (4.4.31, 

kmk = M , 
k 

Para  ilustrar  el  comportamiento  de la función  de  distribuci6n  en 
equilibriograficaremos  la  Ec. (4.5.2) para  el  caso  en  que  el  sistema 
contiene 10 mon6meros. A pesar  de  que  este  número  es  pequeño,existen 42 
estados  posibles,  los  cuales  se  enumeran en la Tabla 3. 

En la Fig.4.4 graficamos  la  distribucidn  de  equilibrio  contra  los 
estados  posibles  del  sistema  para  el  caso en que la rapidez  de  coagulaci6n 
y de  fragmentación  son  iguales,  pero  variando  el  volumen  ocupado  por  el 
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sistema,  lo  cual  cambia  la concentracih del  mismo.  Cuando  la 
concentracih del  sistema  es  mhs alta (V = 11, los  cúmulos  pueden  entrar 
en  contacto  entre s í  mucho m& rhpidamente  que si el  sistema  fuera  diluido 
(V=lO). Para  esta  situaci6n la Figura 4 . 4 .  y la Tabla 3, muestran  que  es 
igualmente  probable  encontrar al sistema  en  estados  con  cúmulos  de 
diferente  tamaño.  Para  el  caso  diluido la probabilidad  de  ocurrencia ya no 
es  constante, ya que la probabilidad  de  estados  con  cúmulos  pequeños es 
mayor  porque la probabilidad  de  reacci6n es menor. 

{m,) /k 1 2 3 4 5 6 7 8 9  10 

10 
8 
7 
6 
6 
5 
5 
4 
4 
4 
4 
3 
3 
3 
3 
2 
2 
2 
2 
2 
2 
2 
1 
1 
1 
1 
1 

0 0 0 0 0 0 0 0  
1 0 0 0 0 0 0 0  
O 1 0 0 0 0 0 0  
2 0 0 0 0 0 0 0  
O 0  1 0 0 0 0 0  
1 1 0 0 0 0 0  O 
O 0 0  1 0 0 0 0  
3 0 0 0 0 0 0 0  
1 0  1 0 0 0 0 0  
0 2 0 0 0 0 0 0  
O 0 0 0  1 O 0 0  
2 1 0 0 0 0 0 0  
1 0 0  1 0 0 0 0  
O 1 1 0 0 0 0 0  
0 0 0 0 0  1 O 0  
4 0 0 0 0 0 0 0  
2 0  1 0 0 0 0 0  
1 2 0 0 0 0 0 0  
1 0 0 0  1 O 0 0  
O 1 0  1 O 0 0 0  
0 0 2 0 0 0 0 0  
0 0 0 0 0 0  1 O 
3 1 0 0 0 0 0 0  
2 0 0  1 O 0 0 0  
1 1 1 0 0 0 0 0  
1 0 0 0 0  1 O 0  
0 3 0 0 0 0 0 0  
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O 
O 
O 
O 
O 
O 
O 
O 
O 
O 
O 
O 
O 
O 
O 
O 
O 
O 
O 
O 
O 
O 
O 
O 
O 
O 



Tabla 3. Para cada  estado {m,) se  indica  el  número  de  cúmulos 
de  tamaño k que  contiene. 

{ m,) /k 1 2 3 4 5 6 7 8  9 10 
~~ ~~ 

1 O 1 0 0  1 0 0 0  O 
1 O 0  1 1 0 0 0 0  O 
1 0 0 0 0 0 0 0  1 O 
0 5 0 0 0 0 0 0 0  O 
O 3 0  1 0 0 0 0 0  O 
0 2 2 0 0 0 0 0 0  O 
O 2 0 0 0  1 0 0 0  O 
O 1 1 0  1 0 0 0 0  O 
O 1 0 2 0 0 0 0 0  O 
O 1 0 0 0 0 0  1 O O 
O 0 2  1 0 0 0 0 0  O 
O 0  1 O 0 0  1 O 0  O 
O 0 0  1 0  1 O 0 0  O 
0 0 0 0 2 0 0 0 0  O 
0 0 0 0 0 0 0 0 0  1 

Tabla 3. Para  cada  estado <m,) se  indica  el  número  de  cúmulos 
de  tamaño k que  contiene. 

Este  mismo  comportamiento  tambiCn  puede  observarse  de  la  Fig.4.5, 
en donde  se  grafica la concentraci6n  de  cúmulos  contra  el  tamaño y se 
observa  que  cuando  el  sistema  no  es  diluido, la distribuci6n  de  tamaños 
tiende a ser  polidispersa.  En  cambio,  cuando  el  volumen  aumenta la 
distribucih de  tamaño  de  cúmulo  tiende a ser  monodispersa. 
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Fig.4.4 Distribución de probabilidad en equilibrio contra los 

estados posibles para valores iguales de las tasas de coagulación y 

de fraglnentaci6n; 

I 

Fjg.4.5 Distribución de tamaños contra tamaño de  cúmulo para 

ooagulaci6n y fragn~er~tación iguaies para diferentes volúmenes. 
" .. "."I__...-. 



En la Fig. 4.6 graficamos  la  distribuci6n  de  probabilidad en 
equilibrio,  Ec. (4.5.2). contra  los  estados  posibles  del  sistema  para  el 
caso en que un proceso  de  agregaci6n  predomina  sobre  el  otro.  Consideramos 
que la rapidez  de  coagulaci6n  es 1, 5 y 10 veces  mayor  que la rapidez  de 
fragmentaci6n.  Puede  observarse  de  la  figura y de la Tabla 3 que al ir 
aumentando la tasa de  coagulaci6n,  el  sistema  tiende a encontrarse  en 
estados  caracterizados  por  cúmulos  grandes.  En la Fig. 4.7 se  observa mas 
claramente  esta  tendencia  para  el  valor a = 100, en  donde  se  aprecia la 
tendencia a la polidispersidad y a la formaci6n  de  cúmulos  grandes. 

Por último,  consideramos la situaci6n  inversa, en donde la tasa de 
fragmentaci6n  es  mayor  que la de  coagulacibn.  En  este  caso  encontramos  que 
al incrementar la fragmentacih, el  sistema  tiende a ser  monodisperso,  lo 
cual  era  de  esperarse  intuitivamente.  Además la probabilidad  de  encontrar 
cúmulos  de  tamaño  grande  es  prácticamente  nula,  como  puede  apreciarse  de 
las Figs.4.8, 4.9 y de la Tabla 3. 

Sabemos  que  este  sistema  no  presenta  ninguna  transici6n  de  fase 
[441, esto  es,  no  gela.  Sería  de  interés  considerar  otro  modelo  para  el 
cual s í  ocurra  esta  transici6n y calcular  los  exponentes  críticos 
asociados a ella.  Este  modelo  es  llamado  modelo  diagonal [32] y  es el  que - 
consideraremos  en  el  siguiente  capítulo. 
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Fig.4.6  Distribución de probabilidad en equilibrio  contra  estados 

posibles  cuando  la tasa de  coagulación es mayor  que la de 

fragmentacibn. El volumen toma  el  valor 10, 
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z \ 0 ALFfll=100 1.0. 

a flLFAI=10 

O 1 2 3 4 5 6 7 8 

TAMQNO DE CI.Itv1ULO 

Fig.4.7  Distribucibn  de  tamaños  contra  tamaño  de cúmulo. Tasa de 

coagulacibn  mayor  que  la  de  fragmentación y volumen f i jo  (V=lO).  
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CAPITULO 5 

MODELO  DIAGONAL  GENERALIZADO 

En  este  capítulo  usamos  el  mCtodo  de  los  momentos  compuestos 
descrito  en  el  capítulo 2 para  discutir la agregaci6n  reversible  de 
cúmulos en un modelo  específico.  Este  modelo  es  el  llamado  modelo  diagonal 
[ 4 ]  y es  de  especial  interés  puesto  que a diferencia  de  los  modelos 
considerados en los  capítulos 3 y 4, presenta  una  transici6n  de  fase: la 
gelaci6n.  Los  kerneles  de  este  modelo  describen la agregaci6n  de  cúmulos 
del  mismo  tamaño,  situación  que  se  presenta en  algunos  modelos  de 
polimerizaci6n.  Este  modelo  es  utilizado  en  modelos  de  agregaci6n 
biolbgica,  como  es  el  crecimiento  de  rouleux y en  reacciones 
antígeno-anticuerpo [521. Sin  embargo,  debe  enfatizarse  que las - 
realizaciones  físicas  de  este  modelo  diagonal  no esth claramente 
establecidas.  Nuestro  propósito en este  capítulo  es  analizar un modelo 
que,  aunque su utilidad f ísica  aún  no  esta  bien  determinada,  es  tratable 
desde  el  punto  de vista matemhtico.  Primero  calcularemos la distribucibn 
de  probabilidad en equilibrio y determinaremos  el  exponente  crítico  que 
describe  el  comportamiento  de  la  función  de  distribución  de  tamaños en la 
vecindad  del  punto  de  gelación.  Obtendremos  tambiCn las ecuaciones  para 
las fluctuaciones  en la densidad  de  cúmulos en el  límite  continuo y 
resolveremos  numéricamente  estas  ecuaciones  para  diferentes  tiempos y 
condiciones  iniciales.  Esto  mostrará  explícitamente  que las fluctuaciones 
efectivamente  crecen en la vecindad  del  punto  de  gelación. 

5.1 Modelo  Diagonal 

Una  propiedad  importante  de la ecuaci6n  de  Smoluchowski  Ec.(2) 

1k-1 
dtCk(t) = 2 j=l 1 (Kj,k-j C.C J k-j -F j,k-j C k I - j=1 f (QjCkCj-FkjC,+j), 

(5.1.1) 

es  que  el  número  total  de  unidades  (monbmeros), o masa total  del  sistema, 
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se  conserva  para  la  mayoría  de  los  kerneles K y Fij usados  en  la 
literatura.  Esta  ley  de  conservaci6n  implica  que la concentraci6n  de 
tamafios Ci obedece la relaci6n 

i J  

m 

kC,(t) = 1 . 
k=l 

(5.1.2) 

Sin  embargo,  para  ciertos  modelos  del  kernel  de  coagulaci6n K se  ha 
mostrado  que  la  Ec. (5.1.1) predice  una  transici6n  de  fase  que  ocurre a un 
tiempo  finito, tg, y que  consiste  en  la  formacibn  de  un  cúmulo  de  tamaño 
infinito o GEL.  En  este  caso,  la  masa  total  del  sistema  es  la  suma  de  las 
masas del SOL, conjunto  de  cúmulos  de masa finita, y del GEL,  es  decir, 

iJ' 

m 
kCk(t) + g,(t) = 1 

k=l 
, t'tg (5. 1.3) 

Aquí  g,(t) representa  la  densidad  de  masa  del  GEL.  La  Ec. (5.1.3) se 
interpreta  como  el  hecho  de  que  la  masa  total  del  SOL  no  se  conserva,  esto 
es, 

W m 
(5. 1 . 4 )  

Desde  el  punto  de  vista  matemhtico, uno de  los  principales 
problemas  asociados  con  la  existencia  de  la  gelaci6n  es  el  poder 
establecer  condiciones  necesarias y suficientes  sobre  los  kerneles K 
F para  que  ocurra  esta  transici6n  de  fase.  Hasta  donde  sabemos, 
únlcamente  para  kerneles  de  coagulacicjn  muy  específicos  ha  sido  posible 
determinar  estas  condiciones [991. Estos  kerneles  estan  dados  por: 

i l  y 
J. 

i) Kij = i j, Fi j  = O. Este  modelo  exhibe  gelaci6n  para  cualquier 
condici6n  inicial [621, 

ii) Kij = C(ijIw  con w > 1/2 y Fij = O [991. Este  modelo  implica 
gelaci6n  siempre y cuando  se  suponga a priori  la  forma  anal  ítica  de la 
distribuci6n  de  tamaños: 

C,(t) = ak / (l+bt) . 
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Al sustituir  esta  hip6tesis  en  la  Ec. (5.1.11, se  genera  un  conjunto  de 
ecuaciones  algebraicas  para  las  cantidades b y {a,)  el  cual  puede 
resolverse y así  se  determina  la  forma  explícita  de C,(t). Sin  embargo,  se 
ha  demostrado  que  esta  soluci6n s610 se  satisface  para t>tg pero  no  se  ha 
determinado  para  que  clase  de  condiciones  iniciales  es  vhlida. 

iii) K, f ria, J ,  F, I O. Este  es  el  modelo  diagonal  introducido 
originalmente  por  Leyvraz  para agregacih irreversible [591 y en 61 se 
satisface (5.1.4) y se  impone (5.1.5). Para  condiciones  iniciales 
monodispersas,  se  encuentra  que el sistema  gela  cuando  se  satisface la 
condici6n: 

1 c i2" con w > 1/2 . (5.1.6) 

Recientemente  Buffet y Pul6 [321 generalizaron  el  modelo  diagonal 
de  Leyvraz  para  el  caso  reversible  en  que  existe  tanto  coagulaci6n  como 
fragmentaci6n.  Analíticamente  determinaron  las  condiciones  necesarias y 
suficientes  para  que  ocurra  la  gelaci6n  sin  imponer  el  ansatz (5.1.5). En 
este  modelo  diagonal  generalizado  únicamente  se  consideran  reacciones - 
entre  cúmulos  (polimeros)  del  mismo  tamaño,  esto  es, 

(5.1.7) 

(5.1.8a) 

(5. 1.8b) 

Los parhetros r, y di representan,  bAsicamente,  las  tasas  de  coagulaci6n 
y de fragmentacih, respectivamente,  pero  en  este  modelo  no se  relacionan 
explícitamente  con parhetros físicos  del  sistema.  En  este  sentido  el 
modelo  es  esencialmente  matem8tico.  Buffet y PulChan  demostrado  que  en  el 
caso  de coagulacih pura (d,=O) ocurre  la  gelaci6n  si 
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y no  ocurre si 

ri 15 a i log i . (5.1.9b) 

Tambien  mostraron  que si existe una tasa de  fragmentaci6n,  por  pequeña  que 
sea,  en  un  sistema  altamente  gelante,  puede  destruirse la gelaci6n.  Por 
ejemplo, si ri= a i ( l o g  iIa y F, = d,b,  con 

di= (log iIB , (5.1.10) 

para 6 > a, con a, > 2, no  ocurre  gelación.  Hasta  ahora  el  estudio  de  este 
modelo ha sido  completamente  determinista y se  ha  restringido  solamente a 
la formulaci6n  matemhtica  rigurosa  de las condiciones  necesarias y 
suficientes  para  que  ocurra  gelaci6n. No se  ha  resuelto la ecuaci6n  de 
Smoluchowski  correspondiente ni se ha  estudiado  el  comportamiento  de las 
fluctuaciones  alrededor  del  punto  de  gelacibn.  Aquí  estudiaremos  este 
modelo  desde  el  punto  de  vista  estochstico y calcularemos las cantidades 
mencionadas en la Introducci6n. 

5.2 Ecuación  para  Ck(t) 

Consideraremos  los  siguientes  tres  casos: 

(i) coagulación  pura, KIj = risij, FIj = O, 
(ii) fragmentación  pura, KIj = O ,  F I j  = diaIj, 

(iii) coagulaci6n y fragmentación, K i j  = riaij, F I j  = digij. 

i) Coagulaci6n Pura 

Cuando  el  Único  proceso  presente  es la coagulación, la Ec. (5.1.1) se 
reescribe  como 

d,Czk (t 1 = 1/2 rkCt - r2kC:k 
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Para resolver  analíticamente  este  sistema  de  ecuaciones,  hacemos  uso  del 
ansatz (5. l. 51, es  decir,  proponemos  que 

C,(t) = A, / t (5.2.2) 

Sustituyendo  esta  ecuaci6n  en  (5.2.11,  obtenemos las siguientes  relaciones 
de  recurrenc i a: 

(5.2.3a) 

(5.2.3b) 

N6tese  que  de  estas  ecuaciones  se  sigue  que si A, es  conocido,  pueden 
obtenerse  los  demás  valores  de A, y de  esta  manera se determina 
completamente la soluci6n  analítica  de la Ec. (5.2.2). Es importante. 
señalar  que  este  análisis  se  ha  realizado  para  valores  arbitrarios  de rk, 
por  lo  tanto  es  válido  tanto  cerca  como  lejos  del  punto  de  gelaci6n. 

Para  comprobar la validez  de la soluci6n así obtenida,  resolvemos 
numr5ricamente las Ecs.  (5.2.1)  para  condiciones  iniciales  monodispersas, 
Ck(0) = 11 a,, , dadas  en la Tabla 4. En la Fig.5.1  se  grafican  como 
funci6n  de t, tanto la soluci6n  numérica  de la ecuaci6n  de  Smoluchowski 
como la solución  analítica (5.2.21, para  valores  de  k  iguales a 8 y 16, 
respectivamente.  Para  este  analisis  se  escogi6  el  valor  de la constante a 
de la Ec. (5.1.9a) igual a 1.5.  Como  puede  observarse, la mayor  diferencia 
entre  ambas  ocurre  para  valores  pequeños  del  tamaño  de  cúmulo,  pero  esta 
diferencia  tiende  a  desaparecer a medida  que  ocurre  el  fen6meno  de 
agregaci6n. Asi que  podemos  concluir  que  la  comparaci6n es buena,  lo  cual 
comprueba  que  el  ansatz  es  valido  para  tiempos  adimensionales  mayores  que 
3. 
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Fig.5.1 Distribución de  tamaños (numérica, n y analitica, a) para 
condiciones iniciales monodispersas Ck( O) = a como  función de 
t para los valores k=8 y k=16. 
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k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0  

cmono 
k 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0  

cpoli 0 1 1 3 1 0 0 0 0 0  k 

Tabla 4. Distribuciones  iniciales  mono 
y  polidispersa  para  coagulación  pura 

Consideraremos  ahora  el  caso  altamente  gelante  para  exhibir la 
tendencia  del  sistema  a  formar  cúmulos  de  gran  tamaño. Para esto 
resolvimos  numéricamente 160 ecuaciones  del  sistema ( 5 . 2 . 9 )  
correspondientes a 2 200 unidades  (monómeros)  iniciales. Para las 
condiciones  de la Tabla 4 y  para a = 3, consistentemente  con las 
Ecs.  (5.1.91,  obtenemos la distribución  Ck(t)  dada en las grwicas de - las- 
Figs.5.2 y 5.3. Una  primera  conclusión  que  surge  de  estas grwicas es  que 
se observa  que  el  sistema  tiende a formar  cúmulos  de  tamaño  grande, 
disminuyendo  continuamente  los  cúmulos  pequeños.  Ademas  se  observa  que la 
masa no  se  conserva,  esto  es,  iC,(t) < iC,(O),  lo cual,  de  acuerdo 
con la Ec.  (5.1.31,  puede  interpretarse  como  una  tendencia a la gelaci6n. 
M s  precisamente,  para  tiempos  cortos  (en las unidades  de  tiempo 
arbitrarias  usadas  en  el  anhlisis  numérico)  el  sistema  tiende  rhpidamente 
a la polidispersidad en tamaño  para  ambas  condiciones  iniciales.  Por 
ejemplo, en una  y  media  unidades  de  tiempo,  aparecen  cúmulos  hasta  de 
tamaño 64, siendo  que  el  tamafío  maxim0  inicial  fué k = 2 en el  caso 
monodisperso  y k = 4 en el  polidisperso.  Esto  sugiere la aparici6n  de la 
gelación,  aunque  ciertamente  no la demuestra. El criterio  que  adoptamos 
para  cuantificar  el  grado  de  gelación  en  el  sistema  consistió en  comprobar 
la validez  de la conservación  de la masa, Ec. (5.1.21, para  cada  tiempo 
considerado.  Usando  este  criterio  encontramos  que  para  condiciones 
iniciales  polidispersas  se  llega a la  gelación mas rapidamente:  para t = 
1.5 s610 se  tiene un 79.7% de la masa total en los  cúmulos  de  tamaños 
desde k = 2 hasta k = 160. En  cambio,  para las condiciones  monodispersas, 
en el  doble  de  tiempo t = 3, se  tiene  el 77% de la masa total en  cúmulos 
del  mismo  tamaño  que en el  caso  polidisperso, 

W W 

i =1 i =1 
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Una  segunda  conclusi6n  que  se  sigue  de  los  resultados  num&ricos,  es 
que,  puesto  que  este  modelo s610 permite  la  coagulaci6n  de  cúmulos  del 
mismo  tamaiio,  el  tiempo  necesario  para  la  formación  de  cúmulos  muy  grandes 
se va incrementando  rApidamente.  Por  ejemplo,  para  los  tiempos  de  las 
Figs. 5.2, 5.3 y para  el  número  de  particulas  considerado,  el  tiempo  de 
c&lculo  fue  de 4 horas  por  curva.  Claramente,  esta  es  una  consecuencia  de 
las  características  del  modelo,  pues  la  aparición  del  gel  es m&s lenta si 
s610 pueden  coagularse  cúmulos  de  igual  tamaño.  Sólo  en  el  modelo K,, = ij 
se ha  podido  visualizar  numéricamente  la  aparici6n  de  la  gelaci6n [SS]. 
Para  otros  modelos  no  existen  condiciones  necesarias y suficientes  que 
definan  precisamente  la  existencia  de  la  gelación. 

ii) Fragmentaci6n  pura 

Si ahora  consideramos el  caso en que  no  existe  coagulaci6n y el 
kernel  de  fragmentacibn  est&  dado  por  la  Ec. (5.1.8b1, la  ecuaci6n  para  la 
distribucibn  de  tamaños,  Ec. (5.1.11, resulta  ser 

dtC2,(t 1 = - 112 dkC2k+ d2,C4, (5.2.4a) 

Como antes,  este  sistema  de  ecuaciones  se  resuelve  numéricamente  pero 
ahora  para  condiciones  iniciales  monodispersas,  Ck(0) = a,,, , y las 
condiciones  polidispersas  dadas  en  la  Tabla 5. 

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0  

cpno 0 0 0 0 0 0 0 0 0 5  

P o l i  0 0 0 2 2 3 2 0 0 0  k 

Tabla 5. Distribuciones  iniciales  mono y polidispersa 
para  fragmentaci6n  pura 
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Fig.5.2 Distribución Ck(t) como función del tamaAo  de c h u l o -  k 
para condiciones iniciales monodispersas para coagulacidn pura. 

Fig.5.3 Distribución Ck(t) como función del tamaño de.  chulo k 
para condiciones iniciales polidispersas para coagulacidn pura. 
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De la Fig.5.4 se observa  que  para  tiempos  largos  (diez  unidades  de  tiempo) 
el  sistema  tiende a mantener su caracter  monodisperso  pero  alrededor  de un 
tamaño  que  es la mitad  del  inicial, k = 5. Esto  exhibe  que la 
fragmentacibn  se  produce s610 entre  cúmulos  del  mismo  tamaño y 
explícitamente  se  puede  comprobar  que la masa se  conserva,  lo  cual  indica 
que  en  este  caso  no  puede  producirse  gelaci6n,  como  era  de  esperarse  de 
las características  del  modelo.  Para  el  caso  polidisperso, la Fig.5.5 
muestra  que  el  sistema  adopta una distribuci6n  polidispersa  que a tiempos 
largos (t = 350) corresponde a la  mitad  de  los  tamaños  iniciales. 

iii) Coagulacibn y fragmentaci6n 

Considerando  que  ambos  procesos  estan  presentes, la Ec. 
reescribe  como 

(5.2.4) se 

d,C2,(t 1 = 112 rkCt - r2,Cgk - 1/2 d,C,, + d2,C4, (5.2.9a) 

d,C,,+,(t) = - r2k+ 1 ';k+ 1 + d2k+ 1 '4k+2 (5.2.9b) 

Como se indicb en la secci6n 5.1, el  sistema  es  altamente  gelante si a > 2 
y p < a. Si resolvemos  numkricamente  este  sistema  de  ecuaciones  para a = 
5, p = 3, obtenemos las Figs. 5.6 y 5.7 para las condiciones  iniciales 
monodispersas, C,(O) = a,,, y polidispersas,  respectivamente,  dadas  en la 
Tabla 6. 

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0  

cmono 
k 0 0 0 0 0 8 0 0 0 0  

CPO 1 i 
~~ ~~ 

k 0 3 0 1 1 3 1 1 0 0  

Tabla 6. Distribuciones  iniciales  mono y polidispersa 
para  coagulaci6n y fragmentaci6n 
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Fig.5-4 Distribución Ck(t) como función del tamafio de chulo k para 
condiciones iniciales monodispersas para fragmentacibn pura. 

Fig. 5.5 Distribución C,(t) como función del t a m a m e  cfunulo k para 
condiciones iniciales polidispersas para fragmentación pura. 
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Puesto  que por la elecci6n  de  los  valores  de a y B ,  la coagulaci6n 
predomina  sobre la fragmentacih, las Figs.5.6 y 5.7 muestran,  por  un 
lado, la tendencia a la polidispersidad, y por  el  otro la aparici6n  de la 
gelaci6n. En efecto, si numéricamente  comprobamos la validez  de la 
conservaci6n  de la  masa, Ec.(5.2.3),  para  tiempos  muy  cortos  (media  unidad 
de  tiempo),  para  el  caso  monodisperso  ya  se  ha  perdido  el 68.7% de la 
masa. Para el  caso  polidisperso la aparici6n  de la gelacih es m&s lenta y 
para  el  mismo  tiempo,  se  ha  perdido s610 el 11.2% de la masa, pero la 
polidispersídad  es  mayor. 

5.3 Momentos  de C,(t 1 

Del  conjunto  de  ecuaciones  (5.2.5)  podemos  evaluar  numéricamente 
pará  este  modelo  algunos  de  los  momentos M'''de la distribucih de  tamaños . 

C,(t) que  tienen  significado  físico y que  en  principio  pueden  medirse 
experimentalmente,  como  ya  señalamos  en  el  capítulo  1. El tamaño  promedio 
del  cúmulo  esta  definido a través  del  primer  momento,  Ec.  (1.2.23). La 
dispersibn  total bscatt de  partículas  pequeñas  se  obtiene  sumando. la * 
dispersi6n  de  partículas  individuales  sobre  todos  los  tamaños e indices  de 
refraccih, n, Ec.  (1.2.26).  Para  el  caso  espacialmente  homog6neo 
calculamos  numkricamente  estas  cantidades  cuando  existe  coagulaci6n y 
fragmentaci6n  para  condiciones  iniciales  arbitrarias.  Posteriormente l a s  
evaluaremos  para  fragmentaci6n pura tanto  para  el  límite  homogéneo  como en 
el  límite  continuo. 

Es  necesario  enfatizar  que  nuestro analisis numérico  esta  limitado 
a 160 ecuaciones  del  sistema (5.2.91, y puesto  que la situacibn  que 
analizamos  es  altamente  gelante,  se  pierde  masa al transcurrir  el  tiempo. 
Por  otro  lado,  es  claro  que  mientras m&s polidisperso sea el  sistema, 
mayor  sera la dispersi6n  total  bscatt  de  partículas  pequeñas. Esta 
cantidad s610 tiene  sentido  calcularla  para  fragmentaci6n  pura,  pues 
cuando  existe  coagulacidn y gelacibn,  el  tamaño  de  los  cúmulos  puede  ser 
comparable o mayor  que la longitud  de  onda  de la luz.  Analogamente al 
c&lculo  realizado  el  capítulo 4 para  el  kernel F i j  = i + j, aquí 
calcularemos  el  momento  cero y la dispersi6n  total  de  luz,  limit&ndonos a 
aquellos  valores  de t para  los  cuales la masa se  conserva. 
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Fig.5.6 Distribución C,(t) como función del tamafio de ctímulo k para 
condiciones iniciales monodispersas para coagulaci6n y 

condiciones iniciales polidispersas para Coagulación Y 
fragmentaci6n. 
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En las Figs. 5.8 y 5.9 graficamos  la  concentraci6n  total M"'(t 1 y 
la raz6n  bscatt / I como  funciones  del  tiempo,  para  los  mismos  valores 
típicos  del  índice  de refraccih, n,  y de  la  longitud  de  onda  de  la  luz A ,  
de un aerosol  ambiental  usados  en  el  capítulo 4. En  ambas  figuras 
graficamos  estas  cantidades  en  los  limites  discreto  y  continuo, 
mostrhdose el  efecto  de las inhomogeneidades  espaciales en estas 
cantidades. 

Para  condiciones  iniciales  monodispersas,  tanto  el  tamaño  promedio 
de  cúmulo  como bscatt / I, Figs.  5.8a  y  5.9a,  son  menores  en  presencia  de 
difusi6n.  Por  ejemplo,  para t = 10, el  momento  cero  es 7.07 veces  mayor  en 
el  caso  discreto  que  en  el  límite  continuo.  Por  lo  tanto la presencia  de 
difusi6n  en  la  fragmentaci6n  gobernada  por  el  modelo  diagonal  generalizado 
puede  reducir  fuertemente  el  tamaño  promedio  de  los  cúmulos.  Para 
condiciones  polidispersas,  obtenemos  las  Figs  5.8b  y  5.9b,  en las cuales 
se  observa  la  misma  tendencia  pero  la  diferencia  es s610 de  un  factor  de 
2.8. 

La  difusi6n  también  modifica  fuertemente  la  dispersi6n  total  de 
luz.  Para  condiciones  iniciales  monodispersas,  la  raz6n  bscatt/I  es 4.8 
veces  mayor  en  el  caso  discreto  que  en  el  continuo;  mientras  que para- 
condiciones  polidispersas  esta  raz6n  es  de 6 . 3 .  Nuevamente  concluimos  que 
los  efectos  espaciales  son  significativos y,  en  principio,  medibles. 

Es importante  señalar,  como  ya  se  dijo  en  el  capítulo 2, que  los 
resultados  anteriores  son  una  consecuencia  de  haber  realizado  una 
descripci6n  estochstica  del  fen6meno  de  agregaci6n. 
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Fig.5.8a Concentraci6n  total M(')(t) como  funci6n  del  tiempo y 
condiciones iniciales monodispersas (D = 1.29 x cm 2s '3. q = 
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Fig.5.8b Tasa de intensidades contra el tiempo y condiciones 
iniciales monodispersas. Los mismos valores de D y q de la  Fig.  5.8a, 
aqui n = 1.5 y 1 = 0.5 mm. Los circulos y los triZlngulos representan, 
respectivamente, valores en ausencia y presencia de difusih 

Fig.5.9b' Tasa de intensidades contra el tiempo y condiciones 
iniciales polidispersas. Los mismos valores de D y q de la  Fig.  5.8a, 



5.4.  Funciones  de  correlaci6n 

Siguiendo  el  procedimiento  indicado  en  los  capítulos 1 y 2, la 
ecuaci6n  maestra  del  modelo  diagonal  generalizado  tiene  la  siguiente  forma 

(5.4.1) 

* 
en  donde A, jh y A i t h  estan  dados  por  las  Ecs. (2.1.2) y los  kerneles 
K, J ,  F, por  las  Ecs. 5.1.5). 



(5.4.3b) 

RF,(t 1 = - v - 1  <mk+s>dk6ks (5.4.3d) 

En  segundo  lugar  escribimos  estas  ecuaciones en el  limite  continuo 
siguiendo  el  método  de  los  momentos  compuestos.  Para  los  cumulantes 
Eks(rl,r2) definidos por la  Ec. (2.3.5) 

se  obtiene  la  ecuaci6n 

Rks(t = - <pk+s>dk6ks . (5.4.7b) 

para t, = t, O. 
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Ahora  bien,  obtener la soluci6n  analítica  de  este  sistema  de 
ecuaciones  para  condiciones  iniciales  arbitrarias,  es  prdcticamente 
imposible,  por  esta  raz6n  lo  resolveremos  numkricamente.  N6tese  que  este 
sistema  esta  acoplada  con  la  ecuación  de  Smoluchowski,  puesto  que  en  la 
Ec.  (5.4.6)  aparece  explícitamente Cp,> = C,. 

Seguiremos  el  mismo  mCtodo  que  en  el  capítulo 4 para  obtener las 
fluctuaciones  en el  tamaño  de  los  cúmulos  para  el  caso  de  fragmentaci6n 
pura. Para esto  primero  tomamos  la  transformada  de  Fourier  de Eks(rl,r2) 
con  respecto a las coordenadas  espaciales y consideramos 16 elementos  de 
esta  matriz.  Supondremos  los  valores a = 3 y /3 = 2, que  corresponden a una 
situaci6n  altamente  gelante. Si ademas  usamos  la  condici6n  inicial 
monodispersa  (2.3.17a)  alrededor  del  tamaño k = 2, obtenemos  las  grdficas 
de 'las Figs.S.10-5.13.  Estas  muestran a las  fluctuaciones en el  tamaño  de 
los  cúmulos  como  función  del  tamaño  de  los  mismos  para  diferentes  valores 
de  tiempo.  ObsCrvese  que  al  tiempo  inicial, las fluctuaciones  son 
bdsicamente  negativas  de  acuerdo a la  Ec.  (2.3.7). A medida  que  el  tiempo . 
transcurre  las  fluctuaciones  aumentan  en  intensidad  pasando  desde -10 a t 
= O, en  unidades  arbitrarias,  hasta +0.38, para t = 7.2. Este  incremento 
en las  fluctuaciones  sugiere  nuevamente  la  aparici6n  de  la  gelaci6n. De 
hecho  podemos  cuantificar  el  grado  de  gelaci6n  comprobando la validez  de - 
la  conservaci6n  de  la  masa,  Ec. (5.1.2). En  la  Tabla 7 se  muestran  los 
porcentajes  de  masa  presente  en  el SOL a diferentes  tiempos.  Claramente 
estos  valores  indican  que  el  sistema  es  altamente  gelante y que  para  estos 
mismos  tiempos  las  fluctuaciones se incrementaron  notablemente,  como  cabía 
esperar. 

t .7 1.2 4.2 7.2 

M,,,(%) 100 99 53.1 41.1 

Tabla 7. Variaci6n  porcentual  de  la  masa  del SOL 
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Fig.5.10 Fluctuaciones en el tamaño de los ctímulos como función 
del  tamaAo  de  los mismos k, a un tiempo inicial t = O. 
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Fig. 5.11 Fluctuaciones en  el tamaño de los cclmulos como funci6n 
del tamafio de los mismos k, a un tiempo inicial t = 0.7 

”% ‘<& ow. 

Fig.5.12 Fluctuaciones en  el tamaño de los cclmulos como funci6n 
del tamaño de los mismos k, .a un tiempo inicial t = 1.2 
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Fig.5.13 Fluctuaciones en  el tamafio de los ctimulos como funci6n 
del tamafio de  los mismos k, a un tiempo inicial t = 7.2 
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5.5 Exponentes  críticos 

Consideraremos a continuacibn  los  exponentes  críticos  que  describen 
el  comportamiento  de la distribuci6n  de  tamaño  de  cúmulo en la vencindad 
de la gelacibn, en el  modelo  diagonal  para  dos  casos.  Primero  analizaremos 
coagulaci6n  pura y posteriormente  los  exponentes  asociados al proceso 
reversible. 

Calcularemos  el  exponente  crítico (t) que  describe  el 
comportamiento  de la distribucibn  de  tamaño  de  cúmulo  Ck(t) en la 
vencindad  de la gelaci6n  para  el  modelo  diagonal.  Primero  calcularemos 
este  exponente  para  el  caso  de coagulacih pura y posteriormente 
discutiremos  el  procedimiento a seguir  para  determinarlo en el  caso  de 
agregaci6n  reversible,  aunque  no  fue  posible  calcularlo  explícitamente. 

Es conveniente  recordar  que la transici6n a la gelaci6n  esta 
caracterizada  por la divergencia  del  tamaño  medio  de  los  cúmulos y por la 
aparici6n  de  un  flujo  de masa de  los  cúmulos  de  tamaño  finito  (sol) a los 
cúmulos  de  tamaño  infinito  (gel 1. Para  los  cúmulos  de  tamaño  jsk a los 
cúmulos  de  tamaño  j>k  este  flujo  se  obtiene  tomando la derivando  temporal 
de la masa  total  del  sistema o primer  momento  de  Ck(t),  es  decir, 

dM(k) (t)/dt = j dF  (t)/dt 
k 

J =1 
(5.5.1) 

Sustituyendo  en  el  miembro  derecho  de  esta  ecuaci6n la ecuaci6n  de 
Smoluchowski,  Ec. (5.1.1) con FiJ = O, se  obtiene 

(5.5. la) 

Observese  que si Ck(t 1 se  anula lo  suficientemente  rapid0  cuando k ->m, 

entonces 

dM(m)(t)/dt = lim dM'k'(t)/dt = O 
k m  

(5.5.2) 

es  decir, la masa total  del sistema  es  constante.  Por lo  tanto  esta 
ecuaci6n se satisface  para sistemas  no  gelantes y para  sistemas 
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potencialmente  gelantes  para  tiempos t<tg. Para  estos  casos  se  encuentra 
que  Ck( t ) decae  exponencialmente  como  funci6n  de k. Un  ejemplo  de  esta 
situaci6n  est&  dada  por la Ec. (4.3.2). 

Para sistemas gelantes  el  flujo  de masa, Ec. (5.5. la), es finito y 
diferente  de  cero y las soluciones a la ecuación  de  Smoluchowski  sólo son 
posibles si C,(t 1 decae  lentamente  como  una  funci6n  algebraica  de k, es 
decir si es  de la forma  general 

en  donde t es el parbetro, o exponente  crítico,  que  describe  el 
comportamiento  de C,(t 1 respecto k_. La  Ec. ( 5 . 5 .  la) para  el  caso  del 
modelo  diagonal  generalizado  resulta  ser 

en donde 

(5.5.5) 

y m es  un  entero  positivo. 

5.5.1 Proceso  irreversible 

Buffet y Pul& 1321 demostraron la existencia  de  condiciones 
necesarias y suficientes  para  que  ocurra  gelaci6n en el  modelo  diagonal. 
El  criterio  de  gelaci6n  est&  dado  explícitamente  por la siguiente 
expresibn, 

Como r est&  dado  por la Ec. (5.1.91, esta  condición  se  reescribe  como J 
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(5.5.7) 

en donde  c = log[2(2m+l) I" ,  a > 2 y h est&  definida  por las Ecs. (5.2.3). 
M&s explícitamente,  para  este  modelo  se  puede  reescribir  como 

J 

(5.5.8) 

Esta expresi6n  muestra  que h sigue un decaimiento  en  la  forma  de 
una  ley  de  potencias  en j. Ademas,  puesto  que  la  serie  en  la  Ec. (5.5.7) 
converge  para  toda m, se  implica  la  presencia  de  un  cúmulo  infinito 
(gelaci6n).  Entonces,  de  acuerdo  con la Ec.(5.2.2),  existe una solucibn 
para  la  ecuaci6n  de  Smoluchowsi,  Ecs. (5.2.11, que  representa  el 
comportamiento  asint6tico  de C,(t) para  tiempos  largos a partir  de  una 
condici6n  inicial  arbitraria.  De  estas  ecuaciones  se  sigue  entonces  que 

1 

en  donde 

t = l + a / 2  . (5.5.9b) 

con 02. De  esta  manera,  dado un valor  de a se  determina  el  valor  del 
exponente  crítico  que  describe  el  comportamiento  de C,(t) en  la  vecindad 
del  punto  de  gelaci6n  para  el  modelo  diagonal.  Sabemos  que  en  este  modelo 
debe  cumplirse  que a sea un entero  mayor  que  dos  para  que  se  satisfagan 
las condiciones  necesarias  y  suficientes  para  que  exista  gelaci6n, 
entonces  el  valor  mínimo  de t en  el  modelo  diagonal  es 5/2. 

Para saber si los  valores  de t encontrados  con  este  metodo  tienen 
sentido f isico,  es  conveniente  compararlos  con  valores  obtenidos  para 
otros  modelos  que  exhiben  gelaci6n.  Ernst [441 ha  establecido  un  criterio 
para  determinar cubdo un sistema  es  gelante,  a  saber,  para  tr2  el  sistema 
gela. Sin  embargo,  este  criterio s610 es  valido  para  kerneles  de 
coagulaci6n  que  sean  funciones  homogkneas  de  grado A, condici6n  que  no 
satisface  el  kernel  diagonal  generalizado,  Ec.  (5.1.9). Así por  ejemplo, 
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para  el  kernel  de  coagulaci6n 

K, iw j" (5.5.10) 

Leyvraz [411 encontr6  que  el  exponente t est6  dado  por  t=1+2w  con OSW11/2; 
de  donde  se  sigue  que  el  m6ximo  valor  de  este  exponente es 2. Claramente 
nuestro  resultado  satisface  este  criterio a pesar  de  no  ser  un  kernel 
homogheo. M6s  aún,  puesto  que  para  este  modelo t puede  ser  mucho  mayor 
que  dos,  probablemente la diferencia  del  valor  de t en ambos  modelos  se 
deba al hecho  de  que  el  modelo ij s610 describe  coagulaci6n  entre  cúmulos 
grandes,  mientras  que  el  modelo  diagonal  describe la reacci6n  entre 
cúmulos  del  mismo  tamaño. 

Finalmente,  otra  caracteristica  importante  de  este  modelo  es  que  el 
t i empo tg para  el  cual  ocurre la gelaci6n  puede  calcularse en forma 
explícita  para  condiciones  iniciales  monodispersas [321: 

5.5.2 Proceso  reversible 

Ahora  analizaremos  el  caso  para  el  cual esth presentes  tanto la 
coagulaci6n  como la fragmentacih.  Para  esta  situaci6n  se  encuentra  que la 
condici6n  de  gelaci6n  est6  dada  por la siguiente  expresi6n  (ver  referencia 
32, secci6n 4) 

(5.5. lla) 

en donde 7 est6  dada  por  la  Ec.  (5.5.5) y por 
m, k 
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Sustituyendo las expresiones  explícitas  para  este  modelo  dadas  por las 
Ecs.  (5.1.81, 

obtenemos  que la condici6n  (5.5.11a)  se  reescribe  como 

(5.5.12) 

N6tese  que  esta  serie  es  divergente si P>a, independientemente  del  valor 
de a,  y por  lo  tanto  no  ocurre  gelaci6n  en  este  caso.  Sin  embargo,  para 
@<a, con a>2, esta  serie  converge y por  lo  tanto  ocurre  la  gelaci6n. 

Para  determinar  el  exponente  crítico  asociado  con  este  proceso 
reversible,  primero  intentaremos  utilizar el  mismo  metodo  descrito en la 
secci6n  anterior  usado  en  el  caso  irreversible.  Para  esto  supondremos  que 
C,(t) tiene  un  comportamiento  asint6tico  dado  por  el  ansatz  (5.2.3) y 
mostraremos  que  se  llega a una  inconsistencia.  En  efecto, si sustituimos 
este  ansatz  en  la  ecuaci6n  de  Smoluchowski,  Ec. (5.1.11, que  ahora  contiene 
tambiCn  el  tCrmino  de  fragmentaci61-1,  no  se  obtiene  una  relaci6n  de 
recurrencia  cerrada  para A, debido a que  los  tCrminos  de  coagulaci6n son 
cuadrfiticos  en  C,,  mientras  que  los  de  fragmentaci6n  son  lineales. Por lo 
tanto  no  es  posible  determinar  explícitamente las A, ni la forma 
asintbtica  de C,(t). Entonces  es  necesario  utilizar  un  metodo  alternativo 
basado  en  una  sugerencia  de  Hendriks [431, el  cual  esbozamos a 
cont inuacih. 

Primero  n6tese  que  en  el  caso  de  agregacibn  reversible  es  de 
esperarse  que  aparezca  otro  exponente  crítico  asociado.  con la 
fragmentacih, ademfis  del  exponente t asociado  con  la  coagulaci6n.  La 
presencia  de  estos  dos  procesos  permite  esperar  la  existencia  de  una 
solucibn  en  equilibrio  de  la  ecuaci6n  maestra  correspondiente  para la que 
se  satisfaga  la  condici6n  de  balance.  detallado  discutida en el  capítulo 1, 
secci6n 3, Ec.(1.3.5).  Esta  expresi6n  contiene  la  secuencia  de  números 
arbitrarios % que  representan  los  factores  de  degeneracibn  que  describen 
las diferentes  maneras  en  que  se  pueden  agregar los cúmulos y un parhetro 
h arbitrario. 
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En la vecindad al punto  de  gelaci6n  es  necesario  considerar la 
posibilidad  de la existencia  de un cúmulo  de  tamaño  grande,  esto es, 
proporcional a la masa total M del  sistema,  el  cual  denotaremos  por  K=gM, 
siendo g un número  que  nos  indica  que  tan  grande es el  cúmulo. La 
probabilidad en equilibrio  puede  entonces  escribirse  como 

(5.5.13) 

Se  ha  demostrado 43 1 que  para k grandes ( k m ) ,  % satisface la 
siguiente  relacibn 

en donde A ,  t y p ,  son  parametros  que  son  necesarios  determinar 
dependiendo  del  modelo  de  agregaci6n  que  se  tenga. Por otra  parte,  usando 
la distribuci6n  de  equilibrio,  Ec. (5.5.131, se  puede  obtener- 
explícitamente la distribuci6n  de  tamaños, 

C, = h a, exp ( - p , k )  (5.5.15) 

en donde  ahora A es  una f unci6n  del parhetro p ,  . Observese  que en  esta 
expresi6n  aparece a,  la cual,  por (5.5.141, depende  de  los  parametros t y 
p , .  Entonces,  estos parhetros indican  el  comportamiento  de C, alrededor 
del  punto  de  gelacibn,  esto  es,  son  los  exponentes  críticos  asociados  con 
el  proceso  reversible  de  agregaci6n. Su valor  depende  de  los  modelos  para 
los  kerneles  de  coagulacibn y fragmentaci6n  del  modelo. El calculo 
explicit0  de  estas  cantidades  para  el  modelo  diagonal  generalizado 
homogeneo  es un problema  que  esta  actualmente  en  proceso  de investigacih, 
así como' la posible  extensi6n  de  este  metodo al cAlculo  de  estos  mismos 
exponentes  críticos  en  presencia  de  inhomogeneidades  espaciales.  Siguiendo 
un metodo  anzilogo,  probablemente  sería  posible  obtener  exponentes  críticos 
asociados a otras  cantidades  físicas,  como por ejemplo,  el  exponente B de 
la fracci6n  de  gel. Es de  esperarse  que  como  en  el  caso  de  los  exponentes 
t y p ,  si B se  calcula  incluyendo la presencia  de  inhomogeneidades 
espaciales, su valor  numérico  tambiCn  sera  diferente al valor  clAsico. Sin 
embargo,  realizar  este  analisis  requiere  de  mCtodos mais complicados  que 
los  usados en  este  capitulo. 
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CONCLUSIONES 

A continuaci6n  enumeramos las conclusiones  principales  obtenidas 
durante  el  desarrollo  de  este  trabajo así como las limitaciones y 
perspectivas  del  mismo. 

1. Se  ha desarrollado un mdtodo  de  descripci6n  de  fen6menos  de 
agregaci6n  reversible  alternativo a los  existentes en la literatura. La 
idea  basica  es  suponer  que  los  procesos  de  coagulaci6n,  fragmentaci6n y 
evaporaci6n son procesos  estochsticos  Markovianos,  cuya dinhica puede ser 
descrita  en  tdrminos  de la ecuaci6n  maestra  de  Pauli.  Debe  mendionarse  que 
el  caso  de  agregaci6n  irreversible  ha  sido  analizado  recientemente con 
mdtodos  similares  por  van  Dongen y Ernst [70-721. Utilizando  el  desarrollo 
sistemhtico  de  esta  ecuaci6n y el  método  de  los  momentos  compuestos- 
introducido  por  van  Kampen,  se  ha  mostrado  que a partir  de  esta 
formulaci6n  estochstica  no s610 se recupera la descripcih macrosc6pica 
usual  de  Smoluchowski  espacialmente  homogdnea, C,(t), sino  que  se 
generaliza  introduciendo  explícitamente la dependencia  espacial,  Ck(r,t). 

2. En  los  capítulos  anteriores  se  han  desarrollado  cuatro 
aplicaciones  originales  de  este  método a modelos  específicos  de 
agregacih, a saber, un aerosol  liquido, un modelo  de  reactor  nuclear 
subcrítico, un modelo  de  reactor  de  polimerizaci6n y el  modelo  diagonal 
reversible.  En  estos  dos  últimos  modelos  se  calcularon  algunas  cantidades 
físicas  importantes  susceptibles  de  ser  medidas  experimentalmente,  como 
son  diversos  momentos  de la distribuci6n  de  tamaños  que  describen  el 
tamaño y volumen  medio  de  los  cúmulos así como la dispersi6n  total  de  luz. 

3.  Las  fluctuaciones  en  los  tamaños  de  los  cúmulos así como 
diversas  funciones  de  correlaci6n  tambidn  se  obtuvieron  de  esta 
descripci6n.  Para  el  modelo  de  aerosol  se  calcul6  analíticamente la 
funci6n  de  correlaci6n  densidad-  densidad y el  correspondiente  factor  de 
estructura.  Para  el  reactor  nuclear se obtuvieron las correlaciones 
densidad-  densidad,  densidad - temperatura y temperatura-temperatura.  Para 
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el  modelo  diagonal  se  calcularon  numkricamente  las  fluctuaciones  en  el 
tamaño  de  los  cúmulos  para  el  caso  de  un  sistema  altamente  gelante, 
mostrhdose que las fluctuaciones  crecen a medida  que  el  sistema se  acerca 
al punto  de  gelaci6n.  Es  importante  enfatizar  que  el  desarrollo 
sistemfitico  en  potencias  inversas  del  volumen  s610  es  vfilido si las 
fluctuaciones  permanecen  pequeñas  durante  la  evoluci6n  temporal  del 
sistema.  En  nuestro  c8lculo  numCrico  de  las  fluctuaciones  en  el  modelo 
diagonal  reversible,  comprobamos  que  Csto  se  cumple  porque  el  segundo 
momento  de la distribuci6n  de  probabilidad  P(m,t)  siempre  se  mantiene 
finito,  de  acuerdo  con el  mdtodo  de  van  Kampen [361. Por esta  raz6n  es 
claro  que  este  mbtodo  no  puede  usarse  para  describir a las fluctuaciones 
muy  cerca  del  punto  de  gelacibn,  en  donde  sería  necesario  utilizar  un 
ansatz  diferente  al  dado  por  la  Ec. (1.2.1) u otros  mCtodos  usados  en  el 
estudio  de la dinhica crítica. Sin embargo,  como  mostramos  en  el  capítulo 
5 ,  este  mbtodo  permite  exhibir  las  tendencias  en  el  comportamiento  de  las 
fluctuaciones. 

4. Esta  descripci6n  estocfistica  tambiCn  permite  analizar  el 
comportamiento  de  la  distribuci6n  de  tamaños C,(t) en la vecindad  del 
punto  de  gelaci6n a travCs  del  cfilculo  del  correspondiente  exponente 
crítico.  Aunque  6ste  s6lo  se  calcul6  para el  caso  espacialmente  homogkneo, 
el  método  podría  extenderse  para  incluir  inhomogeneidades  espaciales  en 
cuyo  caso  sería  de  esperarse  que  este  valor  no  fuera  el  mismo. La 
dificultad  principal  estriba  en  que  aparentemente  el  ansatz (5.1.5) no es 
aplicable  en  este  caso. 

5 .  Existen  diversos  sistemas  en  donde  ocurren  fen6menos  de 
agregaci6n  en  presencia  de  flujo  hidrodin6mico.  Aunque  esta  situaci6n  no 
se  ha  analizado  en  este  trabajo,  este  mbtodo  puede  extenderse  para  incluir 
estas  situaciones.  Existen  algunos  intentos  preliminares  para  implementar 
descripciones  estoc&sticas  en  estos  casos [loo]. 

6.  En  nuestra  descripci6n  los  kerneles  de  agregaci6n  se  han 
modelado  exclusivamente a nivel  fenomenol6gic0,  sin  pretender  deducir su 
forma  explícita a partir  de  un  an8lisis  microsc6pico.  Esto  es  en  principio 
posible pero es un problema  difícil  puesto  que  involucra la complejidad  de 
las interacciones  entre  cúmulos  que  contienen  un  gran  número  de  partículas 
microsc6picas. Esta es  una  direcci6n  para  desarrollos  futuros  de  esta 
teoria. 
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7. Por último,  enfatizamos la generalidad  del  mdtodo  introducido 
aquí  para  estudiar  fen6menos  de  agregacibn.  En  principio,  el  metodo es 
aplicable a cualquier  sistema  sistema  físico  en  donde  ocurran  procesos  de 
agregacibn  que  puedan  ser  modelados  por  un  proceso  estocastico  Markoviano. 
Esto se ha  ilustrado  al  analizar en los  capítulos  anteriores  cuatro 
modelos  de  agregaci6n  muy  diferentes  entre s í  desde  el  punto  de  vista 
físico.  Cabe  hacer  notar  que  esta  generalidad  del  mCtodo  tambiCn se ha 
conservado en el  analisis  numCrico,  puesto  que  los  programas  utilizados 
son validos  para  cualquier  kernel  de  agregaci6n. 
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WEND ICE 

DEDUCCION  HEURISTICA  DE  LA  ECUACION DE SMOLUCHOWSKI 

Aquí  deduciremos la ecuaci6n  de  Smoluchowski,  Ec.(2),  para  un 
modelo en  donde las partículas (chulos) que  se  agregan son esfericas. 

Denotemos  como N al número  de  colisiones  que  ocurren,  por  unidad 
de  tiempo y por  unidad  de  volumen,  entre  dos  clases  de  partículas  de 
volumen vi y vJ, respectivamente.  Considerando  que las partículas  son 
esfericas,  los  subindices i y j indican  únicamente  dependencia en el 
didmetro  de las partículas. Por otro  lado, p(vi,vJ) y  a(v,,vJ)  denotan las 
funciones  de  frecuencia  de  colisiones  para  cuando  sdlo  existe  coalescencia- 
y  fragmentacih, respectivamente. Esta funcibn  depende  de  los  tamaños de 
las partículas  que  chocan, así como  de  otras  propiedades  del  sistema  tales 
como  temperatura y presí6n. 

i J  

Consideraremos  primero  la  ganancia  de  partículas  por  los  efectos  de 
coalescencia.Cuando  dos  partículas  chocan,  coalescen  formando  otra  cuyo 
volumen  es  igual a la suma  de los volumenes  de las partículas  originales. 
Por lo  tanto, la frecuencia  de  colisiones  la  podemos  escribir en terminos 
de las concentraciones  de  partículas, C, y Cj, esto  es, 

La ganancia  de  partículas  de  tamaño k  est8'dada  por la coalescencia 
de  dos  partículas  de  tamaño i y j que  da  lugar a la formaci6n  de  una 
partícula  de  tamaño k. La tasa  de  ganancia  esta  dada  por 

(112) Nij 
i + J = k  
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Aquí la notacibn i + j = k indica  que  la  suma se realiza s610 para 
aquellas  colisiones  que  satisfacen 

v i + v   = v  J + J  (A. 3) 

El factor 112 se introduce  para  evitar  contar  dos  veces  cada  colisi6n. 

La tasa de  pCrdida  de  partículas  de  tamaño k debido a la col  isi6n 
con  otras  partículas,  lo  cual  da  lugar a partículas  de  tamaño  mayor  que k, 
est&  dada  por 

m 

i = 1  
(A. 4) 

Ahora  consideremos  el  efecto  de fragmentacih.  Supongamos  que una 
partícula  de  tamaño í + j = k se  rompe  en  dos  partículas  de  tamaño i y j, 
respectivamente.  Anhlogamente, 

define a la frecuencia  de  colisiones  que  da  lugar a la fragmentaci6n  de 
partículas. 

La ganancia  de  partículas  de  tamaño k est&  determinada  por  el 
rompimiento  de  una  partícula  de  tamaño k + j en  dos  de  tamaño k y j, 
respectivamente.  Esto  es, la tasa de  ganancia  est&  dada  por 

La tasa de  pCrdida  de  partículas  de  tamaño k debido a la 
fragmentaci6n  de  partículas  de  tamaño k = i + j en  partículas  de  tamaño i 
y j, es  entonces 

(1/2) NTJ 
i+j=k 
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Como  antes, la notaci6n i + j = k indica  que  s610 se  consideran  aquellas 
colisiones  para  las  que  se  satisface 

V i + J  = vi + J (A. 8 )  

Agrupando las tasas  de  ganancia y de  pkrdida  obtenemos  la  ecuaci6n 
que  describe  la  evoluci6n  de  la  concentracibn  de  tamaños, o ecuaci6n  de 
Smoluchowski.  Sumando (A.2) y (A.61, tenemos  la tasa de  ganancia, 

(112) N, + 1 NTk 
m 

I +  J=k i = l  

y sumando (A.4) y (A.7) obtenemos la tasa  de  pCrdida, 

(A. 9 )  

(A. 10) 

Entonces,  agrupando las Ecs. (A.9) y (A. 10) obtenemos, 

dCk/dt = (112) [Ni - NTJ1 - 1 [N - N,,] , (A.11) 
03 3f 

ik i + J = k  i = 1  

o bien , en  funci6n  de a y p 

dCk/dt = (1/2) [P(vi,vj) C, Cj - a(v,,vj) Ci+Jl + 
i+j=k 

Esta es la Ec.(2)  de  la  Introducci6n si se  identifican a(vi,vJ) y p(v,,vJ) 
con F i j  y K i J  , respectivamente. 
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